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Chapitre

Introduction

1.1 Fonction A d’Erdos-Hooley et structure des diviseurs

Posons
(1.1) A(n,v) = > 1 (neN*jveR),
dln
v<logd<v+1
et
(1.2) A(n) :=sup A(n,v).
veER

Cette fonction a été introduite sous une forme essentiellement équivalente par Erdds
[Erd74] en 1974. L’étude a été poursuivie avec Nicolas dans 'article [EN76] dans lequel
la fonction est formellement définie — l'intervalle [e”,eVt![ apparaissant sous la forme
[2¢,29F 1], ce qui ne modifie en rien la problématique. En 1979, Hooley [Hoo79] introduit
les notations et et développe plusieurs applications de la détermination de
I’ordre moyen de cette fonction. L’étude de la fonction A a depuis fait I’'objet d’un grand
nombre de travaux.

Rappelons que 'on note traditionnellement 7 la fonction « nombre de diviseurs » et
remarquons d’emblée que A/7 est une fonction de concentration au sens probabiliste.
Etant donnée une fonction de répartition F, Paul Lévy a défini en 1937 la fonction de
concentration () par la formule

Qr(l):==sup (F(z+/0)—F(z)) (£>0).
zeR

Ainsi, pour la spécialisation

Fo.(z) ::L Z 1 (z€eR),
7(n) i

logd<z

nous avons

A(n) =7(n)Qr,(1).
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Les tableaux suivants fournissent les premieres valeurs de la fonction A.

n [2]3[4]5[6]7[8]9[10]11|12]13]14][15
Amy[2]t 21|22t 2]1[3]|1]2]2

n 16 [ 17 | 18 [ 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 [ 28 | 29 | 30
A(n) 2 1] 2 1132 2 1141 211 2 1] 3

On remarque que pour tout nombre premier p impair et tout entier o« > 1, on a A(p®) = 1.
Par ailleurs, la fonction A n’est pas bornée : ainsi que ’observent Hall et Tenenbaum
dans [HT88, ch.6], on a par exemple A(2%3%) > 341 des que 2* > 35.

Le calcul numérique met en évidence une croissance tres lente de A1 (n) := supj.«,, A(k)
puisqu’on a par exemple At (10%) = 23. Nous pouvons également observer la fréquence
des valeurs prises par les premieres valeurs de A(n).

0.1 |

1 2 3 45 6 7 8 910

FIGURE 1.1 — Fréquence des valeurs de A(n) pour 1 < n < 100000

Un premier encadrement de A(n) peut étre énoncé sous la forme :

T(n)
1.3 max(1,7)<An <7(n n>=1).
(13) ) <A <) (n>1)
La majoration est triviale et la minoration résulte du principe des tiroirs. La majoration
peut étre améliorée en utilisant soit 1'inégalité Kolmogorov-Rogozin pour les fonctions
de concentration (voir par exemple [Ten22, exer. 265]), soit un théoréme combinatoire
de Sperner [Spe28|] (voir [Ten22| exer. 266] :

7(n)

ot w(n) désigne le nombre des facteurs premiers de n.
La question de I'ordre moyen de la fonction A consiste donc a préciser le comporte-
ment asymptotique de la quantité

S(z) = % Z A(n).

Via des manipulations standard, et compte tenu de la minoration triviale, la relation
(1.4) fournit ’encadrement

(1.5) 1 <S(z) < 2287

(x = 3).

logy
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La détermination de 'ordre moyen de A(n) est un probleéme extrémement difficile,
toujours ouvert apres de nombreux travaux. Présentons brievement les résultats successifs
obtenus.

Erdés a prouvé dans [Erd74] que Ili)néo S(z) = +oo — Hooley détaille cette preuve

dans [Hoo79|. En 1982, Hall et Tenenbaum [HT82, th. 3] ont montré que
(1.6) S(x) > logy .

Cette minoration est longtemps restée la meilleure connue. Récemment, Ford, Koukou-
lopoulos et Tao [FKT23| ont amélioré ce résultat en montrant que pour x > 3,

(1.7) S(x) > (logga) o),

ot  ~ 0.3533227 est une constante précisément définie dans le travail [FGK23], relatif
a l'ordre normal de A(n) — voir [FGK23| (1.3)]. Trés récemment, La Breteche et
Tenenbaum [BT24c| sont parvenus & une nouvelle amélioration en démontrant que, pour
>3, 0n a

S(z) > (logy)*/2.

Concernant la majoration, Hooley obtient dans [Hoo79] une amélioration significative

de ([1.5)), soit

S(z) < (logz)¥™ 1 (z>2),

et anticipe que 'ordre de grandeur exact de $(z) est de la forme (logaz)‘”"(l) pour
une constante convenable a > 0. Tenenbaum |[Ten85] a infirmé cette conjecture en
démontrant en 1985 qu'’il existe cg > 0 tel que

(1.8) S(z) < eoVlogzzlogs (4> 16),

En 2022, La Breteéche et Tenenbaum [BT23b] ont réussi a éliminer le facteur logsx :
pour tout a > v/2log2 ~ 0.98026, on a

S(z) < eWVloBT (1> 3)

En 2023, Koukoulopoulos et Tao [KT23] ont obtenu une amélioration représentant un
saut qualitatif :
S(z) < (logy2)'Y* (> 3).

Cette estimation a elle-méme été raffinée par La Breteche et Tenenbaum dans [BT24c] :
nous avons
S(z) < (logyz)*/? (x >3).

Le meilleur encadrement connu a ce jour pour l'ordre moyen de A(n) est donc
(logy 2)*/? < S(z) < (logy z)°/? (x > 3).

Ainsi qu’il a été mis en évidence par Hooley, la majoration de I’ordre moyen de A
posséde de nombreuses applications. Décrivons-en une. Désignons par v(z) le nombre
d’entiers n’excédant pas = et pouvant s’écrire comme somme d’un carré et de deux
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bicarrés. En exploitant la majoration $(z) < (logz)* ™1, Hooley montre la minoration
(1.9) v(z) > z(logz) =m0 (2 - o).

L’amélioration de la majoration de S(x) obtenue par La Breteche et Tenenbaum permet
d’établir (cf. [BT24b, theorem 1.1])

5/2

v(z) > x/(logyx) (x — 00).

Sous certaines conditions concernant les entiers positifs k € IN*, ¢;, £; (0 < j < k) tels
que fp = min/; = 2, il est possible d’étendre cette minoration au nombre des entiers
n < x représentables sous la forme

Z.
n= Z Cjnj].
0<j<k

Nous renvoyons & [BT24b| pour les derniers résultats sur cet aspect de la question.

Bien que cette problématique ne soit pas abordée dans cette these, une autre question,
toujours ouverte, concernant la fonction A est celle de la détermination de I’ordre normal.
On rappelle qu'une propriété est dite vraie « pour presque tout entier n », si elle est
vérifiée sur une partie A C N telle que

[AN[1,N]| =N +o(N) (N — 00).
A ce jour, nous disposons de ’encadrement
(logy )™M < A(n) < (logyn)?+°™M)  pour presque tout n,
ol 1 = 0,3533227 est la constante apparaissant dans , et
0 :=(log2)/(log2+1/log2 —1) ~ 0,6102495.

La minoration est due a Ford, Green et Koukoulopoulos [¢51], la majoration & La
Breteche et Tenenbaum [BT23b).

1.2 Entiers friables

Un entier naturel n > 1 est dit y-friable si son plus grand facteur premier P(n)
n’excéde pas y. Par convention, nous posons P(1):=1. Nous notons traditionnellement

S(z,y) ={n:n< =z Pn) <y}
I’ensemble des entiers y-friables n’excédant pas x et posons

WV(z,y) :=[5(z,y)].

L’étude des entiers friables a fait I’objet de nombreux travaux ces quarante dernieres
années : voir par exemple l'article de survol [Darl§|. Elle possede de nombreuses
applications dans divers domaines. Par exemple, les entiers friables interviennent en
cryptographie, notamment pour le probleme du logarithme discret sur les entiers. Ils
jouent également un roéle en théorie analytique des nombres, par exemple dans le
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probléme de Waring ou dans I’étude des petits écarts entre nombres premiers. Plus
récemment, pour évoquer un exemple qui nous intéresse directement, Koukoulopoulos et
Tao [KT23] placent leur travail sur la fonction A dans le cadre probabiliste des entiers
friables.

L’estimation asymptotique de W(z,y) est une question non triviale, qui a donné lieu
a de nombreux travaux |[Brublal, |Hil86], [HT86].... Certains de ces résultats jouent un
role direct dans cette these. Nous en livrons ici un premier apergu en vue d’énoncer
notre résultat principal.

La premiére estimation historique de W(x,y) est due a Dickman [Dic30]. Elle fait
intervenir la fonction g, dite de Dickman, qui est définie comme 1'unique fonction continue
sur ]0,00[, dérivable sur [1,00[, satisfaisant a ’équation différentielle aux différences

o(v)=1 (0<v<1),

{vg’(v) +o(v=1)=0 (v>1).
Dickman établit, pour tout u > 0 fixé, I'estimation asymptotique
(1.10) W(x,y) ~ zo(u) (z — 00, y=az'/").
Cette formule explique I'incidence du parameétre

_ logz
~ logy

u:

dans la théorie des entiers friables.
Pour tout € > 0, la relation ((1.10f) persiste dans le domaine

H. := {(x,y) ©x >3, exp <(log2x)5/3+5) <y< 93}

Plus précisément, étendant le domaine de validité d’une formule de De Bruijn [Bru51laj
démontrée en 1951, Hildebrand [Hil86| établit en 1986 l’estimation

log(u+1)

(1.11) W (z,y) = zo(u){1+O( ey

)b (@) e He).

Des estimations élémentaires (voir par exemple [Ten22| th. II1.5.2]) permettent de
montrer que, lorsque le paramétre y est assez petit devant x, typiquement y < (logz)!~¢,
I’approximation par la fonction de Dickman n’est plus valable. Cependant, en utilisant la
méthode du col, Hildebrand et Tenenbaum ont obtenu en 1986 une estimation uniforme
de W(z,y) pour z >y > 2 qui permet d’appréhender le comportement statistique des
entiers friables en dehors de H..

Introduisons
1\—1
(1.12) Cls) =TI (1 ‘E> (5>0,y>2),
PY
ainsi que
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Nous définissons o = a(x,y) comme 'unique solution réelle positive de I’équation

y(a) =logx
et posons

__ min(y,logx)

1.13
(1.13) logy

(x >y =>2).
L’estimation de W(x,y) obtenue par Hildebrand et Tenenbaum est alors

(1.14) \y(x,y):M{Ho(i)} (x>y>2).

a, /27|y (a)] Y

Formulons deux remarques a propos de ce résultat. D une part, il implique qu’il n’existe
pas de fonction continue de z et y asymptotiquement équivalente & W(z,y) lorsque
y < (logz)'~¢. D’autre part, en adjoignant & la méthode du col des estimations issues de
la théorie des résidus et d’autres techniques d’analyse, il est possible de significativement
raffiner I’évaluation dans le domaine y < (logz)'~¢ : voir [BT17] pour un exposé
détaillé.

1.3 La fonction d’Erdos-Hooley sur les entiers friables

Etant donnée une fonction arithmétique f, 'étude de la quantité

(1.15) Wr(z,y):= Y, f(n)

nes(z,y)

constitue une premiere approche du comportement de f(n) aux arguments friables. Le
cas ou f est multiplicative est bien siir emblématique et a fait ’objet de nombreux
travaux : voir notamment [TWO03], [HTWO08|, [TWO08a], [TWO08b|, [BT23a|, [BT24a]
pour des résultats récents et une bibliographie détaillée.

L’objectif principal de ce travail est d’étudier le comportement moyen de la fonction
A sur les entiers friables. Autrement dit, nous souhaitons évaluer le comportement
asymptotique de la quantité

(1.16) S(x,y) := \\Illfé;’;)) = ‘I’(i,y) nesz(;: y)A(n) (x>2y=2).

D’apres ((1.3]), nous avons

W (z,y)

W (,y)
W (z,y)logz

(1.17) Vo)

<L S(z,y) <

Dans le domaine H,, I'ordre moyen de la fonction 7 est donné par (voir par exemple
[TWO03])

(1.18) W, (z,y) ~ zo2(u)logy (z— oo, (z,y) € He)

ou 02(v) = [go(v—1t)o(t)dt (v > 0) est le carré de convolution de la fonction de
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Dickman. Posons

_ o)
]Z(U) T ﬁ@(v) ( 21)7

et contentons-nous d’indiquer a ce stade que

I’(U) _ 2v+0(v/10gv) (U > 2)
Compte-tenu de ([1.11)) et ([1.18), nous obtenons I’encadrement liminaire

r(u
) o S(x,y) < 2uTOW/ s 160y ((2,y) € H.).
Vu
Pour énoncer notre résultat principal, introduisons quelques notations supplémen-

taires. Posons
(1+2t)1+2t }

g(t) ::log{—(1+t)1+t(4t>t (t > 0).

La fonction g est croissante et strictement positive sur |0,4oo[. Elle tend vers log2 en
400 et vers 0 en 0. Plus précisément,

10g2—%+0(tl2) (t = 0),
g(t) = .
tlog (2) —t(logd—1)+O(t?) (t—0).

Enfin nous posons
1

Vlogy

Théoréme 1.1. (i) Soit € > 0. Pour une constante convenable ¢ >0 et uniformément
dans le domaine (x,y) € H., nous avons

Ey = (y = 2).

(1.19) logay +1(u) < S(z,y) < gu+0(u/logu) e/ (logy y) (logz y)

(i) Pour 2 <y < exp{(logyz)?} et avec la notation \:=y/logz, nous avons

(1.20) S(x,y) =< exp {ug(X) (14 0(ey)) }-

Au début de la préparation de cette these, le meilleur encadrement connu dans le
cas non friable était encore

(1.21) logy < S(z) < eV (0822)logsa

la minoration étant due a Hall et Tenenbaum et la majoration a Tenenbaum. Nous avons
ainsi adapté les techniques conduisant & pour évaluer S(z,y) dans le domaine
H_. Les progres tres récents sur I’étude en moyenne de A décrits plus haut permettent
d’envisager une amélioration de notre résultat qui pourrait faire I’objet d’un futur travail.
Remarquons cependant qu’une telle amélioration de ’encadrement (1.19) ne serait
significative que pour de trés grandes valeurs de y. En effet, le terme eV (10829)1083¥ gt
absorbé par le facteur d’incertitude 20(%/108%) qgs lors que y < 22/(19822) ayec ¢ > 1/2;
de méme, le terme additif logy y du membre de gauche est absorbé par r(u) deés lors que
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I'on a y < p(log2)/loggx

Le point (ii) illustre une propriété de répartition des diviseurs spécifique aux entiers
friables. Dans ’article [DT18], Drappeau et Tenenbaum ont fourni des estimations
quantitatives de la distance entre la fonction de répartition des entiers friables et une
gaussienne appropriée. Plus précisément, considérons la variable aléatoire D,, prenant les
valeurs logd lorsque d parcourt ’ensemble des diviseurs de n avec probabilité uniforme
1/7(n), de sorte que 'espérance de D,, vaut (logn)/2. Notons o, son écart-type, et
posons

D(2) == \/lz—ﬂ/zooe_ﬁﬂdt (z€R).

Rappelons la définition de @ en ([1.13)). Le corollaire 1.2 de [DT18] énonce que, pour
toute constante ¢ > 0, la relation

1424

P (D, > Jlogn +20,) = ©(2) + O( o(le])) (z <t

a lieu uniformément pour =z > y > 2 et tous les entiers n de S(z,y) sauf pour au
plus <« e_‘ﬂm‘l’(w,y) exceptions. Ainsi, les diviseurs d’un entier friable normal sont
concentrés autour de leur moyenne, ce qui laisse présager que le comportement de A(n)
sur ces entiers se rapproche de celui de 7(n). Le point (ii) du Théoréme [1.1| rend compte
de ce phénomeéne : nous verrons que découle de dans le domaine considéré.

Le Théoreme a fait 'objet de l'article [MTW24]. Pour établir certains résultats
nous avons employé dans I'article des méthodes différentes de celles utilisées ici, nous le
préciserons en temps voulu.

1.4 Plan de la these

L’objectif principal de cette these est la démonstration du Théoréme [T.1} 11 est
nécessaire a l'exposé d’une preuve complete de détailler les propriétés de certaines
notions évoquées dans l'introduction et de rappeler les résultats connus dont nous ferons
usage. Cela fait I’objet du Chapitre

Nous verrons au Chapitre |3| que pour estimer S(z,y) a la précision envisagée dans
le domaine 2 <y < exp{(logy x)?} , il suffit en fait d’estimer le rapport

(1.22)

A cette fin, nous ferons appel aux résultats issus de la méthode du col. Plus précisément,
nous utiliserons une estimation récente de Tenenbaum |Ten23| pour le rapport ,
exprimée en fonction de la quantité ((a,y). La conclusion sera alors obtenue grace a
une formule asymptotique pour ((«,y) dans le domaine considéré.

Dans l'article [TW03], Tenenbaum et Wu obtiennent un théoréme tres général qui
fournit une formule asymptotique pour Wy (z,y) lorsque f appartient a une large classe
de fonctions multiplicatives positives ou nulles.

Le Chapitre [ est consacré a établir une version effective de ce résultat relativement
a certains parametres. Cette estimation est exploitée au chapitre suivant.
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Au Chapitre [f| nous établissons en deux temps la minoration
S(x,y) >logoyy+1(u) ((x,y) € He)

énoncée au Théoréme Tout d’abord, lorsque u tend suffisamment vite vers I'infini,
nous utilisons un argument de nature probabiliste pour obtenir

W, (x,
neS(z,y) (logy)log(2x)

(x>y>2),

ou u désigne la fonction de Mdébius. La somme friable de la fonction multiplicative
7(n)u(n)? peut étre évaluée en utilisant le théoréme principal de [TWO03]. Cela nous
permet d’obtenir, in fine, la minoration

(1.23) S(z,y)>r(u) ((z,y) € He).

Cette estimation est plus faible que la minoration de lorsque u < (logg x)/log 2.
Nous nous plagons ensuite dans le domaine {z >y > z1/(2logg C")}, qui est un sous-
domaine de H. et dans lequel 1 < u < 2logsz. Nous adaptons la démonstration de ((1.6)
pour u = 1 en exploitant la minoration due a Hall et Tenenbaum (cf. [HT88, lemma

60.1])

Cette minoration implique

(1.24) Z A(n) > Z Q*Q(d)\y(;?w) Z 9-0(d),

nes(z,y) d<y'z (dyd")=1, P(d")<y
P(d)<y d<d’'<2d

ot Q(n) désigne le nombre des facteurs premiers d’un entier n, comptés avec multi-
plicité. La somme intérieure dans le membre de droite est la moyenne d’une fonction
multiplicative sur les entiers friables, mais ici la fonction multiplicative a estimer dépend
d’un parametre supplémentaire, a savoir d. C’est ici qu’intervient la version effective
du théoréme de Tenenbaum et Wu établie au Chapitre [d] Des calculs standard meénent
ensuite a la minoration

(1.25) S(z,y) > logyy +1(u) (1:1/(21°g3’”) <y<x).

Puisque 1(u) > logy y lorsque exp{ (logy )%/31¢} <y < 21/ (21083%) es estimations (T.23)
et (1.25)) impliquent bien

S(z,y) > logoy +1(u) ((x,y) € He).

Signalons que dans 'article [MTW24], nous avons suivi une autre voie, basée sur
la formule d’inversion de Md&bius, pour évaluer la somme intérieure dans . Cette
approche est techniquement plus simple. La version effective du théoréeme de Tenenbaum
et Wu est susceptible d’applications diverses que nous nous proposons d’explorer dans
un travail ultérieur.
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Afin d’achever la démonstration du Théoreme il faut majorer S(z,y) dans H..
C’est I'objet du Chapitre [6] dans lequel nous adaptons la méthode développée par
Tenenbaum |[Ten85] au cas friable. Cela fournit, pour une constante ¢ > 0 convenable,

S(x,y) < 2uHOW/logu)gey/(logy y)(logs y) ((z,y) € H.).



Chapitre

Reésultats auxiliaires

Dans ce chapitre, nous détaillons certaines notions évoquées dans l’introduction.
Nous rappelons également des résultats connus dont nous ferons usage.

2.1 Estimation de W (z,y)

Notons P(m) le plus grand facteur premier d’un entier m > 1 et convenons de poser
P(1):=1.

Rappelons qu’un entier naturel n > 1 est dit y-friable si P(n) n’excéde pas y. Nous
avons introduit au chapitre précédent les notations

S(z,y) :=={n:n<z,P(n) <y}

et
W (z,y) :=[5(z,y)]-

Notons d’emblée que lorsque y > x, S(z,y) se confond avec ’ensemble de tous les entiers
n’excédant pas x de sorte que

V(z,y)=lz] (y=2)

Le comportement asymptotique de W(z,y) joue un réle important dans ce travail.
Nous décrivons ici les résultats dont nous aurons I'usage en insérant quelques éléments
de contexte.

La quantité W(z,y) satisfait I’équation fonctionnelle suivante ([Ten22| th.II1.5.5]) :

V(z,y)=1+> W(/pp) (x=1y=>1)
PY

dont un corollaire immédiat appelé identité de Buchstab est

(2.1) W(r,y)=W(z,2)— Y W(x/pp) (e=1z22y=1).
y<p<z

On définit alors la fonction o de Dickman comme la solution continue sur [1,00[ de la

11
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version régularisée de ’équation ([2.1)), soit

o) = o~ [Tow -1 (k<ushe),

avec la condition initiale p(u) =1 (0 < w < 1). Dickman [Dic30] établit que, pour tout
u >0 fixé, on a

(2:2) W(z,y) ~zo(u) (v o0, y=a'/").
1.0~
0.8 1
0.6
0.4 4
0.2
1 2 3 4 5

FI1GURE 2.1 — La fonction ¢ de Dickman

La formule (2.2) explique 'incidence du parameétre

_ logz
N logy

u:
dans toutes les estimations portant sur les entiers friables.

2.1.1 La formule de Hildebrand
En 1951, de Bruijn [Brubla] établit, pour € > 0, la formule asymptotique

B log(u+1) 5/8+¢
(2.3) W(x,y) —mg(u){l—i—O(W)} (exp{(logw) } <y g:p).
Il est a noter que le domaine de validité, tel qu’exprimé par de Bruijn, est soumis a
la condition o(u) > u?R(y), oit R(y) est tel que 7(y) —li(y) < yR(y), li désignant le
logarithme intégral, soit li(y) := [3 d¢/(logt). Comme la meilleure estimation connue

est R(y) < e—(logy)3/5== (y > 2), on voit que 'exposant 5/8 de ([2.3) est optimal pour la
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validité de la formule asymptotique en ’état du terme d’erreur dans le théoréme des
nombres premiers.

Hildebrand a obtenu en 1986 une extension du domaine de validité également liée
au terme d’erreur R(y). Posons pour € > 0,

(2.4) H. .= {(x,y) : x >3, exp ((log2 $)5/3+E) <y< x}

Hildebrand |Hil86] a établi la formule

log(u+1)

(2.5) W(z,y) = zo(w){1+0( ey

)} (@) e H).

Remarquons que dans le domaine H., nous avons

log(u+1) 1
logy (logy)2/>”

(2.6)

L’exposant 5/3 dans la définition de H, est ainsi directement relié au meilleur terme
d’erreur connu pour le théoreme des nombres premiers, lui-méme provenant de la
région sans zéros de Korobov-Vinogradov pour la fonction ¢ de Riemann. En I’état des
connaissances actuelles, I’élargissement du domaine de validité de (2.5 nécessiterait une
amélioration de la région sans zéros. Hildebrand [Hil84] a en fait montré que la validité
de dans le domaine y > (logx)**¢ est équivalente & I'hypothese de Riemann.

2.1.2 Méthode du col et formule de Hildebrand-Tenenbaum

Lorsque y < (logz)'~¢, on ne peut plus approcher W(z,y) par une fonction réguliere
(voir [Ten22, p. 451]). En 1986, Hildebrand et Tenenbaum [HT86| obtiennent une formule
asymptotique pour W(z,y) valable uniformément pour x > y > 2, en utilisant la méthode
du col. Rappelons brievement les idées sous-jacentes.

La quantité W(z,y) est la fonction sommatoire de la fonction indicatrice

1 si P(n)<uy,

0 dans le cas contraire,

x(n,y) = {
qui est une fonction multiplicative de n. Sa série de Dirichlet est donnée par

S M) (s )

n>1
avec
1+\-1
(2.7) C@w%=II@—Eﬂ (s>0,y>2).
Py

La formule de Perron permet alors d’écrire, pour tout a > 0, x ¢ IN*, y > 2,

1 a+1i00 ds

(23) Vo) =5 [ et

21 Ja—ico
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La méthode du col préconise de choisir o de maniere & ce que

I (o) = toga)(0,y) + - Clay) =0

afin que l'intégrale figurant dans (2.8)) soit dominée par un petit voisinage de «. Une
telle valeur de « est appelée col ou point-selle. Posons

_ sy~ logp
(2.9) Py(8) = ) ];yps 1 (Rs >0,y >2).

Le choix optimal pour « est donc 'unique solution réelle positive & = a(x,y) de I'équation
¢y(a) =logx. Hildebrand et Tenenbaum ont mis en ceuvre cette méthode dans [HT86]
et ont obtenu la formule

(2.10) W(x,y)ZM{1+o(l+loﬂ)} (z>y>2).

a, /27y ()] .

Ce résultat a le grand avantage d’étre uniforme pour x >y > 2. A priori, la définition
implicite du parametre « peut laisser penser que la formule n’est pas facile a appliquer.
Néanmoins, Hildebrand et Tenenbaum ont établi des évaluations asymptotiques pour «,
qui permettent non seulement de retrouver et préciser (2.5)) mais aussi d’obtenir des
estimations locales de W(z,y) dans un domaine o aucune estimation réguliére n’est
connue (cf. [HT86] th. 3 et cor. 3]). Dans le prolongement de (2.5), il est établi dans
[HT86] que, pour tout € > 0, nous avons

(2.11)

log2u u )} lie
W - o) >2. (1 <y< ).
@) =zemesp {O( Tt + g )] (@22 o) <y <o)

Cette formule représente la meilleure estimation explicite de W(x,y) connue a ce jour.

Quelques notations supplémentaires sont nécessaires pour énoncer les évaluations de
o = a(z,y) mentionnées plus haut. Etant donné v > 0, v # 1, on définit la quantité &(v)
comme 1'unique solution réelle non nulle de ’équation implicite

(2.12) et =1+,

et 'on convient que (1) = 0. La fonction v — £(v) vérifie (voir par exemple [HT86,
lemme 1]) :

(2.13) £(v) = log(vlogv) + o(lﬁi:;) (v=3).

Comme ¢'(v) =&(v)/(1+v(£(v) — 1)), nous avons également

) 11 1
(2.14) €)=+ poms (-2 <fogg2:)2) (v>3).

Posons ensuite

Le(y) =exp{(logy)*5c}  (e>0,y>2).



2.2. Les fonctions T, et oy 15

Etant donné € > 0, nous avons (cf. [HTS6, (7.6) et (7.8)]) :

§(u) 1 1 .
" logy (Lg(y) * u(logy)2) ((logz)'** <y < w2 > w0(e)),
(2.15) a(z,y) = T 1
og y/logx
logy U O(@)} (2<y < (logz)?).

En particulier, dans H,,

L &) 1
(2.16) awy) =1-1 +0((10gy)2).

2.2 Les fonctions 7,, et o,

Rappelons que 'on note 7 la fonction nombre de diviseurs. En notant 1 la fonction
arithmétique définie par
I(n)=1 (n>1),

on peut écrire
(2.17) T=1x1,

ou 'astérisque désigne le produit de convolution de Dirichlet. Une généralisation classique
de la fonction 7 est la fonction de Piltz, notée 1, pour x > 0. Elle est définie par sa série
de Dirichlet qui est la puissance k-ieme de la fonction { de Riemann, soit

(N
Z 7=(n) =((s)" (Ms>1).
nS
n>1
La fonction 7, est multiplicative, et pour tout nombre premier p, on a 7 (p) = k. Lorsque
k =k est un entier strictement positif, 7, (n) coincide avec nombre de représentations

de n en un produit de k facteurs, autrement dit

Tk(n): Z 1.

dida--d=n

La fonction 75 est également la puissance k-ieme de convolution de 1 au sens du
produit de convolution de Dirichlet. Notons que 72 = 7. L’ordre moyen de 7,(n) est
(logn)®~1/(k —1)! (voir par exemple [Ten22, p. 394]).

Rappelons la notation Wy(x,y) introduite en . Dans larticle [Smi93], Smida
améliore un résultat de Xuan [Xua90| et établit une formule asymptotique pour ¥, (x,y)
qui généralise la formule de Hildebrand. En cohérence, le résultat fait intervenir la
k-iéme puissance de convolution de g notée g,. Lorsque k n’est pas entier, o, est définie
via la transformée de Laplace : g, = 0". En 'espéce, on peut également définir g, (voir
[Hen86|) comme "unique solution définie et continue sur ]0,00[, et dérivable sur |1, 00],
de I’équation différentielle aux différences

(2.18) {QH v) =" /T(k) 0<v<1),
vo.(V) + (1 —K)ox(v) + kox(v—1)=0 (v>1).
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On pose alors g, (v) := 0 pour v < 0.
D’apres [Smi93, th. 1] ou [TWO03, cor. 2.3], pour tout x > 0 fixé et uniformément
pour (z,y) € He, nous avons

log(u+1) N 1 )}

W, (z,y) = mgm(U)(logy)“_l{l T O( logy (logy)~
En particulier,

log(u+1)
logy

(2.19) W (2,y) = woa(u) gy { 1+ O )} (@) € He).

De Bruijn [Bru51b| puis Alladi [All82] ont étudié le comportement asymptotique de
o(u). Il résulte de leurs travaux que

o(u) = 5l2<77:)exp{7—/luf(t)dt}{l—I—O(;)},

une formule dont Tenenbaum a montré [Ten22, th. I11.5.13] qu’elle peut étre démontrée
directement par inversion de Laplace. Le comportement asymptotique de g, a été
étudié par Hensley [Hen86|, puis Smida [Smi91]. Hildebrand et Tenenbaum [HT93| ont
généralisé ces résultats aux solutions d’équations fonctionnelles du type

uf'(u) + af(u) +bf(u—1) =0,
ou a et b sont des parametres complexes arbitraires.

Lemme 2.1. On a

220)  outi = S ey Loy [T ewar{1+0(1)),

27K
ot 7y désigne la constante d’Euler.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer [HT93, th. 2] avec (a,b) = (1 — k,x). On peut
également adapter la preuve de [Ten22| th.II1.5.13] relative au cas k = 1. Cela consiste
a appliquer la méthode du col pour évaluer 'intégrale de Laplace inverse

1 c+1i00 us d 1 c+100 s d
2.21 =— 0n(s)e =— o(s)"e )
(221) onlw) = 5= [ n(oerdr= 5 [ lsrenar
avec comme point selle ¢ = —max(1,&(u/k)). O

Enoncons également l'estimation [TWO03, (3.27)] qui nous sera utile par la suite :

Lemme 2.2. On a
(2.22) or(u—1) < 0x(w)e’ ™ (u21,0<v<u—cp),

avec ¢y, =0 pour k =21 et ¢, =1/2 si 0 < Kk < 1.
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Comme nous 'avons vu dans I'introduction, la quantité

(2.23) r(v) = %5()2) (v=1)

intervient naturellement dans l’encadrement trivial de $S(z,y).
Proposition 2.3. Pour u > 1, nous avons

(2.24) r@o><JgemapA”@u>—fa/m>@.

Démonstration. D’apres et -, on a

u/2

(2.25) r(u) = gu(f’ v+/£ ydv—2 [ €(v)d ){1+0(%)}.

Par le changement de variable v =¢/2, on obtient que la différence des intégrales dans
I’exponentielle vaut

u u 2 U
| ewai= [Cawar [Cewar= [ -2+ o).

Par ailleurs, d’apres (2.14)), on a
"(u/2 1
€' (u/2) 1 O( )

2¢ (u) logu/"
Cela fournit bien ’estimation annoncée. O
Corollaire 2.4.
(2.26) r(u) = 2ut+e)u/logu )y o),
Démonstration. On déduit cette estimation de (| et - O

2.3 Quelques inégalités sur la fonction A

Rappelons que nous avons posé

A(n,v) = Z 1 (neN*,veR), A(n):=supA(n,v).
d|n veR
v<logd<v+1

Dans cette section, nous rassemblons quelques résultats élémentaires concernant la
fonction A, et dont certains ont été énoncés dans 'introduction. Comme les preuves
sont courtes, nous les restituons ici pour la commodité du lecteur.

Lemme 2.5. Pourn>1, on a

7(n) ) <

1.
max( "1+logn

A(n) < 7(n).
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Démonstration. La majoration et la minoration A(n) > 1 sont triviales. Montrons la
minoration A(n) > 7(n)/(1+logn). Il y a 7(n) nombres logd tels que d | n et ils sont
tous compris dans l'intervalle [0, [logn |+ 1[. Considérons la partition

[k, k+1] (0<k<logn)

de cet intervalle. Par le principe des tiroirs, au moins 'un de ces intervalles de lon-
gueur unité contient au moins 7(n)/(1 + |[logn]) nombres logd. Cela implique bien
I’encadrement attendu. O

Lemme 2.6 ([HT88], lemme 61.1). Pour tous entiers m,n>1 on a
(2.27) A(mn) < 7(m)A(n).

Démonstration. Utilisons le fait que tout diviseur de mn peut s’écrire sous la forme dt
avec d | m et t | n. Il suit

A(mn,u) < Z lzz Z 1:ZA(n,u),

dtlmn dlm tln dm
u—logd<logt<u—logd+1 u—logd<logt<u—logd+1

d’ott A(mn,u) < 7(m)A(n). En prenant le supremum sur u € R, nous obtenons bien ([2.27)).
O

Lemme 2.7 ([HT88], lemme 60.1). Pourn>1, on a

(2.28) Aln) >
dn,d'|n
[log(d/d")|<1

Démonstration. Nous avons

Z 1< Z (A(n,logd — 1) + A(n,logd)) < 27(n)A(n).
dn,d'|n dln
[log(d/d")|<1



Chapitre

Estimation de S(x,y) dans le domaine
2 <y < exp{(log,z)*}

Dans ce chapitre, nous évaluons la quantité

1
W (z,y)

S(x,y) =

>, AW

nesS(z,y)

dans le domaine 2 < y < exp{(logy2)?}, et nous démontrons le point (ii) du Théo-

réme [[1]

3.1 Résultats

Du Lemme [2.5] nous déduisons

Vel@y) 50,y <

3.1 ———— <
(3:-1) 2V (z,y)logx

Nous verrons au Lemme infra que, a la précision envisagée dans ce travail, 'influence
du facteur 1/(log x) figurant dans (3.1]) est négligeable dans le domaine y < exp{(logy z)?}.
Il est donc suffisant pour ’objectif fixé d’évaluer le rapport

Wr(z,y)
W(z,y)’

ce qui fait ’objet de la Proposition infra.

Posons
(1+2t)1+2 }

g(t) = log{m (t>0).

La fonction g est croissante et strictement positive sur ]0,4o00[. Elle tend vers log2 en

19
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400 et vers 0 en 0. Plus précisément,

log2—%+0(tl2) (t — o00),
(3.2) g(t) =

tog (%) _i(logd—1)+O(t2) (t—0).

Dans toute la suite de ce chapitre, nous notons

A= L et !
= et g,:= .
logx v Vlogy

Rappelons par ailleurs la notation u = logx/logy. Nous obtenons les résultats suivants.

Proposition 3.1. Pour 2 <y < exp{(logyz)?}, on a

Wr(2,y) = exp {ug()\) (1 + O(gy)) }

(3.3) 7\”%?/)

Corollaire 3.2. Pour 2 <y < exp{(logy2)?}, on a

S(z,y) = exp{ug(M)(1+O(ey)) }-
Le Corollaire 3.2) correspond au point (ii) du Théoréme [1.1] 11 résulte immédiatement
de I'encadrement (3.1)), de la Proposition et de 'estimation
logoz < ug(Ney (2 <y <exp{(logyx)®}),

établie au Lemme [3.9] infra.
La suite de ce chapitre est donc consacrée a la démonstration de la Proposition [3.1

3.2 Une estimation de Tenenbaum

Rappelons la définition de a en (2.15]) et posons

D(z,y):= Z ia

n
nesS(z,y)

Pour évaluer le rapport W, (x,y)/W(x,y), nous utilisons un résultat établi par Tenen-
baum [Ten23| qui fournit 'ordre de grandeur du rapport

V- (7,y)
X

W(z,y)D(z,y)

Afin de I’énoncer, nous posons

14+wv

(3.4) h(v):= 2U10g<2+2v) 1o <1+2U

1+ 2v
1+2v ) (

):vlog4—(1+2v)log( 1o

v=0),
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ué (u) — 2 / jzam dt, si (z.y) € He,

uh( Y ), dans le cas contraire,
logx

19($7y) =

ou &(u) est défini en (2.12)). Rappelons également la notation

_ . Y min(y,logx)
u::mm( ,u):i.
logy logy
Tenenbaum note que
I(z,y) ~ (1 —log2)u (u—o0,y/logzr —00), d(z,y)=xu (r>y=2),

et obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.3 ([Ten23, th. 1.2]). On a uniformément pour x >y > 2,

M = e_ﬂ(x’y)+0(€ya).

Notons
1

C(a,y)

Le point (1.6) de [Ten23|, th. 1.1] énonce que

P(z,y,z):=

(]

nGS(z/y) na(r,y)

P(z,y,2) =< 1—P(z,y,2) <1 (z>y=>2, logz>logz, log(z/z) < Valogy).

En particulier, lorsque z =z, on a

(3.5) D(z,y) <((ayy) (z2y>2).
Grace au théoreme et (3.5), I'estimation de l'ordre de grandeur du rapport
WY (z,y)
Y (z,y)

est donc ramenée a celui de ((a,y), qui fera l'objet du paragraphe Avant cela,
attardons nous sur le cas ou y est borné.

3.3 Estimation de D(z,y) et ((«,y) lorsque y est borné

Il est établi dans [Ten23] que Pon a D(z,y) = ((a,y) = (logz)™ ™ pour z >y > 2.
Dans ce paragraphe, nous détaillons la preuve dans le cas ou y est borné. Cela revient a
établir D(z,y) = ((a,y) =< (logz)™®).

Rappelons que o = a(z,y) est défini comme étant l'unique solution positive de
I’équation

Z log_p =logz.
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Lemme 3.4. Pour y borné et x — 0o, on a

()

3.6 ~ .
(36) logx

Démonstration. Comme e —1>t (t€R), on a

logp < 1
p*—1  «
Donc
logz =Y logp _ 7m(y)
py Pt 1 @
1l suit
(3.7) a< ;:)(gy; (2<y<a).

En particulier a — 0 lorsque x — +00 et y est borné. Par conséquent, compte-tenu de
la relation ef —1 ~;_,0t, on a

logp  7(y)
lOgl‘:pZ‘;palNa (x—)+oo)7

ce qui achéve la démonstration. ]

Lemme 3.5. Poury borné et2<y <z, ona

D(x,y) Xy (logx)ﬂ—(y) xy C(Oé,y>-

Démonstration. Si x est borné, ces estimations sont triviales. On peut donc supposer x
suffissamment grand. D’apres (3.6)), pour p <y,  — 400, on a

1 1 logx
1—p= alogp w(y)logp’

Donc, pour des constantes convenables ¢, et Cy, on a pour z suffisamment grand, p <y,
cyloga < (1 —p_o‘)_1 < Cylog.

Donc

Cany) =y (log)™).
Comme D(z,y) < {(«,y), il suffit pour conclure la démonstration de montrer que 'on a
D(z,y) > (logz)™®). On a, compte-tenu de (3.7)),

W(z,y)
:L»Ol

D(z,y) > >e T WW(z,y).

L’énoncé [Ten22, cor. I11.5.4], di & Ennola, énonce que sous la condition

2 <y < y/logxlogs x,
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nous avons uniformément

2

1 logx
Viwy) = m(y)! pl;[y <10§p) {1 +O<logglogy) }

En particulier, lorsque y est borné et x suffisamment grand, W (z,y) =, (logaz)”(y). Donc
on a bien
D(x,y) > (logz)™),

ce qui acheve la démonstration. O

3.4 Une formule asymptotique pour ((«,y)

Le but de cette section est d’établir le résultat suivant.

Proposition 3.6. On a pour 2 <y < exp{(logy7)?},

B8 o) = e (1425 {1+ 0( =)}

La Proposition [3.6]est une conséquence directe des Lemmes[3.7] et [3.§] infra. Rappelons
la définition de ¢, en (2.9)). Nous utiliserons I'identité

1
(3.9) o) = cLyesp{ [ y()do},
ainsi que l'estimation (cf. [Ten22} (5.12)])
y 11—y (-9
(3.10) o) = {1+o(logy)} 0<o<1).

Nous ferons également appel a lestimation suivante, énoncée dans [Ten23, (4.4)] et qui
découle directement de [HT86, (7.8)] : il existe Cp > 0 tel que 'on ait, pour = assez
grand,

§(u) 1
(3.11) a=1- logy +O((logy)2> (Co(logz)(logyz)® <y < z).

Lemme 3.7. Pour Cy(logz)(logy)? <y < exp{(logyz)?}, on a

(3.12) Clayy) =<¢(1,y) exp{loygy log (1 + 1O§x> (1 + O(\/kl)@» }

Démonstration. Dans ce domaine, lorsque y est borné, x est également borné, et la
formule (3.12)) est alors trivialement vérifiée. On peut donc supposer y suffisamment
grand. On a, par (3.10)),

1 1 .0 1
/(chy(a)daz/a m{l—%()(@)}da

Loyo(yl=o—1 1
:/a m{1+0(logy>}da'
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Remarquons tout d’abord que, d’apres (3.11)), on a

y* =ye <1 +O<lo;y> 3

et ainsi, puisque &(u) < logu <log,x, on a

a Y 3 3/2
3.13 > > (logyx)® > (lo .

On a, pour a <o <1,

Y _ 1y 1
st 1+0(y—0) = 1+O(y—a),
ce qui implique, compte-tenu de (3.13)),
Yy’ 1
=1 — ).
y -1 +O((logy)3/2)
Ainsi, on obtient
1 1 1 ylfo' -1
3.14 / o)do=414+0 / do.
( ) o (‘Oy( ) { (]0gy>} a 1—0

Estimons a présent I'intégrale dans le membre de droite de (3.14)) en effectuant le
changement de variable (1 —o)logy = £(t). Notons t, I'unique réel strictement positif

tel que
£(ta)

logy
D’apres (3.11)), on a {(to) —&(u) < 1/logy et donc

a=1-—

to :u+0(1oz;y).

Comme &'(t) =1/t +O(1/(tlogt)) (t>=3), on a donc

1,1—0 t t
y 7 —1 _/a / ., /a dt
/ail—a do= | t€(B)dt=ta 1+O< 1 log(%))

- U+O(loZy + loZu)'

Donc

1 1 1
/a py(o)do = u{l +O<logy + logu)}'

logx logx
=1+0 .
ylog (1 + (logz)/y) ( y )

De plus, on a




3.4. Une formule asymptotique pour {(c,y) 25

Puisque (logz)/y < 1/(logyx)? < 1/(logu)3, on a donc

y logz log(1+(logx)/y) g log log
=L 25 =Y 1og(1 1+0
logy y log(1+ (logx)/y) logy © ( + ){ + ( y )}

1 1
= lo:;y log (1 + 053:) {1 4 O<(10gU)3>}'

/:(py(g)do_ _ ébg (1+ 105$){1+0(10;y + lo;)}'

Enfin, comme +/logy <logyz <logu, on a

Ainsi,

1 1
< )
logu — +/logy
et on obtient ainsi (3.12)). O

Remarquons que 'on aurait pu étendre le domaine de validité du Lemme (3.7 a
Co(logz)(logs ) <y < g1/ (2logyz logg )

ce qui aurait permis d’étendre celui de la Proposition a2<y< g1/ (2logo @ logg )
comme cela a été fait dans l'article [MTW24]. Le terme d’erreur de (3.12)) s’écrirait alors

1 1
Viogy + logu’

Lemme 3.8. Soit C > 0. On a uniformément pour 2 <y < C(logz)(logy )3,

(3.15) ((avy) =C(L,y) eXp{IOZy g (1+ 1o§:c) {1+ O(%;;)}}‘

Démonstration. Lorsque y est borné, compte-tenu de 'estimation ((a,y) < (logx)’r(y)
établie au Lemme la formule (3.15)) est trivialement vérifiée. Nous pouvons donc
supposer y suffisamment grand et procéder de la méme maniére que dans la démonstra-
tion de [Ten22, th. I11.5.2]. Par (2:15), on a certainement a < 3/5 lorsque y < (logz)? et
y suffisamment grand. L’estimation fournit

| ] 11— g~ (1-0)
[ wvtorn= {0l [ =iy

_ 1 3/5 y(1—y=(1-9)) Loy 1—y 09
_{1+O(10gy)}/a (ya—l)(l—a)d0+0 /3/5ya_1 1—0o do .
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On a
1 _.,—(1-0) 1 .0 1 .0
/ y l-y da:/ _YTY 4o = Y7Y  4e
3597—-1 1-0o 3/5 (y7 —1)(1—o) 3/5Y7(1—0)
1 1—0 1— o—1 1
= y"U=y") )dcr <</ y' =7 (logy)do < y*/°.
3/5 l—0o 3/5

De plus, pour a <o <3/5, 1 — gy~ (=) =14 O(y*2/5). Donc

[fevorao={1ro(i )} [7 Yo

On a ensuite

3/5 logy 1—y3/5 3/5 glogy
/a (1—0)(y“—1)d0_10g<1—y‘0‘)+0 /a y“—ldg ’

et en étendant la derniére intégrale a la demi-droite [, 00],

3/5 logy 1—y3/5 > glogy
. ed =1 - J
L aarn =G ro( ) e

o (1) g1 7275 4 o Lo0loEY)

On a par conséquent

(3.16) /al #y(0)do = (1 +O(lo;y)> 10?;?/ log (1 —1y_0<) + O<W)‘

Nous allons montrer que 1’on a

=) =log (1+E0) {15 0(FE)} - (2<y < Clloga) logaa)’).

3.17) 1
(3.17) log(; ey

On déduit de (3.17)),

1 1 1 1
ozg/x){H_O( 089 Y + alogy )}

1
Y
3.18/ o)do=—1log |1+
( ) aSOy() logy g( logy ya10g<1+(logx)/y)10gy

Evaluons le terme d’erreur. Rappelons tout d’abord 'estimation (2.15)) qui énonce
que l'on a, lorsque 2 < y < (logz)?,

(3.19)

log(1 1 1
o= ELVRRT (1 o(L)).
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Lorsque logz < y < C(logz)(logy )3, on en déduit,

1+ alogy log(1+y/logx) Yy
= =log 1+ ——) < logyy.
FTost+ Qo) ™ (17 g ogallon(1 + Qoga ) = 8 (1 iogz) <102y
Dans le domaine 2 < y < logx, on tire des inégalités
1 1 1+alogy 1+alogy
log (1+ (logz)/y)  log2’ y*  ealsy 7
I’estimation L+l
alogy
<1 (2<y<logx).
y*log(1+ (logz)/y) (2<ysloss
On en déduit
1+ alogy

(3.20) <logyy (2<y < Clogz)(logyx)?),

y*log (1+ (logz)/y)
ce qui fournit (3.15)) via (3.18]).

Montrons & présent (3.17). D’apres [HT86, éq.(7.18)] on a, uniformément pour

2Ly<uz, | . )
_ ogr\ —
1-y = (14 5 ) (1+0(logy)).

On a dong, si 2 <y < logx,
log (1 —1ya) =log(1+ loia:) +O<lo;y)

~1og 1+1°§x){1+0(b;y)},

et on obtient ainsi (3.17)) lorsque 2 < y < logz.
Supposons maintenant logz < y < C(logz)(logy x)3. On a, d’apres (3.19),

y =exp] —log(1+$) (1+O(10;y)>}

:(1+ y )—1exp{o(10g(1+y/10g1’))}_
logx

logy
Or log(1 1 1 1
og(1+y/logx) <« o83 logay
logy logy logy
Donc . log(1 n )
- Yy \"— og(l+y/logx
@ =1 .
4 ( +lo ) ((1—|—y/log:x)logy>
Il suit | . log(1 n I
_ ogx\— og(l+y/logz)logx
11—y *=(1 1+0
puis

log x log(1+4y/logx)logz
=) =toe (1 =) {140y on(i 4 logy/))
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Or, on a, toujours pour logz < y < C(logx)(logy )3,

log(1+y/logx)logx
ylog (1 + (logz)/y)

< logsy y,

on obtient donc (3.17) dans le domaine logz <y < C(logz)(logyz)3. Pour conclure la
démonstration, il suffit d’insérer (3.18]) dans (3.9). O

3.5 Fin de la démonstration de la Proposition [3.1

Rappelons les notations

logx 3 Y ‘ 1
U= , = et g,= .
logy logx Y Vlogy

Nous aurons recours au résultat auxiliaire suivant.
Lemme 3.9. Pour > 3,2 <y <exp{(logy7)?}, on a

5/2

logy @ < (logay)
ug(N)ey Viogy

Démonstration. Rappelons le comportement asymptotique de la fonction g en ([3.2)).
Lorsque 0 <A< 1/2, on a g(A) > Alog(1/A). Donc

(3.21)

logoz _ (logyx)(logy)®/
ug(Ney ylog(1/A)
11 suit
logyr_ [(logy)*/y si A\ < 1/y/1087,
ug(Ney | (logy @) (logy)*/? /y < (logy)®/?/v/logz  si 1//Togz < A< 1/2.

Lorsque A > 1/2, nous avons

1 1 logy)3/? (1 4
082 < (logy ) (logy) < (logy ) _
ug(N)ey logx logx

Ainsi, par décroissance de z — (logy)%/2/\/logz et x — (logyz)*/logz & partir d’un
certain seuil, nous avons bien établi (3.21)). O

Démonstration de la Proposition[3.1 Lorsque z est borné, 'estimation (3.3)) est trivia-
lement vérifiée. Nous pouvons donc supposer x suffisamment grand.

D’apres (3.5)) et le théoreme on a

Y, (x, —9(x
32) Gl = Gage IO @<y <o {(loga)?))

Introduisons la fonction

f(v) =h(v)+wvlog (1+ %) (v>0)
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ol h est défini en (3.4). D’apres (3.8)), nous avons, pour 2 < y < exp {(logy x)Q},
Clay)e @ THOEDY = (1, y)exp {ug(N) + O(eyuf (M) }.

Compte-tenu du comportement asymptotique de g donné en (3.2), nous déduisons de
I'égalité f(\) =2Alog(1+1/X) —g(A\) que I'on a

(3.23) f(t) ~tlog(1/t) (t—0) et f(t)~2—log2 (t— +00),
donc la fonction f/g est bornée. On obtient ainsi
C(a,y)e P@ENTH0EN} = (1, y)eusMVTHOE)}
Rappelons que la formule de Mertens implique ¢(1,y) < logy. D’apres , on a
logyy <logyz < ueyg(N),
et donc

En insérant (3.24) dans (3.22)), nous obtenons bien (3.3]). O



Chapitre

Raffinement d’un théoreme de
Tenenbaum et Wu

4.1 Introduction des notations et énoncé du résultat

Conformément a 'usage nous désignons par ()(n) le nombre de facteurs premiers
d’un entier n comptés avec multiplicité. Dans le but d’établir la minoration (1.25]), soit

S(x,y) >logoy+r(u) (x=>y> xl/(210g39€))7

nous aurons a établir au Chapitre [5] une formule asymptotique pour la quantité

(4.1) > 9~ Q)

d<d'<2d
(d,d")=1, P(d")<y

L’uniformité dans le parametre d sera a cet égard cruciale. Dans cette perspective, nous
consacrons ce chapitre a ’obtention d’une version uniforme en certains parametres
de [TWO03| th. 2.1], un théoréme qui fournit une formule asymptotique pour la valeur
moyenne friable de certaines fonctions multiplicatives positives ou nulles.

Une autre approche, suivie dans l'article [MTW24, lem.3.1], consiste a détecter la
condition (d,d") =1 par la formule d’inversion de Mobius, puis & appliquer la version
standard du théoreme de Tenenbaum et Wu. Les difficultés techniques sont moindres et
le terme d’erreur obtenu est un peu meilleur, mais cette méthode est moins générale.

Commencons par rappeler et/ou généraliser plusieurs définitions et notations intro-
duites dans [TWO03].

Etant donnée une fonction arithmétique f, rappelons la notation

(4.2) We(z,y) = Z f(n).

nes(z,y)

Dans [TWO03, p.6], les auteurs introduisent une classe de fonctions régulieres notée
R(b,k) et dont les éléments peuvent servir de critére pour mesurer 'ordre de grandeur de
certains termes d’erreur. Nous reprenons cette définition en introduisant deux parametres
supplémentaires B et V. Etant donnée une fonction croissante R € C 1(]1,00[, R**), nous

30
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posons
vr(v) :=logR(e") (v>0).

Définition 4.1. Soient B> 1,V >1, Kk >0, b E]O,%]. Nous dirons qu’une fonction
croissante R € C*(]1,00[,RT*) appartient d la classe R(b,k,1B,V) si elle vérifie les trois
conditions suivantes :

(i) v velh(v) est monotone, ¢, est décroissante,

(4.3) Pp(v)=0(1) (v>0),
et
1
(4.4 Sen(b0) < (-0 [ dp)at+0(3) >0
(i) On a
o0 dv
) L oriiiogs <

(iii) 1l existe un nombre réel € > 0 tel que

(logv)! =% (logy v)%=!
B

(4.6) 1+ < R(v) < 080" (4 > ),

ot 0,1 désigne le symbole de Kronecker.
Les constantes implicites présentes dans (i), (ii), et (iii) peuvent dépendre de e, k et b

mais ni de V ni de B.

Remarque 4.2. Comme noté dans [TWO03), la condition (i) est certainement réalisée si
l'on a

(4.7) Pr(5v) < (1=0)*0R(0) +O(1/v) (v>0).

D=

Etant donnés des paramétres supplémentaires A >0, C' > 0, n €]0, %[, introduisons
ensuite, comme dans [TWO03], la classe

Mli == MK<A7 Cv 7]7 R)
constituée des fonctions multiplicatives réelles positives f satisfaisant a
(4.8) zp; Z 5 (1 m

(4.9) | ez f(9) logp — m' Cz/R(z) (z>1).

Pour f € M, posons encore

(4.10) Cu(f)=T1A—=1/p)" > F") /0"

P v>0



4.1. Introduction des notations et énoncé du résultat 32

Pour une fonction R satisfaisant aux conditions (i)-(iii), définissons

Y, = y\/R(y”)min{R(y”)ylogy}/{s(Hl log R(y"))}

4.11
(4.11) Y iy R Ao+ 05 R DY

et introduisons les domaines

(4.12) Je(R) ={(z,y): 2<y <z <Y},
TR = {(0y): 2<y<a<Y7)
Remarquons que Y; < Y, ce qui implique que J-(R) C JZ(R). Posons également
(4.13) R()-—/y ar (b>0,y>3/2)
: W)= | R y>3/2).

Enfin, pour B, V > 1, ¢ > 0, posons

Ry(y)log(u+1) + BRy(y) + Blog(u+1)  (B+Ey(y)")

Egy(w,y;0) = e (

logy (logy)®
N ulog(u+1) uzlog(u—i—l)Q)
R(y°) R(y")logy

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le résultat suivant, qui explicite la
dépendance en B et V dans le terme d’erreur de [TWO03, th. 2.1].

Théoréme 4.3. Soient A>0,C>0,e>0,x>0,0<b<1/2,0<n<1/2, BYV>1,
ReR(b,x,B,V).
(i) Il existe ¢ > 0 telle que, uniformément pour B>1,V > 1, f € Mg(A,C,n;R),
(z,y) € J(R), on ait

(4.14) Wi (2,y) = w0 (u) (logy) " {Cu(f) + O(Epy(x,y;0)) }.

(ii) Sous Uhypothése supplémentaire que la suite {f(p)}p>2 est bornée, la formule
(4.14]) est valable dans le domaine J}(R) avec

BeVlog(u + 1) + BetY Ry (y) +log(u+ 1) Ry (y)

logy
Be™Y + Ry(y)~  wulog(u+1)

(logy)® R(yb)

Dans ce cas, la constante implicite de (4.14) peut dépendre de la quantité sup,, f (p).

(4.15) Elgyv(w,y;f) =

Le Théoreme sera appliqué dans le Chapitre [5| afin d’estimer, uniformément pour
r>22,1<d<z,y> 21/21083% 1 quantité

(4.16) S 20,

neS(z,y)
(n,d)=1

ou Q(n) désigne le nombre de facteurs premiers comptés avec multiplicité. Nous nous
contentons d’indiquer ici que nous effectuerons les choix B = \/logyd et V =5 +logsd.
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Cependant, nous pouvons d’ores et déja évaluer le degré de précision du Théoréme [4.3]
en l'appliquant a I’évaluation du nombre des entiers n € S(x,y) qui sont premiers avec

un entier d > 1, soit
\Pfd(x7y) = Z 17

neS(xz,y)
(n,d)=1

ou fg est l'indicatrice de {n € IN* : (n,d) = 1}. Le Théoréme [4.3| fournit Iexistence d’une
constante absolue, calculable, ¢ > 0, telle que 'on ait

¢(d)

(4.17) Wy, (z,y) = T\P(ﬂc,y) <1+O<(log23d)0w))

logy

uniformément pour
(z,y) € He, y>yo(e), logy3d< (1—¢)logy.

Nous omettons la démonstration car les détails sont similaires a ceux livrés dans le
Chapitre [5| pour l'estimation de (4.16]), notamment quant au choix des parametres B
et V.

Ce résultat est a comparer avec [FT96, th.1]. En vertu de cet énoncé, nous avons

_ vld) logyx
(4.18) Wy, () = =W () (14 0((logady) 3 2 ) ).
pour chaque € > 0 fixé et uniformément pour
logy 1—e
4.1 H > , 1 d+2)< (——————
(4.19) (v.9) € Hey y>30(0). loald+2) < (3 o755

Le domaine de validité de la formule asymptotique W, (x,y) ~ {¢(d)/d}¥(x,y) impli-
quée par englobe donc significativement celui qui résulte de . Notons encore
que [BTO05b, th. 2.1] permet une extension supplémentaire de ce domaine de validité, la
formule asymptotique étant valable uniformément pour x > y > 2 sous une contrainte
impliquant seulement w(d).

4.2 Démonstration du Théoréme 4.3

La démonstration du Théoreme {.3| est une adaptation de la preuve [TWO03, th. 2.1].
Nous ferons fréquemment appel a des résultats ou & des calculs établis dans [TWO03] qui
ne sont pas liés aux conditions et de la Définition Les constantes implicites
qui y interviennent ne dépendent donc ni de B ni de V.

La premiére étape de la preuve du Théoréme [£.3] consiste & établir une formule
asymptotique pour Wr(z,y) lorsque f est exponentiellement multiplicative, c’est-a-dire
vérifiant

On note

M = M(C; R)

la classe des fonctions arithmétiques exponentiellement multiplicatives satisfaisant (4.9)).
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La deuxieéme étape consiste & remarquer que toute fonction f € M(A,C,n; R) peut
s’écrire comme le produit de convolution d'une fonction f* € Mj(C,R) avec une
fonction g suffisamment maniable. Grace a 1’égalité

Wi(z,y)= > g(m)¥p(z/m,y),
meS(z,y)

nous pourrons ainsi étendre le résultat obtenu pour M¥ a M(A,C,n; R).
Dans toute la démonstration, la lettre ¢ désigne une quantité dont la valeur peut
varier a chaque occurrence, mais qui ne dépend ni de B ni de V.

4.2.1 Résultats auxiliaires

Rappelons les énoncés des lemmes 3.1 et 3.2 de [TWO03|, qui seront utilisés a plusieurs
reprises.

Lemme 4.4. ([TWO03, lemme 3.1]) Soient ¢ > 0, k > 0, b €]0,1/2], B,V > 1, R €
R(b,k,B,V). On a

b UZf/-c(u)z
ugk(u) < R(y"), Ry logy <! ((z,y) € Jo(R))

et
ube(u) < R(Y")  ((z,y) € JE(R)).

Les constantes implicites dépendent au plus de €.

Lemme 4.5. ([TWO03| lemme 3.2]) Soit R € C*(]1,00[,R**) une fonction monotone et ¢
la fonction définie par p(v) :=logR(e”) (v >0). Posons b:=1 si ¢ est décroissante et
supposons que, si ¢ est croissante, ¢’ est décroissante et vérifie

1
%SO/R(%U) <(1- b)/b go'R(tv)dt+O(%) (v>0)

pour un nombre réel positif convenable b €]0,1/2]. Alors on a uniformément pour o € R
etyz>w>1,

vy dt vy o dt y' -1
(4.20) /w teR(t) < /w tR(tb) * (1—a)R(y")

)
Observons en particulier que, pour R € R(b,k,B,V), la constante implicite de la
majoration (4.20) ne dépend ni de B ni de V.
Rappelons la définition de la fonction implicite £ en (2.12)) et posons

&e(v) :=max{1,{(v/kK)} (k>0,02>1),
_ En(u)
logy

a=ag(z,y):=1

Etablissons & présent une version uniforme en B et V de [TW03, lemme 3.4]. Nous
notons P ’ensemble des nombres premiers.
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Lemme 4.6. Soient C >0, >0, k>0, b€|0,1/2], B,V > 1, R R(b,k,B,V). Unifor-
mément pour B,V > 1, (z,y) € JZ(R), {f(p)}per € [0,00[" satisfaisant [{L9), j € {0;1},
nous avons

lo u2é,.(u
Zf gp) & (u)

(4.21) <V+ (og ) TR

Py
De plus, si la suite {f(p)},cp est bornée, alors on a
(lo
(4.22) PPRAL QQng) <1.
PsY
Démonstration. L’hypothese (4.9) implique la majoration uniforme en B et V

p

fle) < R(p)logp

On en déduit

f(p)?(logp)’ f(p)(logp)i—1 / v (logt)’ 2
= — N
J Z 204,€ Z QaN—lR ) o ta’ﬁ_lR(t) d (t),

Py PY

avec

=" f(p)logp.

pst
En intégrant par parties et en utilisant I’hypothese ¢ (logt) = O(1), on obtient

~_ rUogt)?2N(t)qv /y(logt)j‘2 =2, o,
8 < | =y ]2_+ i t2anR(t){1ogt+1 20 — @ (logt) N (1) dt

2—2a j—2
y T Y (logt)’
S ~f a0 o, < 7dt.
< (logy)>~IR(y) +/z t2ex—1R(t)

Nous appliquons (#.20) & la fonction v+ (logv)2~7 R(v). Par croissance de R et I’hypo-
these (ii), on obtient

Y (logt) dt Y220
/2 t2ax—1R(t) df < /z t(logt?)2—7 R(t?) * (2 — 20 ) (log y®)2=9 R(yP)
u2§n(u)

<V+ . .
(logy)! =T R(y")

Enfin, lorsque f(p) < 1 et (z,y) € JZ(R), on a a, > 2/3 deés que y est suffisamment
grand. Ainsi, une intégration par partie fournit

f(p 10gp logp
Z 20¢N 200 <L

Py p<y

On obtient donc (4.22). O
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4.2.2 Cas des fonctions exponentiellement multiplicatives

Dans cette section, nous établissons le résultat suivant qui fournit une version
uniforme en B et V de la formule [TWO03| (4.47)]. Conformément a 1'usage, v désigne la
constante d’Euler.

Proposition 4.7. Soient A>0,C >0,e>0,xk>0,0<b<1/2,0<n<1/2, B>1,
V>1etReR(Db«KBYV). On a uniformément pour 2 <y < x <Y), BV >1 et
fe ML(C;R),

(4.23)  Wp(r,y) =e " zox(u) Flg)lgs) {1+ 0(Bi(x,y) + BV Er(x,p)) },
_ En(u) 1 B (y)

424 PO = Togy T Togy)r T Togy”

(4'25) E:(x,y) _ gn(u)(u + 1) + gn(u)Rb(y) + Rb(y)ﬁ

R(y") logy  (logy)"’
La constante implicite dans[{.23 ne dépend ni de B ni de V.

Pour aboutir a ce résultat, nous explicitons la dépendance en B et V de plusieurs
estimations contenues dans les paragraphes 3 et 4 de [TWO03|. Nous obtiendrons en
particulier une version effective de [TWO03, prop. 4.1].

Nous désignons par

F(s;y):== Y f(n)/n® (Rs>0,y>2)
P(n)<y
la série de Dirichlet de la restriction de f aux entiers y-friables.

La premiére étape consiste & établir une majoration uniforme de |F(«, + i7,y)| au
voisinage de 7 =0.

Lemme 4.8. Soient C >0, ¢ >0, k >0, b€]0,1/2], B,V > 1 et R € R(b,x,B,V). Il
existe une constante co = co(k) > 0 telle que, uniformément pour B,V > 1, f € M,
(z,y) € JX(R), a:=ax(x,y), s=a+ir et |7|<m/logy, on a

(4.26) F(s,y) < F(a,y)e_cou(TIOgy)2+fV.

De plus, notant

1 o0 dv
R*(w) = /w vR(vb)logwv (w>1),

il existe une constante ¢1 = c1(R) > 0 telle que, uniformément lorsque

7/logy < |7| < e min{ R(y®) /&x ()2, R* (y*/ &)},

on ait

1+|7|logwr \* _i/2(10e2(u
(4.27) F(s,y) <<F(a’y>(§(u)’—i—‘]rglogy) e /2(1 g™ ( +1))

ot wy est défini par la relation ||+ R*(2) = R*(w;).
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Démonstration. Comme f € M*, on a
K

pyv=0 p Py 4
Donc
Fls,y)|_ f(p){1 — cos(rlogp)}
(4.28) ]F(a’y)‘ = exp{ ];y - 3
Posons ensuite, comme dans [TWO03],
v
Q(v) =) {f(p) —r}logp< o7~ (v>1),
R(v)
p<v
¥ 1 — cos(7logv)
= _— <vy).
X(u)= [T Q) (1<w<y)

De (4.28) nous déduisons la majoration [TWO03, (3.17)]

ol
V= Z{l —cos(Tlogp)}/p®.
PY

En intégrant par parties, on obtient

(4.30) X(3/2) = {MQ@)T’ +/3y (M) dv

v®logv 3/2 2\ v@tllogu
Yy dv

1 — cos(7logv) /y
< { 3/2+(1+|TD 3/2 v*R(v)logv’

Q)]

v®logwv

Le lemme 3.2 de [TWO03| appliqué a la fonction v — R(v)logv fournit l'estimation
uniforme en B et V,

/y dt < /y dt N yl=——1
3/2 t*R(t)logt 3/2tR(t?)logt = (1—a)R(y®)logy
Ainsi,

11—« l—a 1

y Yy dv Y
X6/ < oy +OH | creeiogs + (1= aymeAions

L’hypothese (ii) conduit alors a

00 dov
1 _ 1).
+( +|Ty)/3/2vR(vb)logv<<v (r<1)

u—+ ulT|

R(yb)

X(3/2) <
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On a ensuite

/

272
2

10gp
)
p<Ly

De plus, nous avons

(logp)®> ¥ logt
P i L0

(63 _ o
p<y P t
avec J(t) := >_,<;logp. En intégrant par partie et en utilisant
I(t) =t +R(1),

avec R(t) < t/logt, on obtient, pour u suffisamment grand,

ogp)? 1=a]g
> (logp)® _ y(l_lag;y{1+O(W)}+O(l)

Py e
>W(Ho(£ a )))+0(1) > “(lofy)z

ou l'on a utilisé la formule asymptotique (2.16) pour « et le fait que &, (u) =< logu pour
u assez grand. Ainsi

2
V> ﬂ(logy)z.

Par ailleurs, pour u <wug, y = yo, ona a <1 et

logp)? logp)? U
> (lozp) >3 (i) > (logy)* > ufo(logy)Q-

(07
p<y P p<y

En reportant dans (4.29)), on en déduit (4.26)).
Nous ne détaillons pas ici la preuve de (4.27)), identique a celle de [TWO03|. En effet,

un examen de cette preuve montre qu’elle ne fait pas intervenir les parametres B et V
introduits & la Définition A1l O

Etablissons & présent une version uniforme en B et V de la majoration contenue
dans l'estimation [TWO03, (3.24)].

Lemme 4.9. Soient C >0, ¢ >0, k>0, b€l0,1/2], BV >1, Re R(b,k,B,V). On a
uniformément pour B,V > 1, f € ML, (z,y) € JX(R),

z“F(o,y)
Vulogy

Démonstration. Nous suivons la preuve de [TW03, (3.24)]. On a

(4.31) < 0k (u)(logy)" tetV.

F(ay—exp(zf ) =¢la.y) exp(zf ) ((z,y) € JZ(R)).

Py PLY
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Une sommation d’Abel analogue a celle effectuée en (4.30)) et nos hypothéses impliquent

Zf — K /y dQ()<<V

<y 3/2 t%logt

Ainsi,
2% F(a,y) < we U WV (o y)F = pe " wx(WFV (1og )75 ( — £, (u)) ",

ou la derniére estimation provient de [Ten22, I11.(5.68)]. En utilisant ’estimation [TWO03,
(3.25)]

o) 5( — £ ()"
(432 ontu) < SO )

on obtient bien (4.31)). O

Etablissons & présent une version uniforme en B,V > 1 de [TWO03, lemme 3.7] qui
fournit une majoration de Wy (z,y) du bon ordre de grandeur.

Lemme 4.10. Soient C >0, >0, k>0, b€0,1/2], B, Y >1 et R€ R(b,k,B,V). On a
uniformément pour B,V 21, fe M, y>2, 2<x <Y/,

(4.33) Wr(z,y) < Befvmg,{(u)(logy)“_l.

Démonstration. 1l suffit de montrer que

(4:34) W (22 4) Wy (2 ) < Beru(u)(logy)*

En effet, on peut déduire (4.33) de (4.34) en exprimant [1,2] comme une réunion
d’intervalles dyadiques.
Nous avons, d’apres [TWO03|, p.140],

(4.35) \Pf( y) \Iff( ,y <</ F(s,y)z ( |T|)d7 (s =a+ir),

ou la constante implicite est absolue.
En appliquant (4.26)), on obtient tout d’abord

™/logy r°F(a,y)et
4.36 / F(s,y)z*(1 =37 dr « =——22
(4.36) oy (s,9)2° (1 = 3|7]) Julogy

On estime ensuite la contribution de Uintervalle 7/logy < 7 < 2. Par symétrie, cela
fournira également la contribution de l'intervalle —2 < 7 < —7/logy.

Rappelons la notation Ry(y) en [4.13] Dans la preuve de [TW03, lemme 3.7], les
auteurs établissent la majoration

Fl(s,y)  y'7*-1 ulogy
R .
Flog) © 7 TEBWT R

Un examen de la preuve montre que la constante implicite ne dépend ni de B ni de V.
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En conséquence, on a

F'(s,y)
F(s,y)

(4.37) < (logz) K (z,y;7),

avec . .
&b | R 1
Tlogy  wulogy = R(y®)

Une intégration par parties et la majoration (4.37)) fournissent

K(z,y;7): (m/logy <7 <2).

2 s
S(1_ 1\ dr — a*(1—7/2)12
/Tr/logyF(S’y)x (1 QT)dT_[F(Sjy) iulogy Lr/logy

—|—O<x°‘/

/logy

2
|F(s,y)| K (2,y;7) dT).

Ainsi, d’apres (4.27), on a

2

e~ Com U M
+ 3
ulogy H(u)

2
/ F(s,y)z*(1-ir)dr < xaerF(a,y){
m/logy

avec

H(u) = /108"t ) (4 > 1),

> Ky én(U)+(10g2y)5“1Rb(y)

M = ' .
71-/IOgy (Tlogy)m logy (10gy)mln(ﬁ,l)+l

La premiere inégalité de (4.5)) entraine

(logy )= Ry (y) _ B
(10g y)min(/e,l)—kl logy

et donc la majoration

MW, B
logy = logy
Finalement, on obtient
2 eV (a,y) ; &xlu) B
F(s,y)z*(1—ir)dr < : +
(438) »/7r/logy ( 2 ) logy <\/H(u) \/H(u)>
BeVx®F(a,y)
Vulogy

Compte tenu de et on obtient bien (4.34)). O

Lemme 4.11. Soient C >0, >0, k>0, b€]0,1/2], B,V > 1, Re R(b,k,B,V). On a
uniformément pour B,Y > 1, (z,y) € JZ(R), f e M (C;R), 1<t <z, a=ax(z,y),

(4.39) W (tz,y) < Be™V %z, (u)(logy) L.

Démonstration. La démonstration est en tout point similaire a celle de [TWO03| lemme
3.8]. On peut supposer y assez grand et € < 1. Sous ces conditions on a (tx,y) € J*/Q(a:,y).

£
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Posons v := (logt)/logy. Par (4.33)), on a

(4.40) Wy (tz,y) < BeVtwon(u+v)(logy) .

La majoration

(4.41) 0 (U +v) < g (u)t* L,

établie dans la démonstration de [TW03| lemme 3.8], entraine directement [4.39] O

Nous sommes maintenant en mesure d’établir une version effective de [TWO03, prop.
4.1].

Lemme 4.12. Soient C >0, >0, k>0, b€]0,1/2], B,V > 1, Re€ R(b,x,B,V), on a
uniformément pour B,V > 1, (z,y) € JZ(R), f € M:(C;R),

(4.42) ‘I’f(:my):l:gx > th?lm+O(Befvx@n(U)(logy)“_lEl(w7y)),
x/y<m<x

P(m)<y
ot Ei(x,y) est défini en (4.24).

Démonstration. On utilise 'identité

1 T \Pe(t
> fognt o [y,
neS(x,y) 08T J1

1

4.43 NY =
(4.43) @) = o

qui découle d’une sommation d’Abel.

Les majorations (4.33) et (2.22) entrainent une version effective de [TWO03, (4.3)] :
ona,poury>2,2<z<Y et fe Mk,

u—1

W (1 y
(4.44) /1 f(t’y)dt < /1 (log2t)"~ + 2Be (log )" /0 0 (1t — v)y " dv

u
< y(log y)”“_1 + :L‘Befv(log y)“gﬁ(u)/ e”‘gﬁ(“)y_” dv
0

1

< BeVx(logy)" Lo (u).

Pour évaluer 37, cq(, ., f(n)logn, nous utilisons la formule suivante établie dans la
démonstration de [TWO03,, prop. 4.1] : on a

(4.45) Y. fmlogn= > f(m)f(p)logp+O(S),
neS(z,y) mp€eS(z,y)

avec

S = Z f(m)@logp”.
V!
mp”€S(z,y)
v>2

La constante implicite dans (4.45)) est absolue. Suivant toujours la démonstration de
[TWO03,, prop. 4.1], nous allons établir la majoration

(4.46) S < Be®Y zup, (u)(logy)max(F=1.0),
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Compte-tenu de et de , cela fournira, :

(2.47 \Pfu,y):i > f(m)f(p)logp+O<B v Tl ><1°gy>“>,

logx mpeS(z,y) (logy)mm(ﬁ 1)

soit une version uniforme en B et V de [TW03, (4.6)]. On a

< ¥ f(p)? logp” ‘I'f<pwi‘/)-

!
p<y,v>2 Py
p'<z

Dans le cas x > 1, nous avons la majoration (cf. [TWO03, p. 146])
)21
S<<:cg,@()logy“ 1Zf ng
Py
qui est uniforme en B et V. En utilisant (4.21)) et la majoration (cf. [TWO03] (3.3)])
(4.48) ube(u) < R(y")  (2,y) € JZ(R),

nous obtenons
S < BeYzug,(u)(logy) ™,

soit ( - ) dans le cas k > 1. Dans le cas 0 < k < 1, il est remarqué dans [TWO03] que

S < Be"Yzuo, (u)(logy)* 1 4+ 0(S*)

avec ~ 5 5 .
e
S* =z Z 7f(p )yolgp {log—f} .
Py, v=2 pv: p
z/\/y<p’<z

La majoration
§* < ue e 3 w
Py
ou la constante implicite ne dépend ni de B ni de V, est établie dans [TWO03]. En utilisant
(4.21)), (4.48) et (4.32)), nous obtenons bien (4.46]) dans le cas 0 < k < 1.

Evaluons a présent la somme double figurant au second membre de (4.47). Dans
[TWO03,, p. 147-148], Tenenbaum et Wu obtiennent la formule

(4.49) > f(m)f(p)logp= U+ Us,

mpeS(z,y)

avec

= (X fw)ioep) X f(m),

Py meS(z/y,y)

Us = kx Z f<mm)-|-U37

x/y<m<z/2
P(m)<y
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avec
zf(m)
( ) 3 x/y<§<x/2mR(x/m)
P(m)<y

ou la constante implicite dans ne dépend ni de B ni de V. Par (4.9)), (4.33) et (2.22)),

on a, lorsque = > y?,
U1« Befvxgn(u — 1)(logy)"€_1 + xBergH(u)ug,ﬁ(u)(logy)“_l,
tandis que U} € x si y <z < yz. On a donc dans tous les cas

(451) U< Be™ (wou(u)ge(u)ullogy)™™" +wou(u)logy)™™10).

La majoration suivante est alors établie en [TWO03, (4.10)]

y¥Yi(z/y,y) v Wy (z/t,y)

et 1a encore, on peut observer que la constante implicite ne dépend ni de B ni de V.
Sous nos hypotheses, on en déduit

_ ulogy
4.52 Us < BeYz(logy)" Lo (w)( Rp(y) + ——=).
(4.52) (10g)"" o (u) (Fo(v) + . 15
En reportant (4.49)), (4.51)) et (4.52)) dans (4.47)), on obtient (4.42). O

Preuve de la Proposition[{.7}
Nous utilisons [TWO03| prop. 4.4] : étant donnés C' >0, ¢ >0, k > 0, b €]0,1/2],
R e R(b,k,B,V), on a uniformément pour 2<y <z <Y, f € ML(C;R),

@) = Y T om0 ),
P(Z)><Iy

ou E¥(x,y) est défini en (4.25) et
o0

Ap(u) = e“’”/ or(v)dwv.

u

Un examen de la preuve de [TWO03|, prop. 4.4] montre que la constante implicite dans
(4.53) ne dépend ni de B ni de V. L’estimation (4.42)) s’écrit

RI

(07 (5) = s (@.9)) + O(Be Y won(u)(logy)" " Eu(x.y)).

T
\Pf(x7y) = 57

logx
En y injectant (4.53)) et la majoration E}(x/y,y) < E}:(z,y), on obtient
KT «
Yr(z,y) = ——F(Ly)(Ae(u—1) = Ae(u)) {1+ O(EL(z,9))}

logx
+0(BeYxo.(u)(logy) LBy (z,y)).
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Nous disposons (cf. [TWO03, p. 160]) de I'identité
(4.54) {A(u—1)=As(v)} = upe(u) (uw>=1)
ainsi que de 'estimation

(4.55) W <1 (ux=1).

En insérant (4.54) et (4.55) dans (4.53), on obtient bien (4.23]).

4.2.3 Preuve du Théoréme

Le but est a présent d’étendre le résultat de la Proposition a M(A,C,n;R).
Soit f € M(A,C,n; R). Posons

g’ =Y (1M /it (p=2v>1).
Jj+k=v
On peut écrire f = f*xg, avec f* € M%(C;R) et on peut vérifier que g(p) = 0 pour
tout nombre p premier. On a alors

(4.56) Wi (z,y) = Z g(m) W (x/m,y).
meS(z,y)

Pour établir (4.14)), nous allons insérer la formule (4.23]) dans (4.56]). Pour mener a bien

ce calcul, nous commencons par estimer les sommes

> 5 WOMEIY -  o,11, 0. € ),

p<yrv>1

avec = ay(z,y) =1 —&x(u)/logy. Suivant la démonstration de [TWO03}, p.161], pour
j €{0,1}, on a la majoration uniforme en B et V :

(4.57) ZZ'Q logp) <<1+2Lk’gp)j ((z,y) € JX(R)).

2x
pyrv=1l p<y p

En utilisant (4.21)) pour majorer le deuxiéme terme du second membre de (4.57)), on
obtient

(4.58) 3 ‘g |y y L) ((z,y) € JZ(R))
' <y R(y")logy BRC
v>1
(6] 2 u
(4.59) 5~ lot)llogp” “gp <V+ Rg(,;()) ((z.) € JX(R)).
PSY
v=>1

Or, le lemme [.4] fournit Pestimation

u2£ﬁ (u)2

(4.60) R(yb)logy

<1 ((z,y) € J-(R)).
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Nous avons donc

(4.61) 3 |g ((z,y) € J=(R)).

PY
v>1

I1 résulte de (4.61]) et de la multiplicativité de g que

m
(4.62) S l9( a)’ <eV  ((z,) € J(R)).
P(m)<y
On déduit ensuite de et - ) que
g(m)|logm g(p”)|logp”
w3 > |(73la <y lolml s 1ot
P(m)<y Pm)<y sy P

N u?éy(u)
<eV(1+ 7o) ) ((@y) € J(R)).

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration du Théoréme (4.3l
Posons
2= yl/QEH(u)7 F* 1 y Z f
P(n)<y

et rappelons la notation u; = (logt)/logy. Observons également que les quantités F1 (z,y)
et Ef(x,y) sont des fonctions croissantes de x. En insérant (4.23) dans (4.56]) nous
obtenons

(4.64)  Wp(z,y) =xe”

Z 9(m)on(u = tn) +V1+V2+O(V1*+V2*),

logy et
avec
Vl = fL’e’YK'F‘l(l’y) Z g(m)gﬁ(u _um)’
08y - m
P(m)<y
F(1 (U —
ngxevml(’y) Z g(m)ok(u—wu )7
0gY o/ Jym<e m
P(m)<y
* - i m)| ok (U — Um
Vi = z(logy)" ! (B (z,y) + BeVEi(z,9)) Y l9(1m)]0r( ),
m<z/\/y m
P(m)<y
o - * m)|ox(u— um
Vs =xz(logy)” 1<EK(:n,y)+BerE1(m,y)) Z lg(m)]ox( )
z/G<m<a /T m
P(m)<y

D’apres (2 , on a pour m < \/x/y,

(4.65) 0r (U — ) < "W g, ().
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On a donc d’apres (4.63)),
k1 |g(m)[logm
Vi < 20 (u)(logy) > o log -

P(m)<y
§n(u> uzén(U)Q
logy R(yb)logy}'

< Vo (u)(logy)™

La méme majoration est valable pour V5 si k > 1. Dans le cas contraire, on a

—(u—1/2)&x(u
Vy < aty-/2 3 lg(m)|logm _ ze (u=1/2)8(w) 3 lg(m)|logm

P(my<y m®logx ulogy me

En appliquant (2.22)) & v =u —1/2, on obtient
Cela fournit, d’apres (4.63) et le lemme

U2§n (u) } xef(ufl/Q)gﬁ(u) er I‘QR(U)

R(y®) ulogy < logy

P(m)<y

V2<<er{1+

Finalement

Ex(u) 1 u?p(u)?
logy - (logy)® * R(yb)logy

En utilisant & nouveau (4.65|) puis (4.62)), on a

Vi +Va < eVaon(u)(logy)"{

b ((wy) € J(R)).

5= lotm)ferns-

Vi < won(u)(l0gy)" ! (Bi(e,y) + Be Er(a,y)) -

P(m<y

< eVro.(u)(logy)t! (E’:(x,y) + BE(x, y)) .
La méme majoration est valable pour V5 si k > 1. Dans le cas contraire, on observe que

Vs < (Ei(a.y) + BeV Ei(x.y) ) Va

ok (u)
logy

<Y (Bi(2,y) + BEi(2,y))

On a donc dans tous les cas
Vi + Vs < e (B} (2,) + BE1 (3,y) ) wos(u) (logy)" .

Finalement

(460)  Wylay) =oe L O 57 SOZ ) o) (0,) € (),

m<z
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avec

&k (u) 1 n u?y(u)? )

logy ~ (logy)®  R(y®)logy
§R(u)‘5(“) u2§,€(u)2

(logy)min(L,r) " R(yb)logy)'

W = won(u) (logy)™ e ( Ex(x,y) + BE(w,y) +

< w0u(u)(logy)" e (Ex(z,y) + BE (x,y) +

Le terme principal de (4.66]) se traite de la méme maniére que dans [TWO03| p.163,
1.1-3]. De l'estimation o). (u—w) < g (u)log(u+1) pour tout w € [0,1/(2,(u))], on tire

or(u—0) = ox(W){l+O(vlog(u+1))} (0<v<1/{2:(u)}).

Ainsi,

m)o\U — Um m W)€k (U m)|logm
Ezg( )ox( ):Q”(“)ﬂ%zg(m)JFO(Q (1o§y( )ngz lg( )nll g )

= ox(w{ ] Z&:)Jro( 3 W)}

mlogz
p<y v>0 P(m)<y &

= Q,@(u>{ H Z g(]?/”) +O(er§H(u) N ervu2§ﬁ(u)2 )}

p<y v=0 p logy R(yb;d) logy

Nous obtenons finalement (4.14)) en remarquant que

Py [ X% - ray)

p<y v=0

et que d’apres [TWO03, (2.7)], on a uniformément pour (z,y) € J-(R),

1
F(1,y) =e"Cx(f)(logy)" {1+ O 5= ) -
: {1+0(zzm)}

Supposons pour finir que la suite { f(p)},cp est bornée et établissons le point du
Théoreme Dans ce cas, la somme du membre de droite de (4.57) est < 1 dans le
domaine J}(R), uniformément en B et V d’apres (4.22). Cela implique que le terme de
gauche de (4.61)) est < 1 et par suite les membres de gauche de (4.62) et (4.63|) sont

également < 1, toujours uniformément en B et V. On obtient ainsi les majorations pour
(z,y) € JZ(R),

Er(u) 1
+ )
logy ~ (logy)~ }

Vi 4 Vs < (B (2,y) + BeV Ei(w,y) ) wox(u) (logy)" .

Vi + Va < w0(u) (logy)"{

Donc, le terme d’erreur de (4.66)) devient, dans le cas ot la suite {f(p)}p>2 est bornée,

Erlu 3(x)
(u) )

W = w0(u)(logy)" (EZ(:r,y) +BeV By (3,y) + — L
(logy)mm( K)

Cela achéve la preuve du Théoréme [4.3]



Chapitre

Minoration de $(x,y) dans H.

Dans toute cette partie, nous fixons € > 0 et convenons que les constantes implicites
peuvent dépendre de . Rappelons la définition

qui correspond au domaine de validité de la formule de Hildebrand (1.11). Rappelons
également la notation

02(v)
r(v) = (v=1).
Vvo(v) -
Dans ce chapitre, nous démontrons la minoration du point (i) du Théoréme [1.1] soit
la proposition suivante.

Proposition 5.1. Pour tout € >0 et (z,y) € He, nous avons
(5.1) S(z,y) > logyy +1(u).

La Proposition résultera de minorations de S(z,y) dans les deux sous-domaines
suivants :

(5.2) Dii=H. et Do:i={z>y>az/ (2lgs2)y

La démonstration se déroulera donc en deux temps.

Tout d’abord, en employant un argument probabiliste élémentaire, nous nous rame-

nons a ’estimation simple de la moyenne d’une fonction multiplicative sur les entiers
friables. Une application directe d’un résultat de [TWO03] permet alors d’obtenir une
premiere minoration valable dans H., triviale lorsque u est borné.
Dans un deuxiéme temps, nous évaluons S(z,y) dans le domaine Da en nous ramenant
a 'estimation d’une fonction multiplicative sur les entiers friables dépendant d’un
parametre qu’il nous faut controler. Nous appliquons alors la version effective établie au
chapitre (4| de [TWO03, th. 2.1].

5.1 Minoration de S(x,y) dans le domaine D,

L’objet de cette section est d’établir la proposition suivante.

48
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Proposition 5.2. Soit ¢ > 0. On a uniformément pour (z,y) € He,
S(z,y) > r(u).
Remarque 5.3. Lorsque u est borné, cette minoration est triviale.

Remarque 5.4. Pour a>1/log2 et exp{(logoz)®/3t} <y < 21/(@10832)  pous qvons,
compte-tenu de , r(u) > logay. Dans ce sous-domaine, la Proposztwnm implique
donc la Proposz’tz’on [51]

Pour chaque entier naturel n > 1, introduisons la variable aléatoire D,, définie par

1
P(D,, =logd)=—— (d
( n Og ) T(n) ( ‘ n
ou 7 désigne la fonction « nombre de diviseurs », définie par

=y L

dln

Nous avons

1
Dy,) 7( Zlogd 1logn,
dln

puisque Hd‘nd2 =n7(™ . Ainsi, compte tenu de [Ten87, (8)],

iz:(logd—%logn) =1 > v(r+2)(logp)?.

(5.3) 02:=V(D,) =
(%) 4 T

Proposition 5.5. Pour x>y > 2, on a

37(n)
5.4 Aln) > ————.
(5.4) (n) > 160y, +4
Démonstration. Dans un premier temps, remarquons que l'inégalité de Bienaymé-
Tchébychev appliquée a D, fournit, pour tout nombre réel T>0, la majoration

4 40
i 1< —— _1 — )
> e s o

T(n) i
| logd—% logn|>T/2

En posant T = 40, il suit

1
_— Z 1< 1
X 71>
7(n) i
|logd—%logn\>T/2
et donc
(5.5) 3 1> 27(n)

dn
|10gd7710gn\<T/2
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L'intervalle I :=]3logn —T/2,41ogn + T/2[ contient donc au moins 27(n) logd valeurs

de logd (d | n) alors qu’il contient au plus |7T'] + 1 intervalles de longueur 1. D’apres le
principe des tiroirs, I'un au moins de ces intervalles contient au moins

37(n) < 37(n)
4([T)+1) 7 4T +1)

diviseurs. Cela implique

3r(n)  37(n)
4TH+1) 160, +4

A(n) > (n>1). O

La Proposition permet de minorer 3, c g, ) A(n) par la somme friable d’une
fonction multiplicative.

Proposition 5.6. Uniformément pour x >y > 2, nous avons

1
o AR > ——e— Y r(n)u(n)?
neS(z,y) logylog(2$) neS(z,y)

Démonstration. Pour tout entier n € S(x,y) sans facteur carré, d’apres (5.3)), on a

op =3 (logp)® < (logy) > logp = %(logy)(logn).
pln pln

Donc on a d’apres (5.4)),
A 1 7'(71),u(n)2
Z (n) > E A(n)u(n)2 > NI E 7)

neS(.y) neS(a,y) Y nestey) Viog(2n

1 2
> T(n)u(n)s,
logylog(2z) neSZ(:r,y) (n)u(n)

ce qui implique bien 'estimation annoncée. O

Nous avons donc réduit la preuve de la Proposition [5.2| a I'estimation de la quantité

(5.6) > rmun)

neS(z,y)

Pour minorer (5.6), on utilise un corollaire du théoréme principal de [TW03]. Etant
donnés € > 0 et y > 2, rappelons la notation

Le(y) := exp{(logy)**~*},

la définition de Cy(f) en et celle de My(A,C,n; L, j5) en et (4.9).

Théoréme 5.7 (|[TWO03|, cor. 2.3). Soient A, C, e, n, Kk, des nombres positifs tels que
n< % Alors, on a

Wy (2,y) = Cr(f)aon(u) (l0gy)" ' {140 Cogﬁ;’; = <log1y>ﬂ>}’
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uniformément pour f € My (A,C,n;Leso) et (x,y) € He.

Appliquons le Théoréme avec f(n):=7(n)u(n)?. A cette fin, vérifions que pour
tout € > 0, il existe K(g) > 0 et A > 0 tels que f € MQ(A,K(E),U;LE/Q). Comme
f(p”) =0 pour tout entier v > 2, la condition (4.8) est trivialement vérifiée. On a

> F(p)logp— 22| = 2/(z) - 2],

p<z

avec la notation usuelle

W(z) = Zlogp (z > 2).

p<z

On a, classiquement, pour tout € > 0,
(5.7) 19(2) — 2| < K (e)zexp (— (logz)3/°7¢/2)  (2>2).
Donc la condition (4.9) est vérifiée et f € Mg(A,K(g),n;LE/Q), pour tout A > 0. On
obtient, pour (x,y) € H :
log(u+1
> rmu(n)? = Ca(f)zer(w)logy{1 + 0BT DY Y
nes(a.y) oY
La quantité log(u+1)/logy tend vers 0 dans H., comme noté en (2.6). On a ensuite

Cz(f)ZH(l—;)ZZ‘ffp:H(l_l)QZW
p v=0 P

p’ = P
2

:];[(1—;)2(1+p)=1;[(1—§’2+;3)=1;[(1+0(1)12)).

Ce produit infini est donc absolument convergent. De plus, Ca(f) > 0 puisque tous ses
facteurs sont non nuls. On a donc

(5.8) Y T(n)u(n)® > woa(u)logy  ((w,y) € He).
neS(z,y)

On obtient, pour (z,y) € He,

Z A(n) >

neS(z,y)

2 zo2(u)VIogy  xoa(u)
nes%y)dn)u(n) S e

(logy)log(2x)

Il reste & comparer la minoration obtenue a W(z,y). On utilise pour cela la formule
de Hildebrand (2.5)), valable pour tout € > 0 uniformément dans le domaine H.. Elle
fournit la minoration

02(u)
Vuo(u)

x02(u)

Ju

> W(z,y)

((z,y) € He).
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On obtient donc, pour (z,y) € He,

S(a:,y) =

Cela conclut la preuve de la Proposition

5.2 Minoration de S(x,y) dans le domaine D,

Rappelons les définitions

Di:=H.,, Dy:={zx>y> xl/(mog”)},

et celle de r en . Nous nous proposons ici de démontrer le résultat suivant.
Proposition 5.8. On a, uniformément pour (x,y) € Da,
(5.9) S(z,y) > logyy +r(u).

On remarque que si a > 1/log2, nous avons u > (logzz)/log2 dans le domaine

exp{(logy2)?/3+e} < y < o/ (@1oza),

et donc, en vertu de ([2.26]),
r(u) > logyy.

Comme expliqué & la remarque cela établit bien (5.1)).
Commengons par établir une premiere minoration de 3, c g, ,)A(n) en partant de

linégalité (2.28)).
Posons
Td(l’,y) = Z 270((1) = Z gd(dl)a
(d,d")=1,P(d")<y P(d)<y
d'<x d'<x
avec
2-Qd) i (d,d) =

AN I
(5.10) 9a(d) = { 0 sinon,
de sorte que

(1—1/p)'/? 1y 1
(5.11) C1/2(9a) H =12 H(l—%> —01/2(91)1_[(1—%)
p pld pld
On observe en particulier que
_ (P(d)\1/2

(5.12) Ci/2(9q) < (T) ;

ou ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler.
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Lemme 5.9. Pour2<y<z, ona

(5.13) SooAm)> Y 20w (Sy) (Tu(2dy) - Ta(dy)).
neS(x, d<y/z
€S(z,y) P(d)\é;

Démonstration. On déduit directement de (2.28) que

1
S oLy
dd'n 7(n) dd'|n
llog(d/d')|<1 &' <d<2d’

A(n) >

27(n)

Or on a

Yo=Y Yy 1= Y Y 1= 2 (g)

d,d'|n kln dd'n dd'|n  k|(n/dd") dd'|n
d'<d<2d’ d<d'<2d d<d'<2d d<d'<2d
(d,d')=k (d,d")=1 (d,d")=1

Pour a,b>1, on a 7(ab) < 7(a)22®),
Spécialisant a = n/dd’, b= dd', il vient 7(n/dd') > 7(n)/220@) Do

An)> Y 270

dd'|n
d<d'<2d
(d,d')=1
Nous avons donc
—Q(dd’) _ —Q(dd )Wy (£
ooam> Y Y 2 o2 v(—5).
neS(z,y) neS(zy) dd'|n (d,d")=1,P(dd")<y
d<d'<2d d<d'<2d<2y/x

(d,d')=1

La fonction n — Q(n) est complétement additive, donc n — 2-Q(") st complétement
multiplicative. On a par conséquent

S oAm) > Y 270@ 3 2—9(‘”‘1’(%&)

neS(a.y) d<vz (dd)=1,P(d)<y
P(d)<y d<d'<2d
—Q(d x —Q(d’
> Y 2%Ww(Ly) Y 2@
i</ (dd)=1,P(d)<y
P(d)<y d<d'<2d

Comme on a

Yoo 270W) —Ty(2d,y) - Tu(d,y),
(d,d")=1,P(d")<y
d<d'<2d

nous obtenons bien (5.13]). O
Pour estimer Ty(2d,y) — Ty(d,y), nous allons utiliser le Théoréme
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Dans la suite nous posons, pour d >3 et z > 1,

Kg:=e V Ingd,
(5.14) R(z;d) =2+ KgeV'8?,

Rappelons la définition de la classe R(b,x,B,V) en

Lemme 5.10. Soit d > 16 un nombre entier. Pour

B=DBg:=\/logod, V=Vz:=5+logsd, k=1/2, b=1/10,

la fonction R = R(-;d) définie en (5.14)) appartient & R(b,x,B,V). Les constantes
implicites dans (4.3)) et (4.6) ne dépendent pas de d.

Démonstration. Vérifions que la fonction R satisfait bien les hypotheses de la Définition

K1l On a

Kdeﬁ
2,/0(2+ KgeV?)’

¢r(v) :=log R(e";d) = log (2+ KgeV"),  @p(v) =

La fonction w — w/(2+ w) est croissante pour w > 0. On peut donc écrire

KgeVv/2 KgeV? B ©'p(v)

iR K ) R K] VE

La condition (i) de la Définition est donc bien réalisée puisque (4.7)) est réalisée du
fait que 2712 < (1 —b)2.
On a

(logd)*/? do (logd)*/® dv
/3/2 vR(vb;d)logv _/3/2 v(2+ Kqexp(y/blogv))logv
/(10gd)l/b dv 1 (logd)t/®

—

=3 {logg U}

<s =
=2 3/2 vlogv

3/2

= %(logg,d— logy(3/2) — logb) < 3logzd+3.

De plus, on a

/°° dv B /00 dv
(logad)l/b vR(vb;d)logv — Jiogd)y /e v(2 + Kgexp(y/blogv))logv

< i/oo dv
= Ky J(ogd)/v vexp (v/blogv) logv’

En effectuant le changement de variable ¢ = \/blogv, on obtient

In b 2gx e d
(logd)1/> VR(v;d)logv S Ky \/@tet S Ky Jog, d €t =
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Ainsi,

/OO dv <V
3/2 vR(v;d)logv

La condition (7i) de la Définition |4.1| est donc bien vérifiée.

On a immédiatement, pour v > 3 et 0 < e < %,

R(v; d) =92 —+ Kde\/@ < e\/l()@ g e(logv)3/5—g.

Ensuite, on a trivialement

1 1/2
1+(0g8v)<2<R(v;d) (v <logd).
d

Lorsque v >logd, la croissance de la fonction w +— " /w pour w > 1 fournit

K jeV/o80 > Vlogwv _ \/logv.
V1ogyd By

Donc pour v > 3,

vlogv
By

La condition (iii) de la Définition 4.1} est donc également vérifiée. O

R(v;d) =1+

Pour d > 1, rappelons la définition de g4 en ((5.10)). Pour ¢ > 0, posons
(5.15)

Eal, ;) = (logy 3)°

log(u+1) 1 1 ulog(u+1) 1
+ + ) .
logy Viogy  logzx R(yY/10;d)  R(x1/10;d)

Rappelons la définition de Cy en (4.10|) et posons, en accord avec (4.11]),

(5.16) Y (y,d) = y B ) /Aot log R(y'10:d) )]

Lemme 5.11. Soit € > 0. Il existe ¢ > 0 tel que, uniformément pour y > 2, 2<d< x <
Y (y,d), on a

. 201 /2(u)

(5.17) Ta(z,y) = “Jlogy

Démonstration. Supposons tout d’abord d > 16. D’apres le Lemme si 'on pose

{C1y2(00) + O (Sa(w,yi0)) }.

B=DBg:=/logad, V=V;:=5+logsd, ~=1/2, b=1/10,

la fonction R = R(+;d) définie en appartient a la classe R(b,,B,V). Nous sou-
haitons appliquer le Théoreme a la fonction g; définie en (5.10)). Dans ce but,
commencons par montrer qu’il existe des constantes absolues A,C >0et 0 <n<1/2
telles que pour tout d > 16, on a g € My )y (A,C,n; R(+;d)).
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On a, avec 7 fixé tel que 0 <n < 1/2,

1
2 p“ v ZZp(1 —mvov :%2171"7(2101"7—1)

p v>2

Donc, comme 2(1 —7) > 1, on a bien

Z ga(p”) < 1.

1—
p V}Qp( 77)1’

Donc la condition (4.8) est bien vérifiée quelque soit n €]0,1/2].
Il faut ensuite montrer que

‘ng Yogp — 22‘ << z,d) (z>1),
P2z
autrement dit que
z
0 — —_ 1
| d(z) Z| < R(Z,d) (Z > )7
avec
= Z logp.
Pz
pid
Lorsque z < logd, R(z;d) < 1. Comme ¥4(z) —¥(z) < z, on a bien dans ce cas
94(2) — 2| < =
d R(zd)

Lorsque z > logd, R(z;d) < KqeV'°8*. Comme [94(z) —9(2)| < logd, on a, en vertu de

G2,

[04(2) — 2| < ze~V1°8% L logd.

Comme la fonction X — Xe V108X est croissante pour X >el/4 on a

z
KdIOgd<<elﬁ (z >logd).
Donc logd < z/R(z;d) et on en déduit
Wa(2) — 2| < ——
d R(z;d)’

Finalement, la condition (4.9)) est bien vérifiée. Donc il existe A,C > 0 et n €]0,1/2] tels
que gq € My 5(A,Cn; R(+5d)).

La suite {gq(p)}, est bornée, donc d’apres le point (ii) du Théoreme il existe
co > 0 tel que uniformément pour 2 <y < z < Y (y,d), d > 16,

90@1/2(“)

(5.18) Ta(z,y) = W{Cm (9a) +O (EBd,vd(% Y; fo)) },
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avec

Bye Ve Ry(y;d)log(u+1) | Bye®*¥t +/Ry(ysd)  ulog(u+1)
logy logy R(y’d)

Eg,v,(x,y;c0) ==

Estimons Eg, v, (z,y;c0). Nous avons

(logd)'/* gt v dt
Bt )= [ g+ S D

_ (logd)'/* g¢ 1 v dt
= /3/2 2% Ky /(logd)l/b tevblogt”

Le changement de variable v = y/blogt et une intégration par partie nous donne

Y dt 2 [Vblogy
/ = - ve Vdw
(logd)1/b teVblogt b /710g2d

2 ARy
= g{Kd(l—i— logyd) —e™ blogy(l—i—\/blogy)}.
Donc Ry(y;d) < logyd. On en déduit

EBd7Vd (.’E, y’ to) << ébd(xa y7 ':0)7

ce qui établit bien ([5.18)) avec t1 =3/2+ g lorsque d > 16 et 2 <y <2 <Y (y,d).
Supposons d’abord y > x et d > 16. Dans ce cas, on a Td(x,y) (x,w) et d’apres
le Théoréme [£.3] appliqué avec y = x, on obtient

@ [C1y2(90) + O( B,z ).

On note que
(logy 3d)*t 1

Viogw R(xb;d)’

De plus, comme oy /5(u)/01/2(1) = w2 (0<u<1),ona

Ep,v,(x,x;00) <

z01/2(1) 9591/2(“)

vlogx Viogy

Cela fournit bien ((5.17)).

Lorsque 2 < d < 15, nous n’avons pas besoin d’expliciter la dépendance en d et nous
pouvons directement appliquer le théoreme 2.1 de [TWO03| avec R(z) = eVIogz Des
calculs similaires fournissent . Cela acheve la preuve du lemme. O

Nous rappelons la définition de Y] /10( y,d) en (5.16]).
Lemme 5.12. Pour = suffisamment grand, y > z1/21°83% 2 < d <z, ona z < Yl*/lo(y’d)'
Démonstration. Soit (z,y) € D2, d < x. On a donc logy > (logz)/(2logs x). Puisque

10R(y";d)logy
“ (y,d
1100 D S T Tlog Riypd)

> logz,
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il suffit de montrer que

10R(y?;d)
1+ [log R(y?;d)|”

(5.19) 2logzz <

Or pour z assez grand, nous avons logy > (4/b)logs z, donc R(y’;d) > eV1982%  ce qui
entraine bien ([5.19)). O

Dans la suite, nous posons pour tout ¢ > 2, ¢ > 0, e.; := (logyt)¢/+/logt.

Lemme 5.13. [] existe une constante absolue ¢ > 0 tel que 'on ait, uniformément pour
Yy > 21/ (2logs2) op o <d<z,ona

. 201 /2(u)

(5.20) Tu(z,y) = “Jlogy

Notons que le lemme 3.1 de [MTW24] fournit une formule asymptotique pour Ty(x,y)
dans un domaine plus large. Comme nous ’avons déja évoqué, nous avons choisi dans
ce mémoire de conserver notre premiere preuve, reposant sur le Théoréeme

{01/2(9.1) +0(€r,x)}-

Démonstration. D’apres (5.17) appliqué avec ¢ = 1/10 et d’apres le Lemme il
existe £ > 0 tel que uniformément pour y > z1/(21083%) ot 2< d <z, on a

B 201 /2(u)

Ty(z,y) = —F—
(z,y) o5y
ou &y(z,y;c1) est défini en (5.15)).

Estimons &;(z,y;c1). On a, pour z suffisamment grand, y > z1/(21°8:%) 9 < d <z,

{01/2 (94) + 0<5’d($7y;f1)) },

log(u+1) 1 1 ulog(u+1) 1
Ea(z,y;c1) < (logy 3d)*!
a(z,y;c1) < (logy 3d) ( logy +\/@+\/@)+ Rd +R(mb;d)
log(u+1) 1 1
log, 3d)*"!
< (logy 3d) ( oz s +\/@+\/@)
(5.21) ;. ulog(u+1)exp(y/logy ) | exp(y/logy )

exp(v/blogy) exp(yv/blogz)

Puisque u < 2loggz et d <z, on a

(logy3d) " log(u+1) _ (logyx)'logyx _ (logyy)™'logyy
< <
logy logy logy

(logy 3d)" < (logy )"t < (logoy)*!
Viogy Vlogy Vlogy ’
ulog(u + 1) exp(y/logy 7) < (logs @) (log, ) exp(y/logy @) < (logz y)(log, y)
exp(v/blogy) exp(v/blogy) exp(v/blogy — v/2logyy)

On a donc
q(x,y;cr) < €cy,y T Ecy,z

Puisque t — e, ¢ est décroissante pour t > to(c1) et que y > 21/ (2logsz) o g

Eery KEei+1,z-
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Cela montre que, pour o = ¢1 + 1, nous avons
Sa(z,y;01) K ey a
Cela acheve la démonstration de ([5.20)). O

Disposant d’une formule asymptotique pour Ty(z,y), nous sommes en mesure d’ob-
tenir une minoration de Ty(2d,y) — T4(d,y). Posons

logt
Ut = .
logy

Lemme 5.14. [l existe dy > 0 tel que, pour tout d > dy et y > (2d)1/(21°g3(2d)), on ait,

(5.22) T1(2d,) - Tald) > 1 (20) oy o)

Démonstration. Comme y > (2d)'/(21083(2d)  nous déduisons de (5.20) Pestimation

Tu(2d,y) = Ta(d,y) = {201/2(420)(C1/2(9a) + Olc )

— 01/2(ua) (C1/2(94) + O(ec.a)) }

d
Vlogy

Comparons 01 /2(u24) et 01/2(uq). Lorsque d >y, on a ug > 1 et

/
|01 /2(u2d) — 01/2(uq)| < (u2q — ua) o 2B |01 /2(t)]-

De plus, d’apres [Smi93, lemme 6.2], nous avons
(5.23) 10} 5()] < 010(B)I0g(2t) (3 1).

Comme la fonction ¢ — 0y /5(t) est décroissante (voir par exemple [Smidl} lemme 4.2]),
on en déduit, toujours pour d >y,

01/2(ug)log(2uzq)  logyd logy y
/ < =2 01/2(ua) < 2 01/2(ua)-
logy logy logy

|01 /2(u2q) — 01/2(uq)| <

Lorsque 2d < y, on a, par un calcul explicite

1
01/2(u2q) = 01/2(ua) (1 + O(@))
Lorsque d <y < 2d, on a
|01/2(u2a) — 01/2(ua)| < |01/2(u2a) — 01/2(1)| + |01/2(ua) — 01/2(1)]-
Par (5.23) et en vertu de la décroissance de la fonction ¢+ gy /5(t), on obtient

logy y
_ 1 .
\Q1/2(U2d) 91/2( )| < logy
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On a ensuite

logd U
og )<< 01/2( d)'

01/2(ud) — 01/2(1) = 01/2(ua) (1 “\logy logd

On obtient
logy y 91/2(Ud)
logy logd

|01/2(u2d) — 01/2(ua)| <

Finalement, dans tous les cas on a

10g2y+ 1 ))

01/2(u2q) = Ql/z(ud)(l + O( logy | logd

Puisque (logyy)/logy < (logyd)?/logd et 1/logd < e¢ 4, on en déduit

Ta(2d,y) — Ty(d,y) = {201/2(ua) (1 + O(ec.0)) (C1/2(90) + Oec.a)

— 01/2(ua) (C1/2(94) + O(ec,a)) }

j&

logy

Ainsi,
doy 2 (ua)
Vlogy
. Giy2(94)
- Viogy

Pour d suffisamment grand, nous obtenons, compte-tenu de (5.12)) et de la minoration
o(d) > (e77d)/(2logy d) (cf. [Ten22, 1.(5.14)]),

Ty(2d,y) - Tuld,y) > {C1/2(00) +O(eca) }

dQl/z(Ud){l +0 (Cj;(dgd) ) }

o(d)\1/2doq /2(uq)

Tqa(2d,y) —Ty(d

4(2d,y) = Ta(d,y) > ( p ) ey

ce qui achéve la preuve du lemme [5.14] O

Lemme 5.15. Soit dg tel que défini au lemme|5.14. Pour (x,y) € Da, y suffisamment
grand, nous avons

1 1 o(u—ug2)o1/2(ua) rp(d)\1/2
5.24 Aln) > ——— .
(5.24) W($7y)n€;@67y) (n) Q(u)vlogydogdzg\/i 20(dq ( d )
P(d)<y

Démonstration. Lorsque x/ d? >y, nous déduisons de (2.5) 'estimation suivante

W (x/d2,y) g(u—udz){lJrOg(M)} ((z,y) € H.).

Y(z,y)  d?o(u) logy

Cela implique

\P(%’y) N ‘I’(ﬂc,i/i);;(;;)— Ugz) ((,9) € Do, @ < 2/y).



5.2. Minoration de S(x,y) dans le domaine Do 61

Lorsque v/z/y <d < /z, on a W(z/d? y) = |z/d?] et o(u—ug) =1. Comme de plus
x/d?>>1,0n a |x/d*| > x/(2d?) et on peut écrire, grace a (2.5)),

W(z/d%y) _ [/d?) o(u — uge)
W(z,y)  zo(u)(l+O(log(u+1)/logy))
o(u—ug)

Z 2g(u) (1 + O(log(u+ 1)/ logy))

Cela implique

xz y> >>‘I’(m,y)9(u—udz) (1) € Da, \/%<d<\/5),

v (d2’ d?o(u)

On a donc finalement

W(z,y)o(u—ug)
d?o(u)

Nous déduisons de (5.13)) et de ([5.25]) I'estimation
u—u
S ams Y AUte) opog )y Tyay)

(5.25) \If(%,y) > ((z,y) € Da, d < V7).

Q(d) g2
Y(@Y) ,c5mw iz 2 (D d2o(u)

P(d)<y

o(u —uge
> ) M(Td@d,y)—Td(d,y))-
do<d<y/E o
P(d)<y
Le lemme nous permet d’en déduire (5.24)). O

Fin de la preuve de la Proposition[5.8

Nous allons a présent estimer le terme de droite de . Tout d’abord, remarquons
que l'on a
(5.26)

Z o(u—ugz)o1/2(ua) [p(d)
dooder/F 2Q(d) do(u)+/Togy d

P(d)<y
_ 3 duua)eyslu) Ly e we() fo@
2<d</@ 20 do(u)y/lTogy acdeds 2Q(d) do(u)+/Togy d -’
P(d)<y P(d)<y

Pour 2 < d < dp et y suffisamment grand, on a ug < 1 et donc 0y /5(uq) = vlogy/v/wlogd.
On a alors, toujours pour d < dg,

I

o(u—ug2)01/2(ua) (go(d) ) 172 o(u—ug) (ap(d) ) 1/2 < o(u—ug2)
20@do(u)\/logy \ d o(u)dy/mlogd \ d o(u)
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et on a, grace a |Ten22) (II1.5.57)],

o(u—ug) _ logyy
Oy )

On a donc, d’apres (5.24)),

(5. 27)
o M 2 u U— Ug2
W (x y)nesZ )A o(u )\/10? %\; ( d ) o1 j2(uao(u—up)+O(1).
P(d)<y

Soit g la fonction multiplicative vérifiant

g(n) i= (£0)*p-000),

n

On a pour t > 2, logy > (log, t)5/3+s7

K= Y 2_Q(d)(goild))1/2 _ C(9)to1)2(ut) L,

d<t logy
P(d)<y
avec
t U 1 1 V1
(5.28) e(t) < 2! t){1+ oglur +1) 1
logy logy logt

Lorsque t > y, cette estimation est obtenue grace au Théoreme appliqué a f =g. Le
troisiéme terme de ’accolade de permet de prendre en compte le cas ¢t < y. En
effet, dans ce cas, on a, par la méthode de Selberg-Delange, une majoration du terme
d’erreur de 'ordre de £(t) < t/(logt)3/? = toy2(ut)/(v/Iogylogt).

Posons
1 270Qd) () 1/2
(5.29) I:= Z — 01/2(ug)o(u —ugz),
logy el d ( d )
P(d)<y
de sorte que
_ L My warw
~ Vlogy Jo- ’
ou l'on a posé
Y(t) = Q1/2(ut)Q(U - Uﬁ).

t

(5.30) I'=9h+1+1s
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Nz NES
AP /ﬁT(t)dé’(t).
Viogy J2-

Montrons qu’on a I1 > p(u){logy y+1(u)}. Il suffira ensuite de montrer que Io+13 = o(I1)

pour établir (5.9).
Lemme 5.16. Pour 2 <y <z, on a Iy > o(u)(logyy +1(u)).

Démonstration. Commencgons par scinder I7.

C
= M(1'11 + 112),
logy

avec

Y Vv
Iy 22/2 Y(t)o1/2(us)dt, P ;:/ Y(t)o1/2(ur)dt.
y
D’apres [FT96, lemme 6.1] et [Ten22, (II1.5.63)], on a, pour une constante positive co,
(5.31) o(w —v) =< p(w)e"s™ (1< v < copv/w).

Cela implique, puisque 91/2(1))2 =1/(mv) pour 0 <wv <1,

logy [Y o(u—uyz) / Y exp(ugp§(u))
I = dt = (1 i S VA logylog, 1.
1= /2 TTog! (logy)o(u) , tlog ! > o(u)logylogyy

Estimons a présent I12. On écrit, grace au changement de variable u; = s/2,

logy [ 52
Ly = /2 Q(U—S)Q1/2<§) ds.

Comme, grace a ([2.20)),

il suit

1o§y /:Q(u—S)Ql/z(;)zds > (logy)fzug(u_s)g(s)ds

> 1989 (" o~ s)o(s) ds.

Va b2 ¢

Pour tout k1,k2 > 0,

Ql-ﬂ * QRQ = QH1+H2'

Donc on a | u
\/ﬂ/z o(u—s)o(s)ds >

L g gy = 2262
\/a(g 0)(u) ok
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Donc finalement

u
Ls > (logy) 02(u)

B

Donc on a bien I > o(u)logyy + 02(u)//u = o(u)logyy + o(u)r(u). O
Estimons a présent I et I3.

Lemme 5.17. On a, pour 2 <y < x,

log(u+1) 1 )I .

ILh+1
2+ 3<<( logy + Togy

Démonstration. D’apres (5.23)), on a

vz , vz vz

|7 e st < [T 00 () g2 dt <tog(u 1) [T YO0y ja(ur)
Donc

log(u+1)

I <«
logy

1.
On a, en intégrant par parties,
VT B B vz ,
Y() () = Y(VDEWD) - YEER) - [T Y ED L
2- 2
Donc

el v
(5.32) Y(t)de(t) < /2 Y (BE®)|dt+ [V (Va)E(Va) + T (27)E27)].

9—

log(ue + 1)toyja(u) — torjo(ue) — togja(ut)
E(t) < 372
(logy) logy Viogylogt
» tora(ue)  torja(wr)
logy Viogylogt

Désignons par I¢ U'intégrale figurant au membre de droite de (5.32)). On a

Ie =Ig1+ Igo+ Ig3 + Tes + Ie5 + Igq,
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avec
7 (logy)? J 21/2Lut) G
Igg = 1 /\/5 (=2)e1/2(ur) 0’ (u— ug2) dt,
(logy)? J2 t
1 va Y (t) 0] jo(ut)
Ig3 = 73/2/ B T
(logy) 2 logt
1 Ve (=2)01 /2 (ur)? 0 (u—uy2)
le1:=1og g3 / dt,
(logy)3/2 J2 tlogt
1 vz
Igs := _logy/z Y(t)o1/2(ur)dt,

1 /\/5 Y(t)o1/2(ut)
Igﬁ = dt
Vdiogy Ja logt

On remarque tout d’abord que Ig; < I5. Le calcul de Igo fournit ensuite, en intégrant
par parties,

1 Ve —20'(u—
152<<i/ m/z(ut)g(w>dt

logy Ja tlogy
1 Ve 2 (Ve ,
= logy<[9(u—ut2)91/2(ut) }2 - logy/g Y(t)Ql/g(ut)dt
€ (o1 /20 + o 2us)en o (12)?) + s [ Y1)l )
logy / / (logy)? Jo 1/2
1 1
< loglutl)
logy
On a
1 Ve log(u+1)
I <<7/ Y(t)o! dt = \logyle1 < ———21,
&3 < oy 372 Jo ()01 o (ue) ogyley N T
1 VE (=2)01/9(ur) 0 (u —upe) log(u+1)
Iey < / dt = V/logyles < I.
Enfin, nous avons
I <<L I <<L
gy 0T Viogy'

Les deux derniers termes du membre de droite de ((5.32)) étant majorés par I1, on obtient

I < I log(u+1)]1 log(u+1)[1 I n I n I
? Vlogy | (logy)®? logy (logy)3/2 ~ logy  +/logy

log(u+ 1)1 n I
logy \/logy'

Cela acheve la preuve du lemme [5.17 O
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On déduit de (5.30)) et du lemme que dans le domaine D3, on a
I> 11> o(u)(logy y +1(u)),

ou la derniere minoration provient du lemme [5.16] Cela implique, d’apres (5.27)),

1
W(z,y)

Z A(n) > i +0(1) > loggy +1(u).

nesS(z,y) Q(’LL)

Donc on a bien
S(x,y) > logyy +r(u).

Ceci acheve la démonstration de ([5.9).



Chapitre

Majoration de S(x,y) dans H.

Ce chapitre est consacré a établir la majoration du point (i) du Théoréme :
S(z,y) < 2utOW/logu)gey/(logy y)(logs y) ((z,y) € H.).

Pour ce faire, nous adaptons la preuve de [Ten85| de la majoration

(6.1) S(z) < exp(coy/logy xlogs x) (x> 16),

ou ¢g est une constante convenable.

6.1 Reésultat

Dans toute cette partie, nous fixons € > 0 et convenons que les constantes implicites
peuvent dépendre de €. Nous nous plagons dans le domaine

HE = {(.’E,y) x> 3, exp ((10g2 x)5/3+€) < y < .T}
Rappelons la notation u := (logz)/logy et remarquons que si (z,y) € H., en notant
e’ =9¢/(5+3¢) >0,

on a
1<u<exp ((logy)g’/‘r’_E )

L’objectif de ce chapitre est de démontrer la proposition suivante, ot ’on rappelle la
définition de S(z,y) en (1.16]).

Proposition 6.1. Pour une constante C' > 0 convenable, on a
(6.2) S(x,y) < 2uTOW/logu) O/ (logz y)(logs y) ((z,y) € Hy).
Remarque 6.2. Lorsque u est borné, la majoration (6.1) implique

Wa(z,y) = Z A(n) < Z An) < xe\/m7

neS(z,y) n<T

67
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ce qui fournit directement [’estimation (6.2). On peut donc dans la suite supposer u, x
et donc y, suffisamment grands.

Afin de majorer la quantité 3, ., A(n), Tenenbaum [Ten85] développe une méthode
reposant sur I’étude d’une moyenne pondérée de la fonction A, suivie d’'une méthode
itérative. Nous nous proposons ici de suivre cette méthode en 'adaptant au cas friable.

6.2 Une premiére majoration de W, (z,y)

L’objet de cette section est de démontrer la proposition suivante, qui fournit une
premiere majoration de Wy (z,y).

Proposition 6.3. Pour (z,y) € H., on a

A
(63) Wy () < W (g2t O/ omn L 5n A,

logx n
x/y<n<x
P(n)<y

On a, par sommation partielle
TPy (t

. \z,y)logx = t+ )logn.

6.4 ¥ 1 A Y) 4 A(n)1
! n€S(z,y)

L’objet des Propositions [6.4] et [6.6] infra est de donner une estimation du second membre
du terme de droite de (6.4]).

Proposition 6.4. On a, pour x >y > 2,

(6.5) Y. Al )10gn<<y‘I’A(E )+:1: > ngf Z

neS(z,y) z/y<m<z m<z
P(m)<y P(m)<y

Q@
53

Démonstration. On a

Z A(n)logn = Z A(n)Zlog(p”

neS(x,y) neS(z,y) p¥[In

On utilise ensuite I'inégalité (2.27))

A(mn) < 7(m)A(n) (m,n >1).

On a donc
Z A(n)logn = Z A(p”m)log(p Z A(m)(v+1)log(p”)

neS(z,y) pYm<z pYm<zx
(m,p)=1 P(m)<y
P(m)<y p<y

PLY
= Z A(m){ Z 2logp + Z (1/+1)10g(p”)}.

meS(z,y) p<min(z/m,y) pY<z/m

v>2
P<Y
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Comme

Px) = Zlogp <z (z=1),
PLT

on a, pour m < «,

R I (0 s EVER GO R ol

p'<z/m 2<v<log(z/m) v<log(z/m)

v=2
PSY
T 1/3 T\3 T
— 1 —.
< m+(m) og( ) <=
Donc
Y Am)logn<I(y) Y. Am)+ D A(m)ﬁ( ) + > A \/E
nes(z,y) meS(z/y,y) z/y<m<z mEw
P(m)<y P(m)<y
T
<y‘I’A(ay)+x > L"‘f > \/»)
Y x/y<m<x m<x
P(m)<y P(m)<y
ce qui est bien le résultat annoncé. ]

On a donc, grace a (6.4]) et (6.5)),

TP, (1, A(n
(6.6) Wp(z,y)logx <</ A(ty)dt—i—y\I’A(x,y)—i—x Z Aln )—i—f Z T
! Y z/y<n<z nes(z.y)
P(n)<y
Lemme 6.5. Pour 0 <b<2 et (x,y) € He, on a
v —b 2-b 2-b
(6.7) /1 Wi (t,y)t 7 dt < (logy)az™ " 02(u) +y~ "logy.

Démonstration. On a

/f” W (t,y) dt:/y V- (t,y) dH/I Yr(ty) 4,
1 1 Y

tb tb tb

Effectuons les changements de variable ¢t =y, v = v — w, puis appliquons (2.19)).

T \Y_ , u _
/ S} y) dt <</ 92(w)yw(2 b) (logy)2 dw
Y 1

(6.8) < :EQib(logy)Q/ 02(u—v)y 70 dy.
0

D’apres [TWO03] (3.27)], pour x >0, on a

(6.9) ox(u—v) K Qﬁ(u)evf(“/’i) (u=>1,0<v<u—cg),
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avec ¢, = 0 pour k > 1. On obtient ainsi

[ a0y do < o) [ DG DE g,
0 0

Pour (x,y) € H., on a logy > (logu)®/3%¢ et donc, pour une constante convenable co,
u u
logy/ eV (€(w/2)=(2=b)logy) g, </ (logy)y " dv <« 1.
0 0

Le terme de gauche de est donc < (logy)z> 102 (u).
Comme ), 7(n) <tlogt (t>2),ona

YW (t,y) /y 1 y*Plogy > -1
1 — =2 dt tClogtdt = .
(6.10) /1 m < . og 5} + 2=
La combinaison de et (6.10) fournit bien (6.7)). O

Lemme 6.6. Pour (x,y) € He, on a

A
> \%) < vz (u)logy.
neS(z,y)

Démonstration. On a

Z\F)<Z\f

nesS(x nesS(z,y)

En intégrant par parties et en appliquant le Lemme |6.5) m avec b= 3/2, on obtient

@_ T d\PT(t,y)_\I’T(ac,y) 1 * -3/2
Z)\/ﬁ_l— = —I—Z/I\Ifr(t,y)t dt

neS(z,y
< Vrea(u)logy + \/ylogy.

Comme

VI <Vaoa(u) ((zy) € He),
d’apres (2.20) et (2.23]), cela nous fournit bien le résultat annoncé. O

Nous sommes a présent en mesure de démontrer la Proposition

Preuve de la Proposition[6.3. On a, d’apreés , pour (z,y) € He,

1 T\, (t Y A
Palzy) < lo x/ A(t = i+ Alf)x/a:y = +lomx o) +1(\)/Ea: 2 é%)

& & g z/y<n<z & nesS(z,y)
P(n)<y

1 1

t t
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D’apres le Lemme [6.5| appliqué avec b =1, on a donc
TPy (t,
/ A(ty) dt < zoa(u)logy + ylogy < xp2(u)logy.
1

De (2.5) et (2.23)), on déduit immédiatement
zo2(u) < W(z,y)r(u)vu ((z,y) € He).

D’ou

zoa(u)logy _ za(u) < Wz, )20 +O(w/ lo5u)
logz U

Donc

1 TPy (t
/ A( ,y) dt<<\y(x’y)2u+0(u/logu)‘
logz J1 t

Si x/y <y, alors u est borné et, comme ), ., 7(n) < zlogz, on a

yWa(z/yy) _ y zlog(z/y) =
< —_— < - .
logx “logx Z (n) < logx < U <

n<z/y
Dans le cas contraire, autrement dit si x/y > y, on a, d’apres (2.19)),

¥, -1
yalz/yy)  zoa(u—1)
logz U

Dapres (69). @29, ot €20)

zo2(u—1) < xgg(u)eg(“/m
U

De l'estimation ([2.5)) on déduit enfin

< x2u+0(u/ logu) Q(u)

W < $2u+0(u/logu)g(u) < \p(x’y)Qu-ﬁ—O(u/logu).

Enfin, nous avons, d’aprés le Lemme [6.06]

NG A(n) _ xpo(u) u+0(u/ logu)
logx 2 \/ﬁ<< u «W(@y)2 .

Cela fournit donc bien (6.3)). O

neS(z,y)

6.3 Démonstration de la Proposition E

Compte-tenu de la formule (6.3)), il reste a estimer la quantité

A(n)
(6.11) >
x/y<n<zx
P(n)<y
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Posons

(6.12) B = pB(x,y) = a(Vz,y).

Notons que 3 correspond au point selle qui apparait dans 'estimation de W (z,y) par
la méthode du col (voir [Dral6} §2.1]). On a, d’apres (2.15)),

§(u/2) 1 1
6.13 =1- +0 + x,y) € He).
(613 0 logy (Ls(y) U(logy)Q) (@) € o)
Remarquons que pour z suffisamment grand, 5> 2/3.

* /. . . 7’ .
Dans toute la suite, la notation E désigne une somme indexée par les entiers sans
facteur carré. L’étude de (6.11)) peut-étre réduite a celle d’'une somme indexée par des
entiers friables sans facteur carré grace aux lemmes suivants.

Lemme 6.7. Pour (x,y) € He, on a, pour y suffisamment grand,

A(n)  es(u/2) A(n)

(6.14) D D Dl
z/y<n<z z/y<n<z
P(n)<y P(n)<y

Démonstration. Comme ( < 1 pour y suffisamment grand, on a d’apres (6.13]),

A(n) 1 A(n)  es/2) A(n)

(6.15) 2. s (/)P > i <m X i
z/y<n<z z/y<n<z z/y<n<z
P(n)<y P(n)<y P(n)<y

De plus, comme 5 > 2/3 pour y suffisamment grand, on a

A(n) A(n) = A(m) 7(d?) « A(m)
(6.16) X F S Y T FES> 5 > <> 5
n n m m
z/y<n<z P(n)<y P(m)<y P(d)<y P(m)<y
P(n)<y
ou la seconde majoration provient de ([2.27)), ce qui fournit bien (6.14]). O

En injectant (6.14)) dans (6.3)), on obtient le résultat suivant.

Lemme 6.8. Pour (z,y) € He, on a

2Pef/2) i A(m)

(6.17) Wy (2,y) < W (z,y)2uH0W/logu) .
logx mp
P(m)<y
Nous avons donc réduit I’étude a celle d’'une moyenne friable pondérée de la fonction
A sur les entiers sans facteurs carrés. Rappelons que w(n) désigne le nombre des facteurs
premiers distincts d’un entier générique n et écrivons

* A(m) /
6.18 Y — g =Zg+Z
(6.18) 3 K+ Zk,

P(m)<y
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avec
P(m)<y P(m)<y
w(m)<K w(m)>K

Pour estimer Zg, nous utilisons la méthode itérative développée dans [Ten85] (voir
aussi [HT88|, ch.7]).
Pour une constante C” > 0 déterminée ultérieurement, nous prenons

(6.20) K =[C"(logay+u)].

Ce choix est justifié de la maniére suivante. On sait (|[BT05a, th.1.6]) que 'ordre normal
de w(n) sur les entiers friables est de l'ordre de logy y+u. En choisissant la constante C”
assez grande, nous pouvons effectivement faire en sorte que ZJ, soit négligeable devant
Zk.

A ce stade, fixons k > 1 et évaluons Zj.

Notant {p](n)};ug) la suite des facteurs premiers distincts d’un entier n, rangés par

ordre croissant, posons

II pitn)  sik<w(n),

1<j<k

H pj(n) sik>w(n),

1<j<w(n)

(6.21) ny =

et commengons par remarquer que l’on a

+ A(ny)
Zp=>_ ;s
P(n)<y
w(n)<k

Posons -~
Mgy(n) ::/ A(n;u)? du.
—o0

D’apres [HT88, (7.8)], on a, pour tout nombre entier ¢ > 1,
A(n) < g(q—l)/qu(n)l/q_

Donc

(6.22) Zk < 2Ly 4,

avec y
+ Mg(ng) /1
Lig= ) B
P(n)<y
D’apreés [HT88, (7.5)], on a
lim M,(n)'/? = A(n).

q— 00

11 est donc naturel de vouloir choisir ¢ dans (6.22]) le plus grand possible. Nous verrons
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néanmoins que nous serons limités dans ce choix.
Nous introduisons pour la suite la quantité

(6.23) C1(s,y) := H (1 + pls) (s>0,y=>2),

Py
en remarquant que ’on a
Gls,y) =C(sy) (s22/3, y22).

Nous commengons par estimer Ly, en fonction de Ly, 4, mais il est commode d’intro-
duire la quantité

(624) Lz,q — Lk,q + 2k/qu,
ou D, désigne, pour une constante convenable co, la quantité

Dy:=( (8,y)es(w/2)a+u/2+(cou)/logy

Nous allons montrer (Lemmes et infra) que, pour des constantes convenables
c1, ¢3 et kg > 0, u suffisamment grand, et sous les conditions

k> ko, 2< g < qlk) == |1/ k/logk|, 1<r<qg<r/2,

on a

* 1/q71*
{ k+1,q <3 / k,q°

* c3T T *

k,q Su Lk,r'

Ces estimations sont les analogues de [Ten85, (34)] et [Ten85, (35)] et nous permettront
d’évaluer L}, 4 @ moyen d’une double récurrence.
Posons

N(n;w,ag,a1) ::/ A(n;v)*A(n;v —w)* do,
R

Eqy(n,p) := Z <3>N(n;10gp;j7q_j)a

1<7<q
t
) « By(ng,ppy1)t/?
Gy = Z Y .
P(n)<y
w(n)=k+1

Lemme 6.9. On a, pour tout k,q > 1,
Livt1q < 2Y9Lyoq + Gr.

Démonstration. On a, d’apres [HT88, (7.23)], pour tout entier n et tout nombre premier
p ne divisant pas n,
A(np;u) = A(n; ) + A(n; u —logp),
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donc

/A(np;u)qdu:/A(n;u)qdu+/ A(n;u —logp)?du

R R R

—I—/ Z (g)A(n;u)jA(n;u—logp)qjdu.
Rig<q
Posant
N(n;w;j,q—j)Z/ Alnzuf A(nsu—w) "™ du,
R

on obtient

q 4 .
My(np) =2My(n)+ > <.>N(n;10gp;y,q—y)-
1<5<q

Si w(n) > k+1, alors ng41 = ngpk+1, on a donc

Mq(nk-i—l) = 2Mq(nk) + Eq(nk,plﬂ-l)-

11 suit
Mg (nge1)V9 < 2Y9IMo (ng) V7 + By (ng, pi1)V9 siw(n) > k+1.
De plus,
My (nji) 9 <2Y9IM (n)9 si w(n) < k.
On obtient donc bien
Liy14 <2Y9Ly 4+ Gy

Cela achéve la démonstration. O

Posons
1

Sy = 2F Z*
P(n)<y nﬁ{ log . (n)}
w(n)=k

1-1/q°

Lemme 6.10. Pour tous entiers k,q > 1 et une constante convenable cq4, on a
-2)/(g—1) o1/(g—1
G < C4e§(u/2)qu(€q’q )/ (a )Sk/(q )

Démonstration. Pour P(n) <y, w(n) > k+1 et u(n)? =1, on pose n =mph avec
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Rappelons que ¢ désigne génériquement un nombre premier et posons
1
(6.25) T(z)=T(z,8)=>_ il (z>2).

<z

Rappelons également la définition de (;(3,y) en (6.23). Comme

« 1 1 Lyt ~T(p)
Y <0+ 5) <aBnll(1+5)  <a@ue ™,
P~ (h)>p >p I<p
P(h)<y
on a
« 1 E, (m,p)Y/1 _
Gr<GBy) >, —5 D %e )
m>1 " pmy<p<y P
w(m)=k
« e—T(P(m)) E,(m,p)t/
<G(By) Y B > %'
(m})ik P(m)<p<y p

En appliquant I'inégalité de Holder a la somme intérieure avec les exposants ¢ et q/(¢—1),
et en posant

p(l—ﬁ)q/(q—l)
(logp)t/(a=Dyp’

)

E 1
Gyi= Y Falmpllosp g v

p>P(m) p P(m)<p<y
on obtient T(P(m))
* e m _
Gr<GBy) Y 7,3Gli/1qu(cq2 v
m=>=1 m ' '
w(m)=k

Par le théoréme des nombres premiers, pour z > 0, on a

1 1

pg(:m)z?(logp)z < {log(P(m))}*

Donc, pour z=1/(¢—1), on a

1-8
(¢-1)/q qy
G .
k2 Jlog P(m)} /e

De plus, d’apres [HT88, (7.11)], pour tout entier ¢ > 2 et (ag,a1) € [0,q[* tels que
ag+a1 =q,on a

57V (nilogpran,an) 252 < 21 (m) 41/ 0y ) 02/ 07
p
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Donc pour p?(m) =1, on a

Gri < ZW <Y @ 20~ Lr () /@) 0, ()@= (a=)
p 1<j<q
< 499K/ (=) ()@= (=)

Ainsi,
Glt:,/f < 28/(a=D) £, (m)\a=2)/ala=1),

Donc, comme d’apres (6.13]) pour y suffisamment grand, yl_fB < efu/ 2), on a

N e—T(P(m))Mq(m)(q—Z)/Q(q—l)

G, < 2K/ D2 ey (5,) S

w(m)=k
Or,
x 1 1 * 1 1 1
- Z = 14+ —
P(n)<y nf mP P(h)<y h? mf P(m)<(<y ( Zﬁ)
s P~ (h)>P(m)
G(8,y) I GB,Y) ~r(p(m)
= 14 =
mB KP(m)( gﬂ) “mB
Donc
m)(a=2)/ala—1)
Gp < ok/(a—1) U/2)
03 P(E)I nﬂ{log P(m)y7e
w(m)=k np=m
w(n)=k
-2 —1
(6.26) — ok/(a=1)e8(u/2), Z* My(ng,)@=2/ala=1)

P(n)<y nﬁ{lOg(pk (’I’L) )}l/q '
w(n)=k

En utilisant ensuite l'inégalité de Holder a la somme figurant dans (6.26)) avec les
exposants (¢ —1)/(¢—2) et ¢ — 1, on obtient bien l'estimation annoncée. O

Lemme 6.11. Il existe une constante absolue co telle que, pour (z,y) € He, y et u
suffisamment grands, k et q des nombres entiers tels que 1 <k < u+logyy et ¢ > 1,

on a
ef(u/2)C1 (3, y)eu/2+(02u)/logy

(1—1/2q)*

Démonstration. Pour P(n) <y, w(n) >k et u(n)? =1, on pose n = mph dans S} avec

S <

P=(h)>p, wh)*=1, P(h)<y
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On obtient alors

* 1 1 * 1
Sy = 2k oo —= Y — > o
P(m)<y mf P(m)<p<ypﬁ(10gp)1 1/qP(hKy W
w(m)=k—1 P~ (h)>p

On rappelle les notations T'(s) et (1(5,y) respectivement définies en (6.25) et (6.23]).
On a

Se<ta@y Y LY o
<K 1P,y 0 —
pinrcy ™ ey 08P

=T'(p) "
<2fG(B.y)>. © >

PLY pﬁ(bgp)l_l/q P(m)<p
w(m)=k—1
< 251 (B,y) = e LT (p)k! . 2kC1(5,y)yl_B§
S S ks
(k=1)! = pP(logp)'=1/4 (k—1)!

1

avec
e—T(p)T(p)k—l

p(logp)'—1/a -

G-y

PY

Enoncons une estimation issue de [BTO05b| pour T'(s). Suivant les notations de
[BT05b, (3.26)] et [BT05b, (3.21)], posons

tl-o 1

m’ L(y) := eXp{(lOgy)3/5/(]0g2 y)1/5},

We(t) ==
Introduisons également
wg(et)
A / t
g(t) ::/ v€' (v)dv < wg(e’)
1
et remarquons que pour tout n > 0, u assez grand, on a, avec 5 = 3(x,y),
wp(y") < eMF)0BY < n(u/2) — (14 %5(%))” < (ulog(2u)” ((z,y) € He).

D’apres [BT05b, (3.25)], on a, pour des constantes by et ¢; convenables,

wg(y) logU).

T'(y) =logay + g(logy) + b1 + O<L(y)cl Togy

Nous avons donc, pour une constante convenable c,

e—T(p)T(p)k—l (10g2p+cu1/3)k—1 00 (U+Cu1/3)k—1
y ety [Tttt
0

7, p(logp)t=1/a < p(logp)>~1/a 0 (2-1/9)

Py Py
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Le changement de variable w = (v + cu!/?)(2 — 1/q) fournit

Tyt e /«»wk—l et/ (5 1)
0

dw < ——————.
p<yl/4 p(logp)lil/q (2 - I/Q)kil e (2 - I/Q)kil

1/4

Nous avons ensuite, lorsque y*/* < p < y et pour une constante by convenable,

(logyp + g(logp) + b1 + O(1 +ws(p)/L(p)™))

< (logyp +g(logp) + b2)k71 exp{O((uk)/L(y)/?)}.

Puisque (z,y) € H: et que k < logyy + u, on a uk < L(y)/?. Donc

1

Z e—T(p)T(p)k—l /y e—g(logt)—bz<10g2t+g<logt) +b2)k_

dt
Yo p(logp)i—1/4 yl/4 t(logt)3—1/4
oy e (0t gle”) +0)"
/logQ(yl/‘l) ev(2—1/q) v

dw.

/log2y elo(€)+02H{1-1/a} () 4 g(e?) 4 by)F—1
<
1

og, (y1/4) e(2*1/Q){”+g(ev)+b2}

On effectue le changement de variable z = (v + g(e”) + b2)(2 — 1/q). Comme la dérivée
de g est positive et que g(logy) < wg(y) = u/2+ O(u/(logulogy)), on obtient

logyy  elg(e”)+02H1=1/a} () 4 g(e¥) + by)k—1 e(g(logy)+b2)(1-1/q) oo k-1
/ = dv <« / dz
log, (y1/4) e(2=1/q){v+g(e”)+b2} (2— 1/q)k 0 e?
(k—1)! eu/2+0(u/logy) (. —1)!
L ——F—€x lo 1-1 <
2-1/g)" p{g(logy)(1—1/q)} G=1/gF
Donc, puisque g > 1, on a, pour u suffisamment grand,
N e2cu1/3(k _ 1)[ eu/2+0(u/logy)(k, _ 1)| eu/2+0(u/logy)(k _ 1)|
Sk < k-1 k < K
(2—-1/q) (2—1/q) (2—-1/q)
On en déduit £u/2) 1240w/ logy)
u u u/logy
(1—-1/2q)
ce qui achéve la démonstration. ]

Rappelons la notation LZ, q définie en ([6.24)) et donnons-en deux majorations en vue
d’estimer cette quantité par une double récurrence.

Lemme 6.12. Pour des constantes convenables c1,kg > 0, et sous les conditions

k> ko, 2< q< q(k) == |1/ k/logk|,

on a

(6.27) L1 <3YL; .
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Démonstration. On a, d’apres les Lemmes [6.9] et [6.10]

Lit1g < 21/qu’q LG < 21/qu7q + C4e§(u/2)qu(€q;2)/(q*1)S;/(qfl)'

On a donc
Sk 1/ (a—1)
Liprq <2Y9(Liy = 2/9D,) +20+0/1D, 4 cpet/D gLy (1) !
k,q
Sk 1/(g—1)
<2V} e gl (1)
7q
Vapx sw)gry (_Sk_\Meh
<2 Lk,q+04e qu,q(zk/qu) .
D’apres le Lemme [6.11] on a
Sk < ef(u/2)(1—q)
2D, < a1 1/(2q)}F
Donc, pour une constante convenable c5, on obtient
. 1 \y—k/(e—1)
Lipg 2V esa{2V0(1- o) L,

On a, par croissance de la fonction g — log2 + qlog{1 —1/(2q)} lorsque q > 2,
1 9\1/q
q(1_ — s
2/1(1-2.) > (3)

X N 9\ —k/(alg=1))
ka'+1,q g 21/qu,q + C5q(§) Lk,q'

Pour k suffisamment grand, disons k > ko, c1\/k/logk > 1 et (logcs)/logk < 1/2. La
condition 2 < ¢ < |¢1v/k/logk| implique donc

Donc

S)k/(Q(Q*l)) < C5q(§)k/q2 < (l)log(9/8)/0%*1/2*10g65/logk < (}g)log(wg)/ﬁl.

C5q(§ 9 k

Donc, pourvu que c¢; soit suffisamment petit, on a

8>k/(q(q—1)) . 1

05q<§ S

Donc
Lj1 g <Lj Y74+ 1/k).

Puisque 2V/9+1 Jk < 31/4 dés que k est suffisamment grand, cela achéve la démonstration.
O

Lemme 6.13. Soit 1 <r < q tels que ¢ < rv/2. Pour une constante convenable c3 on a
pour k >0 et u suffisamment grand,

(6.28) Ly, <u®"L,.
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Démonstration. De I'inégalité (cf. [Ten85, (8)])
My(n)Ve <2V M ()Y (n>1, 1< <q),

on déduit
Lk,q < 3Lk,r (1 ST< Q)'

Donc, puisque r/q < 1 et ¢/r < /2, pour une constante convenable c,
Ly < (Law + 27D, )esS00

Pour une constante convenable c3, on obtient donc bien (6.28)), car &(u/2) < logu. O

Rappelons que 1'on a posé, avec C” a choisir ultérieurement,
K =[C"(logyy +u)].
Nous avons, d’apres (6.27)),

Lij1,<3Y9L;,  (ko<k<K,2<q< |c1y/k/logk)).

Posons également
9] _ J :
kj =2, q]—[cu/logij (G=1)

log K
J:H;gng’

ainsi que

de sorte que
27 < K <277

Nous sommes donc a présent en mesure d’obtenir, par une double récurrence, une
estimation de la quantité L7 ¢ €0 fonction du terme initial Ly e
b K

Proposition 6.14. Pour une constante convenable C’, on a
(6.29) Lo, <exp(C'VKlogK)Lj, -

Démonstration. Remarquons que 'on a bien ¢; < \@qj_l pour j suffisamment grand.
On applique alors ((6.28]) et on obtient

* C3qj—1 7T *
LkatJJ Su Lk],q‘lfl'

Puisque ¢;—1 < g(ky), d’apres (6.27), on a

* 1/qy—1 7%
Lk?.J,QJ—1 <3 LkJ—LQJ—1‘

Comme qy_1 < q(kj_1) et que la fonction k — (k) est croissante, on peut appliquer

ky_1 fois (6.27) et on obtient,

* kj_1/qr-17*
LkaQJfl <3 Lkalyq‘Ifl'
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Nous obtenons ainsi par récurrence,

k;.
L}';qu‘]gexp( Z —].+03logu Z Qj)LZo,qo-

1< 4 1<j<J
On a
k; /2 93/2
S Frelogu Y gi< > —+J SNoog< Y 22547 Y i
1<j<g U 1<G<J 1<<g Y 1<G<J 1<G<J 1<j<g VI
log K'log 2
<<\/32J/2<<\/10gKexp( g21 & )<<\/KlogK

On obtient, pour constante convenable C,

(6.30) th(],q(] S exp (C KIOgK)L;;O’QO'

On applique ensuite (K — k) fois (6.28]) & (6.30) et on obtient, pour une constante
convenable C’,

fq, SBETRD/ L Cexp (C'VEKI0gK) L, -

Cela acheve la démonstration. O
D’apres le Lemme et en rappelant les notations Zx et Z}, définies en (6.19)), on
2Beé(u/2)

(6.31) Wa(w,y) < ()2 O8N £ e (Z 4 Z).

D’apres (6.22)), on a

Zkg < Lg g, < quj.

Il nous reste donc & établir, & I'aide de la Proposition une majoration de Zx + Zj,.
Démontrons a cet effet une estimation du rapport ¢(3,y)/¢(a,y).

Lemme 6.15. On a

C(B,y) = ((a,y)e/2TOW logu) (3 y) € H,).

Démonstration. La formule [Ten23, (4.2)] énonce que, pour z suffisamment grand, on a

((a,y)
¢(B,y)

Or, d’apres ,
u u 1
/u/ztf/(t)dtZ/u/z (1+O(log(2t)))dt:g+0(logu)'

Cela acheéve la démonstration. O

~exp (/;2 1€(0)dt+01))  ((ay) € He),

Nous sommes & présent en mesure d’estimer les quantités Zx et Zj,.
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Proposition 6.16. On a, pour (z,y) € H.,

W (z,y)(logz)2utO(u/logu)oC'VKIog K
3 .
X

(6.32) I K

Démonstration. Comme Zj, < 2Ly, , pour k, ¢ > 2, on a, d’apres ,

< C”\/ log K
V(e y)loge” S W, y)loga

Lkoﬂo

On a ensuite ko
2
Lhogo < >~ =2%C(B.y)-

P(n)<y

Donc
Lzquo = LkOvQO + 2k0/q0 qu g 2k0€(57y) + 2k0/q0 qu

On a donc, d’aprées le Lemme [6.15
Lo < ((a,y)e_%‘LO(“/log”) +((a, y)e()(u/10gu)+£(U/2)+(02U)/10gy+(qo—1)€(U/2)

< C(a,y)eo(“/bg“)( —u/2 +eqo£(U/2)> C(a,y)e O(u/logu).

Ainsi,
1B ew/2) . 2PeE/2) ¢ (q,y)eC’ VEToBE+O0(u/logu)
W (z,y)logz " W (z,y)logx ‘

L’estimation |[Ten23, (4.1)] fournit

(8 —a)logz = u{&(u) —&(u/2)} +O<1+

) () Ho).

On en déduit

JcﬁeE(U/?)g(a’y) - xdeﬁ(uﬂ)c(a’y)e(S(U)*ﬁ(UU))ueO(l) — xag(my)QquO(U/logU)‘
Donc, d’apres ,

xﬁeg(u/Q)C(a,y) x%(a,y)QWO(u/lOSu) Qay /27r|gp§l(a)|2“+0(u/108u)
W(z,y)logz Y (z,y)logx - logz )

On déduit de [Ten22, II1.(5.96)] que 'on a

logz
a\/ZW\gogJ(a)]Nlog(l—i—b‘zw)\/%ru(l%-5) (y — 00, u— 00),
I’estimation
ay /27|, ()] < 4/ (logz)(logy) ((z,y) € He)

Donc

xﬁeg(u/Q)C(a y) 2u+O(u/logu)
W(z,y)logx

(6.33)
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On obtient finalement

Ty < 2u+O(u/ logu)eC’\/KlogK_ ]
Y (z,y)logz
Rappelons la définition de K en (6.20)).

Proposition 6.17. On a, pour (x,y) € H.,

W(z,y)(logx) 9u+0(u/logu)
B (log y)C”+1—2e2

(6.34) Ty <
Démonstration. On a

* « ow(n) N w(n) 2
Zp < Y. () _ > 2 <e XY &:e*KHO—FQi)

P(n)<y " P(n)<y " P(n)<y n PY p
w(n)>K w(n)>K
-K 12 -K 2e
<e ML (1+)" <e(ogy™
Py p

Rappelons que pour z suffisamment grand, oo < 1. Gréace a (6.33)), on a donc

B g < Qu—i—O(u/logu)(logy>2e2 9u+0(u/logu) (logy)2e2
W (w,y)logz " = ¢(a,y)ek h ((1,y)ek
. 9u+0(u/logu) (log y)2e2—1 '
ek

Donc on a, puisque K = [C"(logyy + u)],
9u+0(u/logu)
< (logy) 0" 12 -

LZ’
Y (z,y)logz K

Fin de la démonstration de la Proposition
Des lors que C" > 2e? — 1, les estimations (6.32) et (6.34) appliquées a (6.31)

fournissent, pour une constante C' convenable,
Wy (I‘, y) < \I’(x, y)2u+0(u/logu)e0 (logy y)(logs y).

Cela acheéve la démonstration de la Proposition [6.1]
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Fonction d’Erdés-Hooley d’argument friable
Résumé

Introduite par Erdds en 1974, puis étudiée par Hooley en 1979, la fonction A est une fonction
arithmétique qui mesure la concentration logarithmique de I’ensemble des diviseurs d’un entier.
Elle est définie par la formule

A(n) := sup Z 1 (nelN").
veR dn

v<logd<v+1

L’encadrement de son ordre moyen et de son ordre normal ont fait 'objet d’une attention
particuliere dans la bibliographie, et certains articles tres récents ont revisité le sujet.
Dans ce travail, nous obtenons un encadrement de la valeur moyenne de A sur les entiers friables,

autrement dit de la quantité
1
A
\P (l‘, ) Z (n)’

neS(z,y)

ot S(z,y) désigne le nombre d’entiers n’excédant pas = et dont le plus grand facteur premier
n’excede pas y, et V(z,y) =|S(x,y)|.

Mots clés : entiers friables, fonction d’Erdds-Hooley, anatomie des nombres entiers

Abstract

Introduced by Erdés in 1974, and studied by Hooley in 1979, the A function is an arithmetic
function measuring the logarithmic concentration of the set of divisors of an integer. It is defined
by the formula
A(n) := sup Z 1 (nelN").
veR din
v<logd<v+1

Upper and lower estimates for both the normal and the average orders attracted definite attention
in the bibliography, and some very recent article revisited the topic.

In this work, we obtain upper and lower bounds for the mean value of A(n) over friable integers,
in other words we bound from above and below the quantity

1

neS(z,y)

where S(z,y) denotes the number of integers not exceeding = whose largest prime factor does
not exceed y, and W(z,y) = |S(z,y)|.

Keywords: friable integers, Erd6s-Hooley’s function, anatomy of integers
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