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Chapitre1
Introduction

1.1 Fonction ∆ dŠErdős-Hooley et structure des diviseurs

Posons

(1.1) ∆(n,v) :=
∑

d♣n
v⩽logd<v+1

1 (n ∈ N
∗,v ∈ R),

et

(1.2) ∆(n) := sup
v∈R

∆(n,v).

Cette fonction a été introduite sous une forme essentiellement équivalente par Erdős
[Erd74] en 1974. LŠétude a été poursuivie avec Nicolas dans lŠarticle [EN76] dans lequel
la fonction est formellement déĄnie Ů lŠintervalle [ev,ev+1[ apparaissant sous la forme
[2v,2v+1[, ce qui ne modiĄe en rien la problématique. En 1979, Hooley [Hoo79] introduit
les notations (1.1) et (1.2) et développe plusieurs applications de la détermination de
lŠordre moyen de cette fonction. LŠétude de la fonction ∆ a depuis fait lŠobjet dŠun grand
nombre de travaux.

Rappelons que lŠon note traditionnellement τ la fonction ń nombre de diviseurs ż et
remarquons dŠemblée que ∆/τ est une fonction de concentration au sens probabiliste.
Étant donnée une fonction de répartition F , Paul Lévy a déĄni en 1937 la fonction de
concentration QF par la formule

QF (ℓ) := sup
z∈R

(
F (z+ ℓ) −F (z)

)
(ℓ > 0).

Ainsi, pour la spécialisation

Fn(z) :=
1

τ(n)

∑

d♣n
logd⩽z

1 (z ∈ R),

nous avons
∆(n) = τ(n)QFn(1).

1



1.1. Fonction ∆ dŠErdős-Hooley et structure des diviseurs 2

Les tableaux suivants fournissent les premières valeurs de la fonction ∆.

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
∆(n) 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 3 1 2 2

n 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
∆(n) 2 1 2 1 3 2 2 1 4 1 2 1 2 1 3

On remarque que pour tout nombre premier p impair et tout entier α⩾ 1, on a ∆(pα) = 1.
Par ailleurs, la fonction ∆ nŠest pas bornée : ainsi que lŠobservent Hall et Tenenbaum
dans [HT88, ch.6], on a par exemple ∆(2α3β) ⩾ β+ 1 dès que 2α > 3β .

Le calcul numérique met en évidence une croissance très lente de ∆+(n) := supk⩽n∆(k)
puisquŠon a par exemple ∆+(105) = 23. Nous pouvons également observer la fréquence
des valeurs prises par les premières valeurs de ∆(n).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

0.1

0.2

0.3

0.4

Figure 1.1 Ű Fréquence des valeurs de ∆(n) pour 1 ⩽ n⩽ 100000

Un premier encadrement de ∆(n) peut être énoncé sous la forme :

(1.3) max

1,

τ(n)
1 + logn


⩽ ∆(n) ⩽ τ(n) (n⩾ 1).

La majoration est triviale et la minoration résulte du principe des tiroirs. La majoration
peut être améliorée en utilisant soit lŠinégalité Kolmogorov-Rogozin pour les fonctions
de concentration (voir par exemple [Ten22, exer. 265]), soit un théorème combinatoire
de Sperner [Spe28] (voir [Ten22, exer. 266] :

(1.4) ∆(n) ≪ τ(n)√
1 +ω(n)

(n⩾ 1),

où ω(n) désigne le nombre des facteurs premiers de n.
La question de lŠordre moyen de la fonction ∆ consiste donc à préciser le comporte-

ment asymptotique de la quantité

S(x) :=
1
x

∑

n⩽x

∆(n).

Via des manipulations standard, et compte tenu de la minoration triviale, la relation
(1.4) fournit lŠencadrement

(1.5) 1 ⩽ S(x) ≪ logx
log2x

(x⩾ 3).
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La détermination de lŠordre moyen de ∆(n) est un problème extrêmement difficile,
toujours ouvert après de nombreux travaux. Présentons brièvement les résultats successifs
obtenus.

Erdős a prouvé dans [Erd74] que lim
x→∞S(x) = +∞ Ű Hooley détaille cette preuve

dans [Hoo79]. En 1982, Hall et Tenenbaum [HT82, th. 3] ont montré que

(1.6) S(x) ≫ log2x.

Cette minoration est longtemps restée la meilleure connue. Récemment, Ford, Koukou-
lopoulos et Tao [FKT23] ont amélioré ce résultat en montrant que pour x⩾ 3,

(1.7) S(x) ≫ (log2x)1+η+o(1),

où η ≈ 0.3533227 est une constante précisément déĄnie dans le travail [FGK23], relatif
à lŠordre normal de ∆(n) Ů voir [FGK23, (1.3)]. Très récemment, La Bretèche et
Tenenbaum [BT24c] sont parvenus à une nouvelle amélioration en démontrant que, pour
x⩾ 3, on a

S(x) ≫ (log2x)3/2.

Concernant la majoration, Hooley obtient dans [Hoo79] une amélioration signiĄcative
de (1.5), soit

S(x) ≪ (logx)4/π−1 (x⩾ 2),

et anticipe que lŠordre de grandeur exact de S(x) est de la forme (logx)a+o(1) pour
une constante convenable a > 0. Tenenbaum [Ten85] a inĄrmé cette conjecture en
démontrant en 1985 quŠil existe c0 > 0 tel que

(1.8) S(x) ≪ e
c0

√
log

2
x log

3
x (x⩾ 16).

En 2022, La Bretèche et Tenenbaum [BT23b] ont réussi à éliminer le facteur log3x :
pour tout a >

√
2log2 ≈ 0.98026, on a

S(x) ≪ e
a
√

log
2

x (x⩾ 3).

En 2023, Koukoulopoulos et Tao [KT23] ont obtenu une amélioration représentant un
saut qualitatif :

S(x) ≪ (log2x)11/4 (x⩾ 3).

Cette estimation a elle-même été raffinée par La Bretèche et Tenenbaum dans [BT24c] :
nous avons

S(x) ≪ (log2x)5/2 (x⩾ 3).

Le meilleur encadrement connu à ce jour pour lŠordre moyen de ∆(n) est donc

(log2x)3/2 ≪ S(x) ≪ (log2x)5/2 (x⩾ 3).

Ainsi quŠil a été mis en évidence par Hooley, la majoration de lŠordre moyen de ∆

possède de nombreuses applications. Décrivons-en une. Désignons par ν(x) le nombre
dŠentiers nŠexcédant pas x et pouvant sŠécrire comme somme dŠun carré et de deux
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bicarrés. En exploitant la majoration S(x) ≪ (logx)4/π−1, Hooley montre la minoration

(1.9) ν(x)> x(logx)1−4/π−o(1) (x→ ∞).

LŠamélioration de la majoration de S(x) obtenue par La Bretèche et Tenenbaum permet
dŠétablir (cf. [BT24b, theorem 1.1])

ν(x) ≫ x/(log2x)5/2 (x→ ∞).

Sous certaines conditions concernant les entiers positifs k ∈ N
∗, cj , ℓj (0 ⩽ j ⩽ k) tels

que ℓ0 = minℓj = 2, il est possible dŠétendre cette minoration au nombre des entiers
n⩽ x représentables sous la forme

n=
∑

0⩽j⩽k

cjn
ℓj

j .

Nous renvoyons à [BT24b] pour les derniers résultats sur cet aspect de la question.
Bien que cette problématique ne soit pas abordée dans cette thèse, une autre question,

toujours ouverte, concernant la fonction ∆ est celle de la détermination de lŠordre normal.
On rappelle quŠune propriété est dite vraie ń pour presque tout entier n ż, si elle est
vériĄée sur une partie A ⊆ N telle que

♣A ∩ [1,N ]♣ =N + o(N) (N → ∞).

À ce jour, nous disposons de lŠencadrement

(log2n)η+o(1) < ∆(n)< (log2n)θ+o(1) pour presque tout n,

où η ≈ 0,3533227 est la constante apparaissant dans (1.7), et

θ := (log2)/(log2 + 1/ log2 − 1) ≈ 0,6102495.

La minoration est due à Ford, Green et Koukoulopoulos [c51], la majoration à La
Bretèche et Tenenbaum [BT23b].

1.2 Entiers friables

Un entier naturel n > 1 est dit y-friable si son plus grand facteur premier P (n)
nŠexcède pas y. Par convention, nous posons P (1) := 1. Nous notons traditionnellement

S(x,y) := ¶n : n⩽ x,P (n) ⩽ y♢

lŠensemble des entiers y-friables nŠexcédant pas x et posons

Ψ(x,y) := ♣S(x,y)♣.

LŠétude des entiers friables a fait lŠobjet de nombreux travaux ces quarante dernières
années : voir par exemple lŠarticle de survol [Dar18]. Elle possède de nombreuses
applications dans divers domaines. Par exemple, les entiers friables interviennent en
cryptographie, notamment pour le problème du logarithme discret sur les entiers. Ils
jouent également un rôle en théorie analytique des nombres, par exemple dans le
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problème de Waring ou dans lŠétude des petits écarts entre nombres premiers. Plus
récemment, pour évoquer un exemple qui nous intéresse directement, Koukoulopoulos et
Tao [KT23] placent leur travail sur la fonction ∆ dans le cadre probabiliste des entiers
friables.

LŠestimation asymptotique de Ψ(x,y) est une question non triviale, qui a donné lieu
à de nombreux travaux [Bru51a], [Hil86], [HT86]. . .. Certains de ces résultats jouent un
rôle direct dans cette thèse. Nous en livrons ici un premier aperçu en vue dŠénoncer
notre résultat principal.

La première estimation historique de Ψ(x,y) est due à Dickman [Dic30]. Elle fait
intervenir la fonction ϱ, dite de Dickman, qui est déĄnie comme lŠunique fonction continue
sur ]0,∞[, dérivable sur [1,∞[, satisfaisant à lŠéquation différentielle aux différences

{
ϱ(v) = 1 (0< v ⩽ 1),

vϱ′(v) + ϱ(v− 1) = 0 (v > 1).

Dickman établit, pour tout u > 0 Ąxé, lŠestimation asymptotique

(1.10) Ψ(x,y) ∼ xϱ(u) (x→ ∞, y = x1/u).

Cette formule explique lŠincidence du paramètre

u :=
logx
logy

dans la théorie des entiers friables.
Pour tout ε > 0, la relation (1.10) persiste dans le domaine

Hε :=
{

(x,y) : x⩾ 3, exp

(log2x)5/3+ε


⩽ y ⩽ x

}
.

Plus précisément, étendant le domaine de validité dŠune formule de De Bruijn [Bru51a]
démontrée en 1951, Hildebrand [Hil86] établit en 1986 lŠestimation

(1.11) Ψ(x,y) = xϱ(u)
{

1 +O
 log(u+ 1)

logy

} (
(x,y) ∈Hε

)
.

Des estimations élémentaires (voir par exemple [Ten22, th. III.5.2]) permettent de
montrer que, lorsque le paramètre y est assez petit devant x, typiquement y ⩽ (logx)1−ε,
lŠapproximation par la fonction de Dickman nŠest plus valable. Cependant, en utilisant la
méthode du col, Hildebrand et Tenenbaum ont obtenu en 1986 une estimation uniforme
de Ψ(x,y) pour x⩾ y ⩾ 2 qui permet dŠappréhender le comportement statistique des
entiers friables en dehors de Hε.

Introduisons

(1.12) ζ(s,y) :=
∏

p⩽y


1 − 1

ps

−1
(s > 0, y ⩾ 2),

ainsi que

φy(s) := −ζ ′(s,y)
ζ(s,y)

=
∑

p⩽y

logp
ps − 1

(ℜs > 0, y ⩾ 2).
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Nous déĄnissons α= α(x,y) comme lŠunique solution réelle positive de lŠéquation

φy(α) = logx

et posons

(1.13) u :=
min(y, logx)

logy
(x⩾ y ⩾ 2).

LŠestimation de Ψ(x,y) obtenue par Hildebrand et Tenenbaum est alors

(1.14) Ψ(x,y) =
xαζ(α,y)

α
√

2π♣φ′
y(α)♣

{
1 +O

1
u

}
(x⩾ y ⩾ 2).

Formulons deux remarques à propos de ce résultat. DŠune part, il implique quŠil nŠexiste
pas de fonction continue de x et y asymptotiquement équivalente à Ψ(x,y) lorsque
y ⩽ (logx)1−ε. DŠautre part, en adjoignant à la méthode du col des estimations issues de
la théorie des résidus et dŠautres techniques dŠanalyse, il est possible de signiĄcativement
raffiner lŠévaluation (1.14) dans le domaine y ⩽ (logx)1−ε : voir [BT17] pour un exposé
détaillé.

1.3 La fonction dŠErdős-Hooley sur les entiers friables

Étant donnée une fonction arithmétique f , lŠétude de la quantité

(1.15) Ψf (x,y) :=
∑

n∈S(x,y)

f(n)

constitue une première approche du comportement de f(n) aux arguments friables. Le
cas où f est multiplicative est bien sûr emblématique et a fait lŠobjet de nombreux
travaux : voir notamment [TW03], [HTW08], [TW08a], [TW08b], [BT23a], [BT24a]
pour des résultats récents et une bibliographie détaillée.

LŠobjectif principal de ce travail est dŠétudier le comportement moyen de la fonction
∆ sur les entiers friables. Autrement dit, nous souhaitons évaluer le comportement
asymptotique de la quantité

(1.16) S(x,y) :=
Ψ∆(x,y)
Ψ(x,y)

=
1

Ψ(x,y)

∑

n∈S(x,y)

∆(n) (x⩾ y ⩾ 2).

DŠaprès (1.3), nous avons

(1.17)
Ψτ (x,y)

Ψ(x,y) logx
≪ S(x,y) ⩽

Ψτ (x,y)
Ψ(x,y)

.

Dans le domaine Hε, lŠordre moyen de la fonction τ est donné par (voir par exemple
[TW03])

(1.18) Ψτ (x,y) ∼ xϱ2(u) logy
(
x→ ∞, (x,y) ∈Hε

)

où ϱ2(v) :=
∫
R
ϱ(v − t)ϱ(t)dt (v > 0) est le carré de convolution de la fonction de
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Dickman. Posons

r(v) :=
ϱ2(v)√
vϱ(v)

(v ⩾ 1),

et contentons-nous dŠindiquer à ce stade que

r(v) = 2v+O(v/ logv) (v ⩾ 2).

Compte-tenu de (1.11) et (1.18), nous obtenons lŠencadrement liminaire

r(u)√
u

≪ S(x,y) ≪ 2u+O(u/ logu) logy
(
(x,y) ∈Hε

)
.

Pour énoncer notre résultat principal, introduisons quelques notations supplémen-
taires. Posons

g(t) := log
{ (1 + 2t)1+2t

(1 + t)1+t(4t)t

}
(t > 0).

La fonction g est croissante et strictement positive sur ]0,+∞[. Elle tend vers log2 en
+∞ et vers 0 en 0. Plus précisément,

g(t) =





log2 − 1
4t

+O
 1
t2


(t→ ∞),

t log
1
t


− t(log4 − 1) +O(t2) (t→ 0).

EnĄn nous posons

εy :=
1√

logy
(y ⩾ 2).

Théorème 1.1. (i) Soit ε > 0. Pour une constante convenable c > 0 et uniformément
dans le domaine (x,y) ∈Hε, nous avons

(1.19) log2 y+ r(u) ≪ S(x,y) ≪ 2u+O(u/ logu)
e

c
√

(log
2

y)(log
3

y).

(ii) Pour 2 ⩽ y ⩽ exp¶(log2x)2♢ et avec la notation λ := y/ logx, nous avons

(1.20) S(x,y) ≍ exp
{
ug(λ)

(
1 +O(εy)

)}
.

Au début de la préparation de cette thèse, le meilleur encadrement connu dans le
cas non friable était encore

(1.21) log2x≪ S(x) ≪ e
c0

√
(log

2
x) log

3
x,

la minoration étant due à Hall et Tenenbaum et la majoration à Tenenbaum. Nous avons
ainsi adapté les techniques conduisant à (1.21) pour évaluer S(x,y) dans le domaine
Hε. Les progrès très récents sur lŠétude en moyenne de ∆ décrits plus haut permettent
dŠenvisager une amélioration de notre résultat qui pourrait faire lŠobjet dŠun futur travail.
Remarquons cependant quŠune telle amélioration de lŠencadrement (1.19) ne serait

signiĄcative que pour de très grandes valeurs de y. En effet, le terme e
c
√

(log
2

y) log
3

y est
absorbé par le facteur dŠincertitude 2O(u/ logu) dès lors que y ⩽ x1/(log

2
x)c

avec c > 1/2 ;
de même, le terme additif log2 y du membre de gauche est absorbé par r(u) dès lors que
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lŠon a y ⩽ x(log2)/ log
3

x.
Le point (ii) illustre une propriété de répartition des diviseurs spéciĄque aux entiers

friables. Dans lŠarticle [DT18], Drappeau et Tenenbaum ont fourni des estimations
quantitatives de la distance entre la fonction de répartition des entiers friables et une
gaussienne appropriée. Plus précisément, considérons la variable aléatoire Dn prenant les
valeurs logd lorsque d parcourt lŠensemble des diviseurs de n avec probabilité uniforme
1/τ(n), de sorte que lŠespérance de Dn vaut (logn)/2. Notons σn son écart-type, et
posons

Φ(z) :=
1√
2π

∫ ∞

z
e

−t2/2
dt (z ∈ R).

Rappelons la déĄnition de u en (1.13). Le corollaire 1.2 de [DT18] énonce que, pour
toute constante c > 0, la relation

P
(
Dn ⩾

1
2 logn+ zσn

)
= Φ(z) +O

1 + z4

u
Φ(♣z♣)


(z ≪ u1/4)

a lieu uniformément pour x ⩾ y ⩾ 2 et tous les entiers n de S(x,y) sauf pour au
plus ≪ e−cu1/4

Ψ(x,y) exceptions. Ainsi, les diviseurs dŠun entier friable normal sont
concentrés autour de leur moyenne, ce qui laisse présager que le comportement de ∆(n)
sur ces entiers se rapproche de celui de τ(n). Le point (ii) du Théorème 1.1 rend compte
de ce phénomène : nous verrons que (1.20) découle de (1.17) dans le domaine considéré.

Le Théorème 1.1 a fait lŠobjet de lŠarticle [MTW24]. Pour établir certains résultats
nous avons employé dans lŠarticle des méthodes différentes de celles utilisées ici, nous le
préciserons en temps voulu.

1.4 Plan de la thèse

LŠobjectif principal de cette thèse est la démonstration du Théorème 1.1. Il est
nécessaire à lŠexposé dŠune preuve complète de détailler les propriétés de certaines
notions évoquées dans lŠintroduction et de rappeler les résultats connus dont nous ferons
usage. Cela fait lŠobjet du Chapitre 2.

Nous verrons au Chapitre 3 que pour estimer S(x,y) à la précision envisagée dans
le domaine 2 ⩽ y ⩽ exp¶(log2x)2♢ , il suffit en fait dŠestimer le rapport

(1.22)
Ψτ (x,y)
Ψ(x,y)

·

À cette Ąn, nous ferons appel aux résultats issus de la méthode du col. Plus précisément,
nous utiliserons une estimation récente de Tenenbaum [Ten23] pour le rapport (1.22),
exprimée en fonction de la quantité ζ(α,y). La conclusion sera alors obtenue grâce à
une formule asymptotique pour ζ(α,y) dans le domaine considéré.

Dans lŠarticle [TW03], Tenenbaum et Wu obtiennent un théorème très général qui
fournit une formule asymptotique pour Ψf (x,y) lorsque f appartient à une large classe
de fonctions multiplicatives positives ou nulles.

Le Chapitre 4 est consacré à établir une version effective de ce résultat relativement
à certains paramètres. Cette estimation est exploitée au chapitre suivant.



1.4. Plan de la thèse 9

Au Chapitre 5, nous établissons en deux temps la minoration

S(x,y) ≫ log2 y+ r(u)
(
(x,y) ∈Hε

)

énoncée au Théorème 1.1. Tout dŠabord, lorsque u tend suffisamment vite vers lŠinĄni,
nous utilisons un argument de nature probabiliste pour obtenir

∑

n∈S(x,y)

∆(n) ≫ Ψµ2τ (x,y)√
(logy) log(2x)

(x⩾ y ⩾ 2),

où µ désigne la fonction de Möbius. La somme friable de la fonction multiplicative
τ(n)µ(n)2 peut être évaluée en utilisant le théorème principal de [TW03]. Cela nous
permet dŠobtenir, in Ąne, la minoration

(1.23) S(x,y) ≫ r(u)
(
(x,y) ∈Hε

)
.

Cette estimation est plus faible que la minoration de (1.19) lorsque u < (log3x)/ log2.
Nous nous plaçons ensuite dans le domaine ¶x ⩾ y > x1/(2 log

3
x)♢, qui est un sous-

domaine de Hε et dans lequel 1 ⩽ u < 2log3x. Nous adaptons la démonstration de (1.6)
pour u = 1 en exploitant la minoration due à Hall et Tenenbaum (cf. [HT88, lemma
60.1])

∆(n) ⩾
1

2τ(n)

∑

d♣n,d′♣n
♣ log(d/d′)♣⩽1

1.

Cette minoration implique

(1.24)
∑

n∈S(x,y)

∆(n) ≫
∑

d⩽
√

x
P (d)⩽y

2−Ω(d)
Ψ

 x

2d2
,y
 ∑

(d,d′)=1,P (d′)⩽y
d<d′⩽2d

2−Ω(d′),

où Ω(n) désigne le nombre des facteurs premiers dŠun entier n, comptés avec multi-
plicité. La somme intérieure dans le membre de droite est la moyenne dŠune fonction
multiplicative sur les entiers friables, mais ici la fonction multiplicative à estimer dépend
dŠun paramètre supplémentaire, à savoir d. CŠest ici quŠintervient la version effective
du théorème de Tenenbaum et Wu établie au Chapitre 4. Des calculs standard mènent
ensuite à la minoration

(1.25) S(x,y) ≫ log2 y+ r(u) (x1/(2 log
3

x) < y ⩽ x).

Puisque r(u) ≫ log2 y lorsque exp¶(log2x)5/3+ε♢ ⩽ y ⩽ x1/(2 log
3

x), les estimations (1.23)
et (1.25) impliquent bien

S(x,y) ≫ log2 y+ r(u)
(
(x,y) ∈Hε

)
.

Signalons que dans lŠarticle [MTW24], nous avons suivi une autre voie, basée sur
la formule dŠinversion de Möbius, pour évaluer la somme intérieure dans (1.24). Cette
approche est techniquement plus simple. La version effective du théorème de Tenenbaum
et Wu est susceptible dŠapplications diverses que nous nous proposons dŠexplorer dans
un travail ultérieur.
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AĄn dŠachever la démonstration du Théorème 1.1, il faut majorer S(x,y) dans Hε.
CŠest lŠobjet du Chapitre 6, dans lequel nous adaptons la méthode développée par
Tenenbaum [Ten85] au cas friable. Cela fournit, pour une constante c > 0 convenable,

S(x,y) ≪ 2u+O(u/ logu)
e

c
√

(log
2

y)(log
3

y) (
(x,y) ∈Hε

)
.



Chapitre2
Résultats auxiliaires

Dans ce chapitre, nous détaillons certaines notions évoquées dans lŠintroduction.
Nous rappelons également des résultats connus dont nous ferons usage.

2.1 Estimation de Ψ(x,y)

Notons P (m) le plus grand facteur premier dŠun entier m> 1 et convenons de poser
P (1) := 1.

Rappelons quŠun entier naturel n > 1 est dit y-friable si P (n) nŠexcède pas y. Nous
avons introduit au chapitre précédent les notations

S(x,y) := ¶n : n⩽ x,P (n) ⩽ y♢

et
Ψ(x,y) := ♣S(x,y)♣.

Notons dŠemblée que lorsque y ⩾ x, S(x,y) se confond avec lŠensemble de tous les entiers
nŠexcédant pas x de sorte que

Ψ(x,y) = ⌊x⌋ (y ⩾ x).

Le comportement asymptotique de Ψ(x,y) joue un rôle important dans ce travail.
Nous décrivons ici les résultats dont nous aurons lŠusage en insérant quelques éléments
de contexte.

La quantité Ψ(x,y) satisfait lŠéquation fonctionnelle suivante ([Ten22, th.III.5.5]) :

Ψ(x,y) = 1 +
∑

p⩽y

Ψ(x/p,p) (x⩾ 1,y ⩾ 1)

dont un corollaire immédiat appelé identité de Buchstab est

(2.1) Ψ(x,y) = Ψ(x,z) −
∑

y<p⩽z

Ψ(x/p,p) (x⩾ 1,z ⩾ y ⩾ 1).

On déĄnit alors la fonction ϱ de Dickman comme la solution continue sur [1,∞[ de la

11
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validité de la formule asymptotique en lŠétat du terme dŠerreur dans le théorème des
nombres premiers.

Hildebrand a obtenu en 1986 une extension du domaine de validité également liée
au terme dŠerreur R(y). Posons pour ε > 0,

(2.4) Hε :=
{

(x,y) : x⩾ 3, exp

(log2x)5/3+ε


⩽ y ⩽ x

}
.

Hildebrand [Hil86] a établi la formule

(2.5) Ψ(x,y) = xϱ(u)
{

1 +O
 log(u+ 1)

logy

} (
(x,y) ∈Hε

)
.

Remarquons que dans le domaine Hε, nous avons

(2.6)
log(u+ 1)

logy
≪ 1

(logy)2/5
.

LŠexposant 5/3 dans la déĄnition de Hε est ainsi directement relié au meilleur terme
dŠerreur connu pour le théorème des nombres premiers, lui-même provenant de la
région sans zéros de Korobov-Vinogradov pour la fonction ζ de Riemann. En lŠétat des
connaissances actuelles, lŠélargissement du domaine de validité de (2.5) nécessiterait une
amélioration de la région sans zéros. Hildebrand [Hil84] a en fait montré que la validité
de (2.5) dans le domaine y ⩾ (logx)2+ε est équivalente à lŠhypothèse de Riemann.

2.1.2 Méthode du col et formule de Hildebrand-Tenenbaum

Lorsque y ⩽ (logx)1−ε, on ne peut plus approcher Ψ(x,y) par une fonction régulière
(voir [Ten22, p. 451]). En 1986, Hildebrand et Tenenbaum [HT86] obtiennent une formule
asymptotique pour Ψ(x,y) valable uniformément pour x⩾ y ⩾ 2, en utilisant la méthode
du col. Rappelons brièvement les idées sous-jacentes.

La quantité Ψ(x,y) est la fonction sommatoire de la fonction indicatrice

χ(n,y) =

{
1 si P (n) ⩽ y,

0 dans le cas contraire,

qui est une fonction multiplicative de n. Sa série de Dirichlet est donnée par

∑

n⩾1

χ(n,y)
ns

= ζ(s,y),

avec

(2.7) ζ(s,y) :=
∏

p⩽y


1 − 1

ps

−1
(s > 0,y ⩾ 2).

La formule de Perron permet alors dŠécrire, pour tout α > 0, x <N∗, y ⩾ 2,

(2.8) Ψ(x,y) =
1

2iπ

∫ α+i∞

α−i∞
ζ(s,y)xs ds

s
.
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La méthode du col préconise de choisir α de manière à ce que

d

dα

(
xαζ(α,y)

)
= (logx)ζ(α,y) +

d

dα
ζ(α,y) = 0,

aĄn que lŠintégrale Ągurant dans (2.8) soit dominée par un petit voisinage de α. Une
telle valeur de α est appelée col ou point-selle. Posons

(2.9) φy(s) := −ζ ′(s,y)
ζ(s,y)

=
∑

p⩽y

logp
ps − 1

(ℜs > 0,y ⩾ 2).

Le choix optimal pour α est donc lŠunique solution réelle positive α= α(x,y) de lŠéquation
φy(α) = logx. Hildebrand et Tenenbaum ont mis en œuvre cette méthode dans [HT86]
et ont obtenu la formule

(2.10) Ψ(x,y) =
xαζ(α,y)

α
√

2π♣φ′
y(α)♣

{
1 +O

1
u

+
logy
y

}
(x⩾ y ⩾ 2).

Ce résultat a le grand avantage dŠêtre uniforme pour x⩾ y ⩾ 2. A priori, la déĄnition
implicite du paramètre α peut laisser penser que la formule nŠest pas facile à appliquer.
Néanmoins, Hildebrand et Tenenbaum ont établi des évaluations asymptotiques pour α,
qui permettent non seulement de retrouver et préciser (2.5) mais aussi dŠobtenir des
estimations locales de Ψ(x,y) dans un domaine où aucune estimation régulière nŠest
connue (cf. [HT86, th. 3 et cor. 3]). Dans le prolongement de (2.5), il est établi dans
[HT86] que, pour tout ε > 0, nous avons
(2.11)

Ψ(x,y) = xϱ(u)exp

O


log2u
logy

+
u

exp¶(logy)3/5−ε♢

}
(x⩾ 2, (logx)1+ε

⩽ y ⩽ x).

Cette formule représente la meilleure estimation explicite de Ψ(x,y) connue à ce jour.
Quelques notations supplémentaires sont nécessaires pour énoncer les évaluations de

α= α(x,y) mentionnées plus haut. Étant donné v > 0, v , 1, on déĄnit la quantité ξ(v)
comme lŠunique solution réelle non nulle de lŠéquation implicite

(2.12) e
ξ = 1 + vξ,

et lŠon convient que ξ(1) = 0. La fonction v 7→ ξ(v) vériĄe (voir par exemple [HT86,
lemme 1]) :

(2.13) ξ(v) = log(v logv) +O
 log2 v

logv


(v ⩾ 3).

Comme ξ′(v) = ξ(v)/(1 + v(ξ(v) − 1)), nous avons également

(2.14) ξ′(v) =
1
v

+
1

v logv
+O

 log2 v

v(logv)2


(v ⩾ 3).

Posons ensuite

Lε(y) := exp
{
(logy)3/5−ε} (ε > 0, y ⩾ 2).
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Étant donné ε > 0, nous avons (cf. [HT86, (7.6) et (7.8)]) :

(2.15) α(x,y) =





1 − ξ(u)
logy

+O
 1
Lε(y)

+
1

u(logy)2

 (
(logx)1+ε ⩽ y ⩽ x,x⩾ x0(ε)

)
,

log(1 + y/ logx)
logy

{
1 +O

 1
logy

} (
2 ⩽ y ⩽ (logx)2

)
.

En particulier, dans Hε,

(2.16) α(x,y) = 1 − ξ(u)
logy

+O
 1

(logy)2


.

2.2 Les fonctions τκ et ϱκ

Rappelons que lŠon note τ la fonction nombre de diviseurs. En notant 1 la fonction
arithmétique déĄnie par

1(n) = 1 (n⩾ 1),

on peut écrire

(2.17) τ = 1 ∗1,

où lŠastérisque désigne le produit de convolution de Dirichlet. Une généralisation classique
de la fonction τ est la fonction de Piltz, notée τκ pour κ > 0. Elle est déĄnie par sa série
de Dirichlet qui est la puissance κ-ième de la fonction ζ de Riemann, soit

∑

n⩾1

τκ(n)
ns

= ζ(s)κ (ℜs > 1).

La fonction τκ est multiplicative, et pour tout nombre premier p, on a τκ(p) = κ. Lorsque
κ= k est un entier strictement positif, τk(n) coïncide avec nombre de représentations
de n en un produit de k facteurs, autrement dit

τk(n) =
∑

d1d2···dk=n

1.

La fonction τk est également la puissance k-ième de convolution de 1 au sens du
produit de convolution de Dirichlet. Notons que τ2 = τ . LŠordre moyen de τκ(n) est
(logn)κ−1/(κ− 1)! (voir par exemple [Ten22, p. 394]).

Rappelons la notation Ψf (x,y) introduite en (1.15). Dans lŠarticle [Smi93], Smida
améliore un résultat de Xuan [Xua90] et établit une formule asymptotique pour Ψτκ(x,y)
qui généralise la formule (2.5) de Hildebrand. En cohérence, le résultat fait intervenir la
κ-ième puissance de convolution de ϱ notée ϱκ. Lorsque κ nŠest pas entier, ϱκ est déĄnie
via la transformée de Laplace : ϱ̂κ = ϱ̂κ. En lŠespèce, on peut également déĄnir ϱκ (voir
[Hen86]) comme lŠunique solution déĄnie et continue sur ]0,∞[, et dérivable sur ]1,∞[,
de lŠéquation différentielle aux différences

(2.18)

{
ϱκ(v) = vκ−1/Γ(κ) (0< v ⩽ 1),

vϱ′
κ(v) + (1 −κ)ϱκ(v) +κϱκ(v− 1) = 0 (v > 1).
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On pose alors ϱκ(v) := 0 pour v < 0.
DŠaprès [Smi93, th. 1] ou [TW03, cor. 2.3], pour tout κ > 0 Ąxé et uniformément

pour (x,y) ∈Hε, nous avons

Ψτκ(x,y) = xϱκ(u)(logy)κ−1
{

1 +O
 log(u+ 1)

logy
+

1
(logy)κ

}
.

En particulier,

(2.19) Ψτ (x,y) = xϱ2(u) logy
{

1 +O
 log(u+ 1)

logy

} (
(x,y) ∈Hε

)
.

De Bruijn [Bru51b] puis Alladi [All82] ont étudié le comportement asymptotique de
ϱ(u). Il résulte de leurs travaux que

ϱ(u) =

√
ξ′(u)
2π

exp
{
γ−

∫ u

1
ξ(t)dt

}{
1 +O

1
u

}
,

une formule dont Tenenbaum a montré [Ten22, th. III.5.13] quŠelle peut être démontrée
directement par inversion de Laplace. Le comportement asymptotique de ϱκ a été
étudié par Hensley [Hen86], puis Smida [Smi91]. Hildebrand et Tenenbaum [HT93] ont
généralisé ces résultats aux solutions dŠéquations fonctionnelles du type

uf ′(u) + af(u) + bf(u− 1) = 0,

où a et b sont des paramètres complexes arbitraires.

Lemme 2.1. On a

(2.20) ϱκ(u) =

√
ξ′(u/κ)

2πκ
exp

{
κγ−κ

∫ u/κ

1
ξ(t)dt

}{
1 +O

1
u

}
,

où γ désigne la constante dŠEuler.

Démonstration. Il suffit dŠappliquer [HT93, th. 2] avec (a,b) = (1 − κ,κ). On peut
également adapter la preuve de [Ten22, th.III.5.13] relative au cas κ= 1. Cela consiste
à appliquer la méthode du col pour évaluer lŠintégrale de Laplace inverse

(2.21) ϱκ(u) =
1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
ϱ̂κ(s)eus

dτ =
1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
ϱ̂(s)κ

e
us
dτ,

avec comme point selle c= −max(1, ξ(u/κ)).

Énonçons également lŠestimation [TW03, (3.27)] qui nous sera utile par la suite :

Lemme 2.2. On a

(2.22) ϱκ(u− v) ≪ ϱκ(u)evξκ(u) (u⩾ 1,0 ⩽ v ⩽ u− cκ),

avec cκ = 0 pour κ⩾ 1 et cκ = 1/2 si 0< κ < 1.
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Comme nous lŠavons vu dans lŠintroduction, la quantité

(2.23) r(v) :=
ϱ2(v)√
vϱ(v)

(v ⩾ 1)

intervient naturellement dans lŠencadrement trivial de S(x,y).

Proposition 2.3. Pour u⩾ 1, nous avons

(2.24) r(u) ≍ 1√
u

exp
∫ u

1

(
ξ(t) − ξ(t/2)

)
t.

.

Démonstration. DŠaprès (2.23) et (2.20), on a

(2.25) r(u) =

√
ξ′(u/2)
2uξ′(u)

exp

γ+

∫ u

1
ξ(v)dv− 2

∫ u/2

1
ξ(v)dv

{
1 +O

1
u

}
.

Par le changement de variable v = t/2, on obtient que la différence des intégrales dans
lŠexponentielle vaut

∫ u

1
ξ(t)dt−

∫ u

1
ξ(t/2)dt+

∫ 2

1
ξ(t/2)dt=

∫ u

1

(
ξ(t) − ξ(t/2)

)
dt+O(1).

Par ailleurs, dŠaprès (2.14), on a
√
ξ′(u/2)
2ξ′(u)

= 1 +O
 1

logu


.

Cela fournit bien lŠestimation annoncée.

Corollaire 2.4.

(2.26) r(u) = 2u+(1+o(1))u/ logu (u→ ∞).

Démonstration. On déduit cette estimation de (2.24) et (2.13).

2.3 Quelques inégalités sur la fonction ∆

Rappelons que nous avons posé

∆(n,v) :=
∑

d♣n
v⩽logd<v+1

1 (n ∈ N
∗,v ∈ R), ∆(n) := sup

v∈R
∆(n,v).

Dans cette section, nous rassemblons quelques résultats élémentaires concernant la
fonction ∆, et dont certains ont été énoncés dans lŠintroduction. Comme les preuves
sont courtes, nous les restituons ici pour la commodité du lecteur.

Lemme 2.5. Pour n⩾ 1, on a

max

1;

τ(n)
1 + logn


⩽ ∆(n) ⩽ τ(n).
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Démonstration. La majoration et la minoration ∆(n) ⩾ 1 sont triviales. Montrons la
minoration ∆(n) ⩾ τ(n)/(1 + logn). Il y a τ(n) nombres logd tels que d ♣ n et ils sont
tous compris dans lŠintervalle [0,⌊logn⌋ + 1[. Considérons la partition

[k,k+ 1[ (0 ⩽ k ⩽ logn)

de cet intervalle. Par le principe des tiroirs, au moins lŠun de ces intervalles de lon-
gueur unité contient au moins τ(n)/(1 + ⌊logn⌋) nombres logd. Cela implique bien
lŠencadrement attendu.

Lemme 2.6 ([HT88], lemme 61.1). Pour tous entiers m,n⩾ 1 on a

(2.27) ∆(mn) ⩽ τ(m)∆(n).

Démonstration. Utilisons le fait que tout diviseur de mn peut sŠécrire sous la forme dt
avec d ♣m et t ♣ n. Il suit

∆(mn,u) ⩽
∑

dt♣mn
u−logd⩽log t<u−logd+1

1 =
∑

d♣m

∑

t♣n
u−logd⩽log t<u−logd+1

1 =
∑

d♣m
∆(n,u),

dŠoù ∆(mn,u) ⩽ τ(m)∆(n). En prenant le supremum sur u ∈ R, nous obtenons bien (2.27).

Lemme 2.7 ([HT88], lemme 60.1). Pour n⩾ 1, on a

(2.28) ∆(n) ⩾
1

2τ(n)

∑

d♣n,d′♣n
♣ log(d/d′)♣⩽1

1.

Démonstration. Nous avons
∑

d♣n,d′♣n
♣ log(d/d′)♣⩽1

1 ⩽
∑

d♣n

(
∆(n, logd− 1) +∆(n, logd)

)
⩽ 2τ(n)∆(n).



Chapitre3
Estimation de S(x,y) dans le domaine
2 ⩽ y ⩽ exp¶(log2 x)2♢

Dans ce chapitre, nous évaluons la quantité

S(x,y) :=
1

Ψ(x,y)

∑

n∈S(x,y)

∆(n)

dans le domaine 2 ⩽ y ⩽ exp¶(log2x)2♢, et nous démontrons le point (ii) du Théo-
rème 1.1.

3.1 Résultats

Du Lemme 2.5, nous déduisons

(3.1)
Ψτ (x,y)

2Ψ(x,y) logx
⩽ S(x,y) ⩽

Ψτ (x,y)
Ψ(x,y)

(2 ⩽ y ⩽ x).

Nous verrons au Lemme 3.9 infra que, à la précision envisagée dans ce travail, lŠinĆuence
du facteur 1/(logx) Ągurant dans (3.1) est négligeable dans le domaine y ⩽ exp¶(log2x)2♢.
Il est donc suffisant pour lŠobjectif Ąxé dŠévaluer le rapport

Ψτ (x,y)
Ψ(x,y)

,

ce qui fait lŠobjet de la Proposition 3.1 infra.
Posons

g(t) := log
{ (1 + 2t)1+2t

(1 + t)1+t(4t)t

}
(t > 0).

La fonction g est croissante et strictement positive sur ]0,+∞[. Elle tend vers log2 en

19
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+∞ et vers 0 en 0. Plus précisément,

(3.2) g(t) =





log2 − 1
4t

+O
 1
t2


(t→ ∞),

t log
1
t


− t(log4 − 1) +O(t2) (t→ 0).

Dans toute la suite de ce chapitre, nous notons

λ :=
y

logx
et εy :=

1√
logy

.

Rappelons par ailleurs la notation u= logx/ logy. Nous obtenons les résultats suivants.

Proposition 3.1. Pour 2 ⩽ y ⩽ exp
{
(log2x)2

}
, on a

(3.3)
Ψτ (x,y)
Ψ(x,y)

≍ exp
{
ug(λ)

(
1 +O(εy)

)}
.

Corollaire 3.2. Pour 2 ⩽ y ⩽ exp
{
(log2x)2

}
, on a

S(x,y) ≍ exp
{
ug(λ)

(
1 +O(εy)

)}
.

Le Corollaire 3.2 correspond au point (ii) du Théorème 1.1. Il résulte immédiatement
de lŠencadrement (3.1), de la Proposition 3.1, et de lŠestimation

log2x≪ ug(λ)εy
(
2 ⩽ y ⩽ exp

{
(log2x)2}),

établie au Lemme 3.9 infra.
La suite de ce chapitre est donc consacrée à la démonstration de la Proposition 3.1.

3.2 Une estimation de Tenenbaum

Rappelons la déĄnition de α en (2.15) et posons

D(x,y) :=
∑

n∈S(x,y)

1
nα
.

Pour évaluer le rapport Ψτ (x,y)/Ψ(x,y), nous utilisons un résultat établi par Tenen-
baum [Ten23] qui fournit lŠordre de grandeur du rapport

Ψτ (x,y)
Ψ(x,y)D(x,y)

.

AĄn de lŠénoncer, nous posons

(3.4) h(v) := 2v log
2 + 2v

1 + 2v


− log

1 + 2v
1 + v


= v log4 − (1 + 2v) log

1 + 2v
1 + v


(v ⩾ 0),
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ϑ(x,y) :=





uξ(u) − 2
∫ u

u/2
ξ(t)dt, si (x,y) ∈Hε,

uh
 y

logx


, dans le cas contraire,

où ξ(u) est déĄni en (2.12). Rappelons également la notation

u := min
 y

logy
,u


=
min(y, logx)

logy
.

Tenenbaum note que

ϑ(x,y) ∼ (1 − log2)u (u→ ∞, y/ logx→ ∞), ϑ(x,y) ≍ u (x⩾ y ⩾ 2),

et obtient le résultat suivant.

Théorème 3.3 ([Ten23, th. 1.2]). On a uniformément pour x⩾ y ⩾ 2,

Ψτ (x,y)
Ψ(x,y)D(x,y)

≍ e
−ϑ(x,y)+O(εyu).

Notons
P (x,y,z) :=

1
ζ(α,y)

∑

n∈S(z,y)

1
nα(x,y)

(x⩾ y ⩾ 2, z ⩾ 2).

Le point (1.6) de [Ten23, th. 1.1] énonce que

P (x,y,z) ≍ 1 −P (x,y,z) ≍ 1
(
x⩾ y ⩾ 2, logz ≫ logx, log(z/x) ≪

√
u logy

)
.

En particulier, lorsque z = x, on a

(3.5) D(x,y) ≍ ζ(α,y) (x⩾ y ⩾ 2).

Grâce au théorème 3.3 et (3.5), lŠestimation de lŠordre de grandeur du rapport

Ψτ (x,y)
Ψ(x,y)

est donc ramenée à celui de ζ(α,y), qui fera lŠobjet du paragraphe 3.4. Avant cela,
attardons nous sur le cas où y est borné.

3.3 Estimation de D(x,y) et ζ(α,y) lorsque y est borné

Il est établi dans [Ten23] que lŠon a D(x,y) ≍ ζ(α,y) ≍ (logx)π(y) pour x ⩾ y ⩾ 2.
Dans ce paragraphe, nous détaillons la preuve dans le cas où y est borné. Cela revient à
établir D(x,y) ≍ ζ(α,y) ≍ (logx)π(y).

Rappelons que α = α(x,y) est déĄni comme étant lŠunique solution positive de
lŠéquation

∑

p⩽y

logp
pα − 1

= logx.
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Lemme 3.4. Pour y borné et x→ ∞, on a

(3.6) α∼ π(y)
logx

.

Démonstration. Comme et − 1 ⩾ t (t ∈ R), on a

logp
pα − 1

⩽
1
α
.

Donc

logx=
∑

p⩽y

logp
pα − 1

⩽
π(y)
α

.

Il suit

(3.7) α⩽
π(y)
logx

(2 ⩽ y ⩽ x).

En particulier α→ 0 lorsque x→ +∞ et y est borné. Par conséquent, compte-tenu de
la relation et − 1 ∼t→0 t, on a

logx=
∑

p⩽y

logp
pα − 1

∼ π(y)
α

(x→ +∞),

ce qui achève la démonstration.

Lemme 3.5. Pour y borné et 2 ⩽ y ⩽ x, on a

D(x,y) ≍y (logx)π(y) ≍y ζ(α,y).

Démonstration. Si x est borné, ces estimations sont triviales. On peut donc supposer x
suffisamment grand. DŠaprès (3.6), pour p⩽ y, x→ +∞, on a

1
1 − p−α

∼ 1
α logp

∼ logx
π(y) logp

.

Donc, pour des constantes convenables cy et Cy, on a pour x suffisamment grand, p⩽ y,

cy logx⩽
(
1 − p−α)−1

⩽ Cy logx.

Donc
ζ(α,y) ≍y (logx)π(y).

Comme D(x,y) ⩽ ζ(α,y), il suffit pour conclure la démonstration de montrer que lŠon a
D(x,y) ≫ (logx)π(y). On a, compte-tenu de (3.7),

D(x,y) ⩾
Ψ(x,y)
xα

⩾ e
−π(y)

Ψ(x,y).

LŠénoncé [Ten22, cor. III.5.4], dû à Ennola, énonce que sous la condition

2 ⩽ y ⩽
√

logx log2x,
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nous avons uniformément

Ψ(x,y) =
1

π(y)!

∏

p⩽y

 logx
logp

{
1 +O

 y2

logx logy

}
.

En particulier, lorsque y est borné et x suffisamment grand, Ψ(x,y) ≍y (logx)π(y). Donc
on a bien

D(x,y) ≫ (logx)π(y),

ce qui achève la démonstration.

3.4 Une formule asymptotique pour ζ(α,y)

Le but de cette section est dŠétablir le résultat suivant.

Proposition 3.6. On a pour 2 ⩽ y ⩽ exp
{
(log2x)2

}
,

(3.8) ζ(α,y) = ζ(1,y)exp
{ y

logy
log

1 +

logx
y

{
1 +O

 1√
logy

}}
.

La Proposition 3.6 est une conséquence directe des Lemmes 3.7 et 3.8 infra. Rappelons
la déĄnition de φy en (2.9). Nous utiliserons lŠidentité

(3.9) ζ(α,y) = ζ(1,y)exp
{∫ 1

α
φy(σ)dσ

}
,

ainsi que lŠestimation (cf. [Ten22, (5.12)])

(3.10) φy(σ) =
y

yσ − 1
· 1 − y−(1−σ)

1 −σ

{
1 +O

 1
logy

}
(0< σ ⩽ 1).

Nous ferons également appel à lŠestimation suivante, énoncée dans [Ten23, (4.4)] et qui
découle directement de [HT86, (7.8)] : il existe C0 > 0 tel que lŠon ait, pour x assez
grand,

(3.11) α= 1 − ξ(u)
logy

+O
 1

(logy)2

 (
C0(logx)(log2x)3 < y ⩽ x

)
.

Lemme 3.7. Pour C0(logx)(log2x)3 < y ⩽ exp
{
(log2x)2

}
, on a

(3.12) ζ(α,y) = ζ(1,y)exp
{ y

logy
log

1 +

logx
y


1 +O

 1√
logy

}
.

Démonstration. Dans ce domaine, lorsque y est borné, x est également borné, et la
formule (3.12) est alors trivialement vériĄée. On peut donc supposer y suffisamment
grand. On a, par (3.10),

∫ 1

α
φy(σ)dσ =

∫ 1

α

y− yσ

(yσ − 1)(1 −σ)

{
1 +O

 1
logy

}
dσ

=
∫ 1

α

yσ(y1−σ − 1)
(yσ − 1)(1 −σ)

{
1 +O

 1
logy

}
dσ.
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Remarquons tout dŠabord que, dŠaprès (3.11), on a

yα = ye−ξ(u)
{

1 +O
 1

logy

}
,

et ainsi, puisque ξ(u) ≍ logu≍ log2x, on a

(3.13) yα ≫ y

uξ(u)
≫ (log2x)3 ≫ (logy)3/2.

On a, pour α⩽ σ ⩽ 1,

yσ

yσ − 1
= 1 +O

 1
yσ


= 1 +O

 1
yα


,

ce qui implique, compte-tenu de (3.13),

yσ

yσ − 1
= 1 +O

 1
(logy)3/2


.

Ainsi, on obtient

(3.14)
∫ 1

α
φy(σ)dσ =

{
1 +O

 1
logy

}∫ 1

α

y1−σ − 1
1 −σ

dσ.

Estimons à présent lŠintégrale dans le membre de droite de (3.14) en effectuant le
changement de variable (1 −σ) logy = ξ(t). Notons tα lŠunique réel strictement positif
tel que

α= 1 − ξ(tα)
logy

.

DŠaprès (3.11), on a ξ(tα) − ξ(u) ≪ 1/ logy et donc

tα = u+O
 u

logy


.

Comme ξ′(t) = 1/t+O(1/(t log t)) (t⩾ 3), on a donc

∫ 1

α

y1−σ − 1
1 −σ

dσ =
∫ tα

1
tξ′(t)dt= tα − 1 +O

∫ tα

1

dt

log(2t)



= u+O
 u

logy
+

u

logu


.

Donc ∫ 1

α
φy(σ)dσ = u

{
1 +O

 1
logy

+
1

logu

}
.

De plus, on a
logx

y log
(
1 + (logx)/y

) = 1 +O
 logx

y


.
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Puisque (logx)/y ≪ 1/(log2x)3 ≪ 1/(logu)3, on a donc

u=
y

logy
· logx
y

· log
(
1 + (logx)/y

)

log
(
1 + (logx)/y

) =
y

logy
log

1 +

logx
y

{
1 +O

 logx
y

}

=
y

logy
log

1 +

logx
y

{
1 +O

 1
(logu)3

}
.

Ainsi, ∫ 1

α
φy(σ)dσ =

y

logy
log

1 +

logx
y

{
1 +O

 1
logy

+
1

logu

}
.

EnĄn, comme
√

logy ⩽ log2x≍ logu, on a

1
logu

≪ 1√
logy

,

et on obtient ainsi (3.12).

Remarquons que lŠon aurait pu étendre le domaine de validité du Lemme 3.7 à

C0(logx)(log2x)3 < y ⩽ x1/(2 log
2

x log
3

x),

ce qui aurait permis dŠétendre celui de la Proposition 3.6 à 2 ⩽ y ⩽ x1/(2 log
2

x log
3

x),
comme cela a été fait dans lŠarticle [MTW24]. Le terme dŠerreur de (3.12) sŠécrirait alors

1√
logy

+
1

logu
.

Lemme 3.8. Soit C > 0. On a uniformément pour 2 ⩽ y ⩽ C(logx)(log2x)3,

(3.15) ζ(α,y) = ζ(1,y)exp

{
y

logy
log

1 +

logx
y

{
1 +O

 log2 y

logy

}}
.

Démonstration. Lorsque y est borné, compte-tenu de lŠestimation ζ(α,y) ≍ (logx)π(y)

établie au Lemme 3.5, la formule (3.15) est trivialement vériĄée. Nous pouvons donc
supposer y suffisamment grand et procéder de la même manière que dans la démonstra-
tion de [Ten22, th. III.5.2]. Par (2.15), on a certainement α⩽ 3/5 lorsque y ⩽ (logx)2 et
y suffisamment grand. LŠestimation (3.10) fournit

∫ 1

α
φy(σ)dσ =

{
1 +O

 1
logy

}∫ 1

α

y(1 − y−(1−σ))
(yσ − 1)(1 −σ)

dσ

=
{

1 +O
 1

logy

}∫ 3/5

α

y(1 − y−(1−σ))
(yσ − 1)(1 −σ)

dσ+O

∫ 1

3/5

y

yσ − 1
1 − y−(1−σ)

1 −σ
dσ


.
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On a
∫ 1

3/5

y

yσ − 1
1 − y−(1−σ)

1 −σ
dσ =

∫ 1

3/5

y− yσ

(yσ − 1)(1 −σ)
dσ ≍

∫ 1

3/5

y− yσ

yσ(1 −σ)
dσ

=
∫ 1

3/5

y1−σ(1 − yσ−1)
1 −σ

dσ ≪
∫ 1

3/5
y1−σ(logy)dσ ≪ y2/5.

De plus, pour α < σ ⩽ 3/5, 1 − y−(1−σ) = 1 +O(y−2/5). Donc

∫ 1

α
φy(σ)dσ =

{
1 +O

 1
logy

}∫ 3/5

α

y

(yσ − 1)(1 −σ)
dσ+O

(
y2/5).

On a ensuite

∫ 3/5

α

logy
(1 −σ)(yσ − 1)

dσ = log
1 − y−3/5

1 − y−α


+O

∫ 3/5

α

σ logy
yσ − 1

dσ


,

et en étendant la dernière intégrale à la demi-droite [α,∞[,

∫ 3/5

α

logy
(1 −σ)(yσ − 1)

dσ = log
1 − y−3/5

1 − y−α


+O

∫ ∞

α

σ logy
yσ − 1

dσ



= log
 1

1 − y−α


+ log(1 − y−3/5) +O

1 +α logy
yα logy



= log
 1

1 − y−α


+O


y−3/5 +

1 +α logy
yα logy


.

On a par conséquent

(3.16)
∫ 1

α
φy(σ)dσ =


1 +O

 1
logy

 y

logy
log
 1

1 − y−α


+O

y(1 +α logy)
(logy)2yα


.

Nous allons montrer que lŠon a

(3.17) log
 1

1 − y−α


= log


1 +

logx
y

{
1 +O

 log2 y

logy

}
(2 ⩽ y ⩽ C(logx)(log2x)3).

On déduit de (3.17),

(3.18)
∫ 1

α
φy(σ)dσ =

y

logy
log

1+

logx
y

{
1+O

 log2 y

logy
+

1 +α logy
yα log

(
1 + (logx)/y

)
logy

}
.

Évaluons le terme dŠerreur. Rappelons tout dŠabord lŠestimation (2.15) qui énonce
que lŠon a, lorsque 2 ⩽ y ⩽ (logx)2,

(3.19) α=
log(1 + y/ logx)

logy


1 +O

 1
logy


.
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Lorsque logx < y ⩽ C(logx)(log2x)3, on en déduit,

1 +α logy
yα log(1 + (logx)/y)

≍ log(1 + y/ logx)
(1 + y/ logx) log(1 + (logx)/y)

≍ log

1 +

y

logx


≪ log2 y.

Dans le domaine 2 ⩽ y ⩽ logx, on tire des inégalités

1
log
(
1 + (logx)/y

) ⩽ 1
log2

,
1 +α logy

yα
=

1 +α logy
eα logy

⩽ 1,

lŠestimation
1 +α logy

yα log(1 + (logx)/y)
≪ 1 (2 ⩽ y ⩽ logx).

On en déduit

(3.20)
1 +α logy

yα log
(
1 + (logx)/y

) ≪ log2 y
(
2 ⩽ y ⩽ C(logx)(log2x)3),

ce qui fournit (3.15) via (3.18).
Montrons à présent (3.17). DŠaprès [HT86, éq.(7.18)] on a, uniformément pour

2 ⩽ y ⩽ x,

1 − y−α =

1 +

logx
y

−1
1 +O

 1
logy


.

On a donc, si 2 ⩽ y ⩽ logx,

log
 1

1 − y−α


= log


1 +

logx
y


+O

 1
logy



= log

1 +

logx
y

{
1 +O

 1
logy

}
,

et on obtient ainsi (3.17) lorsque 2 ⩽ y ⩽ logx.
Supposons maintenant logx < y ⩽ C(logx)(log2x)3. On a, dŠaprès (3.19),

y−α = exp
{

− log

1 +

y

logx


1 +O

 1
logy

}

=

1 +

y

logx

−1
exp

{
O
 log(1 + y/ logx)

logy

}
.

Or
log(1 + y/ logx)

logy
≪ log3x

logy
⩽

log2 y

logy
.

Donc

y−α =

1 +

y

logx

−1
+O

 log(1 + y/ logx)
(1 + y/ logx) logy


.

Il suit

1 − y−α =

1 +

logx
y

−1{
1 +O

 log(1 + y/ logx) logx
y logy

}
,

puis

log
 1

1 − y−α


= log


1 +

logx
y

{
1 +O

 log(1 + y/ logx) logx
y(logy) log(1 + (logx)/y)

}
.
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Or, on a, toujours pour logx < y ⩽ C(logx)(log2x)3,

log(1 + y/ logx) logx
y log

(
1 + (logx)/y

) ≪ log2 y,

on obtient donc (3.17) dans le domaine logx < y ⩽ C(logx)(log2x)3. Pour conclure la
démonstration, il suffit dŠinsérer (3.18) dans (3.9).

3.5 Fin de la démonstration de la Proposition 3.1

Rappelons les notations

u=
logx
logy

, λ=
y

logx
et εy =

1√
logy

.

Nous aurons recours au résultat auxiliaire suivant.

Lemme 3.9. Pour x⩾ 3, 2 ⩽ y ⩽ exp
{
(log2x)2

}
, on a

(3.21)
log2x

ug(λ)εy
≪ (log2 y)5/2

√
logy

.

Démonstration. Rappelons le comportement asymptotique de la fonction g en (3.2).
Lorsque 0< λ⩽ 1/2, on a g(λ) ≫ λ log(1/λ). Donc

log2x

ug(λ)εy
≪ (log2x)(logy)3/2

y log(1/λ)
.

Il suit

log2x

ug(λ)εy
≪
{

(logy)3/2/y si λ < 1/
√

logx,

(log2x)(logy)3/2/y ≪ (log2x)5/2/
√

logx si 1/
√

logx < λ⩽ 1/2.

Lorsque λ⩾ 1/2, nous avons

log2x

ug(λ)εy
≪ (log2x)(logy)3/2

logx
≪ (log2x)4

logx
.

Ainsi, par décroissance de x 7→ (log2x)5/2/
√

logx et x 7→ (log2x)4/ logx à partir dŠun
certain seuil, nous avons bien établi (3.21).

Démonstration de la Proposition 3.1. Lorsque x est borné, lŠestimation (3.3) est trivia-
lement vériĄée. Nous pouvons donc supposer x suffisamment grand.

DŠaprès (3.5) et le théorème 3.3, on a

(3.22)
Ψτ (x,y)
Ψ(x,y)

≍ ζ(α,y)e−ϑ(x,y)¶1+O(εy)♢ (
2 ⩽ y ⩽ exp

{
(log2x)2}).

Introduisons la fonction

f(v) = h(v) + v log

1 +

1
v


(v > 0)
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où h est déĄni en (3.4). DŠaprès (3.8), nous avons, pour 2 ⩽ y ⩽ exp
{
(log2x)2

}
,

ζ(α,y)e−ϑ(x,y)¶1+O(εy)♢ = ζ(1,y)exp
{
ug(λ) +O

(
εyuf(λ)

)}
.

Compte-tenu du comportement asymptotique de g donné en (3.2), nous déduisons de
lŠégalité f(λ) = 2λ log(1 + 1/λ) − g(λ) que lŠon a

(3.23) f(t) ∼ t log(1/t) (t→ 0) et f(t) ∼ 2 − log2 (t→ +∞),

donc la fonction f/g est bornée. On obtient ainsi

ζ(α,y)e−ϑ(x,y)¶1+O(εy)♢ = ζ(1,y)eug(λ)¶1+O(εy)♢.

Rappelons que la formule de Mertens implique ζ(1,y) ≍ logy. DŠaprès (3.21), on a

log2 y ⩽ log2x≪ uεyg(λ),

et donc

(3.24) ζ(α,y)e−ϑ(x,y)¶1+O(εy)♢ = e
ug(λ)¶1+O(εy)♢ (

2 ⩽ y ⩽ exp¶(log2x)2♢
)
.

En insérant (3.24) dans (3.22), nous obtenons bien (3.3).



Chapitre4
Raffinement d’un théorème de
Tenenbaum et Wu

4.1 Introduction des notations et énoncé du résultat

Conformément à lŠusage nous désignons par Ω(n) le nombre de facteurs premiers
dŠun entier n comptés avec multiplicité. Dans le but dŠétablir la minoration (1.25), soit

S(x,y) ≫ log2 y+ r(u) (x⩾ y > x1/(2 log
3

x)),

nous aurons à établir au Chapitre 5 une formule asymptotique pour la quantité

(4.1)
∑

d<d′⩽2d
(d,d′)=1, P (d′)⩽y

2−Ω(d′).

LŠuniformité dans le paramètre d sera à cet égard cruciale. Dans cette perspective, nous
consacrons ce chapitre à lŠobtention dŠune version uniforme en certains paramètres
de [TW03, th. 2.1], un théorème qui fournit une formule asymptotique pour la valeur
moyenne friable de certaines fonctions multiplicatives positives ou nulles.

Une autre approche, suivie dans lŠarticle [MTW24, lem.3.1], consiste à détecter la
condition (d,d′) = 1 par la formule dŠinversion de Möbius, puis à appliquer la version
standard du théorème de Tenenbaum et Wu. Les difficultés techniques sont moindres et
le terme dŠerreur obtenu est un peu meilleur, mais cette méthode est moins générale.

Commençons par rappeler et/ou généraliser plusieurs déĄnitions et notations intro-
duites dans [TW03].

Étant donnée une fonction arithmétique f , rappelons la notation

(4.2) Ψf (x,y) :=
∑

n∈S(x,y)

f(n).

Dans [TW03, p. 6], les auteurs introduisent une classe de fonctions régulières notée
R(b,κ) et dont les éléments peuvent servir de critère pour mesurer lŠordre de grandeur de
certains termes dŠerreur. Nous reprenons cette déĄnition en introduisant deux paramètres
supplémentaires B et V . Étant donnée une fonction croissante R ∈ C1(]1,∞[,R+∗), nous
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posons
φR(v) := logR(ev) (v > 0).

DéĄnition 4.1. Soient B ⩾ 1, V ⩾ 1, κ > 0, b ∈]0, 1
2 ]. Nous dirons quŠune fonction

croissante R ∈ C1(]1,∞[,R+∗) appartient à la classe R(b,κ,B,V) si elle vériĄe les trois
conditions suivantes :

(i) v 7→ vφ′
R(v) est monotone, φ′

R est décroissante,

(4.3) φ′
R(v) =O(1) (v > 0),

et

(4.4) 1
2φ

′
R

(1
2v
)
⩽ (1 − b)

∫ 1

b
φ′

R(tv)dt+O
1
v


(v > 0) ;

(ii) On a

(4.5)
∫ ∞

3/2

dv

vR(vb) logv
⩽ V

(iii) Il existe un nombre réel ε > 0 tel que

(4.6) 1 +
(logv)1−κ(log2 v)δκ1

B ⩽R(v) ≪ e
(logv)3/5−ε

(v ⩾ 3),

où δκ1 désigne le symbole de Kronecker.

Les constantes implicites présentes dans (i), (ii), et (iii) peuvent dépendre de ε, κ et b
mais ni de V ni de B.

Remarque 4.2. Comme noté dans [TW03], la condition (i) est certainement réalisée si
lŠon a

(4.7) 1
2φ

′
R

(1
2v
)
⩽ (1 − b)2φ′

R(v) +O(1/v) (v > 0).

Étant donnés des paramètres supplémentaires A> 0, C > 0, η ∈]0, 1
2 [, introduisons

ensuite, comme dans [TW03], la classe

Mκ = Mκ(A,C,η;R)

constituée des fonctions multiplicatives réelles positives f satisfaisant à

∑

p

∑

ν⩾2

f(pν)
p(1−η)ν

⩽A,(4.8)

∣∣∣
∑

p⩽z f(p) logp−κz
∣∣∣⩽ Cz/R(z) (z > 1).(4.9)

Pour f ∈ Mκ, posons encore

(4.10) Cκ(f) :=
∏

p

(1 − 1/p)κ
∑

ν⩾0

f(pν)/pν .
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Pour une fonction R satisfaisant aux conditions (i)-(iii), déĄnissons

(4.11)
Yε := y

√
R(yb)min¶R(yb),logy♢/¶ε(1+♣ logR(yb)♣)♢,

Y ∗
ε := yR(yb)/¶ε(1+♣ logR(yb)♣)♢,

et introduisons les domaines

(4.12)
Jε(R) = ¶(x,y) : 2 ⩽ y ⩽ x⩽ Yε♢,
J∗

ε (R) = ¶(x,y) : 2 ⩽ y ⩽ x⩽ Y ∗
ε ♢.

Remarquons que Yε ⩽ Y ∗
ε , ce qui implique que Jε(R) ⊂ J∗

ε (R). Posons également

(4.13) Rb(y) :=
∫ y

3/2

dt

tR(tb)
(b > 0, y ⩾ 3/2).

EnĄn, pour B, V ⩾ 1, c> 0, posons

EB,V(x,y;c) := e
cV
Rb(y) log(u+ 1) + BRb(y) + B log(u+ 1)

logy
+

(B +Rb(y)κ)
(logy)κ

+
u log(u+ 1)
R(yb)

+
u2 log(u+ 1)2

R(yb) logy



Nous sommes à présent en mesure dŠénoncer le résultat suivant, qui explicite la
dépendance en B et V dans le terme dŠerreur de [TW03, th. 2.1].

Théorème 4.3. Soient A > 0, C > 0, ε > 0, κ > 0, 0 < b ⩽ 1/2, 0 < η < 1/2, B,V ⩾ 1,
R ∈ R(b,κ,B,V).

(i) Il existe c > 0 telle que, uniformément pour B ⩾ 1, V ⩾ 1, f ∈ Mκ(A,C,η;R),
(x,y) ∈ Jε(R), on ait

(4.14) Ψf (x,y) = xϱκ(u)(logy)κ−1{Cκ(f) +O
(
EB,V(x,y;c)

)}
.

(ii) Sous lŠhypothèse supplémentaire que la suite ¶f(p)♢p⩾2 est bornée, la formule
(4.14) est valable dans le domaine J∗

ε (R) avec

EB,V(x,y;c) :=
BecV log(u+ 1) + BecVRb(y) + log(u+ 1)Rb(y)

logy
(4.15)

+
BecV +Rb(y)κ

(logy)κ
+
u log(u+ 1)
R(yb)

.

Dans ce cas, la constante implicite de (4.14) peut dépendre de la quantité supp f(p).

Le Théorème 4.3 sera appliqué dans le Chapitre 5 aĄn dŠestimer, uniformément pour
x⩾ 2, 1 ⩽ d⩽ x, y > x1/2log

3
x, la quantité

(4.16)
∑

n∈S(x,y)
(n,d)=1

2−Ω(n),

où Ω(n) désigne le nombre de facteurs premiers comptés avec multiplicité. Nous nous
contentons dŠindiquer ici que nous effectuerons les choix B =

√
log2 d et V = 5 + log3 d.
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Cependant, nous pouvons dŠores et déjà évaluer le degré de précision du Théorème 4.3
en lŠappliquant à lŠévaluation du nombre des entiers n ∈ S(x,y) qui sont premiers avec
un entier d⩾ 1, soit

Ψfd
(x,y) =

∑

n∈S(x,y)
(n,d)=1

1,

où fd est lŠindicatrice de ¶n ∈ N
∗ : (n,d) = 1♢. Le Théorème 4.3 fournit lŠexistence dŠune

constante absolue, calculable, c > 0, telle que lŠon ait

(4.17) Ψfd
(x,y) =

φ(d)
d

Ψ(x,y)

1 +O


(log2 3d)c log(u+ 1)

logy



uniformément pour

(x,y) ∈Hε, y ⩾ y0(ε), log2 3d⩽ (1 − ε) logy.

Nous omettons la démonstration car les détails sont similaires à ceux livrés dans le
Chapitre 5 pour lŠestimation de (4.16), notamment quant au choix des paramètres B
et V.

Ce résultat est à comparer avec [FT96, th.1]. En vertu de cet énoncé, nous avons

(4.18) Ψfd
(x,y) :=

φ(d)
d

Ψ(x,y)

1 +O


(log2 dy)

log2x

logy


,

pour chaque ε > 0 Ąxé et uniformément pour

(4.19) (x,y) ∈Hε, y ⩾ y0(ε), log2(d+ 2) ⩽
 logy

log(u+ 1)

1−ε
.

Le domaine de validité de la formule asymptotique Ψfd
(x,y) ∼ ¶φ(d)/d♢Ψ(x,y) impli-

quée par (4.18) englobe donc signiĄcativement celui qui résulte de (4.17). Notons encore
que [BT05b, th. 2.1] permet une extension supplémentaire de ce domaine de validité, la
formule asymptotique étant valable uniformément pour x⩾ y ⩾ 2 sous une contrainte
impliquant seulement ω(d).

4.2 Démonstration du Théorème 4.3

La démonstration du Théorème 4.3 est une adaptation de la preuve [TW03, th. 2.1].
Nous ferons fréquemment appel à des résultats ou à des calculs établis dans [TW03] qui
ne sont pas liés aux conditions (ii) et (iii) de la DéĄnition 4.1. Les constantes implicites
qui y interviennent ne dépendent donc ni de B ni de V.

La première étape de la preuve du Théorème 4.3 consiste à établir une formule
asymptotique pour Ψf (x,y) lorsque f est exponentiellement multiplicative, cŠest-à-dire
vériĄant

f(pν) =
f(p)ν

ν!
(p⩾ 2, ν ⩾ 1).

On note
M∗

κ := M∗
κ(C;R)

la classe des fonctions arithmétiques exponentiellement multiplicatives satisfaisant (4.9).
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La deuxième étape consiste à remarquer que toute fonction f ∈ M(A,C,η;R) peut
sŠécrire comme le produit de convolution dŠune fonction f∗ ∈ M∗

K(C,R) avec une
fonction g suffisamment maniable. Grâce à lŠégalité

Ψf (x,y) =
∑

m∈S(x,y)

g(m)Ψf∗(x/m,y),

nous pourrons ainsi étendre le résultat obtenu pour M∗
κ à M(A,C,η;R).

Dans toute la démonstration, la lettre c désigne une quantité dont la valeur peut
varier à chaque occurrence, mais qui ne dépend ni de B ni de V.

4.2.1 Résultats auxiliaires

Rappelons les énoncés des lemmes 3.1 et 3.2 de [TW03], qui seront utilisés à plusieurs
reprises.

Lemme 4.4. ([TW03, lemme 3.1]) Soient ε > 0, κ > 0, b ∈]0,1/2], B,V ⩾ 1, R ∈
R(b,κ,B,V). On a

uξκ(u) ≪R(yb),
u2ξκ(u)2

R(yb) logy
≪ 1

(
(x,y) ∈ Jε(R)

)

et
uξκ(u) ≪R(yb)

(
(x,y) ∈ J∗

ε (R)
)
.

Les constantes implicites dépendent au plus de ε.

Lemme 4.5. ([TW03, lemme 3.2]) Soit R ∈ C1(]1,∞[,R+∗) une fonction monotone et φ
la fonction déĄnie par φ(v) := logR(ev) (v > 0). Posons b := 1 si φ est décroissante et
supposons que, si φ est croissante, φ′ est décroissante et vériĄe

1
2φ

′
R

(1
2v
)
⩽ (1 − b)

∫ 1

b
φ′

R(tv)dt+O
1
v


(v > 0)

pour un nombre réel positif convenable b ∈]0,1/2]. Alors on a uniformément pour α ∈ R

et y ⩾ w > 1,

(4.20)
∫ y

w

dt

tαR(t)
≪
∫ y

w

dt

tR(tb)
+

y1−α − 1
(1 −α)R(yb)

.

Observons en particulier que, pour R ∈ R(b,κ,B,V), la constante implicite de la
majoration (4.20) ne dépend ni de B ni de V.

Rappelons la déĄnition de la fonction implicite ξ en (2.12) et posons

ξκ(v) := max¶1, ξ(v/κ)♢ (κ > 0,v ⩾ 1),

α= ακ(x,y) := 1 − ξκ(u)
logy

·

Établissons à présent une version uniforme en B et V de [TW03, lemme 3.4]. Nous
notons P lŠensemble des nombres premiers.
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Lemme 4.6. Soient C > 0, ε > 0, κ > 0, b ∈]0,1/2], B,V ⩾ 1, R ∈ R(b,κ,B,V). Unifor-
mément pour B,V ⩾ 1, (x,y) ∈ J∗

ε (R), ¶f(p)♢p∈P ∈ [0,∞[P satisfaisant (4.9), j ∈ ¶0;1♢,
nous avons

(4.21)
∑

p⩽y

f(p)2(logp)j

p2ακ
≪ V +

u2ξκ(u)
(logy)1−jR(yb)

.

De plus, si la suite ¶f(p)♢p∈P est bornée, alors on a

(4.22)
∑

p⩽y

f(p)2(logp)j

p2ακ
≪ 1.

Démonstration. LŠhypothèse (4.9) implique la majoration uniforme en B et V

f(p) ≪ p

R(p) logp
.

On en déduit

Sj :=
∑

p⩽y

f(p)2(logp)j

p2ακ
≪
∑

p⩽y

f(p)(logp)j−1

p2ακ−1R(p)
=
∫ y

2−

(log t)j−2

tακ−1R(t)
dN(t),

avec
N(t) :=

∑

p⩽t

f(p) logp.

En intégrant par parties et en utilisant lŠhypothèse φ′
R(log t) =O(1), on obtient

Sj ≪
[(log t)j−2N(t)

tακ−1R(t)

]y
2−

+
∫ y

2

(log t)j−2

t2ακR(t)

{j− 2
log t

+ 1 − 2ακ −φ′
R(log t)

}
N(t)dt

≪ y2−2ακ

(logy)2−jR(y)
+
∫ y

2

(log t)j−2

t2ακ−1R(t)
dt.

Nous appliquons (4.20) à la fonction v 7→ (logv)2−jR(v). Par croissance de R et lŠhypo-
thèse (ii), on obtient

∫ y

2

(log t)j−2

t2ακ−1R(t)
dt≪

∫ y

2

dt

t(log tb)2−jR(tb)
+

y2−2ακ

(2 − 2ακ)(logyb)2−jR(yb)

≪ V +
u2ξκ(u)

(logy)1−jR(yb)
.

EnĄn, lorsque f(p) ≪ 1 et (x,y) ∈ J∗
ε (R), on a ακ > 2/3 dès que y est suffisamment

grand. Ainsi, une intégration par partie fournit

∑

p⩽y

f(p)2 logp
p2ακ

≪
∑

p⩽y

logp
p2ακ

≪ 1.

On obtient donc (4.22).
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4.2.2 Cas des fonctions exponentiellement multiplicatives

Dans cette section, nous établissons le résultat suivant qui fournit une version
uniforme en B et V de la formule [TW03, (4.47)]. Conformément à lŠusage, γ désigne la
constante dŠEuler.

Proposition 4.7. Soient A > 0, C > 0, ε > 0, κ > 0, 0 < b ⩽ 1/2, 0 < η < 1/2, B ⩾ 1,
V ⩾ 1 et R ∈ R(b,κ,B,V). On a uniformément pour 2 ⩽ y ⩽ x ⩽ Y ∗

ε , B,V ⩾ 1 et
f ∈ M∗

κ(C;R),

(4.23) Ψf (x,y) = e
−γκxϱκ(u)

F (1,y)
logy

{
1 +O


E∗

κ(x,y) + BecVE1(x,y)
}
,

avec

E1(x,y) =
ξκ(u)
logy

+
1

(logy)κ
+
Rb(y)
logy

,(4.24)

E∗
κ(x,y) =

ξκ(u)(u+ 1)
R(yb)

+
ξκ(u)Rb(y)

logy
+
Rb(y)κ

(logy)κ
.(4.25)

La constante implicite dans 4.23 ne dépend ni de B ni de V.

Pour aboutir à ce résultat, nous explicitons la dépendance en B et V de plusieurs
estimations contenues dans les paragraphes 3 et 4 de [TW03]. Nous obtiendrons en
particulier une version effective de [TW03, prop. 4.1].

Nous désignons par

F (s,y) :=
∑

P (n)⩽y

f(n)/ns (ℜs > 0,y ⩾ 2)

la série de Dirichlet de la restriction de f aux entiers y-friables.

La première étape consiste à établir une majoration uniforme de ♣F (ακ + iτ,y)♣ au
voisinage de τ = 0.

Lemme 4.8. Soient C > 0, ε > 0, κ > 0, b ∈]0,1/2], B,V ⩾ 1 et R ∈ R(b,κ,B,V). Il
existe une constante c0 = c0(κ) > 0 telle que, uniformément pour B,V ⩾ 1, f ∈ M∗

κ,
(x,y) ∈ J∗

ε (R), α := ακ(x,y), s= α+ iτ et ♣τ ♣ ⩽ π/ logy, on a

(4.26) F (s,y) ≪ F (α,y)e−c0u(τ logy)2+cV .

De plus, notant
1

R∗(w)
:=
∫ ∞

w

dv

vR(vb) logv
(w > 1),

il existe une constante c1 = c1(R)> 0 telle que, uniformément lorsque

π/ logy ⩽ ♣τ ♣ ⩽ c1 min¶R(yb)/ξκ(u)2,R∗(y1/ξκ(u))♢,

on ait

(4.27) F (s,y) ≪ F (α,y)
 1 + ♣τ ♣ logwτ

ξκ(u) + ♣τ ♣ logy

κ
e

−u/2
(

log2(u+1)
)

où wτ est déĄni par la relation ♣τ ♣ +R∗(2) =R∗(wτ ).
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Démonstration. Comme f ∈ M∗
κ, on a

F (s,y) =
∏

p⩽y

∑

ν⩾0

f(pν)
pνs

= exp
∑

p⩽y

f(p)
ps


.

Donc

(4.28)
∣∣∣ F (s,y)
F (α,y)

∣∣∣= exp
{

−
∑

p⩽y

f(p)¶1 − cos(τ logp)♢
pα

}
.

Posons ensuite, comme dans [TW03],

Q(v) :=
∑

p⩽v

¶f(p) −κ♢ logp≪ v

R(v)
(v > 1),

X(w) :=
∫ y

w

1 − cos(τ logv)
vα logv

dQ(v) (1<w ⩽ y).

De (4.28) nous déduisons la majoration [TW03, (3.17)]

(4.29)
♣F (s,y)♣
F (α,y)

⩽ e
−κV −X(3/2),

où
V :=

∑

p⩽y

¶1 − cos(τ logp)♢/pα.

En intégrant par parties, on obtient

X(3/2) =
[1 − cos(τ logv)

vα logv
Q(v)

]y
3/2

+
∫ y

3/2

(1 + ♣τ ♣)Q(v)
vα+1 logv


dv(4.30)

≪
[1 − cos(τ logv)

vα logv
Q(v)

]y
3/2

+ (1 + ♣τ ♣)
∫ y

3/2

dv

vαR(v) logv
.

Le lemme 3.2 de [TW03] appliqué à la fonction v 7→ R(v) logv fournit lŠestimation
uniforme en B et V,

∫ y

3/2

dt

tαR(t) log t
≪
∫ y

3/2

dt

tR(tb) log t
+

y1−α − 1
(1 −α)R(yb) logy

.

Ainsi,

X(3/2) ≪ y1−α

R(y) logy
+ (1 + ♣τ ♣)

{∫ y

3/2

dv

vR(vb) logv
+

y1−α − 1
(1 −α)R(yb) logy

}
.

LŠhypothèse (ii) conduit alors à

X(3/2) ≪ u+u♣τ ♣
R(yb)

+ (1 + ♣τ ♣)
∫ ∞

3/2

dv

vR(vb) logv
≪ V (τ ≪ 1).
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On a ensuite

V ⩾
2τ2

π2

∑

p⩽y

(logp)2

pα
.

De plus, nous avons
∑

p⩽y

(logp)2

pα
=
∫ y

2−

log t
tα

dϑ(t),

avec ϑ(t) :=
∑

p⩽t logp. En intégrant par partie et en utilisant

ϑ(t) = t+ R(t),

avec R(t) ≪ t/ log t, on obtient, pour u suffisamment grand,

∑

p⩽y

(logp)2

pα
=
y1−α logy

(1 −α)

{
1 +O

 1
(1 −α) logy

}
+O(1)

⩾
y1−α logy

(1 −α)


1 +O

 1
ξκ(u)


+O(1) ≫ u(logy)2

κ
,

où lŠon a utilisé la formule asymptotique (2.16) pour α et le fait que ξκ(u) ≍ logu pour
u assez grand. Ainsi

V ≫ τ2u

κ
(logy)2.

Par ailleurs, pour u⩽ u0, y ⩾ y0, on a α⩽ 1 et

∑

p⩽y

(logp)2

pα
⩾
∑

p⩽y

(logp)2

p
≫ (logy)2

⩾
u

u0
(logy)2.

En reportant dans (4.29), on en déduit (4.26).
Nous ne détaillons pas ici la preuve de (4.27), identique à celle de [TW03]. En effet,

un examen de cette preuve montre quŠelle ne fait pas intervenir les paramètres B et V
introduits à la DéĄnition 4.1.

Établissons à présent une version uniforme en B et V de la majoration contenue
dans lŠestimation [TW03, (3.24)].

Lemme 4.9. Soient C > 0, ε > 0, κ > 0, b ∈]0,1/2], B,V ⩾ 1, R ∈ R(b,κ,B,V). On a
uniformément pour B,V ⩾ 1, f ∈ M∗

κ, (x,y) ∈ J∗
ε (R),

(4.31)
xαF (α,y)√
u logy

≪ xϱκ(u)(logy)κ−1
e
cV .

Démonstration. Nous suivons la preuve de [TW03, (3.24)]. On a

F (α,y) = exp
∑

p⩽y

f(p)
ps


≍ ζ(α,y)κ exp

∑

p⩽y

f(p) −κ

pα

 (
(x,y) ∈ J∗

ε (R)
)
.
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Une sommation dŠAbel analogue à celle effectuée en (4.30) et nos hypothèses impliquent

∑

p⩽y

f(p) −κ

pα
=
∫ y

3/2

dQ(t)
tα log t

≪ V.

Ainsi,

xαF (α,y) ≪ xe−uξκ(u)+cVζ(α,y)κ ≍ xe−uξκ(u)+cV(logy)κϱ̂
(

− ξκ(u)
)κ
,

où la dernière estimation provient de [Ten22, III.(5.68)]. En utilisant lŠestimation [TW03,
(3.25)]

(4.32) ϱκ(u) ≍ e−uξκ(u)ϱ̂
(

− ξκ(u)
)κ

√
u

(u⩾ 1),

on obtient bien (4.31).

Établissons à présent une version uniforme en B,V ⩾ 1 de [TW03, lemme 3.7] qui
fournit une majoration de Ψf (x,y) du bon ordre de grandeur.

Lemme 4.10. Soient C > 0, ε > 0, κ > 0, b ∈]0,1/2], B,V ⩾ 1 et R ∈ R(b,κ,B,V). On a
uniformément pour B,V ⩾ 1, f ∈ M∗

κ, y ⩾ 2, 2 ⩽ x⩽ Y ∗
ε ,

(4.33) Ψf (x,y) ≪ BecVxϱκ(u)(logy)κ−1.

Démonstration. Il suffit de montrer que

(4.34) Ψf

3x
2
,y


−Ψf

x
2
,y

⩽ BecVxϱκ(u)(logy)κ−1.

En effet, on peut déduire (4.33) de (4.34) en exprimant [1,x] comme une réunion
dŠintervalles dyadiques.

Nous avons, dŠaprès [TW03, p.140],

(4.35) Ψf

3x
2
,y


−Ψf

x
2
,y


≪
∫ 2

−2
F (s,y)xs


1 − ♣τ ♣

2


dτ (s= α+ iτ),

où la constante implicite est absolue.
En appliquant (4.26), on obtient tout dŠabord

(4.36)
∫ π/ logy

−π/ logy
F (s,y)xs(1 − 1

2 ♣τ ♣
)
dτ ≪ xαF (α,y)ecV√

u logy
.

On estime ensuite la contribution de lŠintervalle π/ logy ⩽ τ ⩽ 2. Par symétrie, cela
fournira également la contribution de lŠintervalle −2 ⩽ τ ⩽ −π/ logy.

Rappelons la notation Rb(y) en 4.13. Dans la preuve de [TW03, lemme 3.7], les
auteurs établissent la majoration

F ′(s,y)
F (s,y)

≪ y1−α − 1
τ

+Rb(y) +
u logy
R(yb)

.

Un examen de la preuve montre que la constante implicite ne dépend ni de B ni de V.
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En conséquence, on a

(4.37)
F ′(s,y)
F (s,y)

≪ (logx)K(x,y;τ),

avec

K(x,y;τ) :=
ξκ(u)
τ logy

+
Rb(y)
u logy

+
1

R(yb)
(π/ logy ⩽ τ ⩽ 2).

Une intégration par parties et la majoration (4.37) fournissent

∫ 2

π/ logy
F (s,y)xs(1 − 1

2τ
)
dτ =

[
F (s,y)

xs(1 − τ/2)
iu logy

]2
π/ logy

+O

xα
∫ 2

π/ logy
♣F (s,y)♣K(x,y;τ)dτ


.

Ainsi, dŠaprès (4.27), on a

∫ 2

π/ logy
F (s,y)xs(1 − 1

2τ
)
dτ ≪ xα

e
cVF (α,y)

{e−c0π2u

u logy
+

M√
H(u)

}
,

avec

H(u) := e
u/ log2(u+1) (u⩾ 1),

M :=
∫ 2

π/ logy

K(x,y;τ)
(τ logy)κ

dτ ≪ ξκ(u)
logy

+
(log2 y)δκ1Rb(y)
(logy)min(κ,1)+1

.

La première inégalité de (4.5) entraîne

(log2 y)δκ1Rb(y)
(logy)min(κ,1)+1

≪ B
logy

et donc la majoration

M ≪ ξκ(u)
logy

+
B

logy
.

Finalement, on obtient

(4.38)

∫ 2

π/ logy
F (s,y)xs(1 − 1

2τ
)
dτ ≪ xαecVF (α,y)

logy

 ξκ(u)√
H(u)

+
B√
H(u)



≪ BecVxαF (α,y)√
u logy

.

Compte tenu de 4.36 et 4.38, on obtient bien (4.34).

Lemme 4.11. Soient C > 0, ε > 0, κ > 0, b ∈]0,1/2], B,V ⩾ 1, R ∈ R(b,κ,B,V). On a
uniformément pour B,V ⩾ 1, (x,y) ∈ J∗

ε (R), f ∈ M∗
κ(C;R), 1 ⩽ t⩽ x, α= ακ(x,y),

(4.39) Ψf (tx,y) ≪ BecV tαxϱκ(u)(logy)κ−1.

Démonstration. La démonstration est en tout point similaire à celle de [TW03, lemme
3.8]. On peut supposer y assez grand et ε < 1. Sous ces conditions on a (tx,y) ∈ J∗

ε/2(x,y).
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Posons v := (log t)/ logy. Par (4.33), on a

(4.40) Ψf (tx,y) ≪ BecV txϱκ(u+ v)(logy)κ−1.

La majoration

(4.41) ϱκ(u+ v) ≪ ϱκ(u)tα−1,

établie dans la démonstration de [TW03, lemme 3.8], entraîne directement 4.39.

Nous sommes maintenant en mesure dŠétablir une version effective de [TW03, prop.
4.1].

Lemme 4.12. Soient C > 0, ε > 0, κ > 0, b ∈]0,1/2], B,V ⩾ 1, R ∈ R(b,κ,B,V), on a
uniformément pour B,V ⩾ 1, (x,y) ∈ J∗

ε (R), f ∈ M∗
κ(C;R),

(4.42) Ψf (x,y) =
κx

logx

∑

x/y<m⩽x
P (m)⩽y

f(m)
m

+O
(
BecVxϱκ(u)(logy)κ−1E1(x,y)

)
,

où E1(x,y) est déĄni en (4.24).

Démonstration. On utilise lŠidentité

(4.43) Ψf (x,y) =
1

logx

∑

n∈S(x,y)

f(n) logn+
1

logx

∫ x

1

Ψf (t,y)
t

dt,

qui découle dŠune sommation dŠAbel.
Les majorations (4.33) et (2.22) entraînent une version effective de [TW03, (4.3)] :

on a, pour y ⩾ 2, 2 ⩽ x⩽ Y ∗
ε et f ∈ M∗

κ,

∫ x

1

Ψf (t,y)
t

dt≪
∫ y

1
(log2t)κ−1 +xBecV(logy)κ

∫ u−1

0
ϱκ(u− v)y−v

dv(4.44)

≪ y(logy)κ−1 +xBecV(logy)κϱκ(u)
∫ u

0
e

vξκ(u)y−v
dv

≪ BecVx(logy)κ−1ϱκ(u).

Pour évaluer
∑

n∈S(x,y) f(n) logn, nous utilisons la formule suivante établie dans la
démonstration de [TW03, prop. 4.1] : on a

(4.45)
∑

n∈S(x,y)

f(n) logn=
∑

mp∈S(x,y)

f(m)f(p) logp+O(S),

avec

S :=
∑

mpν∈S(x,y)
ν⩾2

f(m)
f(p)ν

ν!
logpν .

La constante implicite dans (4.45) est absolue. Suivant toujours la démonstration de
[TW03, prop. 4.1], nous allons établir la majoration

(4.46) S ≪ BecVxuϱκ(u)(logy)max(κ−1,0).
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Compte-tenu de (4.43), (4.45) et de (4.44), cela fournira :

(4.47) Ψf (x,y) =
1

logx

∑

mp∈S(x,y)

f(m)f(p) logp+O


BecV xϱκ(u)(logy)κ−1

(logy)min(κ,1)


,

soit une version uniforme en B et V de [TW03, (4.6)]. On a

S ⩽
∑

p⩽y,ν⩾2
pν⩽x

f(p)ν logpν

pνν!
Ψf

 x
pν
,y

.

Dans le cas κ⩾ 1, nous avons la majoration (cf. [TW03, p. 146])

S ≪ xϱκ(u)(logy)κ−1
∑

p⩽y

f(p)2 logp
p2α

,

qui est uniforme en B et V. En utilisant (4.21) et la majoration (cf. [TW03, (3.3)])

(4.48) uξκ(u) ≪R(yb) (x,y) ∈ J∗
ε (R),

nous obtenons
S ≪ BecVxuϱκ(u)(logy)κ−1,

soit (4.46) dans le cas κ⩾ 1. Dans le cas 0< κ < 1, il est remarqué dans [TW03] que

S ≪ BecVxuϱκ(u)(logy)κ−1 +O(S∗)

avec

S∗ := x
∑

p⩽y,ν⩾2
x/

√
y<pν⩽x

f(pν) logpν

pνν!

{
log

2x
pν

}κ−1
.

La majoration

S∗ ≪ ue−uξκ(u)x
∑

p⩽y

f(p)2 logp
p2α

,

où la constante implicite ne dépend ni de B ni de V , est établie dans [TW03]. En utilisant
(4.21), (4.48) et (4.32), nous obtenons bien (4.46) dans le cas 0< κ < 1.

Évaluons à présent la somme double Ągurant au second membre de (4.47). Dans
[TW03, p. 147-148], Tenenbaum et Wu obtiennent la formule

(4.49)
∑

mp∈S(x,y)

f(m)f(p) logp= U1 +U2,

avec

U1 =
∑

p⩽y

f(p) logp
 ∑

m∈S(x/y,y)

f(m),

U2 = κx
∑

x/y<m⩽x/2
P (m)⩽y

f(m)
m

+U3,
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avec

(4.50) U3 ≪
∑

x/y<m⩽x/2
P (m)⩽y

xf(m)
mR(x/m)

,

où la constante implicite dans 4.50 ne dépend ni de B ni de V . Par (4.9), (4.33) et (2.22),
on a, lorsque x⩾ y2,

U1 ≪ BecVxϱκ(u− 1)(logy)κ−1 +xBecVϱκ(u)uξκ(u)(logy)κ−1,

tandis que U1 ≪ x si y ⩽ x⩽ y2. On a donc dans tous les cas

(4.51) U1 ≪ BecV

xϱκ(u)ξκ(u)u(logy)κ−1 +xϱκ(u)(logy)max(κ−1,0)


.

La majoration suivante est alors établie en [TW03, (4.10)]

U3 ≪ yΨf (x/y,y)
R(y)

+Ψf (x,y) +
∫ y

2

Ψf (x/t,y)
R(t)

dt,

et là encore, on peut observer que la constante implicite ne dépend ni de B ni de V.
Sous nos hypothèses, on en déduit

(4.52) U3 ≪ BecVx(logy)κ−1ϱκ(u)

Rb(y) +

u logy
R(yb)


.

En reportant (4.49), (4.51) et (4.52) dans (4.47), on obtient (4.42).

Preuve de la Proposition 4.7.
Nous utilisons [TW03, prop. 4.4] : étant donnés C > 0, ε > 0, κ > 0, b ∈]0,1/2],

R ∈ R(b,κ,B,V), on a uniformément pour 2 ⩽ y ⩽ x⩽ Y ∗
ε , f ∈ M∗

κ(C;R),

(4.53) ψ̃f (x,y) :=
∑

n>x
P (n)⩽y

f(n)
n

= F (1,y)λκ(u)¶1 +O(E∗
κ(x,y))♢,

où E∗
κ(x,y) est déĄni en (4.25) et

λκ(u) := e
−γκ

∫ ∞

u
ϱκ(v)dv.

Un examen de la preuve de [TW03, prop. 4.4] montre que la constante implicite dans
(4.53) ne dépend ni de B ni de V. LŠestimation (4.42) sŠécrit

Ψf (x,y) =
κx

logx


ψ̃f

x
y
,y


− ψ̃f (x,y)


+O
(
BecVxϱκ(u)(logy)κ−1E1(x,y)

)
.

En y injectant (4.53) et la majoration E∗
κ(x/y,y) ≪ E∗

κ(x,y), on obtient

Ψf (x,y) =
κx

logx
F (1,y)

(
λκ(u− 1) −λκ(u)

)
¶1 +O(E∗

κ(x,y))♢

+O
(
BecVxϱκ(u)(logy)κ−1E1(x,y)

)
.
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Nous disposons (cf. [TW03, p. 160]) de lŠidentité

(4.54) κ¶λκ(u− 1) −λκ(u)♢ = e
−γκuϱκ(u) (u⩾ 1)

ainsi que de lŠestimation

(4.55)
λκ(u− 1)
uϱκ(u)

≪ 1 (u⩾ 1).

En insérant (4.54) et (4.55) dans (4.53), on obtient bien (4.23).

4.2.3 Preuve du Théorème 4.3

Le but est à présent dŠétendre le résultat de la Proposition 4.7 à M(A,C,η;R).
Soit f ∈ M(A,C,η;R). Posons

g(pν) :=
∑

j+k=ν

(−1)jf(pk)f(p)j/j! (p⩾ 2,ν ⩾ 1).

On peut écrire f = f∗ ∗ g, avec f∗ ∈ M∗
κ(C;R) et on peut vériĄer que g(p) = 0 pour

tout nombre p premier. On a alors

(4.56) Ψf (x,y) =
∑

m∈S(x,y)

g(m)Ψf∗(x/m,y).

Pour établir (4.14), nous allons insérer la formule (4.23) dans (4.56). Pour mener à bien
ce calcul, nous commençons par estimer les sommes

∑

p⩽y

∑

ν⩾1

♣g(pν)♣(logpν)j

pνα
(j ∈ ¶0,1♢,(x,y) ∈ J∗

ε (R)),

avec α := ακ(x,y) = 1 − ξκ(u)/ logy. Suivant la démonstration de [TW03, p.161], pour
j ∈ ¶0,1♢, on a la majoration uniforme en B et V :

(4.57)
∑

p⩽y

∑

ν⩾1

♣g(pν)♣(logpν)j

pνα
≪ 1 +

∑

p⩽y

f(p)2(logp)j

p2α

(
(x,y) ∈ J∗

ε (R)
)
.

En utilisant (4.21) pour majorer le deuxième terme du second membre de (4.57), on
obtient

∑

p⩽y
ν⩾1

♣g(pν)♣
pνα

≪ V +
u2ξκ(u)
R(yb) logy

(
(x,y) ∈ J∗

ε (R)
)
,(4.58)

∑

p⩽y
ν⩾1

♣g(pν)♣ logpν

pνα
≪ V +

u2ξκ(u)
R(yb)

(
(x,y) ∈ J∗

ε (R)
)
.(4.59)

Or, le lemme 4.4 fournit lŠestimation

(4.60)
u2ξκ(u)2

R(yb) logy
≪ 1

(
(x,y) ∈ Jε(R)

)
.
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Nous avons donc

(4.61)
∑

p⩽y
ν⩾1

♣g(pν)♣
pνα

≪ V
(
(x,y) ∈ Jε(R)

)
.

Il résulte de (4.61) et de la multiplicativité de g que

(4.62)
∑

P (m)⩽y

♣g(m)♣
mα

≪ e
cV (

(x,y) ∈ Jε(R)
)
.

On déduit ensuite de (4.59) et (4.62) que

∑

P (m)⩽y

♣g(m)♣ logm
mα

⩽
∑

P (m)⩽y

♣g(m)♣
mα

∑

p⩽y
ν⩾1

♣g(pν)♣ logpν

pνα
(4.63)

≪ e
cV

1 +

u2ξκ(u)
R(yb)

 (
(x,y) ∈ Jε(R)

)
.

Nous sommes maintenant en mesure dŠachever la démonstration du Théorème 4.3.
Posons

z := y1/2ξκ(u), F ∗(1,y) :=
∑

P (n)⩽y

f∗(n)/n

et rappelons la notation ut = (log t)/ logy. Observons également que les quantités E1(x,y)
et E∗

κ(x,y) sont des fonctions croissantes de x. En insérant (4.23) dans (4.56) nous
obtenons

(4.64) Ψf (x,y) = xe−γκF
∗(1,y)
logy

∑

m⩽z

g(m)ϱκ(u−um)
m

+V1 +V2 +O

V ∗

1 +V ∗
2


,

avec

V1 = xe−γκF
∗(1,y)
logy

∑

z⩽m⩽x/
√

y
P (m)⩽y

g(m)ϱκ(u−um)
m

,

V2 = xe−γκF
∗(1,y)
logy

∑

x/
√

y<m⩽x
P (m)⩽y

g(m)ϱκ(u−um)
m

,

V ∗
1 = x(logy)κ−1


E∗

κ(x,y) + BecVE1(x,y)
 ∑

m⩽x/
√

y
P (m)⩽y

♣g(m)♣ϱκ(u−um)
m

,

V ∗
2 = x(logy)κ−1


E∗

κ(x,y) + BecVE1(x,y)
 ∑

x/
√

y⩽m⩽x/
√

y
P (m)⩽y

♣g(m)♣ϱκ(u−um)
m

.

DŠaprès (2.22), on a pour m⩽
√
x/y,

(4.65) ϱκ(u−um) ≪ eumξκ(u)ϱκ(u).
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On a donc dŠaprès (4.63),

V1 ≪ xϱκ(u)(logy)κ−1
∑

P (m)⩽y

♣g(m)♣ logm
mα logz

≪ e
cVxϱκ(u)(logy)κ−1

{ξκ(u)
logy

+
u2ξκ(u)2

R(yb) logy

}
.

La même majoration est valable pour V2 si κ⩾ 1. Dans le cas contraire, on a

V2 ≪ xαy(1−α)/2
∑

P (m)⩽y

♣g(m)♣ logm
mα logx

≪ xe−(u−1/2)ξκ(u)

u logy

∑

P (m)⩽y

♣g(m)♣ logm
mα

.

En appliquant (2.22) à v = u− 1/2, on obtient

e
−(u−1/2)ξκ(u) ≪ ϱκ(u).

Cela fournit, dŠaprès (4.63) et le lemme 4.4,

V2 ≪ e
cV
{

1 +
u2ξκ(u)
R(yb)

}xe−(u−1/2)ξκ(u)

u logy
≪ e

cV xϱκ(u)
logy

.

Finalement

V1 +V2 ≪ e
cVxϱκ(u)(logy)κ−1

{ξκ(u)
logy

+
1

(logy)κ
+

u2ξκ(u)2

R(yb) logy

} (
(x,y) ∈ Jε(R)

)
.

En utilisant à nouveau (4.65) puis (4.62), on a

V ∗
1 ≪ xϱκ(u)(logy)κ−1


E∗

κ(x,y) + BecVE1(x,y)
 ∑

P (m⩽y

♣g(m)♣eumξκ(u)

m

≪ e
cVxϱκ(u)(logy)κ−1


E∗

κ(x,y) + BE1(x,y)

.

La même majoration est valable pour V ∗
2 si κ⩾ 1. Dans le cas contraire, on observe que

V ∗
2 ≪


E∗

κ(x,y) + BecVE1(x,y)

V2

≪ e
cV

E∗

κ(x,y) + BE1(x,y)
xϱκ(u)

logy
.

On a donc dans tous les cas

V ∗
1 +V ∗

2 ≪ e
cV

E∗

κ(x,y) + BE1(x,y)

xϱκ(u)(logy)κ−1.

Finalement

(4.66) Ψf (x,y) = xe−γκF
∗(1,y)
logy

∑

m⩽z

g(m)ϱκ(u−um)
m

+O(W )
(
(x,y) ∈ Jε(R)

)
,
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avec

W := xϱκ(u)(logy)κ−1
e
cV

E∗

κ(x,y) + BE1(x,y) +
ξκ(u)
logy

+
1

(logy)κ
+

u2ξκ(u)2

R(yb) logy



≪ xϱκ(u)(logy)κ−1
e
cV

E∗

κ(x,y) + BE1(x,y) +
ξκ(u)δ(κ)

(logy)min(1,κ)
+

u2ξκ(u)2

R(yb) logy


.

Le terme principal de (4.66) se traite de la même manière que dans [TW03, p.163,
l.1-3]. De lŠestimation ϱ′

κ(u−w) ≍ ϱκ(u) log(u+1) pour tout w ∈
[
0,1/

(
2ξκ(u)

)]
, on tire

ϱκ(u− v) = ϱκ(u)
{
1 +O

(
v log(u+ 1)

)} (
0 ⩽ v ⩽ 1/¶2ξκ(u)♢

)
.

Ainsi,

∑

m⩽z

g(m)ϱκ(u−um)
m

= ϱκ(u)
∑

m⩽z

g(m)
m

+O
ϱκ(u)ξκ(u)

logy

∑

m⩽z

♣g(m)♣ logm
m



= ϱκ(u)
{∏

p⩽y

∑

ν⩾0

g(pν)
pν

+O
 ∑

P (m)⩽y

♣g(m)♣ logm
m logz

}

= ϱκ(u)
{∏

p⩽y

∑

ν⩾0

g(pν)
pν

+O
ecVξκ(u)

logy
+

ecVu2ξκ(u)2

R(yb;d) logy

}
.

Nous obtenons Ąnalement (4.14) en remarquant que

F ∗(1,y)
∏

p⩽y

∑

ν⩾0

g(pν)
pν

= F (1,y)

et que dŠaprès [TW03, (2.7)], on a uniformément pour (x,y) ∈ Jε(R),

F (1,y) = e
γκCκ(f)(logy)κ

{
1 +O

 1
R(yb)

}
.

Supposons pour Ąnir que la suite ¶f(p)♢p∈P est bornée et établissons le point (ii) du
Théorème 4.3. Dans ce cas, la somme du membre de droite de (4.57) est ≪ 1 dans le
domaine J∗

ε (R), uniformément en B et V dŠaprès (4.22). Cela implique que le terme de
gauche de (4.61) est ≪ 1 et par suite les membres de gauche de (4.62) et (4.63) sont
également ≪ 1, toujours uniformément en B et V . On obtient ainsi les majorations pour
(x,y) ∈ J∗

ε (R),

V1 +V2 ≪ xϱκ(u)(logy)κ−1
{ξκ(u)

logy
+

1
(logy)κ

}
,

V ∗
1 +V ∗

2 ≪

E∗

κ(x,y) + BecVE1(x,y)

xϱκ(u)(logy)κ−1.

Donc, le terme dŠerreur de (4.66) devient, dans le cas où la suite ¶f(p)♢p⩾2 est bornée,

W := xϱκ(u)(logy)κ−1

E∗

κ(x,y) + BecVE1(x,y) +
ξκ(u)δ(κ)

(logy)min(1,κ)


.

Cela achève la preuve du Théorème 4.3.



Chapitre5
Minoration de S(x,y) dans Hε

Dans toute cette partie, nous Ąxons ε > 0 et convenons que les constantes implicites
peuvent dépendre de ε. Rappelons la déĄnition

Hε :=
{

(x,y) : x⩾ 3, exp

(log2x)5/3+ε


⩽ y ⩽ x

}
,

qui correspond au domaine de validité de la formule de Hildebrand (1.11). Rappelons
également la notation

r(v) :=
ϱ2(v)√
vϱ(v)

(v ⩾ 1).

Dans ce chapitre, nous démontrons la minoration du point (i) du Théorème 1.1, soit
la proposition suivante.

Proposition 5.1. Pour tout ε > 0 et (x,y) ∈Hε, nous avons

(5.1) S(x,y) ≫ε log2 y+ r(u).

La Proposition 5.1 résultera de minorations de S(x,y) dans les deux sous-domaines
suivants :

(5.2) D1 :=Hε et D2 := ¶x⩾ y > x1/(2 log
3

x)♢.

La démonstration se déroulera donc en deux temps.
Tout dŠabord, en employant un argument probabiliste élémentaire, nous nous rame-

nons à lŠestimation simple de la moyenne dŠune fonction multiplicative sur les entiers
friables. Une application directe dŠun résultat de [TW03] permet alors dŠobtenir une
première minoration valable dans Hε, triviale lorsque u est borné.
Dans un deuxième temps, nous évaluons S(x,y) dans le domaine D2 en nous ramenant
à lŠestimation dŠune fonction multiplicative sur les entiers friables dépendant dŠun
paramètre quŠil nous faut contrôler. Nous appliquons alors la version effective établie au
chapitre 4 de [TW03, th. 2.1].

5.1 Minoration de S(x,y) dans le domaine D1

LŠobjet de cette section est dŠétablir la proposition suivante.

48
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Proposition 5.2. Soit ε > 0. On a uniformément pour (x,y) ∈Hε,

S(x,y) ≫ r(u).

Remarque 5.3. Lorsque u est borné, cette minoration est triviale.

Remarque 5.4. Pour a ⩾ 1/ log2 et exp¶(log2x)5/3+ε♢ ⩽ y ⩽ x1/(a log
3

x), nous avons,
compte-tenu de (2.26), r(u) ≫ log2 y. Dans ce sous-domaine, la Proposition 5.2 implique
donc la Proposition 5.1.

Pour chaque entier naturel n⩾ 1, introduisons la variable aléatoire Dn déĄnie par

P(Dn = logd) =
1

τ(n)
(d ♣ n),

où τ désigne la fonction ń nombre de diviseurs ż, déĄnie par

τ(n) :=
∑

d♣n
1.

Nous avons
E(Dn) =

1
τ(n)

∑

d♣n
logd= 1

2 logn,

puisque
∏

d♣n d
2 = nτ(n). Ainsi, compte tenu de [Ten87, (8)],

(5.3) σ2
n := V(Dn) =

1
τ(n)

∑

d♣n

(
logd− 1

2 logn
)2 = 1

12

∑

pν ♣♣n
ν(ν+ 2)(logp)2.

Proposition 5.5. Pour x⩾ y ⩾ 2, on a

(5.4) ∆(n) ⩾
3τ(n)

16σn + 4
.

Démonstration. Dans un premier temps, remarquons que lŠinégalité de Bienaymé-
Tchébychev appliquée à Dn fournit, pour tout nombre réel T>0, la majoration

1
τ(n)

∑

d♣n
♣ logd− 1

2
logn♣⩾T/2

1 ⩽
4

τ(n)T 2

∑

d♣n

(
logd− 1

2 logn
)2 =

4σ2
n

T 2
.

En posant T = 4σn, il suit

1
τ(n)

∑

d♣n
♣ logd− 1

2
logn♣⩾T/2

1 ⩽
1
4 ,

et donc

(5.5)
∑

d♣n
♣ logd− 1

2
logn♣<T/2

1 ⩾
3
4τ(n).
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LŠintervalle I :=]1
2 logn−T/2, 1

2 logn+T/2[ contient donc au moins 3
4τ(n) logd valeurs

de logd (d ♣ n) alors quŠil contient au plus ⌊T ⌋ + 1 intervalles de longueur 1. DŠaprès le
principe des tiroirs, lŠun au moins de ces intervalles contient au moins

3τ(n)
4(⌊T ⌋ + 1)

⩾
3τ(n)

4(T + 1)

diviseurs. Cela implique

∆(n) ⩾
3τ(n)

4(T + 1)
=

3τ(n)
16σn + 4

(n⩾ 1).

La Proposition 5.5 permet de minorer
∑

n∈S(x,y)∆(n) par la somme friable dŠune
fonction multiplicative.

Proposition 5.6. Uniformément pour x⩾ y ⩾ 2, nous avons

∑

n∈S(x,y)

∆(n) ≫ 1√
logy log(2x)

∑

n∈S(x,y)

τ(n)µ(n)2.

Démonstration. Pour tout entier n ∈ S(x,y) sans facteur carré, dŠaprès (5.3), on a

σ2
n = 3

12

∑

p♣n
(logp)2

⩽
1
4(logy)

∑

p♣n
logp= 1

4(logy)(logn).

Donc on a dŠaprès (5.4),

∑

n∈S(x,y)

∆(n) ⩾
∑

n∈S(x,y)

∆(n)µ(n)2 ≫ 1√
logy

∑

n∈S(x,y)

τ(n)µ(n)2

√
log(2n)

≫ 1√
logy log(2x)

∑

n∈S(x,y)

τ(n)µ(n)2,

ce qui implique bien lŠestimation annoncée.

Nous avons donc réduit la preuve de la Proposition 5.2 à lŠestimation de la quantité

(5.6)
∑

n∈S(x,y)

τ(n)µ(n)2.

Pour minorer (5.6), on utilise un corollaire du théorème principal de [TW03]. Étant
donnés ε > 0 et y ⩾ 2, rappelons la notation

Lε(y) := exp¶(logy)3/5−ε♢,

la déĄnition de Cκ(f) en (4.10) et celle de Mκ(A,C,η;Lε/2) en (4.8) et (4.9).

Théorème 5.7 ([TW03], cor. 2.3). Soient A, C, ε, η, κ, des nombres positifs tels que
η < 1

2 . Alors, on a

Ψf (x,y) = Cκ(f)xϱκ(u)(logy)κ−1
{

1 +O
 log(u+ 1)

logy
+

1
(logy)κ

}
,
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uniformément pour f ∈ Mκ(A,C,η;Lε/2) et (x,y) ∈Hε.

Appliquons le Théorème 5.7 avec f(n) := τ(n)µ(n)2. À cette Ąn, vériĄons que pour
tout ε > 0, il existe K(ε) > 0 et A > 0 tels que f ∈ M2

(
A,K(ε),η;Lε/2

)
. Comme

f(pν) = 0 pour tout entier ν ⩾ 2, la condition (4.8) est trivialement vériĄée. On a
∣∣∣
∑

p⩽z

f(p) logp− 2z
∣∣∣= 2♣ϑ(z) − z♣,

avec la notation usuelle
ϑ(z) :=

∑

p⩽z

logp (z ⩾ 2).

On a, classiquement, pour tout ε > 0,

(5.7) ♣ϑ(z) − z♣ ⩽K(ε)z exp
(

− (logz)3/5−ε/2) (z ⩾ 2).

Donc la condition (4.9) est vériĄée et f ∈ M2(A,K(ε),η;Lε/2), pour tout A > 0. On
obtient, pour (x,y) ∈Hε :

∑

n∈S(x,y)

τ(n)µ(n)2 = C2(f)xϱ2(u) logy
{

1 +O
 log(u+ 1)

logy

}
.

La quantité log(u+ 1)/ logy tend vers 0 dans Hε, comme noté en (2.6). On a ensuite

C2(f) =
∏

p


1 − 1

p

2∑

ν⩾0

f(pν)
pν

=
∏

p


1 − 1

p

2∑

ν⩾0

τ(pν)µ(pν)2

pν

=
∏

p


1 − 1

p

2
1 +

2
p


=
∏

p


1 − 3

p2
+

2
p3


=
∏

p


1 +O

 1
p2


.

Ce produit inĄni est donc absolument convergent. De plus, C2(f)> 0 puisque tous ses
facteurs sont non nuls. On a donc

(5.8)
∑

n∈S(x,y)

τ(n)µ(n)2 ≫ xϱ2(u) logy ((x,y) ∈Hε).

On obtient, pour (x,y) ∈Hε,

∑

n∈S(x,y)

∆(n) ≫ 1√
(logy) log(2x)

∑

n∈S(x,y)

τ(n)µ(n)2 ≫ xϱ2(u)
√

logy√
logx

=
xϱ2(u)√

u
·

Il reste à comparer la minoration obtenue à Ψ(x,y). On utilise pour cela la formule
de Hildebrand (2.5), valable pour tout ε > 0 uniformément dans le domaine Hε. Elle
fournit la minoration

xϱ2(u)√
u

≫ε Ψ(x,y)
ϱ2(u)√
uϱ(u)

((x,y) ∈Hε).
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On obtient donc, pour (x,y) ∈Hε,

S(x,y) =
1

Ψ(x,y)

∑

n∈S(x,y)

∆(n) ≫ε
ϱ2(u)√
uϱ(u)

= r(u).

Cela conclut la preuve de la Proposition 5.2.

5.2 Minoration de S(x,y) dans le domaine D2

Rappelons les déĄnitions

D1 :=Hε, D2 := ¶x⩾ y > x1/(2 log
3

x)♢,

et celle de r en (2.23). Nous nous proposons ici de démontrer le résultat suivant.

Proposition 5.8. On a, uniformément pour (x,y) ∈ D2,

(5.9) S(x,y) ≫ log2 y+ r(u).

On remarque que si a⩾ 1/ log2, nous avons u⩾ (log3x)/ log2 dans le domaine

exp¶(log2x)5/3+ε♢ ⩽ y ⩽ x1/(a log
3

x),

et donc, en vertu de (2.26),
r(u) ≫ log2 y.

Comme expliqué à la remarque 5.4, cela établit bien (5.1).
Commençons par établir une première minoration de

∑
n∈S(x,y)∆(n) en partant de

lŠinégalité (2.28).
Posons

Td(x,y) :=
∑

(d,d′)=1,P (d′)⩽y
d′⩽x

2−Ω(d′) =
∑

P (d′)⩽y
d′⩽x

gd(d′),

avec

(5.10) gd(d′) =

{
2−Ω(d′) si (d,d′) = 1,
0 sinon,

de sorte que

(5.11) C1/2(gd) =
∏

p

(1 − 1/p)1/2

1 − 1/2p

∏

p♣d


1 − 1

2p


= C1/2(g1)

∏

p♣d


1 − 1

2p


.

On observe en particulier que

(5.12) C1/2

(
gd
)

≍
φ(d)

d

1/2
,

où φ désigne la fonction indicatrice dŠEuler.
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Lemme 5.9. Pour 2 ⩽ y ⩽ x, on a

(5.13)
∑

n∈S(x,y)

∆(n) ≫
∑

d⩽
√

x
P (d)⩽y

2−Ω(d)
Ψ

 x
d2
,y
(
Td(2d,y) −Td(d,y)

)
.

Démonstration. On déduit directement de (2.28) que

∆(n) ⩾
1

2τ(n)

∑

dd′♣n
♣ log(d/d′)♣⩽1

1 ⩾
1

τ(n)

∑

d,d′♣n
d′<d⩽2d′

1.

Or on a
∑

d,d′♣n
d′<d⩽2d′

1 =
∑

k♣n

∑

d,d′♣n
d<d′⩽2d

(d,d′)=k

1 =
∑

dd′♣n
d<d′⩽2d

(d,d′)=1

∑

k♣(n/dd′)

1 =
∑

dd′♣n
d<d′⩽2d

(d,d′)=1

τ
 n

dd′


.

Pour a,b⩾ 1, on a τ(ab) ⩽ τ(a)2Ω(b).
Spécialisant a= n/dd′, b= dd′, il vient τ(n/dd′) ⩾ τ(n)/2Ω(dd′). DŠoù

∆(n) ≫
∑

dd′♣n
d<d′⩽2d

(d,d′)=1

2−Ω(dd′).

Nous avons donc
∑

n∈S(x,y)

∆(n) ≫
∑

n∈S(x,y)

∑

dd′♣n
d<d′⩽2d

(d,d′)=1

2−Ω(dd′) =
∑

(d,d′)=1,P (dd′)⩽y
d<d′⩽2d⩽2

√
x

2−Ω(dd′)
Ψ

 x

dd′ ,y

.

La fonction n 7→ Ω(n) est complètement additive, donc n 7→ 2−Ω(n) est complètement
multiplicative. On a par conséquent

∑

n∈S(x,y)

∆(n) ≫
∑

d⩽
√

x
P (d)⩽y

2−Ω(d)
∑

(d,d′)=1,P (d′)⩽y
d<d′⩽2d

2−Ω(d′)
Ψ

 x

dd′ ,y


≫
∑

d⩽
√

x
P (d)⩽y

2−Ω(d)
Ψ

 x
d2
,y
 ∑

(d,d′)=1,P (d′)⩽y
d<d′⩽2d

2−Ω(d′).

Comme on a ∑

(d,d′)=1,P (d′)⩽y
d<d′⩽2d

2−Ω(d′) = Td(2d,y) −Td(d,y),

nous obtenons bien (5.13).

Pour estimer Td(2d,y) −Td(d,y), nous allons utiliser le Théorème 4.3.
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Dans la suite nous posons, pour d > 3 et z > 1,

Kd := e
−

√
log

2
d,

R(z;d) = 2 +Kde

√
logz,(5.14)

Rappelons la déĄnition de la classe R(b,κ,B,V) en 4.1.

Lemme 5.10. Soit d⩾ 16 un nombre entier. Pour

B = Bd :=
√

log2 d, V = Vd := 5 + log3 d, κ= 1/2, b= 1/10,

la fonction R = R(·;d) déĄnie en (5.14) appartient à R(b,κ,B,V). Les constantes
implicites dans (4.3) et (4.6) ne dépendent pas de d.

Démonstration. VériĄons que la fonction R satisfait bien les hypothèses de la DéĄnition
4.1. On a

φR(v) := logR(ev;d) = log

2 +Kde

√
v

, φ′

R(v) =
Kde

√
v

2
√
v(2 +Kde

√
v)
.

La fonction w 7→ w/(2 +w) est croissante pour w ⩾ 0. On peut donc écrire

1
2φ

′
R(1

2v) =
Kde

√
v/2

4
√
v/2(2 +Kde

√
v/2)

⩽
Kde

√
v

4
√
v/2(2 +Kde

√
v)

=
φ′

R(v)√
2
.

La condition (i) de la DéĄnition 4.1 est donc bien réalisée puisque (4.7) est réalisée du
fait que 2−1/2 ⩽ (1 − b)2.

On a

∫ (logd)1/b

3/2

dv

vR(vb;d) logv
=
∫ (logd)1/b

3/2

dv

v
(
2 +Kd exp(

√
b logv)

)
logv

⩽
1
2

∫ (logd)1/b

3/2

dv

v logv
= 1

2

[
log2 v

](logd)1/b

3/2

= 1
2


log3 d− log2(3/2) − logb


⩽

1
2 log3 d+ 3.

De plus, on a
∫ ∞

(logd)1/b

dv

vR(vb;d) logv
=
∫ ∞

(logd)1/b

dv

v
(
2 +Kd exp(

√
b logv)

)
logv

⩽
1
Kd

∫ ∞

(logd)1/b

dv

v exp
(√
b logv

)
logv

.

En effectuant le changement de variable t=
√
b logv, on obtient

∫ ∞

(logd)1/b

dv

vR(vb;d) logv
⩽

2
Kd

∫ ∞
√

log
2

d

dt

tet
⩽

2
Kd

∫ ∞
√

log
2

d

dt

et
⩽ 2.
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Ainsi, ∫ ∞

3/2

dv

vR(vb;d) logv
⩽ V.

La condition (ii) de la DéĄnition 4.1 est donc bien vériĄée.
On a immédiatement, pour v ⩾ 3 et 0< ε⩽ 1

10 ,

R(v;d) = 2 +Kde

√
logv ≪ e

√
logv

⩽ e
(logv)3/5−ε

.

Ensuite, on a trivialement

1 +
(logv)1/2

Bd
⩽ 2 ⩽R(v;d) (v ⩽ logd).

Lorsque v > logd, la croissance de la fonction w 7→ ew/w pour w ⩾ 1 fournit

Kde

√
logv

⩾

√
logv√
log2 d

=
√

logv
Bd

.

Donc pour v ⩾ 3,

R(v;d) ⩾ 1 +
√

logv
Bd

.

La condition (iii) de la DéĄnition 4.1 est donc également vériĄée.

Pour d⩾ 1, rappelons la déĄnition de gd en (5.10). Pour c> 0, posons
(5.15)

Ed(x,y;c) := (log2 3d)c
 log(u+ 1)

logy
+

1√
logy

+
1√

logx


+
u log(u+ 1)
R(y1/10;d)

+
1

R(x1/10;d)
.

Rappelons la déĄnition de Cκ en (4.10) et posons, en accord avec (4.11),

(5.16) Y ∗
ε (y,d) = yR(y1/10;d)/¶ε(1+♣ logR(y1/10;d)♣)♢.

Lemme 5.11. Soit ε > 0. Il existe c> 0 tel que, uniformément pour y ⩾ 2, 2 ⩽ d⩽ x⩽

Y ∗
ε (y,d), on a

(5.17) Td(x,y) =
xϱ1/2(u)√

logy

{
C1/2

(
gd
)

+O

Ed(x,y;c)

}
.

Démonstration. Supposons tout dŠabord d⩾ 16. DŠaprès le Lemme 5.10, si lŠon pose

B = Bd :=
√

log2 d, V = Vd := 5 + log3 d, κ= 1/2, b= 1/10,

la fonction R = R(·;d) déĄnie en (5.14) appartient à la classe R(b,κ,B,V). Nous sou-
haitons appliquer le Théorème 4.3 à la fonction gd déĄnie en (5.10). Dans ce but,
commençons par montrer quŠil existe des constantes absolues A,C > 0 et 0< η < 1/2
telles que pour tout d⩾ 16, on a gd ∈ M1/2

(
A,C,η;R(·;d)

)
.
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On a, avec η Ąxé tel que 0< η < 1/2,

∑

p

∑

ν⩾2

gd(pν)
p(1−η)ν

=
∑

p ∤d

∑

ν⩾2

1
p(1−η)ν2ν

=
∑

p ∤d

1
2p1−η(2p1−η − 1)

≪
∑

p ∤d

1
p2(1−η)

.

Donc, comme 2(1 − η)> 1, on a bien

∑

p

∑

ν⩾2

gd(pν)
p(1−η)ν

≪ 1.

Donc la condition (4.8) est bien vériĄée quelque soit η ∈]0,1/2[.
Il faut ensuite montrer que

∣∣∣
∑

p⩽z

gd(p) logp− 1
2z
∣∣∣≪ z

R(z;d)
(z > 1),

autrement dit que
♣ϑd(z) − z♣ ≪ z

R(z;d)
(z > 1),

avec
ϑd(z) :=

∑

p⩽z
p∤d

logp.

Lorsque z ⩽ logd, R(z;d) ≍ 1. Comme ϑd(z) −ϑ(z) ≪ z, on a bien dans ce cas

♣ϑd(z) − z♣ ≪ z

R(z;d)
.

Lorsque z > logd, R(z;d) ≍Kde
√

logz. Comme ♣ϑd(z) −ϑ(z)♣ ⩽ logd, on a, en vertu de
(5.7),

♣ϑd(z) − z♣ ≪ ze−
√

logz + logd.

Comme la fonction X 7→Xe−
√

logX est croissante pour X > e1/4, on a

Kd logd≪ z

e
√

logz
(z > logd).

Donc logd≪ z/R(z;d) et on en déduit

♣ϑd(z) − z♣ ≪ z

R(z;d)
.

Finalement, la condition (4.9) est bien vériĄée. Donc il existe A,C > 0 et η ∈]0,1/2[ tels
que gd ∈ M1/2

(
A,C,η;R(·;d)

)
.

La suite ¶gd(p)♢p est bornée, donc dŠaprès le point (ii) du Théorème 4.3, il existe
c0 > 0 tel que uniformément pour 2 ⩽ y ⩽ x⩽ Y ∗

ε (y,d), d⩾ 16,

(5.18) Td(x,y) =
xϱ1/2(u)√

logy

{
C1/2

(
gd
)

+O

EBd,Vd

(x,y;c0)
}
,
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avec

EBd,Vd
(x,y;c0) :=

Bde
c0VdRb(y;d) log(u+ 1)

logy
+

Bde
c0Vd +

√
Rb(y;d)√

logy
+
u log(u+ 1)
R(yb;d)

.

Estimons EBd,Vd
(x,y;c0). Nous avons

Rb(y;d) =
∫ (logd)1/b

3/2

dt

tR(tb;d)
+
∫ y

(logd)1/b

dt

tR(tb;d)

⩽

∫ (logd)1/b

3/2

dt

2t
+

1
Kd

∫ y

(logd)1/b

dt

te
√

b log t
.

Le changement de variable v =
√
b log t et une intégration par partie nous donne

∫ y

(logd)1/b

dt

te
√

b log t
=

2
b

∫ √
b logy

√
log

2
d
ve−v

dv

=
2
b

{
Kd(1 +

√
log2 d) − e

−
√

b logy(1 +
√
b logy)

}
.

Donc Rb(y;d) ≪ log2 d. On en déduit

EBd,Vd
(x,y;c0) ≪ Ed(x,y;c0),

ce qui établit bien (5.18) avec c1 = 3/2 + c0 lorsque d⩾ 16 et 2 ⩽ y ⩽ x⩽ Y ∗
ε (y,d).

Supposons dŠabord y > x et d⩾ 16. Dans ce cas, on a Td(x,y) = Td(x,x) et dŠaprès
le Théorème 4.3 appliqué avec y = x, on obtient

Td(x,y) =
xϱ1/2(1)√

logx

{
C1/2

(
gd
)

+O

EBd,Vd

(x,x;c0)
}
.

On note que

EBd,Vd
(x,x;c0) ≪ (log2 3d)c1

√
logx

+
1

R(xb;d)
.

De plus, comme ϱ1/2(u)/ϱ1/2(1) = u−1/2 (0< u⩽ 1), on a

xϱ1/2(1)√
logx

=
xϱ1/2(u)√

logy
.

Cela fournit bien (5.17).
Lorsque 2 ⩽ d⩽ 15, nous nŠavons pas besoin dŠexpliciter la dépendance en d et nous

pouvons directement appliquer le théorème 2.1 de [TW03] avec R(z) = e

√
logz. Des

calculs similaires fournissent (5.17). Cela achève la preuve du lemme.

Nous rappelons la déĄnition de Y ∗
1/10(y,d) en (5.16).

Lemme 5.12. Pour x suffisamment grand, y ⩾ x1/2log
3

x, 2 ⩽ d⩽ x, on a x⩽ Y ∗
1/10(y,d).

Démonstration. Soit (x,y) ∈ D2, d⩽ x. On a donc logy ⩾ (logx)/(2 log3x). Puisque

x⩽ Y ∗
1/10(y,d) ⇔ 10R(yb;d) logy

1 + ♣ logR(yb;d)♣ ⩾ logx,
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il suffit de montrer que

(5.19) 2log3x⩽
10R(yb;d)

1 + ♣ logR(yb;d)♣ .

Or pour x assez grand, nous avons logy ⩾ (4/b) log2x, donc R(yb;d) ⩾ e

√
log

2
x, ce qui

entraîne bien (5.19).

Dans la suite, nous posons pour tout t⩾ 2, c > 0, εc,t := (log2 t)
c/

√
log t.

Lemme 5.13. Il existe une constante absolue c> 0 tel que lŠon ait, uniformément pour
y > x1/(2 log

3
x) et 2 ⩽ d⩽ x, on a

(5.20) Td(x,y) =
xϱ1/2(u)√

logy

{
C1/2

(
gd
)

+O
(
εc,x

)}
.

Notons que le lemme 3.1 de [MTW24] fournit une formule asymptotique pour Td(x,y)
dans un domaine plus large. Comme nous lŠavons déjà évoqué, nous avons choisi dans
ce mémoire de conserver notre première preuve, reposant sur le Théorème 4.3.

Démonstration. DŠaprès (5.17) appliqué avec ε = 1/10 et dŠaprès le Lemme 5.12, il
existe c1 > 0 tel que uniformément pour y > x1/(2 log

3
x) et 2 ⩽ d⩽ x, on a

Td(x,y) =
xϱ1/2(u)√

logy

{
C1/2

(
gd
)

+O

Ed(x,y;c1)

}
,

où Ed(x,y;c1) est déĄni en (5.15).
Estimons Ed(x,y;c1). On a, pour x suffisamment grand, y > x1/(2 log

3
x), 2 ⩽ d⩽ x,

Ed(x,y;c1) ⩽ (log2 3d)c1

 log(u+ 1)
logy

+
1√

logy
+

1√
logx


+
u log(u+ 1)
R(yb;d)

+
1

R(xb;d)

≪ (log2 3d)c1

 log(u+ 1)
logy

+
1√

logy
+

1√
logx



+
u log(u+ 1)exp(

√
log2x)

exp(
√
b logy)

+
exp(

√
log2x)

exp(
√
b logx)

.(5.21)

Puisque u < 2log3x et d⩽ x, on a

(log2 3d)c1 log(u+ 1)
logy

≪ (log2x)c1 log4x

logy
≪ (log2 y)c1 log4 y

logy
,

(log2 3d)c1

√
logy

≪ (log2x)c1

√
logy

≪ (log2 y)c1

√
logy

,

u log(u+ 1)exp(
√

log2x)
exp(

√
b logy)

≪ (log3x)(log4x)exp(
√

log2x)
exp(

√
b logy)

≪ (log3 y)(log4 y)
exp(

√
b logy−

√
2log2 y)

.

On a donc
Ed(x,y;c1) ≪ εc1,y + εc1,x.

Puisque t 7→ εc1,t est décroissante pour t⩾ t0(c1) et que y > x1/(2 log
3

x), on a

εc1,y ≪ εc1+1,x.
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Cela montre que, pour c2 = c1 + 1, nous avons

Ed(x,y;c1) ≪ εc2,x.

Cela achève la démonstration de (5.20).

Disposant dŠune formule asymptotique pour Td(x,y), nous sommes en mesure dŠob-
tenir une minoration de Td(2d,y) −Td(d,y). Posons

ut :=
log t
logy

.

Lemme 5.14. Il existe d0 > 0 tel que, pour tout d⩾ d0 et y > (2d)1/(2 log
3
(2d)), on ait,

(5.22) Td(2d,y) −Td(d,y) ≫ 1√
logy

φ(d)
d

1/2
dϱ1/2(ud).

Démonstration. Comme y > (2d)1/(2 log
3
(2d)), nous déduisons de (5.20) lŠestimation

Td(2d,y) −Td(d,y) =
d√

logy

{
2ϱ1/2(u2d)

(
C1/2(gd) +O

(
εc,d

))

− ϱ1/2(ud)
(
C1/2(gd) +O

(
εc,d

))}
.

Comparons ϱ1/2(u2d) et ϱ1/2(ud). Lorsque d > y, on a ud > 1 et

♣ϱ1/2(u2d) − ϱ1/2(ud)♣ ⩽ (u2d −ud) max
ud⩽t⩽u2d

♣ϱ′
1/2(t)♣.

De plus, dŠaprès [Smi93, lemme 6.2], nous avons

(5.23) ♣ϱ′
1/2(t)♣ ≪ ϱ1/2(t) log(2t) (t⩾ 1).

Comme la fonction t 7→ ϱ1/2(t) est décroissante (voir par exemple [Smi91, lemme 4.2]),
on en déduit, toujours pour d > y,

♣ϱ1/2(u2d) − ϱ1/2(ud)♣ ≪
ϱ1/2(ud) log(2u2d)

logy
≪ log2 d

logy
ϱ1/2(ud) ≪ log2 y

logy
ϱ1/2(ud).

Lorsque 2d < y, on a, par un calcul explicite

ϱ1/2(u2d) = ϱ1/2(ud)

1 +O

 1
logd


.

Lorsque d⩽ y ⩽ 2d, on a

♣ϱ1/2(u2d) − ϱ1/2(ud)♣ ⩽ ♣ϱ1/2(u2d) − ϱ1/2(1)♣ + ♣ϱ1/2(ud) − ϱ1/2(1)♣.

Par (5.23) et en vertu de la décroissance de la fonction t 7→ ϱ1/2(t), on obtient

♣ϱ1/2(u2d) − ϱ1/2(1)♣ ≪ log2 y

logy
.
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On a ensuite

ϱ1/2(ud) − ϱ1/2(1) = ϱ1/2(ud)

1 −

√
logd
logy


≪

ϱ1/2(ud)

logd
.

On obtient

♣ϱ1/2(u2d) − ϱ1/2(ud)♣ ≪ log2 y

logy
+
ϱ1/2(ud)

logd
.

Finalement, dans tous les cas on a

ϱ1/2(u2d) = ϱ1/2(ud)

1 +O

 log2 y

logy
+

1
logd


.

Puisque (log2 y)/ logy ≪ (log2 d)2/ logd et 1/ logd≪ εc,d, on en déduit

Td(2d,y) −Td(d,y) =
d√

logy

{
2ϱ1/2(ud)

(
1 +O

(
εc,d

))(
C1/2(gd) +O

(
εc,d

))

− ϱ1/2(ud)
(
C1/2(gd) +O

(
εc,d

))}
.

Ainsi,

Td(2d,y) −Td(d,y) ⩾
dϱ1/2(ud)√

logy

{
C1/2(gd) +O

(
εc,d

)}

⩾
C1/2(gd)√

logy
dϱ1/2(ud)

{
1 +O

 εc,d
C1/2(gd)

}
.

Pour d suffisamment grand, nous obtenons, compte-tenu de (5.12) et de la minoration
φ(d) ⩾ (e−γd)/(2 log2 d) (cf. [Ten22, I.(5.14)]),

Td(2d,y) −Td(d,y) ≫
φ(d)

d

1/2dϱ1/2(ud)√
logy

,

ce qui achève la preuve du lemme 5.14.

Lemme 5.15. Soit d0 tel que déĄni au lemme 5.14. Pour (x,y) ∈ D2, y suffisamment
grand, nous avons

(5.24)
1

Ψ(x,y)

∑

n∈S(x,y)

∆(n) ≫ 1
ϱ(u)

√
logy

∑

d0⩽d⩽
√

x
P (d)⩽y

ϱ(u−ud2)ϱ1/2(ud)

2Ω(d)d

φ(d)
d

1/2
.

Démonstration. Lorsque x/d2 ⩾ y, nous déduisons de (2.5) lŠestimation suivante

Ψ(x/d2,y)
Ψ(x,y)

=
ϱ(u−ud2)
d2ϱ(u)

{
1 +Oε

 log(u+ 1)
logy

} (
(x,y) ∈Hε

)
.

Cela implique

Ψ

 x
d2
,y


≫ Ψ(x,y)ϱ(u−ud2)
d2ϱ(u)

(
(x,y) ∈ D2, d

2
⩽ x/y

)
.
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Lorsque
√
x/y < d⩽

√
x, on a Ψ(x/d2,y) = ⌊x/d2⌋ et ϱ(u−ud2) = 1. Comme de plus

x/d2 ⩾ 1, on a ⌊x/d2⌋ ⩾ x/(2d2) et on peut écrire, grâce à (2.5),

Ψ(x/d2,y)
Ψ(x,y)

=
⌊x/d2⌋ϱ(u−ud2)

xϱ(u)
(
1 +O(log(u+ 1)/ logy)

)

⩾
ϱ(u−ud2)

2d2ϱ(u)
(
1 +O(log(u+ 1)/ logy)

) .

Cela implique

Ψ

 x
d2
,y


≫ Ψ(x,y)ϱ(u−ud2)
d2ϱ(u)

(
(x,y) ∈ D2,

√
x/y < d⩽

√
x
)
.

On a donc Ąnalement

(5.25) Ψ

 x
d2
,y


≫ Ψ(x,y)ϱ(u−ud2)
d2ϱ(u)

(
(x,y) ∈ D2, d⩽

√
x
)
.

Nous déduisons de (5.13) et de (5.25) lŠestimation

1
Ψ(x,y)

∑

n∈S(x,y)

∆(n) ≫
∑

d⩽
√

x
P (d)⩽y

ϱ(u−ud2)
2Ω(d)d2ϱ(u)

(
Td(2d,y) −Td(d,y)

)

⩾
∑

d0⩽d⩽
√

x
P (d)⩽y

ϱ(u−ud2)
2Ω(d)d2ϱ(u)

(
Td(2d,y) −Td(d,y)

)
.

Le lemme 5.14 nous permet dŠen déduire (5.24).

Fin de la preuve de la Proposition 5.8.
Nous allons à présent estimer le terme de droite de (5.24). Tout dŠabord, remarquons

que lŠon a
(5.26)

∑

d0<d⩽
√

x
P (d)⩽y

ϱ(u−ud2)ϱ1/2(ud)

2Ω(d)dϱ(u)
√

logy

√
φ(d)
d

=
∑

2⩽d⩽
√

x
P (d)⩽y

ϱ(u−ud2)ϱ1/2(ud)

2Ω(d)dϱ(u)
√

logy

√
φ(d)
d

−
∑

2⩽d⩽d0

P (d)⩽y

ϱ(u−ud2)ϱ1/2(ud)

2Ω(d)dϱ(u)
√

logy

√
φ(d)
d

.

Pour 2 ⩽ d⩽ d0 et y suffisamment grand, on a ud < 1 et donc ϱ1/2(ud) =
√

logy/
√
π logd.

On a alors, toujours pour d⩽ d0,

ϱ(u−ud2)ϱ1/2(ud)

2Ω(d)dϱ(u)
√

logy

φ(d)
d

1/2
=

ϱ(u−ud2)
ϱ(u)d

√
π logd

φ(d)
d

1/2
≪ ϱ(u−ud2)

ϱ(u)
,
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et on a, grâce à [Ten22, (III.5.57)],

ϱ(u−ud2)
ϱ(u)

= 1 +O
 log2 y

logy


.

On a donc, dŠaprès (5.24),
(5.27)

1
Ψ(x,y)

∑

n∈S(x,y)

∆(n) ≫ 1
ϱ(u)

√
logy

∑

d⩽
√

x
P (d)⩽y

2−Ω(d)

d

φ(d)
d

1/2
ϱ1/2(ud)ϱ(u−ud2)+O(1).

Soit g la fonction multiplicative vériĄant

g(n) :=
φ(n)

n

1/2
2−Ω(n).

On a pour t⩾ 2, logy ⩾ (log2 t)
5/3+ε,

K(t) :=
∑

d⩽t
P (d)⩽y

2−Ω(d)
φ(d)

d

1/2
=
C(g)tϱ1/2(ut)√

logy
+ E(t),

avec

(5.28) E(t) ≪
tϱ1/2(ut)

logy

{
1 +

log(ut + 1)√
logy

+
√

logy
log t

}
.

Lorsque t⩾ y, cette estimation est obtenue grâce au Théorème 5.7 appliqué à f = g. Le
troisième terme de lŠaccolade de (5.28) permet de prendre en compte le cas t < y. En
effet, dans ce cas, on a, par la méthode de Selberg-Delange, une majoration du terme
dŠerreur de lŠordre de E(t) ≪ t/(log t)3/2 ≍ tϱ1/2(ut)/(

√
logy log t).

Posons

(5.29) I :=
1√

logy

∑

2⩽d⩽
√

x
P (d)⩽y

2−Ω(d)

d

φ(d)
d

1/2
ϱ1/2(ud)ϱ(u−ud2),

de sorte que

I =
1√

logy

∫ √
x

2−

Υ(t)dK(t),

où lŠon a posé

Υ(t) :=
ϱ1/2(ut)ϱ(u−ut2)

t
.

On a

(5.30) I = I1 + I2 + I3,
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avec

I1 :=
C(g)
logy

∫ √
x

2
Υ(t)ϱ1/2(ut)dt, I2 :=

C(g)
(logy)2

∫ √
x

2
Υ(t)ϱ′

1/2(ut)dt,

I3 :=
1√

logy

∫ √
x

2−

Υ(t)dE(t).

Montrons quŠon a I1 ≫ ϱ(u)¶log2 y+r(u)♢. Il suffira ensuite de montrer que I2+I3 = o(I1)
pour établir (5.9).

Lemme 5.16. Pour 2 ⩽ y ⩽ x, on a I1 ≫ ϱ(u)
(
log2 y+ r(u)

)
.

Démonstration. Commençons par scinder I1.

I1 =
C(g)
logy

(
I11 + I12

)
,

avec

I11 :=
∫ y

2
Υ(t)ϱ1/2(ut)dt, I12 :=

∫ √
x

y
Υ(t)ϱ1/2(ut)dt.

DŠaprès [FT96, lemme 6.1] et [Ten22, (III.5.63)], on a, pour une constante positive c0,

(5.31) ϱ(w− v) ≍ ϱ(w)evξ(w) (1 ⩽ v ⩽ c0
√
w).

Cela implique, puisque ϱ1/2(v)2 = 1/(πv) pour 0< v ⩽ 1,

I11 =
logy
π

∫ y

2

ϱ(u−ut2)
t log t

dt≍ (logy)ϱ(u)
∫ y

2

exp(ut2ξ(u))
t log t

dt≫ ϱ(u) logy log2 y.

Estimons à présent I12. On écrit, grâce au changement de variable ut = s/2,

I12 =
logy

2

∫ u

2
ϱ(u− s)ϱ1/2

s
2

2
ds.

Comme, grâce à (2.20),

ϱ1/2(s/2)2 ≍ ϱ(s)√
s

(s⩾ 2),

il suit

logy
2

∫ u

2
ϱ(u− s)ϱ1/2

s
2

2
ds≫ (logy)

∫ u

2

ϱ(u− s)ϱ(s)√
s

ds

⩾
logy√
u

∫ u

2
ϱ(u− s)ϱ(s)ds.

Pour tout κ1,κ2 > 0,
ϱκ1

∗ ϱκ2
= ϱκ1+κ2

.

Donc on a
1√
u

∫ u

2
ϱ(u− s)ϱ(s)ds≫ 1√

u
(ϱ ∗ ϱ)(u) =

ϱ2(u)√
u
.
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Donc Ąnalement

I12 ≫ (logy)
ϱ2(u)√
u
.

Donc on a bien I1 ≫ ϱ(u) log2 y+ ϱ2(u)/
√
u= ϱ(u) log2 y+ ϱ(u)r(u).

Estimons à présent I2 et I3.

Lemme 5.17. On a, pour 2 ⩽ y ⩽ x,

I2 + I3 ≪
 log(u+ 1)

logy
+

1√
logy


I1.

Démonstration. DŠaprès (5.23), on a

∫ √
x

2
Υ(t)ϱ′

1/2(ut)dt≪
∫ √

x

2
Υ(t)ϱ1/2(ut) log(2ut)dt⩽ log(u+ 1)

∫ √
x

2
Υ(t)ϱ1/2(ut)dt.

Donc

I2 ≪ log(u+ 1)
logy

I1.

On a, en intégrant par parties,

∫ √
x

2−

Υ(t)dE(t) = Υ(
√
x)E(

√
x) −Υ(2−)E(2−) −

∫ √
x

2
Υ

′(t)E(t)dt.

Donc

(5.32)
∫ √

x

2−

Υ(t)dE(t) ⩽
∫ √

x

2
Υ

′(t)♣E(t)♣dt+ ♣Υ(
√
x)E(

√
x)♣ + ♣Υ(2−)E(2−)♣.

On a

E(t) ≪
log(ut + 1)tϱ1/2(ut)

(logy)3/2
+
tϱ1/2(ut)

logy
+

tϱ1/2(ut)√
logy log t

≪
tϱ1/2(ut)

logy
+

tϱ1/2(ut)√
logy log t

.

Désignons par IE lŠintégrale Ągurant au membre de droite de (5.32). On a

IE = IE1 + IE2 + IE3 + IE4 + IE5 + IE6,
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avec

IE1 :=
1

(logy)2

∫ √
x

2
Υ(t)ϱ′

1/2(ut)dt,

IE2 :=
1

(logy)2

∫ √
x

2

(−2)ϱ1/2(ut)2ϱ′(u−ut2)

t
dt,

IE3 :=
1

(logy)3/2

∫ √
x

2

Υ(t)ϱ′
1/2(ut)

log t
dt,

IE4 :=
1

(logy)3/2

∫ √
x

2

(−2)ϱ1/2(ut)2ϱ′(u−ut2)

t log t
dt,

IE5 := − 1
logy

∫ √
x

2
Υ(t)ϱ1/2(ut)dt,

IE6 := − 1√
logy

∫ √
x

2

Υ(t)ϱ1/2(ut)

log t
dt.

On remarque tout dŠabord que IE1 ≍ I2. Le calcul de IE2 fournit ensuite, en intégrant
par parties,

IE2 ≪ 1
logy

∫ √
x

2
ϱ1/2(ut)2

−2ϱ′(u−ut2)
t logy


dt

=
1

logy

[
ϱ(u−ut2)ϱ1/2(ut)2

]√x

2
− 2

logy

∫ √
x

2
Υ(t)ϱ′

1/2(ut)dt



≪ 1
logy

(
ϱ1/2(u/2)2 + ϱ(u− 2u2)ϱ1/2(u2)2)+

1
(logy)2

∫ √
x

2
Υ(t)ϱ′

1/2(ut)dt

≪ log(u+ 1)
logy

I1.

On a

IE3 ≪ 1
(logy)3/2

∫ √
x

2
Υ(t)ϱ′

1/2(ut)dt=
√

logyIE1 ≪ log(u+ 1)√
logy

I1,

IE4 ≪ 1
(logy)3/2

∫ √
x

2

(−2)ϱ1/2(ut)2ϱ′(u−ut2)

t
dt=

√
logyIE2 ≪ log(u+ 1)√

logy
I1.

EnĄn, nous avons

IE5 ≪ I1

logy
IE6 ≪ I1√

logy
.

Les deux derniers termes du membre de droite de (5.32) étant majorés par I1, on obtient

I3 ≪ I2√
logy

+
log(u+ 1)I1

(logy)3/2
+

log(u+ 1)I1

logy
+

I1

(logy)3/2
+

I1

logy
+

I1√
logy

≪ log(u+ 1)I1

logy
+

I1√
logy

.

Cela achève la preuve du lemme 5.17.
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On déduit de (5.30) et du lemme 5.17 que dans le domaine D2, on a

I ≫ I1 ≫ ϱ(u)
(
log2 y+ r(u)

)
,

où la dernière minoration provient du lemme 5.16. Cela implique, dŠaprès (5.27),

1
Ψ(x,y)

∑

n∈S(x,y)

∆(n) ≫ I1

ϱ(u)
+O(1) ≫ log2 y+ r(u).

Donc on a bien
S(x,y) ≫ log2 y+ r(u).

Ceci achève la démonstration de (5.9).



Chapitre6
Majoration de S(x,y) dans Hε

Ce chapitre est consacré à établir la majoration du point (i) du Théorème 1.1 :

S(x,y) ≪ 2u+O(u/ logu)
e

c
√

(log
2

y)(log
3

y) (
(x,y) ∈Hε

)
.

Pour ce faire, nous adaptons la preuve de [Ten85] de la majoration

(6.1) S(x) ≪ exp(c0

√
log2x log3x) (x⩾ 16),

où c0 est une constante convenable.

6.1 Résultat

Dans toute cette partie, nous Ąxons ε > 0 et convenons que les constantes implicites
peuvent dépendre de ε. Nous nous plaçons dans le domaine

Hε =
{

(x,y) : x⩾ 3, exp

(log2x)5/3+ε


⩽ y ⩽ x

}
.

Rappelons la notation u := (logx)/ logy et remarquons que si (x,y) ∈Hε, en notant

ε′ = 9ε/(5 + 3ε)> 0,

on a
1 ⩽ u⩽ exp


(logy)3/5−ε′


.

LŠobjectif de ce chapitre est de démontrer la proposition suivante, où lŠon rappelle la
déĄnition de S(x,y) en (1.16).

Proposition 6.1. Pour une constante C > 0 convenable, on a

(6.2) S(x,y) ≪ 2u+O(u/ logu)
e

C
√

(log
2

y)(log
3

y) (
(x,y) ∈Hε

)
.

Remarque 6.2. Lorsque u est borné, la majoration (6.1) implique

Ψ∆(x,y) =
∑

n∈S(x,y)

∆(n) ⩽
∑

n⩽x

∆(n) ≪ xe
√

c0 log
2

x log
3

x,

67
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ce qui fournit directement lŠestimation (6.2). On peut donc dans la suite supposer u, x
et donc y, suffisamment grands.

AĄn de majorer la quantité
∑

n⩽x∆(n), Tenenbaum [Ten85] développe une méthode
reposant sur lŠétude dŠune moyenne pondérée de la fonction ∆, suivie dŠune méthode
itérative. Nous nous proposons ici de suivre cette méthode en lŠadaptant au cas friable.

6.2 Une première majoration de Ψ∆(x,y)

LŠobjet de cette section est de démontrer la proposition suivante, qui fournit une
première majoration de Ψ∆(x,y).

Proposition 6.3. Pour (x,y) ∈Hε, on a

(6.3) Ψ∆(x,y) ≪ Ψ(x,y)2u+O(u/ logu) +
x

logx

∑

x/y<n⩽x
P (n)⩽y

∆(n)
n

.

On a, par sommation partielle

(6.4) Ψ∆(x,y) logx=
∫ x

1

Ψ∆(t,y)
t

dt+
∑

n∈S(x,y)

∆(n) logn.

LŠobjet des Propositions 6.4 et 6.6 infra est de donner une estimation du second membre
du terme de droite de (6.4).

Proposition 6.4. On a, pour x⩾ y ⩾ 2,

(6.5)
∑

n∈S(x,y)

∆(n) logn≪ yΨ∆

x
y
,y


+x
∑

x/y<m⩽x
P (m)⩽y

∆(m)
m

+
√
x

∑

m⩽x
P (m)⩽y

∆(m)√
m

.

Démonstration. On a
∑

n∈S(x,y)

∆(n) logn=
∑

n∈S(x,y)

∆(n)
∑

pν ♣♣n
log(pν).

On utilise ensuite lŠinégalité (2.27)

∆(mn) ⩽ τ(m)∆(n) (m,n⩾ 1).

On a donc
∑

n∈S(x,y)

∆(n) logn=
∑

pνm⩽x
(m,p)=1
P (m)⩽y

p⩽y

∆(pνm) log(pν) ⩽
∑

pνm⩽x
P (m)⩽y

p⩽y

∆(m)(ν+ 1)log(pν)

=
∑

m∈S(x,y)

∆(m)
{ ∑

p⩽min(x/m,y)

2logp+
∑

pν⩽x/m
ν⩾2
p⩽y

(ν+ 1)log(pν)
}
.



6.2. Une première majoration de Ψ∆(x,y) 69

Comme
ϑ(x) :=

∑

p⩽x

logp≪ x (x⩾ 1),

on a, pour m⩽ x,

∑

pν⩽x/m
ν⩾2
p⩽y

(ν+ 1)log(pν) ≪
∑

2⩽ν⩽log(x/m)

ν2ϑ
{ x
m

1/ν}
≪
√
x

m
+
 x
m

1/3 ∑

ν⩽log(x/m)

ν2

≪
√
x

m
+
 x
m

1/3
log
 x
m

3
≪
√
x

m
.

Donc

∑

n∈S(x,y)

∆(n) logn≪ ϑ(y)
∑

m∈S(x/y,y)

∆(m) +
∑

x/y<m⩽x
P (m)⩽y

∆(m)ϑ
 x
m


+

∑

m⩽x
P (m)⩽y

∆(m)
√
x

m

⩽ yΨ∆

x
y
,y


+x
∑

x/y<m⩽x
P (m)⩽y

∆(m)
m

+
√
x

∑

m⩽x
P (m)⩽y

∆(m)√
m

,

ce qui est bien le résultat annoncé.

On a donc, grâce à (6.4) et (6.5),

(6.6) Ψ∆(x,y) logx≪
∫ x

1

Ψ∆(t,y)
t

dt+yΨ∆

x
y
,y


+x
∑

x/y<n⩽x
P (n)⩽y

∆(n)
n

+
√
x

∑

n∈S(x,y)

∆(n)√
n
.

Lemme 6.5. Pour 0< b < 2 et (x,y) ∈Hε, on a

(6.7)
∫ x

1
Ψτ (t,y)t−b

dt≪b (logy)x2−bϱ2(u) + y2−b logy.

Démonstration. On a
∫ x

1

Ψτ (t,y)
tb

dt=
∫ y

1

Ψτ (t,y)
tb

dt+
∫ x

y

Ψτ (t,y)
tb

dt.

Effectuons les changements de variable t= yw, v = u−w, puis appliquons (2.19).

∫ x

y

Ψτ (t,y)
tb

dt≪
∫ u

1
ϱ2(w)yw(2−b)(logy)2

dw

≪ x2−b(logy)2
∫ u

0
ϱ2(u− v)y−v(2−b)

dv.(6.8)

DŠaprès [TW03, (3.27)], pour κ > 0, on a

(6.9) ϱκ(u− v) ≪ ϱκ(u)evξ(u/κ) (u⩾ 1, 0 ⩽ v ⩽ u− cκ),
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avec cκ = 0 pour κ⩾ 1. On obtient ainsi
∫ u

0
ϱ2(u− v)y−v(2−b)

dv ≪ ϱ2(u)
∫ u

0
e

v(ξ(u/2)−(2−b) logy)
dv.

Pour (x,y) ∈Hε, on a logy ≫ (logu)5/3+ε et donc, pour une constante convenable c0,

logy
∫ u

0
e

v(ξ(u/2)−(2−b) logy)
dv ⩽

∫ u

0
(logy)y−vc0 dv ≪ 1.

Le terme de gauche de (6.8) est donc ≪ (logy)x2−bϱ2(u).
Comme

∑
n⩽t τ(n) ≪ t log t (t⩾ 2), on a

(6.10)
∫ y

1

Ψτ (t,y)
tb

dt≪
∫ y

1
t1−b log tdt=

y2−b logy
2 − b

+
y2−b − 1
(2 − b)2

.

La combinaison de (6.8) et (6.10) fournit bien (6.7).

Lemme 6.6. Pour (x,y) ∈Hε, on a

∑

n∈S(x,y)

∆(n)√
n

≪
√
xϱ2(u) logy.

Démonstration. On a ∑

n∈S(x,y)

∆(n)√
n

⩽
∑

n∈S(x,y)

τ(n)√
n
.

En intégrant par parties et en appliquant le Lemme 6.5 avec b= 3/2, on obtient

∑

n∈S(x,y)

τ(n)√
n

=
∫ x

1−

dΨτ (t,y)√
t

=
Ψτ (x,y)√

x
+ 1

2

∫ x

1
Ψτ (t,y)t−3/2

dt

≪
√
xϱ2(u) logy+

√
y logy.

Comme √
y ≪

√
xϱ2(u)

(
(x,y) ∈Hε

)
,

dŠaprès (2.20) et (2.23), cela nous fournit bien le résultat annoncé.

Nous sommes à présent en mesure de démontrer la Proposition 6.3.

Preuve de la Proposition 6.3. On a, dŠaprès (6.6), pour (x,y) ∈Hε,

Ψ∆(x,y) ≪ 1
logx

∫ x

1

Ψ∆(t,y)
t

dt+
yΨ∆(x/y,y)

logx
+

x

logx

∑

x/y<n⩽x
P (n)⩽y

∆(n)
n

+
√
x

logx

∑

n∈S(x,y)

∆(n)√
n
.

On a ∫ x

1

Ψ∆(t,y)
t

dt⩽

∫ x

1

Ψτ (t,y)
t

dt.



6.3. Démonstration de la Proposition 6.1 71

DŠaprès le Lemme 6.5 appliqué avec b= 1, on a donc

∫ x

1

Ψ∆(t,y)
t

dt≪ xϱ2(u) logy+ y logy ≪ xϱ2(u) logy.

De (2.5) et (2.23), on déduit immédiatement

xϱ2(u) ≍ Ψ(x,y)r(u)
√
u

(
(x,y) ∈Hε

)
.

DŠoù
xϱ2(u) logy

logx
=
xϱ2(u)
u

≪ Ψ(x,y)2u+O(u/ logu).

Donc
1

logx

∫ x

1

Ψ∆(t,y)
t

dt≪ Ψ(x,y)2u+O(u/ logu).

Si x/y < y, alors u est borné et, comme
∑

n⩽x τ(n) ≪ x logx, on a

yΨ∆(x/y,y)
logx

⩽
y

logx

∑

n⩽x/y

τ(n) ≪ x log(x/y)
logx

<
x

u
≪ x.

Dans le cas contraire, autrement dit si x/y ⩾ y, on a, dŠaprès (2.19),

yΨ∆(x/y,y)
logx

≪ xϱ2(u− 1)
u

.

DŠaprès (6.9), (2.23), et (2.26),

xϱ2(u− 1)
u

≪ xϱ2(u)eξ(u/2)

u
≪ x2u+O(u/ logu)ϱ(u).

De lŠestimation (2.5) on déduit enĄn

yΨ∆(x/y,y)
logx

≪ x2u+O(u/ logu)ϱ(u) ≪ Ψ(x,y)2u+O(u/ logu).

EnĄn, nous avons, dŠaprès le Lemme 6.6,
√
x

logx

∑

n∈S(x,y)

∆(n)√
n

≪ xϱ2(u)
u

≪ Ψ(x,y)2u+O(u/ logu).

Cela fournit donc bien (6.3).

6.3 Démonstration de la Proposition 6.1

Compte-tenu de la formule (6.3), il reste à estimer la quantité

(6.11)
∑

x/y<n⩽x
P (n)⩽y

∆(n)
n

.
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Posons

(6.12) β := β(x,y) = α(
√
x,y).

Notons que β correspond au point selle qui apparaît dans lŠestimation de Ψτ (x,y) par
la méthode du col (voir [Dra16, ğ2.1]). On a, dŠaprès (2.15),

(6.13) β = 1 − ξ(u/2)
logy

+O
 1
Lε(y)

+
1

u(logy)2

 (
(x,y) ∈Hε

)
.

Remarquons que pour x suffisamment grand, β > 2/3.
Dans toute la suite, la notation

∑∗
désigne une somme indexée par les entiers sans

facteur carré. LŠétude de (6.11) peut-être réduite à celle dŠune somme indexée par des
entiers friables sans facteur carré grâce aux lemmes suivants.

Lemme 6.7. Pour (x,y) ∈Hε, on a, pour y suffisamment grand,

(6.14)
∑

x/y<n⩽x
P (n)⩽y

∆(n)
n

≪ eξ(u/2)

x1−β

∑

x/y<n⩽x
P (n)⩽y

∆(n)
nβ

.

Démonstration. Comme β < 1 pour y suffisamment grand, on a dŠaprès (6.13),

(6.15)
∑

x/y<n⩽x
P (n)⩽y

∆(n)
n

⩽
1

(x/y)1−β

∑

x/y<n⩽x
P (n)⩽y

∆(n)
nβ

≪ eξ(u/2)

x1−β

∑

x/y<n⩽x
P (n)⩽y

∆(n)
nβ

.

De plus, comme β > 2/3 pour y suffisamment grand, on a

(6.16)
∑

x/y<n⩽x
P (n)⩽y

∆(n)
nβ

⩽
∑

P (n)⩽y

∆(n)
nβ

⩽
∑∗

P (m)⩽y

∆(m)
mβ

∑

P (d)⩽y

τ(d2)
d2β

≪
∑∗

P (m)⩽y

∆(m)
mβ

,

où la seconde majoration provient de (2.27), ce qui fournit bien (6.14).

En injectant (6.14) dans (6.3), on obtient le résultat suivant.

Lemme 6.8. Pour (x,y) ∈Hε, on a

(6.17) Ψ∆(x,y) ≪ Ψ(x,y)2u+O(u/ logu) +
xβeξ(u/2)

logx

∑∗

P (m)⩽y

∆(m)
mβ

.

Nous avons donc réduit lŠétude à celle dŠune moyenne friable pondérée de la fonction
∆ sur les entiers sans facteurs carrés. Rappelons que ω(n) désigne le nombre des facteurs
premiers distincts dŠun entier générique n et écrivons

(6.18)
∑∗

P (m)⩽y

∆(m)
mβ

= ZK +Z ′
K ,
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avec

(6.19) ZK :=
∑∗

P (m)⩽y
ω(m)⩽K

∆(m)
mβ

, Z ′
K :=

∑∗

P (m)⩽y
ω(m)>K

∆(m)
mβ

.

Pour estimer ZK , nous utilisons la méthode itérative développée dans [Ten85] (voir
aussi [HT88, ch.7]).

Pour une constante C ′′ > 0 déterminée ultérieurement, nous prenons

(6.20) K = ⌊C ′′(log2 y+u)⌋.

Ce choix est justiĄé de la manière suivante. On sait ([BT05a, th.1.6]) que lŠordre normal
de ω(n) sur les entiers friables est de lŠordre de log2 y+u. En choisissant la constante C ′′

assez grande, nous pouvons effectivement faire en sorte que Z ′
K soit négligeable devant

ZK .
À ce stade, Ąxons k ⩾ 1 et évaluons Zk.
Notant ¶pj(n)♢ω(n)

j=1 la suite des facteurs premiers distincts dŠun entier n, rangés par
ordre croissant, posons

(6.21) nk :=





∏

1⩽j⩽k

pj(n) si k ⩽ ω(n),

∏

1⩽j⩽ω(n)

pj(n) si k > ω(n),

et commençons par remarquer que lŠon a

Zk =
∑∗

P (n)⩽y
ω(n)⩽k

∆(nk)
nβ

.

Posons
Mq(n) :=

∫ ∞

−∞
∆(n;u)q

du.

DŠaprès [HT88, (7.8)], on a, pour tout nombre entier q ⩾ 1,

∆(n) ⩽ 2(q−1)/qMq(n)1/q.

Donc

(6.22) Zk ⩽ 2Lk,q,

avec

Lk,q =
∑∗

P (n)⩽y

Mq(nk)1/q

nβ
.

DŠaprès [HT88, (7.5)], on a
lim

q→∞Mq(n)1/q = ∆(n).

Il est donc naturel de vouloir choisir q dans (6.22) le plus grand possible. Nous verrons
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néanmoins que nous serons limités dans ce choix.
Nous introduisons pour la suite la quantité

(6.23) ζ1(s,y) :=
∏

p⩽y


1 +

1
ps


(s > 0, y ⩾ 2),

en remarquant que lŠon a

ζ1(s,y) ≍ ζ(s,y) (s⩾ 2/3, y ⩾ 2).

Nous commençons par estimer Lk+1,q en fonction de Lk,q, mais il est commode dŠintro-
duire la quantité

(6.24) L∗
k,q = Lk,q + 2k/qDq,

où Dq désigne, pour une constante convenable c2, la quantité

Dq := ζ1(β,y)eξ(u/2)q+u/2+(c2u)/ logy.

Nous allons montrer (Lemmes 6.12 et 6.13 infra) que, pour des constantes convenables
c1, c3 et k0 > 0, u suffisamment grand, et sous les conditions

k ⩾ k0, 2 ⩽ q ⩽ q(k) :=
⌊
c1

√
k/ logk

⌋
, 1< r < q ⩽ r

√
2,

on a {
L∗

k+1,q ⩽ 31/qL∗
k,q,

L∗
k,q ⩽ uc3rL∗

k,r.

Ces estimations sont les analogues de [Ten85, (34)] et [Ten85, (35)] et nous permettront
dŠévaluer L∗

k,q au moyen dŠune double récurrence.
Posons

N(n;w,a0,a1) :=
∫

R

∆(n;v)a0∆(n;v−w)a1 dv,

Eq(n,p) :=
∑

1⩽j<q


q

j


N(n; logp;j,q− j),

et

Gk :=
∑∗

P (n)⩽y
ω(n)⩾k+1

Eq(nk,pk+1)1/q

nβ
.

Lemme 6.9. On a, pour tout k,q > 1,

Lk+1,q ⩽ 21/qLk,q +Gk.

Démonstration. On a, dŠaprès [HT88, (7.23)], pour tout entier n et tout nombre premier
p ne divisant pas n,

∆(np;u) = ∆(n;u) +∆(n;u− logp),
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donc
∫

R

∆(np;u)q
du=

∫

R

∆(n;u)q
du+

∫

R

∆(n;u− logp)q
du

+
∫

R

∑

1⩽j<q


q

j


∆(n;u)j

∆(n;u− logp)q−j
du.

Posant
N(n;w;j,q− j) =

∫

R

∆(n;u)j
∆(n;u−w)q−j

du,

on obtient

Mq(np) = 2Mq(n) +
∑

1⩽j<q


q

j


N(n; logp;j,q− j).

Si ω(n) ⩾ k+ 1, alors nk+1 = nkpk+1, on a donc

Mq(nk+1) = 2Mq(nk) +Eq(nk,pk+1).

Il suit

Mq(nk+1)1/q
⩽ 21/qMq(nk)1/q +Eq(nk,pk+1)1/q si ω(n) ⩾ k+ 1.

De plus,
Mq(nk+1)1/q

⩽ 21/qMq(nk)1/q si ω(n) ⩽ k.

On obtient donc bien
Lk+1,q ⩽ 21/qLk,q +Gk.

Cela achève la démonstration.

Posons
Sk := 2k

∑∗

P (n)⩽y
ω(n)⩾k

1

nβ
{

logpk(n)
}1−1/q

.

Lemme 6.10. Pour tous entiers k,q > 1 et une constante convenable c4, on a

Gk ⩽ c4e
ξ(u/2) qL

(q−2)/(q−1)
k,q S

1/(q−1)
k .

Démonstration. Pour P (n) ⩽ y, ω(n) ⩾ k+ 1 et µ(n)2 = 1, on pose n=mph avec




P−(h)> p, µ(h)2 = 1, P (h) ⩽ y

ω(m) = k, µ(m)2 = 1,

P (m)< p < P−(h).

On a

Gk =
∑∗

m⩾1
ω(m)=k

∑

P (m)<p⩽y

Eq(m,p)1/q

mβpβ

∑∗

P −(h)>p
P (h)⩽y

1
hβ
.
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Rappelons que ℓ désigne génériquement un nombre premier et posons

(6.25) T (z) = T (z,β) :=
∑

ℓ⩽z

1
ℓβ

(z ⩾ 2).

Rappelons également la déĄnition de ζ1(β,y) en (6.23). Comme

∑∗

P −(h)>p
P (h)⩽y

1
hβ

⩽
∏

ℓ>p


1 +

1
ℓβ


≪ ζ1(β,y)

∏

ℓ⩽p


1 +

1
ℓβ

−1
≪ ζ1(β,y)e−T (p),

on a

Gk ≪ ζ1(β,y)
∑∗

m⩾1
ω(m)=k

1
mβ

∑

P (m)<p⩽y

Eq(m,p)1/q

pβ
e

−T (p)

≪ ζ1(β,y)
∑∗

m⩾1
ω(m)=k

e−T (P (m))

mβ

∑

P (m)<p⩽y

Eq(m,p)1/q

pβ
.

En appliquant lŠinégalité de Hölder à la somme intérieure avec les exposants q et q/(q−1),
et en posant

Gk,1 :=
∑

p>P (m)

Eq(m,p) logp
p

, Gk,2 :=
∑

P (m)<p⩽y

p(1−β)q/(q−1)

(logp)1/(q−1)p
,

on obtient

Gk ≪ ζ1(β,y)
∑∗

m⩾1
ω(m)=k

e−T (P (m))

mβ
G

1/q
k,1G

(q−1)/q
k,2 .

Par le théorème des nombres premiers, pour z > 0, on a

∑

p>P (m)

1
p(logp)z

≪ 1
z¶log(P (m))♢z

.

Donc, pour z = 1/(q− 1), on a

G
(q−1)/q
k,2 ≪ q y1−β

¶logP (m)♢1/q
.

De plus, dŠaprès [HT88, (7.11)], pour tout entier q ⩾ 2 et (a0,a1) ∈ [0, q[2 tels que
a0 + a1 = q, on a

∑

p

N(n; logp;a0,a1)
logp
p

≪ 2q−1τ(n)1+1/(q−1)Mq(n)(q−2)/(q−1).
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Donc pour µ2(m) = 1, on a

Gk,1 ⩽
∑

p

Eq(m,p) logp
p

≪
∑

1⩽j<q


q

j


2q−1τ(m)q/(q−1)Mq(m)(q−2)/(q−1)

≪ 4q2kq/(q−1)Mq(m)(q−2)/(q−1).

Ainsi,
G

1/q
k,1 ≪ 2k/(q−1)Mq(m)(q−2)/q(q−1).

Donc, comme dŠaprès (6.13) pour y suffisamment grand, y1−β ≪ eξ(u/2), on a

Gk ≪ 2k/(q−1)
e

ξ(u/2)qζ1(β,y)
∑∗

m⩾1
ω(m)=k

e−T (P (m))Mq(m)(q−2)/q(q−1)

mβ¶logP (m)♢1/q
.

Or,

∑∗

P (n)⩽y
nk=m

ω(n)⩾k

1
nβ

=
1
mβ

∑∗

P (h)⩽y
P −(h)>P (m)

1
hβ

=
1
mβ

∏

P (m)<ℓ⩽y


1 +

1
ℓβ



=
ζ1(β,y)
mβ

∏

ℓ⩽P (m)


1 +

1
ℓβ

−1
≍ ζ1(β,y)

mβ
e

−T (P (m)).

Donc

Gk ≪ 2k/(q−1)
e

ξ(u/2)q
∑∗

m⩾1
ω(m)=k

∑∗

P (n)⩽y
nk=m

ω(n)⩾k

Mq(m)(q−2)/q(q−1)

nβ¶log(P (m))♢1/q

= 2k/(q−1)
e

ξ(u/2)q
∑∗

P (n)⩽y
ω(n)⩾k

Mq(nk)(q−2)/q(q−1)

nβ¶log(pk(n))♢1/q
.(6.26)

En utilisant ensuite lŠinégalité de Hölder à la somme Ągurant dans (6.26) avec les
exposants (q− 1)/(q− 2) et q− 1, on obtient bien lŠestimation annoncée.

Lemme 6.11. Il existe une constante absolue c2 telle que, pour (x,y) ∈ Hε, y et u
suffisamment grands, k et q des nombres entiers tels que 1 < k ≪ u+ log2 y et q > 1,
on a

Sk ≪ eξ(u/2)ζ1(β,y)eu/2+(c2u)/ logy

(1 − 1/2q)k
.

Démonstration. Pour P (n) ⩽ y, ω(n) ⩾ k et µ(n)2 = 1, on pose n=mph dans Sk avec




P−(h)> p, µ(h)2 = 1, P (h) ⩽ y

ω(m) = k− 1, µ(m)2 = 1,

P (m)< p⩽ y.
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On obtient alors

Sk = 2k
∑∗

P (m)⩽y
ω(m)=k−1

1
mβ

∑

P (m)<p⩽y

1
pβ(logp)1−1/q

∑∗

P (h)⩽y
P −(h)>p

1
hβ
.

On rappelle les notations T (s) et ζ1(β,y) respectivement déĄnies en (6.25) et (6.23).
On a

Sk ≪ 2kζ1(β,y)
∑∗

P (m)⩽y
ω(m)=k−1

1
mβ

∑

P (m)<p⩽y

e−T (p)

pβ(logp)1−1/q

⩽ 2kζ1(β,y)
∑

p⩽y

e−T (p)

pβ(logp)1−1/q

∑∗

P (m)<p
ω(m)=k−1

1
mβ

⩽
2kζ1(β,y)
(k− 1)!

∑

p⩽y

e−T (p)T (p)k−1

pβ(logp)1−1/q
⩽

2kζ1(β,y)y1−β

(k− 1)!
S̃k,

avec

S̃k :=
∑

p⩽y

e−T (p)T (p)k−1

p(logp)1−1/q
.

Énonçons une estimation issue de [BT05b] pour T (s). Suivant les notations de
[BT05b, (3.26)] et [BT05b, (3.21)], posons

wσ(t) :=
t1−σ − 1

(1 −σ) log t
, L(y) := exp¶(logy)3/5/(log2 y)1/5♢.

Introduisons également

g(t) :=
∫ wβ(et)

1
vξ′(v)dv ≪ wβ(et)

et remarquons que pour tout η > 0, u assez grand, on a, avec β = β(x,y),

wβ(yη) ⩽ e
η(1−β) logy ≍ e

ηξ(u/2) =

1 +

u

2
ξ
u

2

η
⩽
(
u log(2u)

)η (
(x,y) ∈Hε

)
.

DŠaprès [BT05b, (3.25)], on a, pour des constantes b1 et c1 convenables,

T (y) = log2 y+ g(logy) + b1 +O
wβ(y)
L(y)c1

+
logu
logy


.

Nous avons donc, pour une constante convenable c,

∑

p⩽y1/4

e−T (p)T (p)k−1

p(logp)1−1/q
≪

∑

p⩽y1/4

(log2 p+ cu1/3)k−1

p(logp)2−1/q
≪
∫ ∞

0

(v+ cu1/3)k−1

ev(2−1/q)
dv.
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Le changement de variable w = (v+ cu1/3)(2 − 1/q) fournit

∑

p⩽y1/4

e−T (p)T (p)k−1

p(logp)1−1/q
≪ e2cu1/3

(2 − 1/q)k−1

∫ ∞

0

wk−1

ew
dw ≪ e2cu1/3

(k− 1)!
(2 − 1/q)k−1

.

Nous avons ensuite, lorsque y1/4 < p⩽ y et pour une constante b2 convenable,

(
log2 p+ g(logp) + b1 +O(1 +wβ(p)/L(p)c1)

)k−1

⩽
(
log2 p+ g(logp) + b2

)k−1 exp¶O((uk)/L(y)c1/3)♢.

Puisque (x,y) ∈Hε et que k ≪ log2 y+u, on a uk ≪ L(y)c1/3. Donc

∑

y1/4<p⩽y

e−T (p)T (p)k−1

p(logp)1−1/q
≪
∫ y

y1/4

e−g(log t)−b2

(
log2 t+ g(log t) + b2

)k−1

t(log t)3−1/q
dt

≪
∫ log

2
y

log
2
(y1/4)

e−g(ev)−b2

(
v+ g(ev) + b2

)k−1

ev(2−1/q)
dv

≪
∫ log

2
y

log
2
(y1/4)

e¶g(ev)+b2♢¶1−1/q♢(v+ g(ev) + b2)k−1

e(2−1/q)¶v+g(ev)+b2♢ dv.

On effectue le changement de variable z = (v+ g(ev) + b2)(2 − 1/q). Comme la dérivée
de g est positive et que g(logy) ≪ wβ(y) = u/2 +O(u/(logu logy)), on obtient

∫ log
2

y

log
2
(y1/4)

e¶g(ev)+b2♢¶1−1/q♢(v+ g(ev) + b2)k−1

e(2−1/q)¶v+g(ev)+b2♢ dv ≪ e(g(logy)+b2)(1−1/q)

(2 − 1/q)k

∫ ∞

0

zk−1

ez
dz

≪ (k− 1)!
(2 − 1/q)k

exp¶g(logy)(1 − 1/q)♢ ≪ eu/2+O(u/ logy)(k− 1)!
(2 − 1/q)k

.

Donc, puisque q > 1, on a, pour u suffisamment grand,

S̃k ≪ e2cu1/3

(k− 1)!
(2 − 1/q)k−1

+
eu/2+O(u/ logy)(k− 1)!

(2 − 1/q)k
≪ eu/2+O(u/ logy)(k− 1)!

(2 − 1/q)k
.

On en déduit

Sk ≪ eξ(u/2)ζ1(β,y)eu/2+O(u/ logy)

(1 − 1/2q)k
,

ce qui achève la démonstration.

Rappelons la notation L∗
k,q déĄnie en (6.24) et donnons-en deux majorations en vue

dŠestimer cette quantité par une double récurrence.

Lemme 6.12. Pour des constantes convenables c1,k0 > 0, et sous les conditions

k ⩾ k0, 2 ⩽ q ⩽ q(k) :=
⌊
c1

√
k/ logk

⌋
,

on a

(6.27) L∗
k+1,q ⩽ 31/qL∗

k,q.
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Démonstration. On a, dŠaprès les Lemmes 6.9 et 6.10,

Lk+1,q ⩽ 21/qLk,q +Gk ⩽ 21/qLk,q + c4e
ξ(u/2)qL

(q−2)/(q−1)
k,q S

1/(q−1)
k .

On a donc

L∗
k+1,q ⩽ 21/q


L∗

k,q − 2k/qDq


+ 2(k+1)/qDq + c4e

ξ(u/2)qL∗
k,q

 Sk

L∗
k,q

1/(q−1)

⩽ 21/qL∗
k,q + c4e

ξ(u/2)qL∗
k,q

 Sk

L∗
k,q

1/(q−1)

⩽ 21/qL∗
k,q + c4e

ξ(u/2)qL∗
k,q

 Sk

2k/qDq

1/(q−1)
.

DŠaprès le Lemme 6.11, on a

Sk

2k/qDq
≪ eξ(u/2)(1−q)

2k/q¶1 − 1/(2q)♢k
.

Donc, pour une constante convenable c5, on obtient

L∗
k+1,q ⩽ 21/qL∗

k,q + c5q
{

21/q

1 − 1

2q

}−k/(q−1)
L∗

k,q.

On a, par croissance de la fonction q 7→ log2 + q log¶1 − 1/(2q)♢ lorsque q ⩾ 2,

21/q

1 − 1

2q


⩾

9
8

1/q

Donc

L∗
k+1,q ⩽ 21/qL∗

k,q + c5q
9

8

−k/(q(q−1))
L∗

k,q.

Pour k suffisamment grand, disons k ⩾ k0, c1

√
k/ logk > 1 et (logc5)/ logk < 1/2. La

condition 2 ⩽ q ⩽
⌊
c1

√
k/ logk

⌋
implique donc

c5q
8

9

k/(q(q−1))
⩽ c5q

8
9

k/q2

⩽

1
k

log(9/8)/c2

1
−1/2−logc5/ logk

⩽

1
k

log(9/8)/c2

1
−1
.

Donc, pourvu que c1 soit suffisamment petit, on a

c5q
8

9

k/(q(q−1))
⩽

1
k
.

Donc
L∗

k+1,q ⩽ L∗
k,q(21/q + 1/k).

Puisque 21/q +1/k ⩽ 31/q dès que k est suffisamment grand, cela achève la démonstration.

Lemme 6.13. Soit 1< r < q tels que q ⩽ r
√

2. Pour une constante convenable c3 on a
pour k > 0 et u suffisamment grand,

(6.28) L∗
k,q ⩽ uc3rL∗

k,r.
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Démonstration. De lŠinégalité (cf. [Ten85, (8)])

Mq(n)1/q
⩽ 21+1/rMr(n)1/r (n⩾ 1, 1 ⩽ r ⩽ q),

on déduit
Lk,q ⩽ 3Lk,r (1 ⩽ r ⩽ q).

Donc, puisque r/q < 1 et q/r ⩽
√

2, pour une constante convenable c,

L∗
k,q ⩽


Lk,r + 2k/rDr


e

cξ(u/2)r.

Pour une constante convenable c3, on obtient donc bien (6.28), car ξ(u/2) ≪ logu.

Rappelons que lŠon a posé, avec C ′′ à choisir ultérieurement,

K = ⌊C ′′(log2 y+u)⌋.

Nous avons, dŠaprès (6.27),

L∗
k+1,q ⩽ 31/qL∗

k,q (k0 ⩽ k ⩽K, 2 ⩽ q ⩽ ⌊c1

√
k/ logk⌋).

Posons également

kj = 2j , qj =
⌊
c1

√
kj

logkj

⌋
(j ⩾ 1)

ainsi que

J =
⌊ logK

log2

⌋
,

de sorte que
2J

⩽K < 2J+1.

Nous sommes donc à présent en mesure dŠobtenir, par une double récurrence, une
estimation de la quantité L∗

K,qJ
en fonction du terme initial L∗

k0,q0
.

Proposition 6.14. Pour une constante convenable C ′, on a

(6.29) L∗
K,qJ

⩽ exp
(
C ′√K logK

)
L∗

k0,q0
.

Démonstration. Remarquons que lŠon a bien qj ⩽
√

2qj−1 pour j suffisamment grand.
On applique alors (6.28) et on obtient

L∗
kJ ,qJ

⩽ uc3qJ−1L∗
kJ ,qJ−1

.

Puisque qJ−1 ⩽ q(kJ ), dŠaprès (6.27), on a

L∗
kJ ,qJ−1

⩽ 31/qJ−1L∗
kJ −1,qJ−1

.

Comme qJ−1 ⩽ q(kJ−1) et que la fonction k 7→ q(k) est croissante, on peut appliquer
kJ−1 fois (6.27) et on obtient,

L∗
kJ ,qJ−1

⩽ 3kJ−1/qJ−1L∗
kJ−1,qJ−1

.
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Nous obtenons ainsi par récurrence,

L∗
kJ ,qJ

⩽ exp
 ∑

1⩽j<J

kj

qj
+ c3 logu

∑

1⩽j<J

qj


L∗

k0,q0
.

On a

∑

1⩽j<J

kj

qj
+ c3 logu

∑

1⩽j<J

qj ≪
∑

1⩽j<J

kj

qj
+J

∑

1⩽j<J

qj ≪
∑

1⩽j<J

2j/2
√
j+ J

∑

1⩽j<J

2j/2

√
j

≪
√
J2J/2 ≪

√
logK exp

 logK log2
2log2


≪
√
K logK.

On obtient, pour constante convenable C,

(6.30) L∗
kJ ,qJ

⩽ exp
(
C
√
K logK

)
L∗

k0,q0
.

On applique ensuite (K − kJ) fois (6.28) à (6.30) et on obtient, pour une constante
convenable C ′,

L∗
K,qJ

⩽ 3(K−kJ )/qJL∗
kJ ,qJ

⩽ exp
(
C ′√K logK

)
L∗

k0,q0
.

Cela achève la démonstration.

DŠaprès le Lemme 6.8 et en rappelant les notations ZK et Z ′
K déĄnies en (6.19), on

a

(6.31) Ψ∆(x,y) ≪ Ψ(x,y)2u+O(u/ logu) +
xβeξ(u/2)

logx
(ZK +Z ′

K).

DŠaprès (6.22), on a
ZK ⩽ LK,qJ

⩽ L∗
K,qJ

.

Il nous reste donc à établir, à lŠaide de la Proposition 6.14, une majoration de ZK +Z ′
K .

Démontrons à cet effet une estimation du rapport ζ(β,y)/ζ(α,y).

Lemme 6.15. On a

ζ(β,y) = ζ(α,y)e−u/2+O(u/ logu) (
(x,y) ∈Hε

)
.

Démonstration. La formule [Ten23, (4.2)] énonce que, pour x suffisamment grand, on a

ζ(α,y)
ζ(β,y)

= exp
∫ u

u/2
tξ′(t)dt+O(1)

 (
(x,y) ∈Hε

)
.

Or, dŠaprès (2.14),
∫ u

u/2
tξ′(t)dt=

∫ u

u/2


1 +O

 1
log(2t)


dt=

u

2
+O

 u

logu


.

Cela achève la démonstration.

Nous sommes à présent en mesure dŠestimer les quantités ZK et Z ′
K .
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Proposition 6.16. On a, pour (x,y) ∈Hε,

(6.32) ZK ≪ Ψ(x,y)(logx)2u+O(u/ logu)eC′
√

K logK

xβ
.

Démonstration. Comme Zk ⩽ 2Lk,q pour k, q ⩾ 2, on a, dŠaprès (6.29),

xβeξ(u/2)

Ψ(x,y) logx
ZK ⩽

xβeξ(u/2)

Ψ(x,y) logx
e

C′
√

K logKL∗
k0,q0

.

On a ensuite

Lk0,q0
⩽

∑

P (n)⩽y

2k0

nβ
= 2k0ζ(β,y).

Donc
L∗

k0,q0
= Lk0,q0

+ 2k0/q0Dq0
⩽ 2k0ζ(β,y) + 2k0/q0Dq0

.

On a donc, dŠaprès le Lemme 6.15,

L∗
k0,q0

≪ ζ(α,y)e− u
2

+O(u/ logu) + ζ(α,y)eO(u/ logu)+ξ(u/2)+(c2u)/ logy+(q0−1)ξ(u/2)

≪ ζ(α,y)eO(u/ logu)

e

−u/2 + e
q0ξ(u/2)


= ζ(α,y)eO(u/ logu).

Ainsi,
xβeξ(u/2)

Ψ(x,y) logx
ZK ≪ xβeξ(u/2)ζ(α,y)eC′

√
K logK+O(u/ logu)

Ψ(x,y) logx
.

LŠestimation [Ten23, (4.1)] fournit

(β−α) logx= u
{
ξ(u) − ξ(u/2)

}
+O


1 +

u√
logy

 (
(x,y) ∈Hε

)
.

On en déduit

xβ
e

ξ(u/2)ζ(α,y) = xα
e

ξ(u/2)ζ(α,y)e(ξ(u)−ξ(u/2))u
e

O(1) ≍ xαζ(α,y)2u+O(u/ logu).

Donc, dŠaprès (2.10),

xβeξ(u/2)ζ(α,y)
Ψ(x,y) logx

≍ xαζ(α,y)2u+O(u/ logu)

Ψ(x,y) logx
≍
α
√

2π♣φ′
y(α)♣2u+O(u/ logu)

logx
.

On déduit de [Ten22, III.(5.96)] que lŠon a

α
√

2π♣φ′
y(α)♣ ∼ log


1 +

y

logx

√
2πu


1 +

logx
y


(y → ∞, u→ ∞),

lŠestimation
α
√

2π♣φ′
y(α)♣ ≍

√
(logx)(logy)

(
(x,y) ∈Hε

)
.

Donc

(6.33)
xβeξ(u/2)ζ(α,y)
Ψ(x,y) logx

≍ 2u+O(u/ logu).
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On obtient Ąnalement

xβeξ(u/2)

Ψ(x,y) logx
ZK ≪ 2u+O(u/ logu)

e
C′

√
K logK .

Rappelons la déĄnition de K en (6.20).

Proposition 6.17. On a, pour (x,y) ∈Hε,

(6.34) Z ′
K ≪ Ψ(x,y)(logx)2u+O(u/ logu)

xβ(logy)C′′+1−2e2
.

Démonstration. On a

Z ′
K ⩽

∑∗

P (n)⩽y
ω(n)>K

τ(n)
n

=
∑∗

P (n)⩽y
ω(n)>K

2ω(n)

n
⩽ e

−K
∑∗

P (n)⩽y

(2e)ω(n)

n
= e

−K
∏

p⩽y


1 +

2e2

p



≪ e
−K

∏

p⩽y


1 +

1
p

2e2

≪ e
−K(logy)2e2

.

Rappelons que pour x suffisamment grand, α < 1. Grâce à (6.33), on a donc

xβ

Ψ(x,y) logx
Z ′

K ⩽
2u+O(u/ logu)(logy)2e2

ζ(α,y)eK
⩽

2u+O(u/ logu)(logy)2e2

ζ(1,y)eK

⩽
2u+O(u/ logu)(logy)2e2−1

eK
.

Donc on a, puisque K = ⌊C ′′(log2 y+u)⌋,

xβ

Ψ(x,y) logx
Z ′

K ≪ 2u+O(u/ logu)

(logy)C′′+1−2e2
.

Fin de la démonstration de la Proposition 6.1
Dès lors que C ′′ > 2e2 − 1, les estimations (6.32) et (6.34) appliquées à (6.31)

fournissent, pour une constante C convenable,

Ψ∆(x,y) ≪ Ψ(x,y)2u+O(u/ logu)
e

C
√

(log
2

y)(log
3

y).

Cela achève la démonstration de la Proposition 6.1.
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Fonction dŠErdős-Hooley dŠargument friable

Résumé

Introduite par Erdős en 1974, puis étudiée par Hooley en 1979, la fonction ∆ est une fonction
arithmétique qui mesure la concentration logarithmique de lŠensemble des diviseurs dŠun entier.
Elle est déĄnie par la formule

∆(n) := sup
v∈R

∑

d♣n
v⩽logd<v+1

1 (n ∈ N
∗).

LŠencadrement de son ordre moyen et de son ordre normal ont fait lŠobjet dŠune attention
particulière dans la bibliographie, et certains articles très récents ont revisité le sujet.
Dans ce travail, nous obtenons un encadrement de la valeur moyenne de ∆ sur les entiers friables,
autrement dit de la quantité

1
Ψ(x,y)

∑

n∈S(x,y)

∆(n),

où S(x,y) désigne le nombre dŠentiers nŠexcédant pas x et dont le plus grand facteur premier
nŠexcède pas y, et Ψ(x,y) = ♣S(x,y)♣.

Mots clés : entiers friables, fonction dŠErdős-Hooley, anatomie des nombres entiers

Abstract

Introduced by Erdős in 1974, and studied by Hooley in 1979, the ∆ function is an arithmetic
function measuring the logarithmic concentration of the set of divisors of an integer. It is deĄned
by the formula

∆(n) := sup
v∈R

∑

d♣n
v⩽logd<v+1

1 (n ∈ N
∗).

Upper and lower estimates for both the normal and the average orders attracted deĄnite attention
in the bibliography, and some very recent article revisited the topic.
In this work, we obtain upper and lower bounds for the mean value of ∆(n) over friable integers,
in other words we bound from above and below the quantity

1
Ψ(x,y)

∑

n∈S(x,y)

∆(n),

where S(x,y) denotes the number of integers not exceeding x whose largest prime factor does
not exceed y, and Ψ(x,y) = ♣S(x,y)♣.

Keywords: friable integers, Erdős-HooleyŠs function, anatomy of integers
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