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Chapitre 1

Introduction générale

C’est à partir de la révolution néolithique il y a 12 000 ans, période qui connu l’essor de
l’agriculture [129], que les maladies infectieuses sont apparues dans les populations humaines
[47]. Les petits groupes de chasseurs-cueilleurs mobiles qui entraient rarement en contact les
uns avec les autres, se sont alors regroupés en grandes populations sédentaires et ont ainsi
facilité la transmission des maladies [180].

La première épidémie documentée dans l’Histoire est la peste d’Athènes [158], qui ravagea
la cité de 430 à 426 avant J.-C., causant la mort du tiers de ses habitants, dont Périclès [126].
Depuis lors, l’histoire des civilisations est marquée par les épidémies. On peut par exemple
citer la peste bubonique [119], le choléra, la variole [40], ou encore la grippe espagnole de
1918 qui a fait plus de morts que la Première Guerre mondiale [158, 25]. Plus récemment,
le virus Zika [192], la fièvre Ebola [133], le SRAS [169], le VIH [4] et la COVID-19 [148] sont
notables. Bien que la connaissance à propos de la dynamique de transmission des maladies
se soit considérablement développée au fil de l’apparition de ces épidémies, il reste encore
beaucoup à comprendre sur les mécanismes de transmission des maladies au sein d’une pop-
ulation hôte. La description et la meilleure compréhension de ces mécanismes permettent
d’apporter des éléments de réponse à des questions de santé publique. Cela nécessite un tra-
vail interdisciplinaire, dont la capacité à modéliser est un élément crucial. La situation sani-
taire exceptionnelle de 2020, liée à la pandémie du SARS-CoV-2, a mis en lumière ce travail
interdisciplinaire liant médecins, biologistes, mathématiciens, etc. Celle-ci a permis d’aider
à choisir quelles dispositions devaient être mises en place et quelles actions étaient à mener
dans l’intérêt de la santé publique à travers l’utilisation et le développement d’une grande di-
versité des techniques et approches de modélisation. Outre le travail apporté au contrôle de
cette pandémie, le développement de la modélisation de la dynamique de transmission d’une
maladie s’inscrit dans des enjeux de santé publique plus pérennes afin de mieux appréhender
les maladies futures. Comprendre les mécanismes de transmission des maladies infectieuses
induit les questions générales suivantes qui constituent la problématique de la thèse : qu’est-ce
qui impacte la transmission d’une maladie à l’échelle populationnelle ? À l’échelle individuelle
? En considérant les deux échelles ?

Dans ce cadre d’étude, cette thèse porte sur la modélisation de la dynamique de transmis-
sion des maladies infectieuses appuyée par des applications à deux maladies infectieuses, la
COVID19 et la grippe A, en considérant trois approches : à l’échelle populationnelle, avec
le point de vue épidémiologique (chapitre 2); à l’échelle intra-hôte, avec le point de vue im-
munologique (chapitre 3); enfin, un couplage multi-échelle immuno-épidémiologique (chapitre
4). Dans cette partie introductive, les problématiques de recherches précises ainsi que les con-
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textes qui ont motivé les travaux de cette thèse seront présentés. Les maladies infectieuses
utilisées dans cette thèse, la COVID19 et la grippe A, y seront également présentées. Les dif-
férentes approches de modélisations ainsi qu’une présentation des modèles compartimentaux
et l’état de l’art des modèles multi-échelles sont ensuite développés dans cette même intro-
duction. Ensuite seront présentés les résultats de thèse sous forme d’articles (publié pour le
chapitre 2 dans Journal of Theoretical Biology, et publié dans Infectious Disease Modelling pour le
chapitre 3). Enfin, un travail portant sur le couplage multi-échelle immuno-épidémiologique
sera présenté dans le chapitre 4.

1.1 Contexte des problématiques de recherches

1.1.1 Les mutations, une perturbation de la situation sanitaire

Les virus mutent avec le temps. En effet, lorsqu’un virus pénètre dans l’organisme, il se mul-
tiplie, créant ainsi des copies de lui-même. Des erreurs, appelées mutations, se produisent
ponctuellement lors de ces copies, modifiant ainsi le génome du virus initial [87]. Cette version
mutée du virus est appelée variant [137]. Les modifications du matériel génétique n’ont pas
d’impact dans la majorité des cas, mais parfois, ces mutations permettent aux virus d’acquérir
des caractéristiques différentes de la souche initiale et donc influent sur la gravité de la maladie
[137]. Les variants sont donc une question de hasard, mais pas seulement. Les variants ayant
acquis des modifications de façon aléatoire qui leur confèrent un avantage pour la survie de
l’espèce virale vont persister. Plus une épidémie se propage, plus il faut s’attendre à l’émergence
de nouveaux variants, car il y aura eu une plus grande probabilité que des mutations bénéfiques
pour l’espèce virale apparaissent [6]. Il y a ensuite un processus de compétition entre les vari-
ants, dans lequel celui qui est le plus "fort" et donc le plus apte à perpétuer l’espèce virale gagne
[6]. Il est donc important de prendre en compte les différents variants qui complexifient la situ-
ation sanitaire et d’ajuster les prises de décisions en fonction de leurs nouvelles caractéristiques
[21].

Les mutations peuvent avoir un effet sur la transmissibilité ou la virulence du virus [87].
Les différences observées sur la séquence génétique de ces virus peuvent être classées en trois
groupes : variation de transmissibilité (plus ou moins contagieux), variation de pathogénicité
(plus ou moins de formes graves), variation d’échappement immunitaire (risque de possibles
réinfections) [160]. Ces trois groupes de modifications peuvent aussi potentiellement se com-
biner. Dans le cas d’un variant avec une contagiosité et une virulence plus importantes, la
population peut être plus largement contaminée et peut également développer des formes de
gravité augmentée, comparées au virus initial.

Les variants sont classés en trois catégories [150] :
- Les variants en cours d’investigation, ou VUM ("variant under monitoring") : Dans cette
catégorie se trouvent les variants caractérisés par des modifications génétiques avec un effet
possible sur leurs caractéristiques et des signaux précoces d’un avantage de croissance, mais
dont l’impact épidémiologique et clinique n’a pas encore été démontré.
- Les variants d’intérêt, ou VOI ("variant of interest") : Dans cette catégorie se trouvent les
variants caractérisés par des modifications génétiques avec un effet possible ou démontré sur
leurs caractéristiques et un avantage de croissance dans plus d’une région associée à une aug-
mentation du nombre de cas ou autre signal épidémiologique suggérant un risque accru pour
la santé publique.
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- Les variants préoccupants, ou VOC ("variant of concern") : Dans cette catégorie se trouvent
les variants répondant à la définition d’un VOI et qui satisfont à l’un des critères suivants : une
sévérité accrue, une diminution importante de l’efficacité vaccinale contre les formes sévères
ou une modification des caractéristiques pouvant affecter la capacité des structures de soin à
prendre en charge les patients.

Selon le classement d’un variant, une surveillance et des analyses virologiques sont mises
en place par le centre national de référence (CNR) "Virus des infections respiratoires" et Santé
publique France.

Un des objectifs de la première partie du travail de thèse (chapitre 2) a été de prendre en
compte les VOC du SARS-CoV-2 (Virus responsable de la COVID-19, voir une présentation de
la maladie et des VOC dans la sous-section 1.2.1) pour répondre à la problématique suivante :
Comment les variants impactent-ils la propagation de la COVID-19 en France entre janvier
et mai 2021 1? Ce questionnement se déroule à une échelle épidémiologique.

1.1.2 Les infectés asymptomatiques, un grand facteur d’incertitude

Une personne asymptomatique est une personne contaminée par le virus, mais qui ne présente
pas de symptômes pendant la période d’infection [139]. Ces personnes sont contagieuses. En
effet, dans plusieurs études, la charge virale des personnes asymptomatiques était égale à celle
des personnes symptomatiques, ce qui suggère un potentiel similaire de transmission virale
[193, 101]. Contrairement aux personnes qui présentent des symptômes, dans la majorité des
cas, elles n’ont pas conscience qu’elles sont malades et ne prennent donc pas (ou moins) les dis-
positions nécessaires pour éviter de transmettre la maladie. Les personnes asymptomatiques
représentent donc un facteur important de transmission de la maladie au sein d’une population
[80], il parait alors important de les prendre en compte dans le cadre de travail de modélisa-
tion, et dans les programmes de dépistage [139]. Cela permet ainsi l’obtention de données
nécessaire à l’étude de la dynamique de transmission de la maladie. Les personnes asymp-
tomatiques jouent donc un rôle important mais pour de nombreuses maladies, leur nombre et
leurs effets sont incertains [139].

Dans le cas plus particulier de la COVID19 (voir sous-section 1.2.1) où des dépistages mas-
sifs ont été mis en place, l’estimation du nombre de personnes asymptomatiques a été rendu
plus simple que pour d’autres maladies. Prendre en compte les personnes asymptomatiques
dans la modélisation de la dynamique de transmission de la COVID19, et les utiliser dans des
simulations à l’aide de données parait donc possible en utilisant les données massives récoltées
au début de l’épidémie. Dans la première partie du travail de thèse (chapitre 2), les personnes
asymptomatiques ont donc été prises en considération dans le travail portant sur les variants
du SARS-CoV-2.

1.1.3 Le système immunitaire mémoire, un appui majeur lors des réinfec-
tions

Le système immunitaire définit l’ensemble des mécanismes de défense mis en œuvre par notre
organisme pour nous protéger contre les agents pathogènes. Il existe deux types de réponses

1Cette période a été considérée pour éviter l’effet de la vaccination sur les données utilisées.
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immunitaires : innée et adaptative [14, 33]. Lors de la réponse immunitaire adaptative, le
système immunitaire développe une mémoire immunitaire [177] de sorte que si l’on entre en
contact une deuxième fois avec le même agent pathogène, la réponse immunitaire est plus
rapide et efficace que lors de la réponse primaire [56] .

Pour comprendre ce qu’est la mémoire immunitaire et comment elle se forme, décrivons
rapidement ce qu’il se passe lors d’une première infection. Cette description résumée a été faite
à partir des deux revues suivantes : " Overview of the immune system" de Kellie et Al-Mansour
[96] et "Immunological memory to viral infections" de Welsh, Selin et Szomolanyi-Tsuda [177] .
La description qui suit n’a pas pour but d’être très précise, elle contient beaucoup de raccourcis,
mais permet de comprendre le fonctionnement du système immunitaire adaptatif et donc la
mise en place de la mémoire immunitaire. Pour plus de précisions sur le fonctionnement de
la réponse immunitaire, voir les deux revues citées précédemment qui décrivent précisément
comment la mémoire des lymphocytes T et B est générée en réponse aux infections virales et
comment ces cellules réagissent lorsque l’hôte est à nouveau infecté.

Lors d’une première infection, la réponse immunitaire adaptative fait suite à la réaction im-
munitaire innée qui se termine par la formation d’une cellule présentatrice d’antigène (CPA)
qui présente l’antigène exposé sur un de ses récepteurs, le CMH2. Cette CPA migre dans les
ganglions lymphatiques [108] où elle va pouvoir communiquer avec le reste du système immu-
nitaire, en particulier les lymphocytes. La CPA communique en premier lieu avec un lympho-
cyte T CD4+ (LTCD4). Le LTCD4 reconnait l’antigène et le CMH2, ce qui va l’activer spécifique-
ment. Il y alors une sélection clonale, seuls les LTCD4 capables de reconnaitre l’antigène vont
être activés. Il y a ensuite une multiplication des lymphocytes activés (amplification clonale),
une prolifération des LTCD4 et un stockage de LTCD4 mémoires. Les LTCD4 se différencient
ensuite en lymphocytes auxiliaires qui produisent des interleukines 2. Ces molécules chim-
iques activent l’intégralité du système immunitaire, et en particulier les lymphocytes B (LB)
et les lymphocytes CD8+ (LTCD8). Il y a alors deux mécanismes, l’immunité à médiation hu-
morale et l’immunité à médiation cellulaire. L’immunité à médiation humorale repose sur les
LB, ils vont également subir les mécanismes de sélection clonale et d’amplification clonale. Il
y a donc une prolifération des LB et une formation de LB mémoires [108]. Les LB se différen-
cient en plasmocytes qui produisent des anticorps qui vont venir se fixer sur les antigènes et
former un complexe immun pour neutraliser les micro-organismes et favoriser l’élimination
des micro-organismes [108]. Il y a également l’immunité à médiation cellulaire, qui va perme-
ttre de détruire les cellules infectées. Il y a également les mécanismes de sélection clonale et
d’amplification clonale, et la formation de LTCD8 mémoires. Les LTCD8 se différencient en
lymphocytes cytotoxiques qui sont alors capables de tuer les cellules infectées [108].

Suite à une première infection, une mémoire immunitaire se met donc en place avec la
formation de différents lymphocytes mémoires et d’anticorps. Cette mémoire immunitaire per-
met une réponse immunitaire plus rapide et agressive si l’hôte est à nouveau en contact avec le
même virus [56]. On comprend ainsi que la mémoire immunitaire joue un rôle important pour
contrôler une réinfection chez un hôte. C’est d’ailleurs sur ce concept de mémoire immunitaire
que se basent les vaccins. Une meilleure compréhension de la mémoire immunitaire permet
donc d’aider dans le contrôle des maladies infectieuses, notamment dans le développement de
méthode de vaccination [177].

Une question a alors émergé concernant le fonctionnement de la réponse immunitaire mé-
moire et le délai entre la première infection et la seconde infection. Nous avons notamment
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voulu mettre en évidence quelles composantes parmi les anticorps, les LB mémoires et les
LTC8 mémoires impactaient le plus en fonction du délai de réinfection. Ce questionnement se
déroule donc à une échelle immunologique. Un des objectifs de la deuxième partie du travail
de cette thèse (chapitre 3) a donc été de comprendre la réponse immunitaire mémoire dans la
réinfection par deux virus, le virus de la grippe A et le SARS-CoV-2, en adaptant un précédent
modèle intra-hôte [156] pour répondre à la problématique suivante : Quelles composantes de
la mémoire immunitaire ont le plus grand impact sur l’élimination virale en fonction du
délai entre une infection primaire et une réinfection ?

1.1.4 Le multi-échelle, une approche au plus près de la réalite

Les précédentes problématiques concernaient soit la dynamique de transmission d’une maladie
à l’échelle d’une population susceptible, soit l’étude du système immunitaire à l’échelle d’un
individu. On sait pourtant que dans la réalité, la dynamique de transmission d’une maladie
résulte à la fois de mécanismes entre les individus et de mécanismes à l’intérieur de chaque
individu. Il y a alors un véritable intérêt à coupler les deux échelles pour se positionner au
plus près de la réalité. Certaines problématiques plus précises peuvent ainsi être étudiées à
travers des modèles immuno-épidemiologique. C’est par exemple le cas de la problématique
du chapitre 4 : Comment la dynamique virale impacte-t-elle la dynamique épidémiologique
?

Un descriptif des principaux résultats à ces problématiques se trouve dans la partie 1.7.

1.2 Maladies étudiées

1.2.1 COVID-19

La maladie à coronavirus 2019, souvent appelée COVID-19, est une maladie infectieuse virale
provoquée par le virus SARS-CoV-2 (Severe acute respiratory syndrome coronavirus 2)[136].
Les symptômes de cette maladie sont principalement des maux de tête, de la fièvre, de la toux
et de la fatigue. On peut également remarquer chez certains patients une perte brutale de
l’odorat et/ou du goût. La COVID-19 peut évoluer vers des atteintes respiratoires graves, sou-
vent chez des personnes âgées, obèses, ou souffrant de diabète et d’hypertension [142, 136].
Certaines personnes atteintes par la maladie ne contractent aucun symptôme, on dit alors
qu’elles sont asymptomatiques. La COVID-19 est une maladie récente dont les premiers cas
ont été recensés fin 2019, à Wuhan, en Chine [168]. Elle s’est ensuite répandue au monde en-
tier et l’Organisation mondiale de la santé (OMS) a déclaré l’épidémie de SARS-CoV-2 le 11
mars 2020. En date du 31 janvier 2023, il y avait plus de 67 millions de personnes infectées par
le SARS-COV-2 et plus de 6 millions de décès suite à la maladie [85]. La propagation rapide
du SARS-CoV-2 a conduit à l’émergence de différents variants. Début 2021, avant l’effet de
la vaccination, il y avait trois variants (α, β, et γ) répertoriés en VOC par le Centre européen
de prévention et de contrôle des maladies (ECDC) [63]. Le variant α est apparu au Kent au
Royaume-Uni et a dominé les infections en raison d’une augmentation de la transmissibilité
[86, 143]. Il y a ensuite eu le variant β, identifié pour la première fois en Afrique du Sud en oc-
tobre 2020 et le variant γ , identifié pour la première fois au Brésil en décembre 2020 [57]. Ces
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variants ont entraîné des augmentations du nombre d’infections dans de nombreuses régions
du monde [121].

Un des objectifs de la première partie de cette thèse (voir chapitre 2), était de répondre à la
problématique suivante : comment les variants impactent-ils la propagation de la COVID-19
en France entre janvier et mai 2021 ? Nous avons donc considéré les données concernant les
variants cités ci-dessus pour répondre à cette problématique.

Une application au SARS-CoV-2 sera également faite lors du chapitre 3 pour répondre à la
problématique citée précédemment : quelles composantes de la mémoire immunitaire ont le
plus grand impact sur l’élimination virale en fonction du délai entre une infection primaire et
une réinfection ? En effet, la COVID-19 persiste dans les populations et les personnes peuvent
être réinfectées. Il semble donc intéressant d’étudier spécifiquement la COVID-19 dans l’étude
du chapitre 3.

1.2.2 Grippe A

La grippe A est une maladie infectieuse virale provoquée par le virus de la grippe A (IAV),
un virus à ARN, qui comporte plusieurs sous-types. Ces sous-types sont identifiés par deux
antigènes présents à sa surface, l’hémagglutinine et la neuraminidase [62]. Le nom donné à
chacun des variants fait référence aux types d’antigènes. Par exemple, un variant de ce virus
est le variant H5N1 qui provoque la grippe aviaire chez les oiseaux [109, 152]. Le nom H5N1
fait référence à la présence d’hémagglutinine de type 5 et de neuraminidase de type 1 [62]. Le
variant H1N1 est lui responsable de certaines pandémies chez l’Homme comme en 2009, ou en
2018 avec la grippe espagnole [89]. Les virus de la grippe A peuvent donc infecter différentes
espèces : les humains, les oiseaux, les porcs, les chevaux, etc. [165, 53, 175]

L’infection par la grippe A peut entraîner des formes graves avec des cas de syndrome
de détresse respiratoire aiguë [88]. Il s’agit d’une infection respiratoire saisonnière très con-
tagieuse qui touche chaque année plusieurs millions de personnes en France. Dans le monde,
les infections annuelles par l’IAV sont des causes majeures de mortalité [138, 23]. En effet,
la grippe provoque jusqu’à cinq millions d’infections graves et au moins un demi-million de
décès [138]. Bien que le virus de la grippe A fasse l’objet de recherches depuis de nombreuses
années, il représente toujours un risque pour la santé publique. La difficulté à contrôler la
propagation de cette maladie vient du fait que, comme tous les virus à ARN, les virus de la
grippe A tendent à muter [73]. Ainsi, le vaccin doit être reformulé chaque année pour protéger
contre les différents variants qui émergent. L’IAV persiste donc dans les populations et les per-
sonnes peuvent être réinfectées. Par conséquent, il est important de comprendre comment le
système immunitaire lutte contre ces réinfections. Une application au virus de la grippe A sera
donc faite lors du chapitre 3 pour répondre à la problématique citée précédemment : quelles
composantes de la mémoire immunitaire ont le plus grand impact sur l’élimination virale en
fonction du délai entre une infection primaire et une réinfection ?

1.3 Les différentes approches de modélisation

L’étude de la propagation des maladies infectieuses peut être abordée de différentes manières.
Deux disciplines entrent alors en jeu, l’utilisation de l’une ou/et de l’autre dépend de la prob-
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lématique posée. L’Épidémiologie est une branche des sciences de la vie qui étudie l’état de
populations sujettes à maladie. Elle permet de connaître l’évolution des maladies dans le temps
et dans l’espace, leur contagiosité, leur impact sur la population. L’OMS en donne la définition
suivante en 1991 « l’Épidémiologie est une étude de la distribution et des déterminants des
problèmes de santé et des maladies dans les populations et de son application à la prévention
et à la lutte contre les maladies et problèmes de santé. » [173]. L’Immunologie est une branche
des sciences de la vie qui étudie le système immunitaire c’est-à-dire les réponses de l’organisme
face à un pathogène (virus, bactéries, etc.). L’étude de la propagation des maladies infectieuses
peut donc être abordée avec différentes approches. On peut considérer une approche à une
seule échelle, avec un point de vue épidémiologique (à l’échelle de la population, voir Figure
4.3) ou avec un point de vue immunologique (à l’échelle de l’individu, voir Figure 1.2). On
peut également considérer une approche multi-échelle en considérant un processus qui cou-
ple l’approche immunologique et l’approche épidémiologique (Voir Figure 1.3). En effet, la
propagation d’une épidémie est en réalité un processus multi-échelle qui nécessite le couplage
d’approches épidémiologiques et immunologiques qui se déroulent sur plusieurs échelles tem-
porelles. À l’échelle de l’heure ou du jour du point de vue de la propagation de l’infection dans
un hôte, à l’échelle du jour, de la semaine ou du mois du point de vue de la propagation entre
les individus.

Figure 1.1: Schéma d’un processus épidémiologique à une échelle représentant la transmission
d’une maladie avec R0 = 2 (voir la sous-section 1.6.1 pour la présentation du taux de reproduc-
tion de base R0).
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Figure 1.2: Schéma d’un processus immunologique à une échelle représentant la propagation
du virus au sein d’un hôte infecté en considérant le système immunitaire, la charge virale, les
cellules saines et infectées.

Figure 1.3: Schéma d’un processus multi-échelle qui couple une approche épidémiologique
(symbolisé par le contact entre individus susceptibles et infectieux) et immunologique (sym-
bolisé par l’infection intra-hôte avec la réponse immunitaire et la réplication virale) d’après V.
Nguyen [132].

1.4 Un point sur les modèles mathématiques en biologie

L’étude des maladies infectieuses repose en partie sur l’utilisation de modèles mathématiques.
De nombreux modèles font partie de ce que l’on nomme les modèles compartimentaux. Don-
nons une vision d’ensemble de ces modèles. Les modèles compartimentaux les plus classiques
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sont des modèles déterministes qui utilisent des équations différentielles ordinaires (EDO) où
le temps t est supposé continu. Ces modèles sont basés sur la division de la population en
plusieurs groupes, appelés compartiments. En épidémiologie, les individus de la population
considérée sont identifiés selon leur statut vis-à-vis de la maladie, et chaque statut coïncide
avec un compartiment. Les différents statuts peuvent par exemple : être un individu infecté,
être un individu guéri, être mort, etc. La modélisation d’épidémie basée sur ce type de mod-
èle commence en 1911 avec les travaux de Ronald Ross sur le paludisme [154]. Le paludisme
est une maladie infectieuse due à un parasite du genre Plasmodium, propagée par la piqûre
de certaines espèces de moustiques [140]. Dans ses travaux, Ronald Ross divise la population
humaine en deux groupes, les susceptibles Sh qui sont les individus capables de devenir in-
fectés et les infectés Ih, et fait de même avec la population des moustiques en deux groupes
Im et Sm. Ross utilise le système d’EDO suivant pour modéliser l’évolution des compartiments
d’individus infectés. 

dIh
dt = ab1mIm(1− Ih)−γIh

dIm
dt = ab2Ih(1− Im)−µIm

avec a le taux quotidien de piqûres de moustiques sur l’Homme, b1 la proportion de piqûres
produisant une infection chez l’Homme, b2 la proportion de piqûres par lesquelles un mous-
tique susceptible devient infecté, m le ratio du nombre de moustiques femelles par humain, γ
le taux moyen de guérison pour les humains et µ le taux de mortalité des moustiques. Dans
ce modèle, la population de moustiques et d’humains est considérée comme constante. La sor-
tie du groupe des infectés humains se fait lorsqu’ils guérissent, celle du groupe des infectés
moustiques en mourant. Grâce à ce modèle, Ross montra que pour éradiquer le paludisme, il
suffisait de rapporter la quantité de moustiques infectieux en dessous d’un certain seuil.

En 1927, Kermack et McKendrick ont utilisé les travaux de Ronald Ross pour étudier la dy-
namique de la transmission des maladies infectieuses [98]. Ils ont ainsi créé le modèle SIR sur
lequel reposent aujourd’hui beaucoup des modèles dont le nom vient des groupes d’individus
"Susceptible", "Infected", et "Recovered". Selon la maladie considérée des vecteurs d’épidémies
autres que les humains sont considérés comme c’était le cas dans l’étude du paludisme. Dans
le modèle SIR plusieurs hypothèses sont élaborées : La taille de la population est considérée
comme constante N = S(t) + I(t) +R(t) à chaque temps t, tous les infectés sont contagieux, il n’y
a pas de temps d’incubation, une personne guérie ne peut plus transmettre la maladie, la seule
façon de quitter le compartiment S est de devenir une personne infectée et il y a une répartition
homogène des personnes saines et infectées. Ce modèle peut être représenté sous la forme d’un
diagramme épidémiologique avec β > 0 le taux de transmission, βI la force d’infection et γ > 0
le taux de guérison qui est égale à l’inverse de la durée moyenne d’infection.

S -
βI

I -
γ

R

Figure 1.4: Diagramme épidémiologique du modèle SIR.
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L’évolution au cours du temps de S(t), I(t) et R(t) se fait avec le système d’équations dif-
férentielles suivant : 

dS
dt = −βSI

dI
dt = βSI −γI

dR
dt = γI

pour une donnée initiale S(0) = S0, I(0) = I0 > 0 et R(0) = 0.

Le modèle SIR est le modèle compartimental le plus simple et le plus classique en épidémi-
ologie mais d’autres variantes existent. On peut par exemple considérer un modèle SIRS qui
suppose que les personnes guéries deviennent à nouveau susceptibles à partir d’un certain
temps. Le diagramme est alors le suivant en considérant la durée moyenne de l’immunité dans
la population des personnes guéries de 1

δ .

S -βI
I -γ

R

6

δ

Figure 1.5: Diagramme épidémiologique du modèle SIRS.

On peut aussi prendre en compte le temps d’incubation c’est-à-dire le délai entre le mo-
ment où l’individu est infecté et celui où il devient infectieux en ajoutant un compartiment,
souvent appelé E (exposé), pour obtenir un modèle SEIRS. Le diagramme est alors le suivant
en considérant que la durée moyenne de la période d’incubation est 1

θ .

S -
βI

E -
θ

I -
γ

R

6

δ

Figure 1.6: Diagramme épidémiologique du modèle SEIRS.

D’autres compartimentaux peuvent encore être considérés, comme par exemple : les per-
sonnes hospitalisées, les personnes en quarantaines, les personnes asymptomatiques, etc.

Les modèles compartimentaux sont également utilisés dans d’autres domaines avec le même
principe. En immunologie par exemple, les compartiments représentent les cellules saines, les
cellules infectées, les particules virales, les anticorps etc. On peut par exemple créer le modèle
HIV constitué de trois compartiments : les cellules saines H , les cellules infectées I et les
particules virales V . Nous obtenons alors le système d’équations différentielles suivant qui
modélise les interactions entre ces trois compartiments :
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dH
dt = −βHV

dI
dt = βHV − δI

dV
dt = pI − cV

Les cellules saines sont infectées par les particules virales avec un taux β. Les cellules infec-
tées produisent des particules virales à un taux p. Les taux de mortalité des cellules infectées et
des particules virales sont respectivement δ et c. On peut représenter ce modèle sous la forme
du diagramme suivant :

H - I

?
δ

V

?

c

�
�
�

�
���

β

�
�

�
�

�
�

�	

p

Figure 1.7: Diagramme du modèle HIV .

Les modèles classiques de type SIR sont à une seule échelle de temps, mais il est également
possible d’utiliser les modèles compartimentaux comme base au développement de modèle
plus complexe à plusieurs échelles de temps, c’est ce que nous ferons au chapitre 4. Faisons
alors un tour d’horizon des modèles multi-échelles dans la section suivante 1.5.

1.5 État de l’art des modèles multi-échelles

Les modèles mathématiques portant sur la propagation des maladies infectieuses se concen-
trent souvent sur une seule échelle, l’échelle de l’individu (approche immunologique) ou l’échelle
de la population (approche épidémiologique), pourtant la propagation d’une épidémie est un
processus multi-échelle qui nécessite le couplage d’approches intra-hôte et inter-hôte. On con-
sidère alors que la dynamique de l’infection au sein d’un seul individu peut influencer la dy-
namique de l’infection entre les individus de la population considérée et vice versa.
À titre d’exemple, la pandémie de COVID-19 a stimulé de vastes travaux de recherche à des
échelles intra-hôte [50, 37, 84, 43] et inter-hôte [176, 35, 127, 116, 38], ce qui permet d’apporter
de nombreuses informations, par exemple sur l’impact de mesures de contrôle au niveau de
la population (inter-hôte) ou l’impact d’un vaccin ou d’un médicament pour le contrôle de
l’infection (intra-hôte). Cependant, l’interaction entre les deux échelles a été moins étudiée
bien que la compréhension des maladies infectieuses à différentes échelles, et en particulier
l’impact de l’immunité (intra-hôte) sur la transmission entre les individus (inter-hôte) est cap-
itale pour le contrôle d’une épidémie.
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Une façon simple de comprendre la modélisation multi-échelle est par exemple de consid-
érer un modèle épidémiologique SI et d’intégrer dans ce modèle la dynamique immunologique
des personnes infectées en considérant les cellules saines, infectées et l’agent pathogène re-
sponsable de la maladie (Voir Figure 1.8). Le lien entre ces deux échelles peut alors se faire de
différentes manières.

Figure 1.8: Schéma d’un modèle multi-échelle simplifié d’après M. Martcheva [115].

On présente dans la suite une classe de modèles, appelés " modèles imbriqués", et une ap-
proche qui prend en compte l’environnement. Elles sont souvent utilisées comme base dans la
création de modèles déterministes multi-échelle de maladie infectieuse. À noter que ces façons
de lier les échelles peuvent être utilisées en même temps dans un même modèle et qu’il en
existe de nombreuses variantes. Nous les utiliserons comme base dans le développement d’un
nouveau modèle dans le chapitre 4.

Les modèles imbriqués, ou "nested" modèles, sont une classe de modèles très utilisés
et relativement récents suggérée pour la première fois par Gilchrist et Sasaki [69]. Dans les
modèles imbriqués les plus simples, le modèle intra-hôte est un système d’EDO structuré
en fonction de l’âge de l’infection. Le modèle inter-hôte est lui un système d’EDP struc-
turé en fonction de l’âge de l’infection et du temps chronologique. Le lien entre les deux
modèles se fait avec deux mécanismes : le lien via l’âge de l’infection et/ou le lien via les
paramètres du modèle inter-hôte qui dépendent des variables intra-hôte. Pour le deuxième
lien, dans de nombreux modèles le paramètre inter-hôte considéré est le taux de transmission
que l’on fait dépendre de la charge virale (une variable très courante dans les modèles intra-
hôte) [36, 157, 71, 145, 131, 10]. Pour plus de précision au sujet de ces modèles, on peut par
exemple voir la review de Mideo, Alizon, et Day [122] qui définissent les modèles imbriqués,
et mettent en avant les avantages et les limites de ces modèles.

Une approche avec l’environnement est souvent considérée dans les modèles multi-échelles.
En effet, une manière de lier les modèles épidémiologique et immunologique est de considérer
un lien via l’environnement. Ce type de modélisation est réaliste seulement pour certaines mal-
adies dont le pathogène a besoin de l’environnement pour se développer ou propager la maladie
tels que l’eau, l’air ou les aliments par exemple. Dans ce cas, le modèle immunologique est lié
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au modèle épidémiologique via une équation qui modélise la dynamique du pathogène dans
l’environnement [151, 187, 59, 76, 174].

À titre d’exemple concernant les modèles déterministes multi-échelles récents, on peut
noter la littérature suivante à propos de la pandémie du SARS-CoV-2 :

Banerjee et al. [17] proposent un modèle immuno-épidémiologique qui couple un mod-
èle SIR classique à un modèle immunologique prenant en compte la charge virale et la con-
centration des cellules immunitaires. Le lien est créé par le fait que le nombre d’individus
susceptibles S dépend du nombre de personnes infectées I via la charge virale initiale. Cette
modélisation permet de prendre en compte que l’augmentation du nombre d’individus infectés
augmente la charge virale initiale.

Wang et al. [174] utilisent un modèle immuno-épidémiologique pour étudier la dynamique
intra-hôte et inter-hôte en prenant en compte plusieurs voies de transmission : d’hôte à hôte et
également de l’environnement à l’hôte. Leurs travaux soulignent le rôle potentiel que l’environ-
nement peut jouer dans la transmission de la COVID-19 et ainsi l’importance de bien nettoyer
les surfaces et de se laver les mains pour prévenir la transmission. Ce modèle rentre également
dans la classe des modèles imbriqués en faisant dépendre des paramètres épidémiologiques de
la charge virale du modèle immunologique.

Faniran et al. [54] proposent un modèle immuno-épidémiologique qui lie l’échelle épidémi-
ologique en considérant une transmission d’hôte à hôte et de l’environnement à l’hôte avec une
échelle immunologique prenant en compte le système immunitaire de manière détaillée. Le
lien se fait en considérant que les taux de transmissions entre les personnes susceptibles, ex-
posées et infectieuses sont fonction de la charge virale du SARS-CoV-2. Ce modèle permet
l’étude du rôle de l’interféron de type 1, et des anticorps sur la transmission du SARS-CoV-2 au
niveau de la population sous l’effet de certains médicaments antiviraux.

Adewole et al. [5] propose un modèle immuno-épidémiologique avec une dérivée fraction-
naire au sens de Caputo – Fabrizi. La réponse immunitaire est intégrée afin de comprendre
l’interaction entre le SARS-CoV-2 et les cellules immunitaires et comment celles-ci informent
sur la transmission d’humain à humain. Ce modèle couple l’échelle épidémiologique à l’échelle
immunologique via le taux de transmission entre les personnes susceptibles et infectées con-
sidéré comme fonction de la charge virale moyenne par individu infecté. Les simulations sug-
gèrent que pour réduire la mortalité liée à la maladie il faut maintenir des mesures qui ré-
duisent la transmission du virus et également développer l’utilisation de vaccins et/ou des
médicaments qui améliorent le système immunitaire humain, empêchant ainsi l’infection des
cellules épithéliales.

1.6 Rappel de quelques notions et critères

1.6.1 Une notion épidémiologique : Taux de reproduction de base R0

Le taux, ou nombre de reproduction de base R0 est un concept fondamental en épidémiologie.
Il s’agit d’une quantité qui représente le nombre d’infections secondaires résultant d’une per-
sonne infectée dans une population sensible [45, 172, 144]. Diekmann le définit comme : « le
nombre moyen de nouveaux cas d’infections dues à l’introduction d’un individu infecté dans
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une population entièrement constituée d’individus sains et susceptibles d’être infectés» [44].
Le taux de reproduction de base est un concept clé pour prévenir l’apparition d’épidémies. Il
peut-être vu comme un seuil. Sa valeur se compare à 1. Si ce taux est supérieur à 1, il y aura une
augmentation du nombre de cas, la maladie va se propager et peut devenir une épidémie. S’il
est inférieur à 1, il y aura une diminution progressive du nombre de personnes nouvellement
infectées, et donc une disparition progressive de la maladie. Enfin s’il est égal à 1 cela signifie
qu’une personne infectée infectera une seule autre personne, le nombre de nouveau malade
augmentera sans causer d’épidémie.

Pour connaitre l’histoire du nombre de reproduction de base, voir l’article de J.A.P. Hans.
Heesterbeek [83] qui retrace l’histoire de ce nombre.

La méthode de matrice de prochaine génération (NGM) : calcul dans le cas d’EDO autonomes

La méthode NGM permet de calculer le nombre de reproduction de base dans le cas d’EDO
autonomes. Cette méthode est basée sur la définition de R0 comme valeur propre dominante
de la matrice de nouvelle génération [45, 46]. Les différentes étapes pour obtenir ce nombre,
noté R0(t), sont détaillées ci-dessous et s’appuient majoritairement sur l’article de A. Perasso
[144].

Supposons pour commencer que nous avons séparé la population en n compartiments. Le
nombre d’individu présent dans le i-ème compartiment est donné par xi .

• Étape 1
Ordonner les compartiments de telle sorte que les m premiers soient constitués d’individus

infectés ou en rapport avec l’infection. Ces premiers compartiments sont par exemple les in-
fectieux symptomatiques ou asymptomatiques, les personnes qui ont guéri ou sont décédées
de la maladie. Les m+ 1 à n compartiments sont les compartiments constitués d’individus non
infectés comme par exemple les susceptibles.

L’état du système est noté x = (x1,x2, ..xm,xm+1, ..xn)t.

• Étape 2
Chercher ensuite l’équilibre sans maladie (DFE) noté x∗ = (0, ...0,x∗m+1, ..x

∗
n).

• Étape 3
Faire le bilan de ce qui rentre et de ce qui sort de chaque compartiments en distinguant les

flux d’entrées correspondants aux nouveaux infectés et les autres flux. Soient F , V+, V− posi-
tives ou nulles. Notons Fi le flux de nouveaux infectés du compartiment i, V+

i le flux d’entrée
du compartiment i autre que les nouveaux infectés, par exemple les naissances et V−i le flux de
sortie du compartiment i qui correspond à toutes les sorties quelles qu’elles soient.

-

-

V+
i

Fi
i -

V−i

Figure 1.9: Flux du i-ème compartiment.
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On a fi(x) = Fi(x) − Vi(x) avec Vi(x) = V−i (x) − V+
i (x). Ainsi, l’équation différentielle ẋ(t) =

f (x(t)) avec f : Rn → R
n décrit la dynamique de la maladie considérée. Les trois fonctions F ,

V+, V− doivent vérifier certaines hypothèses pour s’assurer que le modèle est bien posé.

◦ H1 : Pour tout i = 1, ..n, les fonctions Fi(x), V+
i (x), V−i (x) sont positives ou nulles, con-

tinûment différentiables et continues sur R×Rn
+.

En effet même un flux de sortie sera positif car il sera comptabilisé dans la fonction crée à
cet effet V− sans avoir besoin d’y ajouter un signe négatif. La continuité et la différentia-
bilité seront utiles pour les étapes suivantes.

◦ H2 : Si xi = 0 alors V−i = 0. Pour i = 1, ..,m, V−i (x∗) = 0.

En effet s’il n’y a personne dans le compartiment i alors personne ne peut en sortir. De
plus, s’il n’y a pas de maladie, le nombre de personne dans les m compartiments des
individus infectés est nul, personne ne peut donc en sortir.

◦ H3 : Si i > m alors Fi = 0.

Dans les compartiments non infectés, il ne peut pas y avoir d’arrivants infectés.

◦ H4 : Fi(x∗) = 0 et V+
i (x∗) = 0 pour i = 1, ...,m.

S’il n’y a pas de maladie, il n’y a personne à faire entrer dans les compartiments des indi-
vidus infectés.

• Étape 4

Calculer les matrices F et V de taille m×m suivante :

F(t) =
(
∂Fi(t,x0(t))

∂xj

)
1⩽i,j⩽m

V (t) =
(
∂Vi(t,x0(t))

∂xj

)
1⩽i,j⩽m

• Étape 5

Vérifier que V est inversible, si elle ne l’est pas, faire une réduction en enlevant les com-
partiments ne dépendant que d’un seul autre compartiment que nous gardons et recom-
mencer à l’étape 2.

• Etape 6

Calculer enfin le R0 qui est égale au rayon spectrale de la matrice de prochaine génération
FV −1 .

1.6.2 Un critère de stabilité : Le critère de Routh-Hurwitz

Le critère de Routh-Hurwitz est un critère nécessaire et suffisant pour la stabilité d’un système
[112]. Considérons le système linéaire suivant Y ′ = AY avec A ∈ Mm(R). Le polynôme car-
actéristique correspondant satisfait det(A − λI) = 0 ⇐⇒ λm + a1λ

m−1 + ... + am = 0. Soient les
déterminants de Routh-Hurwitz Hi :
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H1 = a1, H2 =
∣∣∣∣∣a1 1
a3 a2

∣∣∣∣∣, ... , Hm =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 0 ... 0
a3 a2 a1 ... 0

...
0 0 0 ... am

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
On a le critère de stabilité suivant :

Proposition 1.6.1. Critère de stabilité de Routh-Hurwitz
∀λ ∈ Sp(A), Re(λ) < 0 ⇐⇒ ∀i = 1, ...,m, Hi > 0.

Dans R
2

On considère l’équation caractéristique suivante λ2 + a1λ + a2 = 0 avec a1 = −T r(A) et a2 =
Det(A). Les déterminants de Routh-Hurwitz sont H1 =

∣∣∣a1

∣∣∣ = a1 = −T r(A)

et H2 =
∣∣∣∣∣a1 1
0 a2

∣∣∣∣∣ = a1a2 = −T r(A)Det(A).

On obtient alors les conditions de stabilité suivante :

H1 > 0 ⇐⇒ T r(A) < 0,

et

H2 > 0 ⇐⇒ a1a2 > 0
⇐⇒ a2 > 0 si a1 > 0
⇐⇒ Det(A) > 0.

Dans R
3

On considère l’équation caractéristique suivante λ3 + a1λ
2 + a2λ + a3 = 0 avec a1 = −T r(J(A)))

a2 = 1
2

(
T r(J(A))2 − T r(J(A)2)

)
et a3 = −Det(J(A)). Les déterminants de Routh-Hurwitz sont

H1 = a1, H2 = a1a2 − a3 et H3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 0
a3 a2 a1
0 0 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = H2a3.

Ce qui donne les conditions de stabilité suivante : a1 > 0, a1a2 > a3 et a3 > 0.

1.6.3 Une notion algorithmique : l’algorithme d’optimisation par essaims
particulaires (PSO)

L’algorithme par essaims particulaires (PSO) est un algorithme créé en 1995 par Eberhart et
Kennedy [97]. Cet algorithme s’inspire des déplacements de certains animaux tels que les bancs
de poissons, les essaims d’abeilles ou encore les nuées d’oiseaux. Il s’appuie sur un programme
informatique déjà développé par Craig Reynolds en 1986, le programme Boids, qui permettait
de simuler le comportement d’une nuée d’oiseaux [153]. Dans cet algorithme les individus
sont appelés des particules, symbolisant les oiseaux, qui volent dans l’espace de solution à
la recherche de la meilleure position globale qui minimise ou maximise un problème donné.
Chaque particule dispose d’une mémoire et va se déplacer en faisant la part des choses entre
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se rapprocher de sa solution optimale visitée et se rapprocher des solutions trouvées dans son
voisinage [29]. Cet algorithme d’optimisation a de bonnes performances sur l’optimisation de
paramètres pour des modèles à équations différentielles ordinaires [8], mais la convergence
vers la solution optimale globale n’est pas garantie. Différentes variantes de cet algorithme
existent et sont plus ou moins appropriées selon la problématique. Pour une revue détaillée
de cet algorithme et des différentes variantes, voir par exemple la revue de Freitas, Lopes et
Morgado-Dias [65].

Les explications du fonctionnement de l’algorithme PSO ci-dessous s’appuient majoritaire-
ment sur le papier de G. Calas [29].

Au départ de l’algorithme, les particules sont disposées de façon aléatoire et homogène dans
l’espace de recherche du problème, elles constituent chacune une solution potentielle. Le nom-
bre de particules dépend de la taille de l’espace de recherche.

Remarque : Dans le logiciel R, le nombre de particules par défaut est égale à 10 + 2 ∗√
taille(vecteur de paramètre).

A l’instant t, une particule est caractérisée par : x⃗i(t) sa position dans l’espace de recherche,
v⃗i(t) sa vitesse, ⃗xpbesti (t) la position de la meilleure solution par laquelle elle est passée, ⃗xvbesti (t)
la position de la meilleure solution connue de son voisinage, pbesti la valeur de fitness (valeur
retournée par la fonction objectif) de sa meilleure solution et vbesti la valeur de fitness de la
meilleure solution connue du voisinage. Une particule se déplace en faisant la part des choses
entre se rapprocher de sa solution optimale visitée et se rapprocher des solutions trouvées dans
son voisinage. Cette façon de se déplacer est définie dans l’algorithme par les variables aléa-
toires ρ1 et ρ2 qui pondèrent les tendances à retourner vers sa solution optimale et suivre son
voisinage. Elles sont définies de la manière suivante ρ1 = r1c1 et ρ2 = r2c2 avec r1 et r2 qui
suivent une loi uniforme sur [0;1] et c1 et c2 des constantes positives déterminées de façon em-
pirique en respectant c1 + c2 ≤ 4.

Remarque : R utilise par défaut les valeurs c1 = 0.2 et c2 = 0.2.

On peut également fixer une vitesse maximale pour que les particules ne se déplacent pas
trop rapidement et loupent l’optimum ou utiliser un coefficient de constriction κ définit comme

κ = 1− 1
ρ1 + ρ2

+

√
|(ρ1 + ρ2)2 − 4(ρ1 + ρ2)|

2
.

L’équation de mouvement est alors :

⃗vi+1 = κ(v⃗i + ρ1( ⃗xpbesti − x⃗i) + ρ2( ⃗xvbesti − x⃗i)),
⃗xi+1 = x⃗i + ⃗vi+1.

Remarque : Dans R, le code n’utilise pas de coefficient de constriction mais une vitesse
maximale.

Il y a un facteur d’inertie Ψ qui permet de définir la capacité d’exploration de chaque par-
ticule en vue d’améliorer la convergence de la méthode. Une valeur de Ψ > 1 permet une
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exploration globale car il y a une grande amplitude de mouvement, Ψ < 1 permet plutôt une
exploration locale.

Remarque : Par défaut, dans R, Ψ = 0.9.

Le calcul de la vitesse est alors :

v⃗i = Ψ v⃗i + ρ1( ⃗xpbesti − x⃗i) + ρ2( ⃗xvbesti − x⃗i).

Nous pouvons schématiser le déplacement d’une particule de la manière suivante :

Figure 1.10: Schéma de déplacement d’une particule d’après M. Zemzami [190].

On peut donner comme exemple d’algorithme PSO l’algorithme décrit ci-dessous.

Les critères d’arrêts sont : soit une variation de la vitesse proche de 0 i.e. les particules
n’avancent plus, soit un nombre d’itérations maximum atteint.
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Algorithm 1 Algorithme PSO
Soit n le nombre de particules de l’essaim
while aucun critère d’arrêt n’est atteint do

for i de 1 à n do
if F(x⃗i) > pbesti then
pbesti = F(x⃗i)
x⃗pbesti = x⃗i

end if
if F(x⃗i) > vbesti then
vbesti = F(x⃗i)
x⃗vbesti = x⃗i

end if
end for
for i de 1 à n do

v⃗i = κ(v⃗i + ρ1( ⃗xpbesti − x⃗i) + ρ2( ⃗xvbesti − x⃗i))

x⃗i = x⃗i + v⃗i

end for
end while

1.7 Résumé des résultats de la thèse

On présente ici les résultats principaux de cette thèse.

1.7.1 Un modèle épidémiologique prenant en compte N -souches. Applica-
tion aux variants du SARS-CoV-2 α et β.

Dans le chapitre 2, nous utilisons un modèle mathématique pour étudier l’impact de trois dif-
férents variants du SARS-CoV-2 sur la propagation de la COVID-19 à travers la France, entre
janvier et mai 2021 (avant que la vaccination ne soit étendue à l’ensemble de la population). À
cette fin, nous utilisons les données de Geodes (produites par Santé publique France) et un al-
gorithme d’optimisation par essaims particulaires (PSO), pour estimer les paramètres du mod-
èle et calculer une valeur pour le nombre de reproduction de base R0. L’analyse de sensibilité
et d’incertitude est ensuite utilisée pour mieux comprendre l’impact des valeurs estimées des
paramètres sur le nombre d’infections conduisant à des individus symptomatiques et asymp-
tomatiques. Les résultats ont confirmé que, comme prévu, les variants alpha, bêta et gamma
sont plus transmissibles que la souche virale d’origine. Par ailleurs, les résultats de sensibil-
ité ont montré que les variants bêta/gamma auraient pu conduire à un plus grand nombre
d’infections en France (chez les personnes symptomatiques et asymptomatiques).

Cette partie a été publiée dans le journal "Journal of theoretical biology" (JTB) en mai 2022
sous l’article " A multi-strain epidemic model for COVID-19 with infected and asymptomatic
cases: Application to French date - M. Massard, R. Eftimie, A. Perasso, B. Saussereau. "
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1.7.2 Un modèle immunologique de la réponse immunitaire mémoire dans
les réinfections par des maladies infectieuses. Application au virus
de la grippe A et au virus SARS-CoV-2.

Dans le chapitre 3, nous étudions le rôle des cellules mémoires et des anticorps dans la réponse
immunitaire contre la réinfection aiguë par le virus de la grippe A (IAV) et le SARS-CoV-2 à
l’aide d’un modèle mathématique intra-hôte. À cette fin, nous adaptons un modèle intra-hôte
[156] précédemment publié pour la réponse immunitaire contre le SARS-CoV-2 en incluant
deux types de cellules mémoires : les cellules mémoires T CD8+ et les cellules mémoires B.
Pour étudier ce modèle, nous identifions d’abord les états stables sans virus et étudions les
conditions qui garantissent la stabilité de ces états. Ensuite, nous simulons différentes réinfec-
tions virales (20 jours, 60 jours et 400 jours après la première rencontre avec l’agent pathogène)
qui permettent de mettre en évidence quelles composantes de la mémoire ont le plus grand
impact sur la réponse immunitaire et l’efficacité de la réponse immunitaire en fonction du mo-
ment de la réinfection. Nous observons que les réponses immunitaires mémoires ont un effet
plus important dans le cas de l’IAV que dans le cas du SARS-CoV-2. De plus, on observe que
la réponse immunitaire après une infection secondaire est plus efficace lorsque la réinfection
survient dans un délai plus court.

Cette partie a été publiée dans le journal "Infectious disease modelling" en octobre 2024 sous
l’article " Modelling and investigating memory immune responses in acute infectious disease.
Application to influenza A virus and SARS-CoV-2 reinfections" - M. Massard, B. Saussereau, C.
Chirouze, Q. Lepiller, R. Eftimie, A. Perasso. "

1.7.3 Un modèle immuno-épidémiologique.

Dans le chapitre 4, nous proposons un nouveau modèle immuno-épidémiologique dont le but
final sera d’étudier comment la dynamique virale impacte la dynamique épidémiologique.
Les résultats de ce chapitre sont : des résultats mathématiques de stabilité locale et globale
sur deux sous-systèmes immunologique et épidémiologique; la création d’un nouveau mod-
èle immuno-épidémiologique dont nous motivons la pertinence à travers une description dé-
taillée de sa création; et une étude asymptotique de la nouvelle variable introduite à travers
différents cas de figures qui permet d’appuyer la pertinence du modèle. Le modèle immuno-
épidémiologique est crée en liant le modèle épidémiologique simplifié du chapitre 2 avec un
modèle immunologique simplifié du chapitre 3. Le lien entre le modèle épidémiologique et
immunologique se fait suivant les deux idées suivantes.

• La création d’une équation modélisant la dynamique de la quantité de virus Q(t) au sein
de la population qui est égale à la quantité de virus présente dans les personnes infectées
symptomatiques et asymptomatiques de la population à l’instant t.

• Deux paramètres épidémiologiques (les taux de transmissions, αi et αa) liés à une variable
immunologique, la charge virale V à travers la quantité de virus Q de la manière suivante
: αi = kiQ et αa = kaQ.

Ce modèle peut donc être classé dans les modèles dit imbriqués, avec une approche qui con-
sidère l’environnement (voir la section 1.5 de l’introduction).

Le travail présenté dans le chapitre 4 de ce manuscrit doit encore être complété avant d’être
mis sous la forme d’un papier et soumis.



Chapitre 2

Une approche épidémiologique

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur une seule échelle, l’échelle de la population. Le
but est d’adopter une approche épidémiologique pour étudier la dynamique de transmission
d’une maladie infectieuse dans une population non vaccinée et de se focaliser sur les com-
pétitions qui pourraient se créer entre les souches d’un virus. Les infectés symptomatiques et
asymptomatiques sont considérés. Pour cette étude, nous prenons en application la COVID-19
début 2021, soit 1 an après le début de l’épidémie, ce qui permet l’apparition et la récolte de
données concernant différents variants d’intérêts, mais que ces données ne soient pas impactées
par la vaccination. Nous prenons donc en compte les VOC du SARS-CoV-2 (Virus responsable
de la COVID-19, voir une présentation de la maladie et des VOC dans la sous-section 1.2.1)
pour répondre à la problématique suivante : Comment les variants impactent-ils la propaga-
tion de la COVID-19 en France entre janvier et mai 2021 ?

Cette partie a été publiée dans le journal "Journal of theoretical biology" (JTB) en mai 2022
sous l’article " A multi-strain epidemic model for COVID-19 with infected and asymptomatic
cases: Application to French date " - M. Massard, R. Eftimie, A. Perasso, B. Saussereau.
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A multi-strain epidemic model for COVID-19 with infected
and asymptomatic cases: Application to French data.

Abstract

Many SARS-CoV-2 variants have appeared over the last months, and many more will continue
to appear. Understanding the competition between these different variants could help make future
predictions on the evolution of epidemics. In this study we use a mathematical model to investigate
the impact of three different SARS-CoV-2 variants on the spread of COVID-19 across France, between
January-May 2021 (before vaccination was extended to the full population). To this end, we use the
data from Geodes (produced by Public Health France) and a particle swarm optimisation algorithm,
to estimate the model parameters and further calculate a value for the basic reproduction number R0.
Sensitivity and uncertainty analysis is then used to better understand the impact of estimated param-
eter values on the number of infections leading to both symptomatic and asymptomatic individuals.
The results confirmed that, as expected, the alpha, beta and gamma variants are more transmissible
than the original viral strain. In addition, the sensitivity results showed that the beta/gamma variants
could have lead to a larger number of infections in France (of both symptomatic and asymptomatic
people).

2.1 Introduction.

Since the beginning of 2020, a pandemic of a novel coronavirus disease (COVID-19) has spread
throughout the world and caused millions of deaths. COVID-19 is an infectious respiratory
disease caused by the SARS-CoV-2 virus. The World Health Organization (WHO) learned of
the existence of the SARS-CoV-2 on December 31, 2019 when an outbreak of "viral pneumonia"
cases was notified in Wuhan, People’s Republic of China [191, 168]. This disease has then
spread to the whole world and very quickly led to saturated hospitals.

The fast spread of SARS-CoV-2 also led to the emergence of different variants (i.e., viral
genomes that may contain one or more mutations) for this virus, who have been circulating
around the world since the beginning of this pandemic. While most of the genetic muta-
tions observed in the circulating SARS-CoV-2 variants do not significantly change virus biology
and its properties, some fitness-enhancing mutations (e.g., mutations leading to an increase in
transmissibility, or in ability to evade the immune response) have been observed after the first
months of virus spread [178]. The circulating variants are classified as: Variants Being Mon-
itored (VBM) – those for which data indicate a potential impact on approved treatments but
might not pose yet a significant and imminent risk to public health, Variants of Interest (VOI) –
for which there is predicted increase in transmissibility of disease severity, and reduced efficacy
of treatments, Variants of Concern (VOC) – for which there is evidence of an increase in trans-
missibility, increase in the severity of disease, and reduced effectiveness of treatments [61, 64].
Variants can be re-classified based in their attributes and prevalence. As of October 2021,
the European Centre for Disease Prevention and Control (ECDC) has listed three VOC (Beta,
Gamma and Delta) and two VOI (Mu and Lambda) [64].

To investigate the spread of COVID-19, including the role of the different SARS-CoV-2 vari-
ants on this spread, and to propose measures to slow-down this spread, researchers have fo-
cused their attention on various mathematical compartmental models, either stochastic [81, 55]
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or deterministic [28, 82, 167, 18, 188, 15, 70, 99, 164, 185]; see also references therein. The great
majority of these models focus on one single variant and investigate, for example, the impact
of hospitalisation and quarantine [82, 167], the impact of vaccination [188], or the impact of
different age classes [18, 28]. Over the last few months, when it became clear the importance
of different VOC on the fast increase in the number of COVID-19 cases in different countries,
a series of mathematical models have been derived to investigate the role of multiple variants
on the spread of SARS-CoV-2 [15, 70, 99, 164, 185]. For example, Sridhar et al. [164] and Yagan
et al. [185] used network models to investigate the effectiveness of mask-wearing in limiting
the spread of COVID-19 in the context of viral mutations. Arruda et al. [15] considered a
SEIR model that incorporated several viral strains and also reinfection due to vaning immu-
nity. They studied time-varying control strategies in the context of lockdown measures, and so
they focused on the cost of infection control (i.e., lockdown) vs. the cost of elevated infection
levels to the healthcare system, over a two-year time interval. Khyar and Allali [99] focused on
the global stability analysis of a two-strain SEIR epidemic model with two general incidence
rates. They also calculated the basic reproduction number for their epidemic model. Finally,
Gonzalez-Parra et al. [70] extended a two-strain SEIR model to include also asymptomatic,
hospitalized and dead individuals, to investigate the transmission of COVID-19 in Columbia.
They consider variations in the contagiousness of the two strains, to see their impacts on the
number of infections, hospitalisations and deaths.

In this study we also focus on the role of different SARS-CoV-2 variants on the transmission
of this virus across France in the absence of vaccination. However, unlike the previous studies,
here we consider a simpler compartmental model (i.e., a generalisation of a SIR model) that in-
cludes also asymptomatic cases and dead individuals infected with the original variant, as well
as cases infected with other variants. To calculate the basic reproductive number R0, we first
focus on a general model with N > 0 variants, and derive a formula for R0. Then, we apply this
formula for the case with two variants (N = 2), corresponding to the alpha and beta/gamma
variants (see discussion on French data in Section 2.2). This model is parametrised (with the
help of a particle swarm optimisation algorithm) using French data selected over the longest
possible time interval that can take into account the emergence of different SARS-CoV-2 vari-
ants without including also the vaccination. Sensitivity analysis is performed to understand
the impact of uncertainty in model parameters on the overall outcome (i.e., symptomatic and
asymptomatic infections). This sensitivity analysis allows us to investigate the severity of in-
fections with different variants in France, in the absence of any vaccination.

The paper is structured as follows. In Section 2.2 we introduce a general compartment
model that considers a generic number of N variants, that can lead to symptomatic as well
as asymptomatic cases. We use this model to calculate a general formula for R0 in terms of
the parameters associated with different variants. In Section 2.3 we discuss SARS-CoV-2 data
for France, and based on this data we focus on a simpler model with N = 2 variants: alpha and
beta. Using available data, we parametrise this simpler model with the help of a particle swarm
optimisation algorithm. In Section 2.4 we estimate the basic reproductive number for the three
SARS-CoV-2 variants considered here, and we perform a sensitivity analysis to investigate the
impact of uncertainties in the previously-identified model parameters on the model outcome
(i.e., the number of infectious individuals, as well as R0).
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2.2 A general model with N variants.

We start by presenting a general compartmental model that takes into account a generic num-
ber N of variants, with N > 0. We choose N variants because it allows us to include all current
and possible future VOC variants. Symptomatic and asymptomatic cases are taken into con-
sideration with the assumption that asymptomatic people do not die from the disease. Natural
births and deaths can be overlooked, due to the large size of the French population. Loss of im-
munity can also be ignored because the number of individuals infected twice is still low [27],
and this loss of immunity is not present for all variants. For example, variants with the E484K
mutation in the spike protein may be responsible for immune escape [135, 179].

2.2.1 Model description

For the model considered in this study, we denote the initial strain by V0, the first variant by
V1, ..., the N -th variant by VN . The population is divided into 2N +5 different classes: suscepti-
ble individuals (S) who are healthy and can contract the disease; individuals infected with the
original virus and having symptoms (IV0); individuals infected with the original virus and hav-
ing no symptoms (AV0); individuals infected with the variants V1, ..., VN and having symptoms
(IV1 , ..., IVN ); individuals infected with the variants V1, ..., VN and having no symptoms (AV1 ,
..., AVN ); dead individuals (D); recovered individuals (R) who are immune to the disease.

The dynamics of the population is described by the system below (see also Figure 2.1 for a
schematic description of the interactions between different model variables).

dIV0

dt
= SpV0(αV0

i IV0 +αV0
a AV0 )− (δV0 +µV0 )IV0

dAV0

dt
= S(1− pV0 )(αV0

i IV0 +αV0
a AV0 )− bV0AV0

dIV1

dt
= SpV1(αV1

i IV1 +αV1
a AV1 )− (δV1 +µV1 )IV1

dAV1

dt
= S(1− pV1 )(αV1

i IV1 +αV1
a AV1 )− bV1AV1

...

dIVN

dt
= SpVN (αVN

i IVN +αVN
a AVN )− (δVN +µVN )IVN

dAVN

dt
= S(1− pVN )(αVN

i IVN +αVN
a AVN )− bVNAVN

dR
dt

=
∑N

j=0(δVj IVj + bVjAVj )

dD
dt

=
∑N

j=0(µVj IVj )

dS
dt

= −S
∑N

j=0

(
α
Vj

i IVj +α
Vj
a AVj

)

(2.1)
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Figure 2.1: Diagram describing the interactions incorporated into model (2.1).

In the above system (2.1), the equation for
dIV0

dt
describes the evolution of individuals in-

fected with the initial strain and having symptoms (IV0). Susceptible persons S come into
contact with persons infected by the initial strain with symptoms (IV0) or without symptoms
(AV0). There is a certain probability of being infected by the initial virus which results in the
terms SαV0

i IV0 and SαV0
a AV0 . A proportion pV0 of these individuals will have symptoms. Fi-

nally, infected individuals can die at a rate µV0 or can recover at a rate δV0 . Similar terms can
be found in the equations describing the evolution of the other symptomatic infected compart-
ments IV1 ,...,IVN ; see also Table 2.1.

The equation for
dAV0

dt
in (2.1) describes the evolution of the individuals infected by the

initial strain and having no symptoms (AV0). A proportion (1−pV0) of susceptibles can become
infected and have no symptoms, and as before there is a probability of infection following
contact with other symptomatic individuals SαV0

i IV0 or asymptomatic individuals SαV0
a AV0 . In
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addition, individuals can leave this asymptomatic class following recovery at a rate +bV0 . We
remind the reader that the asymptomatic persons cannot die. Similar terms can be found in the
equations describing the evolution of the other compartments AV1 ,...,AVN ; see also Table 2.1.

The equation for
dR
dt

in (2.1) describes the evolution of recovered individuals. The terms

that appear in this equation describe the recovery of infected and asymptomatic individuals, as
discussed above.

The equation for
dD
dt

in (2.1) describes the time-evolution of COVID-19-dead individuals.

The terms in this equation are the death terms that we discussed above for the symptomatic
infected compartments.

The equation for
dS
dt

in (2.1) describes the time-evolution of the susceptible people. These

individuals leave the compartment S when becoming infected (after contact with symptomatic
or asymptomatic people).

All parameters involved in this general model (2.1) with N viral variants are summarized
in the Table 2.1. In the following we discuss briefly the calculation of the basic reproduction
number R0 for this general model.

Symbol Biological interpretation Unit

µV0 ,µV1 , ..,µVN Mortality rate due to the initial virus and to other N variant day−1

1
δV0

, 1
δV1

, ..., 1
δVN

Average time of infection for symptomatic individuals day

1
bV0

, 1
bV1

, ..., 1
bVN

Average time of infection for asymptomatic individuals day

α
V0
i ,α

V1
i , ...,α

VN
i Transmission rate of variants and initial virus from symptomatic people size−1 × day−1

α
V0
a ,α

V1
a , ...,α

VN
a Transmission rates of variants and initial virus from asymptomatic people size−1 × day−1

pV0 ,pV1 , ...,pVN Probability that an individual infected with the initial virus, variant 1, .. variant N , is symptomatic −

Table 2.1: Summary of parameters involved in model (2.1). Parameters αVk
i and α

Vk
a are respec-

tively equal to 1
N ∗jki

and 1
N ∗jka

, with N the size of the population considered (hence the units for

these parameters are 1/(day×size)). Here, jki and jka are the average duration times between two
contaminating contacts (with the strain k) by a symptomatic person and by an asymptomatic
person.

2.2.2 R0 calculation.

A fundamental tool in epidemiology is the basic reproduction number R0, which represents the
number of secondary infections resulting from a single infectious individual introduced into a
fully susceptible population [45, 172, 144]. Note that in general a population is not fully sus-
ceptible, with some individuals already having immunity/cross-immunity to the virus. There-
fore, even if throughout this study we refer to the basic reproductive number R0, we actually
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understand the effective reproduction number (i.e., the number of secondary infections result-
ing from a single infectious individual introduced into a population formed of susceptible and
non-susceptible individuals); this will be more clear in Section 2.3 in the context of alpha and
beta variants for COVID-19.
One method that can be used to calculate the basic reproduction number for the finite-dimensional
system (2.1) makes use of the next generation matrix [172]. This method is based on the defi-
nition of R0 as the dominant eigenvalue of the “next generation matrix" [45], i.e., a matrix that
relates the numbers of newly infected individuals in various categories in consecutive genera-
tions [46]. Applying this method to model (2.1) we obtain the next generation matrix M below
for the DFE (0,0...,0,S0):

M =



S0p
V0α

V0
i

δV0+µV0

S0p
V0α

V0
a

bV0
0 0 · · · 0 0

S0(1−pV0 )α
V0
i

δV0+µV0

S0(1−pV0 )α
V0
a

bV0
0 0 · · · 0 0

0 0
S0p

V1α
V1
i

δV1+µV1

S0p
V1α

V1
a

bV1
· · · 0 0

0 0
S0(1−pV1 )α

V1
i

δV1+µV1

S0(1−pV1 )α
V1
a

bV1
· · · 0 0

...
... · · · ...

...

0 0 0 0 · · · S0p
VN α

VN
i

δVN +µVN
S0p

VN α
VN
a

bVN

0 0 0 0 · · · S0(1−pVN )α
VN
i

δVN +µVN
S0(1−pVN )α

VN
a

bVN



.

Thus, we obtain the following formula for R0:

R0 = max

S0p
Vjα

Vj

i

δVj +µVj
+
S0(1− pVj )α

Vj
a

bVj
; j = 0,1, ..,N

 . (2.2)

Each eigenvalue consists only of the parameters corresponding to a single strain. It is like there
are several epidemics at the same time, and they don’t interfere with each other. By obtaining a
value of R0 from the available data (see Section 2.3), we will be able to conclude which variant
takes over the others.

2.3 Parameters estimation for a 2 variant-model (N = 2): alpha
and beta/gamma variants.

Throughout the rest of this paper we focus on a simpler model with only two variants, (i.e.,
N = 2), and we use the available data to obtain an estimate for R0 (or rather the effective repro-
duction number, as discussed above). We estimate the 18 parameters involved in model (2.1)
and in equation (2.2) using a Particle Swarm Optimization algorithm.

2.3.1 Data.

The data we use in this study is from Geodes (i.e., the cartographic observatory of epidemi-
ological indicators produced by Public Health France 1), and covers the period between 12th

1https://geodes.santepubliquefrance.fr

https://geodes.santepubliquefrance.fr
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February and 7th May 2021, because before the 12 February the different strains of the virus
were not recorded (only virus presence was recorded). Moreover, we consider data only until
7th May to avoid the effects of vaccines (since in France the vaccination really started off in
May). We focus on the percentages of positive RT-PCR tests identifying the initial strain, the
alpha variant (which appeared in France since mid-December 2020) and the beta & gamma
variants (present in France since end of December 2020 & beginning of February 2021, re-
spectively), calculated over a 7-day period. This period allows to remove the effect of reduced
testing on Sundays. The data can be seen in Tables 2.4, 2.5 and 2.6, in Appendix 2.6. Note that
on Geodes, the data for the beta and gamma variants are presented together, and for this reason
in this study we combine them into a single variant (called variant 2 in the next section).

On Geodes, the data included also percentages of a so-called "indeterminate variant". To
remove this indeterminate variant (so we can have only the initial strain, the alpha variant and
the beta/gamma variant), we considered the following approach. Denote the alpha strain by α,
the beta strain by β and the initial strain by V0. Then we calculate:

new percentage of α =
percentage ofα

Total
,

with
Total = percentage of α + percentage of β + percentage of V0.

Similar calculations were performed to obtain the new percentages for the beta/gamma vari-
ants, as well as the initial strain.

The number of new confirmed cases per day in France is available on the official french
public data site 2. These data are summarised in Figure 2.7, in Appendix. To remove the effects
of Sunday testing, when fewer RT-PCR tests are carried out, we take an average over 7 days at
each time point, to correspond to the values of the percentages of the variants. These data are
shown in Figure 2.8 in Appendix.

From the percentages of each variant as well as the number of people infected at each time
point t (i.e., day), we obtain three datasets corresponding to the number of new cases per day
for each of the three strains. These three datasets are of size 85 corresponding to the period
from February 12 to May 7. However, the different symptomatic infected compartments (I)
in system (2.1) (with N = 2) count the current numbers of infected individuals and not the
newly infected per day. To transform the data so that we can use it to parametrise our model,
we assume that individuals stay an average of 13 days in a symptomatic compartment before
recovering [67]. By including this recovery delay, we reduced the size of the three datasets from
85 to 73 days:

Inew[i] = Σ12
k=0Ioriginal data[i + k], ∀i ∈ [1,73] (2.3)

with Inew denoting the rescaled cumulative data that consider the assumption of 13 days in-
fections (i.e., we sum up all daily infections Ioriginal data that took place over the past 13 days),
which is then used to parametrise the mathematical model.

The evolution of the three infected compartments can be seen in Figure 2.2. Note that the
curve for the infected population with the alpha variant (panel (b)) starts decreasing around
day t = 50 (marked by the vertical dashed line). This corresponds to 2 April 2021, when the
French government imposed a 4-weeks national lockdown (which lasted until 3 May). At the

2The data are available at the following address: https://www.data.gouv.fr/fr/datasets/

synthese-des-indicateurs-de-suivi-de-lepidemie-covid-19/

https://www.data.gouv.fr/fr/datasets/ synthese-des-indicateurs-de-suivi-de-lepidemie-covid-19/
https://www.data.gouv.fr/fr/datasets/ synthese-des-indicateurs-de-suivi-de-lepidemie-covid-19/
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same time, the beta/gamma variant starts to increase slightly until t ≈ 60, after which it de-
creases as well.

Figure 2.2: The evolution of IV0 , IV1 and IV2 , as given by data on Geodes (see also Tables 2.4,
2.5 and 2.6). This is the rescaled data that includes the assumption of 13 days in the infected
compartments.

Data for initial population sizes. For the numerical simulations performed throughout the
rest of the paper, we consider the following initial population sizes:

• Using the latest census data from mainland France [1], in this study we assume that
the total population of France is 64000000. We consider this initial condition because
on 12 February 2021 (when we start our investigation into the dynamics of these differ-
ent variants) there were 3,267,386 people in France who recovered from the disease (i.e.,
R(0) = 3267386) and 81,448 people who died (i.e., D(0) = 81448) [3].

• For the infected sub-populations, we use the datasets in Tables 2.4, 2.5 and 2.6: Iinitial[1] =
99128.5 (the first value of the first dataset), Ialpha[1] = 154239.5 (the first value of the
second dataset), Igamma/beta[1] = 14597.74 (the first value of the third dataset). Regarding
the infected people, we assume that 85% are symptomatic and 15% are asymptomatic
[181], and that the asymptomatic are not tested the same way as the symptomatic infected
individuals and thus we take IV0(0) = Iinitial[1] , AV0(0) = Iinitial[1] ∗ 0.15

0.85 , IV1(0) = Ialpha[1],
AV1(0) = Ialpha[1] ∗ 0.15

0.85 , IV2(0) = Igamma/beta[1], AV2(0) = Igamma/beta[1] ∗ 0.15
0.85 .

• For the Susceptible population, we need to subtract from the total population the number
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of individuals infected with the different variants:

S(0) = 64000000− Iinitial[1]− Ialpha[1]− Igamma/beta[1]− 3267386− 81448 = 60383200.3

2.3.2 Particle Swarm Optimization.

The Particle Swarm Optimization (PSO) algorithm was created in 1995 by Russel Eberhart,
electrical engineer, and James Kennedy, social psychologist [97], and it is inspired by the col-
lective behaviour of flocks of birds or schools of fish. For the PSO, the particle (i.e., potential
solution of the model) moves by making allowances between getting closer to the optimal so-
lution visited and getting closer to the solutions found in its neighborhood. This optimization
algorithm performs well on parameter optimization for ordinary differential equation models
[8], but convergence to the overall optimal solution is not always guaranteed. In the following
we describe how we apply this PSO algorithm to identify the parameters of our model (2.1)
with two SARS-CoV-2 variants, using the data described above.

Objective function and search bounds for PSO.

For each viral strain we calculate the residual sum of squares

RSSk(θ) =
75∑
i=1

(yk(ti)− ŷk(ti))
2, with k ∈ {V0,V1,V2} (2.4)

where

• θ = (αv0
i ,αv0

a ,pv0 ,bv0 ,δv0 ,µv0 ,αv1
i ,αv1

a ,pv1 ,bv1 ,δv1 ,µv1 ,αv2
i ,αv2

a ,pv2 ,bv2 ,δv2 ,µv2).

• yk(ti) describe the empirical observations at time ti corresponding to the number of indi-
viduals infected by strain k ∈ {V0,V1,V2}.

• ŷk(ti) describe the numerical predictions at time ti for the individuals infected by strain
k ∈ {V0,V1,V2} (as given by system (2.1) with N = 2).

The objective function to be minimized is therefore

RSS(θ) = RSSV0(θ) +RSSV1(θ) +RSSV2(θ). (2.5)

Based on reasonable parameter bounds (see discussion below), we constrain our search space
with lower and upper bounds for θ:

lower bound =(1/(64000000 ∗ 25),1/(64000000 ∗ 25),0.55,1/13,1/13,1/13,
1/(64000000 ∗ 25),1/(64000000) ∗ 25),0.55,1/13,1/13,1/13,
1/(64000000 ∗ 25),1/(64000000 ∗ 25),0.55,1/13,1/13,1/13).

upper bound =(1/(64000000 ∗ 1),1/(64000000 ∗ 1),0.9,1/3,1/3,1/5,
1/(64000000 ∗ 1),1/(64000000 ∗ 1),0.9,1/3,1/3,1/5,
1/(64000000 ∗ 1),1/(64000000 ∗ 1),0.9,1/3,1/3,1/5).
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This means that infected people take at most 25 days and at least 1 day to infect a person
[11]. Indeed, the transmission rate has been estimated at 5.0981280×10−12 for the whole world
[114] which corresponds to 1/(7,870,000,000× 5.0981280× 10−12) = 24.9 days to transmit the
virus (because N=7,870,000,000 is the world population). The symptomatic proportion is be-
tween 0.55 and 0.9 [181], a symptomatically-infected person takes between 3 days [149] and
13 days [67] to recover, and between 5 days [60] and 13 days to die (also to match our infection
hypothesis [67]).

2.3.3 Parameter estimation

Figure 2.3: Fitting the numerically-predicted infection curves (red curves) for the three strains,
to the data collected from Geodes (black dots). The fit was performed using the Particle Swarm
Optimisation (PSO) algorithm.

In Figure 2.3 we show the best fit between the data collected from Geodes [2] on infected
individuals (black dots), and the numerically-predicted number (red curve) of individuals in-
fected with (a) initial strain, (b) alpha strain, (c) beta/gamma strain. The parameters for which
the numerical solutions were obtained are summarised in Table 2.2, while Table 2.3 gives the
biological interpretation of these parameters. The parameters α

Vk
i and α

Vk
a are respectively

equal to 1
N ∗jki

and 1
N ∗jka

, with N the size of the population considered, jki and jka the average du-

ration between two contaminating contacts by a symptomatic person and by an asymptomatic
person by the strain k. For the biological interpretation of the other parameters see Table 2.1.

The fit of the individuals infected with the initial and alpha strain is relatively good. In
contrast, the fit of individuals infected with the beta strain is quite poor for time t ∈ [0,10] days
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and t ∈ [40,60] days.
The evolution of asymptomatic infected people is presented in the Figure 2.4. We see that

the number of asymptomatic individuals infected with the initial strain increases at the be-
ginning and then decreases (following the trend of symptomatic infected individuals). The
asymptomatic individuals infected with the other two variants (alpha and beta) follow the same
general pattern as the symptomatic individuals but with fewer cases.

Figure 2.4: Time-evolution of the three asymptomatic compartments of model (2.1).

Symbol Value Symbol Value Symbol Value
αV0
i 2.198814e-09 αV1

i 6.748454e-09 αV2
i 1.970476e-09

αV0
a 2.580832e-09 αV1

a 1.099686e-08 αV2
a 1.353279e-08

pV0 7.594355e-01 pV1 8.531318e-01 pV2 8.229163e-01
bV0 1.490951e-01 bV1 2.949318e-01 bV2 2.110977e-01
δV0 7.926397e-02 δV1 3.122869e-01 δV2 1.194538e-01
µV0 7.727916e-02 µV1 1.184327e-01 µV2 9.728384e-02

Table 2.2: Parameter values estimated from Geodes data using the PSO algorithm.

Looking at the numbers in Tables 2.3 and 2.2 we see that the people who die the fastest
are those affected by the alpha variant. Indeed, µV1 > µV2 > µV0 . (Note that this result is also
supported by the values of the case fatality rate (CFR) for each of the three variants: CFR0 =
5.94%; CFR1 = 9.48%; CFR2 = 7.98%.) In addition, people who take the least time to transmit
the virus are those affected by the alpha variant which is consistent with the fact that it is said



Une approche épidémiologique 41

Viral
strain

Parameter interpretation Value

V0 Number of days for a contaminating contact with a symptomatic 7.11
Number of days for a contaminating contact with a asymptomatic 6.05
Percentage of symptomatic individuals 0.76
Asymptomatics: number of days to recover 6.71
Symptomatics: number of days to recover 12.62
Number of days before dying 12.94

V1 (alpha) Number of days for a contaminating contact with a symptomatic 2.31
Number of days for a contaminating contact with a asymptomatic 1.42
Percentage of symptomatic individuals 0.85
Asymptomatics: number of days to recover 3.39
Symptomatics: number of days to recover 3.20
Number of days before dying 8.44

V2 (beta/
gamma)

Number of days for a contaminating contact with a symptomatic 7.93

Number of days for a contaminating contact with a asymptomatic 1.15
Percentage of symptomatic individuals 0.82
Asymptomatics: number of days to recover 4.73
Symptomatics: number of days to recover 8.37
Number of days before dying 10.28

Table 2.3: Biological interpretation of parameters estimated here.

to be more transmissible. There are a higher number of days for the transmission of the disease
to symptomatic people than for the asymptomatic people, and this is true for all three cases.

2.4 Results.

2.4.1 Estimation of the basic reproduction number.

To calculate the value of R0, we have computed three non-zero eigenvalues for the next genera-
tion matrix: λ0 = 0.898367 (corresponding to the initial strain), λ1 = 1.141363 (corresponding
to the alpha strain), λ2 = 1.140814 (corresponding to the beta/gamma strain). It is clear that the
two variants (with R0 = 1.14) are more contaminating than the initial strain (with R0 = 0.898).
Both alpha and beta variants have very close values, so we can conclude at first that they have
a similar intensity, at least for France, in the absence of vaccination. Note that this R0 value
is consistent with the value calculated by other French studies that investigated COVID-19
transmission during the same period of time [9].

2.4.2 Local sensitivity analysis.

We now investigate the impact on R0 when we vary by one day the biological parameter esti-
mates given in Table 2.3. For example, if we estimated at 7.11 the number of days required
for the transmission of the disease by a symptomatic person, we now consider the interval
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[6.11,8.11] days. Each time we vary one parameter, while fixing all other parameters. The
results are presented in Figure 2.5.

Figure 2.5: Local sensitivity of R0 when we vary: (a) parameters associated with the original
strain V0; (b) parameters associated with the alpha strain V1; (c) parameters associated with the
beta/gamma strain V2. The right-hand sub-panel in (c) shows, on a much larger vertical axis,
R0 as we vary αV2

a .

First, we see in Figure 2.5(a) that the parameters of the initial strain do not impact R0 be-
cause the corresponding value is never the maximum among the three eigenvalues of the next
generation matrix. For the alpha variant (Figure 2.5(b)), we see that R0 is especially sensitive
to αV1

i and αV1
a , parameters describing the transmission of infection following contacts with

symptomatic and asymptomatic infected individuals. Thus, reducing the contacts (e.g., via
lockdown) could lead to a reduction in R0. Also notice that none of the parameters related to
the alpha variant increase R0 above 2. For the beta/gamma variants (Figure 2.5(c)), we see that
R0 is very sensitive to αV2

a . Changes in this parameter can increase R0 up to R0 ≈ 6 (unlike
the case for the alpha variant, where R0 was always below 2). This shows us the importance
of controlling the αV2

a parameter to be able to control the outbreak of the beta/gamma variant.
Another parameter that impacts R0 is bV2 , the recovery rate of asymptomatic individuals. This
shows the key role of the asymptomatic people in the rapid spread of the beta/gamma strain.
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2.4.3 Global sensitivity analysis for the infected compartments

Since knowledge about model parameters is incomplete (especially knowledge about the role of
asymptomatic people on disease transmission), we are now performing a global sensitivity and
uncertainty analysis of the different infected compartments, where we vary all parameters at
the same time. To this end, we consider a classical approach that combines the Latin Hypercube
Sampling (LHS) with the Partial Rank Correlation Coefficient (PRCC) [113]. The parameters
are varied in the same way as before (i.e., by one day for each of the rates), and the sample size
for the LHS is 100.

Figure 2.6: Uncertainty in the IV0(t) and AV0(t), as we vary by a maximum of ±1 day all model
parameters (according to the LHS scheme).

In Figure 2.6 we show the variation in the number of individuals infected with the original
strain, as we vary all model parameters. The black curves show the median time evolution
of IV0(t) and AV0(t), while the gray regions show the range between quantiles q25 − q75 and
q5− q95. We can see that both IV0 and AV0 are very sensitive for t ∈ [10,30]days. For example,
a 1-day change in the various transition rates incorporated into the model, leads on day t = 10
(i.e. February 22) to a variation between 50,000 to 80,000 in the symptomatic infected people
(IV0), and a variation between 10,000 to 25,000 asymptomatic infected people approximately.
In Figure 2.7 we show the variation in the number of individuals infected with the alpha strain,

Figure 2.7: Uncertainty in the IV1(t) and AV1(t) as we vary by a maximum of ±1 day all model
parameters (according to the LHS scheme).

as we vary all model parameters. Note here the change in the maximum peak of both IV1 and
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AV1 : not only the amplitude but also the shift in time: from day t ≈ 9 for the median black
curve, to day t ≈ 13 for the q5 − q95 quantiles. If we compare these results with the results in
Figure 2.8 for the beta/gamma strain, we observe that while the maximum for IV1 is reached
around t = 13 days, for IV2 the maximum is reached for t ≈ 9 days. Therefore, the beta/gamma
strains are more aggressive. Moreover, by comparing Figures 2.7-2.8, we see that IV2 and AV2

could reach much higher amplitudes (i.e., 10-fold higher) compared to IV1 and AV1 . We will
return to this aspect in the Discussion section 2.5.

Figure 2.8: Uncertainty in the IV2(t) and AV2(t) as we vary by a maximum of ±1 day all model
parameters (according to the LHS scheme).

Finally, for completeness, in Figure 2.9 we also show the time-variation in the recovered R(t)
and dead D(t) people. Again, we see a large variability in the outcome between days t = 10 and
t = 30 which, for D(t) lasts also for t > 30 days.

Figure 2.9: Uncertainty in the R(t) and D(t) as all model parameters are varied by one day.

To quantify the sensitivity of model outcomes (i.e., number of symptomatic and asymp-
tomatic infected individuals) to changes in model parameters, and identify the critical pa-
rameters, in Figures 2.10-2.12 we show the Partial Rank Correlation Coefficient (PRCC) – a
sampling-based measure for nonlinear but monotonic relationships between inputs and out-
puts [113].
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Figure 2.10: PRCC of IV0 and AV0 .

Figure 2.11: PRCC of IV1 and AV1 .

Figure 2.12: PRCC of IV2 and AV2 .

We see here that the parameters with the greatest impact on the outcome (i.e., parameters
with PRCC indexes above 0.5 and below −0.5) are:

• For IV0 : parameters µV0 , αV2
a , pV2 and bV2 ; while for AV0 : parameters αV0

i , bV0 , αV2
a , and

pV2 ;

• For IV1 : parameters bV1 , αV2
a , pV2 and bV2 ; while for AV1 : parameters bV1 , αV2

a , pV2 and bV2 ;

• For IV2 : parameter pV2 and αV2
a ; while for AV2 : parameters bV2 and pV2 .
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First we observe that due to the interactions between the model variables, parameters as-
sociated with the second variant (V2) impact the infections with the original (V0) strain and
the infections with the first variant (V1). For example, pV2 impacts not only IV2 and AV2 , but
also IV0 , AV0 , IV1 and AV1 , which suggest that the people infected by beta/gamma strain could
have a strong impact on the overall evolution of epidemics. This is despite the fact that for R0,
the impact of beta/gamma variant was decoupled from the impact of the original variant and
alpha variant (see Eqn. (2.2)).

2.5 Discussion & Conclusion.

In this paper we investigated the evolution of COVID-19 epidemic in France between February-
May 2021 in the presence of multiple viral strains, while estimating the parameters that char-
acterise this epidemic. The time interval for the data was chosen to reduce the impact of vac-
cination on the results (although other control measures such as masks and social distancing
were still in place in France during this period). We focused on three viral variants identified in
the data: the original (i.e., march 2020) SARS-CoV-2 variant, the alpha variant (first detected in
the UK) and the beta/gamma variant (first detected in South Africa and in Brazil). The last two
were considered together here, because in France the tests did not discriminate between them.

First, we showed that the value for R0 was given by the maximum of three basic reproduc-
tion values corresponding to the three different variants. This suggested a sort of decoupling
between the evolution of different variants, the most transmissible one having the greatest in-
fluence on the evolution of the outbreak. Using French data on Geodes [2] and a PSO algorithm,
we estimated R0 = 1.14, consistent with the value estimated by other French studies [9]. More-
over, this R0 value was similar for the alpha and beta/gamma variants, but larger than the value
corresponding to the original strain (thus suggesting that between February-May the alpha and
beta/gamma variants were more transmissible than the original strain). A local sensitivity anal-
ysis for R0 showed that the parameters with the largest impact were the transmission rates of
symptomatic and asymptomatic individuals; see Figure 2.5.

In regard to parameter estimation (see Table 2.3) we also found a higher number of days
necessary to create contaminating contacts for the symptomatic people than for the asymp-
tomatic people (for all three variants). This unexpected result could be explained by the fact
that asymptomatic people come into contact with more peers ignoring distancing rules. The
results in Table 2.3 show also that the number of days to recover when symptomatic is slightly
lower than for asymptomatic people for the alpha variant, while it is almost twice more for the
other strains. It would be interesting to investigate whether there is a specificity of the alpha
variant in contrast to the other variants. At this point we could not find any epidemiological
data to test the validity of this theoretical result.

Second, a global sensitivity and uncertainty analysis identified the variations in the am-
plitude of symptomatic and asymptomatic infections for all three strains, as well as the day
when these infections peak (see Figures 2.6, 2.7 and 2.8). Moreover, the PRCC analysis iden-
tified some critical parameters for the evolution of the epidemics (see Figures 2.10,2.11 and
2.12). The interesting result was that parameters associated with the V2 variant (pV2) seemed
to impact also the evolution of infections with the V0 and V1 variants, thus suggesting that
the infections with the different viral strains are not really decoupled (as suggested by the R0
formula (2.2)).

The uncertainty analysis also showed that the evolution of those infected with the beta/gamma
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strain i.e. V 2 has more uncertainty compared to the other two strains (when we vary the inter-
action rates by one day).

Also in regard to the uncertainty of the results in this study, we need to mention the fact
that since we could not find mortality data for each of the different strains discussed here, the
exact identification of parameters µVi actually depends on all other model parameters listed in
Table 2.2.

Throughout this study we chose the average infection period to be 13 days, since this was
similar to other published studies [67]. Even reducing this period by 1-2 days did not seem to
lead to significant changes. However, in the future it would be interesting to investigate model
dynamics when we change (increase/decrease) this infection period in a more significant way.

This study focused on the dynamics of COVID-19 epidemics in the presence of alpha and
beta/gamma strains, with distancing measures (and masks worn indoor and outdoor) but no
vaccinations (as the vaccination program in France really took off in May 2021). Our results
about the potential large amplitude in the infections with beta and gamma strains, can be un-
derstood in this context: these strains would have caused a disastrous outbreak situation if the
situation had not changed with the arrival of the vaccine. The subsequent emergence of the
delta variant also changed the dynamics of the epidemics, and if we include it into our model
(2.1) the simulation results and predictions will inevitably change.
The study can be further extended to the new SARS-CoV-2 variants that are appearing, which
might avoid the anti-viral immune responses generated by the vaccination. In regard to this,
a very recent review [110] discussed vaccine effectiveness in the context of the multiple SARS-
CoV-2 variants that emerged over the last months, and concluded that since a large number of
variants have mutations mainly associated with the spike protein, which is also a key compo-
nent of most of the vaccines on the market, vaccine efficacy needs to be assessed for each vari-
ant. While some vaccine efficacy studies have been published for earlier variants [20], many
more such studies are ongoing.

2.6 Appendix

Geodes Data Set

In Tables 2.4-2.8 below we summarise the Geodes data [2] used throughout this study.
We note that the values in Table 2.7, corresponding to the number of cases on Mondays, are

lower because fewer tests are carried out on Sundays and therefore fewer new cases are con-
firmed the next day. To remove this effect, we take an average over 7 days at each time, and
obtain the data summarised in Table 2.8.
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Date Value Date Value Date Value
2021-02-12-2021-02-18 42,9 2021-02-13-2021-02-19 40,7 2021-02-14-2021-02-20 39,7
2021-02-15-2021-02-21 39,5 2021-02-16-2021-02-22 37,3 2021-02-17-2021-02-23 35,3
2021-02-18-2021-02-24 33,6 2021-02-19-2021-02-25 32,0 2021-02-20-2021-02-26 30,3
2021-02-21-2021-02-27 29,5 2021-02-22-2021-02-28 29,4 2021-02-23-2021-03-01 27,2
2021-02-24-2021-03-02 25,7 2021-02-25-2021-03-03 24,3 2021-02-26-2021-03-04 22,9
2021-02-27-2021-03-05 21,6 2021-02-28-2021-03-06 20,9 2021-03-01-2021-03-07 20,7
2021-03-02-2021-03-08 19,1 2021-03-03-2021-03-09 18,1 2021-03-04-2021-03-10 17,0
2021-03-05-2021-03-11 15,7 2021-03-06-2021-03-12 14,7 2021-03-07-2021-03-13 14,2
2021-03-08-2021-03-14 14,1 2021-03-09-2021-03-15 13,0 2021-03-10-2021-03-16 12,2
2021-03-11-2021-03-17 11,5 2021-03-12-2021-03-18 11,0 2021-03-13-2021-03-19 10,4
2021-03-14-2021-03-20 10,2 2021-03-15-2021-03-21 10,1 2021-03-16-2021-03-22 9,4
2021-03-17-2021-03-23 8,9 2021-03-18-2021-03-24 8,4 2021-03-19-2021-03-25 8,0
2021-03-20-2021-03-26 7,6 2021-03-21-2021-03-27 7,4 2021-03-22-2021-03-28 7,3
2021-03-23-2021-03-29 6,9 2021-03-24-2021-03-30 6,7 2021-03-25-2021-03-31 6,5
2021-03-26-2021-04-01 6,3 2021-03-27-2021-04-02 6,1 2021-03-28-2021-04-03 6,0
2021-03-29-2021-04-04 6,0 2021-03-30-2021-04-05 5,9 2021-03-31-2021-04-06 5,6
2021-04-01-2021-04-07 5,4 2021-04-02-2021-04-08 5,4 2021-04-03-2021-04-09 5,3
2021-04-04-2021-04-10 5,2 2021-04-05-2021-04-11 5,2 2021-04-06-2021-04-12 5,1
2021-04-07-2021-04-13 4,9 2021-04-08-2021-04-14 4,8 2021-04-09-2021-04-15 4,6
2021-04-10-2021-04-16 4,3 2021-04-11-2021-04-17 4,3 2021-04-12-2021-04-18 4,2
2021-04-13-2021-04-19 4,0 2021-04-14-2021-04-20 3,9 2021-04-15-2021-04-21 3,8
2021-04-16-2021-04-22 3,8 2021-04-17-2021-04-23 3,7 2021-04-18-2021-04-24 3,7
2021-04-19-2021-04-25 3,7 2021-04-20-2021-04-26 3,6 2021-04-21-2021-04-27 3,5
2021-04-22-2021-04-28 3,4 2021-04-23-2021-04-29 3,4 2021-04-24-2021-04-30 3,4
2021-04-25-2021-05-01 3,4 2021-04-26-2021-05-02 3,4 2021-04-27-2021-05-03 3,3
2021-04-28-2021-05-04 3,4 2021-04-29-2021-05-05 3,3 2021-04-30-2021-05-06 3,4
2021-05-01-2021-05-07 3,4 2021-05-02-2021-05-08 3,4 2021-05-03-2021-05-09 3,4
2021-05-04-2021-05-10 3,3 2021-05-05-2021-05-11 3,2 2021-05-06-2021-05-12 3,3
2021-05-07-2021-05-13 3,2

Table 2.4: Percentage of initial strain.
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Date Value Date Value Date Value
2021-02-12-2021-02-18 44,3 2021-02-13-2021-02-19 46,0 2021-02-14-2021-02-20 46,9
2021-02-15-2021-02-21 47,1 2021-02-16-2021-02-22 49,2 2021-02-17-2021-02-23 51,0
2021-02-18-2021-02-24 52,8 2021-02-19-2021-02-25 54,3 2021-02-20-2021-02-26 55,9
2021-02-21-2021-02-27 56,6 2021-02-22-2021-02-28 56,8 2021-02-23-2021-03-01 59,0
2021-02-24-2021-03-02 60,6 2021-02-25-2021-03-03 62,1 2021-02-26-2021-03-04 63,5
2021-02-27-2021-03-05 64,8 2021-02-28-2021-03-06 65,6 2021-03-01-2021-03-07 65,8
2021-03-02-2021-03-08 67,2 2021-03-03-2021-03-09 68,1 2021-03-04-2021-03-10 69,1
2021-03-05-2021-03-11 70,1 2021-03-06-2021-03-12 71,2 2021-03-07-2021-03-13 71,6
2021-03-08-2021-03-14 71,7 2021-03-09-2021-03-15 73,0 2021-03-10-2021-03-16 73,9
2021-03-11-2021-03-17 74,6 2021-03-12-2021-03-18 75,2 2021-03-13-2021-03-19 75,6
2021-03-14-2021-03-20 75,9 2021-03-15-2021-03-21 75,9 2021-03-16-2021-03-22 76,5
2021-03-17-2021-03-23 76,9 2021-03-18-2021-03-24 77,7 2021-03-19-2021-03-25 78,1
2021-03-20-2021-03-26 78,8 2021-03-21-2021-03-27 79,2 2021-03-22-2021-03-28 79,3
2021-03-23-2021-03-29 80,1 2021-03-24-2021-03-30 80,6 2021-03-25-2021-03-31 80,8
2021-03-26-2021-04-01 81,2 2021-03-27-2021-04-02 81,4 2021-03-28-2021-04-03 81,5
2021-03-29-2021-04-04 81,5 2021-03-30-2021-04-05 81,4 2021-03-31-2021-04-06 81,8
2021-04-01-2021-04-07 82,1 2021-04-02-2021-04-08 82,2 2021-04-03-2021-04-09 82,3
2021-04-04-2021-04-10 82,6 2021-04-05-2021-04-11 82,6 2021-04-06-2021-04-12 82,7
2021-04-07-2021-04-13 82,5 2021-04-08-2021-04-14 82,3 2021-04-09-2021-04-15 82,4
2021-04-10-2021-04-16 82,4 2021-04-11-2021-04-17 82,3 2021-04-12-2021-04-18 82,3
2021-04-13-2021-04-19 82,2 2021-04-14-2021-04-20 82,5 2021-04-15-2021-04-21 82,6
2021-04-16-2021-04-22 82,5 2021-04-17-2021-04-23 82,4 2021-04-18-2021-04-24 82,3
2021-04-19-2021-04-25 82,3 2021-04-20-2021-04-26 82,2 2021-04-21-2021-04-27 81,9
2021-04-22-2021-04-28 81,6 2021-04-23-2021-04-29 81,3 2021-04-24-2021-04-30 80,8
2021-04-25-2021-05-01 80,5 2021-04-26-2021-05-02 80,5 2021-04-27-2021-05-03 80,2
2021-04-28-2021-05-04 79,9 2021-04-29-2021-05-05 79,7 2021-04-30-2021-05-06 79,4
2021-05-01-2021-05-07 79,1 2021-05-02-2021-05-08 79,1 2021-05-03-2021-05-09 79,1
2021-05-04-2021-05-10 78,2 2021-05-05-2021-05-11 77,9 2021-05-06-2021-05-12 77,6
2021-05-07-2021-05-13 77,4

Table 2.5: Percentage of alpha variant.
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Date Value Date Value Date Value
2021-02-12-2021-02-18 4,5 2021-02-13-2021-02-19 4,6 2021-02-14-2021-02-20 4,6
2021-02-15-2021-02-21 4,6 2021-02-16-2021-02-22 4,6 2021-02-17-2021-02-23 4,8
2021-02-18-2021-02-24 4,9 2021-02-19-2021-02-25 5,0 2021-02-20-2021-02-26 5,2
2021-02-21-2021-02-27 5,4 2021-02-22-2021-02-28 5,4 2021-02-23-2021-03-01 5,5
2021-02-24-2021-03-02 5,4 2021-02-25-2021-03-03 5,3 2021-02-26-2021-03-04 5,2
2021-02-27-2021-03-05 5,0 2021-02-28-2021-03-06 4,9 2021-03-01-2021-03-07 4,8
2021-03-02-2021-03-08 4,7 2021-03-03-2021-03-09 4,7 2021-03-04-2021-03-10 4,9
2021-03-05-2021-03-11 5,0 2021-03-06-2021-03-12 5,0 2021-03-07-2021-03-13 5,0
2021-03-08-2021-03-14 5,0 2021-03-09-2021-03-15 5,0 2021-03-10-2021-03-16 5,0
2021-03-11-2021-03-17 4,9 2021-03-12-2021-03-18 4,8 2021-03-13-2021-03-19 4,7
2021-03-14-2021-03-20 4,6 2021-03-15-2021-03-21 4,6 2021-03-16-2021-03-22 4,6
2021-03-17-2021-03-23 4,5 2021-03-18-2021-03-24 4,4 2021-03-19-2021-03-25 4,4
2021-03-20-2021-03-26 4,4 2021-03-21-2021-03-27 4,3 2021-03-22-2021-03-28 4,3
2021-03-23-2021-03-29 4,3 2021-03-24-2021-03-30 4,2 2021-03-25-2021-03-31 4,2
2021-03-26-2021-04-01 4,1 2021-03-27-2021-04-02 4,1 2021-03-28-2021-04-03 4,0
2021-03-29-2021-04-04 4,1 2021-03-30-2021-04-05 4,1 2021-03-31-2021-04-06 4,0
2021-04-01-2021-04-07 3,9 2021-04-02-2021-04-08 3,9 2021-04-03-2021-04-09 3,9
2021-04-04-2021-04-10 3,8 2021-04-05-2021-04-11 3,8 2021-04-06-2021-04-12 3,8
2021-04-07-2021-04-13 3,9 2021-04-08-2021-04-14 4,0 2021-04-09-2021-04-15 4,0
2021-04-10-2021-04-16 4,1 2021-04-11-2021-04-17 4,2 2021-04-12-2021-04-18 4,2
2021-04-13-2021-04-19 4,4 2021-04-14-2021-04-20 4,6 2021-04-15-2021-04-21 4,7
2021-04-16-2021-04-22 4,9 2021-04-17-2021-04-23 5,0 2021-04-18-2021-04-24 5,1
2021-04-19-2021-04-25 5,1 2021-04-20-2021-04-26 5,1 2021-04-21-2021-04-27 5,1
2021-04-22-2021-04-28 5,2 2021-04-23-2021-04-29 5,3 2021-04-24-2021-04-30 5,4
2021-04-25-2021-05-01 5,5 2021-04-26-2021-05-02 5,5 2021-04-27-2021-05-03 5,6
2021-04-28-2021-05-04 5,7 2021-04-29-2021-05-05 5,7 2021-04-30-2021-05-06 5,7
2021-05-01-2021-05-07 5,7 2021-05-02-2021-05-08 5,7 2021-05-03-2021-05-09 5,7
2021-05-04-2021-05-10 5,9 2021-05-05-2021-05-11 6,0 2021-05-06-2021-05-12 5,9
2021-05-07-2021-05-13 6,0

Table 2.6: Percentage of beta variant.

Date Value Value Value Value Value
2021-02-12-2021-02-16 20701 21231 16546 4376 19590
2021-02-17-2021-02-21 25018 22501 24116 22371 22046
2021-02-22-2021-02-26 4646 20064 31519 25403 25207
2021-02-27-2021-03-03 23996 19952 4703 22857 26788
2021-03-04-2021-03-08 25279 23507 23306 21825 5327
2021-03-09-2021-03-13 23302 30303 27166 25229 29759
2021-03-14-2021-03-18 26343 6471 29975 38501 34998
2021-03-19-2021-03-23 35088 35327 30581 15792 14678
2021-03-24-2021-03-28 65373 45641 41869 42619 37014
2021-03-29-2021-04-02 9094 30702 59038 50659 46677
2021-04-03-2021-04-07 13917 66794 10793 8045 12951
2021-04-08-2021-04-12 84999 41243 43284 34895 8536
2021-04-13-2021-04-17 39113 43505 38045 36442 35861
2021-04-18-2021-04-22 29344 6696 43098 34968 34318
2021-04-23-2021-04-27 32340 32633 24465 5952 30317
2021-04-28-2021-05-02 31539 26538 24299 25670 9888
2021-05-03-2021-05-07 3760 24371 26000 21712 19124
2021-05-08-2021-05-12 20745 9128 3292 19791 21498

2021-05-13 19461

Table 2.7: Number of new confirmed cases in France per day.
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Date Value Date Value Date Value
12/02-18/02 18566,14286 13/02-19/02 19054,00000 14/02-20/02 19216,85714
15/02-21/02 20002,57143 16/02-22/02 20041,14286 17/02-23/02 20108,85714
18/02-24/02 21037,57143 19/02-25/02 21452,14286 20/02-26/02 21608,00000
21/02-27/02 21840,14286 22/02-28/02 21541,00000 23/02-01/03 21549,14286
24/02-02/03 21948,14286 25/02-03/03 21272,28571 26/02-04/03 21254,57143
27/02-05/03 21011,71429 28/02-06/03 20913,14286 01/03-07/03 21180,71429
02/03-08/03 21269,85714 03/03-09/03 21333,42857 04/03-10/03 21835,57143
05/03-11/03 22105,14286 06/03-12/03 22351,14286 07/03-13/03 23273,00000
08/03-14/03 23918,42857 09/03-15/03 24081,85714 10/03-16/03 25035,14286
11/03-17/03 26206,28571 12/03-18/03 27325,14286 13/03-19/03 28733,57143
14/03-20/03 29529,00000 15/03-21/03 30134,42857 16/03-22/03 31466,00000
17/03-23/03 29280,71429 18/03-24/03 33119,57143 19/03-25/03 34640,00000
20/03-26/03 35608,71429 21/03-27/03 36650,42857 22/03-28/03 37569,42857
23/03-29/03 36612,57143 24/03-30/03 38901,71429 25/03-31/03 37996,71429
26/03-01/04 38713,57143 27/03-02/04 39400,42857 28/03-03/04 35300,14286
29/03-04/04 39554,42857 30/03-05/04 39797,14286 31/03-06/04 36560,42857
01/04-07/04 29976,57143 02/04-08/04 34882,28571 03/04-09/04 34106,00000
04/04-10/04 38301,28571 05/04-11/04 33744,28571 06/04-12/04 33421,85714
07/04-13/04 37860,14286 08/04-14/04 42225,00000 09/04-15/04 35517,28571
10/04-16/04 34831,42857 11/04-17/04 33771,00000 12/04-18/04 32978,00000
13/04-19/04 32715,14286 14/04-20/04 33284,42857 15/04-21/04 32064,85714
16/04-22/04 31532,42857 17/04-23/04 30946,42857 18/04-24/04 30485,28571
19/04-25/04 29788,28571 20/04-26/04 29682,00000 21/04-27/04 27856,14286
22/04-28/04 27366,28571 23/04-29/04 26254,85714 24/04-30/04 25106,14286
25/04-01/05 24111,42857 26/04-02/05 22029,00000 27/04-03/05 21715,85714
28/04-04/05 20866,42857 29/04-05/05 20075,14286 30/04-06/05 19385,71429
01/05-07/05 18646,42857 02/05-08/05 17942,85714 03/05-09/05 17834,28571
04/05-10/05 17767,42857 05/05-11/05 17113,14286 06/05-12/05 16470,00000
07/05-13/05 16148,42857

Table 2.8: Number of new confirmed cases in France per day, averaged over 7 days.
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Chapitre 3

Une approche immunologique

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur une seule échelle, l’échelle de l’individu. Le but de
la deuxième partie du travail de cette thèse est d’adopter une approche immunologique pour
comprendre la réponse immunitaire mémoire dans la réinfection par deux virus, le virus de la
grippe A et le SARS-CoV-2, en adaptant un modèle intra-hôte [156] déjà existant. L’objectif est
de répondre à la problématique suivante : Quelles composantes de la mémoire immunitaire
ont le plus grand impact sur l’élimination virale en fonction du délai entre une infection
primaire et une réinfection ?

Cette partie a été publiée dans le journal "Infectious disease modelling" (IDM) en octo-
bre 2024 sous l’article "Modelling and investigating memory immune responses in infectious
disease. Application to Influenza A Virus and SARS-CoV-2 reinfections." - M. Massard, B.
Saussereau, C. Chirouze, Q. Lepiller, R. Eftimie, A. Perasso.
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Modelling and investigating memory immune responses in
infectious disease. Application to Influenza A Virus and SARS-
CoV-2 reinfections.

Abstract

Understanding effector and memory immune responses against influenza A virus (IAV) and
SARS-CoV-2 infections and re-infections is extremely important, given that they are now endemic in
the community. The goal of this study is to investigate the role of memory cells and antibodies in the
immune responses against IAV and SARS-CoV-2 re-infections. To this end, we adapt a previously-
published within-host mathematical model [156] for the primary immune response against SARS-
CoV-2 infections, by including two types of memory immune cells, i.e., memory CD8+ T-cells and
memory B-cells, and by parametrising the new model with values specific to the two viruses. We
first investigate the long-term dynamics of the model by identifying the virus-free steady states and
studying the conditions that ensure the stability of these states. Then, we investigate the transient dy-
namics of this in-host model by simulating different viral reinfection times: 20 days, 60 days and 400
days after the first encounter with the pathogen. This allows us to highlight which memory immune
components have the greatest impact on the viral elimination depending on the time of reinfection.
Our results suggest that memory immune responses have a greater impact in the case of IAV infec-
tions compared to SARS-CoV-2 infections. Moreover, we observe that the immune response after a
secondary infection is more efficient when the reinfection occurs at a shorter time.

3.1 Introduction

COVID-19 (coronavirus disease 2019) is a viral infectious disease caused by the SARS-CoV-2
(Severe acute respiratory syndrome coronavirus 2). This coronavirus was discovered in De-
cember 2019 in the city of Wuhan in China [191, 168]. The most common symptoms are fever,
cough, fatigue and difficulty breathing. In the most severe forms, the acute respiratory distress
syndrome can lead to death. Different factors may contribute to the heterogeneity of immune
responses against SARS-CoV-2. These factors are age-related, genetic, sex-related, comorbidity-
related (quality of the immune response influenced by arterial hypertension, diabetes, obesity,
cardiovascular diseases) [72, 95, 170, 41] and also related to pre-existing immunity (previous
infections) [117]. Influenza A is a viral infectious disease caused by the influenza A virus (IAV)
which has several subtypes (H1N1 for example). It is a highly contagious seasonal respiratory
infection that affects several million people in France each year. Influenza A infection can lead
to serious forms with cases of acute respiratory distress syndrome [88]. Both SARS-CoV-2 and
IAV (as well as other viruses) persist in the community, and people can be re-infected. There-
fore, it is important to understand the within-host conditions that allow for such re-infections.

The immune system is subdivided into two main subsystems, the innate system and the
adaptive system [42]. Cells of the adaptive immune system include antibody-producing cells,
the B-cells, which arise in the bone marrow and the effectors of cellular immune responses,
the T-cells, which mature in the thymus [24]. CD8+ T-cells are able to recognize and destroy
infected cells. This cellular response, in association with the production of specific antibodies,
contributes to the healing of infected patients [19, 130]. Adaptive immune responses are acti-
vated under the influence of signals from the innate immune system provided either directly
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by circulating pathogens or indirectly by antigen-presenting cells (APC) migrating to lymph
nodes [24]. A principal feature of adaptive immunity is the generation of immunological mem-
ory. During the first encounter with an antigen (pathogen), long-lived memory CD8+ T and
B-cells are established. In subsequent encounters with the same pathogen, the memory cells
are quickly activated to yield a more robust protective response [128].

To investigate the immune response against SARS-CoV-2 infection, researchers have focused
their attention on various mathematical within-host models. The great majority of these models
focus on first infections and model:

(i) single viral infections, usually using simplified assumptions of the immune response to
this virus [107, 31, 77, 182, 52], there are also a few complex models which include more
complex immune responses [68, 31, 125, 34].

(ii) co-infections between SARS-CoV-2 and other pathogens: e.g., SARS-CoV-2/HIV, SARS-
CoV-2/Influenza A virus, SARS-CoV-2/Plasmodium spp (Malaria), SARS-CoV-2/Myco-
bacterium tuberculosis (Tuberculosis) [50, 51, 7, 49].

To our knowledge, until now only a few mathematical in-host models have been developed to
investigate the role of memory immune responses to multiple viral infections [30, 189, 186] (al-
though there are various SIR-type models for epidemiological effects of re-infection [120, 16].)
Schuh et al. [159] propose an in-host model for SARS-CoV-2 reinfections. This model gives
results about a global immune response whose information is grouped under a single compart-
ment and not particularly on every component of the immune system (B-cells, antibodies,etc.).
Xu and al. [184] propose an in-host model to investigate the immune response focusing mainly
on antibodies and interferons. The results emphasize the role of antibodies against reinfections.
In contrast to these previous models, which do not consider immune responses described by
both T cells and B cells, here we take into account these detailed immune responses. However,
to balance the complexity of the various immunological interactions, we decided to focus only
on simpler temporal dynamics and ignore more complex spatio-temporal dynamics (as con-
sidered in [12]). Influenza A within-host models also focus a lot on single infections [74, 75].
Few studies also take into account long lived plasma cells [106]. An overview of the different
mathematical models for IAV infection is presented in [23].

The main aim of this paper is to propose a new in-host mathematical model that would al-
low us to gain better understanding of the role of memory T-cells and B-cells during reinfection
in infectious disease. To this end, we start with the in-host model in [156] that describes the
anti-viral immune response for an average individual, and adapt it to include the formation of
immune memory and the activation of this memory during re-infection. Thus, the new model
includes two types of memory cells, memory CD8+ T-cells and memory B-cells (see Figure 3.1).
We add terms in the equations for effector cells, plasma cells and viral load that depend on
t∗, the time at which there is reinfection. In addition, we ignore the latent cells considered
in [156], and we transform a term in the equation for the effector cells to ensure that no such
cells persist in the absence of infections. We ignore gamma inteferons to remove a redundancy
in the modelling of anti-viral immune response observed in [156]: since gamma interferons
are secreted mainly by CD8+-T cells [94, 134], including them both into the model leads to
redundant anti-viral response. We therefore also ignore the resistant cells associated with this
interferons.

The paper is structured as follows. In section 3.2 we introduce the new model. In Section
3.3, we investigate asymptotic dynamics through the calculation of the virus free steady states
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and their stability and calculate the R0. Finally, We investigate transient dynamics of the model
through numerical simulations.

3.2 Materials and Methods

3.2.1 Model description.

In the following we present in detail a new model which describes the response of immune
system to an infectious disease during secondary infections. To this end, we start with an in-
host mathematical model introduced in [156] for primary infections, and adapt it to consider
also memory CD8+-T cell and memory B-cell immune responses that develop following viral
re-infections. Thus, while the model in [156] focused on the interactions between virus par-
ticles, effector CD8+ T-cells, plasma B-cells, interferons, antibodies, and epithelial cells (that
can be healthy, infected, latent infected, resistant and damaged), in our study we consider also
interactions with memory CD8+ T-cells and memory B-cells.

• Memory CD8+ T-cells mediate rapid clearance of pathogens upon secondary infection
owing to their elevated frequency, ready localization to peripheral sites of infection and
their ability to rapidly expand and mount effector functions. Such potent long-lasting
protective memory CD8+ T-cells develop in infections where infected-cells are effectively
cleared [93].

• Memory B-cells memorize the properties of the antigen in order to rapidly differentiate
into plasma cells if a second infection with the same antigen occurs and thus create a
more intense and more specific immune response [13].

Moreover, compared to the in-host model introduced in [156], here we incorporate four mod-
ifications other than the addition of the two equations concerning the memory cells : (i) To
simplify an already complex model, we have decided to ignore the latent cells since they are
not part of the main memory immune response, which is the focus of this study, (ii) we replace
the 1 − E term in the equation for effector cells in [156] with a term −E, because effector cells
must disappear when there is no virus (and a logistic-like term allows for cell persistence), (iii)
we no longer consider the interactions with interferons and associated resistant cells because
there is a redundancy in the modelling of anti-viral immune response: since gamma interfer-
ons are secreted mainly by CD8+-T cells [94, 134], including them both into the model leads
to redundant anti-viral response, (iv) we add terms which correspond to the differentiation of
memory cells and reinfection in the equations for effector cells, plasma cells and viral load
that depend on t∗, the time at which there is reinfection. Note that these assumptions are ap-
propriate for modelling infections, where memory immune responses can clear the pathogen
following secondary infections [92]. Since we do not have yet enough knowledge about the
role of memory immune responses in chronic infections (which are usually characterised by
immune dysfunction [92]), we do not consider such chronic infections in this study.

The variables in this new model are: the proportion of healthy epithelial cells (H), the
proportion of infected cells (I), the concentration of antigen-presenting cells (APC) (M), the
proportion of damaged and dead cells (D), the concentration of effector CD8+ T-cells (E) and
memory CD8+ T-cells (Tm), the concentration of plasma B-cells (P ) and memory B-cells (Bm),
the concentration of viral load (V ), and the concentration of antibodies (A) characterized by
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their specificity (S). Note that in [156] the authors have used the variable D to describe both
damaged and dead cells, leading to the assumption incorporated into the model that these cells
can provide signals that determine surrounding cells to proliferate [26]. The time of reinfection
is described by t∗ and C is the viral load received during reinfection at t∗. The interactions
between all the variables are depicted in Figure 3.1 and described by the system below:

dH
dt

=−γHVVH + bHDDH − aHH (3.1a)

dI
dt

=γHVVH − bIEEI − aI I (3.1b)

dM
dt

=(bMDD + bMVV )(1−M)− aMM (3.1c)

dTm
dt

=bTMM(1− Tm)− aT Tm + (−γV T TmV )1[t∗,∞[(t) (3.1d)

dE
dt

=bEMME − bEI IE − aEE + (γV T TmV )1[t∗,∞[(t) (3.1e)

dBm

dt
=bBMM(1−Bm)− aBBm + (−γVBBmV )1[t∗,∞[(t) (3.1f)

dP
dt

=bPMMP + ap(1− P ) + (γVBBmV )1[t∗,∞[(t) (3.1g)

dV
dt

=γV I −γVASAV −γVHVH −αVV +C1[t∗;t∗+δ[(t) (3.1h)

dA
dt

=bAP −γAV SAV − aAA (3.1i)

dS
dt

=rP (1− S) (3.1j)

D =1−H − I (3.1k)

In the following we describe in more details the terms contained in these equations.

Eq. (3.1a) describes the dynamics of healthy epithelial cells. The population of epithelial
healthy cells decreases when a virus infects them due to the lytic impact of the virus [155].
Healthy cells are generated as a result of proliferation of healthy cells. We assume, as in [156],
that tissue damage induces the production of new healthy cells due to the proliferation of the
remaining healthy cells (that react to apoptotic bodies from dying cells [26]). The population
of healthy epithelials cells decreases also by natural decay.

Eq. (3.1b) describes the dynamics of epithelial infected cells. Healthy cells become infected
when they meet the virus. Effector cells play direct roles in elimination of pathogens by killing
infected target cells [24]. The population of infected cells decreases also by natural decay.

Eq. (3.1c) describes the dynamics of antigen-presenting cells (APC). Damaged cells and
viruses stimulate the activation of APC [102]. The population of APC decreases by natural de-
cay.

Eq. (3.1d) describes the dynamics of memory CD8+ T-cells. Memory T cells are pro-
duced following a complex process of differentiation that starts with antigen presentation by
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Figure 3.1: Diagram of the model (3.1). Interactions with memory cells are highlighted in red.

APCs [91]. Since in [171] it was shown that the secondary encounter with the virus leads to fast
proliferation of memory cells, we have decided to consider here only the role of APCs. Memory
T-cells differentiate into effector cells following viral reinfection at time t = t∗ [161, 24]. The
population of memory T-cells decreases by natural decay.

Eq. (3.1e) describes the dynamics of effector CD8+ T-cells. APC stimulate the production of
effector cells. The population of effector cells decreases when some effector cells are lost during
the destruction of infected cells and also by a natural regulation of effector cells. Memory T-
cells differentiate into effector cells when cells are activated following viral reinfection at time
t = t∗ [24].

Eq. (3.1f) describes the dynamics of memory B-cells. Memory B-cells are produced follow-
ing stimulation by APC [78] and differentiate into plasma cells following viral reinfection at
time t∗ [24]. The population of memory B-cells decreases by natural decay.

Eq. (3.1g) describes the dynamics of plasma cells. Plasma cells develop under the direction
of signals received by APC [183]. Memory B-cells differentiate into plasma cells when cells are
activated following viral reinfection at time t∗ [24]. There is a natural decay rate of plasma cells.

Eq. (3.1h) describes the dynamics of viral load. Viruses replicate in infected cells, increas-
ing viral load [166, 90]. Viral load decreases when viruses are cleared by antibodies, when the
virus enters and kills healthy cells. A new viral load C appears during reinfection at time t∗.

Eq. (3.1i) describes the dynamics of antibodies. Antibodies are produced by plasma cells
[24, 194]. The population of antibodies decreases after their fixation to the virus, or due to their
clearance.
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Eq. (3.1j) describes antibody specificity (which quantifies the affinity between antibodies
and viruses). This specificity, which is assumed to be between 0 (no specificity) and 1 (full
specificity), increases as plasma cells produce antibodies due to the affinity maturation process.

Eq. (3.1k), damaged cells serve as a marker for tissue damage (see [74, 79]).

We note that a certain number of choices have been made to simplify the modeling of the
immune system. For example, we assumed that cells and virions populations were uniformly
distributed across the epithelial layer at all times. Also, we did not consider the role of any
CD4 T-cells.

3.2.2 Rescaling of variables and parameters description.

The basic unit of all components isM = mol.L−1. Each component is rescaled by its homeostatic
value (also inM) found in [22], noted with "*" (See Table 3.1).

Variables Significations Rescaling factors [Range]

H Proportion of healthy cells H ∗ = 1.7.10−11M [1.7.10−12,1.7.10−11]
I Proportion of infected cells H ∗ = 1.7.10−11M [1.7.10−12,1.7.10−11]
M APC per homeostatic level M∗ = 10−15M [5.10−16,3.10−15]
Tm Memory CD8+ T-cells per homeostatic level E∗ = 10−16M [10−16,10−15]
E Effector CD8+ T-cells per homeostatic level E∗ = 10−16M [10−16,10−15]
Bm Memory B-cells per homeostatic level P ∗ = 1.8.10−20M [3.10−21,7.10−20]
P Plasma B-cells per homeostatic level P ∗ = 1.8.10−20M [3.10−21,7.10−20]
V Viral load per epithelial cells H ∗ = 1.7.10−11M [1.7.10−12,1.7.10−11]
A Antibodies per homeostatic level A∗ = 8.5.10−13M [1.7.10−13,1.7.10−12]
D Proportion of damaged cells D = 1−H − I
S Ab Specificity –

Table 3.1: Variables involved in model (3.1) and their scaling. Note thatM = mol.L−1.

In the case of epithelial cells (that can be healthy, infected, latent infected and damaged),
they are rescaled compared to H ∗, the homeostatic value of the concentration of healthy epithe-
lial cells in LN. The concentration of the virus in any compartment is rescaled by H ∗ too. This
rescaling, proposed by Hancioglu in [74] allows us to obtain parameters in day−1.

Remark 1 mol.L−1 = 6 ∗ 1020 particles.mL−1 [111] thus V = 1 in our model (after rescaling
by H ∗) corresponds to 1.2 ∗ 1010 particles.mL−1.

IAV infection Parameters values were taken mostly from Bocharov and Romanyukha [22]
and the rescaling of these values to match our units model parameters (day−1) are available in
3.5.1. See Table 3.2 for the other references.
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SARS-CoV-2 infection Note that the parameters in [156] were taken mostly from the liter-
ature for influenza A because in 2021 few data was available about the immune response in
SARS-CoV-2 infection. We therefore do not use these data and will take our values from the
literature for SARS-CoV-2. See references in Table 3.2.

Symbol Biological interpretation Value IAV [Ref] Value SARS-CoV-2 [Ref]

aH Natural death rate of healthy epithelial cells 10−3 [106] 10−3 [106]
γV Viral production rate by infected cells 400 [22] 250 [107]
γVA Rate of viral elimination by antibodies 146.2 [22] 146.2 [22]
γVH Rate of virus entry into healthy cells 1.7.10−3 [22] 0.0001 [34]
αV Virus degradation/ elimination rate 2 [22] 1.75 [58]
bHD Regeneration rate of epithelial cells 3 [22] 3 [22]
γHV Rate of infection of cells by virus 0.032 [163] 0.033 [107]
bIE Infected cells damaged by effector cells 0.0017 [22] 0.0739 [58]
aI Infected cells death rate 1.2 [106] 0.93 [100]

bMD Stimulation rate of APC by damaged cells 0.0017 Estimated 0.0017 Estimated
bMV Stimulation rate of APC by virus 0.04 [22] 0.4873 [48]
aM Antigen presenting cell natural death 1[22] 1 [22]
bEM Stimulation rate of effector cells by APC 10 [22] 10 [22]
bEI Death of effector cells by infected cells 10−8 [22] 10−8 [22]
aE Effector cell natural death rate 0.4 [22] 0.4 [22]
bPM Plasma cell production rate 10 [22] 10 [22]
aP Plasma cell natural death rate 0.4 [22] 0.2 [68]
bA Antibody production rate per plasma cell 0.8 [106] 1 [68]
r Change in antibody specificity 3 ∗ 10−2 Estimated 3 ∗ 10−2 Estimated

γAV Rate at which antibodies bind to viruses 146 [22] 146 [22]
aA Antibody natural death rate 0.043 [22] 0.07 [68]
bBM Memory B cells production rate 15 Estimated 15 Estimated
γVB Rate of the differentiation of memory B cells 0.2 [32] 0.2 [32]
bTM Memory CD8+ T-cells production rate 15 Estimated 15 Estimated
γV T Rate of the differentiation of memory T cells 0.2 [32] 0.2 [32]
aB Memory B cells natural death rate 0.004[39] 0.004 [39]
aT Memory CD8+ T-cells natural death rate 0.01 [189] 0.01 [39]

Table 3.2: Parameters involved in model (3.1) for simulation of the immune response in in-
fluenza A and SARS-CoV-2 infections. Units of all parameters : day−1

Some values are the same regardless of the infection, so they will have the same value and
the same reference in Table 3.2.
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3.3 Results

Model (3.1) can be written as follows:

dx(t)
dt

= f (x(t)) + 1t≥t∗g(x(t)) + 1[t∗,t∗+δ[h(x(t)),

with,

x(t) = (H,I,M,Tm,E,Bm, P ,V ,A,S)T

f (x(t)) = (−γHVVH + bHDDH − aHH,γHVVH − bIEEI − aI I,
(bMDD + bMVV )(1−M)− aMM,bTMM(1− Tm)− aT Tm,bEMME − bEI IE − aEE,
bBMM(1−Bm)− aBBm,bPMMP + aP (1− P ),γV I −γVASAV −γVHVH −αVV ,

bAP −γAV SAV − aAA,rP (1− S))T

g(x(t)) = (0,0,0,−γV T TmV ,γV T TmV ,−γVBBmV ,γVBBmV ,0,0,0)T

h(x(t)) = (0,0,0,0,0,0,0,C,0,0)T

This non-autonomous system can be divided into 3 sub-systems which are sequences of
each other:

For t < t∗,

(S1) =
{

dx̄(t)
dt = f (x̄(t))
t ∈ [0, t∗)

For t ∈ [t∗, t∗ + δ),

(S2) =
{

dx̃(t)
dt = f (x̃(t)) + g(x̃(t)) + h(x̃(t))

x̃(t∗) = x̄(t∗)

For t ≥ t∗ + δ,

(S3) =
{

dx(t)
dt = f (x(t)) + g(x(t))

x(t∗ + δ) = x̃(t∗ + δ)

This division allows us to carry out a general analysis of the model by considering an analy-
sis on (S3), which is an autonomous system. Thus we can use the next generation matrix method
for the calculation of the basic reproduction number R0, see subsection 3.3.2.

3.3.1 Virus free steady states and their local stability

We investigate the model (3.1) (by using (S3)) to identify all possible virus free steady states and
determine their stability. The aim is to find all healthy virus-free steady states with memory
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cells always stable. This is important if we want to understand the biological conditions that
ensures the permanent elimination of the virus and the formation of a healthy, persistent anti-
viral immune response. We assume that V = 0, and thus we obtain two positives steady states.

1. (H,I,M,Tm,E,Bm, P ,V ,A,S,D) = (H ∗,0,M∗,T ∗m,0,B
∗
m, P

∗,0,A∗,1,D∗);

2. (H,I,M,Tm,E,Bm, P ,V ,A,S,D) = (0,0,M1,Tm1,0,Bm1, P1,0,A1,1,1);

with,

H ∗ =
bHD − aH

bHD
, M∗ =

bMDaH
aMbHD + bMDaH

, T ∗m =
bTMbMDaH

aT aMbHD + aT bMDaH + bTMbMDaH
,

B∗m =
bBMbMDaH

aBaMbHD + aBbMDaH + bBMbMDaH
, P ∗ =

aP (aMbHD + bMDaH )
aMaP bHD + aP bMDaH − bMDbPMaH

,

A∗ =
bAaP (aMbHD + bMDaH )

(aMaP bHD + aP bMDaH − bMDbPMaH )aA
= P ∗

bA
aA

, D∗ =
aH
bHD

.

and,

M1 =
bMD

aM + bMD
, Tm1 =

bTMbMD

aT aM + aT bMD + bTMbMD
, Bm1 =

bBMbMD

aBaM + aBbMD + bBMbMD
,

P1 =
aP (aM + bMD)

aMaP + aP bMD − bMDbPM
, A1 =

aP bA(aM + bMD)
aA(aMaP + aP bMD − bMDbPM)

.

Remark:
Note that the steady states #1 gives the impression that it is possible to have a co-existence
of healthy and damaged/dead cells in the absence of any infection. In fact, for the parameter
values listed in Table 3.2, we obtain either H ≈ 1 and D ≈ 0.

We note that steady state #1 is particularly interesting because it leads to a state where a
large part of the epithelial cells are healthy. There is no longer any viral load or effector cells.
Investigating the stability of this steady state will allow us to understand the biological condi-
tions that ensures the permanent elimination of the virus. Steady state #2 is also interesting
because there are no healthy cells, all cells are damaged. Looking at the conditions under which
this steady state is unstable is interesting to know the conditions for not remaining in this state.

• Existence and local stability of the first steady state #1
The steady state #1 is (H,I,M,Tm,E,Bm, P ,V ,A,S,D)= (H ∗,0,M∗,T ∗m,0,B

∗
m, P

∗,0,A∗,1,D∗). It is
biologically meaningful if H ∗, M∗,T ∗m,B∗m, P ∗,A∗ and D∗ are positives. Thus, the following con-
ditions must be respected :

aH < bHD , (3.2)
aP (aMbHD + bMDaH ) > bMDbPMaH , (3.3)

The eigenvalues of the Jacobian evaluated at this steady state are as follows:
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λ1 = −bHD + aH ; λ2 =
−(aT aMbHD + aT bMDaH + bTMbMDaH )

aMbHD + bMDaH
;

λ3 =
−(aEaMbHD + aEbMDaH − bEMbMDaH )

aMbHD + bMDaH
; λ4 =

−(aBaMbHD + aBbMDaH + bBMbMDaH )
aMbHD + bMDaH

;

λ5 =
−(aMaP bHD + aP bMDaH − bMDbPMaH )

aMbHD + bMDaH
; λ6 = −aA;

λ7 =
−raP (aMbHD + bMDaH )

aMaP bHD + aP bMDaH − bMDbPMaH
; λ8 =

−aHbMD + aMbHD

bHD
; λ9 = Φ ; λ10 = Ψ ;

with Φ and Ψ :

Φ = −1
2 (aI +αV +γVH )− bAγVAapbHD (aMbHD+bMDaH )

2aAbHD (bMD (aP −bPM )aH+aMaP bHD ) + γVHaH
2bHD

+1
2

((
aI −αV −γVH −

bAγVAapbHD (aMbHD+bMDaH )
aAbHD (bMD (aP −bPM )aH+aMaP bHD ) + γVHaH

bHD

)2
+ 4γHVγV (1− aH

bHD
)
)1/2

,

Ψ = −1
2 (aI +αV +γVH )− bAγVAapbHD (aMbHD+bMDaH )

2aAbHD (bMD (aP −bPM )aH+aMaP bHD ) + γVHaH
2bHD

−1
2

((
aI −αV −γVH −

bAγVAapbHD (aMbHD+bMDaH )
aAbHD (bMD (aP −bPM )aH+aMaP bHD ) + γVHaH

bHD

)2
+ 4γHVγV (1− aH

bHD
)
)1/2

,

We have bHD > aH , see (3.2), which is equivalent to 1− aH
bHD

> 0 so the roots((
aI −αV −γVH −

bAγVAapbHD (aMbHD+bMDaH )
aAbHD (bMD (aP −bPM )aH+aMaP bHD ) + γVHaH

bHD

)2
+ 4γHVγV (1− aH

bHD
)
)1/2

and((
aI −αV −γVH −

bAγVAapbHD (aMbHD+bMDaH )
aAbHD (bMD (aP −bPM )aH+aMaP bHD ) + γVHaH

bHD

)2
+ 4γHVγV (1− aH

bHD
)
)1/2

are well defined

in R.

This steady state is always locally stable when all the eigenvalues are negative. Under the
conditions where the components of the steady state are well defined (i.e. positive, see (3.2))
only the following three conditions remain:
Φ < 0, Ψ < 0 and aE(aMbHD + bMDaH ) > bMDbEMaH .

Under the condition bHD > aH , see (3.2), we obtain the following equivalence:
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Φ < 0⇔ (aI +αV +γVH ) +
bAγVAapbHD(aMbHD + bMDaH )

aAbHD(bMD(aP − bPM)aH + aMaP bHD)
−
γVHaH
bHD

> ((aI −αV −γVH −
bAγVAapbHD(aMbHD + bMDaH )

aAbHD(bMD(aP − bPM)aH + aMaP bHD)
+
γVHaH
bHD

)2

+ 4γHVγV (1− aH
bHD

))1/2

⇔ aI (αV +γVH +
bAγVAapbHD(aMbHD + bMDaH )

aAbHD(bMD(aP − bPM)aH + aMaP bHD)
−
γVHaH
bHD

)

> γHVγV (1− aH
bHD

)

⇔ aIγVH (1− aH
bHD

) + aI (αV +
bAγVAapbHD(aMbHD + bMDaH )

aAbHD(bMD(aP − bPM)aH + aMaP bHD)
)

> γHVγV (1− aH
bHD

)

⇔ aIγVH +
aIbHD

bHD − aH
(αV +

bAγVAapbHD(aMbHD + bMDaH )

aAbHD(bMD(aP − bPM)aH + aMaP bHD)
) > γHVγV

Using the basic reproduction number R0 =

 γHV
bHD−aH

bHD
γV

bAaP (aMbHD+bMDaH )
(aMaP bHD+aP bMDaH−bMDbPMaH )aA

aIγVA+ bHD−aH
bHD

aIγVH+aIαV

1/2

,

see (3.5), we obtain then:

Φ < 0⇔ γVγHV

( 1

R2
0

− 1
)
< 0

⇔ R0 < 1

because R0 is positive. Thus, the first stability condition for the first steady state is R0 < 1. The
second condition, Ψ < 0, is in fact always satisfied. Indeed,

Ψ < 0⇔ −1
2

(aI +αV +γVH )−
bAγVAapbHD(aMbHD + bMDaH )

2aAbHD(bMD(aP − bPM)aH + aMaP bHD)
+
γVHaH
2bHD

<
1
2

[(
aI −αV −γVH −

bAγVAapbHD(aMbHD + bMDaH )

aAbHD(bMD(aP − bPM)aH + aMaP bHD)
+
γVHaH
bHD

)2

+ 4γHVγV (1− aH
bHD

)
]1/2

⇔−aI −αV −γVH −
bAγVAapbHD(aMbHD + bMDaH )

aAbHD(bMD(aP − bPM)aH + aMaP bHD)
+
γVHaH
bHD

<
[(
aI −αV −γVH −

bAγVAapbHD(aMbHD + bMDaH )

aAbHD(bMD(aP − bPM)aH + aMaP bHD)
+
γVHaH
bHD

)2

+ 4γHVγV (1− aH
bHD

)
]1/2
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The right handside of the inequality:((
aI −αV −γVH −

bAγVAapbHD (aMbHD+bMDaH )
aAbHD (bMD (aP −bPM )aH+aMaP bHD ) + γVHaH

bHD

)2
+ 4γHVγV (1− aH

bHD
)
)1/2

is always positive

while the left handside is always negative. Indeed −aI −
bAγVAapbHD (aMbHD+bMDaH )

aAbHD (bMD (aP −bPM )aH+aMaP bHD ) is always

negative under conditions (3.2) and −αV −γVH + γVHaH
bHD

= −αV +γVH ( aH
bHD
−1) is always negative

under condition (3.2). Thus, Ψ < 0 is always satisfied under condition (3.2).

The third and last condition aE(aMbHD + bMDaH ) > bMDbEMaH implies that aE or aH or
bHD must be large, but biologically aE and aH large do not make sense, so this implies that
bHD , the regeneration of epithelial cells, must be large enough. However, the natural death
rates of effector cells (aE) and healthy epithelial cells (aH ) are quite low, as recorded by various
experimental studies that calculated the half-lives of such cells [118, 141, 147]. Therefore,
for the parameter values used throughout this study (and listed in Table 3.2) the stability of
this steady state requires that parameter bHD is large enough (Note that large values for this
parameter were also considered in [22]).

To sum up, the two biological conditions that ensures the permanent elimination of the
virus and the formation of a healthy, persistent anti-viral immune response is : R0 < 1 and the
regeneration of epithelial cells must be large enough.

• Existence and local stability of the second steady state #2
The steady state #2 is (H,I,M,Tm,E,Bm, P ,V ,A,S,D) = (0,0,M1,Tm1,0,Bm1, P1,0,A1,1,1). It is
biologically meaningful if M1,Tm1,Bm1,P1 and A1 are positives. Thus, the following condition
must be respected :

aP (aM + bMD) > bMDbPM . (3.4)

The eigenvalues of the Jacobian evaluated at this steady state are as follows:

λ1 = bHD − aH ; λ2 = −aI ;

λ3 =
−aAαV (aMaP + aP bMD − bMDbPM)− aP bAγVA(aM + bMD)

(aMaP + aP bMD − bMDbPM)aA
;

λ4 = −bMD − aM ; λ5 =
−(aT aM + aT bMD + bTMbMD)

aM + bMD
;

λ6 =
−(aEaM + aEbMD − bEMbMD)

aM + bMD
;

λ7 =
−(aBaM + aBbMD + bBMbMD)

aM + bMD
; λ8 =

−(aMaP + aP bMD − bMDbPM)
aM + bMD

; λ9 = −aA;

λ10 =
−raP (aM + bMD)

aMaP + aP bMD − bMDbPM
.

The steady state #2 is locally unstable when at least one eigenvalue is positive. Under the
condition where the components of this steady state are well defined (i.e. positive, see 3.4),
only the two eigenvalues below can be positive:
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λ1 = bHD − aH and λ6 = −(aEaM+aEbMD−bEMbMD )
aM+bMD

.

The condition λ1 > 0 i.e. bHD > aH means that when the regeneration of epithelial cells is
greater than the natural death of epithelial cells, this steady state is unstable. Thus, we can
interpret that the system can approach a critical state where all these cells are damaged but
if the regeneration of epithelial cells is efficient enough i.e. greater than the death of healthy
epithelial cells then the system will not remain in this unhealthy state.

3.3.2 Basic reproduction number R0

The next generation matrix method allows us to calculate the basic reproduction number for
autonomous systems in a finite dimensional case (See [144] for more details about this number).
It was described by van den Driessche and Watmough in [172] and is based on the definition of
R0 from Diekmann and Heesterbeek in [45] as the dominant eigenvalue of the "next generation
matrix". The notion of R0 extends in the case of within-host models to infected cells. Applying
this method to the autonomous subsystem S3 we obtain: (See 3.5.2 for details.)

R0(x0) =
(

γHVH0γV
A0E0S0bIEγVA +A0S0aIγVA +E0H0bIEγVH +E0αV bIE +H0aIγVH + aIαV

)1/2

,

with x0 = (H,I,M,Tm,E,Bm, P ,V ,A,S,D) = (H0, I0,M0,Tm0,E0,B0, P0,0,A0,S0,D0) a virus free
steady state among the steady states presented in subsection 3.3.1. Among these steady states,
the steady state #2 gives R0(x0) = 0. Using the steady state #1 we thus obtain a global R0 defined
as follows:

R0 =

 γHV
bHD−aH
bHD

γV
bAaP (aMbHD+bMDaH )

(aMaP bHD+aP bMDaH−bMDbPMaH )aA
aIγVA + bHD−aH

bHD
aIγVH + aIαV


1/2

. (3.5)

We can calculate the R0 which corresponds to influenza A and COVID-19 from the data in
Table 3.2. We obtain RIAV

0 = 0.0635 < 1 and RSARS−CoV−2
0 = 0.0728 < 1.

In both cases the basic reproduction number is less than 1, which implies that in our simu-
lations, see subsection 3.3.3, we will reach a steady state in a long time.

3.3.3 Numerical Simulations.

In this section we investigate numerically the dynamics of model (3.1) following viral acute
reinfection: at 20, 60 and 400 days after the first infection. The initial conditions for all nu-
merical simulations are : A = 1,Bm = 0,E = 1,H = 1, I = 0,M = 0, P = 1,S = 0.01,Tm = 0,V = 0.8.
These values describe the situation where the components of the immune response first en-
counter the virus and already start reacting to it. We assume V = 0.8, which corresponds to
8.109 particle/mL (since in [66] the authors have shown that an acute infection corresponds to
a viral load greater than 108 particle/mL).
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IAV reinfection after twenty days.

We then consider a new infection 20 days later with the same virus and the same intensity i.e.,
V = 0.8 to be able to compare the two immune responses. We then look at how the immune sys-
tem reacts to this second infection which took place in the presence of antibodies and memory
cells created during the first infection. See Figure 3.2 and Figure 3.3.

Figure 3.2: (a) Evolution of epithelial cells and (b) evolution of the viral load after IAV rein-
fection at t=20 days.

We observe Figure 3.2 that the reinfection does not invade the body. A very weak peak
appears after the reinfection on the evolution of the viral load and the population of infected
cells which corresponds to the encounter with the pathogen. However the immune system
seems to react so quickly that the infection cannot spread. If we look at Figure 3.3, we observe
that before the reinfection there are antibodies in very large quantities. Thus at the time of the
reinfection, we observe a very sharp decrease in antibodies which corresponds to the very fast
mobilization against the pathogen. We also observed a very slight decrease in the populations
of memory cells which were ready to differentiate to fight the pathogen, but the antibodies
already present were sufficiently effective. In the case of a very short reinfection, antibodies
seems to control the reinfection without the need for the memory B and T-cells. Antibodies
already present act very quickly and are sufficient to eliminate the pathogen before it causes
disease.

We can see Figure 3.4 that the steady state #1 is reached because R0 is less than 1 (See sub-
section 3.3.1 and 3.3.2). Indeed using the values from Table 3.2, we obtain the steady state #1:
(H,I,M,Tm,E,Bm, P ,V ,A,S,D) = (0.999,0,5.6× 10−7,0,0,0.002,1,0,18.605,1,0.001). We can di-
rectly see in Figure 3.2 that this steady state is reached for the components H , I , D, and V . We
can also see Figure 3.3 that E (e) reaches 0, S (g) reaches 1 and that M (d) is close to 0. If we
plot the dynamic of the other components, for example for t = 1200, we can also observe that
the other components reach the steady state values. Indeed, the plasma cells reach 1, and the
memory cells reach 0, and the antibodies reach 18.6.
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Figure 3.3: (a) Evolution of antibodies, (b) evolution of memory CD8+ T-cells, (c) evolution
of memory B-cells, (d) evolution of APC, (e) evolution of effector cells, (f) evolution of plasma
cells, and (g) evolution of the specificity after IAV reinfection at t=20 days.
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Figure 3.4: Long-term dynamics after IAV reinfection at t=20 days of (a) antibodies, (b) memory
CD8+ T-cells, (c) memory B-cells and (d) plasma cells.

IAV reinfection after two months

We then consider a new infection two months after the first infection, also with the same virus
and the same intensity i.e., 8.109 particle/mL. We then look at how the immune system reacts
to this reinfection two months after.

Figure 3.5: (a) Evolution of healthy cells and (b) infected cells after IAV reinfection at two
months. The blue line corresponds to the percentage of cells at the first infection and the red
line corresponds to the percentage of cells at the second infection.

We can observe in Figure 3.5 that unlike a very rapid reinfection (see 3.3.3), in this case the
individual becomes ill and all the components of the immune system will be used. We can see
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Figure 3.5 that at the first encounter with the pathogen, the healthy cells decreased to a pro-
portion of 31 % (blue line) while upon reinfection 2 months later the healthy cells decreased to
a proportion of 40 % (red line). There are therefore 9% more healthy cells during reinfection.
The proportion of infected cells, Figure 3.5, amounted to 37 % (blue line) while at reinfection 2
months after the proportion of infected cells was 28 % (line red). There are therefore 9% fewer
infected cells during reinfection, so the immune system seems to better control the infection
when there is an immune memory. The peak of viral load, Figure 3.6 (a), is less significant in
the case of reinfection despite an equivalent initial dose of 8.109 particle/mL which shows that
reinfection is better controlled than during a first infection.

We see in Figure 3.6 that after the first infection, the immune system begins to store mem-
ory CD8+ T-cells. They decrease slowly, and then are very quickly mobilized to respond to the
second infection. In the case of reinfection after 2 months, unlike a short reinfection, memory
CD8+ T-cells are needed to control the infection. Their population decreases during reinfec-
tion because this mobilization is stronger than the production of new memory cells. Then they
grow back very quickly once the peak has passed to store even more memory cells in case a
third infection occurs. Effector cells (see Figure 3.6 (g)) have a higher peak during the second
infection, as memory CD8+ T-cells allowed greater deployment of effector cells to respond to
infection. There is also an increase in memory B-cells after the first infection, but this popula-
tion decreases more slowly. During the second infection, they are also very quickly mobilized.
The plasma cells seem to have the same peak during the first and second infection, so they
do not seem to be the most important elements during the reinfection 2 months later, perhaps
because there was still a very large quantity of antibodies which could be mobilized directly
against the reinfection.



Une approche immunologique 71

Figure 3.6: Evolution of (a) viral load, (b) antibodies, (c) memory CD8+ T-cells, (d) memory
B-cells, (e) APC, (f) plasma cells, and (g) effector cells after IAV reinfection at two months.
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Figure 3.7: Long dynamics after IAV reinfection at two months of (a) healthy cells, (b) infected
cells, (c) antibodies, (d) memory CD8+ T-cells, (e) memory B-cells, (f) APC, (g) plasma cells and
(h) effector cells.

As for a reinfection with a short delay, we can see Figure 3.7 that the steady state #1,
(H,I,M,Tm,E,Bm, P ,V ,A,S,D) = (0.999,0,5.6 × 10−7,0,0,0.002,1,0,18.605,1,0.001), is reached
also because R0 is less than 1 (See subsection 3.3.1 and 3.3.2).

IAV reinfection after 400 days.

We are now looking a reinfection at 400 days when the immune response has greatly dimin-
ished. We can see in Figure 3.9 that after a reinfection at 400 days, the healthy cells decreased
to a proportion of 33%. There are therefore only 2% more healthy cells compared to the first
infection whereas with reinfection at 2 months (see Section 3.3.3), there was a difference of 9%.
We can see Figure 3.9 that the proportion of infected cells during reinfection was 33 % (red
line). There are therefore only 4% fewer infected cells compared to the first infection whereas
with reinfection at 2 months (see Section 3.3.3), there was a difference of 9%. The immune
response for a reinfection after 400 days appears less effective than for a reinfection after two
months. In the case of Influenza A, if the second infection does not occur a few months after
the first infection, the immune response will not be more effective than in the case of a first
encounter with the virus.
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Figure 3.8: Evolution of (a) antibodies, (b) memory CD8+ T-cells and (c) memory B-cells after
IAV reinfection at 400 days.

We see Figure 3.8 that before 400 days there are almost no more memory CD8+ T-cells, and
there are few memory B-cells and antibodies. As immune memory is very weak, the immune
response will not be much more effective than in the case of a first infection.

Figure 3.9: Evolution of (a) healthy and (b) infected cells after IAV reinfection at 400 days. The
blue line corresponds to the percentage of cells at the first infection and the red line corre-
sponds to the percentage of cells at the second infection.

As for the two other cases of reinfection, we can see that the steady state #1,
(H,I,M,Tm,E,Bm, P ,V ,A,S,D) = (0.999,0,5.6 × 10−7,0,0,0.002,1,0,18.605,1,0.001), is reached
again because R0 is less than 1 (See subsection 3.3.1 and 3.3.2). See the long time dynamics,
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Figure 3.10.

Figure 3.10: Long dynamics after IAV reinfection at 400 days of (a) healthy cells, (b) infected
cells, (c) antibodies, (d) memory CD8+ T-cells, (e) memory B-cells, (f) APC, (g) plasma cells and
(h) effector cells.
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In the same way as for influenza A simulations, we simulate the immune response of a host
to SARS-CoV-2 reinfection.

SARS-CoV-2 reinfection after twenty days.

We then consider a new infection 20 days later with the same virus and the same intensity i.e.
V = 0.8. We then look at how the immune system reacts to this second infection which took
place in the presence of the antibodies and memory cells created during the first infection.

Figure 3.11: Evolution of (a) epithelial cells and (b) the viral load after SARS-COV-2 reinfection
at t=20 days.

Figure 3.12: Evolution of (a) antibodies, (b) memory CD8+ T-cells and (c) memory B-cells after
SARS-CoV-2 reinfection at t=20 days.
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We observe in Figure 3.11 that the reinfection does not invade the body as in the case of
influenza A. A very weak peak appears after the reinfection on the evolution of the viral load
and the population of infected cells which corresponds to the encounter with the pathogen.
We can observe that with the data used for SARS-CoV-2, the peak during the first infection is
lower than for Influenza A and the proportion of healthy cells remains higher. However as for
Influenza A (see Section 3.3.3), the immune system seems to react so quickly that the infection
cannot spread. If we look at Figure 3.12, we observe that we have the same dynamics as for
influenza A.

We can see that the steady state #1 is reached because R0 is less than 1 (See subsection 3.3.1
and 3.3.2). Using the values from Table 3.2, we obtain the steady state #1:
(H,I,M,Tm,E,Bm, P ,V ,A,S,D) = (0.999,0,5.6× 10−7,0,0,0.002,1,0,11.429,1,0.001). We can di-
rectly see in Figure 3.11 that this steady state is reached for the components H , I , D, and V .
If we plot the dynamic of some other components, see Figure 3.13, for t = 1200, we can also
observe that the other components approach the steady state values. Indeed, the memory cells
reach 0, and antibodies reach 11.42 .

Figure 3.13: Long-term dynamics of (a) antibodies, (b) memory CD8+ T-cells and (c) memory
B-cells after SARS-CoV-2 reinfection at t=20 days.

SARS-CoV-2 reinfection after two months.

We then consider a new infection two months after the first infection, also with the same virus
and the same intensity i.e. 8.109 particle/mL. We then look at how the immune system reacts
to this reinfection two months after.
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Figure 3.14: Evolution of (a) healthy cells, (b) infected cells and (c) viral load after SARS-CoV-
2 reinfection at two months. The blue line corresponds to the percentage of cells at the first
infection and the red line corresponds to the percentage of cells at the second infection.

Figure 3.15: Evolution of (a) antibodies, (b) memory CD8+ T-cells and (c) memory B-cells, after
SARS-CoV-2 reinfection at two months.
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We can observe in Figure 3.14 that unlike a very rapid reinfection (see Section 3.3.3), in this
case the individual becomes ill and all the components of the immune system will be use, see
Figure 3.15, as for the reinfection by IAV. We can see Figure 3.14 (a) that at the first encounter
with the pathogen, the healthy cells decreased to a proportion of 58 % (blue line) while upon
reinfection 2 months later the healthy cells decreased to a proportion of 65 % (red line). There
are therefore 7% more healthy cells during reinfection. The proportion of infected cells, Figure
3.14 (b), amounted to 28 % (blue line) while at reinfection 2 months after the proportion of in-
fected cells was 21 % (red line). There are therefore 7% fewer infected cells during reinfection,
so the immune system seems to better control the infection when there is an immune memory.
The peak of viral load, Figure 3.14 (c), is less significant in the case of reinfection despite an
equivalent initial dose of 8.109 particle/mL which shows that reinfection is better controlled
than during a first infection.

Figure 3.16: Long dynamics of (a) healthy cells, (b) infected cells, (c) antibodies, (d) memory
CD8+ T-cells, and (e) memory B-cells after SARS-CoV-2 reinfection at two months.
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As for a reinfection with a short delay, we can see Figure 3.16 that the steady state #1,
(H,I,M,Tm,E,Bm, P ,V ,A,S,D) = (0.999,0,5.6 × 10−7,0,0,0.002,1,0,11.429,1,0.001), is reached
also because R0 is less than 1 (see subsections 3.3.1 and 3.3.2).

SARS-CoV-2 reinfection after 400 days.

We are now investigating the reinfection at 400 days, when the immune response has greatly
diminished. We see that before 400 days there are almost no more memory CD8+ T-cells, and
there are few memory B-cells and antibodies; see Figure 3.18.

Figure 3.17: Evolution of (a) healthy cells and (b) infected cells after SARS-CoV-2 reinfection
at 400 days.

Figure 3.18: Evolution of (a) antibodies, (b) memory CD8+ T-cells and (c) memory B-cells after
SARS-CoV-2 reinfection at 400 days.
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We can see in Figure 3.17 (a) that after a reinfection at 400 days, the healthy cells decreased
to a proportion of 62%. There are therefore only 4% more healthy cells compared to the first
infection whereas with reinfection at 2 months, see 3.3.3, there was a difference of 7%. We can
see Figure 3.17 (b), that the proportion of infected cells was 25 % in the second infection (red
line). There are therefore only 3% fewer infected cells compared to the first infection whereas
with reinfection at 2 months, see 3.3.3, there was a difference of 7%. In the case of SARS-CoV-
2, the memory immune response appears stronger when it is close to the first infection, as for
influenza A. As with influenza A, in the case of late reinfections with SARS-Cov-2, the immune
response looks like the primary immune response because immune memory is weak. Indeed,
there is no great difference in the reduction in the number of cells that become infected or
remain healthy compared with the first response. As in the case of a primary infection, new
memory B cells, memory T cells and antibodies are created to respond effectively to a third
infection if it occurs rapidly.
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Figure 3.19: Long dynamics of (a) infected cells, (b) healthy cells, (c) antibodies, (d) memory
CD8+ T-cells, (e) memory B-cells, (f) APC, (g) plasma cells and (h) effector cells after SARS-
CoV-2 reinfection at 400 days.

As for the two other cases of reinfection, Figure 3.19, we can see that the steady state #1,
(H,I,M,Tm,E,Bm, P ,V ,A,S,D) = (0.999,0,5.6 × 10−7,0,0,0.002,1,0,11.429,1,0.001), is reached
also because R0 is less than 1 (See subsection 3.3.1 and 3.5).

3.4 Discussion & conclusion.

In this paper we investigated the immune responses against IAV and SARS-CoV-2 secondary
infections, in the presence of immune memory that formed after primary infections with these
viruses. To this end, we adapted a previously-published in-host mathematical model [156] to
include also the dynamics of memory responses.

To understand the role of immune memory on the dynamics of this model, we first focused
on the long-term behaviour and we identified all virus-free steady states and their stability. Two
steady states seemed of interest regarding the immune response. A healthy virus-free steady
state with memory cells always stable when R0 < 1 which ensures the permanent elimination
of the virus and the formation of a healthy, persistent antiviral immune response under this
condition. We also obtain conditions concerning a steady state to be unstable where immune
memory is present but the individual is close to death, it’s interesting to know the conditions
for not remaining in this state.

After looking at different reinfections with different delays, we can conclude that, in the
case of a reinfection with a very short delay (20 days for instance), the most important compo-
nent of the immune memory response seems to be represented by the antibodies. Indeed, they
appear to control reinfection without the need for memory B and CD8+ T-cells. Antibodies
already present in the body act very quickly and are sufficient to eliminate the pathogen before
it causes disease. For reinfection with IAV two months later, the memory immune response
reduced the infected cells by 9% and increased the healthy cells by 9% compared to the first
infection. For SARS-CoV-2 infection, the memory immune response reduced infected cells by
7% and increased healthy cells by 7%. In this case, memory cells are needed in addition to the
antibodies already present in the body, to control the infection. For reinfection 400 days later,
when immune memory is low, the immune response reduced infected cells by 4% and increased
healthy cells by 2% compared with the first infection in the case IAV infection. For SARS-CoV-2
infection, infected cells were reduced by 3% and healthy cells increased by 4%. There was a
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slight improvement in the second response, thanks to the antibodies and memory B-cells (since
there were no longer any memory CD8+ T-cells). In the case of reinfection at 400 days, there
is still a slight improvement in immune response thanks to immune memory. However, this
improvement is much less significant than in the case of intermediate reinfection. Indeed, in
the case of late reinfection, the immune response looks like the primary immune response.
There is not a big difference in the reduction in the number of cells that become infected or
that remain healthy compared to the first response. As in the case of a primary infection, there
is a creation of new memory B-cells, memory T-cells and antibodies to respond effectively to a
third infection if it occurs quickly. Finally, the immune response after a secondary infection is
more efficient when the reinfection occurs at a shorter time, i.e., when there is a high immune
memory. The closer the reinfection is to the first encounter with the pathogen, the more the
immune memory protects the host against the infection.

This study is only a first step in the investigation of a complex in-host dynamics observed
during the re-infection with different viruses. There are many ways in which this work can
be continued, and this will be the subject of future studies. For example, a more in-depth
analytical investigation of the global stability of the steady states identified here could help
shed light on the importance of initial conditions on the persistence of these steady states.

3.5 Appendix

3.5.1 Rescaling of parameters in Table 3.2

The values taken in [22] are noted nameB. The values taken in [163] are noted nameS . Using
the conversion 1010particles = 104TCID50 given in [22] and 1mol.L−1 = 6 ∗ 1020 particle.mL−1

we obtain :

γS
HV = 3.2× 10−5 TCID−1

50mLday−1

γS
HV = 3.2× 10−11 particles−1mLday−1

γS
HV = 19.2× 109 M−1day−1

Thus we have
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γHV = γS
HV︸︷︷︸

M−1day−1

× H ∗︸︷︷︸
M

= 19.2× 109 × 1.7× 10−12 = 0.033 day−1

γVA = γB
VA︸︷︷︸

M−1day−1

× H ∗︸︷︷︸
M

= 8.6× 1012 × 1.7× 10−11 = 146.2 day−1

γVH = γB
VH︸︷︷︸

M−1day−1

× H ∗︸︷︷︸
M

= 108 × 1.7× 10−11 = 1.7× 10−3 day−1

bIE = bBIE︸︷︷︸
M−1day−1

× H ∗︸︷︷︸
M

= 108 × 1.7× 10−11 = 1.7× 10−3 day−1

bEM = bBEM︸︷︷︸
M−2day−1

× E∗︸︷︷︸
M

M∗︸︷︷︸
M

= 1032 × 10−16 × 10−15 = 10 day−1

γAV = γB
AV︸︷︷︸

M−1day−1

× H ∗︸︷︷︸
M

= 8.6× 1012 × 1.7× 10−11 = 146.2 day−1

bEI = bBEI︸︷︷︸
M−1day−1

× E∗︸︷︷︸
M

= ×108 × 10−16 = 10−8 day−1

bMV = bBMV︸︷︷︸
M−1day−1

× M∗︸︷︷︸
M

= 4× 1013 × 10−15 = 0.04 day−1

bPM = bBPM︸︷︷︸
M−2day−1

× M∗︸︷︷︸
M

M∗︸︷︷︸
M

= 1031 × 10−15 × 10−15 = 10 day−1
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3.5.2 Calculation of R0

( V ,I,︸︷︷︸
infected

H,M,Tm,E,Bm, P ,A,S︸                      ︷︷                      ︸
non infected

)

F = (γV I,γHVVH,0,0,0,0,0,0,0,0)

V− = (γVASAV +γVHVH +αVV ,bIEEI + aI I,γHVVH + aHH,
bMDH + bMDI +MbMD + bMVVM + aMM,bTMMTm +γV T TmV + aT Tm,bEI IE + aEE,
bBMMBm +γVBBmV + aBBm, aP P ,γAV SAV + aAA,rP S)

V+ = (0,0,bHDH,bMD + bMVV + bMDHM + bMDIM,bTMM,bEMME +γV T TmV ,
bBMM,bPMMP +γVBBmV + aP P ,bAP , rP )

V = V−−V+ = (γVASAV +γVHVH +αVV ,bIEEI +aI I,γHVVH +aHH −bHDH,bMDH +bMDI +
MbMD + bMVVM + aMM − (bMD + bMVV + bMDHM + bMDIM),bTMMTm + γV T TmV + aT Tm −
bTMM,bEI IE + aEE − (bEMME +γV T TmV ),
bBMMBm+γVBBmV +aBBm−bBMM,aP P −(bPMMP +γVBBmV +aP P ),γAV SAV +aAA−bAP , rP S−rP )

F :=
(

0 γV
γVHH

∗ 0

)
V :=

(
γVAS

∗A∗ +γVHH
∗ +αV 0

0 bIEE
∗ + aI

)
We obtain the next generation matrix M below:

M := FV −1 =

 0 γV
bIEE∗+aI

γHVH
∗

γVAS∗A∗+γVHH ∗+αV
0

 ,
Thus

R0 =
(

γHVH
∗γV

A∗E∗S∗bIEγVA +A∗S∗aIγVA +E∗H ∗bIEγVH +E∗αV bIE +H ∗aIγVH + aIαV

)1/2

.



Chapitre 4

Une approche immuno-épidémiologique

Dans la réalité, la dynamique de transmission d’une maladie résulte à la fois de mécanismes
entre les individus et de mécanismes à l’intérieur de chaque individu. Coupler les deux échelles
épidemiologique et immunologique permet donc de se positionner au plus près de la réalite,
mais ce n’est pas la seule motivation. En effet, le couplage des deux échelles permet également
de répondre à des problématiques plus précises qui lient des aspects immunologiques et des
aspects épidémiologiques. A titre d’exemple, on pourrait citer les problématiques suivantes :
Comment le contrôle de la charge virale à l’échelle d’un individu permet de contrôler la prop-
agation de l’épidémie entre les individus ? Comment la création d’anticorps via un vaccin peut
impacter la transmission de la maladie entre les individus ? etc. Lier les deux échelles permet
donc de répondre à des problématiques qui ne peuvent pas être posées si nous choisissons de
se placer uniquement à l’échelle de l’individu ou uniquement à l’échelle de la population.

Dans ce chapitre, nous proposons un nouveau modèle immuno-épidémiologique dont le but
final sera d’étudier comment la dynamique virale impacte la dynamique épidémiologique. Le
modèle immuno-épidémiologique proposé lie le modèle épidémiologique simplifié du chapitre
2 avec un modèle immunologique simplifié du chapitre 3. La partie présentée dans ce manuscrit
se concentre sur une analyse mathématique de ce modèle. Nous avons comme perspective
d’utiliser plus tard ce modèle avec des données et de faire des simulations pour étudier la
problématique d’un point de vue biologique.

Dans la section 4.1, nous présentons le modèle épidémiologique ainsi que les résultats de
stabilité locale et globale qui sont associés à ses équilibres. Les preuves de ces résultats se
trouvent dans la section 4.5 à la fin de ce chapitre. Dans la section 4.2, nous présentons le
modèle immunologique et également les résultats de stabilité locale et globale de ses équilibres.
Les preuves se trouvent dans la section 4.6. Nous présentons ensuite la construction détaillée
du modèle immuno-épidémiologique en section 4.3. Cette construction utilise une nouvelle
variable Q représentant la quantité de virus dans la population. Enfin une première analyse
de ce modèle est faite, voir section 4.4, en se focalisant sur l’étude asymptotique de Q à travers
différents cas de figures.

4.1 Modèle épidémiologique

On considère un modèle épidémiologique qui est un modèle réduit de celui présenté au chapitre
2. En effet, dans ce modèle une seule souche est considérée. La démographie est ajoutée pour
permettre des applications à des maladies qui perdurent depuis plusieurs années.
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Le modèle épidémiologique considéré est le suivant :

dS
dt

= ∆− S(αiI +αaA)−mS

dI
dt

= Sp(αiI +αaA)− (δ+µ)I −mI

dA
dt

= S(1− p)(αiI +αaA)− bA−mA

dR
dt

= (δI + bA)−mR

dD
dt

= µI

(4.1)

avec t = 0 le déclenchement de la propagation de la maladie i.e. le jour du premier individu
infecté par la maladie considérée.

Rappelons que le compartiment S correspond aux personnes susceptibles d’attraper la mal-
adie considérée, I aux personnes infectées symptomatiques, A aux personnes infectées asymp-
tomatiques, R aux personnes guéries et D aux personnes décédées.

Symbole Signification

µ Taux de mortalité

1
δ Taux moyen d’infection pour les individus symptomatiques

1
b Taux moyen d’infection pour les individus asymptomatiques

αi Taux de transmission des personnes symptomatiques

αa Taux de transmission des personnes asymptomatiques

p Proportion de personnes symptomatiques

Table 4.1: Résumé des paramètres du modèle (4.1).

Les variables R et D n’apparaissent pas dans les deux premières équations, nous omettrons
donc les équations quatre et cinq dans l’étude de ce modèle. Nous allons donc utiliser le sous-
système suivant pour l’étude du modèle :



dS
dt

= ∆− S(αiI +αaA)−mS

dI
dt

= Sp(αiI +αaA)− (δ+µ)I −mI

dA
dt

= S(1− p)(αiI +αaA)− bA−mA
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4.1.1 Équilibres et taux de reproduction de base

Le modèle (4.1) admet deux équilibres, un état d’équilibre sans maladie (DFE), Eépi
0 := (∆m ,0,0)

et un équilibre endémique

E
épi
∗ =

(
S∗, I ∗,A∗

)
=

(
∆

mR
épi
0

, ∆
δ+µ+mp

R
épi
0 −1

R
épi
0

, ∆
b+m(1− p)R

épi
0 −1

R
épi
0

)
avec R

épi
0 le taux de reproduction de base calculé avec la méthode de matrice de prochaine

génération, dont l’expression est la suivante :

R
épi
0 =

∆

m

(b+m)pαi + (δ+µ+m)(1− p)αa

(δ+µ+m)(b+m)
.

Notons que si Répi
0 < 1, alors A∗ < 0, I ∗ < 0 et S∗ > 0. Si Répi

0 = 1, on retombe sur l’équilibre

sans maladie, et si Répi
0 > 1, alors A∗ > 0, I ∗ > 0 et S∗ > 0. Seules les valeurs positives sont con-

sidérées car S∗, I ∗ et A∗ sont des nombres d’individus. Ainsi, l’équilibre endémique du modèle
(4.1) existe sous la condition R

épi
0 > 1.

4.1.2 Stabilité

Les résultats concernant la stabilité locale et globale de l’équilibre sans maladie E
épi
0 et de

l’équilibre endémique E
épi
∗ sont donnés sous la forme des deux théorèmes suivants :

Théorème 4.1.1. Stabilité locale
Si Répi

0 < 1, (4.1) admet un équilibre sans maladie Eépi
0 localement asymptotiquement stable.

Si Répi
0 > 1, (4.1) admet un équilibre sans maladie instable et un équilibre endémique localement

asymptotiquement stable.

Preuve : Voir les sous-sections 4.5.1 et 4.5.2.

Théorème 4.1.2. Stabilité globale
Si Répi

0 ≤ 1, Eépi
0 est globalement asymptotiquement stable sur Γ épi

0 = {(S,I,A) ∈R3
+|S + I +A ≤ ∆

m }.
Si Répi

0 > 1, Eépi
0 est instable et Eépi

∗ est globalement asymptotiquement stable sur Γ∗ définit par
Γ

épi
∗ = {(S,I,A) ∈R3

+|S > 0, I > 0,A > 0}.

Preuve : Voir les sous-sections 4.5.3 et 4.5.4.

4.2 Modèle immunologique

On considère le modèle immunologique suivant :
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dH
dτ = −γHVVH + b − aHH

dIc
dτ = γHVVH − aI Ic

dV
dτ = γV Ic −γVHVH −αVV .

Pour une condition initiale x ≥ 0, on notera (V (τ,x))τ≥0 la solution de la dernière équation
vérifiant V (0,x) = x. On note τ la variable temporelle pour un souci de cohérence avec les no-
tations du système multi-échelle présenté dans la suite.
Rappelons que H représente les cellules saines, Ic les cellules infectées et V la charge virale.

Symbole Signification

γHV Taux d’infection des cellules par le virus

b Taux de régenération des cellules saines

aH Taux de mortalité naturel des cellules épithéliales saines

aI Taux de mortalité naturel des cellules épithéliales infectées

γV Taux de production viral des cellules infectées

γVH Taux de virus entrant dans les cellules saines

αV Taux de dégradation du virus

Table 4.2: Résumé des paramètres du modèle (4.2).

4.2.1 Équilibres et taux de reproduction de base

Le modèle (4.2) admet un équilibre sans maladie Eimu
0 = ( b

aH
,0,0), et un équilibre endémique :

Eimu
∗ =

(
H ∗, I ∗c ,V

∗
)

=
( −aIαV
aIγVH−γHV γV

, aIaHαV +aIbγVH−bγHV γV
aI (aIγVH−γHV γV ) , −(aIaHαV +aIbγVH−bγHV γV )

aIγHV αV

)
=

(
−aIαV

aIγVH−γHV γV
, bγHV γV
aI (aIγVH−γHV γV )

(
−1 + 1

(Rimu
0 )2

)
, b
aI

(
1− 1

(Rimu
0 )2

))
Le taux de reproduction de base, calculé avec la méthode de matrice de prochaine généra-

tion, est le suivant :

Rimu
0 =

(
bγHVγV

aI (aHαV + bγVH )

)1/2

.
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L’existence de l’équilibre endémique a lieu sous la condition Rimu
0 > 1 car seules les valeurs

positives sont considérées pour H ∗, I ∗c et V ∗. En effet, on a

Rimu
0 > 1 =⇒ (Rimu

0 )2 > 1

=⇒
aI (aHαV + bγVH )

bγHVγV
< 1

=⇒ aIaHαV + b(aIγVH −γHVγV ) < 0
=⇒ aIγVH −γHVγV < 0

=⇒ −aIαV

aIγVH −γHVγV
> 0

=⇒ H ∗ > 0,

et

Rimu
0 > 1 =⇒ aIaHαV + b(aIγVH −γHVγV ) < 0 et aIγVH −γHVγV < 0

=⇒
aIaHαV + aIbγVH − bγHVγV

aI (aIγVH −γHVγV )
> 0

=⇒ I ∗ > 0.

4.2.2 Stabilité

Les résultats concernant la stabilité locale et globale de l’équilibre sans maladie Eimu
0 et de

l’équilibre endémique Eimu
∗ sont donnés sous la forme des deux théorèmes suivant :

Théorème 4.2.1. Stabilité locale
Si Rimu

0 < 1, (4.2) admet un équilibre sans maladie Eimu
0 localement asymptotiquement stable.

Si Rimu
0 > 1, (4.2) admet un équilibre sans maladie instable et un équilibre endémique localement

asymptotiquement stable Eimu
∗ .

Preuve : Voir les sous-sections 4.6.1 et 4.6.2.

Théorème 4.2.2. Stabilité globale
Si Rimu

0 ≤ 1 et γV γHV
aIγVH

≤ 1, Eimu
0 est globalement asymptotiquement stable sur Γ imu

0 définit par

Γ imu
0 = {(H,Ic,V ) ∈R3

+ | H + Ic +V ≤ b
aH
}.

Si Rimu
0 > 1, Eimu

0 est instable et Eimu
∗ est globalement asymptotiquement stable sur Γ imu

∗ définit par
Γ imu
∗ = {(H,Ic,V ) ∈R3

+ | H > 0, Ic > 0,V > 0}.

Preuve : Voir les sous-sections 4.6.3 et 4.6.4.

4.3 Modèle immuno-épidémiologique

Nous construisons maintenant un modèle multi-échelle immuno-épidémiologique à partir des
deux modèles, épidémiologique et immunologique, précédemment présentés.
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4.3.1 Construction du modèle

Le lien entre le modèle épidémiologique et immunologique se fera via les deux idées suivantes.

• La création d’une équation modélisant la dynamique de la quantité de virus Q(t) au sein
de la population qui est égale à la quantité de virus présente dans les personnes infectées
symptomatiques et asymptomatiques de la population à l’instant t.

• Deux paramètres épidémiologiques (les taux de transmissions, αi et αa) seront liés à une
variable immunologique, la charge virale V à travers la quantité de virus Q de la manière
suivante : αi = kiQ et αa = kaQ.

Nous commençons par introduire la quantité de virus dans la population.
On suppose qu’à chaque fois qu’un individu devient infecté, c’est-à-dire reçoit une certaine

quantité de charge virale, cette quantité de charge virale initiale dépend de la quantité de virus
globale présente dans la population. Il est naturel de supposer que plus il y a de personnes
infectées autour de nous, c’est à dire plus la quantité de virus dans la population est élevée,
plus la charge virale que l’on recevra sera élevée. On suppose donc que la charge initiale que
va recevoir un individu pour devenir infecté dépendra de la quantité de virus Q au sein de la
population à ce même moment. La quantité de virus de la population en condition initiale de
V est divisée par le nombre d’individus infectés au temps t pour correspondre à la charge virale
moyenne des individus infectés dans la population. Ainsi la condition initiale de la fonction
V modélisant la charge virale joue un rôle très important. L’idée décrite ci-dessus permet de
définir la quantité de virus pour des temps t discrets (dans un premier temps).

• Au temps t = 0, un seul individu est infecté pour déclencher la dynamique épidémi-
ologique, la quantité de virus au sein de la population correspondra donc à 1×V

(
0, Q(0)

(I+A)(0)

)
avec V

(
0, Q(0)

(I+A)(0)

)
la charge virale initiale reçue par l’individu qui dépend bien de la

charge virale totale dans la population. On suppose que (I +A)(0) est différent de 0 pour
que l’équation ait un sens. On a donc

Q(0) = (I +A)(0)×V
(
0, Q(0)

(I+A)(0)

)
. (4.2)

• Au temps t = 1, la quantité de virus au sein de la population sera égale à :
- la charge virale des individus infectés à t = 0 qui aura évoluée jusqu’à t = 1 i.e V

(
1, Q(0)

(I+A)(0)

)
multipliée par les individus infectés à t = 0 (c’est à dire (I +A)(0)).
- la charge virale initiale V

(
0, Q(1)

(I+A)(1)

)
de chacun des nouveaux infectés à t = 1 qui dépend

de la quantité de virus dans la population à t = 1 multipliée par les nouveaux infectés à
t = 1 (c’est à dire (I +A)(1)− (I +A)(0)). On suppose également que (I +A)(1) est différent
de 0 pour que l’équation ait un sens.
On a donc

Q(1) = V
(
1, Q(0)

(I+A)(0)

)
× (I +A)(0) +V

(
0, Q(1)

(I+A)(1)

)
× ((I +A)(1)− (I +A)(0). (4.3)

• De la même manière, au temps t = 2, la quantité de virus au sein de la population sera
égale à :
- la charge virale des individus infectés à t = 0 qui aura évoluée jusquà t = 2 i.e V

(
2, Q(0)

(I+A)(0)

)
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multipliée par les individus infectés à t = 0 i.e. (I +A)(0).
- la charge virale des individus infectés à t = 1 qui aura évoluée de 1 jour i.e V

(
1, Q(1)

(I+A)(1)

)
multipliée par les infectés à t = 1 (c’est à dire (I +A)(1)− (I +A)(0)).
- la charge virale initiale V

(
0, Q(2)

(I+A)(2)

)
de chacun des nouveaux infectés à t = 2 qui dépend

de la quantité de virus dans la population à t = 2 multipliée par les nouveaux infectés à
t = 2 (c’est à dire (I +A)(2)− (I +A)(1)). On suppose que (I +A)(2) est différent de 0.
On a donc

Q(2) = V
(
2, Q(0)

(I+A)(0)

)
× (I +A)(0) +V

(
1, Q(1)

(I+A)(1)

)
× [(I +A)(1)− (I +A)(0)]

+V
(
0, Q(2)

(I+A)(2)

)
× [(I +A)(2)− (I +A)(1)].

• Pour un temps t ∈N quelconque, on suppose que (I +A)(t) est différent de 0, on a :

Q(t) =
t∑

i=0

V
(
i, Q(t−i)

(I+A)(t−i)

)
×
[
(I +A)(t − i)− (I +A)(t − i − 1)

]
.

Définition
La quantité de virus présente dans toute la population à la date t ∈N est définie par

Q(t) =
t∑

i=0

V
(
i, Q(t−i)

(I+A)(t−i)

)
×
[
(I +A)(t − i)− (I +A)(t − i − 1)

]
. (4.4)

Lorsque t ≥ 1, on remarque que

Q(t) =
I(t)

I(t − 1)

t∑
i=1

V
(
i, Q(t−i)

(I+A)(t−i)

)
×
[
(I +A)(t − i)− (I +A)(t − i − 1)

]
. (4.5)

Pour un temps r réel quelconque, on pose

Q(r) =
∑t

i=0V
(
i, Q(t−i)

(I+A)(t−i)

)
×
[
(I +A)(t − i)− (I +A)(t − i − 1)

]
pour t ≤ r < t + 1 avec t ∈N

= 0 Si I +A = 0.
(4.6)

On remarque que la fonction Q ainsi définie est constante par morceaux. Elle est la base de la
construction du modèle multi-échelle.

4.3.2 Modèle immuno-épidémiologique

Le modèle immuno-épidémiologique proposé est le suivant :
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Pour t > 0 et 0 < τ ≤ t :

dS
dt

= ∆− S(kiQI + kaQA)−mS

dI
dt

= Sp(kiQI + kaQA)− (δ+µ)I −mI

dA
dt

= S(1− p)(kiQI + kaQA)− bA−mA

Q(r) =
∑t

i=0V
(
i, Q(t−i)

(I+A)(t−i)

)
×
[
(I +A)(t − i)− (I +A)(t − i − 1)

]
, t ≤ r < t + 1 avec t ∈N

= 0 Si I +A = 0.

dH
dτ

= −γHVVH + b − aHH

dIc
dτ

= γHVVH − aI Ic

dV (τ,x)
dτ

= γV Ic(τ)−γVHV (τ,x)H(τ)−αVV (τ,x) avec V (0,x) = x.

Les remarques suivantes permettent de mieux appréhender la complexité de ce modèle.

1. Deux temps distincts sont considérés.

• Tout d’abord la variable t, pour le système épidémiologique. La date t = 0 représente
le déclenchement de la propagation de la maladie i.e. le jour du premier individu
infecté par la maladie considérée. Cette variable représente une échelle de temps
lente car au niveau épidémiologique, la dynamique se fait en jours, mois ou années.

• La variable τ concerne le modèle immunologique et τ = 0 réprésente le début de
l’infection d’un individu. Cette variable représente une échelle de temps rapide car
au niveau immunologique, la dynamique se fait en heures ou en jours.

2. Le sous-système immunologique est lancé autant de fois qu’il y a de personnes infectées.
Par exemple, si l’on regarde dans la construction de Q : V (3, Q(1)

I(1)+A(1) ) correspond à V au
temps τ = 3 i.e. après 3 unités de temps depuis le début de l’infection de l’individu, lancé
avec la condition initiale Q(1)

I(1)+A(1) .

3. Grâce à la formulation (4.5) de la quantité de virus, il y a bien existence et unicité de la
solution du système épidémiologique. En effet, ce système est résolu de proche en proche
entre des dates discrètes. Plus précisément,

• On commence par résoudre le système épidémiologique pour 0 ≤ t ≤ 1 avec la quan-
tité Q(t) qui est constante et vaut Q(0) définie par (4.2). Ainsi I(1) et A(1) existent et
permettent de définir Q(1) grâce à (4.5) (qui donne aussi (4.3) ).
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• On résout le système pour 1 ≤ t ≤ 2 avec la quantité Q(t) qui est constante et vaut
Q(1).

• On procède de même entre t et t + 1.

4. Le modèle proposé est donc constitué de deux sous-systèmes, un immunologique et un
épidémiologique, qui sont liés via l’équation de la quantité de virus dans la population.

Dans la prochaine section, nous allons étudier la pertinence de ce modèle via le comportement
asymptotique de Q. Mais avant cela, nous allons proposer une version du modèle ci-dessus
obtenue en pensant que le pas de temps de discrétisation est petit au regard de l’échelle de
temps épidémiologique.

4.3.3 Une proposition alternative de modèle immuno-épidémiologique

Afin de proposer une équation différentielle que pourrait satisfaire la fonction Q, nous allons
calculer des taux d’accroissements Q(t)−Q(t − 1).

Écrivons la quantité de virus à t − 1 :

Q(t − 1) =
t−1∑
i=0

V
(
(i, Q(t−i−1)

(I+A)(t−i−1)

)
× [(I +A)(t − i − 1)− (I +A)(t − i − 2)],

et en soustrayant à l’équation de Q(t) on obtient

Q(t)−Q(t − 1) =
t−1∑
i=0

V
(
i, Q(t−i)

(I+A)(t−i)

)
× [(I +A)(t − i)− (I +A)(t − i − 1)]

+V
(
t, Q(0)

(I+A)(0)

)
× [(I +A)(0)− (I +A)(−1)]

−
t−1∑
i=0

V
(
i, Q(t−i−1)

(I+A)(t−i−1)

)
× [(I +A)(t − i − 1)− (I +A)(t − i − 2)] .

On pose pour t < 0, I(t) = 0 et A(t) = 0. On peut ainsi écrire que

Q(t)−Q(t − 1) = ∆Q1(t) +∆Q2(t), avec

∆Q1(t) =
t∑

i=0

V
(
i, Q(t−i)

(I+A)(t−i)

)
× [(I +A)(t − i)− 2(I +A)(t − i − 1) + (I +A)(t − i − 2)] ,et

∆Q2(t) =
t−1∑
i=0

[
V

(
i, Q(t−i)

(I+A)(t−i)

)
−V

(
i, Q(t−i−1)

(I+A)(t−i−1)

)
]× [(I +A)(t − i − 1)− (I +A)(t − i − 2)

]
.

Comme l’intervalle de temps (ici 1 jour au niveau épidémiologique) est petit, on a les approxi-
mations suivantes :

∆Q1(t) ≃
∫ t

0
V

(
s, Q(t−s)

(I+A)(t−s)

)
(I +A)′′(t − s)ds et

∆Q2(t) ≃ 0.

Le fait que ∆Q2(t) ≃ 0 provient du résultat suivant :
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Théorème 4.3.1.
Soit f et g de classe C1 sur [0,T ] avec T > 0, et (tn)0≤i≤n une suite de subdivision de l’intrevalle [0,T ]
de pas T /n. On a

∑n
i=0(f (ti+1)− f (ti))(g(ti+1)− g(ti)) −−−−−→n→∞

0.

On obtient finalement les approximations suivantes

dQ(t)
dt

≃Q(t)−Q(t − 1) ≃
∫ t

0
V

(
s, Q(t−s)

(I+A)(t−s)

)
(I +A)′′(t − s)ds

ce qui justifie l’équation de la modélisation suivante.

Proposition
La quantité de virus dans la population peut être modélisée par la dynamique en temps continu dQ

dt
=

∫ t

0
V
(
t − s, Q(s)

(I+A)(s)

)(
(I +A)′′(s)

)
ds si I +A , 0

Q = 0 sinon.
(4.7)

Nous pouvons donc proposer un modèle multi-échelle en considérant cette équation à re-
tard distribué.

dS
dt

= ∆− S(kiQI + kaQA)−mS

dI
dt

= Sp(kiQI + kaQA)− (δ+µ)I −mI

dA
dt

= S(1− p)(kiQI + kaQA)− bA−mA

 dQ
dt

=
∫ t

0
V
(
t − s, Q(s)

(I+A)(s)

)(
(I +A)′′(s)

)
ds si I +A , 0

Q = 0 sinon.

dH
dτ

= −γHVVH + b − aHH

dIc
dτ

= γHVVH − aI Ic

dV (τ,x)
dτ

= γV Ic(τ)−γVHV (τ,x)H(τ)−αVV (τ,x) avec V (0,x) = x.

Remarques
On ne sait pas s’il y a existence et unicité de la solution à un tel système d’équation. Ce sera l’objet

de futures investigations.
Nous allons nous concentrer sur le modèle précédent où la quantité de virus est une fonction

constante par morceaux.
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4.4 Etude du comportement asymptotique de la quantité de
virus dans la population Q

Dans cette section, nous allons étudier la pertinence du modèle proposé dans la section 4.3.2
via le comportement asymptotique de Q. Lorsque nous avons des équilibres endémiques, sous
les hypothèses Rimu

0 > 1 et Répi
0 > 1, on s’attend à ce que Q∗ = V ∗(I ∗+A∗). Nous serons en mesure

de démontrer que ce sera effectivement le cas dans différents cas de figures.
On remarque que l’équilibre sans maladie est

E0 =
(
∆

m
,0,0,0,

b
aH

,0,0
)

= (Eépi
0 ,0,Eimu

0 ).

4.4.1 Cas 1 : Les taux de transmission sont constants et la charge virale ne
dépend pas de la quantité de virus dans la population dans sa condi-
tion initiale.

Dans un premier temps, on enlève la dépendance de V à la condition initiale. La quantité de
virus est donnée par

Q(t) =
t∑

i=0

V (i)[(I +A)(t − i)− (I +A)(t − i − 1)] , t ∈N (4.8)

On va également considérer que les taux de transmissions, αi et αa sont des constantes. Le
modèle considéré est donc le suivant, pour t > 0 et 0 < τ ≤ t :

dS
dt

= ∆− S(αiI +αaA)−mS

dI
dt

= Sp(αiI +αaA)− (δ+µ)I −mI

dA
dt

= S(1− p)(αiI +αaA)− bA−mA

Q(t) =
∑t

i=0V (i)[(I +A)(t − i)− (I +A)(t − i − 1)]

dH
dτ

= −γHVVH + b − aHH

dIc
dτ

= γHVVH − aI Ic

dV
dτ

= γV Ic −γVHVH −αVV

C’est effectivement une simplification de ce que l’on a proposé en section 4.3.2.

On peut schématiser les liens entre les sous-systèmes épidémiologique et immunologique
ainsi que la quantité de virus dans la population dans le cas 1 de la manière suivante :
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Figure 4.1: Schéma des liens multi-échelles. Cas 1.

Comme on considère que les taux de transmissions sont constants, on va pouvoir utiliser
les expressions du taux de reproduction de base R

épi
0 et de l’équilibre endémique E

épi
∗ du sous-

système épidémiologique calculé dans la section 4.1. Dans ce cas, on a

R
épi
0 =

∆

m

(b+m)pαi + (δ+µ+m)(1− p)αa

(δ+µ+m)(b+m)
.

On a également l’expression de Rimu
0 ,

Rimu
0 =

(
bγHVγV

aI (aHαV + bγVH )

)1/2

.

Proposition
On suppose que Rimu

0 > 1 et R
épi
0 > 1. Alors il existe Q∗ tel que limt→∞Q(t) = Q∗ et on a Q∗ =

V ∗(I ∗ +A∗).

Preuve
En ayant supposé que Rimu

0 > 1, on a donc existence de l’équilibre endémique Eimu
∗ et donc de

H ∗, V ∗ et I ∗c . On suppose de plus que R
épi
0 > 1. On a donc existence de l’équilibre endémique

E
épi
∗ et donc de S∗, I ∗ et A∗.

Nous allons utiliser le théorème de Silvermann-Toeplitz sur l’équation de Q (voir (4.8)) pour
montrer que Q∗ existe et que Q∗ = V ∗(I ∗ +A∗).

Théorème 4.4.1. Théorème de Silvermann-Toeplitz
Soit (ank) une suite double de nombres complexes et soit B un nombre réel positif tel que :

1. Pour tout k ∈N, lim
n→∞

ank = 0

2. Pour tout n ∈N,
∑∞

k=0 |ank | ≤ B
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3. lim
n→∞

∑∞
k=0 ank = 1

Alors, si la suite (zk) converge, la série
∑∞

k=0 ankzk converge et lim
k→∞

zk = lim
n→∞

∑∞
k=0 ankzk

On a d’après (4.8),

Q(t)
I ∗ +A∗

=
t∑

i=0

V (i)[(I +A)(t − i)− (I +A)(t − i − 1)]
I ∗ +A∗

=
n∑

k=0

zk
ank

I ∗ +A∗

avec n = t, k = i, zk = V (k), ank = [(I +A)(n− k)− (I +A)(n− k − 1)].

On doit montrer que :

(i) pour tout entier k, lim
n→∞

ank
I∗+A∗ = 0

(ii) supn≥1
∑n

k=0

∣∣∣ ank
I∗+A∗

∣∣∣ <∞
(iii) lim

n→∞

∑∞
k=0

ank
I∗+A∗ = 1

Preuve :

(i) Pour k fixé, lim
n→∞

ank
I∗+A∗ = lim

n→∞
(I+A)(n−k)−(I+A)(n−k−1)

I∗+A∗ = 0 .

(ii) supn≥1
∑n

k=0

∣∣∣ ank
I∗+A∗

∣∣∣ = supn≥1
∑n

k=0

∣∣∣∣ (I+A)(n−k)−(I+A)(n−k−1)
I∗+A∗

∣∣∣∣
Sous l’hypothèse R

épi
0 > 1, on a l’existence de l’équilibre endémique E

épi
∗ = (S∗, I ∗,A∗) qui est

globalement et localement asymptotiquement stable (voir preuve 4.5), les valeurs propres λj de

la matrice jacobienne évaluée en E
épi
∗ du sous-système épidémiologique sont donc strictement

négatives. Il existe donc un α tel que Re(λj) < −α < 0 pour j = 1,2,3. D’après le théorème 1. de
la section "Nonlinear Systems: Local theory" dans [146], il existe δ, tel que pour toute condition
initiale dans un voisinage de largeur δ de I ∗ et A∗, on a |I(t)− I ∗| ≤ e−αt et |A(t)−A∗| ≤ e−αt.

Comme I ∗ et A∗ sont globalement asymptotiquement stables (démontré à la section 4.5),
il existe un entier T tel que à partir de ce temps, I(t) et A(t) appartiennent à ce voisinage de
largeur δ. Ainsi, pour t ≥ T , on a |I(t)− I ∗| ≤ e−αt et |A(t)−A∗| ≤ e−αt.

Posons k′ = n− k,

n∑
k=0

|(I +A)(n− k)− (I +A)(n− k − 1)| =
n∑

k′=0

|(I +A)(k′)− (I +A)(k′ − 1)|

≤
n∑

k′=0

|(I +A)(k′)− (I ∗ +A∗)|+
n∑

k′=0

|(I +A)(k′ − 1)− (I ∗ +A∗)|

≤ S1(n) + S2(n)

et
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S1(n) =
T∑

k′=0

|(I +A)(k′)− (I ∗ +A∗)|+
n∑

k′=T+1

|(I +A)(k′)− (I ∗ +A∗)|

≤ c+ 2
n∑

k′=T+1

e−αk
′

≤ c+ 2e−α(T+1) 1− e−α(n−(T+1))

1− e−α
<∞

Le terme S2(n) se traite de la même manière, et nous concluons que

sup
n≥1

n∑
k=0

|(I +A)(n− k)− (I +A)(n− k − 1)|
I ∗ +A∗

<∞.

(iii) Pour démontrer le point (iii), notons que l’on a
n∑

k=0

ank
I ∗ +A∗

=
n∑

k=0

(I +A)(n− k)− (I +A)(n− k − 1)
I ∗ +A∗

=
(I +A)(n)
I ∗ +A∗

et lim
n→∞

(I+A)(n)
I∗+A∗ = 1.

De plus, zk = V (k) −−−−−→
k→∞

V ∗, et ainsi
∑∞

k=0 zk
ank

I∗+A∗ converge et on a

lim
k→∞

zk = lim
n→∞

∞∑
k=0

ank
I ∗ +A∗

zk

V ∗ = lim
n→∞

n∑
k=0

(I +A)(n− k)− (I +A)(n− k − 1)
I ∗ +A∗

V (k) .

On déduit que

(I ∗ +A∗)V ∗ = lim
n→∞

n∑
k=0

V (k)× [(I +A)(n− k)− (I +A)(n− k − 1)]

= lim
n→∞

Q(n)

= Q∗ ,

ce qui termine la preuve de notre proposition. □

4.4.2 Cas 2 : Les taux de transmission sont constants et la charge virale
dépend de la quantité de virus dans la population dans sa condition
initiale.

On considère maintenant que les conditions initiales de la dynamique de V dépendent de la
quantité de virus. On a

Q(t) =
t∑

i=0

V
(
i, Q(t−i)

I(t−i)+A(t−i)

)
× [(I +A)(t − i)− (I +A)(t − i − 1)] , t ∈N (4.9)
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et on considère le modèle

dS
dt

= ∆− S(αiI +αaA)−mS

dI
dt

= Sp(αiI +αaA)− (δ+µ)I −mI

dA
dt

= S(1− p)(αiI +αaA)− bA−mA

 Q(t) =
∑t

i=0V
(
i, Q(t−i)

I(t−i)+A(t−i)

)
[(I +A)(t − i)− (I +A)(t − i − 1)] si I +A , 0

Q = 0 sinon

dH
dτ

= −γHVVH + b − aHH

dIc
dτ

= γHVVH − aI Ic

dV (τ,x)
dτ

= γV Ic(τ)−γVHV (τ,x)H(τ)−αVV (τ,x) avec V (0,x) = x.

On peut schématiser les liens entre les sous-systèmes épidémiologique et immunologique
ainsi que la quantité de virus dans la population dans le cas 2 de la manière suivante :

Figure 4.2: Schéma des liens multi-échelles. Cas 2.

On établit le même résultat que dans la section précédente, à savoir :
Proposition
On suppose que Rimu

0 > 1 et R
épi
0 > 1. Alors il existe Q∗ tel que limt→∞Q(t) = Q∗ et on a Q∗ =
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V ∗(I ∗ +A∗).

Preuve
Posons t = n, en utilisant (4.9), on a

Q(n) =
n∑
i=0

V
(
i, Q(t−i)

I(t−i)+A(t−i)

)
× [(I +A)(n− i)− (I +A)(n− i − 1)]

= S1(n) + S2(n) ,

avec

S1(n) =
n∑
i=1

[
V

(
i, Q(t−i)

I(t−i)+A(t−i)

)
−V ∗

]
× [(I +A)(n− i)− (I +A)(n− i − 1)]

S2(n) =
n∑
i=0

V ∗ × [(I +A)(n− i)− (I +A)(n− i − 1)] .

Comme R
épi
0 > 1, on a donc existence de E

épi
∗ i.e. de S∗, I ∗ et A∗. De même Rimu

0 > 1 et donc
on a l’existence de H ∗, I ∗c et V ∗. On va montrer que Eimu

∗ est globalement asymptotiquement
stable (Voir section 4.6 pour la preuve), la condition initiale de V n’aura donc pas d’impact sur
son comportement asymptotique.

La quantité S2(n) est une somme télescopique. On a alors S2(n) = V ∗(I +A)(n) ce qui donne
lim
n→∞

S2(n) = V ∗(I ∗ + A∗). On va maintenant montrer que lim
n→∞

S1(n) = 0 avec le théorème de

convergence dominée de Lebesgue.

On pose X = N, µ la mesure de comptage surM = P (N) et

fn(i) =
(
V

(
i, Q(n−i)

(I+A)(n−i)

)
−V ∗

)
× ((I +A)(n− i)− (I +A)(n− i − 1)) .

On a alors lim
n→∞

fn = 0. En effet, comme la charge virale est bornée, il existe une constante C

telle que

|fn(i)| ≤ C
(
|(I +A)(n− i)− (I ∗ +A∗)|+ |(I +A)(n− i − 1)− (I ∗ +A∗)|

)
.

De l’existence de l’équilibre endémique, on déduit que

lim
n→∞

(
|(I +A)(n− i)− (I ∗ +A∗)|+ |(I +A)(n− i − 1)− (I ∗ +A∗)|

)
= 0,

et ainsi lim
n→∞

fn = 0.

Trouvons g : N → R
+ avec

∑
i≥0 g(i) < ∞ telle que |fn(i)| ≤ g(i) pour tout i ∈ N. En util-

isant les même arguments que dans le cas précédent, l’équilibre endémique du modèle im-
munologique étant globalement asymptotiquement stable, on obtient que∣∣∣∣V (

i, Q(n−i)
I(n−i)+A(n−i)

)
−V ∗

∣∣∣∣ ≤ Ce−αi .
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De plus, I et A sont des fonctions borneés et on en déduit que |fn(i)| ≤ Ce−αi . D’après le
théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a

lim
n→∞

∫
N

[
V

(
i, Q(n−i)

I(n−i)+A(n−i)

)]
× [(I +A)(n− i)− (I +A)(n− i − 1)]dµ(i) =

∫
N

0dµ(i) = 0

et ainsi lim
n→∞

S1(n) = 0. Afin de conclure, écrivons

lim
n→∞

Q(n) = lim
n→∞

n∑
i=0

V
(
i, Q(n−i)

I(n−i)+A(n−i)

)
× [(I +A)(n− i)− (I +A)(n− i − 1)]

= lim
n→∞

(S1(n) + S2(n))

= 0 +V ∗(I ∗ +A∗)

et ainsi on obtient Q∗ = V ∗(I ∗ +A∗) ce qui termine la preuve de notre proposition. □

4.4.3 Cas 3 : La quantité de virus dans la population intervient dans les
taux de transmission et dans la condition initiale de la charge virale.

On suppose cette fois-ci que les taux de transmissions dépendent de Q et que Q intervient dans
V via sa condition initiale. On considère donc le modèle suivant

dS
dt

= ∆− S(kiQI + kaQA)−mS

dI
dt

= Sp(kiQI + kaQA)− (δ+µ)I −mI

dA
dt

= S(1− p)(kiQI + kaQA)− bA−mA

Q(r) =
∑t

i=0V
(
i, Q(t−i)

(I+A)(t−i)

)
×
[
(I +A)(t − i)− (I +A)(t − i − 1)

]
, t ≤ r < t + 1 avec t ∈N

= 0 Si I +A = 0

dH
dτ

= −γHVVH + b − aHH

dIc
dτ

= γHVVH − aI Ic

dV (τ,x)
dτ

= γV Ic(τ)−γVHV (τ,x)H(τ)−αVV (τ,x) avec V (0,x) = x.

On peut schématiser les liens entre les sous-systèmes épidémiologique et immunologique ainsi
que la quantité de virus dans la population pour le cas 3 de la manière suivante :
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Figure 4.3: Schéma des liens multi-échelles. Cas 3.

On va supposer que Rimu
0 > 1. On rappelle qu’on a donc l’existence de Eimu

∗ :

Eimu
∗ =

(
H ∗, I ∗c ,V

∗
)

=
(

−aIαV
aIγVH−γHV γV

, bγHV γV
aI (aIγVH−γHV γV )

(
−1 + 1

(Rimu
0 )2

)
, b
aI

(
1− 1

(Rimu
0 )2

))
.

Pour pouvoir étudier le comportement asymptotique de ce modèle avec des taux de trans-
missions qui dépendent de Q, on commence dans un premier temps par poser les hypothèses
ci-dessous.

Hypothèse 1 : On suppose qu’il existe un équilibre endémique E
épi
∗ = (S∗, I ∗,A∗), globale-

ment asymptotiquement stable. On a donc l’existence de deux constantes positives K et c et un
temps T tels que |I(t)− I ∗| ≤ Ke−ct et |A(t)−A∗| ≤ Ke−ct dès que t ≥ T .

Encore une fois, nous avons le résultat suivant.
Proposition
On suppose que Rimu

0 > 1 et que l’Hypothèse 1 est satisfaite. Alors il existe Q∗ tel que limt→∞Q(t) =
Q∗ et on a Q∗ = V ∗(I ∗ +A∗).

Si on suppose de plus que

b
aI

(
1− 1

(Rimu
0 )2

)
>

4m(δ+µ+m)2

p∆2Q1
, (4.10)

alors on obtient deux équilibres endémiques

E
épi
∗,1 =

(
∆
m −

p∆Q1+
√
D1

2pmQ1
, p∆Q1+

√
D1

2(δ+µ+m)Q1
, (1−p)

p
(p∆Q1+

√
D1)

2(b+m)Q1

)
,et

E
épi
∗,2 =

(
∆
m −

p∆Q1−
√
D1

2pmQ1
, p∆Q1−

√
D1

2(δ+µ+m)Q1
, (1−p)

p
(p∆Q1−

√
D1)

2(b+m)Q1

)
,
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avec C1 = (δ+µ+m)(1−p)
(b+m)p , Q1 = pki + (ki + ka)pC1 + kapC

2
1 et D1 = p2∆2Q2

1 − 4Q1
(δ+µ+m)2pm

V ∗ .
Remarque :

Contrairement aux deux premiers cas traités ci-dessus, nous ne pouvons pas calculer un
R

épi
0 à cause de la dépendance à la fonction Q des taux de transmissions (Q(t) faisant inter-

venir les fonction V , I et A sur tout l’intervalle [0,t]). Cependant, en tenant compte des cas
précédemment étudiés, les hypothèses sont pertinentes, dans un premier temps, pour étudier
le comportement asymptotique de la quantité de virus dans la population.
Preuve
On peut démontrer de la même manière que dans le cas précédent (voir preuve dans la section
4.4.2) que Q∗ = V ∗(I ∗ + A∗). Ainsi le comportement asymptotique de Q est toujours lié par la
même relation (c’est à dire Q∗ = V ∗(I ∗+A∗)) aux comportements asymptotiques du système im-
munologique et épidémiologique.

Grâce à cette relation, on va pouvoir déduire les expressions de I ∗ et A∗. En injectant Q∗

dans le sous-système épidémiologique, on obtient alors :

0 = ∆− S∗(kiQ∗I ∗ + kaQ
∗A∗)−mS∗ (4.11)

0 = S∗p(kiQ
∗I ∗ + kaQ

∗A∗)− (δ+µ+m)I ∗ (4.12)
0 = S∗(1− p)(kiQ

∗I ∗ + kaQ
∗A∗)− (b+m)A∗ (4.13)

On obtient donc que

0 = ∆− S∗(kiQ∗I ∗ + kaQ
∗A∗)−mS∗

0 = p(∆−mS∗)− (δ+µ+m)I ∗ (4.14)
0 = (1− p)(∆−mS∗)− (b+m)A∗ (4.15)

Grâce à (4.14) et (4.15), on obtient que

(δ+µ+m)I ∗(1− p) = (b+m)A∗p. (4.16)

En utilisant (4.16) dans (4.12) et (4.13), nous obtenons :

0 = ∆− S∗(kiQ∗I ∗ + kaQ
∗A∗)−mS∗

0 = I ∗
2
[
S∗pkiV

∗ + (ki + ka)V
∗S∗p

(δ+µ+m)(1− p)
(b+m)p

+ kaV
∗S∗p

(δ+µ+m)2(1− p)2

(b+m)2p2

]
− (δ+µ+m)I ∗

0 = A∗
2
[
S∗(1− p)kaV

∗ + (ki + ka)V
∗S∗(1− p)

(b+m)p
(δ+µ+m)(1− p)

+ kiV
∗S∗(1− p)

(b+m)2p2

(δ+µ+m)2(1− p)2

]
− (b+m)A∗

Trouvons tout d’abord les solutions possibles de I ∗ à l’aide de la deuxième ligne. La deux-
ième ligne nous donne que I ∗ = 0 ou

δ+µ+m

S∗V ∗
= I ∗ ×

[
pki + (ki + ka)p

(δ+µ+m)(1− p)
(b+m)p

+ kap
(δ+µ+m)2(1− p)2

(b+m)2p2

]
.
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Notons C1 := (δ+µ+m)(1−p)
(b+m)p , on a alors

δ+µ+m

S∗V ∗
= I ∗ ×

[
pki + (ki + ka)pC1 + kapC

2
1

]
= I ∗ ×Q1.

avec

Q1 = pki + (ki + ka)pC1 + kapC
2
1 . (4.17)

En remplaçant S∗ par

S∗ =
∆

m
−

(δ+µ+m)I ∗

pm
, (4.18)

nous obtenons

(δ+µ+m)I ∗
2
Q1 − I ∗p∆Q1 +

(δ+µ+m)pm
V ∗

= 0. (4.19)

Résolvons alors cette équation du second degré. Soit D1 le discriminant de (4.19), on a :

D1 = p2∆2Q2
1 − 4Q1

(δ+µ+m)2pm

V ∗
.

Le discriminant D1 est strictement positif si et seulement si

V ∗ >
4m(δ+µ+m)2

p∆2Q1
.

Cette condition qui permet d’obtenir les équilibres endémiques du système épidémiologique
peut s’écrire sous la forme d’une inéquation qui lie le Rimu

0 avec les paramètres du modèle
épidémiologique de la manière suivante :

b
aI

(
1− 1

(Rimu
0 )2

)
>

4m(δ+µ+m)2

p∆2Q1
.

Sous cette condition, on a alors deux solutions :

I ∗ =
p∆Q1 ±

√
D1

2(δ+µ+m)Q1
.

Ainsi, sous la condition (4.4.3), on a 3 solutions pour I ∗ :

I ∗ = 0, (4.20)

I ∗ =
p∆Q1 ±

√
D1

2(δ+µ+m)Q1
. (4.21)

Trouvons maintenant les solutions possibles de A∗ en utilisant (4.16). On obtient également
trois solutions pour A∗ :

A∗ = 0,

A∗ =
(1− p)

p

(p∆Q1 ±
√
D1)

2(b+m)Q1
.

En utilisant (4.18), on observe que l’on obtient deux équilibres endémiques annoncés ce qui
termine la preuve. □
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4.5 Preuves : Modèle épidémiologique

4.5.1 Stabilité locale de l’équilibre sans maladie

La matrice jacobienne du système (4.1) évaluée en E
épi
0 est :

J(Eépi
0 ) :=


−m −∆

mαi −∆
mαa

0 ∆
mpαi − (δ+µ)−m ∆

mpαa

0 ∆
m(1− p)αi

∆
m(1− p)αa − b −m

 .
Le polynôme caractéristique est alors

χ(λ) = (−m−λ)
(
λ2 +λ(δ+µ+m) +λ(b+m) + (δ+µ+m)(b+m)(1−R0)

−λ∆

m
(pαi + (1− p)αa)

)
.

Il y a trois valeurs propres :

λ1 = −m

λ2 =
1
2

(
−(δ+µ+m)− (b+m) +

∆

m
(pαi + (1− p)αa)

)

− 1
2

√
−4(δ+µ+m)(b+m)(1−Répi

0 ) +
[
(δ+µ+m) + (b+m)− ∆

m
(pαi + (1− p)αa)

]2

λ3 =
1
2

(
− (δ+µ+m)− (b+m) +

∆

m
(pαi + (1− p)αa)

)

+
1
2

√
−4(δ+µ+m)(b+m)(1−Répi

0 ) +
[
(δ+µ+m) + (b+m)− ∆

m
(pαi + (1− p)αa)

]2

On remarque que :
Si Répi

0 > 1, alors λ1 < 0, λ2 < 0 et λ3 > 0. Si Répi
0 < 1, alors λ1 < 0, λ2 < 0 et λ3 < 0.

Rappelons une caractérisation de la stabilité asymptotique [146] :

Théorème 4.5.1. Soit f : Rn → R
n de classe C1 et x0 un point fixe de ẋ = f (x) (donc f (x0) = 0).

Soit A = Df (x0) (ainsi Aij = ∂fi/∂xj est la matrice jacobienne) et λ1,λ2, ...,λn les valeurs propres
correspondantes. Alors x0 est asymptotiquement stable si Re(λi) < 0 pour tout i = 1, ...,n.

On en conclut que :

Si Répi
0 < 1, (4.1) admet un équilibre sans maladie E

épi
0 localement asymptotiquement stable.

Si Répi
0 > 1, (4.1) admet un équilibre sans maladie instable.
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4.5.2 Stabilité locale de l’équilibre endémique

Supposons que R
épi
0 > 1. Le système (4.1) admet l’équilibre endémique suivant :

E
épi
∗ = (

∆

mR
épi
0

,
∆

δ+µ+m
p
R

épi
0 − 1

R
épi
0

,
∆

b+m
(1− p)

R
épi
0 − 1

R
épi
0

)

On va utiliser le critère de stabilité de Routh-Hurwitz pour prouver la stabilité locale asymp-
totique de l’équilibre endémique.

La matrice jacobienne du système (4.1) évalué en E
épi
∗ est

J(Eépi
∗ ) :=


−R

épi
0 −1

R
épi
0

∆( αi
δ+µ+mp+ αa

b+m (1− p))−m − ∆

mR
épi
0

αi − ∆

mR
épi
0

αa

p∆
R

épi
0 −1

R
épi
0

( αi
δ+µ+mp+ αa

b+m (1− p)) ∆

mR
épi
0

pαi − (δ+µ)−m ∆

mR
épi
0

pαa

(1− p)∆R
épi
0 −1

R
épi
0

( αi
δ+µ+mp+ αa

b+m (1− p)) ∆

mR
épi
0

(1− p)αi
∆

mR
épi
0

(1− p)αa − b −m


Le déterminant et la trace de cette matrice sont alors :

Det(J(Eépi
∗ )) = m(δ+µ+m)(b+m)(1−Répi

0 )

T r(J(Eépi
∗ )) = −mR

épi
0 +

(pαi + (1− p)αa)∆

mR
épi
0

− (δ+µ+m)− (b+m)

On a le polynôme caractéristique suivant :

Aλ3 +Bλ2 +Cλ+D

avec

A = 1

B = − ∆

mR
épi
0

(
(1− p)αa + pαi

)
+ (b+m) + (δ+µ+m) +R

épi
0 m = −T r(J(Eépi

∗ ))

C = − ∆

R
épi
0

(
(1− p)αa + pαi

)
+R

épi
0 m(δ+µ+ b+ 2m) =

1
2

(
T r(J(Eépi

∗ ))2 − T r(J(Eépi
∗ )2)

)
D = −m(δ+µ+m)(b+m)(1−Répi

0 ) = −Det(J(Eépi
∗ ))

On doit montrer que A > 0, B > 0, C > 0, D > 0 et BC −AD > 0.

A = 1 > 0
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B > 0 ⇐⇒ −T r(J(Eépi
∗ )) > 0

⇐⇒ mR
épi
0 −

(pαi + (1− p)αa)∆

mR
épi
0

+ (δ+µ+m) + (b+m) > 0

⇐⇒ ∆(αip+αa(1− p)) < m2(Répi
0 )2 +mR

épi
0 (δ+µ+m) +mR

épi
0 (b+m)

⇐⇒ ∆(αip+αa(1− p)) < m2(Répi
0 )2 +∆pαi +∆

(1− p)αa(δ+µ+m)
b+m

+∆(1− p)αa +∆
pαi(b+m)
δ+µ+m

On rappelle que (1− p) ≥ 0, cette condition est donc toujours satisfaite.

C > 0 ⇐⇒ 1
2

(
T r(J(Eépi

∗ ))2 − T r(J(Eépi
∗ )2)

)
> 0

⇐⇒ − ∆

R
épi
0

(αip+αa(1− p)) +mR
épi
0 (δ+µ+ b+ 2m) > 0

⇐⇒ ∆(αip+αa(1− p)) < mR
épi2

0 (δ+µ+m) +mR
épi2

0 (b+m)

En remplaçant Répi
0 par son expression comme dans le cas précédent, on voit que cette con-

dition est satisfaite.

D > 0 ⇐⇒ −Det(J(Eépi
∗ )) > 0

⇐⇒ −m(δ+µ+m)(b+m)(1−Répi
0 ) > 0.

Sous l’hypothèse R
épi
0 > 1 cette condition est toujours satisfaite.

BC −AD = −T r(J(E1))
1
2

(
T r(J(E1))2 − T r(J(E1)2)

)
+Det(J(E1)) > 0

En utilisant que R
épi
0 > 1 et les inégalités précédemment démontrées, on obtient la stricte

positivité de BC −AD.

Toutes les racines du polynôme caractéristique ont des parties réelles strictement négatives
d’après le critère de stabilité de Routh-Hurwitz. On en conclut que E

épi
∗ est localement asymp-

totiquement stable.

4.5.3 Stabilité globale de l’équilibre sans maladie

Nous allons montrer la stabilité globale de l’équilibre sans maladie en utilisant la méthode de
construction d’une fonction de Lyapunov présentée dans [162]. La méthode est basée sur la
méthode de matrice de prochaine génération [172].
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La région Γ
epi
0 =

{
(S,I,A) ∈R3

+|S + I +A ≤ ∆
m

}
est positivement invariant par rapport à (4.1).

L’équilibre sans maladie est (∆m ,0,0).
D’après le théorème 2.1 de [162], une fonction de Lyapunov possible (au sens de l’article

[162]) est Q = ωTV −1x avec : ωT le vecteur propre gauche de la matrice V −1F associé à la
valeur propre R

épi
0 , et x = (x1, ..,xn)T ∈ Rn et y = (y1, ..., ym)T ∈ Rm les populations dans les com-

partiments infectés et non infectés respectivement. On a Q′ = (Répi
0 − 1)ωT x −ωTV −1f (x,y).

Le modèle (4.1) a n = 2 compartiments infectés, m = 1 compartiment sain, x = (I,A)T et
x′ = (F −V )x − f (x,S) avec

F =
(

αipS0 αapS0
S0(1− p)αi S0(1− p)αa

)
,V =

(
δ+µ+m 0

0 b+m

)
,

f (x,S) =
(

αipS0I +αapS0A− Sp(αaA+αiI)
S0(1− p)αiI + S0(1− p)αaA− S(1− p)(αaA+αiI)

)
≥ 0 sur Γ .

Le vecteur propre gauche de la matrice V −1F associé à la valeur propre R
épi
0 est ωT = (αi

αa
,1).

Par le théorème 2.1 dans [162], Q = αiI
αa(δ+µ+m) + A

b+m est une fonction de Lyapunov si Répi
0 ≤ 1.

En effet, rappelons que 0 ≤ p ≤ 1 et S0 = ∆
m ≥ S dans Γ epi0 alors Q′ = αiI(Répi

0 −1)
αa

+A(Répi
0 − 1) + (S −

S0)(αiI
αa

+A)( pαi
δ+µ+m + (1−p)αa

b+m ) ≤ 0 si Répi
0 ≤ 1.

Notons que Q′ = 0 si et seulement si S = S0, I = 0 et A = 0 ou si S = S0 et Répi
0 = 1. Par con-

séquent, le plus grand compact invariant défini dans
{
(S,I,A) ∈ Γ epi0 : Q′ = 0

}
est le singleton{

E
épi
0

}
. Le principe d’invariance de LaSalle [105] donne donc l’attractivité globale, qui, avec la

stabilité globale précédemment prouvée, montre que E
épi
0 est globalement asymptotiquement

stable sur Γ epi0 =
{
(S,I,A) ∈R3

+|S + I +A ≤ ∆
m

}
.

4.5.4 Stabilité globale de l’équilibre endémique

Nous allons prouver que l’équilibre endémique E
épi
∗ satisfait une propriété de stabilité asymp-

totique globale (stabilité globale et attractivité). La stabilité globale sera démontrée avec le
théorème de stabilité globale de Lyapunov et l’attractivité avec le principe d’invariance de
Lasalle [123, 104]. La construction d’une fonction de Lyapunov s’inspirera de l’article de Wake
et Korobeinikov [103] qui introduisent des fonctions de Lyapunov concrètes pour étudier la
stabilité globale des équilibres endémiques pour les modèles compartimentaux. Dans cet ar-
ticle, il apparaît que chaque fonction de Lyapunov est définie à l’aide de la fonction positive
suivante

g : R∗+ −→R

x 7−→ x − 1− ln(x)

g(x) = 0 si et seulement si x = 1.
On considère la fonction suivante

L(S,I,A) := c1S
∗g

( S
S∗

)
+ c2I

∗g
( I
I ∗

)
+A∗g

( A
A∗

)
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où S∗, I ∗ et A∗ sont les composantes de l’équilibre endémique E
épi
∗ et g la fonction décrit

précédemment. Le but est de prouver que L est une fonction de Lyapunov sur
Γ
epi
∗ =

{
(S,I,A) ∈R3

+|S > 0, I > 0,A > 0
}

i.e. satisfait :

1. L est définit positive i.e. L(S,I,A) > 0 pour (S,I,A) ∈ Γ epi∗ \{(S∗, I ∗,A∗)} et L(S∗, I ∗,A∗) = 0,

2. d[L(S(t),I(t),A(t))]
dt ≤ 0

3. L est radialement non borné : si ||(S,I,A)|| → ∞ alors L(S,I,A) → ∞ . (ce qui donne la
globalité).

Les conditions 1. et 3. sont faciles à vérifier, on va donc se concentrer sur la preuve de la
condition 2. Puisque E

épi
∗ est une solution de (4.1) alors on a les égalités suivante :

mS∗ + S∗(αi(V )I ∗ +αa(V )A∗ = ∆ (4.22)

(δ+µ+m)I =
IS∗p(αi(V )I ∗ +αa(V )A∗)

I ∗
(4.23)

(b+m)A =
AS∗(1− p)(αi(V )I ∗ +αa(V )A∗)

A∗
(4.24)

d[L(S(t), I(t),A(t))]
dt

= c1

(S − S∗
S

)dS
dt︸          ︷︷          ︸

:=A

+c2

(I − I ∗
I

)dI
dt︸         ︷︷         ︸

:=B

+
(A−A∗

A

)dA
dt︸        ︷︷        ︸

:=C

Trouvons un majorant de A, B et C en utilisant la méthode de majoration de la section 4 de
l’article [162].

En utilisante l’égalité (4.22) nous obtenons

A = c1

(S − S∗
S

)(
− S(αi(V )I +αa(V )A)−mS +mS∗ + S∗(αi(V )I ∗ +αa(V )A∗)

)
= −c1m

(S − S∗)2

S
+ c1S

∗αi(V )I ∗
(
1− S∗

S
− SI
S∗I ∗

+
I
I ∗

)
+ c1S

∗αa(V )A∗
(
1− S∗

S
− SA
S∗A∗

+
A
A∗

)

En utilisant le fait que g(x) ≥ 0,∀x > 0 nous avons :

g
(S∗
S

)
≥ 0 ⇐⇒ S∗

S
− 1− ln

(S∗
S

)
≥ 0

⇐⇒ − ln
(S∗
S

)
≥ −S

∗

S
+ 1

⇐⇒ ln
( SI
S∗I ∗

)
− ln

( I
I ∗

)
≥ − S

S∗
+ 1

et
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g
(S∗
S

)
≥ 0 ⇐⇒ ln

( SA
S∗A∗

)
− ln

( A
A∗

)
≥ − S

S∗
+ 1

Ainsi,
A ≤ −c1m

(
S−S∗
S

)2
+S∗αi(V )I ∗c1

(
I
I∗ − ln

(
I
I∗

)
+ ln

(
SI
S∗I∗

)
− SI

S∗I∗

)
+S∗αa(V )A∗c1

(
A
A∗ − ln

(
A
A∗

)
+ ln

(
SA
S∗A∗

)
−

SA
S∗A∗

)
.

De la même manière,

B = c2

(I − I ∗
I

)(
Sp(αi(V )I +αa(V )A)− (δ+µ+m)I

)
= c2

(I − I ∗
I

)(
Sp(αi(V )I +αa(V )A)−

IS∗p(αi(V )I ∗ +αa(V )A∗)
I ∗

)
= c2pαi(V )S∗I ∗

( SI
S∗I ∗

− S
S∗
− I
I ∗

+ 1
)

+ c2pαa(V )S∗A∗
( SA
S∗A∗

− SAI ∗

S∗A∗I
− I
I ∗

+ 1
)

≤ c2pαi(V )S∗I ∗
( SI
S∗I ∗

− ln(
SI
S∗I ∗

)− I
I ∗

+ ln
( I
I ∗

))
+ c2pαa(V )S∗A∗

( SA
S∗A∗

− ln(
SA
S∗A∗

)− I
I ∗

+ ln
( I
I ∗

))
,

et

C =
(A−A∗

A

)(
S(1− p)(αi(V )I +αa(V )A)− (b+m)A

)
=

(A−A∗
A

)(
S(1− p)(αi(V )I +αa(V )A)−

AS∗(1− p)(αi(V )I ∗ +αa(V )A∗)
A∗

)
= (1− p)αi(V )S∗I ∗

( SI
S∗I ∗

− SIA∗

S∗I ∗A∗
− A
A∗

+ 1
)

+ (1− p)αa(V )S∗A∗
( SA
S∗A∗

− S
S∗
− A
A∗

+ 1
)

≤ (1− p)αi(V )S∗I ∗
( SI
S∗I ∗

− ln(
SI
S∗I ∗

)− A
A∗

+ ln
( A
A∗

))
+ (1− p)αa(V )S∗A∗

( SA
S∗A∗

− ln(
SA
S∗A∗

)− A
A∗

+ ln
( A
A∗

))
.

Nous obtenons la majoration suivante

d[L(S(t), I(t),A(t))]
dt

≤ −mc1
(S − S∗)2

S
+
[ SI
S∗I ∗

− ln
( SI
S∗I ∗

)][
(1− p)αi(V )S∗I ∗ + c2pαi(V )S∗I ∗ − c1S

∗αi(V )I ∗
]

+
[ A
A∗
− ln

( A
A∗

)][
− (1− p)αi(V )S∗I ∗ − (1− p)αa(V )S∗A∗ + c1S

∗A∗αa(V )
]

+
[ I
I ∗
− ln

( I
I ∗

)][
− c2pαi(V )S∗I ∗ − c2pαa(V )S∗A∗ + c1αi(V )S∗I ∗

]
+
[ SA
S∗A∗

− ln
( SA
S∗A∗

)][
(1− p)αa(V )S∗A∗ + c2pαa(V )S∗A∗ − c1S

∗αa(V )A∗
]
.

Si nous choisissons c1 = I∗(1−p)αi(V )+A∗(1−p)αa(V )
A∗αa(V ) et c2 = I∗(1−p)αi(V )

A∗pαa(V ) nous obtenons, d[L(S(t),I(t),A(t))]
dt ≤

−mc1
(S−S∗)2

S i.e. d[L(S(t),I(t),A(t))]
dt ≤ 0 sur Γ

epi
∗ et l’équilibre endémique E

épi
∗ est localement stable
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in Γ . La condition 3. donne la stabilité globale de E
épi
∗ sur Γ

epi
∗ . Nous prouvons maintenant la

propriété d’attractivité globale de E
épi
∗ pour obtenir la stabilité globale asymptotique. L’égalité

d[L(S(t),I(t),A(t))]
dt = 0 n’est valable que lorsque S = S∗, alors le principe d’invariance de Lasalle im-

plique l’attractivité globale de (S∗, I ∗,A∗) qui, avec la stabilité globale de l’équilibre endémique
précédemment prouvée, montre que l’équilibre endémique est globalement asymptotiquement
stable sur Γ epi∗ =

{
(S,I,A) ∈R3

+|S > 0, I > 0,A > 0
}
.

4.6 Preuves : Modèle immunologique

4.6.1 Stabilité locale de l’équilibre sans maladie

La matrice jacobienne du système (4.2) evaluée en Eimu
0 est la suivante :

J(Eimu
0 ) :=


−aH 0 −γHV

b
aH

0 −aI γHV
b
aH

0 γV −γHV
b
aH
−αV


Il y a trois valeurs propres :
λ1 = −aH < 0,

λ2 = −1
2

(
aI +αV + bγVH

aH

)
+ 1

2

√
(aI −αV − b

γVH
aH

)2 + 4bγHV γV
aH

.

On remarque que

λ2 < 0 ⇐⇒ −1
2

(
aI +αV + b

γVH

aH

)
+

1
2

√
(aI −αV − b

γVH

aH
)2 + 4b

γHVγV
aH

< 0

⇐⇒ 4γHVγV
b
aH

(−1 +
1

(Rimu
0 )2

) > 0

⇐⇒ Rimu
0 < 1.

Et finalement, la dernière valeur propre est

λ3 =
−1
2

(
aI +αV + b

γVH

aH

)
− 1

2

√
(aI −αV − b

γVH

aH
)2 + 4b

γHVγV
aH

< 0 .

Si Rimu
0 > 1, alors λ1 < 0, λ2 > 0 et λ3 < 0. Si Rimu

0 < 1, alors λ1 < 0, λ2 < 0 et λ3 < 0.

4.6.2 Stabilité locale de l’équilibre endémique

Supposons que Rimu
0 > 1. On va étudier la stabilité asymptotique locale de l’équilibre endémique

en utilisant le critère de Routh-Hurwitz. Le polynôme caractéristique correspondant à la ma-
trice jacobienne du système évaluée en Eimu

∗ est Aλ3 +Bλ2 +Cλ+D avec
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A = 1

B = −T r(J(Eimu
∗ ))

= −
(
Det(J(Eimu

∗ ))
aIαV

− aH − aI −αV +
aIαVγVH

aIγVH −γVγHV

)
C =

1
2

(
T r(J(Eimu

∗ ))2 − T r(J(EImmuno∗)2)
)

= 2aIaH +
−2(aIaHαV + baIγVH − bγHVγV )(αV + aI )

aIαV
+
−2aHαVγVγHV

aIγVH −γVγHV

D = −Det(J(Eimu
∗ ))

= −(aHaIαV + aIbγVH − bγHVγV ) .

On a :

Rimu
0 > 1 =⇒ (Rimu

0 )2 > 1

=⇒
aI (aHαV + bγVH )

bγHVγV
< 1

=⇒ aIaHαV + b(aIγVH −γHVγV ) < 0 (4.25)

et

Rimu
0 > 1 =⇒ (Rimu

0 )2 > 1

=⇒
aI (aHαV + bγVH )

bγHVγV
< 1

=⇒ aIaHαV + b(aIγVH −γHVγV ) < 0
=⇒ aIγVH −γHVγV < 0 (4.26)

On doit montrer que A > 0, B > 0, C > 0, D > 0 et BC −AD > 0.

A = 1 > 0

B > 0 ⇐⇒ −T r(J(Eimu
∗ )) > 0

⇐⇒ Det(J(Eimu
∗ ))

aIαV
− aH − aI −αV +

aIαVγVH

aIγVH −γVγHV
< 0.

Cette condition est toujours satisfaite si Rimu
0 > 1. En effet,

T r(J(Eimu
∗ )) =

Det(J(Eimu
∗ ))

aIαV︸          ︷︷          ︸
<0, Voir Condition sur D

+(−aH − aI −αV )︸             ︷︷             ︸
<0

+
aIαVγVH

aIγVH −γVγHV︸              ︷︷              ︸
<0, Voir (4.26)
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C > 0 ⇐⇒ 1
2

(
T r(J(Eimu

∗ ))2 − T r(J(Eimu
∗ )2)

)
> 0

⇐⇒ 2aIaH +
−2(aIaHαV + baIγVH − bγHVγV )(αV + aI )

aIαV
+
−2aHαVγVγHV

aIγVH −γVγHV
> 0

Cette condition est toujours satisfaite si Rimu
0 > 1. Voir (4.25) et (4.26).

D > 0 ⇐⇒ −Det(J(Eimu
∗ )) > 0

⇐⇒ aHaIαV + aIbγVH − bγHVγV < 0.

Cette condition est toujours satisfaite si Rimu
0 > 1, voir (4.25).

En utilisant Rimu
0 > 1, (4.25) et (4.26) on obtient la strict positivité de BC −AD.

Toutes les racines du polynôme caractéristique ont des parties réelles négatives d’après le
critère de stabilité de Routh-Hurwitz. On en conclut que Eimu

∗ est localement asymptotique-
ment stable.

4.6.3 Stabilité globale de l’équilibre sans maladie

Nous ne pouvons pas procéder à la démonstration de la stabilité globale du DFE en utilisant
le théorème 2.1 de [162] comme dans le cas du modèle epidémiologique. En effet, une hy-
pothèse de ce théorème n’est pas vérifiée pour le modèle immunologique (la positivité de
f). Nous procéderons donc " à la main" pour montrer la stabilité globale du DFE sur Γ imu

0 ={
(H,Ic,V ) ∈R3

+|H + Ic +V ≤ b
aH

}
si Rimu

0 ≤ 1.

On considère la fonction suivante : L = γV√
aI (γVHH0+αV )γV γHVH0

I + 1
γVHH0+αV

V . Le but est

de montrer que L est une fonction de Lyapunov sur Γ imu
0 =

{
(H,Ic,V ) ∈R3

+|H + Ic +V ≤ b
aH

}
si

Rimu
0 ≤ 1.

On doit donc montrer qu’elle satisfait :

1. L est définit positive i.e. L(H,Ic,V ) > 0 pour (H,Ic,V ) ∈ Γ imu
0 \{(H0,0,0)} et L(H0,0,0) = 0,

2. d[L(H(τ),Ic(τ),V (τ))]
dτ ≤ 0,

3. L est radialement non borné : si ||(H,Ic,V )|| → ∞ alors L(H,Ic,V )→∞ . (ce qui donne la
globalité).

Les conditions 1. et 3. sont faciles à vérifier, on va donc se concentrer sur la preuve de la
condition 2.
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d[L(H(τ), Ic(τ),V (τ))]
dτ

=
γV√

aI (γVHH0 +αV )γVγHVH0

dIc
dτ

+
1

γVHH0 +αV

dV
dτ

=
γV√

aI (γVHH0 +αV )γVγHVH0
(γHVVH − aI Ic)

+
1

γVHH0 +αV
(γV Ic −γVHVH −αVV )

= (Rimu
0 − 1)

γaI√
aI (γVHH0 +αV )γVγHVH0

Ic + (Rimu
0 − 1)V

+ (H0 −H)V
Rimu

0 aIγVH −γVγHV√
aI (γVHH0 +αV )γVγHVH0

.

Si Rimu
0 ≤ 1 alors le premier terme et le deuxième terme sont négatifs. Rappelons que

H0 −H ≥ 0 sur Γ imu
0 . On a alors pour le troisième terme :

(H0 −H)V
Rimu

0 aIγVH −γVγHV√
aI (γVHH0 +αV )γVγHVH0

≤ 0⇔
Rimu

0 aIγVH −γVγHV√
aI (γVHH0 +αV )γVγHVH0

≤ 0 (4.27)

⇔ Rimu
0 aIγVH −γVγHV ≤ 0 (4.28)

⇔ Rimu
0 ≤

γVγHV

aIγVH
. (4.29)

Supposons que γV γHV
aIγVH

≤ 1, on a alors d[L(H(τ),Ic(τ),V (τ))]
dτ ≤ 0. Sous les conditions Rimu

0 ≤ 1 et
γV γHV
aIγVH

≤ 1, L est donc une fonction de Lyapunov.

Notons que d[L(H(τ),Ic(τ),V (τ))]
dτ = 0 si et seulement si Rimu

0 = 1 et H = H0 . Par conséquent,

le plus compact invariant défini dans {(H,Ic,V ) ∈ Γ imu
0 : d[L(H(τ),Ic(τ),V (τ))]

dτ = 0} est le singleton
{Eimu

0 }. Le principe d’invariance de LaSalle implique alors que Eimu
0 est globalement asympto-

tiquement stable sur Γ imu
0 =

{
(H,Ic,V ) ∈R3

+|H + Ic +V ≤ b
aH

}
.

On a donc montré la stabilité globalité asymptotique de Eimu
0 sur Γ lorsque Rimu

0 ≤ 1 et
γV γHV
aIγVH

≤ 1. Cette deuxième condition a un sens biologique. En effet, cela signifie que γVγHV ≤
aIγVH . Ce qui représente le fait que le taux de production virale par cellule infectée multi-
plié par le taux d’infection des cellules saines par le virus, est inférieur au taux de mortalité
naturelle des cellules infectées multiplié par le taux de virus qui meurent en infectant les cel-
lules. En d’autres termes, lorsque l’infection par le virus est plus faible que les mécanismes
de mortalité naturelle, l’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable sur
Γ imu

0 =
{
(H,Ic,V ) ∈R3

+|H + Ic +V ≤ b
aH

}
.

4.6.4 Stabilité globale de l’équilibre endémique

Soit la fonction g positive suivante

g : R∗+ −→R

x 7−→ x − 1− ln(x)
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g(x) = 0 si et seulement si x = 1. On considère la fonction suivante

L(H,Ic,V ) := d1H
∗g

( H
H ∗

)
+ d2I

∗
cg

( Ic
I ∗c

)
+ d3V

∗g
( V
V ∗

)
,

où H ∗, I ∗c et V ∗ sont les composantes de l’équilibre endémique Eimu
∗ et g la fonction décrit

ci-dessus. Le but est de prouver que L est une fonction de Lyapunov sur
Γ imu
∗ =

{
(H,Ic,V ) ∈R3

+|H > 0, Ic > 0,V > 0
}

i.e. satisfait :

1. L est définit positive i.e. L(H,Ic,V ) > 0 for (H,Ic,V ) ∈ Γ imu
∗ \{(H ∗, I ∗c ,V ∗)} et L(H ∗, I ∗c ,V

∗) = 0,

2. d[L(H(τ),Ic(τ),V (τ))]
dτ ≤ 0

3. L est radialement non borné : si ||(H,Ic,V )|| → ∞ alors L(H,Ic,V )→∞ . (nous donne la
globalité).

Les conditions 1 et 3 sont faciles à vérifier. Concentrons nous sur le preuve de la condition
2.

Puisque Eimu
∗ est solution de (4.2) alors on a les égalités suivantes :

b = γHVV
∗H ∗ + aHH

∗ (4.30)

aI =
γHVV

∗H ∗

I ∗c
(4.31)

αV =
γV I

∗
c −γVHV

∗H ∗

V ∗
(4.32)

On a

d[L(H(τ), Ic(τ),V (τ))]
dτ

= d1

(H −H ∗
H

)dH
dτ︸             ︷︷             ︸

:=A

+d2

(Ic − I ∗c
Ic

)dIc
dτ︸           ︷︷           ︸

:=B

+
(V −V ∗

V

)dV
dτ︸          ︷︷          ︸

:=C

.

Trouvons des majorants de A, B et C en utilisant la méthode de majoration de la section 4
de l’article [162].

En utilisant l’égalité (4.30), on obtient

A = d1

(H −H ∗
H

)(
−γHVVH +γHVV

∗H ∗ − aH (H −H ∗)
)

= −d1aH
(H −H ∗)2

H
+ d1γHVV

∗H ∗
(
1− H ∗

H
− HV
H ∗V ∗

+
V
V ∗

)

En utilisante que g(x) ≥ 0,∀x > 0, nous avons :
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g
(H ∗
H

)
≥ 0 ⇐⇒ H ∗

H
− 1− ln

(H ∗
H

)
≥ 0

⇐⇒ − ln
(H ∗V ∗V
HVV ∗

)
≥ −H

∗

H
+ 1

⇐⇒ ln
(V ∗
V

)
− ln

(H ∗V ∗
HV

)
≥ −H

∗

H
+ 1

Ainsi, A ≤ −d1aH
(H−H ∗)2

H + d1γHVV
∗H ∗

(
V
V ∗ − ln

(
V
V ∗

)
+ ln

(
HV
H ∗V ∗

)
− HV

H ∗V ∗

)
.

De la même manière,

B = d2

(Ic − I ∗c
Ic

)(
γHVVH −

γHVV
∗H ∗Ic

I ∗c

)
= d2V

∗H ∗γHV

( VH
V ∗H ∗

− VHI ∗c
V ∗H ∗Ic

− Ic
I ∗c

+ 1
)

≤ d2V
∗H ∗γHV

( VH
V ∗H ∗

− Ic
I ∗c
− ln

( VH
V ∗H ∗

)
+ ln

( Ic
I ∗c

))
.

Et,

C = d3

(V −V ∗
V

)(
γV Ic −γVHVH −αVV

)
(4.33)

= d3

(V −V ∗
V

)(
γV Ic −γVHVH −

γV I
∗ −γVHV

∗H ∗

V ∗
V
)

(4.34)

= d3

(V −V ∗
V

)
γV

(
I − I ∗V

V ∗
)

+ d3

(V −V ∗
V

)
γVH

(
−VH +H ∗V

)
(4.35)

= d3γV I
∗
c (
Ic
I ∗c
− V
V ∗
− V ∗Ic

V I ∗c
+ 1)− d3γVHV

∗H ∗(
VH
V ∗H ∗

− V
V ∗
− H
H ∗

+ 1) (4.36)

≤ d3γV I
∗
c (
Ic
I ∗c
− V
V ∗

+ ln
V
V ∗
− ln

Ic
I ∗c

)− d3γVHV
∗H ∗(

VH
V ∗H ∗

− V
V ∗

+ ln
V
V ∗
− ln

HV
H ∗V ∗

). (4.37)

Nous obtenons,

d[L(H(t), Ic(t),V (t))]
dt

≤ −aHd1
(H −H ∗)2

H

+
[ V
V ∗
− ln

( V
V ∗

)][
d1γHVV

∗H ∗ − d3γV I
∗ + c3γVHV

∗H ∗
]

+
[ HV
H ∗V ∗

− ln
( HV
H ∗V ∗

)][
− d1γHVV

∗H ∗ + d2V
∗H ∗γHV − d3γVHV

∗H ∗
]

+
[ Ic
I ∗c
− ln

( Ic
I ∗c

)][
− d2V

∗H ∗γHV + d3γV I
∗
c

]

Si on prend d1 = 1 − V ∗H ∗γVH
γV I

∗
c

(qui est positif si RImmuno
0 > 1), d2 = 1 et d3 = V ∗H ∗γHV

γV I
∗
c

nous

obtenons, d[L(H(t),Ic(t),V (t))]
dt ≤ −aHd1

(H−H ∗)2

H i.e. d[L(H(t),Ic(t),V (t))]
dt ≤ 0 sur Γ imu

∗ et l’équilibre endémique
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Eimu
∗ est localement stable sur Γ imu

∗ . L’hypothèse 3 nous donne la stabilité globale de Eimu
∗ sur

Γ imu
∗ . On prouve maintenant la propriété d’attractivité de Eimu

∗ pour obtenir la stabilité glob-
ale asymptotique. L’égalité d[L(H(t),Ic(t),V (t))]

dt = 0 n’est valable que lorsque H = H ∗, (Ic = I ∗c et
V = V ∗) ou Rimu

0 = 1 (car dans ce cas d1 = 0) alors le principe d’invariance de Lasalle implique
l’attractivité globale de (H ∗, I ∗c ,V

∗) qui avec la stabilité globale de l’équilibre endémique prouvé
précédemment montre que l’équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable
sur Γ imu

∗ =
{
(H,Ic,V ) ∈R3

+|H > 0, Ic > 0,V > 0
}
.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

5.1 Bilan des résultats

Le premier travail de cette thèse, présenté sous forme d’un article (chapitre 2), a été d’étudier
le mécanisme de transmission d’une maladie à l’échelle de la population. Nous avons proposé
un modèle compartimental de type SIR prenant en compte N variants d’un virus ainsi que la
distinction entre les personnes infectées symptomatiques et asymptomatiques. Une applica-
tion de ce modèle à l’étude de l’évolution de l’épidémie de la COVID-19 en France, en présence
de plusieurs souches virales, a ensuite été faite pour permettre de répondre à la problématique
suivante : "Comment les variants du SARS-Cov-2 impactent-ils la propagation de la COVID-19
en France entre janvier et mai 2021 ?". Cette période a été choisie pour réduire l’impact de la
vaccination sur les résultats (même si d’autres mesures de contrôle telles que les masques et la
distanciation sociale étaient encore en place en France pendant cette période). Cette première
étude a permis de mettre en lumière plusieurs résultats. Tout d’abord, nous avons pu con-
stater que les variants alpha et bêta/gamma étaient plus transmissibles que la souche initiale.
Les variants du SARS-CoV-2 ont donc acquis des mutations qui leurs ont permis de devenir
plus transmissibles, ce qui est bénéfique pour l’espace virale (mais malheureusement pas pour
l’Homme). Nous avons également estimé le taux de reprodution de base R0 à 1,14 sur la péri-
ode considérée, ce qui est cohérent avec la valeur estimée par d’autres études françaises [9]. De
plus, nous avons pu constater que les paramètres ayant le plus grand impact sur ce taux de
reproduction de base étaient les taux de transmission des individus symptomatiques et asymp-
tomatiques. Ce résultat montre ainsi que le controle d’une épidémie passe par l’instauration
de mesures barrières qui réduisent la transmission entre les individus. Ensuite, cette étude a
montré que le nombre de jours nécessaire pour créer des contacts contaminants était plus élevé
pour les personnes symptomatiques que pour les personnes asymptomatiques (pour les trois
variants). Ce résultat pourrait s’expliquer par le fait que les personnes asymptomatiques en-
trent en contact avec davantage de personnes ignorant les règles de distanciation. Ceci montre
bien le rôle important des infectés asymptomatiques dans la transmission d’une maladie au sein
d’une population et l’importance de réduire le nombre de personnes qui ne sont pas au courant
qu’elles sont malades. Enfin, nous pouvons également signaler que cette étude a montré une
grande amplitude potentielle des infections par les souches bêta et gamma qui suggèrent que
ces souches auraient provoqué une situation épidémique désastreuse si la situation n’avait pas
changé avec l’arrivée du vaccin.

Cette première partie a donc permis de mettre en évidence des caractéristiques propres à
l’évolution de l’épidémie de la COVID-19 mais également de montrer l’importance de con-



120 Conclusion et perspectives

sidèrer les personnes asymptomatiques dans la transmission d’une maladie, de minimiser ce
nombre de personnes pour mieux controler la propagation d’une maladie et de réduire les con-
tacts pour jouer sur les taux de transmissions qui sont un paramètre clé dans la valeur du taux
de reproduction de base. Ce modèle pourra servir de base à l’étude d’autres maladies causées
par des virus qui mutent beaucoup et qui génèrent des infections asymptomatiques.

Le deuxième travail de cette thèse, également présenté sous la forme d’un article (chapitre
3), a été de se concentrer sur l’étude des mécanismes de transmission d’une maladie à l’échelle
de l’individu. La problématique sur laquelle s’est concentrée cette étude était : "Quelles com-
posantes de la mémoire immunitaire ont le plus grand impact sur l’élimination virale en fonc-
tion du délai entre une infection primaire et une réinfection?". Cette étude a donc eu pour ob-
jectif de mieux comprendre les mécanismes qui ont lieu pour combattre une réinfection pour
aider dans le contrôle des maladies infectieuses. Pour cet objectif, nous avons adapté un modèle
intra-hôte pré-existant pour prendre en compte la réponse du système immunitaire mémoire
en incluant les cellules mémoires T CD8+ et les cellules mémoires B. Une application à deux
maladies infectieuses a été faite, à la COVID-19 et à la grippe A. En effet, ces maladies persis-
tent dans les populations et les personnes peuvent être réinfectées. Il semblait donc intéressant
d’étudier spécifiquement ces maladies dans cette partie. Nous avons simulé différentes réin-
fections (20 jours, 60 jours, 400 jours) après la première rencontre avec le pathogène. Cette
partie a mis en exergue plusieurs résultats. Dans le cas de réinfection avec un délai très court,
la composante de la mémoire immunitaire la plus importante semblait être les anticorps. Tan-
dis que dans le cas d’une réinfection deux mois plus tard, les simulations ont montrées que les
cellules mémoire étaient nécessaires en plus des anticorps déjà présents dans l’organisme pour
contrôler l’infection. Dans le cas de la grippe A, pour une réinfection deux mois plus tard, la
réponse immunitaire mémoire a réduit le nombre de cellules infectées de 9% et a augmenté le
nombre de cellules saines de 9% par rapport à la première infection. Pour le SARS-CoV-2, la
réponse immunitaire mémoire a réduit les cellules infectées de 7% et a augmenté les cellules
saines de 7%. Dans les deux cas, nous avons pu constater que la réponse mémoire immunitaire
a permis de mieux contrôler l’infection. En ce qui concerne les réinfections tardives (ici 400
jours), nous avons pu observer que la mémoire immunitaire était devenu faible pour les deux
maladies. La réponse immunitaire ressemblait à la réponse immunitaire primaire lorsque le
délai de réinfection était trop élevé. En effet, la réponse immunitaire après une infection sec-
ondaire est plus efficace lorsque la réinfection se produit à un délai plus court. Nous avons de
plus observé que les réponses immunitaires mémoires ont un plus grand effet dans le cas de
l’IAV par rapport au SARS-CoV-2.

Le troisième et dernier travail de cette thèse consistait à étudier la dynamique de transmis-
sion d’une maladie d’un point de vue multi-échelle pour permettre de répondre à la probléma-
tique suivante : "Comment la dynamique virale impacte la dynamique épidémiologique ?" Ce
chapitre a mis en évidence plusieurs résultats : des résultats mathématiques de stabilité locale
et globale sur deux sous-systèmes immunologique et épidémiologique (tirés des chapitres 2 et
3); la création d’un nouveau modèle immuno-épidémiologique dont nous avons motivé la per-
tinence à travers une description détaillée de sa création; et une étude asymptotique de la nou-
velle variable introduite, la quantité de virus dans la population Q, à travers différents cas de
figures qui ont permis d’appuyer la pertinence du modèle multi-échelle. Le lien entre le mod-
èle épidémiologique et immunologique a été fait suivant les deux idées suivantes : la création
d’une équation modélisant la dynamique de la quantité de virus Q(t) au sein de la population
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qui est égale à la quantité de virus présente dans les personnes infectées symptomatiques I et
asymptomatiques A de la population à l’instant t ; et deux paramètres épidémiologiques (les
taux de transmissions) liés à une variable immunologique, la charge virale V à travers la quan-
tité de virus Q. Nous avons ensuite étudié la pertinence du modèle immuno-épidémiologique
via le comportement asymptotique de la quantité de virus dans la population Q. Le but de
l’étude mathématique a été de démontrer que dans l’hypothèse où les taux de reproduction de
base des modèles épidemiologique et immunologique étaient plus grand que 1, il existait Q∗ tel
que limt→∞Q(t) = Q∗ et Q∗ = V ∗(I ∗ +A∗).

Trois cas différents ont été étudiés (du plus simple au plus compliqué) :

• Cas 1 : Les taux de transmission sont constants et la charge virale V ne dépend pas de
la quantité de virus dans la population dans sa condition initiale. Dans ce cas de figure,
nous avons prouvé le résultat ci-dessus en utilisant le théorème de Silvermann-Toeplitz
sur l’équation de Q.

• Cas 2 : Nous avons ensuite supposé que les taux de transmissions étaient constants et que
la charge virale dépendait de la quantité de virus dans la population dans sa condition
initiale. Nous avons également prouvé dans ce cas le résultat ci-dessus en utilisant cette
fois-ci le théorème de convergence dominée de Lebesgue.

• Cas 3 : Nous avons ensuite considéré le modèle multi-échelle où la quantité de virus
dans la population intervient dans les taux de transmission et dans la condition initiale
via la charge virale. C’était le cas multi-échelle le plus complet, mais également le plus
complexe à étudier. Pour pouvoir étudier le comportement asymptotique de ce modèle
avec des taux de transmissions qui dépendent de Q, nous avons dans un premier temps
posé certaines hypothèses ce qui nous a permis d’obtenir deux équilibres endémiques.

La partie présentée dans ce manuscrit s’est concentrée sur une première analyse mathéma-
tique de ce modèle. Nous aimerions obtenir d’autres résultats que nous présentons dans les
perspectives de la sous-section 5.2. Un deuxième modèle a également été proposé en mod-
élisant la quantité de virus dans la population par une dynamique en temps continu qui a
amené à une équation à retard distribué. Ce modèle fera l’objet de futures investigations.

5.2 Perspectives de recherche

Le dernier travail de cette thèse ouvre de nombreuses perspectives intéressantes. En premier
lieu, nous souhaiterions étudier l’existence et l’unicité de la solution au système d’équations du
modèle multi-échelle à retard distribué. En second lieu, nous avons fourni une première anal-
yse à travers l’étude asymptotique de la quantité de virus dans la population Q. Dans le cas 3,
nous n’avons pas pu calculer un taux de reproduction de base pour le sous-système épidémi-
ologique à cause de la dépendance à la fonction Q des taux de transmissions (Q(t) faisant in-
tervenir les fonction V , I et A sur tout l’intervalle [0,t]). Nous aimerions donc obtenir des
résultats sans poser au préalable des hypothèses. Ensuite, nous avons pour objectif d’étendre
ce modèle à un modèle qui permettrait d’étudier les maladies saisonnières. Pour cela, nous
considérerions Q comme étant une fonction périodique abstraite. Les taux de transmissions
du modèle épidémiologique dépendraient donc de Q la fonction périodique abstraite, nous
pourrions alors calculer un R0(t) en utilisant la méthode d’opérateur linéaire ou la méthode de
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la moyenne qui étendent la méthode de matrice de prochaine génération à des systèmes non-
autonomes. Voir par exemple l’article de C. Mitchell et C. Kribs qui présentent ces méthodes
[124]. Enfin, nous avons pour objectif final d’utiliser ce modèle avec des données en vue de
répondre à des questions de santé publique. L’objectif serait de faire des simulations qui per-
mettraient de mieux appréhender la compréhension de l’impact de la dynamique virale sur la
dynamique épidémiologique pour différentes maladies.
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Résumé : Dans une première partie, nous utilisons une approche épidémiologique pour créer un modèle
inter-hôte multi-souches pour étudier l’impact de trois différents variants du SARS-CoV-2 sur la propagation
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