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Modélisation mathématique et numérique du mouvement
collectif dans les épithéliums

Les cellules et leur environnement constituent une matière active à l’origine de
dynamiques complexes, par exemple lors du développement embryonnaire ou lors
de la croissance d’une tumeur. Dans une approche interdisciplinaire, combinant ma-
thématiques et biophysique, nous nous intéressons dans cette thèse à la modélisation
mathématique du mouvement collectif dans les épithéliums, tissus constitués d’une
monocouche de cellules, qui peuvent être le siège de mouvements collectifs pour
assurer une fonction biologique : développement et morphogenèse des embryons,
expansion d’une tumeur, ou encore recouvrement d’une zone blessée dans le cas de
la réparation tissulaire. Nous mettons en place un formalisme thermodynamique
prenant en compte la microstructure du tissu pour construire un modèle de tissu
tridimensionnel, puis un formalisme original de moyenne des équations dans l’épais-
seur pour réduire ce dernier à un système bidimensionnel. Nous proposons ensuite
un algorithme robuste capable de résoudre ce système aussi bien en incompressible
qu’en compressible, sur des géométries très générales. Nous démontrons la puissance
de notre approche en déterminant des estimations d’énergie continue et semi-discrète
de notre modèle et en réalisant des calculs numériques sur une bande avec obstacle,
chose inédite dans la littérature pour ce type de modèles. Nous montrons enfin la
capacité de notre modèle à reproduire certains comportements attendus chez les
épithéliums sur ce type de géométries. Les outils mathématiques et numériques mis
en place et les calculs réalisés lors de cette thèse offrent ainsi un cadre scientifique
opérationnel pour le dialogue entre modélisation continue et expériences.

Mots-clés : Migration collective ; Polarité ; Équations aux dérivées partielles ; Ther-
modynamique ; Théorie des contraintes de couples ; Analyse asymptotique ; Méthodes
de Galerkine discontinues ; Estimation d’énergie ; Écoulement hétérogène ; Bandes.

v



Mathematical and numerical modelling of collective
movement in epithelia

Cells and their environment constitute an active material at the origin of complex
dynamics, for example during embryonic development or during the growth of a
tumour. In an interdisciplinary approach combining mathematics and biophysics, this
thesis focuses on the mathematical modelling of collective movement in epithelia,
tissues made up of a monolayer of cells, which may be the site of collective move-
ment to ensure a biological function: development and morphogenesis of embryos,
expansion of a tumour, or recovery of an injured area in the case of tissue repair. We
implement a thermodynamic formalism that takes into account the microstructure
of the tissue to build a three-dimensional tissue model, then an original formalism
for shallow approximations to reduce the latter to a two-dimensional system. We
then propose a robust algorithm able to solve this system in both incompressible
and compressible modes, on very general geometries. We demonstrate the power of
our approach by determining continuous and semi-discrete energy estimates of our
model and by carrying out numerical calculations on a strip with an obstacle, which
is unprecedented in the literature for this type of models. Finally, we show the ability
of our model to reproduce certain behaviours expected of epithelia on this geometry.
The mathematical and numerical tools developed and the calculations carried out
during this thesis thus provide an operational scientific framework for the dialogue
between continuous modelling and experiments.

Keywords: Collective migration; Polarity; Partial differential equations; Thermody-
namics; Couple stress theory; Asymptotic analysis; Discontinuous Galerkin methods;
Energy estimate; Heterogeneous flow; Strips.
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Notations et lexique

Algèbre tensorielle

d dimension de l’espace

t temps

x coordonnées cartésiennes

ϕ,χ champ de scalaires quelconque

c, y champ de vecteurs quelconque

τ,ζ,γ champ de tenseurs d’ordre 2 quelconque

A,B,X champ de tenseurs d’ordre quelconque

δi j symbole de Kronecker

εi jk symbole de Levi-Civita

A • B= A i1...ip−1 jBjk2...kq
contraction simple entre deux tenseurs

A :B= A i1...ip−2 jkBjkl3...lq contraction double entre deux tenseurs

A×B= ε jklA i1...ip−1 jBkm2...mq
produit vectoriel entre deux tenseurs

A ×. B= εklmA i1...ip−2 jkBjln2...nq
produit scalaire-vectoriel entre deux tenseurs

|c| :=pc • c norme euclidienne canonique d’un vecteur

|τ| :=pτ :τ norme euclidienne canonique d’un tenseur

c⊥ := (−c2, c1) vecteur orthogonal à c

τT transposée d’une matrice

symτ := 1
2(τ+τ

T) partie symétrique d’une matrice

skwτ := 1
2(τ−τT) partie antisymétrique d’une matrice

δ matrice identité
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Notations et lexique

Géométrie

B domaine tridimensionnel de la migration

Ω domaine bidimensionnel de la migration (substrat)

n vecteur unitaire normal extérieur

t vecteur unitaire tangent

δi i-ème vecteur unitaire de la base canonique de R3

Calcul différentiel

∇A :=
∂ A i1...ip

∂ x j
gradient d’un tenseur

∇ • A :=
∂ A i1 i2...ip

∂ x i1

divergence d’un tenseur

divA :=
∂ A i1 i2...ip

∂ x ip

définition alternative de la divergence d’un tenseur

∆ :=∇ • ∇ laplacien

D(c) := sym(∇c) partie symétrique du gradient d’un vecteur

W(c) := skw(∇c) partie antisymétrique du gradient d’un vecteur

∇× c := εi jk

∂ c j

∂ x i
rotationnel d’un vecteur en 3D

curl c :=
∂ c2

∂ x1
− ∂ c1

∂ x2
rotationnel d’un vecteur en 2D

curlϕ :=
�
∂ϕ

∂ x2
,− ∂ϕ
∂ x1

�
rotationnel d’un scalaire en 2D

〈·, ·〉 crochet de dualité

(· | ·) produit scalaire canonique dans L2

Mécanique des milieux continus

ρ masse volumique kgm−3

ρs,ρ masse surfacique kgm−2

Π pression Pa
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ξ épaisseur du tissu m

v vecteur vitesse ms−1

σ tenseur des contraintes de Cauchy Pa

f résultante des forces volumiques N m−3

f traction résultante des forces surfaciques de traction N m−2

h tenseur de déformation de Hencky 1

D(v) := sym(∇v) tenseur taux de déformation s−1

W(v) := skw(∇v) tenseur taux de rotation s−1

ω := 1
2∇× v vecteur tourbillon s−1

µ tenseur des contraintes de couples N m−1

m vecteur des contraintes de couples N m−1

K :=W(ω) tenseur taux de courbure moyenne s−1 m−1

k := 1
2∇×ω vecteur taux de courbure moyenne s−1 m−1

S tenseur de courbure moyenne m−1

s vecteur de courbure moyenne m−1

Ψ énergie libre spécifique de Helmholtz J kg−1

F énergie libre totale J

Φ potentiel de dissipation J m−3 s−1

p vecteur polarité 1

`(p) :=
∂F
∂ p

force polaire dérivée de l’énergie libre Pa

.
A :=

∂A
∂ t
+ (v • ∇)A dérivée particulaire

◦
c := .

c −W(v) • c dérivée corotationnelle de Jaumann d’un
vecteur◦

τ := .
τ− 2 skw(W(v) • τ) dérivée corotationnelle de Jaumann d’un

tenseur symétrique
�
c :=

◦
c − aD(v) • c dérivée objective de Gordon-Schowalter

d’un vecteur
�
τ :=

◦
τ− 2a sym(D(v) • τ) dérivée objective de Gordon-Schowalter

d’un tenseur symétrique
X variables thermodynamiques internes abstraites

xvii



Notations et lexique

Z forces thermodynamiques abstraites

J flux thermodynamiques abstraits

Paramètres physiques et nombres sans dimension

η viscosité du tissu Pa s

kp élasticité polaire Pa

`p longueur de cohérence polaire m

λp temps de relaxation polaire s

fa coefficient de force active Pa

k coefficient de frottement fluide Pa

µa coefficient de contrainte active Pa

L, H respectivement longueur et épaisseur caracté-
ristiques

m, m

V vitesse caractéristique ms−1

T := L/V temps caractéristique s

S := ηV/L contrainte caractéristique Pa

B := kpL/(ηV) résistance de la polarité aux forces visqueuses

Pe := λpV/L temps de relaxation polaire adimensionné

κ := `p/L longueur de cohérence polaire adimensionnée

a paramètre de la dérivée objective de
Gordon-Schowalter

Ta := faL/(ηV) coefficient de force active adimensionné

CF := kL/η coefficient de frottement fluide adimensionné

β := kV/(S+ kV) part de frottement dans la dissipation vis-
queuse totale

Sa := µaL/(ηV) coefficient de contrainte active adimensionné

Analyse asymptotique

ε := H/L rapport d’aspect de la géométrie

A(i) terme d’ordre O(εi) d’un tenseur
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cs := (c1, c2) composantes planaires d’un vecteur

τss :=
�
τ11 τ12

τ21 τ22

�
composantes planaires d’un tenseur

τs3 := (τ13,τ23) composantes mixtes planaire-verticale
d’un tenseur

τ3s := (τ31,τ32) composantes mixtes verticale-planaire
d’un tenseur

∇s :=
�
∂

∂ x1
,
∂

∂ x2

�
gradient planaire

divs divergence planaire
∆s :=∇s

• ∇s laplacien planaire

〈ϕ〉ξ := 1
ξ

∫ ξ
0
ϕ dx3 moyenne dans l’épaisseur

covξ(ϕ,χ) := 〈(ϕ − 〈ϕ〉ξ)(χ − 〈χ〉ξ)〉ξ covariance dans l’épaisseur
varξ(ϕ) := 〈(ϕ − 〈ϕ〉ξ)2〉ξ variance dans l’épaisseur

Lexique

actine une des protéines constituant le cytosquelette
adénosine triphosphate (ATP) molécule utilisée par les cellules pour stocker et conver-

tir de l’énergie
blebbistatine drogue d’inhibition de la myosine
cellule plus petite unité vivante
cristal liquide état de la matière intermédiaire entre les états solide,

cristallin et liquide
cytoplasme substance dans laquelle est immergée le noyau d’une

cellule
cytosquelette squelette de la cellule
durotaxie migration vers les zones de plus grande rigidité
épithélium voir tissu
filopode protrusion cytoplasmique cylindrique
fluide viscoélastique fluide présentant des propriétés élastiques sur des

temps courts et des propriétés visqueuses sur des temps
longs

force active traction exercée par une cellule sur le substrat, dans le
sens défini par sa polarité

lamellipode protrusion cytoplasmique aplatie
microstructure structure interne déformable qui influe sur la dyna-

mique macroscopique du matériau qui la possède
myosine moteur moléculaire permettant aux filaments d’actine

de se déplacer
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nématique cristal liquide dans lequel les molécules sont réparties
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Chapitre

1Introduction

1.1. Motivations

1.1.1. Fonctions biologiques des épithéliums

Au sein d’un organisme animal, les parois internes et externes de la plupart des organes
(les poumons, les intestins et la peau, par exemple), des muqueuses et des vaisseaux sanguins
sont protégées par un revêtement. Celui-ci se présente sous la forme d’un empilement mince
de feuillets de cellules serrées les unes contre les autres, et porte le nom d’épithélium 2

(figure 1.1 (a) 3). On estime que les cellules qui composent les tissus épithéliaux représentent
plus de 60 % des cellules du corps animal [Xi+19]. Elles prolifèrent et se déploient lors de
la formation d’un embryon, cicatrisent les plaies en comblant l’espace vacant ou envahissent
les tissus voisins si elles-mêmes composent des agrégats tumoraux. Dans tous les cas,
ces phénomènes se traduisent en grande partie par une migration collective des cellules
(figure 1.1 (a)). Ces dernières interagissent entre elles, s’attirent et se repoussent, et exhibent
donc des mouvements intimement corrélés [Dup03 ; TCJ12 ; Xi+19 ; Dur20].

En modélisation mathématique pour la biologie, un large consensus s’est établi pour des
modèles mécaniques viscoélastiques [Fun93 ; Cia03 ; Hum03 ; CD07 ; CV07 ; Bre+09 ;
Éti+15 ; Clé+17 ; VCL20]. Dans le cas où leur agencement au sein du tissu demeure
inchangé, par exemple dans les parois artérielles, les muscles ou la peau, le tissu se comporte
comme un solide élastique ou viscoélastique, et peut donc être décrit à l’aide entre autres,
des modèles de Kelvin-Voigt ou de Burger. Ce premier cas a été très étudié en modélisation
numérique. À l’inverse, si l’agencement évolue en réponse à une déformation du tissu ou
à une forte motilité des cellules, alors le tissu est soumis à de grandes déformations non
bornées sur des temps relativement longs, et agit plutôt comme un fluide viscoélastique :
il pourra être plus fidèlement décrit comme un fluide viscoélastique à l’aide entre autres,

2. Étymologiquement, le mot épithélium est issu du latin epithelium, lui-même dérivé du grec ancien épi-
(« sur ») et thele (« mamelon »), auxquels on a rajouté le suffixe latin -ium (« aggrégation »). Littéralement,
l’épithélium est ce qui se trouve au-dessus d’une agrégation de mamelons : à l’origine, le mot désignait en
effet la petite peau translucide des lèvres recouvrant les petits « mamelons » du tissu sous-jacent, leur donnant
d’ailleurs leur couleur caractéristique [Ant04].

3. Lien de la vidéo : https ://datadryad.org/stash/downloads/file_stream/63462
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de modèles de Maxwell ou d’Oldroyd [Sar16, ch. 4]. C’est ce second cas, de mouvements
collectifs de grande ampleur, qui nous intéresse ici : il a très peu été étudié du point de vue
de la modélisation numérique en géométrie générale, non triviale.

1.1.2. Mouvement collectif et matière active

Un mouvement collectif, parfois appelé agrégation (flocking en anglais), est un mouve-
ment cohérent ou ordonné, survenant dans un système physique, chimique ou biologique,
constitué d’un ensemble d’unités analogues, en interaction locale les unes avec les autres,
se déplaçant à une vitesse similaire et capables de changer de direction pour s’aligner
avec leurs voisines [TTR05 ; VZ12]. Un tel phénomène produit des effets chimiques ou
mécaniques à des échelles grandes devant les unités individuelles, qui non seulement
diffèrent qualitativement des comportements individuels mais les déterminent également
quasiment complètement [VZ12, section 1.2]. Citons par exemple la formation de structures
supracellulaires dans le contexte des tissus, ou l’existence d’ondes de déplacement (voir la
section 1.2.2) analogues à celles produites par la circulation automobile [FM15], avec ses
effets bien connus de bouchons et d’accordéons, même en l’absence d’inertie [Mar+13].

On observe des mouvement collectifs dans des systèmes de toutes les tailles, comme
l’illustre la figure 1.1, allant de l’échelle microscopique avec des micro-organismes comme
par exemple les myxobactéries [Mar+13, figure 1] ou Dictyostelium discoideum [TTR05,
introduction], à l’échelle kilométrique avec par exemple les troupeaux de gnous [TTR05, in-
troduction] (figure 1.1 (d)) ou certains mouvements de foules, qui peuvent réunir plusieurs
millions de personnes (figure 1.1 (c)).

Parmi les systèmes qui présentent des comportements collectifs, les tissus biologiques
font partie de la famille des matériaux actifs, c’est-à-dire ceux constitués d’unités auto-
propulsées (les cellules dans notre cas) capables de convertir de l’énergie (préalablement
emmagasinée ou immédiatement disponible dans leur environnement) en mouvement,
mettant ainsi le système hors-équilibre thermodynamique [Mar+13, page 2]. Cette injection
locale d’énergie dans le système, à l’échelle de tous les constituants, est ce qui caractérise
véritablement les matériaux actifs. Ainsi, si les cellules peuvent se déplacer spontanément,
sans intervention extérieure, c’est parce que chaque cellule est continuellement alimentée
en énergie chimique via de l’ATP, une molécule qui conserve l’énergie essentielle au bon
fonctionnement du métabolisme.

La transition d’un système désordonné à un mouvement collectif se traduit par une
rupture de symétrie dans le système, qui s’apparente à un changement de phase dans un
matériau, analogie proposée pour la première fois par VICSEK et ZAFEIRIS [Mar+13, page
3]. De même que les changements de phase s’opèrent en fonction de la valeur d’un ou
de plusieurs paramètres dits d’ordre ou de contrôle (par exemple la température pour
une transition solide-liquide), le degré de symétrie d’un système sujet aux comportements
collectifs doit pouvoir se quantifier. C’est le cas pour les cellules, qui ont la capacité de
réorganiser leur structure interne de manière asymétrique en réponse à des stimuli externes,
qu’ils soient chimiques ou physiques. Cette asymétrie est appelée polarité et donne une

2
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(a) Épithélium en migration autour d’un obs-
tacle circulaire. Extrait de [Tli+20]. Cliquer
ici pour voir la vidéo.

(b) Nuée d’oiseaux (typiquement des étour-
neaux).

(c) Pèlerinage à La Mecque. (d) Troupeau de gnous.

FIGURE 1.1. – Illustration de la variété des systèmes présentant des mouvements collectifs.

direction avant-arrière à la cellule, dans laquelle elle peut exercer des forces [LMT16]. Pour
décrire la migration cellulaire collective, la littérature considère essentiellement la polarité
comme un vecteur [LW11 ; KP13 ; Not+16 ; BC17 ; CR17 ; HS17 ; Cza+18 ; AT19 ; BM19 ;
Pér+19 ; Boo+21], que l’on note p dans la suite ; la rupture de symétrie aboutit alors à un
ordre polaire. Dans d’autres situations, il peut être pertinent de plutôt décrire la polarité
comme un tenseur [LMT16 ; Pop+17 ; Saw+17] ; la rupture de symétrie aboutit alors à un
ordre nématique.

La nature et la caractérisation physique de cette polarité, son rôle dans l’émergence
de mouvements collectifs et son couplage avec les autres grandeurs physiques en jeu
constituent donc un enjeu majeur et une question très ouverte de la modélisation du
mouvement collectif des épithéliums. Cette thèse tente d’y répondre en proposant un cadre
mathématique rigoureux et des outils numériques poussés pouvant s’adapter aux géométries
les plus générales.

3
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1.2. Phénoménologie

Nous présentons maintenant les principaux rouages mécaniques en œuvre lors d’une
migration cellulaire collective. Nous commençons par présenter le rôle des cellules consti-
tuant le tissu épithélial et leurs interactions avec le substrat, notamment les forces qu’elles
y exercent, puis nous expliquons comment un phénomène collectif peut émerger de la
structure même du tissu.

1.2.1. Migration à l’échelle cellulaire

Migration cellulaire individuelle

La progression d’un épithélium est d’abord rendue possible par la capacité des cellules à se
mouvoir indépendamment les unes des autres. Ce déplacement individuel est principalement
le résultat de la coordination entre la contraction du corps de la cellule, les adhésions focales
qu’elle forme avec son substrat (le milieu qui la supporte) et les forces de traction qu’elle
y développe (figures 1.2 et 1.3). En se contractant, celle-ci est en mesure de prolonger
une partie de son cytoplasme 1 pour générer de fins filaments qui sont soit cylindriques
(les filopodes), soit aplatis (les lamellipodes). Ces protrusions permettent par suite à la
cellule d’assembler les sites d’adhérence nécessaires à l’exercice de la traction, qui dépend
fortement de son niveau de contraction [Dup03 ; TCJ12 ; LMT16 ; Xi+19].

La contractilité d’une cellule est contrôlée par son cytosquelette, littéralement le squelette
de la cellule. Celui-ci se présente comme une structure viscoélastique tridimensionnelle,
composées de filaments polymériques, qui pourrait s’apparenter à l’ossature de la cellule,
dans la mesure où elle maintient sa forme et soutient sa membrane. Le cytosquelette est
cependant loin de n’être que son squelette ; il en est aussi sa musculature, pour la raison
évoquée précédemment. Parmi les fibres qui le constituent, les filaments d’actine (une des
protéines les plus abondantes dans la cellule) de 3 à 6 nm de diamètre, ont une place centrale
dans le phénomène qui nous intéresse. Ce sont en effet eux qui composent les filopodes et
lamellipodes et permettent donc à la cellule de se contracter et d’avancer [Dup03 ; TCJ12 ;
Xi+19].

Les filaments d’actine n’ont néanmoins pas la capacité de se déplacer spontanément ; ce
sont les moteurs moléculaires qui en ont la charge. Ce sont des protéines qui convertissent
l’énergie chimique de la cellule (par hydrolyse de l’ATP) en énergie mécanique. La myosine,
dont le rôle est fondamental dans la migration des cellules, en est l’un d’eux. Elle est
composée d’une longue tige dont l’une des extrémités présente deux têtes constituant le
domaine catalytique moteur. L’une est capable de fixer l’ATP tandis que l’autre est capable
de se lier aux fibres d’actine. Lorsque la myosine interagit avec l’ATP, celui est hydrolysé. La
libération d’énergie qui en résulte change la conformation du moteur moléculaire, c’est-

1. Le cytoplasme d’une cellule est une solution viscoélastique qui remplit la membrane cellulaire, et dans
laquelle baignent le noyau et les divers organites.
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substrat

détachement

filaments d’actine

sens de migration

contraction du cytosquelette

lamellipode
(polymérisation d’actine)

adhérence
au subtrat

FIGURE 1.2. – Schématisation simplifiée des mécanismes en œuvre dans une cellule lors de
sa migration. Reproduction de la figure 6 dans [Dup03].

à-dire le pousse à modifier sa position, son étendue et son orientation dans l’espace de
sorte qu’il puisse entrer en contact avec le filament d’actine. La libération des produits de
l’hydrolyse de l’ATP s’accompagne par un retour à la conformation d’origine de la myosine
, tout en entraînant le déplacement du filament d’actine. Cette suite d’étapes s’enchaîne
de manière cyclique et se traduit finalement par la contraction de la cellule [Dup03]. Les
contraintes et déformations actives ainsi produites peuvent centupler la rigidité du réseau
d’actine, assurant une forme de protection à la cellule contre les sollicitations mécaniques
auxquelles elle serait exposée. Par exemple, soumises à de grandes forces (de l’ordre de
quelques, voire de dizaines, de nN), les fibres d’actine peuvent s’épaissir et, si besoin, se
réorganiser en un ordre nématique, dans lequel elles sont localement parallèles, ce qui
favorise la synergie des forces de traction produites par le complexe d’actomyosine, qui
vont alors avoir tendance à s’exercer dans le même sens. Autrement dit, plus les filaments
s’alignent, plus le niveau de contraction de la cellule augmente [LMT16 ; Xi+19].

L’organisation et l’orientation particulières du cytosquelette dans le cas de la migration
confèrent à la cellule, au moins partiellement, une propriété singulière – vis-à-vis des
matériaux habituellement rencontrés en physique –, appelée polarité, qui s’adapte aux
stimulations de son environnement. Cette caractéristique, liée à une distribution hétérogène
et anisotrope de protéines au sein de la cellule, est ce qui définit l’avant et l’arrière de cette
dernière, qui indiquent le sens dans lequel celle-ci peut produire les protrusions puis tirer ; la
traction ainsi produite, appelée force active, est donc plus importante au niveau de son front
(figure 1.3). Pour certains auteurs, comme ALERT et TREPAT [AT19], le sens de la polarité
peut être spécifié par le vecteur reliant le centre de masse de la cellule à la position de
l’extension cytoplasmique ; pour d’autres, comme DURANDE [Dur20], par le vecteur reliant
le centre d’inertie du noyau à celui de la cellule ; pour d’autres encore, comme GOMES,
JANI et GUNDERSEN ; NASTAŁY et al. [GJG05 ; Nas+20], par l’orientation de l’appareil de
Golgi, un composant cellulaire qui, entre autres, trie et transfère des macromolécules, et
modifie des protéines. La forme de la cellule n’est par contre pas entièrement déterminée
par le réarrangement de sa structure interne, même si les deux ont une forte propension à
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s’aligner, comme on pourrait s’y attendre.

Forces en jeu dans la migration

La contraction induite par l’activité du complexe d’actomyosine génère donc deux types
de contraintes, la force active et une autre liée aux adhésions formées par la cellule avec le
substrat. Si ce dernier est suffisamment rigide pour éviter d’être trop déformé par la force
exercée par la cellule, alors cette dernière est en mesure de réguler ses caractéristiques
mécaniques, telles que sa viscosité ou son élasticité, de manière active et donc de se
déplacer [Xi+19]. Ce déplacement se produit préférentiellement en direction des zones
où la rigidité du substrat est la plus grande ; ce mécanisme est appelé durotaxie [LMT16 ;
Xi+19]. Précisons que cette thèse ne s’attache pas à modéliser le substrat en tant que
tel, et l’on supposera que celui-ci a une rigidité uniforme et suffisante pour permettre le
mouvement.

La migration est de manière plus générale influencée par un grand nombre de stimuli
différents ; c’est le phénomène de taxie, ou de tactisme. Par exemple, la polarité est fortement
contrôlée par les signaux mécaniques et chimiques qu’échange, justement à travers les
adhésions, la cellule avec son environnement immédiat en réponse à diverses sollicitations,
notamment mécaniques. Ces comportements actifs différencient fondamentalement la
cellule des matériaux dits passifs. Pour autant, elle réagit aussi passivement et peut, par
exemple, se contracter en réponse à une élongation, indépendamment de toute activité
liée au complexe d’actomyosine. Ce dernier point suggère que la viscoélasticité et les
mécanismes cellulaires ne peuvent pas être entièrement expliqués par le réseau d’actine. Et,
en effet, la cellule peut agir comme un matériau viscoélastique passif en réponse à certaines
contraintes mécaniques de courte durée (allant de la seconde à la minute), comme elle
peut activement renforcer sa raideur et sa force de traction face à des contraintes de plus
longue durée (jusqu’à 1 h) [Xi+19].

Une cellule en migration est à l’équilibre mécanique et on peut supposer que les forces
extérieures qui lui sont appliquées se compensent exactement. En particulier, l’effet de la
gravité l’est complètement par la réaction du substrat. De surcroît, pour un tel phénomène,
les forces inertielles sont totalement dominées par les effets visqueux ; la quantité issue du
rapport des deux, appelée nombre de Reynolds, est alors suffisamment petite pour que l’on
puisse négliger les effets inertiels. Par conséquent, l’ensemble des forces qui s’exercent sur
la cellule doivent se compenser, ce qui est le cas si les contraintes actives générées par le
cytosquelette et transmises au substrat, sont contrebalancées par le frottement de la cellule
sur son support (figure 1.3). Sur des échelles de temps suffisamment longues, la force de
friction induite est semblable à une traînée et pourrait donc être supposée, en première
approche, proportionnelle à la vitesse du tissu [AT19].
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FIGURE 1.3. – Vue schématique des forces et interactions en jeu lors de la migration cellu-
laire collective. Schéma adapté de [BM19, Figure 1].

1.2.2. Migration à l’échelle tissulaire

Maintien de la cohésion tissulaire

L’intégrité d’un épithélium est à la fois assurée par l’adhérence des cellules au substrat et
les jonctions entre cellules adjacentes. Leurs cytosquelettes sont alors attachés ensemble,
ce qui renforce la cohésion tissulaire, permet une déformation et une contraction locale
du tissu et confère au tissu une tension superficielle l’empêchant de s’étaler indéfiniment
(figure 1.3). Ces fixations intercellulaires s’assemblent alors en une sorte de filet continu qui
s’étend sur l’ensemble de l’épithélium (figure 1.4), lui octroyant une résistance mécanique
et l’imperméabilisant à la diffusion de certaines molécules [Gum96 ; CD07].

Si le tissu est étiré lentement, pendant dix minutes par exemple, de sorte à ce que les
cellules soient en grande déformation, alors, comme cela a été évoqué en introduction,
les cellules ont le temps de changer de voisines. Ces réarrangements, appelés transitions
T1 (figure 1.5), s’accompagnent de la destruction et de la formation de jonctions cellule-
cellule et confèrent au tissu une viscosité globale d’autant plus grande que la cohésion
tissulaire est importante. Chez les embryons, l’épithélium a même la capacité de continuer
à assurer sa résistance mécanique et son rôle de premier rempart pour l’organisme lorsque
ces réarrangements internes ont lieu [CD07]. Si le tissu est au contraire amené en grande
déformation (si l’étirement double au minimum sa longueur par exemple) trop rapidement,
de l’ordre de quelques secondes, alors les transitions T1 ne peuvent avoir lieu, entraînant
sa déchirure au niveau des jonctions intercellulaires [Xi+19]. Puisque les cellules sont
attachées entre elles, un changement local de la configuration du tissu entraîne aussi
leur déformation, car elles sont aussi des matériaux élastiques, contribuant à lui donner
une certaine élasticité. Les contacts entre cellules participent donc plus généralement à
l’émergence de propriétés viscoélastiques chez l’épithélium [Xi+19 ; AT19].
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FIGURE 1.4. – Exemple d’un réseau d’actine dans des cellules épithéliales en migration.
Extrait de [Dur20, figure I.3]. Barre d’échelle à 10µm.

FIGURE 1.5. – Exemples de réarrangements au sein d’un épithélium. Le schéma illustre le
déroulement d’une transition T1 tandis que l’image de dessous se focalise
sur de tels réarrangements dans le cas d’une migration cellulaire collective
autour d’un obstacle. Extrait de [Tli+20, figure 1].
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Coordination de la migration

Les cellules épithéliales ne sont pas seulement fixées les unes aux autres, mais s’organisent
en structures et s’échangent diverses informations, qu’elles soient chimiques ou mécaniques.
Les jonctions permettent notamment la transmission des forces cellulaires à travers le tissu,
contribuant ainsi à coordonner les mouvements des cellules [Xi+19]. La tension tissulaire
qui en résulte est alors hétérogène et anisotrope. Si le déplacement des cellules est en partie
guidé par les gradients de rigidité du substrat, il l’est aussi par cette tension. En effet, les
cellules se dirigent préférentiellement le long des lignes de tension maximale ; ce mécanisme
est appelé plithotaxie [LMT16]. De manière équivalente, elles tendent à minimiser, à travers
l’exercice d’un couple de forces, la contrainte de cisaillement qui leur est appliquée [AT19].
Signalons l’existence de câbles d’actine à travers le tissu dont la contraction coordonne
également la migration ; elle explique d’ailleurs la motilité de l’épithélium pour refermer
les plaies ou dans l’embryon naissant, par exemple [LMT16].

Les lignes de tension tissulaire ne définissent que des directions et il est nécessaire
qu’un processus supplémentaire rompe la symétrie sous-jacente pour indiquer le sens du
mouvement. À l’échelle tissulaire, les mécanismes de rupture de symétrie peuvent être
obtenus à partir d’un gradient supracellulaire de contrainte intercellulaire, dû par exemple
à un déséquilibre des forces de traction exercées sur le substrat [LMT16]. Au sein d’un
épithélium, les cellules ont tendance à aligner leur polarité, contribuant ainsi à faire de
la migration du tissu un phénomène collectif [LMT16 ; AT19]. L’apparition d’orientations
préférentielles est par conséquent une caractéristique multi-échelle, ayant aussi bien lieu
au niveau du cytosquelette que des groupes de cellules, régulée par les interactions avec
le substrat et entre cellules [LMT16]. Outre les raisons déjà évoquées, émerge également
une propension des cellules à se réorienter dans le sens de la vitesse de la migration, en
particulier dans le cas où le flot est uniforme [AT19]. Cet alignement n’a malgré tout
pas toujours lieu, comme l’atteste l’existence de structures supracellulaires locales très
particulières ; elles se présentent par exemple sous la forme de tourbillons, de comètes ou
de triangles [LMT16 ; Xi+19].

Uniquement au front de l’épithélium en mouvement, le cas échéant, on rencontre aussi
une autre sorte d’organisation cellulaire, dont la forme longitudinale conduisit à l’adoption
du mot « doigt » pour la désigner. À son extrémité se trouve ce que l’on nomme une
cellule de tête, qui est très polarisée et forme des protrusions cytoplasmiques assez larges,
ce qui lui permet d’appliquer sur le substrat une traction plus importante que les autres
cellules [LMT16 ; HS17 ; Xi+19]. L’émergence des cellules de tête s’explique en partie par
un nombre amoindri de jonctions intercellulaires au niveau du front du tissu épithélial.
Les structures de forme digitale constituent un autre phénomène issu de la coordination
du mouvement et de la rupture de la symétrie. Elles sont un exemple de l’influence du
bord libre à l’avant du tissu, dont l’existence suffirait à déclencher la migration [HS17] 1.
Sa présence peut en effet induire une variation des contraintes au sein de l’épithélium et

1. Il y aurait même un adage selon lequel « un épithélium ne tolère pas un bord libre » [HS17].
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briser la symétrie évoquée supra [Xi+19], à travers un couplage entre la courbure locale
du bord et l’agencement des filaments d’actine [LMT16].

La migration avec front libre a aussi la particularité de produire des ondes mécaniques
qui, naissant de la propagation de la déformation des cellules de tête, se déplacent dans
le sens inverse au mouvement [Tli+18 ; Xi+19]. Celles-ci sont par contre atténuées dans
les tissus à densité cellulaire importante. Combinée avec les différentes interactions et
l’activité cellulaires, cette densité peut même provoquer ce qui pourrait s’apparenter à une
« transition d’encombrement » (jamming transition en anglais), expression empruntée à la
théorie des milieux granulaires, durant laquelle l’agglutination des cellules les unes contre
les autres déclenche leur rigidification et ralentit progressivement leur déplacement [HS17 ;
Xi+19].

1.3. Bref état de l’art des modèles de migration cellulaire
collective existants

1.3.1. Modèle discret ou continu?

Il existe globalement deux approches pour modéliser les mouvements collectifs. La
première aborde le problème d’un point de vue de la mécanique discrète et s’attache à
modéliser le comportement individuel des cellules et leurs interactions [CR17 ; HS17 ;
AT19 ; Xi+19 ; Bea+22]. Elle permet de faire apparaître des effets collectifs et de relier les
ingrédients à l’échelle cellulaire avec les comportements émergents à l’échelle tissulaire. La
deuxième approche se base sur la mécanique des milieux continus ; c’est celle qui est adoptée
pour cette thèse. Elle est pertinente dans la mesure où, expérimentalement, il est possible
d’extraire des quantités mécaniques descriptives statistiquement homogènes et continues,
c’est-à-dire de négliger l’effet des fluctuations intrinsèques à la microstructure de l’épithélium
par rapport aux variables qui ont été moyennées sur un petit groupe représentatif de
cellules [Tli+18]. Ainsi, il est possible de procéder à une description locale du tissu, au
niveau de ces groupes cellulaires, via l’utilisation de variables tensorielles régulières en
espace et en temps, ce qui justifie la démarche [CD07 ; Gra+08] – elle est d’ailleurs déjà
largement employée dans la littérature pour décrire ce genre de systèmes [Sto84 ; GP93 ;
Fun93 ; Eri99 ; Eri01 ; Hum03 ; CD07 ; Mar+13 ; Tli+15 ; HS17 ; JGS18 ; AT19 ; Xi+19].
Notons enfin l’existence de formalismes généraux permettant de décrire des matériaux
actifs [Mar+13 ; JGS18] ou directement la dynamique des tissus [Tli+15].

1.3.2. Hypothèses et notations

Nous présentons une liste non exhaustive de modèles continus de mouvement collectif
dans les épithéliums, qui satisfont tous à un ensemble d’hypothèses :

(i) les tissus considérés sont assimilables à des fluides isothermes en couche mince : ce
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sont des milieux continus en grandes déformations dont l’épaisseur est supposée
négligeable devant la longueur caractéristique, de sorte que la migration puisse être
considérée bidimensionnelle ;

(ii) le système respecte les principes de base de la mécanique des milieux continus et est
à l’équilibre mécanique : la migration est très lente, de l’ordre du micron par minute,
donc l’inertie peut être négligée ;

(iii) la migration se fait indépendamment de la croissance, des divisions ou de la mort
des cellules ;

(iv) les effets mécaniques sont décorrélés des effets génétiques ;

(v) l’activité des cellules est suffisante pour qu’elles puissent se réarranger sans seuil de
déformation, et donc on peut négliger la contribution de la plasticité à la rhéologie.

Précisons que la température, n’est pas toujours constante au sein d’un organisme animal.
Seuls ceux dits homéothermes possèdent cette faculté de régulation interne, indépendam-
ment du milieu extérieur ; c’est ainsi le cas des mammifères et des oiseaux. Il est par
exemple bien connu que la température moyenne chez l’être humain avoisine les 37 ◦C, ce
qui permet aux cellules et aux protéines d’assurer leurs fonctions [Hum03]. Pour simplifier,
nous supposons donc que la température est uniforme.

Les hypothèses (ii) et (iii) se traduisent en équation sous la forme

div
�
ξσT

�
= f traction,

∂ ρs

∂ t
+ div(ρsv) = 0,

(1.1a)

(1.1b)

où σ est le tenseur des contraintes, f traction la force surfacique de traction, v la vitesse, ξ
l’épaisseur du tissu et ρs la masse surfacique des cellules. La première équation traduit
l’équilibre mécanique du mouvement dans un fluide en couche mince, d’épaisseur ξ, et la
seconde la conservation de la masse. Nous y reviendrons plus en détail dans les chapitres 2
et 4. Nous verrons en particulier dans la section 2.3 pourquoi le tenseur des contraintes
n’est pas forcément symétrique. Les pages xv à xix et l’annexe A fournissent une description
détaillée des notations utilisées dans ce document. En particulier, nous notons

.
ϕ := ∂ϕ

∂ t +
(v • ∇)ϕ la dérivée particulaire d’une quantité ϕ quelconque, définition que l’on généralise
naturellement aux champs de vecteurs et de tenseurs.

Dans la suite, les modèles sont présentés en spécifiant les choix qui ont été faits par les
différents auteurs quant aux expressions du tenseur des contraintes σ et de la traction
f traction, et à la forme de l’équation d’évolution de la polarité, le cas échéant.
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1.3.3. Modèles viscoélastiques

En modélisation mathématique pour la biologie, un large consensus s’est établi pour des
modèles mécaniques viscoélastiques, en particulier de type Maxwell pour les matériaux à
caractère fluide [Fun93 ; Cia03 ; Hum03 ; CD07 ; CV07 ; Éti+15 ; Clé+17 ; VCL20].

Sans doute un des modèles pour fluides viscoélastiques les plus emblématiques, le modèle
d’Oldroyd s’écrit [Old50 ; Sar16]

σ := 2η0D(v) +σe −Πδ,

λ
O
σe +σe = 2ηcD(v),

(1.2a)

(1.2b)

où σe est le tenseur des contraintes élastiques ou intercellulaires, Π la pression, δ la matrice
identité (cf. annexe A.1.2) et

O
σe := .

σe −∇v • σe − σe
• ∇vT une dérivée objective (voir

la section 2.2.2). Les paramètres E, η0, ηc et λ := ηc/E sont respectivement le module
d’élasticité effectif d’une cellule, la viscosité intracellulaire, la viscosité intercellulaire et
le temps de relaxation. Le tenseur D(v) := 1

2(∇v +∇vT) définit classiquement le tenseur
taux de déformation et σe/E représente les déformations élastiques. Lorsque l’on prend
η0 = 0, le modèle d’Oldroyd se réduit au modèle de Maxwell. Lorsque l’on prend λ= 0, il
se réduit aux équations de Navier-Stokes avec comme viscosité η0 +ηc.

Ce modèle peut servir à décrire la tendance des cellules à s’étirer en réponse à une
contrainte puis à revenir à leur forme de repos. Ce retour à la forme initiale est appelé
relaxation et s’opère sur une durée effective λ.

1.3.4. Brève introduction à la théorie des cristaux liquides nématiques

Une grande majorité des modèles de mouvement cellulaire collectif puisent leur origine
dans la théorie des gels actifs, qui elle-même généralise celle des cristaux liquides [Mar+13 ;
AT19 ; BM19]. Cette dernière fournit un cadre théorique permettant de construire des
équations de la mécanique des milieux continus couplant un paramètre d’ordre décrivant
le niveau de symétrie du système, comme expliqué dans la section 1.1.2, avec les champs
mécaniques usuels (vitesse, contrainte, etc.). L’objectif de cette section est de donner un
aperçu de la théorie des cristaux liquides nématiques, maintenant bien établie du point
de vue de la mécanique des milieux continus. Nous nous basons pour cela principalement
sur l’ouvrage très complet de GENNES et PROST [GP93, chapitres 1, 3 et 5], et en partie
sur celui de CHANDRASEKHAR [Cha92, chapitre 3]. D’autres présentations dans le cadre de
théories plus générales existent également [Sto84 ; Eri01]. Nous reviendrons brièvement
sur cette théorie dans la section 2.4.2.

Présentation générale

Un cristal liquide est un état de la matière intermédiaire entre les états solide cristallin
– dans lequel les positions et orientations des constituants (atomes, molécules ou autres)
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sont organisées de manière spatialement périodique – et liquide. Un matériau dans cet
état s’écoule comme un fluide et arbore des propriétés propres à un cristal, notamment
l’ordre périodique de certains degrés de liberté de position et d’orientation. On retrouve
par exemple de tels liquides dans les membranes cellulaires animales ou dans certaines
montres à affichage numérique.

Les cristaux liquides dits nématiques partagent certaines propriétés mécaniques avec les
cellules animales et, dans une certaine mesure, avec les épithéliums. Dans l’état nématique,
les constituants individuels sont répartis de manière désordonnée et sont en moyenne
parallèles les uns aux autres (figure 1.6) – de la même manière que les cellules alignent
leurs polarités – sans qu’aucun sens ne soit par contre privilégié. Ces cristaux sont le plus
souvent des objets allongés – c’est par exemple le cas des filaments polymériques, qui
peuvent être rigides ou flexibles, chaînés ou non – mais peuvent aussi se présenter sous
forme d’ellipses.

(a) État cristallin (b) État nématique (c) État isotrope

FIGURE 1.6. – Comparaison des états cristallin, nématique et isotrope. Reproduction de la
figure 1.1.1 dans [Cha92, chapitre 1].

L’orientation moyenne des molécules d’un cristal liquide nématique est représentée par
le vecteur p, appelé directeur et supposé unitaire, c’est-à-dire |p| = 1. À travers cette
contrainte, la théorie considère implicitement les molécules comme des bâtonnets rigides :
la distinction des extrémités des molécules n’est pas pertinente, de sorte que les rôles
joués par −p et p sont identiques. Mathématiquement, cela se traduit par une équation
d’évolution invariante par la transformation p 7→ −p. Dans le cadre qui nous intéresse, cela
est adapté pour la partie axiale de l’anisotropie des cellules, en l’occurrence leur forme,
mais pas pour la partie polaire représentée par le vecteur p, qui distingue l’avant et l’arrière
de la cellule

Aperçu du formalisme de la théorie des cristaux liquides

Dans un cristal liquide nématique, les molécules tendent à s’aligner localement, en
interagissant sur de courtes distances seulement [GP93, section 3.1.2]. Cet alignement se
crée au travers de forces de rotation d’autant plus importantes que les variations spatiales
du directeur, appelées distorsions, le sont. Ces forces sont issues d’une énergie potentielle,
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dite libre, de distorsion, notée Ψ, dont l’expression générale est donnée par [GP93, équation
(3.15)]

Ψ =
K1

2
(div p)2 +

K2

2
[p • (∇× p)]2 +

K3

2
|p × (∇× p)|2. (1.3)

où K1, K2 et K3 sont connues sous le nom de constantes d’élasticité de Frank (en J m−1).
Le premier terme pénalise les conformations dans lesquelles molécules s’organiseraient
en « éventail » (splay en anglais), le deuxième les torsions (twist en anglais) et le dernier
les courbures (bend en anglais) ; voir la figure 1.7. Pour simplifier, il est d’usage d’adopter

div p 6= 0

(a) Évasement – terme
en K1

p • (∇× p) 6= 0

(b) Torsion – terme en K2

p × (∇× p) 6= 0

(c) Courbure – terme en
K3

FIGURE 1.7. – Les trois types de configurations qui contribuent à l’énergie de distorsion
dans (1.3). Adaptation de la figure 3.1 dans [GP93, chapitre 3].

« l’approximation à une constante » [GP93, section 3.1.3.2], c’est-à-dire de supposer que
K1 = K2 = K3 = K, auquel cas l’expression de l’énergie de distorsion devient

Ψ =
K
2
|∇p|2 − K

2
div(∇p • p) +

K
2

div[(div p)p]. (1.4)

Les deux derniers termes sont équivalents à des termes de surface (après intégration par
parties) et sont pour cette raison négligés [GP93, équation (3.17)]. La force issue de cette
énergie est alors donnée par

f p := K∆p. (1.5)

Il est dès lors possible d’établir une équation d’évolution pour le directeur et de donner
une expression du tenseur des contraintes (voir [GP93, section 5.1]). Dans la théorie des
cristaux liquides nématiques, cela se fait à partir de considérations thermodynamiques, et
cela aboutit à des équations très générales, qui sont ensuite simplifiées au cas par cas. Une
équation d’évolution du directeur est alors de la forme [Mar+13, équation 42b]

λp
�
p − f p = 0, (1.6)

où
�
p := .

p− 1+a
2 ∇v • p+ 1−a

2 ∇vT • p est une dérivée objective paramétrée par une constante
a (voir la section 2.2.2). Il existe d’autres formes plus générales [GP93, équation (5.25)]
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mais nous nous cantonnerons à celle-ci. Le tenseur des contraintes correspondant est quant
à lui donné par [GP93, équation (5.42)] [Mar+13, équation (45a)]

σ = 2η0D(v) +σE +
1− a

2
f p ⊗ p − 1+ a

2
p ⊗ f p, (1.7)

où a est la constante qui paramétrise la dérivée
�
p et σE désigne le tenseur des contraintes

de Ericksen, défini par [GP93, équation (3.100)]

σE := −Πδ− K∇pT • ∇p. (1.8)

Dans la suite, tous les modèles présentés se basent sur ce formalisme et respectent donc la
structure des équations données dans cette section. Leur description se résumera dans la
plupart des cas à donner une expression de la résultante des forces volumiques f et des
forces de torsion f p.

1.3.5. Liens entre gels actifs et tissus biologiques

Les filaments de protéines (comme l’actine) qui composent le cytosquelette sont des
objets allongés plongés dans le cytoplasme. Lorsque la cellule se polarise, les fibres se
contractent et surtout s’alignent. Mais à la différence d’un cristal liquide, la cellule est un
matériau actif et peut réguler ses propriétés mécaniques ainsi que sa microstructure. Un tel
matériau est en général appelé gel actif [Mar+13]. Comme évoqué dans la section 1.2.1,
c’est la consommation d’ATP qui rend possible cette activité.

Si l’on assimile un tissu à son réseau de protéines sous-jacent, alors on peut le traiter
comme un gel actif, mais au prix de plusieurs simplifications : on ne tient pas compte
du fait que p est un vecteur dont le module peut varier, du fait que p et −p sont des
vecteurs différents, et du fait que les matériaux cellulaires peuvent avoir une plasticité
due aux réarrangements cellulaires. Moyennant ces simplifications, la plupart des modèles
de migration cellulaire collective de la littérature sont d’ailleurs une adaptation de la
théorie des gels actifs. Celle-ci adapte le formalisme des cristaux liquides aux gels actifs,
principalement via l’introduction d’un tenseur des contraintes actives de la forme [Mar+13,
équation (45b)]

σa := −µap ⊗ p, (1.9)

où µa est le coefficient de contrainte active. Dans le contexte tissulaire, on peut par exemple
estimer qu’il résulte de la contraction des filaments d’actine induite par les moteurs molécu-
laires. La grande particularité de ce nouveau terme est qu’il peut a priori adopter n’importe
quel signe, traduisant autant une contraction (µa < 0) qu’une distension (µa > 0). En
pratique, le signe de µa est fixé à l’avance, et le coefficient est majoritairement pris positif.

1.3.6. Modèle de Alert et Trepat (2019)

La revue [AT19] contient sans doute l’une des formes les plus générales qu’il est possible
de donner aux équations de la migration. Cette forme combine les théories des gels actifs
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et d’agrégation de TONER, TU et RAMASWAMY [TTR05 ; Mar+13]. Le modèle que nous
développons dans cette thèse est un cas particulier de celui présenté ici.

Équation de comportement de la polarité

C’est dans l’expression de la force polaire f p que transparaît le plus l’apport de la théorie
du mouvement collectif développée par TONER, TU et RAMASWAMY. Elle s’écrit [AT19,
section 3.5.2]

f p = −β
�
|p|2 + α

β

�
p +w∇ρs + K∆p, (1.10)

où β > 0 et α, w ∈ R. Lorsque α > 0, le premier terme représente une force toujours
orientée dans le sens opposé à la polarité dans le but de la faire tendre vers 0 : l’état
non-ordonné est stable. Au contraire, lorsque α< 0, son orientation est dictée par le signe
de |p|2 +α/β dans le but de faire tendre le système vers un état ordonné. Dans cet état
stable, la polarité a une norme constante égale à

p−α/β. Remarquons que si p = 0, alors
cette force disparaît encore même si α< 0, mais ce n’est a priori pas l’état privilégié par le
système, car instable. Le second terme couple la polarité au gradient de densité, et décrit
la tendance des cellules à se polariser dans la direction de plus forte variation de densité.
Par exemple, le cas w< 0 correspond à une fuite des régions denses. Le troisième terme
pénalise les variations spatiales de la polarité, comme expliqué dans la section 1.3.4.

Dans [AT19], l’équation d’évolution de la polarité (1.6) a également été généralisée, no-
tamment via l’ajout d’un terme source proportionnel à la vitesse. Elle prend la forme [AT19,
équation (13)]

λp

��
p + ā(div v)p

�
− f p = γv , (1.11)

où ā traduit un couplage supplémentaire de la polarité avec le taux local de croissance du
tissu, et γ fournit un terme d’alignement polarité-vitesse, en particulier pour les migrations
à vitesse uniforme.

Interactions intercellulaires

Le tenseur des contraintes décrit les interactions intercellulaires. Ici, il est toujours de la
forme (1.7) avec la partie active (1.9) en plus. ALERT et TREPAT définissent en particulier
un terme de pression de la forme [AT19, section 3.5.3]

Π :=
κ
2
(ρ2

s − (ρ∗s )2) +w(div p)ρ∗s −D
�

div(ρs∇ρs)−
1
2
|∇ρs|2

�

− α
2
|p|2 − β

4
|p|4 − K

2
|∇p|2, (1.12)

où κ et D sont deux constantes positives. Comme pour la polarité, le terme attaché à κ
pénalise les variations de la densité autour de la densité de référence ρ∗s , tandis que le terme
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associé à D pénalise les variations spatiales de la densité, qui tend donc à l’uniformiser à
travers le tissu. Remarquons que

p
D/κ est homogène à une longueur : l’introduction de ce

terme définit une longueur de corrélation de la densité. Les autres termes ont une origine
thermodynamique.

Interactions cellules-substrat

La force de traction f traction naît de l’interaction entre les cellules et le substrat, qui sert
de support à la migration. L’hypothèse la plus courante dans la littérature est que celle-ci
se compose de deux termes : la force active fap exercée par les cellules sur le substrat,
d’intensité fa et de direction p (en général on prend fa fixe et p de module variable, mais
le choix inverse est mathématiquement équivalent), et le frottement −kv du tissu avec le
substrat, où k est le coefficient de friction. Formellement, on a donc f traction = kv − fap.
Remarquons que cette relation fournit un autre terme d’alignement polarité-vitesse via
la l’équation d’équilibre mécanique (1.1a), qui peut entrer en contradiction avec celui
introduit dans la section 1.3.6. Dans [AT19], les auteurs évoquent un troisième terme dans
la force de traction, de la forme γ

.
p, qui serait une conséquence de l’ajout dans l’équation

d’évolution de la polarité du terme d’alignement mentionné.

Couplage avec la viscoélasticité

ALERT et TREPAT [AT19] complètent finalement le modèle simplement par l’ajout d’une
contribution viscoélastique σe au tenseur des contraintes, où σe est solution de (1.2b).
Pour être exact, ils ne considèrent qu’un modèle de Maxwell (pour lequel ηc = 0), mais un
modèle d’Oldroyd pourrait tout aussi bien convenir ici.

1.3.7. Modèle de Tlili et al. (2018)

TLILI et al. [Tli+18] ont proposé un modèle unidimensionnel simple pour tenter de
décrire phénoménologiquement la migration longue distance d’un épithélium dans un
canal. Celui-ci couple explicitement le tenseur des contraintes élastiques à la polarité dans
l’équation d’évolution de cette dernière, qui s’écrit alors

λp
.
p+ p = 1+mσe, (1.13)

où m est le coefficient de couplage. La constante 1 dans le second membre a été ajoutée pour
forcer une polarisation du tissu et ainsi assurer la création d’un mouvement. Une analyse
de stabilité linéaire montre que ce modèle est capable de prédire l’apparition d’ondes de
déplacement, en accord avec les observations expérimentales. La généralisation de cette
équation aux géométries bidimensionnelles n’est par contre pas immédiate, en raison des
natures tensorielles différentes du vecteur polarité et du tenseur des contraintes élastiques.
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1.3.8. Modèle de Marcq (2014)

MARCQ [Mar14] a également proposé un modèle unidimensionnel couplant viscoélas-
ticité et polarité, comme TLILI et al. [Tli+18], capable de prédire la propagation d’ondes
d’élasticité et de polarité, et pouvant potentiellement servir à expliquer l’apparition d’ondes
dans la migration cellulaire collective. Par rapport au modèle proposé par TLILI et al., les
équations ici proposées sont plus riches :

σ = η0
∂ v
∂ x
+σe +α

∂ p
∂ x

, (1.14a)

λ
.
σe +σe = ηc

∂ v
∂ x
− β∂ p
∂ x

, (1.14b)

λp
�
p+ p+ ζp

∂ p
∂ x
− K
∂ 2p
∂ x2

+ ν
∂ 4p
∂ x4

= γ
∂σe

∂ x
, (1.14c)

où α, β et γ sont les paramètres du couplage. En une dimension, la dérivée objective
�
p est

définie par
�
p := .

p− a ∂ v
∂ x p. Notons la présence de deux nouveaux termes ζp ∂ p

∂ x et ν ∂
4p
∂ x4 . Le

second terme a été introduit pour ajouter de la stabilité au système. Nous expliquerons le
premier dans la prochaine section.

1.3.9. Modèle de Banerjee et Marchetti (2019)

[BM19] prennent en compte, en plus de la viscoélasticité et de la polarité, la concentration
massique d’actomyosine (voir la section 1.2.1), représentée par le scalaire c et modélisée par
une équation de type diffusion-advection-réaction [BM19, équation (11)]. Cette nouvelle
variable permet de préciser le comportement de la contrainte active, a priori induite par la
myosine (voir la section 1.3.5) :

σa =
γcn

cn
∗ + cn

δ−µa(c)p ⊗ p, (1.15)

où la constante n > 1 indique le comportement coopératif au-delà d’une concentration
critique c∗, γ est l’intensité de la contrainte active isotrope et le coefficient de contrainte
activeµa est maintenant supposé dépendre de c (les auteurs n’en donnent pas une expression
explicite).

La concentration est également couplée à la polarité via un gradient, indiquant que les
cellules tendent à se polariser dans la direction de plus forte variation de concentration, ce
qui pourrait traduire une forme de plithotaxie, phénomène évoqué dans la section 1.2.2.
L’équation d’évolution de la polarité prend la forme suivante [BM19, équation (10)] :

λp
�
p + β(p • ∇)p − f p = w∇c, (1.16a)

f p = −α
�|p|2 − 1

�
p − K∆p, (1.16b)

18



1.4. Organisation de cette thèse

avec a = 0 dans l’expression de la dérivée objective
�
p et w > 0 le couplage polarité-

actomyosine. L’expression de la force polaire f p est un cas particulier de celle proposée
dans [AT19], présentée dans la section 1.3.6. Le paramètre α module la force de retour à
l’état stable polarisé |p|= 1. Déjà apparent dans le modèle précédent, le terme fortement
non linéaire β(p • ∇)p est similaire à celui obtenu dans la théorie des mouvements collectifs
de TONER, TU et RAMASWAMY, à la différence que dans cette dernière, la vitesse et la
polarité sont confondues. Dans ce contexte, les auteurs justifient sa présence par le besoin
de modéliser les processus pilotés par l’ATP.

Précisons finalement qu’ici le modèle de Kelvin-Voigt a été préféré au modèle de Maxwell,
ce qui, selon les auteurs, serait plus en accord avec les dernières expériences rhéologiques
réalisées [BM19, section 2.1].

Une version légèrement simplifiée de ce modèle a par exemple été appliquée dans [Not+16].
Une étude théorique du couplage entre polarité et concentration de protéines a été menée
dans [IM23], montrant un effet de stabilisation des déformations anisotropes subies par un
tissu. Citons enfin le modèle proposé par CZAJKOWSKI et al. [Cza+18] qui se base sur un
autre type de couplage, mêlant polarité et anisotropie de la forme des cellules, le but étant
de décrire ce qu’ils appellent la morphotaxie, c’est-à-dire la préférence des tissus à adopter
certains motifs plutôt que d’autres.

1.4. Organisation de cette thèse

1.4.1. Motivations

La figure 1.1 (a) montre un épithélium, tissu mince, migrant sur un substrat rectangulaire,
présentant un obstacle circulaire [Tli+20]. Initialement, les cellules sont confinées dans la
partie gauche du domaine. Quand elles sont relâchées, un peu à la manière d’un lâcher
de barrage (à des échelles temporelles et spatiales différentes), le tissu se polarise, ce qui
initie le mouvement dans la direction du bord libre, de gauche à droite. Quand les cellules
rencontrent l’obstacle, elles sont forcées à le contourner, ce qui crée des hétérogénéités dans
la migration, la rendant véritablement bidimensionnelle. Cette expérience est présentée en
détail dans le chapitre 11.

En rhéologie, cette expérience, dite de Stokes, du nom du physicien l’ayant imaginée
pour la première fois en 1850 [Sto50], permet de sonder les propriétés du matériau étudié
ou des modèles utilisés pour le décrire. Elle a par exemple été adaptée aux écoulements de
mousses, ce qui a permis d’en démontrer leur caractère visco-élasto-plastique [Che+11]. De
manière similaire, TLILI et al. ont montré [Tli+20] la compatibilité de leur expérience de
migration tissulaire autour d’un obstacle avec un modèle de Maxwell, qui décrit la rhéologie
de fluides viscoélastiques (voir la section 1.3.3). TLILI et al. ont même pu déterminer le
temps de relaxation viscoélastique correspondant à environ 70 min, qui est indépendant de
la taille de l’obstacle.

Cette expérience a été conçue en anticipant la présente thèse, avec déjà comme objectif
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la modélisation mathématique et numérique : elle est réalisée in vitro pour s’affranchir des
effets d’hétérogénéité génétique que l’on peut constater in vivo [Gui+15]. L’idée est de sépa-
rer ces deux difficultés, mécanique et génétique, qui se combinent lors de la morphogenèse.
Toujours dans cette optique de modélisation, l’expérience a été réalisée sur un domaine de
grande taille – un rectangle d’environ 4 mm sur 1 mm, avec un obstacle d’un rayon de l’ordre
de 200µm – pendant une longue durée (au moins 12 h). En conséquence, les quantités
mesurées présentent alors un bon rapport signal sur bruit, et sont donc suffisamment fiables
pour être utilisées dans des comparaisons avec des calculs numériques.

Dans cette thèse, nous abordons donc la modélisation mathématique de la polarité et
de la rhéologie des épithéliums sans tenir compte des effets génétiques. Nous cherchons
en particulier à modéliser cette expérience de migration tissulaire autour d’un obstacle.
Pour cela, nous construisons rigoureusement un modèle mathématique continu minimal de
migration cellulaire collective, comme cas particulier de celui présenté dans la section 1.3.6.
Ensuite, nous élaborons un algorithme de résolution numérique performant et adaptable
à tout type de géométries. Puis, nous l’appliquons à la géométrie autour d’un obstacle
circulaire, et démontrons finalement sa pertinence par des comparaisons qualitatives et
semi-quantitatives avec les données expérimentales in vitro.

1.4.2. Première partie : Modélisation continue

Dans le chapitre 2, nous mettons en place les outils de la mécanique des milieux continus
et de la thermodynamique qui nous permettront de construire un modèle de mouvement
collectif des cellules. Nous présentons un cadre thermodynamique [Sar24] plus puissant
que celui utilisé par les modèles présentés dans la section 1.3, permettant toujours d’obtenir
la conformité des équations aux principes généraux de la mécanique des milieux continus,
notamment le second principe de la thermodynamique. Nous présentons également la
théorie des contraintes de couples [HHD15] qui offre un cadre plus général que celle des
cristaux liquides ou des gels actifs pour décrire des fluides à microstructure. À cette théorie,
nous appliquons aussi le formalisme thermodynamique développé au préalable, proposant
ainsi une connexion inédite entre ces deux théories.

Dans le chapitre 3, nous construisons un modèle de migration cellulaire collective tri-
dimensionnel thermodynamiquement cohérent, aussi simple que possible, à partir des
théories présentées dans le chapitre 2. Il peut être vu comme un cas particulier de celui
présenté dans la section 1.3.6.

Dans le but de réaliser une approximation en couche mince rigoureuse du modèle
tridimensionnel, nous présentons dans le chapitre 4 un nouveau cadre théorique pour
l’analyse asymptotique d’équations décrivant les écoulements incompressibles de matériaux
non newtoniens. Ce cadre permet d’éviter certaines hypothèses mathématiques redondantes
et de réduire drastiquement le nombre de calculs formels fastidieux. Ce travail a donné
lieu à une publication [SCS23].

Les outils mis en place dans le chapitre 4 sont alors utilisés dans le chapitre 5 pour réduire
le modèle tridimensionnel construit précédemment en un système bidimensionnel moins
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coûteux à résoudre. Dans une démarche continuelle de simplification des procédés, nous
proposons également une analyse asymptotique a posteriori des lois de conservation et des
équations constitutives, établissant ainsi un cadre permettant de construire rigoureusement
des modèles bidimensionnels déjà moyennés en épaisseur et conformes aux principes de
la mécanique des milieux continus, à l’erreur de l’approximation en couche mince près.
Nous aboutissons finalement à deux problèmes, l’un incompressible comme cas d’étude
préliminaire, et l’autre compressible.

1.4.3. Deuxième partie : Résolution numérique du modèle

Le chapitre 6 introduit les méthodes de Galerkine discontinues [PE11] qui seront utilisées
pour discrétiser spatialement les équations obtenues dans la partie précédente. Nous
présentons leurs applications aux problèmes simples de transport et de diffusion, et au
problème moins évident de diffusion-advection-réaction. Pour les deux premiers problèmes,
nous proposons des estimations d’énergie continue et discrète en espace, dont une nouvelle
pour l’équation de diffusion. Nous montrons par contre qu’il n’est pas possible d’obtenir
d’estimation équivalente pour le dernier problème sans couplage avec d’autres équations.

Dans le chapitre 7, nous discrétisons ensuite en espace les problèmes posés dans la partie
précédente, et en proposons des estimations d’énergie continue et discrète en espace pour
le modèle incompressible, et seulement continue pour le modèle compressible.

Nous consacrons enfin le chapitre 8 à la discrétisation en temps des équations discrétisées
en espace. Nous utilisons pour cela des méthodes de fomulation de différentiation à l’envers
(Backward Differentiation Formula, ou BDF) [HWN93] et nous présentons une stratégie
connue pour garantir au niveau discret la positivité de la densité, combinant de manière
inédite les méthodes BDF adaptatives (A-BDF) [Fre98] et un limiteur de positivité [Zha17].

1.4.4. Troisième partie : Comparaisons des calculs numériques et des
expériences

Dans le chapitre 9, nous détaillons l’implémentation pratique de l’algorithme de résolution
numérique, puis validons le schéma numérique proposé en vérifiant l’ordre de convergence
des solutions approchées vers des solutions connues.

Le chapitre 10 est dédié à l’exploration numérique du modèle sur bande avec obstacle et
sur disque. Nous y étudions la sensibilité du modèle au maillage, le rôle des paramètres
et montrons la diversité et la complexité des comportements que le modèle est capable
de produire, comme par exemple des dissymétries haut/bas et amont/aval relativement à
l’obstacle ou un sursaut de la vitesse en aval de l’obstacle.

Dans le chapitre 11, nous procédons enfin aux comparaisons qualitatives et semi-quantitatives
avec les données produites sur l’expérience de migration autour d’un obstacle (voir la fi-
gure 1.1 (a)). Nous montrons en quoi notre modèle est capable de décrire la migration
d’un tissu.
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Chapitre

2Cadre thermomécanique
théorique

Dans ce chapitre, nous mettons en place les outils de la mécanique des milieux continus
et de la thermodynamique qui nous permettront de construire un modèle de mouvement
collectif des cellules. Tout modèle issu de la mécanique des milieux continus commence avec
les lois de conservation – ici celles de la quantité de mouvement, de la masse, du moment
cinétique et de l’énergie (section 2.1). Ces lois traduisent les principes physiques fondamen-
taux de déformation et de mouvement, communs à tous les matériaux dits continus (dont
les fluides ou les tissus à certaines échelles). Le comportement spécifique de chaque milieu
est alors décrit au moyen d’équations dites constitutives, qu’il est possible d’obtenir à l’aide
d’outils thermodynamiques (section 2.2). Ceux-ci permettent la construction de modèles
cohérents du point de vue thermodynamique et limitent alors le rôle de la physique au
choix d’une énergie potentielle, dite libre ou de Helmholtz, et d’un potentiel de dissipation.
Nous présentons enfin dans la section 2.3 une extension de la mécanique des milieux
continus, connue sous le nom de théorie des contraintes de couple [Sto84] [HD11]. Celle-ci
suppose qu’en plus des forces habituelles, un volume élémentaire du milieu continu est
également soumis à des moments de forces, indépendants des premières forces évoquées,
en conséquence de quoi, le tenseur des contraintes de Cauchy n’est plus symétrique.
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2.1. Cadre de la mécanique classique des milieux continus

Cette section rappelle les lois de conservation de la mécanique des milieux continus (voir
par exemple [Sto84, chapitres 1 et 2], [BAH87, section 1.1] [GM95], [Sar16, chapitres 1 et
5] ou [Sar24, chapitre 1] pour connaître leur origine). Nous renvoyons à l’annexe A pour
le détail des notations adoptées et la définition exacte des opérateurs différentiels.

2.1.1. Position du problème

Nous considérons un tissu comme un milieu continu isotherme occupant, à tout instant
t > 0, un volume donnéB , vu comme une partie ouverte bornée de l’espace physique en
trois dimensions R3. Son évolution est suivie au travers de petits volumes élémentaires,
appelés volumes élémentaires représentatifs (VER) [Gra+08, section 4.1], dont la taille
est suffisamment grande devant les constituants individuels discrets (ici, les cellules) et
suffisamment petite devant l’échelle du matériau (ici, le tissu). Les mesures moyennes de
vitesse, de déformation, de masse volumique, etc., faites à cette échelle sont supposées
être caractéristiques du matériau continu et indépendantes des fluctuations provenant de
l’échelle discrète [Gra+08, section 4.1]. Dans le contexte des tissus, un VER est par exemple
un petit ensemble de cellules.

D’un point de vue mathématique, les VER sont assimilés à des points matériels localisés
par leurs centres de masse respectifs. Du point de vue expérimental, les VER sont des boîtes
fixes dans lesquelles sont entre autres mesurées la vitesse et la déformation des cellules qui
s’y trouvent à un instant donné (figure 2.1).

Dans cette thèse, nous adoptons la description eulérienne du mouvement du milieu,
c’est-à-dire que nous nous plaçons dans le référentiel, supposé Galiléen, d’un observateur
qui ne suit pas du regard les cellules au cours du temps, mais qui les regarde plutôt passer
en chaque point fixe de B à chaque instant (figure 2.1). Ces points fixes sont identifiés
par des coordonnées cartésiennes x = (x1, x2, x3) dans le repère R(O,δ1,δ2,δ3), où O est
l’origine et les δi, i ∈ {1,2,3}, sont les vecteurs unitaires de la base canonique de R3. La
description eulérienne est ici privilégiée car elle est plus adaptée aux matériaux en grandes
déformations [Sar24, page ix], éventuellement non bornées, comme ça peut être le cas des
tissus [Tli+15, section II.C.2].

La masse volumique, la vitesse et la contrainte sont notées, à un instant t > 0 et en un
point x ∈B , respectivement ρ(x , t), v(x , t) = (vi(x , t))16i63 et σ(x , t) = (σi j(x , t))16i, j63.
On note simplement ρ le champ de scalaires représentant la masse volumique, v le champ de
vecteurs représentant la vitesse et σ le champ de tenseurs représentant la contrainte, parfois
simplement appelé tenseur des contraintes (de Cauchy). Celui-ci encapsule l’ensemble des
forces dites surfaciques qui s’appliquent tout volume élémentaire. Si on note V ⊂ B un
un tel volume élémentaire et n le vecteur unitaire normal à la frontière de V , orienté vers
l’extérieur, alorsσT •n représente ces dites forces surfaciques qui s’appliquent sur la frontière
∂ V du volume élémentaire V [Sto84, section 2.5]. L’existence du tenseur de Cauchy est en
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FIGURE 2.1. – Agrégat de cellules embryonnaires aspiré à travers une constriction dans
un canal microfluidique. Les deux figures du haut illustrent la description
eulérienne : les vecteurs vitesse et les ellipses de déformation ne sont pas at-
tachés aux cellules. Les trois figurent du bas illustrent au contraire l’approche
lagrangienne : les cellules sont suivies individuellement. Extrait de [TGD22,
figure 4].
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réalité un résultat mathématique établi par Cauchy [Sto84, section 2.5] [Sar24, proposition
1.11], que nous admettons.

Dans la suite, chacun de ces champs est supposé suffisamment régulier pour que les
opérations classiques de calcul différentiel et intégral puissent leur être appliquées.

2.1.2. Loi de conservation de la masse

La loi de conservation de la masse s’écrit localement [Sto84, section 1.8] [BAH87, section
1.1a] [Sar24, théorème 1.1]

∂ ρ

∂ t
+ div(ρv) = 0, dansB × ]0,+∞[. (2.1)

2.1.3. Loi de conservation de la quantité de mouvement

La loi de conservation de la quantité de mouvement s’écrit localement [Sto84, section
2.6] [BAH87, section 1.1b] [Sar24, théorème 1.2]

ρ

�
∂ v
∂ t
+ (v • ∇)v

�
− div

�
σT
�
= f , dansB × ]0,+∞[, (2.2)

où f représente la résultante des forces volumiques. Cette loi généralise la deuxième loi du
mouvement de Newton, ou principe fondamental de la dynamique, aux milieux continus.
Elle est uniquement valable dans des référentiels galiléens (voir [Sar24, remarque 1.5]).
Elle traduit l’égalité entre les variations temporelles de la quantité de mouvement ρv et la
résultante des forces s’appliquant sur le système, ici représentée par la somme des forces
surfaciques et volumiques, soit div(σT) + f .

2.1.4. Loi de conservation du moment cinétique

En mécanique classique des milieux continus, la loi de conservation du moment cinétique
se traduit par la symétrie du tenseur des contraintes, soit σT = σ [Sar24, proposition 1.15].
Nous verrons dans la section 2.3 une forme plus générale, pour laquelle cette propriété
n’est plus satisfaite.

2.1.5. Principes de la thermodynamique et inégalité de Clausius-Duhem

À ces lois de conservation se rajoutent les deux principes de la thermodynamique que
sont la conservation de l’énergie et le second principe de la thermodynamique [Sto84,
sections 2.8 et 2.9] [BAH87, section 1.1c] [Sar24, section 1.4]. Les équations constitutives
développées dans la section 2.2 sont obtenues directement à partir de ces deux lois, de
sorte qu’elles satisfassent automatiquement le second principe. Une expression équivalente
de ce second principe, plus commode pour la construction des lois de comportement,
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est l’inégalité de Clausius-Duhem, qui s’écrit localement à température uniforme [Sto84,
section 2.9] [Sar24, corollaire 1.20]

− ρ .
Ψ +σ : D(v)> 0, dansB × ]0,+∞[, (2.3)

où Ψ désigne l’énergie libre spécifique de Helmholtz (voir [Sar24, définition 1.18]), D(v) :=
sym(∇v) le tenseur taux de déformation, défini comme la partie symétrique du gradient de
vitesse (voir la définition A.1.11), et

.
ϕ := ∂ϕ

∂ t +(v • ∇)ϕ la dérivée particulaire ou matérielle
d’une quantité ϕ quelconque, définition que l’on généralise naturellement aux champs
de vecteurs et de tenseurs. Cette dernière se généralise aux vecteurs et aux tenseurs par
application composante par composante.

2.2. Conception thermodynamique classique des lois de
comportement

Les principes de base de la mécanique classique des milieux continus ont été exposés dans
la section précédente. Ceux-ci se traduisent par 4 équations scalaires et une inéquation,
une avec la loi de conservation de la masse (2.1), trois avec la loi de conservation de
la quantité de mouvement (2.2) et une avec l’inégalité de Clausius-Duhem (2.3). Ces
équations réunissent au total 11 inconnues scalaires, une avec la masse volumique ρ, trois
avec la vitesse v , six avec le tenseur des contraintes σ – puisqu’il est ici symétrique – et une
avec l’énergie libre Ψ. On a donc deux fois plus d’inconnues que d’équations : le système est
sous-déterminé. Comme évoqué en introduction, ces équations sont communes à tous les
milieux continus, il est donc nécessaire de spécifier le comportement du matériau étudié.
Mathématiquement, cela revient à formuler des équations constitutives, qui expriment par
exemple une relation entre le tenseur des contraintes et le gradient de vitesse.

La construction de ces équations constitutives ne saurait être purement phénoménolo-
gique ou empirique. Elle doit suivre un ensemble de principes physiques. ERINGEN dans
[Eri80, section 5.3] énonce huit axiomes à respecter pour écrire des équations constitutives
physiquement et mathématiquement acceptables. Nous ne les citons pas tous ici, car certains
sont soit triviaux, soit peu pertinents dans le cadre de cette thèse. Parmi eux, nous retenons
les axiomes d’objectivité et d’admissibilité. Le premier demande à ce que les équations
constitutives soient indépendantes du référentiel choisi pour les exprimer [Eri80, axiome
(iv)] [Sar24, postulat 2.1] ; le second à ce qu’elles soient soumises aux principes de base de
la mécanique des milieux continus [Eri80, axiome (viii)], c’est-à-dire aux lois introduites
dans la section précédente, en particulier le second principe de la thermodynamique, ici
traduit en équation par l’inégalité de Clausius-Duhem.

La section 2.2.1 présente la théorie des matériaux standards généralisés (restreinte au
cas isotherme) [HS75] [Sar16, section 5.3] qui permet de construire, sous l’hypothèse des
petites déformations, des équations constitutives automatiquement admissibles, au sens
de l’axiome d’admissibilité. Les trois sections suivantes étendent cette théorie aux grandes
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déformations. La section 2.2.2 revient sur l’axiome d’objectivité, et introduit les dérivées
en temps objectives et le tenseur de déformation de Hencky. La section 2.2.3 énonce le
théorème d’Edelen, qui pose un cadre de résolution des inégalités fonctionnelles. Enfin, la
section 2.2.4 donne la forme générale, abstraite, des équations constitutives, sur laquelle
nous nous appuierons pour construire notre modèle de tissus.

2.2.1. Matériaux standards généralisés

Hypothèse des petites déformations

L’hypothèse des petites déformations consiste à considérer le gradient du champ de
déplacement d comme petit, c’est-à-dire à supposer que |∇d| � 1. En conséquence, tout
tenseur de déformation [Sar24, définition 3.3] peut être approché au premier ordre par le
tenseur de déformation linéarisé ε := D(d) [Sar24, remarque 3.7].

En outre, toujours dans le cadre de cette hypothèse, le terme d’advection dans la dérivée
particulaire peut également être négligé, soit

.
ϕ ≈ ∂ϕ

∂ t , quel que soit le champ scalaire ϕ. En
particulier,

.
ε = D(v) représente donc le tenseur taux de déformation.

Définition

Un matériau standard généralisé est un milieu continu en petites déformations com-
plètement caractérisé par la données de deux fonctionnelles : (i) l’énergie libre Ψ(X ),
supposée différentiable (voir l’annexe B.3) et (ii) le potentiel de dissipation Φ(

.X ), une
fonction convexe à valeurs réelles positives et nulle lorsque

.X = 0, où X = (X1, . . . ,Xm)
constitue un ensemble de m> 1 variables d’état du système thermodynamique, appelées
variables thermodynamiques internes. Dans le cas isotherme, la première variable ther-
modynamique interne est toujours le tenseur de déformation linéarisé, soit X1 = ε. Les
équations constitutives d’un tel matériau s’écrivent alors

σ − ρ∂Ψ
∂ ε
∈ ∂.εΦ, (2.4a)

−ρ ∂Ψ
∂Xi

∈ ∂ .X i
Φ, i = 2, . . . , m, (2.4b)

où ∂ .X i
Φ le sous-différentiel de Φ par rapport à

.X i (cf. définition B.4.4). Lorsque Φ est

différentiable par rapport à
.X i, le symbole ∈ peut être remplacé par une simple égalité.

L’annexe B.3 détaille les notations utilisées pour les différentielles et fournit quelques
rappels utiles à leur sujet. En combinant ces équations constitutives aux lois de conservation
présentée dans la section 2.1, nous avons maintenant autant d’équations que d’inconnues,
à savoir m+ 2.

Un matériau standard généralisé est par construction admissible ; il vérifie en particulier le
second principe de la thermodynamique [Sar16, théorème 5.5], ce qui est une conséquence
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directe des hypothèses formulées sur le potentiel de dissipation. Notons que la réciproque
n’est pas vrai : un potentiel de dissipation ne doit pas nécessairement être convexe pour
garantir le second principe [Sar24, remarque 4.4] ; le théorème 2.2.7 d’Edelen en donne
les conditions nécessaires et suffisantes. Cependant, l’hypothèse des petites déformations
n’est pas vérifiée par la plupart des fluides, en particulier les tissus qui nous intéressent.
Nous proposons donc d’explorer à partir de la section 2.2.2 un cadre théorique plus général
qui permettra de sortir de cette hypothèse.

Exemple d’application : équations de Navier-Stokes incompressibles

Dans cet exemple, nous considérons un fluide incompressible, c’est-à-dire vérifiant la
loi de conservation de la masse (2.1), avec une densité constante, ou encore vérifiant la
contrainte div v = trD(v) = 0. Au sein de ce cadre théorique, les équations de Navier-Stokes
incompressibles sont obtenues en choisissant une seule variable thermodynamique interne,
le tenseur de déformation linéarisé, une énergie libre nulle et un potentiel de dissipation
sous la forme

Φ(D) = Iker tr(D) +η|D|2, (2.5)

où η > 0 est la viscosité du fluide et Iker tr représente l’indicatrice du noyau de la trace,
au sens de l’analyse convexe, introduite dans la définition B.4.6. C’est elle qui impose
la contrainte d’incompressibilité, puisque cette fonction vaut +∞ dès lors que trD(v) =
div v 6= 0. Remarquons que cette fonction n’est pas différentiable, donc Φ ne l’est pas non
plus.

À l’aide des équations de la théorie des matériaux standards généralisés (2.4) et de la pro-
position B.4.5, caractérisant la sous-différentielle de Iker tr, sous l’hypothèse que trD(v) = 0,
on obtient l’expression du tenseur des contraintes pour notre fluide incompressible, à savoir

σ = −Πδ+ 2ηD(v), (2.6)

où δ est la matrice identité (cf. annexe A.1.2). D’après la proposition B.4.5, la pression Π
qui vient d’être introduite agit comme un multiplicateur de Lagrange pour la contrainte
d’incompressibilité. Elle correspond également bien à la pression physique, puisque Π=
−1

3 trσ.
En combinant les lois de conservation de la masse (2.1) et de la quantité de mouve-

ment (2.2) et l’équation (2.6), on obtient alors les équations de Navier-Stokes incompres-
sibles : �

div v = 0,

ρ
.
v −η∆v +∇Π= f .

Remarquons que ce modèle vérifie bien le second principe de la thermodynamique puisque
−ρ .
Ψ +σ : D(v) = 2η|D(v)|2 > 0, donc l’inégalité de Clausius-Duhem (2.3) est vérifiée.
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2.2.2. Objectivité

L’axiome d’objectivité demande à ce que les équations constitutives ne soient pas affectées
par un changement de référentiel, ou plus formellement, à ce qu’elles ne dépendent que
de variables thermodynamiques internes objectives et qu’elles ne fassent appel qu’à des
dérivées en temps objectives. Tandis que les tenseurs de déformation linéarisé ε et taux de
déformation D(v) sont objectifs [Sar24, propositions 2.8 et 2.15], la dérivée particulaire
appliquée à des champs vectoriels ou tensoriels ne l’est pas sans l’hypothèse des petites
déformations [Sar24, proposition 2.5].

Ainsi, si les variables thermodynamiques internes sont à valeurs vectorielles ou tenso-
rielles, le potentiel de dissipation ne peut pas dépendre de leurs dérivées particulaires, au
risque de violer le principe d’objectivité. De même, il est nécessaire de trouver une autre
mesure de la déformation, puisque

.
ε 6= D(v) sans l’hypothèse des petites déformations.

Dérivées en temps objectives

Toute une famille de dérivées en temps objectives, prenant en compte les rotations et
déformations du milieu, ont été proposées. Elles sont appelées les

Définition 2.2.1 – Dérivées de Gordon-Schowalter
Les dérivées de Gordon-Schowalter d’un champ de vecteurs p et d’un champ de tenseurs
symétriques τ sont respectivement définies par [Sar24, définitions 2.9, 2.18 et 2.20]

�
p = .

p − (W(v) + aD(v)) • p (2.7a)

et
�
τ= .

τ− 2 sym[(W(v) + aD(v)) • τ], (2.7b)

où a ∈ R est un paramètre, souvent restreint à l’intervalle ]−1,1[, et W(v) = skw(∇v)
est le tenseur taux de vorticité, défini comme la partie antisymétrique du gradient de
vitesse (cf. définition A.1.12).

Ces dérivées sont plus souvent rencontrées lorsque a ∈ {−1,0, 1} :
– Cas a = −1 : aussi appelée dérivée convectée inférieure, elle s’écrit

4
p := .

p +∇v • p, (2.8aa)
4
τ := .

τ+∇v • τ+τ • ∇vT; (2.8ab)

– Cas a = 0 : aussi appelée dérivée corotationnelle ou de Zaremba-Jaumann, elle s’écrit

◦
p := .

p −W(v) • p, (2.8ba)
◦
τ := .

τ−W(v) • τ+τ • W(v); (2.8bb)
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– Cas a = 1 : aussi appelée dérivée convectée supérieure, elle s’écrit

O
p := .

p −∇v • p, (2.8ca)
O
τ := .

τ−∇v • τ−τ • ∇vT. (2.8cb)

Proposition 2.2.1 – De la dérivée particulaire à la corotationnelle

Soient p un champ de vecteurs et τ un champ de tenseurs symétriques.

(i) Pour tout champ de vecteurs q colinéaire à p, on a

.
p • q =

◦
p • q . (2.1)

(ii) Pour tout champ de tenseurs ζ commutant avec p, c’est-à-dire tel que τ •ζ = ζ •τ,
on a .

τ : ζ=
◦
τ : ζ. (2.2)

Démonstration.

(i) Par hypothèse, on peut écrire q = kp, k ∈ R. Alors, par définition (2.8ba) de la
dérivée corotationnelle, on a

◦
p • q = .

p • q − (W(v) • p) • q
= .

p • q − kW(v) : (p ⊗ p).

On conclut avec la proposition A.1.2 en remarquant que W(v) est antisymétrique par
construction et que p ⊗ p est symétrique.

(ii) Par définition (2.8bb) de la dérivée corotationnelle, on a

◦
τ • ζ= .

τ • ζ− (W(v) • τ) : ζ+ (τ • W(v)) : ζ. (*.1)

Il suffit donc de montrer que les deux derniers termes s’annulent. D’après la pro-
priété A.1.1, on peut regrouper ces termes, par symétrie de τ, comme suit :

− (W(v) • τ) : ζ+ (τ • W(v)) : ζ=W(v) :
�
τ • ζ− ζ • τ

�
= 0, (*.2)

puisque les deux matrices commutent.

�
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Tenseur de déformation de Hencky

Les dérivées objectives précédemment introduites peuvent être substituées aux dérivées
particulaires des variables thermodynamiques internes vectorielles ou tensorielles dans
l’expression du potentiel de dissipation, telle que donnée dans la section 2.2.1. La seule
exception concerne le tenseur de déformation linéarisé ε, qui ne peut être utilisé pour
les grandes déformations, bien qu’objectif. Il doit donc être remplacé par un autre. Ce
tenseur de substitution doit alors vérifier trois propriétés qui feront de lui une mesure
de la déformation : (i) il doit pouvoir être approché au premier ordre par le tenseur de
déformation linéarisé, (ii) il doit être objectif et (iii) le tenseur taux de déformation D(v)
doit pouvoir s’exprimer comme une dérivée objective de celui-ci. Une possibilité est alors
de considérer le tenseur de déformation de Green-Lagrange E := ε+ 1

2∇d • ∇dT [Sar24,
définition 3.2]. Ce tenseur vérifie les deux premières propriétés [Sar24, proposition 3.5 et
remarque 3.7] mais pas la troisième. En réalité, seul un tenseur vérifie toutes ces propriétés
à la fois ; il s’agit du tenseur de déformation de Hencky.

Théorème 2.2.2 – Tenseur de déformation de Hencky

Le tenseur de Hencky h := 1
2 log(δ + 2E) est objectif et est l’unique tenseur de

déformation à partir duquel il est possible d’exprimer le tenseur taux de déformation

comme une dérivée objective d’un tenseur de déformation. Celle-ci se note
◦
h(log) =

D(v) et vérifie (
◦
h(log) − .

h) :τ= 0 pour toute matrice τ commutant avec h. De plus,
h ≈ ε au premier ordre.

Remarque 2.2.I – Définition de la dérivée objective
◦
h(log) : Nous ne donnons pas une expres-

sion explicite de
◦
h(log) car nous n’en aurons pas besoin pour la suite. Une définition est

donnée par le théorème 3.1 dans [Sar24].

Démonstration. Dans [Sar24], l’objectivité est montrée par la proposition 3.5, l’existence
de la dérivée objective par le théorème 3.1, le calcul par le corollaire 3.27 et l’approximation
au premier ordre par la remarque 3.7. �

Objectivité de l’énergie libre et du potentiel de dissipation

Avoir des dérivées et des variables thermodynamiques internes objectives ne suffit pas
pour obtenir des équations constitutives objectives si l’énergie libre et le potentiel de
dissipation ne préservent pas cette propriété, étant donné que ces équations sont directement
construites à partir des expressions de leurs différentielles (voir [Sar24, section 2.5] pour
une présentation détaillée).

Une autre propriété que l’on peut demander à l’énergie libre est d’être isotrope relative-
ment à chacune des variables thermodynamiques internes, c’est-à-dire d’être invariante
par changement de base orthogonale de ses arguments (voir [Sar24, section 2.7] pour une
présentation détaillée). En pratique, cela impose à l’énergie libre de ne dépendre que des
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invariants des variables thermodynamiques internes, et de leurs combinaisons possibles
(voir [Eri80, annexe B] pour une liste très complète d’invariants ou [Sar24, remarques 2.37
et 2.44] pour connaître les principaux). Parmi eux, citons les normes au carré et les traces
des différentes puissances d’une matrice.

Enfin, citons deux implications importantes de l’objectivité et de l’isotropie, qui seront
notamment utilisées dans les sections 2.2.3 et 2.4.1.

Proposition 2.2.3 – Fonction objective isotrope dépendant d’un vecteur

Si l’énergie libre dépend d’une variable thermodynamique interne vectorielle, alors
elle est objective et isotrope par rapport à cette variable si, et seulement si, elle ne
dépend que de la norme au carré de cette variable. De plus sa différentielle par
rapport à cette variable est colinéaire à celle-ci.

Démonstration. Voir [Sar24, proposition 2.43]. �

Proposition 2.2.4 – Fonction objective isotrope dépendant d’une matrice

Si l’énergie libre dépend d’une variable thermodynamique interne matricielle et est
objective et isotrope par rapport à cette variable, alors sa différentielle par rapport à
cette variable commute avec celle-ci.

Démonstration. Voir [Sar24, théorème 2.2]. �

Théorème 2.2.5 – Énergie libre et tenseur de Hencky

Si l’énergie libre est objective et isotrope, alors sa différentielle par rapport au tenseur
de Hencky commute avec celui-ci.

Démonstration. Voir [Sar24, théorème 3.2]. �

2.2.3. Décomposition d’Edelen

Maintenant que tous les outils pour construire des équations objectives sont en place, il
ne manque plus qu’à montrer que la structure des équations constitutives (2.4) présentée
dans la section 2.2.1 est préservée par passage aux grandes déformations.

Pour cela, nous notons encore X = (X1, . . . ,Xm) un ensemble de m > 1 variables
thermodynamiques internes, représentant l’état thermodynamique du matériau. Dans le
cas isotherme en grandes déformations, la première variable thermodynamique interne
est cette fois le tenseur de déformation Hencky, soit X1 = h. On peut alors formellement
calculer la dérivée en temps de l’énergie libre.
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Lemme 2.2.6 – Dérivée en temps de l’énergie libre

Si l’énergie libre Ψ est objective et isotrope par rapport à chacune des variables
thermodynamiques internes Xi, 16 i 6 m, alors

.
Ψ =

∂Ψ

∂ h
: D(v) +

m∑
i=2

­
∂Ψ

∂Xi
,
◦X i

·
, (2.3)

où l’on a noté 〈·, ·〉 le crochet de dualité et
◦
ϕ := .

ϕ la dérivée corotationnelle d’une
fonction scalaire pour rester général.

Démonstration. D’après le théorème B.3.2 de dérivation des fonctions composées, on a

.
Ψ =

m∑
i=1

­
∂Ψ

∂Xi
,
.X i

·
=
∂Ψ

∂ h
:
.
h+

m∑
i=2

­
∂Ψ

∂Xi
,
.X i

·
. (*.1)

Comme l’énergie libre est objective et isotrope, ∂Ψ∂Xi
est colinéaire à Xi si Xi est un champ

de vecteurs, d’après la proposition 2.2.3, ou ∂Ψ
∂Xi

commute avec Xi si Xi est un champ de
tenseurs symétriques, d’après la proposition 2.2.4. On conclut avec la proposition 2.2.1 et
les théorèmes 2.2.2 et 2.2.5. �

En injectant (2.3) dans l’inégalité de Clausius-Duhem (2.3), on obtient

�
σ − ρ∂Ψ

∂ h

�
: D(v)−

m∑
i=2

­
ρ
∂Ψ

∂Xi
,
◦X i

·
> 0. (2.4)

Cette inégalité peut alors être mise sous une forme plus compacte comme suit :

〈J ,Z〉> 0, (2.5)

où

J =
�
σ − ρ∂Ψ

∂ h
,
�
−ρ ∂Ψ
∂Xi

�

26i6m

�
, (2.6a)

et Z =
�

D(v),
� ◦X i

�
26i6m

�
(2.6b)

désignent respectivement les flux et forces thermodynamiques [Eri99, section 2.4][Mar+13,
page 21]. Le produit 〈J ,Z〉 est appelé dissipation. Le théorème d’Edelen est un résultat
permettant de résoudre ce type d’inéquations.
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Théorème 2.2.7 – Théorème d’Edelen

Soit (X i)16i6m une famille de m> 1 espaces vectoriels préhilbertiens de dimension
finie, respectivement munis des produits scalaires (· | ·)i pour tout i = 1, . . . , m. On
note X := X1× . . .×Xm l’espace produit muni du produit scalaire (Y |Z ) :=

∑m
i=1(Yi |

Zi), quels que soient Y = (Y1, . . . ,Ym) et Z = (Z1, . . . ,Zm) dans X, avec Yi,Zi ∈ X i

pour tout i = 1, . . . , m. Soit enfin E un espace vectoriel quelconque.
Soient Z ∈ X, X ∈ E et J : X × E→ X une application continûment différentiable
sur X et continue sur E. Alors l’inégalité

(J (Z ,X ) | Z )> 0 (2.7)

est satisfaite si, et seulement si, il existe une application Φ: X × E → R+ vérifiant
Φ(0, ·) ≡ 0, et une application W : X × E → X vérifiant (W (Z ,X ) | Z ) = 0 et
W (0, ·)≡ 0, telles que

Ji(Z ,X )−Wi(Z ,X ) ∈ ∂Zi
Φ(Z ,X ), i = 1, . . . , m. (2.8)

De plus, W est unique, tandis que Φ est unique à une constante près.

Remarque 2.2.II – Principe d’Onsager : La plupart des modèles vérifient le principe de
symétrie d’Onsager-Edelen [Eri99, section 2.4] [Mar+13, page 21] [Sar24, section 4.3], ou
simplement principe d’Onsager, qui impose en plus les relations de symétrie suivantes :

∂Ji

∂Z j
=
∂J j

∂Zi
, 16 i, j 6 m. (2.9)

Si on suppose que Φ est de classe C 2 et que W est de classe C 1 sur X, alors ces relations
de symétrie sont satisfaites si, et seulement si, W = 0 [Sar24, théorème 4.2]. Dans la suite,
nous supposerons donc toujours que W = 0.

Démonstration. Voir [Ede74, théorème 1 page 124] ou [Sar24, lemme 4.2]. �

2.2.4. Forme abstraite des équations constitutives

D’après le théorème 2.2.7 d’Edelen, et en tenant compte de la remarque 2.2.II, l’in-
équation (2.5) est vérifiée si, et seulement si il existe une application Φ(Z ,X ) vérifiant
Φ(0, ·)≡ 0, appelée potentiel de dissipation, telle que

σ − ρ∂Ψ
∂ h
∈ ∂D(v)Φ

h
D(v), (

◦X i)26i6m,X
i
, (2.10a)

−ρ ∂Ψ
∂Xi

∈ ∂ ◦X i
Φ
h
D(v), (

◦X i)26i6m,X
i
, i = 2, . . . , m. (2.10b)
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Remarquons que ces équations ont une structure très similaire à celles issues de la théorie
des matériaux standards généralisés (2.4). Les différences viennent essentiellement de
l’axiome d’objectivité, avec notamment l’utilisation des dérivées objectives et du tenseur
de Hencky. Notons également la dépendance du potentiel de dissipation aux variables
thermodynamiques internes X ; celle-ci est optionnelle. Au contraire, on peut montrer que
l’énergie libre ne peut en aucun cas dépendre des forces thermodynamiques Z [Sar24,
théorème 4.1].

2.3. Théorie des contraintes de couple

2.3.1. Motivation

Comme expliqué dans les sections 1.1.2 et 1.2.2, les cellules présentent la capacité
d’aligner localement leurs polarités, comme des sardines s’orienteraient dans la même
direction que leurs voisines dans un banc. La taille à laquelle cet alignement s’opère
s’appelle longueur de cohérence ; au-delà, les cellules n’interagissent plus. Pour créer cet
alignement, les cellules peuvent être amenées à exercer des couples, à l’aide de rotations
se produisant à une échelle microscopique, relativement à la taille du tissu, que nous
appellerons microrotations. De ce point de vue, les tissus sont des milieux continus dont
l’échelle microscopique peut influer de manière non négligeable sur le comportement
macroscopique. A priori, la mécanique classique des milieux continus ne permet pas de
prendre en compte ces échelles de longueur.

Au premier abord, la polarité s’inscrira dans le modèle comme variable thermodynamique
interne dont il faudra déterminer l’équation d’évolution, c’est-à-dire comme l’un des Xi

pour i = 2, . . . , m, définis précédemment. Ainsi, mathématiquement, l’existence de cette
longueur de cohérence se traduira par la présence d’un laplacien dans l’équation d’évolution
de la polarité. Or, le cadre théorique développé jusqu’à présent ne permet pas l’introduction
de laplaciens dans les équations constitutives (puisque l’énergie libre ne peut a priori pas
dépendre du gradient des variables thermodynamiques), il est donc nécessaire de l’étendre
pour pouvoir contrevenir à ces limitations.

Motivés par la théorie des cristaux liquides (section 1.3.4) et des gels actifs (section 1.3.5),
nous introduisons brièvement ici la thermodynamique faiblement non-locale [Grm93] qui,
combinée à la théorie des contraintes de couples présentée plus loin, nous amènera à notre
objectif.

2.3.2. Thermodynamique faiblement non-locale

Nous expliquons dans cette section comment il est possible d’introduire une dépendance
de l’énergie libre au gradient d’une variable thermodynamique interne vectorielle dans le but
de faire apparaître un laplacien dans l’équation constitutive associée à cette variable. Nous
montrons également pourquoi l’équation constitutive ainsi construite échoue à satisfaire
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le second principe de la thermodynamique dans le cadre de la théorie classique de la
mécanique des milieux continus.

Nous considérons un fluide dont l’état thermodynamique peut être décrit par le tenseur
de Hencky et un champ vectoriel p, c’est-à-dire X1 = h et X2 = p avec les notations de
la section précédente. Nous supposons en plus que le gradient de γ :=∇p est aussi une
variable thermodynamique interne, indépendante de p ; on note alors X3 = γ. L’objectif
ici est de pouvoir construire une équation constitutive pour p prenant en compte ses
variations spatiales, c’est-à-dire faisant intervenir son laplacien. Si on applique directement
le section 2.2.4, on obtient l’existence d’un potentiel de dissipation Φ= Φ(D(v),

◦
p,
◦
γ) qui

dépend en particulier de la dérivée corotationnelle de γ et que l’on suppose différentiable
par commodité. D’après (2.10b), on a donc

∂Φ

∂
◦
p
+ ρ
∂Ψ

∂ p
= 0, (2.11a)

∂Φ

∂
◦
γ
+ ρ
∂Ψ

∂ γ
= 0. (2.11b)

Ainsi, la théorie classique aboutit à deux équations constitutives, dont une pour γ :=∇p,
et non pas à une seule comme on l’aurait voulu.

Une solution possible vient de la thermodynamique faiblement non-locale [Grm93],
également considérée dans le cadre des cristaux liquides [GP93, section 3.1.3.4]. Elle
consiste à considérer non pas l’énergie libre locale, ou spécifique, mais l’énergie libre totale

F :=

∫

B
ρΨ dx . (2.12)

Dans l’exemple considéré, on aurait donc

F (h, p) =

∫

B
ρΨ(h, p,∇p)dx , (2.13)

en considérant Ψ comme une fonctionnelle des variables indépendantes h, p et γ.
Si on suppose par simplicité, pour cet exemple, que la masse volumique est constante et

que
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n = 0 sur ∂B , (2.14)

où n est le vecteur normal unitaire extérieur à la frontière du domaine ∂B , alors d’après la
proposition B.3.10

∂F
∂ p
(h, p) = ρ

∂Ψ

∂ p
− div

�
ρ
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

�
. (2.15)

Cette approche permet donc bien de coupler la variable thermodynamique interne et
son gradient. Remarquons par contre que ∂F

∂ p et p ne sont pas colinéaires : F n’est pas
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une fonction isotrope en p (cf. la proposition 2.2.3). En d’autres termes, cela signifie
que

◦
p ne peut apparaître comme un taux lagrangien de p relativement à ∂F

∂ p (voir la
proposition 2.2.1), et donc que l’on ne peut pas appliquer le raisonnement de la section 2.2.3
pour déterminer les équations constitutives qui satisfont le second principe. En effet,

­
∂F
∂ p

,
.
p − ◦p

·
=
­
∂F
∂ p

,W(v) • p
·
=

∫

B
skw

�
∂F
∂ p
⊗ p

�
: W(v)dx 6= 0, (2.16)

par définition de la dérivée corotationnelle (2.8ba). Si l’on souhaite utiliser le cadre ther-
modynamique théorique de la section 2.2, alors deux problèmes se posent :

(i) Le théorème 2.2.7 d’Edelen ne s’applique à notre connaissance qu’à des inégalités sur
des produits scalaires définis sur des espaces de dimension finie. Ici F est a priori
définie sur des espaces fonctionnels de dimension infinie.

(ii) D’après la section 2.2.2, l’axiome d’objectivité impose l’utilisation de dérivées ob-
jectives, ce qui présuppose de pouvoir remplacer les dérivées particulaires dans
l’expression de la dérivée en temps de l’énergie libre par des dérivées corotationnelles,
comme cela a été fait dans le lemme 2.2.6. Ici, c’est chose impossible, en vertu de
l’équation (2.16), puisque W(v) n’est pas une dérivée corotationnelle d’une variable
thermodynamique interne [CN63], c’est-à-dire n’est pas une force thermodynamique
(cf. (2.6b)), ce qui empêche encore une fois l’application du théorème 2.2.7 d’Edelen.

La difficulté (i) peut être contournée si, comme dans le cadre des matériaux standards
généralisés (section 2.2.1), on demande au potentiel de dissipation d’être en plus convexe
par rapport à chacun des flux thermodynamiques. Autrement dit, quand le théorème 2.2.7
d’Edelen donne une condition nécessaire et suffisante à la satisfaction du second principe
de la thermodynamique, nous n’aurions dans ce cas plus qu’une condition suffisante. La
difficulté (ii) demande quant à elle une théorie plus générale. Nous proposons donc d’étudier
la théorie des contraintes de couples.

2.3.3. Lien avec la théorie des milieux micropolaires et microcontinus

Nous présentons dans cette section un bref historique de la théorie des contraintes
de couples (couple-stress theory en anglais). Celui-ci est non exhaustif et inspiré des ar-
ticles [HD11 ; HHD15].

La première tentative de mise en équation du concept de microrotation remonte sans
doute au début du XXe siècle avec la publication de la Théorie des corps déformables [CC09],
qui développa les prémices de la théorie des milieux dits micropolaires, dans laquelle une
nouvelle variable cinématique est introduite, la microrotation, supposée indépendante
de la rotation macroscopique. Cette théorie a depuis été généralisée par la théorie des
milieux microcontinus, dont une présentation très complète est donnée dans les livres
Microcontinuum Field Theories I et II [Eri99 ; Eri01], et qui s’applique aussi bien aux
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solides [Eri99] qu’aux fluides [Eri01]. Elle permet de généraliser la théorie des cristaux
liquides [Eri01, section 12.11] et a par exemple été utilisée dans la modélisation mécanique
d’un tissu œsophagien [San+14].

Un milieu microcontinu est un milieu continu dont les constituants microscopiques
sont eux-mêmes considérés comme des milieux continus déformables qui contribuent au
comportement macroscopique du matériau. La déformabilité intrinsèque et l’orientation
d’un constituant microscopique sont décrites à l’aide d’un tenseur dit de microdéformation,
qui généralise le concept de microrotation et est supposé pouvoir être représenté par
un champ de tenseurs continu au niveau macroscopique. Celui-ci ajoute donc un certain
nombre de degrés supplémentaires au niveau cinématique, selon le matériau considéré.
En particulier, la théorie des milieux micropolaires en ajoute trois supplémentaires. Ainsi,
les lois de conservation issues de cette théorie des milieux microcontinus sont beaucoup
plus volumineuses que dans le cadre de la mécanique classique des milieux continus :
dans le cadre le plus général, aux équations de conservation de la masse et de la quantité
de mouvement, il faut rajouter une équation de conservation dite de la microinertie (6
équations) et celle du moment cinétique (9 équations), qui fait intervenir un tenseur
d’ordre 3. Outre la complexité d’une telle théorie, le concept de microdéformation n’est
pas forcément légitime : c’est un champ continu qui tente de décrire une microstructure
discontinue [HD11, introduction].

La théorie des contraintes de couples, au contraire, cherche à décrire l’influence de la
microstructure sur le comportement macroscopique uniquement à partir de champs continus
purement cinématiques. Elle introduit également le concept de tenseur de contraintes de
couples, qui est l’analogue du tenseur des contraintes de Cauchy pour les rotations. Une
première version de cette théorie appliquée aux solides est apparue au début des années
1960, avant d’être adaptée aux fluides en 1966 [Sto66]. Le livre Theories of Fluids with
Microstructure [Sto84] est une bonne introduction aux principales théories traitant de la
modélisation des microstructures. Cependant, dans la théorie telle que développée dans ce
livre, la trace du tenseur des contraintes de couples est absente des équations constitutives,
donc indéterminée. HADJESFANDIARI, HAJESFANDIARI et DARGUSH ont plus récemment
proposé une théorie des contraintes de couples cohérente, qui résout entre autres cette
difficulté [HHD15]. C’est celle-ci que nous souhaitons à présent brièvement introduire et
inscrire dans le cadre thermodynamique théorique développé dans la section précédente.

2.3.4. Lois de conservation

Mesures de la courbure et de la torsion

En cinématique pure, les taux de changement de configuration sont représentés par des
tenseurs. Ainsi, en mécanique des milieux continus, le tenseur taux de déformation D(v)
mesure les taux d’élongation, de compression et de cisaillement, tandis que le tenseur
W(v) mesure les taux de rotation. Comme ce dernier est antisymétrique, il ne possède que
trois composantes indépendantes, que l’on regroupe généralement dans un vecteur appelé
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vecteur tourbillon, noté ω et vérifiant

ω=
1
2
∇× v = −1

2
δ ×. W(v), (2.17)

d’après la propriété A.2.1, où l’on a utilisé les notations de l’annexe A.1.9. Réciproquement,
d’après la proposition A.1.7, on a W(v) = δ ×ω. Le vecteur tourbillon ne doit pas être
confondu avec la vorticité, définie comme son double, qui adopte souvent la même notation.

HADJESFANDIARI, HAJESFANDIARI et DARGUSH [HHD15, section 4] proposent deux autres
tenseurs mesurant respectivement les taux de torsion et les taux de courbure moyenne ; il
s’agit des tenseurs D(ω) := 1

2(∇ω+∇ωT) et

K :=W(ω). (2.18)

Les composantes diagonales de ∇ω ω1,1, ω2,2 et ω3,3 représentent des taux de torsion dans
les directions x1, x2 et x3, respectivement. Ses autres composantes représentent les taux
de courbure dans les plans parallèles aux plans des coordonnées. Ainsi, ω1,2 est le taux de
courbure dans la direction x2 parallèlement aux plans Ox1 x2 et Ox2 x3.

Les auteurs montrent en particulier que seul K représente un tenseur approprié pour
mesurer le taux de courbure [HHD15, page 14], contrairement au tenseur taux de courbure-
torsion introduit dans [Sto84, section 1.6] et défini par ∇ωT, qui mesure en plus le taux de
torsion. Comme K est antisymétrique, on définit de manière analogue au vecteur tourbillon,
le vecteur taux de courbure moyenne

k := −1
2
δ ×. K. (2.19)

D’après la propriété A.2.1, on a

k =
1
2
∇×ω. (2.20)

Loi de conservation du moment cinétique

Dans la théorie des contraintes de couples, un VER qui subit des forces surfaciques (voir
section 2.1.1) peut aussi subir des couples surfaciques indépendants, que l’on encapsule
dans un tenseur dit de contraintes de couples, noté µ. HADJESFANDIARI, HAJESFANDIARI

et DARGUSH montrent que ce tenseur doit être antisymétrique [HHD15, équation (65)],
résultat ignoré dans [Sto84]. Ses composantes sont représentées sur la figure 2.2.

La loi de conservation du moment cinétique s’écrit en fonction de ce nouveau tenseur

div
�
µT
�
+ δ ×. σ = 0. (2.21)

Ainsi, dans la théorie plus générale des contraintes de couples, le tenseur des contraintes
de Cauchy σ n’est pas forcément symétrique. De manière similaire à ce qui a été fait dans
la section précédente, nous introduisons alors le vecteur contraintes de couples

m := −1
2
δ ×. µ. (2.22)
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x1

x2

x3

σ11

σ12

σ13

σ21

σ22

σ23
σ31

σ32

σ33

−µ21

−µ31

µ21

−µ32
µ31

µ32

FIGURE 2.2. – Composantes cartésiennes des tenseurs des contraintesσ et des contraintes de
couples µ. Une double flèche représente le moment d’une force. Reproduction
de la figure 2 dans [HHD15].

Remarquons quand même qu’avec µ= 0, l’équation se réduit à δ ×. σ = 0, ce qui montre,
d’après le corollaire A.1.5, que σ est symétrique, comme prévu par la mécanique des milieux
continus classiques.

Remarque 2.3.I – Couples volumiques : On pourrait imaginer qu’un VER qui subit des
couples surfaciques, tout comme il subit des forces volumiques, pourrait aussi subir des
couples volumiques. Dans ce cas, de même que l’on a un terme source f dans l’équation de
conservation de la quantité de mouvement (2.2) de manière générale, on pourrait aussi
avoir un terme source dans (2.21). Ce n’est pourtant pas possible : on peut montrer [HHD15,
page 10] que tout couple volumique c vérifie [HHD15, équation (52)]

∫

V
c • ωdx =

∫

V

1
2
(∇× c) • v dx +

∫

∂ V

1
2
(c × n) • v ds (2.23)

pour tout volume élémentaire V . Autrement dit, tout couple volumique c est la combinaison
d’une contribution semblable à une force volumique 1

2∇× c et d’une autre semblable à une
force surfacique 1

2 c×n : l’équation (2.23) montre que la puissance d’un couple ne peut être
distinguée, d’un point de vue énergétique, de la puissance d’une force.

Proposition 2.3.1 – Partie antisymétrique du tenseur des contraintes

La partie antisymétrique du tenseur des contraintes vérifie

skwσ =W(m). (2.24)

Démonstration. Cette démonstration est une adaptation des calculs menés dans [HHD15,
page 12].

43



Chapitre 2. Cadre thermomécanique théorique

Par définition du vecteur contraintes de couples (2.22) et d’après la proposition A.1.7, on a

µ= δ×m. (*.1)

En utilisant la propriété A.2.1 et la loi de conservation du moment cinétique (2.21), on
obtient

δ ×.
�∇mT +σ

�
= 0. (*.2)

Ainsi, d’après le corollaire A.1.5, ∇mT +σ est symétrique, donc sa partie antisymétrique
−W(m) + skwσ est nulle, d’où le résultat. �

Connaissant une expression de la partie antisymétrique du tenseur des contraintes, on
peut réécrire la loi de conservation de la quantité de mouvement (2.2) sous la forme

ρ
.
v − div(symσ) + div(W(m)) = f

⇐⇒ ρ
.
v − div(symσ) +∆m −∇div m = f .

Inégalité de Clausius-Duhem

Dans le cadre de la théorie des contraintes de couples, l’inégalité de Clausius-Duhem se
réécrit [HHD15, équation (95)]

−ρ .
Ψ + symσ : D(v) +µ : KT > 0, (2.25a)

ou − ρ .
Ψ + symσ : D(v)− 2m • k > 0, (2.25b)

d’après la propriété A.1.8. Remarquons que le tenseur taux de torsion D(ω) introduit à la
section 2.3.4 n’intervient pas dans l’inégalité, par antisymétrie de µ (voir proposition A.1.2).
Dès lors, il n’est pas considéré comme une mesure fondamentale du taux de déformation
général du milieu [HHD15, page 8].

2.3.5. Équations constitutives

Introduction

Avec cette nouvelle forme de la loi de conservation du moment cinétique (2.21), les lois
de base de la théorie des contraintes de couples cumulent au total 8 équations, c’est-à-dire
3 de plus que dans le cas classique (cf. l’introduction de la section 2.2). Comme dans le cas
classique, le comportement de chaque matériau doit être spécifié au moyen des équations
constitutives. Nous proposons donc d’appliquer les outils développés dans la section 2.2
pour construire la forme générale des équations constitutives (voir équation (2.10)).

Dans le but d’obtenir les équations constitutives les plus générales possibles, nous intro-
duisons de manière analogue au tenseur de Hencky (cf. le théorème 2.2.2), le vecteur de
courbure moyenne s comme variable thermodynamique interne supplémentaire, défini
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2.3. Théorie des contraintes de couple

comme la solution unique du problème de Cauchy suivant :
¨ ◦

s = k, dansB × ]0,+∞[
s(t = 0) = s0, dansB .

(2.26a)

(2.26b)

Nous supposons que s est objectif. Nous ne pouvons pas appliquer le même principe pour
trouver une primitive en temps du tenseur taux de courbure K car celui-ci est antisymétrique,
et a priori, la dérivée corotationnelle ne s’applique qu’aux tenseurs symétriques. Par contre,
par analogie avec la relation liant K et k (2.19), nous pouvons définir le tenseur de courbure
moyenne par

S := δ× s . (2.27)

Construction des équations

De même que nous avons choisi X1 = h dans la section 2.2.3, nous prenons ici X2 = s .
Dans ce cas, le lemme 2.2.6 est encore vérifié et l’inégalité de Clausius-Duhem (2.25b)
devient �

σ − ρ∂Ψ
∂ h

�
: D(v)−

�
2m + ρ

∂Ψ

∂ s

�
• k −

m∑
i=3

­
ρ
∂Ψ

∂Xi
,
.X i

·
> 0. (2.28)

de la même façon que (2.4). On note alors

J =
�
σ − ρ∂Ψ

∂ h
,−2m − ρ∂Ψ

∂ s
,
�
−ρ ∂Ψ
∂Xi

�

36i6m

�
, (2.29a)

et Z =
�

D(v), k,
� ◦X i

�
36i6m

�
(2.29b)

Comme dans la section 2.2.4, on obtient les équations constitutives générales à l’aide du
théorème 2.2.7 d’Edelen, en tenant compte du principe d’Onsager (cf. la remarque 2.2.II).
On obtient alors l’existence du potentiel de dissipation Φ(Z ,X ) vérifiant Φ(0, ·) ≡ 0, tel
que

σ − ρ∂Ψ
∂ h
∈ ∂D(v)Φ

h
D(v), k, (

◦X i)26i6m,X
i
, (2.30a)

−2m − ρ∂Ψ
∂ s
∈ ∂kΦ

h
D(v), k, (

◦X i)26i6m,X
i
, (2.30b)

−ρ ∂Ψ
∂Xi

∈ ∂ ◦X i
Φ
h
D(v), k, (

◦X i)26i6m,X
i
, i = 3, . . . , m. (2.30c)

Si Φ est différentiable en k, alors m = −1
2ρ
∂Ψ
∂ s − 1

2
∂Φ
∂ k et d’après la proposition 2.3.1, la

partie antisymétrique du tenseur des contraintes vérifie

skwσ = −1
2

W
�
ρ
∂Ψ

∂ s

�
− 1

2
W
�
∂Φ

∂ k

�
. (2.31)
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Ainsi, si par exemple Ψ ne dépend pas de s et Φ est quadratique en k, skwσ∝−W(∇×
∇× v), où∝ signifie « proportionnel à », prenant en particulier en compte le paramètre
matériel nécessaire à l’obtention d’une relation homogène. Notons que dans ce cas, le
tenseur des contraintes dépend des dérivées d’ordre 3 de la vitesse, ce qui suppose une forte
régularité de la solution et des données expérimentales. C’est à partir de ce type de relations
que la théorie des contraintes de couples permet l’introduction d’échelle de longueurs dans
les milieux continus, comme évoqué en introduction de cette section, puisqu’en effet, le
paramètre matériel mentionné un peu avant est homogène au produit d’une pression et
d’une longueur au carré (voir [Sto84, chapitre 3 et en particulier équation (3.2.5)] [HHD15,
sections 6 et 7]).

2.4. Combinaison de la thermodynamique faiblement
non-locale et de la théorie des contraintes de couples

Nous combinons enfin la thermodynamique faiblement non-locale introduite dans la
section 2.3.2 et la théorie des contraintes de couples développée tout au long de la sec-
tion 2.3 dans le but de répondre à la difficulté (ii) soulevée dans la section 2.3.2. À notre
connaissance, un tel couplage n’a jamais été considéré dans la littérature.

Nous reprenons donc les notations de la section 2.3.2, en ajoutant le vecteur de courbure
moyenne s comme variable thermodynamique interne, et nous supposons que le domaine
peut évoluer dans le temps, de sorte que l’énergie libre totale (2.13) s’écrive

F (h, s , p) :=

∫

B(t)
ρΨ(h, s , p,∇p)dx . (2.32)

De manière analogue à ce que nous avons déjà fait dans les sections précédentes, nous
construisons maintenant les équations constitutives dans le cadre de la combinaison de
la thermodynamique faiblement non-locale et de la théorie des contraintes de couples, ce
qui donne lieu au théorème 2.4.3. Nous établissons ensuite un bref lien entre l’approche
présente et la théorie des cristaux liquides.

2.4.1. Équations constitutives

Comme dans les sections précédentes, nous commençons par développer l’expression
de la dérivée en temps de l’énergie libre, injectons le développement dans l’inégalité de
Clausius-Duhem (2.25b) puis en déduisons les équations constitutives. Comme expliqué
dans le point (i) de la section 2.3.2, le théorème 2.2.7 d’Edelen ne pourra pas s’appliquer
directement ici, nous donnerons donc uniquement une condition suffisante sur les équations
constitutives pour qu’elles satisfassent le second principe de la thermodynamique.

46



2.4. Thermodynamique faiblement non-locale de la théorie des contraintes de couples

Les produits scalaires canoniques dans L2(B(t)), L2(B(t))3 et L2(B(t))3×3 sont respec-
tivement définis par

(ϕ | χ) =
∫

B(t)
ϕχ dx , (p | q) =

∫

B(t)
p • q dx ,

�
τ
�� ζ�=

∫

B(t)
τ : ζdx . (2.33)

Proposition 2.4.1 – Dérivée en temps de l’énergie libre totale

Si l’énergie libre F est objective par rapport à chacune des variables thermodyna-
miques internes Xi, 16 i 6 3, alors

d
dt
(F (h, s , p)) =

�
ρ
∂Ψ

∂ h
+ a sym(`(h, p)⊗ p)− ρ∇pT •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

����D(v)
�

+
�

1
2

W
�
ρ
∂Ψ

∂ s

�
+ skw(`(h, p)⊗ p)

����W(v)
�
+
�
`(h, p)

��� �p
�

+

∫

∂B(t)

1
2
ρ
∂Ψ

∂ s
• (n ×ω)ds+

∫

∂B(t)
ρ

.
p •
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n ds (2.34)

où
�
p désigne la dérivée de Gordon-Schowalter de paramètre a ∈ R (voir équa-

tion (2.7a)) et

`(h, p) := ρ
∂Ψ

∂ p
− div

�
ρ
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

�
. (2.35)

Démonstration. D’après le théorème B.3.15, on a

d
dt
(F (h, s , p)) =

­
∂F
∂ h

,
.
h
·
+
­
∂F
∂ s

,
.
s
·
+
­
∂F
∂ p

,
.
p
·

−
∫

B(t)
ρ

�
∇pT •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

�
:∇v dx (*.1)

où, d’après la proposition B.3.13,

­
∂F
∂ h

,ζ
·
=
�
ρ
∂Ψ

∂ h

���� ζ
�

(*.2a)

­
∂F
∂ s

,q
·
=
�
ρ
∂Ψ

∂ s

���� q
�

(*.2b)

­
∂F
∂ p

,q
·
= (`(h, p) | q) +

∫

∂B(t)
ρq •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n ds, (*.2c)
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et `(h, p) est défini par (2.35). On utilise ensuite l’isotropie de Ψ par rapport à γ (proposi-
tion 2.2.4) et la proposition A.1.2 pour obtenir

d
dt
(F (h, s , p)) =

­
∂F
∂ h

,
.
h
·
+
­
∂F
∂ s

,
.
s
·
+
­
∂F
∂ p

,
.
p
·

−
∫

B(t)
ρ

�
∇pT •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

�
: D(v)dx , (*.3)

puis la définition de la dérivée de Gordon-Schowalter (proposition 2.2.1), la propriété A.1.3,
les théorèmes 2.2.2 et 2.2.5 l’isotropie de Ψ par rapport à s et l’équation (2.26a), ce qui
donne

d
dt
(F (h, s , p)) =

�
ρ
∂Ψ

∂ h
+ a sym(`(h, p)⊗ p)− ρ∇pT •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

����D(v)
�

+
�
ρ
∂Ψ

∂ s

���� k
�
+ (skw(`(h, p)⊗ p) |W(v)) +

�
`(h, p)

��� �p
�

+

∫

∂B(t)
ρ

.
p •
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n ds. (*.4)

Il ne reste plus qu’à transformer le deuxième terme dans le membre de droite pour conclure.
Pour cela, on utilise la définition (2.20) de k puis on intègre par parties :

�
ρ
∂Ψ

∂ s

���� k
�
=

∫

B(t)

1
2
ρ
∂Ψ

∂ s
• (∇×ω)dx

=

∫

B(t)

1
2
ρ
∂Ψ

∂ si
εi jkωk, j dx

=

∫

B(t)
−1

2

�
ρ
∂Ψ

∂ si

�

, j
εi jkωk dx +

∫

∂B(t)

1
2
ρ
∂Ψ

∂ si
εi jkωkn j ds

=

∫

B(t)

1
2

W
�
ρ
∂Ψ

∂ s

�
: W(v)dx +

∫

∂B(t)

1
2
ρ
∂Ψ

∂ s
• (n ×ω)ds,

où l’on a utilisé les relations W(v) = δ×ω (voir la section 2.3.4) et (A.27). �
D’après la formule de Reynolds (B.14) et la loi de conservation de la masse (2.1), on a

dF
dt
=

∫

B(t)

�
∂

∂ t
(ρΨ) + div(ρΨv)

�
dx =

∫

B(t)
ρ

.
Ψ dx . (2.36)
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En intégrant l’inégalité de Clausius-Duhem (2.25a) surB(t), on obtient alors

− dF
dt
+ (symσ |D(v)) + �µ

��KT
�
> 0. (2.37)

Lemme 2.4.2

�
µ
��KT

�
= −(skwσ |W(v)) +

∫

∂B(t)
n • µ • ωds. (2.38)

Démonstration. L’application directe de la proposition A.1.2 donne

�
µ
��KT

�
=
�
µT
��K�=

∫

B(t)
µT :∇ωdx . (*.1)

On calcule ensuite à l’aide d’une intégration par parties

�
µ
��KT

�
=

∫

B(t)
−div

�
µT
�
• ωdx +

∫

∂B(t)
n • µ • ωds. (*.2)

On conclut avec la loi de conservation du moment cinétique (2.21) et la proposition A.2.2.
�

Théorème 2.4.3 – Équations constitutives générales

Supposons que

n • µ= 0 sur ∂B(t), (2.39a)
∂Ψ

∂ s
• (n ×ω) = 0 sur ∂B(t), (2.39b)

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n = 0 sur ∂B(t). (2.39c)

Si Φ(D(v), k,
�
p, p) est un potentiel de dissipation convexe, positif et tel que

Φ(0,0,0,q) = 0 pour tout q , alors les équations constitutives sont données par
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skwσ = −1
2

W
�
ρ
∂Ψ

∂ s

�
+ skw(p ⊗ `(h, p)), (2.40a)

symσ − ρ∂Ψ
∂ h
− a sym(`(h, p)⊗ p)

+ ρ∇pT •
∂Ψ

∂ γ γ=∇p
∈ ∂D(v)Φ

h
D(v), k,

�
p, p

i
, (2.40b)

−`(h, p) ∈ ∂�
p
Φ
h
D(v), k,

�
p, p

i
, (2.40c)

où `(h, p) est défini par (2.35), et le second principe (2.25b) est vérifié.

Démonstration. En injectant (2.34) dans l’inégalité (2.37) et en utilisant le lemme ci-
dessus, on obtient alors

�
symσ − ρ∂Ψ

∂ h
− a sym(`(h, p)⊗ p) + ρ∇pT •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

����D(v)
�

−
�

skwσ +
1
2

W
�
ρ
∂Ψ

∂ s

�
+ skw(`(h, p)⊗ p)

����W(v)
�
−
�
`(h, p)

��� �p
�

+

∫

∂B(t)
n • µ • ωds−

∫

∂B(t)

1
2
ρ
∂Ψ

∂ s
• (n ×ω)ds−

∫

∂B(t)
ρ

.
p •
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n ds > 0. (*.1)

Avant de déduire de cette inégalité les équations constitutives, remarquons la présence de
W(v) qui, comme expliqué dans la section 2.3.2, ne peut pas être considéré comme un flux
thermodynamique [CN63]. Dès lors, il convient d’annuler le terme faisant intervenir W(v),
d’où l’équation (2.40a).
L’inégalité (*.1) se réécrit alors en tenant compte des conditions aux limites (2.39)

�
symσ − ρ∂Ψ

∂ h
− a sym(`(h, p)⊗ p) + ρ∇pT •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

����D(v)
�

−
�
`(h, p)

��� �p
�
> 0. (*.2)

On conclut en appliquant le même argument de convexité sur le potentiel dissipation que
dans le cadre des matériaux standards généralisés (section 2.2.1). �

Remarque 2.4.I – Conditions aux limites : Si les conditions aux limites (2.39) ne sont pas
imposées, des intégrales de surface font leur apparition dans l’inégalité (*.1) (cf. (2.38)),
et comme les termes ω et

.
p sont arbitraires et indépendants, la positivité de l’inégalité n’est

plus garantie.
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2.4. Thermodynamique faiblement non-locale de la théorie des contraintes de couples

Remarque 2.4.II – Application du théorème d’Edelen : Comme expliqué dans la section 2.3.2
(point (i)), le théorème 2.2.7 d’Edelen ne peut s’appliquer directement ici car les variables
impliquées vivent a priori dans des espaces fonctionnels de dimension infinie. Par contre
l’argument de convexité sur le potentiel de dissipation invoqué dans le cadre des matériaux
standards généralisés (section 2.2.1) s’applique encore. La convexité de la fonction de
dissipation est une condition suffisante au second principe, mais pas nécessaire, ce dont on
peut se passer pour construire les équations constitutives. Le théorème d’Edelen est plus
général, car il en donne une condition nécessaire et suffisante : s’il s’applique, alors pour
tout système d’équations constitutives qui vérifie le second principe de la thermodynamique,
il existe un potentiel de dissipation.

Remarque 2.4.III – Équation constitutive pour µ : Pourquoi n’obtient-on pas une équa-
tion constitutive pour µ? On pourrait penser que le terme div( ∂Ψ∂ γ ) dans l’expression de
`(h, p) (2.35), pourrait s’intégrer par parties avec W(v) dans l’inégalité de Clausius-Duhem
pour faire apparaître le produit scalaire entre un nouveau terme et le tenseur taux de
courbure moyenne K. Malheureusement, un calcul (que nous ne faisons pas ici) montre que
l’on obtient au contraire le tenseur de torsion-courbure total ∇ωT et que le nouveau terme
évoqué auparavant n’est pas antisymétrique, d’où l’impossibilité de convertir le premier
terme pour faire apparaître un véritable flux thermodynamique. Remarquons que cette
limitation est levée dans la théorie des contraintes de couples portée dans [Sto84], mais
annoncée comme incomplète dans [HHD15], ou encore pour les systèmes bidimensionnels,
comme nous le verrons dans la section 5.2.4 (voir le théorème 5.2.3).
En comparant l’expression de la partie antisymétrique du tenseur des contraintes (2.40a)
avec l’expression (2.24), on trouve par contre une expression du vecteur de contraintes de
couples :

W(m) = skw(p ⊗ `(h, p)), (2.41)

ou encore, en appliquant δ ×. � de part et d’autre de l’équation à l’aide de l’identité (A.26f)
et de la propriété A.2.1

∇×m = `(h, p)× p. (2.42)

Cela montre que m (ou µ de manière équivalente, d’après (2.22)) est bien déterminé,
même si aucune équation constitutive ne lui est associée.

2.4.2. Lien avec la théorie des cristaux liquides

Des équations constitutives abstraites de la forme (2.40) ont déjà été obtenues dans [SV01]
par exemple (voir équations (60) et (61)). Dans cet article, les auteurs proposent de détermi-
ner les équations générales satisfaites par un fluide possédant une microstructure pouvant
être décrite par un tenseur d’ordre quelconque. Comme nous, ils font appel à l’axiome
d’objectivité et se basent sur la théorie des contraintes de couples, mais en ignorant que le
tenseur de contraintes de couples µ doit être antisymétrique. Pour construire les équations
constitutives, ils raisonnent, contrairement à nous, à partir de principes variationnels mêlant
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Chapitre 2. Cadre thermomécanique théorique

formalisme lagrangien, puissances et dissipation de Rayleigh.
Encore avant, des développements théoriques similaires avaient été menés pour détermi-

ner les équations générales satisfaites par des cristaux liquides nématiques, essentiellement
menés par Ericksen, Leslie et Parodi [GP93, page 199]. Ericksen avait déjà en particulier
mis en évidence le caractère non symétrique du tenseur des contraintes, qui se compose
en partie d’un tenseur portant aujourd’hui son nom et qui ne dépend que du directeur,
c’est-à-dire de l’orientation des molécules dans le cristal liquide. Avec les notations de la
section 2.4.1 précédente, ce tenseur prendrait la forme [GP93, équation (3.100) page 153]

σE := −Πδ−
�
ρ
∂Ψ

∂ γ
(p,∇p)

�T
• ∇p, (2.43)

où p représente dans ce contexte le directeur, Π la pression et Ψ l’énergie spécifique de
distorsion, définie par (1.4) dans la section 1.3.4, en introduction. À partir de raisonnements
thermodynamiques proches de ce que nous proposons dans ce chapitre, il est possible
d’obtenir des équations très similaires à (2.40) (cf. [GP93, section 5.1.4.5 page 208]), sans
passer par la théorie des contraintes de couples en tant que telle. Nous renvoyons à la
section 5.1 dans [GP93] pour les détails. Ces raisonnements aboutissent en particulier
à l’expression d’un couple de la forme [GP93, équation (5.17) page 203] `(h, p) × p,
où `(h, p) est défini par (2.35) et Ψ par (1.4). Remarquons que ce couple apparaît dans
l’équation (2.42). Dans la théorie des cristaux liquides, l’opposé de `(h, p), que nous avons
noté f p dans la section 1.3.4, est appelé champ moléculaire, une dénomination issue
du magnétisme [GP93, équation (3.21) page 107]. C’est une quantité homogène à une
contrainte qui tend à réorienter les molécules pour maximiser leur alignement.

2.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord résumé le formalisme thermodynamique développé
dans [Sar24], qui permet de construire dans le cadre classique de la mécanique des mi-
lieux continus des équations constitutives satisfaisant automatiquement le second principe
de la thermodynamique. Dans l’optique d’introduire par la suite des effets multi-échelles
dans nos équations, nous avons ensuite présenté la théorie des contraintes de couples
utilisée pour modéliser les fluides sujets à des microrotations, dans laquelle le tenseur des
contraintes de Cauchy s’avère non nécessairement symétrique. Nous avons construit de
manière inédite au sein de ce cadre non classique des équations constitutives satisfaisant
également automatiquement le second principe, à l’aide du formalisme thermodynamique
évoqué plus haut. Nous avons enfin proposé un dernier niveau de généralisation en combi-
nant ces théories avec la thermodynamique faiblement non-locale, nous permettant alors
d’introduire des laplaciens dans les équations constitutives, ce qui n’est pas possible dans le
cadre thermodynamique classique.
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Chapitre

3Construction d’un modèle
continu tridimensionnel de tissus

Dans ce chapitre, nous construisons un modèle tridimensionnel de migration cellulaire
collective thermodynamiquement cohérent à l’aide des deux chapitres précédents. Après
avoir écrit les équations constitutives en explicitant l’énergie libre et le potentiel de dis-
sipation choisis et les conditions aux limites, nous énonçons précisément le problème
tridimensionnel qui en résulte et l’adimensionnons.

Table des matières

3.1. Hypothèses physiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2. Équations constitutives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.3. Modèle tridimensionnel de tissus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.1. Hypothèses physiques

3.1.1. Introduction

Comme expliqué dans la section 1.3.2, nous choisissons d’assimiler les épithéliums à
des fluides polaires actifs incompressibles isothermes. De ce point de vue, ces tissus sont
donc des milieux continus en grande déformation, dont les cellules peuvent se polariser et
exercer des forces actives avec pour effet de créer du mouvement. Dans ce chapitre, nous
utilisons les outils de la mécanique des milieux continus, en particulier ceux développés
dans le chapitre 2, pour construire un modèle de migration cellulaire collective.

Tout l’enjeu de cette construction repose sur la définition de la polarité. Suivant la
littérature (cf. la section 1.1.2), nous choisissons la représentation vectorielle , ce qui
permet de distinguer naturellement l’avant et l’arrière d’une cellule, et nous supposons que
p est sans dimension.
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Chapitre 3. Construction d’un modèle continu tridimensionnel de tissus

3.1.2. Hypothèses générales

Dans notre modélisation, nous reprenons exactement les hypothèses formulées dans la
section 1.3.2, que nous adaptons au cas tridimensionnel. Nous considérons donc que

(i) un tissu est assimilable à un fluide incompressible isotherme : c’est un milieu continu
en grandes déformations ;

(ii) la masse volumique ρ des cellules est uniforme en espace et en temps et vaut environ
103 kgm−3 ;

(iii) le système respecte les principes de base de la mécanique des milieux continus et est
à l’équilibre mécanique : la vitesse v est très faible, de l’ordre du micron par minute,
donc l’inertie peut être négligée ;

(iv) la migration se fait indépendamment de la croissance, des divisions ou de la mort
des cellules ;

(v) les effets mécaniques sont décorrélés des effets génétiques ;

(vi) l’activité des cellules est suffisante pour qu’elles puissent se réarranger sans seuil de
déformation, et donc on peut négliger la contribution de la plasticité à la rhéologie.

Dans ce chapitre, nous ne supposons pas (encore) que le tissu est mince. Nous traiterons
cette hypothèse et ses conséquences dans le chapitre 5. Nous notonsB(t) ⊂ R3 le volume
occupé par les cellules à un instant t > 0, que nous définissons comme une partie ouverte
bornée de l’espace physique en trois dimensions R3.

3.1.3. Lois de conservation

Sous l’hypothèse (ii), la loi de conservation de la masse (2.1) se réduit à

div(v) = 0 dansB × ]0,+∞[. (3.1)

Sous l’hypothèse (iii), la loi de conservation de la quantité de mouvement (2.2) se réduit
à

− div
�
σT
�
= f dansB × ]0,+∞[, (3.2)

où l’on rappelle que σ désigne le tenseur des contraintes de Cauchy.
Les couples exercés par les cellules pour aligner leurs polarités entre elles sont représen-

tés par le tenseur antisymétrique des contraintes de couples µ (cf. section 2.3). Celui-ci
intervient dans la loi de la conservation du moment cinétique (2.21)

div
�
µT
�
+ δ ×. σ = 0 dansB × ]0,+∞[. (3.3)

Ainsi, nous ne faisons pas l’hypothèse d’un tenseur des contraintes symétrique, sinon on
aurait µ= 0.
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3.1. Hypothèses physiques

Les lois de comportement qu’il reste à construire concernent donc le tenseur des contraintes
σ, des contraintes de couples µ et la polarité p. Nous décidons de les obtenir à partir du
cadre thermodynamique présenté dans le chapitre 2. Le point de départ de ce cadre est
l’inégalité de Clausius-Duhem (2.25a)

− ρ .
Ψ + symσ : D(v) +µ : KT > 0 dansB × ]0,+∞[, (3.4)

où Ψ est l’énergie libre spécifique, D(v) le tenseur taux de déformation ou la partie symé-
trique du gradient de vitesse et K := W(ω) le tenseur taux de courbure moyenne ou la
partie antisymétrique de la moitié de la vorticité 1.

L’avantage du cadre théorique présenté dans le chapitre 2, et en particulier dans la
section 2.4, est de fournir directement la forme explicite que doivent adopter les équations
constitutives pour être objectives, c’est-à-dire invariantes par changement de référentiel, et
admissibles, c’est-à-dire pour respecter le second principe de la thermodynamique, formalisé
ici par l’inégalité de Clausius-Duhem (3.4). Ainsi, nous pouvons choisir les ingrédients
physiques de notre modèle uniquement en donnant une expression de l’énergie libre
spécifique Ψ, du potentiel de dissipation volumique Φ et en spécifiant le comportement du
tissu sur les frontières du domaine. L’interaction entre les cellules et le substrat occupe en
particulier une place fondamentale car c’est de cette interaction que naît la force active et
donc en partie, la migration.

Dans le but, entre autres, de prendre en compte les variations spatiales de la polarité p,
nous adoptons donc la forme de l’énergie libre (2.32) utilisée dans la section 2.4, à savoir

F (h, s , p) :=

∫

B
ρΨ(h, s , p,∇p)dx . (3.5)

3.1.4. Contraintes actives

Le cadre théorique développé dans le chapitre 2 ne permet a priori pas l’introduction
naturelle du tenseur des contraintes actives évoqué dans la section 1.3.5. La théorie des gels
actifs propose de prendre en compte une paire thermodynamique flux-force supplémentaire
(µa,

.
ra) [Mar+13, section III.A.1], où µa représente l’énergie gagnée pour chaque molécule

d’ATP consommée et ra le nombre de molécules d’ATP dépensées par unité de volume. De ce
point de vue, l’activité est simplement introduite via la nouvelle variable thermodynamique
interne ra. En conséquence, comme expliqué dans [Mar+13, section III.A.1], µa := − ∂Ψ∂ ra

dérive alors de l’énergie libre. Ainsi, si l’on souhaitait introduire un terme similaire au
tenseur des contraintes actives de la section 1.3.5, on pourrait le faire en choisissant un
potentiel de dissipation dépendant du produit p ⊗ p, ce qui est permis par la théorie, et en
formulant quelques hypothèses supplémentaires, comme par exemple le fait que µa n’est
pas une inconnue du problème.

1. On rappelle que ω= 1
2∇× v ne représente pas la vorticité mais sa moitié.
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Chapitre 3. Construction d’un modèle continu tridimensionnel de tissus

Dans la théorie des gels actifs, KRUSE et al. [Kru+05] sont les premiers à avoir formulé
une justification thermodynamique de l’introduction d’un tenseur des contraintes actives.
Malheureusement, nous pensons qu’elle est incomplète car elle considère à la fois µa et.
ra comme deux nouvelles inconnues du système, tout en ne proposant qu’une nouvelle
équation constitutive reliant les deux. Normalement, l’expression de µa devrait être expli-
citée au moyen de l’énergie libre, ce qui donnerait lieu à une équation d’évolution sur ra.
Quoi qu’il en soit, l’objectif visé est l’introduction d’un terme de la forme σa := −µap ⊗ p
dans l’expression du tenseur des contraintes, comme expliqué dans la section 1.3.5, et non
l’ajout d’une nouvelle équation d’évolution difficile à justifier phénoménologiquement et
non souhaitable pour la construction pratique d’un modèle.

Dans cette thèse, nous proposons plutôt d’introduire les contraintes actives au travers
de la résultante des forces volumiques f . Précisément, nous définissons cette dernière par
f = divσa. La loi de conservation de la quantité de mouvement (3.2) devient alors

− div
�
σT

tot

�
= 0, (3.6)

où
σtot := σ +σa. (3.7)

3.2. Équations constitutives

La forme générale des équations constitutives est donnée par le théorème 2.4.3. Pour
obtenir un modèle de tissus, nous devons encore choisir l’énergie libre Ψ et le potentiel
de dissipation Φ. C’est donc par ce biais que les ingrédients biophysiques sont ajoutés aux
équations. Insistons sur le fait qu’avec cette approche, nous n’avons pas besoin d’étudier
les équations obtenues pour en déduire l’énergie et le potentiel de dissipation, ou encore
pour montrer qu’elles satisfont bien le second principe de la thermodynamique, puisque
c’est le cas par construction. Rappelons enfin que Ψ doit être objective et isotrope d’après
la section 2.2.2, et que Φ doit être objective, convexe, positive et nulle lorsque les flux
thermodynamiques sont nuls, d’après le théorème sus-cité.

3.2.1. Énergie libre

Définition 3.2.1 – Énergie libre pour le modèle des tissus
L’énergie libre spécifique Ψ pour le modèle des tissus est définie par

ρΨ(h, s , p,γ) := kp

�
W(p) +

1
2
`2

p|γ|2
�

, (3.8)

où W est la fonctionnelle en double-puits (figure 3.1) définie par

W(p) :=
1
4

�|p|2 − 1
�2

, (3.9)

56



3.2. Équations constitutives

kp est un paramètre homogène à une contrainte et `p la longueur de cohérence de la
polarité.

Cette définition de l’énergie libre n’est pas nouvelle ; elle synthétise les approches clas-
siques développées par exemple dans [ZSA12 ; Mar14 ; Not+16 ; Cza+18 ; AT19]. Notons
en particulier qu’elle ne dépend ni du tenseur de Hencky h, ni du vecteur de courbure
moyenne s . Nous y introduisons essentiellement deux ingrédients physiques : (i) dans le but
d’assurer du mouvement, nous considérons une énergie en double-puits (équation (3.9))
qui définit l’état polarisé |p|= 1 comme étant stable (l’énergie est minimale pour cet état),
contrairement à l’état |p| = 0 qui est instable (voir la figure 3.1) ; (ii) les variations spatiales
de la polarité sont pénalisées de sorte que les vecteurs polarité dans un même voisinage de
taille `p ont tendance à s’aligner. On retrouve exactement ces ingrédients dans [Not+16].
Dans le cas le plus général, on peut retrouver jusqu’à cinq ingrédients si on ajoute une
dépendance à la densité cellulaire [AT19, équation (11)], voire plus si l’on introduit de
nouveaux champs pour décrire d’autres quantités physico-chimiques, comme la concen-
tration de myosine [Not+16 ; BM19], l’anisotropie de la forme des cellules [Cza+18] ou
l’activité de l’ERK (Extracellular signal-Regulated Kinases), une enzyme ayant une influence
sur le complexe d’actomyosine, et donc sur la force active [Boo+21]. Nous renvoyons à la
section 1.3 pour plus de détails.

Remarque 3.2.I – Viscoélasticité : Dans cette thèse, nous supposons que l’élasticité des
cellules est négligeable devant la force active et les contraintes actives et visqueuses. Nous
nous plaçons donc dans le régime où le module d’élasticité E (voir la section 1.3.3) tend vers
0. Ce choix nous permet également de mieux isoler le rôle de la polarité dans la dynamique
des équations.

0

0.5

1

1.5

−2 −1 0 1 2

p

1
4

�|p|2− 1
�2

FIGURE 3.1. – Potentiel en double-puits.
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Chapitre 3. Construction d’un modèle continu tridimensionnel de tissus

3.2.2. Potentiel de dissipation

Nous choisissons un potentiel de dissipation quadratique simple, indépendant des va-
riables constitutives, composé d’une partie dissipative visqueuse et d’un terme polaire
découplés, de sorte que la positivité et la convexité soient facilement assurées.

Définition 3.2.2 – Potentiel de dissipation pour le modèle des tissus
Le potentiel de dissipation pour le modèle des tissus est défini par

Φ(D,
�
p) := η|D|2 +Iker tr(D) +

1
2

kpλp|�p|2, (3.10)

où η est la viscosité du tissu et λp est le temps de relaxation de la polarité.

Le produit kpλp est homogène à une viscosité. Dans le contexte des gels actifs, celle-ci
est appelée viscosité rotationnelle [Mar+13, page 21] : elle contrôle l’intensité des effets
dissipatifs induits par les contraintes de couples. De manière plus prosaïque, le troisième
terme dans (3.10) permet d’obtenir une dérivée objective dans l’équation d’évolution de la
polarité.

3.2.3. Équations constitutives

Nous explicitons maintenant les équations constitutives données dans le théorème 2.4.3
qui découlent du choix que l’on vient de faire pour l’énergie libre (3.8) et pour le potentiel
de dissipation (3.10).

Lemme 3.2.1 – Différentielles de Ψ

Les différentielles de l’énergie libre Ψ (3.8) sont données par

ρ
∂Ψ

∂ h
= 0, (3.11a)

ρ
∂Ψ

∂ p
= kpW′(p) = kp

�|p|2 − 1
�
p (3.11b)

ρ
∂Ψ

∂ γ
= kp`

2
pγ. (3.11c)

Démonstration. Immédiat. �
Le potentiel de dissipation Φ (3.10) n’est pas différentiable par rapport à D mais l’est par

rapport à
�
p.
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3.2. Équations constitutives

Lemme 3.2.2 – Différentielles de Φ

Le sous-différentiel du potentiel de dissipation Φ (3.10) est caractérisé par

τ ∈ ∂DΦ(D(v), k,
�
p) ⇐⇒ ∃Π ∈ R, τ= −Πδ+ 2ηD(v). (3.12a)

La différentielle de Φ par rapport à
�
p est donnée par

∂Φ

∂
�
p
(D,

�
p) = kpλp

�
p. (3.12b)

Démonstration. On remarque que dans l’expression de Φ, seul le terme Iker tr n’est pas
différentiable. La différentielle du premier est donnée par 2ηD. Par la loi de conservation de
la masse (3.1), on a trD(v) = div v = 0, donc on peut appliquer le proposition B.4.5 pour
caractériser le sous-différentiel de Iker tr, d’où (3.12a), par additivité du sous-différentiel.
La formule (3.12b) s’obtient sans difficulté. �

Proposition 3.2.3 – Expression de `(h, p)

Avec le choix (3.8) pour l’énergie libre spécifique, on a

`(h, p) = kp

�|p|2 − 1
�
p − kp`

2
p∆p. (3.13)

Comme ` ne dépend pas de h, nous noterons simplement ce champ `(p) par la suite.

Démonstration. Immédiat avec la définition de ` (2.35) et le lemme 3.2.2. �

Proposition 3.2.4 – Expression du tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes s’écrit explicitement

σ = −Πδ+ 2ηD(v) +
a+ 1

2
p ⊗ `(p) + a− 1

2
`(p)⊗ p − kp`

2
p∇pT • ∇p, (3.14)

où Π est la contrainte de Lagrange associée à la contrainte d’incompressibilité (3.1),
c’est-à-dire la pression, et `(p) est défini par (3.13). On remarque que le tenseur
obtenu est bien non-symétrique.

Remarque 3.2.II – Pression : Il est important de noter que la pression physique totale est
donnée par − trσ/3 et que Π n’est qu’une contribution à celle-ci. La variable Π est ici
seulement le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte d’incompressibilité (3.1)
div v = 0.

Démonstration. C’est une conséquence directe des équations constitutives (2.40b)
et (2.40a) et des lemme 3.2.2. �
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Chapitre 3. Construction d’un modèle continu tridimensionnel de tissus

Proposition 3.2.5 – Équation d’évolution de la polarité

L’équation d’évolution de la polarité p est donnée par

kpλp
�
p + `(p) = 0, (3.15)

où `(p) est défini par (3.13), ou encore par

λp
�
p +

�|p|2 − 1
�
p − `2

p∆p = 0, (3.16)

en supposant que kp 6= 0.

Démonstration. C’est une conséquence directe de l’équation constitutive (2.40c), du
lemme 3.2.2 et de la proposition 3.2.3. �

3.3. Modèle tridimensionnel de tissus

3.3.1. Résumé des équations

Problème 3.3.1 – Modèle tridimensionnel de tissus. Étant donné la polarité initiale
p0, trouver v , Π et p définies dansB × ]0,+∞[ telles que

−div
�
σT

tot

�
= 0 dansB × ]0,+∞[, (3.17a)

div v = 0 dansB × ]0,+∞[, (3.17b)

λp
�
p + (|p|2 − 1)p − `2

p∆p = 0 dansB × ]0,+∞[. (3.17c)

Le tenseur des contraintes de Cauchy σ est quant à lui défini par

σtot = −Πδ+σvisc(v) +σextra(p) +σa(p), (3.17d)

σvisc(v) := 2ηD(v), (3.17e)

σextra(p) :=
a+ 1

2
p ⊗ `(p) + a− 1

2
`(p)⊗ p − kp`

2
p∇pT • ∇p, (3.17f)

σa(p) := −µap ⊗ p (3.17g)

où l’on rappelle que
`(p) = kp

�|p|2 − 1
�
p − kp`

2
p∆p. (3.17h)

Démonstration. C’est une conséquence directe des lois de conservation (3.6) et (3.1), et
des équations constitutives (3.14), (3.16) et (3.13). �
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Comme évoqué dans la section 3.2.1, les équations obtenues ici ne sont totalement
inédites dans la littérature ; elles synthétisent les approches classiques développées par
exemple dans [ZSA12 ; Mar14 ; Not+16 ; Cza+18 ; AT19]. Elles n’ont par contre jamais été
réellement étudiées sous cette forme, ni résolues numériquement, ce que nous proposons de
faire dans les deux prochaines parties de cette thèse. Nous y avons introduit essentiellement
trois ingrédients physiques : (i) le terme en double puits dans l’équation (3.17c) tend à
polariser le tissu – puisque l’état polarisé |p| = 1 est stable par construction, contrairement
à l’état isotrope |p|= 0 –, ce qui amènera à créer du mouvement quand on ajoutera dans
le chapitre 5 une interaction avec le substrat ; (ii) le laplacien dans cette même équation
tend à aligner les vecteurs polarité dans un voisinage de taille effective `p ; (iii) le tenseur
des contraintes actives (3.17g), qui tend à déstabiliser le système. On retrouve également
les deux premiers termes dans l’expression du tenseur des contraintes (3.17f), imposés
par construction pour que le second principe de la thermodynamique soit vérifié (voir la
section 2.4).

3.3.2. Adimensionnement

Dans cette section, nous procédons à un changement de variable permettant de faire
apparaître dans les équations du problème 3.3.1 des nombres sans dimension.

Soient L, H et V respectivement une longueur, une épaisseur et une vitesse caractéristiques
de la migration. Soient également T := L/V et S := ηV/L respectivement un temps et une
contrainte caractéristiques.

Nous réécrivons maintenant le problème 3.3.1 en utilisant des ensembles, des variables
et des opérateurs adimensionnés. Pour éviter d’alourdir les notations, nous ne distinguons
pas les quantités avec et sans dimension. Ainsi, à partir de cette section, toutes les quantités
apparaissant dans la suite du document sont par défaut sans dimension, sauf mention
explicite du contraire.

Problème 3.3.2 – Modèle de tissus tridimensionnel adimensionné. Étant donné la
polarité initiale p0, trouver v , Π et p définies dansB × ]0,+∞[ telles que

−div
�
σT

tot

�
= 0 dansB × ]0,+∞[, (3.18a)

div v = 0 dansB × ]0,+∞[, (3.18b)

Pe
�
p + (|p|2 − 1)p − κ2∆p = 0 dansB × ]0,+∞[. (3.18c)

Le tenseur des contraintes totales de Cauchy adimensionné σ est quant à lui défini par

σtot = −Πδ+σvisc(v) +σextra(p) +σa(p), (3.18d)

σvisc(v) := 2D(v), (3.18e)

σextra(p) :=
a+ 1

2
p ⊗ `(p) + a− 1

2
`(p)⊗ p − κ2B∇pT • ∇p, (3.18f)

σa(p) := −Sap ⊗ p, (3.18g)
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Chapitre 3. Construction d’un modèle continu tridimensionnel de tissus

où
`(p) = B

�|p|2 − 1
�
p − κ2B∆p. (3.18h)

Dans la formulation de ce problème, nous n’avons pas spécifié les conditions aux limites
pour rester général. Nous en discutons plus loin, dans les sections 5.1.2 et 5.3.3.

Au total, le problème 3.3.2 compte six nombres sans dimension, dont nous donnons les
définitions par ordre d’apparition ci-dessous.

– Pe := λpV/L : en respectant la nomenclature en vigueur, il s’agit du nombre de Péclet,
mais il s’interprète plus comme un nombre de Weissenberg polaire ou vectoriel, par
analogie aux fluides viscoélastiques. C’est le rapport entre le temps de relaxation de
la polarité et le temps caractéristique de la migration. En multipliant en haut et en
bas par kp, on obtient Pe = (kpλpV)/(kpL), qui s’interprète alors comme le ratio entre
forces visqueuses de rotation et forces élastiques polaires (voir la section 3.2.2).

– κ := `p/L : rapport de la longueur de cohérence de la polarité et de la taille caracté-
ristique du domaine.

– a : paramètre de la dérivée objective de Gordon-Schowalter ; cf. la définition 2.2.1.

– B := kpL/(ηV) : rapport entre forces élastiques polaires et forces visqueuses. Un
paramètre alternatif est le nombre d’Ericksen (du même nom que le tenseur des
contraintes dans la section 2.4.2), défini par Er := (ηVL)/(kp`

2
p), de sorte que B=

1/(κ2Er). Pour des raisons pratiques, nous préférons l’utilisation de B directement.
Lorsque B est grand, autrement dit lorsque les forces visqueuses sont petites devant
les forces élastiques polaires, la polarité a une forte résistance aux variations de
déformation du tissu. En résumé, le paramètre B caractérise la résistance de la
polarité aux forces visqueuses.

– Sa := µaL/(ηV) : le coefficient de contrainte active adimensionné.
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Chapitre

4A new framework for shallow
approximations of incompressible flows

Nous développons ici un cadre formel qui nous permettra de réaliser dans le chapitre 5
une approximation en couche mince du problème 3.3.2 obtenu précédemment. Ce chapitre
est une recopie de l’article [SCS23] que nous avons publié durant la thèse. Pour cette raison,
certaines notations peuvent être à nouveau introduites.

Table des matières
4.1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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4.1. Introduction

The scientific literature addresses a wide range of thin-layer flow problems, suitable for
geophysical, biological and industrial applications. The corresponding approximation leads
to reduce a tridimensional time-dependent and free-surface flow problem to a bidimensional
one with an explicit description of the elevation of the free-surface. The problem is then
much simpler, from both theoretical and numerical points of view.

This approach was first introduced in 1871 by Saint-Venant [Sai71] for the so-called
shallow-water equations that approximate the Euler’s fluid equations. Since then, significant
progress has been made in obtaining reduced equations. Especially, asymptotic analysis
allows a rigorous formal development, up to an arbitrary order, of quantities with respect
to ε, the small aspect ratio of the thin geometry (see Fig. 4.1). Among others, it has allowed
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Chapitre 4. A new framework for shallow approximations of incompressible flows

to obtain thin-layer approximations of Navier-Stokes model [GP00 ; Mar07], of the Bingham
viscoplastic fluid model [LM90 ; BC99 ; BSS14 ; FNV10], and more recently of the Maxwell
viscoelastic model [BB13]. See e.g. [BB16] for a recent review, including slowly varying
topography effects. Note that the reduced equations obtained after asymptotic analysis
strongly depend upon the boundary conditions imposed on the substrate on which the
fluid is moving. In the literature, two main cases are considered : a slip-friction together
with a no-penetration condition [Mar07 ; GP00 ; FNV10 ; BB13 ; BB16] and a no-slip
condition [LM90 ; BC99].

Our aim is to propose a general framework for facilitating the formal derivation of the
thin-layer approximation of incompressible fluids, either Newtonian or non-Newtonian,
with slip-friction and no-penetration boundary condition on a flat substrate. It allows both to
avoid redundant mathematical hypotheses and to dramatically reduce most tedious formal
calculations. While we focus on fluid mechanics applications, the present framework could
be suitable to a wider class of partial differential equations from mathematical physics. The
idea to provide some kind of generalization has already been suggested in the literature.
In 2004, Bouchut and Westdickenberg [BW04] studied general varying topographies and,
in 2016, Bouchut and Boyaval [BB16] proposed for the first time a unified framework for
deriving thin-layer models for shallow free-surface flows driven by gravity, with slip-friction
and no-penetration boundary condition, and under the motion by slices hypothesis. The
present framework requires a minimal number of assumptions. In particular, we neither
assume that the system is driven by gravity nor that the motion by slices hypothesis is
satisfied.

The viscoelastic Maxwell model is studied as a proof of concept for the proposed frame-
work. It writes [Old50] :




λ

�
∂ τ

∂ t
+ (v • ∇)τ−∇v ·τ−τ · ∇v>

�
+τ= 2ηD(v),

ρ

�
∂ v
∂ t
+ (v • ∇)v

�
− div σ = ρg ,

div v = 0,

(4.1a)

(4.1b)

(4.1c)

where the total stress tensor is σ = τ−Πδ, and the three unknowns are τ, the elastic stress
tensor, v , the velocity field and Π, the pressure. Here, ρ is the density of the fluid, assumed
to be constant, and g is the constant gravity vector. The parameter η is a viscosity and λ
is a relaxation time. The notation D(v) stands for the rate of deformation tensor, that is
the symmetric part of the velocity gradient, defined by D(v) :=

�∇v +∇v>
�
/2. Note that

when λ= 0, the Maxwell model reduces to the Navier-Stokes one. Rather than directly
performing the asymptotic analysis of the system (4.1), we propose in this paper to treat
the following general equation :

A (u)− div j = 0, (4.2)

where A is a given scalar operator depending on the scalar unknown u and j is the
equivalent of a flux. This equation is scalar but it can correspond component by component
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4.2. Mathematical setting

to vectorial conservation equations such as (4.1b), and tensorial evolution equations such
as (4.1a), and, in general, to a large class of equations from mathematical physics.

After a presentation of the general mathematical setting in section 4.2, the asymptotic
analysis of (4.2) will be presented along with sufficient conditions for the motion by slices.
This section ends with the asymptotic analysis of the general objective Gordon-Schowalter
derivatives of both vector and tensor fields. Finally, section 4.4 turns to applications to
Navier-Stokes and Maxwell systems. To the best of our knowledge, the tools presented here
are new and we hope that they will (i) help to clarify the mathematical hypothesis required
for asymptotic analysis, and (ii) make formal calculations easier for future applications in
the study of complex materials.

4.2. Mathematical setting

4.2.1. Geometry

We consider here a thin-layer fluid domainB ⊂ R3 moving at velocity v : B ×R+→ R3,
with a free surface characterized by its height h : B ×R+→ R+, assumed small compared
to the flow length. Let Σs be the three-dimensional rigid substrate on which the fluid
flows. It is defined as the set of points x with x3 = 0, and Ω ⊂ R2 its two-dimensional
counterpart such that Σs := Ω× {0}, see Fig. 4.1. The free surface is defined as the set
Σ f (t) := Ω× {h(t)}. The thin-layer approximation aims at obtaining a two-dimensional
problem defined over Ω.

O x1

x2

x3

Σs := {x3 = 0}

Σ f (t) := {x3 = h}
B(t) Σ

v(x , t)

h(x , t)

O x1

x2

x3.
L

Ω
v s(x s, t)

ε := H/L→ 0

FIGURE 4.1. – Asymptotic analysis of a free-surface flow of a shallow fluid.
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Chapitre 4. A new framework for shallow approximations of incompressible flows

4.2.2. Evolution equations

A large part of the equations derived from mechanics can be written as one of the
following equations :

λ
Dϕ
Dt
+ b(ϕ)− div j = f , (4.3a)

λ
Dau
D t

+ b(u)− div σ = f , (4.3b)

or λ
Daτ

D t
+ β(τ)− div J= φ, (4.3c)

where λ is a time relaxation, b (resp. b and β) is a generic scalar-valued (resp. vector and
symmetric tensor) source term, j (resp. σ and J) is a vector-valued (resp. tensor-valued
and order 3 tensor-valued) flux and f (resp. f and φ) is a scalar-valued (resp. vector
and symmetric tensor) source term independent of the scalar (resp. vector and symmetric
tensor) unknown ϕ (resp. u and τ). Three time derivatives have also been introduced. The
first one is the Lagrangian derivative D�/Dt := ∂�/∂ t + (v • ∇)�. The two others are the
vector and the tensor Gordon-Schowalter derivatives, parameterized by a ∈ R and defined
by

Dau
D t

:=
Du
Dt
− (W(v) + aD(v)) · u,

Daτ

D t
:=

Dτ
Dt
− 2 sym

�
(W(v) + aD(v)) ·τ�,

where sym(.) is the tensor symmetric part operator and W(v) := (∇v −∇v>)/2 is the
vorticity tensor, i.e. the skew-symmetric part of the velocity gradient. Note that these time
derivatives are defined for a general velocity field v , not necessarily divergence-free.

Note that all the three variants of (4.3) reduce component-by-component to the general
case (4.2) for a suitable choice of theA that includes both the time derivative, the source
and the right-hand-side terms. This approach leads to split the difficulties for the asymptotic
analysis of the next section 4.3 : we first study (4.2) with a general operatorA before we
deal with the complicated terms involved by Gordon-Schowalter derivatives.

4.2.3. Boundary conditions

Only the boundary conditions satisfied on the free surface and on the substrate are
involved by the asymptotic analysis. Indeed, conditions on vertical boundary walls have no
effects on the reduced models.
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On the free surface

For fluid flow systems such as Navier-Stokes or Maxwell (4.1), the boundary conditions
on the free surface Σ f (t) write [Mar07 ; BB16] :

σ · n − γκn = 0, (4.4a)

and
∂ h
∂ t
+ v1

∂ h
∂ x1

+ v2
∂ h
∂ x2

= v3 (4.4b)

where n is the unit outward normal vector, along the direction (−∂ h/∂ x1,−∂ h/∂ x2, 1).
Eqn. (4.4a) expresses the normal-stress continuity condition where γ is the surface tension
at the air/fluid interface and κ := −div n is the local mean curvature while (4.4b) is the
usual free surface kinematic equation. Note that (4.4a) is a non-homogeneous Neumann
boundary condition. By extension, for our general scalar equation (4.2), we consider the
general condition on free surface Σ f (t) :

j · n = q. (4.5)

On the substrate

On the substrate Σs, we consider :

v · n = 0, (4.6a)

σnt = −kv t , (4.6b)

whereσnt := σ · n − (n ·σ · n)n is the tangential part of the normal stress, v t := v − (v · n)n
is the tangential part of the velocity. Relation (4.6a) expresses the no-penetration of the flow
material across the substrate surface while (4.6b) is the tangential slip-friction condition,
where k is the friction coefficient, which is constant for laminar flows.

Condition (4.6) is the usual starting point of most motion by slices approximate models.
Note that a popular alternative is the no-slip condition v = 0, which is the starting point of
the so-called lubrication approximate models [LM90 ; BC99 ; BSS14]. For simplicity, the
later will not be considered and we assume (4.6) all along this paper.

4.3. The framework

4.3.1. Notations

Asymptotic analysis

Let H, L and U be the characteristic height, length and velocity, respectively. For instance L
is the substrate length. The asymptotic analysis consists in exploiting the small, yet fixed,
aspect ratio

ε := H/L
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Chapitre 4. A new framework for shallow approximations of incompressible flows

in order to reduce the three-dimensional problem to a bidimensional one. For this pur-
pose, we are going to scale the spatial coordinates with this parameter, distinguishing the
contribution from planar and horizontal dimensions. We then assume each dimensionless
unknown admits a Taylor expansion with respect to ε at second order, which, to fix ideas,
writes

ϕ = ϕ(0) +ϕ(1)ε+ϕ(2)ε2 +O(ε3). (4.7)

By convention, we consider that both the height and the x3-coordinate are exactly of order
one while both the x1-coordinate and x2-coordinate do not depend on ε :

x s = Lx (0)s , x3 = Lx (1)3 ε, t =
L
U

t(0), (4.8)

where the s index refers to the planar components of a given variable, e.g. x s := (x1, x2).
We deduce the following scaling for differential operators :

∇s =
1
L
∇(0)s ,

∂

∂ x3
=

1
εL

∂

∂ x (1)3

,
∂

∂ t
=

U
L
∂

∂ t(0)
, (4.9)

where ∇s := (∂ /∂ x1,∂ /∂ x2)> is the planar gradient. We also define the planar divergence
operator divs� := ∂�i1...ip−11/∂ x1 + ∂�i1...ip−12/∂ x2, where p is the order of the given tensor,
and the planar Laplacian∆s :=∇s · ∇s. Similarly, we assume that the dimensionless velocity
field v/U and the dimensionless height field h/L satisfy an expansion of the form (4.7)
with v(0)3 = 0 and h(0) = 0. This choice is justified by our wish to have εU as the characteristic
vertical speed and H= εL as the characteristic height.

Observe that the notation ϕ(k) makes it possible to immediately recognise the order with
respect to ε of the considered term. For instance, the product ϕ(k)ψ(l) will be associated
to a term of order O

�
εk+l

�
, while the quotient ϕ(k)/ψ(l) will be associated to a term of

order O
�
εk−l

�
.

From now until the section 4.4, we assume that every field, parameter and differential
operator is dimensionless, for convenience. In particular, when we refer to the dimensionless
height (resp. vertical velocity), we mean the height scaled by L (resp. U), in order to keep
the property presented in the previous paragraph.

Depth averaging

Depth averaging is the final stage of the reduction of equations. It is defined through the
following operator :
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Définition 4.3.1 – depth average
Let ϕ : B ×R+ → R a continuous scalar field with respect to x3. Its depth average is
defined by the quantity

〈ϕ〉h(x s, t) :=





1
h

∫ h

0

ϕ((x s, x3), t)dx3, ∀(x s, t) ∈ Ω×R+ when h(x s, t) 6= 0,

ϕ((x s, 0), t) otherwise.

This linear operator extends componentwise to any vector or tensor field. We also define
the depth variance and covariance :

Définition 4.3.2 – depth variance and covariance
Let ϕ and ψ be two scalar fields defined inB ×R+, continuous with respect to x3.

– The depth variance of ϕ is defined by the quantity

varh(ϕ) := 〈(ϕ − 〈ϕ〉h)2〉h.

– The depth covariance of ϕ and ψ is defined by the quantity

covh(ϕ,ψ) := 〈(ϕ − 〈ϕ〉h)(ψ− 〈ψ〉h)〉h.

In particular, covh(ϕ,ϕ) = varh(ϕ).

Those operators satisfy the Cauchy-Schwartz inequality

|covh(ϕ,ψ)|2 6 varh(ϕ)varh(ψ), (4.10a)

and the König-Huygens theorem-like

varh(ϕ) = 〈ϕ2〉h − 〈ϕ〉2h, (4.10b)

covh(ϕ,ψ) = 〈ϕψ〉h − 〈ϕ〉h〈ψ〉h. (4.10c)

Note the following useful identities :

〈x3〉h = h/2 and varh x3 = h2/12. (4.11)

4.3.2. Analysis of the general scalar problem

Considering equation (4.2) together with the Neumann condition (4.5), let us perform
the asymptotic analysis of the following general scalar problem:
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Problème 4.3.1 – general scalar. Find u, defined inB ×R+, such that for any time
t ∈ R+ �A (u(t))− div j(t) = 0 inB(t),

j(t) · n = q on Σ f (t).
(4.12a)

(4.12b)

Recall that this scalar problem extends componentwise to a vector or a tensor one. Assume
that u is a solution of (4.12) and that the following expansions hold :

A =A (−1)1
ε
+A (0) +A (1)ε+O(ε2), (4.13a)

j = j (−1)1
ε
+ j (0) + j (1)ε+ j (2)ε2 +O(ε3), (4.13b)

q = q(−1)1
ε
+ q(0) + q(1)ε+ q(2)ε2 +O(ε3) (4.13c)

Then (4.12a) leads to

−∂ j(−1)
3

∂ x (1)3

1
ε2
+

1∑
k=−1

�
A (k) − divs j (k)s −

∂ j(k+1)
3

∂ x (1)3

�
εk +O(ε2) = 0,

while the boundary condition (4.12b) becomes

�
j(−1)
3 − q(−1)

�1
ε
+

1∑
k=−1

�
j(k+1)
3 − j (k)s · ∇sh

(1) − q(k+1)
�
εk+1 +O(ε2) = 0 on Σ f (t).

By identification, we get, for any k ∈ {−1,0, 1}

∂ j(−1)
3

∂ x (1)3

= 0, (4.15a)

A (k) − divs j (k)s =
∂ j(k+1)

3

∂ x (1)3

, (4.15b)

j(−1)
3 = q(−1) on Σ f (t), (4.15c)

j(k+1)
3 =∇sh

(1) · j (k)s + q(k+1) on Σ f (t). (4.15d)

From (4.15a) and (4.15c), we also deduce j(−1)
3 = q(−1) in Ω×R+.

Définition 4.3.3 – hypotheses H (k)

For any k ∈ {−1, 0,1}, we say hypothesisH (k) holds if and only ifA (k) = 0 and j (k)s = 0.
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Lemme 4.3.1 – vertical flux and Neumann BC

Assume expansions (4.13) are satisfied. Then,

– the term of order −1 of the vertical flux is given by

j(−1)
3 = q(−1) in Ω×R+. (4.16a)

– if hypothesisH (k) also holds, for k ∈ {−1,0, 1},
j(k+1)
3 = q(k+1) in Ω×R+. (4.16b)

Démonstration. The first point has already been proven in the main text. Under hypothesis
H (k), (4.15b) reduces to

∂ j(k+1)
3

∂ x (1)3

= 0 in Ω×R+,

whence the result, from the boundary condition (4.15d). �
This lemma is the starting point for obtaining the property of motion by slices (see

corollary 4.3.3).
It remains to average in depth the problem defined by equations (4.15a)–(4.15b) together

with boundary conditions (4.15c)–(4.15d). This can be performed thanks to corollary 4.6.3
in appendix 4.6, which gives the

Problème 4.3.2 – reduced general scalar. Find 〈u(0)〉h and 〈u(1)〉h, defined in Ω×R+,
such that for any time t ∈ R+ and any index k ∈ {−1, 0,1}

h(1)〈A (k)〉h − divs

�
h(1)〈 j (k)s 〉h

�
= q(k+1) − j(k+1)

3 (x3 = 0). (4.17)

Théorème 4.3.2 – asymptotic analysis of the general problem

Let u be the solution of problem 4.3.1, which is assumed to be statisfying expansion
(4.13), and 〈u(0)〉h and 〈u(1)〉h be solutions of problem 4.3.2. Then,

〈u〉h = 〈u(0)〉h + 〈u(1)〉hε+O(ε2). (4.18)

In other words, the reconstructed solution 〈u(0)〉h + 〈u(1)〉hε is an approximation of
order O(ε2) of the averaged exact solution 〈u〉h.

Corollaire 4.3.3 – motion by slices

Under the same assumptions than the above theorem 4.3.2, let us assume in addition
that j = ν∇u+m, where ν> 0 and m is a vector field that does not depend on ∇u.
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If m expands as m =m(0) +m(1)ε+O(ε2), q(−1) = 0 and ν= O(1), then

∂ u(0)

∂ x (1)3

= 0.

Démonstration. By construction, j(−1)
3 = ν∂ u(0)/∂ x (1)3 . The result follows then

from (4.16a). �

Remarque 4.3.I – no-slip condition : More generally, if m expands
as m =m(−1)/ε+m(0) +m(1)ε+m(2)ε2 +O(ε3) and ν= O(εn), with n ∈ {0, . . . , 3},
then

∂ u(0)

∂ x (1)3

=
1
ν

�
q(n−1)−m(n−1)

3

�
, that is 〈u(0)〉h = u(0)(x3 = 0)+

h(1)

2ν
q(n−1)−

�∫ x3

0

1
ν

m(n−1)
3 dx3

�

h

.

(4.19)
Instead of the Neumann boundary condition (4.12b), we could consider a Dirichlet condition
on u. In that case, we do no more have information on the normal flux j · n on the substrate.
This could be a difficulty since this term is involved in the right-hand-side of (4.17). Note
that a popular case of such Dirichlet condition is the no-slip condition on the substrate,
which the starting point of lubrication shallow models. In that case, there is no more motion
by slices, but this asymptotic expansion still allows to obtain an explicit expression of the
zeroth order depth average of u. Moreover, from (4.16b) and under assumptionH (k) (see
lemma 4.3.1), it is possible to extend the result to any k ∈ {−1, 0,1} as

〈u(k+1)〉h = u(k+1)(x3 = 0) +
h(1)

2ν
q(n+k) −

�∫ x3

0

1
ν

m(n+k)
3 dx3

�

h

, (4.20)

See e.g. [BC99, section 3.1] or [BSS14] for practical examples of lubrication problems.

Corollaire 4.3.4 – asymptotic analysis of the pressure

For any i ∈ {1,2, 3}, assume the i-th component of a vector field u is solution of a
problem of the form (4.12) with vector flux (σi j)16 j63 and operatorAi. Assume in
addition that these three problems satisfy the expansion (4.13). Assume also that the
tensor flux writes σ = τ−Πδ, where τ is a tensor field and Π is a scalar field, called
the pressure, both of them being of order at most O(1/ε). Then the depth average of
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the pressure Π is given by

〈Π(−1)〉h = 〈τ(−1)
33 〉h − q(−1),

〈Π(k+1)〉h = 〈τ(k+1)
33 〉h − q(k+1) −

®∫ h

x3

�
divs τ

(k)
3s −A (k)

3

�
dx3

¸

h

−τ(k)3s (x3 = h) · ∇sh
(1),

for any k ∈ {−1,0, 1}.

Démonstration. The first result is immediate from (4.16a). From (4.15b), we get

∂Π(k+1)

∂ x3
=
∂ τ

(k+1)
33

∂ x3
+ divs τ

(k)
3s −A (k)

3 ,

and then, by integrating between x3 and h

Π(k+1)(x3 = h)−Π(k+1) = τ(k+1)
33 (x3 = h)−τ(k+1)

33 +

∫ h

x3

�
divs τ

(k)
3s −A (k)

3

�
dx3.

From the Neumann boundary condition (4.15d), we obtain the relation

τ
(k+1)
33 (x3 = h)−Π(k+1)(x3 = h) = τ(k)3s (x3 = h) · ∇sh

(1) + q(k+1).

A depth integration allows then to conclude. �

Remarque 4.3.II – simplifications : Ifτ(k)3s is independent upon x3, we have the much simpler
result

〈Π(k+1)〉h = 〈τ(k+1)
33 〉h − q(k+1) − divs

�
h(1)τ(k)3s

�
+

h(1)

2
divs τ

(k)
3s +

®∫ h

x3

A (k)
3 dx3

¸

h

.

Similarly, ifA (k)
3 is also independent of x3, we have the even simpler result

〈Π(k+1)〉h = 〈τ(k+1)
33 〉h − q(k+1) − divs

�
h(1)τ(k)3s

�
+

h(1)

2
divs τ

(k)
3s +

h(1)

2
A (k)

3 .

4.3.3. Time derivatives

The aim of this section is to derive the depth average of the time derivatives that we
introduced in Section 4.2.2, namely the material derivative D/Dt and the vector and tensor
Gordon-Schowalter derivatives Da/D t, and express them as functions of their equivalents
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in the plane Ω. We will do so under the assumptions that lead to motion by slices (see
corollary 4.3.3) :

∂ v (0)s

∂ x (1)3

= 0, (4.22)

and the fact that the velocity field v is divergence-free (incompressibility) and satisfies to
the no-penetration constraint on the substrate. To exploit this, we will first need to perform
the asymptotic analysis of the divergence-free condition.

Divergence-free condition

Let us start by the asymptotic analysis of the divergence-free condition

div v = 0, (4.23)

under the boundary conditions

v · n = 0 ⇐⇒ v3 = 0 on Σs, (4.24a)
Dsh
Dt
= v3 on Σ f (t), (4.24b)

where we noted
Ds

Dt
:=
∂

∂ t
+ (v s

• ∇s) the material derivative advected by the velocity v s.

Proposition 4.3.5 – averaged vertical velocity

Assume that v is divergence-free and that the property of motion by slices (4.22) and
the boundary conditions (4.24) are satisfied. Then the vertical velocity v3 is given
by :

v3 = −divs

�
v (0)s

�
x3 − 〈divs

�
v (1)s

�〉x3
ε+O(ε3), that is v(1)3 = −divs

�
v (0)s

�
x (1)3 . (4.25)

Démonstration. Note that div v = divs v s + ∂ v3/∂ x3 = 0. Therefore, the result follows
directly from an integration of the equation (4.23) using the hypothesis of motion by slices
and the boundary condition (4.24a). �

Corollaire 4.3.6 – averaged free surface evolution

Under the same conditions as in the above proposition, the height h is solution of
the equation

∂ h
∂ t
+ divs

�
hv (0)s

�
+ divs

�
h〈v (1)s 〉h

�
ε= O(ε3). (4.26)
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Démonstration. Immediate from proposition 4.3.5, corollary 4.6.3 (see appendix 4.6) and
boundary condition (4.24b). �

By identification, we immediately obtain the equation satisified by the height at order
O(ε) :

∂ h(1)

∂ t
+ divs

�
h(1)v (0)s

�
= 0. (4.27)

Solving (4.27) instead of (4.26) leads to an error of order O(ε) since 1 h/ε= h(1) +O(ε).

Lagrangian derivative

The depth average of the Lagrangian derivative is expressed as a function of the planar
material derivative, advected by the velocity v (0)s , noted

D(0)s ϕ

Dt
:=
∂ϕ

∂ t
+
�
v (0)s

• ∇s

�
ϕ,

for any scalar field ϕ defined in Ω×R+. It extends componentwise to any vector or tensor
field. Thanks to the new mass conservation law (4.26), we deduce the

Proposition 4.3.7 – averaged Lagrangian derivative

Assume that v is divergence-free and that the property of motion by slices (4.22)
and the boundary conditions (4.24) are satisfied. Then, any scalar field u defined in
B ×R+ satisfies the relation

­
Du
Dt

·
h
=

D(0)s 〈u〉h
Dt

+O(ε), (4.28)

Moreover, if we assume covh(∇su, v (1)s ) = O(ε), then we have a better approximation :

­
Du
Dt

·
h
=

D(0)s 〈u〉h
Dt

+
�〈v (1)s 〉h • ∇s

�〈u〉hε+O(ε2), (4.29)

Démonstration. We show this property in the second case, the first result being inde-
pendent of the assumption covh(∇su, v (1)s ) = O(ε). The calculation is performed in two
steps, by noting that D/Dt = Ds/Dt + v3∂ /∂ x3 = Ds/Dt + v(1)3 ∂ /∂ x (1)3 +O(ε) and by using
the linearity of the operator 〈·〉h.

1. Two direct applications of the Leibniz formula (corollary 4.6.2 in appendix 4.6) and

1. As a reminder, the height was scaled by the characteristic length L, not by the characteristic height H,
as mentioned in section 4.3.1.
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one of the formula (4.10c) gives

h
­

Dsu
Dt

·
h
=

D(0)s

Dt
(h〈u〉h)− u(x3 = h)

D(0)s h

Dt
+ h〈�v (1)s

• ∇s

�
u〉hε+O(ε3)

= h

�
D(0)s 〈u〉h

Dt
+
�〈v (1)s 〉h • ∇s

�〈u〉hε
�
+ hcovh(∇su, v (1)s )ε

+ (〈u〉h − u(x3 = h))

�
D(0)s h

Dt
+
�〈v (1)s 〉h • ∇s

�
hε

�
+O(ε3).

2. A direct application of the appendix formula (4.46e), after expansion of the vertical
velocity using the proposition 4.3.5 and use of the hypothesis of motion by slices,
gives

h
­

v3
∂ u
∂ x3

·

h
= −�h divs v (0)s + h〈divs v (1)s 〉hε

�­
x3
∂ u
∂ x3

·

h
+O(ε3)

=
�
h divs v (0)s + h〈divs v (1)s 〉hε

�
(〈u〉h − u(x3 = h)) +O(ε3).

The sum of the two above results and the application of equality (4.26) allow to conclude.
�

This result still holds true when replacing u with a vector or a tensor field, in particular
with the velocity field v .

Gordon-Schowalter derivative of a vector

First, the depth average of the Gordon-Schowalter derivative of a vector is expressed as
a function of its plane equivalent, with respect to the zeroth-order planar velocity v (0)s :

D (0)
a w s

D t
:=

D(0)s w s

Dt
−Ws(v

(0)
s ) · w s − aDs(v

(0)
s ) · w s, (4.30)

for any planar vector w s defined in Ω×R+.

Théorème 4.3.8 – Gordon-Schowalter derivative of a vector

Let u be a vector field defined inB ×R+ such that varh(u) = O(ε) (closure assump-
tion). Assume that v is divergence-free and that the property of motion by slices
(4.22) and the boundary conditions (4.24) are satisfied. Then the depth-average of
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the Gordon-Schowalter derivative of u is given by

�­
Dau
D t

·
h

�
s
=

D (0)
a 〈u s〉h
D t

− 1+ a
2

®
∂ v (1)s

∂ x (1)3

u3

¸

h

−
�
�

Ws

�
v (1)s

�
+ aDs

�
v (1)s

�� · u s

�
h

+
1+ a

2

®
∂ v (2)s

∂ x (1)3

u3

¸

h

+
(1− a)h(1)

4
〈u3〉h∇s divs v (0)s

�
ε+O(ε2), (4.31a)

�­
Dau
D t

·
h

�
3
=

D(0)s 〈u3〉h
Dt

+
1− a

2

®
∂ v (1)s

∂ x (1)3

· u s

¸

h

+ a divs(v
(0)
s )〈u3〉h

+

�
1− a

2

®
∂ v (2)s

∂ x (1)3

·u s

¸

h

+
(1+ a)h(1)

4
∇s divs v (0)s ·〈u s〉h+a〈divs(v

(1)
s )u3〉h

�
ε+O(ε2).

(4.31b)

Démonstration. Recall that

Dau
D t

:=
Du
Dt
−W(v) · u − aD(v) · u.

As in the previous demonstration, we will treat each of the terms separately, and we use
the previous result for the first term. The expansions (4.7), (4.8) and 4.9 applied to the
velocity field, and the motion by slices assumption lead to

2W(v) =




2Ws(v (0)s ) + 2Ws(v (1)s )ε
1
ε

∂ v (0)s

∂ x (1)3

+
∂ v (1)s

∂ x (1)3

+

�
∂ v (2)s

∂ x (1)3

−∇sv
(1)
3

�
ε

�
∇sv

(1)
3 −

∂ v (2)s

∂ x (1)3

�
ε− 1

ε

∂ v (0)s

∂ x (1)3

− ∂ v (1)s

∂ x (1)3

0


+O(ε2),

2D(v) =




2Ds(v (0)s ) + 2Ds(v (1)s )ε
1
ε

∂ v (0)s

∂ x (1)3

+
∂ v (1)s

∂ x (1)3

+

�
∂ v (2)s

∂ x (1)3

+∇sv
(1)
3

�
ε

�
∇sv

(1)
3 +

∂ v (2)s

∂ x (1)3

�
ε+

1
ε

∂ v (0)s

∂ x (1)3

+
∂ v (1)s

∂ x (1)3

2
∂ v(1)3

∂ x (1)3

+ 2
∂ v(2)3

∂ x (1)3

ε


+O(ε2).

Therefore, the second and third terms in the definition of the Gordon-Schowalter derivative
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are

W(v) · u =




Ws(v (0)s ) · u s +
1
2

∂ v (1)s

∂ x (1)3

u3 +

�
Ws(v (1)s ) · u s +

∂ v (2)s

∂ x (1)3

u3

2
−∇sv

(1)
3

u3

2

�
ε+O(ε2)

−1
2

∂ v (1)s

∂ x (1)3

· u s +
ε

2

�
∇sv

(1)
3 −

∂ v (2)s

∂ x (1)3

�
· u s +O(ε2)


 ,

D(v) · u =




Ds(v (0)s ) · u s +
1
2

∂ v (1)s

∂ x (1)3

u3 +

�
Ds(v (1)s ) · u s +

∂ v (2)s

∂ x (1)3

u3

2
+∇sv

(1)
3

u3

2

�
ε+O(ε2)

1
2

∂ v (1)s

∂ x (1)3

· u s +
∂ v(1)3

∂ x (1)3

u3 +

�
1
2

�
∇sv

(1)
3 +

∂ v (2)s

∂ x (1)3

�
· u s +

∂ v(2)3

∂ x (1)3

u3

�
ε+O(ε2)


 ,

where we used the proposition 4.3.5. Depth averaging is easily done using the motion
by slices assumption. However, it is necessary to treat the terms consisting in a product
of two terms, a priori dependent on the coordinate x3, carefully. We deal with the term
u3∇sv

(1)
3 = −x (1)3 ∇s divs(v (0)s )u3 for the example, whose average can be calculated through

〈x (1)3 u3〉h. By successively applying the formulas (4.10c) and (4.11), we get

〈x (1)3 u3〉h =
h(1)

2
〈u3〉h + covh(x

(1)
3 , u3)≈

h(1)

2
〈u3〉h.

The closure assumption allows then to prove the approximation since, from the result
(4.10a) and the formula (4.11),

���covh(x
(1)
3 , u3)

���
2
6 varh(x

(1)
3 )varh(u3) =

h(1)
2

12
varh(u3) = O(ε).

The linearity of 〈·〉h and the proposition 4.3.7 on the asymptotic analysis of the Lagrangian
derivative finally lead to the conclusion. �

Remarque 4.3.III – average of a product : The expression of the depth-average of the
Gordon-Schowalter derivative involves averages of products, which is not desirable for
closing the reduced problem: we would prefer instead a product of averaged quantities.
The simplification of those products is actually case-dependent : one at least of the two
quantities involved by the product should be independent upon x3. For instance, either
the first-order planar velocity v (1)s or the vector field u involved by the Gordon-Schowalter
derivative should be independent upon x3.
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Gordon-Schowalter derivative of a tensor

Then, the depth average of the Gordon-Schowalter derivative of a tensor is expressed as
a function of its plane equivalent, with respect to the zeroth-order planar velocity v (0)s :

D (0)
a σss

D t
:=

D(0)s σss

Dt
− 2 sym

�
Ws(v

(0)
s ) ·σss − aDs(v

(0)
s ) ·σss

�
, (4.32)

for any planar tensor σss in Ω×R+.

Théorème 4.3.9 – Gordon-Schowalter derivative of a tensor

Let τ be a symmetric tensor field defined in B ×R+, whose zeroth order vertical
variation with respect to ε is negligible, that is varh(τ(0)) = O(ε) (closure assumption).
Assume that v is divergence-free and that the property of motion by slices (4.22)
and the boundary conditions (4.24) are satisfied. Then the depth-average of the
Gordon-Schowalter derivative of τ is given by

�­
Daτ

D t

·
h

�
ss
=

D (0)
a 〈τss〉h
D t

− (1+ a) sym

�®
∂ v (1)s

∂ x (1)3

⊗τ3s

¸

h

�

− sym

�
�
Ws

�
v (1)s

�
+ aDs

�
v (1)s

�	 ·τss

�
h
+ (1+ a)

®
∂ v (2)s

∂ x (1)3

⊗τ3s

¸

h

+
(1− a)h(1)

2
∇s divs v (0)s ⊗ 〈τ3s〉h

�
ε+O(ε2), (4.33a)

�­
Daτ

D t

·
h

�
s3
=

D (0)
a 〈τs3〉h
D t

+
1− a

2

®
∂ v (1)s

∂ x (1)3

·τss

¸

h

− 1+ a
2

®
∂ v (1)s

∂ x (1)3

τ33

¸

h

+ a divs

�
v (0)s

�〈τs3〉h +
�
− 
�Ws

�
v (1)s

�
+ aDs

�
v (1)s

�� ·τs3

�
h

+
h(1)

4
[(1+ a)〈τss〉h − (1− a)〈τ33〉hIss] · ∇s divs v (0)s

+
1− a

2

®
τss ·

∂ v (2)s

∂ x (1)3

¸

h

− 1+ a
2

®
∂ v (2)s

∂ x (1)3

τ33

¸

h

+ a〈divs

�
v (1)s

�
τ3s〉h

«
ε+O(ε2),

(4.33b)
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�­
Daτ

D t

·
h

�
33
=

D(0)s 〈τ33〉h
Dt

+ (1− a)

®
∂ v (1)s

∂ x (1)3

·τs3

¸

h

+ 2a divs

�
v (0)s

�〈τ33〉h

+

�®�
(1+ a)h(1)

2
∇s divs v (0)s +(1−a)

∂ v (2)s

∂ x (1)3

�
·τs3

¸

h

+2a〈divs

�
v (1)s

�
τ33〉h

�
ε+O(ε2),

(4.33c)

Démonstration. By noticing that we just need to develop the expression of the tensor
product (W(v) + aD(v)) ·τ and to use the decomposition

2 sym(ξ · ζ) =
�

2 sym(ξss · ζss + ξs3 ⊗ ζ3s) ξss · ζs3 + ξ3s · ζss + ξs3ζ33 + ξ33ζ3s
” 2(ξ3s · ζs3 + ξ33ζ33)

�
,

we can return to the proof of the previous theorem and conclude. �

4.4. Examples

4.4.1. From Navier-Stokes equations to viscous shallow water equations

Problem statement

The constitutive equation of an incompressible Newtonian fluid write :

σ = 2ηD(v)−Πδ, (4.34)

where σ is the symmetric Cauchy stress tensor and Π a contribution to the pressure. The
constant material parameter is the viscosity η> 0. These constitutive equations are coupled
with standard conservation of mass (4.35a) and momentum (4.35b) equations. Assuming
that the density ρ is constant, i.e. the fluid is incompressible, the conservation equations
write :

div v = 0,

ρ
Dv
Dt
− div σ = ρg ,

(4.35a)

(4.35b)

where g = −g û is the constant gravity vector, with û some given unit vector. The previous
set of equations is closed by initial and boundary conditions. For the latter, we use, on the
free surface, the conditions (4.4) with no surface tension (γ = 0), and, on the substrate,
the conditions (4.6) with no friction (k = 0).

Asymptotic analysis

With Σ := ηU/L as characteristic stress, the dimensionless problem writes :
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Problème 4.4.1 – Navier stokes equations. Find v defined in Ω such that

Re
Dv
Dt
− divσ = − Re

Fr2
û,

div v = 0,

(4.36a)

(4.36b)

with σ = 2D(v)−Πδ, where Re := ρUL/η is the Reynolds number and Fr := U/
p

gL
is the Froude number.

The same notation is used for dimensioned and dimensionless field for convenience.
We would like to use the framework developed in section 4.3.2 to get a shallow formu-

lation of the above Navier-Stokes problem. To do so,A (u) is identified with ReDvi/Dt +
(Re/Fr2)ûi and j with (σi j)16 j63, for i successively taken in {1,2,3}. Then, the condition
of motion by slices is satisfied, up to order 1 at least, for each component of the velocity,
thanks to corollary 4.3.3. As a consequence, the rate of deformation expands with respect
to ε as

2D(v) =

�
2Ds(v (0)s ) 0

0 −2 divs v (0)s

�
+




2Ds(v (1)s )
∂ v (2)s

∂ x (1)3

−∇s divs v (0)s x (1)3

∂ v (2)s

∂ x (1)3

−∇s divs v (0)
>

s x (1)3 −2divs v (1)s


ε+O(ε2),

(4.37)
where we used proposition 4.3.5.

Following the literature, we make the fundamental assumption that Re/Fr2 = O(1/ε).
Therefore, due to the form of the deformation rate tensor (4.37), applying the corollary 4.3.4
leads to

Π(−1) = 0, 〈Π(0)〉h = −2divs(v
(0)
s ) +

û3

2
Re
Fr2

h(1). (4.38)

We can now apply theorem 4.3.2, proposition 4.3.7 and corollary 4.3.6 to get a shallow
formulation of the above Navier-Stokes problem.

Problème 4.4.2 – Shallow water equations. Find v (0)s and h(1) defined in Ω such
that

∂ h
∂ t

(1)

+ divs

�
h(1)v (0)s

�
= 0,

Reh(1)
D(0)s v (0)s

Dt
− divs

�
h(1)〈σ(0)ss 〉h

�
= −εRe

Fr2
h(1)û s,

〈σ(0)ss 〉h = 2Ds(v
(0)
s ) + 2divs(v

(0)
s )δss −

û3

2
Re
Fr2

h(1)δss.

(4.39a)

(4.39b)

(4.39c)

This reduced model was first obtained in 2006 by Marche [Mar07] after substantial
formal calculations. In comparison, our approach requires less than one page. Solving
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problem 4.4.2 instead of problem 4.4.1 leads to an error of order O(ε) on velocity and
height (cf. theorem 4.3.2 or end of section 4.3.3).

4.4.2. Maxwell viscoelastic model

We use the constitutive equations of a Maxwell viscoelastic fluid (4.1) along with initial
and boundary conditions. For the latter, we use, on the free surface, the conditions (4.4)
with no surface tension (γ = 0), and, on the substrate, the conditions (4.6) with no friction
(k = 0).

With Σ := ηU/L again as characteristic stress, the dimensionless problem writes :

Problème 4.4.3 – Maxwell model. Find v and τ defined in Ω such that

Re
Dv
Dt
− divσ = − Re

Fr2
û,

div v = 0,

We
D1τ

D t
+τ= 2D(v),

(4.40a)

(4.40b)

(4.40c)

with σ = τ−Πδ, where We := λU/L is the Weissenberg number.

The same notation is used for dimensioned and dimensionless field for convenience.

Sufficient conditions for the motion by slices

With the help of our formalism, we can derive a new sufficient condition for the motion
by slices in the context of the Maxwell model :

Corollaire 4.4.1 – motion by slices for the Maxwell model

Let τ be the elastic stress defined in the Maxwell model (4.1), and assume that it
expands as τ= τ(0) +τ(1)ε+O(ε2) and that the Weissenberg number We is of order
O(1), then

∂ u(0)s

∂ x (1)3

=
∂ u(1)s

∂ x (1)3

= 0.

Démonstration. Let us write the components s3 and 33 of the equation (4.40c) :

We
�

Dτs3

Dt
−τ33

∂ v s

∂ x3
−
�
∇sv s +

∂ v3

∂ x3
δ

�
·τs3 −τss · ∇sv3

�
+τs3 =

∂ v s

∂ x3
+∇sv3,

We
�

Dτ33

Dt
− 2∇sv3 ·τs3 − 2

∂ v3

∂ x3
τ33

�
+τ33 = 2

∂ v3

∂ x3
.

(*.1a)

(*.1b)
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4.4. Examples

By assumption, we know the only term of order O(1/ε) in (*.1a) satisfies

−Weτ(0)33

∂ v (0)s

∂ x (1)3

=
∂ v (0)s

∂ x (1)3

. (*.1c)

Now, We = 0 leads to the result. Assume the opposite and that τ(0)33 = −1/We. Then, from
equation (*.1b), we have

τ
(0)
33 = −

1
We
= 0 (*.2)

since −2Weτ(0)33 = 2 and 2∇sv3 ·τs3 is at most of order O(ε). This leads to a contradiction :
τ
(0)
33 cannot be uniformly constant equal to −1/We. We finally conclude from (*.1c) that
∂ v (0)s /∂ x (1)3 = 0. Note that if τ(0)33 = 0 is assumed, then the proof is still valid.
HypothesisH (−1) is satisfied then, from lemma 4.3.1, there holds σ(0)s3 = 0, which leads to
τ(0)s3 = 0, and then, from (*.1a)

�
Weτ(0)33 + 1

�∂ v (1)s

∂ x (1)3

= 0, (*.3)

which leads to the second result, since τ(0)33 cannot be uniformly constant equal to −1/We.
�

Asymptotic analysis

In what follows, we assume that the asymptotic expansion of τ is of the form τ =
τ(0)+τ(1)ε+τ(2)ε2+O(ε3), whereas Re/Fr2 is of order O(1/ε), as in the previous example.
Corollary 4.4.1 ensures that the property of motion by slices is satisfied.

Momentum equation – Asymptotic. The asymptotic analysis of the momentum equation
has already been done in the previous example. Similar to what was done to deduce the
pressure in the previous example, the zeroth order of the averaged pressure is given by
〈Π(0)〉h = 〈τ(0)33 〉h + û3εRe/(2Fr2)h(1), whence

〈σ(0)ss 〉h = 〈τ(0)ss 〉h − 〈τ(0)33 〉hδss −
û3

2
εRe
Fr2

h(1)δss. (4.41)

In addition, assumption H (−1) (see lemma 4.3.1) is satisfied for both planar velocity
components, then

σ(0)s3 = τ
(0)
s3 = 0. (4.42)

Maxwell equation – Asymptotic. Taking into account the very last result (4.42) and ap-
plying theorem 4.3.9 and proposition 4.3.5 lead to the shallow formulation of the Maxwell
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Chapitre 4. A new framework for shallow approximations of incompressible flows

equation (4.1) :

We
D (0)

1 〈τ(0)ss 〉h
D t

+ 〈τ(0)ss 〉h = 2Ds(v
(0)
s ), (4.43a)

We

�
D(0)s 〈τ(0)33 〉h

Dt
+ 2divs(v

(0)
s )〈τ(0)33 〉h

�
+ 〈τ(0)33 〉h = −2 divs(v

(0)
s ). (4.43b)

Remarque 4.4.I : From a microscopic perspective, it is known [BAH87, p. 90] that the
elastic stress can be expressed in terms of the conformation tensor c∝ 〈`⊗ `〉 defined as
an average over all possible directions ` of molecules constituting the considered fluid :

τ=
η

λ
(c − δ). (4.44)

On the reasonable assumption that ` expands with respect to ε as `=
�

O(1)
O(ε)

�
, we deduce

a possible expansion for the conformation tensor as c =
�

O(1) O(ε)
O(ε) O(ε2)

�
. Thus, at zeroth

order, the component 33 of the elastic stress reads τ(0)33 = −1/We, but it would lead to
the contradiction −1/We = 0, according to equation (4.43b). If this expansion does not
work for c, does it at least work for τ? Assume τ(0)33 = 0, then divs(v (0)s ) = 0 from equation
(4.43b). If this does not lead to a contradiction, it implies a strong physical constraint,
which does not hold in most situations. We therefore understand that the order with respect
to ε of a given quantity (here τ) must be componentwise at least of the order of the second
member (here D(v)).

Summary. The shallow formulation of the Maxwell problem writes

Problème 4.4.4 – Reduced Maxwell model. Find v (0)s , h(1), 〈τ(0)ss 〉h and 〈τ(0)33 〉h defined
in Ω such that

∂ h
∂ t

(1)

+ divs

�
h(1)v (0)

�
= 0,

Reh(1)
D(0)s v (0)s

Dt
− divs

�
h(1)〈σ(0)ss 〉h

�
= −εRe

Fr2
h(1)û s,

〈σ(0)ss 〉h = 〈τ(0)ss 〉h − 〈τ(0)33 〉hδss −
û3

2
Re
Fr2

h(1)δss,

We
D (0)

1 〈τ(0)ss 〉h
D t

+ 〈τ(0)ss 〉h = 2Ds(v
(0)
s ),

We

�
D(0)s 〈τ(0)33 〉h

Dt
+ 2divs(v

(0)
s )〈τ(0)33 〉h

�
+ 〈τ(0)33 〉h = −2 divs(v

(0)
s ).

(4.45a)

(4.45b)

(4.45c)

(4.45d)

(4.45e)
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4.5. Conclusion

It is consistent with what has been derived in [BB13]. When We = 0, it reduces to the
same asymptotic (4.39) as the Navier-Stokes equation. Solving problem 4.4.4 instead of
problem 4.4.3 leads to an error of order O(ε) on velocity, height and all other averaged
quantities (cf. theorem 4.3.2 or end of section 4.3.3).

4.5. Conclusion

A new framework for asymptotic analysis has been presented in this paper. We have
proposed a set of tools for performing thin-layer approximations of free-surface fluid models
with flat topography and no-penetration boundary condition. The motion by slices is no
more an arbitrary assumption, and minimal assumptions for obtaining it have been pointed
out. Moreover, for the first time, to the best of our knowledge, the first-order expansion of
the Gordon-Schowalter derivatives has been developed. The proposed framework makes it
possible to clarify the necessary assumptions and to simplify the asymptotic analysis of a
wide variety of partial differential equations from continuum physics, whether they are
scalar, vector or tensor, with objective derivative and/or diffusive, reactive or advective
terms. This framework has been illustrated by two applications : the Navier-Stokes and the
Maxwell models. In perspective, a generalisation of this work would be to consider here an
arbitrary topography, following the work made in [BW04] for the Saint-Venant system.

4.6. Appendix : Leibniz formulas

Proposition 4.6.1 – Leibniz’s Integral Rule

Let X and I be two intervals of R and f : (x , t) ∈ X× I 7→ f (x , t) ∈ Rd , d ∈ N∗, a
sufficiently smooth function. Let also a and b two differentiable functions defined
from X to I. Then the parameterized integral function F, defined in X by

F(x) =

∫ b(x)

a(x)

f (x , t)d t,

is differentiable and

F′(x) =

∫ b(x)

a(x)

∂ f
∂ x

d t + f (x , b(x))b′(x)− f (x , a(x))a′(x).
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Chapitre 4. A new framework for shallow approximations of incompressible flows

Corollaire 4.6.2 – Leibniz’s Integral Rule for depth average

LetL be a first order differential linear operator, depending only on partial derivatives
∂t , ∂x1

and ∂x2
. For any sufficiently smooth scalar field ϕ, the following formula is

satisfied :
L (h〈ϕ〉h) = h〈Lϕ〉h +ϕ(x3 = h)L h. (4.46a)

Corollaire 4.6.3

For any sufficiently smooth vector field u, the following formulas are satisfied :

divs(h〈u〉h) = h〈divs u〉h + u s(x3 = h) · ∇sh, (4.46b)

∆s(h〈u〉h) = h〈∆su〉h + 2∇su s(x3 = h) · ∇sh+ u s(x3 = h)∆sh, (4.46c)

h〈∆su〉h = divs(h〈∇su〉h)−∇su s(x3 = h) · ∇sh. (4.46d)

We close this section by giving a last relation that will be useful :

〈x3∂x3
ϕ〉h + 〈ϕ〉h = ϕ(x3 = h). (4.46e)
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Chapitre

5Construction du modèle de
migration cellulaire collective

Dans ce chapitre, nous moyennons en épaisseur le modèle tridimensionnel obtenu au
chapitre 3. Les cellules sont considérées incompressibles en trois dimensions, mais comme
elles peuvent s’étaler sur le substrat, le système bidimensionnel est compressible ; nous en
présentons également une version incompressible. Nous proposons ensuite une analyse
thermodynamique a posteriori des équations moyennées en épaisseur, dans le but d’obtenir
une méthode de construction du modèle moyenné plus directe, basée sur l’équivalent
moyenné du potentiel de dissipation et de l’énergie libre, dont les ingrédients peuvent
être modifiés directement, sans avoir à réécrire les équations constitutives et l’analyse
asymptotique. Grâce à cette méthode, nous ajoutons deux nouveaux ingrédients au modèle
compressible, qu’il aurait été plus difficile d’obtenir à partir du modèle tridimensionnel.

Table des matières
5.1. Approximation en couche mince . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5.2. Analyse thermodynamique a posteriori des équations moyennées en
épaisseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

5.3. Modèle retenu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

5.4. Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

5.1. Approximation en couche mince

Dans le cadre de cette thèse, nous cherchons à modéliser le mouvement collectif dans les
épithéliums à surface libre, qui sont des monocouches minces de cellules. La migration peut
alors être considérée bidimensionnelle. Du point de vue théorique comme numérique, les
problèmes bidimensionnels sont bien plus simples. Dans cette section, nous réalisons donc
une approximation en couche mince des équations du problème 3.3.2 en exploitant le faible
ratio ε= H/L� 1 qui existe entre l’épaisseur du tissu et sa longueur. Mathématiquement,
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Chapitre 5. Construction du modèle de migration cellulaire collective

nous pratiquons une analyse asymptotique à l’aide des outils théoriques développés dans
le chapitre 4. Ce faisant, nous obtenons deux modèles s’exprimant uniquement sur les
composantes dans le plan des différents champs à l’ordre 0 : l’un incompressible, ce qui
revient à considérer que le tissu est à épaisseur uniforme (ou à densité constante), et l’autre
compressible. Ce sont ces modèles que nous étudions dans les chapitres suivants.

5.1.1. Position du problème

Considérons un épithélium en migration et occupant un volume donnéB(ξ) ⊂ R3, que
nous définissons comme une partie ouverte bornée de l’espace physique en trois dimensions
R3, caractérisé par son épaisseur ξ. Nous supposons que la migration a lieu en surface
libre sur un substrat solide fixe bidimensionnel et plan Ω, dont la rigidité est suffisante
pour permettre le mouvement, et à une vitesse inconnue v . La surface libre est notée
Σ f (ξ(t)), où ξ(x1, x2, t) représente donc l’épaisseur du tissu au point (x1, x2) ∈ Ω au
temps t. Finalement, nous ne formulons aucune hypothèse sur les bords verticaux Σ(ξ) du
domaine, permettant ainsi d’imaginer tout type de géométries, même les plus complexes.

Pour résumer, le domaine de migration et sa frontière sont respectivement définis par

B(ξ) := Ω×Σ f (ξ), (5.1a)

∂B(ξ) := Σs tΣ f (ξ)tΣ(ξ), (5.1b)

Σs := Ω× {0}, (5.1c)

Σ f (ξ) := Ω× {ξ}, (5.1d)

Σ(ξ) := ∂Ω×Σ f (ξ), (5.1e)

où t désigne une union disjointe. Un exemple d’une telle géométrie est présenté sur la
figure 5.1.

O x1

x2

x3

Σs := {x3 = 0}

Σ f (ξ) := {x3 = ξ}
B(ξ) Σ(ξ)

v(x , t)

ξ

FIGURE 5.1. – Géométrie simplifiée du domaine de migration du tissu.
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5.1. Approximation en couche mince

5.1.2. Conditions aux limites

Comme nous considérons une migration bidimensionnelle à surface libre, nous reprenons
les conditions aux limites données dans la section 4.2.3, valables sur la surface libre et sur
le substrat.

Sur la surface libre, nous ne supposons pas qu’il y ait une tension de surface, donc
nous choisissons simplement γ= 0 dans (4.4a). Nous ajoutons en plus une condition de
Neumann homogène pour la polarité. En résumé, nous avons

∂ ξ

∂ t
+ v1

∂ ξ

∂ x1
+ v2

∂ ξ

∂ x2
= v3, (5.2a)

σT • n = 0, (5.2b)
∂ p
∂ n
= 0. (5.2c)

L’équation (5.2a) est une condition cinématique de surface libre et (5.2b) traduit l’équilibre
des forces sur la surface libre. Remarquons que la condition (5.2c) est cohérente avec la
condition (2.39c) demandée pour respecter le second principe (voir la remarque 2.4.I).

Sur le substrat, de manière similaire à (4.6) et suivant [AT19] (section 1.3.6), nous
prenons

v • n = 0, (5.3a)�
σT
�

nt
= fap t − kv t , (5.3b)

kp`
2
p

∂ p
∂ n
= 0. (5.3c)

La condition (5.3b) exprime un bilan des forces à l’équilibre sur le substrat, comme l’illustre
la figure 5.2. On retrouve la partie tangentielle du vecteur des contraintes normales (σT)nt ,
donc celles de cisaillement, contrebalancée par une force active fa := fap t , que l’on suppose
colinéaire à la polarité, et une force de frottement fluide proportionnelle à la vitesse, où
fa > 0 et k > 0 sont respectivement les coefficients de force active et de frottement. Cette
condition aux limites est essentielle. C’est elle qui caractérise l’interaction principale entre
les cellules et le substrat et qui permet d’introduire une force active au système, celle-là
même qui pourra être à même d’amener le système hors équilibre, au sens thermodynamique
du terme. Par ailleurs, c’est l’analyse asymptotique que nous nous apprêtons à réaliser qui
va permettre de faire remonter cet équilibre des forces dans l’équation de conservation de
la quantité de mouvement.

5.1.3. Adimensionnement

Puisque les équations tridimensionnelles ont déjà été adimensionnées dans la sec-
tion 3.3.2, nous adimensionnement également la géométrie et l’épaisseur du tissu. On
note ρs la masse surfacique du tissu dans le plan, que l’on définit comme le produit de
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Chapitre 5. Construction du modèle de migration cellulaire collective

force activefriction cellules-substrat

Substrat Ω n−kv t fap tσT
nt

n ·σ

•

FIGURE 5.2. – Illustration de l’interaction cellules-substrat. La force active tend à créer le
mouvement, la friction à le freiner.

la masse volumique (qui est pour rappel uniforme) par l’épaisseur du tissu, soit ρs := ρξ.
Si on utilise comme grandeur caractéristique associée Hρ, alors on obtient après adimen-
sionnement, ρs/(Hρ) = ξ/H, ce qui signifie que la masse surfacique adimensionnée, que
nous appellerons densité, coïncide avec l’épaisseur adimensionnée. Dans l’optique d’utiliser
le plus possible des notations usuelles pour désigner les quantités physiques en jeu, nous
utiliserons donc dans la suite la densité en lieu et place de l’épaisseur adimensionnée.

Nous introduisons également quelques nouveaux nombres sans dimension, issus des
conditions aux limites exprimées dans la section 5.1.2 précédente. Nous reprenons pour
cela les notations de la section 3.3.2.

– Ta := ( faL)/(ηV) : la traction active matérialise la compétition entre force active et
forces visqueuses.

– CF := kL/η : le coefficient de friction caractérise le frottement du tissu avec le substrat,
ce qui a tendance à le freiner dans son mouvement. Puisque CF est sans dimension,
cela montre que η/k est homogène à une longueur.

Remarquons que deux grandeurs non polaires jouent un rôle dissipatif, ce qui tend à freiner
le mouvement du tissu ; il s’agit de la contrainte caractéristique S et la friction caractéristique
kV. Nous aurions ainsi pu plutôt introduire la dissipation totale S+ kV et définir le nombre
sans dimension β = kV/(S+ kV) = kL/(η+ kL) ∈ ]0,1[, qui représente la proportion de
friction dans la dissipation totale. Les adimensionnements utilisant respectivement S et
S+ kV comme contrainte caractéristique sont équivalents et il est possible de passer de l’un
à l’autre en remarquant que CF = β/(1− β) ou β= CF/(1+CF).

5.1.4. Hypothèses

Nous formulons les hypothèses suivantes :

(H1) Chacune des inconnues du problème 3.3.2 admet un développement de Taylor par
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5.1. Approximation en couche mince

rapport à ε de la forme

v = v (0) + v (1)ε+ v (2)ε2 +O(ε3), (5.4a)

Π= Π(0) +Π(1)ε+Π(2)ε2 +O(ε3), (5.4b)

p = p(0) + p(1)ε+ p(2)ε2 +O(ε3), (5.4c)

ρs = ρ
(1)
s ε+ ρ

(2)
s ε

2 +O(ε3). (5.4d)

Nous négligeons en plus les composantes verticales de la vitesse et de la polarité à
l’ordre 0, c’est-à-dire v(0)3 = 0 et p(0)3 = 0.

(H2) Le terme d’ordre 2 de la polarité est indépendant de x3, c’est-à-dire

∂ p(2)

∂ x (1)3

= 0. (5.5)

(H3) CF = C(1)F ε et Ta = T(1)a ε, avec C(1)F = O(1) et T(1)a = O(1). Par défaut, tous les autres
nombres sans dimension sont en O(1).

5.1.5. Mouvement en bloc

Lemme 5.1.1

Les termes d’ordre 0 et 1 des composantes planaires de la polarité sont indépendants
de x3. Autrement dit,

∂ p(0)s

∂ x (1)3

=
∂ p(1)s

∂ x (1)3

= 0. (5.6)

Démonstration. À l’aide du théorème 4.3.8, remarquons en premier lieu que, puisque
l’hypothèse de mouvement en bloc n’a pas encore été démontrée, le terme d’ordre le plus

élevé (en O(1/ε) dans ce cas) de q := Pe
�
p + (|p|2 − 1)p est

− a+ 1
2

Pe
∂ v (0)s

∂ x (1)3

p(0)3 (*.1)

pour les composantes planaires, et

− a− 1
2

Pe
∂ v (0)s

∂ x (1)3

• p(0)s (*.2)

pour la composante verticale. Or par (H1), p(0)3 = 0, donc q s = O(1), mais q3 = O(1/ε). Ainsi,
l’hypothèseH (0) (voir la définition 4.3.3) est satisfaite pour les composantes horizontales
de l’équation d’évolution de la polarité (3.18c).
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On conclut avec le corollaire 4.3.3 appliqué composante par composante à l’équation
d’évolution de la polarité (3.18c), sous l’hypothèse (H1) du développement asympto-
tique (5.4). �

Lemme 5.1.2 – Développement asymptotique de ∇pT • ∇p

Le développement asymptotique de ∇pT • ∇p par rapport à ε est donné par

∇pT • ∇p =




�∇sp
(0)
s

�T
• ∇sp

(0)
s 0

0

�����
∂ p(1)3

∂ x (1)3

�����
2

.


+O(ε). (5.7)

Démonstration. À l’aide de la décomposition

∇p =



∇sp s

∂ p s

∂ x3

∇sp
T
3

∂ p3

∂ x3


 , (*.1)

on en déduit que

∇pT • ∇p =



∇sp

T
s

• ∇sp s +∇sp3 ⊗∇sp3 ∇sp
T
s

•
∂ p s

∂ x3
+∇sp

T
3

∂ p3

∂ x3

∂ p s

∂ x3

• ∇sp s +
∂ p3

∂ x3
∇sp

T
3

����
∂ p s

∂ x3

����
2

+

����
∂ p3

∂ x3

����
2

.


 (*.2)

Il suffit ensuite d’appliquer la décomposition de l’hypothèse (H1) et le lemme 5.1.1. �
Dans la suite, nous notons par commodité `= `(p).

Lemme 5.1.3 – Développement asymptotique de `(p)

Le développement asymptotique de ` par rapport à ε est donné par

`s = B(|p(0)s |2 − 1)p(0)s − κ2B∆sp
(0)
s − κ2B

 
∆sp

(1)
s +

∂ 2p(3)s

∂ x (1)3

2

!
ε+O(ε2), (5.8a)

`3 = −κ2B
∂ 2p(1)3

∂ x (1)3

2

1
ε
+


B(|p(0)s |2 − 1)p(1)3 − κ2B

 
∆sp

(1)
s +

∂ 2p(3)s

∂ x (1)3

2

!
ε+O(ε2).

(5.8b)
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Démonstration. D’une part, puisque |p|2 =
��p s

��2 + p2
3 = |p(0)s |2 +O(ε), alors

(|p|2 − 1)p = (|p(0)|2 − 1)p(0) +
�
(|p(0)|2 − 1)p(1) + 2

�
p(0) • p(1)

�
p(0)

�
ε+O(ε2). (*.1)

D’autre part,

∆p =∆sp +
∂ 2p
∂ x2

3

=
∂ 2p(0)

∂ x (1)3

2

1
ε2
+
∂ 2p(1)

∂ x (1)3

2

1
ε
+∆sp

(0) +
∂ 2p(2)

∂ x (1)3

2 +

 
∆sp

(1) +
∂ 2p(3)

∂ x (1)3

2

!
ε+O(ε2). (*.2)

On conclut avec le lemme 5.1.1, les hypothèses (H1) et (H2) et la définition (3.18h) de
`. �

Proposition 5.1.4 – Mouvement en bloc

La migration du tissu se fait en bloc, c’est-à-dire

∂ v (0)s

∂ x (1)3

= 0. (5.9)

De plus,
∂ 2p(1)3

∂ x (1)3

2 = 0. (5.10)

Démonstration. De la même manière que dans la démonstration du lemme 5.1.1, nous
écrivons le terme d’ordre −1 de l’équation d’évolution de la polarité (3.18c) à l’aide du
lemme 5.1.3, ce qui donne la condition

− a− 1
2

Pe
∂ v (0)s

∂ x (1)3

• p(0)s − κ2 ∂
2p(1)3

∂ x (1)3

2 = 0. (*.1)

D’après le lemme 4.3.1, on sait également que σ(−1)
3s = 0. Or d’après (3.18d),

σ3s =
∂ v s

∂ x3
+

a+ 1
2

p3`s +
a− 1

2
`3p s, (*.2)

puis en appliquant les lemmes 5.1.2 et 5.1.3

σ(−1)
3s =

∂ v (0)s

∂ x (1)3

− κ2B
a− 1

2

∂ 2p(1)3

∂ x (1)3

2 p(0)s , (*.3)
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donc
∂ v (0)s

∂ x (1)3

= κ2B
a− 1

2

∂ 2p(1)3

∂ x (1)3

2 p(0)s . (*.4)

En substituant cette expression de la dérivée partielle de la vitesse planaire dans (*.1), on
obtient alors

− κ2
�
(a− 1)2

4
κ2BPe

��p(0)s

��2 + 1
�
∂ 2p(1)3

∂ x (1)3

2 = 0, (*.5)

d’où le second résultat de la proposition puis, à partir de (*.4), le premier. �

5.1.6. Modèle moyenné en épaisseur

Proposition 5.1.5 – Expression du champ ` moyenné

La moyenne dans l’épaisseur du champ ` est donnée par

ρ(1)s 〈`(0)s 〉ρs
= ρ(1)s `

(0)
s = Bρ(1)s (|p(0)s |2 − 1)p(0)s − κ2B divs

�
ρ(1)s ∇sp

(0)
s

�
. (5.11)

Par commodité, nous notons `(ρ(1)s , p(0)) = ρ(1)s `
(0)
s dans la suite.

Démonstration. C’est une conséquence directe des lemmes 5.1.1 et 5.1.3 et du théo-
rème 4.3.2, en prenant en compte les conditions aux limites (5.2c) et (5.3c), dans lequel
on a identifiéA (u) à (|p|2 − 1)pi et j à κ2∇pi, pour i pris successivement dans {1, 2}. �

Proposition 5.1.6 – Expression du tenseur des contraintes moyenné

Le tenseur des contraintes moyenné dans l’épaisseur du tissu est donné à l’ordre 0
par

ρ(1)s 〈σ(0)ss 〉ρs
= ρ(1)s σ

(0)
ss = ρ

(1)
s σ

(0)
visc,ss +σ

(0)
extra,ss(ρ

(1)
s , p(0)s ), (5.12a)

σ(0)visc,ss = 2
�
Ds(v

(0)
s ) + divs v (0)s δss

�
, (5.12b)

σ(0)extra,ss(ρ
(1)
s , p(0)s ) =

a+ 1
2

p(0)s ⊗ `(ρ(1)s , p(0)s ) +
a− 1

2
`(ρ(1)s , p(0)s )⊗ p(0)s

−κ2B
�∇sp

(0)
s

�T
• ∇sp

(0)
s ,

(5.12c)

où `s(ρ(1)s , p(0)s ) est défini par (5.11).

Démonstration. Un calcul direct à partir de (3.18d) (sans prendre en compte les
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contraintes actives) et des lemmes 5.1.2 et 5.1.3 montre que

σ
(0)
33 = −Π(0) +

∂ v(1)3

∂ x (1)3

+ ap(0)3 `
(0)
3 = −Π(0) +

∂ v(1)3

∂ x (1)3

. (*.1)

En appliquant ensuite la proposition 4.3.5 et la proposition 5.1.4, on obtient directement
la pression moyennée à l’ordre 0 :

Π(−1) = 0, 〈Π(0)〉ρs
= −2divs

�
v (0)s

�
. (*.2)

On conclut à partir de (3.18d), des lemmes 5.1.1 et 5.1.2 et des propositions 5.1.4 et 5.1.5.
�

Problème 5.1.1 – Modèle de tissus moyenné en épaisseur. Trouver v (0)s , ρ(1)s et p(0)s
telles que

−divs

�
ρ(1)s

�
σ(0)ss

�T�
+C(1)F v (0)s = T(1)a p(0)s + divs

�
ρ(1)s σ

(0)
a,ss

�
dans Ω×R+,

(5.13a)

∂ ρ(1)s

∂ t
+ div

�
ρ(1)s v (0)s

�
= 0 dans Ω×R+,

(5.13b)

Peρ(1)s

D (0)
a p(0)s

D t
+ ρ(1)s

���p(0)s

��2 − 1
�
p(0)s

− κ2 divs

�
ρ(1)s ∇sp

(0)
s

�
= 0 dans Ω×R+,

(5.13c)

où σ(0)ss est défini dans la proposition 5.1.6 et
D (0)

a p(0)s

D t
dans le théorème 4.3.8, et

σ(0)a,ss = −Sap(0)s ⊗ p(0)s .

Démonstration. La loi de conservation (3.18a) se moyenne directement grâce au théo-
rème 4.3.2 et à l’hypothèse (H3).
La nouvelle loi de conservation de la masse est une conséquence du corollaire 4.3.6.
L’équation d’évolution de la polarité, quant à elle, s’obtient en combinant les résultats de la
proposition 5.1.5 et du théorème 4.3.8. �
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5.2. Analyse thermodynamique a posteriori des équations
moyennées en épaisseur

Malgré le cadre théorique développé dans le chapitre 4 [SCS23], l’analyse asymptotique
reste un procédé long et délicat, au vu du coût en calcul que cela implique, comme en
témoigne la section précédente. De manière plus générale, lorsque l’on cherche à développer
un modèle et que l’on est amené à modifier les ingrédients physiques à incorporer dans
ce dernier, soit en changeant l’expression de l’énergie libre ou du potentiel de dissipation,
soit en sélectionnant d’autres conditions aux limites, par exemple, alors on doit à nouveau
calculer les différentielles le cas échéant (lemme 3.2.2) puis déterminer les équations
constitutives (propositions 3.2.3 à 3.2.5), réaliser l’adimensionnement des équations (sec-
tion 3.3.2) et enfin procéder à l’approximation en couche mince (section 5.1). Dans notre
cas, cela correspond à environ quatorze pages de calculs, ce qui est non négligeable et
favorable aux erreurs de calcul.

Dans le but de réduire le nombre d’étapes à réaliser à chaque fois qu’un changement
dans le modèle est entrepris, nous proposons ici un moyennage dans l’épaisseur des équa-
tions constitutives directement, de sorte que seul le calcul des équations constitutives soit
nécessaire à chaque modification d’un ingrédient physique.

5.2.1. Hypothèses

Nous gardons les mêmes notations que dans les sections suivantes et considérons toujours
un fluide incompressible à surface libre, d’épaisseur/de densité ρs (nous rappelons que
nous pratiquons toujours les analyses asymptotiques après adimensionnement) et évoluant
dans le domaineB(ρs). Nous formulons les hypothèses suivantes :

(H1) La vitesse (supposée à divergence nulle), la densité du tissu et l’énergie libre admettent
un développement de Taylor par rapport à ε de la forme

v = v (0) + v (1)ε+O(ε2), (5.14a)

ρs = ρ
(1)
s ε+O(ε2), (5.14b)

Ψ = Ψ(0) +Ψ(1)ε+O(ε2). (5.14c)

Comme dans la section précédente, nous négligeons en plus la composante verticale
de la vitesse, c’est-à-dire v(0)3 = 0.

(H2) Le mouvement se fait en bloc aux ordres 0 et 1, c’est-à-dire

∂ v (0)s

∂ x (1)3

=
∂ v (1)s

∂ x (1)3

= 0. (5.15)
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(H3) Les tenseurs des contraintes admettent respectivement chacun un développement de
Taylor par rapport à ε de la forme

σ = σ(−1)1
ε
+σ(0) +σ(1)ε+O(ε2), (5.16a)

µ= µ(−1)1
ε
+µ(0) +µ(1)ε+O(ε2). (5.16b)

Nous supposons en outre que σ(−1)
ss = 0, σ(−1)

33 = 0 et µ(−1)
s3 = 0 (par antisymétrie, on

a aussi µ(−1)
3s = 0).

(H4) Les conditions aux limites (5.2a), (5.2b) et (5.3a) sont satisfaites. De plus, pour tout
i ∈ {0, 1}, ω(i)(x3 = ρs) = 0.

(H5) La moyenne en épaisseur d’un produit est approximativement égale au produit des
moyennes en épaisseur (hypothèse de fermeture). Plus précisément, si on note ϕ et
χ deux champs de scalaires représentant les composantes deux à deux conjuguées de
n’importe quelle quantité impliquée dans l’inégalité de Clausius-Duhem (3.4), alors
on suppose que

q
varρs

(ϕ)varρs
(χ) = O(ε), (5.17)

où varρs
· est une notation introduite dans la définition 4.3.2. En conséquence, d’après

la formule de König-Huygens (4.10c) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz (4.10a), on a

��〈ϕχ〉ρs
− 〈ϕ〉ρs

〈χ〉ρs

��=
��covρs

(ϕ,χ)
��6

q
varρs

(ϕ)varρs
(χ) = O(ε). (5.18)

Ainsi, on a l’approximation

〈ϕχ〉ρs
= 〈ϕ〉ρs

〈χ〉ρs
+O(ε). (5.19)

L’hypothèse (5.17) signifie donc que les variations verticales des variables ϕ et χ
autour de leurs moyennes en épaisseur respectives sont de l’ordre de ε. Nous en
avons notamment besoin pour traiter les moyennes des produits qui apparaissent
dans l’inégalité de Clausius-Duhem (2.37).

L’hypothèse (H3) fait écho à la remarque 4.4.I : le tenseur des contraintes est conjugué
au tenseur taux de déformation via l’inégalité de Clausius-Duhem, donc nous lui avons
choisi un développement asymptotique analogue à celui que l’on obtient par calcul pour
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D(v). Nous rappelons son développement jusqu’au premier ordre ainsi que celui de W(v) :

2W(v) =




2Ws(v (0)s ) + 2Ws(v (1)s )ε
1
ε

∂ v (0)s

∂ x (1)3

+
∂ v (1)s

∂ x (1)3

+

�
∂ v (2)s

∂ x (1)3

−∇sv
(1)
3

�
ε

�
∇sv

(1)
3 −

∂ v (2)s

∂ x (1)3

�
ε− 1

ε

∂ v (0)s

∂ x (1)3

− ∂ v (1)s

∂ x (1)3

0


+O(ε2),

2D(v) =




2Ds(v (0)s ) + 2Ds(v (1)s )ε
1
ε

∂ v (0)s

∂ x (1)3

+
∂ v (1)s

∂ x (1)3

+

�
∂ v (2)s

∂ x (1)3

+∇sv
(1)
3

�
ε

�
∇sv

(1)
3 +

∂ v (2)s

∂ x (1)3

�
ε+

1
ε

∂ v (0)s

∂ x (1)3

+
∂ v (1)s

∂ x (1)3

2
∂ v(1)3

∂ x (1)3

+ 2
∂ v(2)3

∂ x (1)3

ε


+O(ε2).

Remarquons qu’avec l’hypothèse (H2) de mouvement en bloc, on pourrait d’ores et déjà
éliminer les termes en O(1/ε) et certains O(1). Dans la suite,on note D := D(v) et W :=W(v)
par commodité.

5.2.2. Lois de conservation

Loi de conservation de la masse

En vertu des hypothèses (H1) et (H2) et du corollaire 4.3.6, la condition d’incompressi-
bilité (3.1) est remplacée à l’ordre 0 par

∂ ρ(1)s

∂ t
+ divs

�
ρ(1)s v (0)s

�
= 0. (5.21)

Loi de conservation de la quantité de mouvement

En vertu des hypothèses (H1) et (H4) et du théorème 4.3.2, la loi de conservation de la
quantité de mouvement (3.2) est remplacée à l’ordre 0 par

− divs

�
ρ(1)s 〈σ(0)ss 〉ρs

�
= −σ(1)3s (x3 = 0). (5.22)

Dans la section 5.1, nous avons appliqué la condition aux limites (5.3b) pour remplacer
−σ(1)3s (x3 = 0) par la différence de la force active et du frottement fluide. Ici, nous ne faisons
pas cette hypothèse pour rester général.

Enfin, puisque l’hypothèseH (−1) est satisfaite pour la troisième composante de la loi de
conservation de la quantité de mouvement, on vérifie à l’aide du lemme 4.3.1 que

σ
(0)
33 = 0. (5.23)
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Loi de conservation du moment cinétique

De la proposition C.2.1, on tire la loi de conservation du moment cinétique moyennée en
épaisseur à l’ordre 0 :

curl
�
ρ(1)s 〈m(0)

s 〉ρs

�
+ ρ(1)s

�〈σ(0)12 〉ρs
− 〈σ(0)21 〉ρs

�
= 0. (5.24)

De manière similaire à ce que l’on avait obtenu dans la proposition 2.3.1, on peut montrer
qu’en 2D aussi,

ρ(1)s skw〈σ(0)ss 〉ρs
=Ws

�
ρ(1)s 〈m(0)

s 〉ρs

�
. (5.25)

5.2.3. Analyse asymptotique de l’inégalité de Clausius-Duhem

Théorème 5.2.1 – Analyse asymptotique de l’inégalité de Clausius-Duhem

Sous les hypothèses de la section 5.2.1, l’inégalité de Clausius-Duhem moyennée en
épaisseur s’écrit à l’ordre 0

− d
dt

∫

Ω

ρ(1)s 〈Ψ(0)〉ρs
dx +

∫

Ω

ρ(1)s sym〈σ(0)ss 〉ρs
: D(0)ss dx

−
∫

Ω

2ρ(1)s 〈m(0)
s 〉ρs

• k(0)s dx > 0. (5.26)

Démonstration. Les outils utiles à la démonstration sont donnés dans l’annexe C.
Commençons par remarquer que pour tout champ de scalaires,

∫

B(ρs)

ϕ dx =

∫

Ω

�∫ ρs

0

ϕ dx3

�
dx s =

∫

Ω

ρs〈ϕ〉ρs
dx . (*.1)

Ainsi, l’inégalité de Clausius-Duhem (2.37) devient à l’aide de la propriété A.1.8

− d
dt

∫

Ω

ρs〈Ψ〉ρs
dx +

∫

Ω

ρs〈symσ : D〉ρs
dx −

∫

Ω

2ρs〈m • k〉ρs
dx > 0. (*.2)

Par linéarité des produits scalaires et en utilisant les hypothèses (H1), (H3) et (H5), on
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obtient alors

− d
dt

∫

Ω

ρ(1)s 〈Ψ(0)〉ρs
dx +

∫

Ω

ρ(1)s 〈symσ(0)ss 〉ρs
: 〈D(0)ss 〉ρs

dx

+
1∑

i, j=−1
−16i+ j60

∫

Ω

ρ(1)s

�〈σ(i)s3 〉ρs
+ 〈σ(i)3s 〉ρs

�
• 〈D( j)s3 〉ρs

dx +

∫

Ω

ρ(1)s 〈σ(i)33〉ρs
〈D( j)33 〉ρs

dx

−
∫

Ω

2ρ(1)s 〈m(0)
s 〉ρs

• 〈k(0)s 〉ρs
dx −

1∑
i, j=−1
−16i+ j60

∫

Ω

2ρ(1)s 〈m(i)〉ρs
〈k( j)〉ρs

dx +O(ε)> 0. (*.3)

On réécrit alors le dernier terme en appliquant la proposition C.3.2 et l’hypothèse (H4), ce
qui donne pour tous entiers i et j dont la somme vaut soit −1 soit 0,

∫

Ω

−2ρ(1)s 〈m(i)〉ρs
〈k( j)〉ρs

dx =

∫

Ω

ρ(1)s

�〈σ(i)s3 〉h − 〈σ(i)3s 〉h
�
• 〈W( j)

s3 〉ρs
dx . (*.4)

Or, d’après (5.20) et (5.20) et par hypothèse (H2) de mouvement en bloc, 〈W( j)
s3 〉ρs

+
〈D( j)s3 〉ρs

= 0 pour tout j ∈ {−1,0,1}. De même, 〈D( j)s3 〉ρs
− 〈W( j)

s3 〉ρs
= 〈∇sv

( j)
3 〉ρs

= 0 dès que
j ∈ {−1,0, 1} par (H1). Donc en premier lieu

�〈σ(i)s3 〉ρs
+ 〈σ(i)3s 〉ρs

�
• 〈D( j)s3 〉ρs

+
�〈σ(i)s3 〉h − 〈σ(i)3s 〉h

�
• 〈W( j)

s3 〉ρs

= 〈σ(i)s3 〉ρs
•

�
〈D( j)s3 〉ρs

+ 〈W( j)
s3 〉ρs

�
+ 〈σ(i)3s 〉ρs

•

�
〈D( j)s3 〉ρs

− 〈W( j)
s3 〉ρs

�
= 0, (*.5)

puis, en second lieu, (*.3) devient

− d
dt

∫

Ω

ρ(1)s 〈Ψ(0)〉ρs
dx +

∫

Ω

ρ(1)s 〈symσ(0)ss 〉ρs
: 〈D(0)ss 〉ρs

dx +

∫

Ω

ρ(1)s 〈σ(0)33 〉ρs
〈D(0)33 〉ρs

dx

−
∫

Ω

2ρ(1)s 〈m(0)
s 〉ρs

• 〈k(0)s 〉ρs
dx +O(ε)> 0. (*.6)

On conclut à l’aide de (5.23) et en remarquant que, par hypothèse (H2) de mouvement en
bloc, 〈D(0)ss 〉ρs

= D(0)ss et, en vertu de la proposition 4.3.5,

〈D(0)33 〉ρs
= D(0)33 = −divs v (0)s = − trD(0)ss = −δ : D(0)ss . (*.7)

�
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5.2.4. Équations constitutives

Tenseur de Hencky

Les développements précédents se sont faits indépendamment du choix des variables
constitutives du modèle. Pourtant, comme on l’a vu dans la section 2.2.2, le tenseur de
Hencky joue un rôle fondamental dans la construction des équations constitutives. Nous
proposons donc de montrer, dans les grandes lignes, que le tenseur 〈h(0)ss 〉ρs

constitue
bien le remplaçant naturel du tenseur de Hencky tridimensionnel à l’issu d’une analyse
asymptotique. Une démonstration devrait être possible en repartant de la définition du
tenseur de Hencky (théorème 2.2.2).

Comme dans le chapitre 4, on pourrait déduire naturellement en cascade les dévelop-
pements asymptotiques du gradient de la transformation (voir [Sar24, section 2.1]), du
tenseur de Cauchy-Green à gauche (voir [Sar24, définition 2.14]) puis du tenseur de Hencky
(voir [Sar24, définition 3.5]). Nous ne détaillons pas le procédé car nous n’avons pas pris la
peine d’introduire ces concepts plus tôt. Mais, comme pour le tenseur taux de déformation
D (5.20), on obtient un développement de la forme

h =

�
h(0)ss 0
0 h(0)33

�
+O(ε). (5.27)

Nous montrons maintenant que h(0)33 n’est pas une quantité indépendante de h(0)ss pour un
fluide incompressible. En effet, d’après [Sar24, équation (3.18)], puisque l’on a supposé la
masse volumique uniforme, tr h = tr hss + h33 = 0. On obtient donc directement

h(0)33 = − tr h(0)ss . (5.28)

Nous conjecturons que toutes les propriétés vérifiées par h le sont aussi par 〈h(0)ss 〉ρs
, à ε

près. En particulier,
ρ(1)s = ρ

(1)
s,0 exp(− tr〈h(0)ss 〉ρs

), (5.29)

ce qui montre que ρ(1)s ne peut pas être considérée comme une variable thermodynamique
interne indépendante. Mais cette propriété est aussi intéressante parce qu’elle signifie que
l’énergie libre 〈Ψ(0)〉ρs

peut dépendre de ρ(1)s , la densité du tissu, via 〈h(0)ss 〉ρs
, donc sans

contrevenir à des principes thermodynamiques.

Vecteur de courbure moyenne

Comme le tenseur de Hencky h, le vecteur de courbure moyenne s introduit dans la
section 2.3.5 par le problème (2.26) a son importance dans l’écriture des équations constitu-
tives générales des matériaux avec contraintes de couples (cf. (2.30) ou le théorème 2.4.3).
Comme nous n’en avons qu’une définition indirecte, via le problème (2.26), nous nous
contentons de supposer que son développement asymptotique suit celui de k. Plus spéci-
fiquement, au vu de l’inégalité de Clausius-Duhem réduite (5.26), nous considérons que
〈s (0)s 〉ρs

constitue un remplaçant naturel du vecteur s à l’issu de l’analyse asymptotique.
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Polarité

Dans la section 5.1.4, nous avons supposé que la composante verticale de p était d’ordre
ε. Nous ne revenons pas sur cette hypothèse et nous considérons donc comme unique
variable thermodynamique interne bidimensionnelle valable le vecteur 〈p(0)s 〉ρs

. Nous avons
démontré dans la section 5.1.5 que la polarité était indépendante de x3 aux deux premiers
ordres. Nous pourrions donc supposer ce résultat comme toujours vérifié dans le contexte
de cette section, mais en réalité, cette hypothèse n’est pas nécessaire pour les raisonnements
à suivre, dans la mesure où l’analyse asymptotique a déjà été menée à son terme. Elle
pourrait par contre s’avérer utile si l’on voulait montrer la cohérence de l’expression à venir
de l’énergie libre 〈Ψ(0)〉ρs

par rapport à celle de Ψ (3.8).

Énergie libre

À partir de cette section et jusqu’à la fin du document, toutes les quantités sont bidimen-
sionnelles, en conséquence de quoi nous omettons tout indice s ou 3, tout exposant de la
forme (i) et toute évocation au symbole 〈·〉ρs

.

Nous adoptons les mêmes notations qu’en 3D pour les produits scalaires. Ainsi, les
produits scalaires canoniques dans L2(Ω), L2(Ω)2 et L2(Ω)2×2, sont encore notés

(ϕ | χ) =
∫

Ω

ϕχ dx , (p | q) =
∫

Ω

p • q dx ,
�
τ
�� ζ�=

∫

Ω

τ : ζdx . (5.30)

Suivant les sections 2.3.5 et 2.4.1 et la section précédente sur le tenseur de Hencky, nous
supposons que l’énergie libre Ψ est une fonctionnelle objective et isotrope de h, de s , de p
et de ∇p. Nous notons donc Ψ = Ψ(h, s , p,γ) dans l’optique de choisir γ=∇p. On note
également

F (h, s , p) =

∫

Ω

ρΨ(h, s , p,∇p)dx , (5.31)

où l’on rappelle que la densité ρ dépend explicitement du tenseur de Hencky via la relation
(voir l’équation (5.29))

ρ = ρ0 exp(− tr h). (5.32)
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Proposition 5.2.2 – Dérivée en temps de l’énergie libre totale

La dérivée en temps de l’énergie libre totale F vérifie

d
dt
(F (h, s , p)) =

�
ρ
∂Ψ

∂ h
+ a sym(`(h, p)⊗ p)− ρ∇pT •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

����D(v)
�

+

�
ρ
∂Ψ

∂ s
− 2ρ

�
p⊥ •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

�⊥ ����� k
�
+
�
`(h, p)

��� �p
�

−
∫

∂Ω

ρ(v • n)Ψ ds−
∫

∂Ω

ρp⊥ •
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n ds+

∫

∂Ω

ρ
.
p •
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n ds, (5.33)

où
�
p désigne la dérivée de Gordon-Schowalter de paramètre a ∈ R (voir équa-

tion (2.7a)) et

`(h, p) := ρ
∂Ψ

∂ p
− div

�
ρ
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

�
. (5.34)

Démonstration. La démonstration est quasiment identique à celle de la proposition 2.4.1.
Comme dans celle-ci, on obtient

d
dt
(F (h, s , p)) =

�
ρ
∂Ψ

∂ h
+ a sym(`(h, p)⊗ p)− ρ∇pT •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

����D(v)
�

+
�
ρ
∂Ψ

∂ s

���� k
�
+ (skw(`(h, p)⊗ p) |W(v)) +

�
`(h, p)

��� �p
�

−
∫

∂Ω

ρ(v • n)Ψ ds+

∫

∂Ω

ρ
.
p •
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n ds. (*.1)

L’intégrale de surface ∫

∂Ω

ρ(v • n)Ψ ds (*.2)

apparaît en plus car la formule de Reynolds (B.14) utilisée pour la démonstration du
théorème B.3.15 ne s’applique plus ici. Il faut donc la retrancher pour obtenir le résultat.
On transforme ensuite le terme (skw(`(h, p)⊗ p) |W(v)). Par isotropie de Ψ par rapport à
son argument p, ∂Ψ∂ p est colinéaire à p, donc ∂Ψ∂ p ⊗p est symétrique, puis son produit scalaire
avec W(v) est nul, par antisymétrie de ce dernier et d’après la proposition A.1.2. Ainsi, en
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remarquant que, encore d’après la proposition A.1.2, skw(`⊗ p) : W(v) = (`2p1 − `1p2)ω

(skw(`(h, p)⊗ p) |W(v)) =
∫

Ω

skw

�
p ⊗ div

�
ρ
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

��
: W(v)dx

=

∫

Ω

�
p2 div

�
ρ
∂Ψ

∂ γ1 γ=∇p

�
− p1 div

�
ρ
∂Ψ

∂ γ2 γ=∇p

��
ωdx .

On rappelle également que τi représente la i-ème ligne du tenseur τ. On intègre ensuite
par parties pour obtenir

(skw(`(h, p)⊗ p) |W(v)) =
∫

Ω

ρ

�
∂Ψ

∂ γ2

• ∇[ωp1]−
∂Ψ

∂ γ1

• ∇[ωp2]

�
dx

+

∫

∂Ω

ρ

�
p2
∂Ψ

∂ γ1

• ∇ω− p1
∂Ψ

∂ γ2

• ∇ω
�

ds

=

∫

Ω

ρω

�
∂Ψ

∂ γ2

• ∇p1 −
∂Ψ

∂ γ1

• ∇p2

�
dx

+

∫

Ω

ρ

�
p1
∂Ψ

∂ γ2

• ∇ω− p2
∂Ψ

∂ γ1

• ∇ω
�

dx

−
∫

∂Ω

ρp⊥ •
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n ds.

(*.3)

Or, par isotropie de Ψ par rapport à son argument γ,

∂Ψ

∂ γ2 γ=∇p

• ∇p1 −
∂Ψ

∂ γ1 γ=∇p

• ∇p2 = 0, (*.4)

donc

(skw(`(h, p)⊗ p) |W(v)) =
∫

Ω

ρp⊥ •
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• ∇ωdx −
∫

∂Ω

ρp⊥ •
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n ds. (*.5)

On conclut en remarquant que p⊥ • ∂Ψ
∂ γ

• ∇ω = −(p⊥ • ∂Ψ
∂ γ )

⊥ • curlω, et en invoquant la
définition de k = 1

2curlω. �
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Équations constitutives

Théorème 5.2.3 – Équations constitutives générales

Supposons que

v • n = 0 sur ∂Ω, (5.35a)
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n = 0 sur ∂Ω. (5.35b)

Si Φ(D(v), k,
�
p, h, p) est un potentiel de dissipation convexe, positif et tel que

Φ(0,0,0,q) = 0 pour tout q , alors les équations constitutives sont données par

ρ symσ − ρ∂Ψ
∂ h
− a sym(`(h, p)⊗ p)

+ ρ∇pT •
∂Ψ

∂ γ γ=∇p
∈ ∂D(v)Φ

h
D(v), k,

�
p, h, p

i
, (5.36a)

2ρ

��
p⊥ •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

�⊥
− 1

2
∂Ψ

∂ s
−m

�
∈ ∂kΦ

h
D(v), k,

�
p, h, p

i
, (5.36b)

−`(h, p) ∈ ∂�
p
Φ
h
D(v), k,

�
p, h, p

i
, (5.36c)

où `(h, p) est défini par (5.34), et le second principe est vérifié.

Remarque 5.2.I – Équation constitutive pour m : Ces équations sont plus générales, d’un
certain côté, que celles que l’on a obtenues dans le théorème 2.4.3. En effet, dans ce cas, on
a en plus une équation constitutive sur le vecteur des contraintes de couples m, alors que
nous n’en avions pas pour le tenseur associé en 3D; nous renvoyons à la remarque 2.4.III
pour un commentaire détaillé. La proposition 5.2.4 à venir en montre la conséquence sur
l’expression de la partie symétrique du tenseur des contraintes.
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Démonstration. En injectant (5.33) dans l’inégalité (5.26), on obtient

∫

Ω

�
symσ − ρ∂Ψ

∂ h
− a sym(`(h, p)⊗ p) + ρ∇pT •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

�
: D(v)dx

+

∫

Ω

2ρ

��
p⊥ •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

�⊥
− 1

2
∂Ψ

∂ s
−m

�
• k dx −

�
`(h, p)

��� �p
�

+

∫

∂Ω

ρ(v • n)Ψ ds+

∫

∂Ω

ρp⊥ •
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n ds

−
∫

∂Ω

ρ
.
p •
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

• n ds > 0. (*.1)

Comme dans le cas tridimensionnel (cf. la démonstration du théorème 2.4.3 et la re-
marque 2.4.II) et comme expliqué dans la section 2.3.2, on peut conclure en appliquant
le même argument de convexité sur le potentiel dissipation que dans le cadre des ma-
tériaux standards généralisés (section 2.2.1) et en tenant compte des conditions aux
limites (5.35). �

Proposition 5.2.4 – Partie antisymétrique du tenseur des contraintes

Sous les mêmes hypothèses que celles du théorème précédent, si le potentiel de
dissipation Φ est différentiable par rapport à k, alors la partie antisymétrique du
tenseur des contraintes est donnée par

skwσ = skw(p ⊗ `(h, p))− 1
2

W
�
ρ
∂Ψ

∂ s

�
− 1

2
W
�
∂Φ

∂ k

�
. (5.37)

Démonstration. Par hypothèse, on obtient de l’équation constitutive (5.36b) la relation

2ρm = 2ρ

�
p⊥ •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

�⊥
− ρ∂Ψ
∂ s
− ∂Φ
∂ k

. (*.1)

On en prend alors le rotationnel puis on multiplie le résultat par une fonction χ quelconque
avant d’intégrer sur Ω :

∫

Ω

2 curl (ρm)χ dx =

∫

Ω

2 curl

�
ρ

�
p⊥ •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

�⊥
− 1

2
ρ
∂Ψ

∂ s

�
χ dx

−
∫

Ω

curl
�
∂Φ

∂ k

�
χ dx . (*.2)

On intègre ensuite par parties à l’aide de la proposition A.2.5 en tenant compte de la
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condition aux limites (5.35b), ce qui donne

∫

Ω

2 curl (ρm)χ dx =

∫

Ω

2ρ

�
p⊥ •

∂Ψ

∂ γ γ=∇p

�⊥
• curlχ dx

−
∫

Ω

curl
�
ρ
∂Ψ

∂ s

�
χ dx −

∫

Ω

curl
�
∂Φ

∂ k

�
χ dx . (*.3)

En réalisant exactement le même calcul que dans la démonstration de la proposition 2.4.1,
on obtient ensuite
∫

Ω

2 curl (ρm)χ dx = −
∫

Ω

2 skw

�
p ⊗ div

�
ρ
∂Ψ

∂ γ γ=∇p

��
: ζdx

−
∫

Ω

curl
�
ρ
∂Ψ

∂ s

�
χ dx −

∫

Ω

curl
�
∂Φ

∂ k

�
χ dx , (*.4)

où l’on a noté ζ la matrice antisymétrique définie par ζ21 = χ. En remarquant que curl (c)χ =
W(c) : ζ et que (p ⊗ ∂Ψ∂ p ) : ζ= 0 par isotropie de Ψ par rapport à p, on obtient finalement
avec l’équation (5.25)

∫

Ω

2 skwσ : ζdx =

∫

Ω

2 skw(p ⊗ `(h, p)) : ζdx

−
∫

Ω

W
�
ρ
∂Ψ

∂ s

�
: ζdx −

∫

Ω

W
�
∂Φ

∂ k

�
: ζdx . (*.5)

Cette égalité est vraie pour tout ζ, d’où le résultat. �

5.3. Modèle retenu

Dans cette section, nous construisons à nouveau le problème 5.1.1, mais cette fois en
partant directement des lois de conservation moyennées, montrant ainsi la « commutativité »
des procédés thermodynamiques des sections 2.4 et 3.2 et asymptotiques des sections 5.1
et 5.2. Dans la section 5.3.1, nous y ajoutons deux ingrédients physiques permettant un
couplage minimal de la densité avec la dynamique.

Il est par contre difficile a priori, d’estimer si ces ingrédients suffisent pour établir un mo-
dèle de migration dans laquelle la densité joue un rôle sinon prééminent, au moins majeur,
comme dans le cas d’une migration avec front sec par exemple (figure 1.1 (a)) [Tli+18 ;
Tli+20]. Dans une volonté de d’abord comprendre le comportement du modèle en l’état,
qui présente déjà un grand nombre de difficultés (non-linéarités, tenseur non symétrique,
nombreux paramètres), nous préférons étudier le modèle sans l’influence de la densité dans
les chapitres suivants. Ayant malgré tout proposé des outils d’approximation en couche
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mince, nous retenons deux modèles bidimensionnels au total, l’un incompressible, l’autre
compressible. Pour chacun d’eux, nous proposons dans les chapitres suivants un algorithme
de résolution numérique et une validation numérique des ordres de convergence des sché-
mas. Nous gardons le modèle compressible dans le but de proposer les outils numériques
qui pourront servir au développement d’un modèle proposant un couplage plus abouti de
la densité avec la dynamique.

Pour le modèle incompressible, les expressions de l’énergie libre (3.8) et du potentiel
de dissipation (3.10) peuvent être immédiatement transposées au cas bidimensionnel.
Plus rigoureusement, il est même possible d’appliquer directement les méthodes d’analyse
asymptotique présentées précédemment sur ces expressions pour confirmer que leur struc-
ture est bien conservée après l’approximation en couche mince. Cela se fait aisément à
l’aide du lemme 5.1.1 et de la proposition 5.1.4.

L’énergie libre et le potentiel de dissipation que nous présentons ci-après sont uniquement
valables pour le modèle compressible, dans le but de montrer que l’on peut bien retrouver
les équations du problème 5.1.1 et ajouter de nouveaux ingrédients.

5.3.1. Énergie libre

Nous transposons ici la définition de l’énergie libre introduite dans la section 3.2.1 au
cas bidimensionnel. Cela se fait assez naturellement, la structure de l’énergie libre étant
conservée après analyse asymptotique. Il est possible de directement appliquer les méthodes
de l’analyse asymptotique sur l’expression de l’énergie libre tridimensionnelle (3.8), ce qui
se fait aisément à l’aide du lemme 5.1.1 et de la proposition 5.1.4. Nous omettons ici ces
calculs et donnons directement le résultat :

Ψ(h, s , p,γ) := B
�

W(p) +
1
2
κ|γ|2

�
, (5.38)

où W est encore le potentiel en double-puits défini par (3.9). Comparé à son homologue
tridimensionnel, l’énergie libre exprimée ici est déjà adimensionnée.

L’analyse développée dans la section 5.2 a l’avantage de permettre une dépendance de
l’énergie libre par rapport à la densité, comme expliqué dans la section 5.2.4. Suivant [AT19]
(voir la section 1.3.6), nous ajoutons deux ingrédients : un terme pénalisant les variations de
la densité et un autre transformant l’énergie en double-puits en une énergie dont le nombre
de puits dépend de la densité. L’idée est de pouvoir modéliser des transitions de phase
comme évoquées dans la section 1.1.2, c’est-à-dire des transitions d’un état désordonné
(isotrope) à un état ordonné (polaire), ou l’inverse, lorsque la densité dépasse un certain
seuil ρmin. Mathématiquement, cela signifie que le potentiel en double-puits W, défini
par (3.9), peut passer d’un potentiel en simple puits lorsque ρ < ρmin, favorisant ainsi l’état
isotrope, à un double-puits lorsque ρ > ρmin, favorisant alors l’état polaire. Avec ces deux
nouveaux ingrédients, l’énergie libre prend la forme suivante :

ρΨ(h, s , p,γ) :=
c0

γ
ργ+1 + BρW(p) +

B
2
ρmin|p|2 +

1
2
κ2B|γ|2, (5.39)
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où l’on rappelle que la densité ρ est liée au tenseur de Hencky h via (5.32).
En conséquence, d’après le théorème 5.2.3, le tenseur des contraintes sera en plus

composé d’un terme de pression de la forme

− ∂Ψ
∂ h
= −∂Ψ

∂ ρ

∂ ρ

∂ h
= ρ
∂Ψ

∂ ρ
δ. (5.40)

On note Π(ρ, p) ce terme de pression qui, avec la définition de l’énergie libre (5.39), s’écrit

Π(ρ, p) := ρ
∂Ψ

∂ ρ
(h, p,∇p) = c0ρ

γ − ρmin

ρ

B
2
|p|2. (5.41)

Toujours d’après le théorème 5.2.3, le champ ` est quant à lui donné par

`(h, p) = Bρmin

�
ρ

ρmin
|p|2 −

�
ρ

ρmin
− 1

��
p − κ2 div(ρ∇p). (5.42)

Avec cette expression, on comprend mieux en quoi l’ajout de la densité critique ρmin peut
modéliser des transitions de phase. En effet, si ρ < ρmin, alors le terme entre crochets
est toujours positif et l’état p = 0 est stable. Au contraire, si ρ > ρmin, alors c’est l’état
|p|=p1− ρmin/ρ qui est stable.

5.3.2. Potentiel de dissipation

L’expression du potentiel de dissipation est quasiment identique à celle proposée dans la
section 3.2.2, la grande différence étant l’apparition du terme visqueux isotrope 2(div v)δ
dans le tenseur des contraintes (proposition 5.1.6) au profit de la pression. Si l’on souhaite
à nous obtenir les équations du problème 5.1.1, il faut donc poser

Φ(D,
�
p) := η|D|2 +η(trD)2 +

1
2

BPe|�p|2. (5.43)

5.3.3. Conditions aux limites

Nous donnons une forme très générale des conditions sur les bords du domaine ∂Ω,
dans l’optique de balayer le plus grand nombre de situations possible, ignorant ainsi la
condition (5.35b), qui est uniquement suffisante pour obtenir le second principe. Pour cela,
nous partitionnons ∂Ω de deux manières :

∂Ω= Γ v
D t Γ v

N t Γ ′ t Γ0 = Γ
p
D t Γ p

N , (5.44)

de sorte que le champ c ∈ {v , p} satisfasse une condition de Dirichlet sur Γ u
D et une

condition de Neumann sur Γ u
N, avec u ∈ {v, p}. On demande en outre à la vitesse d’avoir

ses composantes tangentielle et normale nulles sur Γ ′ et Γ0 respectivement. La notation
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t indique que l’union entre les ensembles est disjointe. Les conditions sur Γ sont alors
données par les relations

v = vD sur Γ v
D , (5.45a)

ρσT • n = 0 sur Γ v
N, (5.45b)

v • t = 0 et ρσnn = 0 sur Γ ′, (5.45c)

v • n = 0 et ρ
�
σT
�

nt
= 0 sur Γ0, (5.45d)

p = pD sur Γ p
D , (5.45e)

−ρκ2∂ p
∂ n
= 0 sur Γ p

N , (5.45f)

ρ = ρin sur ∂Ω−(t), (5.45g)

où ρin désigne la densité entrante (inflow density en anglais), supposée donnée, et ∂Ω− la
partie amont de la frontière (upstream en anglais), et est défini en tout instant t > 0 par

∂Ω−(t) := {x ∈ ∂Ω | v(x , t) • n(x )< 0}. (5.46)

Le fait que les ensembles de part et d’autre de la seconde égalité (5.44) puissent s’intersecter
n’est pas contradictoire. En effet, il est nécessaire d’imposer la vitesse et la polarité sur ∂Ω.
Il faut donc bien deux conditions pour avoir un système bien posé de deux équations à
deux inconnues. En particulier, les conditions imposées sur Γ v

N et sur Γ p
N , qui font toutes les

deux intervenir la vitesse et la polarité, sont compatibles.

5.3.4. Cas incompressible

Problème 5.3.1 – Modèle moyenné de tissus incompressibles. Étant donné la po-
larité initiale p0, trouver v , Π et p telles que

−div(σT
tot) +CFv = Tap dans Ω× ]0,+∞[, (5.47a)

div(v) = 0 dans Ω× ]0,+∞[, (5.47b)

Pe
�
p +

�|p|2 − 1
�
p − κ2∆p = 0 dans Ω× ]0,+∞[, (5.47c)

et satisfaisant les conditions aux limites (5.45) (en prenant ρ = 1). Le tenseur des
contraintes de Cauchy σ est quant à lui défini par

σtot = −Πδ+σvisc(v) +σextra(p) +σa(p), (5.48a)

σvisc(v) := 2D(v), (5.48b)

σextra(p) := aB
�|p|2 − 1

�
p ⊗ p − Bκ2∇pT • ∇p

+
1
2

Bκ2((1− a)∆p ⊗ p − (1+ a)p ⊗∆p),

(5.48c)

σa(p) = −Sap ⊗ p. (5.48d)
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5.3.5. Cas compressible

Problème 5.3.2 – Modèle moyenné de tissus compressibles. Étant donné la polarité
initiale p0 et la densité initiale ρ0, trouver v , ρ et p telles que

−div(ρσT
tot) +CFv = Tap dans Ω× ]0,+∞[, (5.49a)

∂ ρ

∂ t
+ div(ρv) = 0 dans Ω× ]0,+∞[, (5.49b)

Peρ
�
p + ρmin

�
ρ

ρmin
|p|2 −

�
ρ

ρmin
− 1

��
p

− κ2 div(ρ∇p) = 0 dans Ω× ]0,+∞[, (5.49c)

et satisfaisant les conditions aux limites (5.45). Le tenseur des contraintes de Cauchy
σ est quant à lui défini par

ρσtot = −ρΠ(ρ, p)δ+ ρσvisc(v) +σextra(ρ, p) + ρσa(p), (5.50a)

Π(ρ, p) = c0ρ
γ − ρmin

ρ

B
2
|p|2, (5.50b)

σvisc(v) := 2(D(v) + div(v)δ), (5.50c)

σextra(ρ, p) := aBρmin

�
ρ

ρmin
|p|2 −

�
ρ

ρmin
− 1

��
p ⊗ p − Bκ2ρ∇pT • ∇p

+
1
2

Bκ2((1− a)div(ρ∇p)⊗ p − (1+ a)p ⊗ div(ρ∇p)),

(5.50d)

σa(p) = −Sap ⊗ p − S′a|p|2δ. (5.50e)

Si l’on prend c0 = 0 et ρmin = 0, on retombe bien sur le problème 5.1.1.

Nous avons ajouté le terme supplémentaire −S′a|p|2δ au tenseur des contraintes ac-
tives (5.50e) par analogie avec le tenseur des contraintes visqueuses (5.50c). Dans la
littérature [Mar+13, page 21], le tenseur des contraintes est souvent considéré à trace nulle
en 3D, donc le tenseur des contraintes actives est plutôt de la formeσa = −Sa(p⊗p− 1

3 |p|2δ).
Ce n’est pas ce que nous proposons ici. L’idée est vraiment de reproduire la structure du
tenseur des contraintes visqueuses dans celui des contraintes actives, et non d’en faire un
tenseur à trace nulle. Nous distinguons les forces des contributions actives anisotropes et
isotropes en leur associant deux paramètres, respectivement Sa et S′a, a priori indépendants,
pour rester général, mais le choix S′a = Sa nous semble le plus naturel au vu de la forme de
σvisc. Le signe de S′a n’étant pas fixé, comme celui de Sa, on pourrait de manière équivalente
aussi bien considérer un tenseur de la forme σa = −Sap ⊗ p + S′a|p|2δ. L’introduction
d’un tel terme sera aussi justifiée par l’estimation d’énergie continue proposée dans la
section 7.2.4.
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5.4. Conclusion

En exploitant la faible épaisseur du tissu par rapport à sa longueur, nous avons d’abord
réalisé une approximation en couche mince du problème 3.3.2, permettant de le réduire
à un système bidimensionnel compressible, donné par le problème 5.1.1. Dans le but de
faciliter l’ajout d’ingrédients physiques au modèle bidimensionnel (comme la viscoélasticité
ou un couplage plus avancé de la densité avec les autres variables) sans avoir à refaire
toute l’analyse asymptotique depuis le début, nous avons en plus directement réalisé une
approximation en couche mince des lois de conservation et de l’inégalité de Clausius-Duhem
issues de la théorie développée dans la section 2.4 puis déterminé les équations constitutives
générales associées qui permettent de satisfaire automatiquement le second principe de
la thermodynamique (théorème 5.2.3). Ce faisant, tout modèle bidimensionnel dans ce
formalisme peut être rigoureusement obtenu uniquement en spécifiant une énergie libre et
un potentiel de dissipation tridimensionnels puis en les moyennant dans l’épaisseur, ou plus
simplement en les écrivant directement en deux dimensions, ce qui permet d’ajouter plus
facilement des couplages avec la densité. La première approche a l’avantage de garantir que
le système bidimensionnel obtenu dérive bien d’un modèle tridimensionnel. Ici, nous avons
procédé à une légère modification du problème 5.1.1, ce qui a donné lieu au problème 5.3.2,
dont nous avons également proposé une version incompressible, via le problème 5.3.1.
Notre objectif est désormais de construire une méthode numérique robuste capable de
résoudre ces deux problèmes.
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Deuxième partie

Résolution numérique





Chapitre

6Méthodes de Galerkine
discontinues

Le problème 5.3.1 a été introduit dans le chapitre 3, à la section 5.3. Il se présente sous la
forme d’un problème de Stokes, combinant les équations (5.47a) et (5.47b), couplé à une
équation constitutive d’évolution de la polarité (5.47c). Le problème 5.3.2 a été introduit
dans le chapitre 3, à la section 5.3. Il combine la loi de conservation de la quantité de
mouvement (5.49a), la loi de conservation de la masse (5.49b) et l’équation constitutive
d’évolution de la polarité (5.47c).

Dans les deux cas, l’équation d’évolution de la polarité a en quelque sorte une structure
d’équation de diffusion-advection-réaction, avec un terme de « réaction » non-linéaire, dû au
terme en double-puits (|p|2−1)p. Elle combine en plus un terme de transport et un laplacien,
hétérogène dans le cas compressible. Ces trois points couplés augmentent la difficulté de
résolution de l’équation et il est donc nécessaire de proposer un schéma numérique qui soit
capable de les gérer simultanément. En outre, le tenseur des contraintes, autant dans le
cas incompressible que dans le cas compressible, contient des termes non-linéaires en la
polarité, qui font en particulier intervenir son laplacien.

Nous faisons donc face à des problèmes non-linéaires dont les inconnues sont fortement
couplées entre elles, avec une équation combinant advection et diffusion. Le problème 5.3.1
rajoute en plus une contrainte d’incompressibilité tandis que le problème 5.3.2 voit qua-
siment toutes ses équations pondérées par la densité. En particulier, les laplaciens y sont
hétérogènes et le coefficient de diffusion associé n’est autre que la densité, à une constante
près, qui peut s’annuler lorsque le calcul présente un front sec. Rappelons en effet que
l’on souhaite en plus être capable de résoudre ces problèmes sur tout type de géométries
bidimensionnelles, ce qui augmente encore la difficulté d’un cran. Le schéma numérique
doit donc être assez robuste et assez général pour traiter toutes ces difficultés, mais doit
aussi être capable de gérer les fronts secs (voir la section 1.4.1) et en particulier de garan-
tir la positivité de la densité. Nous pensons que les méthodes de Galerkine discontinues
proposent les outils nécessaires pour répondre à ces problématiques.

Dans ce chapitre, nous proposons une introduction aux méthodes de Galerkine discon-
tinues (section 6.1) puis nous les appliquons aux problèmes élémentaires de transport
(section 6.2), de diffusion hétérogène (section 6.3) et de diffusion hétérogène-advection-
réaction (section 6.4). Chacun de ces trois cas d’étude se compose d’une formulation
variationnelle, d’une formulation discrète, d’une estimation d’énergie continue et d’une
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estimation d’énergie semi-discrète. Nous traitons la discrétisation spatiale des équations
obtenues dans le chapitre 5 (problèmes 5.3.1 et 5.3.2) dans le chapitre 7.
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6.3. Équation de diffusion hétérogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

6.4. Équation de diffusion hétérogène-advection-réaction . . . . . . . . . . . . 138

6.1. Brève introduction aux méthodes de Galerkine
discontinues

6.1.1. Motivation

Nous choisissons de discrétiser les problèmes 5.3.1 et 5.3.2 à l’aide de la méthode des
éléments finis, qui consiste d’abord à écrire une formulation variationnelle (ou faible) des
équations puis à transformer le problème faible en un problème discret, notamment par
une discrétisation des espaces fonctionnels. Cette transformation est généralement réalisée
à l’aide des méthodes de Galerkine, qui permettent de calculer une approximation continue
polynomiale par morceaux d’une solution faible au problème.

Les méthodes de Galerkine discontinues (dG) [PE11 ; Sar20] forment une autre classe
de méthodes d’éléments finis qui, au contraire, ne requièrent pas la continuité des solutions
approchées aux interfaces des éléments. Elles ont l’avantage de proposer une généralisation
du schéma de décentrage amont (upwind en anglais), utilisé pour éliminer les oscillations
parasites qui émergent lorsque le terme de transport est dominant [Sar16, section 4.10].
En outre, en relaxant la contrainte de continuité globale, elles permettent le découplage
des degrés de liberté de l’approximation entre les éléments et offre ainsi la possibilité de
paralléliser plus efficacement les calculs.

6.1.2. Principe général

L’application des méthodes dG à une équation aux dérivées partielles suit toujours le
même schéma.

1. Position du problème. L’équation aux dérivées partielles à résoudre est écrite dans le
domaine Ω considéré, avec ses conditions aux limites et sa condition initiale si une
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dérivée en temps est présente. Pour fixer les idées, on considère le problème linéaire

���� Trouver ϕ ∈ Y tel que λ
∂ϕ

∂ t
+A(ϕ) = f , dans Ω× ]0,+∞[, (6.1)

où λ> 0 est un paramètre donné, A est un opérateur linéaire quelconque, pouvant
faire intervenir des dérivées partielles spatiales, et f est le second membre, supposé
aussi donné.

2. Formulation variationnelle ou faible. On multiplie ensuite cette même équation par une
fonction χ définie dans Ω, vivant dans un espace fonctionnel X, voisin de celui de
la fonction ϕ à trouver, noté Y, qui peuvent coïncider, et on intègre le résultat sur
Ω. Une intégration par parties peut également être réalisée pour éventuellement
faire apparaître une forme symétrique. On dit alors que l’on a testé l’équation avec la
fonction test χ. Formellement, cette formulation variationnelle peut s’écrire sous la
forme

���� Trouver ϕ ∈ Y tel que λ
�
∂ϕ

∂ t

���� χ
�
+ a(ϕ,χ) = ( f | χ), ∀χ ∈ X. (6.2)

où a est la forme bilinéaire (définition B.2.2) obtenue après les opérations décrites
précédemment et (· | ·) représente le produit scalaire canonique dans L2(Ω), soit

(ϕ | χ) :=

∫

Ω

ϕχ dx .

On note ‖·‖2 la norme associée. On sait alors d’après le théorème B.2.1 de Lax-
Milgram que ce problème admet une unique solution si a est continue et coercive
(définitions B.2.4 et B.2.5). Il est également possible d’utiliser le formalisme de
Friedrichs, qui généralise en quelque sorte le théorème de Lax-Milgram aux systèmes
symétriques définis positifs d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, pas
forcément linéaires [PE11, chapitre 7] [Sar16, section 4.8].

3. Discrétisation La première étape est de mailler le domaine Ω, c’est-à-dire le partitionner
en un ensemble fini de polygones simples K (typiquement des triangles ou des carrés
en 2D), appelés éléments. L’ensemble Th := {K} ainsi construit est appelé maillage de
Ω, où h désigne le pas d’espace, défini comme le plus grand diamètre des éléments.
La seconde étape est de discrétiser la formulation variationnelle obtenue à l’étape
précédente. Dans le contexte des méthodes dG, cela signifie

(i) approcher la solution ϕ par une fonction ϕh dont la restriction à chaque élé-
ment K du maillage est polynomiale, sans imposer de raccord continu entre les
éléments ;
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(ii) remplacer les éventuelles dérivées partielles dans a par des dérivées partielles
« cassées » (définition 6.1.4) : la solution approchée peut présenter des discon-
tinuités aux arêtes des éléments, sur lesquelles la notion classique de dérivée
partielle n’est pas définie.

(iii) inclure faiblement les conditions aux limites dans la formulation variationnelle
discrète, puisque l’on n’impose pas fortement les degrés de liberté de la solution
approchée sur les bords des éléments ;

(iv) s’assurer que la forme obtenue a de « bonnes propriétés », quitte à appliquer
quelques modifications. Par exemple, on pourrait lui imposer de conserver la
coercivité (définition B.2.5) de a. On note ah la forme possédant le plus de «
bonnes propriétés » possible.

Formellement, la version discrète de (6.2) peut alors s’écrire
���� Trouver ϕh ∈ Xh tel que λ

�
∂ϕh

∂ t

���� χh

�
+ ah(ϕh,χh) = lh(χh), ∀χh ∈ Xh. (6.3)

où lh est une forme linéaire (définition B.2.1) définie à partir de ( f |χh) et des termes
de bord inclus (cf. (iii)).

Dans le cadre de cette thèse, nous rajoutons également deux étapes supplémentaires.

4. Estimation d’énergie continue Cette étape consiste à déterminer l’équation vérifiée par
la dérivée en temps de l’énergie du système E (ϕ), vue comme une fonctionnelle de la
solution du problème faible (6.2). Les estimations d’énergie sont utiles pour établir
des résultats d’existence des solutions ou pour construire des schémas numériques
avec des bonnes propriétés. L’énergie la plus naturelle (et sans doute la plus courante)
est définie à partir de la norme L2(Ω) par E (ϕ) = 1

2‖ϕ‖2
2.

5. Estimation d’énergie semi-discrète De manière analogue à l’étape précédente, celle-
ci consiste à déterminer l’estimation d’énergie associée au problème faible semi-
discret (6.3). Elle est dite semi-discrète car la discrétisation ne concerne que la partie
spatiale du problème, mais pas celle en temps.

6.1.3. Définitions

Définitions relatives au maillage

Définition 6.1.1 – Faces du maillage
On dit qu’un sous-espace fermé S de Ωh est une face du maillage Th si l’une des deux
conditions suivantes est satisfaite :

1. Il existe deux éléments distincts K− et K+ tels que S= ∂ K− ∩ ∂ K+ ; auquel cas S est
appelée interface.
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6.1. Brève introduction aux méthodes de Galerkine discontinues

2. Il existe un élément K tel que S= ∂ K ∩ ∂Ω ; auquel cas, on dit que S est une face
de la frontière.

Les interfaces sont rassemblées dans l’ensemble S i
h et les faces de la frontière dans

l’ensemble S b
h . On note Sh := S i

h ∪S b
h l’ensemble des faces du maillage.

Définition 6.1.2 – Normales à une face du maillage
On fixe arbitrairement l’orientation de chacune des faces du maillage, ce qui revient à en
choisir la normale nS. Lorsque S est une face de la frontière, nous choisissons la normale
sortante à Ω. Lorsque S est une interface, nous choisissons la normale sortante à l’élément
adjacent K−. Cette convention est illustrée sur la figure 6.1. Elle se traduit formellement
par les relations (voir figure 6.1)

nS :=

¨
nK− si S= ∂ K− ∩ ∂ K+

n sinon.
(6.4)

Ω

S
K−

K+

nS

S

K

n

FIGURE 6.1. – Exemple d’un domaineΩ avec deux triangles voisins K− et K+ et leur interface
S (arête commune), et un triangle K en contact avec la frontière, dont la
face (l’arête) commune est encore notée S. Sont également représentées les
conventions des normales aux éléments. En particulier, nS = nK− = −nK+

pour l’interface et nS = nK = n pour la frontière.

Gestion de la discontinuité

Soit P k l’espace des fonctions polynomiales à d variables et de degré au plus k, où d est
la dimension de l’espace (dans cette thèse d = 2, le plus souvent). Suivant [PE11, section
1.2.4.1], on introduit la
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Définition 6.1.3 – Espace cassé des fonctions polynomiales par morceaux
L’espace cassé P k(Th) des fonctions polynomiales par morceaux à d variables et de degré
au plus k est défini par

P k(Th) :=
�
ϕ ∈ L2(Ω)

��∀K ∈ Th,ϕ|K ∈ P k
	
. (6.5)

Remarquons qu’une fonction deP k(Th) est a priori discontinue aux interfaces du maillage.
En particulier, le gradient de telles fonctions n’est pas défini aux interfaces, d’où la

Définition 6.1.4 – Gradient cassé
Le gradient cassé ∇h est défini de sorte que, pour toute fonction ϕ définie dans Ω et
suffisamment régulière, l’on ait

∀K ∈ Th, (∇hϕ)|K =∇
�
ϕ|K
�
. (6.6)

On introduit également la notion de divergence cassée via la

Définition 6.1.5 – Divergence cassée
La divergence cassée divh est défini de sorte que, pour toute fonction vectorielle c définie
dans Ω et suffisamment régulière, l’on ait

∀K ∈ Th, (divh c)|K = div
�
c|K
�
. (6.7)

Si l’on utilise cette définition du gradient dans les formulations faibles discrètes, les
termes de bord qui apparaîtront alors après intégration par parties, le cas échéant, s’expri-
meront à l’aide d’opérateurs dits de saut et de moyenne, dont une représentation graphique
unidimensionnelle est donnée par la figure 6.2.

Définition 6.1.6 – Sauts et moyennes à travers les interfaces
Soit ϕ : Ω→ R une fonction suffisamment lisse pour admettre que sa trace est bivaluée
sur toute interface S= ∂ K−∩∂ K+ du maillage. Alors, quelle que soit la face S du maillage,
le saut de ϕ à travers S est défini par (voir figure 6.2)

J[ϕ]KS :=

¨
ϕ|K− −ϕ|K+ si S= ∂ K− ∩ ∂ K+,

ϕ|K si S= ∂ K ∩ ∂Ω,
(6.8a)

sa moyenne par

{{ϕ}}S :=

(1
2

�
ϕ|K− +ϕ|K+

�
si S= ∂ K− ∩ ∂ K+,

ϕ|K si S= ∂ K ∩ ∂Ω,
(6.8b)

sa moyenne pondérée par

{{ϕ}}ω,S :=

¨
ωK−,Sϕ|K− +ωK+,Sϕ|K+ si S= ∂ K− ∩ ∂ K+,

ϕ|K si S= ∂ K ∩ ∂Ω,
(6.8c)
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et sa moyenne harmonique par

ηϕ,S :=





2ϕ|K−ϕ|K+
ϕ|K− +ϕ|K+

si S= ∂ K− ∩ ∂ K+,

ϕ|K si S= ∂ K ∩ ∂Ω,

(6.8d)

où ωK−,S et ωK+,S sont deux fonctions positives sommant à 1. Remarquons que ηϕ,S = 0 si
ϕ|K− = 0 ou ϕ|K+ = 0. Lorsque les deux quantités sont nulles simultanément, nous posons
par analogie ηϕ,S = 0.

La moyenne arithmétique (6.8b) est un cas particulier de la moyenne pondérée (6.8c) où
ωK−,S =ωK+,S = 1/2. Dans la section 6.3, nous choisirons des poids relatifs à la diffusion.

Si le contexte ne présente pas d’ambiguïté, l’indice S peut être omis.

K− K+S
•

ϕ|K−

ϕ|K+

J[ϕ]K•{{ϕ}}
•{{ϕ}}ω

•ηϕ

FIGURE 6.2. – Exemple unidimensionnel des opérateurs de saut J[·]K, de moyenne {{·}}, de
moyenne pondérée J[·]Kω et de moyenne harmonique η. Les poids utilisés
sont ωK− = 3/4 et ωK+ = 1/4. La face est réduite au point commun aux deux
segments adjacents. Adaptation de la figure 1.3 dans [PE11].

6.2. Équation de transport

Dans cette section, nous formalisons la discrétisation d’une équation de transport à l’aide
d’une méthode dG avant de proposer des estimations d’énergie continue et semi-discrète,
sous-entendu en espace mais pas en temps. Nous introduisons en particulier une version
discrète de l’opérateur de transport (v • ∇) par la méthode dG en considérant l’équation
linéaire de transport, et proposons une extension lorsque le champ d’advection dépend
d’un champ scalaire potentiellement discontinu aux interfaces du maillage.
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6.2.1. Position du problème

On considère un problème de transport

Problème 6.2.1 – Transport. Trouver ϕ : Ω× ]0,+∞[→ R telle que




∂ϕ

∂ t
+ (v • ∇)ϕ +αϕ = f dans Ω× ]0,+∞[,

ϕ(t = 0) = ϕ0 dans Ω,

ϕ(t) = g(t) sur ∂Ω−(t), ∀t ∈ ]0,+∞[,

(6.9a)

(6.9b)

(6.9c)

où v est la vitesse d’advection, α est le coefficient de réaction, f est le second membre,
ϕ0 est la condition initiale et g est la condition entrante (inflow boundary condition en
anglais) ; quantités supposées données. On suppose que la vitesse v est donnée et que
α, f et g peuvent dépendre du temps. L’ensemble ∂Ω− désigne enfin la partie amont
de la frontière (upstream en anglais), et est défini en tout instant t > 0 par

∂Ω−(t) := {x ∈ ∂Ω | v(x , t) • n(x )< 0}. (6.9d)

On suppose que α̃ := α− 1
2 div v > α0 presque partout dans Ω× ]0,+∞[, où α0 > 0 est

une constante que l’on retrouvera dans les estimations d’énergie (6.15) et (6.18).

6.2.2. Formulation variationnelle

Suivant [PE11, section 3.1.1.1], nous considérons, par abus de notation, les fonctions
définies sur Ω× ]0,+∞[ comme des fonctions dépendant du temps et à valeurs dans un
espace fonctionnel (typiquement de Hilbert). Autrement dit, si ϕ désigne une telle fonction,
alors nous assimilons ϕ(t) à une fonction de x , dont on peut prendre la norme associée
à l’espace fonctionnel choisi. De même, si E et X désignent deux espaces fonctionnels
quelconques, nous notons par commodité E(X) := E(]0,+∞[; X), c’est-à-dire l’ensemble
des fonctions dépendant du temps à valeurs dans X, vérifiant les propriétés décrites par E.

Soit X := {ϕ ∈ L2(Ω) | (v • ∇)ϕ ∈ L2(Ω)}. D’après [PE11, sections 2.1.4 et 2.1.6], la
formulation faible du problème 6.2.1 s’énonce comme suit.

Problème 6.2.2 – Formulation variationnelle. Étant donné la condition ini-
tiale (6.9b), trouver ϕ ∈ C 1(X) tel qu’en tout instant t > 0,

∫

Ω

∂ϕ

∂ t
(t)χ dx +

∫

Ω

[(v(t) • ∇)ϕ(t) +α(t)ϕ(t)]χ dx +

∫

∂Ω

(v(t) • n)	ϕ(t)χ ds

=

∫

Ω

f (t)χ dx +

∫

∂Ω

(v(t) • n)	g(t)χ ds, (6.10)

quel que soit χ ∈ X. Dans cette équation, nous avons utilisé la notation x	 := 1
2(|x |− x)
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qui désigne la partie négative de x ∈ R. Nous noterons également x⊕ := 1
2(|x |+ x) sa

partie positive.

Cette formulation variationnelle s’obtient donc en testant l’équation (6.9a) avec une
fonction dite test χ, c’est-à-dire en la multipliant par cette dernière avant d’intégrer le
résultat sur tout le domaine. La condition aux limites (6.9c) a été imposée faiblement,
c’est-à-dire via la formulation variationnelle par l’ajout de termes de bord.

D’après le théorème 2.12 dans [PE11], toute solution du problème 6.2.2 est également
solution du problème 6.2.1 presque partout, c’est-à-dire que qu’elle vérifie (6.9a) presque
partout dans Ω× ]0,+∞[ et (6.9c) presque partout dans ∂Ω− × ]0,+∞[ ; on dit que le
problème est consistant.

6.2.3. Discrétisation

Suivant la procédure présentée à la section 6.1.2, nous introduisons Xh := P k(Th) la
version discrète de l’espace fonctionnel X introduit précédemment. D’après [PE11, sections
2.2 et 2.3], une solution approchée du problème 6.2.2 peut être obtenue en résolvant le

Problème 6.2.3 – Discrétisation. Trouver ϕh ∈ C 1(Xh) tel qu’en tout instant t > 0,

�
∂ϕh

∂ t
(t)

���� χh

�
+ aupw

h (ϕh(t),χh; vh(t)) = ( f (t) | χh)

+

∫

∂Ω

(vh(t) • n)
	g(t)χh ds, ∀χh ∈ Xh, (6.11)

et satisfaisant la condition initiale ϕh(t = 0) = πhϕ0. L’opérateur πh désigne la projec-
tion orthogonale L2(Ω) dans Xh, c’est-à-dire l’application πh : L2(Ω)→ Xh définie de
sorte que pour tout ϕ ∈ L2(Ω), πhϕ est l’élément de Xh qui satisfait

(πhϕ | χh) = (ϕ | χh), ∀χh ∈ Xh. (6.12)

La vitesse v a été remplacée par sa version semi-discrète vh, que l’on suppose aussi
donnée.

Dans cette formulation faible discrète a été introduite la
Définition 6.2.1 – Forme bilinéaire décentrée amont

La forme bilinéaire décentrée amont (upwind en anglais, upw en abrégé) est définie par

aupw
h (ϕh,χh; vh) :=

∫

Ω

{αϕhχh + (vh
• ∇hϕh)χh}dx +

∫

∂Ω

(vh
• n)	ϕhχh ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

§
1
2
|vh

• n|J[χh]K− (vh
• n){{χh}}

ª
J[ϕh]Kds. (6.13)
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Chapitre 6. Méthodes de Galerkine discontinues

Remarquons que comme dans le cas continu, la condition aux limites (6.9c) a été imposée
faiblement, ce qui fait écho au point (iii) de la section 6.1.2.

La forme aupw
h se compose d’une forme bilinéaire dite centrée (centered fluxes en anglais)

acf
h et d’un terme de stabilisation supw

h :

aupw
h (ϕh,χh; vh) := acf

h (ϕh,χh; vh) + supw
h (ϕh,χh; vh), (6.14a)

acf
h (ϕh,χh; vh) :=

∫

Ω

{αϕhχh + (vh
• ∇hϕh)χh}dx +

∫

∂Ω

(vh
• n)	ϕhχh ds

−
∑

S∈S i
h

∫

S

(vh
• n)J[ϕh]K{{χh}}ds,

(6.14b)

supw
h (ϕh,χh; vh) :=

∑

S∈S i
h

∫

S

1
2
|vh

• n|J[ϕh]KJ[χh]Kds. (6.14c)

La forme acf
h est quasiment celle que l’on s’attend à obtenir à partir de la formulation

variationnelle (6.10) : l’ajout de la somme sur les interfaces permet de garantir sa coercivité
au niveau discret, tout en maintenant sa consistance (voir [PE11, section 2.2.1] pour une
explication plus détaillée). La forme supw

h , quant à elle, est un terme de pénalisation des
sauts de la solution approchée à travers les interfaces, au sens des moindres carrés, et
justifie l’appellation « décentrage amont » (upwind en anglais). L’étude de cas présentée
dans la section 4.10 de [Sar16] permet de comprendre pourquoi ce terme de décentrage
amont s’avère nécessaire pour la discrétisation des équations de transport : autrement, la
solution peut présenter des oscillations parasites.

Remarque 6.2.I – Champ d’advection discontinu aux interfaces : Dans le cas où le champ
d’advection dépend d’un champ scalaire potentiellement discontinu aux interfaces du
maillage, c’est-à-dire si l’on remplace vh par ςhvh, avec ςh ∈ P l , où l est un entier, nous
proposons de remplacer vh dans les termes exprimés sur les faces du maillage de la forme
bilinéaire aupw

h par {{ςh}}vh. Nous notons ainsi âupw
h (ϕh,χh; vh,ςh) la forme qui résulte de

cette substitution. On rencontrera ce cas lors de la discrétisation de l’équation d’évolution
de la polarité dans le cas compressible (voir section 7.2), où le champ d’advection sera de
la forme ρhvh.

6.2.4. Estimation d’énergie continue

Dans le cadre du problème de transport 6.2.1, on définit l’énergie E (ϕ) := 1
2‖ϕ‖2

2. Il
est alors possible d’obtenir une estimation de cette énergie à partir de la formulation
variationnelle (6.10) :
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6.2. Équation de transport

Proposition 6.2.1 – Estimation d’énergie

Si ϕ est solution du problème 6.2.1, alors

d
dt
(E (ϕ)) +α0E (ϕ) +

∫

∂Ω

1
4
|v • n|ϕ2 ds 6 1

2α0
‖ f ‖2

2 +

∫

∂Ω

|v • n|g2 ds. (6.15)

De plus, si f = 0 et g = 0, alors

E (ϕ(t))6 E (ϕ0)e
−α0 t . (6.16)

Autrement dit, l’énergie décroît exponentiellement. Elle est donc bornée et
ϕ ∈ L∞(L2(Ω)).

Les termes du membre de gauche de l’inégalité, excepté celui faisant intervenir la dérivée
en temps, définissent la dissipation du système

D(ϕ) := α0E (ϕ) +
∫

∂Ω

1
4
|v • n|ϕ2 ds. (6.17)

En effet, de par leur signe positif, ils contribuent à la décroissance de l’énergie.

Démonstration. Nous reprenons la méthodologie employée dans la section 3.1.1.3 de
[PE11] pour la démonstration.
En prenant χ = ϕ dans (6.10), on obtient dans un premier temps

∫

Ω

∂ϕ

∂ t
ϕ dx +

∫

Ω

�
[(v • ∇)ϕ]ϕ +αϕ2

�
dx +

∫

∂Ω

(v • n)	ϕ2 ds

=

∫

Ω

f ϕ dx +

∫

∂Ω

(v • n)	gϕ ds. (*.1)

En remarquant que ∂tϕϕ =
1
2∂t

�
ϕ2
�

et que [(v • ∇)ϕ]ϕ = 1
2(v • ∇)�ϕ2

�
, on obtient ensuite

d
dt
(E (ϕ)) +

∫

Ω

�
1
2
(v • ∇)�ϕ2

�
+αϕ2

�
dx +

∫

∂Ω

(v • n)	ϕ2 ds

︸ ︷︷ ︸
A :=

=

∫

Ω

f ϕ dx +

∫

∂Ω

(v • n)	gϕ ds. (*.2)

On utilise ensuite la relation div(χv) = (v • ∇)χ + χ div v puis on intègre par parties, en
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remarquant que 1
2 x + x	 = 1

2 |x |, ce qui permet de transformer le terme A :

A=

∫

Ω

α̃ϕ2 dx +

∫

∂Ω

1
2
(v • n)ϕ2 ds+

∫

∂Ω

(v • n)	ϕ2 ds

=

∫

Ω

α̃ϕ2 dx +

∫

∂Ω

1
2
|v • n|ϕ2 ds. (*.3)

Ainsi,

d
dt
(E (ϕ)) +

∫

Ω

α̃ϕ2 dx +

∫

∂Ω

1
2
|v • n|ϕ2 ds =

∫

Ω

f ϕ dx +

∫

∂Ω

(v • n)	gϕ ds. (*.4)

Dans un second temps, on minore α̃ par α0 et on applique l’inégalité de Cauchy-
Schwarz (B.1), ce qui donne

d
dt
(E (ϕ)) + 2α0E (ϕ) +

∫

∂Ω

1
2
|v • n|ϕ2 ds 6 ‖ f ‖2‖ϕ‖2

+

�∫

∂Ω

(v • n)	ϕ2 ds

�1/2�∫

∂Ω

(v • n)	g2 ds

�1/2

. (*.5)

On applique ensuite successivement deux fois l’inégalité de Young (B.2) en choisissant
ς= α0 puis ς= 1/2 :

d
dt
(E (ϕ)) +α0E (ϕ) +

∫

∂Ω

1
4
|v • n|ϕ2 ds 6 1

2α0
‖ f ‖2

2 +

∫

∂Ω

(v • n)	g2 ds

6 1
2α0
‖ f ‖2

2 +

∫

∂Ω

|v • n|g2 ds (*.6)

Nous avons choisi ici des coefficients ς qui n’annulent pas les termes positifs dans le membre
de gauche de l’inégalité, mais il était possible d’en trouver. Il est également toujours possible
de minorer le membre de gauche uniquement par la dérivée en temps de l’énergie.
D’après (6.15), si f = 0 et g = 0, alors

d
dt
(E (ϕ)) +α0E (ϕ)6 0. (*.7)

On conclut en appliquant le lemme B.1.3 de Gronwall. �
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6.2. Équation de transport

6.2.5. Estimation d’énergie semi-discrète

Dans le cadre du problème de transport 6.2.1, de manière analogue au cas continu,
la quantité E (ϕh) := 1

2‖ϕh‖2
2 désigne aussi l’énergie dans le cas semi-discret. L’estimation

d’énergie semi-discrète suivante est alors satisfaite.

Proposition 6.2.2 – Estimation d’énergie semi-discrète

Si ϕh est solution du problème 6.2.3, alors

d
dt
(E (ϕh)) +α0E (ϕh) +

∫

∂Ω

1
4
|vh

• n|ϕ2
h ds+

∑

S∈S i
h

∫

S

1
2
|vh

• n|J[ϕh]K2 ds

6 1
2α0
‖ f ‖2

2 +

∫

∂Ω

|vh
• n|g2 ds. (6.18)

En particulier, si f = 0 et g = 0, alors

E (ϕh(t))6 E (πhϕ0)e
−α0 t . (6.19)

Autrement dit, l’énergie décroît exponentiellement. Elle est donc bornée et
ϕh ∈ L∞(L2(Ω)).

De manière analogue au cas continu, on obtient une dissipation discrète

Dh(ϕh) := D(ϕh) +
∑

S∈S i
h

∫

S

1
2
|vh

• n|J[ϕh]K2 ds, (6.20)

oùD(ϕh) est défini par (6.17). Remarquons en particulier que le dernier terme est purement
numérique ; il a d’ailleurs été introduit dans l’optique d’améliorer la stabilité du schéma.

Démonstration. La démonstration est fortement analogue à celle utilisée dans le cas
continu, et nous nous permettrons donc quelques raccourcis par rapport à celle-ci.
En prenant χh = ϕh dans (6.11), on obtient dans un premier temps

d
dt
(E (ϕh)) + aupw

h (ϕh,ϕh; vh) =

∫

Ω

f ϕh dx +

∫

∂Ω

(vh
• n)	gϕh ds. (*.1)

Après application de la relation [(vh
• ∇)ϕ]ϕ = 1

2(vh
• ∇)�ϕ2

�
, on intègre par parties à
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l’aide de la proposition B.5.3 (avec les substitutions ϕh↔ 1
2ϕ

2
h et χh = 1), ce qui donne

aupw
h (ϕh,ϕh; vh) =

∫

Ω

α̃ϕ2 dx +

∫

∂Ω

1
2
(vh

• n)ϕ2
h ds+

∑

S∈S i
h

∫

S

1
2
(vh

• n)J[ϕ2
h]Kds

+

∫

∂Ω

(vh
• n)	ϕ2

h ds+
∑

S∈S i
h

∫

S

§
1
2
|vh

• n|J[χh]K− (vh
• n){{χh}}

ª
J[ϕh]Kds. (*.2)

En remarquant que 1
2 x + x	 = 1

2 |x | et en appliquant le lemme B.5.1, on obtient ensuite

aupw
h (ϕh,ϕh; vh) =

∫

Ω

α̃ϕ2 dx +

∫

∂Ω

1
2
|vh

• n|ϕ2
h ds+

∑

S∈S i
h

∫

S

1
2
|vh

• n|J[χh]K2 ds. (*.3)

On conclut de la même manière que dans la démonstration de l’estimation d’énergie
continue, avec les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young.
L’équation (6.19) s’obtient de manière similaire au cas continu. �

6.3. Équation de diffusion hétérogène

Dans cette section, nous formalisons la discrétisation d’une équation de diffusion hété-
rogène à l’aide d’une méthode dG avant de proposer des estimations d’énergie continue
et semi-discrète. Nous introduisons en particulier une version discrète d’un opérateur de
diffusion hétérogène par la méthode dG en considérant l’équation linéaire de diffusion
hétérogène.

6.3.1. Position du problème

On considère une équation de diffusion

Problème 6.3.1 – Diffusion hétérogène. Trouver ϕ : Ω× ]0,+∞[→ R telle que




∂ϕ

∂ t
− div(ρ∇ϕ) = f dans Ω× ]0,+∞[,
ϕ(t = 0) = ϕ0 dans Ω,

ϕ = gD sur ΓD × ]0,+∞[,
∂ϕ

∂ n
= gN sur ΓN × ]0,+∞[,

(6.21a)

(6.21b)

(6.21c)

(6.21d)

où ρ ∈ L∞(Ω) est la densité, supposée donnée et uniformément minorée par la constante
ρc > 0, que l’on retrouvera dans les estimations d’énergie (6.31) et (6.36), f est le second
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6.3. Équation de diffusion hétérogène

membre, ϕ0 est la condition initiale, gD est la condition de Dirichlet et gN est la condition
de Neumann. On suppose par commodité que ρ, gD et gN ne dépendent pas du temps,
contrairement à f . Dans ce contexte, ΓD et ΓN forment une partition de la frontière ∂Ω.

6.3.2. Formulation variationnelle

Soit X(g) := {χ ∈ H1(Ω) | χ|ΓD = g}. La formulation faible du problème 6.3.1 s’énonce
comme suit.

Problème 6.3.2 – Formulation variationnelle. Étant donné la condition ini-
tiale (6.21b), trouver ϕ ∈ C 1(X(gD)) tel qu’en tout instant t > 0,

∫

Ω

∂ϕ

∂ t
(t)χ dx +

∫

Ω

ρ∇ϕ(t) • ∇χ dx =

∫

Ω

f (t)χ dx +

∫

ΓN

ρgNχ ds, (6.22)

quel que soit χ ∈ X(0).

Remarquons que contrairement au cas du problème 6.2.2 de transport, la condition de
Dirichlet (6.21c) a été imposée fortement.

Démonstration. Testons l’équation (6.21a) avec χ ∈ X(0), puis intégrons par parties :
∫

Ω

∂ϕ

∂ t
χ dx +

∫

Ω

ρ∇ϕ • ∇χ dx −
∫

∂Ω

ρ
∂ϕ

∂ n
χ ds =

∫

Ω

f χ dx . (*.1)

En décomposant l’intégrale sur le bord et en utilisant la condition de Neumann (6.21d), on
obtient (6.22) puisque χ = 0 sur ΓD. �

6.3.3. Discrétisation

Suivant la procédure présentée à la section 6.1.2, nous introduisons Xh := P k(Th).
D’après [PE11, sections 4.2 et 4.5], une solution approchée du problème 6.3.2 peut être
obtenue en résolvant le

Problème 6.3.3 – Discrétisation. Trouver ϕh ∈ C 1(Xh) tel qu’en tout instant t > 0,

�
∂ϕh

∂ t
(t)

���� χh

�
+ aswip

h (ϕh(t),χh;ρh) = ( f (t) | χh) + lswip
h (χh;ρh), ∀χh ∈ Xh, (6.23)

et satisfaisant la condition initiale ϕh(t = 0) = πhϕ0. La densité ρ a été remplacée par
sa version discrète ρh, que l’on suppose aussi donnée.

Dans cette formulation faible discrète ont été introduites la
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Définition 6.3.1 – Forme bilinéaire symétrique pondérée de pénalité intérieure
La forme bilinéaire symétrique pondérée de pénalité intérieure (symmetric weighted
interior penalty en anglais, swip en abrégé) est définie par

aswip
h (ϕh,χh;ρh) :=

∫

Ω

ρh∇hϕh
• ∇hχh dx +

∑

S∈S i
h ∪S D

h

C$S

∫

S

ηρh,SJ[ϕh]KJ[χh]Kds

−
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

�§§
ρh
∂ϕh

∂ nS

ªª

ω

J[χh]K+ J[ϕh]K
§§
ρh
∂ χh

∂ nS

ªª

ω

�
ds, (6.24)

où l’on a noté S D
h := {S ∈ S b

h | ∃K ∈ Th, S= ∂ K∩ ΓD} l’ensemble des faces de la frontière
ΓD. Suivant [Sar20, section 4.3.1], C = (k+ 1)(k+ d)/d est un paramètre de pénalité (on
rappelle que d est la dimension) et $S est une échelle locale de longueur associée à la
face S, définie par [Sha05]

$S :=





max
� |∂ K−|
|K−| ,

|∂ K+|
|K+|

�
si S= ∂ K− ∩ ∂ K+,

|∂ K|
|K| si S= ∂ K ∩ ∂Ω.

(6.25)

Dans ce contexte, |·| désigne la mesure d’un ensemble. On rappelle enfin que ηρh,S est la
moyenne harmonique de ρh sur S (cf. équation (6.8d)).

et la
Définition 6.3.2 – Forme linéaire symétrique pondérée de pénalité intérieure

La forme linéaire symétrique pondérée de pénalité intérieure (symmetric weighted interior
penalty en anglais, swip en abrégé) est définie par

lswip
h (χh;ρh) :=

∫

ΓN

ρh gNχh ds−
∫

ΓD

ρh gD∇hχh
• n ds+

∑

S∈S D
h

C$S

∫

S

ρh gDχh ds, (6.26)

où C et $S ont été définis dans la définition 6.3.1.

Dans ce contexte, les poids ω, qui interviennent dans les moyennes pondérées {{·}}ω
de (6.24), ont été choisis relativement au coefficient de diffusion, c’est-à-dire

ωK−,S =
ρ+h

ρ−h + ρ
+
h

et ωK+,S =
ρ−h

ρ−h + ρ
+
h

, (6.27)

où l’on a noté ρ−h := ρh|K− et ρ+h := ρh|K+ . En particulier, le cas de la diffusion homogène
donne la moyenne arithmétique habituelle (6.8b). Lorsque ρ−h = ρ

−
h = 0, on pose ωK−,S =

ωK+,S = 0. Notons finalement que les conditions aux limites ont été imposées faiblement,
c’est-à-dire par pénalisation, comme dans le cas du transport (cf. section 6.2.3).
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La forme aswip
h se compose d’une forme bilinéaire consistante et symétrique acs

h et d’un
terme de stabilisation sswip

h :

aswip
h (ϕh,χh;ρh) := acs

h (ϕh,χh;ρh) + sswip
h (ϕh,χh;ρh), (6.28a)

acs
h (ϕh,χh;ρh) =

∫

Ω

ρh∇hϕh
• ∇hχh dx

−
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

�§§
ρh
∂ϕh

∂ nS

ªª

ω

J[χh]K+ J[ϕh]K
§§
ρh
∂ χh

∂ nS

ªª

ω

�
ds,

(6.28b)

sswip
h (ϕh,χh;ρh) :=

∑

S∈S i
h ∪S D

h

C$S

∫

S

ηρh,SJ[ϕh]KJ[χh]Kds. (6.28c)

La forme acs
h est presque celle que l’on s’attend à obtenir à partir de la formulation varia-

tionnelle (6.22) : l’ajout de la somme sur les interfaces permet de garantir sa consistance au
niveau discret, tout en maintenant son caractère symétrique (voir [PE11, section 4.2.1] pour
une explication plus détaillée). Elle n’est par contre pas coercive. Pour y remédier, la forme
sswip
h a été introduite comme terme de pénalisation des sauts de la solution approchée à

travers les interfaces, au sens des moindres carrés, de manière similaire au cas du problème
de transport (cf. section 6.2.3).

6.3.4. Estimation d’énergie continue

Nous proposons deux estimations d’énergie dans le cas continu. La première estimation,
la plus classique (cf. [PE11, lemme 4.70]), consiste à utiliser la norme L2 de la solution du
problème variationnel comme énergie. La seconde approche définit une énergie qui fait
intervenir la norme L2 du gradient de la solution du problème variationnel.

Estimation d’énergie L2

Proposition 6.3.1 – Estimation d’énergie L2

Si ϕ est solution du problème 6.3.1, alors

d
dt
(E (ϕ)) +D(ϕ)6 C2

Ω

ρc
‖ f ‖2

2 + K2
Ω
(CΩ + 1)

‖ρ‖2
∞

ρc

∫

ΓN

g2
N ds, (6.29)

où E (ϕ) = 1
2‖ϕ‖2

2 est l’énergie,D(ϕ) := ρc
2 ‖∇ϕ‖2

2 est la dissipation, CΩ est la constante
provenant de l’inégalité de Poincaré (B.6), KΩ est la constante provenant du théo-
rème B.1.5 de la trace et ‖·‖∞ est la norme L∞(Ω).
En particulier, si f = 0 et gN = 0, alors

E (ϕ(t2))6 E (ϕ(t1))6 E (ϕ0), (6.30)
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pour tous instants t1, t2 ∈ ]0,+∞[ tels que t1 < t2. Autrement dit, l’énergie libre
décroît dans le temps, est bornée et ϕ ∈ L∞(L2(Ω)).

Démonstration. En prenant χ = ϕ dans (6.22), on obtient

d
dt
(E (ϕ)) +

∫

Ω

ρ|∇ϕ|2 dx =

∫

Ω

f ϕ dx +

∫

ΓN

ρgNϕ ds. (*.1)

On minore ensuite ρ par ρc et on applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz (B.1) aux deux
membres de droite, ce qui donne

d
dt
(E (ϕ)) +

∫

Ω

ρc|∇ϕ|2 dx 6 ‖ f ‖2‖ϕ‖2 + ‖ρ‖∞
�∫

ΓN

g2
N ds

�1/2�∫

ΓN

ϕ2 ds

�1/2

. (*.2)

On applique ensuite l’inégalité de Poincaré (B.6) au premier terme du membre de droite et
celle du théorème de la trace (B.7) au second terme du membre de droite

d
dt
(E (ϕ)) +

∫

Ω

ρc|∇ϕ|2 dx 6 CΩ‖ f ‖2‖∇ϕ‖2 + KΩ‖ρ‖∞
�∫

ΓN

g2
N ds

�1/2q
‖ϕ‖2

2 + ‖∇ϕ‖2
2

puis à nouveau l’inégalité de Poincaré au second terme

6 CΩ‖ f ‖2‖∇ϕ‖2 + KΩ
p

CΩ + 1‖ρ‖∞
�∫

ΓN

g2
N ds

�1/2

‖∇ϕ‖2
2

et enfin l’inégalité de Young (B.2) deux fois de suite sur chaque terme du membre de droite,
en choisissant ς= ρc/2 dans les deux cas

6 ρc

2
‖∇ϕ‖2 +

C2
Ω

ρc
‖ f ‖2

2 + K2
Ω
(CΩ + 1)

‖ρ‖2
∞

ρc

∫

ΓN

g2
N ds, (*.3)

d’où le résultat.
L’équation (6.30) s’obtient directement à l’aide d’une intégration en temps de l’équation

d
dt
(E (ϕ))6 0, (*.4)

qui s’obtient lorsque f = 0 et gN = 0. �
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6.3. Équation de diffusion hétérogène

Estimation d’énergie H1

Pour la seconde approche, nous définissons l’énergie par

E (ρ,ϕ) :=

∫

Ω

ρ

2
|∇ϕ|2 dx −

∫

ΓD

ρ
∂ϕ

∂ n
ϕ ds+

∫

ΓD

ρgD
∂ϕ

∂ n
ds−

∫

ΓN

ρgNϕ ds. (6.31)

On a alors l’estimation d’énergie suivante.

Proposition 6.3.2 – Estimation d’énergie H1

Si ϕ est solution du problème 6.3.1 et ρ ne dépend pas du temps, alors

d
dt
(E (ρ,ϕ)) +

1
2
‖div(ρϕ)‖2

2 6
1
2
‖ f ‖2

2, (6.32)

où l’énergie E est définie par (6.31).
En particulier, si f = 0, alors

E (ρ,ϕ(t2))6 E (ρ,ϕ(t1))6 E (ρ,ϕ0), (6.33)

pour tous instants t1, t2 ∈ ]0,+∞[ tels que t1 < t2. Autrement dit, l’énergie libre
décroît dans le temps et est bornée. De plus, si gD = 0 et gN = 0, alors ϕ ∈ L∞(H1(Ω)).

Remarquons que cette estimation, contrairement à celle de l’équation de transport (6.15)
ou à celle obtenue avec la première méthode (6.29), ne fait pas explicitement intervenir les
conditions aux limites gD et gN, qui ne contribuent donc pas aux variations temporelles de
l’énergie. À notre connaissance, cette estimation d’énergie n’a jamais été considérée dans
la littérature. Nous l’avons déterminée en nous inspirant des techniques générales de la
thermodynamique développées dans la première partie de cette thèse, en particulier dans
le chapitre 3, et des méthodes dG présentées plus haut.

Dans ce second cas, la dissipation est donnée par

D(ϕ) :=
1
2
‖div(ρϕ)‖2

2. (6.34)

Démonstration. Dans un premier temps, on obtient

∂ E
∂ϕ
(ρ,ϕ) = −div(ρϕ) (*.1)

directement à partir des propositions B.3.6, B.3.8 et B.3.9, en remarquant que les termes
∫

ΓD

ρgD
∂ϕ

∂ n
ds−

∫

ΓN

ρgNϕ ds (*.2)

sont linéaires en ϕ.
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Chapitre 6. Méthodes de Galerkine discontinues

Tester l’équation (6.21a) avec χ donne
∫

Ω

∂ϕ

∂ t
χ dx +

∫

Ω

−div(ρ∇ϕ)χ dx =

∫

Ω

f χ dx . (*.3)

Nous prenons alors χ = −div(ρϕ), de sorte que

�
∂ϕ

∂ t

���� − div(ρϕ)
�
+ ‖div(ρϕ)‖2

2 = ( f | − div(ρϕ)). (*.4)

Or par la formule de différentiation des fonctions composées (théorème B.3.2) et
d’après (*.1),

d
dt
(E (ρ,ϕ)) =

­
∂ E
∂ϕ
(ρ,ϕ),

∂ϕ

∂ t

·
=
�
∂ϕ

∂ t

���� − div(ρϕ)
�

, (*.5)

donc
d

dt
(E (ρ,ϕ)) + ‖div(ρϕ)‖2

2 = ( f | − div(ρϕ)). (*.6)

On conclut avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz (B.1) et celle de Young (B.2) en prenant
ς= 1.
L’équation (6.33) s’obtient directement à l’aide d’une intégration en temps de l’équation

d
dt
(E (ρ,ϕ))6 0, (*.7)

qui s’obtient lorsque f = 0. Ensuite, si gD = 0 et gN = 0, alors (6.31) devient

E (ρ,ϕ) =

∫

Ω

ρ

2
|∇ϕ|2 dx , (*.8)

puisque ϕ est solution du problème 6.3.1, donc vérifie la condition de Dirichlet (6.21c)
fortement. D’où ϕ ∈ L∞(H1(Ω)). �

6.3.5. Estimation d’énergie semi-discrète

Selon la méthode utilisée, nous obtenons donc deux couples énergie-dissipation possibles.
Dans la suite, nous appliquerons uniquement la seconde méthode car elle permettra, pour
notre problème, de compenser certains termes apparaissant dans le tenseur des contraintes.

Nous aurons besoin des définitions suivantes.

Définition 6.3.3 – Opérateur de diffusion discret
On note Zh l’espace associé à ρh. On définit l’opérateur de diffusion (ou −div(ρ∇�))
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6.3. Équation de diffusion hétérogène

discret L swip
h : Zh × Xh→ Xh tel que, pour tous ρh ∈ Zh et ϕh,χh ∈ Xh,

�L swip
h (ρh,ϕh)

�� χh

�
= aswip

h (ϕh,χh; zh)− lswip
h (χh; zh), (6.35)

où aswip
h et lswip

h sont définies respectivement par (6.24) et (6.26).

Définition 6.3.4 – Énergie semi-discrète

L’énergie semi-discrète E swip
h est définie par

E swip
h (ρh,ϕh) :=

∫

Ω

ρh

2
|∇hϕh|2 dx +

∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

C
2
$Sηρh,SJ[ϕh]K2 ds

−
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

§§
ρh
∂ϕh

∂ nS

ªª

ω

J[ϕh]Kds− lswip
h (ϕh;ρh), (6.36)

où lswip
h est définie par (6.26).

Lemme 6.3.3 – Lien entre E swip
h et L swip

h

L’énergie semi-discrète (6.36) vérifie pour tout χh ∈ Xh

®
∂ E swip

h

∂ϕh
(ρh,ϕh),χh

¸
=
�L swip

h (ρh,ϕh)
�� χh

�
, (6.37)

où l’opérateur L swip
h est défini par (6.35). Par le théorème B.3.3 de représentation

de Riesz, on peut donc dire que
∂ E swip

h
∂ϕh

=L swip
h (ρh,ϕh).

Démonstration. On décompose l’énergie semi-discrète (6.36) en quatre parties :

E swip
h (ρh,ϕh) = Ẽh(ϕh) +Sh(ϕh)−E ∂h (ϕh)− lswip

h (ϕh) (*.1a)

où

Ẽh(ϕh) :=

∫

Ω

ρh

2
|∇hϕh|2 dx (*.1b)

Sh(ϕh) :=
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

C
2
$Sηρh,SJ[ϕh]K2 ds (*.1c)

et

E ∂h (ϕh) :=
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

§§
ρh
∂ϕh

∂ nS

ªª

ω

J[ϕh]Kds. (*.1d)
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Chapitre 6. Méthodes de Galerkine discontinues

Notre but est donc de calculer les différentielles de chacun de ces termes.

– On obtient directement à partir de la proposition B.3.8 sans réaliser l’intégration par
parties


Ẽ ′h(ϕh),χh

�
=

∫

Ω

ρh∇hϕh
• ∇hχh dx . (*.2)

– On calcule par linéarité de l’opérateur de saut

Sh(ϕh + hχh)−Sh(ϕh) =
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

C
2
$Sηρh,S

�
J[ϕh + hχh]K2 − J[ϕh]K2�ds

=
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

C$Sηρh,S

�
hJ[ϕh]KJ[hχh]K+

h2

2
J[χh]K2

�
ds

= hsh(ϕh,χh) + h2
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

C
2
$Sηρh,SJ[χh]K2 ds, (*.3)

d’après (6.28c). On conclut en divisant par h et en le faisant tendre vers 0 que

S ′h (ϕh),χh

�
= sh(ϕh,χh). (*.4)

– On calcule par linéarité des opérateurs de saut et moyenne

E ∂h (ϕh + hχh)−E ∂h (ϕh) =
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

§§
ρh
∂ϕh

∂ nS
+ hρh

∂ χh

∂ nS

ªª

ω

J[ϕh + hχh]Kds

−
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

§§
ρh
∂ϕh

∂ nS

ªª

ω

J[ϕh]Kds

= h
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

�§§
ρh
∂ϕh

∂ nS

ªª

ω

J[χh]K+ J[ϕh]K
§§
ρh
∂ χh

∂ nS

ªª

ω

�
ds

− h2
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

§§
ρh
∂ χh

∂ nS

ªª

ω

J[χh]Kds.

(*.6)

On conclut en divisant par h et en le faisant tendre vers 0 que

¬�E ∂h
�′
(ϕh),χh

¶
=
∑

S∈S i
h

∫

S

�§§
ρh
∂ϕh

∂ nS

ªª

ω

J[χh]K+ J[ϕh]K
§§
ρh
∂ χh

∂ nS

ªª

ω

�
ds. (*.7)

– Le dernier terme est linéaire, on peut donc appliquer la proposition B.3.6, d’où
¬�

lswip
h

�′
(ϕh),χh

¶
= lswip

h (χh). (*.8)
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6.3. Équation de diffusion hétérogène

On conclut en remarquant que la somme de (*.2), (*.4), (*.7) et (*.8) (en respectant les
signes présents dans (*.1a)) donne

�L swip
h (ϕh)

�� χh

�
. �

Proposition 6.3.4 – Estimation d’énergie semi-discrète

Si ϕh est solution du problème 6.3.3 et ρh ne dépend pas du temps, alors

d
dt

�E swip
h (ρh,ϕh)

�
+

1
2
‖L swip

h (ρh,ϕh)‖2
2 6

1
2
‖ f ‖2

2, (6.38)

où l’énergie semi-discrète E swip
h est définie par (6.36) et l’opérateur L swip

h par (6.35).
En particulier, si f = 0, alors

Eh(ρh,ϕh(t2))6 Eh(ρh,ϕh(t1))6 Eh(ρh,πhϕ0), (6.39)

pour tous instants t1, t2 ∈ ]0,+∞[ tels que t1 < t2. Autrement dit, l’énergie libre
décroît dans le temps et est bornée.

La dissipation discrète obtenue s’écrit donc

Dh(ϕh) :=
1
2
‖L swip

h (ρh,ϕh)‖2
2. (6.40)

Elle est similaire à celle du cas continu (6.34) dans la mesure où l’opérateur L swip
h est une

version discrète de −div(ρ∇�).
Démonstration. On réécrit (6.23) en utilisant la définition du laplacien discret (6.35) :

�
∂ϕh

∂ t

���� χh

�
+
�L swip

h (ρh,ϕh)
�� χh

�
= ( f | χh). (*.1)

On choisit alors χh =L swip
h (ϕh) et on utilise le lemme 6.3.3 pour obtenir

d
dt

�E swip
h (ϕh)

�
+ ‖L swip

h (ρh,ϕh)‖2
2 =

®
∂ E swip

h

∂ϕh
(ρh,ϕh), f

¸
. (*.2)

On conclut avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz (B.1) et celle de Young (B.2) en prenant
ς= 1.
L’équation (6.39) s’obtient directement à l’aide d’une intégration en temps de l’équation

d
dt
(Eh(ϕh))6 0, (*.3)

qui s’obtient lorsque f = 0. �
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Chapitre 6. Méthodes de Galerkine discontinues

6.4. Équation de diffusion hétérogène-advection-réaction

L’équation d’évolution de la polarité (cf. (5.47c) pour le cas incompressible et (5.49c) pour
le cas compressible) a une structure d’équation de diffusion-advection-réaction. Diffusion à
cause du laplacien, advection à cause du terme de transport et réaction, en quelque sorte,
à cause du terme en double puits. Nous rappelons ici comment appliquer la méthode de
dG (cf. [PE11, section 4.6]) à ce type de problèmes et proposons une extension lorsque le
champ d’advection dépend d’un champ scalaire potentiellement discontinu aux interfaces
du maillage. Nous démontrons également quelques résultats utiles pour déterminer des
estimations d’énergie dans les cas continu et semi-discret.

6.4.1. Position du problème

On considère une équation de diffusion-advection-réaction

Problème 6.4.1 – Diffusion hétérogène-advection-réaction. Trouver ϕ : Ω ×
]0,+∞[→ R telle que





∂ϕ

∂ t
+ (v • ∇)ϕ + ρϕ − div(ρ∇ϕ) = f dans Ω× ]0,+∞[,

ϕ(t = 0) = ϕ0 dans Ω,

ϕ = gD sur ΓD × ]0,+∞[,
(v • n)	ϕ + ρ

∂ϕ

∂ n
= gN sur ΓN × ]0,+∞[,

(6.41a)

(6.41b)

(6.41c)

(6.41d)

où l’on a utilisé les mêmes notations que dans les sections 6.2 et 6.3. Nous supposons ici
que v est donnée, que gD et gN ne dépendent pas du temps, que f peut au contraire en
dépendre, et finalement que ρ est solution de l’équation de continuité (2.1), soit

∂ ρ

∂ t
+ div(ρv) = 0. (6.42)

La condition (6.41d) est une condition de Robin dans la zone de flux entrant ∂Ω− et une
condition de Neumann classique partout ailleurs. Elle met en évidence le flux de diffusion-
advection j(ϕ) := ϕv−ρ∇ϕ puisqu’elle impose − j(ϕ) • n = gN sur le bord ΓN∩∂Ω− [PE11,
section 7.1.2.2]. Nous verrons dans la section 6.4.4 que ce choix de conditions aux limites
amène un terme supplémentaire difficile à interpréter dans l’estimation d’énergie continue,
qu’une condition de type Neumann n’amènerait pas ; c’est d’ailleurs le choix que nous avons
fait dans notre modèle. Nous considérons malgré tout cette condition pour justifier ce
propos.
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6.4.2. Formulation variationnelle

Soit X(g) := {χ ∈ H1(Ω) | χ|ΓD = g}. Une formulation variationnelle du problème 6.4.1
s’écrit

Problème 6.4.2 – Formulation variationnelle. Trouver ϕ ∈ C 1(X(gD)) tel qu’en tout
instant t > 0,

∫

Ω

∂ϕ

∂ t
(t)χ dx +

∫

Ω

[(v(t) • ∇)ϕ(t) + ρ(t)ϕ(t)]χ dx +

∫

Ω

ρ(t)∇ϕ(t) • ∇χ dx

+

∫

ΓN

(v(t) • n)	ϕ(t)χ ds =

∫

Ω

f (t)χ dx +

∫

∂Ω

gNχ ds, ∀χ ∈ X(0), (6.43)

et satisfaisant la condition initiale (6.41b).

Démonstration. La démonstration est très similaire à celle du problème de diffusion 6.3.2.
On multiplie l’équation (6.41a) par χ ∈ X(0), puis on intègre par parties le laplacien
hétérogène :

∫

Ω

∂ϕ

∂ t
χ dx +

∫

Ω

[(v • ∇)ϕ + ρϕ]χ dx +

∫

Ω

ρ∇ϕ • ∇χ dx

−
∫

∂Ω

ρ
∂ϕ

∂ n
χ ds =

∫

Ω

f χ dx . (*.1)

En décomposant l’intégrale sur le bord et en utilisant la condition de Neumann (6.41d), on
obtient ∫

∂Ω

ρ
∂ϕ

∂ n
χ ds = −

∫

ΓN

(v • n)	ϕχ ds+

∫

ΓN

gNχ ds, (*.2)

puisque χ = 0 sur ΓD, d’où le résultat. �
Remarquons que (6.43) se reformule de manière équivalente sous la forme
∫

Ω

(ρ−div v)ϕχ dx −
∫

Ω

j(ϕ) • ∇χ dx +

∫

ΓN

(v • n)⊕ϕχ ds =

∫

Ω

f χ dx +

∫

∂Ω

gNχ ds. (6.44)

Cette forme est dite conservative car elle met en évidence le flux de diffusion-advection
j(ϕ) := ϕv − ρ∇ϕ évoqué plus haut.

6.4.3. Discrétisation

Dans cette section, nous notons vh une approximation en espace donnée de la vitesse v .
Nous supposons que l’approximation spatiale ρh de la densité est obtenue via une version
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discrète de l’équation de continuité (6.42) faisant intervenir vh. Le choix de la discrétisation
de (6.42) n’a pas d’importance dans cette section 6.4 ; nous en discutons plus en détail
dans la section 7.2.3.

Pour la discrétisation du problème variationnel (6.43), suivant [PE11, section 4.6] et
[Sar20, section 4.3.3], nous combinons les approches présentées dans les sections 6.2 et 6.3,
ce qui donne la formulation discrète suivante :

Problème 6.4.3 – Discrétisation. Trouver ϕh ∈ C 1(Xh) tel qu’en tout instant t > 0,

�
∂ϕh

∂ t
(t)

���� χh

�
+ (ρh(t)ϕh(t) | χh) + adar

h (ϕh(t),χh; vh(t),ρh(t))

= ( f (t) | χh) + ldar
h (χh; vh(t),ρh(t)), ∀χh ∈ Xh, (6.45)

et satisfaisant la condition initiale ϕh(t = 0) = πhϕ0, où l’on rappelle que Xh :=P k(Th).

Comme annoncé, la forme utilisée ici est définie à partir des formes bilinéaires (6.13) et
(6.24) :

adar
h (ϕh,χh; vh,ρh) := aupw

h (ϕh,χh; vh) + aswip
h (ϕh,χh;ρh), (6.46a)

où l’on a choisi α = 0 dans aupw
h . De manière analogue, la forme linéaire ldar

h est définie par

ldar
h (χh; vh,ρh) :=

∫

ΓD

(vh
• n)	gDχh ds+ lswip

h (χh;ρh). (6.46b)

Remarque 6.4.I – Champ d’advection discontinu aux interfaces : Dans la continuité de la
remarque 6.2.I, nous notons

âdar
h (ϕh,χh; vh,ρh) := âupw

h (ϕh,χh; vh,ρh) + aswip
h (ϕh,χh;ρh) (6.47)

lorsque le champ d’advection dépend d’un champ scalaire potentiellement discontinu aux
interfaces du maillage.

6.4.4. Estimation d’énergie continue

Pour établir l’estimation d’énergie du problème 6.4.1 de diffusion-advection-réaction,
nous souhaiterions utiliser une énergie similaire à celle employée dans la section 6.3.4,
puis lui appliquer le théorème B.3.3. Malheureusement, ce théorème ne s’applique a priori
pas si l’énergie contient des termes définis sur une partie de la frontière du domaine Ω,
comme c’est le cas de l’énergie (6.31) associée au problème de diffusion 6.3.1. Ainsi, nous
supposons que ΓD = ;, ΓN = ∂Ω et gN = 0. On considère donc un problème avec condition
de Robin/Neumann homogène. Le cas général pourrait être envisagé dans une étude
ultérieure.
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Proposition 6.4.1 – Estimation d’énergie

Si ϕ est solution du problème 6.4.1 avec condition de Robin/Neumann homogène,
c’est-à-dire

(v • n)	ϕ + ρ
∂ϕ

∂ n
= 0 sur ΓN × ]0,+∞[, (6.48)

alors

d
dt
(E (ρ,χ)) +

∫

∂Ω

ρ(v • n)e(ϕ,∇ϕ)ds+

∫

∂Ω

(v • n)	ϕ
∂ E
∂ϕ
(ρ,ϕ)ds

+

∫

Ω

ρ

�
∇ϕ ⊗ ∂ e

∂ y
(ϕ,∇ϕ)

�
:∇v dx +

1
2






∂ E
∂ϕ
(ρ,ϕ)






2

2

6 1
2
‖ f ‖2

2. (6.49)

où l’énergie E est définie par

E (ρ,ϕ) :=

∫

Ω

ρe(ϕ,∇ϕ)dx , (6.50a)

e(ϕ, y) :=
1
2
ϕ2 +

1
2
|y |2 (6.50b)

et sa différentielle par

­
∂ E
∂ϕ
(ρ,ϕ),χ

·
= (ρϕ − div(ρ∇ϕ) | χ) +

∫

∂Ω

ρ
∂ϕ

∂ n
χ ds. (6.51)

Remarque 6.4.II – Appellation « estimation d’énergie » : Le résultat obtenu ici n’est à pro-
prement parler pas une estimation d’énergie, dans la mesure où les deuxième, troisième
et quatrième termes dans le membre de gauche de (6.49) sont de signe arbitraire. Si l’on
suppose v • n = 0 sur ∂Ω, on peut alors éliminer ces deuxième et troisième termes, mais le
quatrième subsiste dans tous les cas. C’est un comportement attendu : le système en l’état
n’est pas complet, et demande à ce que l’on rajoute une équation pour la variable v qui
pourrait être en mesure de compenser ce troisième terme. Les estimations d’énergie déter-
minées par la suite dans les sections 7.1 et 7.2 montrent précisément la procédure à suivre.
Celles-ci se basent en particulier sur une condition de Neumann homogène pure (sans le
terme (v • n)	ϕ), permettant d’éliminer directement le troisième terme sans supposer que
v • n = 0 sur ∂Ω.

Démonstration. La différentielle de E (6.51) s’obtient directement à partir de la proposi-
tion B.3.10 et de la condition de Neumann (6.48).
Testons maintenant l’équation (6.41a) avec χ en notant

.
ϕ = ∂ϕ

∂ t + (v • ∇)ϕ :
∫

Ω

.
ϕχ dx +

∫

Ω

(ρϕχ − div(ρ∇ϕ)χ)dx =

∫

Ω

f χ dx . (*.1)
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En utilisant la condition aux limites (6.48), on peut alors écrire

∫

Ω

.
ϕχ dx +

∫

Ω

(ρϕχ − div(ρ∇ϕ)χ)dx

+

∫

∂Ω

ρ
∂ϕ

∂ n
χ ds+

∫

∂Ω

(v • n)	ϕχ ds =

∫

Ω

f χ dx . (*.2)

On reconnaît alors l’expression de la différentielle de E (6.51), d’où la reformulation
∫

Ω

.
ϕχ dx +

­
∂ E
∂ϕ
(ρ,ϕ),χ

·
+

∫

∂Ω

(v • n)	ϕχ ds =

∫

Ω

f χ dx . (*.3)

À l’aide du théorème B.3.3 de représentation de Riesz, nous prenons maintenant χ =
∂ E
∂ϕ (ρ,ϕ), de sorte que

­
∂ E
∂ϕ
(ρ,ϕ), .

ϕ

·
+

∫

∂Ω

(v • n)	ϕ
∂ E
∂ϕ
(ρ,ϕ)ds+






∂ E
∂ϕ
(ρ,ϕ)






2

2

=
­
∂ E
∂ϕ
(ρ,ϕ), f

·
. (*.4)

En utilisant ensuite le théorème B.3.12, on obtient finalement le résultat escompté, moyen-
nant l’application habituelle des inégalités de Cauchy-Schwarz (B.1) et de Young (B.2) avec
ς= 1. �

6.4.5. Estimation d’énergie semi-discrète

Cadre fonctionnel

Nous aurons besoin des définitions suivantes.

Définition 6.4.1 – Opérateur de dissipation discret
On définit l’opérateur de dissipation discret L dar

h : Xh→ Xh tel que pour tous ρh ∈ Zh et
ϕh,χh ∈ Xh, �L dar

h (ρh,ϕh)
��ϕh

�
= (ρhϕh | χh) +

�L swip
h (ρh,ϕh)

�� χh

�
, (6.52)

où aswip
h et lswip

h sont définies dans la section 6.4.3.

Définition 6.4.2 – Énergie semi-discrète
L’énergie semi-discrète associée au problème 6.4.3 est définie par

E dar
h (ρh,ϕh) :=

1
2

∫

Ω

ρhϕ
2
h dx + E swip

h (ρh,ϕh), (6.53)

où E swip
h est l’énergie définie par (6.36).
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Lemme 6.4.2 – Lien entre E dar
h et L dar

h

L’énergie semi-discrète (6.53) vérifie pour tout χh ∈ Xh

�
∂ E dar

h

∂ϕh
(ρh,ϕh),χh

�
=
�L dar

h (ρh,ϕh)
�� χh

�
, (6.54)

où l’opérateur L dar
h est défini par (6.52). Par le théorème B.3.3 de représentation de

Riesz, on peut donc dire que
∂ Edar

h
∂ϕh
(ρh,ϕh) =L dar

h (ρh,ϕh).

Démonstration. Immédiat avec le lemme 6.3.3 et la proposition B.3.7. �

Proposition 6.4.3 – Intégration par parties d’une fonctionnelle discrète abstraite

Soit Eh la fonctionnelle définie pour tous ρh ∈ Zh et ϕh ∈ Xh par

Eh(ρh,ϕh) :=

∫

Ω

ρhe(ϕh,∇hϕh)dx , (6.55)

où e : (ϕ, y) 7−→ e(ϕ, y) est une fonction définie dans R×Rd et à valeurs dans R,
différentiable par rapport à chacune de ses variables. Si vh est continue à travers les
interfaces de Th, alors

−
∫

Ω

e(ϕh,∇hϕh)divh(ρhvh)dx =

∫

Ω

ρh
∂ e
∂ϕ
(ϕh,∇hϕh)(vh

• ∇h)ϕh dx

+

∫

Ω

ρh
∂ e
∂ y
(ϕh,∇hϕh) • ∇h[(vh

• ∇h)ϕh]dx −
∫

Ω

ρh

�
∇hϕh⊗

∂ e
∂ y
(ϕh,∇hϕh)

�
:∇vh dx

−
∑
S∈Sh

∫

S

(vh
• n)J[ρhe(ϕh,∇hϕh)]Kds. (6.56)

Démonstration. Par intégration par parties (cf. la proposition B.5.3), on a

−
∫

Ω

e(ϕh,∇hϕh)divh(ρhvh)dx =

∫

Ω

ρh(vh
•∇h)[e(ϕh,∇hϕh)]dx−

∫

∂Ω

ρh(vh
•n)e(ϕh,∇hϕh)ds

−
∑

S∈S i
h

∫

S

(vh
• n)({{ρh}}J[e(ϕh,∇hϕh)]K+ J[ρh]K{{e(ϕh,∇hϕh)}})ds. (*.1)

On écrit ensuite

(vh
• ∇h)[e(ϕh,∇hϕh)] =

∂ e
∂ϕ
(ϕh,∇hϕh)(vh

• ∇h)ϕh+
∂ e
∂ y
(ϕh,∇hϕh)(vh

• ∇h)[∇hϕh]. (*.2)
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Or ∇h[(vh
• ∇h)ϕh] = (vh

• ∇h)[∇hϕh] +∇hϕh
• ∇vh, donc

∂ e
∂ y
(ϕh,∇hϕh)(vh

• ∇h)[∇hϕh] =
∂ e
∂ y
(ϕh,∇hϕh) • ∇h[(vh

• ∇h)ϕh]

−
�
∇hϕh ⊗

∂ e
∂ y
(ϕh,∇hϕh)

�
:∇vh (*.3)

En combinant ce résultat, (*.1) et (*.2), on obtient finalement le résultat escompté. �
Posons par commodité

ΘS(ρh,ϕh, yh) =
C
2
$Sηρh,SJ[ϕh]K2 − ��ρhyh

		
ω

• nSJ[ϕh]K (6.57)

de sorte que l’énergie (6.36) se réécrive

E dar
h (ρh,ϕh) =

∫

Ω

ρh

2
|∇hϕh|2 dx +

∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

ΘS(ρh,ϕh,∇hϕh)ds− lswip
h (ϕh). (6.58)

Corollaire 6.4.4 – Intégration par parties de E dar
h

Si ρh est uniforme en temps et en espace, alors l’opérateur L dar
h vérifie

�L dar
h (ρh,ϕh)

�� (vh
• ∇h)ϕh

�
= −

∫

Ω

e(ϕh,∇hϕh)divh(ρhvh)dx

+

∫

Ω

ρh(∇hϕh ⊗∇hϕh) :∇vh dx −
∑

S∈S i
h

∫

S

J[ϕh]K{{ρh∇hϕh}}ω •
∂ vh

∂ nS
ds

+
∑
S∈Sh

∫

S

(vh
• n)J[ρhe(ϕh,∇hϕh)]Kds+

∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

(vh
• ∇)ΘS(ρh,ϕh,∇hϕh)ds,

(6.59)

où e(ϕ, y) = 1
2(ϕ

2 + |y |2) et Θ est défini par (6.57).

Démonstration. Notons ch = (vh
•∇h)ϕh par commodité. D’une part, d’après le lemme 6.4.2

avec χh = ch, la définition 6.4.1 de l’opérateur L dar
h et la définition 6.3.3 de l’opérateur
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L swip
h ,

�
∂ E dar

h

∂ϕh
(ρh,ϕh), ch

�
=
�L dar

h (ϕh)
�� ch

�
= (ρhϕh | ch) +

�L swip
h (ϕh)

�� ch

�

=

∫

Ω

ρh(ϕhch +∇hϕh
• ∇hch)dx +

∑

S∈S i
h ∪S D

h

C$S

∫

S

ηρh,SJ[ϕh]KJ[ch]Kds

−
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

�§§
ρh
∂ϕh

∂ nS

ªª

ω

J[ch]K+ J[ϕh]K
§§
ρh
∂ ch

∂ nS

ªª

ω

�
ds.

(*.1)

D’autre part, par définition de Θ (6.57), par uniformité de ρh et par linéarité des opérateurs
de saut et de moyenne,

(vh
• ∇)ΘS(ρh,ϕh,∇hϕh) = C$Sηρh,SJ[ϕh]KJ[ch]K− J[ϕh]K{{ρh(vh

• ∇h)[∇hϕh]}}ω • nS

− {{ρh∇hϕh}}ω • nSJ[ch]K. (*.2)

Or ∇hch = (vh
• ∇h)[∇hϕh] +∇hϕh

• ∇vh, donc

(vh
• ∇)ΘS(ρh,ϕh,∇hϕh) = C$Sηρh,SJ[ϕh]KJ[ch]K+ J[ϕh]K{{ρh∇hϕh}}ω •

∂ vh

∂ nS

− J[ϕh]K{{ρh∇hch}}ω • nS− {{ρh∇hϕh}}ω • nSJ[ch]K. (*.3)

En injectant ce résultat dans (*.1), on obtient alors

�
∂ E dar

h

∂ϕh
(ρh,ϕh), ch

�
=

∫

Ω

ρh(ϕhch+∇hϕh
•∇hch)dx+

∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

(vh
•∇)ΘS(ρh,ϕh,∇hϕh)ds

−
∫

S

J[ϕh]K{{ρh∇hϕh}}ω •
∂ vh

∂ nS
ds. (*.4)

On conclut avec la proposition 6.4.3 en posant e(ϕ, y) = 1
2(ϕ

2+ |y |2) et en remarquant que

∂ e
∂ϕ
(ϕh,∇hϕh) = ϕh,

∂ e
∂ y
(ϕh,∇hϕh) =∇hϕh. (*.5)

�

Cas incompressible

Dans cette section, on suppose que ρ est uniforme en temps et en espace, de sorte (6.42)
donne div v = 0. On ne note donc plus ρh pour désigner la densité dans le cas discret,
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mais simplement ρ, pour insister sur son caractère constant. Selon la méthode adoptée
pour discrétiser la vitesse, la contrainte div v peut ne pas être respectée au niveau discret
– c’est par exemple le cas lorsque vh est solution d’un problème de Stokes discrétisé par
des éléments de Taylor-Hood (voir la section 7.1.3). Nous présentons donc l’estimation
d’énergie semi-discrète sans supposer que div vh = 0 dans Ω× ]0,+∞[. Nous discutons ce
point plus en détail dans la remarque 6.4.V.

Proposition 6.4.5 – Estimation d’énergie semi-discrète

Si ϕh est solution du problème 6.4.3 avec condition de Neumann homogène, c’est-à-
dire

(ρ∇ϕh −ϕhvh) • n = 0 sur ΓN × ]0,+∞[, (6.60)

et ρ est uniforme en temps et en espace, alors

d
dt

�E dar
h (ρ,ϕh)

�
+

1
2
‖L dar

h (ρ,ϕh)‖2
2 −

∫

Ω

ρe(ϕh,∇hϕh)div(vh)dx

+
∑
S∈Sh

∫

S

(vh
• n)J[ρe(ϕh,∇hϕh)]Kds+

∑

S∈S i
h

∫

S

(vh
• ∇)ΘS(ρ,ϕh,∇hϕh)ds

+

∫

Ω

ρ(∇hϕh ⊗∇hϕh) :∇vh dx −
∑

S∈S i
h

∫

S

J[ϕh]K{{ρ∇hϕh}}ω •
∂ vh

∂ nS
ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

§
1
2
|vh

• n|J[L dar
h (ρ,ϕh)]K− (vh

• n){{L dar
h (ρ,ϕh)}}

ª
J[ϕh]Kds 6 1

2
‖ f ‖2

2,

(6.61)

où l’énergie E dar
h est définie par (6.53), l’opérateur L dar

h par (6.52), Θ par (6.57) et
e(ϕ, y) = 1

2(ϕ
2 + |y |2).

Démonstration. À partir de la formulation discrète (6.45) du problème 6.4.1, on peut
faire apparaître l’opérateur L dar

h défini par (6.52) :
�
∂ϕh

∂ t

���� χh

�
+
�L dar

h (ρ,ϕh)
�� χh

�
+ aupw

h (ϕh,χh; vh) = ( f | χh) +

∫

ΓD

(vh
• n)	gDχh ds. (*.1)

En prenant χh =L dar
h (ρ,ϕh), on obtient alors

�
∂ϕh

∂ t

����L dar
h (ρ,ϕh)

�
+ ‖L dar

h (ρ,ϕh)‖2
2 + aupw

h (ϕh,L dar
h (ρ,ϕh); vh)

=
�

f
��L dar

h (ρ,ϕh)
�
+

∫

ΓD

(vh
• n)	gDL dar

h (ρ,ϕh)ds. (*.2)
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Or, par définition 6.2.1 de aupw
h , adaptée au contexte du problème 6.4.1,

aupw
h (ϕh,L dar

h (ρ,ϕh); vh) =
�L dar

h (ρ,ϕh)
�� (vh

• ∇h)ϕh

�
+

∫

∂Ω

(vh
• n)	ϕhL dar

h (ρ,ϕh)ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

§
1
2
|vh

• n|J[L dar
h (ρ,ϕh)]K− (vh

• n){{L dar
h (ρ,ϕh)}}

ª
J[ϕh]Kds, (*.3)

donc

aupw
h (ϕh,L dar

h (ρ,ϕh); vh) = −
∫

Ω

e(ϕh,∇hϕh)divh(ρvh)dx

+
∑
S∈Sh

∫

S

(vh
• n)J[ρe(ϕh,∇hϕh)]Kds

+

∫

Ω

ρ(∇hϕh ⊗∇hϕh) :∇vh dx −
∑

S∈S i
h

∫

S

J[ϕh]K{{ρ∇hϕh}}ω •
∂ vh

∂ nS
ds

+
∑

S∈S i
h ∪S D

h

∫

S

(vh
• ∇)ΘS(ρ,ϕh,∇hϕh)ds+

∫

∂Ω

(vh
• n)	ϕhL dar

h (ρ,ϕh)ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

§
1
2
|vh

• n|J[L dar
h (ρ,ϕh)]K− (vh

• n){{L dar
h (ρ,ϕh)}}

ª
J[ϕh]Kds (*.4)

d’après le corollaire 6.4.4. On conclut avec le lemme 6.4.2 et la formule de dérivation des
fonctions composées (cf. théorème B.3.2). �

Remarque 6.4.III – Appellation « estimation d’énergie semi-discrète » : Comme dans le cas
continu, le résultat obtenu ici n’est pas à proprement parler une estimation d’énergie, dans
la mesure où tous les termes dans le membre de gauche (sans compter les deux premiers)
de (6.61) sont de signe arbitraire. Remarquons la similitude entre le terme continu

∫

∂Ω

(v • n)
�
ρe(ϕ,∇ϕ)−ϕ ∂ E

∂ϕ
(ρ,ϕ)

�
ds

apparaissant dans l’estimation d’énergie continue (6.49) et le terme discret

∑

S∈S i
h

∫

S

(vh
• n)

�
J[ρe(ϕh,∇hϕh)]K− J[ϕh]K{{L dar

h (ρ,ϕh)}}
�

ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

§
1
2
|vh

• n|J[ϕh]KJ[L dar
h (ρ,ϕh)]K

ª
ds,
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comptant en plus le terme de décentrage amont provenant de la forme aupw
h . À moins de

supposer vh
• n = 0 sur ∂Ω, il y a peu de chances que ce terme discret soit nul.

Remarque 6.4.IV – Vers une véritable estimation : Comme dans le cas continu, il est attendu
que le terme ∫

Ω

ρ(∇hϕh ⊗∇hϕh) :∇vh dx (6.62)

subsiste : le système en l’état n’est pas complet, et demande à ce que l’on rajoute une
équation pour la variable vh qui pourrait être en mesure de compenser ce troisième terme.
Notons la présence d’un terme similaire

∑

S∈S i
h

∫

S

J[ϕh]K{{ρ∇hϕh}}ω •
∂ vh

∂ nS
ds, (6.63)

mais seulement défini sur les interfaces du maillage. Si celui-ci n’apparaît pas naturellement
lors de la discrétisation de l’équation sur vh, il conviendra donc de le rajouter manuellement
si on compte le compenser dans l’estimation d’énergie semi-discrète.
On pourrait adopter une stratégie équivalente pour compenser les termes évoqués dans la
précédente remarque, mais décider dans quelle équation les faire apparaître en anticipation
de l’estimation est moins évident, même si l’équation sur vh semble être aussi un bon
candidat.

Remarque 6.4.V – Autour de la propriété div vh = 0 : Lorsque div vh = 0, le terme

−
∫

Ω

ρe(ϕh,∇hϕh)div(vh)dx (6.64)

est nul. Pour obtenir un tel résultat, une possibilité est de considérer des éléments finis
dits de Scott-Vogelius [Sar20, page 229]. Ce faisant, le champ de vecteurs vh est assuré de
satisfaire la condition de divergence nulle localement, c’est-à-dire à l’intérieur de chaque
élément. En pratique, cela demande malgré tout de diviser chaque triangle du maillage en
trois sous-triangles issus du barycentre du triangle considéré [Sar20, page 229].
Comme évoqué plus haut, la contrainte d’incompressibilité n’est pas toujours vérifiée
au niveau discret. Dans ce cas, il est malgré tout possible d’éliminer le terme (6.64) de
l’estimation d’énergie semi-discrète (6.61). En effet, dans la continuité de la remarque
précédente, et motivé par l’application d’une méthode similaire pour l’équation de Navier-
Stokes (voir [Sar20, section 4.5]), appelée « astuce » de Temam, il suffirait par exemple
d’ajouter ce terme dans l’équation d’évolution du champ d’advection vh pour l’en éliminer.

Remarque 6.4.VI – Intégration par parties sur un contour : Le terme

∑

S∈S i
h

∫

S

(vh
• ∇)ΘS(ρ,ϕh,∇hϕh)ds (6.65)
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devrait pouvoir être éliminé à l’aide d’une formule similaire à celle obtenue dans la propo-
sition 6.4.3. La difficulté vient du fait qu’une intégrer par parties cette intégrale, définie sur
un contour, n’est pas évident. Il existe malgré tout la formule (cf. [Sar20, annexe A.1.3])

∫

Γ

div vh ds =

∫

Γ

�
(vh

• n)divn + n •
∂ vh

∂ n

�
ds, (6.66)

valable pour tout contour Γ fermé et orientable, de normale unitaire n. Dans notre cas, si
l’on choisit Γ = ∂ K pour un élément K ∈ Th, on remarque que l’on a divn = 0, d’où

∫

∂ K

(vh
• ∇)ΘS(ρ,ϕh,∇hϕh)ds =

∫

∂ K

div(ΘSvh)ds−
∫

∂ K

ΘS div(vh)ds

=

∫

∂ K

ΘSn •
∂ vh

∂ n
ds−

∫

∂ K

ΘS div(vh)ds.

En particulier, si div vh = 0, quelle que soit la raison (voir la remarque précédente), alors
∫

∂ K

(vh
• ∇)ΘS(ρ,ϕh,∇hϕh)ds =

∫

∂ K

ΘSn •
∂ vh

∂ n
ds, (6.67)

terme que l’on peut encore une fois envisager de compenser en l’ajoutant dans l’équation
d’évolution de vh.
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Chapitre

7Discrétisation spatiale et
estimations d’énergie

Comme expliqué en introduction du chapitre 6, nous décidons d’approcher en espace les
équations obtenues dans le chapitre 5 (problèmes 5.3.1 et 5.3.2) à l’aide des méthodes de
Galerkine discontinues, que nous avons introduites dans ce même chapitre. Dans le présent
chapitre, nous réalisons donc cette discrétisation, d’abord pour le modèle incompressible
(section 7.1) puis pour le modèle compressible (section 7.2), et obtenons des estimations
d’énergie continue et semi-discrète, sous-entendu en espace mais pas en temps, en suivant
la même méthodologie que celle appliquée aux problèmes élémentaires du chapitre 6.

Table des matières

7.1. Application au système d’équations : cas incompressible . . . . . . . . . . 151

7.2. Application au système d’équations : cas compressible . . . . . . . . . . . 164

7.3. Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

7.1. Application au système d’équations : cas
incompressible

Cette section a pour objectif la discrétisation du problème 5.3.1, avec contrainte d’in-
compressibilité. Nous en obtenons également des estimations d’énergie continue et semi-
discrète.

7.1.1. Position du problème

Le problème 5.3.1 a été introduit dans le chapitre 3, à la section 5.3. Il se présente sous la
forme d’un problème de Stokes, combinant les équations (5.47a) et (5.47b), couplé à une
équation constitutive d’évolution de la polarité (5.47c). Celle-ci a une structure d’équation
de diffusion-advection-réaction vectorielle, avec un terme de « réaction » non-linéaire, dû
au terme en double-puits. Le problème 5.3.1 est fermé par les conditions aux limites (5.45).
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7.1.2. Formulation variationnelle

Nous introduisons les espaces fonctionnels suivants :

V(y) :=
�
w ∈ H1(Ω)2

�� w • n = 0 sur ∂Ω0, w • t = 0 sur Γ ′ et w = y sur Γ v
D

	
, (7.1a)

L2
0(Ω) :=

�
ξ ∈ L2(Ω)

����
∫

Ω

ξdx = 0

�
, (7.1b)

Ξ :=

¨
L2(Ω) si Γ v

N 6= ; ou Γ ′ 6= ;,
L2

0(Ω) sinon,
(7.1c)

Q(y) := L4(Ω)2 ∩ �q ∈ H1(Ω)2
�� q = y sur Γ p

D

	
. (7.1d)

La pression est toujours définie à une constante additive près. Cette constante est fixée si les
conditions aux limites (5.45b) (condition de Neumann) ou (5.45c) sont imposées [Sar16,
remarque 1.3]. Autrement, il est nécessaire de fixer cette constante à l’aide d’une contrainte
de moyenne nulle par exemple [Sar16, page 33]. Auquel cas, la pression est unique.

Définition 7.1.1 – Opérateur de dissipation polaire
On définit l’opérateur de dissipationL : H1(Ω)→ H1(Ω) tel que, pour tous p,q ∈ H1(Ω)2,

(L (p) | q) =
∫

Ω

B
�|p|2 − 1

�
p • q dx +

∫

Ω

B
κ2

2
∇p • ∇q dx . (7.2)

Lemme 7.1.1 – Lien entre L , la différentielle de l’énergie libre et `

L’opérateur L vérifie

(L (p) | q) =
­
∂F
∂ p
(h, p),q

·
, (7.3)

quel que soit q ∈ H1(Ω)2, où F est définie par (5.31) et (5.38). On rappelle que h
représente le tenseur de Hencky (cf. le théorème 2.2.2 et la section 5.2.4) et que,
dans le cas incompressible, il vérifie tr h = 0, d’après la section 5.2.4.
De plus, si p est solution du problème 5.3.1 et q ∈ Q(0), alors

(L (p) | q) =
­
∂F
∂ p
(h, p),q

·
= (`(p) | q), (7.4)

où ` est défini par (5.34). Nous omettons sa dépendance vis-à-vis de h dans le cas
incompressible puisqu’elle n’est pas effective.

Démonstration. La première relation est immédiate par définition de la dérivée de Gâteaux
(définition B.3.2), sans intégration par parties.
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Pour la seconde, on remarque que pour tout q ∈ Q(0),

(`(p) | q) +
∫

∂Ω

q •
∂Ψ

∂ γ
(h, p,∇p) • n ds =

­
∂F
∂ p

,q
·

, (*.1)

d’après la définition de ` (5.34) et la proposition B.3.13. On applique alors la décomposition
de la frontière ∂Ω = Γ p

D t Γ p
N (voir la section 5.3.3) et on utilise le fait que q |Γ p

D
= 0 et la

condition aux limites (5.45f) pour annuler l’intégrale de « surface ». �
Une formulation variationnelle du problème 5.3.1 s’écrit

Problème 7.1.1 – Formulation variationnelle. Étant donné la polarité initiale p0,
trouver v ∈ V(vD), Π ∈ Ξ et p ∈ Q(pD) telles que

k(v , w ) + b(w ,Π) = Ta(p | w )
−ω(p,`(p), w )− aδ(p,`(p), w )

+ κ2Bc(p, p, w ) + Saδ(p, p, w ), ∀w ∈ V(0), (7.5a)

b(v ,ξ) = 0, ∀ξ ∈ Ξ, (7.5b)

Pe
� .
p
�� q�− Pe(ω(p,q , v) + aδ(p,q , v)) +

1
B
(L (p) | q) = 0, ∀q ∈ Q(0), (7.5c)

où ` est défini par (5.34) et où l’on a noté

k(v , w ) := 2(D(v) |D(w )) +CF(v | w ), (7.6a)

b(w ,ξ) :=

∫

Ω

−ξdiv w dx , (7.6b)

ω(p,q , w ) :=

∫

Ω

q • W(w ) • p dx , (7.6c)

δ(p,q , w ) :=

∫

Ω

q • D(w ) • p dx , (7.6d)

c(p,q , w ) :=

∫

Ω

�∇pT • ∇q
�

: D(w )dx , (7.6e)

quels que soient v , w ∈ H1(Ω)2, ξ ∈ Ξ et p,q ∈ H1(Ω)2.

Remarque 7.1.I : En pratique, pour éviter d’avoir à d’abord calculerL (p) à partir de (7.2),
on peut exprimer les applications ω (7.6c) et δ (7.6d) dans (7.5a) sous la forme

ω(p,`(p), w ) = (`(p) |W(w ) • p), (7.7a)

δ(p,`(p), w ) = (`(p) |D(w ) • p), (7.7b)

puis utiliser la définition 7.1.1.
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Démonstration. La condition d’incompressibilité (7.5b) s’obtient directement.
Pour l’équation (7.5a), on remarque d’abord que pour tout w ∈ V(0),

∫

Ω

−div
�
σT

tot

�
• w dx =

∫

Ω

σT
tot :∇w dx −

∫

∂Ω

n • σtot
• w ds (*.1)

Nous transformons ensuite les deux intégrales l’une à la suite de l’autre. En premier lieu, la
décomposition (5.48a) permet d’écrire

∫

Ω

σT
tot :∇w dx =

∫

Ω

−Πdiv w dx +

∫

Ω

σvisc(v) : D(w )dx +

∫

Ω

σextra(p)
T :∇w dx

+

∫

Ω

σa(p) : D(w )dx . (*.2)

Or le tenseur σextra(p) (5.48c) se réécrit

σextra(p) = skw(p ⊗ `(p)) + a sym(p ⊗ `(p))− κ2B∇pT • ∇p. (*.3)

Donc
∫

Ω

σextra(p)
T :∇w dx =

∫

Ω

skw(`(p)⊗ p) : W(w )dx

+ a

∫

Ω

sym(`(p)⊗ p) : D(w )dx

− κ2B

∫

Ω

�∇pT • ∇p
�

: D(w )dx (*.4)

puis
∫

Ω

σextra(p)
T :∇w dx =ω(p,`(p), w ) + aδ(p,`(p), w )− κ2Bc(p, p, w ) (*.5)

par définition des formes (7.6). Ainsi, (*.2) se réécrit à l’aide de (7.6)

∫

Ω

σT
tot :∇w dx = b(w ,Π) + 2(D(v) |D(w )) +ω(p,`(p), w ) + aδ(p,`(p), w )

− κ2Bc(p, p, w )− Saδ(p, p, w ) (*.6)

En second lieu, en utilisant la décomposition de la frontière ∂Ω = Γ v
D t Γ v

N t Γ ′ t Γ0 donnée
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dans la section 5.3.3, les conditions aux limites (5.45) et le fait que w ∈ V(0), on obtient
∫

∂Ω

n • σtot
• w ds =

∫

Γ v
D

n • σtot
• w ds+

∫

Γ v
N

n • σtot
• w ds

+

∫

Γ ′
n • σtot

• w ds+

∫

Γ0

n • σtot
• w ds

=

∫

Γ ′

�
σT

tot

�
nt

• w t ds+

∫

Γ0

σtot,nn(w • n)ds = 0. (*.7)

En combinant ce résultat avec le précédent (*.6), l’équation (5.47a) et la définition de la
forme k (7.6a), on obtient (7.5a).
L’équation (7.5c) est finalement le résultat de la combinaison de l’équation (5.47c), de la
définition de la dérivée de Gordon-Schowalter (2.7a), des définitions des formes ω (7.6c)
et δ (7.6d) et du lemme 7.1.1. �

7.1.3. Discrétisation

Espaces discrets

Commençons par déterminer le degré d’approximation polynomiale à utiliser pour cha-
cune des inconnues. Les équations (5.47a) et (5.47b) forment un problème de Stokes :
un choix classique consiste à utiliser les éléments finis de Taylor-Hood [Sar16, page 39
et section 1.10] [Sar20, section 2.1.4], pour lesquels une approximation parabolique par
morceaux pour la vitesse et une approximation linéaire par morceaux sont considérées. La
figure 7.1 donne l’emplacement des degrés de liberté correspondants. Pour rester général,
nous notons k > 1 le degré d’approximation associé à la pression, de sorte que celui associé
à la vitesse soit k+ 1.

Pour choisir celui de la polarité, nous nous basons sur l’observation suivante. Soient
(v ,Π, p) une solution du problème 5.3.1 et (vh,Πh, ph) la solution du problème approché en
espace associé, donné un peu plus loin. Suivant le paragraphe précédent, nous approchons
la vitesse et la pression par des polynômes de degrés respectivement k + 1 et k. Nous
supposons que le schéma numérique proposé permet d’obtenir une estimation d’erreur
optimale [PE11, corollaire 4.26] : si v ∈ Hk+1(Ω)2 et p ∈ Hq(Ω)2, alors

‖v − vh‖2 = O(hk+1), ‖p − ph‖2 = O(hq). (7.8)

Notre but est alors de trouver le degré d’approximation q de la polarité qui garantisse
cette estimation d’erreur pour la vitesse. On remarque que si vh ∈ Hk+1(Ω)2, alors D(v) ∈
Hk(Ω)2×2. Dans l’idée de prolonger cette propriété à σtot (5.48), nous souhaitons donc
choisir q tel que p ⊗∆p, et donc ∆p, soit au moins de régularité Hk. Cela demande donc
que p ∈ Hk+2(Ω)2, soit q = k+ 2, d’où notre choix.
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Nous introduisons donc les espaces discrets suivants :

Vh(y) :=P k+1(Th)
2 ∩ V(y), (7.9a)

Ξh :=P k(Th)∩C 0(Ω), (7.9b)

Qh :=P k+2(Th)
2, (7.9c)

où k > 1 et V(y) est défini par (7.1a). Remarquons que la condition de Dirichlet sur la
polarité n’est pas imposée fortement dans l’espace Qh. Les emplacements des degrés de
liberté dans le cas k = 1 sont représentés sur la figure 7.1.

•

• •

•
• •

•

• •

•

•
•
•

•
•
••
•
•

v :P 2 −C 0 Π :P 1 −C 0

p :P 3

FIGURE 7.1. – Éléments finis choisis pour discrétiser le problème 5.3.1. Cas k = 1.

Discrétisation de l’équation d’évolution de la polarité

Comme expliqué en introduction de la section 6.4, l’équation d’évolution de la polarité a
une structure d’équation de diffusion-advection-réaction, et peut donc être discrétisée à
l’aide d’une méthode dG. Ainsi, de manière analogue au problème abstrait présenté dans
cette même section, nous introduisons la

Définition 7.1.2 – Opérateur de dissipation discret
On définit l’opérateur de dissipation discret Lh : Qh→ Qh tel que, pour tout (ph,qh) ∈ Q2

h,

�Lh(ph)
�� qh

�
=

∫

Ω

B
���ph

��− 1
�2

ph
• qh dx + κ2B

�
aswip

h (ph,qh; 1)− lswip
h (qh; 1)

�
. (7.10)

Les applications aswip
h et lswip

h sont définies respectivement par (6.24) et (6.26), où l’on a
choisi ΓD = Γ

p
D et gD = pD. Elles ont été généralisées au cas vectoriel en remplaçant les

produits entre champs par des produits scalaires. Dans le cas incompressible, les poids
ω définis par (6.27) se réduisent chacun à 1/2. Autrement dit, les moyennes pondérées
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{{·}}ω qui interviennent dans aswip
h deviennent simplement des moyennes ici. Dans la suite,

on note enfin S D,p
h l’ensemble des faces de la frontière Γ p

D .

Une formule discrète associée s’écrit

Pe

��
∂ ph

∂ t

���� qh

�
+ aupw

h (ph,qh; vh)−
�
ω(ph,qh, vh) + aδ(ph,qh, vh)

��

+
1
B

�Lh(ph)
�� qh

�
= Pe

∫

Γ
p
D

(vh
• n)	pD

• qh ds, ∀qh ∈ Qh,

où, dans ce contexte, aupw
h est définie de manière similaire à (6.13), en prenant α= 0, en

remplaçant ∂Ω dans l’intégrale de « surface » par Γ p
D et en substituant les produits entre

fonctions essais et fonctions tests par des produits scalaires entre vecteurs.

Équations semi-discrètes

Une fois la discrétisation de l’équation d’évolution de la polarité effectuée, la formulation
variationnelle discrète s’obtient directement à partir de la formulation variationnelle (7.5).

Problème 7.1.2. Trouver vh ∈ Vh(vD), Πh ∈ Ξh et ph ∈ Qh telles que

k(vh, w h) + b(w h,Πh) = Ta

�
ph

�� w h

�
−ω(ph,Lh(ph), w h)− aδ(ph,Lh(ph), w h)

+ κ2Bch(ph, ph, w h) + Saδ(ph, ph, w h), ∀w h ∈ Vh(0),

(7.11a)

b(vh,ξh) = 0, ∀ξh ∈ Ξh, (7.11b)

Pe
�
∂ ph

∂ t

���� qh

�
+ Peaupw

h (ph,qh; vh)

− Pe
�
ω(ph,qh, vh) + aδ(ph,qh, vh)

�

+
1
B

�Lh(ph)
�� qh

�
= Pe

∫

Γ
p
D

(vh
• n)	pD

• qh ds, ∀qh ∈ Qh, (7.11c)

où k, b, ω et δ sont respectivement définies par (7.6a), (7.6b), (7.6c) et (7.6d). La
forme ch est obtenue en remplaçant les gradients ∇ dans la forme c (7.6e) par des
gradients cassés ∇h (voir la définition 6.1.4).

7.1.4. Estimation d’énergie continue

Pour les mêmes raisons que celles soulevées dans la section 6.4.4, nous établissons
l’estimation d’énergie dans le cas où la polarité vérifie une condition de Neumann homogène
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sur ∂Ω.
Théorème 7.1.2 – Estimation d’énergie

Si v , Π et p sont solution du problème 5.3.1 avec condition de Neumann homogène
sur la polarité, c’est-à-dire Γ p

N = ∂Ω dans (5.45f), alors

d
dt
(F (p)) + CF

2
‖v‖2

2 + ‖D(v)‖2
2 +

1
PeB
‖L (p)‖2

2

+

∫

∂Ω

(v • n)Ψ(p,∇p)ds 6
T2

a

2CF
‖p‖2

2 +
S2

a

4
‖p‖4

4, (7.12)

oùF est l’énergie libre, Ψ son intégrande définie par (5.38) etL est défini par (7.2).
En particulier, en l’absence d’activité (Ta = Sa = 0) dans un espace confiné (v • n = 0
sur ∂Ω ou ∂Ω= ;), la relation

F (p(t2))6F (p(t1))6F (p0), (7.13)

est vérifiée en tous instants t1, t2 ∈ ]0,+∞[ tels que t1 < t2. Autrement dit, l’énergie
libre décroît en temps et est bornée.

Remarque 7.1.II – Entrée et sortie d’énergie : Remarquons la présence du terme
∫

∂Ω

(v • n)Ψ(p,∇p)ds,

dans l’estimation d’énergie (7.12), qui est de signe arbitraire. Celui-ci apparaissait déjà
dans le théorème 5.2.3, dans lequel nous avions supposé que v • n = 0 sur ∂Ω pour pouvoir
déterminer les équations constitutives. Ce terme traduit le transport d’énergie à travers la
frontière du domaine, dans la direction de la vitesse. Une rentrée de matière dans le domaine
(v • n < 0) correspond donc à une injection d’énergie, tandis qu’une sortie de matière du
domaine (v • n > 0) produira l’effet contraire, via de la dissipation. Aussi, dans un espace
confiné (v • n = 0), ce phénomène n’a pas lieu. Remarquons que les estimations (6.15) et
(6.32) ne contiennent pas de terme similaire.

Démonstration. Si v , Π et p sont solution du problème 5.3.1, alors elles vérifient aussi la
formulation variationnelle (7.5).
D’après le théorème B.3.15, par hypothèse sur les conditions aux limites et puisque F ne
dépend pas de h, l’énergie libre F vérifie

d
dt
(F (p)) =

­
∂F
∂ p

,
.
p
·
−
∫

Ω

�
∇p> •

∂Ψ

∂ γ
(p,∇p)

�
:∇v dx

−
∫

∂Ω

(v • n)Ψ(p,∇p)ds, (*.1)
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où l’on rappelle que Ψ est l’intégrande de F . La présence de l’intégrale de « surface » se
justifie de la même manière que dans la démonstration de la proposition 5.2.2. On peut
alors utiliser le lemme 7.1.1 et développer l’expression ∂Ψ

∂ γ pour obtenir

�L (p)
�� .
p
�
=

d
dt
(F (p)) + κ2Bc(p, p, v) +

∫

∂Ω

(v • n)Ψ(p,∇p)ds, (*.2)

où la forme c est définie par (7.6e). Ainsi, en prenant q =L (p) dans la forme faible de
l’équation d’évolution de la polarité (7.5c), on trouve après division par Pe

d
dt
(F (p)) + κ2Bc(p, p, v)− [ω(p,L (p), v) + aδ(p,L (p), v)] +

1
PeB
‖L (p)‖2

2

+

∫

∂Ω

(v • n)Ψ(p,∇p)ds = 0. (*.3)

Ensuite, en tenant compte de la remarque 7.1.I et de la définition 7.1.1, on obtient

ω(p,`(p), w ) =ω(p,L (p), w ), δ(p,`(p), w ) = δ(p,L (p), w ), (*.4)

Ainsi, en additionnant l’équation (*.3) et (7.5a) avec w = v , on obtient finalement

d
dt
(F (p)) + k(v , v) +

1
PeB
‖L (p)‖2

2

+

∫

∂Ω

(v • n)Ψ(p,∇p)ds = Ta(p | v) + Saδ(p, p, v), (*.5)

en prenant en compte l’équation (7.5b) avec ξ= Π.
On développe ensuite l’expression de k (7.6a) et de δ (7.6d), et on applique l’inégalité de
Cauchy-Schwarz (B.1), ce qui donne

d
dt
(F (p)) +CF‖v‖2

2 + 2‖D(v)‖2
2 +

1
PeB
‖L (p)‖2

2

+

∫

∂Ω

(v • n)Ψ(p,∇p)ds 6 Ta‖p‖2‖v‖2 + Sa‖p ⊗ p‖2‖D(v)‖2. (*.6)

On applique alors successivement deux fois l’inégalité de Young (B.2) en prenant ς = CF pour
le premier terme du membre de droite de l’égalité et ς= 2 dans le second. En remarquant
que ‖p ⊗ p‖2

2 = ‖p‖4
4, on obtient le résultat attendu.

En l’absence d’activité (Ta = Sa = 0) dans un espace confiné (v • n = 0 sur ∂Ω ou ∂Ω= ;),
la dérivée de l’énergie est alors négative, d’ou le résultat (7.13). �
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7.1.5. Estimation d’énergie semi-discrète

Dans cette section, nous appliquons la méthode vue dans la section 6.4.5 au pro-
blème 7.1.2. Par analogie à la définition 6.4.2, nous définissons l’énergie libre discrète
par

Définition 7.1.3 – Énergie libre semi-discrète
L’énergie libre semi-discrète Fh(ph) est définie par

Fh(ph) :=

∫

Ω

Ψ(ph,∇hph)dx +
∑

S∈S i
h ∪S

D,p
h

κ2B
C
2
$S

∫

S

��J�ph

�
K
��2 ds

−
∑

S∈S i
h ∪S

D,p
h

∫

S

κ2B
§§
∂ ph

∂ nS

ªª
• J
�
ph

�
Kds− Blswip

h (ph), (7.14)

où, dans ce contexte, lswip
h est définie dans la définition 7.1.2.

Lemme 7.1.3 – Lien entre Fh et Lh

L’énergie libre semi-discrète (7.14) vérifie
�
∂Fh

∂ ph
,qh

�
=
�Lh(ph)

�� qh

�
, (7.15)

où l’opérateur Lh est défini par (7.10). Par le théorème B.3.3 de représentation de
Riesz, on peut donc dire que ∂Fh

∂ ph
=Lh(ph).

Démonstration. Immédiat avec le lemme 6.3.3 et la propriété W′(q) = (|q |2 − 1)q . �
Comme dans la section 6.4.5, nous introduisons par commodité

ΘS(ph,γh) = κ
2 C

2
$S

��J�ph

�
K
��2 − κ2

���
γh

		
• nS

�
• J
�
ph

�
K (7.16)

de sorte que l’énergie libre (7.14) se réécrive

Fh(ph) :=

∫

Ω

B
4

���ph

��2 − 1
�2

dx +

∫

Ω

B
κ2

2

��∇hph

��2 dx

+
∑

S∈S i
h ∪S

D,p
h

B

∫

S

ΘS(ph,∇hph)ds− Blswip
h (ph), (7.17)

160



7.1. Application au système d’équations : cas incompressible

Théorème 7.1.4 – Estimation d’énergie semi-discrète

Si vh,Πh et ph sont solution du problème 7.1.2 avec condition de Neumann homogène
sur la polarité, c’est-à-dire Γ p

N = ∂Ω, alors

d
dt

�Fh(ph)
�
+

CF

2
‖vh‖2

2 + ‖D(vh)‖2
2 +

1
BPe
‖Lh(ph)‖2

2

+
∑
S∈Sh

∫

S

(vh
• n)J

�
Ψ(ph,∇hph)

�
Kds−

∫

Ω

Ψ(ph,∇hph)div(vh)dx

+
∑

S∈S i
h

B

∫

S

(vh
• ∇)ΘS(ph,∇hph)ds−

∑

S∈S i
h

κ2B

∫

S

J
�
ph

�
K •
��∇hph

		
•
∂ vh

∂ nS
ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

§
1
2
|vh

• n|J[Lh(ph)]K− (vh
• n){{Lh(ph)}}

ª
• J[ph]Kds

6
T2

a

2CF
‖ph‖2

2 +
S2

a

4
‖ph‖4

4, (7.18)

où Fh est l’énergie libre semi-discrète définie par (7.14) et Lh est défini par (7.10).

Remarque 7.1.III – Vers une véritable estimation d’énergie semi-discrète : Remarquons l’ana-
logie entre cette estimation d’énergie semi-discrète en espace et l’estimation d’énergie
continue (7.12). Mais contrairement à cette dernière, celle proposée dans le théorème
possède en plus les quatre derniers termes du membre de gauche de (7.18), qui sont de
signe arbitraire. Une estimation d’énergie semi-discrète plus satisfaisante préserverait la
structure de son pendant continu (7.12), et n’aurait donc pas ces termes en plus. On ne
considère pas le cinquième terme comme faisant partie de ces derniers dans la mesure où
il est analogue au terme de bord

∫

∂Ω

(v • n)Ψ(p,∇p)ds

que l’on retrouve dans l’estimation d’énergie continue (7.12), avec la pénalisation des sauts
d’énergie aux interfaces en plus. (voir la remarque 7.1.II). Ce cinquième terme peut donc
être vu comme une condition de continuité faible de l’énergie libre Ψ à travers les interfaces.
Passons maintenant en revue chacun de ces termes et voyons comment les éliminer.
Idéalement, le sixième terme serait automatiquement nul, si la condition d’incompressibilité
était respectée localement, à l’intérieur de chaque élément, ce qui n’est a priori pas le cas
avec le choix qui a été fait de considérer des éléments finis de Taylor-Hood, pour lesquels
on a seulement (7.11b). Ce sujet a déjà été abordé dans la remarque 6.4.V.
Comme détaillé dans la remarque 6.4.VI, le septième terme devrait pouvoir être réarrangé
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à l’aide d’une intégration par parties d’intégrale de « surface », ce qui donnerait
∫

S

(vh
• ∇)ΘS(ph,∇hph)ds =

∫

S

ΘSn •
∂ vh

∂ n
ds, (7.19)

en imaginant que div vh = 0 sur toute interface S ∈ S i
h du maillage.

Enfin, comme cela a déjà été évoqué dans la remarque 6.4.IV, les huitième et neuvième
termes et, le cas échéant, (7.19) doivent être compensés. Cela suggère l’introduction d’une
nouvelle version discrète c̃h de ch (voir problème 7.1.2), donnée par

c̃h(ph, ph, w h) := ch(ph, ph, w h) +
∑

S∈S i
h

∫

S

J
�
ph

�
K •
��∇hph

		
•
∂ vh

∂ nS
ds (7.20)

et l’ajout de la forme trilinéaire

yh(ph,Lh(ph), w h) := −
∑

S∈S i
h

B

∫

S

ΘS(ph,∇hph)n •
∂ w h

∂ n
ds

−
∑

S∈S i
h

∫

S

§
1
2
|w h

• n|J[Lh(ph)]K− (w h
• n){{Lh(ph)}}

ª
• J[ph]Kds (7.21)

dans l’équation (7.11a), par exemple.
En prenant en compte tous ces changements, l’estimation d’énergie semi-discrète s’écrierait

d
dt

�Fh(ph)
�
+

CF

2
‖vh‖2

2 + ‖D(vh)‖2
2 +

1
BPe
‖Lh(ph)‖2

2

+
∑
S∈Sh

∫

S

(vh
• n)J

�
Ψ(ph,∇hph)

�
Kds 6

T2
a

2CF
‖ph‖2

2 +
S2

a

4
‖ph‖4

4, (7.22)

et la structure de son pendant continu (7.12) serait respectée.

Démonstration. Cette démonstration rassemble les idées déployées dans les démonstra-
tions de la proposition 6.4.5 et du théorème 7.1.2.
En prenant qh =Lh(ph), défini par (7.10), dans la formulation discrète (7.11c) de l’équa-
tion d’évolution de la polarité, on obtient

Pe

��
∂ ph

∂ t

����Lh(ph)
�
+ aupw

h (ph,Lh(ph); vh)−
�
ω(ph,Lh(ph), vh) + aδ(ph,Lh(ph), vh)

��

+
1
B
‖Lh(ph)‖2

2 = Pe

∫

Γ
p
D

(vh
• n)	pD

• Lh(ph)ds. (*.1)
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Or, par définition 6.2.1 de aupw
h , adaptée à notre contexte (cf. section 7.1.3),

aupw
h (ph,Lh(ph); vh) =

�Lh(ph)
�� (vh

• ∇h)ph

�
+

∫

Γ
p
D

(vh
• n)	ph

• Lh(ph)ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

§
1
2
|vh

• n|J[Lh(ph)]K− (vh
• n){{Lh(ph)}}

ª
• J[ph]Kds, (*.2)

donc

aupw
h (ph,Lh(ph); vh) = −

∫

Ω

Ψ(ph,∇hph)divh(vh)dx +
∑
S∈Sh

∫

S

(vh
• n)J

�
Ψ(ph,∇hph)

�
Kds

+ κ2Bch(ph, ph, vh)−
∑

S∈S i
h

κ2B

∫

S

J
�
ph

�
K •
��∇hph

		
•
∂ vh

∂ nS
ds

+
∑

S∈S i
h ∪S

D,p
h

B

∫

S

(vh
• ∇)ΘS(ph,∇hph)ds+

∫

Γ
p
D

(vh
• n)	ph

• Lh(ph)ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

§
1
2
|vh

• n|J[Lh(ph)]K− (vh
• n){{Lh(ph)}}

ª
• J[ph]Kds (*.3)

d’après le corollaire 6.4.4, généralisé au cas vectoriel, où la forme ch est définie dans le
problème 7.1.2. En remarquant à l’aide de la formule de dérivation des fonctions composées
(cf. théorème B.3.2) et du lemme 7.1.3 que

d
dt

�Fh(ph)
�
=
�
Lh(ph)

����
∂ ph

∂ t

�
, (*.4)

et en combinant les équations (*.1) et (*.3), on obtient finalement après division par Pe

d
dt

�Fh(ph)
�−

∫

Ω

Ψ(ph,∇hph)divh(vh)dx +
∑
S∈Sh

∫

S

(vh
• n)J

�
Ψ(ph,∇hph)

�
Kds

+ κ2Bch(ph, ph, vh)−
�
ω(ph,Lh(ph), vh) + aδ(ph,Lh(ph), vh)

�

+
∑

S∈S i
h ∪S

D,p
h

B

∫

S

(vh
• ∇)ΘS(ph,∇hph)ds−

∑

S∈S i
h

κ2B

∫

S

J
�
ph

�
K •
��∇hph

		
•
∂ vh

∂ nS
ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

§
1
2
|vh

• n|J[Lh(ph)]K− (vh
• n){{Lh(ph)}}

ª
• J[ph]Kds

+
1

BPe
‖Lh(ph)‖2

2 +

∫

Γ
p
D

(vh
• n)	ph

• Lh(ph)ds =

∫

Γ
p
D

(vh
• n)	pD

• Lh(ph)ds. (*.5)
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Additionner cette équation et (7.11a) avec w h = vh donne ensuite

d
dt

�Fh(ph)
�
+ k(vh, vh)

−
∫

Ω

Ψ(ph,∇hph)divh(vh)dx +
∑
S∈Sh

∫

S

(vh
• n)J

�
Ψ(ph,∇hph)

�
Kds

+
∑

S∈S i
h ∪S

D,p
h

B

∫

S

(vh
• ∇)ΘS(ph,∇hph)ds−

∑

S∈S i
h

κ2B

∫

S

J
�
ph

�
K •
��∇hph

		
•
∂ vh

∂ nS
ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

§
1
2
|vh

• n|J[Lh(ph)]K− (vh
• n){{Lh(ph)}}

ª
• J[ph]Kds

+
1

BPe
‖Lh(ph)‖2

2 +

∫

Γ
p
D

(vh
• n)	ph

• Lh(ph)ds

= Ta

�
ph

�� vh

�
+ Saδ(ph, ph, vh) +

∫

Γ
p
D

(vh
• n)	pD

• Lh(ph)ds, (*.6)

puisque b(vh,Πh) = 0, d’après (7.11b).
On conclut de la même manière que dans la démonstration du théorème 7.1.2, en prenant
en compte le fait que Γ p

D = ;. �

7.2. Application au système d’équations : cas compressible

Cette section a pour objectif la discrétisation du problème 5.3.2, sans contrainte d’in-
compressibilité. Nous en obtenons également une estimation d’énergie continue. Nous ne
proposons pas pour ce problème d’estimation d’énergie semi-discrète, que nous préférons
laisser pour un travail ultérieur.

7.2.1. Position du problème

Le problème 5.3.2 a été introduit dans le chapitre 3, à la section 5.3. Il combine la
loi de conservation de la quantité de mouvement (5.49a), la loi de conservation de la
masse (5.49b) et l’équation constitutive d’évolution de la polarité (5.47c). Celle-ci a une
structure d’équation de diffusion-advection-réaction vectorielle, avec un terme de « réaction »
non-linéaire, dû au terme en double-puits, et un coefficient de diffusion non-homogène,
incarné par la quantité κ2ρ. Le problème 5.3.2 est fermé par les conditions aux limites
(5.45).
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7.2.2. Formulation variationnelle

Nous introduisons les espaces fonctionnels suivants :

V(y) :=
�
w ∈ H1(Ω)2

�� w • n = 0 sur ∂Ω0, w • t = 0 sur Γ ′ et w = y sur Γ v
D

	
, (7.23a)

Z := L∞(Ω) (7.23b)

Q(y) := L4(Ω)2 ∩ �q ∈ H1(Ω)2
�� q = y sur Γ p

D

	
. (7.23c)

Les espaces pour la vitesse et la polarité sont identiques à ceux proposés pour le problème
incompressible, discuté dans la section 7.1 précédente.

Définition 7.2.1 – Opérateur de dissipation polaire
On définit l’opérateur de dissipation L : L∞(Ω) × H1(Ω) → H1(Ω) tel que, pour tous
p,q ∈ H1(Ω)2,

(L (ρ, p) | q) =
∫

Ω

Bρ
�|p|2 − 1

�
p • q dx +

∫

Ω

B
κ2

2
ρ∇p • ∇q dx . (7.24)

Par principe d’économie, nous gardons la même notation que celle introduite dans la
définition 7.1.1 ; nous ajoutons seulement la dépendance en ρ.

Lemme 7.2.1 – Lien entre L , la différentielle de l’énergie libre et `

L’opérateur L vérifie

(L (ρ, p) | q) =
­
∂F
∂ p
(ρ, p),q

·
, (7.25)

quel que soit q ∈ H1(Ω)2, oùF est définie par (5.31) et (5.39). Nous préférons noter
la dépendance de F par rapport à la densité ρ, plutôt qu’au tenseur de Hencky (cf.
le théorème 2.2.2 et la section 5.2.4), au vu de sa définition. Rappelons que dans le
cas compressible, on a la relation ρ = ρ0 exp(− tr h), d’après la section 5.2.4, où ρ0

représente la densité initiale.
De plus, si p est solution du problème 5.3.2 et q ∈ Q(0), alors

(L (ρ, p) | q) =
­
∂F
∂ p
(ρ, p),q

·
= (`(ρ, p) | q), (7.26)

où ` est défini par (5.34). Comme pour l’énergie libre F , nous préférons noter la
dépendance de ` par rapport à ρ plutôt que par rapport à h.

Démonstration. La démonstration est identique à celle du lemme 7.1.1. �
Une formulation variationnelle du problème 5.3.2 s’écrit
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Problème 7.2.1 – Formulation variationnelle. Étant donné la polarité initiale p0 et
la densité initiale ρ0, trouver v ∈ V(vD), ρ ∈ Z et p ∈ Q(pD) telles que

k(v , w ;ρ) = Ta(p | w )− b(w ,Π(ρ, p))
−ω(p,`(ρ, p), w )− aδ(p,`(ρ, p), w ) + κ2Bc(p, p, w ;ρ)

+ Saδ(ρp, p, w )− S′a b(w ,ρ|p|2), ∀w ∈ V(0), (7.27a)
�
∂ ρ

∂ t

���� z
�
− (ρ | (v • ∇)z) +

∫

∂Ω

(v • n)ρz ds = 0, ∀z ∈ Z, (7.27b)

Pe
� .
p
�� ρq

�− Pe(ω(p,ρq , v) + aδ(p,ρq , v))

+
1
B
(L (ρ, p) | q) = 0, ∀q ∈ Q(0), (7.27c)

où l’on a repris les définitions des formes (7.6) du cas incompressible et introduit

k(v , w ; z) := 2(zD(v) |D(w )) + 2(z div v | div w ) +CF(v | w ), (7.28a)

c(p,q , w ; z) :=

∫

Ω

z
�∇pT • ∇q

�
: D(w )dx , (7.28b)

quels que soient v , w ∈ H1(Ω)2, z ∈ Z et p,q ∈ H1(Ω)2. Enfin, on rappelle que le terme
de pression Π(ρ, p) est défini par (5.41).

Remarque 7.2.I : La remarque 7.1.I est ici encore valide, à l’adaptation des notations près.

Démonstration. L’équation (7.27b) s’obtient directement par intégration par parties
dans (5.49b).
Les autres équations s’obtiennent de la même façon que dans la démonstration du pro-
blème 7.1.1. �

7.2.3. Discrétisation

Espaces discrets

Commençons par déterminer le degré d’approximation polynomiale à utiliser pour cha-
cune des inconnues. Contrairement au problème 7.1.1, le problème 7.2.1 ne se présente
pas comme un problème de Stokes : la vitesse et la densité peuvent être approchées ici par
des polynômes de même degré, noté k > 0. Un raisonnement similaire à celui réalisé dans
la section 7.1.3 nous amène alors à approcher la polarité par des polynômes de degré k+1.
Nous introduisons donc les espaces d’énergie discrets suivants :

Vh(y) :=P k(Th)
2 ∩ V(y), (7.29a)

Zh :=P k(Th), (7.29b)

Qh :=P k+1(Th)
2, (7.29c)
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où k > 0. Remarquons d’ailleurs que ce sont les mêmes espaces que ceux définis dans le cas
incompressible, au degré d’approximation polynomiale près. Les emplacements des degrés
de liberté dans le cas k = 1 sont représentés sur la figure 7.2.

• •

•
• •

•

• •

•
•
•
•

v :P 1 −C 0 ρ :P 1

p :P 2

FIGURE 7.2. – Éléments finis choisis pour discrétiser le problème 5.3.2. Cas k = 1.

Discrétisation de la loi de conservation de la masse

La conservation de la masse a une structure d’équation de transport, et peut donc être
discrétisée à l’aide d’une méthode dG. Contrairement à ce que nous avons présenté dans la
section 6.2, nous proposons ici de tirer partie de la structure conservative de cette équation,
pour simplifier l’écriture du schéma numérique. On peut montrer, à l’aide d’une intégration
par parties [PE11], que la forme bilinéaire (6.14b) se réécrit

acf
h (ϕh,χh; vh) =

∫

Ω

(α− div vh)ϕhχh dx −
∫

Ω

ϕh(vh
• ∇h)χh dx +

∫

∂Ω

(vh
• n)⊕ϕhχh ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

(vh
• n){{ϕh}}J[χh]Kds. (7.30)

En prenant α= div vh et en remplaçant les occurrences de gD par ρin, selon la condition
aux limites (5.45g), on obtient alors une discrétisation de la conservation de la masse sous
la forme �

∂ ρh

∂ t

���� zh

�
+ amass

h (ρh, zh; vh) = lmass
h (zh; vh), (7.31)
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avec

amass
h (ρh, zh; vh) := −

∫

Ω

ρh(vh
• ∇h)zh dx +

∫

∂Ω

(vh
• n)⊕ρhzh ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

�
1
2
|vh

• n|J[ρh]K+ (vh
• n){{ρh}}

�
J[zh]Kds,

(7.32a)

lmass
h (zh; vh) :=

∫

∂Ω

(vh
• n)	ρinzh ds. (7.32b)

Discrétisation de l’équation d’évolution de la polarité

À la différence du cas incompressible, l’équation d’évolution de la polarité dans le cas
compressible présente une diffusion et une advection hétérogènes, proportionnelles à la
densité. La forme bilinéaire âdar

h , introduite dans la remarque 6.4.I, convient donc à ce
contexte. Par commodité, nous n’utiliserons pas directement la forme bilinéaire âdar

h , mais
plutôt chacune des formes qui la composent indépendamment, à savoir âupw

h et aswip
h .

Les autres modifications, listées dans le cas incompressible, s’appliquent également. De
manière analogue, nous introduisons donc la

Définition 7.2.2 – Opérateur de dissipation discret
On définit l’opérateur de dissipation discret Lh : Zh ×Qh→ Qh tel que, pour tous ρh ∈ Zh

et ph,qh ∈ Qh,

�Lh(ρh, ph)
�� qh

�
=

∫

Ω

Bρh

���ph

��− 1
�2

ph
• qh dx + κ2B

�
aswip

h (ph,qh;ρh)− lswip
h (qh;ρh)

�
.

(7.33)
Les applications aswip

h et lswip
h sont définies respectivement par (6.24) et (6.26), où l’on a

choisi ΓD = Γ
p
D et gD = pD. Elles ont été généralisées au cas vectoriel en remplaçant les

produits entre champs par des produits scalaires. Nous avons également ajouté explicite-
ment leur dépendance vis-à-vis de ρh. Rappelons que la forme aswip

h fait intervenir des
moyennes pondérées {{·}}ω qui s’expriment en fonction de poids ω définis par (6.27), qui
dépendent de l’approximation de la densité ρh. Comme dans le cas incompressible, on
note enfin S D,p

h l’ensemble des faces de la frontière Γ p
D .

Une formule discrète associée s’écrit alors

Pe

��
∂ ph

∂ t

���� ρhqh

�
+ âupw

h (ph,qh; vh,ρh)−
�
ω(ph,ρhqh, vh) + aδ(ph,ρhqh, vh)

��

+
1
B

�Lh(ρh, ph)
�� qh

�
= Pe

∫

Γ
p
D

ρh(vh
• n)	pD

• qh ds, ∀qh ∈ Qh,
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Équations semi-discrètes

Une fois la discrétisation des équations d’évolution de la densité et de la polarité effectuée,
la formulation variationnelle discrète s’obtient directement à partir de la formulation
variationnelle (7.27).

Problème 7.2.2. Trouver vh ∈ Vh(vD), ρh ∈ Zh et ph ∈ Qh telles que

k(vh, w h;ρh) = Ta

�
ph

�� w h

�− b(w h,Π(ρh, ph))
−ω(ph,Lh(ρh, ph), w h)− aδ(ph,Lh(ρh, ph), w h) + κ

2Bch(ph, ph, w h;ρh)

+ Saδ(ρhph, ph, w h)− S′a b(w h,ρh

��ph

��2), ∀w h ∈ Vh(0),

(7.34a)�
∂ ρh

∂ t

���� zh

�
+ amass

h (ρh, zh; vh) = lmass
h (zh; vh), ∀zh ∈ Zh,

(7.34b)

Pe
�
∂ ph

∂ t

���� ρhqh

�
+ Peâupw

h (ph,qh; vh,ρh)

− Pe
�
ω(ph,ρhqh, vh) + aδ(ph,ρhqh, vh)

�
+

1
B

�Lh(ρh, ph)
�� qh

�

= Pe

∫

Γ
p
D

ρh(vh
• n)	pD

• qh ds, ∀qh ∈ Qh, ∀qh ∈ Qh,

(7.34c)

où k, b, ω et δ ont été introduites dans le problème 7.2.1 et la pression Π par (5.41).
Comme dans le cas incompressible (cf. le problème 7.1.2), la forme ch est obtenue en
remplaçant les gradients ∇ dans la forme c (7.28b) par des gradients cassés ∇h.

7.2.4. Estimation d’énergie continue

Pour les mêmes raisons que celles soulevées dans la section 6.4.4, et comme dans le cas
incompressible (section 7.1.4), nous établissons l’estimation d’énergie dans le cas où la
polarité vérifie une condition de Neumann homogène sur ∂Ω.

Théorème 7.2.2 – Estimation d’énergie

Si v , ρ et p sont solution du problème 5.3.2 avec condition de Neumann homogène
sur la polarité, c’est-à-dire Γ p

N = ∂Ω dans (5.45f), et si ρ est uniformément strictement
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positive, alors

d
dt
(F (ρ, p)) +

CF

2
‖v‖2

2 + ‖ρ1/2D(v)‖2
2 + ‖ρ1/2 div v‖2

2 +
1

PeB
‖ρ−1/2L (ρ, p)‖2

2

+

∫

∂Ω

ρ(v • n)Ψ(p,∇p)ds 6
T2

a

2CF
‖p‖2

2 +
S2

a + S′2a
4
‖ρ1/4p‖4

4, (7.35)

oùF est l’énergie libre, Ψ son intégrande définie par (5.39) etL est défini par (7.24).
En particulier, en l’absence d’activité (Ta = Sa = 0) dans un espace confiné (v • n = 0
sur ∂Ω ou ∂Ω= ;), la relation

F (ρ(t2), p(t2))6F (ρ(t1), p(t1))6F (ρ0, p0), (7.36)

est vérifiée en tous instants t1, t2 ∈ ]0,+∞[ tels que t1 < t2. Autrement dit, l’énergie
libre décroît en temps et est bornée.

Remarque 7.2.II – Entrée et sortie d’énergie : Nous renvoyons à la remarque 7.1.II qui donne
une interprétation toujours valable ici, au terme

∫

∂Ω

ρ(v • n)Ψ(p,∇p)ds.

Démonstration. La démonstration est quasiment identique à celle du théorème 7.1.2. La
première différence vient de la dérivée en temps de l’énergie libre qui amène en plus le
produit scalaire 〈 ∂F∂ h (h, p),D(v)〉. Or d’après (5.40) et (5.41),

­
∂F
∂ h
(h, p),D(v)

·
= −(Π(ρ, p)δ |D(v)) = −(Π(ρ, p) | div v) = b(v ,Π(ρ, p)), (*.1)

par définition de b (7.6b). Ce terme viendra donc compenser celui qui apparaît dans (7.27a) :
la pression reste énergétiquement neutre.
La deuxième différence réside dans le choix du vecteur test dans l’équation d’évolution de
la polarité (7.27c), qui est ici q =L (ρ, p)/ρ.
La dernière différence provient du terme actif supplémentaire −S′a|p|2δ, qui se traite de la
même manière que l’autre terme. �

7.3. Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre deux méthodes de Galerkine discontinues dans le
but de discrétiser en espace respectivement le modèle en incompressible (problème 7.1.2)
et le modèle en compressible (problème 7.2.2). Pour le premier modèle, nous avons
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7.3. Conclusion

déterminé deux estimations d’énergie, une continue (théorème 7.1.2) et l’autre semi-
discrète (théorème 7.1.4), tandis que pour le second, nous avons seulement déterminé une
estimation d’énergie continue (théorème 7.2.2). Ces estimations mettent bien en évidence
les termes de dissipation (la friction et la viscosité en particulier)„ qui tendent à stabiliser
le système, et les termes actifs (la force active et la contrainte active), qui tendent à mettre
le système hors-équilibre.

Nous proposons une discrétisation en temps des problèmes 7.1.2 et 7.2.2 dans le chapitre
suivant, puis une validation numérique dans celui d’encore après.
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Chapitre

8Discrétisation temporelle

Ce chapitre est consacré à la discrétisation en temps des systèmes discrets en espace obte-
nus au chapitre 6 – cf. sections 7.1 et 7.2. Bien qu’un choix populaire pour la discrétisation
en temps des problèmes approchés par les méthodes dG se trouve du côté des méthodes de
Runge-Kutta [PE11, chapitre 3], nous préférons ici suivre [Sar20] et utiliser les méthodes
dites BDF, pour Backward Differentiation Formula.

Après avoir rappelé les formules BDF (section 8.1), nous présentons une stratégie pour
garantir au niveau discret la positivité de la densité en tout instant (section 8.2), combinant
les approches développées dans [Fre98], [Zha17] et [Bal+22]. Nous appliquons ensuite
ces outils aux problèmes définis dans les sections 7.1 et 7.2 avant de finalement formuler
une méthode de point fixe capable de gérer les non-linéarités présentes dans le système
(section 8.3).

Table des matières
8.1. Backward Differentiation Formula (BDF) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
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8.1. Backward Differentiation Formula (BDF)

8.1.1. Position du problème

Soient I un intervalle fermé borné de R+ et t0 ∈ I. Considérons le problème à valeur
initiale

Problème 8.1.1 – de Cauchy. Trouver la fonction y ∈ C 1(I,R) telle que
�

y ′(t) = f (t, y(t)), ∀t ∈ I

y(t0) = y0,

(8.1)

(8.2)

173



Chapitre 8. Discrétisation temporelle

où f : I×R→ R est une fonction continue et lipschitzienne par rapport à sa seconde
variable, uniformément en sa première, et y0 ∈ R est la condition initiale.

Dans cette section, nous présentons le cas réel, mais cette théorie se généralise naturelle-
ment au cas vectoriel, c’est-à-dire en considérant non pas des fonctions y et f à valeurs
réelles, mais des fonctions vectorielles y et f . Le lecteur intéressé peut se référer aux
livres Solving Ordinary Differential Equations I [HWN93] et An Introduction to Numerical
Analysis [SM03], évoqués plus haut.

8.1.2. Méthodes linéaires à pas multiples

Définition

Les formules BDF appartiennent à une classe plus large de méthodes dites linéaires à pas
multiples (linear multistep methods, LMMs). Une méthode linéaire à b > 1 pas associée au
problème 8.1.1 adopte, à l’étape n= b, . . . , nmax, la forme générale

b∑
i=0

αb,i y
n−i −∆t

b∑
i=0

βb,i f
n−i = 0, (8.3)

où∆t est le pas de la méthode, y j est une approximation de y(t j) à l’étape j et f j = f (t j, y j),
avec t j := t0 + j∆t ∈ I, quel que soit j ∈ N. En particulier, y0 = y0 est la condition initiale.
En pratique, nous utilisons toujours un schéma à bn :=min(b, n) pas, où n est l’étape en
cours, les premières étapes ne disposant pas d’assez d’itérés pour construire le schéma
complet.

Les coefficients (αb,i)06i6b et (βb,i)06i6b, quant à eux, doivent être choisis de sorte que
αb,0 6= 0 et |αb,b|+ |βb,b| > 0. On dira que la méthode est explicite si βb,0 = 0, implicite
autrement.

Nous citons deux exemples de LMMs, la bien connue méthode implicite à un pas d’Euler

yn − yn−1 −∆t f n = 0 (8.4a)

et la méthode explicite à quatre pas d’Adams–Bashforth

yn − yn−1 − ∆t
24

�
55 f n−1 − 59 f n−2 + 37 f n−3 − 9 f n−4

�
= 0, (8.4b)

sans doute l’une des premières méthodes à pas multiples à avoir été employée pour la
résolution d’une équation différentielle ordinaire.

Quelques propriétés des méthodes linéaires à pas multiples

De manière générale, pour analyser la pertinence d’un schéma numérique, il convient de
s’assurer (i) que celui-ci résout bien le problème qu’il prétend résoudre, (ii) qu’il n’amplifie
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pas trop les erreurs numériques au cours des itérations successives et (iii) que la solution
calculée converge vers la solution exacte lorsque ∆t tend vers 0. Ces trois conditions sont
respectivement appelées consistance, stabilité et convergence. Le résultat fondamental
de l’analyse numérique tient alors en une phrase : un schéma numérique consistant et
stable est convergent. Nous proposons ici de rappeler la définition de ces trois propriétés
dans le contexte des méthodes linéaires à pas multiples. Pour cela, nous nous appuyons
principalement sur les livres Solving Ordinary Differential Equations I [HWN93] et An
Introduction to Numerical Analysis [SM03].

(i) Nous commençons par définir la consistance d’une méthode LMM.

Définition 8.1.1 – Consistance d’une méthode linéaire à pas multiples
La méthode linéaire à pas multiples (8.3) est dite consistante d’ordre p si pour toute
fonction y suffisamment régulière,

e(y, t,∆t) = O(∆t p+1) (8.5)

où e(y, t,∆t) représente l’erreur de troncature ou de consistance de la méthode (8.3),
que l’on définit par

e(y, t,∆t) :=
b∑

i=0

αb,i y(t + (n− i)∆t)−∆t
b∑

i=0

βb,i y
′(t + (n− i)∆t).

On dira en particulier qu’une méthode LMM est consistante si elle est consistante d’ordre
1.

Cette définition dit simplement que toute solution du problème 8.1.1 est solution de (8.3)
à O(∆t p+1) près.

(ii) Dans le contexte des LMMs, on parle de zéro-stabilité plutôt que de stabilité tout
court.

Définition 8.1.2 – Zéro-stabilité d’une méthode linéaire à pas multiples
La méthode linéaire à pas multiples (8.3) est dite zéro-stable s’il existe une constante
C > 0 telle que, quelles que soient les deux suites (yn) et (zn) générées à partir de la
même formule (8.3) mais de conditions initiales y0, . . . , y b−1 et z0, . . . , zb−1 différentes,

|yn − zn|6 C max
i=0,...,b−1

��y i − z i
��, (8.6)

pour ∆t suffisamment petit.

Cette définition dit essentiellement qu’une méthode stable génère à un temps tn, une
solution approchée yn qui reste bornée lorsque n→ +∞ (ou ∆t → 0) : toute perturbation
numérique initiale est ainsi contrôlée au fil des itérations et il est impossible à la solution
de croître exponentiellement.

(iii) Finalement, nous pouvons énoncer le théorème fondamental après avoir défini la
notion de convergence.
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Définition 8.1.3 – Convergence d’une méthode linéaire à pas multiples
La méthode linéaire à pas multiples (8.3) est dite convergente d’ordre p si l’erreur de
convergence vérifie

|y(tn)− yn| =
∆t→0

O(∆t p), (8.7)

pour tout choix consistant de conditions initiales y0, . . . , y b−1, c’est-à-dire telles que��y(t i)− y i
�� =
∆t→0

O(∆t p) quel que soit i = 0, . . . , b− 1.

Théorème 8.1.1 – Théorème d’équivalence de Dahlquist

La méthode linéaire à pas multiples (8.3) est convergente d’ordre p si, et seulement
si, elle est consistante d’ordre p et zéro-stable.

On retiendra qu’une méthode LLM est convergente si, et seulement si, elle est consistante
(d’ordre 1) et zéro-stable.

Il est bien sûr possible de raffiner ou d’élargir ces définitions, notamment à l’aide des bien
connus polynômes générateurs. Notons qu’il existe aussi de nombreuses autres définitions
de la stabilité ; deux d’entre elles, la stabilité absolue et la A-stabilité sont évoquées dans la
section suivante.

8.1.3. BDF

Motivation

Nous reprenons ici la section 12.11 de [SM03], qui donne les raisons principales de la
popularité des méthodes BDF.

Une autre propriété que l’on peut souhaiter pour une méthode linéaire à pas multiples,
outre sa consistance, sa zéro-stabilité et sa convergence, c’est son bon comportement
vis-à-vis des problèmes dit raides, dont l’équation type est donnée par

y ′ = λy, y(0) = y0, (8.8)

dont la solution est évidemment y(t) = y0 exp(λt). Pour mieux comprendre ce qui est
entendu par « bon comportement », comparons les solutions numériques (y (e)n )n et (y (i)n )n
obtenues respectivement à partir des méthodes d’Euler explicite et implicite appliquées à
ce problème :

y (e)n = (1+λ∆t)n y0 (8.9a)

y (i)n = (1−λ∆t)−n y0. (8.9b)

Dans le cas où λ< 0, la solution exacte décroît exponentiellement vers 0, donc le même
comportement est attendu des solutions approchées. La suite (y (i)n )n est strictement dé-
croissante puisque 1−λ∆t > 1, tandis que (y (e)n )n ne le sera aussi que si |1+λ∆t| < 1,
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ce qui impose la restriction λ∆t > −2 sur le pas de temps. Dans certaines applications, λ
est suffisamment grand pour rendre les calculs à l’aide d’une méthode conditionnellement
stable trop coûteux, comme c’est le cas pour la méthode d’Euler explicite [SM03, page 346].

La généralisation de ce cas d’étude aux méthodes linéaires à pas multiples quelconques
vient de l’observation suivante : (1+λ∆t) et (1−λ∆t)−1 représentent les racines respectives
des polynômes caractéristiques des suites récurrentes linéaires d’ordre 1 issues des méthodes
d’Euler explicite et implicite appliquées au problème (8.8). Ainsi, si l’on applique la méthode
LLM (8.3) à cette équation, on obtient une suite récurrente linéaire d’ordre b, de la forme

b∑
i=0

�
αb,i −λ∆tβb,i

�
yn−i = 0. (8.10)

Le polynôme caractéristique associé, appelé polynôme de stabilité, est alors

πb(ζ;λ∆t) :=
b∑

i=0

�
αb,i −λ∆tβb,i

�
ζn−i. (8.11)

Résoudre (8.10) revient donc à trouver les racines du polynôme πb(ζ;λ∆t). Connaissant
celles-ci, nous pouvons donner une expression explicite de la solution numérique yn et
ainsi en étudier le comportement lorsque n→ +∞. Dans le cas plus général où λ ∈ C est
tel que ℜ(λ)< 0, la solution exacte converge toujours vers 0 en décroissant, ce que l’on
aimerait également observer du côté de la suite yn. On montre alors que ce n’est le cas que
lorsque les racines de πb(ζ;λ∆t) sont toutes de module strictement inférieur à 1, ce qui
amène à définir la stabilité absolue en ces termes.

Définition 8.1.4 – Stabilité absolue d’une méthode linéaire à pas multiples
La méthode linéaire à pas multiples (8.3) est dite absolument stable pour une valeur de
λ∆t donnée, si les racines du polynôme de stabilité πb(ζ;λ∆t) (8.11) sont toutes de
module strictement inférieur à 1. L’ensemble des valeurs λ∆t pour lesquelles la méthode
est absolument stable est appelé région de stabilité absolue.

Pour éviter toute restriction sur le pas de temps à utiliser pour garantir la stabilité de
la méthode, la méthode LLM doit donc être absolument stable quel que soit λ ∈ C, avec
ℜ(λ)< 0, ce qui amène à définir enfin la A-stabilité en ces termes.

Définition 8.1.5 – A-stabilité d’une méthode linéaire à pas multiples
La méthode linéaire à pas multiples (8.3) est dite A-stable si elle est absolument stable
pour toutes valeurs de λ∆t dont la partie réelle est strictement négative, autrement dit si
la région de stabilité absolue contient la moitié gauche du plan complexe.

Il s’avère que cette condition n’est vérifiée par aucune méthode LLM explicite ou d’ordre
strictement supérieur à 2. S’il est ainsi difficile de garantir la A-stabilité d’un schéma, il
devrait être plus facile d’assurer son A0-stabilité, définie ci-après.
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Définition 8.1.6 – A0-stabilité d’une méthode linéaire à pas multiples
La méthode linéaire à pas multiples (8.3) est dite A0-stable si sa région d’absolue stabilité
contient ]−∞, 0[, l’ensemble des réels strictement négatifs.

Les méthodes de type BDF (Backward Differentiation Formula) sont parmi les méthodes
linéaires à pas multiples qui s’approchent le mieux de la A-stabilité – en étant au moins
A0 stables – tout en proposant des ordres élevés et en étant faciles à implémenter. Les
méthodes de Runge-Kutta implicites partagent à notre connaissance des propriétés similaires
et constituent au moins un aussi bon choix. Dans le contexte de cette thèse, où l’on cherche
à discrétiser en temps les problèmes 7.1.2 et 7.2.2, et en l’absence d’analyse théorique
plus poussée de ces équations, nous choisissons d’utiliser les formules BDF pour leurs
bonnes propriétés et parce qu’elles ne font que peu appel à la fonction f , contrairement
aux méthodes de Runge-Kutta.

Principe de construction

Supposons que les valeurs approchées yn−b, . . . , yn−1 de la solution y au problème 8.1.1
aux temps tn−b, . . . , tn−1 sont connues. Nous cherchons donc à déterminer la valeur appro-
chée yn de la solution y au temps tn. Pour cela, nous cherchons yn tel que le polynôme
interpolateur de Lagrange de y en les points (tn−b, yn−b), . . . , (tn, yn), soit solution du pro-
blème 8.1.1 en au moins un instant t i, i = 0, . . . , n [HWN93, page 364]. L’idée est donc de
construire un polynôme interpolateur de la solution aux temps présent et passés dont la
dérivée coïncide avec celle de la solution en au moins un de ces instants.

Définition des méthodes BDF explicites

D’après [Fre98], si l’on décide de construire un tel polynôme interpolant la dérivée
solution au temps tn−1, alors on obtient une méthode BDF explicite, dont une expression
est donnée par

BDF(e)b,n :=
b−1∑
i=1

1
i
∇i yn−1 +

1
b
∇b yn −∆t f n−1 = 0, (8.12)

où ∇l y j représente la différence « à rebours » (backward difference, d’où le nom de la
méthode) d’ordre l de y j. Les différences « à rebours » sont définies par la relation de
récurrence

∇l y j :=∇l−1 y j −∇l−1 y j−1, ∇0 y j := y j. (8.13)

Par cohérence avec la forme générale d’une méthode linéaire à pas multiples (8.3) et pour
simplifier la description concrète de ces méthodes aux différents ordres, nous notons (8.12)
de manière équivalence sous la forme

BDF(e)b,n :=
b∑

i=0

α
(e)
b,i y

n−i −∆t f n−1 = 0. (8.14)
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Les coefficients de cette formule sont listés dans le tableau 8.1 jusqu’à l’ordre 7. Ils peuvent
être générés à partir de la formule de récurrence suivante :





α
(e)
b+1,0 = α

(e)
b,0 −

1
b(b+ 1)

,

α
(e)
b+1,i = α

(e)
b,i −

(−1)i

b(b+ 1)

�
b+ 1

i

�
, ∀i = 1, . . . , b,

α
(e)
b+1,b+1 =

(−1)b

b(b+ 1)
,

(8.15a)

(8.15b)

(8.15c)

en choisissant α(e)1,0 = 1 et α(e)1,1 = −1. Notons que par construction, ce schéma coïncide avec
la méthode d’Euler explicite pour b = 1.

b
i 0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 −1
2 1/2 0 −1/2
3 1/3 1/2 −1 1/6
4 1/4 5/6 −3/2 1/2 −1/12
5 1/5 13/12 −2 1 −1/3 1/20
6 1/6 77/60 −5/2 5/3 −5/6 1/4 −1/30
7 1/7 87/60 −3 15/6 −5/3 3/4 −1/5 1/42

TABLE 8.1. – Coefficients (α(e)b,i)06i6b des schémas BDF explicites d’ordre au plus 7.

Les méthodes BDF explicites sont seulement conditionnellement absolument stables,
donc peu utilisées en pratique, mais seront utiles pour la définition d’une autre famille
de méthodes dans la section 8.2.2. Comme évoqué dans la partie « Motivation », pour
le cas b = 1 de la méthode d’Euler explicite, la condition de stabilité est donnée par la
relation |1+λ∆t|< 1, ce qui permet de définir la région de stabilité du schéma, dont une
représentation graphique est donnée par la figure 8.1, c’est-à-dire un cercle de centre −1 et
de rayon 1.

Définition des méthodes BDF implicites

Toujours d’après [Fre98], si l’on décide maintenant de construire un polynôme interpolant
la dérivée solution au temps tn, alors on obtient une méthode BDF implicite, dont une
expression est donnée par

BDF(i)b,n :=
b∑

i=1

1
i
∇i yn −∆t f n = 0, (8.16)
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FIGURE 8.1. – En gris, région de stabilité absolue de la méthode d’Euler explicite. L’ensemble
des complexes à partie réelle négative n’y est pas entièrement inclus : la
méthode n’est pas A0-stable, et a fortiori ni A-stable.

expression qui fait encore intervenir les différences « à rebours » (backward differences).
Pour les mêmes raisons que celles évoquées dans la section précédente sur les méthodes

BDF explicites, nous notons (8.16) de manière équivalence sous la forme

BDF(i)b,n :=
b∑

i=0

α
(i)
b,i y

n−i −∆t f n = 0. (8.17)

Les coefficients de cette formule sont listés dans le tableau 8.2 jusqu’à l’ordre 7. Ils peuvent
être générés à partir de la formule de récurrence suivante :





α
(i)
b+1,0 = α

(i)
b,0 +

1
b+ 1

,

α
(i)
b+1,i = α

(i)
b,i +

(−1)i

b+ 1

�
b+ 1

i

�
, ∀i = 1, . . . , b,

α
(i)
b+1,b+1 =

(−1)b+1

b+ 1
,

(8.18a)

(8.18b)

(8.18c)

en choisissant cette fois α(i)0,0 = 0. Notons que par construction, ce schéma coïncide avec la
méthode d’Euler implicite pour b = 1.

Contrairement aux méthodes BDF explicites, les implicites sont A0-stables et présentent
une région de stabilité absolue contenant une part importante de la moitié gauche du
plan complexe, dont la taille décroît avec b = 1, . . . , 6, comme le montre la figure 8.2. Au
contraire, pour b > 7, ces schémas ne sont même pas A0-stables, comme illustré par la
figure 8.5. Elles ne sont enfin A-stable que lorsque b ∈ {1,2}.
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FIGURE 8.2. – En gris, régions de stabilité absolue des méthodes BDF implicites jusqu’à
l’ordre 6, triées par ordre croissant par rapport à b, de gauche à droite puis
de haut en bas. Pour chacune d’entre elles, l’ensemble des complexes à partie
réelle négative y est entièrement inclus : les méthodes sont au moins A0-
stables. Notons que les régions de stabilité absolue décroissent avec l’ordre b.
Pour b ∈ {1, 2}, ces régions contiennent même la totalité de la moitié gauche
du plan complexe : les méthodes sont donc A-stables.
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b
i 0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 −1
2 3/2 −2 1/2
3 11/6 −3 3/2 −1/3
4 25/12 −4 3 −4/3 1/4
5 137/60 −5 5 −10/3 5/4 −1/5
6 147/60 −6 15/2 −20/3 15/4 −6/5 1/6
7 363/140 −7 21/2 −35/3 35/4 −21/5 7/6 −1/7

TABLE 8.2. – Coefficients (α(i)b,i)06i6b des schémas BDF implicites d’ordre au plus 7.

8.2. Préserver la positivité de la densité

8.2.1. Motivation

La densité ρ, en plus de satisfaire à l’équation de continuité (5.49b), est une quantité
positive, propriété préservée au niveau continu par cette même équation. Dans des régions à
fort gradient de vitesse, cette propriété peut être menacée si le schéma numérique employé
ne la garantit pas au niveau discret. Dans notre cas, il est donc impératif que les schémas
dG et de discrétisation en temps préservent simultanément la positivité. En effet, si l’on
note Amass

h l’opérateur discret tel que pour tout (ρh, zh) ∈ Z2
h,

〈Amass
h ρh, zh〉L2(Ω) = amass

h (ρh, zh; vh)− lmass
h (zh; vh), (8.19)

où amass
h et lmass

h sont définis par (7.32), alors la version discrète de la formulation varia-
tionnelle de l’équation de conservation de la masse (5.49b) peut se mettre sous la forme
d’un problème de Cauchy, du type de l’équation (8.1) :

dρh

dt
= −Amass

h ρh. (8.20)

Sous cette forme canonique, il est possible d’appliquer une méthode LLM (8.3) pour
discrétiser cette équation en temps, ce qui donne

�
id+

βb,0

αb,0
Amass,n

h

�
ρn

h = −
b∑

i=1

αb,i

αb,0
ρn−i

h −∆t
b∑

i=1

βb,i

αb,0
Amass,n−i

h ρn−i
h , (8.21)

où id désigne l’opérateur identité et Amass,n−i
h est une version discrète en temps de l’opérateur

Amass
h au temps tn−i, dans lequel les instances de la vitesse vh ont été remplacées par une

approximation v n−i
h , i = 0, . . . , b. Ainsi, si l’on suppose que les ρn−i

h , i = 1, . . . , b, sont connus
et positifs, alors la positivité de ρn

h est garantie à condition, par exemple, que
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(i) Amass,n−i
h préserve la positivité pour tout i = 0, . . . , b, c’est-à-dire Amass,n−i

h ρn−i
h > 0 ;

(ii) αb,0 > 0 et αb,i < 0 quel que soit i = 1, . . . , b ;

(iii) βb,0 > 0 et βb,i < 0 quel que soit i = 1, . . . , b.

La section 8.2.2 introduit une méthode LLM garantissant les conditions (ii) et (iii) ainsi que
les bonnes propriétés propres aux méthodes BDF implicites, introduites précédemment. La
section 8.2.3, quant à elle, traite de la condition (i) via l’introduction d’un limiteur proposé
par ZHANG dans [Zha17].

8.2.2. Adaptative-Backward Differentiation Formula (A-BDF)

Les méthodes BDF implicites introduites à la section 8.1.3 ne remplissent pas les condi-
tions (ii) et (iii). Dans [Zha17, section 5.2], ZHANG utilise une méthode Runge-Kutta dite
SSP (pour Strong Stability Preserving), qui satisfait à des conditions analogues, une fois
transposées dans le cadre des méthodes de Runge-Kutta. Ici, nous préférons utiliser une
méthode LLM qui préserve la positivité et qui possède, si possible, au moins les mêmes
propriétés que les méthodes BDF implicites – et ce pour les mêmes raisons qui nous ont
incité à considérer ces dernières plutôt que les méthodes de Runge-Kutta dans la section
précédente. Les méthodes A-BDF (pour Adaptative-BDF) répondent à ces critères.

La méthode A-BDF d’ordre b est définie pour tout θ ∈ R\{1,α(i)b,0/α
(e)
b,0} et pour tout

n= b, . . . , nmax par [Fre98]

A-BDFb,n(θ) := BDF(i)b,n − θBDF(e)b,n = 0. (8.22)

Elle est consistante d’ordre b si θ 6= −b et d’ordre b+ 1 autrement.
Suivant [Bal+22], nous choisissons une formulation équivalente de (8.22) en divisant

BDF(e)b,n (resp. BDF(i)b,n) par α(e)b,0 (resp. α(i)b,0) puis la formule BDF(i)b,n/α
(i)
b,0 − θBDF(e)b,n/α

(e)
b,0 par

(1− θ), pour finalement obtenir

yn =
b∑

i=1

α̃b,i(θ)y
n−i +∆t

�
β̃b,0(θ) f

n + β̃b,1(θ) f
n−1
�
, (8.23a)

où

α̃b,i(θ) := − 1
1− θ

 
α
(i)
b,i

α
(i)
b,0

− θ
α
(e)
b,i

α
(e)
b,0

!
, 16 i 6 b, (8.23b)

β̃b,0(θ) :=
1

α
(i)
b,0(1− θ)

, (8.23c)

β̃b,1(θ) := − θ

α
(e)
b,0(1− θ)

. (8.23d)
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b
i 1 2 3

1 1

2
4

3(1− θ) − 1+ 3θ
3(1− θ)

3
36+ 33θ
22(1− θ) − 9+ 33θ

11(1− θ)
4+ 11θ

22(1− θ)
TABLE 8.3. – Coefficients (α̃(i)b,i(θ))16i6b des schémas A-BDF d’ordre au plus 3.

b
i 0 1

1
1

1− θ
−θ

1− θ
2

2
3(1− θ)

−2θ
1− θ

3
6

11(1− θ)
−3θ
1− θ

TABLE 8.4. – Coefficients (β̃b,i(θ))06i61 des schémas A-BDF d’ordre au plus 3.

Les coefficients sont listés dans les tableaux 8.3 et 8.4 jusqu’à l’ordre 3.
Nous rappelons les principaux théorèmes établis par FREDEBEUL dans [Fre98] (voir

théorèmes 2.8 et 2.14 à 2.16).

Théorème 8.2.1

Les méthodes A-BDF sont zéro-stables lorsque b = 1, . . . , 6 si, et seulement si, θ ∈ Ib,
où Ib est un certain intervalle de R, donné dans le tableau ci-dessous. La méthode
A-BDF d’ordre b = 7 est zéro-stable si θ ∈ I7, où I7 est également un intervalle donné
dans le tableau ci-dessous. La réciproque n’est pas vraie.

b 1 2 3 4 5 6 7

Ib R\{1} ]−∞, 1[ ]− 5, 1[ ]− 5, 1[ ]− 4, 1[
�−13

3 , 1
� �−151

31 , 1
�\�−62

15 , 2
13

�

Théorème 8.2.2

– Les méthodes A-BDF sont A-stables si, et seulement si, b ∈ {1, 2} et θ ∈ [−1, 1[.

– Lorsque b ∈ {3, 4,5}, elles sont A0-stables si, et seulement si, θ ∈ [−1, 1[.

– La méthode A-BDF d’ordre b = 6 est A0-stable si, et seulement si, θ ∈ [−ε6, 1[
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pour un certain ε6 > 0.166.

– La méthode A-BDF d’ordre b = 7 est A0-stable si, et seulement si, θ ∈ [1−ε7, 1[
pour un certain ε7 > 0.17.

Les méthodes A-BDF ne sont pas A0-stables dès que b > 8.
Ces méthodes présentent également une région de stabilité absolue contenant une part

importante de la moitié gauche du plan complexe, dont la taille décroît avec b = 1, . . . , 6,
comme le montre la figure 8.3 pour θ = −0.35. Remarquons qu’avec ce choix de θ, la
méthode A-BDF d’ordre 6 est censée ne pas être A0-stable, mais la figure 8.4 montre le
contraire. Aussi, les tailles des régions d’absolue stabilité sont moindres que celles des
méthodes BDF implicites, mais ce n’est pas forcément vrai pour tout θ.

D’après [Bal+22] ou d’après les tableaux 8.3 et 8.4, les coefficients sont tous strictement
positifs lorsque θ ∈ [−∞, 0] pour b = 1, lorsque θ ∈ [−∞,−1/3[ pour b = 2 et lorsque
θ ∈]− 4/11,−3/11[ pour b = 3. Pour b ∈ {1,2, 3}, il est donc possible de n’avoir que des
coefficients strictement positifs, tout en maintenant la zéro-stabilité et l’A0-stabilité, si l’on
choisit par exemple θ = θ∗ := −35/100. Avec ce choix, il est clair que le schéma A-BDF
n’est pas A0-stable pour b = 7, ce qui est confirmé par la figure 8.5.

8.2.3. Limiteur

L’opérateur discret Amass
h ne préserve pas la positivité au sens défini par (i), mais seulement

celle de la densité moyenne locale (au niveau des éléments du maillage), et, qui plus est,
sous une condition CFL [PS96 ; Zha17] 1. Plus précisément, si l’on choisit de tester (8.20)
avec zh = 1K, la fonction indicatrice de K ∈ Th, on obtient

d
dt
〈ρh〉K + amass

h (ρh,1K; vh)− lmass
h (1K; vh) = 0,

que l’on peut aussi réécrire sous la forme [PE11, section 3.2.2]

d
dt
〈ρh〉K +

∑
S∈Sh

nK
• nS

|K|

∫

S

Φ
upw
h (nS,ρ−S ,ρ+S )ds = 0, (8.24a)

où

〈ρh〉K :=
1
|K|

∫

K

ρh dx (8.24b)

est la moyenne locale de ρh sur K,

Φ
upw
h (n,ρ−,ρ+) := (vh

• n)⊕ρ− − (vh
• n)	ρ+ (8.24c)

1. Pour une revue des méthodes dG préservant la positivité, cf. [Zha17]
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FIGURE 8.3. – En gris, régions de stabilité absolue des méthodes A-BDF jusqu’à l’ordre 6
avec θ = −0.35, triées par ordre croissant par rapport à b, de gauche à droite
puis de haut en bas. Pour chacune d’entre elles, l’ensemble des complexes à
partie réelle négative y est entièrement inclus : les méthodes sont au moins
A0-stables (voir figure 8.4 pour un zoom de la dernière figure). Notons que
les régions de stabilité absolue décroissent avec l’ordre b. Pour b ∈ {1, 2}, ces
régions contiennent même la totalité de la moitié gauche du plan complexe :
les méthodes sont donc A-stables.

186



8.2. Préserver la positivité de la densité

FIGURE 8.4. – Zoom sur l’axe R−, où le complémentaire (en blanc) de la région de stabilité
absolue (en gris) de la méthodes A-BDF d’ordre 6 avec θ = −0.35 passe près.

FIGURE 8.5. – En gris, régions de stabilité absolue pour les méthodes BDF implicite d’ordre
b = 7 (gauche) et A-BDF d’ordre 7 avec θ = −0.35 (droite). Pour chacune
d’elles, l’ensemble R− n’est pas entièrement inclus : ces méthodes ne sont
donc pas A0-stables.
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est le flux numérique dit upwind [PE11, section 3.2.2] et

ρ−S :=

¨
ρh|K− si S ∈ S i

h ,

ρh|K si S ∈ S b
h ,

ρ+S :=

¨
ρh|K+ si S ∈ S i

h ,

ρin si S ∈ S b
h

(8.24d)

sont les états à gauche et à droite de ρh. L’équation (8.24a) s’interprète comme un équilibre
entre les variations temporelles de la moyenne locale de la densité et les flux numériques
passant à travers la frontière de l’élément K. Le flux Φupw

h est un flux de Lax-Friedrichs [PE11]
et, d’après [PS96], préserve alors la positivité de l’approximation au temps tn de la moyenne
locale de la densité, si le pas de temps ∆t est choisi suffisamment petit, en supposant que
(8.24a) ait été approchée par la méthode A-BDF introduite précédemment.

L’idée du limiteur proposé dans [Zha17] est une stratégie pour éviter d’avoir à choisir un
pas de temps trop petit, d’avoir à le diminuer de trop nombreuses fois ou même de devoir
l’estimer, ce qui pourrait amener à des temps de calcul rédhibitoires [Zha17, section 5.2]. En
effet, si la densité est négative en certains nœuds du maillage mais reste de moyenne locale
positive dans tous les éléments, plutôt que de diminuer le pas de temps, il est préférable
de modifier la valeur de la densité en ces nœuds, de sorte que sa moyenne locale soit
conservée. A contrario, s’il existe un élément dans lequel la moyenne locale de la densité
est négative, alors on estime que la condition CFL n’est pas remplie et qu’il faut diminuer le
pas de temps (de moitié par exemple, cf. section 9.1).

Plus formellement, ce limiteur consiste à remplacer ρn
h |K par une transformation linéaire

ρ̃n
h |K autour de la moyenne de la densité dans l’élément K ∈ Th considéré :

ρ̃n
h |K(x ) = θ

n
K

�
ρn

h |K(x )− 〈ρn
h〉K
�
+ 〈ρn

h〉K, (8.25)

avec θn
K ∈ [0,1] défini par

θn
K := min

i∈{1,...,3k}
min

�
1,

〈ρn
h〉K

〈ρn
h〉K − ρn

h |K(sK,i)

�
, (8.26)

où sK,i représente le i-ème nœud de K, i ∈ {1, . . . , 3k}. Ce limiteur

– est conservatif : 〈ρ̃n
h〉K = 〈ρn

h〉K ;

– et préserve la positivité de la hauteur : ρ̃n
h > 0.

8.3. Schéma numérique

Dans cette section, nous discrétisons en temps les équations des problèmes 7.1.2 et 7.2.2
à l’aide des méthodes BDF présentées précédemment. Nous utilisons spécifiquement les
méthodes A-BDF pour discrétiser l’équation de conservation de la masse (7.34b), dans le
but de garantir la positivité de la densité discrète.

188



8.3. Schéma numérique

Les systèmes d’équations obtenus sont totalement implicites en temps : ils sont non-
linéaires et leur résolution est donc difficile. Nous mettons alors en place une stratégie de
point fixe. À l’avenir, la méthode de Newton pourra s’avérer avantageuse pour améliorer la
vitesse de convergence vers le point fixe.

8.3.1. Discrétisation en temps du problème incompressible

Le schéma numérique entièrement discret associé au problème 5.3.1 s’obtient direc-
tement à partir de l’application de la méthode BDF implicite à l’équation d’évolution de
l’approximation spatiale de la polarité dans le problème discret 7.1.2.

Problème 8.3.1. En supposant (v n−i)16i6bn
et (pn−i)16i6bn

connues, trouver v n
h ∈

Vh(vD), Πn
h ∈ Ξh et pn

h ∈ Qh telles que

k(v n
h, w h) + b(w h,Πn

h) = Ta

�
pn

h

�� w h

�
−ω(pn

h,Lh(p
n
h), w h)− aδ(pn

h,Lh(p
n
h), w h)

+ κ2Bch(p
n
h, pn

h, w h) + Saδ(p
n
h, pn

h, w h), ∀w h ∈ Vh(0),

(8.27a)

b(v n
h,ξh) = 0, ∀ξh ∈ Ξh, (8.27b)

Pe
α
(i)
bn,0

∆t

�
pn

h

�� qh

�
+ Peaupw

h (pn
h,qh; v n

h)

− Pe
�
ω(pn

h,qh, v n
h) + aδ(pn

h,qh, v n
h)
�
+

1
B

�Lh(p
n
h)
�� qh

�

= −Pe
bn∑

i=1

α
(i)
bn,i

∆t

�
pn−i

h

�� qh

�
+ Pe

∫

Γ
p
D

�
v n

h
• n
�	

pD
• qh ds, ∀qh ∈ Qh, (8.27c)

où k, b, ω et δ sont respectivement définies par (7.6a), (7.6b), (7.6c) et (7.6d) :

k(vh, w h) := 2(D(vh) |D(w h)) +CF(vh | w h), (8.28a)

b(w h,ξh) :=

∫

Ω

−ξh div w h dx , (8.28b)

ω(ph,qh, w h) :=

∫

Ω

qh
• W(w h) • ph dx , (8.28c)

δ(ph,qh, w h) :=

∫

Ω

qh
• D(w h) • ph dx . (8.28d)
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La forme ch est obtenue en remplaçant les gradients ∇ dans la forme c (7.6e) par des
gradients cassés ∇h, ce qui donne

ch(ph,qh, w h) :=

∫

Ω

�∇hpT
h

• ∇hqh

�
: D(w h)dx . (8.28e)

Enfin, Lh(pn
h) dans (8.27a) est obtenu en résolvant le problème de la définition 7.1.2.

8.3.2. Discrétisation en temps du problème compressible

Le schéma numérique entièrement discret associé au problème 5.3.2 s’obtient directement
à partir de l’application de la méthode A-BDF à l’équation (7.34b) et celle de la méthode
BDF implicite à l’équation (7.34c) dans le problème discret 7.2.2. Pour la méthode A-BDF,
nous choisissons θ = θ∗ := −0.35, valeur qui permet d’obtenir des coefficients positifs,
comme expliqué dans la section 8.2.2.

Problème 8.3.2. En supposant (v n−i)16i6bn
, (ρn−i)16i6bn

et (pn−i)16i6bn
connues, trou-

ver v n
h ∈ Vh(vD), ρn

h ∈ Zh et pn
h ∈ Qh telles que

k(v n
h, w h;ρn

h) = Ta

�
pn

h

�� w h

�− b(w h,Πh(ρ
n
h , pn

h))
−ω(pn

h,Lh(ρ
n
h , pn

h), w h)− aδ(pn
h,Lh(ρ

n
h , pn

h), w h) + κ
2Bch(p

n
h, pn

h, w h;ρn
h)

+ Saδ(ρ
n
h pn

h, pn
h, w h)− S′a b(w h,ρn

h

��pn
h

��2), ∀w h ∈ Vh(0),

(8.29a)

�
ρn

h

�� zh

�
+∆tβ̃b,0(θ

∗)amass
h (ρn

h , zh; v n
h) =

b∑
i=1

α̃b,i(θ
∗)
�
ρn−i

h

�� zh

�

−∆tβ̃b,1(θ
∗)amass

h (ρn−1
h , zh; v n−1

h )

+∆t
�
β̃b,0(θ

∗)lmass
h (zh; v n

h) + β̃b,1(θ
∗)lmass

h (zh; v n−1
h )

�
, ∀zh ∈ Zh,

(8.29b)

Pe
α
(i)
bn,0

∆t

�
pn

h

�� ρn
hqh

�
+ Peâupw

h (pn
h,qh; v n

h,ρn
h)

− Pe
�
ω(pn

h,ρn
hqh, v n

h) + aδ(pn
h,ρn

hqh, v n
h)
�
+

1
B

�Lh(ρ
n
h , pn

h)
�� qh

�

= −Pe
bn∑

i=1

α
(i)
bn,i

∆t

�
pn−i

h

�� ρn
hqh

�
+ Pe

∫

Γ
p
D

ρn
h

�
v n

h
• n
�	

pD
• qh ds, ∀qh ∈ Qh,

(8.29c)

où b,ω et δ sont respectivement définies par (8.28b), (8.28c) et (8.28d). Les formes k
et ch sont quant à elles respectivement définies par (7.28a) et (7.28b), en remplaçant
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les gradients ∇ par des gradients cassés ∇h dans cette dernière :

k(vh, w h; zh) := 2(zhD(vh) |D(w h)) + 2(z div v | div w ) +CF(vh | w h), (8.30a)

ch(ph,qh, w h; zh) :=

∫

Ω

zh

�∇hpT
h

• ∇hqh

�
: D(w h)dx . (8.30b)

Enfin, Lh(ρn
h , pn

h) dans (8.29a) est obtenu en résolvant le problème de la défini-
tion 7.2.2.

8.3.3. Point fixe pour le problème incompressible

Nous mettons en place une méthode de point fixe pour le problème incompressible 8.3.1
en préservant la structure du problème de Stokes pour le couple (v ,Π). Nous explicitons
d’abord la polarité dans (8.27a), et calculons la vitesse et la pression simultanément. Nous
calculons ensuite la polarité en résolvant (8.27c) avec la vitesse précédemment obtenue.

Au pas de temps n, nous notons v n,k
h , Πn,k

h et pn,k
h les k-ème itérés respectivement de la

vitesse, de la pression et de la polarité dans la boucle de point fixe. Ces itérés sont initialisés
à partir des valeurs prises par les inconnues au pas de temps précédent, c’est-à-dire

v n,0
h := v n−1

h , Πn,0
h := Πn−1

h , pn,0
h := pn−1

h . (8.31)

En cas de convergence de la méthode de point fixe, nous définissons formellement
�
v n

h,Πn
h, pn

h

�
:= lim

k→+∞

�
v n,k

h ,Πn,k
h , pn,k

h

�
. (8.32)

En pratique, nous utilisons les derniers itérés dans la boucle de point fixe, si la méthode a
convergé.

À un pas de temps n et une itération de point fixe k fixés, en supposant (v n−i)16i6bn
,

v n,k−1
h , (pn−i)16i6bn

et pn,k−1
h connues, nous proposons les étapes suivantes.

. Étape 1. Calculer Lh(p
n,k−1
h ) à partir de la formulation variationnelle de la définition 7.1.2. En

pratique, nous nous contentons de calculer le laplacien discret de pn,k−1
h et insérons

directement le terme (|pn,k−1
h |2 − 1)pn,k−1

h dans la formulation variationnelle (8.33)
ci-dessous.

. Étape 2. Trouver v n,k
h ∈ Vh(vD) et Πn,k

h ∈ Ξh telles que pour tout (w h,ξh) ∈ Vh(0)×Ξh,

k(v n,k
h , w h) + b(w h,Πn,k

h ) = Ta

�
pn,k−1

h

�� w h

�

−ω(pn,k−1
h ,Lh(p

n,k−1
h ), w h)− aδ(pn

h,Lh(p
n,k−1
h ), w h)

+ κ2Bch(p
n,k−1
h , pn,k−1

h , w h) + Saδ(p
n,k−1
h , pn,k−1

h , w h), (8.33)

et
b(v n,k

h ,ξh) = 0. (8.34)
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. Étape 3. Trouver pn,k
h ∈ Qh telle que pour tout qh ∈ Qh,

 (
Pe
α
(i)
bn,0

∆t
+
��pn,k−1

h

��2
)

pn,k
h

����� qh

!
+ Peaupw

h (pn,k
h ,qh; v n,k

h ) + κ
2aswip

h (pn,k
h ,qh; 1)

= −Pe
bn∑

i=1

α
(i)
bn,i

∆t

�
pn−i

h

�� qh

�
+ pn,k−1

h + Pe
�
ω(pn,k

h ,qh, v n,k
h ) + aδ(pn,k

h ,qh, v n,k
h )
�

+ κ2lswip
h (qh; 1) + Pe

∫

Γ
p
D

�
v n,k

h
• n
�	

pD
• qh ds. (8.35)

8.3.4. Point fixe pour le problème compressible

Pour le problème compressible 8.3.2, nous explicitons de même la polarité dans (8.29a),
ainsi que la densité, pour pouvoir dans un premier temps déterminer la vitesse. Nous
déduisons alors la densité à partir de (8.29b), puis la polarité en résolvant (8.29c).

Nous conservons les notations de la section précédente, utilisées pour le problème
incompressible. À un pas de temps n et une itération de point fixe k fixés, en supposant
(v n−i)16i6bn

, v n,k−1
h , (ρn−i)16i6bn

, ρn,k−1
h , (pn−i)16i6bn

et pn,k−1
h connues, nous proposons les

étapes suivantes.

. Étape 1. Calculer Lh(ρ
n,k−1
h , pn,k−1

h ) à partir de la formulation variationnelle de la défini-
tion 7.2.2. En pratique, comme dans le cas incompressible, nous nous contentons de
calculer la version discrète du laplacien non-homogène de pn,k−1

h et insérons direc-
tement le terme ρn,k−1

h (|pn,k−1
h |2 − 1)pn,k−1

h dans la formulation variationnelle (8.36)
ci-dessous.

. Étape 2. Trouver v n,k
h ∈ Vh(vD) telle que pour tout w h ∈ Vh(0),

k(v n,k
h , w h;ρn,k−1

h ) = Ta

�
pn,k−1

h

�� w h

�− b(w h,Πh(ρ
n,k−1
h , pn,k−1

h ))

−ω(pn,k−1
h ,Lh(ρ

n,k−1
h , pn,k−1

h ), w h)− aδ(pn,k−1
h ,Lh(ρ

n,k−1
h , pn,k−1

h ), w h)

+ κ2Bch(p
n,k−1
h , pn,k−1

h , w h;ρn,k−1
h )

+ Saδ(ρ
n,k−1
h pn,k−1

h , pn,k−1
h , w h)− S′a b(w h,ρn,k−1

h

��pn,k−1
h

��2). (8.36)

. Étape 3. Trouver ρn,k
h ∈ Zh telle que pour tout zh ∈ Zh,

�
ρn,k

h

�� zh

�
+∆tβ̃b,0(θ

∗)amass,n,k
h (ρn,k

h , zh) =
b∑

i=1

α̃b,i(θ
∗)
�
ρn−i

h

�� zh

�

−∆tβ̃b,1(θ
∗)amass,n−1,k

h (ρn−1,k
h , zh)

+∆t
�
β̃b,0(θ

∗)lmass,n,k
h (zh) + β̃b,1(θ

∗)lmass,n−1,k
h (zh)

�
. (8.37)
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. Étape 4. Appliquer le limiteur décrit dans la section 8.2.3 à la densité ρn,k
h .

. Étape 5. Trouver pn,k
h ∈ Qh telle que pour tout qh ∈ Qh,

 
ρn,k

h

(
Pe
α
(i)
bn,0

∆t
+
��pn,k−1

h

��2
)

pn,k
h

����� qh

!
+ ρmin

�
pn,k

h

�� qh

�
+ Peaupw

h (pn,k
h ,qh; v n,k

h ,ρn,k
h )

+ aswip
h (pn,k

h ,qh;ρn,k
h ) = −Pe

bn∑
i=1

α
(i)
bn,i

∆t

�
pn−i

h

�� qh

�
+
�
pn,k−1

h

�� ρn,k
h qh

�

+ Pe
�
ω(pn,k

h ,ρn,k
h qh, v n,k

h ) + aδ(pn,k
h ,ρn,k

h qh, v n,k
h )
�

+ lswip
h (qh;ρn,k

h ) + Pe

∫

Γ
p
D

ρn,k
h

�
v n,k

h
• n
�	

pD
• qh ds. (8.38)
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Chapitre

9Implémentation et validation
numérique

Dans ce chapitre, nous détaillons l’implémentation pratique de l’algorithme de résolution
des schémas numériques introduits dans les sections 8.3.3 et 8.3.4 (section 9.1) et en
proposons une validation numérique (section 9.2).

Table des matières
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9.2. Validation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

9.1. Implémentation

Motivés par le besoin de garantir la positivité de la densité discrète ρn,k
h (voir la section 8.3

pour les notations), comme expliqué dans la section 8.2, nous mettons en place dans cette
section une stratégie d’adaptation de pas de temps. De manière plus générale, notre objectif
est de construire un algorithme efficace pour les régimes les moins contraints, et robuste
pour les régimes les plus difficiles, par exemple dans lesquels des gradients de vitesses
importants pourraient amener à des densités localement négatives, sans le limiteur de
positivité. En pratique, cela revient à implémenter une stratégie de compromis entre
la vitesse de convergence de la méthode de point fixe, son critère d’arrêt et le nombre
d’itérations en temps : un pas de temps suffisamment petit garantit la convergence du
schéma numérique, au détriment du nombre d’itérations, tandis qu’un pas de temps trop
élevé peut amener à une convergence très lente du point fixe, voire à son échec.

Nous commençons par préciser le critère d’arrêt utilisé pour la méthode de point fixe.
Nous discutons ensuite de la stratégie d’adaptation de pas de temps et spécifions les critères
d’arrêt du calcul, ce qui nous amène à définir les résidus des équations stationnaires. Nous
écrivons finalement l’algorithme final.
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9.1.1. Critère d’arrêt pour la méthode de point fixe

À une étape en temps n et une étape de point fixe k données, nous choisissons d’arrêter
les itérations de point fixe lorsque l’erreur absolue en,k entre deux itérés successifs descend
en-deçà d’un seuil de tolérance δfp fixé par l’utilisateur, soit

en,k
h :=

�‖v n,k
h − v n,k−1

h ‖2 + ‖Πn,k
h −Πn,k−1

h ‖2 + ‖pn,k
h − pn,k−1

h ‖2

�1/2
< δfp, (9.1)

dans le cas incompressible. Dans le cas compressible, l’erreur est définie de la même manière,
en remplaçant la pression par la densité. En pratique, si le nombre maximal kmax d’itérations
de point fixe, précisé par l’utilisateur, est atteint avant que le critère d’arrêt défini ci-dessus
n’ait été satisfait, nous acceptons la convergence de la méthode de point fixe si en,k

h <
Æ
δfp,

dans le but d’éviter à avoir à recommencer le calcul avec un kmax plus petit alors que la
méthode était potentiellement proche de converger. Dans le cas contraire, nous considérons
que l’algorithme a échoué. De manière plus générale, nous faisons aussi cette conclusion
dès lors que l’erreur en,k

h dépasse un certain seuil, que nous fixons à 104, admettant ainsi
que la méthode ne pourra jamais suffisamment diminuer l’erreur avant d’avoir atteint le
nombre maximal d’itérations.

Maintenant, qu’en est-il de la qualité d’un tel critère d’arrêt ? SoitU n,k
h := (v n,k

h ,Πn,k
h , pn,k

h )
le vecteur des solutions obtenues par résolution du schéma numérique de la section 8.3.3.
Dans le cas compressible, on garde la même notation en remplaçant simplement la pression
par la densité, et en résolvant le schéma numérique de la section 8.3.4. Une itération de
point fixe peut formellement être vue comme la résolution d’une équation de la forme

U n,k
h = G (U n,k

h ), (9.2)

où G représente la fonction dont on cherche le point fixe. Il est bien connu que la qualité
de ce critère d’arrêt dépend fortement de la dérivée de G évaluée en le point fixe recherché
(voir par exemple [QSS07, section 6.5]). Dans certains cas (en théorie), l’erreur en,k

h peut
être très faible alors même que la distance de l’itéré courant au point fixe recherché est
grande, ce qui n’est pas satisfaisant. Une autre possibilité que nous n’avons pas considérée,
est au contraire d’utiliser les normes des résidus des équations comme critère d’arrêt. Dans
notre contexte de résolution d’équations, ce critère pourrait s’avérer plus pertinent, et
pourrait faire l’objet d’un travail plus approfondi.

Nous définissons enfin le taux de convergence

ηn,k
h := − log10(e

n,k
h /e

n,1
h ), (9.3)

c’est-à-dire l’unique réel qui vérifie en,k
h = 10−η

n,k
h en,1

h . Cette quantité représente donc en
quelque sorte le nombre de décimales gagnées à l’itération k par rapport à la première
itération. Nous considérons que ce taux de convergence est satisfaisant s’il vaut au moins
0.55, ce qui correspond au gain d’un peu plus d’une décimale toutes les deux itérations de
point fixe.
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9.1.2. Stratégie d’adaptation de pas de temps

Nous présentons ici la procédure d’adaptation du pas de temps ∆t que nous avons
adoptée. Elle consiste à

– augmenter le pas de temps de 25% si la méthode de point fixe a convergé, au sens
défini dans la section précédente, suffisamment vite (on considère que c’est le cas
si le taux de convergence est supérieur à 0.55, comme évoqué précédemment) et si
le nombre d’itérations en temps n’ayant pas nécessité une diminution du pas temps,
noté n∗, a dépassé un seuil que nous donnons juste après ;

– diminuer le pas de temps de 50% si la méthode de point fixe a échoué, au sens défini
dans la section précédente, ou s’il existe un élément dans lequel la moyenne locale
de la densité est négative, comme expliqué dans la section 8.2.3.

En pratique, nous ne souhaitons pas augmenter le pas de temps dès que la méthode de
point fixe a convergé suffisamment vite, pour éviter d’avoir à le diminuer trop rapidement
derrière. Souvent, sa diminution survient lorsque les solutions présentent des gradients
importants à l’itération en temps courante. Attendre un certain nombre d’itérations n∗ avant
d’augmenter le pas de temps permet d’assurer que la dynamique des solutions en cours
permet bien cette augmentation. En quelque sorte, cela revient à estimer la condition CFL
sans la calculer. En pratique, nous considérons que cette attente arrive à son terme si

n∗ >
¡

50∆t0

∆tn

�
, (9.4)

où ∆t0 désigne le pas de temps souhaité par l’utilisateur et ∆tn le pas de temps à l’itération
en temps n. Cette condition s’écrit encore n∗∆tn > 50∆t0, ce qui correspond à la compa-
raison de deux temps, décomposés avec des pas différents. Autrement dit, nous attendons
qu’un temps d’au moins 50∆t0 se soit écoulé, sans nouvelle diminution du pas de temps,
avant d’augmenter ce dernier.
Remarque 9.1.I : La stratégie d’adaptation de pas de temps que nous avons mise en place
dans cette section est purement empirique. Elle pourrait être améliorée à l’aide par exemple
de la théorie développée dans [HWN93, section III.5].

9.1.3. Critères d’arrêt du calcul

Liste des critères

La stratégie d’adaptation du pas de temps décrite dans la section précédente peut être
amenée à diminuer le pas de temps indéfiniment. Pour éviter ce phénomène, nous arrêtons
le calcul si le pas de temps courant devient plus petit que le pas de temps minimal ∆tmin,
fixé par l’utilisateur.
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Dans les situations contraires, l’utilisateur peut également choisir parmi deux critères
pour arrêter le calcul : soit les solutions sont stationnaires (voir le chapitre 10), soit l’énergie
libre F , définie par (5.31) et (5.38) dans le cas incompressible (ou (5.39) dans le cas
compressible) est stationnaire. Quel que soit le critère retenu, la stationnarité est considérée
comme atteinte si la norme du résidu des équations stationnaires rn

h , défini par (9.10),
dans le premier cas, ou si l’approximation au premier ordre de la dérivée en temps de
l’énergie [F (ρn

h , pn
h)−F (ρn−1

h , pn−1
h )]/∆tn dans le second cas, passe en-dessous d’un seuil

de tolérance δstop, fixé par l’utilisateur. Le calcul prend fin dans tous les cas lorsque n = nmax.
Remarque 9.1.II : Ici, nous utilisons bien l’énergie continue F dans le critère d’arrêt, et
non sa version semi-discrète Fh, introduite dans la définition 7.1.3. Le code pourrait donc
être amélioré en considérant la définition semi-discrète, voire totalement discrète (aussi en
temps), de l’énergie libre.

Résidus des équations stationnaires

Nous commençons par donner une représentation matricielle aux différentes formes
intervenant dans les équations à résoudre de la section 8.3.3. Nous n’écrivons ici que les
matrices et les résidus dans le cas incompressible, le cas compressible étant totalement
similaire. Nous notons pour cela v n

h, Π
n

h, pn
h etL n

h les vecteurs des degrés de liberté associés
respectivement aux variables v n

h, Πn
h, pn

h et Lh(pn
h). Soient donc Mv, MΠ et Mp les matrices

de masses associées respectivement aux espaces Vh(c), Ξh et Qh. Aux formes k et b, nous
associons naturellement les matrices K et B respectivement. Nous définissons ensuite Ch le
tenseur d’ordre 3 défini pour tout w h ∈ Vh(0) par

�
pn

h
• Ch

• pn
h

�
• w h = ch(p

n
h, pn

h, w h). (9.5)

Nous notons Aupw
h (v n

h) la matrice définie pour tout qh ∈ Qh

qh
• Aupw

h (v n
h) • pn

h = aupw
h (pn

h,qh; v n
h)−

∫

Γ
p
D

�
v n

h
• n
�	

pD
• qh ds. (9.6)

Nous notons enfin A(pn
h) et S(pn

h) les matrices définis pour tous w h ∈ Vh(0) et qh ∈ Qh par

w h
• A(pn

h) • qh =ω(p
n
h,qh, w h), (9.7a)

w h
• S(pn

h) • qh = δ(p
n
h,qh, w h). (9.7b)

Dans le cas incompressible, les résidus des équations stationnaires sont alors définis par

r v,n
h :=M−1

v
•
�
K • v n

h +B • Π
n

h − TaM
v
h
• pn

h +A(pn
h) • L

n

h + a • S(pn
h) • L

n

h

−κ2Bpn
h
• Ch

• pn
h − Sa

• S(pn
h) • pn

h

�
,

(9.8a)

rΠ,n
h :=M−1

Π
• BT • v n

h, (9.8b)

r p,n
h :=M−1

p
•
�
PeAupw

h (v n
h) • pn

h − PeA(pn
h)

T • v n
h − aPeS(pn

h)
T • v n

h +Mp
• L n

h

�
. (9.8c)
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En pratique, les résidus (9.8a) et (9.8b) ne sont pas obtenus par une inversion directe de la
matrice de masse, contrairement au résidu (9.8c), dont la matrice de masse est diagonale
par blocs et peut donc être inversée facilement.

Nous prenons la norme L2 de chacun de ces résidus, ce qui définit trois nouvelles quantités

r v,n
h :=

�
1
|Ω|
�
Mv

• r v,n
h

�� r v,n
h

��1/2

, (9.9a)

rΠ,n
h :=

�
1
|Ω|
�
MΠ

• rΠ,n
h

�� rΠ,n
h

��1/2

, (9.9b)

r p,n
h :=

�
1
|Ω|
�
Mp

• r p,n
h

�� r p,n
h

��1/2

. (9.9c)

Le résidu total est alors défini par

rn
h :=

��
r v,n

h

�2
+
�
rΠ,n

h

�2
+
�
r p,n

h

�2�1/2
. (9.10)

9.1.4. Algorithme

Nous sommes maintenant en capacité d’écrire l’algorithme final, qui combine les méthodes
de point fixe des sections 8.3.3 et 8.3.4, avec comme critère d’arrêt (9.1), la stratégie
d’adaptation du pas de temps de la section 9.1.2 et les critères d’arrêt du calcul décrits dans
la section 9.1.3.
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Algorithme 1 Algorithme utilisé en pratique pour la résolution des problèmes 5.3.1 et 5.3.2

Données : conditions initiales ρ0 (si calcul compressible) et p0

1 : n← 0, n∗← 0
2 : ∆t ←∆t0

3 : Calcul de v0, et de Π0 le cas échéant, en résolvant la deuxième étape de la section 8.3.3
pour le cas incompressible, ou de la section 8.3.4 pour le cas compressible

4 : faire
5 : n← n+ 1
6 : U n,0

h ←U n−1
h

7 : pour k = 1, . . . , kmax faire
8 : Calcul de U n,k

h en fonction des (U n−i
h )i=1,...,bn

et de U n,k−1
h , en suivant les étapes

de la section 8.3.3 pour le cas incompressible, ou de la section 8.3.4 pour le cas
compressible

9 : Calcul de l’erreur en,k
h défini par (9.1)

10 : Calcul du taux de convergence ηn,k
h défini par (9.3)

11 : si le point fixe a convergé ou a échoué alors
12 : U n

h ←U n,k
h

13 : Sortir de la boucle de point fixe
14 : si le point fixe a convergé et ηn,k

h > 0.55 alors
15 : n∗← n∗ + 1

16 : si n∗ >
¡

50∆t0

∆t

�
alors

17 : n∗← 0
18 : ∆t ←min(1.25∆t,∆t0)
19 : si le point fixe a échoué ou ∃K ∈ Th tel que 〈ρn,k

h 〉K < 0 (dans le cas compressible),
où la moyenne 〈·〉K est définie par (8.24b) alors

20 : n∗← 0
21 : ∆t ←∆t/2
22 : si ∆t <∆tmin alors
23 : Fin du calcul
24 : sinon
25 : Recommencer l’itération en temps courante
26 : tant que n6 nmax et, au choix, rn

h > δstop ou F (ρn
h , pn

h)−F (ρn−1
h , pn−1

h )>∆tδstop

9.2. Validation numérique

Dans cette section, nous présentons deux exemples numériques (incompressible et com-
pressible) pour démontrer la convergence et la précision de notre schéma numérique. Dans
chacun des cas, nous fixons le plus petit degré polynomial des solutions numériques à k = 1
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et l’ordre du schéma en temps à b = 2. On s’attend donc à retrouver une convergence
d’ordre 2 en espace et en temps, c’est-à-dire à obtenir

‖vh − v‖Lp(Lp) = O(h2 +∆t2), (9.11a)¨
‖Πh −Π‖Lp(Lp) = O(h2 +∆t2) dans le cas incompressible,

‖ρh − ρ‖Lp(Lp) = O(h2 +∆t2) dans le cas compressible,
(9.11b)

‖ph − p‖Lp(Lp) = O(h2 +∆t2), (9.11c)

où Uh = (vh,Πh ou ρh, ph) est le vecteur des solutions obtenues par résolution du schéma
numérique et U = (v ,Π ou ρ, p) est le vecteur des solutions exactes. La norme Lp(Lp),
p ∈ [1,+∞], utilisée ici pour mesurer l’erreur, est définie par

‖Ah −A‖Lp(Lp) :=





�nmax∑
n=1



An
h −A(tn)



p

p∆t

�1/p

si p < +∞,

max
n∈{0,...,nmax}



An
h −A(tn)




∞ si p = +∞.

(9.12)

où ‖·‖p est la norme Lp usuelle sur Ω. En pratique, on choisira p = 2 et p = +∞. La somme
sur n provient d’une approximation de l’intégrale en temps sur l’intervalle [0, T] par la
méthode des rectangles à droite. La norme Lp est quant à elle calculée par la méthode de
quadrature de Gauss d’ordre 2q+1, où q est le degré des polynômes utilisés pour approcher
les solutions.

En plus des approximations numériques vh, Πh ou ρh et ph, notre schéma numérique
doit être capable de calculer en post-traitement une approximation du laplacien de la
polarité, que l’on écrit par abus de notation ∆hph, autant dans le cas incompressible que
compressible. Son calcul remplace celui de Lh(ph) (respectivement Lh(ρh, ph)) dans le
cas incompressible (respectivement compressible), comme expliqué dans les sections 8.3.3
et 8.3.4. Comme pour les autres variables, on s’attend à obtenir pour ce laplacien discret
une convergence d’ordre 2 aussi bien en espace qu’en temps.

9.2.1. Protocole

Détermination des solutions exactes

Puisque nous ne connaissons pas de solution exacte au système d’équations que nous
cherchons à résoudre, nous ajoutons un second membre à chaque équation, excepté à la
condition d’incompressibilité. Ce faisant, la solution exacte peut être choisie arbitrairement,
indépendamment des équations, en veillant toutefois au respect des conditions aux limites
et à la condition d’incompressibilité le cas échéant. Que l’on soit dans le cas incompressible
ou le cas compressible, le système d’équations peut être formellement écrit sous la forme

∂U
∂ t
+M (U ) = 0. (9.13)
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Ce que nous proposons est donc de plutôt résoudre

∂U
∂ t
+M (U ) =F , (9.14)

où F est un vecteur de seconds membres indépendants des inconnues, choisi de sorte que
les champs sélectionnés auparavant soient solutions de ce système.

Géométrie et condition aux limites

D’un point de vue pratique, nous calculerons les erreurs de convergence sur un carré
unité Ω := [0,1]2 dans l’intervalle de temps I := [0,1], en imposant une condition de
glissement sur les bords du domaine pour la vitesse – soit v • n = 0 et

�
σT
�

nt
= 0 sur ∂Ω –

et une condition de Neumann homogène pour la polarité – soit ∂ p/∂ n = 0. Sur le carré,
ces conditions aux limites s’écrivent spécifiquement

v1(x1 = 0 ou 1) = 0, v2(x2 = 0 ou 1) = 0, (9.15a)

σ12(x1 = 0 ou 1) = 0, σ21(x2 = 0 ou 1) = 0, (9.15b)
∂ p
∂ x1
(x1 = 0 ou 1) = 0,

∂ p
∂ x2
(x2 = 0 ou 1) = 0. (9.15c)

Maillages et pas de temps

Le carré est maillé uniformément avec des triangles, dont le nombre le long de chaque
côté du carré est noté N, ce qui donne 2N2 triangles. Le pas du maillage le long d’un côté est
alors donné par 1/N, et le plus grand pas du maillage vaut h=

p
2/N. Pour valider notre

algorithme, nous mesurons l’erreur sur quatre maillages au total, en prenant successivement
N dans {8, 16, 32, 64}. Autrement dit, nous divisons successivement le pas du maillage par
2. Puisque l’erreur optimale est en O(h2 +∆t2), nous adoptons le même protocole pour le
pas de temps, c’est-à-dire que nous le divisons aussi par 2 à chaque fois que l’on augmente
le nombre de triangles, en commençons par ∆t = 1/24 (voir le tableau 9.1). Dans ce cas,
les pas du maillage et de temps sont proportionnels et l’erreur est donc théoriquement,
simplement en O(h2). Nous nous contenterons donc de tracer les courbes de convergence
en fonction de h uniquement.

h/
p

2 1/8 1/16 1/32 1/64
∆t 1/24 1/48 1/96 1/192

TABLE 9.1. – Pas d’espace h et de temps ∆t utilisés pour la validation numérique de l’algo-
rithme 1.
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Paramètres

Les calculs ont été lancés en prenant tous les paramètres à 1, sauf c0, que nous avons
pris à 0. Le nombre maximal d’itérations de la méthode de point fixe a été fixé à kmax = 50
et le seuil de tolérance à δfp = 10−8.

Environnement de calcul

Imposer des seconds membres aux équations n’est pas anodin et rend la résolution
des équations beaucoup plus difficiles. En pratique, cela se traduit par un grand nombre
d’itérations (à cause d’adaptations du pas de temps) et des temps de calculs élevés. Pour
discuter de ces considérations, nous détaillons l’environnement dans lequel les calculs ont
été réalisés.

L’algorithme 1 a été implémenté en C++à l’aide de la bibliothèque Rheolef [Sar20]. Les
calculs ont été lancés sur un ordinateur fixe muni d’une RAM de 62.5 Go et d’un processeur
64 bit Intel Core i7-10700 disposant d’une fréquence de 2.9 GHz et de 16 cœurs.

9.2.2. Cas incompressible

Solutions exactes imposées

Dans le cas incompressible, nous ne forçons pas un second membre pour la condition
d’incompressibilité, donc la solution exacte choisie doit vérifier div v = 0. Dans ce cas, le
champ de vitesse peut s’écrire comme le rotationnel d’un champ scalaire ψ, appelé fonction
de courant. Par définition, on a donc

v = rotψ=




∂ψ

∂ x2

− ∂ψ
∂ x1


 . (9.16)

Nous imposons les solutions exactes suivantes définies dans Ω× I :

ψ(x , t) =
1
π

log2(1+ t) sin(πx1) sin(πx2), (9.17a)

Π(x , t) = arctan
�

t
�

x1 −
1
2

��
x2 −

1
2

��
, (9.17b)

p(x , t) =


 tan

�π
4

t
�
(1− cos(2πx1)) cos(πx2)

4
π

arctan(t) cos(πx1)(1− cos(2πx2))


 . (9.17c)

Avec la définition (9.17a) de la fonction de courant, le champ de vitesse s’écrit

v(x , t) = log2(1+ t)
�

sin(πx1) cos(πx2)
− cos(πx1) sin(πx2)

�
(9.17d)
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Ces champs ont été choisis pour être non polynomiaux en temps et en espace ; ils présentent
ainsi des variations spatio-temporelles non triviales, que la méthode des éléments finis ne
peut pas capturer de manière exacte. Ils sont représentés au temps t = 1/4 sur la figure 9.1.
Notons que v • n = 0, (σT)nt = 0 et ∂ p/∂ n = 0 sur ∂Ω (équations (9.15a) à (9.15c)), et
que div v = 0 par construction.

Convergence

La figure 9.3 montre les courbes d’erreurs de convergence en normes L2(L2) et L∞(L∞)
des champs vh, Πh, ph et ∆hph en fonction de h, comme expliqué en introduction de
la section et dans le protocole (section 9.2.1). On observe que la convergence n’est pas
optimale, elle est plutôt de l’ordre de O(h3/2) pour la norme L2(L2) et de l’ordre O(h1/2)
pour la norme L∞(L∞). Cet écart entre les ordres optimaux et numériques nécessitera
par la suite de revoir l’implémentation de notre algorithme afin de retrouver les résultats
optimaux attendus. Les cartes des erreurs montrées sur la figure 9.2 ne permettent pas
d’identifier la source possible de cet écart sur ce calcul (avec N = 16) : les conditions aux
limites n’ont pas l’air de faire défaut par exemple. La résolution des équations a par contre
requis jusqu’à cinq diminutions consécutives du pas de temps, qui au minimum a donc valu
∆t =∆t0/2

5 dans ce cas, où ∆t0 = 1/48 est le pas de temps initial, d’après le tableau 9.1.
Il est donc possible que l’adaptation du pas de temps entraîne une dégradation des taux
de convergence. Comme évoqué dans la remarque 9.1.I, cette adaptation pourrait être
améliorée et la non-optimalité des ordres numériques pourrait donc être la conséquence
de notre approche empirique. Une façon de vérifier cette hypothèse serait d’imposer des
solutions exactes qui ne nécessitent pas d’adaptation du pas du temps, adaptation qui
intervient en réaction à une difficulté de convergence de la méthode du point fixe. Et
en effet, d’après le tableau 9.2, les temps de calculs traduisent cette difficulté, environ
1 h36 min pour le maillage généré avec N = 16 et pour 48 itérations en temps (mais 1696
itérations au total, en comptant celles du point fixe), ce qui n’est pas représentatif des
performances du code sur des maillages avec si peu d’éléments et des conditions aux limites
si peu contraignantes. Notons quand même que la validité de nos résultats n’est pas affectée
par ces taux de convergence, puisque la convergence reste assurée. Il est enfin important
de noter que le laplacien discret de la polarité converge bien vers la solution analytique,
sans quoi le calcul du tenseur des contraintes σ aurait été impossible.

Comportement de l’algorithme

Le tableau 9.2 illustre la difficulté à valider le code numériquement en forçant des second
membres pour obtenir des solutions exactes imposées. Cela se traduit par un temps de
calcul assez important et de nombreuses adaptations du pas de temps, adaptations qui
pourraient dégrader les taux de convergence, comme discuté dans la section précédente.
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9.2. Validation numérique

FIGURE 9.1. – Cas incompressible – Cartes des solutions exactes au temps t = 1/4 sur un
maillage de taille 16× 16.

FIGURE 9.2. – Cas incompressible – Cartes des erreurs au temps t = 1/4 sur un maillage de
taille 16× 16.
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N 8 16 32 64

temps cpu 14 min 1 h36 11 h48 1 d18 h40
nombre total d’itérations 848 1696 3327 2864
nmax 24 48 96 192
∆t minimal 2.6× 10−3 6.5× 10−4 1.6× 10−4 4.1× 10−5

∆t moyen 2.2× 10−2 10−2 4.7× 10−3 2.3× 10−3

∆t maximal 1/24 1/48 1/96 1/192
klast minimal 7 6 5 5
klast moyen 35 35 35 15
ηn,k

h minimal −0.14 0 0 0
ηn,k

h moyen 0.31 0.36 0.43 0.78
ηn,k

h maximal 1.3 1.5 1.9 2.3

TABLE 9.2. – Quelques statistiques associées à la validation numérique dans le cas incom-
pressible. Le nombre klast désigne la dernière itération de point fixe réalisée
(qui vaut toujours kmax = 50 au maximum) et la quantité ηn,k

h le taux de
convergence de la méthode de point fixe. Les quantités sont données avec
deux chiffres significatifs.

9.2.3. Cas compressible

Solutions exactes imposées

Dans le cas compressible, nous imposons les solutions exactes suivantes définies dans
Ω× I :

v(x , t) =

 
log2(1+ t) sin(πx1) cos(πx2)
1
2

et −1
e−1

(3x2
1 − 2x3

1)x2(1− x2)

!
, (9.18a)

ρ(x , t) =
1
3
{cos[2π(x1 + x2 − 2t)] + 2}, (9.18b)

p(x , t) =


 tan

�π
4

t
�
(1− cos(2πx1)) cos(πx2)

4
π

arctan(t) cos(πx1)(1− cos(2πx2))


 . (9.18c)

Comme pour le cas incompressible, ces champs ont été choisis pour être non polynomiaux
en temps et en espace. Ils sont représentés au temps t = 1/2 sur la figure 9.4. Notons que
v • n = 0, (σT)nt = 0 et ∂ p/∂ n = 0 sur ∂Ω (équations (9.15a) à (9.15c)).
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FIGURE 9.4. – Cas compressible – Cartes des solutions exactes au temps t = 1/2 sur un
maillage de taille 16× 16.

Convergence

La figure 9.6 montre les courbes d’erreurs de convergence en normes L2(L2) et L∞(L∞)
des champs vh, Πh, ph et ∆hph en fonction de h, comme expliqué en introduction de la
section et dans le protocole (section 9.2.1). Comme dans le cas incompressible, on observe
que la convergence n’est pas optimale – elle est même encore moins bonne –, et est plutôt
de l’ordre de O(h3/2) voire O(h) pour la norme L2(L2) et tend à stagner pour la norme
L∞(L∞). Les cartes des erreurs montrées sur la figure 9.5 ne permettent pas non plus
d’identifier la source possible de cet écart sur ce calcul (avec N = 16). Remarquons quand
même l’erreur maximale commise par le laplacien discret, qui est de 0.3, peut paraître
élevée comparé à celle obtenue dans le cas incompressible (environ 0.0037) ou comparé
aux autres champs (environ 0.060 pour la densité par exemple). Pourtant, ramenée à la
valeur maximale de la solution exacte, qui est de 30, cette erreur compte uniquement
pour 1%, ce qui est satisfaisant au vu de la finesse du maillage (h=

p
2/16≈ 0.088). Les

autres commentaires discutés dans le cas incompressible restent encore valables pour le cas
présent. Quoi qu’il en soit, cet écart entre les ordres optimaux et numériques nécessitera
également par la suite de revoir l’implémentation de notre algorithme afin de retrouver les
résultats optimaux attendus. Notons malgré tout que la convergence du schéma numérique
dans le cas compressible n’est pas essentielle pour la suite, puisque tous les calculs que
nous montrerons auront été menés dans le cas incompressible.
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FIGURE 9.5. – Cas compressible – Cartes des erreurs au temps t = 1/2 sur un maillage de
taille 16× 16.

Comportement de l’algorithme

Comme dans le cas incompressible, le tableau 9.3 illustre la difficulté à valider le code nu-
mériquement en forçant des seconds membres pour obtenir des solutions exactes imposées.
Cela se traduit par un temps de calcul assez important et de nombreuses adaptations du
pas de temps, adaptations qui pourraient dégrader les taux de convergence, comme discuté
dans les sections sur la convergence (en particulier la section 9.2.2 du cas incompressible).
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N 8 16 32 64

temps cpu 17 min 2 h10 15 h51 2 d22 h31
nombre total d’itérations 726 1598 3276 3560
nmax 24 48 96 192
∆t minimal 5.2× 10−3 1.3× 10−3 6.5× 10−4 1.6× 10−4

∆t moyen 2.9× 10−2 1.3× 10−2 5.6× 10−3 2.5× 10−3

∆t maximal 1/24 1/48 1/96 1/192
klast minimal 6 5 5 4
klast moyen 30 33 34 19
ηn,k

h minimal −0.058 0 0 0
ηn,k

h moyen 0.27 0.32 0.38 0.64
ηn,k

h maximal 1.5 1.7 1.9 2.1

TABLE 9.3. – Quelques statistiques associées à la validation numérique dans le cas com-
pressible. Le nombre klast désigne la dernière itération de point fixe réalisée
(qui vaut toujours kmax = 50 au maximum) et la quantité ηn,k

h le taux de
convergence de la méthode de point fixe. Les quantités sont données avec
deux chiffres significatifs.
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Troisième partie

Migration autour d’un
obstacle





Chapitre

10Exploration du modèle

Comme discuté en introduction de la section 5.3, le modèle compressible 5.3.2 obtenu
dans le chapitre 3 ne contient pas nécessairement tous les ingrédients physiques nécessaires
pour décrire les migrations fortement dépendantes de la densité. Par exemple, pour une
migration autour d’un obstacle, la densité approchée peut tendre vers +∞ en amont de
l’obstacle, et tendre vers 0 en aval (voire devenir négative, d’où l’importance du limiteur),
ce qui n’est pas physique. Nous avons justement ajouté un terme de pénalisation de la
forme c0ρ

γ dans le problème 5.3.2 (équation (5.50b)) pour pallier ce problème, qui ne
suffit malheureusement pas dans toutes les situations et qui peut significativement aug-
menter le coût de résolution du modèle si c0 est pris trop grand. Face à cette limite, et
même si tous les outils mathématiques et numériques sont en place pour résoudre un tel
modèle, nous préférons étudier dans ce chapitre et le suivant, le comportement du modèle
incompressible 5.3.1, qui présente déjà un grand nombre de difficultés (non-linéarités,
tenseur non symétrique, nombreux paramètres).

Dans ce chapitre, nous explorons le comportement du modèle incompressible 5.3.1, dont
la discrétisation est donnée dans la section 8.3.3, sur une bande rectangulaire dans laquelle
des cellules migrent autour d’un obstacle circulaire. Nous forçons la migration en entrée
via les conditions aux limites dans la partie aval du domaine, en imposant une vitesse
constante, l’objectif étant d’avoir un flot bien établi avant la rencontre avec l’obstacle.

Cette exploration est réalisée en anticipation du chapitre suivant sur les comparaisons
entre les calculs et les expériences qui ont été menées sur cette géométrie et que l’on a
brièvement présentées dans la section 1.4.1. Nous commençons par donner la géométrie
exacte de la bande avec obstacle, les conditions aux limites et initiales et discutons de la
représentation des données (section 10.1). Nous étudions ensuite l’influence du maillage
sur les solutions numériques (section 10.2) avant d’explorer les rôles des paramètres à
proprement parler (section 10.3). Nous montrons notamment que notre modèle exhibe des
comportements complexes tels qu’une dissymétrie haut/bas importante de la vitesse et de
la polarité et un léger sursaut de la vitesse derrière l’obstacle.

Nous réalisons enfin une étude de l’influence du coefficient de contrainte active Sa sur le
disque unité (section 10.4). Cette étude montre que notre modèle est capable de créer du
mouvement collectif spontanément, qui plus est en présentant des structures complexes,
semblables à des défauts topologiques de cristaux liquides, et de l’entretenir.
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10.1. Mise en œuvre des calculs

10.1.1. Domaine de calcul et conditions aux limites

Nous résolvons le problème de point fixe de la section 8.3.3 sur le domaine Ω :=
]−3L/8,5L/8[ × ]−W/2,W/2[\{|x | 6 1} défini figure 10.1, avec les conditions aux li-
mites

v =
Ta

CF
δ1 sur Γ v

D :=
§�
−3L

8
, x2

� ���� x2 ∈
�
−W

2
,
W
2

�ª
, (10.1a)

σT • n = 0 sur Γ v
N :=

§�
5L
8

, x2

� ���� x2 ∈
�
−W

2
,
W
2

�ª
, (10.1b)

v • n = 0 et
�
σT
�

nt
= 0 sur Γ0 :=

§�
x1,±W

2

� ���� x1 ∈
�
−3L

8
,
5L
8

�ª
∪ {|x |= 1},

(10.1c)

p = δ1 sur Γ p
D := Γ v

D ∪ Γ v
N, (10.1d)

∂ p
∂ n
= 0 sur Γ p

N := Γ0, (10.1e)

où l’on rappelle que δ1 = (1,0) est le premier vecteur unitaire de la base cartésienne
canonique. En choisissant comme longueur caractéristique le rayon de l’obstacle (voir la
section 3.3.2), nous prenons L= 80 c’est-à-dire un domaine très allongé (encore plus que
dans les expériences) pour assurer un flot bien établi de part et d’autre de l’obstacle et
minimiser l’influence des conditions aux limites sur la migration au voisinage de l’obstacle.
La largeur est quant à elle fixée à W = 10, du même ordre de grandeur (voire un peu plus
grande) que celles utilisées pour les expériences [Tli+20].

Toujours dans le but d’avoir un flot bien établi en aval de l’obstacle, nous forçons la
migration en imposant une vitesse constante en entrée du domaine (équations (10.1a)
et (10.1d)). La conservation de la quantité de mouvement (5.47a) se ramène alors à CFv =
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Tap. Comme p = δ1 est une solution stationnaire particulière de l’équation d’évolution
de la polarité (5.47c), la paire (v , p) = ( Ta

CF
δ1,δ1) correspond à une solution stationnaire

des équations, c’est pourquoi nous la choisissons comme condition à gauche du domaine.
Remarquons que le choix Ta = CF permet d’obtenir une vitesse redimensionnée de l’ordre de
la vitesse caractéristique, celle des expériences qui nous intéressent par exemple, puisque
la condition (10.1a) se réduit alors à v = δ1. Nous adoptons donc ce choix dans la suite.

En sortie du domaine, par contre, nous voulons laisser la migration libre ; nous ne voulons
pas imposer la vitesse, en particulier pour éviter d’imposer des flots symétriques haut/bas.
Ainsi, nous utilisons une condition de Neumann pour la vitesse (équation (10.1b)). Nous
imposons au contraire la polarité (équation (10.1d)) pour éviter l’apparition d’un gradient
de vitesse à droite du domaine, puisque dans ce cas, le tenseur σextra (5.48c) est nul et le
tenseur σa (5.48d) est uniforme. Enfin, nous utilisons des conditions de non-pénétration
sur les bords latéraux et l’obstacle pour la vitesse (équation (10.1c)) et des conditions de
Neumann homogènes pour la polarité (équation (10.1e)).

10.1.2. Approximation de l’obstacle

En pratique, la frontière de l’obstacle est remplacée par une approximation polygonale,
notée Γobs Nous notons N le nombre de côtés du polygone utilisé pour l’approcher. Sui-
vant [Sar20, section 2.3], nous utilisons la normale exacte à la frontière de l’obstacle, qui
est connue, dans la formulation variationnelle discrète, et non la normale au polygone
servant à la discrétiser.

La contrainte de glissement v • n = 0 (10.1c) sur la frontière {|x |= 1} de l’obstacle est
difficile à imposer en pratique. Plusieurs approches existent pour l’imposer, et suivant [Sar20,
section 2.3], nous retenons une méthode de régularisation, qui consiste à pénaliser la
composante normale de la vitesse. Pour ce faire, la condition v • n = 0 (10.1c) est remplacée
par une condition de Robin de la forme

σnn +
1
εr

v • n = 0 sur Γobs, (10.2)

où dans ce contexte, n est la normale à l’ensemble {|x |= 1} et non à Γobs, et εr > 0 est le
paramètre de régularisation. Dans ce cas, on montre par un raisonnement similaire à celui
de la démonstration du problème 7.1.1 que la forme k définie par (8.28a) est remplacée
par

kobs(vh, w h) := 2(D(vh) |D(w h)) +CF(vh | w h) +
1
εr

∫

Γobs

(vh
• n)(w h

• n)ds. (10.3)
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Γ0 et Γ p
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Γ v
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p
D

L= 80

W = 10Ω

FIGURE 10.1. – Domaine de calcul. Les longueurs ont été adimensionnées par le rayon de
l’obstacle, qui est donc ici égal à 1. Le bord de gauche correspond à l’entrée
de la bande, sur laquelle nous imposons des conditions de Dirichlet pour la
vitesse et la polarité. Le bord de droite correspond à la sortie de la bande,
sur laquelle nous imposons une condition de Neumann pour la vitesse et
une condition de Dirichlet pour la polarité. Partout ailleurs, nous imposons
une condition de glissement pour la vitesse et une condition de Neumann
homogène pour la polarité.

10.1.3. Condition initiale

La polarité initiale est choisie comme le champ de vecteurs p0 défini dans Ω tel que

p0 − L2∆p0 = 0 dans Ω, (10.4a)

p0 = δ1 sur ∂Ω\Γobs, (10.4b)

p0
• n = 0 sur Γobs, (10.4c)

où L est la longueur de la bande. L’idée derrière ce choix est d’avoir une polarité uniformé-
ment égale à δ1 sur presque tout le domaine, mais dont la direction et la magnitude sont
légèrement perturbées au voisinage de l’obstacle, pour en épouser la courbe.

Ce problème est complètement standard, et en tenant compte de la section 10.1.2
précédente, peut être approché par le problème discret suivant :
�������

Trouver p0,h ∈ Xh(δ1) telle que
�
p0,h

�� qh

�
+ L
�∇p0,h

��∇qh

�
+

1
εr

∫

Γobs

(p0,h
• n)(q • n)ds = 0, ∀qh ∈ Xh(0), (10.5)

où
Xh(c) :=P 2(Th)

2 ∩ �q ∈ H1(Ω)2
�� q |∂Ω\{|x |=1} = c

	
. (10.6)

La vitesse et la pression initiales sont finalement obtenues en résolvant la première étape
de la méthode de point fixe pour le cas incompressible (voir section 8.3.3) en remplaçant
pn,k−1

h par p0,h.
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10.1.4. Représentation des données

Après résolution du modèle, nous obtenons les champs vectoriels de vitesse et de polarité,
et le champ scalaire de pression. Nous les représentons de deux façons standards, à l’aide
de cartes bidimensionnelles et de coupes unidimensionnelles. Nous nous inspirons en
particulier des modes de représentation adoptés dans [Che10, section 6.2.4] et dans [Dur20,
section 2.1].

Cartes bidimensionnelles

Les cartes bidimensionnelles donnent un aperçu qualitatif des champs, autrement dit de
leur comportement. Nous traçons indépendamment la vitesse, la polarité et la pression.
Chacune de ces variables possède une valeur centrale (Ta/CF pour la vitesse, 1 pour la
polarité et 0 pour la pression, qui peut être négative) dont nous tirons profit en utilisant
une palette de couleurs divergente [CSH20]. Nous gardons la palette proposée par défaut
par ParaView, connue sous le nom de « cool to warm » (du froid vers le chaud), qui possède
de nombreux avantages : une esthétique plaisante, un ordre des couleurs naturel, une
variation linéaire des couleurs, des couleurs discernables par les personnes daltoniennes,
une luminosité ni trop faible ni trop forte, etc. [Mor09]. Pour les vecteurs, nous superposons
en plus à la carte des flèches noires indiquant leur direction et leur magnitude.

Nous traçons également la carte bidimensionnelle de la vitesse v − Taδ1/CF dans le
référentiel de l’obstacle. À cette carte, nous ajoutons des flèches et des lignes de courant.
Les lignes de courant sont les lignes de niveau de la fonction de courant ψ, dont le calcul
est détaillé dans l’annexe B.6. Puisque le fluide est incompressible, la vitesse est en tout
point tangente à ces lignes de courant, qui représentent alors dans l’état stationnaire les
trajectoires des cellules, dans le référentiel du tissu, où l’obstacle est mobile et entraîne le
mouvement des cellules.

Contrairement aux autres champs, la vitesse dans ce référentiel ne possède pas de valeur
centrale. Suivant [CSH20], nous représentons donc la carte en niveaux de gris, du blanc
vers le noir. Nous utilisons la palette de couleurs YG3, du site SciVisColor 1, qui a l’avantage
de ne pas avoir des couleurs trop claires ou trop sombres, comparé à une palette en niveaux
de gris classique.

Coupes unidimensionnelles

Les coupes unidimensionnelles (le long d’axes choisis, à une coordonnée fixée) donnent
quant à elles un aperçu quantitatif des champs, c’est-à-dire permettent de comparer l’allure
et les ordres de grandeur des champs le long d’axes donnés. Nous traçons les composantes
de la vitesse et de la polarité, ainsi que la pression, le long de six axes dans un voisinage
de l’obstacle, trois horizontaux et trois verticaux, définis figure 10.2. Suivant [Dur20,
section 2.1], aucune symétrie par rapport à l’axe horizontal x2 = 0 n’est présupposée. Nous

1. https ://sciviscolor.org/
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utiliserons encore ces axes pour comparer les données expérimentales aux résultats de
notre modèle.

10.2. Étude de sensibilité au maillage

10.2.1. Paramètres

Nous préférons au coefficient de friction CF le paramètre β = CF/(CF + 1) (voir la sec-
tion 3.3.2), dont la manipulation nous semble plus intuitive. Il caractérise la part de friction
dans la dissipation totale, définie comme la somme des contributions de la friction et de la
viscosité. Rappelons que dans la section 10.1.1, nous avons choisi Ta = CF.

L’étude de sensibilité au maillage a été menée en régime incompressible avec le jeu
de paramètres de référence donné dans le tableau 10.1. Nous justifions ce choix dans la
section 10.3.1.

β= 0.75 Sa = 0 Pe = 0.5 κ= 0.1 B= 0.4 a = 1

TABLE 10.1. – Paramètres retenus pour les calculs menés sur bande avec obstacle circulaire,
en régime incompressible.

Enfin, nous avons mené nos calculs dans le but d’atteindre l’état stationnaire le plus
rapidement possible, sans chercher à capturer le régime transitoire avec précision, pour
faciliter les comparaisons. Le nombre maximal d’itérations de la méthode de point fixe a
donc été fixé à kmax = 5 et le seuil de tolérance à δfp = 10−3. Ces calculs n’ont pas nécessité
d’adaptation du pas de temps (voir la section 9.1.2).

10.2.2. Maillages

Pour étudier la sensibilité au maillage du modèle résolu avec les paramètres du ta-
bleau 10.1, nous considérons trois maillages anisotropes Tha

, Thb
et Thc

, dont la construc-
tion est détaillée figure 10.3 (voir la figure 10.4 pour un agrandissement au voisinage de
l’obstacle). Nous les avons construits à l’aide du logiciel BAMG [Hec98], en lui indiquant les
pas souhaités localement autour de certains points clés (voir la figure 10.3). À chacun de
ces maillages, nous associons respectivement les pas de temps ∆ta := 0.14, ∆tb := 0.1 et
∆tc := 0.07, de manière à suivre l’évolution du pas d’espace.

10.2.3. Résultats

Résidus

La figure 10.5 montre la décroissance linéaire en temps des normes L2 des résidus
des équations stationnaires, définies par (9.9), pour les trois maillages considérés. Cette
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1
2a

2b

3 45

FIGURE 10.2. – Axes dans un voisinage de l’obstacle, utilisés pour tracer les coupes des
différents champs en jeu. Ces axes ont été définis dans [Dur20, section 2.1].
Spécifiquement, l’axe 1 correspond au segment x2 = 0 et l’axe 3 au segment
x1 = 0, tandis que les autres axes sont positionnés à une distance de 1.66
fois le rayon de l’obstacle (ce schéma n’est pas à l’échelle).

décroissance survient à partir de t = 400 environ.

Cartes

La figure 10.6 montre que les champs de vitesse obtenus avec les différents maillages sont
qualitativement très proches. Les champs de polarité le sont aussi pour les deux maillages
les plus fins Thb

et Thc
, mais celui obtenu avec le maillage Tha

a une norme surévaluée en
aval de l’obstacle. Contrairement à ce que nous avons annoncé dans la section 10.1.4, nous
ne représentons pas ici les flèches des vecteurs, la pression ou encore la vitesse dans le
référentiel de l’obstacle. En effet, il s’agit simplement ici d’étudier la sensibilité des solutions
au maillage, et nous pensons que les cartes que nous montrons suffisent amplement.

Remarquons la dissymétrie haut/bas très marquée dans ce calcul et le changement de
symétrie avec le maillage Thb

, qui montre que notre problème résolu avec les paramètres
donnés par le tableau 10.1, admet deux solutions possibles, l’une symétrique de l’autre
relativement à l’axe horizontal x2 = 0.

Coupes

La figure 10.7 montre la bonne correspondance des champs obtenus avec les différents
maillages, en particulier pour la vitesse, où les courbes se confondent à la précision du
maillage près. Pour la première composante de κ2∆hph le long d’un cercle de centre (0, 0)
et de rayon 1.05, on observe également une diminution de l’écart des courbes d’autant
plus grande que le maillage est fin. Nous avons sciemment choisi cet axe car ce champ ne
prend des valeurs pas trop petites (relativement au pas local du maillage) que dans un
voisinage très restreint autour de l’obstacle, comme l’illustre la figure 10.8. Le fait que l’on
observe bien une diminution de l’écart évoqué pour ce champ spécifiquement et le long
de cet axe, montre la robustesse du schéma numérique mis en place, d’autant plus que la
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•

h1 =
3L−4W

8m1

h2 =
W
m2 • •

h= W−2
2 hobs

• •

•
h1 =

5L−4W
8m1

h2 =
W
m2

••
h= W−2

2 hobs••
hobs := 2π

N

(a) Pas d’espace indiqués à BAMG pour générer les maillages ci-dessous. N représente le nombre de
côtés du polygone approchant l’obstacle, m1 le nombre de segments souhaités le long de l’axe
Ox1 dans le voisinage des coins de la bande et m2 le nombre de segments souhaités sur les bords
verticaux. Les pas h1 et h2 se réfèrent aux quatre points mis en évidence sur les bords verticaux
et caractérisent l’anisotropie du maillage dans les zones où ils sont indiqués. Au contraire, le
maillage est isotrope dans le voisinage de l’obstacle, où nous avons indiqué un pas proportionnel
à celui de l’obstacle aux points (±W/2,±W/2) et (0,±W/2).

(b) Maillage Tha
présentant 1652 éléments, où ha ∈ [0.186415,8.08585]. Ici, N = 30, m1 = 7 et

m2 = 10.

(c) Maillage Thb
présentant 3038 éléments, où hb ∈ [0.134401,5.46436]. Ici, N = 42, m1 = 10 et

m2 = 10.

(d) Maillage Thc
présentant 5768 éléments, où hc ∈ [0.0902825, 4.02767]. Ici, N = 60, m1 = 14 et

m2 = 10.

FIGURE 10.3. – Maillages retenus pour l’étude de sensibilité au maillage.
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(a) Agrandissement sur Tha
. (b) Agrandissement sur Thb

. (c) Agrandissement sur Thc
.

FIGURE 10.4. – Agrandissements sur les maillages retenus pour l’étude de sensibilité au
maillage.
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FIGURE 10.5. – Normes L2 des résidus des équations stationnaires en fonction du temps t,
définies par (9.9), avec les trois maillages Tha

, Thb
et Thc

.
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(a) Vitesse obtenue avec le maillage Tha
. (b) Polarité obtenue avec le maillage Tha

.

(c) Vitesse obtenue avec le maillage Thb
. (d) Polarité obtenue avec le maillage Thb

.

(e) Vitesse obtenue avec le maillage Thc
. (f) Polarité obtenue avec le maillage Thc

.

FIGURE 10.6. – Comparaison des cartes de la vitesse et de la polarité obtenues avec les trois
maillages Tha

, Thb
et Thc

.
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solution obtenue est loin d’être triviale.

Discussion

Au vu des comparaisons qui viennent d’être faites, le maillage intermédiaire Thb
semble

suffisant pour la résolution du modèle. Dans la suite, nous utilisons ce maillage pour
explorer les paramètres du modèle et comparer les résultats numériques aux données
expérimentales disponibles sur cette géométrie de bande avec obstacle circulaire [Tli+20].
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FIGURE 10.7. – Comparaison semi-quantitative de l’influence des trois maillages Tha
, Thb

et
Thc

. À gauche : première composante de la vitesse le long de l’axe 3 défini
figure 10.2. À droite : première composante de la version discrète de κ2∆p
le long d’un cercle de centre (0,0) et de rayon 1.05. Les courbes issues
du maillage Thb

ont été tracées en miroir par rapport à l’axe horizontal
1 {x2 = 0} pour permettre leur comparaison avec celles issues des deux
autres maillages.

FIGURE 10.8. – Carte de κ2∆hph obtenue avec le maillage Thb
.
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10.3. Exploration des paramètres

10.3.1. Paramètres

L’exploration des paramètres est menée autour du jeu de paramètres de référence donné
dans le tableau 10.2. Comme pour l’étude de sensibilité au maillage (section 10.2), nous
avons mené nos calculs dans le but d’atteindre l’état stationnaire le plus rapidement possible,
sans chercher à capturer le régime transitoire avec précision. Le nombre maximal d’itérations
de la méthode de point fixe a donc été fixé à kmax = 5 et le seuil de tolérance à δfp = 10−3.
Le cas de référence a été lancé avec un pas de temps initial ∆t0 = 0.01, tandis que les
autres calculs l’ont été avec un pas de temps initial ∆t0 = 0.1.

β= 0.75 Sa = 0 Pe = 2 κ= 0.1 B= 0.4 a = 1

TABLE 10.2. – Paramètres retenus pour les calculs menés sur bande avec obstacle circulaire,
en régime incompressible.

Le choix β = 0.75 est empirique. Nous le prenons suffisamment loin de 1, qui nous semble
être un régime limite, donc peu approprié pour une première exploration des paramètres,
mais au-dessus de 0.5 pour éviter les régimes à viscosité dominante, dans lesquels la force
active pourrait jouer un rôle mineur, puisque Ta = CF = β/(1− β). Ce raisonnement reste à
confirmer par une exploration du modèle dans ces régimes.

Le coefficient de contrainte active tend à déstabiliser le système et à rendre l’accès à une
solution stationnaire plus difficile. Nous réservons son exploration à la section 10.4.

Au vu des résultats obtenus dans la section 10.2 avec le jeu de paramètres donné par
le tableau 10.1, et comme nous le verrons par la suite, prendre un nombre de Péclet plus
élevé diminue la dissymétrie haut/bas des solutions. Dans un objectif d’exploration des
paramètres, il nous semble plus opportun de choisir un cas de référence relativement
symétrique, selon l’axe horizontal central, dans la mesure où c’est une propriété vérifiée
par la majorité des fluides connus, au moins en régime laminaire.

Le choix du paramètre κ est le résultat d’un compromis pratique. D’une part, nous ne le
voulons pas trop grand pour éviter d’avoir une distribution de la polarité trop uniforme, qui
présenterait un profil de migration proche d’un écoulement visqueux laminaire. D’autre part,
nous ne le voulons pas trop petit pour éviter des temps de calculs prohibitifs, puisqu’une
diminution de κ doit s’accompagner d’un raffinement du maillage pour correctement
capturer les variations pouvant survenir à l’échelle de κ. Cela dit, la valeur κ= 0.1 reste
relativement petite, comparée aux dimensions du domaine, et on aurait tout aussi bien pu
choisir κ= 0.5,1, 2 par exemple, sans forcément obtenir un système rigide.

Comme nous le verrons plus loin, le schéma numérique est d’autant plus difficile à ré-
soudre que B est grand. Dans le but de réaliser une exploration de ce paramètre autour d’une
configuration de référence, nous le prenons à 0.4, une valeur numériquement attrapable.
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Enfin, dans la volonté de se rapprocher du modèle d’Oldroyd pour les fluides visco-
élastiques, nous utilisons comme dérivée objective pour la polarité la dérivée convectée
supérieure, définie pour a = 1.

10.3.2. Effet de CF

Choix des paramètres

Nous commençons par étudier l’effet du coefficient de friction CF et du coefficient de
force active Ta. Nous rappelons que nous prenons Ta = CF pour obtenir une vitesse de
norme 1 en amont et en aval de l’obstacle.

Pour cette étude, nous prenons successivement les valeurs 0.25, 1, 3 (le cas de référence),
9 et 99. À chacune de ces valeurs, on peut associer un β = CF/(CF + 1), qui prend alors
respectivement les valeurs 0.2, 0.5, 0.75 (le cas de référence), 0.9 et 0.99. Le cas β= 0.2
correspond a priori à un régime à dominante visqueuse, le cas β = 1 à un régime où la
viscosité et la friction sont à contributions égales et les autres cas à des régimes à dominante
frictionnelle. En particulier, le cas β = 0.99 donne un aperçu de la limite β → 1, qu’un
travail ultérieur pourrait approfondir.

Rappelons que CF peut être interprété comme le ratio R/`v de deux longueurs R et
`v := η/k, où η la viscosité, k le coefficient de friction (voir la section 3.3.2) et R le rayon
de l’obstacle. Ainsi, un régime où la friction domine correspond à une grande valeur de `v (et
donc une petite valeur de CF), tandis qu’un régime où la friction domine correspond à une
petite valeur de cette longueur (et donc une grande valeur de CF). Dans les tissus, on trouve
toujours une échelle de taille qui sépare ces deux régimes, donc on ne peut pas imposer
ce coefficient a priori, ou se contenter d’étudier uniquement un seul des deux [Bon+12].
Comme expliqué dans la section 10.3.1, nous privilégions quand même le régime où la
friction domine, dans lequel la force active a plus d’importance, puisque Ta = CF.

Nous comparons d’abord le cas de référence aux régimes à friction non dominante
(β ∈ {0.2,0.5}) avant de ne traiter que les régimes à friction dominante.

Premier cas : CF (ou β) faible

Lorsque β ∈ {0.2, 0.5, 0.75}, la figure 10.9 montre que les champs de vitesse et de polarité
sont qualitativement proches. Nous remarquons malgré tout un effet du paramètre sur
l’influence de l’obstacle. En effet, plus β (ou CF) est grand, plus les zones latérales d’accé-
lération (au-dessus et en-dessous de l’obstacle) et centrale de décélération (directement
autour de l’obstacle) sont réduites. Ainsi, la longueur `v peut alors être interprétée comme
la longueur de cohérence de la vitesse : plus elle est grande, c’est-à-dire plus CF est petit,
plus la portée de l’obstacle est importante.

Notons enfin la faible dissymétrie haut/bas du champ de polarité dès β = 0.2 (CF = 0.25),
dans deux zones très localisées directement en amont et en aval de l’obstacle, ainsi que
celle du champ de vitesse dès β= 0.75 (CF = 3), dans la zone centrale de décélération.
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Les coupes de la figure 10.10 confirment la proximité qualitative des premières compo-
santes vh,1 des vitesses obtenues dans les trois cas, les profils étant similaires. Notons le
léger sursaut de la vitesse derrière l’obstacle sur la coupe le long de l’axe (1) horizontal
x2 = 0 dans les cas CF ∈ {1,3}, d’autant plus important que CF l’est. Dans les deux cas,
le sursaut reste faible, de l’ordre de quelques pourcents en plus par rapport à la vitesse
imposée en aval du domaine. Le long des axes horizontaux (2a) et (2b), les extrema de vh,1

augmentent avec CF et leur position reste identique. Le long des axes verticaux (3), (4) et
(5), la norme vitesse est négativement corrélée à CF près du bord, et positivement corrélée
à CF près de l’obstacle. Tout cela vient donc confirmer ce que nous avons écrit plus haut, à
savoir que la zone d’influence de l’obstacle rétrécit lorsque β augmente.

Second cas : CF (ou β) élevé

Au contraire, lorsque β ∈ {0.75, 0.9, 0.99}, la figure 10.11 montre un réel changement de
dynamique, tant pour la vitesse que pour la polarité, changement qui ne s’inscrit d’ailleurs
pas dans l’observation faite pour des valeurs de β plus faibles : la taille de la zone d’influence
ne semble pas devenir de plus en petite. La perte de symétrie haut/bas est en particulier
remarquable.

Le cas β = 0.99 (CF = 99) est sans doute le plus étonnant. Outre la perte de symétrie
évidente, nous notons un léger sursaut de la vitesse et un sursaut important de la polarité
derrière l’obstacle (en aval). Par ailleurs, les champs de vitesse et de polarité tournent
autour de l’obstacle : ils ne le contournent pas contrairement à ce que l’on observe dans les
autres cas. Ces observations se confirment sur les figures 10.12 et 10.13 :

– les coupes de vh,1 et de ph,1 le long de l’axe (1) montrent bien les sursauts ;

– les coupes de vh,2 et de ph,2 le long du même axe soulignent les changements de signe
de ces composantes, signe d’une rotation des champs.

Remarquons que le profil de la vitesse horizontale le long de l’axe (1) ne présente par
contre pas de différence en aval de l’obstacle par rapport au cas CF = 9. Autrement dit, le
cas CF = 9 présente le même sursaut de vitesse, chose qui n’était pas visible sur la carte,
sans doute à cause du nombre d’isovaleurs utilisé dans la palette de couleurs : le sursaut
doit se situer autour de la frontière entre deux cases de la palette. (figure 10.11).

Notons enfin que le sursaut de la polarité derrière l’obstacle diminue significativement
lorsque CF = 99, passant d’environ 25-45% à moins de 10% sans doute parce que l’aligne-
ment de la vitesse et de la polarité domine.

Comportement de l’algorithme

Nous rappelons que l’environnement de calcul a été décrit dans la section 9.2.1.
Le tableau 10.3 donne un aperçu des statistiques associées aux calculs effectués pour

les différents CF. Le cas de référence a été lancé avec un pas de temps initial dix fois plus

229



Chapitre 10. Exploration du modèle

(a) Vitesse – CF = 0.25 ⇐⇒ β= 0.2. (b) Polarité – CF = 0.25 ⇐⇒ β= 0.2.

(c) Vitesse – CF = 1 ⇐⇒ β= 0.5. (d) Polarité – CF = 1 ⇐⇒ β= 0.5.

(e) Vitesse – CF = 3 ⇐⇒ β= 0.75. (f) Polarité – CF = 3 ⇐⇒ β= 0.75.

FIGURE 10.9. – Effet de CF = Ta sur la vitesse et la polarité. Premier cas. Le cas de référence
est donné par le tableau 10.2. Légende : les flèches noires à gauche des titres
des barres de couleur correspondent à la vitesse et à la polarité d’entrée,
c’est-à-dire un vecteur de norme 1.
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FIGURE 10.10. – Coupes de la première composante de la vitesse vh,1 selon les axes définis
figure 10.2, en fonction de CF = Ta. Premier cas. Le cas de référence est
donné par le tableau 10.2. La ligne horizontale en pointillés sur la figure
(1) correspond à la droite d’équation y = 1.
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(a) Vitesse – CF = 3 ⇐⇒ β= 0.75. (b) Polarité – CF = 3 ⇐⇒ β= 0.75.

(c) Vitesse – CF = 9 ⇐⇒ β= 0.9. (d) Polarité – CF = 9 ⇐⇒ β= 0.9.

(e) Vitesse – CF = 99 ⇐⇒ β= 0.99. (f) Polarité – CF = 99 ⇐⇒ β= 0.99.

FIGURE 10.11. – Effet qualitatif de CF = Ta sur la vitesse et la polarité. Second cas. Le cas
de référence est donné par le tableau 10.2. Légende : les flèches noires à
gauche des titres des barres de couleur correspondent à la vitesse et à la
polarité d’entrée, c’est-à-dire un vecteur de norme 1.
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FIGURE 10.12. – Coupes des composantes de la vitesse selon les axes définis figure 10.2,
en fonction de CF = Ta. Second cas. Le cas de référence est donné par le
tableau 10.2. La ligne horizontale en pointillés sur la figure (1) correspond
à la droite d’équation y = 1.

233



Chapitre 10. Exploration du modèle

0

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5

1.8 (1)

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2
(2a)

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

-9 -5 0 5 9

(2b)

−1.4

−0.7

0

0.7

1.4
(3)

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
(4)

−0.3

0

0.3

0.6

0.9

1.2

-5 -3 -1 0 1 3 5

(5)

−1

−0.5

0

0.5
(1)

−0.9

−0.6

−0.3

0

0.3

0.6
(2a)

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

-9 -5 0 5 9

(2b)

−0.24

−0.18

−0.12

−0.06

0

0.06
(3)

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6
(4)

−1.6

−1.2

−0.8

−0.4

0

0.4

-5 -3 -1 0 1 3 5

(5)

CF = 3
CF = 9
CF = 99

ph,1

x1 x2

ph,2

x1 x2

FIGURE 10.13. – Coupes des composantes de la polarité selon les axes définis figure 10.2,
en fonction de CF = Ta. Second cas. Le cas de référence est donné par le
tableau 10.2. La ligne horizontale en pointillés sur la figure (1) correspond
à la droite d’équation y = 1.
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petit que dans les autres cas, donc le temps de calcul et le nombre d’itérations obtenus ne
sont pas comparables. Les temps de calcul restent raisonnables (quelques heures). En effet,
notre but était d’atteindre l’état stationnaire le plus rapidement possible, nous n’avons donc
pas cherché à capturer le régime transitoire avec précision. Le cas qui a nécessité le plus
de temps de calcul et le plus d’itérations est le cas CF = 99. Seul celui-ci a présenté une
diminution du pas de temps, passant au moins une fois à 0.05.

CF 0.25 1 3 (référence) 9 99
β 0.2 0.5 0.75 0.9 0.99

temps cpu 1 h34 2 h20 14 h30 3 h50 9 h33
nombre total d’itérations 3694 5362 30934 8983 19946
nmax 2307 3366 20000 5247 12815
klast moyen 1.6 1.59 1.55 1.71 1.56
ηn,k

h minimal −0.18 −0.18 0 −0.16 −0.58
ηn,k

h moyen 0.41 0.38 0.5 0.4 0.24
ηn,k

h maximal 1.79 1.58 1.82 1.5 1.5

TABLE 10.3. – Quelques statistiques en fonction de CF = Ta (ou de β = CF/(CF+1)) pour les
calculs menés sur bande avec obstacle circulaire, en régime incompressible. Le
nombre klast désigne la dernière itération de point fixe réalisée et la quantité
ηn,k

h le taux de convergence de la méthode point fixe. Celle-ci comprend
toujours entre une et cinq itérations au total. Les quantités sont données avec
deux chiffres significatifs.

10.3.3. Effet de Pe

Choix des paramètres

Nous étudions maintenant l’effet de Pe. Nous comparons pour cela le cas de référence
(Pe = 2) à quatre autres configurations, toutes choses égales par ailleurs : Pe = 0.25,
Pe = 0.5, Pe = 1 et Pe = 4. Nous divisons l’étude de sensibilité au paramètre en deux
parties : la première concerne les deux configurations à faible Pe et la seconde les deux
dernières, mais toujours par rapport au cas de référence. Dans le premier cas, on tend vers
un régime où le temps de relaxation de la polarité devient négligeable ; ce sont alors les
forces polaires de rappel élastique qui tendent à dominer, forçant une uniformité spatiale
de la polarité, au moins sur des distances de l’ordre de κ. Dans le second cas, on tend vers
un régime où le transport de la polarité par la vitesse domine.
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Premier cas : Pe ∈ {0.25,0.5, 2}
Qualitativement, la figure 10.14 montre que les cas Pe = 0.25 et Pe = 0.5 sont similaires,

mais tranchent complètement avec le cas de référence Pe = 2. La dissymétrie haut/bas sur
la vitesse est beaucoup plus marquée dans ces deux cas et les zones d’accélération et de
décélération sont beaucoup plus étendues en aval de l’obstacle. Cette dissymétrie est aussi
visible sur les coupes de la figure 10.15 (en comparant les axes (2a) et (2b) ou directement
sur les axes (3), (4) (5)), qui montrent aussi effectivement les similitudes entre les cas
Pe = 0.25 et Pe = 0.5.

Comme anticipé plus haut, à Pe faible, la norme de la polarité est plus uniforme, proche
de 1, conséquence de la prééminence des forces polaires de rappel (figures 10.14 et 10.16).
Étonnamment, dans ces régimes, la polarité tend à se retourner contre le sens du mouvement
en aval de l’obstacle (figure 10.14). Ce phénomène est particulièrement visible sur l’axe
horizontal (1) et l’axe vertical (4), le long desquels la polarité change de signe (figure 10.16).

Second cas : Pe ∈ {1,2, 4}
Clairement, la figure 10.17 montre que la cas Pe = 1 est un cas intermédiaire entre les

cas Pe = 0.5 et Pe = 2, avec une dissymétrie haut/bas et une zone de décélération en aval
qui commencent à être marquées, et un retournement de la polarité en aval de l’obstacle.
Au contraire, le cas Pe = 4 renforce la symétrie haut/bas, aussi bien celle de la vitesse que
celle la polarité, et étend les zones de variations en norme de cette dernière.

On observe même, comme dans le cas CF = 99, un léger sursaut de la vitesse très localisé
derrière l’obstacle, chose confirmée par la coupe de la première composante de la vitesse
le long de l’axe (1) (figure 10.18). Cela dit, la figure 10.18 montre plus généralement
qu’au-delà d’une certaine valeur, le nombre Pe a une influence minime sur la dynamique
de la vitesse. Au contraire, d’après la figure 10.19, la norme de la première composante
ph,1 de la polarité semble évoluer linéairement en Pe sur les axes (2), (3) et (5), tandis que
la seconde composante ne semble que peu affectée, sauf pour Pe = 1 sur l’axe horizontal
central (1), le long duquel on observe bien une composante non nulle.

Comportement de l’algorithme

Nous rappelons que l’environnement de calcul a été décrit dans la section 9.2.1.
Le tableau 10.4 donne un aperçu des statistiques associées aux calculs effectués pour

les différents Pe. Le cas de référence a été lancé avec un pas de temps initial dix fois plus
petit que dans les autres cas, donc le temps de calcul et le nombre d’itérations obtenus
ne sont pas comparables. Les temps de calcul restent raisonnables (quelques heures). En
effet, notre but était d’atteindre l’état stationnaire le plus rapidement possible, nous n’avons
donc pas cherché à capturer le régime transitoire avec précision. Étonnamment, c’est le cas
Pe = 1 qui a demandé le plus de temps de calcul, et non Pe = 0.25, qui présente la plus
forte dissymétrie haut/bas (et un temps de calcul important, relativement aux autres cas).
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(a) Vitesse – Pe = 0.25. (b) Polarité – Pe = 0.25.

(c) Vitesse – Pe = 0.5. (d) Polarité – Pe = 0.5.

(e) Vitesse – Pe = 2. (f) Polarité – Pe = 2.

FIGURE 10.14. – Effet de Pe sur la vitesse et la polarité. Premier cas. Le cas de référence est
donné par le tableau 10.2. Légende : les flèches noires à gauche des titres
des barres de couleur correspondent à la vitesse et à la polarité d’entrée,
c’est-à-dire un vecteur de norme 1.
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FIGURE 10.15. – Coupes des composantes de la vitesse selon les axes définis figure 10.2,
en fonction de Pe. Premier cas. Le cas de référence est donné par le
tableau 10.2. La ligne horizontale en pointillés sur la figure (1) correspond
à la droite d’équation y = 1.
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FIGURE 10.16. – Coupes des composantes de la polarité selon les axes définis figure 10.2,
en fonction de Pe. Premier cas. Le cas de référence est donné par le
tableau 10.2. La ligne horizontale en pointillés sur la figure (1) correspond
à la droite d’équation y = 1.
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(a) Vitesse – Pe = 1. (b) Polarité – Pe = 1.

(c) Vitesse – Pe = 2. (d) Polarité – Pe = 2.

(e) Vitesse – Pe = 4. (f) Polarité – Pe = 4.

FIGURE 10.17. – Effet qualitatif de Pe sur la vitesse et la polarité. Second cas. Le cas de
référence est donné par le tableau 10.2. Légende : les flèches noires à
gauche des titres des barres de couleur correspondent à la vitesse et à la
polarité d’entrée, c’est-à-dire un vecteur de norme 1.
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FIGURE 10.18. – Coupes des composantes de la vitesse selon les axes définis figure 10.2,
en fonction de Pe. Second cas. Le cas de référence est donné par le ta-
bleau 10.2. La ligne horizontale en pointillés sur la figure (1) correspond
à la droite d’équation y = 1.
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FIGURE 10.19. – Coupes des composantes de la polarité selon les axes définis figure 10.2,
en fonction de Pe. Second cas. Le cas de référence est donné par le ta-
bleau 10.2. La ligne horizontale en pointillés sur la figure (1) correspond
à la droite d’équation y = 1.
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Seul le cas Pe = 4 a présenté une diminution du pas de temps (passant au moins une fois à
0.025, ce qui correspond à deux diminutions successives), mais ce n’est pas pour autant
qu’il ait demandé plus de temps de calcul que les autres cas.

Pe 0.25 0.5 1 2 (référence) 4

temps cpu 13 h47 8 h57 16 h15 14 h30 2 h46
nombre total d’itérations 27880 19855 37378 30934 6239
nmax 18339 12005 20000 20000 12815
klast moyen 1.5 1.7 1.9 1.5 1.7
ηn,k

h minimal −0.092 −0.13 −0.15 0 −0.18
ηn,k

h moyen 0.3 0.37 0.45 0.5 0.42
ηn,k

h maximal 1.5 1.5 1.5 1.8 1.6

TABLE 10.4. – Quelques statistiques en fonction de Pe pour les calculs menés sur bande
avec obstacle circulaire, en régime incompressible. Le nombre klast désigne
la dernière itération de point fixe réalisée et la quantité ηn,k

h le taux de
convergence de la méthode point fixe. Celle-ci comprend toujours entre une
et cinq itérations au total. Les quantités sont données avec deux chiffres
significatifs.
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10.3.4. Discussion

Dans cette exploration, nous ne montrons ni le rôle de B, ni celui de κ. Pour le cas de
B, nous en expliquons la raison un peu plus bas. Quant à κ, les solutions ne semblent pas
évoluer quand celui-ci diminue (nous avons essayé κ= 0.05 et κ= 0.01).

Influence des conditions aux limites sur la dynamique dans un voisinage de l’obstacle

La figure 10.20 montre que l’effet de la condition aux limites (10.1b) n’est pas neutre
sur la vitesse, mais nous vérifions que le canal est suffisamment long pour que cela n’ait
pas d’impact au voisinage de l’obstacle. De manière plus spectaculaire, la figure 10.20 (c),
qui représente notamment les lignes de courant de la vitesse dans le référentiel du tissu,
met en évidence l’effet de longue portée de l’obstacle. Cela dit, cette vitesse est négligeable
en dehors du voisinage de l’obstacle clairement délimité sur la figure 10.20 (a,b), et ces
lignes de courant pourraient alors être le résultat d’artefacts numériques. Une étude plus
approfondie pourrait permettre de trancher, en calculant la fonction de courant ψ ou en
relançant le calcul sur un maillage plus fin. S’il s’avère que l’obstacle a effectivement une si
longue portée, alors la taille du domaine en aval est complètement justifiée par ce calcul.

Dissymétrie haut/bas

La dissymétrie haut/bas est un phénomène rare dans les écoulements ou migrations
laminaires, où l’inertie est négligeable. On l’observe plus souvent pour les écoulements ou
migrations turbulents, ou chez les fluides viscoélastiques décrits par le modèle d’Oldroyd-B,
où le nombre de Weissenberg est élevé.

Nous avons vu précédemment que la dissymétrie était d’autant plus importante que CF

était important ou que Pe était faible. Pour quantifier cette observation, nous définissons
l’intensité de dissymétrie haut/bas d’un champ de vecteurs c par la quantité

�∫

Ω

[c1(x1, x2)− c1(x1,−x2)]
2 dx +

∫

Ω

[c2(x1, x2) + c2(x1,−x2)]
2 dx

�1/2

. (10.7)

Cette mesure de la dissymétrie vaut exactement 0 si, et seulement si, c est un champ de
vecteurs symétriques par rapport à l’axe x2 = 0.

La figure 10.21 montre que l’intensité de dissymétrie de la vitesse suit une loi puissance
en CF. Au contraire, celle de la polarité ne semble pas suivre une loi particulière, voire
semble relativement indépendante du paramètre dans la plage β ∈]0, 0.75]. Nous pensons
qu’il existe une valeur critique de CF (ou de β) à partir de laquelle le système subit une
importante brisure spontanée de symétrie haut/bas : chaque solution est asymétrique. Et ce,
même si bien sûr l’ensemble des solutions respecte globalement la symétrie, conformément
au principe de Curie.

Cette même figure montre également que l’intensité de dissymétrie de la vitesse semble
inversement proportionnelle à Pe sur l’intervalle [0.25,2], avant de plafonner à partir
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(a) Vitesse

(b) Polarité

(c) Vitesse dans le référentiel du tissu

FIGURE 10.20. – Mise en évidence de la distance suffisante entre les bords verticaux et
l’obstacle : les conditions aux limites sur ces bords n’influent pas sur la
migration autour de l’obstacle. Paramètres issus du tableau 10.1. Par
rapport au cas de référence décrit par le tableau 10.2, le nombre sans
dimension Pe vaut ici 0.5.
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de Pe = 2. Des calculs supplémentaires permettraient en premier lieu de confirmer cette
relation linéaire, en deuxième lieu de confirmer ou d’infirmer la présence d’un plateau
au-delà d’un certain Pe et en troisième lieu de déterminer avec plus de précision la valeur
du Pe critique, séparant le régime linéaire du plateau. La dissymétrie de la polarité ne
dépend par contre pas linéairement de Pe.

Sursaut

Nous avons également observé un sursaut de la vitesse derrière l’obstacle à CF ∈ {3, 9, 99}
et à Pe ∈ {2,4}. Cette propriété est également remarquable, et est par exemple une des
caractéristiques du modèle visco-élasto-plastique étudié dans [Che+11, figure 2] ou de
modèles viscoélastiques à extension finie comme le modèle FENE-CR ou celui de Phan-Thien
et Tanner [DP03 ; Sar24], qui limitent la trace de la déformation élastique en-dessous d’un
seuil, contrairement au modèle de viscoélasticité d’Oldroyd-B par exemple, où cette trace
est potentiellement non bornée et pour lequel on n’observe pas de sursaut [DP03, tableau
6] [Che+11, section 4.1]. Dans notre cas, le sursaut se rapproche plus de celui observé
pour les modèles viscoélastiques à extension finie : quand il correspond à une augmentation
d’environ 5% avec notre modèle, dans les plages de paramètres étudiés (et jusqu’à 7.3%
quand Pe = 4 d’après le tableau 10.5), le modèle visco-élasto-plastique exhibe au contraire
des augmentations pouvant atteindre les 20%.

Pe 2 4 CF 1 3 9 99

sursaut vitesse (%) 3.1 7.3 0.78 3.1 5.9 5.9
sursaut polarité (%) 37 82 32 37 38 5

TABLE 10.5. – Valeurs des dépassements de la vitesse et de la polarité par rapport à 1 en
aval de l’obstacle, le long de l’axe horizontal central (1) et en fonction de Pe
et de CF pour les calculs menés sur bande avec obstacle circulaire, en régime
incompressible. Les quantités sont données avec deux chiffres significatifs.

Quoi qu’il en soit, on peut s’interroger sur l’origine de ce sursaut. Toujours d’après [Che+11,
section 4.1], il semble qu’un sursaut de la vitesse apparaît quand la déformation élastique
ne relaxe plus exponentiellement vers le taux de déformation, ce qui est par exemple le cas
lorsque celle-ci reste bornée. Chez les fluides visco-élasto-plastiques, cela est imposé par le
seuil de plasticité, dont la valeur est positivement corrélée à la hauteur du sursaut ; chez
les fluides viscoélastiques à extension finie, par la présence d’un terme non-linéaire dans
l’équation constitutive du tenseur des contraintes élastiques qui borne les déformations
élastiques [DP03 ; Sar24]. Dans notre modèle, l’absence de déformation élastique rend
l’argument caduque. Pourtant, on observe des similitudes. Le terme en double-puits agit
un peu comme un seuil : il tend à borner la polarité autour d’un voisinage de 1. Or, plus
Pe est grand, moins ce terme a une influence sur la dynamique de la polarité, donc moins

246



10.3. Exploration des paramètres

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

13 9 99

in
te

ns
ité

de
di

ss
ym

ét
rie

ha
ut

/b
as

de
la

vi
te

ss
e

CF = β
1−β

CF

0.15× C0.75
F

(a) Vitesse – CF = β/(1− β).

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

0.2 0.5 0.75 0.9 0.99

in
te

ns
ité

de
di

ss
ym

ét
rie

ha
ut

/b
as

de
la

po
la

rit
é

β =
CF

CF + 1

(b) Polarité – β= CF/(CF + 1).

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

0.25 0.5 1 2 4

in
te

ns
ité

de
di

ss
ym

ét
rie

ha
ut

/b
as

de
la

vi
te

ss
e

Pe

Pe
−1.43× Pe

(c) Vitesse – Pe.

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0.25 0.5 1 2 4

in
te

ns
ité

de
di

ss
ym

ét
rie

ha
ut

/b
as

de
la

po
la

rit
é

Pe

(d) Polarité – Pe.

FIGURE 10.21. – Mesure du niveau de dissymétrie haut/bas de la vitesse et de la polarité en
fonction des paramètres CF et Pe. Colonne de gauche : mesures concernant
la vitesse. Colonne de droite : mesures concernant la polarité. L’intensité
de dissymétrie haut/bas de la polarité est tracée en fonction de β et non
de CF pour des raisons de lisibilité, mais cela reste équivalent.
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Chapitre 10. Exploration du modèle

celle-ci est contrainte autour de 1, ce qui par analogie, reviendrait en quelque sorte à
augmenter le seuil de plasticité. Cela expliquerait donc le sursaut de la polarité. Mais qu’en
est-il de la vitesse? Nous pensons que si le couplage d’alignement de la polarité et de la
vitesse dans la loi de conservation de la quantité de mouvement (5.47a) est suffisamment
important (autrement dit, si CF, ou β, n’est pas trop petit, chose qui reste encore à quantifier
précisément), alors la vitesse tend à suivre la polarité et donc peut également présenter
un sursaut en aval de l’obstacle. L’effet de Pe est alors similaire à celui du nombre de
Deborah [DP03, équation (24)] dans les modèles viscoélastiques à extension finie, qui
représente le temps de relaxation viscoélastique adimensionné : dans les deux cas, le sursaut
de la vitesse augmente avec ce temps de relaxation adimensionné.

Signalons enfin qu’un sursaut de la vitesse derrière l’obstacle se manifeste par des
zones dites de recirculation de la vitesse dans le référentiel du tissu. Nous montrons sur
la figure 10.22 quelques cartes de la vitesse dans le référentiel du tissu exhibant ces
recirculations.

Rôle de B

Dans cette exploration, nous n’avons pas montré le rôle de B. Comme pour κ, lorsque
B ∈ {0, 0.4, 0.8}, le comportement des différents champs n’est pas affecté outre-mesure. Mais
lorsque B ∈ {1.6,3.2,6.4}, l’étude devient plus délicate. En effet, d’après le tableau 10.6,
les calculs avec ces paramètres ont nécessité plus de quatre (pour B = 1.6) à sept (pour
B = 6.4) diminutions consécutives du pas de temps. En conséquence, l’état stationnaire
avec ces valeurs de B est plus difficile à atteindre ; nous ne l’avons d’ailleurs pas atteint, ce
qui ne signifie pas qu’il est inaccessible. Pire, avec B = 1.6, le résidu de la vitesse oscille en
temps, comme illustré par la figure 10.23. Cette même figure semble montrer que le cas
B = 3.2 se comporte de manière similaire. Nous voyons deux explications possibles. Soit le
système présente effectivement des oscillations pour ces valeurs de B, et l’état stationnaire
n’existe pas, soit ces régimes demandent une résolution en temps plus précise, et donc de
capturer le transitoire avec plus de précision. Remarquons que le cas B= 6.4 n’a pas été
résolu assez loin en temps pour que se dessinent clairement des oscillations ou un début de
convergence.
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10.3. Exploration des paramètres

(a) Cas de référence.

(b) Pe = 4.

(c) κ= 0.05.

(d) κ= 0.01.

FIGURE 10.22. – Recirculations comme manifestations de la présence d’un sursaut de la
vitesse derrière l’obstacle, dans différentes configurations. Légende : la
flèche noire à gauche du titre de la barre de couleur correspond à la vitesse
d’entrée, c’est-à-dire une vitesse de norme 1.
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B 0.4 (référence) 1.6 3.2 6.4

temps cpu 14 h30 18 h47 1 d5 h28 17 h59
nombre total d’itérations 30934 46552 70908 43261
nmax 20000 20000 30000 20000
temps final T 200 470 147 18
∆t minimal 0.01 6.3× 10−3 1.6× 10−3 7.8× 10−4

∆t moyen 0.01 2.4× 10−2 4.9× 10−3 8.9× 10−4

∆t maximal 0.01 0.1 0.1 0.1

TABLE 10.6. – Quelques statistiques en fonction de B pour les calculs menés sur bande
avec obstacle circulaire, en régime incompressible. Le nombre klast désigne la
dernière itération de point fixe réalisée. La méthode de point fixe comprend
toujours entre une et cinq itérations au total. Les quantités sont données avec
deux chiffres significatifs.
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FIGURE 10.23. – Normes L2 des résidus, définies par l’équation (9.9), des équations station-
naires de la vitesse et de la polarité pour deux valeurs de B, prises par
rapport au cas de référence décrit par le tableau 10.2.
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Chapitre 10. Exploration du modèle

10.4. Étude de l’influence de la contrainte active dans le
disque unité

Dans les sections précédentes, notre attention s’est portée sur l’étude de la bande avec
obstacle circulaire. Sur cette géométrie, nous avons réalisé une première exploration du rôle
des différents paramètres du modèle, sauf de celui du coefficient de contrainte active Sa.
Le rôle de ce paramètre est entre autres d’injecter de l’énergie dans le modèle, autrement
dit de déstabiliser le système en le menant, voire en l’entretenant, hors-équilibre [LMR23].

Cependant, le problème de la section 10.3 est très contraint, via les conditions de Dirichlet
en entrée et en sortie du domaine, et sa résolution n’a été réalisée que dans le but d’atteindre
un état stationnaire. Ces deux caractéristiques sont d’une certaine façon antinomiques
avec le rôle du coefficient de contrainte active Sa, dont l’exploration est préférable sur des
systèmes moins contraints (sans condition de Dirichlet donc) et fluctuants temporellement.
En conséquence, nous proposons dans cette section d’explorer l’influence du paramètre de
contrainte active Sa sur un disque fermé, duquel aucune cellule n’entre ou ne sort. Mieux
encore, nous montrons que notre modèle est capable de créer du mouvement collectif
spontanément.

10.4.1. Maillage et condition initiale

Nous résolvons maintenant le problème de point fixe de la section 8.3.3 sur le disque
unité Ω := {x ∈ R2 | |x |6 1}, avec les conditions aux limites

v • n = 0 et
�
σT
�

nt
= 0 sur ∂Ω, (10.8a)

∂ p
∂ n
= 0 sur ∂Ω. (10.8b)

Comme la frontière ∂Ω est courbe, la condition de non pénétration (10.8a) est en pratique
approchée de la même manière que celle sur l’obstacle, dont la méthode a été décrite dans
la section 10.1.2.

10.4.2. Paramètres

Pour cette étude, nous retenons le jeu de paramètres donné dans le tableau 10.7.

β= 0.95 ⇐⇒ CF = Ta = 19 Pe = 0.5 κ= 0.03 B= 0.1 a = 1

TABLE 10.7. – Paramètres retenus pour les calculs menés sur le disque unité, en régime
incompressible.

Le choix de ces paramètres est le résultat d’une part de ce que nous savons de leur
influence sur la bande avec obstacle, et d’autre part d’une méthode essai-erreur menée
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10.4. Étude de l’influence de la contrainte active dans le disque unité

sur le disque unité, sur le carré unité et sur un anneau de rayon intérieur 0.5 et de rayon
extérieur 1. Nous avons en particulier pris β = 0.95 et κ = 0.03 pour créer des effets de
taille importants. En effet, d’après la section 10.3.2, plus β est proche de 1, soit CF→ +∞,
plus la longueur de cohérence de la vitesse est petite, ce qui correspond à un cas où la taille
du domaine domine celle des structures de la vitesse. De même, d’après la section 3.3.2, κ
représente le ratio de la longueur de cohérence polaire et de la longueur caractéristique du
domaine (ici le rayon du disque), donc κ→ 0 correspond aussi à un régime où la taille
du domaine domine celle des structures polaires, cette fois-ci. D’un certain point de vue,
nous cherchons par ce biais à modéliser les mouvements collectifs d’un grand nombre de
cellules confinées sur un disque, si l’on interprète les longueurs de cohérence comme des
distances effectives d’interaction entre cellules.

Nous étudions l’influence du coefficient de contrainte active Sa en le prenant successive-
ment égal à 0, 1 puis 3.

10.4.3. Maillage et paramètres numériques

Pour capturer fidèlement la taille effective des structures représentées par 1− β et κ,
nous devons mailler le disque unité Ω suffisamment finement. Dans l’idéal, ces longueurs
parcourent 3 à 4 éléments du maillage, ce qui revient à imposer une relation de la forme

h6 1
3

min(1− β,κ). (10.9)

Pour une première étude et pour éviter des maillages trop fins, nous relaxons légèrement
cette contrainte en demandant seulement

h≈min(1− β,κ). (10.10)

De manière similaire à l’obstacle de la bande des sections précédents (voir la section 10.2.2),
nous construisons le maillage du disque unité en discrétisant sa frontière par un polygone
à N côtés à l’aide de BAMG. Le pas du maillage est donc de l’ordre de 2π/N. Dans notre cas
(voir le tableau 10.7), la relation (10.10) donne alors N ≈ 2π/κ, soit N = 210. Le résultat
est montré sur la figure 10.24.

Nous fixons enfin le pas de temps initial à ∆t0 = 10−2, le nombre maximal d’itérations
de la méthode de point fixe à kmax = 10 et le seuil de tolérance à δfp = 10−5.

10.4.4. Condition initiale

Dans le but de montrer que notre modèle est capable de créer du mouvement collectif
spontanément, nous partons d’une condition initiale aléatoire, proche de zéro. Spécifi-
quement, nous construisons la polarité initiale comme un vecteur unitaire d’angle tiré
uniformément entre 0 et 2π, et de norme pondérée par un nombre suivant une loi normale
de moyenne nulle et d’écart-type égal à 0.1. Cette polarité initiale est d’abord interpolée sur
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Chapitre 10. Exploration du modèle

FIGURE 10.24. – Maillage du disque unité construit comme un polygone de N = 210 côtés.
Il comporte 7554 triangles.

le maillage grossier défini figure 10.25 avant d’être à nouveau interpolée sur le maillage plus
fin défini figure 10.24. Ainsi, la polarité présente initialement de plus grandes structures
que si on l’avait directement interpolée sur le maillage fin.

10.4.5. Résultats

Comparaisons qualitatives des champs de vitesse et de polarité

L’absence de contraintes actives (Sa = 0) ne signifie pas l’absence totale d’activité :
rappelons que la force active Tap est toujours présente. Pourtant, sans contraintes actives, si
le système crée un semblant de mouvement spontané, celui-ci ne dure pas et la vitesse tend
vers 0 (figure 10.26, colonne de gauche). En effet, si l’on regarde la structure de l’estimation
d’énergie (7.12), on remarque que le terme issu de la force active est « seulement » en
|p|2 – alors que le terme issu des contraintes actives est en |p|4 – d’où sans doute sa moins
grande capacité à pousser le système hors-équilibre.

Toujours lorsque Sa = 0, la polarité tend quant à elle à se stabiliser dans une configura-
tion isotrope (figure 10.27, colonne de gauche). Elle est globalement de norme 1, et ses
changements de direction créent des couches limites (les filaments blancs), semblables aux
défauts topologiques rencontrés chez les cristaux liquides et les gels actifs [Mar+13 ; TS17 ;
Lin+18], même si ceux-ci ont plus tendance à être ponctuels et non filamenteux. Quand
Sa = 0, ces couches limites fusionnent petit à petit (figure 10.27, colonne de gauche), et ne
restent que deux points singuliers. Nous n’avons pas mené le calcul plus loin, mais nous
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FIGURE 10.25. – Maillage du disque unité construit comme un polygone de N = 25 côtés
(gauche), sur lequel est interpolé la polarité initiale (droite).

conjecturons que ces deux points finiront par fusionner en un seul point singulier qui se
stabilisera au centre du disque et duquel partira radialement la polarité.

Au contraire, la présence de contraintes actives (Sa ∈ {1,3}) crée bien un mouvement
spontané et même l’entretient (figure 10.26, colonnes centrale et de droite). Elle maintient
ou façonne également les défauts topologiques, d’autant plus que Sa est élevé (figure 10.27,
colonnes centrale et de droite).

Évolution de l’énergie libre en fonction de Sa

Ces calculs présentent de nombreuses fluctuations et les comparaisons semi-quantitatives
à l’aide des coupes selon des axes spécifiques, réalisées avec les calculs sur bande avec
obstacle (section 10.3), ne sont donc pas pertinentes. Des outils de physique statistique
pourraient sans doute s’avérer utiles ici, notamment pour des comparaisons futures avec des
données expérimentales. Nous proposons ici de comparer des quantités effectives sur tout
le domaine, et notamment l’influence du coefficient de contraintes actives Sa sur l’évolution
temporelle de l’énergie libre.

Nous tenons du théorème 7.1.2 une estimation de l’énergie libre dans laquelle le tenseur
des contraintes actives σa := −Sap⊗p occupe une place primordiale, et entre en particulier
en compétition avec le tenseur taux de déformation D(v), l’un tendant à déstabiliser le
système (ce qui revient à augmenter l’énergie), l’autre à le stabiliser (ce qui revient à
diminuer l’énergie). La figure 10.28 montre effectivement que l’énergie libre tend vers une
constante (probablement nulle) pour Sa = 0, ce qui signifie que le système tend vers un état
d’équilibre, tandis qu’elle oscille pour Sa > 0, indiquant que le système est constamment
maintenu hors-équilibre.

Les courbes de Lissajous (figure 10.29), c’est-à-dire les trajectoires (F ,
.F ), où

.F dé-
signe simplement la dérivée en temps de l’énergie libre F , illustrent l’augmentation des
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(a) t = 10, Sa = 0 (b) t = 10, Sa = 1 (c) t = 10, Sa = 3

(d) t = 20, Sa = 0 (e) t = 20, Sa = 1 (f) t = 20, Sa = 3

(g) t = 30, Sa = 0 (h) t = 30, Sa = 1 (i) t = 30, Sa = 3

(j) t = 40, Sa = 0 (k) t = 40, Sa = 1 (l) t = 40, Sa = 3

(m) t = 50, Sa = 0 (n) t = 50, Sa = 1 (o) t = 50, Sa = 3

FIGURE 10.26. – Cartes des vitesses en différents temps en fonction du coefficient de
contrainte active Sa. Les autres paramètres sont donnés par le tableau 10.7.
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(a) t = 10, Sa = 0 (b) t = 10, Sa = 1 (c) t = 10, Sa = 3

(d) t = 20, Sa = 0 (e) t = 20, Sa = 1 (f) t = 20, Sa = 3

(g) t = 30, Sa = 0 (h) t = 30, Sa = 1 (i) t = 30, Sa = 3

(j) t = 40, Sa = 0 (k) t = 40, Sa = 1 (l) t = 40, Sa = 3

(m) t = 50, Sa = 0 (n) t = 50, Sa = 1 (o) t = 50, Sa = 3

FIGURE 10.27. – Cartes des polarités en différents temps en fonction du coefficient de
contrainte active Sa. Les autres paramètres sont donnés par le tableau 10.7.
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FIGURE 10.28. – Variations temporelles de l’énergie libre F en fonction du coefficient
de contraintes actives Sa. Les autres paramètres sont donnés par le ta-
bleau 10.7. Les barres verticales en pointillés correspondent aux instants
dont on a extrait les cartes des figures 10.26 et 10.27.
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fluctuations avec le coefficient Sa.
Remarque 10.4.I : L’énergie libre tracée ici correspond à l’énergie libre continue, définie
par les équations (5.31) et (5.38), et non à sa version semi-discrète (7.14). L’utilisation de
cette dernière améliorerait certainement la précision des calculs.

10.4.6. Discussion

L’influence des contraintes actives est connue depuis longtemps dans la littérature [Mar+13].
De nombreuses simulations ont déjà été effectuées montrant le même type de structures
complexes [Saw+17 ; TS17 ; Lin+18], semblables à des défauts topologiques, que l’on
obtient ici. Les résolutions numériques que nous réalisons dans cette section sont cependant,
à notre connaissance, les premières à avoir été menées avec un modèle continu, à l’aide de
la méthode des éléments finis. En conséquence, on peut très bien imaginer produire des
calculs similaires sur des géométries plus complexes, notamment un hippodrome rempli de
cellules [Dur20], sur lequel les quantités mesurées sont très fluctuantes voir chapitre 11.

10.5. Bilan

La résolution de modèles similaires au nôtre, en géométrie complexe, n’avait jamais été
considérée dans la littérature. Sur la bande avec obstacle, elle représente par exemple un
véritable défi numérique, dans la mesure où l’obstacle force une migration hétérogène.

Dans ce chapitre, nous avons étudié l’influence des paramètres CF et Pe sur le compor-
tement des solutions sur une bande avec obstacle circulaire (section 10.3), et celle du
coefficient de contrainte active Sa sur le comportement des solutions sur le disque unité
(section 10.4). Nous en avons conclu

– que le coefficient de friction CF contrôle la longueur de cohérence de la vitesse (et
donc la portée de l’influence de l’obstacle), qui est d’autant plus grande que CF est
petit ;

– l’existence d’un coefficient de friction critique, situé quelque part entre 0.9 et 0.99,
à partir duquel la vitesse et la polarité deviennent très dissymétriques relativement
à l’axe horizontal central x2 = 0, marquant l’entrée dans un régime à friction domi-
nante ;

– que le nombre Pe a une influence majeure sur la migration et contrôle la capacité de
la polarité à résister au flot ;

– qu’en conséquence, à faible Pe, la polarité a sa dynamique propre : elle cherche à se
retourner contre le flot, créant une migration là aussi très dissymétrique haut/bas ;
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FIGURE 10.29. – Courbes de Lissajous de l’énergie libre F équation (5.31) en fonction du
coefficient de contrainte active Sa. Les autres paramètres sont donnés par
le tableau 10.7.
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– qu’à grande Pe, la polarité est advectée par la vitesse et le comportement de notre
modèle se rapproche alors de celui d’un fluide viscoélastique à extension finie [DP03] :
dans les plages de paramètres étudiés ici, la vitesse (et même la polarité) peut
présenter un sursaut derrière l’obstacle ;

– qu’il est sinon nécessaire, au moins suffisant d’avoir une contrainte active non négli-
geable pour créer un mouvement collectif spontané ;

– que le niveau de fluctuations du système est directement dépendant de la contrainte
active, générant une forme de stochasticité avec un modèle purement déterministe.

Sur ces deux géométries, les solutions exhibent donc des comportements non triviaux, dont
il reste à déterminer s’ils peuvent correspondre à des mouvements collectifs de cellules ;
c’est l’objet du prochain chapitre.

261





Chapitre

11Comparaison avec les expériences de
migration sur bande avec obstacle

Le modèle bidimensionnel incompressible construit dans le chapitre 3, discrétisé dans les
chapitres 6 et 8, validé numériquement dans le chapitre 9 et exploré dans le chapitre 10,
est finalement confronté aux expériences de migration d’épithéliums autour d’un obstacle,
réalisées par TLILI et al. dans [Tli+20] et DURANDE dans [Dur20].

Alors que ces expériences présentent un front sec de migration et que notre modèle
n’est valable qu’à densité constante, nous proposons quand même une comparaison des
données expérimentales et des calculs numériques. Notre objectif est de montrer que nous
sommes bel et bien en capacité de comparer des quantités représentatives de la migration
en géométrie complexe, notamment le champ de vitesse.

Nous commençons ce chapitre en présentant les expériences (section 11.1). Nous décri-
vons brièvement le protocole utilisé avant de détailler le traitement que nous avons appliqué
aux données. Nous mettons en particulier en place une correction de la vitesse capable de
réduire l’influence du front sec de migration. Dans la section 11.2, nous comparons ensuite
ces données traitées au cas numérique de référence étudié dans le chapitre 10 précédent
(section 10.3), qui nous a semblé être le meilleur candidat.

Table des matières

11.1. Présentation de l’expérience sur bande avec obstacle circulaire . . . . . 263

11.2. Comparaisons avec les expériences sur bande avec obstacle circulaire 271

11.1. Présentation de l’expérience sur bande avec obstacle
circulaire

11.1.1. Protocole expérimental

Nous décrivons brièvement les expériences menées sur bande avec obstacle circulaire.
Cette géométrie présente l’avantage de forcer l’hétérogénéité de la migration, autrement
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dit un mouvement bidimensionnel, ce dont nous avons déjà discuté dans la section 1.4.1.
Elle a été étudiée dans le cadre de la thèse de DURANDE [Dur20].

Cette expérience est divisée en trois étapes distinctes (figure 11.1) :

1. Délimitation de la géométrie (maillage). Un motif de protéines d’adhésion (des fibronec-
tines) est déposé sur un substrat de rigidité modulable (dur ou mou, selon l’objectif
visé) à l’aide d’un tampon. Les zones vierges de fibronectines, celles où les cellules ne
sont pas censées migrer, sont ensuite traitées avec un tensioactif hydrophile appelé
Pluronic.

2. Dépôt des cellules (condition initiale). Dans le cas de la bande, on commence par placer
un bloc de verre sur la seconde moitié du domaine pour en bloquer l’accès aux cellules.
Des cellules épithéliales de rein de chien polarisées (Madin-Darby canine kidney –
MDCK II) sont ensuite déposées sur le substrat avant de se positionner sur les zones
de fibronectines accessibles ; ce qui dure entre un et deux jours. On leur administre
alors de la mitomycine C pour les empêcher de se diviser.

3. Migration (calcul). Des images sont acquises par microscope tout au long de la migration.
Elles sont ensuite analysées informatiquement pour en extraire les champs physiques
pertinents. Les contours des cellules sont obtenues par segmentation des images,
desquels on déduit leurs positions et formes au cours du temps. Une autre possibilité
d’obtenir la déformation moyenne est d’utiliser la transformation de Fourier de
l’image [Dur+19]. La vitesse est ensuite calculée à l’aide de l’algorithme de Kanade-
Lucas-Tomas (KLT).

Les expériences sur bandes avec obstacle circulaire, dites de Stokes, ont déjà permis
d’établir le caractère fluide viscoélastique des tissus [Tli+20]. Le temps de relaxation est
estimé à τe = 70 min, pour un temps de migration de 12 h. Une bande typique mesure
4 mm de long sur 1 mm de large pour un obstacle de rayon 200 µm.

Intérêt de cette expérience pour réaliser des comparaisons avec un modèle

Comme expliqué dans la section 1.4.1, les expériences sur bandes avec obstacle ont
l’avantage de forcer les cellules à contourner l’obstacle, créant une hétérogénéité discri-
minante pour les modèles. Dans notre étude numérique, nous forçons la migration avec
les conditions au bord (voir la section 10.1.1) plutôt que par le front sec et le gradient de
densité associé. Malgré cette différence, nous comparons le modèle et l’expérience.

Ces expériences présentent un autre avantage : les fluctuations y sont moins importantes
que sur d’autres géométries et contrôlables par l’adjonction de drogues qui permettent
de perturber certains réseaux de protéines. Nous nous intéressons en particulier à la
para-amino-blebbistatine (dénommée blebbistatine par la suite), un inhibiteur de myosine
II [Dur20, chapitre IV]. Les myosines sont les moteurs moléculaires de la cellule, ils en
régulent la contractilité active. Du point de vue du modèle, cela revient à choisir un
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FIGURE 11.1. – Schéma du protocole expérimental utilisé dans [Dur20] pour conduire la
migration d’un épithélium. A : tamponnage de la fibronectine. B : traitement
au Pluronic. C : placement du bloc de verre. D : dépôt des cellules. E : attente
du positionnement des cellules. F : administration de mitomycine C, retraite
du bloc de verre et début de la migration. Extrait de [Dur20, figure II.5].
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stress actif nul, soit Sa = 0. L’ajout de cette drogue présente également l’avantage de
considérablement réduire le gradient spatial de la vitesse [Dur20, page 81].

11.1.2. Traitement des données

Nous présentons dans cette section un ensemble de traitements à appliquer aux données
expérimentales brutes pour être en mesure de les comparer qualitativement avec les résultats
numériques. En effet, d’une part, l’expérience de migration cellulaire autour d’un obstacle
présente une évolution temporelle, un front sec, des densités de cellules variables, et les
mesures réalisées sont relativement bruitées. D’autre part, nous avons mené nos calculs
sans front sec, à densité constante (le tissu est assimilé à un fluide incompressible), dans le
but d’atteindre un état stationnaire.

Plus précisément, nous souhaitons (i) réduire le plus possible les fluctuations des champs
mesurés expérimentalement et extraire la dynamique principale du système, dans le but de
se rapprocher d’un état stationnaire, et (ii) atténuer l’influence du front sec. Nous réalisons
pour (i) une interpolation sur une grille régulière, une moyenne en temps de tous les
champs expérimentaux et leur appliquons un filtre gaussien. Pour (ii), nous proposons
une correction de la vitesse, qui consiste à lui retirer une composante linéaire proche de
son gradient. En effet, TLILI et al. ont montré que la vitesse décroît avec la densité dans le
cas d’une migration sur bande sans obstacle. Autrement dit, la vitesse serait constante en
l’absence de gradient de densité. On peut donc supposer qu’une telle correction appliquée
au champ de vitesse de l’expérience donnerait celui qui apparaîtrait en l’absence de front.

Lissage des données

Les données expérimentales brutes (issues des acquisitions d’images, comme décrit par
l’étape 3 du protocole expérimental) sont en premier lieu interpolées sur une grille régulière
de taille 80× 32 entraînant une moyenne locale des champs. Chaque boîte ainsi créée est
appelée volume élémentaire représentatif (VER), et les quantités moyennées obtenues ont a
priori un rôle plus important à grande échelle que les fluctuations [Gra+08, section 4.1].
Cette opération justifie l’utilisation d’un modèle continu pour réaliser des comparaisons.

Nous moyennons ensuite les champs interpolés en temps sur toute la durée de l’expérience,
en excluant les régions du domaine de l’expérience vides de cellules, c’est-à-dire l’ensemble
des points du domaine où l’aire moyenne d’une cellule est nulle.

Nous appliquons ensuite un filtre gaussien en temps et en espace pour lisser les champs,
en choisissant un écart-type de 1 (voir la figure 11.2). À ce stade, les champs peuvent
être vus comme des approximations P 0 (discontinues) des champs continus, au sens des
éléments finis. Pour obtenir la continuité des champs, nous réalisons alors une interpolation
P 1, comme illustré sur la figure 11.3.

Nous notons v̄ la vitesse, expérimentale, qui résulte de ce processus de lissage.
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(a) Sans lissage gaussien.

(b) Avec lissage gaussien d’écart-type 1.

FIGURE 11.2. – Effet du lissage gaussien sur les données expérimentales sans blebbistatine.
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(a) Approximation P 0.

(b) Approximation P 1.

FIGURE 11.3. – Effet de l’interpolationP 1 sur les données expérimentales sans blebbistatine
après lissage gaussien d’écart-type 1.
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Correction de la vitesse

La correction de la vitesse que nous cherchons à mettre en place doit permettre d’atténuer
voire d’éliminer le gradient de vitesse présent dans les expériences, causé par le front.
Pour cela, nous retirons de la vitesse une composante linéaire en x1 qui constitue une
approximation de son gradient dans la direction principale de propagation du front. Nous
restreignons cette correction à une fenêtre locale autour de l’obstacle [−`,`], où ` ∈ ]1,L/2[,
où l’on rappelle que L désigne la longueur de la bande et R= 1 le rayon de l’obstacle, pour
éviter d’un côté la partie réservoir de l’expérience où le mouvement n’est pas clairement
établi, et de l’autre côté l’influence importante du front. Plutôt que de réaliser une régression
linéaire ou d’approcher le gradient de la vitesse par une méthode issue des différences finies,
nous préférons construire une correction qui conserve le débit de la vitesse (moyennée en
temps), en entrée et en sortie de cette fenêtre.

Notons Q le débit surfacique de la vitesse moyenne en temps v̄ , c’est-à-dire la moyenne
de sa première composante dans la largeur de la bande, définie pour tout x1 ∈ [−L/2, L/2]
par

Q(x1) :=
1
2c

∫ c

−c

v̄1(x )dx2, (11.1)

où c désigne la demi-largeur de la bande. Par définition, les débits d’entrée et de sortie de
la fenêtre sont respectivement donnés par Qin := Q(−`) et Qout := Q(`). Une approximation
linéaire en x1 de v̄1 qui conserve ces débits est alors de la forme

1
2`
(Qout −Qin)x1 +

1
2
(Qin +Qout). (11.2)

On en déduit finalement la vitesse corrigée ṽ1, définie pour tout x ∈ Ω par

ṽ1(x ) :=
2

Qin +Qout

�
v̄1(x )−

1
2`
(Qout −Qin)x1

�
. (11.3)

On vérifie que cette nouvelle définition de la vitesse conserve bien le débit en entrée et en
sortie de la fenêtre considérée. La figure 11.4 montre le résultat pour différentes tailles de
fenêtre. La vitesse corrigée avec la fenêtre [−2.5, 2.5] nous semble être le meilleur choix,
le débit étant proche de 1 à ses bornes, contrairement au débit aux bornes de [−5, 5], qui
est plus élevé en aval.
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(a) Sans correction.

(b) Correction avec la fenêtre [−2.5, 2.5].

(c) Correction avec la fenêtre [−5,5].

FIGURE 11.4. – Effet de la taille de la fenêtre [−`,`] sur la correction de la vitesse expéri-
mentale (lissée et P1).
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11.2. Comparaisons avec les expériences sur bande avec
obstacle circulaire

11.2.1. Protocole de comparaison

Scénarios de comparaisons

Nous proposons de réaliser les comparaisons de la vitesse expérimentale corrigée (voir la
section 11.1.2) et de la vitesse obtenue avec notre modèle en deux temps, selon la présence
ou non de blebbistatine. Nous notons Exp BBLEBB (respectivement Exp B) pour faire
référence aux comparaisons avec l’expérience en présence (respectivement en l’absence)
de blebbistatine. A priori, l’ajout de blebbistatine réduit les fluctuations sur les champs et
correspond à une absence de contraintes actives, cas que l’on a étudiés dans la section 10.3.
On s’attend donc à obtenir de meilleures comparaisons avec les données des expériences
traitées par blebbistatine. Nous renvoyons à l’annexe D pour les comparaisons avec les
données non corrigées, plus fidèles aux expériences mais donnant de moins bons résultats.

Le modèle fournit les champs de vitesse, de polarité et de pression dans le régime
incompressible. Les expériences, quant à elles, fournissent les champs de vitesse, de densité
et de forme cellulaire. Dans le cas avec blebbistatine, les positions des noyaux cellulaires
sont également accessibles. Il est possible de les utiliser pour définir un éventuel marqueur
de polarité expérimentale : pnoyau := x noyau − x , où x noyau est le centre de masse du noyau
et x celui de la cellule [Dur20 ; Tho+22]. Nous discutons plus en détail de la comparaison
des polarités expérimentale et calculée dans les perspectives (section 12.2.3). Dans tous les
cas, la vitesse est le ici champ privilégié pour la comparaison.

Représentation des données

La représentation des données a déjà été discutée dans la section 10.1.4. Nous adoptons
ici exactement les mêmes modes de représentation, à savoir des cartes bidimensionnelles
pour des comparaisons qualitatives et des coupes unidimensionnelles, selon les axes définis
par la figure 10.2, pour des comparaisons plus quantitatives. Ces axes ont été définis par
les expérimentateurs dans [Dur20, section 2.1].

Pour les coupes, nous faisons malgré tout un choix original, comparé au chapitre précé-
dent. Nous regroupons les courbes des axes horizontaux (2a) et (2b) sur le même graphe,
pour souligner l’éventuelle dissymétrie haut/bas des champs, et dans le même esprit, nous
ne traçons sur les axes verticaux (3), (4) et (5) que la partie supérieure, en y symétrisant
le champ de la partie inférieure. Puisque nous n’avons accès qu’à une expérience, ce qui
nous empêche de produire des intervalles de confiance, et que les données fluctuent, nous
supposons que les profils des champs au-dessus et en-dessous de l’obstacle correspondent à
deux états extrêmes observables, et qu’un tissu peut en réalité adopter, de manière continue,
n’importe quel profil dans l’intervalle défini par ces états extrêmes. De ce point de vue,
nous considérerons qu’il y a correspondance entre données expérimentales et résultats des
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calculs si les courbes numériques sont contenues dans ces intervalles sur ces axes (seul
l’axe horizontal central n’est pas concerné). La figure D.2 montre un exemple d’une telle
représentation.

Choix des paramètres du modèle

Comme évoqué en introduction du chapitre, nous retenons le jeu de paramètres suivant :

β= 0.75 Pe = 2 κ= 0.1 B= 0.4

TABLE 11.1. – Paramètres retenus pour la comparaison avec l’expérience sur bande en
présence de blebbistatine après correction de la vitesse.

Nous avons fait ce choix après une étude systématique de l’influence des paramètres,
dont une présentation a été faite à la section 10.3.

La mise en œuvre pratique des calculs numériques a quant à elle déjà été présentée dans
la section 10.1. Nous rappelons que les calculs sur géométrie de Stokes ont été menés dans
le but d’atteindre un état stationnaire, sans chercher à capturer le régime transitoire.

11.2.2. Scénario avec blebbistatine et correction de la vitesse

Si les différences entre les vitesses expérimentale et calculée sont suffisamment claires
sur la figure 11.5, essentiellement dû au front sec, nous souhaitons mettre en avant les
points communs que nous observons.

Nous en voyons principalement deux : (1) la vitesse dans les deux cas accélère au-dessus et
en-dessous de l’obstacle, et (2) la vitesse diminue dans un voisinage immédiat de l’obstacle,
même si les formes de cette région diffèrent dans les deux cas.

Cette observation est confirmée par la coupe le long de l’axe horizontal central (1), où
les courbes et les points correspondent dans un voisinage très serré autour de l’obstacle, et
par les coupes verticales (4) et (5), le long desquelles les deux composantes de la vitesse
calculée se positionnent (quasiment) dans l’intervalle de correspondance (figures 11.6
et 11.7). Remarquons qu’au sens défini dans la section 11.2.1, il y a bonne correspondance
des vitesses verticales calculée et expérimentale le long des axes (2a) et (2b), et quasiment
le long des axes (3), (4) et (5).
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(a) Vitesse expérimentale

(b) Vitesse calculée

FIGURE 11.5. – Exp BBLEBB. Comparaison des cartes des champs de vitesse. Modèle ré-
solu avec les paramètres du tableau 11.1. Expérience avec blebbistatine.
Légende : les flèches noires à gauche des titres des barres de couleur corres-
pondent à la vitesse d’entrée/caractéristique de la migration, c’est-à-dire
une vitesse de norme 1.
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FIGURE 11.6. – Exp BBLEBB. Vitesse horizontale du modèle incompressible résolu avec
les paramètres donnés par le tableau 11.1 (courbes) et vitesse horizontale
mesurée sur bande en présence de blebbistatine, après un lissage gaussien
d’écart-type 1 et correction de la vitesse (points). De haut en bas puis de
gauche à droite : coupes suivant les axes définis figure 10.2. Les vitesses
sont adimensionnées.
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FIGURE 11.7. – Exp BBLEBB. Vitesse verticale du modèle incompressible résolu avec les
paramètres donnés par le tableau 11.1 (courbes) et vitesse verticale me-
surée sur bande en présence de blebbistatine, après un lissage gaussien
d’écart-type 1 et correction de la vitesse (points). De haut en bas puis de
gauche à droite : coupes suivant les axes définis figure 10.2. Les vitesses
sont adimensionnées.
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11.2.3. Scénario sans blebbistatine mais avec correction de la vitesse

La figure 11.8 montre l’efficacité de la correction de la vitesse : le gradient de la vitesse
expérimentale a quasiment disparu. Les comparaisons qualitatives rejoignent ici celles faites
dans le cadre du scénario précédent. En effet, on a toujours ces deux points communs entre
vitesses expérimentale et calculée, avec des zones d’accélération au-dessus et en-dessous
de l’obstacle, et une zone de décélération dans un voisinage immédiat autour de l’obstacle,
même si ce second point est moins prononcé ici. Les zones d’accélération dans le cas
expérimental sont également beaucoup plus étendues que dans le cas numérique, mais il
est a priori difficile d’estimer si ce serait quelque chose de vraiment observé en l’absence
de front de migration, et si ce n’est pas plutôt un artefact de la correction appliquée à la
vitesse.

La correspondance des vitesses horizontales expérimentale et calculée est plutôt bonne,
sauf peut-être le long de l’axe (1) horizontal central, loin de l’obstacle (figure 11.9).
La correspondance des vitesses verticales nous semble aussi relativement satisfaisante
(figure 11.9), mais moins que dans le scénario précédent.

11.2.4. Discussion des résultats

Le scénario avec blebbistatine et correction de la vitesse (section 11.2.2) nous paraît offrir
la meilleure correspondance entre les résultats numériques et les données expérimentales.
La blebbistatine induit une autre forme d’atténuation du gradient de vitesse causé par le
front sec de migration. Combinée avec la correction de la vitesse que nous proposons, elle
permet de rapprocher les données expérimentales de nos conditions de calcul. Cela dit,
la correction seule, sans blebbistatine, donne par ailleurs des résultats très satisfaisants
(section 11.2.3).

Devant la difficulté initiale de comparer les expériences d’une part, qui présentent un
front sec de migration, une densité variable et dont les champs fluctuent beaucoup, et
nos calculs numériques d’autre part, réalisés sans front sec, en incompressible et dans le
but d’atteindre un état stationnaire, nous sommes assez positivement surpris des résultats
obtenus. Ces premières comparaisons sont encourageantes et montrent qu’il est possible
de comparer semi-quantitativement (à l’aide de coupes unidimensionnelles) des quantités
caractéristiques de la migration, dont la vitesse, sans doute la variable la plus discriminante
avec la déformation élastique des cellules. L’étude de cette dernière constitue un enjeu
majeur et doit être sérieusement envisagée dans de futurs travaux.
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(a) Vitesse expérimentale

(b) Vitesse calculée

FIGURE 11.8. – Exp B. Comparaison des cartes des champs de vitesse. Modèle résolu avec
les paramètres du tableau 11.1. Expérience sans blebbistatine. Légende : les
flèches noires à gauche des titres des barres de couleur correspondent à la
vitesse d’entrée/caractéristique de la migration, c’est-à-dire une vitesse de
norme 1.
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FIGURE 11.9. – Exp B. Vitesse horizontale du modèle incompressible résolu avec les para-
mètres donnés par le tableau 11.1 (courbes) et vitesse horizontale mesurée
sur bande en l’absence de blebbistatine, après un lissage gaussien d’écart-
type 1 et correction de la vitesse (points). De haut en bas puis de gauche à
droite : coupes suivant les axes définis figure 10.2. Les vitesses sont adimen-
sionnées.
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FIGURE 11.10. – Exp B. Vitesse verticale du modèle incompressible résolu avec les para-
mètres donnés par le tableau 11.1 (courbes) et vitesse verticale mesurée
sur bande en l’absence de blebbistatine, après un lissage gaussien d’écart-
type 1 et correction de la vitesse (points). De haut en bas puis de gauche
à droite : coupes suivant les axes définis figure 10.2. Les vitesses sont
adimensionnées.
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Chapitre

12Conclusion

12.1. Bilan

Cette thèse interdisciplinaire, à l’interface entre mécanique théorique, mathématiques ap-
pliquées et biophysique, visait la modélisation mathématique et numérique du mouvement
collectif dans les épithéliums, ces tissus biologiques minces impliqués dans la formation des
organes ou des embryons, la cicatrisation des plaies ou l’expansion des tumeurs. Plus spéci-
fiquement, l’objectif était de dégager des ingrédients biomécaniques minimaux capables de
décrire la migration bidimensionnelle d’un tissu biologique in vitro (en milieu artificiel), et
notamment de proposer une description macroscopique de la polarité, qui représente la
direction privilégiée par les cellules pour exercer des forces de traction sur le substrat sur
lequel elles reposent.

Ce travail a été principalement motivé par les expériences produites par TLILI et al. [Tli+18 ;
Tli+20] et DURANDE [Dur20], à savoir la migration cellulaire autour d’un obstacle. Leur
approche expérimentale, in vitro donc, présente en effet de nombreux avantages, dont la
décorrélation des effets mécaniques et génétiques, le contrôle de la géométrie et la grande
répétabilité [Dur20, page 2]. Tous ces aspects facilitent les comparaisons entre calculs
numériques et données expérimentales. La présence d’un obstacle, quant à elle, permet
de forcer une migration véritablement bidimensionnelle, plus à même de discriminer les
modèles mathématiques. Ce caractère bidimensionnel est par contre hors de portée des
modèles existants. L’objectif de cette thèse était donc de combler cette lacune à l’aide d’un
cadre mathématique et numérique rigoureux.

Notre travail s’est alors décomposé en trois tâches distinctes : (1) la modélisation ma-
thématique continue de la migration ; (2) la résolution numérique des équations qui en
résultent ; (3) la comparaison des solutions approchées avec les observations expérimentales.
Nous dressons dorénavant le bilan de chacune de ces tâches.

12.1.1. Première partie : Modélisation continue

Nous avons d’abord construit un modèle tridimensionnel dans lequel le tissu est décrit
comme un milieu continu polaire actif en déformations non bornées (chapitre 3). Nous
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avons pour cela utilisé un formalisme thermodynamique théorique qui garantit l’objectivité
des équations, c’est-à-dire leur invariance par changement de référentiel galiléen, et le
second principe de la thermodynamique. Nous l’avons combiné de manière inédite à la
théorie des contraintes de couples, qui prend en compte au niveau cinétique macroscopique
les microrotations des constituants (ici les cellules) du milieu continu (chapitre 2). Cette
combinaison que nous avons proposée généralise l’approche habituelle, issue des théories
des cristaux liquides et des gels actifs, et permet d’introduire la polarité comme une variable
thermodynamique interne. Elle permet d’écrire systématiquement des équations constitu-
tives sur l’unique base de l’énergie libre et du potentiel de dissipation, qui caractérisent alors
entièrement le comportement du matériau. C’est donc par ce biais que l’équation d’évo-
lution de la polarité a été déterminée : nous avons choisi une énergie libre qui synthétise
les approches classiques développées dans la littérature, en sélectionnant uniquement les
ingrédients qui nous semblaient pertinents pour modéliser le phénomène qui nous intéresse,
et défini le potentiel de dissipation adéquat. Si les équations obtenues ne contiennent pas
d’ingrédients originaux par rapport à la littérature, leur procédé de construction l’est, est
rigoureux et très puissant, et leur application à une migration bidimensionnelle autour
d’un obstacle est inédite. Nous avons en particulier démontré la puissance de ce formalisme
en déterminant une estimation d’énergie (chapitre 7), première étape de tous les résultats
d’existence de solutions.

En exploitant la faible épaisseur du tissu par rapport à sa longueur, nous avons réalisé
une analyse asymptotique (ou approximation en couche mince) du modèle tridimensionnel,
permettant de le réduire à un système bidimensionnel (chapitre 5). Cela nous a conduit
à développer un formalisme très général d’analyse asymptotique pour les fluides incom-
pressibles à surface libre, sur substrat plan avec condition de non-pénétration (chapitre 4).
Ce formalisme permet de clarifier les hypothèses nécessaires à la réalisation de l’approxi-
mation en couche mince, d’en simplifier son exécution, et s’applique à une grande variété
d’équations aux dérivées partielles. Mieux encore, nous l’avons combiné avec la théorie des
contraintes de couples et le formalisme thermodynamique (chapitre 5), dont le résultat
permet de grandement simplifier la construction de modèles directement moyennés en
épaisseur, puisqu’il suffit de préciser l’énergie libre et le potentiel de dissipation du système
bidimensionnel pour entièrement caractériser le comportement du matériau.

12.1.2. Deuxième partie : Résolution numérique du modèle

Les équations moyennées en épaisseur obtenues forment un système non-linéaire for-
tement couplé. L’équation d’évolution de la polarité présente un terme non-linéaire, issu
d’une énergie en double-puits, qui contraint la polarité à préférer être de norme unitaire, un
laplacien et un terme de transport. Le tenseur des contraintes est non-symétrique, présente
des dépendances non-linéaires en la polarité et dépend du laplacien de cette dernière.

Pour résoudre ces équations sur des géométries complexes, et en particulier sur une
bande avec obstacle circulaire, nous avons opté pour les méthodes de Galerkine discon-
tinue, qui généralisent le schéma de décentrage amont dans le cadre de la méthode des
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éléments finis, schéma utilisé pour éliminer les oscillations parasites qui émergent lorsque
le terme de transport est dominant (chapitre 7). Nous avons au total proposé deux schémas
numériques, l’un pour résoudre le problème en incompressible, et l’autre pour le résoudre
en compressible, qui dans ce cas garantit la positivité de la densité approchée (chapitre 8).
Dans chacun de ces cas, nous avons déterminé une estimation d’énergie continue, et pour
le cas incompressible une estimation semi-discrète, c’est-à-dire discrète en espace mais pas
en temps (chapitre 7). Enfin, les non-linéarités ont été gérées à l’aide d’une méthode de
point fixe (chapitre 8).

12.1.3. Troisième partie : Exploration numérique du modèle et
comparaisons avec les expériences

Après avoir validé les schémas numériques (chapitre 9), nous avons exploré le com-
portement du modèle en incompressible, dans une volonté de le comprendre dans une
première approche sans l’influence de la densité. Par ailleurs, sur la base d’essais numériques
préliminaires non concluants, nous avons estimé que le couplage de cette dernière avec les
autres inconnues n’a pas été suffisamment approfondi dans ce document pour considérer
une étude pertinente des équations en compressible.

L’exploration du modèle a été réalisée en premier lieu sur la bande avec obstacle puis
sur le disque unité (chapitre 10). Il est apparu que le coefficient de friction et le temps de
relaxation de la polarité ont l’influence la plus importante sur la dynamique de la migration
sur la première géométrie. Celle-ci s’est avérée relativement complexe, car pouvant présenter
de fortes dissymétries haut/bas et amont/aval, et/ou un léger sursaut de la vitesse derrière
l’obstacle, tranchant complètement avec les écoulements newtoniens classiques. Sur le
disque, nous avons montré la capacité de notre modèle à générer du mouvement collectif
spontané très fluctuant (d’apparence stochastique), d’autant plus que le coefficient de
contrainte active est grand.

Enfin, nous avons confronté notre modèle aux données expérimentales à notre disposition
sur la bande avec obstacle (chapitre 11). Notre objectif était de montrer notre capacité à
comparer des quantités représentatives de la migration, notamment le champ de vitesse,
objectif que nous estimons avoir mené à son terme. Comme les expériences présentent
un front sec de migration, contrairement à notre modèle qui est à densité constante, nous
avons dû proposer pour la comparaison une correction de la vitesse visant à réduire son
gradient causé par le front, minimisant ainsi l’influence de ce dernier. Nous avons alors
considéré deux scénarios de comparaison, selon la présence ou non de blebbistatine, une
drogue d’inhibition de la contractilité active qui a pour effet de réduire le gradient de vitesse
au niveau du front, et selon l’application ou non de la correction. Nous avons obtenu des
correspondances étonnamment satisfaisantes entre la vitesse expérimentale et la vitesse
calculée dans les deux cas.

L’exploration et les comparaisons réalisées ont donc montré les capacités de notre modèle
à décrire la migration d’un tissu biologique en géométrie non triviale.
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12.1.4. Conclusion

Dans cette thèse, nous avons développé une approche mathématique de la modélisation
du mouvement collectif dans les épithéliums. Nous avons mis en place un formalisme
thermodynamique prenant en compte la microstructure du tissu pour construire un modèle
de tissu tridimensionnel, puis un formalisme de moyenne des équations dans l’épaisseur pour
réduire ce dernier à un système bidimensionnel. Nous avons ensuite proposé un algorithme
robuste capable de résoudre ce système aussi bien en incompressible qu’en compressible,
sur des géométries très générales. En bref, nous avons établi tout un ensemble d’outils
mathématiques utiles à la modélisation du mouvement collectif. Nous avons démontré
la puissance de notre approche en déterminant des estimations d’énergie continue et
semi-discrète de notre modèle et en réalisant des calculs numériques sur une bande avec
obstacle, chose inédite dans la littérature pour ce type de modèles. Nous avons enfin
montré la capacité de notre modèle à reproduire certains comportements observés dans des
expériences sur les épithéliums et même à être comparé directement à certaines d’entre elles.
Nous en avons conclu l’importance de la polarité et la possibilité qu’elle soit décorrélée
de la vitesse : ceci indique clairement aux expérimentateurs la nécessité d’une mesure
expérimentale fiable de ce champ.

12.2. Perspectives

Le sujet abordé dans cette thèse est très vaste, très riche et n’en est qu’à ses balbutiements.
Les recherches abordées dans le présent document ont amené beaucoup d’interrogations
et ouvert de nombreuses pistes, que ce soit au niveau de la modélisation continue, de la
discrétisation ou de l’exploration du modèle. Nous en présentons ici quelques-unes.

12.2.1. Modélisation continue

Viscoélasticité

Dans cette thèse, nous n’avons pas abordé le couplage de la viscoélasticité avec la polarité.
Pourtant, comme nous l’avons affirmé en introduction, un large consensus s’est établi pour
des modèles mécaniques viscoélastiques en modélisation mathématique pour la biologie.
Ainsi, s’il n’est pas certain que la rhéologie joue un rôle déterminant dans la migration autour
d’un obstacle, elle pourrait quand même s’avérer importante, voire cruciale dans d’autres
situations, comme dans l’aspiration de cellules au travers d’un canal rétrécissant [TGD22].

Durant son stage de Master 2 [Ave23] sous la direction de Pierre Saramito (LJK, Grenoble)
et d’Ibrahim Cheddadi (TIMC, Grenoble), en étroite collaboration avec François Graner
(MSC, Paris) et Hélène Delanoë-Ayari (ILM, Lyon), Sara Avesani a par exemple comparé le
modèle d’Oldroyd-B avec les expériences d’aspiration évoquées plus haut [TGD22]. Entouré
des mêmes personnes, Maxime Renard a continué ce travail durant son stage de Master
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2 en considérant à la place le modèle de FENE-P, dans le but d’éviter les déformations
élastiques non bornées obtenues avec le modèle d’Oldroyd au voisinage du coin où se situe
le rétrécissement du canal.

Enfin, nous aimerions essayer une définition de la force active qui prenne en compte
la déformation élastique des cellules. Nous proposons par exemple une force active de la
forme

fa := fa(εe + δ) • p, (12.1)

où εe est le tenseur de déformation élastique. Avec cette définition, la force active tendrait
à s’aligner à la fois avec la polarité et la direction principale de la forme de la cellule.

Rôle de la densité

De manière similaire, nous pourrions approfondir le rôle de la densité dans la dyna-
mique du mouvement collectif dans les épithéliums, et en particulier son couplage avec
la polarité. Dans le cas d’une migration sur bande, le mouvement se propage à partir du
bord libre [Tli+18]. Pour modéliser ce comportement, il a par exemple été proposé dans la
littérature d’ajouter le gradient de la densité en second membre de l’équation d’évolution
de la polarité [AT19, section 3.5], puisque c’est elle qui définit la force active. Dans le cadre
des gels actifs, c’est le gradient du logarithme de la densité qui a été envisagé [Mar+13,
équation (58)]. Ce dernier choix peut même s’inscrire dans le formalisme de l’analyse
asymptotique.

Citons également l’existence d’ondes de déplacement se propageant dans le sens inverse
du mouvement et directement dépendantes de la densité [Tli+18], qu’il serait intéressant
de prédire quantitativement à l’aide d’une version de notre modèle compressible prenant
mieux en compte la densité.

Substrat déformable

La déformation élastique du substrat est aussi un paramètre supplémentaire que l’on
pourrait prendre en compte dans la modélisation [SS13 ; SS15]. Cela ouvrirait la voie à
des comparaisons à des expériences réalisées in vitro sur substrat mou [Dur20], voire in
vivo, c’est-à-dire directement au sein d’un organisme vivant.

Limite continue du système compressible par pénalisation vers le système exactement
incompressible

Une propriété désirable du modèle incompressible obtenu dans cette thèse serait d’être
limite continue du modèle compressible. Plus formellement, on peut se demander si en
faisant tendre c0, le coefficient de pénalisation de la densité, vers +∞, le modèle compres-
sible se réduit au système incompressible. Si tel n’est pas le cas, il pourrait être intéressant
de proposer une pénalisation pour laquelle cette limite est vérifiée.
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12.2.2. Résolution numérique

Systèmes de Friedrichs

La théorie de Friedrichs [PE11, chapitre 7] est un puissant formalisme qui permet
d’analyser l’existence de solutions à des systèmes définis positifs, pas forcément linéaires.
Elle peut notamment être utilisée pour montrer le caractère bien posé du modèle d’Oldroyd-
B [Sar16, section 4.8]. Nous pourrions de même montrer que notre modèle admet une
solution.

Extension des estimations d’énergies continues avec conditions aux limites générales

Les théorèmes 7.1.2 et 7.2.2 donnent les estimations d’énergie continue des problèmes
incompressible et compressible respectivement. Cependant, ces résultats ne sont valables
que lorsque l’on considère une condition de Neumann homogène pour la polarité. Dans le
cadre des problèmes plus simples de transport pur et de diffusion pure, nous avions réussi
à obtenir des estimations d’énergie continue pour des conditions aux limites générales
(propositions 6.2.1 et 6.3.2). Nous aimerions donc étendre ces résultats aux équations
étudiées dans cette thèse.

Estimation d’énergie semi-discrète pour le cas compressible

Contrairement au cas incompressible (théorème 7.1.4), nous n’avons pas proposé d’es-
timation d’énergie semi-discrète pour le cas compressible. Il pourrait alors être envisagé
d’étendre le résultat en s’inspirant de l’estimation d’énergie continue (7.2.2) du cas com-
pressible.

Estimations d’énergie discrètes

Pour aller plus loin encore, on pourrait même chercher à déterminer les estimations
d’énergie discrètes, en espace et en temps, satisfaites par nos équations.

Amélioration du taux de convergence

Dans la section 9.2, nous n’avons pas obtenu les taux de convergence optimaux vers les
solutions exactes. Une révision de l’implémentation de notre algorithme est donc à faire.

Méthode de Galerkine discontinue hybride

Au-delà de ces considérations, il est également possible de considérer une méthode plus
avancée encore que la méthode de Galerkine discontinue, connue sous le nom de méthode
de Galerkine discontinue hybride [NPC09] [Sar20, chapitre 6]. Celle-ci consiste à remplacer
la pénalisation des sauts de la solution approchée sur les interfaces du maillage par une
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variable continue à travers les interfaces qui agit comme un multiplicateur de Lagrange.
Cette méthode garantit alors au laplacien de la solution approchée d’être dans L2, ce qui
pourrait s’avérer utile pour la construction du tenseur des contraintes de notre problème,
qui s’exprime entre autres en fonction du laplacien de la polarité. Elle permet également de
considérablement réduire le nombre de degrés de liberté globalement couplés par rapport
aux méthodes de Galerkine discontinue standard [NPC09], et est donc plus efficace.

Amélioration de la méthode de résolution du point fixe

Comme évoqué dans la section 9.1.1, plutôt que d’utiliser la distance L2 entre deux itérés
comme critère d’arrêt pour la méthode de point fixe, nous pourrions au contraire utiliser
les normes des résidus des équations, qui pourraient s’avérer plus contraignantes et donc
donner des résultats plus précis.

Encore mieux, la méthode de Newton serait un meilleur choix de schéma numérique
puisqu’elle permettrait une convergence quadratique, contre une convergence linéaire pour
la méthode de point fixe utilisée.

Front sec

Dans l’objectif de réaliser des comparaisons plus précises avec les expériences sur bande,
nous aimerions être capables de produire des calculs avec front sec. Au-delà des difficultés
de modélisation que cela soulève, de tels calculs sont numériquement difficiles, d’une part
à cause de la discontinuité que cela engendre, d’autre part à cause des gradients de vitesses
importants induits. Nous avons déjà mis en place un schéma numérique robuste qui garantit
à la densité approchée de rester positive, même en cas de forts gradients de vitesses. Nous
pensons alors qu’une stratégie d’adaptation du maillage dans les zones à fort gradient de
densité suffirait à mener de tels calculs.

12.2.3. Comparaisons des calculs et des expériences

Comparaison de la polarité

La polarité constitue sans doute l’enjeu le plus critique pour les comparaisons entre
expériences et calculs numériques. Du point de vue expérimental, l’objectif est d’obtenir
une définition quantitative mesurable de la polarité. Du point de vue de la modélisation,
l’objectif est de pouvoir valider les équations d’évolution de la polarité, et ses différents
couplages avec les autres champs du modèle.

Comme discuté dans la section 11.2.1, l’expérience de migration autour d’un obstacle
avec ajout de blebbistatine fournit les positions des noyaux cellulaires, ce qui permet de
définir une polarité expérimentale comme le vecteur reliant le centre de masse de la cellule
au centre de son noyau. Si l’on reprend les mêmes données que dans la section 11.2, on
peut alors comparer qualitativement les cartes des polarités expérimentale et calculée. La
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figure 12.1 montre qu’il n’existe pas de points communs entre la polarité définie expéri-
mentalement et la polarité théorique. Les différences sont d’autant plus marquées sur le
bord du bas du domaine et sur la moitié de l’obstacle en aval, où la polarité y est quasiment
perpendiculaire. Il est important de noter que cette comparaison qualitative ne met pas
en défaut notre modèle. En effet, les mesures de polarité présentent actuellement trop
d’incertitudes et sont même assez décorrélées de celles de la vitesse (figure D.1). Des efforts
sont faits dans la littérature pour déterminer une définition quantitative adéquate de la
polarité, dont une des plus prometteuses concerne l’appareil de Golgi [GJG05 ; Nas+20],
un composant cellulaire qui, entre autres, trie et transfère des macromolécules, et modifie
des protéines. Au vu des comparaisons des vitesses réalisées dans la section 11.2, on peut
affirmer que notre modèle est en mesure de proposer une description vraisemblable de la
polarité, à laquelle les expérimentateurs peuvent se raccrocher pour évaluer la qualité de
leurs définitions expérimentales.

Comparaison de la déformation élastique en l’absence de contraintes élastiques

Malgré l’absence de contraintes élastiques dans le modèle, il est possible d’obtenir en
post-traitement le tenseur de déformation élastique à partir des équations étudiées dans ce
manuscrit. Soient E le module élastique, ηc la viscosité intercellulaire, λ := ηc/E le temps
de relaxation que l’on suppose non nul, We := λV/L 6= 0 le nombre de Weissenberg, εe

le tenseur de déformation élastique et σe := Eεe le tenseur des contraintes élastiques. On
suppose que ce dernier satisfait le modèle d’Oldroyd [Old50] :

λ
O
σe +σe = 2ηcD(v). (12.2)

Dans ce cas, le tenseur de déformation élastique εe satisfait l’équation

O
εe +

εe

We
= 2D(v). (12.3)

Dans ce manuscrit, nous nous sommes placés dans le régime où E,ηc → 0 à λ≡ cst, de
sorte que les contraintes élastiques soient négligeables devant les contraintes visqueuses.
Mais l’équation (12.3) montre qu’il est quand même possible d’obtenir une description de
la déformation élastique, autrement dit de la forme des cellules.

La déformation des cellules étant immédiatement mesurable par les expérimentateurs et
caractérisant la migration du tissu, au même titre que la vitesse, il serait pertinent d’enrichir
nos comparaisons en l’y incorporant.

Dissymétries haut/bas

Comme relevé dans la section 10.2.3, la dissymétrie haut/bas observée dans les calculs
numériques peut s’inverser par rapport à l’axe horizontal x2 = 0 avec un maillage différent,
ce qui montre l’existence de deux solutions dans ce cas. Nous serions curieux de savoir
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(a) Polarité expérimentale

(b) Polarité calculée

FIGURE 12.1. – Scénario 1. Comparaison des cartes des champs de polarité. Modèle ré-
solu avec les paramètres du tableau 11.1. Expérience avec blebbistatine.
Légende : les flèches noires à gauche des titres des barres de couleur corres-
pondent à une polarité de norme 1.
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le résultat que l’on obtiendrait avec un maillage parfaitement symétrique par rapport
à cet axe. La solution serait-elle symétrique? Si oui, serait-elle la moyenne des deux
solutions dissymétriques ? Plus généralement, nous aimerions analyser quantitativement et
systématiquement en fonction des paramètres cette brisure de symétrie.

Drogues

Dans la section 11.2, nous avons réalisé une comparaison avec une expérience dans
laquelle a été utilisée la blebbistatine, une drogue inhibant la contractilité active des cellules.
De manière générale, les drogues permettent d’isoler certains facteurs de la migration
cellulaire collective et ainsi mieux en comprendre leur rôle [Dur20, chapitre IV]. Nous
sommes en particulier intéressés par le CK666, une drogue qui perturbe le réseau d’actine
branché, qui intervient dans la formation des lamellipodes et donc dans l’exercice de la force
active. Les expériences dans lesquelles celui-ci a été ajouté [Dur20, chapitre IV] constituent
ainsi une base de données utile pour les comparaisons et isoler l’effet de la force active,
incarnée par le coefficient Ta dans notre modèle.

Expérience sur hippodrome

En complément de l’expérience sur bande avec obstacle, DURANDE [Dur20] a réalisé
une étude expérimentale du mouvement collectif des épithéliums sur un hippodrome (un
substrat de forme oblongue) avec un obstacle sur chacun de ses bras (figure 12.2) Si
cette expérience sur hippodrome ne présente pas de migration unidirectionnelle, utile
pour la comparaison des champs physiques, elle permet néanmoins de mesurer des forces
sur des substrats mous (peu rigides) 1 et de s’affranchir du front libre, qui peut établir
des corrélations entre les champs qui ne sont pas nécessairement intrinsèques à l’étale-
ment des tissus. DURANDE [Dur20, section VII.2] en a entre autres conclu que la relation
déformation-densité était indépendante de la présence d’un tel front, et donc caractéristique
de la migration cellulaire, et qu’elle devrait faire l’objet d’une étude approfondie. Malgré
l’absence de la densité dans notre modèle incompressible, nous pourrions le comparer à
cette expérience sur hippodrome, notamment pour essayer de capturer les fluctuations que
l’on y observe et de retrouver des temps et des longueurs de cohérence caractéristiques de
l’expérience [Dur20, section V.1.1.a].

12.3. Le mot de la fin

Les interactions entre mathématiques appliquées et biophysique ont considérablement
enrichi les résultats de cette thèse. Nous espérons en retour que les outils que nous avons
développés ici aideront les physiciens à mieux comprendre les mécanismes biophysiques

1. Dans le cas de la migration sur bande, les protéines d’adhésion situées sous le bloc de verre étaient
systématiquement arrachées sur de tels substrats.
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FIGURE 12.2. – Avec l’autorisation de François Graner

en œuvre dans le mouvement cellulaire collectif, et pourront bénéficier à des domaines
apparentés, tels les suspensions de fibres et de particules, les gels actifs ou les mouvements
de foules.
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Annexe

ANotations

Cette annexe introduit les principales notations mathématiques pour la mécanique des
milieux continus utilisées tout au long de ce document, ainsi que la logique derrière les choix
faits. Les notations adoptées s’inspirent largement de celles utilisées par BIRD, ARMSTRONG

et HASSAGER dans [BAH87] (voir en particulier l’annexe A) et SARAMITO dans [Sar24]. Nous
préférons plus spécifiquement la notation de Gibbs, c’est-à-dire tensorielle (ou matricielle),
sans faire référence explicitement aux composantes, chose que nous pourrons être amenés
à utiliser dans certains calculs de par leur praticité pour cette fonction. Le premier système
de notation est généralement préféré par les mathématiciens (voir [Che+11 ; Sar24] par
exemple), tandis que le second est plutôt privilégié par les physiciens (voir [Sto84 ; Eri99 ;
Mar+13] par exemple), et fait grand usage de la convention de sommation de Einstein.

On note

– N l’ensemble des entiers naturels ;

– N∗ l’ensemble des entiers naturels non nuls ;

– R l’ensemble des réels ;

– R∗ l’ensemble des réels non nuls ;

– R+ l’ensemble des réels positifs ou nuls ;

– R− l’ensemble des réels négatifs ou nuls ;

– Rd×d l’ensemble des matrices carrées de taille d × d à coefficients réels.

A.1. Tenseurs

A.1.1. Typographie

Dans la mesure du possible, nous avons adapté la typographie aux différents types de
champs, dont les règles sont résumées dans le tableau ci-dessous.
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ϕ, ci, τi j scalaire (tenseur d’ordre 0) italique ou symbole grec
c, τi vecteur (tenseur d’ordre 1) italique gras
τ, B, Σ tenseur d’ordre 2 symbole grec gras ou gras majuscule
A tenseur d’ordre arbitraire « gras du tableau »

Remarquons que l’ajout d’un indice fait systématiquement baisser l’ordre du tenseur de
1. Pour des raisons de convention, nous observons quelques exceptions à ces règles (liste
non exhaustive) :

– le vecteur de vorticité ω utilise la typographie d’un tenseur ;

– et le tenseur de Hencky h utilise la typographie d’un vecteur.

A.1.2. Définitions

Soit d ∈ N∗ la dimension de l’espace physique. Les composantes d’un vecteur c ∈ Rd

dans la base canonique de Rd sont les réels (ci)16i6d . Les composantes d’une matrice
τ ∈ Rd×d dans la base canonique de Rd×d sont les réels (τi j)16i, j6d . De manière générale,
les composantes d’un tenseur d’ordre p A ∈ R×p

i=1 d sont les réels (Ai1...ip)i∈{1,...,d}p .

Définition A.1.1 – Scalaire
Un champ de scalaires ϕ est une application de Rd ×R+ dans R.

Définition A.1.2 – Champ de vecteurs
Un champ de vecteurs c est une application de Rd×R+ dans Rd , dont chaque composante
ci, i = 1, . . . , d, est un champ de scalaires.

Définition A.1.3 – Champ de tenseurs
Un champ de tenseurs τ est une application de Rd ×R+ dans Rd×d , dont chaque compo-
sante τi j, i, j = 1, . . . , d, est un champ de scalaires.

Définition A.1.4 – Champ de tenseurs (cas général)
Plus généralement, un champ de tenseurs A d’ordre p ∈ N est une application de Rd ×R+
dans R×p

i=1 d , dont chaque composante A i1...ip , i ∈ {1, . . . , d}p, est un champ de scalaires.

Définition A.1.5 – Produit tensoriel
Le produit tensoriel ⊗ entre deux tenseurs A et B d’ordre p ∈ N et q ∈ N respectivement,
est le tenseur d’orde p+ q A⊗B dont les composantes sont données par

[A⊗B]i1...ip j1... jq
:= Ai1...ipB j1... jq . (A.1)

Le produit tensoriel c ⊗ c′ entre deux vecteurs c et c′ (p = q = 1) est parfois appelé
produit dyadique ; le résultat est une matrice de coefficients cic

′
j. Par défaut, le produit

vide donne 1. Le produit tensoriel est représenté sans symbole dans [BAH87], avec symbole
dans [Sar24]. Comme pour le choix de notation évoqué en introduction, nous utiliserons la
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plupart du temps la notation avec symbole, sauf éventuellement dans certains calculs pour
compacter le nombre de symboles utilisés.

A.1.3. Base canonique

Définition A.1.6 – Symbole de Kronecker
Le symbole de Kronecker est défini pour tout i, j ∈ {1, . . . , d} par

δi j :=

¨
1 si i = j,
0 sinon.

(A.2)

Les vecteurs de la base canonique en dimension d sont notés (δi)16i6d , et leurs compo-
santes sont alors naturellement données par le symbole de Kronecker δi j défini ci-dessus,
d’où le choix de notation. Les tenseurs (δi⊗δ j)16i, j6d forment quant à eux la base canonique
de Rd×d . De manière générale, (

⊗p
k=1 δik)i∈{1,...,d}p forme la base canonique des tenseurs

d’ordre p ∈ N.
Suivant le même principe, la matrice identité est notée δ ∈ Rd ×d . Avec cette notation, δi

désigne à la fois la première ligne de δ et le i-ème vecteur de la base canonique, tandis
que δi j désigne à la fois le coefficient à l’intersection de la ligne i et de la colonne j et le
symbole de Kronecker, dont les définitions coïncident, assurant une cohérence globale dans
les notations.

A.1.4. Notations pour les vecteurs

Définition A.1.7 – Orthogonal
On suppose que d = 2. Soit c ∈ R2. L’orthogonal de c, noté c⊥, est défini par

c⊥ :=
�−c2

c1.

�
(A.3)

A.1.5. Notations pour les matrices

Définition A.1.8 – Transposée
La matrice transposée de τ ∈ Rd×d , notée τT, est la matrice dont les composantes sont
données par �

τT
�

i j
:= τ ji, (A.4)

quels que soient i et j dans {1, . . . , d}.
Définition A.1.9 – Matrice symétrique

Une matrice τ ∈ Rd×d est symétrique si τT = τ. L’ensemble des matrices symétriques est
noté Rd×d

s .
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Définition A.1.10 – Matrice antisymétrique
Une matrice τ ∈ Rd×d est antisymétrique si τT = −τ.

Définition A.1.11 – Partie symétrique
La partie symétrique d’une matrice τ ∈ Rd×d est définie par

symτ :=
1
2

�
τ+τT

�
. (A.5)

Définition A.1.12 – Partie antisymétrique
La partie antisymétrique d’une matrice τ ∈ Rd×d est définie par

skwτ :=
1
2

�
τ−τT�. (A.6)

Toute matrice se décompose donc de manière unique en la somme d’une matrice symé-
trique et d’une matrice antisymétrique, soit τ= symτ+ skwτ.

A.1.6. Opérations de base sur les tenseurs

Nous définissons les produits scalaires canoniques sur Rd et sur Rd×d , et le produit
vectoriel sur Rd uniquement à travers les éléments de la base canonique, par bilinéarité
des opérateurs. Voir l’annexe A.1.7 pour plus de détails.

Produit scalaire canonique sur Rd

Le produit scalaire canonique sur Rd est noté • et est défini par la relation

δi
• δ j := δi j. (A.7)

La norme associée est notée |·|.

Produit scalaire canonique sur Rd×d

Le produit scalaire canonique sur Rd×d est noté : et est défini par la relation
�
δi ⊗ δ j

�
: (δk ⊗ δl) := (δi

• δk)
�
δ j

• δl

�
= δikδ jl . (A.8)

La norme associée est également notée |·|.
Remarque A.1.I – Conventions selon les pays : La définition (A.8) est la convention française,
que l’on retrouve par exemple dans [Sar24]. Elle s’exprime de manière équivalente sous la
forme

τ : ζ= tr
�
τ • ζT

�
=

d∑
i=1

d∑
j=1

τi jζi j. (A.9)
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Cependant, la convention anglo-saxonne, du moins celle dans [BAH87], impose au contraire
l’égalité �

δi ⊗ δ j

�
: (δk ⊗ δl) = (δ j

• δk)(δi
• δl) = δ jkδil . (A.10)

En conséquence,

τ : ζ= tr
�
τ • ζ

�
=

d∑
i=1

d∑
j=1

τi jζ ji. (A.11)

Propriété A.1.1 – Propriétés du produit scalaire canonique sur les matrices

Soient A, B et C trois matrices dans Rd×d . Alors, on a

(A • B) : C= (C • BT) : A (A.12a)

et (A • B) : C= (AT • C) : B. (A.12b)

Démonstration. On calcule

(A • B) : C=
d∑

i=1

d∑
j=1

d∑
k=1

A i jBjkCik =
d∑

i=1

d∑
j=1

d∑
k=1

Cik

�
BT
�

k j
A i j = (C • BT) : A, (*.1a)

et (A • B) : C=
d∑

i=1

d∑
j=1

d∑
k=1

A i jBjkCik =
d∑

i=1

d∑
j=1

d∑
k=1

�
AT
�

ji
CikBjk = (A

T • C) : B. (*.1b)

�
La proposition suivante montre que les ensembles des matrices symétriques et antisymé-

triques sont en somme directe orthogonale.

Proposition A.1.2 – Orthogonalité entre matrices symétriques et antisymétriques

Une matrice symétrique et une matrice antisymétrique dans Rd×d sont toujours
orthogonales, relativement au produit scalaire canonique � : �. Autrement dit,
Σ : Ω = 0 quelles que soient les matrices symétrique Σ et antisymétrique Ω dans
Rd×d ,

Démonstration. Soient Σ une matrice symétrique et Ω une matrice antisymétrique dans
Rd×d . Par symétrie et antisymétrie de ces matrices,

Σ :Ω=
d∑

i=1

d∑
j=1

Σi jΩi j = −
d∑

i=1

d∑
j=1

Σ jiΩ ji = −Σ :Ω, (*.1)

d’où le résultat. �
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Propriété A.1.3

Soient Σ une matrice symétrique et Ω une matrice antisymétrique dans Rd×d . Pour
tous vecteurs c, c′ ∈ Rd , on a

c • Σ • c′ = Σ :
�
c ⊗ c′

�
= Σ : sym

�
c ⊗ c′

�
, (A.13a)

c • Ω • c′ = Ω :
�
c ⊗ c′

�
= Ω : skw

�
c ⊗ c′

�
. (A.13b)

Démonstration. Soient c, c′ ∈ Rd . On calcule pour toute matrice τ ∈ Rd×d

c • τ • c′ =
d∑

i=1

d∑
j=1

ciτi jc
′
j =

d∑
i=1

d∑
j=1

τi jcic
′
j = τ :

�
c ⊗ c′

�
. (*.1)

On conclut en prenant successivement τ= Σ et Ω et en utilisant la proposition A.1.2. �

Produit vectoriel sur R3

Lorsque d = 3, on note × le produit vectoriel entre deux vecteurs, défini par la relation

δi × δ j :=
3∑

k=1

εi jkδk, (A.14)

où εi jk est donné par la

Définition A.1.13 – Symbole de Levi-Civita
Le symbole de Levi-Civita, ou de permutation, εi jk est défini pour tout i, j, k ∈ {1, . . . , 3}
par

εi jk =




+1 si i jk = permutation circulaire de 123

−1 si i jk = permutation circulaire de 321

0 si au moins deux indices se répètent.

(A.15)

On note improprement ε l’hypermatrice résultante, qui a priori n’est pas un tenseur.

Ce symbole satisfait entre autres les propriétés [BAH87, section A.2]

3∑
k=1

3∑
l=1

εiklε jkl = 2δi j (A.16a)

et
3∑

k=1

εi jkεklm = δilδ jm − δimδ jl . (A.16b)
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A.1.7. Opérations générales sur les tenseurs

Soient A et B d’ordre p ∈ N∗ et q ∈ N∗ respectivement. Ces deux tenseurs admettent la
décomposition suivante dans leurs bases respectives :

A=
∑

i∈{1,...,d}p
A i

p⊗
k=1

δik , (A.17a)

B=
∑

j∈{1,...,d}p
Bj

q⊗
k=1

δ jk . (A.17b)

Soit ? une opération bilinéaire quelconque entre deux tenseurs. Alors, on a par bilinéarité

A ?B=

 ∑
i∈{1,...,d}p

A i

p⊗
k=1

δik

!
?

 ∑
j∈{1,...,d}p

Bj

q⊗
k=1

δ jk

!

=
∑

i, j∈{1,...,d}p
A iBj

� p⊗
k=1

δik

�
?

� q⊗
k=1

δ jk

�
.

Ainsi, l’opération ? est entièrement déterminée par son comportement avec les tenseurs de
la base canonique. C’est donc comme cela que nous allons généraliser les opérations de
base introduites dans la section précédente aux tenseurs d’ordre quelconque.

Définition A.1.14 – Produit scalaire
On définit le produit scalaire • par

� p⊗
k=1

δik

�
•

� q⊗
k=1

δ jk

�
:=
�
δip

• δ j1

�� p−1⊗
k=1

δik

�
⊗
� q⊗

k=2

δ jk

�

= δip j1

�
p−1⊗
k=1

δik

�
⊗
� q⊗

k=2

δ jk

�
. (A.18)

Les cas (p, q) = (2,1) et (p, q) = (2,2) correspondent respectivement aux produits
matrice-vecteur et matrice-matrice habituels. Le produit scalaire est aussi appelé produit
tensoriel contracté.

Définition A.1.15 – Produit vectoriel
Lorsque d = 3, le produit vectoriel × est défini par

� p⊗
l=1

δil

�
×
� q⊗

l=1

δkl

�
:=

�
p−1⊗
l=1

δil

�
⊗
�
δip × δk1

�
⊗
� q⊗

l=2

δkl

�

=

�
p−1⊗
l=1

δil

�
⊗
�

3∑
j=1

εipk1 jδ j

�
⊗
� q⊗

l=2

δkl

�
. (A.19)
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Définition A.1.16 – Produit scalaire matriciel
Lorsque p > 2 et q > 2, le produit scalaire : est défini par

� p⊗
k=1

δik

�
:

� q⊗
k=1

δ jk

�
:=
��
δip−1
⊗ δip

�
:
�
δ j1 ⊗ δ j2

��� p−2⊗
k=1

δik

�
⊗
� q⊗

k=3

δ jk

�

= δip−1 j1δip j2

�
p−2⊗
k=1

δik

�
⊗
� q⊗

k=3

δ jk

�
. (A.20)

Ce produit scalaire est aussi appelé produit tensoriel doublement contracté.
On distingue donc au total quatre opérations entre les tenseurs. L’ordre du tenseur

résultant de chacune de ces opération peut être anticipé à l’aide du tableau ci-dessous :

Opération Nom Ordre du tenseur résultant

Rien ou ⊗ produit tensoriel ou dyadique p+ q
× produit vectoriel p+ q− 1
• produit tensoriel contracté p+ q− 2
: produit tensoriel doublement contracté p+ q− 4

Par exemple, l’opération τ× c donne un tenseur d’ordre 2+ 1− 1= 2.

A.1.8. Convention de sommation d’Einstein

Essayons d’expliciter les composantes de la matrice τ× c, en omettant les produits ⊗
comme expliqué à la fin de l’annexe A.1.2 :

τ× c =

�
3∑

i=1

3∑
j=1

τi jδiδ j

�
×
�

3∑
k=1

ckδk

�

=
3∑

i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

τi jck

�
δiδ j

�× δk

=
3∑

i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

3∑
l=1

ε jklτi jckδiδl

=
3∑

i=1

3∑
l=1

�
3∑

j=1

3∑
k=1

ε jklτi jck

�
δiδl . (A.21)

Remarquons qu’il y a ici beaucoup de sommes. La convention de sommation d’Einstein
permet de réduire drastiquement le nombre de symboles utilisés. Elle consiste à sommer
implicitement sur les indices répétés et à omettre tous les vecteurs de la base canonique. Les
indices non répétés font donc référence aux vecteurs de la base. L’ordre alphabétique dans
lequel ces indices apparaissent définit l’ordre dans lequel les vecteurs de la base doivent
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apparaître. En effet, le produit tensoriel n’est pas commutatif : δi ⊗ δ j 6= δ j ⊗ δi ; il faut
donc pouvoir lever l’ambiguïté. Ainsi, (A.21) devient

τ× c = ε jklτi jck. (A.22)

Les indices j et k sont répétés : il y a deux sommes implicites sur ces indices. Les indices
i et l ne sont pas répétés : ils correspondent aux indices des composantes de la matrice
résultant de l’opération. Comme i apparaît avant l dans l’alphabet, il est sous-entendu que
le produit entre les vecteurs de base s’écrit δi ⊗ δl , et pas l’inverse.

A.1.9. Représentation vectorielle d’une matrice antisymétrique 3× 3

Dans cette section, on suppose que d = 3.
Commençons par introduire une nouvelle notation non usuelle, valable uniquement

entre tenseurs d’ordre au moins 2.

Définition A.1.17 – Produit scalaire-vectoriel
Le produit scalaire-vectoriel entre deux matrices, noté ×. , est défini par la relation

�
δi ⊗ δ j

� ×. (δk ⊗ δl) := (δi
• δk)

�
δ j × δl

�
= δikε jlm. (A.23)

Autrement dit, τ ×. ζ est le vecteur

τ ×. ζ=



τi2ζi3 −τi3ζi2

τi3ζi1 −τi1ζi3

τi1ζi2 −τi2ζi1


 (A.24)

On propose la généralisation suivante.

Définition A.1.18 – Produit scalaire-vectoriel général
Lorsque p > 2 et q > 2, le produit scalaire-vectoriel ×. est défini par

� p⊗
l=1

δil

�
×.

� q⊗
l=1

δkl

�
:=

�
p−2⊗
l=1

δil

�
⊗
��
δip−1
⊗ δip

�
×.
�
δk1
⊗ δk2

��⊗
� q⊗

l=3

δkl

�

= δip−1k1
εipk2 j

�
p−2⊗
l=1

δil

�
⊗ δ j ⊗

� q⊗
l=3

δkl

�
. (A.25)

Ainsi, cet opération fait baisser l’ordre total de trois. Plus précisément, A×.B est un tenseur
d’ordre p+ q− 3.

Propriété A.1.4 – Propriétés sur le produit scalaire-vectoriel

Soient c, c′ ∈ R3, τ,ζ ∈ R3×3 et A ∈ R×p
i=1 3, où p > 2 est un entier. Les propriétés
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suivantes sont vérifiées.

δ ×. τ= ε :τ=



τ23 −τ32

τ31 −τ13

τ12 −τ21


 (A.26a)

δ ×. A= ε :A (A.26b)

τ ×. δ = δ ×. τT (A.26c)

δ ×. τ= −δ ×. τT (A.26d)

τ ×. ζ= −ζ ×. τ (antisymétrie) (A.26e)

δ ×. (c ⊗ c′) = c × c′ (A.26f)

Démonstration.

Première identité. Par définition,

δ ×. τ= δi jτkl

�
δi ⊗ δ j

� ×. (δk ⊗ δl) = δi jτklδikε jlm

= τklεklm = εmklτkl

= ε :τ. (*.1)

La seconde égalité s’obtient sans difficulté à l’aide de (A.24).

Deuxième identité. On décompose A dans la base canonique comme suit :

A= Ak1...kp
δk1
⊗ δk2

⊗
p⊗

l=3

δkl
. (*.2)

En remarquant que

δ ×. A= Ak1...kp

�
δ ×.
�
δk1
⊗ δk2

��⊗
p⊗

l=3

δkl
, (*.3)

on conclut avec la première identité en prenant τ= δk1
⊗ δk2

.

Troisième identité. On calcule

τ ×. δ = τi jδkl

�
δi ⊗ δ j

� ×. (δk ⊗ δl) = τi jδklδikε jlm

= τi jε jim = εmji

�
τT
�

ji

= ε :τT = δ ×. τT. (*.4)

Quatrième identité. Elle s’obtient directement de la première.
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Cinquième identité. On calcule

τ ×. ζ= τi jζkl

�
δi ⊗ δ j

� ×. (δk ⊗ δl) = τi jζklδikε jlm

= τi jζilε jlm = −ζilτi jεl jm

= −ζ ×. τ. (*.5)

Sixième identité. On calcule à l’aide de la deuxième identité et par définition du produit
vectoriel

δ ×. (c ⊗ c′) = ε : (c ⊗ c′) = εi jkc jc
′
k = c × c′. (*.6)

�

Corollaire A.1.5

Une matrice τ ∈ R3×3 est symétrique si, et seulement si, δ ×. τ= 0.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la première propriété. �

Propriété A.1.6 – Propriétés sur le produit vectoriel

(i) Pour tout tenseur d’ordre p A, on a

δ×A= −ε • A. (A.27)

(ii) Pour tout vecteur c ∈ R3, on a

δ× c = c × δ. (A.28)

Démonstration.

(i) D’après la définition A.1.15,

δ×A= ε jk1 lδi jAk1...kp
= εik1 lAk1...kp

= −εilk1
Ak1...kp

= −ε • A. (*.1)

(ii) D’après la définition A.1.15,

c × δ = εi jkciδ jl = εilkci = −εklici = −ε • c = δ× c, (*.2)

d’après la propriété (i).

�
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Proposition A.1.7 – Représentation vectorielle d’une matrice antisymétrique

Pour tout vecteur c ∈ R3 et toute matrice τ ∈ R3×3,

c = −1
2
δ ×. τ ⇐⇒ skwτ= δ× c. (A.29)

Autrement dit, pour toute matrice antisymétriqueτ, il existe un unique vecteur c = −1
2δ
×. τ

tel que τ= δ× c.

Démonstration. On raisonne par double implication.

(⇒) D’après la propriété A.1.6 et par hypothèse,

δ× c = −ε • c =
1
2
ε • (δ ×. τ). (*.1)

Ensuite, d’après la première identité de la propriété A.1.4,

δ× c =
1
2
ε • ε :τ. (*.2)

À l’aide de la relation (A.16b), on obtient alors

δ× c =
1
2

�
δilδ jm − δimδ jl

�
τlm =

1
2

�
τi j −τ ji

�
= skwτ. (*.3)

(⇐) D’après le corollaire A.1.5 et par hypothèse,

− 1
2
δ ×. τ= −1

2
δ ×. skwτ= −1

2
δ ×. (δ× c) (*.4)

Ensuite, d’après la première identité de la propriété A.1.4 et la relation (i) dans la
propriété A.1.6,

− 1
2
δ ×. τ=

1
2
ε : ε • c. (*.5)

On conclut avec la relation (A.16a), en remarquant qu’elle peut s’écrire ε : ε= 2δ.

�

Propriété A.1.8 – Produit scalaire entre deux matrices antisymétriques

Soient τ et ζ deux matrices antisymétriques de R3×3. Si c = −1
2δ
×. τ et c′ = −1

2δ
×. ζ,

alors
τ : ζ= 2c • c′. (A.30)
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Démonstration. D’après la proposition A.1.7, on a τ = δ × c et ζ = δ × c′. Dès lors, en
vertu de la propriété A.1.6 (première identité) et de l’équation (A.16a),

τ : ζ= (δ× c) :
�
δ× c′

�
= (ε • c) :

�
ε • c′

�
= εi jkckεi jl c

′
l = 2δkl ckc′ l = 2c • c′. (*.1)

�

A.2. Opérateurs différentiels

A.2.1. Définitions

Soit A un champ de tenseurs d’ordre p ∈ N.

Définition A.2.1 – Gradient
Le gradient de A est défini à partir de l’opérateur nabla ∇ par

∇A :=

�
∂ A i1...ip

∂ x j

�
i∈{1,...,d}p
j∈{1,...,d}

. (A.31)

Remarque A.2.I – Conventions selon les pays : La définition (A.31) est la convention fran-
çaise, que l’on retrouve par exemple dans [Sar24]. Elle s’exprime en particulier pour un
champ de vecteurs sous la forme

∇c =

�
∂ ci

∂ x j

�
i∈{1,...,d}
j∈{1,...,d}

. (A.32)

Cependant, la convention anglo-saxonne, du moins celle dans [BAH87], correspond à la
transposée de cette quantité :

∇c =

�
∂ c j

∂ x i

�
i∈{1,...,d}
j∈{1,...,d}

. (A.33)

En généralisant,

∇A :=

�
∂ A j1... jp

∂ x i

�
i∈{1,...,d}
j∈{1,...,d}p

. (A.34)

Ce second choix est cohérent avec les notations introduites dans la section précédente. En
effet, on peut écrire formellement avec la convention d’Einstein

∇= ∂

∂ x i
δi, (A.35)

qui est alors vu comme un vecteur. Ainsi, la notation ∇A peut être comprise comme
le produit tensoriel entre ∇ et A, soit ∇A = ∇⊗ A. La convention française est moins
cohérente de ce point de vue : cette dernière relation dans ce cadre s’exprime formellement
∇A= A⊗∇. Nous adoptons malgré tout ce choix, par convention.
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Remarque A.2.II – Opérateur (c • ∇) : La définition de l’opérateur d’advection (c • ∇) est
explicite :

(c • ∇) := c j
∂

∂ x j
. (A.36)

Avec la convention française, il est toujours nécessaire d’écrire les parenthèses autour de
l’opérateur, puisque de manière générale,

(c • ∇)A=∇A • c 6= c • ∇A. (A.37)

En effet, le premier s’écrit

(c • ∇)A=
�
(c • ∇)A j1... jp

�
j∈{1,...,d}p , (A.38a)

et le second

c • ∇A=
�

ci

∂ A i j1... jp−1

∂ xk

�
j∈{1,...,d}p−1

k∈{1,...,d}
. (A.38b)

Avec la convention anglo-saxonne, cette ambiguïté n’existe pas : les deux quantités coïn-
cident.

Définition A.2.2 – Parties symétrique et antisymétrique du gradient
Les parties symétrique et antisymétrique du gradient d’un champ de vecteurs c sont
respectivement notés D(c) et W(c), et définis par

D(c) := sym(∇c) =
1
2

�∇c +∇cT
�
, (A.39a)

W(c) := skw(∇c) =
1
2

�∇c −∇cT
�
, (A.39b)

où les opérateurs sym et skw sont respectivement définis par (A.5) et (A.6).

Définition A.2.3 – Divergence
La divergence div de A est définie par

divA :=

�
∂ A i1...ip−1 j

∂ x j

�

i∈{1,...,d}p−1

. (A.40)

La divergence ∇ • � de A est définie par

∇ • A :=

�
∂ A ji1...ip−1

∂ x j

�

i∈{1,...,d}p−1

. (A.41)
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Remarque A.2.III – Conventions selon les pays : La définition (A.40) est la convention fran-
çaise, (A.41) la convention anglo-saxonne. Contrairement au gradient, nous avons décidé
d’adopter les deux notations. On aurait pu faire de même pour le gradient, et désigner celui
de la convention française par grad.
La notation anglo-saxonne, comme pour le gradient, est cohérente avec les notations
introduites dans la section précédente. En effet, l’opération ∇ • A peut vraiment être
comprise comme le produit scalaire entre ∇ et A.
Appliquées à un tenseur d’ordre 2, les deux divergences sont liées par la relation

∇ • τ= div
�
τT
�
. (A.42)

Appliquées à un vecteur, elles coïncident.

Définition A.2.4 – Laplacien
Le laplacien ∆ de A est défini par

∆A := div(∇A) =
�

d∑
j=1

∂ 2A i1...ip

∂ x2
j

�

i∈{1,...,d}p
. (A.43)

Définition A.2.5 – Rotationnel
Lorsque d = 3, le rotationnelde A est défini par

∇×A :=

�
εi jk

∂ Akl1...lp−1

∂ x j

�
i∈{1,...,3}
l∈{1,...,3}p−1

. (A.44)

Lorsque d = 2, les rotationnels d’un champ de scalaires ϕ et d’un champ de vecteurs c
sont respectivement définis par [Sar20, p. 2.1.5] :

curlϕ :=




∂ϕ

∂ x2

− ∂ϕ
∂ x1


 , (A.45a)

curl c :=
∂ c2

∂ x1
− ∂ c1

∂ x2
. (A.45b)

A.2.2. Convention d’Einstein

Dans la continuité de la annexe A.1.8, le symbole ∂
∂ x j

pourra être remplacé par un indice
prenant la forme d’une virgule suivie d’un j. Ainsi, l’équation (A.31) devient

∇A := A i1...ip , j. (A.46)

309



Annexe A. Notations

On peut généraliser cette approche en itérant le processus : tout indice situé après une
virgule symbolise une dérivation par rapport à la coordonnée correspondante.

A.2.3. Propriétés

Propriété A.2.1 – Lien entre rotationnel et produit scalaire-vectoriel

Pour tout champ de vecteurs c, la propriété suivante est vérifiée :

div(δ× c) = δ ×. ∇c = −δ ×. ∇cT = δ ×. W(c) = −∇× c. (A.47)

Démonstration. On obtient la première égalité via le calcul

div(δ× c) = −div(ε • c) = −εi jkck, j = εik jck, j = ε :∇c = δ ×. ∇c, (*.1)

où l’on a utilisé les identités (A.26a) et (A.27). La deuxième égalité s’obtient alors à partir
de (A.26d) et la troisième à partir du corollaire A.1.5. Enfin, la dernière s’obtient en
reprenant le calcul (*.1), où on remarque que

div(δ× c) = −εi jkck, j = −∇× c, (*.2)

par définition du rotationnel. �

Proposition A.2.2

Soient c un champ de vecteurs et τ un champ de tenseurs. On note c′ = 1
2∇× c.

Alors
(δ ×. τ) • c′ = −τ : W(c) = − skwτ : W(c). (A.48)

Démonstration. D’après la propriété A.2.1, on a

c′ =
1
2
∇× c = −1

2
δ ×. W(c). (*.1)

Ainsi, d’après la proposition A.1.7,

W(c) = δ× c′. (*.2)

À l’aide des propriétés (A.26a) et (A.27), on calcule alors

(δ×.τ) • c′ = (ε:τ) • c′ = εi jkτ jkc′ i = τ jkε jkic
′
i = τ:

�
ε • c′

�
= −τ:

�
δ×c′

�
= −τ:W(c). (*.3)

La dernière égalité s’obtient par antisymétrique de W(c), d’après la proposition A.1.2. �
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Proposition A.2.3

Quels que soient les champs de vecteurs c et c′, on a

W(c) : W(c′) =
1
2
(∇× c) • (∇× c′). (A.49)

Démonstration. On note c′′ = 1
2∇× c et c′′′ = 1

2∇× c′. D’après la propriété A.2.1, on a
alors

c′′ = −1
2
δ ×. W(c) et c′′′ = −1

2
δ ×. W(c′). (*.1)

On conclut avec la propriété A.1.8. �

Propriété A.2.4 – Divergence d’un champ de tenseurs antisymétriques

Quel que soit le champ de tenseurs antisymétriques τ ∈ R2×2, on a

div
�
τT
�
= curlϕ, (A.50)

où ϕ := τ21.

Démonstration. Par antisymétrie de τ et définition de ϕ, on a

τ=
�

0 −ϕ
ϕ 0.

�
(*.1)

Ainsi, par définition de la divergence et du rotationnel bidimensionnel,

div
�
τT
�
=




∂ϕ

∂ x2

− ∂ϕ
∂ x1


= curlϕ. (*.2)

�

Proposition A.2.5 – Intégration par parties avec un rotationnel

Pour tous champs de scalares ϕ et de vecteurs c définis sur Ω et suffisamment
réguliers, on a la formule d’intégration par parties

∫

Ω

c • curl ϕ dx =

∫

Ω

ϕ curl c dx +

∫

∂Ω

ϕc⊥ • n ds. (A.51)
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Démonstration. Par définition du rotationnel bidimensionnel et par intégration par parties,
on calcule

∫

Ω

c • curl ϕ dx =

∫

Ω

c1
∂ϕ

∂ x2
− c2

∂ϕ

∂ x1
dx

=

∫

Ω

ϕ

�
∂ c2

∂ x1
− ∂ c1

∂ x2

�
dx +

∫

∂Ω

ϕ(c1n2 − c2n1)ds

=

∫

Ω

ϕ curl c dx +

∫

∂Ω

ϕc⊥ • n ds. (*.1)

�
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BOutils mathématiques

B.1. Quelques inégalités connues

Nous rappelons dans cette section quelques inégalités connues, notamment utiles pour
la détermination des estimations d’énergie menées dans le chapitre 6.

Proposition B.1.1 – Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien muni du produit scalaire (· | ·). On note ‖.‖ la norme
associée. Alors pour tous vecteurs x et y de E, on a

|(x | y)|6 ‖x‖‖y‖, (B.1)

avec égalité si, et seulement si, x et y sont colinéaires.

Démonstration. Voir [Eva98, annexe B.2, i.]. �

Proposition B.1.2 – Inégalité de Young

Soit ς un réel strictement positif. Alors pour tous réels a et b, on a

ab 6 a2

2ς
+
ςb2

2
. (B.2)

Démonstration. Il suffit de remarquer que d’une part, (a/
p
ς−pςb)2 > 0 et que d’autre

part, �
ap
ς
−pςb

�2

=
a2

ς
+ ςb2 − 2ab. (*.1)

�

Remarque B.1.I : L’inégalité de Young (cf. [PE11, p. 64]) est aussi parfois appelée inégalité
de Cauchy (cf. [Eva98, annexe B.2, a., b., c., d.]). La version donnée ici en est un cas
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particulier.

Lemme B.1.3 – Lemme de Gronwall

Soient I un intervalle de R, t0 ∈ I et E une fonction absolument continue sur I,
c’est-à-dire qu’il existe une fonction e ∈ L1(I) telle que pour tout t ∈ I,

E(t)− E(t0) =

∫ t

t0

e(s)ds. (B.3)

Si E satisfait pour presque tout t ∈ I avec t > t0, l’inégalité différentielle

E′(t)6 λ(t)E(t) + f (t), (B.4)

alors pour tout t ∈ I avec t > t0,

E(t)6 E0 exp

�∫ t

t0

λ(s)ds

�
+

∫ t

t0

f (s)exp

�∫ t

s

λ(τ)dτ

�
ds, (B.5)

où E0 := E(t0) et λ, f ∈ L1(I).

Remarque B.1.II : Ce lemme généralise celui donné dans [Eva98, annexe B.2, j.] en relaxant
la contrainte de positivité sur les fonctions λ et f .

Démonstration. On pose g(s) := E(s)exp(−∫ s

t0
λ(τ)dτ). Sa dérivée vérifie

g ′(s) = exp

�
−
∫ s

t0

λ(τ)dτ

��
E′(s)−λ(s)E(s)�6 f (s)exp

�
−
∫ s

t0

λ(τ)dτ

�
(*.1)

par hypothèse (B.4). On intègre alors entre t0 et t :

g(t)− g(t0)6
∫ t

t0

f (s)exp

�
−
∫ s

t0

λ(τ)dτ

�
ds.

On conclut en remarquant que g(t0) = E(t0) = E0 et par relation de Chasles. �

Théorème B.1.4 – Inégalité de Poincaré

Soit Ω un domaine ouvert borné de Rd . Alors il existe une constante positive CΩ,
dépendant uniquement de Ω, telle que pour toute fonction χ ∈ H1(Ω) dont la valeur
est fixée sur une partie de mesure non nulle de la frontière,

‖χ‖2 6 CΩ‖∇χ‖2. (B.6)
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Démonstration. Voir [Bré83, corollaire IX.19] ou [Eva98, section 5.8.1]. �

Théorème B.1.5 – Théorème de la trace

Soit Ω un domaine ouvert de Rd suffisamment régulier. Alors il existe une constante
positive KΩ, dépendant uniquement de Ω, telle que pour toute fonction χ ∈ H1(Ω),

�∫

∂Ω

χ2 ds

�1/2

6 KΩ
q
‖χ‖2

2 + ‖∇χ‖2
2. (B.7)

Démonstration. Voir [Eva98, théorème 1, section 5.5]. �

B.2. Outils pour les formulations variationnelles

Les définitions et le théorème, avec sa démonstration, suivants peuvent être retrouvés
dans le chapitre 1 de [PE11] ou dans la section V.3 de [Bré83].

Dans cette section, on note H un espace de Hilbert, c’est-à-dire un espace vectoriel
complet muni d’un produit scalaire, que l’on note (· | ·). On note ‖.‖ la norme associée.

Définition B.2.1 – Forme linéaire
Une forme linéaire l est une application linéaire définie dans H et à valeurs dans R,
c’est-à-dire

∀u, v ∈ H, ∀λ ∈ R, l(u+λv) = l(u) +λl(v). (B.8)

Définition B.2.2 – Forme bilinéaire
L’application a : H × H → R est une forme bilinéaire si elle est linéaire par rapport à
chacune de ses variables.

Définition B.2.3 – Forme bilinéaire symétrique
La forme bilinéaire a : H × H → R est symétrique si pour tout couple (u, v) ∈ H2,
a(v, u) = a(u, v).

Définition B.2.4 – Forme bilinéaire continue
La forme bilinéaire a : H×H→ R est continue s’il existe une constante C > 0 telle que
pour tout couple (u, v) ∈ H2, |a(u, v)|6 C‖u‖‖v‖.

Définition B.2.5 – Forme bilinéaire coercive
La forme bilinéaire a : H×H→ R est coercive s’il existe une constante α > 0 telle que
pour tout u ∈ H, a(u, u)> α‖u‖2.

Théorème B.2.1 – Lax-Milgram

Soit l une forme linéaire dans H. Si a est une forme bilinéaire continue et coercive
définie dans H2, alors le problème

| Trouver u ∈ H tel que a(u, v) = l(v), ∀v ∈ H. (B.9)
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admet une unique solution u ∈ H.

Démonstration. Voir [Bré83, corollaire V.8], [Eva98, théorème 1, section 6.2.1] ou [PE11,
lemme 1.4]. �

B.3. Propriétés sur les fonctionnelles

B.3.1. Rappel sur les fonctionnelles

Dans cette section, on note X un espace vectoriel normé dont les éléments, notés ϕ, sont
des fonctions définie dans Ω, un ouvert de Rd , où d ∈ N∗. On munit X de la norme ‖.‖.

Définition B.3.1 – Fonctionnelle
On appelle fonctionnelle toute application de X dans R.

Définition B.3.2 – Dérivée de Gâteaux
On dit qu’une fonctionnelle E admet une dérivée en ϕ ∈ X dans la direction χ ∈ X si la
limite

lim
h→0+

E (ϕ + hχ)−E (ϕ)
h

(B.10)

existe et est finie. On la note DχE (ϕ) le cas échéant.
On dit que E est dérivable au sens de Gâteaux – ou encore Gâteaux-dérivable – en ϕ
si DχE (ϕ) existe pour tout χ ∈ X et si l’application DE (ϕ): χ → DχE (ϕ) est linéaire et
continue.

Définition B.3.3 – Différentielle au sens de Fréchet
On dit qu’une fonctionnelle E est différentiable en ϕ ∈ X s’il existe une forme linéaire
continue L : X→ R telle que

E (ϕ + χ) = E (ϕ) + 〈L ,χ〉+ o(‖χ‖), ∀χ ∈ X, (B.11)

où 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité, une notation qui signifie L (χ). La forme linéaire
L est unique et est appelée différentielle de E en ϕ. On la note L = E ′(ϕ). Dans les cas
où la fonctionnelle E dépend de plusieurs variables, on notera plutôt

L = ∂ E
∂ϕ

.

On trouve aussi parfois la notation

L = δE
δϕ

,

que nous n’utiliserons pas.
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Proposition B.3.1 – Lien entre différentiabilité au sens de Fréchet et dérivée de Gâteaux

Si la fonctionnelle E est différentiable au sens de Fréchet en ϕ ∈ X, alors elle est
aussi Gâteaux-dérivable et E ′(ϕ) = DE (ϕ).

Remarque B.3.I : Cela signifie que si une fonctionnelle E est différentiable (au sens de
Fréchet), on peut calculer sa différentielle à partir de sa dérivée de Gâteaux.

Théorème B.3.2 – Formule de dérivation des fonctions composées

Soient R et X deux espaces vectoriels normés, I ⊂ R et Y ⊂ X deux ouverts de R et de
X respectivement, et t ∈ I. Soient encore ϕ : I→ Y une application différentiable en
t et E : Y→ R une application différentiable en ϕ(t). Alors E ◦ϕ est différentiable
en t et

(E ◦ϕ)′(t) = 
E ′(ϕ(t)),ϕ′(t)�. (B.12)

Théorème B.3.3 – de représentation de Riesz

Soient H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (· | ·) et L une forme linéaire
continue sur H. Alors il existe un unique ϕ dans H tel que

〈L ,χ〉= (ϕ | χ), ∀χ ∈ H, (B.13)

où 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité, une notation pour L (ϕ).

Démonstration. Voir [Bré83, théorème V.5]. �

B.3.2. Formules de transport de Reynolds

Théorème B.3.4 – Formule de transport de Reynolds

Soit V (t) ⊂ U un domaine ouvert borné quelconque de U ⊂ R3 transporté par le
champ de vecteurs v défini dans U. Quel que soit le champ scalaire ϕ défini dans
U× ]0,+∞[, la formule dite de transport de Reynolds est donnée par

d
dt

∫

V (t)
ϕ dx =

∫

V (t)

�
∂ϕ

∂ t
+ div(ϕv)

�
dx . (B.14)

Démonstration. Voir [Sar16, théorème 1.1]. �
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Corollaire B.3.5 – Formule de transport de Reynolds

On reprend les notations du théorème B.3.4. Quel que soit le champ vectoriel p défini
dans U× ]0,+∞[, la formule de transport de Reynolds vectorielle est donnée par

d
dt

∫

V (t)
p dx =

∫

V (t)

�
∂ p
∂ t
+ div(p ⊗ v)

�
dx . (B.15)

Démonstration. Voir [Sar16, corollaire 1.1]. �

B.3.3. Quelques différentielles de fonctionnelles

Proposition B.3.6 – Différentielle d’une fonctionnelle linéaire

Soit E une fonctionnelle linéaire. Alors E ′(ϕ) est la forme linéaire définie pour tout
χ par

〈E ′(ϕ),χ〉= E (χ). (B.16)

Démonstration. Par linéarité de E , on a

E (ϕ + χ)−E (ϕ) = E (χ). (*.1)

Toujours par linéarité de E , on conclut avec la définition B.3.3. �

Proposition B.3.7 – Différentielle de la norme L2

Soit E la fonctionnelle définie pour tous ρ ∈ L∞(Ω) et ϕ par

E (ρ,ϕ) :=

∫

Ω

ρ

2
ϕ2 dx . (B.17)

Alors ∂ E∂ϕ est la forme linéaire définie pour tout χ par

­
∂ E
∂ϕ

,χ
·
= (ρϕ | χ), (B.18)

où (· | ·) désigne ici le produit scalaire canonique dans L2(Ω). Par abus de notation,
ou par le théorème B.3.3 de représentation de Riesz, on notera ∂ E

∂ϕ = ρϕ.
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Démonstration. On calcule

E (ϕ + hχ)−E (ϕ) = 1
2

∫

Ω

(ϕ + χ)2 dx − 1
2

∫

Ω

ϕ2 dx

=

∫

Ω

�
hϕχ +

h2

2
χ2
�

dx

= h(ϕ | χ) + h2

2
‖χ‖2

2. (*.1)

On conclut en divisant par h et en le faisant tendre vers 0+. �

Proposition B.3.8 – Différentielle de la semi-norme H1

Soit E la fonctionnelle définie pour tous ρ ∈ L∞(Ω) et ϕ par

E (ρ,ϕ) :=

∫

Ω

ρ

2
|∇ϕ|2 dx , (B.19)

où ρ est une fonction à valeurs réelles. Alors ∂ E∂ϕ est la forme linéaire définie pour
tout χ par ­

∂ E
∂ϕ

,χ
·
= (−div(ρ∇ϕ) | χ) +

∫

∂Ω

ρ
∂ϕ

∂ n
χ ds. (B.20)

Dans le cas où ∂Ω = ; (si Ω est périodique par exemple), on notera ∂ E∂ϕ = −div(ρ∇ϕ)
par abus de notation, ou par le théorème B.3.3 de représentation de Riesz.

Démonstration. On calcule

E (ρ,ϕ + hχ)−E (ρ,ϕ) =
1
2

∫

Ω

ρ|∇ϕ + h∇χ|2 dx − 1
2

∫

Ω

ρ|∇ϕ|2 dx

=

∫

Ω

ρ

�
h∇ϕ • ∇χ + h2

2
|∇χ|2

�
dx . (*.1)

On intègre ensuite par parties :

E (ρ,ϕ + χ)−E (ρ,ϕ) = h

∫

Ω

−div(ρ∇ϕ)χ dx + h

∫

∂Ω

ρ
∂ϕ

∂ n
χ ds+ h2

∫

Ω

ρ

2
|∇χ|2 dx . (*.2)

On conclut en divisant par h et en le faisant tendre vers 0+. �
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Proposition B.3.9 – Différentielle d’une intégrale de surface

Soit E la fonctionnelle définie pour tous ρ ∈ L∞(Ω) et ϕ par

E (ρ,ϕ) :=

∫

Γ

ρ
∂ϕ

∂ n
ϕ ds, (B.21)

où Γ ⊂ ∂Ω. Alors ∂ E∂ϕ est la forme linéaire définie pour tout χ par

­
∂ E
∂ϕ

,χ
·
=

∫

Γ

ρ

�
∂ϕ

∂ n
χ +ϕ

∂ χ

∂ n

�
ds. (B.22)

Démonstration. On calcule

E (ρ,ϕ + hχ)−E (ρ,ϕ) =

∫

Γ

ρ

�
∂ϕ

∂ n
+ hϕ

∂ χ

∂ n

�
(ϕ + hχ)ds−

∫

Γ

ρ
∂ϕ

∂ n
ϕ ds

= h

∫

Γ

ρ

�
∂ϕ

∂ n
χ +ϕ

∂ χ

∂ n

�
ds+ h2

∫

Γ

ρ
∂ χ

∂ n
χ ds. (*.1)

On conclut en divisant par h et en le faisant tendre vers 0+. �

B.3.4. Cadre fonctionnel pour la thermodynamique – cas scalaire

Proposition B.3.10 – Différentielle d’une fonctionnelle abstraite

Soit E la fonctionnelle définie pour tous ρ ∈ L∞(Ω) et ϕ par

E (ρ,ϕ) :=

∫

Ω

ρe(ϕ,∇ϕ)dx , (B.23)

où e : (ϕ, y) 7−→ e(ϕ, y) est une fonction définie dans R×Rd et à valeurs dans R,
différentiable par rapport à chacune de ses variables. Alors ∂ E∂ϕ est la forme linéaire
définie pour tout χ par
­
∂ E
∂ϕ

,χ
·
=
�
ρ
∂ e
∂ϕ
(ϕ,∇ϕ)− div

�
ρ
∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ)

� ���� χ
�

+

∫

∂Ω

ρ

�
∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ) • n

�
χ ds, (B.24)

et ∂ E∂ ρ est la forme linéaire définie pour tout υ ∈ L∞(Ω) par
­
∂ E
∂ ρ

,υ
·
= (e(ϕ,∇ϕ) |υ), (B.25)
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Dans le cas où ∂Ω = ; (si Ω est périodique par exemple), on notera ∂ E
∂ϕ =

ρ ∂ e
∂ϕ (ϕ,∇ϕ) − div(ρ ∂ e

∂ y (ϕ,∇ϕ)) par abus de notation, ou par le théorème B.3.3

de représentation de Riesz. En vertu du même théorème, on notera ∂ E
∂ ρ = e(ϕ,∇ϕ).

Démonstration. La fonction e est différentiable par rapport à chacune de ses variables
donc par définition de la différentielle,

e(ϕ + χ,∇ϕ +∇χ) = e(ϕ,∇ϕ) + ∂ e
∂ϕ
χ +

∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ) • ∇χ + o(|χ|+ |∇χ|). (*.1)

Ainsi,

E (ρ,ϕ + χ)−E (ρ,ϕ) =

∫

Ω

ρe(ϕ + χ,∇ϕ +∇χ)dx −
∫

Ω

ρe(ϕ,∇ϕ)dx

=

∫

Ω

ρ

�
∂ e
∂ϕ
χ +

∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ) • ∇χ

�
dx + o(‖χ‖). (*.2)

On intègre ensuite par parties :

E (ρ,ϕ + χ)−E (ρ,ϕ) =

∫

Ω

�
ρ
∂ e
∂ϕ
− div

�
ρ
∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ)

��
χ dx

+

∫

∂Ω

ρ

�
∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ) • n

�
χ ds+ o(‖χ‖). (*.3)

On conclut avec la définition B.3.3.
L’équation (B.25) s’obtient directement à partir de la proposition B.3.6. �

Proposition B.3.11 – Intégration par parties d’une fonctionnelle abstraite

Soit E la fonctionnelle définie pour tous ρ ∈ L∞(Ω) et ϕ par

E (ρ,ϕ) :=

∫

Ω

ρe(ϕ,∇ϕ)dx , (B.26)

où e : (ϕ, y) 7−→ e(ϕ, y) est une fonction définie dans R×Rd et à valeurs dans R,
différentiable par rapport à chacune de ses variables. Si v est un champ de vecteurs
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défini sur Ω, alors

− (e(ϕ,∇ϕ) | div(ρv)) =
­
∂ E
∂ϕ

, (v • ∇)ϕ
·
−
∫

Ω

ρ

�
∇ϕ ⊗ ∂ e

∂ y
(ϕ,∇ϕ)

�
:∇v dx

−
∫

∂Ω

ρ(v • n)e(ϕ,∇ϕ)ds, (B.27)

où ∂ E
∂ϕ est définie par (B.24).

Démonstration. Par intégration par parties,
∫

Ω

−e(ϕ,∇ϕ)div(ρv)dx =

∫

Ω

ρ(v • ∇)[e(ϕ,∇ϕ)]dx −
∫

∂Ω

ρ(v • n)e(ϕ,∇ϕ)ds

=

∫

Ω

ρ
∂ e
∂ϕ
(ϕ)(v • ∇)ϕ dx

+

∫

Ω

ρ

�
∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ)

�
• ((v • ∇)[∇ϕ])dx

−
∫

∂Ω

ρ(v • n)e(ϕ,∇ϕ)ds.

(*.1)

Or ∇[(v • ∇)ϕ] = (v • ∇)[∇ϕ] +∇ϕ • ∇v , donc
∫

Ω

ρ

�
∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ)

�
• ((v • ∇)[∇ϕ])dx =

∫

Ω

ρ

�
∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ)

�
• ∇[(v • ∇)ϕ]dx

−
∫

Ω

ρ∇ϕ • ∇v •
∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ)dx

=

∫

Ω

ρ

�
∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ)

�
• ∇[(v • ∇)ϕ]dx

−
∫

Ω

ρ

�
∇ϕ ⊗ ∂ e

∂ y
(ϕ,∇ϕ)

�
:∇v dx .
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Une intégration par parties donne ensuite

∫

Ω

ρ

�
∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ)

�
• ((v • ∇)[∇ϕ])dx =

∫

∂Ω

ρ

�
∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ) • n

�
(v • ∇)ϕ ds

−
∫

Ω

div
�
ρ
∂ e
∂ y
(ϕ,∇ϕ)

�
[(v • ∇)ϕ]dx

−
∫

Ω

ρ

�
∇ϕ ⊗ ∂ e

∂ y
(ϕ,∇ϕ)

�
:∇v dx (*.2)

En combinant ce résultat, (*.1) et (B.24), on obtient finalement le résultat escompté. �

Théorème B.3.12 – Estimation d’énergie d’une fonctionnelle abstraite

Soit X un espace fonctionnel. Soit E la fonctionnelle définie pour tous ρ ∈ L∞(Ω) et
ϕ ∈ X par

E (ρ,ϕ) :=

∫

Ω

ρe(ϕ,∇ϕ)dx , (B.28)

où e : (ϕ, y) 7−→ e(ϕ, y) est une fonction définie dans R × Rd et à valeurs dans
R, différentiable par rapport à chacune de ses variables. Si ρ désigne la densité,
autrement dit satisfait la loi de conservation de la masse (2.1), et v la vitesse définie
sur Ω× ]0,+∞[, alors pour toute fonction ϕ ∈ C 1(X) dépendant du temps, on a

d
dt
(E (ρ,ϕ)) =

­
∂ E
∂ϕ
(ρ,ϕ), .

ϕ

·
−
∫

Ω

ρ

�
∇ϕ ⊗ ∂ e

∂ y
(ϕ,∇ϕ)

�
:∇v dx

−
∫

∂Ω

ρ(v • n)e(ϕ,∇ϕ)ds, (B.29)

où l’on a noté
.
ϕ :=

∂ϕ

∂ t
+ (v • ∇)ϕ. (B.30)

Démonstration. Par la formule de différentiation des fonctions composées (théo-
rème B.3.2), on a

d
dt
(E (ρ,ϕ)) =

­
∂ E
∂ϕ
(ρ,ϕ),

∂ϕ

∂ t

·
+
­
∂ E
∂ ρ
(ρ,ϕ),

∂ ρ

∂ t

·
. (*.1)

On déduit alors à partir de l’équation (2.1) et de la proposition B.3.10 que

d
dt
(E (ρ,ϕ)) =

­
∂ E
∂ϕ
(ρ,ϕ),

∂ϕ

∂ t

·
− (e(ϕ,∇ϕ) | div(ρv)). (*.2)

On conclut avec la proposition B.3.11. �
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B.3.5. Cadre fonctionnel pour la thermodynamique – cas vectoriel

Proposition B.3.13 – Différentielle d’une fonctionnelle avec gradient

Soit E la fonctionnelle définie pour tous ρ ∈ L∞(Ω) et p par

E (ρ, p) :=

∫

Ω

ρe(p,∇p)dx , (B.31)

où e : (p,γ) 7−→ e(p,γ) est une fonction définie dans Rd ×Rd×d et à valeurs dans R,
différentiable par rapport à chacune de ses variables. Alors ∂ E∂ p est la forme linéaire
définie pour tout q par

­
∂ E
∂ p

,q
·
= (`(ρ, p) | q) +

∫

∂Ω

ρq •
∂ e
∂ γ
(p,∇p) • n ds, (B.32)

où

`(ρ, p) := ρ
∂ e
∂ p
(p,∇p)− div

�
ρ
∂ e
∂ γ
(p,∇p)

�
, (B.33)

et ∂ E∂ ρ est la forme linéaire définie pour tout z ∈ L∞(Ω) par

­
∂ E
∂ ρ

, z
·
= (e(p,∇p) | z). (B.34)

Dans le cas où l’intégrale de surface est nulle, on note ∂ E
∂ p = `(ρ, p) par abus de

notation, ou par le théorème B.3.3 de représentation de Riesz. En vertu du même
théorème, on note ∂ E

∂ ρ = e(p,∇p).

Démonstration. La fonction e est différentiable par rapport à chacune de ses variables
donc par définition de la différentielle,

e(p + q ,∇p +∇q) = e(p,∇p) +
∂ e
∂ p

• q +
∂ e
∂ γ
(p,∇p) :∇q + o(|q |+ |∇q |). (*.1)

Ainsi,

E (ρ, p + q)−E (ρ, p) =

∫

Ω

ρe(p + q ,∇p +∇q)dx −
∫

Ω

ρe(p,∇p)dx

=

∫

Ω

ρ

�
∂ e
∂ p

• q +
∂ e
∂ γ
(p,∇p) :∇q

�
dx + o(‖q‖). (*.2)
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On intègre ensuite par parties :

E (ρ, p + q)−E (ρ, p) =

∫

Ω

�
ρ
∂ e
∂ p
− div

�
ρ
∂ e
∂ γ
(p,∇p)

��
• q dx

+

∫

∂Ω

ρq •
∂ e
∂ γ
(p,∇p) • n ds+ o(‖q‖). (*.3)

On conclut avec la définition B.3.3.
L’équation (B.34) s’obtient directement à partir de la proposition B.3.6. �

Proposition B.3.14 – Intégration par parties d’une fonctionnelle avec gradient

Soit E la fonctionnelle définie pour tous ρ ∈ L∞(Ω) et p par

E (ρ, p) :=

∫

Ω

ρe(p,∇p)dx , (B.35)

où e : (p,γ) 7−→ e(p,γ) est une fonction définie dans Rd ×Rd×d et à valeurs dans R,
différentiable par rapport à chacune de ses variables. On a

− (e(p,∇p) | div(ρv)) =
­
∂ E
∂ p

, (v • ∇)p
·
−
∫

Ω

ρ

�
∇pT •

∂ e
∂ γ
(p,∇p)

�
:∇v dx

−
∫

∂Ω

ρ(v • n)e(p,∇p)ds, (B.36)

où ∂ E
∂ p est définie par (B.32).

Démonstration. Par intégration par parties,
∫

Ω

−e(p,∇p)div(ρv)dx =

∫

Ω

ρ(v • ∇)[e(p,∇p)]dx −
∫

∂Ω

ρ(v • n)e(p,∇p)ds

=

∫

Ω

ρ
∂ e
∂ p
(p) • [(v • ∇)p]dx

+

∫

Ω

ρ

�
∂ e
∂ γ
(p,∇p)

�
: {(v • ∇)[∇p]}dx

−
∫

∂Ω

ρ(v • n)e(p,∇p)ds.

(*.1)
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Or ∇[(v • ∇)p] = (v • ∇)[∇p] +∇p • ∇v , donc
∫

Ω

ρ

�
∂ e
∂ γ
(p,∇p)

�
: {(v • ∇)[∇p]}dx =

∫

Ω

ρ

�
∂ e
∂ γ
(p,∇p)

�
:∇[(v • ∇)p]dx

−
∫

Ω

ρ(∇p • ∇v) :
∂ e
∂ γ
(p,∇p)dx

=

∫

Ω

ρ

�
∂ e
∂ γ
(p,∇p)

�
• ∇[(v • ∇)p]dx −

∫

Ω

ρ

�
∇pT •

∂ e
∂ γ
(p,∇p)

�
:∇v dx ,

d’après la relation (A.12b). Une intégration par parties donne ensuite

∫

Ω

ρ

�
∂ e
∂ γ
(p,∇p)

�
• {(v • ∇)[∇p]}dx =

∫

∂Ω

ρ

�
∂ e
∂ γ
(p,∇p) • n

�
• [(v • ∇)p]ds

−
∫

Ω

div
�
ρ
∂ e
∂ γ
(p,∇p)

�
• [(v • ∇)p]dx

−
∫

Ω

ρ

�
∇pT •

∂ e
∂ γ
(p,∇p)

�
:∇v dx (*.2)

En combinant ce résultat, (*.1) et (B.32), on obtient finalement le résultat escompté. �

Théorème B.3.15 – Dérivée en temps d’une fonctionnelle avec gradient

On suppose que Ω est un volume transporté par un flot à la vitesse v , et qu’il peut
donc évoluer en temps. Soit E la fonctionnelle définie pour tous ρ ∈ L∞(Ω) et p par

E (ρ, p) :=

∫

Ω(t)

ρe(p,∇p)dx , (B.37)

où e : (p,γ) 7−→ e(p,γ) est une fonction définie dans Rd ×Rd×d et à valeurs dans R,
différentiable par rapport à chacune de ses variables. On note X l’espace fonctionnel
auquel appartient p. Si ρ désigne la masse volumique, autrement dit satisfait la loi
de conservation de la masse (2.1), alors pour tout p ∈ L∞(]0,+∞[; X), on a

d
dt
(E (ρ, p)) =

­
∂ E
∂ p
(ρ, p), .

p
·
−
∫

Ω(t)

ρ

�
∇pT •

∂ e
∂ γ
(p,∇p)

�
:∇v dx . (B.38)
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Démonstration. Par la formule de Reynolds (B.14) et intégrations par parties,

d
dt
(E (ρ, p)) =

∫

Ω(t)

�
∂

∂ t
(ρe(p,∇p)) + div(ρe(p,∇p)v)

�
dx

=

∫

Ω(t)

�
ρ
∂

∂ t
(e(p,∇p)) + e(p,∇p)

∂ ρ

∂ t

�
dx +

∫

∂Ω(t)

ρ(v • n)e(p,∇p)ds.

(*.1)

En appliquant ensuite la loi de conservation de la masse (2.1) et en remarquant que
∫

Ω(t)

ρ
∂

∂ t
(e(p,∇p))dx =

­
∂ E
∂ p
(ρ, p),

∂ p
∂ t

·
, (*.2)

on obtient

d
dt
(E (ρ, p)) =

­
∂ E
∂ p
(ρ, p),

∂ p
∂ t

·
− (e(p,∇p) | div(ρv))

+

∫

∂Ω(t)

ρ(v • n)e(p,∇p)ds (*.3)

On peut alors appliquer la proposition B.3.14 et conclure. �

B.4. Notions d’analyse convexe

Dans cette section, on note X un espace vectoriel normé, X′ son dual topologique, c’est-à-
dire l’ensemble des formes linéaires continues sur X, 〈·, ·〉 le crochet de dualité sur X′×X et
R := R∪ {+∞} la droite réelle semi-achevée. Il est important de noter que l’on exclut la
valeur −∞.

Toutes les définitions et tous les résultats peuvent être retrouvés dans [ET74, chapitre 1]
et [Sar16, sections 3.2 et 5.3.3].

B.4.1. Définitions

Définition B.4.1 – Fonction convexe
Une fonction ϕ : X→ R est dite convexe si quels que soient x , y ∈ X et t ∈ [0,1] [ET74,
définition 2.1],

ϕ(t x + (1− t)y)6 tϕ(x) + (1− t)ϕ(y). (B.39)

Une fonction convexe est une fonction dont le graphe se situe localement en-dessous de
ses cordes.
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Propriété B.4.1 – Caractérisation des fonctions convexes par la différentielle seconde

Une fonction ϕ : X→ R deux fois différentiable est convexe si, et seulement si, ϕ′′(x)
est une forme bilinéaire positive pour tout x ∈ X, c’est-à-dire ϕ′′(x)(h, k)> 0 pour
tous h, k ∈ X.

Définition B.4.2 – Fonction propre
Une fonction ϕ : X→ R est dite propre si elle n’est pas identiquement égale à +∞ [ET74,
section 2.1].

Définition B.4.3 – Fonction semi-continue inférieurement
Une fonction ϕ : X→ R est dite semi-continue inférieurement si son épigraphe {(x , c) ∈
X×R |ϕ(x)6 c} [ET74, définition 2.2] est fermé [ET74, proposition 2.3].

B.4.2. Sous-différentiel

Définition B.4.4 – Sous-différentiel
Soit ϕ : X→ R une fonction convexe et propre. Le sous-différentiel de ϕ en x ∈ X est le
sous-ensemble ∂ϕ(x) de X′ défini par [ET74, définition 5.1] [Sar16, définition 3.2]

∂ϕ(x) :=
�

x ′ ∈ X′
�� 〈x ′, y − x〉6 ϕ(y)−ϕ(x), ∀y ∈ X

	
. (B.40)

Si ϕ dépend de plusieurs variables, disons x et y , alors on note ∂xϕ son sous-différentiel
par rapport à x , sous réserve d’existence.

Intuitivement, en dimension 1, le sous-différentiel de ϕ en x est l’ensemble des pentes x ′

inférieures à tous les taux d’accroissement de ϕ en x . Le sous-différentiel est une opération
linéaire sous certaines hypothèses [ET74, section 5.3], qui demandent principalement la
convexité et la semi-continuité des fonctions impliquées. On peut montrer queϕ est Gâteaux-
dérivable en x si, et seulement si, ϕ est finie et continue en x et ∂ϕ(x) = {ϕ′(x)} [ET74,
proposition 5.3].

L’exemple emblématique du sous-différentiel est celui de la valeur absolue, qui vaut [Sar16,
exemple 3.3]

∂ |·|(x) =




§
x
|x |
ª

si x 6= 0,

[−1, 1] si x = 0.
(B.41)

Proposition B.4.2 – Caractérisation du minimum

Soit ϕ : X→ R une fonction convexe et propre. Le point x∗ ∈ X est un minimum de
ϕ sur X si, et seulement si, 0 ∈ ∂ϕ(x∗).
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Démonstration. Voir [ET74, équation 5.5] ou [Sar16, théorème 3.1]. �

Définition B.4.5 – Fonction conjuguée
Soit ϕ : X→ R une fonction (non nécessairement convexe). Sa fonction conjuguée est la
fonction ϕ∗ : X′→ R définie pour tout x ′ ∈ X′ par [ET74, définition 4.1] [Sar16, définition
3.5]

ϕ∗(x ′) := sup
x∈X

�

x ′, x

�−ϕ(x)�. (B.42)

L’application ϕ 7−→ ϕ∗ est appelée transformée de Legendre-Fenchel.

La fonction conjuguée est un outil utile pour calculer le sous-différentiel d’une fonction
convexe, comme en atteste la

Proposition B.4.3 – Inversibilité

Soit ϕ : X→ R une fonction convexe, propre et semi-continue inférieurement. Alors

x ′ ∈ ∂ϕ(x) ⇐⇒ x ∈ ∂ϕ∗(x ′). (B.43)

Si la fonction n’est semi-continue inférieurement, alors l’équivalence n’est plus qu’une
implication.

Démonstration. Voir [ET74, corollaire 5.2] ou [Sar16, propriété 3.1]. �

Définition B.4.6 – Fonction indicatrice
En analyse convexe, la fonction indicatrice d’une partie C ⊂ X de X est la fonction notée
IC et définie par [ET74, section 2.1]

IC :

X −→ R∪ {+∞}
x 7−→

¨
0 si x ∈ C,

+∞ sinon.
(B.44)

Dans la suite, on se place dans l’espace des matrices carrées de taille d × d à coefficients
réels (X = Rd×d). Pour toute fonction ϕ : Rd×d → R, on note par kerϕ := {τ ∈ Rd×d |
ϕ(τ) = 0} son noyau.

Lemme B.4.4 – Sous-différentiel de l’indicatrice du noyau de la trace

Quelle que soit la matrice M ∈ Rd×d ,

∂Iker tr(M) =

¨�
τ ∈ Rd×d

��τ : (N−M)6 0, ∀N ∈ ker tr
	

si trM = 0,

; sinon.
(B.45)

Démonstration. Nous sommes en dimension finie, donc le dual de Rd×d est isomorphe à
Rd×d . Par le théorème B.3.3 de représentation de Riesz, on peut donc assimiler les deux.
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Soit M ∈ Rd×d . D’après la définition B.4.4 du sous-différentiel, τ ∈ ∂Iker tr(M) si, et seule-
ment si, quel que soit N ∈ Rd×d ,

Iker tr(M) +τ : (N−M)6 Iker tr(N). (*.1)

Si trM 6= 0, alors Iker tr(M) = +∞ et cette contrainte n’est vérifiée par aucun τ, donc
∂Iker tr(M) = ;. Dans le cas contraire, τ ∈ ∂Iker tr(M) si, et seulement si,

τ : (N−M)6 Iker tr(N) (*.2)

pour toute matrice N à trace nulle et pour toute matrice N à trace non nulle. Si trN 6= 0, alors
cette contrainte est automatiquement vérifiée, puisqueIker tr(N) = +∞, sinonIker tr(N) = 0,
d’où le résultat. �

Proposition B.4.5 – Caractérisation du sous-différentiel de l’indicatrice du noyau de la trace

τ ∈ ∂Iker tr(M) ⇐⇒ ∃Π ∈ R tel que τ= −Πδ et trM = 0. (B.46)

Démonstration. La démonstration suivante est une adaptation de la démonstration du
lemme 5.2 dans [Sar16].
Soit M ∈ Rd×d . Si trM 6= 0, alors, d’après le lemme B.4.4, ∂Iker tr(M) = ; et le résultat est
automatiquement vérifié.

(⇒) Supposons donc que trM = 0. Toujours d’après le lemme B.4.4, on a alors

∂Iker tr(M) =
�
τ ∈ Rd×d

��−τ : M 6 −τ : N, ∀N ∈ ker tr
	
. (*.1)

Ainsi, s’il existe τ ∈ ∂Iker tr(M), alors

M = argmin
N∈ker tr

−τ : N. (*.2)

Nous faisons donc face à un problème de minimisation contraint. Pour le résoudre,
nous introduisons alors le lagrangien associé à ce problème Lτ(N,ξ) := −τ :N−ξ trN.
Le problème de minimisation (*.2) revient ainsi à trouver le point selle (M,Π) ∈
ker tr×R du problème

min
N∈Rd×d

max
ξ∈R

Lτ(N,ξ). (*.3)

Ce point selle est caractérisé par les relations

∂ Lτ
∂N
(M,Π) = 0 et

∂ Lτ
∂ ξ
(M,Π) = 0, (*.4)

ce qui donne de manière équivalente

τ= −Πδ et trM = 0, (*.5)

puisque tr′(M) = δ.
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(⇐) Réciproquement, si τ = −Πδ et trM = 0, alors −τ : N = Π trN = 0 quel que soit
N ∈ ker tr (en particulier, c’est encore vrai si N =M), et on a donc bien τ ∈ ∂Iker tr(M)
d’après (*.1).

�

B.5. Outils pour les méthodes de Galerkine discontinues

Lemme B.5.1 – Saut et moyenne d’un produit

Pour toute interface S ∈ S i
h , les relations suivantes sont vérifiées :

J[ϕhχh]K= J[ϕh]K{{χh}}+ {{ϕh}}J[χh]K, (B.47a)

{{ϕhχh}}= {{ϕh}}{{χh}}+
1
4
J[ϕh]KJ[χh]K, (B.47b)

J[ϕhχh]K= J[ϕh]K{{χh}}ω + {{ϕh}}ωJ[χh]K, (B.47c)

où {{ϕh}}ω est la moyenne pondérée alternative de ϕh, définie par

{{ϕh}}ω,S :=

¨
ωK+,Sϕ|K− +ωK−,Sϕ|K+ si S= ∂ K− ∩ ∂ K+,

ϕ|K si S= ∂ K ∩ ∂Ω.
(B.47d)

Démonstration. On note ϕ− = ϕh|K− , ϕ+ = ϕh|K+ , χ− = χh|K− , χ+ = χh|K+ , ω− = ωK−,S et
ω+ =ωK+,S par commodité.

Première identité. Par définition du saut (6.8a), on calcule

J[ϕhχh]K= ϕ−χ− −ϕ+χ+
= ϕ−χ− −ϕ+χ− +ϕ+χ− −ϕ+χ+
= J[ϕh]Kχ− +ϕ+J[χh]K

= J[ϕh]Kχ− −
1
2
J[ϕh]KJ[χh]K+

1
2
J[ϕh]KJ[χh]K+ϕ+J[χh]K

= J[ϕh]K{{χh}}+ {{ϕh}}J[χh]K, (*.1)

où l’on a utilisé la définition de la moyenne (6.8b) pour la dernière ligne.
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Deuxième identité. Par définition de la moyenne (6.8b), on calcule

2{{ϕhχh}}= ϕ−χ− +ϕ+χ+

= ϕ−χ− − 1
2
J[ϕh]Kχ− +

1
2
J[ϕh]Kχ− +ϕ+χ+ +

1
2
J[ϕh]Kχ+ −

1
2
J[ϕh]Kχ+

= {{ϕh}}χ− +
1
2
J[ϕh]Kχ− + {{ϕh}}χ+ −

1
2
J[ϕh]Kχ+

= 2{{ϕh}}{{χh}}+
1
2
J[ϕh]KJ[χh]K, (*.2)

où l’on a utilisé la définition du saut (6.8a) pour la dernière ligne.

Troisième identité Par définition de la moyenne pondérée (6.8c) et de son alternative, on
développe

J[ϕh]K{{χh}}ω + {{ϕh}}ωJ[χh]K=
�
ϕ− −ϕ+��ω+χ− +ω−χ+�+ �ω−ϕ− +ω+ϕ+��χ− − χ+�

= ω+ϕ−χ− +ω−ϕ−χ+ −ω+ϕ+χ− −ω−ϕ+χ+
+ω−ϕ−χ− −ω−ϕ−χ+ +ω+ϕ+χ− −ω+ϕ+χ+

=
�
ω− +ω+

�
ϕ−χ− − �ω− +ω+�ϕ+χ+

= J[ϕhχh]K, (*.3)

par définition du saut (6.8a) et parce que ω− +ω+ = 1.

�

Lemme B.5.2 – Lien entre intégrales sur ∂ K et sur S⊂ ∂ K avec advection

Soit v un champ de vecteurs continu à travers les interfaces du maillage Th. Quel
que soit χh ∈ P k,

∑
K∈Th

∫

∂ K

(v • n)χh ds =

∫

∂Ω

(v • n)χh ds+
∑

S∈S i
h

∫

S

(v • n)J[χh]Kds. (B.48)

Démonstration. On commence par décomposer la somme pour faire apparaître des inté-
grales sur les faces :

∑
K∈Th

∫

∂ K

(v • nK)χh ds =
∑
K∈Th

∑
S⊂∂ K

∫

S

(v • nK)χh|K ds. (*.1)

Dans cette double somme, chaque face externe S ∈ S b
h n’est comptée qu’une fois. En

remarquant alors que chaque face interne S ∈ S i
h partagée par deux éléments K− et K+ est

comptée deux fois – une première fois lorsque la somme sur les éléments s’arrête sur K−

et une seconde fois lorsqu’elle s’arrête sur K+ (voir la figure 6.1 pour une illustration) –
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on peut alors réarranger cette double somme en une simple somme sur les arêtes de la
manière suivante :

∑
K∈Th

∫

∂ K

(v • nK)χh ds =
∑

S∈S b
h

∫

S

(v • n)χh ds+
∑

S∈S i
h

∫

S

�
(v • nK−)χh|K−+(v • nK+)χh|K+

�
ds. (*.2)

On conclut en utilisant les définitions 6.1.2 et 6.1.6 (équation (6.8a)) et en remarquant que

∑

S∈S b
h

∫

S

(v • n)χh ds =

∫

∂Ω

(v • n)χh ds. (*.3)

�

Proposition B.5.3 – Intégration par parties discrète avec advection

Soit v un champ de vecteurs continu à travers les interfaces du maillage Th. Quels
que soient ϕh,χh ∈ P k, la formule d’intégration par parties

∫

Ω

[(v • ∇h)ϕh]χh dx = −
∫

Ω

ϕh divh(χhv)dx +

∫

∂Ω

(v • n)ϕhχh ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

(v • n)(J[ϕh]K{{χh}}+ {{ϕh}}J[χh]K)ds (B.49)

est vérifiée.

Démonstration. Par définition 6.1.4 du gradient cassé, il vient
∫

Ω

[(v • ∇h)ϕh]χh dx =
∑
K∈Th

∫

K

[(v • ∇)ϕh]χh dx .

Une intégration par parties donne alors
∫

Ω

[(v • ∇h)ϕh]χh dx =
∑
K∈Th

�
−
∫

K

ϕh div(χhv)dx +

∫

∂ K

(v • n)ϕhχh ds

�

= −
∫

Ω

ϕh divh(χhv)dx +
∑
K∈Th

∫

∂ K

(v • n)ϕhχh ds

On conclut en utilisant le lemme B.5.2 et l’équation (B.47a) du lemme B.5.1. �

333



Annexe B. Outils mathématiques

Lemme B.5.4 – Lien entre intégrales sur ∂ K et sur S⊂ ∂ K avec diffusion

Quel que soit χh ∈ P k,

∑
K∈Th

∫

∂ K

ν
∂ϕh

∂ n
χh ds =

∫

∂Ω

ν
∂ϕh

∂ n
χh ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

�
J[ν∇hϕh]K • n{{χh}}ω + {{ν∇hϕh}}ω • nJ[χh]K

�
ds, (B.50)

où {{·}}ω est défini par (B.47d).

Démonstration. On commence par décomposer la somme pour faire apparaître des inté-
grales sur les faces :

∑
K∈Th

∫

∂ K

ν
∂ϕh

∂ n
χh ds =

∑
K∈Th

∑
S⊂∂ K

∫

∂ K

ν|K
∂ϕh|K
∂ nK

χh|K ds. (*.1)

Comme dans la démonstration du lemme B.5.2, on peut réarranger cette double somme en
une simple somme sur les arêtes :

∑
K∈Th

∫

∂ K

ν
∂ϕh

∂ n
χh ds =

∑

S∈S b
h

∫

S

ν
∂ϕh

∂ n
χh ds

+
∑

S∈S i
h

∫

S

�
ν|K−
∂ϕh|K−
∂ n−K

χh|K− + ν|K+
∂ϕh|K+
∂ n+K

χh|K+
�

ds. (*.2)

On conclut en utilisant la définition 6.1.2 de la normale à une face, l’équation (B.47d) et
en remarquant que ∑

S∈S b
h

∫

S

ν
∂ϕh

∂ n
χh ds =

∫

∂Ω

ν
∂ϕh

∂ n
χh ds. (*.3)

�

Proposition B.5.5 – Intégration par parties discrète avec diffusion

Soit ν un champ scalaire. Quels que soient ϕh,χh ∈ P k, la formule d’intégration par
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parties

∫

Ω

−divh(ν∇hϕh)χh dx =

∫

Ω

∇hϕh
• ∇hχh dx −

∫

∂Ω

ν
∂ϕh

∂ n
χh ds

−
∑

S∈S i
h

∫

S

�
J[ν∇hϕh]K • n{{χh}}ω + {{ν∇hϕh}}ω • nJ[χh]K

�
ds (B.51)

est vérifiée.

Démonstration. Par définition 6.1.5 de la divergence cassée, il vient
∫

Ω

−divh(ν∇hϕh)χh dx =
∑
K∈Th

∫

K

−div(ν∇hϕh)χh dx .

Une intégration par parties donne alors
∫

Ω

−divh(ν∇hϕh)χh dx =
∑
K∈Th

�∫

K

ν∇ϕh
• ∇χh dx −

∫

∂ K

ν
∂ϕh

∂ n
χh ds

�

=

∫

Ω

ν∇hϕh
• ∇hχh dx −

∑
K∈Th

∫

∂ K

ν
∂ϕh

∂ n
χh ds

On conclut en utilisant le lemme B.5.4. �

B.6. Calcul de la fonction de courant

En deux dimensions, lorsque la vitesse est à divergence nulle, il est possible de calculer
sa fonction de courant ψ associée, définie comme l’unique fonction, à une constante près,
satisfaisant [Sar20, section 2.1.6]

curlψ= v , (B.52)

où curl est donné dans la définition A.2.5. On vérifie que divcurlψ= 0. En appliquant le
rotationnel scalaire (définition A.2.5) à (B.52), on obtient

−∆ψ= curl v . (B.53)

En pratique, nous résolvons cette équation sous la forme faible

∫

Ω

∇ψ • ∇χ dx =

∫

Ω

(curl v)χ dx −
∫

∂Ω

(v • t )χ dx , (B.54)
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pour toute fonction test χ, où t := n⊥ est la tangente à la frontière du domaine (voir la
définition A.1.7). L’intégrale de surface s’obtient en remarquant que ∂ψ

∂ n = −v • t . Comme
la fonction de courant ψ est définie à une constante près, nous la fixons en imposant ψ à 0
sur la frontière.
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COutils pour la démonstration du
théorème 5.2.1

C.1. Composantes du vecteur issu d’une matrice
antisymétrique

Proposition C.1.1 – Composantes du vecteur issu d’une matrice antisymétrique

Soit τ un champ de tenseurs antisymétriques dans R3×3. On note c = −1
2δ
×. c le

vecteur de ses trois composantes indépendantes. Alors c vérifie

cs = τ
⊥
s3, (C.1a)

c3 = τ21, (C.1b)

où l’on a noté c′⊥ l’orthogonal d’un vecteur c′ (voir la définition A.1.7).

Démonstration. Par définition de c, antisymétrie de τ et d’après la propriété A.1.4,

c = −1
2
δ ×. τ=

1
2



τ32 −τ23

τ13 −τ31

τ21 −τ12


=

�
τ⊥s3
τ21

�
. (*.1)

�

Corollaire C.1.2 – Composantes du vecteur taux de rotation

Les composantes planaires et verticale de ω sont données par

ωs =W⊥
s3, (C.2a)

ω3 =W21. (C.2b)

Dans la suite, on note simplement ω :=ω3.
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Démonstration. Immédiat avec la proposition C.1.1 en se souvenant queω = −1
2δ
×. W. �

Corollaire C.1.3 – Composantes du vecteur taux de courbure moyenne

Les composantes planaires et verticale du vecteur de courbure moyenne k sont
données par

k s =
1
2

∂
�
ω⊥s
�

∂ x3
+

1
2

curlω, (C.3a)

k3 =
1
2

curl ωs. (C.3b)

Dans la suite, on note simplement k := k3.

Démonstration. Par définition, k = 1
2∇×ω, donc

2k s =
�
ω3,2 −ω2,3

ω1,3 −ω3,1

�
=
∂ω⊥s
∂ x3

+ curlω3 (*.1)

et
2k3 =ω2,1 −ω1,2 = curl ωs, (*.2)

d’après la définition A.2.5. �

Corollaire C.1.4 – Composantes du vecteur des contraintes de couples

Les composantes planaires et verticale du vecteur des contraintes de couples m sont
données par

ms = µ
⊥
s3, (C.4a)

m := m3 = µ21. (C.4b)

Démonstration. Immédiat avec la proposition C.1.1 en se souvenant que m = −1
2δ
×.µ. �
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C.2. Analyse asymptotique de la loi de conservation du
moment cinétique

Proposition C.2.1 – Conservation du moment cinétique moyennée en épaisseur

La loi de conservation du moment cinétique moyennée en épaisseur est donnée en
tout ordre i > −1 par les relations

curl
�
ρ(1)s 〈m(i)〉ρs

�
+ ρ(1)s

�〈σ(i)3s 〉ρs
− 〈σ(i)s3 〉ρs

�⊥
= 0 (C.5a)

curl
�
ρ(1)s 〈m(i)

s 〉ρs

�
+ ρ(1)s

�〈σ(i)12〉ρs
− 〈σ(i)21〉ρs

�
= 0. (C.5b)

Démonstration. En appliquant le théorème 4.3.2 à la loi de conservation du moment
cinétique (3.3), en tenant compte de la condition aux limites (2.39a), on obtient dans un
premier temps

divs

�
ρ(1)s 〈µ(i)ss 〉Tρs

�
+ ρ(1)s

�〈σ(i)3s 〉ρs
− 〈σ(i)s3 〉ρs

�⊥
= 0 (*.1a)

divs

�
ρ(1)s 〈µ(i)s3 〉ρs

�
+ ρ(1)s

�〈σ(i)12〉ρs
− 〈σ(i)21〉ρs

�
= 0. (*.1b)

On conclut avec la propriété A.2.4 et le corollaire C.1.4, et en remarquant que

divs

�
ρ(1)s 〈µ(i)s3 〉ρs

�
= −divs

�
ρ(1)s

�
〈µ(i)s3 〉⊥ρs

�⊥�
= −divs

�
ρ(1)s 〈m(i)

s 〉⊥ρs

�
= curl

�
ρ(1)s 〈m(i)

s 〉ρs

�
,

(*.2)

car −divs c⊥ = curl c pour tout champ de vecteurs. �

Proposition C.2.2

On a pour tout ordre i > −1 et pour tous champs de scalaires ϕ et de vecteurs q
définis dans Ω,

∫

Ω

ρ(1)s 〈m(i)〉ρs
curl q dx =

∫

Ω

ρ(1)s

�〈σ(i)s3 〉ρs
− 〈σ(i)3s 〉ρs

�
• q⊥ dx (C.6a)

∫

Ω

ρ(1)s 〈m(i)
s 〉ρs

• curlϕ dx =

∫

Ω

ρ(1)s

�〈σ(i)21〉ρs
− 〈σ(i)12〉ρs

�
ϕ dx (C.6b)

Démonstration. Remarquons en premier lieu que sur ∂Ω, on a m = 0 et m⊥
s

• n = 0, en
conséquence directe de la condition aux limites (2.39a) et du corollaire C.1.4, puisque
n3 = 0 sur ∂Ω.
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Première identité. On intègre par parties à l’aide de la proposition A.2.5 :
∫

Ω

ρ(1)s 〈m(i)〉ρs
curl q dx =

∫

Ω

curl
�
ρ(1)s 〈m(i)〉ρs

�
• q dx −

∫

∂Ω

ρ(1)s 〈m(i)〉ρs
q⊥ • ns ds.

(*.1)
On conclut avec la condition aux limites et la proposition C.2.1, en remarquant que
c⊥ • c′ = −c • c′⊥.

Seconde identité. On intègre par parties à l’aide de la proposition A.2.5 :
∫

Ω

ρ(1)s 〈m(i)
s 〉ρs

•curlϕ dx =

∫

Ω

curl
�
ρ(1)s 〈m(i)

s 〉ρs

�
ϕ dx+

∫

∂Ω

ρ(1)s ϕ〈m(i)
s 〉⊥ρs

•ns ds (*.2)

On conclut avec la condition aux limites et la proposition C.2.1.

�

C.3. Outils pour l’analyse asymptotique de l’inégalité de
Clausius-Duhem

Définition C.3.1 – Saut dans l’épaisseur
Pour tout champ de scalaires ϕ, on définit l’opérateur de saut dans l’épaisseur par

J[ϕ]Kξ := ϕ(x3 = ρs)−ϕ(x3 = 0). (C.7)

On étend la définition de l’opérateur à des champs de tenseurs d’ordre quelconque en
l’appliquant composante par composante.

Proposition C.3.1

Pour tous entiers i, j > −1, on a la formule

∫

Ω

−2ρ(1)s 〈m(i)
s 〉ρs

• 〈k( j)s 〉ρs
dx = −

∫

Ω

ρ(1)s skw〈σ(i)ss 〉ρs
: 〈Ws(v

( j)
s )〉ρs

dx

+

∫

Ω

〈m(i)
s 〉ρs

• J[Ws3]K( j+1)
ξ

dx

+

∫

Ω

〈m(i)
s 〉ρs

• curl
�
ρ(1)s

�
ω( j)(x3 = ρs)dx . (C.8)
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Démonstration. D’après le corollaire C.1.3,

∫

Ω

−2ρ(1)s 〈m(i)
s 〉ρs

• 〈k( j)s 〉ρs
dx =

∫

Ω

〈m(i)
s 〉ρs

• J[Ws3]K( j+1)
ξ

dx

−
∫

Ω

ρ(1)s 〈m(i)
s 〉ρs

• 〈curlω( j)〉ρs
dx . (*.1)

On applique alors le corollaire 4.6.2 puis le proposition C.2.2 sur le second terme

−
∫

Ω

ρ(1)s 〈m(i)
s 〉ρs

• 〈curlω( j)〉ρs
dx = −

∫

Ω

〈m(i)
s 〉ρs

• curl
�
ρ(1)s 〈ω( j)〉ρs

�
dx

+

∫

Ω

〈m(i)
s 〉ρs

• curl
�
ρ(1)s

�
ω( j)(x3 = ρs)dx

= −
∫

Ω

ρ(1)s

�〈σ(i)21〉ρs
− 〈σ(i)12〉ρs

�〈ω( j)〉ρs
dx

+

∫

Ω

〈m(i)
s 〉ρs

• curl
�
ρ(1)s

�
ω( j)(x3 = ρs)dx .

On conclut en remarquant que, d’après la proposition A.1.2,
�〈σ(i)21〉ρs

− 〈σ(i)12〉ρs

�〈ω( j)〉ρs
=

〈σ(i)ss 〉ρs
: 〈Ws(v ( j)s )〉ρs

= skw〈σ(i)ss 〉ρs
: 〈Ws(v ( j)s )〉ρs

. �

Proposition C.3.2

Pour tous entiers i, j > −1, on a la formule

∫

Ω

−2ρ(1)s 〈m(i)〉ρs
〈k( j)〉ρs

dx =

∫

Ω

ρ(1)s

�〈σ(i)s3 〉ρs
− 〈σ(i)3s 〉ρs

�
• 〈W( j)

s3 〉ρs
dx

+

∫

Ω

〈m(i)〉ρs
curl

�
ρ(1)s

�
• ω( j)s (x3 = ρs)dx . (C.9)

Démonstration. D’après le corollaire C.1.3,
∫

Ω

−2ρ(1)s 〈m(i)〉ρs
〈k( j)〉ρs

dx = −
∫

Ω

ρ(1)s 〈m(i)〉ρs
〈curl ω( j)s 〉ρs

dx . (*.1)
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On applique alors le corollaire 4.6.2 puis le proposition C.2.2 sur le second terme

−
∫

Ω

ρ(1)s 〈m(i)〉ρs
〈curl ω( j)s 〉ρs

dx = −
∫

Ω

〈m(i)〉ρs
curl

�
ρ(1)s 〈ω( j)s 〉ρs

�
dx

+

∫

Ω

〈m(i)〉ρs
curl

�
ρ(1)s

�
• ω( j)s (x3 = ρs)dx

= −
∫

Ω

ρ(1)s

�〈σ(i)s3 〉ρs
− 〈σ(i)3s 〉ρs

�
• 〈ω( j)s 〉⊥ρs

dx

+

∫

Ω

〈m(i)〉ρs
curl

�
ρ(1)s

�
• ω( j)s (x3 = ρs)dx .

On conclut avec le corollaire C.1.2. �
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Annexe

DCompléments du chapitre 11

Dans le chapitre 11, nous avons comparé la vitesse expérimentale corrigée (voir sec-
tion 11.1.2) et la vitesse calculée avec notre modèle (problème 5.3.1). Nous présentons ici
les mêmes comparaisons en considérant à la place la vitesse expérimentale non corrigée,
uniquement lissée, comme expliqué dans la section 11.1.2.

(a) Vitesse expérimentale (b) Vitesse calculée

FIGURE D.1. – Exp BBLEBB. Comparaison des cartes des champs de vitesse. Modèle résolu
avec les paramètres du tableau 11.1. Expérience avec blebbistatine. Légende :
les flèches noires à gauche des titres des barres de couleur correspondent à
la vitesse d’entrée/caractéristique de la migration, c’est-à-dire une vitesse de
norme 1.
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FIGURE D.2. – Exp BBLEBB. Vitesse horizontale du modèle incompressible résolu avec
les paramètres donnés par le tableau 11.1 (courbes) et vitesse horizontale
mesurée sur bande en présence de blebbistatine, après un lissage gaussien
d’écart-type 1 (points). De haut en bas puis de gauche à droite : coupes
suivant les axes définis figure 10.2. Les vitesses sont adimensionnées.
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FIGURE D.3. – Exp BBLEBB. Vitesse verticale du modèle incompressible résolu avec les
paramètres donnés par le tableau 11.1 (courbes) et vitesse verticale mesurée
sur bande en présence de blebbistatine, après un lissage gaussien d’écart-type
1 (points). De haut en bas puis de gauche à droite : coupes suivant les axes
définis figure 10.2. Les vitesses sont adimensionnées.
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(a) Vitesse expérimentale (b) Vitesse calculée

FIGURE D.4. – Exp B. Comparaison des cartes des champs de vitesse. Modèle résolu avec
les paramètres du tableau 11.1. Expérience avec blebbistatine. Légende : les
flèches noires à gauche des titres des barres de couleur correspondent à la
vitesse d’entrée/caractéristique de la migration, c’est-à-dire une vitesse de
norme 1.
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FIGURE D.5. – Exp B. Vitesse horizontale du modèle incompressible résolu avec les para-
mètres donnés par le tableau 11.1 (courbes) et vitesse horizontale mesurée
sur bande en l’absence de blebbistatine, après un lissage gaussien d’écart-type
1 (points). De haut en bas puis de gauche à droite : coupes suivant les axes
définis figure 10.2. Les vitesses sont adimensionnées.
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FIGURE D.6. – Exp B. Vitesse verticale du modèle incompressible résolu avec les paramètres
donnés par le tableau 11.1 (courbes) et vitesse verticale mesurée sur bande en
l’absence de blebbistatine, après un lissage gaussien d’écart-type 1 (points).
De haut en bas puis de gauche à droite : coupes suivant les axes définis
figure 10.2. Les vitesses sont adimensionnées.
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