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Titre : Couplage partitionné fluide structure avec grille mobile pour des transitoires non linéaires

Mots clés : Interaction Fluide-Structure ; Arbitrary Lagrange–Euler ; couplage partitionné.

Résumé : L’interaction fluide-structure est un do-

maine visant à comprendre les mécanismes d’inter-

action entre un fluide en mouvement ou au repos

et les déplacements d’une structure flexible ou ri-

gide. De tels phénomènes sont observés dans de

nombreux domaines tels que la biomécanique avec

l’écoulement sanguin ou dans le nucléaire lors de

l’étude de la réponse vibratoire d’un assemblage de

combustible soumis à une sollicitation accidentelle,

par exemple lors d’un séisme.

Dans ce dernier exemple, on s’intéresse à l’in-

teraction entre l’écoulement d’un fluide incompres-

sible et la dynamique non-linéaire d’une structure

élancée. Pour caractériser finement les couplages,

compléter les expériences existantes et valider les

modèles construits à l’échelle d’un assemblage et

cœur de réacteur, des simulations à l’échelle locale

sont nécessaires.

La thèse propose ainsi de mettre en œuvre

un couplage partitionné à l’échelle locale entre

deux solveurs spécifiques. Le premier solveur pour

l’écoulement incompressible instationnaire, est le

code TrioCFD du CEA. Le second solveur pour la

dynamique non-linéaire des structures, est le code

Europlexus, développé dans le cadre d’un consor-

tium impliquant le CEA.

Dans la première partie de la thèse, nous avons

proposé un nouvel algorithme pour améliorer l’ef-

ficacité de la résolution du problème de grille mo-

bile dans le solveur fluide. La seconde partie s’est

concentrée sur la mise en oeuvre d’algorithmes de

couplage entre les deux solveurs, dans le but de

renforcer la robustesse et la performance de la réso-

lution. Enfin, la validation numérique a été abordée

en comparant les résultats obtenus par le couplage

entre TrioCFD et Europlexus avec des références.

Title : Partitioned coupling for local scale fluid-structure interaction with moving grid for non-linear

transients

Keywords : Fluid-Structure Interaction ; Arbitrary Lagrange-Euler ; partioned coupling.

Abstract : Fluid-structure interaction is a field

whose aim is to understand the interaction mecha-

nism between a fluid either stationary or in mo-

vement and the movements of a flexible or rigid

structure. Such phenomena are observed in various

fields : in biomechanics with blood flow, or in nu-

clear science when examining the vibrational res-

ponse of a fuel assembly subjected to accidental

loading, for example, during an earthquake.

In the last example, the focus is on the inter-

action between the flow of an incompressible fluid

and the nonlinear dynamics of an elongated struc-

ture. To finely characterize the couplings, supple-

ment existing experiments, and validate the mo-

dels developed for an assembly and reactor core

simulations at the local scale are essential.

This thesis proposes to implement a partitio-

ned coupling between two specific solvers at the lo-

cal scale. The first solver, used for non-stationary

incompressible flow, is the Trio-CFD solver from

the CEA. The second solver, used for the nonli-

near dynamics of structures, is the EUROPLEXUS

code, developed within the framework of a consor-

tium involving the CEA.

The first part of the thesis proposes a new al-

gorithm to enhance the efficiency of solving the

moving grid problem within the fluid solver. The

second part is focused on the implementation of

various coupling algorithms between the two sol-

vers with the aim of strengthening the robustness

and performance of the resolution. The stability of

these algorithms was specifically investigated. Fi-

nally, numerical validation was addressed through

the comparison of results obtained in the coupling

of TrioCFD and Europlexus with literature.
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Introduction et mise en contexte

Introduction du sujet

L’interaction fluide-structure est une discipline scientifique intervenant dans de
nombreux domaines. Parmi eux et sans exhaustivité, on peut mentionner la biomé-
canique, par exemple, lors de la contraction des vaisseaux sanguins. L’aéronautique
peut aussi être citée, lorsque les ailes d’un avion se mettent à vibrer sous l’action des
forces aérodynamiques. Le secteur de l’énergie est également concerné, que ce soit
avec les éoliennes ou les centrales nucléaires. Dans une centrale nucléaire, les phéno-
mènes d’interaction fluide-structure se manifestent à différentes échelles et en divers
endroits. Un exemple est le générateur de vapeur, où l’écoulement d’eau et de vapeur
engendre des vibrations sur les tubes, susceptibles d’entraîner de l’usure et de la fa-
tigue. De même, dans les cœurs de réacteur, une situation d’intérêt majeur réside
dans l’étude de la réponse vibratoire d’un assemblage de combustible soumis à une
sollicitation accidentelle, par exemple lors d’un séisme. Ces vibrations peuvent en-
traîner des collisions entre les assemblages, pouvant potentiellement conduire à leur
endommagement. L’écoulement du fluide joue alors un rôle crucial, avec un effort
au premier ordre sur les forces d’impacts effectives entre les structures immergées.

Dans ce dernier exemple, on s’intéresse à l’interaction entre deux systèmes dis-
tincts. Le premier système décrit l’écoulement d’un fluide incompressible, et le se-
cond la dynamique non-linéaire d’une structure élancée. Ces deux systèmes évoluent
conjointement et s’influencent mutuellement à travers une interface, on parle alors
de couplage. Des études expérimentales ainsi que des modèles à l’échelle d’un as-
semblage et cœur de réacteur (longueur caractéristique de quelques centimètres) ont
été mise en œuvre afin d’étudier l’interaction entre les vibrations d’un assemblage et
l’écoulement d’un fluide. Cependant, pour caractériser finement tous les mécanismes,
ces études doivent être complétées par des simulations à l’échelle locale (longueur
caractéristique inférieure au millimètre) rendues accessibles par l’augmentation de
la puissance des calculateurs.

La simulation numérique d’un couplage fluide-structure peut être abordée de
deux manières différentes. D’une part, dans les couplages dits monolithiques, les
équations sont traitées dans un cadre mathématique unique et résolues par un sol-
veur unique. D’autre part, dans les couplages dits partitionnés, les équations sont
considérées comme des sous-systèmes et sont résolues par des solveurs spécifiques
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qui s’échangent de l’information à travers une interface de couplage. L’approche
partitionnée, connue pour apporter une plus grande flexibilité et une meilleure per-
formance, est choisie dans cette thèse. Le couplage met en œuvre une approche ALE
(pour Arbitrary Lagrange Euler) avec une grille mobile pour le fluide afin de prendre
en compte le mouvement des bords qui suivent le déplacement de la structure.

En termes d’outils numériques pour ce travail, les solveurs TrioCFD et Euro-
plexus sont deux codes dédiés à la modélisation respective des problèmes fluide et
structure. TrioCFD est un code open source, développé par le CEA orienté objet
et massivement parallèle. Il est conçu pour simuler des écoulements incompressibles
sur des géométries complexes, principalement dans le domaine des applications nu-
cléaires. De son côté Europlexus, développé dans le cadre d’un consortium impliquant
le CEA, est un logiciel de simulation spécialisé dans l’analyse des phénomènes à tran-
sitoires rapides, impliquant des structures et des fluides compressibles. Il est utilisé
pour étudier des phénomènes fortement non-linéaires tels que les chocs ou les explo-
sions. Les champs d’application de ces deux codes en font des candidats pertinents
pour l’étude des phénomènes d’interaction fluide-structure dans le contexte pro-
posé. Finalement, cette thèse vise à mettre en œuvre et analyser un couplage entre
TrioCFD et le solveur structure non-linéaire d’Europlexus. Ce couplage, permettra
l’étude des transitoires non-linéaires impliquant un fluide incompressible avec une
structure en mouvement.

Après cette introduction, une revue de la littérature fluide-structure sera éla-
borée. Le contexte des assemblages de combustible sera présenté comme point de
départ, mettant en avant certaines expériences visant à comprendre les interactions
entre les vibrations d’un assemblage et l’écoulement d’un fluide. Une comparaison
entre les méthodes de couplage monolithique et partitionné sera détaillée, dans le
but d’expliquer le choix du couplage partitionné pour cette thèse. Nous expliquerons
ensuite les avantages et les inconvénients des algorithmes explicites et implicites de
couplage, ainsi que leurs effets sur la stabilité du couplage. Enfin, nous explorerons
les problèmes de performance auxquels un couplage partitionné peut être confronté
en raison des différentes échelles temporelles, et nous présenterons les cas tests les
plus connus en interaction fluide-structure.

Après un premier chapitre visant à expliquer et à détailler les méthodes numé-
riques des deux solveurs, l’objectif du deuxième chapitre sera de développer et de
valider une méthode de mouvement de grille. Cette méthode permettra de réduire le
temps de calcul de la mise à jour du maillage dans TrioCFD. Pour cela, l’idée sera
de transformer l’équation elliptique utilisée au démarrage de la thèse, nécessitant
la résolution d’un système linéaire spécifique pour déterminer la vitesse de grille,
en une équation hyperbolique. Cette transformation permettra d’utiliser un schéma
temporel explicite sans résolution de système et plus efficace pour les problèmes de
grandes tailles. Un second objectif sera alors de comprendre l’influence des différents
paramètres du nouveau schéma. Enfin, une étude comparative du coût de calcul sera
réalisée entre l’équation elliptique d’origine et l’équation hyperbolique.
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Après avoir obtenu un mouvement de grille optimisé, l’objectif du troisième cha-
pitre sera de développer et d’analyser les algorithmes de couplage temporel entre
TrioCFD et Europlexus. Dans la première partie de ce chapitre, une preuve de sta-
bilité sur des équations simplifiées couplées implicitement sera établie en utilisant la
discrétisation temporelle des deux solveurs. Dans les parties deux à quatre, l’objectif
sera de présenter et d’analyser les différents algorithmes temporels de couplage mis
en place entre TrioCFD et Europlexus. Pour cela, la stabilité et les performances
des couplages explicites et implicites seront étudiées et comparées à travers un cas
test connu et exigeant de la littérature. Enfin, dans la dernière partie de ce chapitre,
nous traiterons les problèmes de performance liés à la présence, dans le système
fluide-structure, de deux échelles temporelles. Afin d’y remédier, un algorithme de
sous-cyclage temporel sera mis en oeuvre et étudié pour améliorer les performances
de coûts de calcul.

Dans le dernier chapitre, nous aborderons la question de la validation du cou-
plage. Nous présenterons une première validation numérique du couplage TrioCFD
et Europlexus avec les différentes méthodes de couplage établies dans le chapitre
précédent. À travers deux cas tests, nous comparerons nos résultats de simulations
avec ceux de la littérature. Dans la dernière partie de ce chapitre, nous mettrons
en place un cas test démonstratif dans une géométrie simplifiée d’assemblage de
combustible. Ce cas test sera simulé en parallèle avec plusieurs millions d’éléments,
ouvrant ainsi la voie à des études physiques sur des applications nucléaires.
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Figure 1 – Écoulement schématique de l’eau du circuit primaire dans une cuve
REP.

État de l’art

Intéraction fluide-structure, le contexte des réacteurs nucléaire

Les réacteurs à eau pressurisée (REP) sont les réacteurs nucléaires les plus cou-
ramment utilisés dans le monde. La cuve des REP contient des assemblages de
combustible où réside la matière fissile. En France, les REP sont équipés d’environ
200 assemblages de combustible. Dans la figure 1, nous pouvons observer le trajet
en rouge de l’écoulement de l’eau à l’intérieur du circuit primaire. Cette eau descend
jusqu’au fond de la cuve, puis remonte de manière axiale le long des assemblages,
récupérant ainsi l’énergie thermique générée.

Un assemblage de combustible est constitué de 264 crayons renfermant des pas-
tilles d’uranium. Ces crayons sont disposés selon un réseau carré, maintenus en place
par plusieurs grilles situées à différents niveaux de l’assemblage. La figure 2 offre une
vue éclatée détaillée d’un assemblage de combustible.

Dans l’article (Borsoi, 2000), l’auteur a cherché à présenter de manière acces-
sible divers problèmes d’interaction fluide-structure qui peuvent survenir dans un
réacteur nucléaire lors d’incidents ou d’accidents. Parmi les exemples abordés, l’une
des situations particulièrement pertinente pour cette thèse concerne les vibrations
des assemblages de combustible induites par un séisme. Ces vibrations peuvent en-
traîner des chocs entre les assemblages pouvant potentiellement conduire à leurs
endommagements.

Pour prévenir de tels scénarios, il est impératif d’identifier les forces exercées
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Figure 2 – Vue éclatée d’un assemblage combustible.

par le fluide sur un assemblage et d’examiner les effets de l’écoulement d’un fluide
dense autour des assemblages en vibration. Sans entrer dans les détails spécifiques,
plusieurs études expérimentales ont été menées pour mieux comprendre ces phéno-
mènes. Dans l’étude de (Queval et al., 2001), le CEA, EDF et FRAMATOME ont
réalisé des essais sur une rangée de six assemblages soumis à des vibrations. Les
simulations ont été effectuées dans un environnement confiné comprenant de l’eau
et de l’air. Par la suite, ces résultats ont été comparés par les mêmes auteurs à un
modèle numérique dans l’article (Viallet et al., 2003).

Dans l’article (Ricciardi et al., 2010), des essais ont été entrepris pour identifier
les forces fluides agissant sur un carré de 3 par 3 d’assemblages de combustible en vi-
bration soumis à un écoulement axial. La géométrie de l’assemblage est visible dans
la figure 3. Dans l’étude (Ricciardi, 2016), le même auteur, a utilisé une autre expé-
rience, le dispositif HERMES T, pour valider un modèle de milieu poreux prenant
en compte l’écoulement du fluide dans l’assemblage de combustible.
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Figure 3 – Disposition des assemblages dans (Ricciardi et al., 2010).

Description Lagrangienne
ParticuleNoeud

Description Eulerienne Description ALE

t0

t1

Figure 4 – Schéma des descriptions lagrangienne, eulerienne et ALE

Modélisation des problèmes d’interaction fluide-structure

Pour une compréhension exhaustive des problèmes fluide-structure, il est né-
cessaire de compléter les recherches expérimentales par des modélisations et des
simulations numériques des phénomènes impliqués.

Pour modéliser les problèmes d’interaction fluide-structure dans notre situation
d’intérêt, nous devons disposer d’un cadre théorique spécifique pour chaque domaine
physique. Du côté du fluide, cela implique la modélisation d’un écoulement incom-
pressible, tandis que du côté de la structure, il s’agit d’une dynamique à transitoire
rapide. Les deux physiques sont fortement non-linéaires. Elles sont couplées à travers
l’interface en utilisant des conditions limites d’équilibre. Dans l’article (Grandmont
et Maday, 1998), les auteurs se sont penchés sur la démonstration de l’existence
locale en fonction du temps d’une solution pour un problème couplé impliquant un
fluide incompressible et une structure rigide en mouvement.
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La modélisation de l’écoulement d’un fluide sans interaction avec un solide est
généralement réalisée avec une approche eulérienne. Ce principe implique d’observer,
depuis une position fixe, la vitesse de déplacement du fluide, ce qui entraîne la modé-
lisation des équations sur une grille fixe. En revanche, pour les problèmes structures,
l’approche lagrangienne est couramment utilisée. Elle implique d’observer le dépla-
cement de chaque particule en déplaçant la position d’observation avec la particule
elle-même, entraînant ainsi une déformation du maillage au cours de la simulation.
Des détails de ces deux méthodes dans le cadre de l’interaction fluide-structure sont
donnés par exemple dans (Donea et al., 2004) et (Murea, 2017). Enfin on repré-
sente schématiquement dans les deux premières figures de la figure 4 les descriptions
eulérienne et lagrangienne.

Afin de modéliser un problème d’interaction fluide-structure, il est nécessaire que
la grille fluide, habituellement fixe, prenne en compte le déplacement de la frontière
fluide-structure résultant du mouvement de la structure. Plusieurs modélisations
existent pour prendre en compte le mouvement d’une frontière, parmi lesquelles
l’approche Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE). Cette approche consiste à uti-
liser de manière arbitraire une description lagrangienne à proximité du solide en
mouvement et une description eulérienne loin de l’interface. Nous adopterons cette
approche dans le cadre de cette thèse. Les trois descriptions sont représentées dans
la figure 4.

Une explication détaillée de la méthode ALE est disponible dans les travaux
de (Donea et al., 1982) et (Donea et al., 2004). L’efficacité de la méthode ALE a
été examinée, par exemple, dans (Duarte et al., 2004) à travers trois cas de test,
démontrant une bonne concordance entre les résultats de la méthode ALE et ceux
obtenus par des essais expérimentaux. Nous pouvons également citer les travaux de
(Siemann et Langrand, 2017) pour une comparaison de la méthode ALE dans le
cadre de l’aéronautique, plus spécifiquement lors d’amerrissage.

Il est également envisageable pour la grille fluide de prendre en compte les fron-
tières en mouvement tout en conservant la description eulérienne. Une catégorie de
ces méthodes, connue sous le nom de "frontière immergée", a été développée par
Peskin (Peskin, 1972). Des détails approfondis sur cette méthode sont disponibles
dans les travaux de (Peskin, 2002) et (Pinelli et al., 2010). Plusieurs études ont
modélisé des problèmes d’interaction fluide-structure en utilisant des frontières im-
mergées pour le fluide, comme illustrées dans les travaux de (Puscas et al., 2015a)
et (Puscas et Monasse, 2015).

Méthode de couplage pour la simulation en IFS

Dans notre situation d’intérêt, la simulation numérique des phénomènes d’in-
teraction fluide-structure nécessite la mise en place d’un couplage entre l’écoule-
ment d’un fluide incompressible et la dynamique d’une structure. Deux approches
principales sont utilisées pour coupler ces problèmes : l’approche monolithique et
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Partitionnée
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Interface de Couplage
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Figure 5 – Représentation schématique d’un couplage monolithique et d’un cou-
plage partitionné.

l’approche partitionnée.

1. Approche monolithique : Dans cette approche, les équations sont traitées
dans un cadre mathématique unique, ce qui conduit à un système d’équation
global regroupant les matrices du problème fluide et du problème de struc-
ture. Nous pouvons citer par exemple deux études utilisant un couplage mo-
nolithique pour la mise en place d’un couplage fluide-structure (Hübner et al.,
2004) et (Ryzhakov et al., 2010).
Cette approche est connue pour offrir une meilleure précision et une stabi-
lité inconditionnelle. Par exemple, dans l’étude (Michler et al., 2004), l’auteur
compare le couplage monolithique et le couplage partitionné en utilisant un
cas test 1D non linéaire. Les comparaisons portant sur les quantités physiques
ainsi qu’une étude du maillage mettent en évidence la robustesse du couplage
monolithique par rapport à son homologue partitionné dans ce cas spécifique.
De plus, la comparaison entre la méthode partitionnée et la méthode mo-
nolithique peut être complétée par l’étude de (Ha et al., 2017), où l’auteur
démontre que, pour le cas test considéré, l’approche monolithique présente
une meilleure convergence et une consommation de temps CPU moindre.
Cependant, il est important de noter que l’approche monolithique, bien que ro-
buste, s’avère souvent difficile à mettre en œuvre en pratique, car les équations
du fluide et de la structure doivent être résolues au sein d’un même solveur.
Cette complexité découle du fait que les formalismes utilisés pour modéliser
le fluide et la structure sont généralement différents, entraînant des discréti-
sations spécifiques pour le fluide et la structure. De plus, les disparités entre
les échelles temporelles et spatiales, ainsi que les fortes non-linéarités, peuvent
conduire à la création de matrices mal conditionnées.
Ces considérations mettent en lumière le fait que, dans notre cas, l’approche
monolithique n’est pas adaptée aux simulations des problèmes fluide-structure
à des fins industrielles. Cela nous oriente ainsi vers la deuxième approche, qui
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sera adoptée dans le cadre de cette thèse.

2. Approche partitionnée : Dans cette approche, les équations sont traitées
comme des sous-systèmes résolus à chaque pas de temps, et les conditions
aux limites à l’interface de chaque système sont échangées tout au long de
la simulation. Une analyse approfondie des méthodes partitionnées a été pré-
sentée dans l’état de l’art exhaustif de (Degroote, 2013). De plus, plusieurs
études complémentaires ont utilisé des couplages partitionnés pour modéliser
des phénomènes physiques complexes.

Par exemple, dans le contexte de la simulation du système cardio-vasculaire,
on peut citer les articles suivants : (van Zuijlen et al., 2007), (Vierendeels
et al., 2008), (Guidoboni et al., 2009), ainsi que les thèses : (Fernández, 2001),
(Valdés Vázquez, 2007), (Astorino, 2010). Des exemples de couplages parti-
tionnés ont également été utilisés pour simuler des problèmes d’aéroélasticité
(Piperno et Farhat, 2001), (Farhat et al., 2006), (Monasse et al., 2012), (Liu
et al., 2022). Ces articles peuvent également être complétés par des thèses
telles que (Piperno, 1995) et(Nobile, 2001).

L’approche partitionnée permet d’utiliser des méthodes numériques spécifiques
à chaque domaine physique permettant d’offrir une plus grande flexibilité pour
traiter la physique du fluide ou de la structure. De plus, certaines méthodes
de couplage partitionné avancées permettent d’approcher les performances du
couplage monolithique. Par exemple, dans (Degroote et al., 2009), l’auteur
compare les performances d’un couplage partitionné amélioré à un couplage
monolithique à travers cinq cas tests. Les conclusions de l’auteur sont nuancées
et ne déterminent pas clairement quelle approche offre les meilleures perfor-
mances.

Cependant, cette approche peut introduire des erreurs sur les champs à l’in-
terface, principalement en raison du fait que les sous-systèmes ne sont jamais
résolus simultanément. De plus, les maillages ainsi que la position des incon-
nues peuvent différer à l’interface entre le fluide et le solide. Cela implique
l’utilisation de méthodes d’interpolation robustes pour que les inconnus des
champs échangés coïncident. Une difficulté supplémentaire survient lorsque
les maillages ne sont pas concordants. Dans (de Boer et al., 2007), l’auteur
présente différentes méthodes pour coupler des solveurs fluide-structure dans
le cas où les maillages ne sont pas concordants. Enfin, les pas de temps entre
le fluide et la structure peuvent différer, ce qui peut avoir un impact significa-
tif sur les performances de la simulation. Malgré ces inconvénients, l’approche
partitionnée, en raison de sa flexibilité et du fait qu’elle considère le fluide et le
solide comme des boîtes noires, est plus adaptée à la résolution de problèmes
industriels. De plus, les problèmes générés par cette méthode peuvent être
limités en améliorant la robustesse du couplage.
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Figure 6 – Représentation schématique d’un couplage explicite et implicite. L’étape
de prédiction et de correction en grises sont optionnelles.

Algorithme des couplages partitionnées

Couplage explicite et implicite

Les problèmes majeurs des couplages partitionnés résident dans les erreurs à
l’interface, dues au fait que les systèmes ne sont pas résolus simultanément. Cette
situation peut entraîner une perturbation significative de la stabilité du couplage,
principalement en raison de l’effet de masse ajoutée. La masse ajoutée est une consé-
quence de la poussée exercée par le fluide sur la surface de la structure en mouvement.
Cette poussée crée une résistance supplémentaire, donnant ainsi l’impression que la
structure a une masse apparente plus élevée que sa masse réelle lorsqu’elle se déplace
à travers le fluide. Les études (Badia et al., 2008) et (Idelsohn et al., 2009) se sont
penchées sur l’effet de la masse ajoutée sur des couplages partitionnés dans le cas
d’écoulements incompréssibles.

Dans l’article (Causin et al., 2005), l’auteur propose une explication mathéma-
tique de l’effet de masse ajoutée, mettant en évidence les instabilités numériques qui
surviennent lors de simulations en interaction fluide-structure. Cette étude établit
une condition de stabilité liée notamment aux densités du fluide et de la struc-
ture, montrant que le couplage explicite de l’étude est inconditionnellement instable
lorsque la relation suivante est vérifiée :

ρsϵ

ρfλ
< 1. (1)

Où λ et ϵ sont des quantités purement géométriques. Cette condition montre que
pour une géométrie donnée, la stabilité du couplage est perturbée lorsque l’effet de
la masse ajoutée est importante, ce qui peut se traduire par des densités proches
entre le fluide et la structure.

Afin de réduire les instabilités, il est possible d’améliorer l’algorithme de couplage
entre le fluide et le solide. Dans les couplages partitionnés, on distingue deux types de
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couplage : les couplages explicites ou faiblement couplés, et les couplages implicites
ou fortement couplés. Dans l’article (Fernández, 2011), l’auteur présente un état
de l’art des algorithmes de couplage. On représente schématiquement un couplage
explicite et implicite dans la figure 6. Les spécificités des couplages explicites et
implicites sont résumées dans les points suivants :

1. Couplage explicite : Dans ce type de couplage, un décalage en temps est
présent entre les deux solveurs. Le niveau le plus faible de couplage est obtenu
avec un décalage d’un pas de temps entier, ce couplage est appelé Conventio-
nal Serial Staggered scheme (CSS). Cependant, on peut améliorer ce décalage
en temps en utilisant des méthodes de prédiction-correction qui permettent de
faire avancer les solveurs avec un champ prédit commun. Ce couplage est ap-
pelé Improved Serial Staggered scheme (ISS). Il a été initialement proposé dans
(Lesoinne et Farhat, 1998) puis analysé et comparé en détail dans (Piperno et
Farhat, 2001). D’autres études, portant sur la simulation du système cardiovas-
culaire par exemple, utilisent également une méthode de prédiction-correction
par exemple dans (Guidoboni et al., 2009) et (Fernández et Mullaert, 2011).
Enfin, un schéma de couplage avec une intégration temporelle d’ordre plus éle-
vée a été étudié dans les travaux de (van Zuijlen et Bijl, 2005) et (van Zuijlen
et al., 2007). Dans ces études, les équations fluides et structures sont intégrées
avec un schéma de Runge-Kutta implicite.
Une autre façon d’améliorer la robustesse des couplages explicites est de mo-
difier la forme variationnelle des équations du fluide en introduisant un terme
de pénalisation. Cette classe de méthode est basée sur la méthode Nitsche
(Hansbo et al., 2004). Le principe de Nitsche permet d’imposer faiblement la
condition limite de Dirichlet sur l’interface fluide-structure. Cela permet de
stabiliser le schéma en introduisant un terme de pénalité dans la formulation
du problème fluide. Dans les travaux de (Burman et Fernández, 2007) et (Bur-
man et Fernández, 2009), les auteurs développent cette méthode et comparent
les performances aux schémas de couplage classiques.

2. Couplage implicite : Dans les couplages implicites, l’algorithme impose
l’équilibre des champs à l’interface fluide-structure à chaque pas de temps.
Cet équilibre peut être atteint en utilisant des sous-itérations entre le solveur
fluide et le solveur structure avec des méthodes de type Jacobi ou Gauss-
Seidel, comme décrit dans les travaux de (Küttler et Wall, 2008) et (Kassiotis
et al., 2011). Il est également possible d’employer des itérations de Newton-
Raphson, comme dans les études suivantes : (Gerbeau et Vidrascu, 2003),
(Van Brummelen et De Borst, 2005), (Bogaers et al., 2014). Les techniques
de Newton-Raphson ont généralement une convergence plus rapide, mais elles
posent souvent des défis pour obtenir le jacobien du système fluide-structure
nécessaire aux itérations, en particulier lorsque le solveur fluide et celui de la
structure sont considérés comme des boîtes noires.
Les couplages implicites de type Gauss-Seidel sont donc plus adaptés à cette
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thèse. Ils sont plus robustes que les couplages explicites, sont très adaptés
lorsque les solveurs sont considérés comme des boites noires et permettent
de ne plus être sous la contrainte (1), même en présence d’un fort effet de
masse ajoutée. Cependant, cette méthode peut souffrir d’un nombre d’itéra-
tions implicites élevées pour converger, ce qui peut affecter les performances
du couplage. Pour accélérer la convergence, la méthode de relaxation d’Aitken,
décrite dans (Irons et Tuck, 1969), peut être utilisée.
Dans les couplages implicites, une partie de l’algorithme peut être mis sous
forme explicite, le couplage est alors semi-implicite. Par exemple, dans (Fernán-
dez et al., 2007), l’auteur développe un nouvel algorithme de couplage qui rend
explicite la phase de prédiction ainsi que la mise à jour du domaine, tout en
maintenant la partie correction de l’algorithme implicite. Une approche si-
milaire est utilisée dans les travaux de(Naseri et al., 2018) et (Puscas et al.,
2015b).

Méthode de sous-cyclage

Une autre problématique liée aux performances des couplages partitionnés réside
dans la limitation de l’utilisation d’un pas de temps commun pour les deux solveurs.
En effet, dans certaines situations, les pas de temps des deux domaines peuvent
différer considérablement, ce qui contraint le solveur ayant le pas de temps le plus
grand. De plus, la discrétisation temporelle peut être explicite pour l’un des solveurs
et implicite pour l’autre. Par exemple, dans notre cas d’intérêt, lors de l’étude d’une
structure à dynamique rapide couplée à un écoulement incompressible laminaire, il
est courant d’utiliser un solveur solide explicite, ce qui limite généralement le solveur
fluide qui est généralement implicite. L’étude d’une structure à dynamique rapide
couplée à un fluide intervient aussi dans d’autres phénomènes tel que l’impact d’un
avion sur le fluide lors d’un amerrissage (Goron et al., 2023).

Afin de limiter la perte de performance dut à la disparité des deux échelles
temporelles, une approche consiste à utiliser deux pas de temps différents pour
le fluide et la structure. Le but étant de réaliser des sous-itérations temporelles
avec le solveur ayant le pas de temps le plus petit. Cette technique de sous-cyclage
temporel trouve ses origines dans les problèmes de décomposition de domaine en
mécanique des structures, comme illustré dans les travaux de référence tels que
(Belytschko et al., 1979), (Liu et Belytschko, 1982), (Smolinski et al., 1988). Dans
ces approches, différents schémas temporels sont utilisés au sein d’un même domaine,
et un déplacement constant est imposé dans le sous-cyclage temporel du domaine
avec le pas de temps le plus restreint. Dans (Daniel, 1997), l’auteur utilise une
accélération constante dans les sous-itérations temporelles. Il montre aussi que cette
nouvelle méthode est plus précise.

En interaction fluide-structure, deux types de méthodes sont couramment utili-
sées pour mettre en œuvre un sous-cyclage (Piperno, 1997) (Braun et Awruch, 2009),
(De Moerloose et al., 2019). On peut utiliser un champ constant dans le sous-cyclage
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Figure 7 – Exemple d’un sous-cyclage lorsque le pas de temps du solveur solide est
plus petit que celui du fluide. La méthode schématisée consiste à envoyer des forces
fluides constantes pendant les sous-cycles.

du solveur concerné venant du dernier pas de temps commun, cette méthode est la
plus courante. Il est aussi possible de prédire un champ qui sera ensuite utilisé dans
les sous-itérations. Dans le cadre de cette thèse, le champ constant a été choisi en
raison de sa simplicité d’implémentation, ainsi que de la précision et de la stabilité
qu’il offre lorsque le nombre de sous-cycles reste raisonnable.

Cas de validation en IFS

L’un des premiers cas test en interaction fluide-structure est référencé avant les
années 2000 (Ghattas et Li, 1995). Il s’agit d’une simulation numérique représen-
tant un écoulement autour d’un cylindre élastique. La déformation du cylindre est
étudiée avec des paramètres de rigidités différents pour le cylindre. Peu de données
comparatives sont disponibles, et peu d’études l’utilisent aujourd’hui comme réfé-
rence. Dans la même géométrie, certaines études se sont intéressées à l’étude des
vortex provoqués par l’oscillation d’un cylindre (flexible ou rigide) dans un écou-
lement par exemple dans les travaux de (Lu et Dalton, 1996) et (Evangelinos et
Karniadakis, 1999).

Au début des années 2000, deux cas tests numériques, aujourd’hui très connus
et référencés, sont présentés à l’origine dans les articles (Wall et al., 2000) et (Mok
et al., 2001). Ces cas tests numériques sont encore largement utilisés aujourd’hui
pour la validation. Ils seront étudiés dans cette thèse. Le premier est dérivé d’un
cas référence en mécanique des fluides (Bozeman et Dalton, 1973). Il s’agit d’un
écoulement induit par une paroi défilante dans une cavité. Une des frontières du do-
maine est transformée en membrane très flexible, et l’écoulement du fluide provoque
des oscillations de cette membrane. Dans le second cas, il s’agit d’un écoulement
transverse dans un canal à travers une poutre flexible. Ce cas test est largement
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utilisé pour tester la robustesse des algorithmes de couplage en raison de son effet
de masse ajoutée important. Pour ces deux cas tests, des résultats de simulations
sont disponibles et serviront de référence (Vázquez, 2007).

Le cas le plus largement utilisé et référencé en interaction fluide-structure est
celui de Turek (Turek et Hron, 2006). Il s’agit d’un écoulement dans un canal le
long d’une languette très élastique attachée à un cylindre. L’écoulement du fluide
provoque alors des oscillations de la languette. Les oscillations de la languette ainsi
que les forces fluides sur la poutre sont utilisées comme références. Des résultats
numériques ont été comparés à des résultats expérimentaux dans (Gomes et al.,
2011). Ce cas test a également été étudié en régime turbulent dans (De Nayer et al.,
2014).

D’autres études regroupent également plusieurs benchmarks d’interaction fluide-
structure. Dans (Bathe et Ledezma, 2007), l’auteur propose plusieurs cas tests visant
chacun à valider un aspect spécifique d’un couplage fluide-structure, tels que l’inter-
polation, le mouvement de la grille et la masse ajoutée. Dans (Zorrilla et al., 2020),
les principaux benchmarks en interaction fluide-structure sont regroupés. Des cas
tests étudiant l’interaction entre des écoulements turbulents et une structure ont
également été introduits dans les travaux suivants : (Kalmbach et al., 2013), (Hes-
senthaler et al., 2017), (Vivaldi et Ricciardi, 2022). Enfin, dans le domaine de l’écou-
lement sanguin, différents cas tests ont été proposés afin d’étudier la pulsation du
sang dans une artère, par exemple dans les travaux de (Gerbeau et al., 2005) et
(Formaggia et al., 2001).
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Chapitre 1

Rappels de méthodes numériques
pour fluides et structures en
dynamique

Dans ce premier chapitre, nous présentons les équations régissant l’écoulement
d’un fluide, ainsi que la dynamique d’un solide. Ces équations sont abordées à travers
deux descriptions différentes : la description eulerienne pour le fluide et la description
lagrangienne pour la structure. Par la suite, nous procédons à la discrétisation de ces
équations à l’aide des méthodes du solveur TrioCFD pour le fluide et de Europlexus
pour la structure. La partie solide est discrétisée en utilisant la méthode classique
des éléments finis, tandis que la partie fluide requiert une approche plus spécifique
basée sur une discrétisation en volumes-éléments finis. Nous référençons quelques
sources qui ont inspiré la construction de ce chapitre, telles que (Murea, 2017),
(Chabannes, 2013), (Temam et Miranville, 2002), (Brezzi et Fortin, 1991), (Brézis,
2005) et (Oñate, 2009).

1.1 Quelques éléments d’analyse fonctionnelle

Dans cette première partie, nous rappelons quelques théorèmes qui seront utilisés
par la suite. On suppose connues les définitions et les principales propriétés des
espaces de Lebesgue Lp(Ω) et de Sobolev Hp(Ω) pour p ∈ N. On note les produits
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scalaires et normes de L2(Ω) et H1(Ω) par :

∀p, q ∈
(
L2(Ω)

)n
, (p, q)L2 =

∫
Ω

p · q dx,

||p||L2 =
√

(p,p)L2 ,

∀u,v ∈
(
H1(Ω)

)n
, (u,v)H1 =

∫
Ω

u · v dx+

∫
Ω

∇u : ∇v dx,

||u||H1 =
√

(u,u)H1 .

Où l’opérateur ∇ est l’opérateur différentiel connu au sens des distributions.

Théorème 1 (Inégalité de Holder) Soit Ω un ouvert, non vide et fk, fl des fonc-
tions telles que fk ∈ Lk(Ω) et fl ∈ Ll(Ω) avec 1

k
+ 1

l
= 1

p
. Alors le produit f = fkfl ∈

Lp(Ω) et
||f ||Lp ≤ ||fk||Lk ||fl||Ll .

En particulier pour k, l = 2, on retrouve l’inégalité de Cauchy-Schwarz :∫
Ω

fkfl dx ≤ ||fk||L2||fl||L2 .

Théorème 2 (Inégalité de Korn) Soit Ω ⊂ Rn. On suppose Ω ouvert, non vide,
borné, connexe à bord lipschitzien, alors

∃CK(Ω) > 0, ∀w ∈ (H1
0 (Ω))

n, ||w||H1 ≤ CK(Ω)||ϵ(w)||L2 .

Avec ϵ(w) = 1
2

(
∇w + (∇w)t

)
.

Théorème 3 (Théorème de représentation de Riez-Fréchet) Soit W un es-
pace de Hilbert et f ∈ W ′. Alors, il existe un unique wf ∈ W tel que

< f,w >W ′,W= (wf , w)W , ∀w ∈ W. (1.1)

De plus ||f ||W ′ = ||wf ||W .

Théorème 4 (Formule de Stokes) Soit Ω un ouvert, non vide, borné, connexe à
bord lipschitzien et u ∈ (H1(Ω))n un champ de vecteur. La formule de Stokes est
donné par : ∫

Ω

∇ · u dx =

∫
∂Ω

u · n dς(x).

On utilise aussi la formule de Stokes pour des tenseurs, on a alors une égalité vec-
torielle et on pratique un abus de notation en écrivant le produit scalaire entre un
tenseur σ et le vecteur normal n qu’on précise :∫

Ω

∇ · σ dx =

∫
∂Ω

σ · n dς(x) =

∫
∂Ω
(σ1,1, σ1,2, σ1,3)

T · n dς(x)∫
∂Ω
(σ2,1, σ2,2, σ2,3)

T · n dς(x)∫
∂Ω
(σ3,1, σ3,2, σ3,3)

T · n dς(x)

 .
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Théorème 5 (Formule de Green) Soit Ω un ouvert, non vide, borné, connexe à
bord lipschitzien et v,u ∈ (H1(Ω))n deux champs de vecteurs. La formule de Green
est donné par :∫

Ω

∆u · v dx = −
∫
Ω

∇u : ∇v dx+

∫
∂Ω

(∇u · n) · v dς(x).

On utilisera principalement deux formules déduites grâce à la formule de Green,
l’une pour un champ de vecteur :

∀p ∈ H1(Ω),

∫
Ω

(∇ · u)p dx =

∫
∂Ω

(u · n)p dς(x)−
∫
Ω

u · ∇p dx.

Et une autre pour un tenseur σ :∫
Ω

(∇·σ)·u dx =

∫
∂Ω

(σn)·u dς(x)−
∫
Ω

σ : ∇u dx =

∫
∂Ω

(σn)·u dς(x)−
∫
Ω

σ : ϵ(u) dx.

1.2 Éléments finis mixtes pour le problème de Stokes

En mécanique des fluides, l’écoulement incompressible d’un fluide newtonien est
généralement modélisé par les équations de Navier-Stokes. Dans cette première par-
tie, nous nous intéressons à une version simplifiée de ces équations, le problème de
Stokes. Nous choissisons de commencer notre étude par ce problème car il bénéficie
de résultats d’existence et d’unicité bien établis.

Cette approche nous permet également d’introduire progressivement les espaces
de fonctions appropriées pour la résolution numérique des équations de Navier-
Stokes sur un domaine en mouvement. L’organisation de cette partie et les différentes
preuves sont inspirées de l’ouvrage (Murea, 2017).

1.2.1 Formulation du problème de Stokes

Soit Ωf un ouvert, borné et suffisamment régulier de Rn. On note sa frontière
∂Ωf et x un point générique du domaine. Pour caractériser l’écoulement d’un fluide
Newtonien et incompressible on utilise l’équation de Stokes avec comme inconnu le
champ de vitesse u : Ωf → Rn et la pression p : Ωf → R qui vérifie pour tout point
du domaine x ∈ Ωf le système d’équations suivant :

∇ · u = 0,
−2µf∇ · ϵ(u) +∇p = f ,
∀ x ∈ ∂Ωf , u(x) = 0.

(1.2)

Où µf est la viscosité dynamique du fluide, ϵ(u) = 1
2

(
∇u+∇uT

)
est le tenseur de

taux de déformation linéarisée et f sont les forces externes. Afin d’avoir les bonnes
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régularités de fonction, on doit chercher u ∈
(
C2(Ωf )

)n et p ∈
(
C1(Ωf )

)n. Le couple
(u, p) vérifiant (1.2) est alors une solution classique ou une solution forte.

On définit les espaces Wf =
(
H1

0 (Ωf )
)n et Qf = {q ∈ L2(Ωf ) |

∫
Ωf

q dx = 0}.
Pour obtenir la formulation faible du problème de Stokes par la méthode de Galerkin,
on multiplie classiquement les équations (1.2) par un couple de fonction test (v, q) ∈(
Wf , Qf

)
vérifiant v|∂Ωf

= 0 et on utilise les formules de Green (Théorème 5) et
d’intégration par partie. La forme faible est alors donnée par :


Trouver u ∈Wf et p ∈ Qf tel que :

∀v ∈Wf , 2µf

∫
Ωf

ϵ(u) : ϵ(v) dx−
∫
Ωf

(∇ · v)p dx =

∫
Ωf

f · v dx,

∀q ∈ Qf , −
∫
Ωf

(∇ · u)q dx = 0.

(1.3)

Cette formulation est appelée formulation faible mixte. On peut la réécrire en intro-
duisant les applications a : Wf ×Wf → R et b : Wf ×Qf → R tel que :

a(u,v) = 2µf

∫
Ωf

ϵ(u) : ϵ(v) dx,

b(v, q) =

∫
Ωf

(∇ · v)q dx.
(1.4)

La formulation (1.3) devient :
Trouver u ∈Wf et p ∈ Qf tel que :
∀v ∈Wf , a(u,v) + b(v, p) =< f ,v >,

∀q ∈ Qf , b(u, q) = 0.
(1.5)

Avec l’hypothèse que a et b sont deux applications bilinéaires continues quel-
conques, nous obtenons une famille de problèmes appelés problèmes mixtes abs-
traits. Les hypothèses de résolutions de ces problèmes introduisent une condition
essentielle connue sous le nom de condition d’inf-sup, qui joue un rôle fondamental
dans la recherche de solutions du problème de Stokes. Le théorème suivant énonce
l’existence et l’unicité de la solution.

Théorème 6 (Existence et unicité du problème mixte) Soit a : Wf×Wf →
R et b : Wf × Qf → R deux applications bilinéraires continues. Si a et b vérifient
les hypothèses suivantes :

∃α > 0,∀w ∈Wf , α||w|| ≥ a(w,w), (1.6)

∃β > 0, inf
q∈Qf ,q ̸=0

sup
w∈Wf ,w ̸=0

b(w, q)

||w||Wf
||q||Qf

≥ β. (1.7)

Alors le problème (1.5) a une unique solution.
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La preuve de ce théorème n’est pas détaillée ici car elle s’éloigne du formalisme
des méthodes numériques que nous voulons introduire dans ce chapitre. La preuve
originale et très détaillée peut être trouvée dans (Brezzi, F., 1974).

La condition (1.6) s’appelle la W-coercivité ou la W-ellipticité et la condition
(1.7) est la condition d’inf-sup.

1.2.2 Existence de solution pour le problème de Stokes

Dans cette partie, nous présentons la démonstration de l’existence et de l’unicité
de la solution pour la formulation faible du problème de Stokes. Pour ce faire, nous
appliquons le théorème 6 dans le cas particulier de Stokes. Notre objectif est de
montrer que la formulation faible satisfait les hypothèses requises par ce théorème.

Théorème 7 Soit f ∈Wf , alors la formulation faible mixte du problème de Stokes
(1.3) a une solution unique.

La preuve suivante est une adaptation de (Murea, 2017, Th. 1.3).

Preuve 1 En reprenant les expressions de a et de b définies en (1.4), on doit mon-
trer que le problème de Stokes vérifie les hypothèses du Théorème 6. C’est à dire
montrer trois points importants : i) la coercivité, continuité et la bilinéarité de a, ii)
la continuité et bilinéarité de b et iii) la condition inf − sup de b.

i) Soit (u,v) ∈ (Wf )
2, pour obtenir la continuité de a on doit montrer qu’il

existe Ca ∈ R tel que :
|a(u,v)| ≤ Ca||u||Wf

||v||Wf
.

On reprend l’expression de a qu’on majore à l’aide de plusieurs inégalités

|a(u,v)| =
∣∣∣2µf

n∑
i,j=1

∫
Ωf

ϵij(u)ϵij(v) dx
∣∣∣ ≤

1○
2µf

n∑
i,j=1

||ϵij(u)ϵij(v)||L1

≤
2○
2µf

n∑
i,j=1

||ϵij(u)||L2||ϵij(v)||L2

≤
3○
2µf

( n∑
i,j=1

||ϵij(u)||2L2

) 1
2
( n∑

i,j=1

||ϵij(v)||2L2

) 1
2
.

On a obtenu 1○ avec l’inégalité triangulaire, 2○ avec l’inégalité de Holder (Théo-
rème 1) dans L1(Ωf ) et 3○ avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans R2. La quantité
||ϵij(v)||2L2 peut se majorer de la façon suivante :

∀v ∈Wf , ||ϵij(v)||2L2 =
(1
2

∣∣∣∣∣∣∂vi
xj

+
∂vj
xi

∣∣∣∣∣∣
L2

)2

≤
1○

(1
2

∣∣∣∣∣∣∂vi
xj

∣∣∣∣∣∣
L2

+
1

2

∣∣∣∣∣∣∂vj
xi

∣∣∣∣∣∣
L2

)2

≤
2○

1

2

(∣∣∣∣∣∣∂vi
xj

∣∣∣∣∣∣2
L2

+
∣∣∣∣∣∣∂vj

xi

∣∣∣∣∣∣2
L2

)
.
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On a obtenu 1○ avec l’inégalité triangulaire et 2○ avec l’inégalité
(
a+b
2

)2 ≤ a2+b2

2

pour (a, b) ∈ R2 d’où :

n∑
i,j=1

||ϵij(u)||2L2 ≤
1

2

( n∑
i,j

∣∣∣∣∣∣∂vi
xj

∣∣∣∣∣∣2
L2

+
n∑
i,j

∣∣∣∣∣∣∂vj
xi

∣∣∣∣∣∣2
L2

)
= ||∇v||L2 .

On reprend la majoration de a qu’on a obtenu en début de preuve qu’on complète
avec la majoration du tenseur de déformation.

|a(u,v)| ≤ 2µf

( n∑
i,j=1

||ϵij(u)||2L2

) 1
2
( n∑

i,j=1

||ϵij(v)||2L2

) 1
2

≤ 2µf ||∇u||L2||∇v||L2

≤ 2µf ||u||Wf
||v||Wf

.

On a bien obtenu la continuité de a avec comme constante Ca = 2µf .
La coercivité de a est un résultat direct de l’inégalité de Korn (Théorème 2), il

existe Ck ∈ R tel que :

a(v,v) = 2µf ||ϵ(v)||2L2 ≥
2µf

Ck

||v||2Wf
.

La bilinéarité de a vient de la linéarité de l’opérateur v → ϵ(v).
ii) Soit (v, q) ∈Wf × Qf , pour obtenir la continuité de b on doit montrer qu’il

existe Cb ∈ R qui vérifie :

|b(v, q)| ≤ Cb||v||Wf
||q||Qf

.

Pour majorer b, on utilise les mêmes outils que pour la majoration de a dans i)

|b(v, q)| =
∣∣∣ n∑
i=1

∫
Ωf

∂vi
∂xi

q dx
∣∣∣ ≤ n∑

i=1

||∂vi
∂xi

q||L1 ≤ ||q||L2

n∑
i=1

∣∣∣∣∂vi
∂xi

∣∣∣∣
L2

≤
√
2||q||L2

( n∑
i=1

∣∣∣∣∂vi
∂xi

∣∣∣∣
L2

) 1
2

≤
√
2||q||L2 ||∇v||L2

≤
√
2||q||Qf

||∇v||Wf
.

Finalement, on trouve comme constante de continuité pour Cb =
√
2 et on a bien

montré la continuité de b. La bilinéarité de b vient de la linéarité de l’opérateur
v → ∇ · v.

iii) Dans un premier temps, il faut montrer que l’opérateur B : Wf → Q′
f définit

par :
∀q ∈ Qf , w 7→< Bw, q >Q′

f ,Qf
= (∇ ·w, q)Qf

.
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est surjectif.
Par le théorème de représentation de Riez-Fréchet Théorème 3, on sait qu’il existe

un unique qg ∈ Qf tel que :

< g, q >Q′
f ,Qf

= (qg, q)Qf
∀q ∈ Qf .

L’injection canonique qg 7→ g est donc bijective. De plus, par construction, elle est
aussi continue et linéaire. L’application B peut s’écrire comme la composé de deux
fonctions :

B : W −→ Qf −→ Q′
f

w 7−→
1○
∇ ·w 7−→

2○
(∇ ·w, ·).

L’application 2○ est bijective, linéaire et continue en utilisant le résultat sur l’in-
jection canonique. L’application 1○ est surjective (admis, voir (Girault et al., 1986,
Chap. 1, Corrolaire. 2.4)). L’application B est donc surjective.

On montre ensuite la condition inf − sup. On définit l’opérateur adjoint de B par
B∗ : Qf →Wf par :

< Bw, q >=< w, B∗q > .

L’opérateur B étant surjectif, il existe β ∈ R tel que l’opérateur adjoint vérifie
l’inégalité suivante (Brézis, 2005, Chap. 2, Th. 19)

||B∗q||Wf
≥ β||q||Qf

.

On utilise ensuite la définition de la norme sur l’espace dual W ∗
f

∀q ∈ Qf , ||B∗q||Wf
= sup

w∈Wf ,w ̸=0

< w, B∗q >

||w||Wf

= sup
w∈Wf ,w ̸=0

b(w, q)

||w||Wf

≥ β||q||Qf
.

Cette inégalité étant vrai pour tout q ∈ Qf , on peut donc prendre la borne inférieur
et on obtient bien la condition inf − sup

inf
q∈Qf ,q ̸=0

sup
w∈Wf ,w ̸=0

b(w, q)

||q||Qf
||w||Wf

.

On a montré i), ii), iii), on utilise le Théorème 6 pour conclure.

1.2.3 Restriction à des espaces de dimension finie

On étudie maintenant si le théorème est toujours valable pour des espaces de di-
mension finie. Soit W h

f ⊂Wf et Qh
f ⊂ Qf deux sous-espaces vectoriels de dimension

finie. Le produit scalaire de Wf et de Qf induit une structure d’espace de Hilbert
sur W h

f et Qh
f . Nous voulons montrer que la restriction du problème de Stokes (1.3)
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aux sous-espaces W h
f et Qh

f a toujours une solution unique. Cela signifie que on veut
appliquer le théorème d’existence et d’unicité sur la formulation suivante :

Trouver uh ∈W h
f et ph ∈ Qh

f tel que :

∀vh ∈W h
f , 2µf

∫
Ωf

ϵ(uh) : ϵ(vh) dx−
∫
Ωf

(∇ · vh)ph dx =

∫
Ωf

fh · vh dx,

∀qh ∈ Qh
f , −

∫
Ωf

(∇ · uh)qh dx = 0.

(1.8)
La continuité des formes a et b s’obtient naturellement par la restriction d’une
application continue à un sous espace vectoriel normé. La coercivité de a sur W h

f

s’obtient avec la coercivité sur Wf et la majoration suivante :

α sup
wh∈W h

f

||wh||2W h
f
= α sup

wh∈W h
f

||wh||2Wf
≤ α sup

wh∈Wf

||wh||2Wf
≤ a(wh, wh).

Cependant, pour la condition d’inf-sup, étant donné que supwh∈W h
f

b(wh,q)
||wh||W f

est

inférieur à supw∈W f
b(w,q)
||w||Wf

, il n’est pas possible de vérifier simplement si b satisfait

la condition d’inf-sup sur W h
f . Les preuves permettant d’obtenir la condition d’inf-

sup vont dépendre des espaces d’approximation W h
f et Qh

f . La méthode la plus
générale consiste à construire un opérateur d’interpolation Πh qui satisfait plusieurs
hypothèses

Théorème 8 On suppose que b vérifie la condition inf − sup sur W h
f et Qf et qu’il

existe un opérateur linéaire, continue Πh : Wf →W h
f tel que :

∀w ∈W h
f ,∀qh ∈ Qh

f , b(w − Πh(w), qh) = 0, (1.9)

∃C > 0,∀w ∈W h
f , ||Πh(w)||Wf

≤ C||w||Wf
. (1.10)

Alors b vérifie la condition inf − sup sur W h
f et Qh

f .

Preuve 2 Soit qh ∈ Qh
f , comme Qh

f ⊂ Qf , la condition inf − sup est valable sur
W h

f et Qh
f , par hypothèse il existe donc β > 0 tel que :

sup
w∈W h

f ,w ̸=0

b(w, qh)

||w||Wf

≥ β||qh||Qf
.

En utilisant la linéarité de b dans l’hypothèse (1.9) et la majoration de l’hypothèse
(1.10), on a :

sup
w∈W h

f ,w ̸=0

b(w, qh)

||w||Wf

= sup
w∈Wf ,w ̸=0

b(Πh(w), qh)

||w||Wf

≤ C sup
w∈Wf ,w ̸=0

b(Πh(w), qh)

||Πh(w)||Wf

.
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L’image de l’opérateur Πh étant incluse dans W h
f , on peut majorer le dernier terme

par :

sup
w∈W h

f ,w ̸=0

b(Πh(w), qh)

||Πh(w)||Wf

≤ sup
wh∈W h

f ,w ̸=0

b(wh, qh)

||wh||Wf

.

Pour conclure, on reprend la première majoration de la preuve

β||qh||Qf
≤ sup

w∈W h
f ,w ̸=0

b(w, qh)

||w||Wf

≤ C sup
w∈Wf ,w ̸=0

b(Πh(w), qh)

||Πh(w)||Wf

≤ C sup
wh∈W h

f ,w ̸=0

b(wh, qh)

||wh||Wf

,

et on obtient :
sup

wh∈W h
f ,w ̸=0

b(wh, qh)

||wh||Wf
||qh||Qh

≥ β

C
.

En prenant comme constante β∗ = β
C
, on a obtenu la condition inf − sup pour les

espaces d’approximations W h
f et Qh

f .

La recherche d’une solution unique pour le problème de Stokes dans des espaces
d’approximations repose sur la construction d’un opérateur Πh qui satisfait les hy-
pothèses (1.9) et (1.10). La construction de cet opérateur dépend des hypothèses sur
le maillage de Ωf , ainsi que du choix des espaces W h

f et Qh
f . Différentes construc-

tions et démonstrations pour des espaces de type éléments finis sont disponibles dans
(Brezzi et Fortin, 1991, Chap. 6).

Il est important de souligner que la construction de l’opérateur Πh est un élément
clé pour garantir l’existence et l’unicité de la solution de la formulation discrète du
problème de Stokes. Pour cela, il est nécessaire de vérifier que l’opérateur Πh est
bien défini et qu’il satisfait les hypothèses, les propriétés et les conditions requises
sur les espaces d’approximations.

1.3 Méthode des volumes-éléments finis pour le pro-
blème de Stokes

Dans la partie précédente, nous avons utilisé une approche de Galerkin pour
discrétiser le problème de Stokes. Dans cette partie, nous utilisons l’approche des
volumes-éléments finis. Celle-ci est utilisée par le solveur fluide TrioCFD. La conclu-
sion de cette partie permet de faire le lien avec l’approche de Galerkin.

1.3.1 Description des volumes de contrôle

On se donne une triangulation régulière T h
f , en 2D, de Ωf et on note les différents

éléments de la triangulation de la façon suivante :

— Kj ∈ T h
f pour j ∈ {1, . . . , NJ} les triangles du domaine.
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sj

xi

cj

Kj

Volume Kj

(a)

sk

wi

xi

Kj

cj

Volume wi

(b)

sk
Πk

Volume Πk

(c)

Figure 1.1 – Présentation des différents éléments de la triangulation Th ainsi que
les trois types de volumes de contrôles, Kj associé aux éléments (a), wi associé aux
milieux des segments (b) et Πk associé aux sommets (c).
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— sk ∈ R2 pour k ∈ {1, . . . , NK} les sommets des triangles.
— xi ∈ R2 pour i ∈ {1, . . . , NI} les milieux des segments des triangles.
— cj ∈ R2 pour j ∈ {1, . . . , NJ} les barycentres des triangles Kj.
Dans la triangulation Th, différents types de volume de contrôle sont définis

pour évaluer les champs et les variables associées. Ces volumes de contrôle sont des
surfaces ou des volumes fermés dans lesquels les calculs sont effectués.

On définit trois types de volume de contrôle associé à notre triangulation :

• Les volumes de contrôle Kj associés aux éléments : ils correspondent simple-
ment aux surfaces de chaque triangle dans le plan 2D (ou aux volumes des
tétraèdres dans l’espace 3D, voir figure 1.1a).
• Les volumes de contrôle wi associés aux points xi : ils sont construits en reliant

les centres de gravité des éléments adjacents ayant une arête commune (ou
une face commune dans l’espace 3D) avec les sommets de cette arête, voir
figure 1.1b).
• Les volumes de contrôle Πk associés aux sommets sk : ils sont construits en

reliant le barycentre des arrêtes contenant le sommet sk, voir figure 1.1c).

1.3.2 Formulation conservative discrète

ph

ph

ph

ph uh

uh

uh

Figure 1.2 – Localisation des inconnues pour le schéma volumes-éléments finis
pour des éléments P1NC/P1 + P0.

La méthode de discrétisation utilisée dans le solveur TrioCFD est celle des
volumes-éléments finis, qui combine la méthode des volumes finis et celle des élé-
ments finis. Cette méthode a été initialement présentée pour le solveur TrioCFD
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dans (Emonot, 1992), en utilisant l’élément de Crouzeix-Raviart (Crouzeix et Ra-
viart, 1973).

Dans (Emonot, 1992), la vitesse discrète uh est définie dans l’espace P1(Kj), qui
est l’espace des fonctions affines sur le triangle Kj et nulles à l’extérieur. Les degrés
de liberté de la vitesse sont situés au milieu des segments xi des triangles. Quant
à la pression discrète ph, elle est définie dans l’espace P0(Kj), qui est l’espace des
fonctions constantes sur le triangle Kj et nulles à l’extérieur. Les degrés de liberté
de la pression sont situés au centre de chaque élément cj.

Cette discrétisation particulière utilisant l’élément de Crouzeix-Raviart est notée
P1NC/P0. Elle est non conforme car l’espace solution de la vitesse qui en découle
n’est pas inclus dans H1(Ωf ).

La discrétisation P1NC/P0 peut présenter des problèmes d’instabilité numérique,
tels que des modes parasites sur la pression, voir les travaux de (Heib, 2003, Chap. 2)
et (Fortin, 2006, Chap. 4). Ces modes parasites sont des oscillations indésirables qui
apparaissent dans la solution numérique et qui ne correspondent pas au comporte-
ment physique réel. Pour remédier à ce problème, une modification de la discréti-
sation en ajoutant des degrés de libertés supplémentaires pour la pression ph a été
proposée. Cette nouvelle discrétisation est notée P1NC/P1 + P0.

Dans cette nouvelle discrétisation, la vitesse discrète uh est toujours définie
dans l’espace P1(Kj), mais la pression discrète ph est définie dans un espace mixte
P1(Kj) + P0(Kj). La localisation des inconnues est visible dans la figure 1.2.

Les espaces éléments finis finalement associés à la triangulation T h
f sont définis

par :

Qh
f = {qh ∈ L2(Ωf )| ∀Kj ∈ T h

f , qh ∈ P0(Kj)⊕ P1(Kj)},
W h

f = {ωh continues aux xi | ∀Kj ∈ T h
f , ωh ∈ P1(Kj)},

W h
f = (W h

f )
2.

(1.11)

Les fonctions de bases de l’espace W h
f sont les fonctions ϕi vérifiant ϕi(xj) = δij.

L’espace Qh
f est décomposable en une somme directe d’espace P0 et P1, il y a donc

deux types de fonctions de bases. Les fonctions affines λk associé aux sommets
vérifiant λk(sl) = δkl et les fonctions indicatrices χj étant nulles à l’extérieur et aux
sommets du triangle Kj et aux sommets du triangle Kj. La pression ph se décompose
alors avec la somme p1h et p0h qu’on définit par :


p1h(x) =

NK∑
k=1

ph(sk)λk(x),

p0h(x) =

NJ∑
j=1

(
ph(cj)−

1

3

∑
sk∈Kj

ph(sk)
)
χj(x) =

NJ∑
j=1

p
Kj

h χj(x).

(1.12)

On décompose alors les solutions (uh, ph) avec les fonctions de bases de W h
f et
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Qh
f : 

uh(x) =

NI∑
i=1

uh(xi)ϕi(x),

ph(x) =

NK∑
k=1

ph(sk)λk(x) +

NJ∑
j=1

p
Kj

h χj(x).

(1.13)

Nous allons maintenant définir la discrétisation volumes-éléments finis en utili-
sant les définitions proposées par (Heib, 2003). Les applications bilinéaires avh, bvh et
cvh ainsi que le second membre Lv

h sont définis comme suit :

avh(uh,wh) = −2µf

NI∑
i=1

wh(xi) ·
∫
∂wi

ϵ(uh) · nf dσi(x),

bvh(wh, qh) =

NI∑
i=1

wh(xi) ·
∫
∂wi

phnf dσi(x),

cvh(uh, qh) =

NK∑
k=1

qh(sk)
[ ∫

∂Πk

uh · nf dσk(x) + α1

∑
Kj∈M(sk)

∫
∂Kj

uh · nf dσj(x)
]
+

α2

NJ∑
j=1

qh(cj)
(∫

∂Kj

uh · nf dσj(x)
)
,

Lv
h(wh) =

NI∑
i=1

wh(xi) ·
∫
wi

fh dx.

(1.14)
Avec M(sk) désignant la macro maille du sommet sk. Les coefficients α1 et α2

dépendent de la dimension du domaine, dans notre cas α1 = 1
4

et α2 = 3
4
. Ils

sont utilisés pour rendre proportionnels les formes cvh avec bvh, des renseignements
supplémentaires sur ces coefficients sont donnés dans (Heib, 2003, Chap. 4, part. 2).

La formulation variationnelle volumes-éléments finis est donnée par la formula-
tion suivante :


Trouver uh ∈W h

f et ph ∈ Qh
f tel que :

∀wh ∈W h
f , avh(uh,wh) + bvh(wh, ph) = Lv

h(wh),

∀qh ∈ Qf
h, cvh(uh, qh) = 0.

(1.15)

En injectant dans cette formulation la décomposition en fonction de base (1.13)
et en prenant comme fonction test wh = ϕl1 et qh = q0h + q1h = χn + λm, avec 1 le
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vecteur unitaire, on obtient le système linéaire suivant :

NI∑
i=1

uh(xi)a
v
h(ϕi1, ϕl1) +

NJ∑
j=1

p
Kj

h bvh(ϕl1, χj) +

NK∑
k=1

ph(sk)b
v
h(ϕl1, λk) = Lv

h(ϕl1),

NI∑
i=1

uh(xi)c
v
h(ϕi1, λm) +

NI∑
i=1

uh(xi)c
v
h(ϕi1, χn) = 0.

(1.16)
À partir de la formulation obtenu, on définit les matrices et vecteurs qu’on utili-

sera pour écrire le système linéaire à résoudre. On notera pour un vecteur quelconque
v ses deux composantes par vx et vy et les vecteurs inconnues s’écrivent de la façon
suivante :

Uh =

[ [
ux,h(xi)i=1,...,NI

]T[
uy,h(xi)i=1,...,NI

]T
]
,

P 0
h =

[
(p

Kj

h )j=1,...,NJ

]T
,

P 1
h =

[
ph(sk)k=1,...,NK

]T
.

(1.17)

• La matrice de diffusion A =

(
A 0
0 A

)
avec A définit par :

(
A
)
li
= avh(ϕl, ϕi) = −2µf

∫
∂wl

ϵ(ϕi) · nf dσl(x). (1.18)

• La matrice de divergence associée à α1, Cα1 =
(
(Cα1

x )T (Cα1
y )T

)
avec Cα1

{x,y}
définit par : (

Cα1

{x,y}
)
im

= cvh(ϕi, λm) =

∫
∂Πm

ϕinx,y dσm(x) +

α1

∑
Kj∈M(sm)

∫
∂Kj

ϕinx,y dσj(x) + α2λm(cm)

∫
∂Km

ϕinx,y dσm(x).
(1.19)

• La matrice de divergence associée à α2, Cα2 =
(
(Cα2

x )T (Cα2
y )T

)
avec Cα2

{x,y}
définit par : (

Cα2

{x,y}
)
in
= cvh(ϕi, χn) = α2

∫
∂wn

ϕin{x,y} dσn(x). (1.20)

• La matrice de gradient P0, B0 =

(
B0

x

B0
y

)
avec

(
B0

{x,y}
)
li

définit par :

(
B0

{x,y}
)
lj
= bvh(ϕl, χj) =

∫
∂wl

χjn{x,y} dσl(x). (1.21)
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• La matrice de gradient P1, B1 =

(
B1

x

B1
y

)
avec

(
B1

{x,y}
)
li

définit par :

(
B1

{x,y}
)
lk
= bvh(ϕl, λk) =

∫
∂wl

λkn{x,y} dσl(x). (1.22)

• Le vecteur second menbre Ff =

(
Fx

Fy

)
avec

(
F{x,y}

)
l
définit par :

(
F{x,y}

)
l
= F v

h (ϕl) =

∫
∂wl

f{x,y} dx. (1.23)

Avec les définitions des matrices pour chacun des opérateurs, on obtient le système
linéaire suivant : {

Cα1Uh + Cα2Uh = 0
AUh + B0P 0

h + B1P 1
h = Ff

(1.24)

1.3.3 Correspondance avec les éléments finis mixtes

Dans la partie 1.2, il a été présenté que pour l’approche de Galerkin, la recherche
de solutions dans des espaces de dimension finie se résumait à la construction d’un
opérateur Πh satisfaisant le théorème 8. Dans cette partie, nous avons présenté
l’approche des volumes-éléments finis utilisée dans TrioCFD. Pour conclure, nous
établissons un lien entre ces deux approches.

En utilisant la décomposition en fonctions de base (1.13) que nous injectons dans
la formulation faible de l’approche de Galerkin (1.8), nous obtenons un système
d’équations éléments finis P1NC/P0 + P1 pour le problème de Stokes. On note
les formes bilinéaire éléments finis aeh et beh définies respectivement sur les espaces
W h

f ×W h
f et W h

f × Qh
f . Il a été démontré que ces applications éléments finis sont

identiques à celles du système volumes-éléments finis (1.24). Nous avons donc la
proposition suivante :

Proposition 1 Soit aeh, beh les forme bilinéaires des éléments finis et avh et bvh celle
des volumes-éléments finis, alors les applications aeh et avh ainsi beh et bvh sont équiva-
lentes entre elles.

La preuve de cette proposition est disponible dans (Heib, 2003, Chap. 3). Il convient
de noter que les deux systèmes ne sont pas strictement équivalents. En particulier,
ils diffèrent de leur second membre. Cette différence entre les deux seconds membres
n’est généralement pas nulle, c’est à dire :

∀Kj ∈ T h
f ,

∫
Kj∩wl

f dx−
∫
Kj

fϕj dx ̸= 0. (1.25)

Néanmoins, (Emonot, 1992, Chap. 2) montre que le second membre de la méthode
des volumes-éléments finis peut être considéré comme une intégration approchée du
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second membre provenant des éléments finis. Autrement dit, la différence peut être
majorée de la manière suivante :∣∣∣ ∫

Kj∩wl

f{x,y} dx−
∫
Kj

f{x,y}ϕj dx
∣∣∣ ≤ O(h2)|f{x,y}|. (1.26)

L’approche des éléments finis avec des éléments P1NC/P0 est une méthode bien
établie dans la littérature scientifique, avec des résultats largement documentés. En
suivant une démarche similaire à celle exposée de la partie 1.2, mais en utilisant
les éléments P1NC/P1 + P0, il est possible d’obtenir la condition inf − sup, qui
garantit l’existence d’une solution unique pour le problème de Stokes. Ces résultats
de stabilité, ainsi que des preuves de convergences complémentaires, sont disponibles
dans des références telles que (Crouzeix et Raviart, 1973), (Girault et al., 1986) et
(Brezzi et Fortin, 1991).

En résumé, les travaux menés par (Heib, 2003) ont démontré la stabilité et la
convergence de la formulation volumes-éléments finis P1NC/P1+P0. Pour ce qui est
de la stabilité, les démonstrations reposent sur des démonstrations d’équivalences
entre les deux formulations puis de l’utilisation des résultats de la méthode des
éléments finis. L’étude de la convergence a également été spécifiquement abordée
pour le solveur TrioCFD dans (Angeli et al., 2017). Finalement, les avantages de la
méthode volumes-éléments finis sont donnés par les deux points suivants :

• L’utilisation des éléments P1NC/P1 + P0 par rapport à une discrétisation
P1NC/P0 permet de réduire le nombre de modes parasites en pression en
augmentant le nombre de degrés de liberté associé à la pression. Cette amélio-
ration est valable non seulement pour l’approche des volumes-éléments finis,
mais également pour l’approche des éléments finis.

• L’utilisation de la formulation volumes-éléments finis, par rapport à celle des
éléments finis, garantit une conservation locale des quantités au niveau des
volumes de contrôle.

1.4 Extension aux équations de Navier-Stokes
Après une approche progressive avec le problème de Stokes, nous allons mainte-

nant introduire les équations de Navier-Stokes. Elles sont données par :{ ∇ · u = 0,

ρf
∂u

∂t
+ ρf (u · ∇) u−∇ · σf (u, p) = f .

(1.27)

Ou ρf est la densité du fluide, σf = −pId + 2µfϵ(u) est le tenseur de Cauchy.
Dans la partie précédente 1.3, on a obtenu le système linéaire de l’approche

volumes-éléments finis pour l’équation de Stokes en intégrant les équations sur les
volumes de contrôles adéquats. On fonctionne de la même façon avec les équations
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de Navier-Stokes. On a donc deux termes supplémentaires à discrétiser : le terme

non linéaire ou de convection (u · ∇)u et le terme de masse
∂u

∂t
. La discrétisation

des autres termes de l’équation a déjà été réalisée avec l’équation de Stokes et reste
inchangée.

1.4.1 Discrétisation de la masse et de l’opérateur de convec-
tion

On s’intéresse tout d’abord à la discrétisation du terme de convection. On intègre
ce terme sur les volumes de contrôle wl et on utilise la formule de Stokes (7), on
obtient : ∫

wl

(uh · ∇)uh dx =

∫
∂wl

(uh · nf )uh dσl(x). (1.28)

On utilise ensuite la décomposition en fonction de base (1.13) et on projette uh

sur la cordonnée x sans perdre de généralité. On obtient alors la forme suivante :∫
∂wl

( NI∑
i=1

u(xi)ϕi · nf

)
ux,h dσl(x) =

Ni∑
i=1

uh(xi) ·
∫
∂wl

ux,hϕinf dσl(x) (1.29)

On peut maintenant définir la matrice de masse M et de convection L pour
l’approche volumes-éléments finis par :

• La matrice de convection L =

(
Lx(Uh,x) Ly(Uh,x)
Lx(Uh,y) Ly(Uh,y)

)
avec L{x,y}(Uh,x) et

L{x,y}(Uh,y) définit par :(
L{x,y}(Uh,x)

)
l,i
=

∫
∂wl

ux,hϕin{x,y} dσl(x) (1.30)

(
L{x,y}(Uh,y)

)
l,i
=

∫
∂wl

uy,hϕin{x,y} dσl(x) (1.31)

• La matrice de masseM =

(
M 0
0 M

)
définit par :

(M)l,i = ρf

∫
wl

ϕi dx (1.32)

La discrétisation des autres termes est identique à celle du problème de Stokes
de la partie 1.3, c’est à dire : la diffusion A (1.18), la divergence C ((1.19), (1.20))
et le gradient B ((1.21), (1.22)).

Finalement le système d’équation discrétisée pour les équations de Navier-Stokes
est donné par :{ Cα1Uh + Cα2Uh = 0

M∂Uh

∂t
+ L(Uh)Uh +AUh + B0P 0

h + B1P 1
h = Ff

(1.33)
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1.4.2 Méthode de projection pour le schéma temporel

Considérons un intervalle de temps [0, T ] décomposé en sous-intervalles tels que
t0 = 0 < t1 < . . . < tN = T , avec ∆t = tn+1− tn. Notons uh(tn, ·) = un

h et ph(tn, ·) =
pnh. Pour la résolution temporelle des équations, un schéma d’Euler implicite est
utilisé, ce qui conduit au système suivant :

 CUn+1
h = 0

MUn+1
h −Un

h

∆t
+ L(Un

h )U
n+1
h +AUn+1

h + BP n+1
h = Fn+1

f

(1.34)

Afin de simplifier les notations, les matrices B0, B1 et Cα1 , Cα2 ont été regroupées
respectivement dans les matrices B et C diagonales par blocs.

La méthode employée pour résoudre le système (1.34) est la méthode de pro-
jection de Chorin-Temam présentée à l’origine dans les travaux de (Chorin, 1968)
et (Temam, 1968). La décomposition entre la vitesse et la pression est effectuée en
trois étapes :

1. Étape de prédiction : Calcul de U ∗
h

MU ∗
h −Un

h

∆t
+AU ∗

h + L(Un
h )U

∗
h − BP n

h = Fn
f . (1.35)

2. Calcul de la pression : Calcul de la pression P ′
h solution du système suivant :{

BTM−1BP ′
h = 1

∆t
BU ∗

h ,
P n+1

h = P ′
h + P n

h .
(1.36)

3. Étape de correction : Calcul de Un+1
h solution de :

MUn+1
h =MU ∗

h −∆tBP ′
h. (1.37)

Des informations complémentaires concernant la convergence et la stabilité de
cet algorithme sont disponibles dans l’article (Guermond et Quartapelle, 1998). De
plus, il existe d’autres méthodes de projection basées sur la méthode de projection
de Chorin-Temam, mais avec des variations dans les termes de prédiction et/ou de
correction. Un aperçu des différentes méthodes est présenté dans l’article (Guermond
et al., 2006).

1.5 Éléments finis pour la dynamique des structures
La description utilisée jusqu’à présent pour décrire l’écoulement du fluide était

une description Eulerienne. Ce principe consiste à observer, à partir d’une position
fixe, la vitesse de déplacement des particules. Il s’agit de la description standard

40



1.5 Éléments finis pour la dynamique des structures

Ω∗
s

Ωs(t)

φ

X

x

q

Figure 1.3 – Représentation du domaine d’origine Ω∗
s et du domaine déformé Ωs(t)

ainsi que du déplacement q et de l’application φs.

utilisée en mécanique des fluides. En revanche, en mécanique des structures, il est
plus courant d’observer le déplacement de chaque particule en déplaçant sa position
d’observation avec la particule elle-même. Cette description est appelée description
Lagrangienne.

L’objectif de cette partie est d’introduire les différentes notations utilisées en
mécanique des solides, ainsi que la relation fondamentale de la dynamique du solide
et les lois de comportement associées. Nous aborderons également l’utilisation des
méthodes numériques du solveur Europlexus pour la discrétisation des équations.

1.5.1 Cinématique du solide et loi de comportement

Soit Ω∗
s un ouvert, borné et suffisamment régulier de Rn et X ∈ Ωs la position

d’une particule. On suppose qu’il existe une application φs : Ω
∗
s × [0, T ]→ Ωs(t) tel

que si la particule est à la position X à t = 0, alors x = φs(X, t) est sa nouvelle
position au temps t. Le domaine de référence Ω∗

s et le domaine courant Ωs(t) sont
reliés par l’application φs. On la suppose inversible et vérifiant φs(Ω

∗
s × [0, T ]) =

Ωs(t).
Pour toute particule X ∈ Ω∗

s et temps t ∈ [0, T ], on définit respectivement le
déplacement, la vitesse et l’accélération de cette particule par q, q̇ et q̈. Les relations
de ces variable avec l’application φs sont données par :

q(X, t) = φs(X, t)−X, (1.38)

q̇(X, t) =
∂q(X, t)

∂t
=

∂φs(X, t)

∂t
, (1.39)

q̈(X, t) =
∂q̇(X, t)

∂t
=

∂2φs(X, t)

∂2t
. (1.40)

On a définit ces quantités physiques sur le domaine de référence. Cependant, l’in-
versibilité de l’application φs permet de définir ces mêmes quantités sur le domaine
courant.

Avant d’introduire le système d’équation de la dynamique du solide, il est im-
portant de comprendre le cadre physique auquel Europlexus souhaite répondre. En
particulier les déformations non linéaires induites par de grands déplacements. Pour
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cela, Europlexus utilise une approche de dynamique explicite, ce qui signifie que la
configuration courante est connue (par opposition à une approche de dynamique
implicite). L’équation de la dynamique (1.41) ainsi que les opérateurs utilisés pour
décrire la loi de comportement sont donc exprimés préférentiellement sur la confi-
guration courante Ωs(t). La description précise et complète de la dynamique de
Europlexus peut être trouvée dans (Faucher, 2003).

On note fs les forces volumiques et gs les forces surfaciques s’appliquant sur le
système solide. On cherche le déplacement q : Ωs(t)× [0, T ]→ Rn et le tenseur des
contraintes σs : Ωs(t)→ R3 qui vérifie pour toute particule x ∈ Ωs(t) :{

ρsq̈ −∇ · σs = fs,
∀x ∈ ∂Ωs(t), σs(x, t)ns = gs.

(1.41)

Avec ρs ∈ R la densité de la structure. Afin de fermer le modèle, il est nécessaire
d’ajouter une loi de comportement invariante pour tout changement de référentiel.
Elle relie le tenseur des contraintes avec un opérateur Σs dépendant du matériau :

σs(x, t) = Σs

(
q(x, t)

)
. (1.42)

Dans ce cadre, on introduit le gradient de la transformation Fs qui permet le
passage entre les deux configurations par :

Fs = Id −∇q. (1.43)

On introduit aussi la matrice de dilatation Cs = F T
s Fs qui mesure les variations des

quantités géométriques entre les deux domaines.
On définit maintenant le tenseur des déformations d’Almansi-Euler sur le do-

maine courant Ωs(t) par :

Es =
1

2
(I −Cs) =

1

2

(
∇q + (∇q)T − (∇q)T∇q

)
. (1.44)

Il est non linéaire en fonction de q. C’est cet opérateur qui intervient dans la relation
de comportement (1.42), plus précisément l’opérateur Σs est une fonction linéaire
de Es.

L’utilisation du tenseur d’Almansi-Euler est spécifique à une approche explicite.
Pour une formulation implicite, ce tenseur devient une inconnue et il est commun
d’utiliser le tenseur de Green-Lagrange défini sur la configuration initiale. On note
par ϵs(q) =

1
2

(
∇q + (∇q)T

)
la partie linéaire du tenseur Es.

Sur la configuration courante, la relation de comportement entre σs et le tenseur
d’Almansi-Euler s’écrit alors :

σs = λstr(Es)Id + 2µsEs. (1.45)

Les coefficients (λs, µs) sont les coefficients de Lamé et sont reliés aux paramètres
du matériau, tels que le module de Young E en N.m−2 et le coefficient de Poisson
ν sans dimension, par les relations suivantes :
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λs =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, µs =

E

2(1 + ν)
(1.46)

1.5.2 Approximation par éléments finis

Dans cette partie, on va discrétiser l’équation de la dynamique par la méthode des
éléments finis. On utilise l’approche explicite qu’on a définit dans la partie précédente
pour écrire les équations de la dynamique (1.41) sur le domaine de référence :{

∀x ∈ Ωs(t), ρsq̈ −∇ · σs(q) = fs,
∀x ∈ ∂Ωs(t), σs(x, t)ns = gs.

(1.47)

On introduit l’espace de fonction Ws =
(
H1(Ωs(t))

)3. Afin d’obtenir le problème
de la dynamique du solide sous sa forme variationnelle, on multiplie classiquement
par une fonction test ξ ∈ Ws l’équation du système (1.47), on intègre sur tout le
domaine Ωs(t) et on utilise la formule de Green (Théorème 5).

ρs

∫
Ωs(t)

q̈ ·ξ dx+

∫
Ωs(t)

σs(q) : ϵs(ξ) dx−
∫
∂Ωs(t)

σs(q)nf ·ξ dσ(x) =

∫
Ωs(t)

fs · ξ dx.

(1.48)
L’utilisation des conditions limites nous donne la formulation faible suivante :

Trouver q ∈Ws tel que pour tout ξ ∈Ws :

ρs

∫
Ωs(t)

q̈ · ξ dx+

∫
Ωs(t)

σs(q) : ϵs(ξ) dx =

∫
∂Ωs(t)

gs · ξ dσ(x) +

∫
Ωs(t)

fs · ξ dx.

(1.49)
On définit une partition du domaine Ehs de Ω∗

s et on note les éléments de cette
partition avec les indices suivants :

— K ′
j ∈ Ehs , pour j ∈ {1, . . . , N ′

J} les éléments du domaine.
— s′k ∈ R3, pour k ∈ {1, . . . , N ′

K} les sommets des éléments.
Cette partition peut prendre forme, par exemple, en discrétisant le domaine solide
en quadrangle ou tétraèdre en 3D.

De la même façon que dans le problème de Stokes, on note classiquement l’espace
P1(K

′
j) l’espace des fonctions affines sur K ′

j et nulles ailleurs. On associe à la partition
Ehs les espaces éléments finis définis par :

W h
s = {ωh continues aux s′k | ∀K ′

j ∈ T h
s , ωh ∈ P1(Kj)}, (1.50)

W h
s =

(
W h

s

)3

. (1.51)

Les fonctions de bases de W h
s sont les fonctions ηk vérifiant ηi(sj) = δij. On décom-

pose le déplacement qh par une somme finie de fonction de base.

qh(x, t) =

N ′
K∑

k=1

qh(sk, t)ηk(x). (1.52)
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On injecte ensuite la décomposition en fonction de base de qh dans la formulation
(1.49) et on prend comme fonction test ξ = 1ηl avec l ∈ {1, . . . , N ′

k} fixé. On obtient
la formulation suivante :



Trouver qh ∈W h
s tel que :

ρs

N ′
K∑

k=0

∂2qh(sk, t)

∂2t
· 1

∫
Ωs(t)

ηkηl dx+

∫
Ωs(t)

σs(

N ′
K∑

k=0

q(sk, t)ηk) : ϵ(1ηl) dx =

1 ·
∫
∂Ωs(t)

gsηl dσ(x) + 1 ·
∫
Ωs(t)

fsηl dx.

(1.53)
De la même façon, on obtient le tenseur d’Almansi-Euler discrétisé :

Es(qh(·, t)) =
N ′

K∑
k=1

qh(sk, t)ϵ(1ηk)−∇
( N ′

K∑
k=1

qh(sk, t)ηk
)T∇( N ′

K∑
k=1

qh(sk, t)ηk
)
. (1.54)

À partir de la formulation obtenu, on définit les matrices et vecteurs qu’on utili-
sera pour écrire le système linéaire à résoudre. On notera pour un vecteur quelconque
q ses trois composantes par qx, qy, qz et le vecteur inconnue s’écrit :

Qh(t) =


(
qh,x(sk, t)

)T
k=1,...,N ′

K(
qh,y(sk, t)

)T
k=1,...,N ′

K(
qh,z(sk, t)

)T
k=1,...,N ′

K

 . (1.55)

• La matrice de masseM =

M 0 0
0 M 0
0 0 M

 avec M définit par :

(
M

)
kl
= ρs

∫
Ωs(t)

ηkηl dx. (1.56)

• Le vecteur des forces internes F int
h (Qh(t)) =

F int(qh,x(t))
F int(qh,y(t))
F int(qh,z(t))

 avec
(
F int(qh,{x,y,z}(t))

)
qui dépend non linéairement du déplacement, définit par :

(
F int(qh,{x,y,z})(·, t)

)
l
=

∫
Ωs(t)

σs

( N ′
k∑

k=0

qh,{x,y,z}(sk, t)ηk
)
: ϵ(1ηl) dx. (1.57)

• Le vecteur second membre Fs =

Fx

Fy

Fz

 avec
(
F{x,y,z}

)
définit par :

(
F{x,y,z}

)
l
=

∫
Ωs(t)

(
fs,{x,y,z}

)
ηl dx−

∫
∂Ωs(t)

(
gs,{x,y,z}

)
ηl dσ(x). (1.58)
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On obtient alors le système suivant à résoudre :

M ∂2

∂2t
Qh(t) +F int

h (Qh(t)) = Fs(t). (1.59)

1.5.3 Discrétisation en temps

L’intervalle en temps [0, T ] est subdivisé par une suite de sous intervalles tel que
t0 = 0 < t1 < . . . < tN = T avec ∆t = tn+1 − tn. On utilise les notations suivantes :
Qn

h = Qh(tn), Q̇n
h = ∂

∂t
Qn

h and Q̈n
h = ∂2

∂2t
Qn

h . Le système (1.59) peut maintenant
s’écrire pour le temps tn+1 de la façon suivante :

MQ̈n+1
h +F int

h (Qn+1
h ) = F n+1

s . (1.60)

Les dérivées temporelles sont approchées avec la famille des schémas de Newmark
(Newmark, 1959) dépendant de deux coefficients γ et β et qui sont définis par :{

Qn+1
h = Q

n+ 1
2

h + β∆t2Q̈n+1
h ,

Q̇n+1
h = Q̇

n+ 1
2

h + γ∆tQ̈n+1
h .

(1.61)

Où Q
n+ 1

2
h et Q̇

n+ 1
2

h sont les termes de prédiction entièrement déterminés par les
termes du temps n et sont définis par :{

Q
n+ 1

2
h = Qn

h +∆tQ̇n
h +∆t2(1

2
− β)Q̈n

h,

Q̇
n+ 1

2
h = Q̇n

h +∆t(1− γ)∆tQ̈n
h.

(1.62)

On injecte ensuite cette décomposition dans (1.59) et on obtient le système suivant :

MQ̈n+1
h +F int

h (Q
n+ 1

2
h + β∆t2Q̈n+1

h ) = F n+1
s . (1.63)

Lorsque β ̸= 0, le système (1.63) devient alors implicite. Le problème étant non-
linéaire, l’obtention du vecteur inconnu Q̈n+1

h nécessite l’utilisation d’un algorithme
itératif tel que Newton-Raphson pour résoudre le système.

La stabilité numérique des schémas de Newmark en fonction des coefficients γ
et β a été largement démontrée, du moins dans le cas linéaire, par exemple dans les
travaux de (Bonnet et Frangi, 2005) et (Bonnet et al., 2014). Ces références montrent
que pour 1

2
≥ γ ≥ 2β, le schéma est inconditionnellement stable pour un problème

linéaire. En présence de fortes non-linéarités, l’obtention de l’équilibre dynamique
du système (1.63) avec une résolution implicite peut être difficile à atteindre. Cela
se traduit par des difficultés de convergences de l’algorithme itératif utilisé. De plus,
ces schémas implicites peuvent introduire une dissipation numérique lorsque γ ̸= 1

2

(Faucher, 2003, Chap. 1).
Pour remédier à ces problématiques numériques, le schéma temporel d’Europlexus

utilise un schéma de Newmark avec les coefficients β = 0 et γ = 1
2
, ce qui correspond
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au schéma explicite des différences centrées. Cependant, par rapport aux schémas
implicites, les schémas explicites ne sont pas inconditionnellement stable, et leur
stabilité nécessite une contrainte importante sur le pas de temps. Dans le cas des
différences centrées, cette contrainte dépend de la plus haute pulsation de la struc-
ture ωmax. Le pas de temps critique est donné par l’équation suivante :

∆tmax =
2

ωmax

. (1.64)

Obtenir ce pas de temps critique nécessite la résolution d’un problème aux va-
leurs propres, ce qui peut être numériquement coûteux. En pratique, on utilise une
estimation supérieure de cette borne, ce qui conduit à la condition suivante sur le
pas de temps :

∆t <
h

cs
. (1.65)

Avec cs la célérité du son dans le matériau. Cette condition correspond à la condition
de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) et garantit la stabilité du schéma des différences
centrées.

L’approche explicite de Europlexus prend ainsi forme grâce au schéma des dif-
férences centrées, où le déplacement est calculé uniquement à partir des termes
temporels du temps précédent. Les approximations sont donc les suivantes :{

Qn+1
h = Qn

h +∆tQ̇n
h +

∆t2

2
Q̈n

h,

Q̇n+1
h = Q̇n

h +
∆t
2

[
Q̈n+1

h + Q̈n
h

]
.

(1.66)

Afin de résoudre le problème en temps avec le schéma des différences centrées,
la résolution temporelle est décomposée en trois étapes :

1. Étape de prédiction : Calcul explicite du déplacement et prédiction de la
vitesse

Q̇
n+ 1

2
h = Q̇n

h +
∆t
2
Q̈n

h,

Qn+1
h = Qn

h +∆tQ̇
n+ 1

2
h .

(1.67)

2. Solution d’équilibre : Calcul de l’accélération en résolvant le système de la
dynamique

MhQ̈
n+1
h +F int

h (Qn+1
h ) = F n+1

s . (1.68)

3. Mise à jour vitesse : Mise à jour de la vitesse avec la nouvelle accélération
et la vitesse de prédiction

Q̇n+1
h = Q̇

n+ 1
2

h +∆tQ̈n+1
h . (1.69)

Grâce au schéma des différences centrées, l’étape deux se résout simplement en
inversant la matrice de masseM.
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1.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons abordé les équations de l’écoulement d’un fluide et

du déplacement d’une structure, ainsi que les méthodes numériques utilisées par les
solveurs TrioCFD et Europlexus.

Une approche explicite en temps a été présentée pour la résolution des équa-
tions de la mécanique des solides. Cette approche est utilisée pour résoudre des
problèmes physiques impliquant des non-linéarités importantes, tels que les grands
déplacements et les chocs. Le schéma des différences centrées est donc utilisé pour
la résolution temporelle du système de la dynamique.

En ce qui concerne la résolution des équations du fluide, nous avons introduit la
méthode des volumes-éléments finis utilisée par le solveur TrioCFD. Cette méthode
est moins connue que la méthode des éléments finis, mais elle présente des avantages
spécifiques pour la résolution des écoulements fluides. Nous avons souligné le lien
entre la méthode des volumes-éléments finis et celle des éléments finis, en montrant
que les deux méthodes conduisent à des systèmes de résolutions similaires.

Il est en effet important de comprendre ce lien entre les deux méthodes, car cela
nous permet d’utiliser les résultats bien établis de stabilité et de convergence de la
méthode des éléments finis pour valider l’approche volumes-éléments finis utilisée
dans le solveur TrioCFD. Cela nous donne une base solide pour la résolution des
problèmes d’interaction fluide-structure.

En résumé, nous avons présenté les méthodes numériques utilisées par les sol-
veurs TrioCFD et Europlexus pour résoudre les problèmes fluide et structure. La
méthode des éléments finis est utilisée pour la partie solide, tandis que la méthode
des volumes-éléments finis est utilisée pour la partie fluide. Pour cette dernière, la
présentation du lien avec la méthode des éléments finis nous permet de bénéficier
des résultats bien établis de stabilité et de convergence.
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Chapitre 2

Développement et validation d’une
méthode de mouvement de grille
optimisée pour des simulations ALE

2.1 Méthodes des volumes-éléments finis pour les
équations de Navier-Stokes sur grille mobile

Afin de prendre en compte le mouvement d’une frontière dans la modélisation
d’un écoulement, on utilise une description qui permet d’être Lagrangienne proche
des bords en mouvement et Eulérienne loin de ces bords. Cette méthode est appelée
Arbitrary Lagrangien-Eulérien (ALE). L’approche ALE est utilisée dans de nom-
breuses études d’interaction fluide structure comme par exemple : (Löhner et Yang,
1996), (Fernández, 2011), (Lagrange et al., 2022), (Panunzio et al., 2022).

2.1.1 Application ALE

On note Ωf (t) le domaine fluide en mouvement et Ω̂f le domaine de référence.
On définit l’application ALE A que nous supposons différentiable par :

A : Ω̂f × [0, T ] → Ωf (t)
(x̂, t) 7→ (x, t) = At(x̂). (2.1)

Le choix du domaine de référence est généralement le domaine au temps initial
soit Ωf (t0). Ce n’est pas toujours le cas, par exemple, lors de remaillage, le do-
maine de référence sera le dernier domaine remaillé. Dans Fig. 2.1, on représente
l’application ALE avec le domaine de référence et le domaine en mouvement pour
un mouvement de déformation d’objet immergé.

L’application A est un difféomorphisme et nous permet donc de définir de façon
équivalente les champs dans le domaine de référence ou bien dans le domaine en
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At

Ω̂f Ωf (t)

x̂ x

Figure 2.1 – Représentation de l’application A avec le domaine de référence et le
domaine en mouvement.

mouvement. La vitesse de maillage est notée par w = ∂
∂t
At, son gradient de trans-

formation par F = ∇x̂At et le déterminant de ce gradient par J = det
(
F ). On note

u un champ dans le domaine en mouvement Ωf (t) et û dans le domaine de référence
Ω̂f , l’application A nous permet de relier et définir les deux champs par la relation
suivante :

∀x ∈ Ωf (t), u(x, t) = û ◦ A−1
t (x) = û(A−1

t (x)), (2.2)

∀x̂ ∈ Ω̂f , û(x̂, t) = u ◦ At(x̂) = u(At(x̂)). (2.3)

On introduit la dérivée temporelle qu’on note ∂
∂t
|A par :

∂u

∂t

∣∣∣
A
(x, t) =

∂û

∂t
(A−1

t (x), t) =
∂û

∂t
(x̂, t). (2.4)

Enfin la relation entre la dérivée en temps en description Eulerienne et en description
ALE est donnée par :

∂u

∂t

∣∣∣
A
(x, t) =

∂u

∂t
(x, t) + [w(x, t) · ∇]u(x, t). (2.5)

2.1.2 Équation de Navier-Stokes en coordonnées ALE

La formulation ALE des équations de Navier-Stokes est basée sur la relation entre
les dérivées temporelles des formulations ALE et Eulérienne. En utilisant la relation
(2.5) dans les équations de Navier-Stokes (1.27) on obtient pour tout x ∈ Ωf (t) :

w = EXT(w|Γi
),

∇ · u = 0,

ρf
∂u

∂t

∣∣∣
A
+ ρf (u−w) · ∇u−∇ · σf (u, p) = 0.

(2.6)

50



2.1 Méthodes des volumes-éléments finis pour les équations de Navier-Stokes sur
grille mobile

Dans un premier temps, on défini EXT comme n’importe quel opérateur d’ex-
tension de la vitesse de la frontière en mouvement Γi. La partie suivante est réservée
à l’étude de cet opérateur.

La formulation précédente est appelée formulation non-conservative. TrioCFD
utilise une formulation conservative et c’est donc la formulation suivante que nous
utilisons : 

w = EXT(wΓi
),

∇ · u = 0,

ρf
∂Ju

∂t

∣∣∣
A
+ J

[
∇ · (u⊗ (u−w)ρf )−∇ · σf (u, p)

]
= 0.

(2.7)

La dérivation des équations de Navier-Stokes afin d’obtenir la formulation conserva-
tive est disponible dans (Formaggia et al., 2010, Chap. 3). En développant l’expres-
sion et en utilisant la définition de σf , on obtient l’expression finale qu’on utilisera
par la suite pour la discrétisation spatiale et temporelle :

w = EXT(wΓi
),

∇ · u = 0,

ρf
∂Ju

∂t

∣∣∣
A
+ J

[
ρf
[
(u · ∇)u− (w · ∇)u

]
− 2µf∇ · ϵ(u) +∇p

]
= 0.

(2.8)

Le travail de discrétisation de ces équations avec la méthode des volumes-éléments
finis a déjà été réalisée dans la section 1.3. Le système à résoudre est finalement
donné en remplaçant le terme de dérivée temporelle dans le système discret de
Navier-Stokes (1.34), c’est à dire :

W n+1
h = EXT(wn+1

Γi
),

CUn+1
h = 0,

MJn+1Un+1
h − JnUn

h

∆t
+ Jn+1

(
L(Un

h )U
n+1
h − L(Un

h )W
n+1
h +

AUn+1
h + BP n+1

h

)
= 0.

(2.9)

2.1.3 Équation du mouvement de grille

Parmi les nombreuses techniques que l’on trouve dans la littérature pour étendre
le mouvement imposé de la frontière lagrangienne à une grille fluide, on trouve
fréquemment à mettre en œuvre l’équation harmonique. La vitesse de la grille est
calculée en résolvant le systéme suivant :{

−∆w = 0 in Ωf (t),
w = wΓi

on Γi(t).
(2.10)

Cette équation présente actuellement deux principaux inconvénients :
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• Le premier est qu’elle ne prend pas en charge les grands déplacements, ce qui
pourrait conduire à des cellules de maillage excessivement déformées. Cela peut
être évité en passant à une équation biharmonique (Helenbrook, 2003) ou à un
modèle élastique fictif affecté au maillage (Stein et al., 2003), (Dwight, 2009),
(Faucher et al., 2017). Ces solutions sont nettement plus difficiles à mettre en
œuvre que l’équation harmonique, et une comparaison entre ces modèles est
disponible dans (Wick, 2011).

• Le second problème, commun à toutes les approches du premier point, est
l’objet spécifique de ce chapitre. Il provient de l’ajout d’un solveur implicite
pour résoudre le mouvement de grille. Cela induit un coût de calcul supplé-
mentaire du même ordre de grandeur que le coût lié au solveur physique dans
certain cas. Le but de ce chapitre est donc de réduire ce coût avec la contrainte
évidente de préserver l’exactitude de la solution physique.

La suite de ce chapitre provient de l’article publié durant cette thèse (Leprevost
et al., 2023).

2.2 Équation hyperbolique pour la résolution du mou-
vement de grille

2.2.1 Formulation du problème hyperbolique

En partant de l’équation harmonique elliptique, une équation hyperbolique est
obtenue par dérivation en ajoutant une dépendance temporelle du second ordre. Le
problème de mouvement de grille est ainsi transformé en un problème de propagation
d’ondes avec une déformation imposée à la frontière. La nouvelle équation s’écrit
comme suit :

∂2w

∂t2
− c2g∆w = 0. (2.11)

Avec cg la vitesse de l’onde.
Cette approche s’inspire de la dynamique des structures et introduit de nouveaux

paramètres pseudo-physiques pour ajuster et contrôler la réponse dynamique de la
grille, à savoir la densité fictive ρg et la raideur fictive kg de la grille. Ces paramètres
sont reliés à la vitesse de l’onde par la relation cg =

√
kg
ρg

, ce qui donne :

ρg
∂2w

∂t2
− kg∆w = 0. (2.12)

Un coefficient d’amortissement dg est ajouté au modèle pour aider à mieux
contrôler sa dynamique, l’ajout de l’amortissement sera justifié par l’étude para-
métrique dans la partie suivante. L’équation hyperbolique complète pour résoudre
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le problème du mouvement de grille est donc donnée par :
∀x ∈ Ωf (t), ρg

∂2w

∂t2
+ dg

∂w

∂t
− kg∆w = 0,

∀x ∈ Γi(t), w = wΓi
,

∀x ∈ ∂Ωf (t) \ Γi(t), w = 0,

(2.13)

Avec wΓi
une vitesse connu sur la frontière en mouvement.

En introduisant Vg = H1(Ωf (t)) et Vg =
(
Vg

)3, la formulation faible du problème
hyperbolique s’obtient de manière classique en multipliant (2.13) par une fonction
test v ∈Wf =

(
H0

1 (Ωf (t))
3
)

et en intégrant sur le domaine, ce qui donne :

ρg

∫
Ωf

∂2w

∂t2
· v dx+ dg

∫
Ωf

∂w

∂t
· v dx+ kg

∫
Ωf

∆w · v dx = 0. (2.14)

En utilisant la formule de Green (5) et en utilisant le fait que v|∂Ωf
= 0, on

obtient la formulation variationnelle suivante :
Trouver w ∈ Vg avec w = wΓi

sur Γi, tel que :

∀ v ∈Wf , ρg

∫
Ωf

∂2w

∂t2
· v dx+ dg

∫
Ωf

∂w

∂t
· v dx +

kg

∫
Ωf

∇w : ∇v dx = 0.

(2.15)

2.2.2 Éléments finis pour l’équation hyperbolique

On reprend la triangulation T h
f du domaine Ωf (t) définit dans la section 1.3.

Les sommets sont les sk pour k ∈ {1, . . . , NK} et les triangles sont les Kj pour
j ∈ {1, . . . , NJ}.

On utilise une approximation par éléments finis de type P1 afin de discrétiser
en espace l’équation hyperbolique. On note les fonctions de formes correspondantes
φi{i=1,...,Nh} et l’espace solution est définit par :

V h
g = {vh continues aux sk | ∀Kj ∈ T h

f , vh ∈ P1(Kj)}, (2.16)

La vitesse de la grille discrétisée wh se décompose donc par une somme fini de
fonction de base et de ces inconnus aux noeuds (αh,1(t), . . . ,αh,Nh

(t)).

wh(x, t) =

NK∑
i=1

αh,i(t)φi(x). (2.17)

Chaque inconnu est un vecteur correspondant aux trois directions de l’espace,
αh,i = (αx

h,i, α
y
h,i, α

z
h,i)

T . En injectant la décomposition (2.17) de wh dans la formu-
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lation faible (2.15), on obtient :

ρg

∫
Ωf

∂2

∂t2

( NK∑
i=1

αh,iφi

)
· v dx+ dg

∫
Ωf

∂

∂t

( NK∑
i=1

αh,iφi

)
· v dx

+kg

∫
Ωf

∇
( NK∑

i=1

αh,iφi

)
: ∇v dx = 0.

(2.18)

En utilisant la linéarité de l’opérateur ∇ et en prenant la fonction test v = 1φj avec
j fixe dans {0, . . . , NK} et on obtient la formulation finale de la discrétisation en
espace :

ρg

NK∑
i=1

∂2

∂t2
αh,i · 1

∫
Ωf

ϕiϕj dx+ dg

NK∑
i=1

∂

∂t
αh,i · 1

∫
Ωf

φiφj dx

+kg

NK∑
i=1

αh,i · 1
∫
Ωf

∇φi · ∇φj dx = 0.

(2.19)

Afin d’écrire la formulation sous forme de système linéaire, on introduit les ma-
trices de masses, de rigidité et d’amortissement :(

Mh

)
ij
=

(
Dh

)
ij
=

∫
Ω

ϕiϕjdx,(
Kh

)
ij
=

∫
Ω

∇φi · ∇φjdx.
(2.20)

Avec ces matrices, on peut écrire la formulation (2.19) sous forme de système linéaire
de la forme suivante :

ρg

 Mh 0 0
0 Mh 0
0 0 Mh

 ∂2

∂t2
Wh + dg

 Dh 0 0
0 Dh 0
0 0 Dh

 ∂

∂t
Wh

+kg

 Kh 0 0
0 Kh 0
0 0 Kh

Wh = 0.

(2.21)

Avec le vecteur solution Wh :

Wh =

 (αx
h,i)

T
i=1,...,Nh

(αy
h,i)

T
i=1,...,Nh

(αz
h,i)

T
i=1,...,Nh

 . (2.22)

2.2.3 Discrétisation temporelle de l’équation hyperbolique

La discrétisation temporelle de l’équation hyperbolique dans Europlexus est iden-
tique à celle de l’équation de la dynamique présentée dans la section 1.5.3. Cela si-
gnifie que les dérivées temporelles sont approchés à l’aide du schéma des différences
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centrées : {
W n+1

h ≈ W n
h +∆tẆh

n
+ ∆t2

2
Ẅh

n
,

Ẇh
n+1 ≈ Ẇh

n
+ ∆t

2

[
Ẅ n+1 + Ẅh

n
]
.

(2.23)

Les étapes de résolution sont aussi identique :
(1) Étape de prédiction : Calcul du déplacement explicite et prédiction de la

vitesse au demi pas de temps :

Ẇ n+ 1
2 = Ẇh

n
+ ∆t

2
Ẅh

n
,

W n+1
h = W n

h +∆tẆh
n+ 1

2 .
(2.24)

(2) Solution d’équilibre : Calcul de l’accélération à partir du système suivant :

ρg
(
Mh +

∆t

2
Dh

)
Ẅh

n+1
= −

(
dgDhẆh

n+ 1
2 + kgKhW

n+1
h

)
. (2.25)

La solution est explicite lorsque les matrices Mh et Dh, qui ont ici la même expression
(2.21), sont diagonalisées grâce au processus de "mass lumping".

(3) Mise à jour final de la vitesse :

Ẇh
n+1

= Ẇh
n+ 1

2 +∆tẄh
n+1

. (2.26)

La résolution temporelle étant explicite, le pas de temps est soumis à une contrainte
identique à celle de la résolution explicite de l’équation de la dynamique (1.65).
Adapté au problème de grille, la condition de CFL est donc suivante :

∆t < α
h

cg
. (2.27)

Avec α ∈]0, 1[ un coefficient de sécurité. L’approche explicite de la discrétisation
introduit deux problèmes à prendre en compte attentivement pour les performances
numériques :

• Premièrement, dans le cas général, lors des simulations, le pas de temps de
stabilité de la grille sera plus petit que le pas de temps prescrit pour le pro-
blème physique du fluide. Afin d’éviter de pénaliser la solution physique avec
la nouvelle formulation du problème de la grille, un algorithme de sous-cyclage
est mis en œuvre.

• Deuxièmement, même si seul un produit matrice-vecteur est maintenant requis
à chaque pas de temps pour le problème de mouvement de la grille, ce qui
est le point précis de transition vers l’équation hyperbolique. La solution du
problème de la grille est susceptible de rester coûteuse en terme de calcul si
trop de sous itérations sont effectués en raison d’un faible pas de temps de
stabilité. Ce problème est résolu grâce au choix optimal des coefficients fictifs
de masse, de raideur et d’amortissement à partir de l’équation (2.13). L’objectif
est alors de maximiser le pas de temps de stabilité par rapport au pas de temps
physique du fluide tout en contrôlant la réponse dynamique de la grille et en
préservant la qualité du maillage.
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Lx(0.5 m)

Ly(0.1 m)In Out

Wall

Wall

Figure 2.2 – Géométrie du domaine rectangulaire.

(a) (b) (c)

Figure 2.3 – Mouvement du maillage du premier cas test pendant une seule période
de 0, 1 s. (a) Condition initiale à t = 0 s. (b) Compression maximale du domaine à
t = 0, 05 s. (c) Retour du domaine à sa position initiale à t = 0, 1 s.

2.3 Caractérisation de l’influence des paramètres fic-
tifs du mouvement de grille

2.3.1 Présentation d’un cas test pseudo 1D

Ce premier cas test correspond à la compression pseudo-1D d’un domaine fluide
rectangulaire de longueur Lx = 0, 5 m et de hauteur Ly = 0, 1 m. Les conditions
aux limites pour le problème du fluide sont des conditions de Dirichlet homogènes
à gauche (In) et des conditions de Neumann homogènes à droite (Out). La configu-
ration et les conditions aux limites sont illustrées dans la figure 2.2. La compression
de la grille correspond à imposer une condition de Dirichlet non homogène sur la
bordure gauche et une condition de Neumann homogène sur les parois (bord su-
périeur et inférieur). Le domaine est d’abord comprimé en imposant le mouvement
de la bordure gauche avec un déplacement maximal de 0, 05 m, puis il est étiré de
nouveau vers sa configuration initiale à la même vitesse. La période du mouvement
de la bordure est de 0, 1 s. La figure 2.3 montre la compression du domaine pendant
une seule période.
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2.3.2 Analyse de l’influence du coefficient d’amortissement

Pour un système dynamique comme celui construit pour le nouveau problème
de mouvement de la grille, l’amortissement est censé affecter la propagation des
ondes dans le domaine et peut être ajusté pour les faire disparaître plus ou moins
rapidement. Pour cette première analyse, les coefficients de masse et de raideur sont
choisis de telle sorte que ρg = 1000 kg·m−3 et kg = 106 Pa, ce qui induit que la
vitesse de l’onde est fixée à cg = 32 m·s−1. Cette valeur relativement faible par
rapport à la dynamique structurelle standard permet une visualisation claire des
ondes du mouvement de grille dans le domaine de calcul, comme illustrée dans la
figure 2.4. L’effet du coefficient d’amortissement est alors relativement simple, car
une valeur proche de zéro (dg = 1 N·m−1·s) à gauche entraîne la propagation d’ondes
de compression/traction significatives dans la grille, tandis qu’une valeur importante
(dg = 105 N·m−1·s) annule efficacement les ondes et restaure un mouvement quasi-
statique de la grille en réponse au déplacement de la frontière mobile. Dans notre
étude, lorsque l’on vise un mouvement quasi-statique de la grille, un coefficient
d’amortissement proche du coefficient de raideur est le meilleur choix.

2.3.3 Analyse de l’influence de la densité et de rigidité

Le coefficient de raideur fictif kg contrôle les forces exercées sur les nœuds du
maillage en réponse à la déformation des cellules du maillage. Une raideur trop faible
concentrera la déformation proche des parois mobiles, tandis qu’une raideur trop
élevée renforcera la réponse dynamique de la grille et réduira le pas de temps de sta-
bilité donné par la condition CFL. Comme introduit dans le paragraphe précédent,
des valeurs de raideur significatives sont associées à des valeurs d’amortissement
importantes pour éviter les oscillations de la grille loin du bord en mouvement.

La figure 2.5 affiche l’angle maximal pour chaque triangle du maillage au moment
de la compression maximale du domaine (à l’instant t = 0.05 s) pour trois valeurs
de raideur kg ∈ 104, 106, 108 Pa et un même coefficient de densité (ρg = 104 kg·m−3).
Une valeur maximale d’angle élevée pour un triangle correspond à un élément avec
un mauvais rapport d’aspect. Cela peut avoir un impact sur la qualité de la solution
physique, voire conduire à l’arrêt de la simulation. On observe facilement que la
raideur la plus basse localise excessivement la déformation près de la paroi mobile.
Le mouvement global du maillage devient acceptable avec la valeur de raideur inter-
médiaire, et l’amélioration apportée par la valeur la plus élevée ne compense donc
pas la pénalisation supplémentaire induite sur le pas de temps de stabilité, qui est
dix fois plus petit selon l’équation (2.27).

La figure 2.6 montre les résultats pour les mêmes configurations que précédem-
ment, mais à l’instant final là où la paroi mobile est revenue à sa position initiale.
Les observations sont les mêmes qu’auparavant ; seules les cellules du maillage sont
étirées au lieu d’être comprimées. À ce moment-là, seul le coefficient de raideur le
plus élevé permet à la grille de retrouver sa forme initiale. Un léger décalage rési-
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Figure 2.4 – Évolution de la vitesse du maillage (en m·s−1) en fonction du coeffi-
cient d’amortissement dg. (Gauche) : dg = 1 N·m·s−1. (Droite) : dg = 105 N·m·s−1.
Temps t = 0.002, 0.015, 0.023, 0.03 s de haut en bas.
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duel est observé avec une grille plus souple (kg = 106 Pa), suggérant une oscillation
de basse fréquence de la grille si la simulation se poursuit. Cependant, l’amplitude
de cette oscillation est modérée et n’affecte pas la qualité de la solution physique,
mettant en évidence le choix laissé aux utilisateurs pour le compromis optimal entre
les performances numériques (c’est-à-dire le pas de temps de stabilité le plus élevé
possible) et le contrôle du mouvement de la grille.

(a) (b) (c)

Figure 2.5 – Angle maximum par élément (en degrés) lors de la compression maxi-
male entre plusieurs grilles avec différentes raideurs. Le coefficient de raideur aug-
mente de gauche à droite. (a) Compression maximale ; raideur kg = 104 Pa. (b)
Compression maximale ; raideur kg = 106 Pa. (c) Compression maximale ; raideur
kg = 108 Pa.

(a) (b) (c)

(d)

Figure 2.6 – Angle maximum par élément (en degrés) lors de son retour à la posi-
tion initiale (t = 0.1 s) entre plusieurs grilles avec différentes raideurs. Le coefficient
de raideur augmente de gauche à droite. (a) Retour à la position initiale ; raideur
kg = 104 Pa. (b) Retour à la position initiale ; raideur kg = 106 Pa. (c) Retour à la
position initiale ; raideur kg = 108 Pa. (d) Maillage de grille initial.

Enfin, la figure 2.7 montre l’influence de la densité fictive de la grille, avec
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ρg ∈ 103, 104, 105 kg·m−3 utilisées avec un coefficient de raideur kg = 106 Pa. Dans ce
cas, la densité choisie a un effet minimal sur les formes des cellules du maillage lors
de la compression maximale de la grille, ce qui peut être attribué au mouvement re-
lativement lent de la paroi. Cependant, il convient de rappeler qu’une augmentation
de la densité de la grille améliore également le pas de temps de stabilité.

(a) (b) (c)

Figure 2.7 – Angle maximum par élément (en degrés) lors de la compression maxi-
male entre plusieurs grilles avec différentes densités. La densité augmente de la grille
de gauche à celle de droite. (a) Compression maximale pour la grille ρg = 103 kg·m−3.
(b) Compression maximale pour la grille ρg = 104 kg·m−3. (c) Compression maxi-
male pour la grille ρg = 105 kg·m−3.

2.4 Cas test de Turek avec mouvement imposé

La section précédente a analysé l’influence des différents paramètres de l’équation
(2.13), en mettant l’accent sur l’importance du coefficient d’amortissement et de
rigidité. Il est essentiel de choisir la rigidité avec soin pour obtenir à la fois un
mouvement de grille qualitatif et la condition CFL la moins restrictive. Ainsi, cette
section compare deux grilles, l’une souple et l’autre rigide, avec les résultats obtenus
à partir de l’équation harmonique (2.10).

2.4.1 Présentation du cas test de Turek

Le cas test de Turek est un cas de test de validation classique pour les problèmes
d’interaction fluide-structure (Turek et al., 2010) (Razzaq et al., 2010). Dans ce cas
de test, le fluide s’écoule autour d’un obstacle élastique fixé à un cylindre rigide
immobile (voir Figure 2.8).

La longueur du domaine fluide est de L = 2, 5 m, et sa hauteur est de H = 0, 41
m. Les coordonnées du centre du cylindre sont (0.2, 0.2) m, et son rayon est de 0, 05
m. La structure élastique, désignée par Γi, a une longueur de l = 0, 35 m et une
hauteur de h = 0, 02 m.

Le fluide est initialement au repos, Γi est flexible, et les points de sa frontière
latérale subissent un déplacement harmonique simple de la forme wΓi

=
(
0, ϕ(x)

)
,
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Γi

l(0.35 m)
h(0.02 m)

(0.2, 0.2)

(a)

H(0.41 m)In

Wall

L(2.5 m)

Out

Wall

(b)

Figure 2.8 – Géométrie du cas test de Turek. (a) Zoom sur la poutre du cas test.
(b) Géométrie entière du cas test.

Table 2.1 – Paramètres des grilles pour le cas test de Turek.

ρg kg dg ∆t
Grille rigide 103 108 107 ∼ [1× 10−6, 2× 10−6]
Grille souple 103 106 106 ∼ [1× 10−5, 2× 10−5]

avec :

ϕ(x) = γ
k∑

i=1

αi

Ni

Vi(x) cos(ωit). (2.28)

Avec γ l’amplitude du déplacement, x la coordonnée longitudinale, Vi(x) est le i-
ème mode de vibration de flexion d’une poutre d’Euler-Bernoulli avec des conditions
aux limites encastrées-libres. Ni = sup (|Vi (x)|, x ∈ [0, l]) sa norme infinie, ωi la
fréquence angulaire, t le temps et

∑k
i=1 αi = 1.

Deux types de grille sont prisent en compte pour le mouvement du maillage
hyperbolique : l’une appelée souple et l’autre appelée rigide. Les coefficients d’amor-
tissement sont définis en fonction de l’analyse précédente, et tous les paramètres sont
résumés dans le Tableau 2.1. Un maillage localement raffiné avec 104 triangles est
utilisé. Deux tailles locales différentes sont définies dans le processus de maillage :
une petite taille locale de 25 × 10−4 m pour les éléments proches de la poutre et
une grande taille globale de 25 × 10−3 m ailleurs. Le pas de temps pour le fluide,
∆tf , est fixé à 2× 10−4. Le pas de temps pour le maillage varie entre 1× 10−5 s et
2× 10−5 s pour le maillage souple et entre 1× 10−6 s et 2× 10−6 s pour le maillage
rigide (dix fois plus faible en accord avec la même densité et une raideur multipliée
par 100 pour le maillage souple).

2.4.2 Comparaison entre le mouvement de grille de l’équation
elliptique et hyperbolique

Dans cette section, la dynamique des deux grilles (rigide et souple) est analysée
en comparant leur mouvement avec celui de la grille harmonique décrit par l’équation
(2.10). Dans un premier temps, seul le premier mode de vibration de flexion de la
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(a) (b)

Figure 2.9 – Cas test de Turek avec déplacement imposé. Mouvement de la grille
rigide. (a) déplacement de la poutre à t = 0.025 s. (b) déplacement de la poutre à
t = 0.075 s.

poutre (c’est-à-dire k = 1 dans l’équation (2.28)) est pris en compte. L’amplitude
de déplacement est fixée à γ = 0.15 m, et la fréquence imposée est ω/(2π) = 10 Hz.
La figure 2.9 illustre la dynamique de la poutre à différents pas de temps.

La figure 2.10 représente l’évolution du minimum du déterminant Jacobien, J .
L’évolution de J représente un critère de qualité du maillage. Ainsi, la diminution
de J indique une dégradation de la qualité des maillages. Pour la grille rigide, la
courbe s’ajuste parfaitement avec le minimum du déterminant du Jacobien obtenu
avec l’équation harmonique. Pour la grille souple, un décalage est observé. Les va-
leurs minimales de la courbe sont inférieures à celles de l’équation harmonique, cela
indique une dégradation de la qualité du maillage légèrement supérieure. Cepen-
dant, le minimum du déterminant Jacobien reste périodique et revient près de 1
après chaque période, de sorte que le mouvement du maillage reste cohérent avec
l’équation harmonique.

La figure 2.11 représente l’évolution normalisée de la plus petite aire des cellules
du maillage. Comme précédemment, la grille rigide s’ajuste parfaitement au mouve-
ment du maillage harmonique, tandis que la grille souple présente un décalage. Les
cellules de la grille souple ont une aire minimale plus petite que celles de la grille
harmonique. En conséquence, la grille souple est moins précise lorsque la poutre
atteint son amplitude maximale. Malgré cela, les cellules ne se dégénèrent pas et
reviennent à leur forme d’origine à la fin de chaque période, de sorte que la grille
souple reste cohérente pour les calculs. De même, les deux quantités suggèrent que le
mouvement d’un maillage fixe est proche du comportement du mouvement de grille
harmonique.

Les figures 2.12 et 2.13 montrent comment le comportement de la grille évolue
lorsque le mouvement de la poutre est modifié. Le déplacement imposé à la poutre est
calculé en considérant les deux premiers modes de vibration de la poutre encastrée-
libre, c’est-à-dire k = 2 dans l’équation (2.28). L’amplitude du déplacement est de
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Figure 2.10 – Évolution du minimum du déterminant Jacobien, J , pour la grilles
souple (gauche) et rigide (droite) sur trois périodes d’oscillation du premier mode
de vibration de la poutre encastrée-libre. Les lignes en pointillés correspondent à
l’évolution de J pour la grille harmonique.
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Figure 2.11 – Évolution de l’air minimale normalisée des cellules de la grille pour la
grille souple (gauche) et rigide (droite) sur trois périodes d’oscillation du premier
mode de flexion de vibration de la poutre encastrée-libre. Les lignes en pointillés
correspondent à l’évolution de J pour la grille harmonique.
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Figure 2.12 – Évolution du minimum du déterminant jacobien, J , pour la grilles
souple (gauche) et rigide (droite) sur trois périodes d’oscillation des deux pre-
miers modes de vibration de la poutre encastrée-libre. Les lignes en pointillées cor-
respondent à l’évolution de J pour la grille harmonique.

γ = 0.15 m, les fréquences imposées sont ω1/(2π) = 10 Hz et ω2/(2π) = 20 Hz,
et les coefficients de poids sont α1 = 0.7 et α2 = 0.3. Les observations restent les
mêmes. La comparaison avec la grille harmonique reste inchangée même lorsque des
modes de vibrations supplémentaires sont pris en compte, c’est-à-dire k > 2 dans
l’équation (2.28).

2.5 Analyse des performance de la méthode sur un
cas 3D

La section précédente a abordé l’effet des coefficients des matériaux fictifs de
l’équation (2.13) sur le mouvement de la grille résultant du problème hyperbolique.
L’objectif de cette section est de discuter des avantages en termes de performance
de calcul de l’approche proposée sur des maillages significatifs. Une configuration
en 3D et différentes tailles de maillages (jusqu’à 2 millions de cellules) sont choisies
pour présenter simultanément des mesures fiables et des tendances pour les temps
de calcul.

2.5.1 Présentation du cas test 3D

Le problème est en trois dimensions et consiste en deux cylindres coaxiaux sépa-
rés par une couche de fluide initialement au repos. Le cylindre externe est rigide et
fixe. Le cylindre interne est flexible, et comme dans la section précédente, on impose
dans la direction ey, un déplacement harmonique simple de la forme suivante :

ϕ(x) = γ sin (πx/L) cos(ωt). (2.29)
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Figure 2.13 – Évolution de l’air minimale normalisée des cellules de la grille pour
la grilles souple (gauche) et rigide (droite) sur trois périodes d’oscillation des deux
premiers modes de vibration de la poutre. Les lignes en pointillés correspondent à
l’évolution de J de la grille harmonique.
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Figure 2.14 – Géométrie du domaine 3D.

Cette équation correspond au premier mode de vibration de flexion d’une poutre
d’Euler-Bernoulli avec des conditions aux limites encastrées-encastrées. Les rayons
sont R1 = 0.06 m et R2 = 0.02 m, et les longueurs sont L1 = 0.8 m et L2 = 0.7 m.
La configuration est illustrée à la figure 2.14. Les simulations sont réalisées avec un
déplacement imposé d’amplitude γ = 0.15 m et une fréquence de forçage ω/(2π) =
10 Hz. La Figure 2.15 montre le déplacement du cylindre encastré-encastré.

Le cas est résolu avec TrioCFD en utilisant une combinaison classique et efficace
de solveurs pour ce problème, dont les résultats seront discutés dans la prochaine
section. Le schéma d’intégration temporel est implicite pour la vitesse. La vitesse
est résolu à l’aide de l’algorithme GMRES implémenté dans TrioCFD, tandis que la
solution du problème de pression est obtenue grâce à l’algorithme du gradient conju-
gué préconditionné (PCG) de la bibliothèque PETSc (voir https://petsc.org). Ce
dernier est utilisé pour le calcul du mouvement de la grille effectué avec l’équation
harmonique. Toutes les simulations sont réalisées en utilisant un traitement parallèle
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optimisée pour des simulations ALE

-5.0e-01 5.0e-01-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Mesh velocity Y

(a)

-5.0e-01 5.0e-01-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Mesh velocity Y

(b)

Figure 2.15 – Mouvement du cylindre interne. (a) Cylindre à sa compression maxi-
male vers le haut à t = 0.025 s (vitesse du maillage en m·s−1). (b) Cylindre à sa
compression maximale vers le bas à t = 0.075 s (vitesse du maillage en m·s−1).

avec 8 coeurs de calcul.

2.5.2 Analyse de performance de la résolution du problème
de mouvement de grille

En préambule de cette section, il est essentiel de souligner que la part du temps
de simulation consacré au problème de mouvement de la grille dépend de nombreux
paramètres liés à la solution des équations de Navier-Stokes. Cela est notamment
influencé par le choix entre une intégration temporelle implicite ou explicite pour le
problème en vitesse. De plus, l’approche proposée dans cette étude pourrait égale-
ment être appliquée à d’autres ensembles d’équations ALE, tels que les équations
d’Euler pour les fluides compressibles, avec à nouveau, un autre rapport entre le
temps nécessaire pour mettre à jour la grille et le temps de calcul total. Par consé-
quent, l’accent est davantage orienté vers les performances du solveur de mouvement
de la grille lui-même, même si des indications concernant l’influence des paramètres
fictifs de la grille sur les performances de la solution du problème global du fluide
sont également fournies.

Quatre maillages contenant respectivement 0.5, 1, 1.5 et 2 millions de tétraèdres
sont considérés pour le domaine du fluide. Pour simplifier, deux ensembles de para-
mètres fictifs de grille déjà définis sont sélectionnés pour les cas où le mouvement
de la grille est résolu par la nouvelle équation hyperbolique. Ils sont étiquetés souple
et rigide conformément au tableau 2.1. Les rapports indicatifs des pas de temps
entre le solveur fluide choisi et le problème de grille hyperbolique sont donnés dans
le tableau 2.2. Les vitesses fictives du son pour les deux grilles, nécessaires dans la
section suivante, sont respectivement de 32 m·s−1 et 316 m·s−1.
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Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3 Maillage 4
Nb éléments 0.5× 106 106 1.5× 106 2× 106

∆tf 5.39× 10−4 3.14× 10−4 3.00× 10−4 2.88× 10−4

∆t grille souple 1.11× 10−5 7.94× 10−6 6.95× 10−6 6.46× 10−6

∆t grille rigide 1.11× 10−6 7.94× 10−7 6.95× 10−7 6.46× 10−7

Ratio grille souple 49 40 43 45
Ratio grille rigide 486 395 431 446

Table 2.2 – Ratios de pas de temps indicatifs entre le problème fluide et les pro-
blèmes hyperboliques pour les deux grilles sélectionnées.

Étude du ratio des pas de temps critiques préservant les performances
du mouvement de grille hyperbolique.

Le premier aspect à comprendre concernant la pertinence du solveur hyperbo-
lique est le ratio critique entre le pas de temps du problème fluide et celui du pro-
blème de grille, au-dessus duquel le problème hyperbolique est plus coûteux en temps
que le problème original.

Ceci est indépendant du problème fluide considéré. Les pas de temps du pro-
blème fluide définissent les pas de temps du problème elliptique. Pour le problème
hyperbolique, on choisit des pas de temps de sorte que les ratios avec le pas de temps
du fluide (donc le nombre de sous-cyclage) soient des valeurs de 1, 10, 100 et 1000.
Les résultats sont donnés dans la figure 2.16 pour le maillage le plus grossier et le
plus raffiné. Le temps est mesuré en temps moyen pour la résolution du mouvement
de grille par rapport au pas de temps physique, étiqueté Temps CPU moyen par
∆tf sur les graphiques.

Le rapport du pas de temps critique pour l’approche hyperbolique augmente
avec la taille du problème, passant d’environ 150 pour le maillage le plus grossier à
près de 200 pour le maillage le plus raffiné. Cette augmentation est liée à l’évolu-
tion différente du coût des solveurs de mouvement de grille en fonction de la taille
du maillage (voir la section suivante) et est susceptible de se poursuivre pour des
maillages plus grands, à l’avantage du mouvement hyperbolique du maillage.

En se référant aux valeurs de ratio dans le tableau 2.2, le problème fluide choisi
semble préjudiciable à l’approche proposée. Seul le maillage souple semble compéti-
tif avec l’équation harmonique pour les maillages considérés. Cependant, cela résulte
uniquement du cas test actuel favorable à l’équation harmonique. Ce dernier n’im-
plémente notamment aucun écoulement initial ni de modélisation de turbulence.
Par exemple, avec un écoulement imposé supplémentaire à la vitesse moyenne de 2
m·s−1, le rapport de pas de temps résultant de la condition CFL serait donné par le
rapport entre la vitesse du son dans le problème de grille et la vitesse moyenne dans
le problème fluide physique. Dans la géométrie proposée, cela produirait un rapport
de 16 pour la grille souple et de 158 pour la grille rigide, améliorant la compétiti-
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Figure 2.16 – Évolution du temps moyen (en s) par pas de temps fluide néces-
saire pour résoudre le mouvement du maillage par rapport au rapport entre le pas
de temps du problème physique et celui du problème hyperbolique. Le temps de
référence associé à l’équation harmonique elliptique est évidemment indépendant
du rapport. (a) Résultats pour le maillage le plus grossier 1. (b) Résultats pour le
maillage le plus raffiné 4.

vité de l’approche hyperbolique. En augmentant la vitesse d’écoulement à 5 m·s−1,
entrant ainsi dans le régime turbulent de la géométrie proposée, et en ajoutant un
modèle de turbulence transitoire tel que la simulation des grandes échelles (voir (Sa-
gaut, 2005) parmi de nombreuses références), cela renforcerait davantage l’intérêt
pour l’équation hyperbolique pour résoudre le problème de grille, avec des rapports
de pas de temps descendant à environ 6 et 63 pour les grilles souple et rigide, res-
pectivement. Enfin, le rapport de pas de temps est susceptible de descendre à 1 ou
en dessous si l’approche proposée devait être appliquée à des écoulements compres-
sibles, pour lesquels l’équation harmonique elliptique apparaît alors très pénalisante
pour le mouvement de grille ALE. Les déclarations ci-dessus sont résumées dans le
tableau 2.3.

La figure 2.17 fournit une comparaison simple de l’évolution avec la taille du
maillage du temps de calcul nécessaire pour mettre à jour la grille. Le temps est
mesuré de la même manière que dans la section précédente. Bien que situé dans le
domaine critique en terme de compétitivité en ce qui concerne les caractéristiques
de la CFD (voir tableau 2.3), ce graphique montre un avantage significatif de l’équa-
tion hyperbolique avec les paramètres de grille souple par rapport à l’équation de
référence harmonique. La pente est déjà quatre fois plus faibles avec l’équation hy-
perbolique, et l’évolution est susceptible de rester linéaire pour des maillages plus
grands en raison uniquement d’opérations simples de multiplication de matrices par
vecteurs à effectuer. En revanche, l’évolution de l’équation harmonique impliquant
la résolution d’un système linéaire peut être supérieure à la linéarité, augmentant
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Table 2.3 – Tableau de compétitivité du mouvement de grille hyperbolique par
rapport au mouvement harmonique du maillage en fonction des principales caracté-
ristiques de différents problèmes ALE dans la géométrie proposée.

Caractéristique
du problème

Problème
laminaire
simple, fluide
au repos

Vitesse initiale
faible (environ
1 ou 2 m.s−1),
régime
laminaire

Grande vitesse
initiale (
> 5 m.s−1),
régime
turbulent

Extension vers
un écoulement
compressible

Intervalle du
ratio des pas
de temps

40 à 500 et plus 15 à 300 5 à 60 1 et plus petit

Compétitivité
du
mouvement de
grille de
l’équation
hyperbolique

Peu
compétitif
(peut-être
pertinent pour
une grille
souple et des
maillages très
fins)

Compétitif
(pour un
ensemble de
paramètres de
grille)

Fortement
compétitif

Indispensable

potentiellement l’écart en faveur de l’équation hyperbolique.

Étude du temps de calcul total

Le temps de calcul total est analysé à partir d’une exécution avec le maillage le
plus raffiné et 200 pas de temps pour un temps final de 0.0576 s. Cela correspond à
environ la moitié d’une période d’oscillation du cylindre et est suffisant pour obtenir
des coûts moyens stables et fiables par tâche de calcul impliquée dans la résolution.

La figure 2.18 présente l’évolution pour chaque pas de temps des coûts des
trois principales tâches, à savoir l’évaluation des déplacements de tous les points
du maillage, nommée Mouvement de grille, la résolution du problème de pression
assurant l’incompressibilité du fluide, nommée Pression, et la résolution implicite
du problème de la vitesse, nommée Vitesse. Le graphique pour la séquence de 200
pas de temps donne trois observations principales :

1. Les coûts des tâches Mouvement de grille et Vitesse sont très stables.

2. Le coût le plus important est lié à la tâche Pression, et il présente des oscilla-
tions pendant les premières étapes ; cela peut être attribué à la discontinuité
de vitesse à l’étape initiale du calcul.

3. Un régime stabilisé est atteint après un certain nombre d’étapes (environ 30).

La Figure 2.18a présente un pic singulier court vers 75 pas de temps, mais il
est difficile à caractériser, car il implique la tâche Pression avec le mouvement de
grille elliptique uniquement et dans une moindre mesure, la tâche Mouvement de
grille pour la grille rigide uniquement. Ce comportement particulier nécessiterait
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Figure 2.17 – Évolution du temps moyen pour la résolution du mouvement de
grille en fonction du nombre d’éléments dans la maillage.

une analyse approfondie et ne modifie pas les principales conclusions tirées par la
suite, de sorte qu’il est décidé de se concentrer sur les autres aspects principaux du
graphique, présentés dans les figures 2.18b et 2.18c.

En ce qui concerne la phase initiale dans la Figure 2.18b, le coût plus élevé pour
la tâche Pression au début de la simulation provient d’un nombre accru d’itérations
nécessaires pour atteindre la convergence de l’algorithme PCG, principalement du
au saut de la vitesse initiale devant être accommodée par le solveur en pression
garantissant l’incompressibilité du fluide. L’équation hyperbolique pour le problème
de grille amplifie ce phénomène, ajoutant à la discontinuité physique une phase
transitoire dans le mouvement de grille. Pendant cette phase, la qualité des cellules
près de la frontière peut être dégradée, et avec elles, la condition de la matrice
du système de pression, ce qui entraîne à nouveau une augmentation du nombre
d’itérations nécessaires pour la convergence de l’algorithme PCG. La durée de la
phase transitoire initiale en termes de coûts de calcul est d’autant plus critique que
le maillage est souple.

Le tableau 2.4 rassemble les temps moyens par pas de temps pour les trois tâches
de calcul mentionnées ci-dessus et le temps total. Les résultats diffèrent légèrement,
que la phase transitoire initiale soit prise en compte ou non. Étant donné la stabilité
des coûts de calcul après les premiers 50 pas de temps (à l’exception de l’artefact
singulier observé autour de 75 pas de temps qui affecte différemment les différentes
approches), il semble légitime de se concentrer de préférence sur le régime stabi-
lisé pour discuter de la performance de l’approche hyperbolique par rapport à la
référence.

Compte tenu des rapports entre les pas de temps du problème fluide et du pro-
blème de mouvement de grille hyperbolique pour les grilles souple et rigide, seul le
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Table 2.4 – Temps de calcul par pas de temps en secondes et pourcentage du temps
total pour les différentes résolutions de problèmes

Harmonique Grille souple Grille rigide
Avec
transitoire
initiale

Régime
stabilisé
uniquement

Avec
transitoire
initiale

Régime
stabilisé
uniquement

Avec
transitoire
initiale

Régime
stabilisé
uniquement

Mouvement
de grille

0.69 (19%) 0.69 (23%) 0.17 (5%) 0.14 (6%) 1.50 (32%) 1.23 (35%)

Pression 1.96 (54%) 1.30 (44%) 2.39 (68%) 1.20 (52%) 2.21 (47%) 1.29 (27%)

Vitesse 0.98 (27%) 0.97 (33%) 0.98 (28%) 0.97 (42%) 0.98 (21%) 0.96 (28%)

Total 3.63 2.96 3.53 2.30 4.68 3.48

premier est compétitif pour le cas test proposé. Il annule ainsi efficacement le coût
du mouvement de grille tout en préservant les coûts des autres tâches de calcul. La
variation du coût de la tâche Pression dans ce cas par rapport au cas avec le mou-
vement de grille harmonique est insignifiante et résulte uniquement des oscillations
résiduelles dans la convergence de l’algorithme PCG pour la tâche Pression, comme
le montre la Figure 2.18c.

Cependant, l’effet de la stratégie mise en œuvre pour le mouvement de la grille sur
le coût de la tâche de calcul Pression, observé dans la phase transitoire initiale de la
Figure 2.18b, n’était pas attendu à ce niveau. Cela a des conséquences limitées dans
la situation présente, et cet effet disparaîtra pour des simulations plus longues lorsque
le régime stabilisé sera maintenu. Il convient de garder à l’esprit et de surveiller
les problèmes qui pourraient présenter d’autres discontinuités de vitesse. Ce sujet
disparaît si l’on considère des écoulements compressibles au lieu d’un écoulement
incompressible nécessitant un solveur implicite pour la Pressure.

2.6 Conclusion
Ce travail présente une nouvelle méthode pour calculer le mouvement de grille

du domaine fluide à partir de conditions limites en mouvements. Les dérivées tem-
porelles du second ordre sont utilisées pour transformer l’équation elliptique initiale
en une équation hyperbolique. L’équation du mouvement de grille est résolue en
utilisant un schéma explicite en temps, sans nécessiter la résolution d’un système
linéaire de grande taille supplémentaire. L’influence respective des paramètres fictifs
de l’équation hyperbolique, ainsi que la robustesse globale de l’approche proposée,
sont analysées en détail à l’aide de deux cas de test de petite taille spécifiques. Les
performances de la nouvelle méthode par rapport à l’approche de référence elliptique
pour le mouvement du maillage sont enfin étudiées de manière approfondie grâce à
un dernier cas de test 3D de taille significative. Avec le bon choix de paramètres,
la stratégie proposée est capable, de réduire efficacement, et quasiment d’annuler le
coût de calcul de la mise à jour du maillage fluide ALE. Les avantages sont visibles
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Figure 2.18 – Évolution des temps de calculs moyens (en secondes) par résolution
de problème et par pas de temps au cours de la simulation. (a) Résultats pour la
séquence complète des 200 pas de temps ; (b) Résultats pour les 50 premiers pas de
temps (c’est-à-dire, la phase transitoire initiale). (c) Résultats pour les 50 derniers
pas de temps (c’est-à-dire, le régime stabilisé).
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même pour un cas de test dont la simplicité choisie se situe dans le domaine critique
pour la compétitivité du problème de grille.
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Chapitre 3

Développement et analyse des
algorithmes de couplage entre
TrioCFD et Europlexus

3.1 Stabilité des couplages fluide-structure

3.1.1 Domaines et condition de couplage

Dans cette première section, nous allons établir une preuve de stabilité d’un
couplage implicite simplifié avec une discrétisation des différences centrées pour le
solide et d’Euler pour le fluide.

Le domaine fluide est représenté par Ωf , celui de la structure par Ωs et l’interface
entre les deux domaines par Γi. En particulier, le cadre de cette thèse se concentre
sur l’étude de structures immergées dans un fluide en mouvement. La figure 3.1
illustre un exemple de géométrie qui nous permet de définir les noms des frontières
propres aux domaines du fluide et de la structure. En prenant comme exemple la
géométrie de la figure 3.1 on a les remarques suivantes sur les équations fluide et
structure :

• Les équations régissant le fluide sur le domaine en bleu sont complétées par
une condition d’entrée de type Dirichlet sur ΓD

f , une condition de sortie de
type Neumann sur ΓN

f , ainsi que une condition de vitesse nulle sur les parois
ΓW
f .

• Les équations régissant le solide sur le domaine en gris représentant une poutre,
sont complétées par une condition d’encastrement à la base de la poutre ΓD

s .
Pour les contions limites sur l’interface Γi, elles sont définies par deux équations
d’équilibre imposant la continuité des vitesses et la continuité des forces. Ces condi-
tions sont résumées par le système suivant :{

q̇ = u, (Continuité des vitesses)
σs(q)ns = −σf (u, p)nf . (Continuité des contraintes) (3.1)
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Figure 3.1 – Exemple de géométrie étudiée en IFS. Le domaine fluide est en bleu
et le domaine solide en gris.

En utilisant ces conditions d’équilibre 3.1 comme support pour définir les al-
gorithmes de couplage, un couplage explicite est défini comme un couplage avec
une condition d’équilibre qui dépend des champs du pas de temps précédent, par
exemple : {

un+1 = q̇n,
σs(q)

n+1ns = −σf (u, p)
n+1nf .

(3.2)

Il existe donc un ordre d’avancement entre le solveur fluide et la structure qui
se met naturellement en place lorsque le couplage est explicite. Pour les couplages
implicites, il s’agit de conditions d’équilibre sans présence de champs du pas de
temps précédent : {

un+1 = q̇n+1,
σs(q)

n+1ns = −σf (u, p)
n+1nf .

(3.3)

En pratique, l’équilibre au temps n+1 est obtenu avec un algorithme de résolution
de Newton lorsque cela est possible, ou bien par des sous-itérations entre le solveur
fluide et solide jusqu’à atteindre un certain seuil de convergence. Des références sur
ces méthodes sont citées dans la partie de l’état de l’art.

Plusieurs études se sont penchées sur les preuves de stabilité numérique des
couplages explicites et implicites (Nobile, 2001, Chap. 4.7) (Fernández et al., 2007)
(Formaggia et al., 2010). Dans ces travaux, la stabilité numérique des schémas de
couplage est analysée au sens de la norme de l’énergie, dans le but de démontrer
une majoration de l’énergie du système fluide-structure discrétisé.

Les résultats généraux prouvés dans ces articles démontrent que les couplages
implicites proposés sont inconditionnellement stables, tandis que les couples expli-
cites sont instables lorsque l’effet de masse ajoutée est important. Dans (Causin
et al., 2005) une condition de stabilité liée aux densités du fluide et de la structure
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est établit, montrant que le couplage explicite de l’étude est inconditionnellement
instable lorsque la relation suivante est vérifiée :

ρshs

ρfµmax

< 1. (3.4)

Où hs représente l’épaisseur de la structure et µmax est une variable géométrique
représentant la plus grande valeur propre de la matrice de masse ajoutée. Cette
équation est une variante de l’équation (1) avec ϵ = hs et λ = µmax.

En ce qui concerne les couplages implicites, il convient de noter que les discréti-
sations temporelles utilisées pour la structure dans les preuves de stabilité diffèrent
de celle présentée dans cette thèse, qui est celle des différences centrées.

Pour obtenir les preuves de stabilité des couplages implicites, deux simplifications
importantes sont faites classiquement. Elles sont les suivantes :

• Premièrement, l’équation fluide est simplifiée par le problème de Stokes dyna-
mique. Il s’agit en fait d’une simplification classique dans l’étude des équations
de Navier-Stokes, permettant d’enlever la difficulté liée au terme non-linéaire.

• Deuxièmement, les équations fluide-structure sont écrites sur un domaine de
référence. Il s’agit d’une simplification majeure dans notre étude, correspon-
dant à faire une hypothèse de petits déplacements. On néglige en particulier
l’évolution temporelle de l’interface Γi.

Cette section se consacre à l’élaboration d’une preuve de stabilité d’un cou-
plage implicite entre des équations fluides avec une discrétisation temporelle d’Euler
implicite et celle de la structure avec une discrétisation temporelle des différences
centrées.

Les équations fluide-structure simplifiées sur domaines fixes sont données par la
formulation suivante. On cherche (u, p, q) tel que :

(Fluide)



∀x ∈ Ωf , ∇ · u = 0,

∀x ∈ Ωf , ρf
∂u

∂t
− 2 µf ∇ · ϵ(u) +∇p = 0,

∀x ∈ Γi, u = q̇,

∀x ∈ ΓD
f , u = ū,

∀x ∈ ΓN
f , σf (u, p)nf = 0.

(3.5a)

(3.5b)

(3.5c)
(3.5d)

(3.5e)

(Solide)


∀x ∈ Ωs, ρsq̈ −∇ · σs(q) = 0,

∀x ∈ Γi, σs(q)ns = −σf (u, p)nf ,

∀x ∈ ∂ΓD
s , q = 0.

(3.6a)
(3.6b)
(3.6c)
(3.6d)
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3.1.2 Énergie du système

Comme énoncé dans la section précédente, les preuves permettant de montrer
la stabilité du schéma de couplage consistent à utiliser la variation d’énergie du
système fluide-structure définie par l’équation suivante :

dE =
d

dt

[ ∫
Ωf

ρf
2
|u|2 dx+

∫
Ωs

ρs
2
|q̇|2 dx+ 1

2

∫
Ωs

σs(q) : ϵ(q) dx
]
+

∫
Ωf

2µf |ϵ(u)|2 dx.

(3.7)
Dans un premier temps, on vérifie que le système "isolé", vérifie une variation

d’énergie nulle. Cette démonstration est classique et permet de montrer qu’il n’y a
pas d’accumulation d’énergie due à l’interaction entre le fluide et la structure.

Proposition 1 (Égalité de l’énergie) On suppose que le système fluide-structure
est isolé, c’est à dire u = 0 sur ∂Ωf\Γi et q = 0 sur ∂Ωs\Γi, alors on a :

dE =
d

dt

[ ∫
Ωf

ρf
2
|u|2 dx+

∫
Ωs

ρs
2
|q̇|2 dx+1

2

∫
Ωs

σs(q) : ϵ(q) dx
]
+

∫
Ωf

2µf |ϵ(u)|2 dx = 0.

(3.8)

Preuve 3 Soit le triplé (u, p, q) vérifiant les équations fluide-structure simplifiées,
c’est à dire respectivement (3.5) et (3.6). On sépare en deux parties la preuve.
Partie fluide :
On multiplie l’équation du fluide (3.5b) par u et on intègre sur le domaine Ωf . On
obtient :

ρf

∫
Ωf

∂u

∂t
· u dx︸ ︷︷ ︸

A

−2µf

∫
Ωf

(∇ · ϵ(u)) · u dx︸ ︷︷ ︸
B

+

∫
Ωf

∇p · u dx︸ ︷︷ ︸
C

= 0.

Pour le terme A, on utilise la formule de dérivée de composée de fonction, c’est à
dire pour f une fonction dérivable, ∂tf × f = 1

2
∂t(f

2). Ce qui donne :

A = ρf

∫
Ωf

∂u

∂t
· u dx =

ρf
2

∫
Ωf

d

dt
(u · u) dx =

d

dt

ρf
2

∫
Ωf

|u|2dx.

Pour le terme B, on utilise la formule d’intégration par partie et le fait que le système
soit isolé (u = 0 sur ∂Ωf\Γi) :

B =

∫
Ωf

(∇ · ϵ(u)) · u dx =

∫
Γi

ϵ(u)nf · u dx−
∫
Ωf

ϵ(u) : ϵ(u) dx.

Pour le terme C, on utilise aussi la formule d’intégration par partie ainsi que l’équa-
tion d’incompressibilité du fluide (3.5a) :

C =

∫
Ωf

∇p · u dx =

∫
Γi

(u · nf )p dx−
∫
Ωf

(∇ · u)p dx =

∫
Γi

(u · nf )p dx.
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En rassemblant tous les termes, on obtient pour le fluide :

d

dt

ρf
2

∫
Ωf

|u|2dx−2µf

∫
Γi

ϵ(u)nf ·u dx+

∫
Γi

(u·nf )p dx+2µf

∫
Ωf

ϵ(u) : ϵ(u) dx = 0.

Qu’on peut écrire en utilisant la définition de σf par

d

dt

ρf
2

∫
Ωf

|u|2dx+ 2µf

∫
Ωf

ϵ(u) : ϵ(u) dx−
∫
Γi

(σf (u, p)nf ) · u dx. (3.9)

Partie solide :
Pour la partie solide, on multiplie l’équation de la structure (3.6a) par la vitesse de
déplacement q̇, on obtient :

ρs

∫
Ωs

q̈ · q̇ dx︸ ︷︷ ︸
A

−
∫
Ωs

(∇ · σs(q)) · q̇ dx︸ ︷︷ ︸
B

= 0.

On utilise les mêmes outils et arguments que pour les termes A et B de la partie
fluide et on obtient :

d

dt

ρs
2

∫
Ωs

|q|2 dx+
d

dt

1

2

∫
Ωs

σs(q) : ϵ(q) dx−
∫
Γi

(σs(q)ns) · q̇ dx = 0. (3.10)

Sur l’interface fluide-structure Γi on utilise les conditions d’équilibre (3.1) pour rem-
placer q̇ par u et σs(q)ns par −σf (u, p)nf , ce qui a pour conséquence d’annuler les
termes sur Γi en sommant les deux termes fluide et structure, respectivement (3.9)
et (3.10). Il reste donc :

d

dt

[ρf
2

∫
Ωf

|u|2 dx+
ρs
2

∫
Ωs

|q̇|2 dx+
1

2

∫
Ωs

σs(q) : ϵ(q) dx
]
+2µf

∫
Ωf

|ϵ(u)|2 dx = 0.

Remarque 1 En d’autres termes, la proposition 1 montre que la variation de l’éner-
gie mécanique du système est égale aux forces dissipatives de la viscosité du fluide.

3.1.3 Preuve de stabilité des couplages implicites

On veut définir la forme variationnelle du problème fluide-structure simplifié des
équations (3.5) et (3.6). Tout d’abord, on définit l’espace H1

X par :

H1
X(Ω) = {f ∈ H1(Ω) f|X = 0}. (3.11)

Soient v ∈ H1
ΓD
f
(Ωf ), g ∈ L2(Ωf ) et ξ ∈ H1

ΓD
s
(Ωs) des fonctions test avec v = ξ sur

l’interface Γi. Pour obtenir la forme variationnelle, on procède de manière classique
en multipliant l’équation fluide d’incompréhensibilité (3.5a) par g, l’équation des
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moments (3.5b) par v et celle de la structure (3.6c) par ξ. On intègre ensuite sur les
domaines respectifs Ωf et Ωs et en utilisant les formules d’intégrations par parties
ainsi que les conditions limites, on déduit la forme variationnelle suivante :

On cherche (u, p, q) ∈
[
H1(Ωf )

]2 × L2(Ωf )×
[
H1

ΓD
s
(Ωs)

]2 vérifiant u = q̇ sur Γi

et u = 0 sur ΓD
f , tel que :

ρf
d

dt

∫
Ωf

u · v dx+

∫
Ωf

σf (u, p) : ∇v dx+

∫
Ωf

g(∇ · u) dx +

ρs

∫
Ωs

q̈ · ξ dx+

∫
Ωs

σs(q) : ∇ξ dx = 0.
(3.12)

Avec g ∈ L2(Ωf ). Le couple de fonctions tests (v, ξ) vérifient v = ξ sur l’interface
Γi et les fonctions appartiennent respectivement aux espaces tests H1

Γf
(Ωf ) = {v ∈

H1(Ωf ) | v|ΓD
f

= 0} et H1
Γs
(Ωs) = {ξ ∈ H1(Ωs) | ξ|ΓD

s
= 0}. On a utilisé une

condition de Dirichlet homogène pour u afin de simplifier l’écriture. L’espace des
fonctions tests est donc défini par :

V test = {H1
ΓD
f
(Ωf )×H1

ΓD
s
(Ωs) | ∀x ∈ Γi, v(x) = ξ(x)}. (3.13)

Pour écrire la forme variationnelle discrétisée en temps, quelques relations de
Newmark sont mises en évidences afin d’avoir une formulation uniquement en fonc-
tion du déplacement. On rappelle l’expression de la vitesse et du déplacement pour
le schéma de Newmark avec (β = 0, γ = 1

2
) :{

qn+1 = qn +∆tq̇n + ∆t2

2
q̈n,

q̇n+1 = q̇n +∆t q̈
n+1+q̈n

2
.

(3.14)

Pour obtenir la valeur de l’accélération q̈n+1 en fonction de la vitesse et du dépla-
cement, on réalise l’opération qn+1 −∆tq̇n+1. En remplaçant par les expressions du
système (3.14) ci-dessus, on obtients :

qn+1 −∆tq̇n+1 = qn +∆tq̇n +
∆t2

2
q̈n −∆t

(
q̇n +∆t

q̈n+1 + q̈n

2

)
= qn +

∆t2

2
q̈n −∆t2

q̈n+1 + q̈n

2

= qn − ∆t2

2
q̈n+1.

On peut alors exprimer l’accélération de la façon suivante :

q̈n+1 =
2

∆t
q̇n+1 − 2

∆t2
(qn+1 − qn). (3.15)

80



3.1 Stabilité des couplages fluide-structure

En injectant la valeur de l’accélération (3.15) au temps n dans la formule du dépla-
cement (3.14), on obtient :

qn+1 = qn +∆tq̇n +
∆t2

2
q̈n

= qn +∆tq̇n +
∆t2

2

( 2

∆t
q̇n − 2

∆t2
(qn − qn−1)

)
= qn +∆tq̇n +∆tq̇n − qn + qn−1

= qn−1 + 2∆tq̇n.

On obtient alors la formule des différences centrées reliant vitesse et déplacement :

q̇n =
qn+1 − qn−1

2∆t
. (3.16)

L’expression de la vitesse au temps n + 1 fais donc apparaître un déplacement au
temps n+ 2.

Nous reprenons la formule de l’accélération de l’équation (3.15) et on injecte
la formule de la vitesse q̇n+1 que nous venons d’obtenir (3.16). On obtient alors
l’expression de l’accélération en fonction du déplacement :

q̈n+1 =
qn+2 − 2qn+1 + qn

∆t2
. (3.17)

On obtient aussi une expression pour la vitesse au demi pas de temps (eq. (1.67))
en utilisant la valeur de l’accélération (3.17) et de la vitesse (3.16) :

q̇n+ 1
2 = q̇n + ∆t

2
q̈n

=
qn+1 − qn−1

2∆t
+

qn+1 − 2qn + qn−1

2∆t

=
qn+1 − qn

∆t

(3.18)

Finalement, on a obtenu la discrétisations de la vitesse et de l’accélération en
fonction du déplacement.

On définit maintenant la variation d’énergie discrète dEn+1 de l’équation (3.7)
par :

dEn+1 =
1

∆t

[ ∫
Ωf

ρf
2
|un+1|2 dx −

∫
Ωf

ρf
2
|un|2 dx

]
+

1

∆t

[ ∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣qn+2 − qn+1

∆t

∣∣∣2 dx−
∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣qn+1 − qn

∆t

∣∣∣2 dx
]
+

1

2∆t

[ ∫
Ωs

1

2
σs(q

n+2) : ϵ(qn+2) dx−
∫
Ωs

1

2
σs(q

n) : ϵ(qn) dx
]
+∫

Ωf

2µf |ϵ(un+1)|2 dx.

(3.19)
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Proposition 2 La variation d’énergie discrète dEn+1 est une approximation d’ordre
un de dE, la variation d’énergie continue est défini par le relation (3.7).

Preuve 4 Nous voulons montrer que dEn+1 (3.19) correspond bien à l’approxima-
tion de dE (3.7). On commence par réécrire dEn+1 avec les vitesses au demi pas de
temps en utilisant la relation (3.18) :

dEn+1 =
1

∆t

[ ∫
Ωf

ρf
2
|un+1|2 dx −

∫
Ωf

ρf
2
|un|2 dx

]
︸ ︷︷ ︸

dẼf
n+1

+

1

∆t

[ ∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣q̇n+3/2
∣∣∣2 dx−

∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣q̇n+1/2
∣∣∣2 dx

]
︸ ︷︷ ︸

dẼs
n+1

+

1

2∆t

[ ∫
Ωs

1

2
σs(q

n+2) : ϵ(qn+2) dx−
∫
Ωs

1

2
σs(q

n) : ϵ(qn) dx
]

︸ ︷︷ ︸
dẼσ

n+1

+

∫
Ωf

2µf |ϵ(un+1)|2 dx.

(3.20)

Par cette écriture, nous avons défini les termes dẼf
n+1

, dẼs
n+1

et dẼn+1
σ .

On procède ensuite à la discrétisation de dE qu’on peut écrire de la façon sui-
vante :

dE =
d

dt
Ef +

d

dt
Es +

d

dt
Eσ +

∫
Ωf

2µf |ϵ(u)|2 dx. (3.21)

Avec les variable Ef , Es, Eσ définies par :

Ef =

∫
Ωf

ρf
2
|u|2 dx,

Es =

∫
Ωs

ρs
2
|q̇|2 dx,

Eσ =

∫
Ωs

1

2
σs(q) : ϵ(q) dx.

Pour discrétiser dE, il faut discrétiser l’opérateur d
dt

qui a la particularité dans
notre étude d’avoir une discrétisation différente selon qu’il s’agisse du fluide ou bien
de la structure. Pour la partie fluide, Ef , on utilise le schéma d’Euler du fluide :

d

dt
Ef ≈

1

∆t
(En+1

f − En
f ) =

1

∆t

[ ∫
Ωf

ρf
2
|un+1|2 dx−

∫
Ωf

ρf
2
|un|2 dx

]
. (3.22)

Cette partie est donc identique au terme d’énergie mécanique discret du fluide dẼf
n+1

de (3.20), c’est à dire, d
dt
Ef = dẼf

n+1
+ o(∆t).
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Pour la discrétisation de d
dt

de la structure, on utilise le schéma des différences
centrées de la structure (3.16), et on obtient pour Eσ :

d

dt
Eσ ≈

1

2∆t
(En+2

σ −En
σ) =

1

2∆t

[ ∫
Ωs

ρs
2
σs(q

n+2) : ϵ(qn+2) dx−
∫
Ωs

ρs
2
σs(q

n) : ϵ(qn) dx
]
.

(3.23)
Cette partie est aussi identique au terme dẼσ

n+1
de (3.20), c’est à dire, d

dt
Eσ =

dẼσ
n+1

+ o(∆t). Enfin pour la dernière partie, on utilise la formule des différences
centrées mais avec la vitesse au demi pas de temps (3.18) :

d

dt
Es ≈

1

∆t
(En+3/2

s − En+1/2
s ) =

1

∆t

[ ∫
Ωs

ρs
2
|q̇n+3/2|2 dx−

∫
Ωs

ρs
2
|q̇n+1/2|2 dx

]
.

(3.24)
On obtient aussi la correspondance avec le terme de variation d’énergie mécanique du
solide dẼs

n+1
(3.20) du théorème, c’est à dire d

dt
Es = dẼs

n+1
+o(∆t). Nous utilisons

les vitesses au demi pas de temps pour cette discrétisation car l’utilisation de la
formule (3.16) pour discrétiser l’opérateur d

dt
aurait fait apparaître un déplacement

qn+3 difficile à prendre en compte dans la preuve de stabilité. En rassemblant les
termes dans (3.21), on a donc bien :

dE = dEn+1 + o(∆t). (3.25)

L’objectif de la preuve principal de stabilité de cette section est alors de montrer
que, pour un système isolé, on a dEn+1 ≤ 0.

Le point de départ est d’utiliser la forme variationnelle discrétisée (3.26) qu’on
obtient en injectant les discrétisations temporelles des solutions dans (3.12) :

On cherche (un+1, pn+1, qn+2) ∈
[
H1(Ωf )

]2 × L2(Ωf ) ×
[
H1

ΓD
s
(Ωs)

]2 vérifiant
un+1 = qn+2−qn

2∆t
sur Γi et un+1 = 0 sur ΓD

f , tel que :

1

∆t

∫
Ωf

ρf (u
n+1 − un) · v dx+

∫
Ωf

σf (u
n+1, pn+1) : ∇v dx+

∫
Ωf

g(∇ · un+1) dx +∫
Ωs

ρs
qn+2 − 2qn+1 + qn

∆t2
· ξ dx+

∫
Ωs

σs(q
n+2) : ∇ξ dx = 0

(3.26)
Avec (v, ξ) ∈ V test et g ∈ L2(Ωf ).

Afin d’obtenir la variation d’énergie du système, on utilise les fonctions tests :
v = un+1, g = pn+1 et ξ = qn+2−qn

2∆t
= q̇n+1. Dans le cas d’un couplage implicite, ces

fonctions tests v et ξ sont bien acceptables car elles appartiennent à l’espace test
V test.

Dans le cas d’un couplage explicite, les fonctions solutions un+1 et q̇n+1 ne
peuvent pas être utilisées car elles ne sont pas égales sur l’interface Γi et donc
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elles n’appartiennent pas à l’espace test V test. On doit donc introduire un terme de
correction sur l’interface fluide-structure de manière à avoir sur Γi :

v = un+1 − Lf

(
un+1 − (

qn+2 − qn

2∆t
)
)
. (3.27)

Avec Lf un opérateur continu d’extension de Γi à Ωf et f une fonction dépendant du
schéma temporel utilisé. C’est pour cette raison qu’il n’est pas possible de démontrer
la stabilité des schémas explicites ou semi-implicites dans le cas général. Une telle
preuve exigerait des hypothèses importantes sur Lf . Nous énonçons maintenant le
théorème principal de cette section :

Théorème 9 On suppose que le système discret est isolé, c’est à dire un+1 = 0 sur
∂Ωf\Γi et qn+1 = 0 sur ∂Ωs\Γi, alors dEn+1 vérifie :

dEn+1 =
1

∆t

[ ∫
Ωf

ρf
2
|un+1|2 dx −

∫
Ωf

ρf
2
|un|2 dx

]
+

1

∆t

[ ∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣qn+2 − qn+1

∆t

∣∣∣2 dx −
∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣qn+1 − qn

∆t

∣∣∣2 dx
]
+

1

2∆t

[ ∫
Ωs

1

2
σs(q

n+2) : ϵ(qn+2) dx−
∫
Ωs

1

2
σs(q

n) : ϵ(qn) dx
]
+∫

Ωf

2µf |ϵ(un+1)|2 dx ≤ 0.

Preuve 5 On note les différents termes de la forme variationnelle discrète (3.26)
avec les notations suivantes :

Af =
1

∆t

∫
Ωf

ρf (u
n+1 − un) · v dx,

As =
1

∆t

∫
Ωs

ρs
qn+2 − 2qn+1 + qn

∆t
· ξ dx,

Bf =

∫
Ωf

σf (u
n+1, pn+1) : ∇v dx+

∫
Ωf

g(∇ · un+1) dx,

Bs =

∫
Ωs

σs(q
n+2) : ∇ξ dx = 0.

La forme variationnelle discrète (3.26) peut alors se simplifier par :

Af +Bf + As +Bs = 0. (3.28)

On pose les fonctions tests g = pn+1 et (v, ξ) = (un+1, q
n+2−qn

2∆t
).

Partie fluide :
Le terme de masse Af est développé avec la fonction test un+1 :
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Af =

∫
Ωf

ρf
(un+1 − un)

∆t
· un+1 dx =

1

∆t

∫
Ωf

ρf |un+1|2 − 1

∆t

∫
Ωf

ρf (u
n · un+1) dx.

L’inégalité de Young (ab ≤ a2

2
+ b2

2
) est ensuite utilisée pour majorer le produit

un · un+1 :

Af =
1

∆t

∫
Ωf

ρf |un+1|2 − 1

∆t

∫
Ωf

ρf (u
n · un+1) dx

≥ 1

∆t

∫
Ωf

ρf |un+1|2 dx− 1

∆t

∫
Ωf

ρf
2
|un+1|2 dx− 1

∆t

∫
Ωf

ρf
2
|un|2 dx.

=
1

∆t

[ ∫
Ωf

ρf
2
|un+1|2 dx −

∫
Ωf

ρf
2
|un|2 dx

]
.

On obtient finalement pour le terme de masse :

Af ≥
1

∆t

[ ∫
Ωf

ρf
2
|un+1|2 dx −

∫
Ωf

ρf
2
|un|2 dx

]
. (3.29)

La définition de σf est utilisée pour simplifier la partie restante :

Bf =

∫
Ωf

σf (u
n+1, pn+1) : ∇un+1 dx+

∫
Ωf

pn+1(∇·un+1) dx =

∫
Ωf

2µ|ϵ(un+1)|2 dx.

(3.30)
En sommant les deux parties (3.29) et (3.30), nous obtenons l’inégalité suivante
pour la partie fluide :

1

∆t

[ ∫
Ωf

ρf
2
|un+1|2 dx −

∫
Ωf

ρf
2
|un|2 dx

]
+

∫
Ωf

2µ|ϵ(un+1)|2 dx ≤ Af +Bf (3.31)

Partie solide :
Le terme de masse As est développé avec la fonction test qn+2−qn

2∆t
:

As =
1

∆t

∫
Ωs

ρs
qn+2 − 2qn+1 + qn

∆t
· q

n+2 − qn

2∆t
dx

=
1

∆t

∫
Ωs

ρs
2

qn+2 − 2qn+1 + qn

∆t
· q

n+2 − qn+1 + qn+1 − qn

∆t
dx

=
1

∆t

∫
Ωs

ρs
2

(qn+2 − qn+1

∆t
− qn+1 − qn

∆t

)
·
(qn+2 − qn+1

∆t
+

qn+1 − qn

∆t

)
dx

=
1

∆t

[ ∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣qn+2 − qn+1

∆t

∣∣∣2 dx−
∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣qn+1 − qn

∆t

∣∣∣2 dx
]
.
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On a donc l’expression suivante pour As :

As =
1

∆t

[ ∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣qn+2 − qn+1

∆t

∣∣∣2 dx−
∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣qn+1 − qn

∆t

∣∣∣2 dx
]

(3.32)

Pour le terme Bs, on définit la forme bilinéaire bs par :

∀(γ,φ) ∈ H1(Ωs)×H1(Ωs), bs(γ,φ) =

∫
Ωs

σs(γ) : ϵ(φ) dx.

L’application bs est coercive, on note αs > 0 sa constante de coercivité.
On pourra aussi vérifier qu’en tant que forme bilinéaire, on a :

∀(γ,φ) ∈ H1(Ωs)×H1(Ωs), bs(γ,γ−φ) =
1

2
bs(γ,γ)−

1

2
bs(φ,φ)+

1

2
bs(γ−φ,γ−φ).

(3.33)
En utilisant la formule précédente (3.33) ainsi que la coercivité, on obtient :

bs(q
n+2,

qn+2 − qn

2∆t
) =

1

2∆t

[1
2
bs(q

n+2, qn+2)− 1

2
bs(q

n, qn)
]
+

1

2∆t
bs(q

n+2 − qn, qn+2 − qn)

≥ 1

2∆t

[1
2
bs(q

n+2, qn+2)− 1

2
bs(q

n, qn)
]
+

1

2∆t
αs||qn+2 − qn||2H1(Ωs)

≥ 1

2∆t

[1
2
bs(q

n+2, qn+2)− 1

2
bs(q

n, qn)
]
.

Ce qui donne l’inégalité suivante pour le terme Bs :

Bs ≥
1

2∆t

[ ∫
Ωs

1

2
σs(q

n+2) : ϵ(qn+2) dx−
∫
Ωs

1

2
σs(q

n) : ϵ(qn) dx
]

(3.34)

On somme maintenant les deux parties de l’équation structure, c’est à dire (3.32) et
(3.34). On obtient alors :

1

∆t

[ ∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣qn+2 − qn+1

∆t

∣∣∣2 dx−
∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣qn+1 − qn

∆t

∣∣∣2 dx
]
+

1

2∆t

[ ∫
Ωs

1

2
σs(q

n+2) : ϵ(qn+2) dx−
∫
Ωs

1

2
σs(q

n) : ϵ(qn) dx
]

≤ As +Bs.

(3.35)

Pour conclure la preuve, on somme la partie fluide et solide de la forme variation-
nelle que nous avons minorées, c’est à dire les équations (3.31) et (3.35). On obtient
bien la majoration de l’énergie :

1

∆t

[ ∫
Ωf (t)

ρf
2
|un+1|2 dx −

∫
Ωf

ρf
2
|un|2 dx

]
+

1

∆t

[ ∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣qn+2 − qn+1

∆t

∣∣∣2 dx −
∫
Ωs

ρs
2

∣∣∣qn+1 − qn

∆t

∣∣∣2 dx
]
+

1

2∆t

[ ∫
Ωs

1

2
σs(q

n+2) : ϵ(qn+2) dx−
∫
Ωs

1

2
σs(q

n) : ϵ(qn) dx
]
+∫

Ωf

2µf |ϵ(un+1)|2 dx ≤ Af +Bf + As +Bs = 0.

(3.36)
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Cela termine la preuve de stabilité sur le couplage implicite entre les équations
fluides, utilisant une discrétisation temporelle d’Euler implicite, et les équations de
la structure, avec une discrétisation des différences centrées. Cette preuve est établie
avec l’hypothèse de petite perturbation classique pour ce type d’analyse. Enfin, elle
constitue un travail préliminaire en vue de l’élaboration potentielle d’une condition
de CFL pour le couplage entre TrioCFD et Europlexus.
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3.2 Formulation complète du couplage fluide-structure

3.2.1 Système fluide-structure et condition limite

Dans la section précédente, nous avons travaillé avec des équations simplifiées
pour démontrer la stabilité du couplage implicite. Dans cette section, nous traitons
les équations complètes du problème fluide-structure. Pour les conditions limites,
nous nous référons à la figure 3.1. Les équations fluide-structure sont donc données
par :

(Fluide) =



∀x ∈ Ωf (t), w = EXT(wΓi
),

∀x ∈ Ωf (t), ∇ · u = 0,

∀x ∈ Ωf (t), ρf
∂Ju

∂t

∣∣∣
A
+

J
[
ρf
[
(u · ∇)u− (w · ∇)u

]
− σf (u, p)

]
= 0,

∀x ∈ Γi(t), u = q̇,

∀x ∈ ΓD
f (t), u = ūt,

∀x ∈ ΓW
f (t), u = 0,

∀x ∈ ΓN
f (t), σ(u, p)nf = 0.

(3.37a)
(3.37b)

(3.37c)

(3.37d)
(3.37e)

(3.37f)

(3.37g)
(3.37h)

(Solide) =


∀x ∈ Ωs(t), ρsq̈ −∇ · σs(q) = fs,

∀x ∈ Γi(t)),σs(q)ns = −σf (u, p)nf ,

∀x ∈ ΓD
s (t), q = 0.

(3.38a)
(3.38b)
(3.38c)
(3.38d)

Pour les deux domaines, les équations ont été formulées dans la configuration
courante (2.8), (1.47). Plus précisément, pour le solide, l’utilisation de l’opérateur
non-linéaire d’Almansi-Euler dans la relation de comportement du solide permet
d’écrire les conditions à l’interface sur le domaine courant Γi(t). En rappelant la
relation :

σs = λstr(Es)Id + 2µsEs. (3.39)

Avec Es le tenseur non linéaire d’Almansi-Euler. Des informations supplémentaires
sur la formulation du problème solide sont disponibles dans la section 1.5.

Les équations fluides sont discrétisées à l’aide de la méthode des volumes éléments
finis, tandis que celles du solide sont discrétisées avec la méthode des éléments fi-
nis. Les détails de ces discrétisations sont disponibles dans le chapitre 1. Avec ces
discrétisations, les inconnues de vitesse sont décomposées par des fonctions P1 pour
le fluide et pour le solide, ce qui permet d’obtenir une évaluation des vitesses aux
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σP0
f

σP1
s

Figure 3.2 – Localisation des inconnus de σf et σs pour un maillage fluide et
structure concordant.

nœuds des éléments de chaque système. Le champ de force est décrit par des élé-
ments P1 pour le solide et P0 + P1 pour le fluide. Par conséquent, une méthode
d’interpolation est nécessaire pour transférer les forces fluides au solide. Le système
d’équilibre peut alors s’écrire de la façon suivante :{

q̇P1
hs

= uP1
hf
,

σs(q
P1
hs
)ns = −ΠP1

hs

(
σf (u

P1
hf
, pP0+P1

hf
)nf

)
.

(3.40)

Avec hf et hs les tailles caractéristique des partitions fluides et solide et ΠP1
hs

:

W
hf
s (Γi) →W hs

f (Γi) un opérateur d’interpolation. Le choix de cet opérateur peut
varier et avoir un impact sur la stabilité du couplage. Les études de (Farhat et al.,
1998) et (de Boer et al., 2007) abordent le choix optimal de l’opérateur d’inter-
polation en fonction des problématiques fluide-structure. À titre d’exemple, nous
donnons la formule de l’interpolation linéaire sur une surface 2D pour un champ P0

désigné par F P0
f :

ΠP1
hs
(F P0

f ) =

NK∑
k=1

∑
Kj∈M(sk)

1

|M(sk)|
|Kj|F P0

f (Kj) (3.41)

Avec M(sk) désigne les éléments connectés au sommet sk, c’est-à-dire l’ensemble
des triangles connectés au sommet sk.

3.2.2 Environnement logiciel de couplage

Pour permettre la communication et l’avancement de TrioCFD et Europlexus,
l’application Interface Code Coupling 1 (ICoCo ) est utilisée. ICoCo est une API
développée en C++ sous la forme d’une classe abstraite. Il s’agit d’une norme qu’un
code peut choisir d’implémenter pour faciliter son couplage avec un autre code, aussi

1. ICoCo GitHub : https://github.com/cea-trust-platform/icoco-coupling
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ICoCo

Initialize()

validateTimeStep()

Europlexus

computeTimeStep()

solveTimeStep()

ICoCo

Initialize()

validateTimeStep()

computeTimeStep()

solveTimeStep()

TrioCFDInterface

Echange de champs
et interpolation

Récupération des
champs en format

MedCoupling

Figure 3.3 – Schéma explicatif de l’interface ICoCo.

conforme à ICoCo. Cette application exige que chaque code dispose de fonctions de
surcharges, normées, et regroupant diverses opérations d’une étape de résolution des
solveurs. L’objectif étant d’harmoniser les étapes de résolution entre les deux codes.
Par exemple, les trois étapes de résolution d’un solveur, à savoir l’initialisation, la
résolution et la validation, sont notées dans ICoCo par les fonctions suivantes : initia-
lize(), solveTimeStep(), validateTimeStep(). Dans la figure 3.3, les différentes étapes
de résolutions à surcharger pour chaque code, ainsi que leur ordre d’avancement sont
représentées en gris.

L’exécution des fonctions ICoCo visant à faire progresser les solveurs s’effectue au
travers d’une interface de couplage. Dans cette interface, les champs fluide-structure
sont récupérés, manipulés (parfois), interpolés, puis échangés entre les codes. La
structure de données imposée par ICoCo pour le stockage et la manipulation de
ces champs est le format MEDCoupling. Ce format homogène est utilisé afin de
simplifier la manipulation et l’échange de champs entre les deux codes. Dans la
figure 3.3, les opérations dans l’interface de couplage sont données au centre du
schéma. Des informations supplémentaires sont disponibles dans la documentation
de MEDCoupling 2.

L’utilisation du format MEDCoupling permet également d’accéder à des mé-
thodes d’interpolation robustes, adaptées à des discrétisations différentes entre les
codes. Cette interpolation est gérée par la classe InterpKernelDec 3 de MEDCou-
pling. Dans notre cas, l’interpolation sera toujours réalisée sur des maillages avec un

2. Documentation MEDCoupling : https://docs.salome-platform.org/latest/dev/
MEDCoupling/developer/index.html

3. Documentation de la plateforme Salome : https://docs.salome-platform.org/latest/
dev/MEDCoupling/developer/classMEDCoupling_1_1InterpKernelDEC.html
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(a) (b)

Figure 3.4 – Interpolation d’un champ avec MEDCoupling sur un maillage iden-
tique. (a) Champ P0. (b) Champ P1. La valeur de l’intégrale du champs est conser-
vée.

IntersectionType MedianPlane NatureOfField
Triangulation 0 IntensiveMaximum
Algorithme
d’interpolation.
Décompose les
cellules en triangle et
calcule les
intersections.

Position du plan
médian où les deux
cellules seront
projetées.

Physique du champ
interpolé.
Conservation de
l’intégrale du champ
sur l’interface.

Table 3.1 – Tableau des différentes options utilisées pour l’interpolation de MED-
Coupling pour un maillage fluide et structure concordant.
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nombre de nœuds et une position identiques entre les deux codes. Diverses options
doivent être spécifiées pour l’interpolation, et dans notre contexte, ces options sont
récapitulées dans le tableau 3.1. Dans la figure 3.4, un exemple d’interpolation avec
MEDCoupling entre un champ P0 et un champ P1 est réalisé sur une surface carrée
avec un maillage identique.

3.2.3 Algorithmes de couplage partitionnés

L’approche partitionnée du couplage ne permet pas de résoudre simultanément
les problèmes fluide et structure. Pour faire avancer le couplage, un algorithme tem-
porel est nécessaire. Dans la suite, on notera S le solveur solide, F le solveur fluide.
On désigne les variables avec les indices hf et hs lorsqu’elles sont évaluées sur les
maillages fluide ou solide respectivement. Par exemple F n

hf
sont les forces fluides

évaluées sur le maillage fluide et F n
hs

les forces fluides évaluées sur le maillage solide.
L’algorithme de couplage partitionné le plus simple et élémentaire est appelé

Conventional Serial Staggered (CSS ). Il consiste à résoudre d’abord le problème
fluide, puis à transmettre les forces fluides et enfin résoudre le problème structure
(l’ordre fluide-structure peut être inversé). Cet algorithme présente un décalage d’un
pas de temps entier. Il est présenté dans l’algorithme 1.

Algorithme 1 Algorithme CSS
1: Résolution du problème fluide : (un

hf
, pnhf

)← F(q̇n
hf
).

2: Résolution du problème solide : q̈n+1
hs
← S(F n+1

hs
).

3: Passage au pas de temps suivant : tn = tn +∆t.

Le décalage d’un pas de temps entier de l’algorithme CSS peut être amélioré avec
l’algorithme Improved Serial Staggered (ISS ). Dans cet algorithme, la résolution du
solveur fluide se fait avec une vitesse de prédiction du solveur solide q̇

n+1/2
hs

permet-
tant ainsi d’obtenir un décalage d’un demi pas de temps entre les deux solveurs.
L’algorithme ISS est présenté dans l’algorithme 2.

Algorithme 2 Algorithme ISS

1: Prédiction de la vitesse de déplacement à l’interface : q̇n+1/2
hs

2: Résolution du problème fluide : (un+1/2
hf

, p
n+1/2
hf

)← F(q̇
n+1/2
hf

).
3: Résolution du problème solide : q̈n+1

hs
← S(F n+1

hs
).

4: Passage au pas de temps suivant : tn = tn +∆t.

Enfin, les algorithmes de couplage implicites permettent de sous-itérer la résolu-
tion des problèmes fluide et structure jusqu’à un certain seuil ϵ défini par l’utilisateur.
Ce type d’algorithme est développé afin d’avoir les variables fluides et structures cal-
culées (presque) simultanément. On présente l’algorithme implicite de Gauss-Seidel,
qui peut être envisagé comme un problème de point fixe dans l’algorithme 3.
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Algorithme 3 Algorithme implicite de type Gauss-Seidel

1: Initialisation : q̇n,0
hs

, r0.
2: Tant que ||rk||2 > ϵ, faire :
3: (un,k+1

hf
, pn,k+1

hf
)← F(q̇n,k

hf
).

4: q̈n,k+1
hs

← S(F n,k+1
hs

).
5: rk+1 = q̈n,k+1

hs
− q̈n,k

hs
.

6: k = k + 1.
7: Fin tant que
8: tn = tn +∆t.

Les algorithmes ont été présentés dans un formalisme très général, n’impliquant
pas les schémas temporels de TrioCFD et Europlexus. Dans la section suivante, nous
détaillerons la mise en œuvre de ces algorithmes avec les deux solveurs concernés.

3.3 Mise en oeuvre des schémas de couplage expli-
cite et implicite

L’algorithme CSS est un exemple d’algorithme de couplage élémentaire en in-
téraction fluide-structure. Cependant, dans des simulations impliquant un effet de
masse ajoutée significatif, cet algorithme de base peut conduire à des instabilités
importantes (voir (Causin et al., 2005) et (Fernández, 2011)). L’algorithme ISS per-
met d’améliorer l’équilibre à l’interface et donc d’améliorer la stabilité. Cependant,
l’amélioration des couplages explicites ne suffit parfois pas à simuler des problèmes
avec un effet de masse ajoutée trop important. Il est donc nécessaire de développer
des couplages implicites entre le fluide et le solide.

Cette section se consacre à la mise en oeuvre des algorithmes de couplage ISS et
implicite de type Gauss-Seidel entre TrioCFD et Europlexus. Ces algorithmes ont
pour objectif de renforcer l’équilibre à l’interface et ainsi de permettre la simulation
de problèmes d’IFS avec un effet de masse ajoutée prononcé.

3.3.1 Mise en oeuvre de l’algorithme explicite ISS

Pour comprendre le développement du schéma de couplage ISS, la discrétisa-
tion temporelle de Europlexus déjà établie dans la section 1.5.3 est rappelée. Cette
discrétisation servira de base pour le développement de l’algorithme de couplage.
L’équation discrétisée de la dynamique est formulée comme suit :

MQ̈n+1
h +F int

hs
(Qn+1

hs
) = F n+1

hs
. (3.42)

Le schéma temporel de Europlexus est celui des différence centrée, le déplacement
est alors explicite et l’inconnue principale est l’accélération. Afin de résoudre un pas
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de temps, la résolution est décomposée en trois étapes :
1. Étape de prédiction : Calcul explicite du déplacement et prédiction de la

vitesse
Q̇

n+ 1
2

hs
= Q̇n

hs
+ ∆t

2
Q̈n

hs
,

Qn+1
hs

= Qn
hs

+∆tQ̇
n+ 1

2
hs

.
(3.43)

2. Solution d’équilibre : Calcul de l’accélération en résolvant le système de la
dynamique

MQ̈n+1
hs

+F int
hs
(Qn+1

hs
) = F n+1

hs
. (3.44)

3. Mise à jour vitesse : Mise à jour de la vitesse avec la nouvelle accélération
et la vitesse de prédiction

Q̇n+1
hs

= Q̇
n+ 1

2
hs

+
∆t

2
Q̈n+1

hs
. (3.45)

Pour développer l’algorithme de couplage, l’étape de prédiction de Europlexus
est extrapolée dans l’interface de couplage. Lors de cette première étape, la vitesse
de prédiction est utilisée comme vitesse commune pour mettre à jour la grille des
deux solveurs. Afin de mieux comprendre l’algorithme de couplage, nous proposons
dans la figure 3.5 un schéma avec toutes les étapes qui sont énumérées et décrites
dans les points ci-dessous. Dans le schéma, les champs de vitesse Q̇n

h et de force fluide
F n

h sont considérés à l’interface et on omet d’écrire Q̇n
h|Γi

pour alléger les notations.

1. Une vitesses de prédiction Q̇
n+1/2
hs

est calculée en utilisant la vitesse et l’accé-
lération du temps précédent :

Q̇
n+1/2
hs

= Q̇n
hs

+
∆t

2
Q̈n

hs
. (3.46)

2. La vitesse de prédiction Q̇
n+1/2
hs

est transférée à TrioCFD via l’interface de
couplage. La vitesse est P1 pour les deux solveurs, donc aucune interpolation
n’est nécessaire à cette étape.

3. On calcule la vitesse de grille W
n+1/2
ALE avec une équation d’extension de Q̇

n+ 1
2

hs
.

La grille est mise à jour avec la formule suivante :

∀xn ∈ Ωf (t
n), xn+1 = xn +∆tW

n+1/2
ALE . (3.47)

À l’interface on a le déplacement suivant d’ordre 2 :

∀xn ∈ Γi(t
n), xn+1 = xn +∆tQ̇n

hs
+

∆t2

2
Q̈n

hs
,

= xn +∆tQ̇
n+ 1

2
hs

On retrouve bien la même formule que le déplacement explicite de Europlexus
(3.43) à l’interface.
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Algorithme ISS

Solide Couplage Fluide

1 - Prédiction 3 - Calcul de grille

4 - Résolution du fluide

7 - Correction

6 - Résolution du solide

2 - Échange de champ

5 - Échange de champ

Figure 3.5 – Schéma de couplage explicite de type ISS entre TrioCFD et Euro-
plexus

4. Les inconnues fluides sont calculées avec TrioCFD, on obtient la vitesse Un+1/2
hf

et la pression P
n+1/2
hf

calculée en fonction de la vitesse de prédiction Q̇
n+1/2
hs

comme condition limite de l’équation du fluide. Les inconnues sont évaluées
sur une grille d’instant n+ 1.

5. Les forces fluides F n+1
hf

initialement P0 sont transformées en forces P1 dans
l’interface de couplage à l’aide d’un opérateur ΠP1

hs
.

6. La nouvelle accélération Q̈n+1
hs

est obtenue par la résolution du système de la
dynamique Europlexus (3.44).

7. La vitesse finale est mise à jour avec la formule suivante :

Q̇n+1
hs

= Q̇
n+1/2
hs

+
∆t

2
Q̈n+1

hs
. (3.48)

La boucle en temps est alors incrémentée jusqu’au temps finale de simulation.

3.3.2 Évaluation du couplage explicite ISS

Préliminaire

Dans cette section, nous examinons l’impact de la masse ajoutée sur la stabilité
du couplage. Cette analyse est réalisée à travers un cas test bien connu dans la
littérature, réputé pour son effet significatif de masse ajoutée.
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Figure 3.6 – Géométrie du cas test de l’écoulement transverse autour d’une poutre
flexible de Mok. La longueur du domaine est Lx = 1.75 m et la hauteur Ly = 0.5 m.

Nous nous concentrons particulièrement sur les limites du couplage explicite, tel
qu’exposé dans la section précédente 3.5, lorsqu’il est appliqué à un cas complexe.
La condition de stabilité (3.4) établi par (Causin et al., 2005) met en évidence que,
pour une géométrie donnée, la stabilité du couplage explicite est perturbée lorsque
les densités du fluide et de la structure se rapprochent.

Ainsi, l’objectif de cette section est d’analyser l’influence de la variation des
densités du fluide et du solide afin de déterminer des domaines de stabilité pour le
couplage explicite entre TrioCFD et Europlexus.

À ce stade, il est crucial d’aborder la validation du couplage établi entre TrioCFD
et Europlexus. Ce chapitre se concentre exclusivement sur les questions de stabilité
du couplage en fonction du schéma utilisé, sans aborder la validation numérique
ou physique des résultats. La question de la validation sera traitée dans le dernier
chapitre.

Il est aussi important de souligner que le cas sélectionné pour étudier la stabilité
du couplage est particulièrement exigeant. L’expérience a révélé qu’il s’agit du cas
traité le plus exigeant.

Description du cas test de Mok

Un écoulement transverse autour d’une poutre fine et flexible est choisi pour
mettre en évidence les problèmes liés à la masse ajoutée. Ce cas test a été initialement
choisi par Mok dans (Mok et al., 2001). Des résultats comparatifs sont disponibles
aussi dans (Valdés Vázquez, 2007, Chap. 5). La géométrie de ce cas test est illustrée
dans la figure 3.6.

Pour entreprendre une première étude avec le couplage explicite, nous utilisons un
maillage grossier tant pour le fluide que pour le solide. Les deux maillages sont pré-
sentés dans la figure 3.7. Le maillage fluide comprend 14700 éléments. Et le maillage
solide comprend 100 éléments le long de la poutre. L’interface Γi est discrétisée un
nombre identique de nœuds pour les deux codes.

La modélisation utilisée pour la dynamique du solide est un modèle de poutre
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(a) (b)

Figure 3.7 – Maillage fluide et solide utilisé pour le cas test. (a) Maillage fluide en
bleu avec 14 700 éléments. (b) Maillage solide de la poutre 1D en rose et surfacique
en gris.

1D de type Euler-Bernoulli. L’équation principale résolue par Europlexus est donc
de type :

∀x ∈ [0, L], EsI
∂4q(x, t)

∂x4
+ ρsS

∂2q(x, t)

∂t2
= 0 (3.49)

Avec S la section de la poutre, I le moment quadratique et L la longueur de la
poutre.

La transmission des champs entre le maillage de l’interface Γi et le segment 1D
représentatif de la poutre est assurée par Europlexus par une liaison appelée EQBM 4.
Cette liaison permet de transmettre les forces fluides appliquées sur l’interface Γi au
segment de poutre et inversement de transmettre la réponse vibratoire de la poutre
1D sur l’interface Γi.

Pour utiliser la liaison EQBM dans notre couplage, chaque nœud fluide doit être
aligné avec un nœud de la poutre 1D. Cependant, il n’est souvent pas optimal de
choisir une discrétisation solide aussi fine que celle du fluide. Cela s’explique par les
deux points ci dessous.

• Premièrement, la discrétisation du solide n’a généralement pas besoin d’être
aussi fine que celle du fluide pour obtenir des résultats précis.

• Deuxièmement, une modélisation fine du solide impose une contrainte plus
forte sur le pas de temps (voir équation (1.65)).

Pour remédier à ce problème, une autre liaison a été mise en œuvre : MSBM. Celle-ci
permet de passer d’une discrétisation de poutre 1D fine induite par le fluide à une
discrétisation plus grossière. La figure 3.8 montre à gauche la discrétisation utilisée
pour la liaison EQBM, et à droite (b), celle pour la liaison MSBM. Pour la cas test

4. Europlexus manuel user : https://europlexus.jrc.ec.europa.eu/public/manual_pdf/
manual.pdf
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(a) (b)

Figure 3.8 – Maillage de la poutre 1D (en rose) pour les liaisons EQBM (à gauche)
et MSBM (à droite).

Densité ρ
(Kg·m3)

Viscosité µf

(N·s·m−2)
Module Young
Es (N·m2)

Poisson νs Épaisseur
poutre (m)

Fluide 956 0.145 - - -
Solide 1500 - 2.3× 106 0.45 0.005

Table 3.2 – Paramètres de référence du cas test de Mok.

de Mok on discrétise la poutre en 9 nœuds visibles en rose dans la figure 3.7 (b) et
nous utilisons la liaisons MSBM.

Les paramètres de référence utilisés pour le fluide et la structure sont résumés
dans le tableau 3.2. Le rapport de référence entre le fluide et la structure est alors
d’environ 1.5, et l’épaisseur de la poutre est de 0.005 m. En se référant à la condi-
tion de Causin (3.4), l’effet de la masse ajoutée est important et est susceptible de
perturber l’équilibre du couplage explicite.

La vitesse d’entrée du fluide est parabolique, comme décrit dans la figure 3.6, et
elle augmente progressivement de 1 à 10 s avant de rester constante à une valeur
de 0.06067 m·s−1. La fonction utilisée pour intensifier la valeur de la vitesse est la
suivante :

∀x ∈ ΓD
f (t), u(x) =

(0.06067
2

(
1− cos(

πt

10
)
)
, 0
)
. (3.50)
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Figure 3.9 – Évolution de la vitesse du fluide (en m·s−1) et des lignes de courant
avec ρf = 10 Kg·m3 autour de la poutre. Temps t = 2, 5, 10, 20 s de haut en bas.

Première simulation avec ρf = 10

Pour initier l’étude, une première simulation est réalisée avec ρf = 10 Kg·m3. Les
autres paramètres restent inchangés, conformément au tableau 3.2. La réduction de
la densité du fluide vise à proposer une simulation initiale longue et stable, abou-
tissant à une solution finale stationnaire, sans impliquer des problèmes significatifs
liés à la masse ajoutée.

Dans la figure 3.9, la vitesse du fluide autour de la poutre est observable à quatre
moments de la simulation (t = 2, 5, 10, 20) s. Au cours des dix premières secondes de
la simulation, la vitesse s’intensifie, et la poutre se fléchit en suivant principalement
son premier mode, atteignant son déplacement maximal de 0.11 m à environ 9 s
de simulation. Ensuite, la vitesse devient constante, et un léger retour élastique
replace la poutre à sa position finale avec un déplacement final d’environ 0.10 m. La
solution reste inchangée jusqu’à la fin de la simulation. Dans la figure 3.10, on trace
le déplacement du point en haut de poutre aux coordonnées (0.5, 0.25) et l’évolution
des forces fluides appliquées sur la poutre. Ces graphiques viennent confirmer les
observations faites sur la figure précédente.

Instabilité du couplage explicite avec ρf = 40

Après un premier calcul préliminaire, la densité du fluide est augmentée, renfor-
çant ainsi l’effet de masse ajoutée. Pour ρf = 40 Kg·m3, on présente les résultats
pour étudier l’instabilité du couplage explicite. Les autres paramètres restent inchan-
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Figure 3.10 – Évolution du déplacement en un point et des forces fluides appliquées
sur la poutre au cours de la simulation pour ρf = 10 Kg·m3. (a) Déplacement du
point en haut de poutre (0.5, 0.25) en mètre (m). (b) Forces fluides intégrées sur la
poutre en Newton (N).

gés et sont toujours référencés dans le tableau 3.2. Dans la figure 3.11, le domaine
en fin de simulation à t = 0.036 s est présenté à gauche, et l’évolution des forces
fluides sur la poutre est présentée à droite. Les forces de pression de la simulation
explosent très rapidement en début de simulation, ce qui provoque un déplacement
erroné de la poutre. La simulation est alors forcée de s’arrêter.

Dans la figure 3.12, le champ de vitesse est présenté à trois instants de la simula-
tion. Une valeur anormalement élevée de la vitesse est observée en haut de la poutre.
Cette zone marque le point de départ de l’instabilité. À t = 0.017 s, le champ de
vitesse devient très instable autour du sommet de la poutre et s’inverse brusque-
ment à t = 0.018 s. Cette instabilité se répercute dans le solveur en pression, qui
résout l’équation d’incompressibilité de la vitesse. Les forces de pression divergent
quelques pas de temps plus tard. Il s’agit clairement d’une instabilité numérique,
car à ce stade de la simulation, la vitesse de l’écoulement est très faible.

Domaine de stabilité pour le couplage explicite

Afin de mettre en évidence cette instabilité causée par l’effet de masse ajoutée,
nous allons faire varier les autres paramètres intervenant dans la relation de stabilité
établie par Causin (3.4). Dans un premier temps, le tableau 3.3 témoigne de la
stabilité de la simulation en fonction de la variation de la densité du fluide et du
solide. Les autres paramètres physiques et l’épaisseur de la poutre restent inchangés
et sont toujours référencés par le tableau 3.2. On remarque que la variation de la
densité du solide ou du fluide a exactement le même impact. Le rapport minimal
obtenu entre les deux densités est de 50 pour le couplage explicite. Les observations et
remarques sur le comportement du champ de vitesse sont identiques au paragraphe
précédent, qu’il s’agisse de la variation de la densité du fluide ou du solide.
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Figure 3.11 – Instabilité du cas test avec le couplage explicite pour ρf = 40 Kg·m3.
(a) Domaine fluide et solide à t = 0.036 s. (b) Évolution des forces fluides sur la
poutre.

(a)

(b) (c)

Figure 3.12 – Champ de vitesse autour de l’instabilité en haut de poutre à trois
instants. (a) t = 0.014 s. (b) t = 0.017 s.(c) t = 0.018 s.
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Densité solide ρs Densité fluide ρf Rapport ρs
ρf

ρshs

ρf
Stabilité explicite

1500 30 50 0.25 Stable
1500 40 37.5 0.1875 Instable
7500 150 50 0.25 Stable
7500 200 37.5 0.1875 Instable
15000 300 50 0.25 Stable
15000 400 37.5 0.1875 Instable

Table 3.3 – Tableau résumant un domaine de stabilité pour l’épaisseur de référence
hs = 0.005 m avec le couplage explicite .

Densité solide ρs Densité fluide ρf Rapport ρs
ρf

ρshs

ρf
Stabilité explicite

1500 60 25 0.25 Stable
1500 70 21.4 0.214 Instable
7500 150 25 0.25 Stable
7500 400 21.4 0.214 Instable
15000 600 25 0.25 Stable
15000 700 21.4 0.214 Instable

Table 3.4 – Tableau résumant un domaine de stabilité pour l’épaisseur hs = 0.01
m avec le couplage explicite .

Pour approfondir l’étude, nous faisons varier le dernier paramètre intervenant
dans la relation de stabilité : l’épaisseur de la structure, hs. Le tableau 3.4 résume
la stabilité du couplage explicite en faisant varier les densités du fluide et du solide,
mais en utilisant une épaisseur deux fois plus grande que la référence, soit hs = 0.01
m. L’augmentation de l’épaisseur par un facteur de 2 permet d’obtenir un rapport
limite pour la stabilité deux fois plus petit que dans le cas précédent, c’est-à-dire
qu’on obtient un rapport minimal de 25 entre la densité du fluide et de la structure.
La variation de la densité du fluide ou du solide a également un impact identique
sur la stabilité du couplage.

Les tableaux établis pour définir le domaine de stabilité dans le cas test de
Mok doivent être interprétés comme des limites potentielles dans la situation la
plus contraignante pour le couplage explicite. Ces tableaux démontrent clairement
que le rapport des densités et l’épaisseur de la structure influent sur la stabilité du
couplage. De plus, une légère diminution du rapport de densité entraîne une forte
instabilité dès les premiers pas de temps, renforçant ainsi la condition d’équivalence
de Causin. Pour remédier à ce problème, un couplage plus robuste doit être mis en
œuvre. Ce couplage implicite est mise en œuvre dans la partie suivante.
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3.3.3 Mise en œuvre de l’algorithme implicite de type Gauss-
Seidel

Dans cette section, nous développons l’algorithme de couplage implicite entre
TrioCFD et Europlexus. Les itérations implicites seront notées par l’indice k. La
particularité du couplage implicite réside dans le fait que le déplacement de la grille
ne peut pas être implicité en raison du schéma explicite de Europlexus. Seules les
étapes de résolution du fluide et de calcul de la vitesse du solide sont implicitées.

Avant d’introduire le schéma implicite, il est important de rappeler que le pro-
blème fluide (3.37) est défini avec deux vitesses sur le bord Γi. La première (3.37a)
est utilisée comme condition limite pour le problème de grille : wΓi

. La seconde
(3.37d) comme condition limite d’équilibre pour l’équation de Navier-Stokes : q̇Γi

.
Nous les rappelons dans le système suivant :{

w = EXT (wΓi
),

u|Γi
= q̇Γi

.

(3.51a)
(3.51b)

Ces deux vitesses, égales dans le couplage ISS, seront différentes dans le couplage
implicite. Ce dernier est schématisé dans la figure 3.13, et chaque étape est décrite
avec les points ci-dessous :

1. Une vitesse de prédiction Q̇
n+1/2
hs

est calculée en utilisant la vitesse et l’accélé-
ration du temps précédent :

Q̇
n+1/2
hs

= Q̇n
hs

+
∆t

2
Q̈n

hs
. (3.52)

2. La vitesse de prédiction Q̇
n+1/2
hs

est transférée à TrioCFD via l’interface de
couplage. La vitesse est P1 pour les deux solveurs, donc aucune interpolation
n’est nécessaire à cette étape.

3. On calcule la vitesse de grille W
n+1/2
ALE avec une équation d’extension de Q̇

n+ 1
2

hs
.

La grille fluide est mise à jour avec la formule suivante :

∀xn ∈ Ωf (t
n), xn+1 = xn +∆tW

n+1/2
ALE . (3.53)

À l’interface on a le déplacement suivant d’ordre 2 :

∀xn ∈ Γi(t
n), xn+1 = xn +∆tQ̇n

hs
+

∆t2

2
Q̈n

hs

= xn +∆tQ̈
n+1/2
hs

On retrouve bien la même formule que le déplacement explicite de Europlexus
(3.43) à l’interface. Durant les itérations implicite, la vitesse de grille W

n+1/2
ALE

n’est plus mis à jour et donc la grille reste fixe.
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Algorithme implicite

7 - Calcul des résidus

9 - Échange de champ

8 - Relaxation

Solide Couplage Fluide

1 - Prédiction 3 - Calcul de grille

4 - Résolution du fluide
6 - Résolution du solide

2 - Échange de champ

5 - Échange de champ

Figure 3.13 – Schéma de couplage implicite de type Gauss-Seidel pour le couplage
entre TrioCFD et Europlexus.
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4. Les inconnues fluides sont calculées avec TrioCFD. À la première itération
k = 0, on obtient Un+1/2

hf
et P n+1/2

hf
. Sinon lors de l’itération k > 0, on obtient

les solutions implicites U k+1
hf

et P k+1
hf

, évaluées sur une grille fixe durant les
itérations.

5. Les forces fluides F k+1
f initialement P0 sont transformées en forces P1 dans

l’interface de couplage à l’aide d’un opérateur ΠP1
hs

.

6. La nouvelle accélération Q̈k+1
hs

est obtenue avec Europlexus par la résolution
de l’équation de la dynamique (3.44).

7. Des résidus sont calculés avec la formule suivante :

Rk+1 = Q̈k+1
hs
− Q̈k

hs
. (3.54)

Il y a alors deux possibilités après le calcul des résidus qui dépendent du seuil
fixé ϵ > 0.

• Si ||Rk+1||2 < ϵ le pas de temps est incrémenté. Et la vitesse convergée
est :

Q̇k+1
hs

= Q̇
n+1/2
hs

+
∆t

2
Q̈k+1

hs
. (3.55)

• Sinon, on itère la boucle implicite (k = k + 1) et on va à l’étape 8.

8. La vitesse implicite est mise à jour avec un coefficient de relaxation ω ∈ [0, 1]
avec la formule suivante :

∀k > 1, Q̇k+1
hs

= Q̇
n+1/2
hs

+ ∆t
2

(
ωQ̈k

hs
+ (1− ω)Q̈k−1

hs

)
,

Q̇k+1
hs

= Q̇
n+1/2
hs

+ ∆t
2

(
ω(Q̈k

hs
− Q̈k−1

hs
) + Q̈k−1

hs

)
,

Q̇k+1
hs

= Q̇
n+1/2
hs

+ ∆t
2
(Q̈k−1

hs
+ ωRk).

(3.56)

Le paramètre de relaxation ω est utilisé pour améliorer la convergence. Il s’agit
d’une première approche standard et simple à mettre en œuvre.

9. La vitesse implicite Q̇k+1
hs

(3.56) est transférée à TrioCFD via l’interface de
couplage. Cette vitesse est ensuite utilisée pour le solveur fluide. Dans les
itérations implicites, le problème fluide (3.37) est bien résolu avec deux vitesse
distinctes sur le bord Γi : Q̇n+1/2

hf
(3.51a) pour la grille et Q̇k+1

hs
(3.51b) pour

la condition limite de l’équation fluide. Le processus est réitéré entre l’étape 4
et l’étape 9 jusqu’à convergence des résidus.

Remarque 2 Les inconnus fluides et solides sont mises à jour avec une dépendance
de la vitesse au demi pas de temps qui est fixe durant les itérations implicites. En
toute rigueur, on devrait noter par exemple pour la vitesse du solide Q̇

n+ 1
2
k+1

hs
. On

omet cet indiçage pour alléger les notations.
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Figure 3.14 – Évolution de la vitesse du fluide (en m·s−1) et des lignes de courant
avec ρf = 150 Kg·m3. Temps t = 2, 5, 10, 20 s de haut en bas.

3.4 Analyse du couplage implicite

L’analyse du couplage implicite s’effectue à partir du même cas test que pour
le couplage explicite, le cas test de Mok. Comme mentionné précédemment, pour
la géométrie de référence, le couplage explicite était instable pour des rapports de
densités inférieurs à 50. Dans cette partie, nous allons voir que le couplage implicite
réussit à simuler des effets de masse ajoutée plus importants.

3.4.1 Comparaison et validation du couplage implicite

Dans la figure 3.14, le champ de vitesse du fluide à proximité de la poutre est
observable à quatre moments de la simulation (t = 2, 5, 10, 20) s. Les densités uti-
lisées sont ρf = 150 kg·m3 et ρs = 1500 kg·m3, soit un rapport de 10 entre les
deux densités. En comparaison avec le champ de vitesse pour ρf = 10 kg·m3 dans
la figure 3.9, l’état de stationnarité est atteint plus tardivement. Cela s’explique par
un déplacement et un retour élastique plus important dus à une densité fluide plus
grande et donc un effet de masse ajoutée plus important.

Pour approfondir ces observations, la figure 3.15 compare le déplacement du
point situé en haut de la poutre (0.5, 0.25) et les forces fluides appliquées sur la
poutre pour différentes densités. On constate que l’augmentation de la densité du
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Figure 3.15 – Évolution du déplacement en un point et des forces fluides appliquées
sur la poutre au cours de la simulation. (a) Déplacement du point en haut de poutre
(0.5, 0.25) en mètre (m). (b) Forces fluides intégrées sur toute la poutre en Newton
(N).
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Figure 3.16 – Comparaison du nombre d’itération par pas de temps pour atteindre
le seuil fixé à 1× 10−5 avec ω = 0.65.
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fluide entraîne une augmentation du déplacement maximal de la poutre. Le retour
élastique de la poutre est également plus prononcé, ce qui retarde l’atteinte du
régime stationnaire avec l’augmentation de la densité du fluide. Une comparaison
est également effectuée entre le couplage explicite et le couplage implicite pour une
densité donnée ρf = 10 kg·m3. Dans ce cas, le couplage implicite nécessite une seule
itération pour converger, et on observe une excellente concordance entre les résultats
des deux approches.

Dans la figure 3.16, le nombre d’itérations implicites nécessaires pour que les
résidus (défini dans l’équation (3.54)) convergent est affiché pour chaque pas de
temps, avec un seuil de convergence fixé à 10−5 et un coefficient de relaxation ω =
0.65 (défini dans l’équation (3.56)). Le nombre d’itération pour ρf = 80 kg·m3 est
représentée en vert, pour ρf = 100 kg·m3 en orange et enfin pour ρf = 150 kg·m3

en bleu. Les observations de cette figure sont énoncées dans les points suivants :

• Tout d’abord, l’augmentation de la densité du fluide, et donc de l’effet de
masse ajoutée, a pour incidence d’augmenter le nombre d’itérations à chaque
pas de temps. Durant les 12 premières secondes, pour ρf = 80 kg·m3, le nombre
d’itérations nécessaires pour converger se stabilisent autour de 10 itérations,
tandis que pour ρf = 100 kg·m3 on observe une oscillation entre 11 et 15. Pour
ρf = 150 kg·m3 on observe de grandes variations dans le nombre d’itérations,
la valeur maximale est de 58 et on observe souvent des oscillations entre 48
itérations et cette valeur maximale. Nous avons à deux reprises une phase de
plusieurs secondes où le nombre d’itérations passe en dessous de 48.

• Ensuite, l’évolution en fonction du temps du nombre d’itérations témoigne de
l’état de stationnarité de la simulation. On distingue clairement une première
phase entre 0 et 12.5 secondes où il y a une forte interaction entre le fluide et
la structure, et donc un nombre important d’itérations pour converger. Cette
phase correspond au régime transitoire. Ensuite, une deuxième phase entre
12.5 et 20 secondes où le nombre d’itérations diminue pour les trois densités.
Cette phase correspond au régime stationnaire atteint par la simulation.

Une attention particulière doit être apportée au coefficient de relaxation ω. En
effet, ce coefficient influence la convergence des résidus. La variation de ω peut
provoquer des divergences ou bien une convergence très lente des résidus. L’effet de
ω sur la convergence sera étudié dans la section suivante.

3.4.2 Limites du couplage implicite

Dans le but de simuler le cas test de Mok avec les coefficients de référence, la
densité du fluide est encore augmentée. Pour ρf = 200 kg·m3, soit un rapport de 7.5,
le couplage implicite devient instable. Dans la figure 3.17, l’évolution des résidus pour
le premier et le deuxième pas de temps de la simulation est tracée pour ρf = 200
kg·m3. Le nombre d’itérations implicites est limité à 100. Dès le premier pas de
temps, les résidus ne convergent pas, faisant des oscillations de plus en plus grandes.
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Figure 3.17 – Évolution des résidus durant le premier et le deuxième pas de temps
pour ρf = 200 kg·m3. (a) Premier pas de temps. (b) Deuxième pas de temps.

Densité
solide ρs

Densité
fluide ρf

Rapport
ρs
ρf

Rapport
ρshs

ρf

Stabilité
implicite

Nb itération
moyen
régime
transitoire

Nb itération
moyen
régime
stationnaire

1500 40 37.5 0.1875 Stable 2 1
1500 80 18.75 0.09375 Stable 9 4
1500 100 15 0.075 Stable 11 6
1500 150 10 0.05 Stable 40 20
1500 160 9.375 0.0469 Stable 65 -
1500 200 7.5 0.0375 Instable - -

Table 3.5 – Tableau résumant un domaine de stabilité du couplage implicite pour
le cas test de Mok. Le nombre d’itération est obtenu avec ω = 0.65.

Au deuxième pas de temps, les résidus explosent provoquant ainsi une divergence
du couplage et l’arrêt de la simulation.

Dans le tableau 3.5, nous établissons un domaine de stabilité pour le couplage
implicite. Nous faisons varier uniquement la densité du fluide, et nous donnons
distinctement le nombre moyen d’itérations implicites pour parvenir à la convergence
pour la phase transitoire (0 à 12.5 s) et pour la phase stationnaire (12.5 à 20 s).
Le nombre d’itérations est fourni pour ω = 0.65. Le couplage implicite reste stable
jusqu’à un rapport de 9.375. Si le rapport est encore diminué, dans un premier
temps, le nombre d’itérations implicites devient trop important, puis les résidus
ne convergent plus ce qui provoque un arrêt de la simulation. On peut faire les
observations suivantes sur le nombre moyen d’itération pour converger :

• Durant le régime transitoire, la première diminution d’un facteur deux du
rapport des densités (passage de 37.5 à 18.75) multiplie en moyenne le nombre
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ω Nb itération moyen
entre 0.5 et 1.5 s
pour ρs

ρf
= 15

Nb itération moyen
entre 0.5 et 1.5 s
pour ρs

ρf
= 10

0.750 14 Instable
0.725 11 Instable
0.700 14 35
0.675 16 40
0.650 15 58
0.625 21 77
0.600 13 > 100

Table 3.6 – Tableau résumant un domaine de stabilité et le nombre d’itérations du
couplage implicite pour le cas test de Mok en fonction du coefficient de relaxation.

d’itérations pour converger par un facteur de 4.5. La seconde diminution d’un
facteur de 2 du rapport des densités (passage de 18.75 à 9.375) multiplie en
moyenne le nombre d’itérations pour converger par un facteur de 7.2.

• Durant le régime stationnaire, la première diminution d’un facteur deux du
rapport des densités (passage de 37.5 à 18.75) multiplie en moyenne le nombre
d’itérations pour converger par un facteur de 4. Pour la seconde diminution,
le calcul n’a pas pu être achevé en raison d’un trop grand nombre d’itérations
demandées. Cependant, grâce au calcul avec le rapport ρs

ρf
= 10, nous pouvons

supposer que cette deuxième diminution entraînera une augmentation moyenne
du nombre d’itérations par un facteur supérieur à 5.

Ce tableau met en évidence que la réduction du rapport des densités n’entraîne
pas une augmentation linéaire du nombre d’itérations. Lorsque le rapport de densités
approche du cas limite, le nombre d’itérations augmentent de manière significatif.

3.4.3 Influence du coefficient de relaxation

Dans cette section, nous examinons l’impact de la variation du coefficient de re-
laxation ω (défini dans l’équation (3.56) sur la stabilité et le nombre d’itérations du
couplage implicite. Pour évaluer les performances du couplage implicite en fonction
de ω, nous comparons le nombre moyen d’itérations pendant 0.5 et 1.5 s. Cet inter-
valle constitue un indicateur pertinent car il est situé durant le régime transitoire.

Le tableau 3.6 présente le nombre moyen d’itérations entre 0.5 et 1.5 s en fonc-
tion du coefficient de relaxation ω pour deux rapports de densité, soit 15 et 10. Pour
le rapport de 15, le tableau indique que la variation du coefficient entraîne une fluc-
tuation du nombre d’itérations entre 11 et 21, montrant qu’il est difficile d’identifier
une tendance particulière. Cela suggère que lorsque le rapport des densités n’est
pas proche du cas limite, le choix du coefficient de relaxation a peu d’impact sur la
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vitesse de convergence et la stabilité du couplage.
En revanche, pour le rapport de 10, la tendance est plus claire. Tout d’abord, pour

certaines valeurs de ω (= 0.725, 0.75), le couplage devient instable dès les premières
itérations, les résidus ne convergent pas et explosent. Pour ω = 0.6, le couplage
reste stable, mais le nombre d’itérations pour atteindre la convergence dépasse 100,
rendant le calcul infaisable. Les valeurs de ω qui permettent la convergence du
couplage implicite se regroupent donc dans un intervalle de [0.625, 0.7]. On observe
une décroissance du nombre d’itérations entre 0.625 et 0.7, atteignant une valeur
optimale à ω = 0.7 de 35 itérations en moyenne, indiquée en bleue dans le tableau.

L’étude sur ω permet de déterminer un coefficient de relaxation fixe permet-
tant d’optimiser la vitesse de convergence. Cependant, si l’on souhaite accélérer la
convergence autant que possible, d’autres méthodes doivent être envisagées. C’est le
cas, par exemple, de la méthode de relaxation d’Aitken (Irons et Tuck, 1969). Avec
cette méthode, le coefficient de relaxation devient variable à chaque itération et est
calculé afin de minimiser le nombre d’itérations implicites.

Lorsque l’effet de la masse ajoutée est trop important, la version actuelle de
l’algorithme implicite développé entre TrioCFD et Europlexus ne garantit pas une
convergence des résidus dans tous les cas. Plusieurs développements peuvent être
envisagés pour assurer la convergence. La relaxation d’Aitken est une piste à consi-
dérer. Une autre approche pourrait consister à impliciter l’ensemble du processus
de couplage (y compris le déplacement de la grille) en utilisant un schéma temporel
implicite pour la résolution de Europlexus.

En conclusion de cette étude numérique sur le cas test de Mok, il est important
de souligner que l’analyse des performances du couplage implicite par rapport à
l’explicite, ainsi que l’exploration des domaines de stabilité des deux couplages, sont
des questions pouvant être abordées indépendamment de la validation du couplage
fluide-structure. De plus, les domaines de stabilité et les rapports limites ont été
observés pour un cas test exigeant. Dans la suite, nous aborderons par exemple des
situations où le couplage implicite est suffisant pour traiter des cas avec des rapports
de densité de un ou proches.
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Figure 3.18 – Géométrie de l’écoulement transverse 3D.

3.5 Développement et analyse d’un schéma de sous-
cyclage en temps

Le couplage développé entre Europlexus et TrioCFD fournit deux échelles tem-
porelles. D’un côté, la condition de CFL (voir équation (1.65)) de la discrétisation
explicite du solide fournit un pas de temps très petit et restreint. D’un autre côté,
la discrétisation implicite du fluide et les problèmes traités dans cette thèse (incom-
pressible et laminaire) fournissent un pas de temps plus grand et plus flexible pour
le fluide. On considère donc que le pas de temps du solide est le plus petit des deux
pas de temps. Afin de préserver la stabilité, le pas de temps du solide est alors choisi
comme le pas de temps principal dans le couplage et donc le solveur fluide avance
avec un petit pas de temps. La problématique est que le temps de résolution du
fluide est beaucoup plus important que le solide. Pour les problèmes traités dans
cette thèse, le coût moyen par pas de temps pour la résolution des systèmes par la
fonction SolveTimeStep de ICoCo est de plus de 30% pour le fluide et moins de 1%
pour le solide.

3.5.1 Différentes échelles temporelles dans le couplage

Pour illustrer ces propos, nous présentons un cas test en 3D. Il s’agit d’une
extension du cas test en 2D de la partie précédente. La géométrie de ce cas test
consiste en une boîte de côté 1 m avec une poutre circulaire encastrée de hauteur
0.7 m et de diamètre 0.04 m. Le diamètre important de la poutre vise à limiter
les effets de masse ajoutée, permettant ainsi de se concentrer exclusivement sur les
performances de calcul de ce cas test.
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Densité
ρ
(Kg·m3)

Viscosité
µf

(N·s·m−2)

Module
Young
Es

(N·m2)

Poisson
νs

Diamètre
poutre
(m)

Amortissement
de Rayleigh

Fluide 1000 0.01 - - - -
Solide 7500 - 6× 107 0.3 0.04

{
α = 0.005
β = 6.69× 10−5

Table 3.7 – Paramètres de l’écoulement et de la poutre 3D.

La figure 3.18 illustre la géométrie du cas test ainsi que les conditions aux limites.
Une vitesse moyenne de 0.1 m·s−1 avec un profil parabolique est imposée sur ΓD

f ,
tandis qu’une condition de Neumann homogène est appliquée sur ΓN

f . Les autres
frontières du fluide sont considérées comme des parois fixes. Pour la partie solide, une
condition de blocage est appliquée à la base de la poutre. Les paramètres physiques
de ce cas test sont répertoriés dans le tableau 3.7. Malgré un rapport de densité
de 7.5, peu de problèmes de stabilité avec le couplage explicite ont été constatés
en raison de l’épaisseur importante de la poutre. Un amortissement de Rayleigh
est ajouté pour l’étude du sous-cyclage. Le coefficient α est utilisé pour amortir les
vibrations dans la structure à basse fréquence, tandis que β concerne les vibrations
à haute fréquence. Le rôle et le choix de ces coefficients dans le contexte du sous-
cyclage seront examinés à la fin de cette partie.

Les maillages utilisés sont volontairement grossiers afin de permettre l’exécution
et la comparaison de simulations dans des délais raisonnables. Le maillage fluide est
composé de 43176 tétraèdres, avec une discrétisation plutôt fine près de la poutre
et grossière à distance de celle-ci. Concernant le solide, un modèle de poutre 1D
de type Euler-Bernouilli (voir équation (3.49)) est utilisé avec la liaison EQBM
(présenté avec la figure 3.8). Ainsi, la poutre 1D discrétisée en 100 nœuds, et la
poutre surfacique avec 4066 éléments.

Dans cette configuration, nous n’utilisons pas la liaison MSBM, afin de contraindre
au maximum le pas de temps solide. Chaque nœud de la poutre surfacique est donc
aligné avec un point de discrétisation de la poutre 1D. Le maillage du domaine
fluide, de la poutre surfacique et de la poutre 1D est illustré dans la figure 3.19.
Une coupe dans le maillage fluide est présentée à gauche (a). La discrétisation de la
poutre surfacique est représentée en gris à droite (b), tandis que la poutre 1D est
indiquée en rose.

Avant d’examiner les performances et les coûts de calcul du couplage, une analyse
rapide du comportement de l’écoulement et de la dynamique de la poutre est entre-
prise. La figure 3.20 présente le déplacement en haut de la poutre H = (0.5, 0.7, 0.5)
et en milieu de poutre M = (0.5, 0.35, 0.5). On observe un fléchissement de la poutre
jusqu’à environ 1 s. La poutre subit ensuite un retour élastique significatif jusqu’à
2 s. Ce comportement se répète au cours des secondes suivantes.

Les calculs et observations n’ont pas été poussés plus loin, car notre intention
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(a) (b)

Figure 3.19 – Maillage du domaine fluide, de la poutre surfacique et de la poutre
1D. (a) Coupe du maillage fluide en bleue. (b) Discrétisation de la poutre surfacique
et de la poutre 1D en rose.
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Figure 3.20 – Déplacement de la poutre 1D de 1 à 5 s. En bleu le point en haut
de poutre et en orange le point en milieu de poutre.

est de se concentrer sur les performances numériques.
Dans le tableau 3.8, les temps de calcul pour différentes opérations de couplage

sont donnés pour les premières 0.1 secondes de simulation. Les observations sont
résumées dans les points suivants :

• La première et la troisième ligne du tableau montrent une grande différence
de temps de calcul entre la résolution du problème fluide et celle du solide. La
fonction évaluée en temps de calcul est la fonction SolveTimeStep des deux
solveurs, il s’agit de la fonction principale de résolution des deux solveurs. Par
pas de temps, en moyenne, le solveur fluide a besoin de 1.786 secondes pour
exécuter la fonction SolveTimeStep, tandis que la résolution du solveur solide
est instantanée. En regardant les temps cumulés, l’exécution de SolveTimeStep
pour TrioCFD est environ 1500 fois plus coûteuse que celle de Europlexus.

• Le pas de temps prescrit entre le fluide et le solide est également significati-
vement différent. La condition CFL du schéma explicite d’Europlexus fournit
un pas de temps de 5.04× 10−6. En revanche, le schéma temporel implicite de
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Fluide Solide
Temps moyen par pas
de temps pour la
fonction
SolveTimeStep (s)

1.786 0.001

Pas de temps moyen
caractéristique (s)

8.06× 10−4 5.04× 10−6

Temps cumulé de
SolveTimeStep (s)

35750 20

Temps total
simulation (s)

113200

Table 3.8 – Temps et pas de temps caractéristique de résolution du fluide et de la
structure pour le cas test 3D sur 0.1 s de simulation.

TrioCFD renvoie un pas de temps de 8.06× 10−4. Ainsi, le pas de temps pour
le solide est environ 160 fois plus petit que celui du fluide.

• Le temps total de la simulation révèle que les résolutions du fluide et de la
structure occupent environ 31 % du temps de calcul total. Ainsi, une part
significative du temps est dédiée à d’autres opérations dans le processus de
couplage. Une étude plus approfondie a révélé qu’un temps anormalement long
était dû au premier échange de champs dans l’interface de couplage. Pour ce
cas test, nous avons observé que le premier échange de champs (interpolation
et échange de la vitesse) prend en moyenne 3.4 secondes, contre 0.4 seconde
pour le deuxième échange (interpolation et échange des forces fluide) par pas
de temps. L’envoi de la vitesse est donc en moyenne 8.5 fois plus coûteux que
l’envoi des forces. Ces écarts, encore incompris à ce stade, sont ignorés car ils
ne remettent pas en cause les différences des temps de résolution des solveurs
et donc du bénéfice d’un algorithme de sous-cyclage.

Les observations sur les temps de résolutions du couplage indiquent qu’il est
crucial d’implémenter un algorithme de sous-cyclage temporel entre TrioCFD et
Europlexus. L’objectif principal de cet algorithme est de sous-cycler la résolution
temporelle du solveur solide, visant ainsi à alléger la contrainte imposée par le pas
de temps du solide.

3.5.2 Développement du schéma de sous-cyclage et analyse
des performances

Dans cette section, nous élaborons l’algorithme de sous-cyclage temporel du cou-
plage pour surmonter les difficultés liées aux deux échelles temporelles distinctes. Par
défaut, nous supposons que le pas de temps du solide est toujours inférieur au pas
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Algorithme de sous-cyclage avec ISS

Solide Couplage Fluide

2 - Prédiction 4 - Calcul de grille

5 - Résolution du fluide

8 - Correction

7 - Résolution du solide

3 - Échange de champ

6 - Échange de champ

1 - Sous-cyclage solide

Figure 3.21 – Schéma de couplage ISS avec l’algorithme de sous-cyclage.

de temps du fluide.

Algorithme de sous-cyclage explicite

Les pas de temps pour le fluide et le solide sont respectivement notés ∆tf et ∆ts
et on définit le pas de temps du fluide par :

∆tf = Nsf∆ts. (3.57)

Ici, Nsf représente le nombre de sous-cycles prescrits et effectués par le solveur solide.
Dans cet algorithme, nous utilisons, comme dans l’algorithme implicite, deux

vitesses sur l’interface Γi distinctes (3.51). On notera la vitesse utilisée pour le
problème de grille (3.37a) Q̇n

hs,ALE et la vitesse utilisée comme condition limite de
l’équation fluide (3.37d) Q̇n

hs,NS.
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L’algorithme de sous-cyclage est présenté dans la figure 3.21. Il est conçu spéci-
fiquement pour respecter les propriétés de l’algorithme ISS pour offrir des caracté-
ristiques de stabilité du même niveau que celles sans sous-cyclage.

On note les variables calculées durant les sous-cycles du temps n avec un indice
n+[i] pour i = 1, . . . , Nsf vérifiant n + [Nsf ] = n + 1. Les différentes étapes de
l’algorithme sont détaillées dans les points suivants :

1. En utilisant les dernières forces fluides du pas de temps précédents, Europlexus
calcule une nouvelle accélération (Nsf − 1) fois :

∀i ∈ [1, . . . , Nsf − 1], Q̈
n+[i]
hs

= S(F n
hs
) (3.58)

Lorsque qu’on arrive à la dernière itérations, i = Nsf , on sort de la boucle et
on rentre dans l’algorithme ISS.

2. Deux vitesses de prédictions sont ensuite calculées Q̇n
hs,ALE, Q̇n

hs,NS elles sont
définies par le système suivant :{

Q̇
n+1/2
hs,ALE = Q̇

n+[Nsf−1]

hs
+ ∆ts

2
Q̈

n+[Nsf−1]

hs
,

Q̇
n+1/2
hs,NS = 1

∆tf

(
Q

n+[Nsf−1]

hs
+Qn

hs

)
.

(3.59)

La première Q̇n
hs,ALE, utilisée ensuite comme condition limite pour le problème

de grille (3.37a), est calculée pour faire correspondre le déplacement de la grille
solide durant les sous-cycles avec la grille fluide. La seconde Q̇

n+1/2
hs,NS , utilisée

ensuite comme condition limite du problème fluide (3.37d), est calculée pour
faire correspondre la vitesse de la dernière itération du sous-cyclage avec la
vitesse du fluide à l’interface.

3. Les deux vitesses de prédiction sont transférées à TrioCFD via l’interface de
couplage. Les deux vitesses sont P1 pour les deux solveurs, aucune interpolation
n’est donc nécessaire à cette étape.

4. On calcule la vitesse de grille W n+1/2
ALE avec une équation d’extension de Q̇n+ 1

2
hs,ALE.

La grille est mise à jour avec la formule suivante :

∀xn ∈ Ωf (t
n), xn+1 = xn +∆tfW

n+1/2
ALE . (3.60)

À l’interface on a le déplacement suivant d’ordre 2 en injectant Q̇n
hs,ALE :

∀xn ∈ Γi(t
n), xn+1 = xn +

(
Q

n+[Nsf−1]

hs
+Qn

hs
) (3.61)

Ce déplacement correspond exactement au déplacement réalisé durant les sous-
cycles.

5. Les inconnues fluides sont calculées avec TrioCFD avec la vitesse Q̇
n+1/2
hs,NS . On

obtient la vitesse U
n+1/2
hf

et la pression P
n+1/2
hf

.

Les étapes 6, 7 et 8 sont identiques aux trois dernières étapes (5, 6, 7) de l’algorithme
ISS présenté dans la figure 3.5.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figure 3.22 – Évolution du champ d’accélération de la poutre avec 20 sous-cycles
et sans amortissement. Temps t = 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.7, 0.8 s de gauche à droite.

Stabilité du sous-cyclage et amortissement dans le problème de structure

L’utilisation de l’algorithme de sous-cyclage semble activer une instabilité à haute
fréquence dans le problème de structure, qui se développe ensuite lentement jusqu’à
perturber la solution du problème couplé. Dans la figure 3.22, on observe à différents
instants (t = 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.7, 0.8 s) une instabilité se propager dans le champ
d’accélération sur toute la longueur de la poutre. La simulation prend fin vers envi-
ron 0.8 s après une propagation trop importante de l’instabilité, conduisant à une
divergence.

Cette instabilité sur des temps longs est traitée de manière robuste par l’introduc-
tion d’un niveau classique d’amortissement dans la structure (voir l’amortissement
dans le tableau 3.7), modélisé par l’approche de Rayleigh. Il s’agit d’ajouter un
amortissement dans le problème solide modélisé à partir des matrices de masse M
et de rigidité K par combinaison linéaire avec des coefficients α et β. Le système à
résoudre est donc le suivant :

MQ̈n+1
hs

+ CQ̇n+1
hs

+F int
hs
(Qn+1

hs
) = F n+1

hs
. (3.62)

Avec C = αM + βK, la matrice d’amortissement, le coefficient α amortit les vi-
brations de basses fréquences de la structure, tandis que β amortit les vibrations à
hautes fréquences. La figure 3.23 compare les forces fluides appliquées sur la poutre
avec et sans amortissement pour 20 sous-cycles. Cette comparaison met clairement
en évidence l’effet de l’ajout de l’amortissement qui permet d’atténuer totalement
les oscillations conduisant à une divergence.

Il convient de noter que l’instabilité observée est nettement différente et doit être
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Figure 3.23 – Comparaison des forces fluides appliquées sur la poutre pour 20 sous-
cycles avec et sans amortissement. (a) Intervalle complet. (b) Zoom sur l’intervalle
x ∈ [0, 0.3].

distinguée de celle liée à la masse ajoutée. Pour celle associée à la masse ajoutée, nous
observions une divergence très rapide dès les premiers pas de temps. En revanche,
pour celle liée à l’amortissement, il s’agit d’une instabilité très lente et progressive.

Analyse des performance du sous-cyclage

Sans sous-cycle 10 sous-cycles 20 sous-cycles 40 sous-cycles 80 sous-cycles

Total
(s)

Gain Total
(s)

Gain Total
(s)

Gain Total
(s)

Gain Total
(s)

Gain

Temps fluide
SolveTimeStep

35750 - 3565 10.02 1822 19.62 928 38.52 495 72.22

Temps solide
SolveTimeStep

20 - 20 - 20 - 20 - 20 -

Total 113200 - 11320 10 5721 19.78 2906 38.95 1515 74.72

Table 3.9 – Temps de calcul pour simuler 0.1 s de simulation sur le cas test 3D. La
variable Gain est le temps d’une étape avec sous-cycle divisé par le temps de cette
étape sans sous-cyclage :

tNsf

tNsf=0
.

Pour évaluer les performances de l’algorithme de sous-cyclage, nous utilisons le
cas test 3D sur une durée de simulation finale de 0.1 s. L’algorithme est testé avec
10, 20, 40 et 80 sous-cycles.

Dans le tableau 3.9, les résultats des temps de calculs cumulés sur 0.1 s de
simulation pour les différentes étapes sont présentées. La diminution du temps de
calcul par rapport à la simulation sans sous-cyclage est donnée par la colonne Gain,
il est calculé en divisant le temps de l’étape avec sous-cyclage tNsf

par celui sans
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sous-cyclage tNsf=0, c’est à dire :

Gain =
tNsf

tNsf=0

Les résultats du tableau sont résumés dans les points suivants :

• En examinant la première ligne du tableau, celle du temps cumulé de l’exécu-
tion de la fonction SolveTimeStep du fluide, on observe clairement la réduction
du temps de calcul visée. L’utilisation de Nsf sous-cycles permet effectivement
de réduire le nombre de résolutions fluides de Nsf , entraînant ainsi une dimi-
nution du temps cumulé des résolutions fluides de Nsf .

• Pour la deuxième ligne du tableau, soit le temps cumulé de l’exécution de
la fonction SolveTimeStep du solide, on observe un temps constant entre les
sous-cycles de 20 s. En effet, étant donné que le sous-cyclage consite à boucler
spécifiquement sur la fonction SolveTimeStep, le nombre d’itérations du solide
restent identique.

• Dans la dernière ligne du tableau, soit le temps total de simulation, on observe
aussi la réduction du temps de calcul visée. L’utilisation de Nsf sous-cycles
permet de réduire le temps total de simulation par Nsf . Ceci s’explique par la
diminution du nombre de résolution fluide, mais aussi du nombre d’interpola-
tion absente dans la boucle de sous-cyclage.

Nous avons montré que l’algorithme de sous-cyclage mis en place a bien l’effet
escompté. Cependant, il est légitime de se demander si le nombre de sous-cycles pour-
rait dégrader la solution. Dans la figure 3.24, le déplacement du point en haut de la
poutre ainsi que les forces fluides appliquées sur la poutre sont tracées pour différents
nombres de sous-cycle (Nsf = 0, 10, 20, 40, 80). Dans cet exemple, aucune différence
notable n’est observée entre les simulations avec un nombre différent de sous-cycles.
Toutefois, cela n’implique pas qu’un grand nombre de sous-cycles conviennent dans
tous les cas. En effet, le nombre maximal de sous-cycles doit être judicieusement
choisis par l’utilisateur en prenant en compte le pas de temps caractéristique de la
physique du problème concerné. Dans notre cas test on peut se référer au pas de
temps caractéristique du fluide dans le tableau 3.8. Le choix peut être plus complexe
dans le cas d’écoulements turbulents ou lors de l’étude de dynamique à transitoire
rapide, comme en présence d’impacts entre structures (Faucher et Ricciardi, 2023).

3.5.3 Analyse du sous-cyclage avec le couplage implicite

Dans cette section, nous examinons l’application de l’algorithme de sous-cyclage
en utilisant l’algorithme implicite. Dans un premier nous évaluons si l’algorithme
implicite associé avec le sous-cyclage fonctionne de manière efficace dans des cas
présentant un effet de masse ajoutée peu significatif. Dans un second temps, nous
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Figure 3.24 – Comparaison du déplacement du point en haut de poutre et des
forces fluides appliquées sur la poutre. (a) Déplacement en m du point en haut de
poutre. (b, c) Forces fluides appliquées sur la poutre et zoom sur la courbe pour
y ∈ [0, 0.3].
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Algorithme de sous-cyclage avec le couplage implicte

8 - Calcul des résidus

10 - Échange de champ

Solide Couplage Fluide

2 - Prédiction 4 - Calcul de grille

5 - Résolution du fluide
7 - Résolution du solide

3 - Échange de champ

6 - Échange de champ

1 - Sous-cyclage solide

9 - Relaxation

Figure 3.25 – Schéma de couplage implicite avec l’algorithme de sous-cyclage.
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étudierons l’impact du sous-cyclage dans des situations où l’effet de masse ajoutée
est plus prononcé.

L’algorithme de sous-cyclage associé au schéma de couplage implicite est présenté
dans la figure 3.25. Il reprend les principales étapes de l’algorithme de sous-cyclage
(voir figure 3.21) et celui de l’implicite (voir figure 3.13). On détaille l’algorithme
dans les points suivants :

1. En utilisant les dernières forces fluides du pas de temps précédent, Europlexus
calcule une nouvelle accélération Nsf − 1 fois :

∀i ∈ [1, . . . , Nsf − 1], Q̈
n+[i]
hs

= S(F n
hs
) (3.63)

Lorsque qu’on arrive à la dernière itération, i = Nsf , on sort de la boucle et
on rentre dans l’algorithme implicite.

2. Deux vitesses de prédictions sont ensuite calculées Q̇n
hs,ALE, Q̇n

hs,NS elles sont
définies par le système suivant :{

Q̇
n+1/2
hs,ALE = Q̇

n+[Nsf−1]

hs
+ ∆ts

2
Q̈

n+[Nsf−1]

hs
,

Q̇
n+1/2
hs,NS = 1

∆tf

(
Q

n+[Nsf−1]

hs
+Qn

hs

)
.

(3.64)

La première Q̇n
hs,ALE, utilisée ensuite comme condition limite pour le problème

de grille (3.37a), est calculée pour faire correspondre le déplacement de la grille
solide durant les sous-cycles avec la grille fluide. La seconde Q̇

n+1/2
hs,NS , utilisée

ensuite comme condition limite du problème fluide (3.37d), est calculée pour
faire correspondre la vitesse de la dernière itération du sous-cyclage avec la
vitesse du fluide à l’interface.

3. Les deux vitesses de prédiction sont transférées à TrioCFD via l’interface de
couplage. Les deux vitesses sont P1 pour les deux solveurs, aucune interpolation
n’est donc nécessaire à cette étape.

4. On calcule la vitesse de grille W n+1/2
ALE avec une équation d’extension de Q̇n+ 1

2
hs,ALE.

La grille est mise à jour avec la formule suivante :

∀xn ∈ Ωf (t
n), xn+1 = xn +∆tfW

n+1/2
ALE . (3.65)

À l’interface on a le déplacement suivant d’ordre 2 en injectant Q̇n
hs,ALE :

∀xn ∈ Γi(t
n), xn+1 = xn +

(
Q

n+[Nsf−1]

hs
+Qn

hs
) (3.66)

Ce déplacement correspond exactement au déplacement réalisé durant les sous-
cycles.

5. Les inconnues fluides sont calculées avec TrioCFD. À la première itération
k = 0, on obtient Un+1/2

hf
et P n+1/2

hf
. Sinon lors de l’itération k > 0, on obtient

les solutions implicites U k+1
hf

et P k+1
hf

. Ces solutions sont évaluées sur une grille
fixe durant les itérations implicites d’instant n+ 1.
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Densité
ρ
(Kg·m3)

Viscosité
µf

(N·s·m−2)

Module
Young
Es

(N·m2)

Poisson
νs

Diamètre
poutre

Amortissement
de Rayleigh

Fluide 10 0.0145 - - - -
Solide 1500 - 2.3×106 0.45 0.005

{
α = 0.005
β = 6.69× 10−5

Table 3.10 – Paramètres utilisés pour l’étude du sous-cyclage avec le cas test de
Mok.

Nombre de
sous-cycle

Nb itération
moyen régime
transitoire

Nb itération
moyen régime
stationnaire

10 1 1
20 1.5 1
40 2.5 1
80 3.5 1

Table 3.11 – Tableau résumant le nombre d’itérations moyen pour atteindre un
seuil fixé à 1 × 10−5. Le nombre d’itération est obtenu avec ω = 0.7 et une densité
fluide ρf = 10 Kg·m3.

6. Les forces fluides F k+1
hf

initialement P0 sont transformées en forces P1 dans
l’interface de couplage à l’aide d’un opérateur ΠP1

hs
.

7. La nouvelle accélération Q̈k+1
hs

est obtenue avec Europlexus (3.44).

Le calcul des résidus et la boucle implicite (étapes 8, 9, 10 et 5) sont identiques aux
étapes 7, 8, 9 et 4 de l’algorithme implicite déjà présenté dans la figure 3.13.

Pour mener à bien l’étude du sous-cyclage avec l’algorithme implicite, nous re-
prenons l’analyse du cas test de Mok, initialement présenté dans la section 3.3.2. Ce
cas test est choisi car les domaines de stabilité des couplages explicites et implicites
ont déjà été examinés et sont répertoriés dans les tableaux 3.3 et 3.5. Un amor-
tissement de Rayleigh est également ajouté pour atténuer les vibrations à hautes
fréquences. Nous débutons l’étude avec une densité fluide ρf = 10 Kg·m3, soit un
rapport de densité ρs

ρf
= 150 qui n’entraîne pas un effet de masse ajoutée significatif

en se référent aux tableaux 3.3 et 3.5. Les paramètres du test sont répertoriés dans
le tableau 3.10.

Le cas test de Mok a été exécuté sur une période de 20 secondes avec différents
nombres de sous-cycles, à savoir Nsf = 10, 20, 40 et 80. Le couplage utilisé est le
couplage implicite, avec un seuil fixé à ϵ = 1 × 10−5 et un coefficient de relaxation
ω = 0.7. Dans la figure 3.26, une comparaison des résultats pour différents nombres
de sous-cycles est présentée. L’analyse des déplacements du point en haut de la
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Figure 3.26 – Évolution du déplacement avec le couplage implicite pour atteindre
un seuil ϵ = 1 × 10−5 pour différents nombres de sous-cycle et une densité fluide
ρf = 10 Kg·m3.

poutre révèle des déplacements identiques entre les simulations, indépendamment
du nombre de sous-cycles. Cela confirme que l’algorithme de sous-cyclage peut fonc-
tionner efficacement avec le couplage implicite. Cependant, le choix du nombre de
sous-cycles doit toujours être adapté au cas test et à l’échelle temporelle du phéno-
mène considéré.

Le nombre moyen d’itération pour différents nombres de sous-cycles dans le
tableau 3.11 montrent également qu’à mesure que le nombre de sous-cycles aug-
mentent, l’équilibre à l’interface est perturbé, nécessitant plusieurs itérations impli-
cites pour revenir à l’équilibre. Dans la phase transitoire (entre 0 et 10 secondes),
la simulation avec 80 sous-cycles nécessite entre 3 et 4 itérations pour converger,
comparé à 2 pour 40 sous-cycles et 2.5 en moyenne pour 20 sous-cycles.

En résumé, à l’aide du cas test de Mok et dans des conditions où le couplage
explicite est suffisant pour simuler l’effet de masse ajoutée, nous avons montré la
faisabilité de l’utilisation du couplage implicite avec l’algorithme de sous-cyclage.
De plus, lorsque le nombre de sous-cycles est élevé, le couplage implicite intervient
pour stabiliser l’équilibre à l’interface fluide-structure.

Dans l’étude suivante, afin d’accentuer l’effet de la masse ajoutée, nous augmen-
tons la densité du fluide en fixant ρf = 40 Kg·m−3, ce qui donne un rapport de
densité de 37.5. En se référant au tableau fournissant le domaine de stabilité du
couplage implicite (3.5), le cas concerné nécessite peu d’itérations pour converger.
Cependant, pour ce cas, l’ajout de l’algorithme de sous-cyclage conduit rapidement à
une divergence. Dans la figure 3.27, les forces fluides sont affichées pour 10 et 5 sous-
cycles. Pour les deux cas, des oscillations importantes des forces fluides apparaissent
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Figure 3.27 – Forces fluide appliqués sur la poutre pour ρf = 40 Kg·m−3 avec 5 et
10 sous-cycles.

très rapidement en début de simulation. Ces oscillations conduisent rapidement à
une divergence et à l’arrêt du calcul à environ t = 0.10 s.

Lorsque l’effet de la masse ajoutée est significatif, c’est-à-dire lorsque le cou-
plage explicite ne suffit plus pour traiter le cas, l’ajout du sous-cyclage au couplage
implicite induit une instabilité rapide de la simulation. Cette situation peut s’expli-
quer par le fait que, durant les sous-cycles, le solveur solide est mis à jour avec les
forces du pas de temps précédent F n

P0
, ce qui signifie que ces forces ne sont plus à

l’équilibre pour le temps présent dans les sous-cycles. L’algorithme de sous-cyclage
en présence d’un effet de masse ajoutée important est encore à concevoir. Cette
algorithme pourra s’envisager à partir d’une version plus robuste de l’algorithme
implicite.

3.6 Conclusion

Une preuve de stabilité, avec des hypothèses de simplification, a été établie dans
la première partie de ce chapitre. Cette démonstration, établie avec l’hypothèse de
petites perturbations et sur des équations simplifiées, montre la stabilité du cou-
plage implicite avec les discrétisation temporelle de TrioCFD et Europlexus. Ce
travail préliminaire vise éventuellement l’élaboration d’une condition de CFL pour
le couplage entre TrioCFD et Europlexus.

Dans les parties 2 à 4, nous avons présenté les deux algorithmes de couplage mis
en place entre TrioCFD et Europlexus : l’algorithme explicite ISS et l’algorithme im-
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plicite. Nous avons observé que l’effet de masse ajoutée peut jouer un rôle important
dans la stabilité du couplage, ce qui est en accord avec la littérature. En utilisant un
cas test réputé pour avoir un effet de masse ajoutée significatif, nous avons établi
des domaines de stabilité pour les deux algorithmes. Ces analyses ont montré que
le couplage implicite développé remplit bien son rôle en permettant d’obtenir des
simulations stables avec des densités fluide et solide plus proches que le couplage
explicite, pour une même épaisseur. Cependant, il est important de noter que le
couplage implicite développé ne permet pas de simuler les cas les plus exigeants.

Enfin, en cinquième partie, une analyse des différentes échelles temporelles entre
TrioCFD et Europlexus a montré qu’il était crucial de développer un algorithme
de sous-cyclage pour que le couplage soit exploitable en terme de temps de calcul.
L’algorithme développé permet de réaliser des sous-cycles du solveur solide, ce qui
permet au solveur fluide d’avancer avec un pas de temps plus grand que sans sous-
cycle. Cet algorithme est très performant pour des cas qui peuvent être simulés
avec le couplage explicite, c’est-à-dire avec un effet de masse ajoutée peu significatif.
Dans ce genre de cas, le couplage implicite peut également être utilisé avec le sous-
cyclage pour améliorer la stabilité. Pour des cas plus complexes, avec un effet de
masse ajoutée important et simulable uniquement par le couplage implicite, le sous-
cyclage ne permet pas de préserver l’équilibre établi par le couplage implicite, et un
algorithme plus robuste doit être élaboré.
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Chapitre 4

Benchmark et validation en IFS

Dans ce dernier chapitre, nous abordons la question de la validation du couplage.
Ce chapitre constitue une première étape de validation pour le couplage TrioCFD-
Europlexus. Les validations sont réalisées uniquement avec des cas tests numériques.
La validation devra être complété à l’avenir par une validation physique et plus
complète. Les deux premières études sont réalisées avec des cas test de la littérature,
et dans la dernière partie, nous examinons un cas sans référence avec plusieurs
millions d’éléments, présentant un intérêt pour les simulations d’écoulement autour
d’une géométrie d’assemblage en interaction fluide-structure.

4.1 Écoulement dans une cavité avec paroi défilante
et membrane élastique

4.1.1 Présentation du cas test

Le cas test de l’écoulement dans une cavité avec une paroi défilante est un cas
bien connu et largement documenté en mécanique des fluides (Bozeman et Dalton,
1973), (Erturk et al., 2005). Il est fréquemment utilisé comme cas de référence pour
évaluer les performances et valider des codes de simulation. La géométrie de ce cas
test est illustrée dans la figure 4.1. Le domaine est un carré 2D de côté 1 m. Il y a

Densité ρ
(Kg·m3)

Viscosité
µf

(N·s·m−2)

Module
Young Es

(N·m2)

Poisson νs Diamètre
poutre (m)

Fluide 1 0.01 - - -
Solide 500 - 250 0 0.002

Table 4.1 – Paramètres du fluide et de la structure pour le cas test de l’écoulement
dans une cavité à paroi défilante.
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Figure 4.1 – Géométrie du cas test de l’écoulement avec paroi défilante. Le domaine
est de coté 1.

une entrée ΓD
f à gauche et une sortie du fluide ΓN

f à droite, à travers deux petites
cavités de tailles 0.125 m en haut du domaine. La paroi supérieure du domaine est
une paroi défilante oscillante entre 0 et 2 m·s−1 sur une période de 5 secondes. La
vitesse du fluide sur cette paroi est donnée par :

u(x, 0) = (1− cos(
2πt

5
), 0). (4.1)

La condition d’entrée du fluide impose une décroissance linéaire de cette vitesse le
long de ΓD

f .
L’extension de ce cas test en cas de référence pour l’interaction fluide-structure

est réalisée en utilisant la frontière inférieure du domaine comme une membrane très
fine (hs = 0.002) et extrêmement souple. Les coefficients de références du fluide et de
la structure sont présentés dans le tableau 4.1. Le module de Young de la structure
est extrêmement faible, induisant ainsi une structure extrêmement souple.

Les maillages fluide et structure utilisés sont illustrés dans la figure 4.2. Pour le
maillage fluide, on observe une augmentation linéaire de la taille des mailles entre les
cavités et l’interface fluide-structure. Ce choix est motivé par les importants dépla-
cements prévus de la membrane pendant la simulation. L’équation de mouvement
de grille ne tolère pas les grands déplacements, donc l’utilisation de grandes mailles
sur l’interface fluide-structure permet d’éviter un écrasement des mailles trop im-
portant. Ainsi, bien que la discrétisation du maillage fluide ne soit pas idéale pour
une validation, dans la littérature, les maillages de références sont des grilles carrées
de taille 32× 32, ce qui ne conduit pas à une discrétisation beaucoup plus fine que
celle que nous utilisons.

4.1.2 Analyse des résultats

Ce test en interaction fluide-structure peut être extrait et comparé avec les ar-
ticles suivants : (Wall et al., 2000), (Kassiotis et al., 2011), (Vázquez, 2007). Dans
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4.1 Écoulement dans une cavité avec paroi défilante et membrane élastique

(a) (b)

Figure 4.2 – Maillage des domaines fluide et solide. (a) Maillage du domaine fluide
en bleu. (b) Maillage du domaine solide en violet avec 21 points de discrétisations.

ces articles, la taille des cavités peut varier légèrement. La géométrie exacte que nous
utilisons est celle de (Vázquez, 2007). Pour ce cas test, les données se concentrent
principalement autour du déplacement du point au milieu de la membrane.

Le couplage entre TrioCFD et Europlexus est initié avec un couplage implicite,
utilisant un seuil ϵ = 1 × 10−5 et un coefficient de relaxation ω = 0.7. Dans ce cas
test, nous n’avons pas recours au sous-cyclage, car les coefficients de la membrane
imposent une condition CFL du solide peu contraignante par rapport au pas de
temps du fluide. Ainsi, les pas de temps fournis par le solveur fluide et solide sont
du mêmes ordres de grandeurs.

Dans la figure 4.3, les résultats de la simulation sont présentés à cinq instants
différents (t = 2.5, 5, 7.5, 10 et 12.5 s) de gauche à droite. On observe des oscillations
de la vitesse de la paroi supérieure entre les deux premières images à 2.5 s et à 5 s.
La vitesse de la paroi supérieure atteint son maximum à 2.5 s, puis redevient nulle
à 5 s de simulation. Le mouvement de la paroi et l’écoulement du fluide provoquent
une recirculation du fluide dans le domaine, agissant sur la membrane de la structure
et induisant une première déformation de la membrane, principalement selon l’axe
y. Entre 7.5 et 10 s, la vitesse de la paroi supérieure oscille de nouveau et provoque
un deuxième déplacement de la membrane, principalement selon y. Dans la suite de
la simulation, le mouvement de la membrane se répète de manière identique à celui
observé aux temps 10 et 12.5 s.

Pendant les oscillations, lorsque les amplitudes maximales de la membrane sont
atteintes, la compression des mailles est proche du maximum supporté par le mouve-
ment de la grille. Une oscillation légèrement plus importante que les autres provoque
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Figure 4.3 – Évolution de la vitesse du fluide en m·s−1 et des lignes de courant.
Temps t = 2.5, 5, 7.5, 10, 12.5 s de gauche à droite.

132



4.1 Écoulement dans une cavité avec paroi défilante et membrane élastique

Figure 4.4 – Déplacement maximal de la paroi à t = 18.9 s de simulation.

0 5 10 15 20 25 30 35 40
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[Vasquez, 2007]
hs = 0.002
hs = 0.004

Figure 4.5 – Comparaison du déplacement du point au milieu de la membrane
pour l’épaisseur de référence hs = 0.002 m en orange, une épaisseur deux fois plus
grande hs = 0.004 m en vert et la référence (Vázquez, 2007) en bleue.
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l’arrêt de la simulation à t = 18.9 s. La compression maximale de cette oscillation,
et donc le temps final du calcul, est observable dans la figure 4.4.

La comparaison avec la référence (Vázquez, 2007) est disponible dans la fi-
gure 4.5. La courbe verte correspond à la simulation avec l’épaisseur de référence.
Comme énoncé dans le paragraphe précédent, cette simulation s’arrête à 18.9 s en
raison d’une déformation trop importante des mailles autour de la membrane. Afin
d’obtenir une simulation complète, une simulation avec une épaisseur deux fois plus
importante est analysée, passant de hs = 0.002 à 0.004 m. Le déplacement pour
l’épaisseur hs = 0.004 m est représenté en vert, et celui pour l’épaisseur hs = 0.002
m en orange. Les observations sont énumérées dans les points suivants :

• Dans les premières secondes de la simulation, de 0 à 3 secondes, un début très
similaire est observé entre la référence de Vázquez et les simulations avec les
deux épaisseurs. L’amplitude maximale de la première itération est atteinte
pour les trois courbes légèrement après 5 secondes. À cet instant, on note un
déplacement maximal plus important pour nos deux simulations (supérieur à
0.15 m) par rapport à celui de Vázquez (inférieur à 0.15 m). La diminution de
la vitesse de la paroi supérieure provoque un retour élastique de la menbrane
visible par les trois courbes. La courbe pour l’épaisseur avec hs = 0.004 m re-
vient à une position identique à celle de Vázquez. Pour l’épaisseur de référence
hs = 0.002 m, le retour élastique est moins prononcé et donne une position
plus élevée que les deux autres.

• Lors de la deuxième oscillation, un déplacement nettement plus important
est obtenu pour les simulations. Pour TrioCFD-Europlexus : environ 0.25 m
pour les deux simulations contre 0.22 m pour la référence de Vázquez. Comme
lors de la première oscillation, la position finale de la courbe à la suite du
retour élastique fournit une bonne concordance entre la courbe de l’épaisseur
hs = 0.004 m et celle de Vázquez, mais pour l’épaisseur de référence, la position
est plus haute.

• La stabilisation des amplitudes maximales des trois courbes est atteinte à
partir de la troisième oscillation, vers environ 12.5 s. L’interruption de la si-
mulation à t = 18.9 s avec une épaisseur de hs = 0.002 m limite la possibilité
d’établir des comparaisons précises entre les trois courbes sur une période pro-
longée. Néanmoins, cette troisième oscillation et le comportement à long terme
de la courbe avec l’épaisseur hs = 0.004 m nous conduit à conclure que le dé-
placement du couplage TrioCFD-Europlexus est plus important en comparant
les simulations avec la même épaisseur. De plus, qu’il y a une bonne concor-
dance entre la courbe de référence et celle de l’épaisseur hs = 0.004 m. Les
amplitudes des oscillations ainsi que les périodes sont similaires pour les trois
courbes.

Les constatations précédentes nous amènent à la conclusion suivante : globale-
ment, dans le cas de la simulation avec l’épaisseur de référence hs = 0.002, nous
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Figure 4.6 – Comparaison du déplacement du point au milieu de la membrane
pour plusieurs références (Gerbeau et Vidrascu, 2003), (Vázquez, 2007), (Kassiotis
et al., 2011) et le couplage TrioCFD Europlexus pour l’épaisseur hs = 0.004 m.
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observons un déplacement plus important que dans les références étudiées. Cepen-
dant, plusieurs comportements similaires sont à noter. Tout d’abord, le début de la
simulation est quasi identique. Ensuite, la stabilisation des oscillations est obtenue
à partir de la troisième oscillation, et les amplitudes de déplacements sont proches.
Enfin, on observe une bonne concordance entre les périodes d’oscillations.

Diverses pistes doivent être envisagées pour expliquer ces différences. Tout d’abord,
le maillage à proximité de l’interface fluide-structure est grossier et devrait être af-
finé pour obtenir une meilleure précision. Ce raffinement sera possible en améliorant
le mouvement de la grille du domaine fluide. De plus, les paramètres physiques du
solide sont très singuliers. Pour le solveur solide Europlexus, il s’agit d’un cas d’étude
qui n’a jamais été testé auparavant. Enfin, les différences observées dans la littéra-
ture sont également conséquentes, comme le montre la figure 4.6 où nous traçons le
déplacement obtenu pour trois différentes références bibliographiques ainsi que celui
pour l’épaisseur hs = 0.004 m du couplage TrioCFD-Europlexus.

En résumé, nous avons introduit un premier cas test de validation initialement
présenté dans (Wall et al., 2000). Les résultats montrent un comportement similaire
entre le couplage TrioCFD-Europlexus et la littérature pour ce cas test, en particulier
pour la référence (Vázquez, 2007). Il faut noter que le déplacement du couplage
TrioCFD-Europlexus est globalement plus important. Mais cette différence est aussi
présente entre les différentes références de la littérature.
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A

B

Figure 4.7 – Domaine du cas test de Mok et position des points A et B pour la
comparaison.

4.2 Cas test de Mok

4.2.1 Présentation du cas test et utilisation de Kratos

Nous allons examiner un deuxième cas de validation bien établi dans la littérature
fluide-structure, à savoir le cas test de Mok (Mok et al., 2001), qui a déjà été présenté
dans la partie 3.3.2. Ce cas test a été choisi comme base pour tester les algorithmes
de couplages en raison de son effet de masse ajoutée significatif. Cependant, le
couplage implicite mis en place n’a pas été suffisant pour simuler ce cas test avec
les coefficients utilisés dans la littérature, comme indiqué dans le tableau 3.2. Pour
rappel, le rapport entre les deux densités dans notre cas limite est de 9.375, tandis
qu’il est de 1.5 pour les références de la littérature.

Afin de pouvoir comparer nos simulations, qui sont stables et exploitables malgré
l’utilisation de coefficients différents de ceux de la littérature, nous avons recours à un
autre outil : Kratos 1. Kratos est un logiciel open-source, multiphysique, développé en
C++. Il utilise une discrétisation éléments finis pour résoudre les problèmes fluides,
solides et d’interactions fluides-structures. Le module d’interaction fluide-structure
est validé et bien établi 2. Le cas test de Mok fait partie des validations effectuées
avec Kratos et est disponible dans les tests fournis avec le logiciel. Kratos dispose
d’un couplage partitionné implicite avec relaxation, ainsi que d’un algorithme de
couplage de Quasi-Newton.

Les informations géométriques et dimensionnelles du cas test peuvent être re-
trouvées dans le chapitre précédent, illustrées dans la figure 3.6. Dans la littérature,
la comparaison de ce cas test se réalise avec deux points, A et B, situés sur la poutre.
Le point A est positionné en haut de la poutre et le point B au milieu de celle-ci. La
position de ces points est indiquée dans la figure 4.7. Les grandeurs physiques obser-
vées pour la comparaison sont le déplacement de ces points et la pression appliquée
sur ces points.

La comparaison des résultats de Kratos avec la littérature pour le déplacement,

1. Kratos Multiphysics
2. Kratos Multiphysics Examples
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Figure 4.8 – Comparaison des solutions de références avec Kratos.

Densité ρ
(Kg·m3)

Viscosité µf

(N·s·m−2)
Module Young
Es (N·m2)

Poisson νs Épaisseur
poutre (m)

Fluide 150 0.145 - - -
Solide 1500 - 2.3× 106 0.45 0.005

Table 4.2 – Paramètres du cas test de Mok pour la comparaison entre le couplage
de Kratos et Europlexus-TrioCFD.

en utilisant les coefficients de références, est présentée pour le point A dans la fi-
gure 4.8. Elle est comparée avec deux références, dont l’une a déjà été citée pour
le cas test précédent (Vázquez, 2007). Cette comparaison montre une très bonne
concordance entre Kratos et les références. Il est à noter que Kratos simule un
déplacement maximal légèrement plus important.

4.2.2 Comparaison avec Kratos

L’outil Kratos a été présenté dans cette section dans le but d’ajuster les coef-
ficients du cas test de Mok pour obtenir une simulation de référence, permettant
ainsi de comparer avec le couplage Europlexus-TrioCFD avec Kratos. Par rapport
aux paramètres de référence, seule la densité du fluide a été modifiée pour atteindre
la valeur de ρf = 150, comme indiqué dans le tableau 4.2. Ce cas a déjà été simulé
dans la partie 3.4.1. Pour rappel, nous utilisons le couplage implicite avec relaxation
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pour le couplage entre Europlexus et TrioCFD, avec un seuil de convergence fixé à
1× 10−5.

Dans la figure 4.9, on compare la vitesse du fluide et les lignes de courant dans
le domaine pour les deux couplages. Pour t = 10 s et t = 20 s, on remarque une
zone de recircurlation du fluide derrière la poutre pour les deux couplages. Cette
recirculation est de taille et de forme semblable entre les deux couplages. De plus
nous avons une bonne concordance entre les valeurs élevées de la vitesse en haut de
poutre. Globalement, cette comparaison montre une bonne similitude entre les deux
couplages.

Dans les figures 4.10 et 4.11, les déplacements des points A et B, ainsi que les
pressions appliquées sur ces points, sont comparés. En ce qui concerne le déplace-
ment, on observe un déplacement plus important pour Kratos, mais une très bonne
similitude entre l’évolution des courbes. Le départ (entre 0 et 2.5 s) est identique
entre les deux simulations. Ensuite, la différence se développe jusqu’à atteindre la
flexion maximale de la poutre vers 8 s. Pour le point A, le déplacement maximal
est de 0.024 m pour Kratos contre 0.021 m pour le couplage Europlexus-Trio, soit
un écart d’environ 3 millimètres. Le retour élastique est ensuite de même amplitude
pour les deux simulations, et l’écart reste constant jusqu’à la fin de la simulation.

L’évolution de la pression dans la figure 4.11 est en accord avec le déplacement
observé. En effet, pour la pression appliquée aux points A et B, le début de l’aug-
mentation de la pression est identique jusqu’à 2.5 s, puis une différence s’accentue
pour les deux points entre les deux simulations, jusqu’à obtenir une différence d’en-
viron 1 Pa pour la valeur maximale atteinte entre 5 et 6 s de simulation. La phase
de diminution de pression (entre 6 et 10 s) est d’amplitude semblable entre les deux
simulations et pour les deux points. La pression est ensuite constante, avec une
différence d’environ 1 Pa entre les deux simulations.

Globalement, pour le cas test de Mok, la comparaison avec Kratos est satisfai-
sante. Des différences sont notables, notamment sur les valeurs minimales et maxi-
males des champs observés, mais les variations et l’évolution des grandeurs physiques
sont semblables. Il convient de rappeler que les maillages sont différents entre les
deux solveurs, que la discrétisation fluide de Kratos est en éléments finis et que
Kratos n’utilise pas de modèle de poutre pour la modélisation de la structure.
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Figure 4.9 – Vitesse du fluide autour de la poutre pour le couplage Europlexus-
TrioCFD à gauche et Kratos à droite. Les temps utilisés sont t = 2, 5, 10, 20 s de
haut en bas.
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Figure 4.10 – Comparaison des déplacements en x des points A et B de la poutre
entre le couplage Europlexus-TrioCFD et Kratos.
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Figure 4.11 – Comparaison de la pression appliquée aux points A et B entre le
couplage Europlexus-TrioCFD et Kratos.
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4.3 Lâché d’une poutre dans une géométrie d’as-
semblage simplifiée

4.3.1 Géométrie des domaines et mouvement de laché

Densité
ρ
(Kg·m3)

Viscosité
µf

(N·s·m−2)

Module
Young
Es

(N·m2)

Poisson
νs

Diamètre
poutre

Amortissement
de Rayleigh

Fluide 1000 0.001 - - - -
Solide 1000 - 1× 107 0.3 0.1

{
α = 0.005
β = 6.69× 10−5

Table 4.3 – Paramètres utilisés pour l’étude du lâché de poutre dans une configu-
ration assemblage.

Pour ce dernier cas test, nous construisons un cas qui se rapproche d’une géomé-
trie très simplifiée d’un écoulement autour d’un crayon d’assemblage. L’objectif de
ce cas test est de démontrer que le couplage développé entre TrioCFD et Europlexus
est capable de simuler un test raffiné sur un nombre important de processeurs. Pour
cette simulation, nous utilisons jusqu’à 3 millions d’éléments pour le maillage fluide,
calculé avec 120 processeurs.

La géométrie du fluide est celle d’un canal carré de longueur de h = 2 m et
de largeur de l = 0.21 m, orienté selon l’axe z. Le fluide s’écoule de bas en haut
autour d’une poutre centrée au milieu du canal de même longueur et de diamètre
d = 0.1 m. La poutre est encastrée au niveau des bords supérieur et inférieur du
maillage fluide. La poutre surfacique est modélisée avec une poutre 1D comportant
10 points de discrétisation. Les géométries du fluide et du solide sont représentées
respectivement dans les figures 4.12 et 4.13. Pour le solide, nous utilisons un modèle
de poutre (déjà présenté avec l’équation (3.49)) et la liaison MSBM permettant de
faire le lien entre la poutre surfacique avec un discrétisation fine induite par le fluide
et la poutre 1D avec 10 noeuds de discrétisation.

Les paramètres du fluide et du solide sont référencés dans le tableau 4.3. L’écou-
lement du fluide de bas en haut du domaine est constant en espace et augmente
de 0 à 1 seconde. La vitesse est nulle en début de simulation, augmente jusqu’à
1 seconde, puis est maintenue constante à une valeur de 0.05 m·s−1. On utilise la
fonction suivante pour moduler la vitesse en début de simulation :

∀x ∈ ΓD
f (t), u(x) =

(
0,

0.05

2

(
1− cos(πt)

)
, 0
)
. (4.2)

Avec les paramètres du fluide et sa vitesse, on peut calculer le nombre de Reynolds
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Figure 4.12 – Géométrie et taille du domaine fluide. (a) Vue de face de l’entrée
du fluide sur ΓD

f . (b) Vue le long des parois du domaine fluide ΓW
f .

(a) (b)

Figure 4.13 – Géométrie des domaines 1D et 2D du solide. (a) Poutre surfacique
en gris. (b) Zoom sur la poutre surfacique transparente et poutre 1D avec les points
de discrétisations en violet.
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de l’écoulement avec la formule suivante :

Re =
ρfDhVf

µf

(4.3)

Avec Dh le diamètre hydraulique de l’écoulement et Vf la vitesse caractéristique du
fluide. Dans cette configuration le diamètre hydraulique vaut :

Dh =
l2 πd

2

2

πd+ 4l
≈ 0.246. (4.4)

Ce qui donne donc un nombre de Reynolds :

Re =
ρfDhVf

µf

≈ 1230. (4.5)

La vitesse du fluide a été fixé de manière à ce que l’écoulement soit laminaire.
Pendant l’écoulement du fluide autour du solide, un lâché est réalisé au milieu de

la poutre. La poutre est soumise à un déplacement imposé de 0.2 m au cours de la
première seconde. Après cette période, la contrainte de déplacement est retirée de la
poutre, entraînant ainsi des oscillations selon l’axe x. Ce lâché, simulé exclusivement
par Europlexus, est illustré dans la figure 4.14. De plus, le déplacement du point
situé au milieu de la poutre pendant les 10 premières secondes du lâché est tracé
dans la figure 4.15. L’analyse de ce déplacement confirme que l’amortissement de
Rayleigh prescrit dans le solide est faible, car l’amplitude du déplacement ne diminue
pas au fil du temps.

4.3.2 Écoulement autour du lâché

Nous avons présenté dans la partie précédente les différentes caractéristiques du
cas test ainsi que le mouvement du lâché de la poutre. Dans cette section, nous
allons ajouter un écoulement autour de ce lâché et donc ajouter le couplage avec
TrioCFD.

Le couplage implicite est utilisé avec ce cas test avec 10 sous-cycles. Nous utilisons
un coefficient de relaxation ω = 0.7 et un seuil pour les résidus de 1×10−6. Différents
maillages sont utilisés afin d’améliorer la précision. Les caractéristiques des maillages
sont disponibles dans le tableau 4.4. La taille des mailles est homogène dans tout le
domaine.

Dans la figure 4.16, nous présentons le déplacement et la discrétisation du maillage
avec 3.7 millions d’éléments (maillage 3). Sur les figures 4.16 (a)-(b), une coupe du
maillage fluide le long de la poutre est réalisée, et nous avons zoomé au milieu de
la poutre. Les figures 4.16(c)-(d) représentent une coupe à travers le milieu de la
poutre. Les coupes sont réalisées à deux instants différents : à gauche lors du dé-
placement maximal de la poutre avant le lâché à t = 1 s, et à droite lors du retour
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(a) (b)

Figure 4.14 – Lâché de la poutre 1D et surfacique simulé uniquement par Euro-
plexus ; (a) Poutre à t = 1 s, le déplacement est maximal. (b) Poutre à t = 1.3 s
durant sa première oscillation.
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Figure 4.15 – Déplacement du point en milieu de poutre pendant le lâché simulé
par Europlexus.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.16 – Déplacement de la poutre et du maillage fluide avec 3.7 millions
d’éléments. (a), (b) Coupe le long de la poutre et zoom sur le milieu de poutre. (c),
(d) Coupe à travers le milieu de la poutre. Temps de simulation t = 1 s (a)-(c) et
t = 1.3 s (b)-(d).
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Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3

Nb
éléments
fluide (3D)

86260 963937 3700925

Nb
sommets
fluide

15150 165957 628607

Nb
éléments à
l’interface
(2D)

3232 12800 51200

Nb
sommets à
l’interface

1616 6432 25728

Nb proces-
seurs pour
le fluide

4 33 120

Table 4.4 – Nombre d’éléments et de sommets pour les trois maillages utilisés.

élastique de la poutre à t = 1.3 s, la plaçant dans la position maximale de sa première
oscillation.

Le déplacement de la poutre ainsi que la vitesse du fluide dans les directions
x (perpendiculaire à la poutre) et z (le long de la poutre) sont présentés dans les
figures 4.17 et 4.18 à quatre instants de la simulation. Des coupes du domaine
fluide selon z avec le maillage 2 ont été affichées. Pour l’écoulement selon x dans la
figure 4.17, les coupes sont réalisées à t = 1, 1.2, 1.4 et 1.7 s, c’est-à-dire légèrement
avant l’amplitude maximale atteinte par la poutre à chaque oscillation. On observe
que la vitesse suit le déplacement de la poutre. Elle est moins importante pendant la
deuxième oscillation. En ce qui concerne l’écoulement selon z dans la figure 4.18, les
coupes sont réalisées aux amplitudes maximales de la poutre. Les oscillations de la
poutre confinent le domaine fluide, entraînant une diminution de la vitesse du fluide
là où le confinement est plus important, et une augmentation de la vitesse du côté
opposé, c’est-à-dire là où le fluide est moins confiné. On peut également observer
que la couche limite le long de la poutre se forme dès les premiers centimètres de
l’écoulement.

Le lâché de la poutre a été simulé dans un écoulement hydraulique. Afin de
compléter l’étude, nous effectuons le même lâché, mais dans un écoulement aéro-
dynamique avec des coefficients ρf = 1 kg·m−3 et µf = 15.6 × 10−6 N·m−2. Les
résultats des différents déplacements selon la nature de l’écoulement sont tracés
dans la figure 4.19. Nous comparons également ces déplacements avec le lâché de
la simulation sans couplage avec Europlexus uniquement. Les simulations ont été
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réalisées avec le maillage 1, c’est-à-dire avec 0.1 million d’éléments. Nous observons
une très bonne similitude entre le déplacement de la poutre dans l’air et sans cou-
plage. Pour le déplacement avec un écoulement hydraulique, nous constatons un
fort amortissement dès la première oscillation. L’amplitude des oscillations diminue
ensuite rapidement pour s’annuler vers 8 secondes de simulation. La comparaison
entre le couplage du lâché avec l’écoulement en air est un résultat satisfaisant. En
effet, l’écoulement de l’air, produit des forces fluide très faible sur la poutre et donc
les oscillations provoqués par le lâché doivent être similaires à un lâché dans le vide.

Enfin, dans la figure 4.20, le déplacement du point au milieu de la poutre est
tracé pour les 3 maillages présentés dans le tableau 4.4. Les deux premières oscil-
lations (entre 1 et 2 s) de la simulation montrent que le raffinement des maillages
provoque un déplacement plus important. On observe également un déphasage dès
la deuxième oscillation, induisant une fréquence plus grande pour les maillages avec
le plus d’éléments. Le déphasage s’intensifie tout au long de la simulation. À environ
3.6 secondes de simulation, on constate que la poutre avec 0.1 million d’éléments
a effectué 5 oscillations complètes contre 4.5 pour le maillage avec 5 millions d’élé-
ments. Il ne semble pas y avoir de tendance claire concernant l’amortissement en
fin de simulation. Le maillage avec 0.1 million d’éléments semble le moins amorti à
5 s de simulation, celui avec 1 million d’éléments le plus amorti, et le maillage à 6
millions d’éléments se situe entre les deux.

La simulation de ce cas test nous a permis de montrer que le couplage peut
fonctionner sur des cas conséquents avec plusieurs millions de mailles et avec une
centaine de processeurs. Ce cas test a également été simulé avec les algorithmes
principaux mis en place dans cette thèse : l’algorithme implicite et le sous-cyclage. La
validation physique de ce cas test ne pourra pas être entreprit dans le cadre de cette
thèse, mais constitue une piste intéressante pour comprendre certains phénomènes
physiques dans les configurations d’assemblage, tels que l’effet de l’amortissement
sur le fluide.
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4.3 Lâché d’une poutre dans une géométrie d’assemblage simplifiée

Figure 4.17 – Évolution du déplacement et de la vitesse du fluide selon x à 4
instants t = 1, 1.2, 1.4, 1.7 de gauche à droite. Les coupes du domaine fluide sont
réalisés selon l’axe z.
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Chapitre 4 : Benchmark et validation en IFS

Figure 4.18 – Évolution du déplacement et de la vitesse du fluide selon x à 4
instants t = 1, 1.3, 1.5, 1.8 de gauche à droite. Les coupes du domaine fluide sont
réalisés selon l’axe z.
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4.3 Lâché d’une poutre dans une géométrie d’assemblage simplifiée
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Figure 4.19 – Évolution du déplacement en x du point en milieu de poutre pour
le lâché couplé avec un écoulement d’eau (en bleu), un écoulement d’air (en violet)
et sans couplage (en rouge). Le maillage utilisé est le 1.
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Chapitre 4 : Benchmark et validation en IFS
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Figure 4.20 – Évolution du déplacement en x du point en milieu de poutre avec
un écoulement hydraulique pour les différents maillages.
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Conclusion et perspectives

Cette thèse s’intéresse à l’interaction entre l’écoulement d’un fluide incompres-
sible et la dynamique non-linéaire d’une structure en mouvement. L’accent est prin-
cipalement mit sur l’étude et la mise en œuvre du couplage entre TrioCFD et Euro-
plexus. Ce couplage vise à simuler à l’échelle locale des situations d’intérêts pour le
CEA dans le contexte de la performance et de la sûreté du parc nucléaire, telles que
l’étude des assemblages de combustible soumis à des vibrations. Le développement
et l’analyse du couplage sont détaillés progressivement à travers quatre chapitres
distincts.

Dans le premier chapitre, les schémas numériques discrétisant spatialement et
temporellement le fluide et la structure sont présentés. Les équations fluides sont
discrétisées spatialement avec une approche volumes-éléments finis, choisi pour ses
avantages en termes notamment de conservation locale des quantités et de maîtrise
des modes parasites en pression. Une discrétisation d’Euler implicite est utilisée pour
le schéma temporel du fluide. Concernant les équations solides, elles sont discrétisées
spatialement par une approche éléments finis. Afin de simuler les fortes non-linéarités
de la structure, parfois sources de difficultés de convergence pour les algorithmes
itératifs, Europlexus utilise le schéma temporel explicite des différences centrées. Le
schéma explicite implique une contrainte sur le pas de temps, importante à prendre
en compte pour le couplage.

Dans le deuxième chapitre, l’approche ALE pour le fluide est présentée, elle vise à
prendre en compte le mouvement des bords du domaine fluide imposée par la struc-
ture. L’équation régissant le mouvement de grille a été particulièrement étudiée et
a donné lieu à une publication (Leprevost et al., 2023). Dans cette étude, nous pré-
sentons une nouvelle méthode pour calculer ce mouvement de grille. Cette méthode
a été développée en transformant l’équation elliptique, initialement proposée dans
TrioCFD, en équation hyperbolique, discrétisée par un schéma temporel explicite.
L’objectif est de réduire le coût de calcul de l’équation elliptique grâce à une résolu-
tion explicite, tout en préservant la solution physique. La performance de la méthode
a été étudiée à travers un cas test 3D significatif démontrant que cette approche per-
met une réduction efficace des coûts avec le bon choix de paramètres. Le mouvement
de la grille fluide pourrait être encore amélioré en augmentant la taille maximale
des déplacements tolérés aujourd’hui dans TrioCFD. Parmi les approches possibles,
le passage à une équation biharmonique pourrait par exemple aider à prendre en
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compte des mouvements de frontières complexes. Le coût de calcul d’une telle ap-
proche est initialement important et pourrait être minimisé en appliquant la même
démarche de transformation d’une équation elliptique en équation hyperbolique.

Dans le troisième chapitre, nous étudions le couplage fluide-structure mis en
œuvre entre les deux solveurs. Dans une première partie, nous présentons une preuve
analytique de stabilité d’un couplage implicite entre des équations fluide et structure
discrétisées avec les schémas temporels de TrioCFD et Europlexus. Les équations
sont simplifiées et la preuve est établie avec une hypothèse de petites perturbations,
classique dans ce type d’analyse. Les algorithmes de couplages explicite (ISS ) et im-
plicite, développés entre TrioCFD et Europlexus, sont ensuite détaillés. La stabilité
de chaque algorithme est étudiée à travers un cas test exigeant, où l’effet de masse
ajoutée relatif au rapport de densité entre fluide et structure est augmenté pro-
gressivement, provoquant une perturbation de l’équilibre des champs sur l’interface
fluide-structure. Les résultats montrent qu’un algorithme de couplage implicite est
indispensable afin de simuler des cas tests avec un effet de masse ajoutée important.
Enfin, nous nous intéressons aux performances du couplage en termes de coût de
calcul. Dans les cas traités, la condition de stabilité de Europlexus impose un pas de
temps 100 à 200 fois plus petit que celui du fluide, alors que le temps de résolution
du problème de structure est environ 1500 fois plus petit que celui du problème
fluide. Il est donc impératif que le solveur fluide avance avec un pas de temps plus
important. Afin de répondre à cette contrainte, un algorithme de sous-cyclage tem-
porel est proposé. Les résultats montrent une performance très satisfaisante de cet
algorithme, permettant de réduire jusqu’à 80 fois le temps de calcul d’une simulation
sans sous-cyclage pour le cas traité

Suite à ce troisième chapitre, de nombreuses perspectives d’amélioration et de
développement s’ouvrent. Tout d’abord, l’algorithme implicite développé ne suffit
pas à simuler les cas impliquant les effets de masse ajoutée les plus forts. Il serait
nécessaire d’explorer des méthodes améliorant la convergence ou de concevoir un
algorithme implicite plus robuste afin de traiter les cas les plus exigeants décrits
dans la littérature. Par ailleurs, l’étude sur l’algorithme de sous-cyclage a révélé que
ce dernier ne pouvait pas simuler des cas présentant un effet de masse ajoutée trop
important, même en utilisant une combinaison avec le couplage implicite actuel. Par
conséquent, une refonte de l’algorithme de sous-cyclage est nécessaire pour préserver
la stabilité instaurée par un couplage implicite.

Enfin dans le dernier chapitre de cette thèse, une validation du couplage est en-
treprise. Nous comparons les résultats du couplage TrioCFD-Europlexus avec ceux
de la littérature à travers deux cas tests 2D. Pour les deux cas tests, une bonne
similitude est observée en terme de comportement physique, malgré des différences
modérées attribuables principalement à des incertitudes de modélisation. Il est im-
portant de souligner que cette validation, essentiellement numérique, n’est pas com-
plète et qu’elle devra être complétée par une validation physique utilisant des valeurs
expérimentales. Néanmoins, elle constitue une solide base. Pour conclure ce dernier
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chapitre, un calcul démonstratif est présenté dans une configuration d’assemblage
très simplifiée. L’objectif de ce cas test est de démontrer que le couplage permet
de simuler une configuration d’intérêt pour le CEA en utilisant tous les algorithmes
mis en œuvre dans cette thèse. Ce cas test est discrétisé avec plusieurs millions
d’éléments et est calculé en parallèle sur une centaine de processeurs.

Au final, cette thèse a abouti à la mise en œuvre d’un couplage aujourd’hui
fonctionnel et efficace. En outre, elle a aussi permis d’identifier les points faibles
et les points forts de ce couplage. Bien que certains algorithmes puissent encore
être améliorés, le couplage constitue actuellement une base solide pour l’étude et la
compréhension des mécanismes d’interaction fluide-structure à l’échelle locale. Ce
couplage pourrait, par exemple, contribuer à étudier deux phénomènes physiques
encore mal connus : d’une part, les mécanismes pilotant l’amortissement induit par
le fluide en écoulement autour d’une structure sur ses caractéristiques vibratoires, et
d’autre part, l’effet de la présence d’un fluide dense (stagnant ou sous écoulement)
sur les forces d’impact entre deux structures immergées.
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