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Résumé
L’objectif de cette étude est de développer des méthodes d’identification de paramètres

mécaniques et de conditions aux limites, en exploitant des mesures de champs de déplacement
surfacique, pour des solides fabriqués avec des matériaux isotropes fragiles. Dans un premier
temps, en considérant le comportement fragile dissymétrique en traction/compression, l’essai
de fendage a été exploité pour identifier les paramètres mécaniques bi-modules en plus de la
contrainte limite à la rupture. Une méthode semi-analytique d’identification, sur mesure pour
cet essai, a été mise en place en se basant sur l’expression analytique du champ de contraintes et
prenant en compte le comportement dissymétrique pour le calcul des champs de déformation et
de déplacement. L’algorithme mis en place permet d’exploiter les mesures d’imagerie en surface,
et de simuler les techniques couramment utilisées dans la littérature pour l’identification des
paramètres mécaniques. L’efficacité et la robustesse de cette méthode ont été démontrées en
utilisant des données synthétiques bruitées et des mesures expérimentales.

Dans un second temps, les mesures en surface ont été exploitées pour identifier les conditions
aux limites sur une frontière inaccessible du solide. Ces mesures étant faites sur une surface libre
de tout chargement, elles sont considérées comme des conditions aux limites surabondantes sur
cette surface (conditions de Neumann et Dirichlet). A partir de la définition du problème de
Cauchy pour des données surabondantes, une méthodologie d’identification prenant en compte
le comportement dissymétrique du matériau et l’évolution de l’endommagement, a été mise
en place. Dans cette méthodologie, deux phases de comportement linéaire et non linéaire sont
considérées. Dans la première phase, le comportement est dissymétrique sans évolution de
l’endommagement. Dans la seconde phase, l’évolution de l’endommagement est prise en compte.
Les mesures de la première phase sont exploitées pour résoudre le problème de Cauchy et
identifier les conditions aux limites manquantes, via la minimisation d’une erreur en relation de
comportement. Les champs de déplacement et de traction de surface, identifiés dans la première
phase, ainsi que les mesures, sont exploités dans la seconde phase pour résoudre le problème
non linéaire directe avec évolution de l’endommagement. L’efficacité de cette méthodologie a
été démontrée en utilisant des données synthétiques bruitées et des données expérimentales.

Pour compléter cette étude, compte tenu du développement rapide de l’apprentissage pro-
fond, une exploitation du PINN (Physic-Informed Neural Networks) a également été réalisée
pour résoudre les problèmes directs, identifier les paramètres mécaniques et les conditions aux
limites dans la phase du comportement linéaire. La comparaison des résultats a permis de
mettre en évidence le potentiel du PINN pour résoudre les problèmes directs et inverses, et
d’émettre des perspectives à venir.

Les données expérimentales utilisées dans cette thèse ont été obtenues avec une matrice
minérale à base de liant ettringitique et de TiO2. Cette matrice a été développée dans le cadre
du projet région RICO2C.

Mots clés : identification, problèmes inverse, erreur en relation de comportement, para-
mètres mécaniques, conditions aux limites, endommagement, apprentissage profond, matériau
isotrope fragile.
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Abstract
The aim of this study is to develop methods for identifying mechanical parameters and boun-

dary conditions, exploiting surface displacement field measurements, for solids made from isotro-
pic brittle materials. Initially, considering asymmetric brittle behavior in tension/compression,
the splitting tensile test was exploited to identify bi-modulus mechanical parameters in addition
to the ultimate tensile stress. A semi-analytical identification method, tailor-made for this test,
was implemented, based on the analytical expression of the stress field and taking into account
the dissymmetrical behavior for the calculation of the strain and displacement fields. The al-
gorithm used exploits surface imaging measurements, and simulates the techniques commonly
used in the literature to identify mechanical parameters. The efficiency and robustness of this
method have been shown using noisy synthetic data and experimental measurements.

Secondly, surface measurements were used to identify boundary conditions on an inacces-
sible solid boundary. As these measurements are made on a surface free of any loading, they
are considered as overspecified boundary conditions on this surface (Neumann and Dirichlet
conditions). Based on the definition of the Cauchy problem for overspecified data, an identifica-
tion methodology was developed that takes into account the material’s asymmetrical behavior
and the evolution of damage. In this methodology, two phases of linear and non-linear behavior
are considered. In the first phase, the behavior is dissymmetrical with no damage evolution. In
the second phase, damage evolution is taken into account. Measurements from the first phase
are used to solve the Cauchy problem and identify missing boundary conditions, by minimi-
zing a constitutive relation error. The surface displacement and tensile fields identified in the
first phase, together with the measurements, are exploited in the second phase to solve the di-
rect nonlinear problem with damage evolution. The effectiveness of this methodology has been
shown using noisy synthetic data and experimental data.

To complement this study, and in view of the rapid development of deep learning, PINN
(Physic-Informed Neural Networks) was also exploited to solve direct problems and identify
mechanical parameters in the linear behavior phase. Comparison of the results highlighted the
potential of PINN for solving both direct and inverse problems, and suggested future prospects.

The experimental data used in this thesis were obtained with a mineral matrix based on
ettringite binder and TiO2. This matrix was developed as part of the RICO2C regional project.

Keywords : identification, inverse problems, constitutive relation error, mechanical para-
meters, boundary conditions, damage, deep learning, brittle isotropic material.
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Introduction générale

Les matériaux composites occupent une place croissante dans les secteurs industriels grâce à
leurs propriétés mécaniques exceptionnelles, telles que la légèreté, la résistance et la durabilité.
Parmi ces composites, les matériaux renforcés par textiles, comme le béton renforcé de textiles
(TRC : Textile Reinforced Concrete) et le mortier renforcé de textiles (TRM : Textile Reinforced
Mortar), ont suscité un intérêt accru ces dernières années. Ils sont largement utilisés tant dans
la construction de nouvelles structures que dans la réparation et le renforcement des structures
existantes.

Les matrices minérales, élément essentiel du TRC et du TRM, influencent directement les
performances mécaniques globales de ces matériaux composites. Comme tous les matériaux
fragiles ou quasi-fragiles, leur résistance à la traction est bien inférieure à leur résistance à la
compression. Ainsi, des micro-fissures peuvent facilement se former à l’intérieur des matériaux
pendant la fabrication, entraînant une loi de comportement dissymétrique et des endommage-
ments asymétriques locaux.

Cette fragilité inhérente pose des défis significatifs pour leur utilisation dans la construc-
tion. Par conséquent, il est crucial de développer des méthodologies permettant d’identifier les
paramètres mécaniques, ainsi que les réponses et l’endommagement des matériaux fragiles sous
diverses charges. Cela permettra une meilleure compréhension et modélisation de ces matériaux,
garantissant ainsi la sécurité et la durabilité des structures, ainsi qu’une évaluation précise de
leurs performances mécaniques.

La Corrélation d’Images Numériques (CIN) est une technologie de mesure optique avancée
et non-intrusive. Grâce à son coût abordable, sa facilité d’utilisation et la précision de ses
mesures, la technologie de CIN a considérablement contribué au développement des problèmes
inverses. En fournissant des champs de mesure surfaciques riches en détails, cette technologie
permet d’améliorer significativement les résultats d’identification.

Par conséquent, l’objectif principal de cette thèse est de développer des méthodologies pour
identifier les paramètres mécaniques, les conditions aux limites et l’endommagement en utili-
sant des mesures de champs de déplacement surfacique, appliquées à des solides constitués de
matériaux isotropes fragiles.

En tenant compte du comportement dissymétrique en traction et en compression, le concept
de paramètres bi-module a été utilisé pour décrire les matériaux isotropes fragiles. Ainsi, parmi
les expérimentations réalisées, l’essai de compression a été utilisé pour déterminer la résistance
à la compression, tandis que l’essai de fendage a été employé pour identifier les paramètres
mécaniques bi-module et la résistance à la traction. En considérant l’insuffisance du développe-
ment du modèle bi-module correspondant dans la Méthode des Éléments Finis (MEF), ainsi que
l’exploitation incomplète des champs surfaciques, la méthode d’identification avec la solution
semi-analytique pour l’essai de fendage a été étudiée et mise en œuvre. Grâce à la solution de
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champ de déplacement semi-analytique obtenue à partir des équations de champ de contrainte
sur l’essai de fendage et de la loi de Hooke généralisée, cette méthode minimise les écarts entre
les champs de mesure surfaciques et les données analytiques pour identifier les paramètres
mécaniques bi-module des matériaux isotropes fragiles. De plus, en combinant les études exis-
tantes, les mesures obtenues par d’autres techniques couramment utilisées peuvent également
être adoptées dans cette méthode. En utilisant des données synthétiques et des mesures de CIN,
son efficacité et sa robustesse sont bien démontrées.

Bien que la technique CIN permette de fournir des champs de déplacement surfaciques pré-
cis, ses limites ne sont pas négligeables. Les erreurs de corrélation d’images aux frontières de la
surface restent significatives, et en particulier, les mesures sur des frontières de chargement ou
inaccessible sont souvent difficiles voir impossibles. Ces limites affectent de manière significative
les évaluations du comportement et de la sécurité des structures dans les domaines industriels
et en ingénierie. Pour surmonter ces limites, et en se basant sur la connaissance des condition
aux limites surabondantes sur une frontière facilement accessible, une méthode de résolution
du problème de Cauchy associé [2, 3, 4] est adopté pour l’identification des conditions aux
limites sur la frontières inaccessible. Par conséquent, tenant compte du cadre non linéaire de la
loi de comportement des matériaux fragiles, une méthodologie d’identification des conditions
aux limites sur la frontière inaccessible et de l’endommagement dans le solide, en utilisant
des données surabondantes a été développée. Cette méthodologie se compose de deux étapes.
Dans la première étape, l’identification des conditions aux limites dans la phase de compor-
tement linéaire est réalisée par la résolution du problème de Cauchy linéaire en minimisant
une fonctionnelle erreur en relation de comportement. Dans la deuxième étape, l’identification
des conditions aux limites et de l’endommagement dans la phase non linéaire est effectuée par
la résolution du problème direct non linéaire en utilisant les conditions aux limites identifiées
dans la phase linéaire. L’efficacité et la robustesse de cette méthodologie ont été démontrées à
travers des applications utilisant des données synthétiques et expérimentales.

En raison de l’augmentation des recherches sur l’apprentissage profond dans les problèmes
directs et inverses, nous avons exploré l’utilisation des modèles de réseaux de neurones informés
par la physique (PINNs : Physics-Informed Neural Networks) pour développer de nouvelles ap-
proches et perspectives pour l’identification des paramètres et des conditions aux limites. Ainsi,
les applications des modèles de PINNs ont été mises en œuvre pour la modélisation numérique
du problème direct, l’identification des paramètres mécaniques et la détermination des condi-
tions aux limites dans la phase de comportement linéaire. Les comparaisons des résultats ont
clairement démontré le potentiel de ces modèles d’apprentissage profond pour résoudre les pro-
blèmes directs et inverses en mécanique des solides, offrant ainsi une nouvelle voie pour aborder
des problèmes similaires à l’avenir.

Pour structurer les différents aspects abordés lors de ces travaux de recherche, ce manuscrit
est divisé en quatre chapitres.

Le premier chapitre présente principalement le contexte général de l’étude, un modèle de
comportement dissymétrique pour décrire les matériaux isotropes fragiles, l’analyse et l’intro-
duction de la technique CIN, et les dispositifs expérimentaux nécessaires dans ces travaux de
recherche.

Le deuxième chapitre se concentre sur l’étude de la méthodologie d’identification des para-
mètres mécaniques bi-module. Il inclut la présentation de la loi de comportement dissymétrique,
les expérimentations réalisées, les études et la comparaison des méthodes d’identification exis-
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tantes, le développement de la solution analytique de champ de déformation ainsi que la solution
semi-analytique de champ de déplacement associée, la méthode d’identification des paramètres
mécaniques bi-module et les applications avec les données synthétiques et expérimentales cor-
respondantes.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude de la méthodologie d’identification des condi-
tions aux limites et de l’endommagement. Il présente le modèle de comportement dissymétrique
avec évolution de l’endommagement, la description des problèmes de Cauchy et de Complétion
des Données, la résolution de la minimisation de la fonctionnelle erreur en relation de compor-
tement, les algorithmes de minimisation correspondants, le pilotage des conditions aux limites
et de l’endommagement développée, ainsi que les applications avec les données synthétiques et
expérimentales.

Le quatrième chapitre est dédié à l’étude des PINNs dans les problèmes directs et inverses
pour la mécanique des solides dans la phase de comportement linéaire. Il contient une intro-
duction à l’apprentissage automatique et à l’apprentissage profond, une explication détaillée
des principes, de l’architecture et de la démarche des PINNs, les améliorations de base et les
techniques avancées correspondantes basées sur les études existantes, les applications des di-
vers modèles de PINNs dans la modélisation numérique du problème direct, l’identification des
paramètres mécaniques et des conditions aux limites, ainsi que les comparaisons des résultats
obtenus.

Enfin, une conclusion générale résume tous les travaux de recherche réalisés et présente des
perspectives pour les recherches futures.
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Chapitre 1

Contexte et État de l’art de l’étude

Ce chapitre a pour principal objectif de présenter le contexte de l’étude, le matériau étudié
ainsi que la loi de comportement correspondante, et les dispositifs nécessaires à
l’expérimentation. Nous débutons par une présentation du cadre de recherche au sein de notre
laboratoire LMC2.

Sommaire
1.1 Contexte de l’étude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Loi de comportement de la matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2.1 Revue de quelques modèles de comportement . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.2 Modèle de Badel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 Dispositif expérimental et mesure du champ de déplacements . . 11
1.3.1 Dispositif Expérimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3.2 Méthode de mesure CIN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.3 Mesure de champs surfaciques avec CIN . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.1 Contexte de l’étude

L’activité scientifique du Laboratoire des Matériaux Composites pour la Construction (LMC2

EA 7427 - Université Lyon 1), porte sur l’étude des matériaux et des structures composites et
plus particulièrement sur l’analyse expérimentale et la modélisation du comportement d’ouvrage
ou de parties d’ouvrages de génie civil (béton armé, béton précontraint, bois, métal) renforcés
par des matériaux composites. La démarche générale adoptée s’inscrit dans le domaine des
sciences de l’ingénierie et vise à développer l’ingénierie performancielle des multi-matériaux
intégrant les contraintes du développement durable en génie civil. Elle consiste à considérer
l’interaction entre matériaux et structures en intégrant de façon prioritaire les procédés.

Le LMC2 s’intéresse au développement d’une recherche interactive entre la formulation ro-
buste de nouveaux matériaux conférant une plus grande fiabilité et durabilité des infrastructures
et l’amélioration des conditions de sécurité des usagers pour des conditions d’exploitation ou
d’environnement évolutives.

Dans ce contexte, ce développement relève d’une démarche classique de type « multi-échelles
» visant à prévoir les réponses des matériaux et des structures lors de leur transformation et
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en service sous des sollicitations couplées pour des échelles de temps importantes. Ainsi, la
prédiction de propriétés s’appuiera sur l’identification et la modélisation des interactions entre
nano, micro, méso et macro-échelles et devra déboucher sur la formulation de matériaux «
robustes » qu’il sera possible de caractériser et de modéliser sous sollicitations de service ou en
cours de transformation pour juger de leur fiabilité et optimiser leur cycle de vie au sein des
structures.

Parmi ces travaux, les composites à renfort textile, TRC (Textile Reinforced Concrete) et
TRM (Textile Reinforced Mortar) ont constitué l’un des principaux axes de recherche, notam-
ment l’analyse du comportement du TRC au jeune âge [5], l’évaluation du comportement à la
traction du TRC [6], et la réalisation d’essais sur des systèmes renforcés par TRM [7].

Le TRC et le TRM sont des matériaux innovants qui combinent des filaments avec une
matrice minérale contenant des granulats très fins, qui suscitent de plus en plus d’intérêt au
cours des dernières années [8, 9]. Grâce à leurs propriétés uniques, ces matériaux composites
offrent un potentiel significatif dans le domaine industriel.

Les matrices minérales, tel que le béton ou le mortier, sont des matériaux fragiles, très lar-
gement utilisés dans la construction d’infrastructures, notamment pour les ponts, les routes, et
les bâtiments, grâce à leurs propriétés remarquables telles que leur grande solidité et leur longue
durabilité. Toutefois, en raison de leur nature fragile ou quasi-fragile et des défauts inhérents
à leur composition, la résistance à la traction de ces matériaux est nettement inférieure à la
résistance à la compression. En conséquence, ces matériaux sont particulièrement susceptibles
de s’endommager dès l’apparition de la première fissure [10].

Le béton armé, constitué d’armatures en acier intégrées au béton, représente l’un des ma-
tériaux composites les plus populaires et largement utilisés à ce jour. En tant que matériau
composite, le béton armé combine les avantages de l’acier, ce qui améliore significativement sa
résistance à la traction et au cisaillement [11, 12]. En outre, la présence d’armatures permet
également un meilleur contrôle de la propagation des fissures [13]. Néanmoins, après une longue
période d’utilisation, la corrosion de l’acier à l’intérieur du béton, en particulier dans les zones
fissurées, représente une grande préoccupation, car elle peut réduire la solidité de la structure
et poser des problèmes de sécurité [14, 15]. De plus, les coûts de production élevés, la manipu-
lation difficile en raison du poids et les contraintes de forme sont également des inconvénients
à considérer dans son utilisation.

En comparaison avec ces matériaux de construction traditionnels, en fonction du type de
textile, de la composition de la matrice minérale, et de pré-traitements tels que la technologie de
pré-imprégnation [16], les propriétés mécaniques, telles que la résistance à la traction du TRC ou
du TRM, ont été significativement améliorées à différents niveaux [17] et permettent un meilleur
contrôle de la propagation des fissures lors de l’endommagement [18]. Ils maintiennent non
seulement une performance mécanique remarquable même à haute température [19], mais, grâce
à l’utilisation de textiles pour le renforcement, ils ne souffrent pas du problème de corrosion,
ce qui les rend plus durables et écologiquement viables [20]. Par ailleurs, la réduction de la
quantité de matrice nécessaire pour envelopper le textile signifie que les applications du TRC
et du TRM sont plus souples, plus légères et mieux adaptées à l’architecture moderne [21],
aussi bien qu’aux travaux de réparation et de renforcement de structures [22], comme illustré
dans la figure 1.1.

Outre les caractéristiques physiques des textiles, les propriétés mécaniques de la matrice
constituent également un facteur majeur dans les performances mécaniques du TRC et du
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(a) Pont de 17 mètres avec les coques de TRC de 30
mm d’épaisseur [23]

(b) Coque en TRC filigrane : Pavillon Kahla[24]

(c) Coque en TRM pour le ren-
forcement [25]

Figure 1.1 – Applications des TRC et TRM.

TRM.
Dans le cadre du projet de collaboration RICO2C [26], des études portant sur le TRM avec

une faible épaisseur ont été conduites pour remplacer la traditionnelle matrice à base de ciment
Portland par une matrice minérale à base de liant ettringitique [27] en y ajoutant du TiO2 pour
inclure une fonction d’auto-nettoyage. Ces travaux de recherche visaient à évaluer et analyser la
sensibilité des propriétés physiques de différentes formulations de la matrice à l’ajout de TiO2.

Dans le cadre des travaux de cette thèse, nous avons utilisé les données expérimentales
obtenues avec cette matrice pour valider les méthodes d’identification de paramètres mécaniques
et des conditions aux limites. Ainsi, il convient de noter que toutes les données expérimentales
utilisées pour valider nos simulations numériques dans ce manuscrit concernent exclusivement
la matrice ettringitique avec TiO2 et proviennent du projet RICO2C.

1.2 Loi de comportement de la matrice

La loi de comportement du TRC ou du TRM en traction peut être résumé comme suit dans
la figure 1.2 :
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Figure 1.2 – Loi de comportement du TRC ou du TRM en traction : la contrainte en fonction
de la déformation [1].

Globalement, la courbe de contrainte-déformation en traction peut être décrite en 3 phases :

• Phase linéaire (I) : avant l’apparition des fissures, le comportement est linéaire jusqu’à la
limite de résistance à la traction. Et selon la loi de mélange, la rigidité du matériau dépend
fortement des teneurs en volume des matériaux constitutifs (matrice minérale et textile).
Lorsque la contrainte atteint la résistance à la traction, la première fissure se forme,
et le comportement entre dans une phase non-linéaire subdivisée en deux zones : zone
de fissuration multiple (IIa) et zone d’élargissement (IIb) pour décrire les phénomènes
observés.

• Phase non-linéaire (IIa) : au début de cette phase, la rigidité diminue rapidement en raison
des premières fissures. Ensuite, la contrainte augmente à nouveau jusqu’à l’apparition de
nouvelles fissures. Cette instabilité de rigidité se répète plusieurs fois jusqu’à ce qu’aucune
nouvelle fissure ne se forme.

• Phase non-linéaire (IIb) : Une fois la formation de fissures dans la matrice minérale
terminée, sa rigidité se stabilise. À cette phase, toutes les contraintes sont essentiellement
reprises par le textile renforcé. Cependant, certains filaments sont rompus en même temps
que la fissuration de la matrice dans la phase IIa. Par conséquent, par rapport à la rigidité
qu’offre le textile seul, la rigidité globale du composite est légèrement diminuée dans la
phase IIb.

Il ressort clairement de cette analyse que les propriétés mécaniques des matériaux composites,
tels que le TRC et le TRM durant les phases I et IIa, sont principalement influencées par
les caractéristiques de leur matrice. En conséquence, le choix de la loi de comportement de la
matrice est crucial pour prédire la réponse des matériaux composites sous diverses charges et
conditions environnementales.
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1.2.1 Revue de quelques modèles de comportement

Du point de vue énergétique, l’accumulation, la dissipation et le taux de libération éner-
gétique constituent des éléments clés pour analyser l’évolution de la déformation et de l’en-
dommagement des matériaux fragiles, tels que le mortier, le béton et les roches. Basé sur le
concept de dissipation énergétique, un modèle d’endommagement simple a été développé pour
décrire les comportements sous chargements cycliques uniaxiaux [28]. Dans cette étude, en rai-
son des défauts primaires tels que les microfissures dans la matrice minéral semblable à de
la roche, les microfissures se referment progressivement sous l’effet d’une compression crois-
sante au début de l’expérience. Cela modifie les propriétés mécaniques du matériau au début
de la phase linéaire, appelée compaction. Ainsi, la courbe contrainte-déformation se divise en
quatre phases distinctes : compactage, linéarité, rendement et rupture. De plus, en compa-
rant l’énergie libre Φ et l’énergie dissipative Φdissipative, le paramètre D est définie pour évaluer
l’endommagement du matériau [29]. Pour mieux décrire le comportement dans la phase de
compactage, un coefficient spécial a été introduit en s’appuyant sur l’étude de Lemaitre [30]
pour déterminer l’expression de la contrainte. De manière similaire, dans l’étude de Tan [31],
la courbe de contrainte-déformation pour la compression uniaxiale a été divisée en plusieurs
parties distinctes. Cependant, pour mieux décrire l’endommagement initial et l’énergie utilisée
dans la phase de compactage, deux paramètres supplémentaires relatifs aux matériaux et à
l’énergie avec l’endommagement initial Φdissipative

0 ont été définis pour déterminer la variable
d’endommagement D. Bien que les données issues de ce modèle soient plus cohérentes avec
les données expérimentales, son application reste complexe. En outre, ces modèles ne peuvent
être appliqués que dans les essais de chargement uniaxiaux, et la variable d’endommagement
D reflète l’endommagement global plutôt que local. Dans l’étude de Xie et al. [32], D a été uti-
lisé pour définir la dégradation du module de Young E en raison de l’effet d’endommagement.
Selon l’analyse du champ de contrainte principal, la contrainte pour la rupture structurelle est
déterminée dans les différentes situations de chargement. Toutefois, la propagation des fissures
et la variation de paramètre D ne sont pas suffisamment développées.

L’étude de Mazars [33] intègre la mécanique de la rupture et la mécanique de l’endommage-
ment pour modéliser le comportement jusqu’à la rupture, à une température fixe, en se basant
sur les principes de la thermodynamique. Afin de mieux décrire les propagations des fissures
et la dégradation de la rigidité, le taux de libération énergétique est utilisé pour évaluer et
déterminer les variations du paramètre d’endommagement D. Ce modèle permet de calculer
et d’identifier l’énergie d’endommagement localisée sur de grands échantillons. De manière si-
milaire, l’étude de Wu [34] applique un modèle plastique d’endommagement pour analyser le
comportement du béton, où les calculs sont réalisés en utilisant l’énergie libre, et les propaga-
tions des fissures sont déterminées à partir du taux de libération énergétique. Contrairement
aux précédents, pour mieux identifier les différents types d’endommagements mécaniques, deux
variables scalaires d’endommagement, dtraction et dcisaillement, sont définies pour caractériser le
comportement en traction et en cisaillement, et ont été utilisées pour construire le paramètre
d’endommagement D sous forme de tenseur. Dans une approche similaire, l’étude de Comi
[35] définit deux variables scalaires pour caractériser l’endommagement dû à la traction et à la
compression.

Généralement, en raison des propriétés de la matrice minérale, l’endommagement mécanique
dû à la traction se développe plus rapidement que celui causé par le cisaillement. De plus, la
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résistance à la compression est généralement dix fois supérieure à celle de la traction. Donc,
l’utilisation d’une simple variable scalaire suffit pour décrire l’endommagement de la matrice
ettringitique comme dans l’étude de Mazars [33]. Toutefois, les comportements asymétriques
en traction et en compression ainsi que l’effet de refermeture des fissures doivent être pris en
compte. Pour ces raisons, le modèle de Badel [36, 37] a été retenu pour modéliser le comporte-
ment de la matrice ettringitique, en prenant compte non seulement les dissymétries en traction
et en compression pendant la phase non-linéaire, mais aussi la reprise de rigidité en compression
(effet de refermeture des fissures).

1.2.2 Modèle de Badel

L’analyse du modèle de Badel commence par l’étude de l’énergie libre. En général, l’énergie
libre élastique est décrite en fonction du champ de déformation dans le repère principal :

Φ(ε) = λ

2 (tr ε)2 + µ
3∑

i=1
ε2

i avec tr ε = ε1 + ε2 + ε3 (1.1)

Où λ et µ sont les coefficients de Lamé, caractérisant le comportement élastique du matériau
non endommagé. Les signes de tr ε et de εi indiquent respectivement l’état de traction ou de
compression globale du matériau dans chaque direction principale.

Dans la phase non-linéaire, les matériaux isotropes fragiles, tels que la matrice minérale,
susceptibles de présenter des fissures sous traction, nécessitent l’intégration d’un facteur d’en-
dommagement dans l’énergie libre pour décrire leur comportement. Cependant, pour les états
de compression, la formulation de l’énergie libre peut rester inchangée. En tenant compte de
la dissymétrie entre la traction et la compression, l’énergie libre associée à l’endommagement,
fonction du champ de déformation, s’exprime de la manière suivante :

Φ(ε, d) = λ

2 (tr ε)2
(
H(−tr ε) + 1− d

1 + γd
H(tr ε)

)
+ µ

3∑
i=1

ε2
i

(
H(−εi) + 1− d

1 + γd
H(εi)

)
(1.2)

La variable scalaire d quantifie l’endommagement du matériau, avec une valeur variant de 0
(indiquant un matériau sain) à 1 (pour un matériau totalement endommagé). H est la fonction
de Heaviside. Le coefficient γ représente le rapport entre le module de Young E et la pente
de la courbe après le pic de traction. Dans la formulation de l’endommagement, le numérateur
1− d est traditionnellement utilisé pour décrire l’endommagement, tandis que le dénominateur
1 + γd définit le comportement adoucissant observé lors de la traction simple. Cette équation
est continue et dérivable, ce qui permet de maintenir une distinction claire entre les états de
traction et de compression. Compte tenu des propriétés de l’énergie libre, la contrainte est
déterminée par la dérivation de l’équation (1.2), est exprimée comme suit :

σi = ∂Φ(ε, d)
∂εi

= λ(tr ε)
(
H(−tr ε) + 1− d

1 + γd
H(tr ε)

)
+ 2µεi

(
H(−εi) + 1− d

1 + γd
H(εi)

)
(1.3)

Dans le cadre de la thermodynamique des milieux continus, l’énergie libre est intrinsèque-
ment liée aux forces thermodynamiques et aux variables d’endommagement, comme le souligne
l’étude de Nedjar [38]. Ainsi, la relation entre l’énergie libre, les forces thermodynamiques, et
les critères d’endommagement est définie ci-après :

F d(ε, d) = −∂Φ(ε, d)
∂d

= 1 + γ

(1 + γd)2

(
λ

2 (tr ε)2H(tr ε) + µ
∑

i

ε2
iH(εi)

)
(1.4)
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f(F d) = F d(ε, d)− k ≤ 0 (1.5)

k est le seuil d’endommagement. Pour simplifier, la variable ḋ représente la vitesse d’endom-
magement, qui est toujours positive ou nulle. L’évaluation de l’endommagement, exprimée en
tant que variable scalaire, est déterminée par les conditions de Kuhn-Tucker :{

ḋ = 0 pour f < 0
ḋ ≥ 0 pour f = 0 (1.6)

Par conséquent, la variable scalaire d peut être utilisée pour représenter l’évolution de l’endom-
magement en fonction des différentes valeurs de ε. En combinant les équations (1.5) et (1.6),
l’expression de d s’exprime comme suit :

F d(ε, d) = 0 =⇒ 1 + γ

(1 + γd)2

(
λ

2 (tr ε)2H(tr ε) + µ
∑

i

ε2
iH(εi)

)
= k (1.7)

d = 1
γ

√√√√1 + γ

k

[
λ

2 (tr ε)2H(tr ε) + µ
∑

i

ε2
iH(εi)

]
− 1

 (1.8)

Durant l’évolution de l’endommagement, la valeur exacte de d ne peut pas être déterminée
directement par l’équation (1.8). Considérons que d− représente l’endommagement à l’issue
de l’étape de calcul précédente et que d+ désigne l’endommagement à l’étape courante de
l’itération. La valeur de d+ (c’est-à-dire d) est détermine à partir de la valeur dtest obtenue
suivant l’équation (1.8) dans les trois cas possible :
• Si dtest < d− : le seuil d’endommagement n’a pas été atteint, donc d+ = d−.
• Si d− < dtest < 1 : le seuil d’endommagement est atteint, ainsi d+ = dtest.
• Si dtest > 1 : cela indique un endommagement complet du matériau, par conséquent,
d+ = 1.

1.3 Dispositif expérimental et mesure du champ de dé-
placements

1.3.1 Dispositif Expérimental

Pour étudier et caractériser la matrice, des essais de compression et de fendage ont été mis en
place afin de déterminer les paramètres mécaniques et d’identifier les réponses sous différents
types de chargement. Afin d’obtenir des données expérimentales plus précises et riches, des
techniques de mesure optique telle que la Corrélation d’Images Numériques (CIN) ont été mise
en place pour réaliser les études des méthodes d’identification.

La figure 1.3(a) illustre le dispositif du système de compression, constitué d’une machine
de presse et d’un Système d’Acquisition de Données (SAD). La station d’essai utilise une
machine de presse universelle électromécanique, MTS Criterion Series 40 modèle 45, équipée
de deux plateaux métalliques. Pour effectuer l’essai de compression, l’un des plateaux est fixé
par le mors inférieur, tandis que l’autre plateau est relié au mors supérieur pour appliquer le
chargement. Pendant l’essai, le déplacement de la traverse et la force appliquée sont collectés par
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Machine de presse

Système SADTête transversale

(a)

Machine de presse

Caméras CCD

Sources de lumière

(b)

Figure 1.3 – L’équipements expérimentaux : (a) Machine de presse MTS ; (b) Équipement de
CIN.

les capteurs de la machine et enregistrés dans le SAD. Pour pouvoir facilement à observer aux
réponses mécaniques tel que la propagation des fissures, la vitesse de chargement est maintenue
à 2 mm/min par le logiciel MTS TestSuite TW Elite avec la fréquence de mesure de 10 Hz.

La figure 1.3(b) illustre le dispositif du système de mesure par la CIN utilisé dans l’expé-
rimentation. Ce système de mesure de CIN complet est composé d’une paire de caméras avec
un dispositif à couplage de charge (CCD : Charge Coupled Device), d’un trépied, de sources
lumineuses mobiles, et d’un SAD supplémentaire pour enregistrer les données mesurées. Dans
ce système, deux caméras Mako G-507 équipées de capteurs Sony IMX264 et offrant une résolu-
tion de 2464× 2056 pixels sont utilisées pour mesurer le champ de déplacement surfacique. Un
trépied a été installé devant l’échantillon pour stabiliser les caméras, et deux sources lumineuses
LED blanches sont essentielles pour éclairer adéquatement la surface de l’échantillon, ce qui
permet de minimiser l’impact du bruit sur les images et d’améliorer la précision des mesures.
Pour le SAD dédié à la CIN, le logiciel Stéréo a été utilisé pour enregistrer les images capturées
et les synchroniser avec les chargements appliqués à la même fréquence de mesure de 10 Hz.

1.3.2 Méthode de mesure CIN

La CIN est une méthode de mesure optique non-intrusive et avancée. Avec les caméras
CCD, la CIN permet d’obtenir les champs de déplacements ou de déformations en surface en
analysant les images digitales d’objets sous différents états de chargement. Selon le nombre de
caméras utilisées, une pour des mesures en 2D et deux pour le 3D, la CIN peut fournir un
champ de mesure surfacique adapté aux objectifs expérimentaux.

Cette technologie a été initialement proposée en 1982 pour mesurer les champs de dépla-
cement en surface lors d’expériences mécaniques [39]. Cependant, en raison du développement
de la technologie et du problème de l’équipement (capacité de caméra), la CIN n’a pas été
largement adoptée. Depuis 2000, avec l’amélioration des capacités de calcul des ordinateurs, la
performance accrue des caméras et la réduction des coûts des applications, le CIN a gagné en
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popularité [40]. Des logiciels libres et commerciaux tels que Ufreckles [41] et Gom [42] ont été
développés.

1.3.2.1 Avantages de la CIN

Par rapport aux méthodes de mesure traditionnelles, les caractéristiques et les propriétés
de la CIN offrent des avantages incomparables :

— Champs surfaciques : Avec l’avancée des techniques de modélisation, telles que la
Méthode des Éléments Finis (MEF), il est devenu crucial d’illustrer les phénomènes avec
une grande précision. Les modèles complexes requièrent un grand nombre de points de
mesure et de degrés de liberté pour valider leur fidélité et leur applicabilité, alors que les
méthodes de mesure traditionnelles, comme le jauges des déformation, qui ne fournissent
pas suffisamment de points de mesure. La techologie de CIN permet d’acquérir facilement
des champs de déplacement ou de déformation en 2D ou 3D, jouant ainsi un rôle essentiel
dans la validation des modèles et les problèmes inverses [43].

— Méthode optique sans contact : En tant que méthode de mesure optique sans contact,
la CIN minimise les erreurs de mesure en évitant toute manipulation de l’échantillon. Cette
caractéristique la rend particulièrement utile dans des contextes spécifiques, tels que la
mesure de déformations sur des matériaux explosifs [44], offrant une alternative viable
aux méthodes conventionnelles.

— Précision : Bien que la CIN n’aient pas été largement adoptée en raison de la précision des
mesures dans les premières phases, mais les progrès technologiques ont considérablement
amélioré la qualité des composants tels que les caméras. Et les logiciels ont été optimisés
par le développement d’algorithmes avancés, tels que la méthode de Newton-Raphson,
l’interpolation subpixel, et le ZNSSD (Zero-mean Normalized Sum of Squared Differences)
[45, 46]. Ces améliorations ont significativement accru la précision des mesures obtenues
par la CIN.

Ces avantages rendent la CIN particulièrement pertinente pour une large gamme d’applications
et de recherches en ingénierie, telles que l’identification des paramètres élastiques et visco-
élastiques, la détermination des conditions aux limites, et l’analyse de la propagation des fissures
sur les matériaux fragiles et composites [47, 48, 49, 50, 51, 52].

1.3.2.2 Inconvénient de la CIN

Bien que les avantages de la CIN soient indéniables, ses inconvénients ne sont pas né-
gligeables. La précision des données obtenues par la CIN dépend fortement de l’analyse des
subpixels et du contraste de niveaux de gris entre les images de référence et les images défor-
mées. Ainsi, la qualité des mouchetis sur la surface de mesure et la qualité de l’éclairage jouent
un rôle crucial dans l’exactitude des mesures [53, 54]. Comme illustré dans la figure 1.4, les
mauvaises qualités des mouchetis et d’éclairage peuvent entraîner des erreurs significatives sur
le champ de déplacement surfacique. Pour garantir la précision des mesures, une préparation
minutieuse des mouchetis sur la surface de mesure est nécessaire, ainsi qu’une vérification des
niveaux de gris via le logiciel de mesure avant de commencer l’expérience. Par ailleurs, il est
essentiel de disposer d’un environnement stable pour éviter l’influence de l’éclairage par des
sources externes.
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(a) Mauvaise qualité des mouchetis (b) Mauvaise qualité d’éclairage

Figure 1.4 – Mauvaise qualité des images.

En plus des limites liées à l’environnement expérimental et à la préparation de l’échantillon,
un autre inconvénient notable de la CIN est l’importance des erreurs de mesure observées
aux frontières des objets. Ainsi, lors de l’application des mesures de la CIN, les champs de
données mesurées aux frontières sont souvent négligés. Par exemple, les champs de déplacement
surfacique aux frontières ne sont généralement pas pris en compte lors de l’identification pour
garantir la robustesse des résultats obtenus.

Face à ces inconvénients, diverses recherches ont contribué à l’amélioration de la technique
de CIN. Des ajustements tels que la modification du temps d’exposition et l’optimisation des
niveaux de gris ont été proposés pour accroître la précision des mesures [55]. En outre, avec
le développement intense de l’apprentissage automatique et de l’apprentissage profond ces der-
nières années, un certain nombre d’études ont permis de développer de nouvelles techniques de
CIN en créant des modèles basés sur les données [56, 57, 58]. Ces innovations permettent de
bien surmonter efficacement les effets des mauvaise qualité des mouchetis et d’éclairage sur les
résultats obtenus, améliorer la précision des données sur les frontières.

Dans le contexte de cette étude sur les problèmes d’identification des paramètres mécaniques
et les conditions aux limites, le champ de déplacement surfacique complet permet de fournir
une richesse de détails afin d’améliorer les résultats identifiés. Par ailleurs, une préparation
des échantillons, un environnement de laboratoire contrôlé et un bon traitement des données
mesurées peuvent significativement atténuer les limites inhérentes à la méthode de CIN. Ainsi,
dans cette thèse, toutes les données mesurées proviennent de l’utilisation de la CIN.

1.3.3 Mesure de champs surfaciques avec CIN

Le déroulement de la mesure avec CIN est détaillé dans la figure 1.5. Les différentes étapes
sont : la préparation des échantillons, la mesure avec CIN et le traitement des images pour
obtenir le champ de déplacements surfacique.
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Traitement des imagesPréparation des échantillons Mesure avec CIN

Figure 1.5 – Processus de la mesure avec CIN.

1.3.3.1 Préparation des échantillons

Pour réaliser l’expérimentation, deux étapes sont essentielles afin d’améliorer la précision
des résultats de la mesure avant l’essai.
• Application des mouchetis : Pour une mesure précise du champ de déplacement sur-

facique avec la CIN, il est nécessaire de déposer des mouchetis aléatoires sur la surface de
l’échantillon. Étant donné que la matrice ettringitique est de couleur blanche, les mou-
chetis sont créés avec de la peinture noire, comme illustré dans la figure 1.6. Pour assurer
une surface de mesure propre, les échantillons doivent sécher au moins 12 heures avant
l’essai.

Figure 1.6 – Réalisation des mouchetis sur l’échantillon avec la peinture noire

• Positionnement de l’échantillon : Pour garantir une application verticale et uniforme
du chargement sur l’échantillon lors de l’essai, il est essentiel de le positionner au centre
du plateau métallique du support. Le chargement non uniforme peut facilement induire le
mouvement de corps rigide, au point d’affecter significativement les résultats de mesure.
Cela est particulièrement vrai pour certains essais spéciaux, tel que l’essai de fendage, où
le mouvement de corps rigide est difficile à éviter. Ainsi, pour assurer un positionnement
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précis, des lignes supplémentaires ont été tracées au crayon sur l’échantillon en tenant
compte de sa forme et de sa géométrie.

1.3.3.2 Mesure avec CIN

Pendant l’expérimentation, pour capturer le champ de déplacement surfacique, deux camé-
ras CCD prennent des images sous différents angles, comme le montre la figure 1.7. L’objectif
principal de ces deux caméras n’est pas de mesurer le champ de déplacement en 3D, mais plutôt
d’obtenir des mesures surfaciques plus précises. Afin de capturer le maximum de pixels possible
dans l’image pour couvrir une grande Région d’Intérêt, la distance entre la lentille et l’échan-
tillon est donc un paramètre significatif à ajuster en tenant compte de la taille de l’échantillon.
Néanmoins, une proximité excessive entre la lentille et la surface mesurée peut entraîner des
distorsions aux frontières de la surface de mesure, en particulier lorsqu’une seule caméra CCD
est utilisée. L’utilisation d’une seconde caméra CCD permet donc de minimiser cet effet de
distorsion optique grâce à une meilleure calibration des mesures.

Figure 1.7 – Images prises par deux caméras CCD sous différents angles.

Avant de réaliser l’essai et la mesure avec CIN et afin de minimiser les erreurs de mesure,
les caméras doivent être ajustées pour cibler le même point sur le spécimen. Cela se fait en
ajustant légèrement le trépied et la position des caméras. Pour la même raison, les niveaux de
gris sur les images obtenus par les deux caméras doivent être ajustés par le logiciel de CIN.

Le calibrage est essentiel pour déterminer précisément la taille et le champ de déplacement
relatif de l’objet étudié, permettant d’identifier les positions relatives des caméras par rapport
à l’échantillon. Comme le montre la figure 1.8, ce calibrage utilise une mire avec des points
noirs régulièrement espacés sur un fond blanc, positionnée devant l’échantillon. Typiquement,
un calibrage complet nécessite la capture de 12 à 16 images de cette mire, pris par les deux
caméras depuis divers emplacements et angles.

Après ce calibrage, la paire de caméras CCD est utilisée pour capturer des images de l’échan-
tillon soumis à diverses sollicitations, pendant que le système SAD synchronise ces images avec
les chargements appliqués. Pour garantir une synchronisation adéquate, l’essai doit être com-
mencé légèrement avant la mesure de CIN. Par ailleurs, une phase de précharge est définie
lors de l’étape de chargement pour prévenir toute perte de données mesurées par la CIN. En
fonction de la vitesse de chargement, un essai complet dure de 2 à 4 minutes. Afin de réduire le
coût de calcul et de minimiser les influences extérieures, les données et images collectées durant
la phase de précharge ne sont pas prises en compte dans le traitement final des images.
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Figure 1.8 – Calibrage de la CIN avec la mire.

1.3.3.3 Traitement des images et analyse du champ mesuré

Après la mesure, les champs de déplacement sont obtenus par le logiciel Ufreckles avec les
images capturées. Généralement, ils sont déterminés en résolvant l’équation du flot optique,
formulée comme suit :

f(x) = g(x+ U(x)) (1.9)

Où f représente l’image de référence, g est l’image déformée, x désigne les coordonnées carté-
siennes en pixels, et U est le champ à déterminer. Ufreckles résout cette équation en minimisant
les erreurs de corrélation d’image à l’aide de la méthode des moindres carrés non linéaires pour
déterminer U . L’erreur de corrélation est exprimée par l’équation suivante :

Ercorrélation =
m∑

i=1
|f(xi)− g(xi + U(xi))|2 (1.10)

Dans ce logiciel, la MEF est implémentée pour analyser le champ mesuré U . Ainsi, la
construction d’un maillage adéquat est indispensable pour analyser la mesure. Ufreckles per-
met de construire automatiquement le maillage en fonction de la distribution des niveaux de
gris ou manuellement via des opérations booléennes utilisant des formes simples, telles que des
rectangles ou des cercles. Pour des géométries et des tailles de Région d’Intérêt spécifiques,
Ufreckles peut également importer des fichiers de maillage d’autres logiciels de MEF comme
Abaqus. Selon la forme de l’échantillon, le maillage peut être constitué d’éléments triangulaires
ou rectangulaires. En théorie, des mailles plus fines peuvent améliorer la précision des mesures,
mais des mailles trop petites risquent de ne pas capturer suffisamment de subpixels et de mou-
chetis. Généralement, l’erreur de corrélation d’images ne doit pas excéder 10%. Par conséquent,
la taille des éléments du maillage pour chaque échantillon n’est pas fixée ; elle doit être ajustée
en fonction de la densité et de la taille des mouchetis sur la surface, ainsi que des erreurs de
corrélation d’images calculées par le logiciel.

La minimisation de l’erreur, représentée par l’équation (1.10), permet de déterminer le
champ de déplacement u. Le champ de déformation ε sur la surface est alors calculé à partir
de ce champ u. Il est possible aussi d’extraire les déformations associées à des jauges virtuelles
définies par l’utilisateur. Il est à noter que le champ de déformation élémentaire, déterminé à
partir du champ de déplacement mesuré (subpixel), peut être affiné par l’ajout d’opérations de
lissage pour augmenter la fiabilité des données. De plus, Ufreckles offre également des options
supplémentaires telles que le dédoublement des nœuds pour incorporer des fissures dans le
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maillage, l’élimination du mouvement de corps rigide, pour optimiser et améliorer les données
mesurées.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit le contexte de l’étude, la loi de comportement utilisée
pour décrire la matrice ettringitique, et l’utilisation de la méthode de Corrélation d’Images
Numériques (CIN).

Le modèle de Badel a été retenu pour la suite des travaux de cette thèse, du fait de sa
simplicité, un seul paramètre d permet de décrire l’endommagement et le comportement dissy-
métrique des matrices minérales étudiés.

Grâce à sa capacité à fournir des champs de déplacement surfaciques suffisamment précis, la
technologie CIN enrichit les méthodes d’identification. Nous avons donc présenté le processus
de mesure et les dispositifs expérimentaux de manière générale. Les détails plus spécifiques
seront discutés dans les chapitres suivants, en combinant les divers essais réalisés.
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Chapitre 2

Identification des paramètres mécanique
bi-modules : Méthode de recalage avec
la solution semi-analytique

Ce chapitre a pour objectif de présenter la méthode d’identification des paramètres méca-
niques dans la phase élastique d’un matériau fragile bi-module, telle que la matrice ettringitique.
D’abord, la théorie de la loi de comportement bi-module est introduite, suivie d’une description
des différents essais mis en œuvre pour déterminer les propriétés mécaniques du matériau :
l’essai de compression et l’essai de fendage. Les spécimens ainsi que les détails des mesures
effectuées à l’aide de la CIN sont également présentés. Par la suite, diverses méthodes d’iden-
tification sont examinées afin de déterminer les modules d’Young et les coefficients de Poisson
en traction et en compression. À travers l’analyse et le développement des états de contrainte et
le concept de bi-module, une solution semi-analytique du champ de déplacement surfacique est
proposée. Cette solution a été utilisée dans la méthode de recalage pour identifier les paramètres
bi-module, ce qui est validée à l’aide de données synthétiques. Enfin, les propriétés mécaniques
de la matrice ettringitique à 42 jours sont évaluées en utilisant les données issues de l’essai de
compression et de l’essai de fendage. Les résultats obtenus permettent de dresser une conclusion
et d’ouvrir des perspectives futures.
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2.1 Loi de comportement bi-module

La matrice minéral est généralement considérée comme un matériau isotrope. Toutefois,
dans le cas de matériaux fragiles tels que le mortier ou ceux similaires aux roches, la présence
de nombreux défauts primaires est possible, en raison de la composition interne du matériau et
de facteurs externes tels que l’humidité et le temps de séchage [31]. De ce fait, ces matériaux
peuvent manifester une réponse dissymétrique en traction et en compression, illustrée par le
comportement bi-module comme le montre la figure 2.1. Ce comportement est caractérisé par
différents paramètres mécaniques : le module de Young en traction Et, le module de Young en
compression Ec, le coefficient de Poisson en traction νt, le coefficient de Poisson en compression
νc, la résistance à la traction σt et la résistance à la compression σc. La réponse constitutive
macroscopique des matériaux bi-module est souvent décrite en distinguant les valeurs de trac-
tion/compression des modules élastiques en fonction de certaines mesures de contrainte ou de
déformation pertinentes.

Compression

Traction

εtεc
ε

σ

O

σt

σc

Et

Ec

Linéaire

Figure 2.1 – Loi de comportement du matériau bi-modules : la contrainte en fonction de la
déformation sous le chargement uniaxial.

La théorie du bi-module a été initialement proposée par Ambartsumyan dans [59, 60] pour
décrire le comportement différentiel selon les directions principales dans l’analyse mécanique
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des matériaux. Contrairement aux matériaux anisotropes ou orthotropes, un matériau isotrope
bi-module est caractérisé par des propriétés uniformes dans toutes les directions, mais présente
des réponses mécaniques différentes en traction et en compression. La principale cause de ces
propriétés de bi-module est liée à la composition interne du matériau. Dans les domaines de
l’ingénierie et de l’industrie, des matériaux tels que le béton, le mortier, la céramique, la roche,
etc., peuvent exhiber des propriétés de bi-modules.

Dans le cadre du modèle à la matrice minérale, le comportement bi-module peut être illustré
en fixant les variables d’endommagement, tel que dans le modèle de Badel discuté dans la section
1.2.2. Comme le montre l’application dans l’étude de Andrieux et Baranger [61], avec une valeur
constante de la variable scalaire d’endommagement d dans l’équation des contraintes (1.3) au
cours de la phase linéaire, le matériau manifeste un comportement dissymétrique en traction
et en compression.

−0.04 −0.02 0.00 0.02 0.04

−1.2

−0.9

−0.6

−0.3

0.3

ε1

σ1

Modèle de Badel

Figure 2.2 – Comportement dissymétrique en traction et en compression avec le modèle de
Badel.

Afin de mieux illustrer ce phénomène dans le modèle de Badel, un exemple simple a été
utilisé. En considérant un matériau isotrope fragile, avec un Module de Young E = 12 GPa, un
coefficient de Poisson ν = 0.25, et un paramètre γ décrivant la relation entre E et la pente du
post-pic en traction est fixé à 5. La figure 2.2 représente la contrainte principale σ1 en fonction
de la déformation principale ε1 dans la phase linéaire lorsque la variable d’endommagement
d = 0.3. Selon cette figure, les valeurs de E en traction et en compression sont totalement
différentes, ce qui est similaire à la description de la loi de comportement bi-module dans la
figure 2.1. La figure 2.3 illustre le comportement dans le cas d’un essai bidimensionnel pour 3
cas d’endommagement.

Ainsi, la présence d’une valeur non nulle pour d indique que le matériau contient des micro-
fissures, ce qui entraîne une perte de rigidité aussi bien en traction qu’en compression. Par
conséquent, ce modèle permet d’illustrer le comportement bi-module en définissant une valeur
constante de d dans la phase linéaire.

En considérant la difficulté associée au comportement non linéaire induit par l’évolution de
l’endommagement, sa modélisation numérique et la convergence des calculs, plusieurs auteurs
ont proposé des modèles simplifiés en se basant sur l’hypothèse d’un endommagement constant,
permettant ainsi de définir une loi linéaire s’appliquant à certains essais mécaniques tel que le
fendage, voir [62, 63, 64, 65]. Dans ce cadre, une loi de comportement linéaire est explicitement
définie en se basant sur les modules de Young et les coefficients de Poisson différentiés en traction
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Figure 2.3 – Relation entre la variable d’endommagement d et le comportement dissymétrique
en traction et en compression.

et en compression. Cette démarche peut s’appliquer sur des cas où la réponse mécanique peut
être définie analytiquement comme pour le fendage, par exemple le modèle de Hondros [66].

2.2 Expérimentation

Afin de déterminer les propriétés mécaniques des matériaux étudiés, il est essentiel de réali-
ser divers essais permettant d’identifier les paramètres correspondants. Généralement, selon la
nature spécifique des paramètres à mesurer, au moins deux types d’essais se révèlent indispen-
sables.

2.2.1 Essai de compression

Figure 2.4 – Essai de compression.

Comme illustré par la figure 2.4, l’essai de compression est sans doute l’expérience la plus
conventionnelle et la plus couramment utilisée pour mesurer la résistance à la compression
σc, et le module de Young en compression Ec. Les échantillons utilisés pour ces tests sont
généralement de forme cylindrique ou cubique. La résistance à la compression, en fonction de
la surface de la section transversale, peut s’exprimer par la formule suivante :

σc = Frupture

πR2 (2.1)
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où Frupture représente la force appliquée au moment de la rupture de l’échantillon, R est le
rayon de l’éprouvette cylindrique. De même, le module de Young en compression est déterminé
à partir de la pente de la courbe contrainte-déformation ou de la courbe force-déplacement,
obtenue grâce à un extensomètre ou à la traverse de la machine de presse.

2.2.2 Essai de traction

Pour mesurer la résistance à la traction σt, deux méthodes traditionnelles sont couramment
employées : l’essai de traction directe et les essais indirects, comprenant l’essai de fendage et
l’essai de flexion. Les résultats obtenus avec ces méthodes sur différents matériaux fragiles ont
incité certains chercheurs à examiner les différences entre ces trois types d’essais. Cette analyse
s’est faite tant sur le plan expérimental que par modélisation numérique, comme en témoignent
les travaux suivants [67, 68, 69].

Essai de traction direct
L’essai de traction direct est l’approche la plus traditionnelle pour mesurer la résistance

à la traction, offrant des mesures précises dans des conditions idéales. Toutefois, cet essai est
particulièrement délicat à mettre en œuvre. Les échantillons de cet essai sont généralement
de forme cylindrique ou prismatique. Dans cet essai, les deux extrémités de l’échantillon sont
collées à des mors avec une colle dont la résistance à la traction est supérieure à celle du
matériau testé. À mesure que la charge augmente, la traction se transmet des mors vers le
centre de l’éprouvette jusqu’à sa rupture.

Bien que cet essai puisse déterminer la résistance à la traction de manière intuitive et précise
dans le cas idéal, il tend à être remplacé progressivement par d’autres méthodes expérimentales
en raison de la grande dispersion des résultats obtenus. Les ruptures surviennent souvent au
niveau des zones de collage, dues à une concentration de contraintes, ou en raison d’une mau-
vaise installation des mors. En outre, les ruptures peuvent également se produire sur les bords
latéraux de l’éprouvette, affectées par des flexions non prévues.

Essai de flexion
L’essai de flexion fait généralement référence à la flexion sur trois ou quatre points. Lors de

la flexion, en considérant la ligne neutre, une partie du matériau subit un effet de compression
tandis que l’autre partie subit un effet de traction. Le matériau se rompt lorsque la limite de
la résistance à la traction est atteinte.

L’efficacité de l’essai de flexion fait l’objet de controverses. Certaines études soutiennent que
les valeurs de résistance à la traction obtenues sont dispersées et systématiquement supérieures
à celles obtenues par traction directe [70, 71]. En revanche, d’autres recherches ont constaté que,
après ajustement pour l’effet de taille, l’essai de flexion peut fournir des valeurs de résistance
comparables à celles de la traction directe. Ces études avancent que l’essai de flexion à quatre
points est particulièrement approprié pour des matériaux fragiles tels que le marbre [72].

Essai de fendage
L’essai de fendage, une forme d’essai de traction indirect, est parmi les méthodes de base les

plus répandues. Introduit en 1943 pour évaluer la résistance à la traction du béton [73], cet essai
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a ensuite été largement appliqué à divers matériaux fragiles [74, 75, 76]. Grâce à sa simplicité
et facilité de mise en œuvre, l’essai de fendage sert également à étudier les propriétés et le
comportement des roches, générant un riche corpus d’études analytiques et de modélisations
numériques [77, 78, 79, 80].

Typiquement, l’échantillon est de forme discale ou cylindrique. Durant l’essai, des pressions
sont appliquées par deux plateaux sur les faces latérales de l’échantillon, concentrant l’effort
de compression au centre. Parallèlement, le centre subit une traction maximale due à l’effet
du coefficient de Poisson. Connaissant la solution analytique de la répartition de contraintes
de l’essai de fendage, il est alors possible de déduire la contrainte à la rupture à partir de la
force appliquée et des dimensions de l’échantillon. Ainsi, la formule de la résistance à la traction
s’écrit :

σt = Frupture

πhR
(2.2)

Étant donné la nature fragile du matériau, sa résistance à la traction est souvent très
inférieure à celle à la compression, ce qui conduit théoriquement à l’apparition de la première
fissure au centre sous l’effet de la traction comme le montre la figure 2.5

Figure 2.5 – Apparition de la fissure dans l’essai de fendage.

Bien que l’essai de fendage présente de nombreux avantages, tels que la facilité de mani-
pulation, le faible coût, la bonne répétabilité des résultats, et la possibilité d’utiliser de petits
échantillons, mais ses inconvénients ne sont pas à négliger. Certaines études ont révélé que la
résistance à la traction mesurée par l’essai de fendage est généralement légèrement inférieure à
celle obtenue par l’essai de traction directe. Cette différence s’explique par le fait que la première
fissure apparaît généralement autour des zones de chargement, et non au centre de l’échantillon,
entraînant une réduction de la résistance à la traction [81]. De plus, certains auteurs ont ob-
servé que le rapport de résistance à la traction entre ces deux essais varie selon les matériaux
étudiés [77, 82], une variabilité attribuée aux caractéristiques internes des matériaux fragiles,
comme les défauts et la non-homogénéité [68]. Afin d’améliorer la précision des résultats de
l’essai de fendage, des modifications des géométries des plateaux de chargement ou des angles
de chargement ont été proposées [83, 84, 85].

La matrice ettringitique, en tant que matrice minérale, se caractérise par une composition
simple et des propriétés isotropes. Théoriquement, dans un essai de fendage, la première fissure
devrait apparaître au centre de l’échantillon, suggérant ainsi que le rapport de résistance à la
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traction entre l’essai direct et l’essai de fendage devrait être proche de 1, même en présence
de défauts potentiels. De plus, la géométrie des éprouvettes est identique dans ces deux types
d’essais, ce qui non seulement économise des ressources mais contribue également à réduire les
erreurs de mesure dues à l’état de séchage ou à la composition matérielle de l’échantillon.

Étant donné les exigences élevées en termes de précision des résultats pour l’essai de traction
direct, ainsi que les complications et difficultés associées à la préparation et à la manipulation
des échantillons pour l’essai de flexion, l’essai de fendage est préconisé dans cette étude. Il
permet de déterminer de manière efficace la résistance à la traction, le module de Young, et le
coefficient de Poisson tant en traction qu’en compression.

Actuellement, diverses études se sont penchées sur l’utilisation de méthodes d’identification
des paramètres lors de l’essai de fendage, en exploitant différentes technologies de mesure.
Jianhong et al. [86] illustre l’approche traditionnelle : deux jauges de déformation ont été collées
dans la direction horizontale au centre du disque, de chaque côté, pour recueillir les données de
déformation en traction. Pour garantir l’application d’une charge ponctuelle sur l’échantillon,
deux bar métallique sont employés. De manière similaire, Wei et al. [87] ont combiné l’usage
de jauges de déformation et d’un compteur de déplacement laser pour mesurer les champs de
déformation et de déplacement horizontal, dans le but d’identifier les paramètres mécaniques
anisotropes. Les auteurs de cette recherche suggèrent que le modèle dissymétrique traction-
compression offre une meilleure explication du comportement expérimental des roches. Par
ailleurs, Han et al. [88] ont entrepris une analyse numérique pour évaluer l’impact du rapport
entre la taille de la jauge de déformation et celle de l’échantillon sur la précision des mesures de
déformation. Il ressort de cette étude que plus la jauge de déformation est grande par rapport
à l’échantillon, plus les mesures de déformation sont moins précises. Cette méthode de mesure
impose des exigences strictes pour l’essai de fendage, ajoutant ainsi des défis supplémentaires.
En outre, la présence de petits mouvements de corps rigide peut rendre les données recueillies
par les jauges de déformation moins fiables.

L’adoption croissante de la CIN en tant que méthode de mesure privilégiée a révolutionné
l’identification des paramètres mécaniques des matériaux. Liu [89] ont employé la CIN pour
capturer le champ de déplacement surfacique lors d’essais de fendage. En s’appuyant sur le mo-
dèle de Hondros [66], ils ont formulé des expressions pour le champ de déplacement le long des
deux axes principaux, permettant d’identifier le module de cisaillement µ et le module d’élas-
ticité isostatique kei pour un matériau mono-module : la résine époxy. De manière similaire,
en utilisant l’expression de l’état de contrainte dérivée dans l’étude de Jianhong et al. [86], Ye
et al. [90] a suggéré l’exploitation des champs de déplacement axial pour identifier les para-
mètres mécaniques des matériaux bi-modaux lors d’essais de fendage sous charge ponctuelle.
Les chercheurs ont évalué leur méthode d’identification en utilisant trois types de données :
les déplacements axiaux suivant l’axe x, suivant l’axe y, et les déplacements combinés suivant
les axes x et y. Pour confirmer leur approche, ils ont recouru aux données fournies par l’étude
de Liu [89] ainsi qu’à celles d’autres expériences, concluant que l’identification basée sur les
déplacements le long des deux axes simultanément conduit à des résultats plus précis et fiables.
Cependant, ces études ont supposé que le matériau bi-module possédait des modules de Young
distincts (Ec ̸= Et) mais partageait le même coefficient de Poisson (νc = νt). Prolongeant l’ana-
lyse de Ye et al. [90], Patel et Martin [91] ont avancé que le coefficient de Poisson pourrait
également manifester un caractère dissymétrique. S’appuyant sur la relation symétrique de la
loi de Hooke, νcEt = νtEc, ils ont utilisé les champs de déplacement le long des deux axes pour
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identifier les paramètres mécaniques du granit du Lac-du-Bonnet.
Pour s’adapter aux différents types de chargement (et aux diverses géométries de plateau

de chargement) et pour estimer précisément les déplacements autour de la zone de charge-
ment, Hong et al. [92] ont élaboré des solutions analytiques le long des deux axes principaux,
s’appuyant sur le modèles théorique de Ma [93, 94]. En intégrant les conclusions d’études an-
térieures, les auteurs ont procédé à une comparaison des résultats d’identification obtenus à
partir de différents types de données : le champ de déplacement suivant les deux axes diamé-
traux, le champ de déformation suivant les deux axes diamétraux, et le champ de déformation
au centre de l’échantillon. L’analyse des données synthétiques, comprenant 5% de bruit blanc,
a révélé que l’utilisation du champ de déplacement suivant les deux axes diamétraux offre les
résultats d’identification les plus précis. Ce résultat souligne l’efficacité de cette approche pour
une évaluation fidèle des paramètres mécaniques, même en présence de niveaux significatifs de
bruit dans les données.

Bien que l’analyse des champs de déplacement suivant les deux axes diamétraux offre des
avantages significatifs pour une identification efficace et fiable, la CIN possède la capacité unique
de fournir un champ de déplacement surfacique plus complet. Cela permet d’accroître la préci-
sion des résultats et de renforcer leur résistance à l’interférence. En conséquence, les paramètres
mécaniques de la matrice minérale ont été déterminés par la méthode d’identification avec le
champ surfacique obtenu par la mesure de CIN.

2.2.3 Échantillon

(a) Moule en PVC (b) Échantillon cylindrique

Figure 2.6 – Préparation des échantillons.

Pour les essais de compression et de fendage, la géométrie des échantillons est identique, et
ceux-ci sont fabriqués à l’aide du même moule en PVC, comme le montre la figure 2.6(a). Afin
de prévenir le phénomène de distorsion hors du plan dans l’essai de fendage, il est crucial que
la hauteur de l’éprouvette soit supérieure à son diamètre. Par conséquent, compte tenu de la
taille des plateaux métalliques de la presse, le rayon de l’échantillon est fixé à R = 15 mm et
la hauteur à h = 53 mm. Les images des échantillons après démoulage sont présentées dans la
figure 2.6(b).
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Pour garantir la stabilité des réactions internes pendant la prise et la qualité de la production
des échantillons, après le coulage de la matrice dans les moules, ceux-ci sont scellés avec du film
plastique afin d’éviter l’évaporation de l’eau. De plus, tous les échantillons sont conservés dans
un environnement à humidité et température relativement stables. Pour faciliter le démoulage
et éviter que les échantillons ne collent pas aux moules, une fine couche d’huile est appliquée
sur la surface intérieure des moules avant le coulage de la matrice.

2.2.4 Mesure avec CIN

Grâce au potentiel offert par la technologie de CIN, l’analyse du champ de déplacement
surfacique permet une meilleure compréhension du comportement des matériaux lors des essais
de compression et de fendage. Cependant, la géométrie cylindrique des échantillons introduit
des erreurs de corrélation significatives dans l’analyse 2D du champ de déplacement lors de
l’essai de compression, lorsque la mesure est effectuée avec deux caméras CCD. De plus, les
déplacements obtenus par la traverse de la machine de presse ne sont pas d’une précision
optimale, du fait que le plateau de support peut légèrement bouger sous l’effet de la charge
appliquée, influençant ainsi les courbes force-déplacement obtenues. En outre, il est possible de
déterminer le module de Young et le coefficient de Poisson en compression également via l’essai
de fendage. Par conséquent, l’essai de compression est principalement utilisé pour évaluer la
résistance à la compression.

Lors de l’essai de fendage, compte tenu de la petite taille de l’échantillon et de la spécificité
de la mesure avec CIN, plusieurs précautions doivent être prises. Une mire de petite taille,
comme illustré dans la figure 2.7, comportant 14 × 10 points noirs sur un fond blanc et un
espacement de 3 mm entre chaque point, a été sélectionnée pour la calibration. La mire, de
faible épaisseur pour être placée devant l’échantillon sans encombrement, influence néanmoins
légèrement le champ de déplacement en surface en raison de ses dimensions. Par conséquent,
une correction du champ de déplacement surfacique est réalisée en comparant les dimensions
exactes de l’échantillon avec celles mesurées, permettant ainsi d’ajuster les résultats obtenus
par CIN.

En outre, la petite taille des échantillons impose une attention particulière à la distance
entre les caméras et l’échantillon lors de l’essai de fendage avec mesure de CIN. En effet, une
distance trop faible risque de provoquer l’adhérence de la poussière générée par la rupture
de l’échantillon sur les lentilles, entraînant des erreurs de mesure, et dans le pire des cas,
endommageant potentiellement les caméras. À l’inverse, une distance trop élevée ne permet pas
de capter la Région d’Intérêt adéquate, ce qui compromet la précision des résultats de mesure.
Après plusieurs essais, une distance optimale entre les lentilles et l’échantillon a été établie entre
20 et 30 cm, équilibrant ainsi les risques de contamination des lentilles et la nécessité d’une
résolution d’image suffisante.

Lors de l’analyse du champ de déplacement surfacique, la qualité et le nombre de mouche-
tis sur la surface mesurée influencent directement la taille des éléments dans le maillage, qui
peut varier entre 30 et 50 pixels. Cette variation se manifeste sous deux formes principales du
maillage : triangulaire (T3) et rectangulaire (Q4), comme illustré sur la figure 2.8. Le maillage
T3 est utilisé pour déterminer avec précision la taille de l’échantillon mesuré et le champ de
déplacement surfacique complet, tandis que le maillage Q4 est préféré pour extraire de manière
régulière le champ de déplacement, ce qui est particulièrement utile pour alimenter certaines

27



Chapitre 2 : Identification des paramètres mécanique bi-modules : Méthode de recalage avec
la solution semi-analytique

Figure 2.7 – La mire utilisée dans l’essai de fendage avec la mesure de CIN.

méthodes d’identification. Le choix du type de maillage dépend donc étroitement de l’objectif
spécifique de l’étude.

(a) Forme Q4 avec la taille de l’élément 30 (b) Forme T3 avec la taille de l’élément 50

Figure 2.8 – Forme et taille de l’élément sur le maillage de CIN.

Pour optimiser l’analyse du champ de déplacement dans l’essai de fendage, l’élimination du
mouvement de corps rigide (MCR) est cruciale. Malgré une préparation soignée, la rotation
de l’échantillon sous chargement peut se produire de manière quasi imperceptible. L’applica-
tion de la fonction d’élimination du MCR permet d’éliminer efficacement ces petites rotations
invisibles. Cependant, en l’absence d’une préparation adéquate, un MCR significatif pourrait
survenir, et la fonction d’élimination pourrait ne pas compenser totalement les erreurs de cor-
rélation, affectant ainsi la fiabilité du champ de déplacement mesuré. De plus, comme pour l’es-
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sai de compression, des mouvements involontaires du plateau du support métallique peuvent
également se produire pendant l’essai. Bien qu’elle soit supposée rester immobile, elle peut
effectivement bouger légèrement sous l’effet de la charge appliquée, ce qui peut influencer la
précision des mesures.

(a) Champ de déplacement avec MCR (b) Champ de déplacement après traitement du MCR

Figure 2.9 – Comparaison entre le champ de déplacement avec/sans MCR.

L’utilisation de la CIN pour mesurer les champs de déplacement surfaciques lors de l’essai
de fendage, fourni des informations suffisamment riches pour permettre la détermination des
paramètres mécanique de la loi de comportement dissymétrique de la matrice minérale étudiée.

2.3 Quelques méthodes d’identifications

La capacité de la CIN à fournir un champ de mesure surfacique complet enrichit considéra-
blement les détails expérimentaux disponibles, jouant un rôle crucial dans l’identification des
paramètres mécaniques des matériaux. Dans ce contexte, plusieurs méthodes d’identification
ont été particulièrement mises en avant et sont désormais largement adoptées dans diverses
expérimentations. Parmi ces méthodes, on trouve la méthode de recalage par éléments finis et
la méthode de champs virtuels. Ces approches ont contribué significativement à l’avancement
de la recherche dans le domaine, comme le soulignent diverses études [95, 96, 97, 98].

2.3.1 Méthode de recalage par éléments finis

Dans le domaine de la mécanique des solides, la Méthode des Éléments Finis (MEF) est
reconnue comme l’une des méthodes les plus répandues et efficace pour la modélisation nu-
mérique du comportement des matériaux. Associée à cette approche, la méthode de recalage
par éléments finis (FEMU : Finite Element Model Updating) est fréquemment utilisée pour
identifier les paramètres mécaniques des matériaux [99, 100, 48]. Contrairement à d’autres mé-
thodes d’identification, la FEMU a la capacité d’exploiter l’intégralité des champs de données
surdéterminées, offrant ainsi la possibilité de modéliser et d’analyser des expérimentations com-
plexes. Dans le logiciel CODE_ASTER, développé principalement par l’entreprise EDF [101],
l’utilisation de la FEMU est facilitée par la commande MACR_RECAL. De ce fait, la FEMU
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a initialement été choisie pour l’identification des paramètres mécaniques de la matrice ettrin-
gitique avec les données mesurées pendant l’essai de fendage, en supposant que le matériau ne
présente pas de dissymétrie du comportement.

2.3.1.1 Principe de la FEMU dans CODE_ASTER

Le principe de la méthode d’identification repose sur la définition des paramètres Θ à iden-
tifier. Soit UMEF le champ de grandeurs calculé à l’aide de la MEF avec les paramètres Θ, et
U exp les grandeurs expérimentales mesurées. L’objectif de la commande MACR_RECAL est
de trouver le jeu de paramètres Θ∗ qui minimise les écarts entre les grandeurs calculées UMEF

et les grandeurs mesurées U exp :

(Θ∗) = arg min J
Θ

≡ 1
2 ||1−

U exp

UMEF
||2 (2.3)

Où J est la fonction objective mesurant les écarts entre UF EM et U exp. Pour minimiser
cette fonction selon la méthode des moindres carrés, l’utilisation de l’algorithme de Levenberg-
Marquardt [102] est suggérée par défaut dans MACR_RECAL, assurant ainsi que les variables
Θ∗ soient identifiées dans un intervalle raisonnable.

La procédure de mise en œuvre de la commande MACR_RECAL est représentée en annexe
A. Il est important de souligner qu’à cause la précision de mesure, la taille des éléments sur le
maillage de CIN ne peut pas être aussi petit que le maillage de MEF. Cela entraîne une discor-
dance entre les maillages utilisés pour la MEF et pour la CIN, rendant impossible l’utilisation
directe du maillage expérimental dans la méthode de FEMU. Pour surmonter ce défi, une pro-
jection du champ de déplacement du maillage de MEF sur le maillage de CIN est nécessaire,
comme illustré dans la figure 2.10. Cette étape assure que les données issues de la CIN puissent
être intégrées de manière efficace dans l’analyse, permettant ainsi une identification plus précise
des paramètres.
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(a) Maillage de MEF (b) Maillage de CIN

Figure 2.10 – Projection du champ de déplacement entre des maillages différents.

Cette projection est effectuée à l’aide de la commande PROJ_CHAMP. Pour calculer le
champ de déplacement sur chaque nœud du maillage de CIN, PROJ_CHAMP identifie les
éléments correspondants dans le maillage de MEF et détermine les valeurs des champs en
utilisant l’interpolation par des fonctions de forme pour chaque élément.
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2.3.1.2 Validation de la méthode avec des données synthétiques

Pour évaluer la robustesse et la fiabilité de la méthode FEMU, des données synthétiques
comportant un bruit blanc additif (bruit gaussien, comme détaillé dans l’annexe E) ont été
utilisées.

Dans la simulation de MEF, les dimensions de l’objet simulé correspondent à celles de
l’échantillon expérimental : R = 15 mm, h = 53 mm. Comme h ≫ R, l’hypothèse de défor-
mation plane a été appliquée. Pour rendre la simulation plus réaliste et éviter les problèmes de
qualité du maillage FEM, un petit angle représentant 2° de la valeur est défini pour simuler les
frontières de contact entre le plateau de chargement et l’échantillon sous une charge ponctuelle.
Ainsi, le maillage FEM, illustré dans la figure 2.10(a), comprend 1617 nœuds et 3108 éléments
triangulaires.

Dans un premier temps, nous avons considéré un modèle de comportement isotrope mono-
module, avec le module de Young E = 12 GPa et le coefficient de Poisson ν = 0.25, a été
utilisé pour la validation via MACR_RECAL. La pression appliquée est définie à p = 108.10
MPa (F = 3000 N). Pour se rapprocher davantage de la mesure réelle par CIN, un bruit blanc
variant entre 1% et 5%, a été ajouté aux données de déplacement synthétiques. Ces données
ont ensuite été projetées sur le maillage de CIN, comme montré dans la figure 2.10(b), qui
comprend 960 nœuds et 891 éléments rectangulaires.

Selon les études menées par [89, 90, 91], l’utilisation des données du déplacement sur les axes
principaux de l’échantillon, comme indiqué sur la figure 2.11(a) tend à produire des résultats
optimaux pour l’identification des paramètres. En outre, grâce à la richesse des détails fournis
par les mesures de CIN, il est également possible d’exploiter le champ de déplacement surfacique
dans la FEMU. Ainsi, pour procéder à l’identification, deux groupes de données sont extraits
du maillage de CIN, comme illustré dans la figure 2.11 :

La figure 2.11(a) illustre les déplacements axiaux utilisés pour l’identification. Conformé-
ment au principe de la méthode FEMU (voir l’équation (2.3)), le calcul de la fonction J n’est
pas possible lorsque la valeur de UMEF est nulle. De ce fait, en raison des conditions de symé-
trie axiale caractéristiques de l’essai de fendage, seuls les déplacements u selon l’axe x et les
déplacements v selon l’axe y sont pris en compte dans l’approche FEMU. De plus, puisque le
déplacement au centre de la surface est nul, les données correspondantes à ce nœud ne sont
pas donc considérées dans le calcul. Les figures 2.11(b) et 2.11(c) montrent les déplacements
surfaciques dans une zone carrée, sélectionnés pour l’identification. Pour la même raison, tous
les nœuds présentant un déplacement nul sont exclus du calcul. Étant donné que les erreurs de
corrélation aux nœuds situés aux frontières sont significatives, le champ de déplacement à ces
nœuds n’est pas pris en compte.

Outre les définitions des différents groupes de nœuds, les critères de convergence et les
valeurs initiales des paramètres jouent un rôle crucial dans le succès de l’identification. Pour
prévenir une interruption prématurée du processus d’identification, des seuils pour les normes de
la différence de la fonction itératif ∆J et celle de la variation des paramètres identifiés ∆Θ sont
fixés à 10−9. Les valeurs initiales des paramètres ont un impact direct sur le nombre d’itérations
nécessaires à l’identification, ainsi que sur la vitesse de convergence. Par conséquent, les valeurs
initiales du module de Young E0 et du coefficient de Poisson ν0 sont établies à 10 GPa et 0.2,
respectivement.

Avec ces définitions et ajustements nécessaires, les résultats obtenus par la méthode FEMU
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Figure 2.11 – Définition des groupes des noeuds dans le maillage de CIN pour extraire le
champ de déplacement mesuré.

utilisant la commande MACR_RECAL avec les données synthétiques, incluant l’ajout de bruit
blanc additif, sont présentés dans le tableau 2.1 :

D’après ce tableau, les résultats obtenu sont remarquable. Les valeurs entre parenthèses
indiquent les erreurs relatives en pourcentage entre les valeurs de référence et ceux identifiés.
Avec les données sans bruit, les deux groupes de données fournissent des résultats très proches
des valeurs de référence. Globalement, pour les données comportant du bruit, les résultats basés
sur les déplacements axiaux s’avèrent être plus précis que ceux basés sur les déplacements
surfaciques, à différents niveaux de bruit. Par ailleurs, les valeurs identifiées pour le module de
Young E sont plus précises que celles pour le coefficient de Poisson ν. Avec des déplacements
axiaux et 5% de bruit, l’erreur sur le module de Young identifié atteint au maximum environ
1%, tandis que l’erreur sur le coefficient de Poisson identifié peut aller jusqu’à environ 5%.
À l’inverse, pour les déplacements surfaciques, les meilleurs résultats identifiés montrent des
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Tableau 2.1 – Résultats de FEMU avec les données synthétiques en ajoutant les bruits blancs
additifs.

Paramètres identifiées Module de Young E (GPa) Coefficient de Poisson ν

Référence 12 0.25

Niveau du bruit Axial Surfacique Axial Surfacique

0% 11.99(0.00%) 12.00(0.00%) 0.249(0.00%) 0.250(0.00%)
1% 12.03(0.22%) 12.04(0.35%) 0.248(0.89%) 0.250(0.08%)
2% 12.05(0.43%) 12.53(4.46%) 0.247(0.82%) 0.263(5.06%)
3% 11.95(0.39%) 13.65(13.78%) 0.243(2.49%) 0.290(16.03%)
4% 12.04(0.32%) non-convergé 0.249(0.41%) non-convergé
5% 12.12(1.07%) non-convergé 0.236(5.45%) non-convergé

erreurs de 13.78% pour E et de 16.03% pour ν avec 3% de bruit. Comparées aux résultats
obtenus avec les déplacements axiaux, ces erreurs sont très importantes.

Il est nécessaire de souligner que les résultats de l’identification basée sur les déplacements
surfaciques avec 4% et 5% de bruit n’ont pas été reportés, parce qu’on ne peut pas obtenir les
valeurs satisfaites à cause du problème de convergence. À ces niveaux de bruit, le processus
d’identification s’interrompt prématurément lorsque les critères de convergence atteignent le
seuil de tolérance fixé. Par conséquent, les résultats obtenus avec des déplacements surfaciques
pour des niveaux de bruit supérieurs à 3% ne doivent pas être considérés.

Théoriquement, l’augmentation du nombre de données contribuant à l’identification devrait
améliorer les résultats, parce qu’elle fournit des détails plus riches. Cependant, les résultats
illustrés dans le tableau 2.1 suggèrent le contraire, ce qui pourrait être attribué à la méthode
implémentée dans la commande MACR_RECAL. Pour les nœuds proches du centre de la
surface de l’échantillon, le champ de déplacement correspondant affiche des magnitudes plus
faibles, particulièrement pour le déplacement u suivant l’axe x. Lorsque des bruits additifs sont
introduits dans les données synthétiques, le rapport U exp/UMEF utilisé dans l’équation (2.3)
peut devenir très important, influençant ainsi négativement la convergence de la minimisation
et affectant la précision des résultats obtenus par FEMU.

2.3.1.3 Conclusion

La méthode de recalage par éléments finis (FEMU) a été employée pour identifier les pa-
ramètres mécaniques des matériaux en minimisant l’écart entre les grandeurs calculées par la
Méthode des Éléments Finis (MEF) et les mesures expérimentales. La mise en œuvre s’est
appuyée sur la commande MACR_RECAL du logiciel CODE_ASTER. Pour valider cette
commande, deux groupes de données ont été définis afin de tester l’effet sur la précision de
l’identification.

Ainsi, des données synthétiques, générées selon un modèle de comportement mono-module
avec ajout de bruit blanc, ont été utilisées pour la validation. Les résultats montrent que
les déplacements axiaux fournissent des estimations plus précises des paramètres. En raison
de la méthode utilisé dans la commande MACR_RECAL et le problème de convergence, les
déplacements surfaciques s’avèrent inadaptés pour l’identification lorsque le niveau de bruit
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dépasse 3%.
La nécessité de projeter les résultats entre différents maillages rend l’utilisation de MACR_R-

ECAL complexe et coûteuse. De plus, il est impossible d’introduire une loi de comportement
dissymétrique, ou d’utiliser la loi de Badel avec un endommagement constant, sans effectuer
des modifications conséquentes de cette commande.

2.3.2 Méthode des champs virtuels

La Méthode des Champs Virtuels (MCV) est basée sur l’écriture du principe des travaux
virtuels avec des champs virtuels particuliers. Initialement proposé dans le cadre de l’élasticité
linéaire anisotrope, elle a aussi été examinée dans le cas de chargement dynamique ou des lois de
comportement non-linéaire telle que l’hyper-élasticité et la plasticité [103, 104, 105, 106]. Cette
méthode a été aussi proposé pour identifier les paramètres des matériaux isotrope sur l’essai de
fendage [107]. En général, elle nécessite l’exploitation des champs cinématiques entiers comme
données essentielles. Cependant, le champ de déformation, dérivé du champ de déplacement
mesuré, amplifie inévitablement l’impact du bruit en raison de son processus de calcul. La
petite taille des échantillons étudiés peut ainsi compliquer la convergence de l’identification
avec la méthode MCV, entraînant des résultats imprécis.

2.4 Solution semi-analytique du fendage

L’essai de fendage étant une expérimentation fondamentale, il a fait l’objet de nombreuses
études et recherches [77, 108, 109]. L’utilisation de solutions analytiques adaptées aux matériaux
bi-module dans l’essai de fendage peut ainsi accélérer le processus d’identification et améliorer
la précision des résultats obtenus. Par conséquent, une méthode de recalage avec la solution
analytique a été développée pour l’identification des paramètres bi-module. La figure 2.12 pré-
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Figure 2.12 – Schéma de l’essai de fendage pour la compression partiellement distribuée avec
deux plateaux plans.

sente les schémas de l’essai de fendage, à partir desquels la solution analytique du champs de
déplacement est développée, les deux axes principaux sont définis par les segments AB pour
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l’axe y et CD pour l’axe x. Dans le cadre d’une compression partiellement distribuée, l’angle
2α est défini pour décrire les frontières du chargement (la zone de contact). Donc, le cas de
chargement ponctuel peut ainsi être pris en compte en faisant tendre α vers 0.

2.4.1 Champ de contrainte

À ce jour, deux études principales ont largement contribué à la formulation des équations
analytiques décrivant explicitement le champ de contraintes. La première est basée sur une
simplification avancée de la caractérisation de l’état des contraintes surfaciques du modèle de
Hondros [66] sous forme de séries par Ma et Hung [94]. La seconde étude de Jianhong et al.
[110] se base sur les travaux de Muskhelishvili [111] et la fonction d’Airy pour décrire le cas
d’un chargement ponctuel. Néanmoins, selon les études étendues sur l’expression du champ de
déplacement en repère cartésien, réalisées par Jianhong et al. [86], ainsi que par Patel et Martin
[91] en s’appuyant sur le modèle de Jianhong et al. [110], les valeurs de déplacement v aux points
A et B ne peuvent pas être déterminées. En effet, l’expression de champ de déplacement est
obtenue par l’intégration de l’équation du champ de contrainte, contient des fractions. Lorsque
le calcul se réalise aux points A et B, le dénominateur de la formule de v devient nul, ce qui
conduit à une valeur infinie.

À l’inverse, le modèle de Ma [93, 94] propose des équations de l’état de contrainte dans un
repère polaire, en prenant en compte des frontières de chargement finies pour s’adapter aux
diverses géométries des plateaux et aux types de chargement. Ce faisant, le modèle de Ma [94]
offre des expressions détaillées de l’état de contrainte, y compris aux frontières de chargement.
Par conséquent, c’est le modèle de Ma que nous avons adopté pour le développement de solutions
analytiques des champs de déplacement et de déformation dans des contextes de chargement
partiellement distribué pour un matériau à comportement dissymétrique.

Tenant compte du fait que les frontières de chargement sont finies, la pression appliquée p
dans la figure 2.12 peut être exprimée en fonction de α et F :

p = F

2αhR (2.4)

Et les expressions des contraintes d’après Ma [93, 94] sont illustrées ci-dessous :
σr(s, θ) = − p

π
(A1 + A2 +B1 +B2 + Φ)

σθ(s, θ) = − p

π
(−A1 − A2 +B1 +B2 + Φ)

τrθ(s, θ) = p

π
(C1 − C2)

(2.5)

Où
A1 = (1− s2) sin 2(α + θ)

s4 + 1− 2s2 cos 2(α + θ) A2 = (1− s2) sin 2(α− θ)
s4 + 1− 2s2 cos 2(α− θ)

B1 = arctan
[

1 + s2

1− s2 tan(α + θ)
]

B2 = arctan
[

1 + s2

1− s2 tan(α− θ)
]

C1 = (1− s2)[−s2 + cos 2(α− θ)]
s4 + 1− 2s2 cos 2(α− θ) C2 = (1− s2)[−s2 + cos 2(α + θ)]

s4 + 1− 2s2 cos 2(α + θ)

θ ∈
[
−π2 ,

π

2

]
and Φ =

{
0 for 0 ≤ |θ| ≤ π

2 − α
π for π

2 − α ≤ |θ| ≤
π
2

(2.6)
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Les variables r et θ sont les coordonnées polaires, σr, σθ et τrθ désignent les contraintes dans le
repère polaire, et s est le rapport entre r et R.

2.4.2 Loi de Hooke généralisée

2.4.2.1 Comportement dissymétrique en traction-compression

Pour pouvoir prendre en compte le comportement dissymétrique en traction-compression,
la loi de Hooke généralisé est écrite dans le repère principal des contraintes. Les contraintes
principales dans le plan (r,θ) s’écrivent :


σ1 = σr + σθ

2 + 1
2∆

σ2 = σr + σθ

2 − 1
2∆

(2.7)

Avec
∆ =

√
(σr − σθ)2 + 4τ 2

rθ (2.8)

Selon la relation entre les contraintes principales et les déformations principales, la loi de Hooke
généralisée s’écrit : 

ε1 = a11σ1 + a12σ2 + a13σ3

ε2 = a12σ1 + a22σ2 + a23σ3

ε3 = a13σ1 + a23σ2 + a33σ3

(2.9)

σ1 et σ2 sont les contraintes principaux dans le plan (r, θ) et σ3 agit suivant l’axe z. ε1, ε2 et
ε3 sont les déformations principales correspondantes.

En tenant compte du fait que σ1 présente la contrainte principale dans la direction de
traction et σ2 celle dans la direction de compression, l’essai de fendage nous indique clairement
que σ1 > 0 > σ2 et |σ1| < |σ2|. Selon les études sur la théorie de bi-module par Tsvelodub [112],
Huang et al. [113], les coefficients aij sont déterminés par le signe des contraintes principales :
σ1 est positive tandis que σ2 est négative. Par conséquence, a11 = 1

Et
et a22 = 1

Ec
. En se basant

sur l’hypothèse de symétrie, pour i ̸= j, aij = − νc

Ec
= − νt

Et
.

Selon les dimensions de l’échantillon, les hypothèses de contraintes planes et déformations
planes sont appliquées dans les différents situations. Sous l’hypothèse de déformation plane, où
ε3 = 0, il en découle que a33σ3 = νc

Ec
(σ1 + σ2). En considérant que |σ1| < |σ2|, σ3 présente une

valeur négative, ce qui implique que a33 doit être imposé comme 1
Ec

. Par conséquence, la loi de
Hooke généralisée, sous l’hypothèse de déformations planes, adaptée à la théorie de bi-module
peut être exprimée de la manière suivante :

ε1 = 1
Et

σ1 −
νc

Ec

σ2 −
νc

Ec

σ3

ε2 = − νc

Ec

σ1 + 1
Ec

σ2 −
νc

Ec

σ3

ε3 = − νc

Ec

σ1 −
νc

Ec

σ2 + 1
Ec

σ3 = 0

(2.10)

Et les formes explicites des contraintes et des déformations principales sont déterminées à partir
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les équations (2.7) et (2.10) :
σ1 = − p

π

(
B1 +B2 + Φ−

√
(A1 + A2)2 + (C1 − C2)2

)
σ2 = − p

π

(
B1 +B2 + Φ +

√
(A1 + A2)2 + (C1 − C2)2

)
σ3 = νc(σ1 + σ2)

(2.11)



ε1 = p

π

[(
− 1
Et

+ νc

Ec

+ 2ν2
c

Ec

)
(B1 +B2 + Φ)

]

+ p

π

[( 1
Et

+ νc

Ec

)√
(A1 + A2)2 + (C1 − C2)2

]
ε2 = p

π

[(
− 1
Ec

+ νc

Ec

+ 2ν2
c

Ec

)
(B1 +B2 + Φ)

]

− p

π

[( 1
Ec

+ νc

Ec

)√
(A1 + A2)2 + (C1 − C2)2

]
ε3 = 0

(2.12)

Dans le cadre de l’hypothèse de contraintes planes où σ3 = 0, la valeur de coefficient a33

n’intervient pas directement. Comme le calcul précédant, la loi de Hooke généralisée se présente
comme ci-dessous : 

ε1 = 1
Et

σ1 −
νc

Ec

σ2

ε2 = − νc

Ec

σ1 + 1
Ec

σ2

ε3 = − νc

Ec

σ1 −
νc

Ec

σ2

(2.13)

Les expressions explicites des contraintes et des déformations principales, sous l’hypothèse
de contraintes planes, sont :


σ1 = − p

π

(
B1 +B2 + Φ−

√
(A1 + A2)2 + (C1 − C2)2

)
σ2 = − p

π

(
B1 +B2 + Φ +

√
(A1 + A2)2 + (C1 − C2)2

)
σ3 = 0

(2.14)



ε1 = p

π

[(
− 1
Et

+ νc

Ec

)
(B1 +B2 + Φ)

]
+ p

π

[( 1
Et

+ νc

Ec

)√
(A1 + A2)2 + (C1 − C2)2

]
ε2 = p

π

[(
− 1
Ec

+ νc

Ec

)
(B1 +B2 + Φ)

]
− p

π

[( 1
Ec

+ νc

Ec

)√
(A1 + A2)2 + (C1 − C2)2

]
ε3 = p

π

[(2νc

Ec

)
(B1 +B2 + Φ)

]
(2.15)

2.4.2.2 Relation avec le modèle de Badel

D’après les équations (2.10) et (2.13), les relations entre les contraintes et les déformations
principales dans le contexte du comportement dissymétrique sont très claires. Étant donné
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que ce comportement peut également être représenté dans le modèle de Badel en fixant la va-
riable d’endommagement d à une constante, il est possible de déterminer la relation entre les
paramètres initiaux (E, ν) et les paramètres endommagés qui s’apparentent aux paramètres
dissymétriques (Ec, Et, νc). Par exemple, puisque les échantillons des matrices minérales pré-
parées sont sous forme cylindrique, l’hypothèse de déformations planes est adoptée. Dans cette
situation, on a ε3 = 0, ε1 > 0 et ε2 < 0. Sachant que |ε2| > |ε1|, on a trε < 0.

Ainsi, d’après le modèle de Badel (1.3), les déformations principales en fonctions des contraintes
principales sont données par :



ε1 = 1 + ν

E(ν + ξ)σ1 −
ν(1 + ν)
E(ν + ξ)σ2 −

ν(1 + ν)
E(ν + ξ)σ3

ε2 = − ν(1 + ν)
E(ν + ξ)σ1 −

((ξ − 1)ν − ξ)(1 + ν)
E(ν + ξ) σ2 −

ξν(1 + ν)
E(ν + ξ) σ3

ε3 = − ν(1 + ν)
E(ν + ξ)σ1 −

ξν(1 + ν)
E(ν + ξ) σ2 −

((ξ − 1)ν − ξ)(1 + ν)
E(ν + ξ) σ3 = 0

(2.16)

Avec
ξ = 1− d

1 + γd
(2.17)

D’après les équations (2.16) et (2.10), les relations entre l’endommagement et les paramètres
initiaux non-endommagés dans le cadre de l’hypothèse de déformations planes s’expriment
comme suit : 

Ec = − E(ν + ξ)
((ξ − 1)ν − ξ)(1 + ν)

Et = E(ν + ξ)
1 + ν

νc = − ν

(ξ − 1)ν − ξ

(2.18)

2.4.3 Champ de déplacement

Sachant que les composantes du champ de déplacement issues de la CIN sont des données
dans le repère cartésien, les composantes de la solution analytique doivent être aussi calculé
dans le repère cartésien. Le champ de déformation est alors écrit dans le repère cartésien avant
d’en déduire les déplacements.

Afin de simplifier les calculs ultérieurs, les coordonnées polaires (s, θ) dans l’équation (2.6)
sont converties en coordonnées cartésiennes x et y, selon les formules suivant :

s = r

R
=
√
x2 + y2

R

sin(θ) = x

r
, cos(θ) = y

r
, θ = arctan

(
x

y

) (2.19)

En définissant n⃗1 et n⃗2 comme les directions principales, ψ représente l’angle entre l’axe x
et la direction principale n⃗1. Selon l’étude de Hung et Ma [93], ψ s’écrit de manière suivant :
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ψ =1
2 arctan


σr − σθ

2 sin(2θ) + τrθ cos(2θ)

−σr − σθ

2 cos(2θ) + τrθ sin(2θ)


=1

2 arctan
(
−(A1 + A2) sin(2θ) + (C1 − C2) cos(2θ)
(A1 + A2) cos(2θ) + (C1 − C2) sin(2θ)

) (2.20)

~n1 ~n2

(a) Directions principales n⃗1 et n⃗2
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Figure 2.13 – Schéma des directions principales n⃗1 et n⃗2 et la distribution de la valeur ψ sur
tout le domaine dans le cas α tend vers zéro.

La figure 2.13 illustre les directions principales n⃗1 et n⃗2 ainsi que la distribution de l’angle
de rotation ψ dans la situation où α tend vers zéro. Il est évidement que les valeurs de ψ aux
points situés sur les axes x et y sont nulles, indiquant que les directions principales sont alignées
avec le repère cartésien. Pour cette raison, certaines études privilégient l’analyse des champs de
déplacement suivant les deux axes pour identifier les paramètres bi-module [86, 91]. À mesure
que les points se rapprochent de la zone de chargement, les valeurs de ψ augmentent, indiquant
un effet de cisaillement plus marqué.

En combinant les équations (2.19) et (2.20), la conversion du champ de déformation dans
le système de coordonnées cartésien est facile à réaliser, comme illustré dans l’équation (2.21) :

εxx = cos2(ψ)ε1 + sin2(ψ)ε2 = ∂u(x, y)
∂x

εyy = sin2(ψ)ε1 + cos2(ψ)ε2 = ∂v(x, y)
∂y

εxy = εyx = cos(ψ) sin(ψ)(ε1 − ε2) = 1
2

(
∂u(x, y)

∂y
+ ∂v(x, y)

∂x

) (2.21)

Avec ces définitions, le champ de déplacement surfacique représenté par ⟨u, v⟩ peut être
déterminé en effectuant le calcul des intégrales de ces équations. Cependant, le calcul analytique
de ces intégrales abouti à des formes d’intégrales indéterminées. Pour remédier à cette difficulté,
Les deux premières équations sont intégrés avec un schéma numérique d’équation différentielle
ordinaire en considérant la seconde variable comme une constante, et les conditions initiales
sont prises sur les axes de symétrie, comme le montre suivant :
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Pour y = constante : u(x, y) =
∫
εxx(x, y)dx, avec uAB = u(0, y) = 0

Pourx = constante : v(x, y) =
∫
εyy(x, y)dy, avec vCD = v(x, 0) = 0

(2.22)

La fonction odeint du package Integrate de Scipy en Python [114] a permit de mener a
bien cette opération. Le champ de contrainte défini par les équations (2.5) et (2.6) satisfait les
conditions d’équilibre et de compatibilité dites conditions générale de Beltrami dans le cadre des
déformation et contraintes planes. En conséquence, le champ de déplacement obtenu à partir
de l’intérgation des déformations définies par les équations (2.11), (2.12) et (2.21) et vérifiants
les conditions de symétries (2.22), est la solution du problème posé. Pour une discrétisation
fine, le champ de déplacement obtenu numériquement permet une vérification complémentaire
des conditions de compatibilité du champ de déformation obtenu à partir des déplacements
calculés.

Il est important de souligner que :

— La solution semi-analytique varie selon l’hypothèse de contrainte ou de déformation ap-
pliquée. Cependant, que l’on considère une déformation plane ou une contrainte plane,
la distribution des valeurs de ψ reste inchangée, parce qu’elle dépend uniquement des
valeurs du champ de contraintes.

— Quelle que soit la valeur de α, les valeurs des champs de contraintes et de déformations
principales au centre de la surface de l’échantillon restent constantes. Ainsi, la résistance
à la traction peut être déterminée à partir du chargement de rupture, comme indiqué
dans l’équation (2.2). De manière similaire, les expressions des champs de déformations
au centre, sous les deux hypothèses, sont présentées ci-dessous :

Déformations Planes


ε1(0, 0) = εxx(0, 0) = F

Rπh

(
2ν2

c

Ec

+ 3νc

Ec

+ 1
Et

)

ε2(0, 0) = εyy(0, 0) = F

RπhEc

(
2ν2

c − νc − 3
) (2.23)

Contraintes Planes


ε1(0, 0) = εxx(0, 0) = F

Rπh

(3νc

Ec

+ 1
Et

)
ε2(0, 0) = εyy(0, 0) = − F

RπhEc

(νc + 3)
(2.24)

Quand les modules de Young et les coefficients de Poisson sont identiques pour le com-
portement symétrique en traction et compression, les déformations au centre avec les
paramètres mono-module s’écrivent :

Déformations Planes


ε1(0, 0) = εxx(0, 0) = F (2ν + 1)(ν + 1)

RπhE

ε2(0, 0) = εyy(0, 0) = F (2ν − 3)(ν + 1)
RπhE

(2.25)

Contraintes Planes


ε1(0, 0) = εxx(0, 0) = F (3ν + 1)

RπhE

ε2(0, 0) = εyy(0, 0) = −F (ν + 3)
RπhE

(2.26)
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2.4.4 Validation

Avant d’implémenter les solutions des déplacement u et v pour identifier les paramètres
du matériau, une étape de validation est indispensable. Cette validation consiste à comparer
les solutions obtenues par la MEF ainsi qu’avec les résultats d’autres études pertinentes des
solutions analytiques pour les matériaux ayant un comportement symétrique en traction et
compression.

2.4.4.1 Comparaison avec les équations basiques

L’utilisation des champs de déformation au centre de l’échantillon pour déterminer le module
de Young E et le coefficient de Poisson ν constitue la méthode la plus couramment utilisée dans
le cadre de l’essai de fendage. En fonction des hypothèses implémentées, les expressions pour
E et ν varient. Ces expressions sont dérivées à partir des déformations εxx(0, 0), εyy(0, 0) et
s’écrivent ainsi :

Contraintes Planes : E = − 8F
πRh(εxx(0, 0) + 3εyy(0, 0)) , ν = −3εxx(0, 0) + εyy(0, 0)

εxx(0, 0) + 3εyy(0, 0)

Déformations Planes : E = 2F (5εxx(0, 0)− εyy(0, 0))
πRh(εxx(0, 0)− εyy(0, 0))2 , ν = 3εxx(0, 0) + εyy(0, 0)

2εxx(0, 0)− 2εyy(0, 0)
(2.27)

Il est évident que la seule donnée des déformations au centre ne permet pas d’identifier
les paramètres du matériau, mais ces formules nous permettent de valider nos calculs avec les
équations de bases couramment utilisées pour les matériaux mono-module. En assumant des
valeurs identiques pour Ec et Et, les relations (2.27) ont été déterminées à partir de les équations
(2.25) et (2.26).

2.4.4.2 Comparaison avec la solution de MEF

Les résultats obtenus par MEF sont souvent considérés comme référence. Par conséquent,
une comparaison avec la solution de MEF est réalisée pour valider la solution semi-analytique
du champ de déplacement surfacique. Toutefois, en raison de l’absence de prise en compte de
la théorie de bi-module dans la MEF, les résultats de cette dernière sont obtenus en se basant
sur une loi de comportement de mono-module.

Pour garantir la cohérence avec la validation de FEMU décrite dans la section 2.3.1.2, le
domaine a été modélisé en utilisant les mêmes propriétés matérielles et les mêmes maillages
que précédemment : l’angle α = 1°, le rayon R = 15 mm, la hauteur h = 53 mm, le chargement
F = 3000 N, le module de Young E = 12 GPa et le coefficient de Poisson ν = 0.25. Les
comparaisons des déplacements u et v sont illustrées ci-dessus.

Les distributions présentées dans la figure 2.14 montrent les composantes de déplacement du
MEF et du modèle semi-analytique avec un angle α de 1°. Pour mieux démontrer les différences
entre ces deux solutions, les erreurs relatives par rapport aux valeurs maximales ont également
été présentées. D’après ces erreurs, les différences entre les deux solutions sont presque nulles,
à l’exception de la zone de chargement. Ces erreurs dans la zone de chargement peuvent être
dues à la qualité du maillage. Étant donné que l’angle α est seulement de 1°, il est difficile
de raffiner davantage cette zone en fonction de la taille de l’objet. Numériquement, les valeurs
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(a) Déplacement u (mm)

(b) Déplacement v (mm)

Figure 2.14 – Comparaison des déplacements u et v obtenus par la solution de MEF et la
solution semi-analytique avec α = 1.

moyenne, maximale et minimale des erreurs relatives par rapport au déplacement maximal
de u sont 0.33%, 52.14%, respectivement. Pour les déplacements v, les valeurs moyenne et
maximale des erreurs relatives par rapport au déplacement maximal de v sont 0.07% et 11.11%,
respectivement.

Afin de vérifier progressivement que les erreurs des déplacements sont causées par le maillage
de MEF, une nouvelle comparaison avec un nouveau maillage a été effectué. Tous les paramètres
sont restés identiques à ceux d’avant, à l’exception de α fixé à 10°. Par conséquent, le nouveau
maillage contient un total de 1625 nœuds et 3124 éléments triangulaires.

Les distributions présentées dans la figure 2.15 montrent les composantes de déplacement du
MEF et du modèle semi-analytique avec un angle α de 10°. Avec une valeur de α plus grande,
la zone de chargement devient plus large, permettant d’avoir une meilleure distribution des
mailles dans la zone de chargement, sans augmenter considérablement le nombre de mailles.
Cela conduit à une réduction significative des erreurs des déplacements entre la solution du
MEF et celle semi-analytique. Numériquement, les valeurs moyenne, maximale et minimale des
erreurs relatives par rapport au déplacement maximal de u sont 0.20%, 10.60%, respectivement.
Pour les déplacements v, les valeurs moyenne et maximale des erreurs relatives par rapport au
déplacement maximal de v sont 0.06% et 0.85%, respectivement. Bien que l’erreur maximale
à certains points soit d’environ 10% sur le déplacement u, un raffinement du maillage plus
conséquent conduira donc à faire tendre la solution MEF vers la solution semi-analytique.

Par conséquent, selon les comparaisons des déplacements obtenus par la solution de MEF
et celle semi-analytique, nous pouvons conclure que la solution semi-analytique est en bonne
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(a) Déplacement u (mm)

(b) Déplacement v (mm)

Figure 2.15 – Comparaison des déplacements u et v obtenus par la solution de MEF et la
solution semi-analytique avec α = 10.

cohérence avec les résultats de la MEF, en considérant une loi de comportement mono-module.

2.4.4.3 Comparaison avec les solutions analytiques existantes

L’étude de Patel et Martin [91], utilisant le modèle proposé par Jianhong et al. [86], a fourni
une solution analytique pour le déplacement dans les matériaux bi-module suivant les deux axes
AB et CD, dans un contexte de chargement ponctuel. Dans ce modèle amélioré, les valeurs des
déplacements au point de chargement restent inconnues. En adoptant les mêmes paramètres que
dans l’exemple précédent, à l’exception du module de Young en compression Ec = 12 GPa, du
module de Young en traction Et = 8 GPa et du coefficient de Poisson en compression νc = 0.25,
une comparaison des déplacements axiaux obtenus à partir de la solution semi-analytique et
du modèle de Patel est illustrée dans la figure 2.16.

Comme dans la comparaison précédente, à l’exception des points de chargement, les champs
de déplacement obtenus sont presque identiques. Les valeurs maximale et moyenne des erreurs
relatives par rapport au maximal de ux suivant CD, sont de 0.014% et 0.003%, respectivement.
Pour vy suivant l’axe AB, ces erreurs sont de 1.157% et 5.6 10−6%, respectivement. Par consé-
quent, selon les analyses des erreurs relatives par rapport aux déplacements maximaux, on peut
conclure que la solution semi-analytique du champ de déplacement surfacique, en suivant les
axes principaux, permet de décrire avec précision le comportement des matériaux bi-module.

Au vu des comparaisons avec d’autres études existantes, il est possible de conclure que la
solution semi-analytique offre une représentation précise du champ de déplacement surfacique
tant pour les matériaux mono-module que bi-module lors de l’essai de fendage.
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Figure 2.16 – Comparaison des déplacements axiaux obtenu par les deux modèles : point
bleu : solution semi-analytique ; étoile verte : modèle de Patel.

2.5 Recalage avec la solution semi-analytique

Le développement de la solution semi-analytique offre une opportunité non seulement d’im-
plémenter le champ de déplacement dans la méthode de recalage, mais aussi de tirer parti
d’autres champs pour cette méthode.

2.5.1 Principe de l’identification

De manière similaire à l’approche FEMU, le principe fondamental du recalage à l’aide de
la solution semi-analytique adopte la même forme que celle utilisée dans la méthode FEMU,
comme illustré par l’équation suivante :

(Θ∗) = arg min J
Θ

≡ 1
2 ||U

num − U exp||2 (2.28)

Ici, Unum est la grandeur obtenue à partir de la solution semi-analytique (2.22). Ce problème
de minimisation est contraint avec Θmin ≤ Θ ≤ Θmax. Contrairement à l’approche utilisée avec
la commande MACR_RECAL, les champs de calcul ne sont pas adimensionnés. Bien que ce
changement puisse entraîner un arrêt prématuré du calcul en raison de petites valeurs de J
lorsque la magnitude du chargement est faible, il permet d’éviter les valeurs excessivement
élevées de J et les erreurs de calcul provoquées par le ratio U exp/Unum.

2.5.2 Analyse de trois cas de recalage

En se basant sur les méthodes de mesure et sur les données utilisées dans l’équation (2.28),
en remplaçant Θ par Ec, Et, et νc, tout en spécifiant que la grandeur U peut contenir le champ
de déplacement et/ou de déformation, trois cas ont été analysés dans cette étude :
• Cas A : recalage avec le champ de déplacement axial mesuré um

CD(x, 0) et vm
AB(0, y) à
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chaque valeur du chargement appliqué F (t) :

{E∗
c , E

∗
t , ν

∗
c } = arg min

Ec,Et,νc

J(Ec, Et, νc) ≡
1
2 ||uCD − um

CD||2 + 1
2 ||vAB − vm

AB||2 (2.29)

• Cas B : recalage avec le champ de déformation au centre de la surface mesuré εm
xx(0, 0) et

εm
yy(0, 0) pour plusieurs chargements F (t) :

{E∗
c , E

∗
t , ν

∗
c } = arg min

Ec,Et,νc

J(Ec, Et, νc) ≡
1
2 ||εxx − εm

xx||2 + 1
2 ||εyy − εm

yy||2 (2.30)

• Cas C : recalage avec le champ de déplacement surfacique mesuré um(x, y) et vm(x, y) sur
un sous domaine Ωm à chaque valeur du chargement appliqué F (t) :

{E∗
c , E

∗
t , ν

∗
c } = arg min

Ec,Et,νc

J(Ec, Et, νc) ≡
1
2 ||u− u

m||2 + 1
2 ||v − v

m||2 (2.31)

Selon la relation de symétrie, la valeur de νt est déterminer à partir des autres paramètres :

νt = Et
νc

Ec

(2.32)

Pour garantir que les paramètres identifiés restent dans une gamme raisonnable, des limites
sont imposées aux variations des paramètres pour les trois cas d’identification :

0.01 GPa ≤ Ec ≤ 22 GPa ; 0.01 GPa ≤ Et ≤ Ec ; 0 < νc < 0.5 (2.33)

Dans les cas A et C, l’utilisation du champ de déplacement à chaque instant de l’essai est
suffisant pour identifier les paramètres mécaniques, permettant ainsi une identification image
par image. En revanche, pour le cas B, il est nécessaire de prendre en compte toutes les images
de la mesure. Ceci s’explique par le fait que le champ de déformation au centre, à chaque
instant, ne fournit pas à lui seul des résultats fiables. Ainsi, l’exploitation de l’ensemble des
images expérimentales dans le cas B est cruciale pour obtenir une valeur unique et précise pour
chaque paramètre identifié, garantissant la fiabilité de l’identification.

De manière similaire aux définitions des groupes de nœuds dans la méthode FEMU, les
erreurs de mesure inhérentes à la CIN, en particulier autour des frontières de l’objet mesuré,
ne peuvent pas être négligées. Ainsi, pour améliorer la fiabilité des résultats d’identification, les
champs de déplacement utilisés dans les cas A et C sont pris dans les sous domaines comme le
montre la figure 2.17. Pour le cas B, qui se concentre exclusivement sur le champ de déformation
au centre, les effets des frontières ne sont pas considérés.

Il est essentiel de prendre en compte non seulement l’emplacement des mesures mais aussi
l’effet du bruit sur ces dernières à différents stades de l’expérience. Au début du chargement, en
raison de la subtilité du mouvement de l’échantillon, l’impact du bruit peut rendre les données
mesurées inadaptées pour l’identification. De même, vers la fin du chargement, l’émergence de
micro-fissures autour de la zone de chargement peut induire un comportement non linéaire du
matériau, compromettant ainsi la fiabilité de l’identification à cette étape. Par conséquent, les
données collectées lors de ces deux phases ne doivent pas être incluses dans le processus d’iden-
tification. La figure 2.18 illustre la délimitation de la zone cohérente, qui couvre généralement
l’intervalle allant de 25% à 75% de la charge maximale. Cependant, l’intervalle précis de cette
zone cohérente doit être défini en fonction des mesures de CIN et pour chaque échantillon.
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Figure 2.17 – Définition des groupes des champs de déplacement utilisées dans la méthode
de recalage.
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Figure 2.18 – Définition de la zone de comportement linéaire, sans évolution de l’endomma-
gement, pour identifier les paramètres bi-module.
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2.5.3 Procédure de la méthode de recalage
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Solution Θ∗

Figure 2.19 – Procédure d’identification avec la méthode de Recalage.

Le diagramme de la figure 2.19 illustre la procédure d’identification utilisant le recalage
avec la solution semi-analytique. Cette approche présente des avantages notables par rapport
à la méthode FEMU. En effet, étant donné que la projection du champ de déplacement entre
différents maillages n’est pas requise, et que le champ numérique est directement obtenu par
la solution semi-analytique, l’ensemble du processus d’identification est à la fois simplifié et
accéléré. Les étapes principales de cette procédure sont résumées comme suit :
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1. Tout d’abord, afin de minimiser l’impact de l’ordre de grandeur sur les calculs, les para-
mètres Θ sont adimensionnés. Avec le module de Young variant entre 6 et 20 GPa pour
différents types de matériaux fragiles, et le coefficient de Poisson compris entre 0 et 0.5,
un scalaire E0 est définit à 103 pour améliorer la précision des résultats d’identification.
La relation entre Θ et E0 sont présentée suivant :

Θ̂ = (Êc, Êt, ν̂c) Êc = Ec ·E0, Êt = Et ·E0, ν̂c = νc (2.34)

Les valeurs initiales des paramètres identifiés Θ0 ont une influence directe sur la vitesse de
convergence et la qualité des résultats d’identification. Ainsi, pour accélérer l’identification
tout en prenant en compte les propriétés mécaniques générales du mortier, les modules
de Young en traction et en compression adimensionnés sont fixés à Ê0

t = Ê0
c = 10 GPa,

et le coefficient de Poisson en compression est établi à 0.2.
2. À partir de Θ̂0, le champ de déplacement u = ⟨u, v⟩ et la fonction objective J sont

déterminés à l’aide de la solution semi-analytique. Lorsque la valeur de J satisfait les
critères d’arrêt, cela signifie que les paramètres Θ̂0 produisent un champ de déplacement
et de déformation correspondant aux données mesurées. Sinon, les paramètres sont mis à
jour itérativement par l’algorithme de minimisation et réintroduits dans les calculs.
Pour assurer que les paramètres identifiés restent dans une gamme raisonnable et évi-
ter que la minimisation ne se retrouve dans une convergence locale, des limites ou des
contraintes telles que l’équation (2.33) sont définies et imposées dans l’identification.
Ainsi, l’algorithme de minimisation « région de confiance » (Trust Region) a été proposé
pour être implémenté dans la méthode de recalage.

3. La méthode de la région de confiance est un algorithme traditionnel de minimisation itéra-
tive, adapté à divers problèmes d’optimisation non-linéaire. Contrairement aux méthodes
de recherche linéaire telles que la méthode de gradient conjugué, l’algorithme de la région
de confiance construit une nouvelle fonction quadratique approximant la fonction objectif
à chaque itération, transformant le problème en une minimisation séquentielle de forme
quadratique sous contrainte. À chaque étape, on cherche la direction de descente opti-
male dans un domaine réduit appelé « région de confiance », approchant ainsi la solution
optimale de la fonction objectif. Plus de détails sur cette méthode et son application dans
la méthode de recalage sont décrits dans l’annexe C.2. Par conséquent, l’algorithme de
« constrained trust region » dans le package Scipy.optimize de Python a été utilisé dans la
méthode de recalage avec la solution semi-analytique pour minimiser la fonction objectif,
tout en respectant les contraintes définies pour les paramètres.

4. La solution du problème de minimisation dépend aussi de la précision du calcul du gra-
dient. Dans notre cas, la fonction J(Θ) dépend du champ déplacement u(Θ), lui-même
dépend des paramètres Θ. Pour la méthode de région de confiance, il est impératif de lui
fournir le gradient le plus précis possible. Le calcul du gradient de la fonction ∇ΘJ dé-
pendra directement du calcul du gradient du champ de déplacement ∇Θu de la manière
suivante, en posant u(Θ) = ⟨u(Θ), v(Θ)⟩, Θ = (Ec, Et, νc), on a :

∇ΘJ = (u(Θ)− um)∇Θu avec ∇Θu =


∂u(Θ)
∂Θ

∂v(Θ)
∂Θ

(2.35)
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Où

∂u(Θ)
∂Θ

=



∂u(Θ)
∂Ec

∂u(Θ)
∂Et

∂u(Θ)
∂νc

∂v(Θ)
∂Θ

=



∂v(Θ)
∂Ec

∂v(Θ)
∂Et

∂v(Θ)
∂νc

(2.36)

D’après les formules (2.22), ∂u(Θ)
∂Θ

et ∂v(Θ)
∂Θ

dépendent explicitement de paramètre (Ec, Et, νc),
il est alors possible de calculer directement ces dérivées par l’intégration numérique sa-
chant que :

∂u(Θ)
∂Θ

=
∫ ∂εxx(Θ)

∂Θ
dx

∂v(Θ)
∂Θ

=
∫ ∂εyy(Θ)

∂Θ
dy (2.37)

Les dérivées ∂εxx(Θ)
∂Θ

et ∂εyy(Θ)
∂Θ

sont calculées directement à partir des expression ana-
lytique de εxx(Θ), εyy(Θ), ε1(Θ) et ε2(Θ), voir les équations (2.21) et (2.12) ou (2.15).
Le Hessien HΘJ = ∇Θ∇ΘJ nécessaire à la méthode de région de confiance, implémen-
tée dans Scipy, est calculé numériquement en utilisant la méthode « Symmetric Rank 1 »
(SR1) basée sur la méthode quasi-Newton pour mettre à jour la dérivée seconde (Hessian)
en fonction des dérivées (gradients) calculées en deux points. C’est une généralisation à la
méthode sécante pour un problème multidimensionnel, pour plus de détail voir la référence
[115].

2.5.4 Validation avec des données synthétiques

Afin de valider la méthode de recalage dans les trois cas distingués, des données synthé-
tiques, générées à partir de la solution semi-analytique, ont été employées pour l’identification
des paramètres bi-module. Cette démarche vise à démontrer la fiabilité et la robustesse de la
méthode en question.
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Figure 2.20 – Définition des champs utilisés dans la méthode de recalage.

Similairement à la validation de la méthode FEMU, les dimensions de l’échantillon pour
les données synthétiques sont identiques à celles de nos échantillons expérimentaux : R = 15
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mm, h = 53 mm. Afin de mieux refléter la réalité expérimentale, les données sous le charge-
ment variant entre 0 N et 4000 N sont introduites avec de 5% de bruit blanc additif (bruit
gaussien avec une moyenne de 0 et un écart-type de 5% des données utilisées). Les charges
appliquées inférieures à 3000 N et supérieures à 1000 N ont été sélectionnées pour délimiter
la zone cohérente où le comportement est considéré linéaire, comme illustré par la figure 2.20.
De plus, l’absence de nécessité de construire un maillage spécifique permet de représenter les
coordonnées x et y sous forme de grille, avec un espacement de 1 mm entre deux points. Pour
le matériau bi-module, les paramètres de référence sont définies par : Ec = 12 GPa, Et = 8
GPa, νc = 0.25.

Pour simuler l’essai de fendage avec un chargement concentré appliqué par deux plateaux
plats, l’angle α est défini à 10−5°. Les données utilisées pour l’identification dans les cas A et C
sont issues du champ de déplacement surfacique, calculé par l’équation (2.22) et illustré dans
les figures 2.21(a) et 2.21(b).

Compte tenu des erreurs significatives présentes aux frontières de la surface mesurée par la
CIN, le cas A de recalage avec la solution semi-analytique utilise uniquement les déplacements
axiaux uCD et vAB, où les coordonnées varient entre −11 mm et 11 mm. Pour le cas C, seuls
les déplacements surfaciques compris dans les intervalles de coordonnées [−10 mm, 10 mm]
sont considérés. Il est important de noter que la surface du champ de déplacements n’est pas
obligatoirement de forme rectangulaire, d’autres formes géométriques sont également possibles.
Dans la pratique de la CIN, un maillage en Q4 offre un plus grand nombre de points suivant
les deux axes qu’un maillage en T3 de même taille d’élément, rendant l’intégration numérique
plus simple dans la solution semi-analytique. Par conséquent, pour les données synthétiques et
expérimentales, une forme rectangulaire a été choisie pour la surface où les déplacements sont
extraits, afin d’adopter le maillage utilisé par la CIN et accélérer le processus d’identification.

Compte tenu des particularités du cas B, où une série de données (une image) fournit un
unique jeu de mesures (déformations au centre), il est crucial d’assurer la cohérence des résultats
obtenus et la fiabilité de la méthode d’identification employée. Pour cela et comme illustré dans
la figure 2.22, trois groupes de champs de déformation au centre, chacun avec le même niveau
de bruit, ont été utilisés dans le cas B.

Pour faciliter une comparaison efficace entre les résultats d’identification obtenus à partir
des champs de déplacement axiaux et surfaciques, les analyses des résultats pour les cas A et C
sont d’abord présentées. Les résultats du cas B seront examinés ensuite, permettant de mettre
en évidence les différences entre les valeurs identifiées à partir des champs de déplacement et
de déformation.
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Figure 2.21 – Champs de déplacement synthétiques générés par un chargement de 3000 N
avec la solution semi-analytique.
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Figure 2.22 – Trois groupes de champ de déformation synthétique au centre de l’échantillon
utilisé dans la méthode de recalage avec la solution semi-analytique lorsque que le chargement
varie entre 1000 et 3000 N.
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2.5.4.1 Exploitation des mesures et identification

Cas A :
La figure 2.23 présente le résultat de l’identification avec le champ de déplacement syn-

thétique axial bruitées. Compte tenu de la valeur relativement basse de référence pour νc, les
valeurs identifiées pour ce paramètre sont exprimées avec trois chiffres significatifs après la
virgule. Pour les deux autres paramètres, les valeurs identifiées sont arrondies à deux chiffres
significatifs pour en faciliter la lecture.

Selon la figure 2.23(a), parmi ces trois paramètres, les valeurs identifiées de Ec sont relati-
vement les plus stables, avec une moyenne de 12±0.11 GPa et une erreur relative de 0.05%. Au
contraire, les valeurs de Et et νc présentent de légères fluctuations. La valeur moyenne de Et est
de 7.79±0.58 GPa avec une erreur relative de 2.57%, tandis que celle de νc est de 0.238±0.026
GPa, et son erreur relative est de 4.67%.

Les figures 2.23(b), 2.23(c), et 2.23(d) présentent les histogrammes et les fonctions de densité
de probabilité pour chaque paramètre identifié. Ces représentations montrent que la distribution
de probabilité de chacun de ces paramètres forme un pic unique, coïncidant étroitement avec sa
valeur moyenne. De plus, les histogrammes révèlent que l’étendue des variations des paramètres
n’est pas excessivement large. Pour Ec, la majorité des valeurs identifiées se concentre autour
de 12 GPa, avec l’intervalle de variation entre 11.76 et 12.19 GPa. Les valeurs de Et et νc

affichent une tendance similaire en termes de variabilité. Bien que la plupart des valeurs soient
également proches des moyennes, les intervalles de variation sont légèrement plus étendues que
pour Ec. Les valeurs de Et varient entre 6.68 et 9.08 GPa, tandis que celles de νc se situent
entre 0.186 et 0.277.

Cas C :
La figure 2.24 illustre les résultats d’identification obtenus avec le champ de déplacement

surfacique synthétique bruité. Par rapport au cas A, les résultats dévoilés dans la figure 2.24(a)
suggèrent une plus grande stabilité des valeurs identifiées grâce à l’utilisation des champs de
déplacement surfacique. Cette observation est conforme à la théorie selon laquelle un plus grand
nombre de points dans le processus d’identification contribue à une précision accrue. De plus,
le champ de déplacement surfacique offre des détails plus riches, favorisant ainsi l’amélioration
de l’identification.

D’un point de vue numérique, la valeur moyenne de Ec est 11.99±0.04 GPa avec une erreur
relative 0.04%, celle de Et est 7.91 ± 0.22 GPa avec une erreur relative 1.15%, et celle de νc

est 0.246 ± 0.009 avec 1.51% d’erreur relative. Comme l’erreur relative sur Ec dans le cas A
est faible, ici l’amélioration de la précision n’est pas particulièrement marquée. Cependant, en
comparaison avec les erreurs relatives de 2.57% et 4.67% pour Et et νc, respectivement dans
le cas A, la différence des précisions sont nettement plus importantes. Il est à noter qu’au
chargement de 2600 N, les valeurs des paramètres identifiés diffèrent légèrement de celles des
autres chargements, probablement à cause d’une erreur liée à l’intégration numérique lors du
calcul. Néanmoins, ces variations n’ont pas d’impact significatif sur les résultats globaux, comme
le montrent les valeurs moyennes identifiées.

Cette analyse des résultats pour le cas C révèle l’avantage de l’utilisation des champs de
déplacement surfacique dans l’amélioration de la précision et la stabilité de l’identification des
paramètres mécaniques.
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Figure 2.23 – Cas A : Paramètres identifiés avec le champ de déplacement synthétique axial
bruité, par la méthode de recalage avec la solution semi-analytique.

Les figures 2.24(b), 2.24(c), et 2.24(d) présentent les histogrammes et les fonctions de densité
de probabilité pour chaque paramètre identifié dans le cas C. Comparativement au cas A, ces
fonctions de densité de probabilité affichent également des pics uniques alignés précisément sur
les valeurs moyennes. De plus, la concentration des valeurs identifiées autour des valeurs de
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référence est plus évident, avec des intervalles de variation réduits, surtout pour Et et νc.
Pour Ec, l’intervalle de la variation est compris entre 11.93 et 12.05 GPa, ce qui indique une

grande précision dans l’identification de ce paramètre. Les intervalles de variation pour Et et
νc sont respectivement de [7.09 GPa, 8.15 GPa] et [0.216, 0.256], soulignant une concentration
plus forte des valeurs identifiées près des valeurs moyennes pour ces paramètres.

Cette analyse détaillée met en lumière la précision accrue obtenue dans le cas C, grâce à
l’utilisation des champs de déplacement surfacique dans l’identification, se traduisant par des
distributions de probabilité plus concentrées et des intervalles de variation plus restreints pour
les paramètres identifiés.

Cas B :
Pour évaluer l’efficacité de l’identification à partir des champs de déformation au centre de

la surface mesurée, le cas B a été examiné en utilisant trois groupes de données comportant
différents bruit blanc à 5%. Le tableau 2.2 résume les valeurs des paramètres identifiés à partir
de ces champs de déformation au centre (cas B). Conformément aux observations faites dans
les cas A et C, les valeurs identifiées pour Ec affichent la plus grande constance par rapport
aux autres paramètres, avec une erreur relative minimale et maximale respectivement de 1.59%
(11.80 GPa) et 2.70% (11.67 GPa). Parallèlement, les résultats les plus favorables pour Et

et νc sont 7.83 GPa (5.46%) et 0.245 (1.62%), tandis que les moins favorables sont de 8.33
GPa (2.58%) et 0.229 (8.08%). Après analyse de ces ensembles de résultats, la valeur moyenne
obtenue pour Ec est 11.89 ± 0.22 GPa avec l’erreur relative de 0.94%. Pour Et, la valeur
moyenne est 8.12± 0.21 GPa avec l’erreur relative de 1.49%. Quant à νc, sa valeur moyenne est
0.239± 0.007 avec l’erreur relative de 4.26%.

Cette analyse démontre que, bien que l’utilisation des champs de déformation au centre
dans le cas B puisse produire des résultats avec une certaine variabilité, particulièrement pour
νc, elle reste une méthode viable pour l’identification des paramètres bi-module, offrant une
précision raisonnable dans l’estimation des propriétés mécaniques des matériaux étudiés.

Tableau 2.2 – Paramètres identifiés avec le champ de déformation synthétique bruité au
centre par la méthode de recalage avec la solution semi-analytique.

Paramètres identifiés Référence Groupe 1 Groupe 2 Groupe 3

Ec (GPa) 12.00 11.80(1.59%) 11.67(2.70%) 12.19(1.60%)
Et (GPa) 8 8.20(2.58%) 8.33(4.23%) 7.83(2.03%)

νc 0.25 0.245(1.62%) 0.244(2.06%) 0.229(8.08%)
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(b) Histogramme et fonction de densité de probabilité
pour le paramètre Ec

7.50 7.75 8.00 8.25 8.50 8.75

Et (GPa)

0

2

4

6

D
en
si
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té

νc=0.246

Valeur Moyenne
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Figure 2.24 – Cas C : Paramètres identifiés avec le champ de déplacement synthétique surfa-
cique bruité, par la méthode de recalage avec la solution semi-analytique.
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2.5.4.2 Analyse de sensibilité et conclusion

Tableau 2.3 – Paramètres identifiés par la méthode de recalage avec la solution semi-
analytique avec les différents données synthétiques bruitées : (cas A) le champ de déplacement
axial ; (cas B) le champ de déformation au centre surfacique ; (cas C) le champ de déplacement
surfacique.

Paramètres identifiés Référence cas A cas B cas C

Ec (GPa) 12 12.00± 0.11(0.05%) 11.89± 0.22(0.94%) 11.99± 0.04(0.04%)
Et (GPa) 8 7.79± 0.58(2.57%) 8.12± 0.21(1.49%) 7.91± 0.22(1.15%)

νc 0.25 0.238± 0.026(4.67%) 0.239± 0.007(4.26%) 0.246± 0.009(1.51%)

Le tableau 2.3 montre les valeurs des paramètres identifiés obtenues dans les trois cas étu-
diés. D’après ce tableau, il est manifeste que les valeurs moyennes identifiées dans le cas C se
rapprochent davantage des valeurs de référence. En ce qui concerne les erreurs relatives ob-
servées dans les cas A et B, même si la valeur moyenne identifiée pour Ec dans le cas A est
légèrement supérieure à celle du cas B, les erreurs relatives pour Et et νc suggèrent que ces
deux cas présentent une précision similaire.

Dans le cas A, les champs de déplacement axiaux suivant les axes CD (l’axe x) et AB (l’axe
y) ne fournissent pas suffisamment de détails pour une identification précise. Les déplacements
uCD(x, 0) et vAB(0, y), calculés avec les paramètres identifiés, peuvent s’aligner sur les données
mesurées mais ne représentent pas de manière précise le champ de déplacement surfacique dans
son intégralité. Pour des raisons similaires, dans le cas B, le champ de déformation au centre
utilisé, εxx(0, 0) et εyy(0, 0), manque d’informations sur le comportement bi-module, ce qui le
rend insuffisant pour identifier le comportement global de l’échantillon.

De plus, selon l’étude de Han et al. [88], la taille de la jauge de déformation a un impact
direct sur le champ de déformation mesuré et influence les résultats d’identification. Cela rend
les exigences expérimentales pour le cas B particulièrement strictes, surtout pour les petits
échantillons. Le mouvement de corps rigide, inévitable dans l’essai de fendage, est difficile à
corriger avec les méthodes de mesure traditionnelles, ce qui peut accroître les erreurs de mesure.
Par conséquent, le recalage utilisant le champ de déplacement surfacique apparaît comme une
méthode plus fiable.

En analysant les résultats obtenu pour Ec dans chaque cas, on observe que ce paramètre
montre la plus grande stabilité, avec des erreurs relatives inférieures de 1%, quel que soit
le champ de mesure utilisé. Cependant, pour les paramètres Et et νc, des écarts subsistent
entre les valeurs de référence et les valeurs identifiées, y compris dans le cas C. Pour explorer
ce phénomène, une analyse de sensibilité du champ de déplacement par rapport à chaque
paramètre pourrait être réalisée pour quantifier l’impact des variations des paramètres sur les
déplacements calculés.

D’un point de vue quantitatif, l’analyse des dérivées partielles du champ de déplacement
par rapport aux modules d’Young est illustrée dans la figure 2.25. Étant donné leur natures
similaires, il est possible de réaliser une comparaison significative de leurs amplitudes. De même,
la figure 2.26 montre les dérivées partielles du champ de déplacement par rapport aux coefficients
de Poisson. Ces dérivées appartenant à la même catégorie, leur évaluation peut se faire de
manière comparative.
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Figure 2.25 – Analyse de sensibilité du champ de déplacement par rapport aux modules de
Young en traction et en compression.

En détail, la figure 2.25 montre que les valeurs de ∂u

∂Et

surpassent celles de ∂v

∂Et

, indiquant
ainsi que les variations de Et influencent davantage le déplacement u que v. Inversement, pour
Ec, le déplacement v est plus affecté par les variations de Ec que le déplacement u, parce que
les magnitudes de ∂v

∂Ec

sont plus important que ∂u

∂Ec

. De plus, les valeurs maximales de ∂u

∂Et

et
∂v

∂Ec

se localisent au voisinage des points C et D, ainsi que des points A et B respectivement.
Donc, la valeur d’identifié de Et est principalement dépendante du déplacement u, tandis que
celles de Ec est essentielle déterminée par le déplacement v.

Dans la méthode de recalage avec la solution semi-analytique, seulement trois paramètres
indépendants ont été identifiées. Cependant, les valeurs de νt peuvent être déterminer à partir
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Figure 2.26 – Analyse de sensibilité du champ de déplacement par rapport aux coefficients
de Poisson en traction et en compression.

de la symétrie de la loi de Hooke. Avec la même théorie, la dérivée du champ de déplacement
par rapport νt peut s’exprimer comme suit :

∂u(Ec, Et, νc)
∂νt

= ∂u(Ec, Et, νc)
∂νc

· ∂νc

∂νt

= ∂u(Ec, Et, νc)
∂νc

· Ec

Et

∂v(Ec, Et, νc)
∂νt

= ∂v(Ec, Et, νc)
∂νc

· ∂νc

∂νt

= ∂v(Ec, Et, νc)
∂νc

· Ec

Et

(2.38)

D’après les observations de la figure 2.26, il est facile de constater que la distribution des
valeurs des dérivées par rapport νt est similaire à celle des valeurs des dérivées par rapport
νc, et ces dernières étant Ec/Et fois plus importante que la première. Donc, des conclusions
analogues à celles de νc peuvent être extrapolées pour νt.

Pour le paramètre νc, bien que les maximales de ∂u

∂νc

et de ∂v

∂νc

soient du même ordre
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de grandeur (10−3), mais les distributions des valeurs de ∂v

∂νc

ne sont pas pareilles. Comme
illustré dans les figures 2.26(c) et 2.26(d), à l’exception des zones avoisinant les points C et
D, les autres valeurs de ∂v

∂νc

sont relativement négligeables. En revanche, pour ∂u

∂νc

, même si
les valeurs maximales sont localisées au voisinage des points A et B, les autres emplacements
affichent des valeurs plus importantes. Par conséquence, la valeur identifié de νc est fortement
relié au déplacement u.

Par conséquence, les valeurs identifiées de Et et νc sont principalement déterminées par les
mesures du déplacement u, tandis que les valeurs identifiées de Ec sont essentiellement affectées
par les mesures du déplacement v. À cause du fait que |u| ≪ |v|, avec le même niveau du bruit,
le déplacement mesuré um est plus influencé que vm, ce qui contribue à la grande précision de
Ec par rapport Et et νc. De plus, le déplacement u près de des points A et B est très inférieur
à celui observé près des points C et D, entraînant une influence plus marquée du bruit et un
impact plus significatif sur l’identification de νc. Par conséquent, le déplacement u révèle une
sensibilité plus élevée aux variations de νc, conduisant à une identification légèrement plus
précise de Et par rapport à νc.

En résumé, d’après les résultats présentés dans le tableau 2.3 et les analyses de sensibilité,
les valeurs des paramètres identifiés à partir des différentes données synthétiques avec 5% de
bruit additif sont significatives. Néanmoins, compte tenu du manque d’informations et de dé-
tails dans le champ de déplacement axial et de déformation mesurée au centre de la surface,
ainsi que des exigences strictes imposées par les méthodes de mesure traditionnelles, la mé-
thode de recalage utilisant la solution semi-analytique est recommandée pour l’identification
des paramètres bi-modules en utilisant la mesure de CIN. Cette approche permet d’exploiter
pleinement les avantages de la CIN pour capturer les détails complexes du comportement des
matériaux, offrant ainsi une précision et une fiabilité accrue dans l’identification des propriétés
mécaniques.

2.6 Application avec les données expérimentales

Pour évaluer les paramètres mécanique de la matrice minérale, 6 échantillons ont été testés
pour déterminer la résistance à la compression σc, et 6 autres échantillons ont été implémentés
dans l’essai de fendage pour déterminer et identifier la résistance à la traction σt, les modules de
Young en traction et en compression Et et Ec, le coefficient de Poisson en compression νc. Afin
de minimiser l’impact du séchage et de garantir la stabilité des caractéristiques mécaniques du
matériau, les matrices ettringitiques âgé de 42 jours ont été utilisées dans ces deux essais.

Pour démontrer l’efficacité de la méthode de recalage avec la solution semi-analytique, les
champs mesurés obtenus par la CIN sur les échantillons de la matrice ettringitique de 42 jours
ont été employées dans l’identification pour déterminer les paramètres bi-module. Afin de per-
mettre des comparaisons significatives entre les résultats obtenus à partir de différentes données
mesurées lors de l’essai de fendage, il est essentiel que toutes les mesures proviennent de la même
méthode de mesure. Pour les cas A et C, les champs de déplacement expérimentaux sont faciles
à obtenir grâce à la CIN. En revanche, le champ de déformation au centre est habituellement
mesuré à l’aide de deux jauges de déformation fixées au centre des surfaces opposées, dans dif-
férentes directions. Néanmoins, en raison de la couverture partielle de la surface mesurée, cette
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méthode traditionnelle peut significativement affecter les mesures réalisées par CIN. Par consé-
quent, pour contourner cette limitation, deux jauges virtuelles générées à partir des données de
CIN ont été utilisées pour mesurer le champ de déformation au centre de la surface.

2.6.1 Expérimentation avec la matrice ettringitique

Pour les essais avec la matrice ettringitique, le champ de déplacement mesuré ⟨u, v⟩ a été en-
registré alors que le chargement varie entre 0 et 4634 N. Les figures 2.27(a) et 2.27(b) présentent
la distribution des déplacements surfaciques sous le chargement de 3984 N. L’analyse des don-
nées mesurées et des résultats obtenus a permis de déterminer une zone cohérente, montrant
un comportement linéaire pour un intervalle de chargement de [1709 N, 3984 N], correspondant
à un intervalle de 35% à 85% de la force appliquée maximale. Dans la situation de la charge
concentrée opposée mise en œuvre à l’aide de plateaux plates, l’angle α a été jugé proche de
zéro et fixé à 10−5°. Selon les différentes données expérimentales utilisées, les résultats de trois
cas de recalage avec la solution semi-analytique sont illustrés ci-après.

(a) Image de déplacement mesuré u au chargement de
3984 N

(b) Image de déplacement mesuré v au chargement de
3984 N
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(c) Définition de la zone où le comportement est linéaire

Figure 2.27 – Données mesurées sur l’échantillon de la matrice ettringitique.
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2.6.1.1 Exploitation des mesures et identification

Cas A :
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té

Et=9.01
Valeur Moyenne
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Figure 2.28 – Paramètres identifiés avec le champ de déplacement axial mesuré sur la matrice
ettringitique à 42 jours par la méthode de recalage avec la solution semi-analytique (cas A).

La figure 2.28 présente les résultats d’identification obtenus à partir du champ de déplace-
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ment axial mesuré sur une matrice ettringitique âgée de 42 jours. Dans ce cadre, les déplace-
ments axiaux suivant AB et CD, particulièrement dans l’intervalle de −12 mm et 12 mm, ont
été exploités.

La figure 2.28(a) révèle que les valeurs identifiées de νc montrent une légère augmentation au
début de l’identification avec l’accroissement du chargement appliquée. Cette tendance est as-
sociée à l’influence significative du bruit sur les mesures de déplacement u, relativement faibles.
L’analyse de sensibilité réalisée avec les données synthétiques avait indiqué que νc identifié était
particulièrement sensible au déplacement u par rapport aux modules de Young identifiés. Cela
explique pourquoi les valeurs identifiées de νc et Et affichent plus de fluctuations. Au-delà de
2500 N, à mesure que l’amplitude du champ de déplacement augmente et que l’impact du bruit
diminue, les valeurs de tous les paramètres tendent vers une stabilisation. Numériquement, la
valeur moyenne de Ec est identifiée à 9.81 ± 0.25 GPa. Les paramètres Et et νc montrent une
légère variabilité, avec des valeurs moyennes de 9.01±0.60 GPa et 0.136±0.042, respectivement.

Les figures 2.28(b), 2.28(c) et 2.28(d) affichent les histogrammes et les densités de probabilité
des trois paramètres identifiés dans le cas A. De manière similaire que les résultats obtenus avec
les données synthétiques, ces figures démontrent l’existence d’un pic unique, proche de la valeur
moyenne sur les courbes de densité de probabilité. Les variations des paramètres identifiés
restent dans des intervalles raisonnables, confirmant la fiabilité de l’identification. Notamment,
les tendances de variation de Et et νc présentent des similitudes. En comparaison, les valeurs
identifiées de Ec affichent une excellente constance.

Cas C :
La figure 2.29 expose les résultats de l’identification obtenus à partir du champ de déplace-

ment surfacique mesuré (cas C) sur une matrice ettringitique âgée de 42 jours. Dans ce cas, un
carré de 10 mm de côté a été choisi pour sélectionner le champ de déplacement destiné à l’iden-
tification. Comme pour les résultats du cas A, une tendance à la hausse légère des paramètres
identifiés est observée au début de l’identification. Cependant, il est important de souligner que
la cohérence des valeurs identifiées pour les trois paramètres est nettement améliorée par rap-
port au cas A, particulièrement pour νc, qui affiche une magnitude plus élevée et un lissage plus
marqué. L’analyse numérique des résultats révèle que la valeur moyenne de Ec est 10.40± 0.17
GPa, celle de Et est 9.74 ± 0.32 GPa, et celle de νc est 0.213 ± 0.031. En somme, les valeurs
identifiées dans le cas C sont supérieures à celles du cas A.

Les figures 2.29(b), 2.29(c) et 2.29(d) présentent les histogrammes et les fonctions de densité
de probabilité des trois paramètres identifiés dans le cas C. Conformément à ces illustrations,
les distributions de densité de probabilité de chaque paramètre montrent un seul pic prononcé,
bien aligné sur la valeur moyenne correspondante. De plus, en comparaison avec le cas A,
l’intervalle de variation de chaque paramètre est significativement réduit, soulignant la stabilité
et la cohérence des valeurs identifiées.

Cas B :
Dans le cadre du cas B, l’identification s’est appuyée sur le champ de déformation mesuré

au centre de la surface pour une intervalle du chargement variant de 1709 N à 3984 N. Cette
approche spécifique au cas B signifie que la méthode de recalage ne permet d’identifier qu’une
seule valeur pour chaque paramètre, basée sur une série de mesures de déformation. Pour la

63



Chapitre 2 : Identification des paramètres mécanique bi-modules : Méthode de recalage avec
la solution semi-analytique

2000 2500 3000 3500 4000

Chargement (N)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

C
o
effi

ci
en
t
d
e
P
o
is
so
n

2

4

6

8

10

12

14

M
o
d
u
le

d
e
Y
o
u
n
g
(G

P
a
)

νc Ec Et

(a) Paramètres identifiées aux différents chargements

8 9 10 11 12

Ec (GPa)

0

1

2

3

4

5

D
en
si
té
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Figure 2.29 – Paramètres identifiés avec le champ de déplacement surfacique mesuré sur la
matrice ettringitique à 42 jours par la méthode de recalage avec la solution semi-analytique
(cas C).

matrice ettringitique, les valeurs identifiées sont les suivantes : pour Ec, 10.41 GPa ; pour Et,
9.54 GPa ; et pour νc, 0.165.
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2.6.1.2 Comparaison et conclusion

Pour évaluer et analyser de manière efficace les paramètres identifiés à travers ces trois cas,
l’ensemble des résultats expérimentaux a été rassemblé dans le tableau 2.4.

Tableau 2.4 – Paramètres identifiés sur la matrice ettringitique à 42 jours par la méthode de
recalage avec la solution semi-analytique avec les différents données expérimentales : (cas A) le
champ de déplacement axial ; (cas B) le champ de déformation au centre de la surface ; (cas C)
le champ de déplacement surfacique.

Paramètres identifiés cas A cas B cas C

νc 0.136± 0.042 0.165 0.213± 0.031
Ec (GPa) 9.81± 0.25 10.41 10.40± 0.14
Et (GPa) 9.01± 0.60 9.54 9.74± 0.32

Selon l’analyse des paramètres identifiés dans ce tableau, les modules d’Young identifiés
sont comparables à travers les trois cas, avec les valeurs moyennes de Ec et Et dans le cas C
s’approchant étroitement de celles observées dans le cas B. Cependant, les valeurs de νc issues
de ces trois cas présentent de légères divergences. Comparativement aux autres paramètres, νc

affiche une sensibilité marquée envers le déplacement u et la déformation εxx. Cette sensibilité
rend νc plus vulnérable au bruit de mesure, impactant ainsi la précision de son identification.
Toutefois, l’utilisation du champ de déplacement surfacique dans le cas C, riche en détails,
renforce la robustesse et la fiabilité de l’identification. Cette affirmation est corroborée par la
précision des résultats obtenus avec les données synthétiques et la régularité des résultats avec
les données expérimentales du cas C. De plus, l’écart des paramètres identifiés dans le cas C est
le plus faible, ce qui indique également la stabilité et la consistance des résultats d’identification.
Cela démontre que l’exploitation du champ de déplacement surfacique facilite une identification
plus précise des caractéristiques matérielles.

La figure 2.30(a) montre une comparaison entre les déplacement axiaux identifiés et ceux
mesurés au chargement de 3984 N. La figure 2.30(b) affiche la comparaison des déformations
au centre calculées avec les paramètres identifiés et celles mesurées pour des chargements entre
1576N et 3984 N. Puisque les valeurs de νc et Et influencent principalement le comportement
du déplacement u et de la déformation εxx, tandis que le comportement du déplacement v et de
la déformation εyy dépendent essentiellement de la valeur de Ec, il est logique de constater que
la valeur moyenne de νc dans le cas A est relativement proche de celle du cas B. Inversement,
les valeurs moyennes des modules d’Young issues des cas B et C sont plus similaires. Cette
corrélation est visuellement confirmée dans les figures 2.30(a) et 2.30(b), où les déplacements u
et la déformation εxx identifiés pour les cas A et B s’alignent étroitement, et où les déplacements
v et les déformations εyy identifiés pour les cas B et C sont quasiment indiscernables.

Malgré de légères divergences dans les données d’identification de ces trois cas, la cohérence
significative avec les mesures réelles souligne la fiabilité et la précision du processus de recalage
utilisant la solution semi-analytique.
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Déformations mesurées

Cas A

Cas B

Cas C

(b) Comparaison des déformations au centre de la surface
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ramètres identifiées pour les cas A, B, et C.
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2.6.2 Paramètres mécaniques identifiées
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Figure 2.31 – Paramètres mécaniques obtenus avec 12 échantillons de la matrice ettringitique
à 42 jours dans l’essai de fendage et de compression.

À partir des équations (2.1) et (2.2), les résistances à la traction et à la compression de chaque
échantillon de matrice ettringitique à 42 jours ont été calculées en utilisant la force de rupture
Frupture et les dimensions correspondantes, comme le montre la figure 2.31(a). En raison de la
précision et de la régularité des résultats obtenus avec les champs de déplacement surfacique,
tant synthétiques qu’expérimentaux, les modules d’Young et le coefficient de Poisson ont été
déterminés par la méthode de recalage utilisant le champ de déplacement surfacique, présentée
dans la figure 2.31(b). Les valeurs moyennes et les écarts correspondantes aux paramètres
mécaniques sur cette matrice sont compilé dans le tableau 2.5.

Conformément à la figure 2.31(a) et au tableau 2.5, les 6 échantillons soumis à l’essai de
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Tableau 2.5 – Paramètres mécaniques avec la théorie de bi-module sur la matrice ettringitique
à 42 jours.

Propriété Résistance (MPa) Module de Young (GPa) Coefficient de Poisson

Traction 1.76± 0.13 8.57± 0.95 0.216± 0.032

Compression 16.95± 0.54 8.82± 1.09 0.222± 0.030

compression ont révélé une résistance à la compression σc variant de 16.14 et 17.65 MPa, avec
la valeur moyenne de 16.95 ± 0.54 MPa. De manière similaire, les 6 échantillons testés dans
l’essai de fendage ont montré une résistance à la traction fluctuant entre 1.56 et 1.95 MPa, avec
la valeur moyenne de 1.76 ± 0.13 MPa. Ces moyennes mettent en évidence que σc est presque
10 fois plus grande que σt, une caractéristique conforme aux propriétés générales des matrices
minérales.

En exploitant les champs de déplacement surfacique obtenus sur ces mêmes échantillons lors
de l’essai de fendage, d’autres paramètres mécaniques ont été identifiés grâce à la méthode de
recalage avec la solution semi-analytique. D’après la figure 2.31(b) et le tableau 2.5, les modules
de Young en compression Ec varient de 7.02 à 10.39 GPa avec la moyenne de 8.82±1.09 GPa, les
modules de Young en traction Et s’étendent de 6.98 à 9.74 GPa, avec la moyenne de 8.57±0.95
GPa. L’intervalle des coefficients de Poisson en compression νc est de [0.174, 0.276] avec une
moyenne de 0.222 ± 0.030. En se basant sur la symétrie de la loi de Hooke, la valeur du
coefficient de Poisson en traction νt pour chaque échantillon a été déterminée à partir de Ec,
Et, et νc correspondants. Les calculs révèlent que la valeur maximale de νt atteint 0.275, et la
valeur minimale étant 0.170, pour la valeur moyenne de 0.216± 0.032. Par ailleurs, les valeurs
moyennes des modules de Young en traction et en compression montrent que la différence entre
ces deux paramètres n’est pas significative dans ces deux directions principales. Ainsi, il est
intéressant de déterminer les paramètres initiaux non-endommagés par l’équation (2.18).

Selon les études sur les matériaux fragiles [116, 117, 118, 119, 120], la plupart des bétons
montrent que la pente du post-pic en traction est 5 fois plus petite que la valeur du module
de Young E. En l’absence d’essai de traction direct, la valeur de γ est donc considérée comme
étant égale à 5 pour la matrice ettringitique. En intégrant les valeurs moyennes de Ec, Et et
νc dans le modèle de Badel, les valeurs de E, ν et d pour chaque échantillon sont obtenues et
illustrées dans la figure 2.32. Ces valeurs moyennes sont résumées dans le tableau 2.6.

Tableau 2.6 – Paramètres mécanique pour le modèle de Badel sur la matrice ettringitique à
42 jours.

Propriété Module de Young E (GPa) Coefficient de Poisson ν variable scalaire d

Valeurs 8.83± 1.10 0.216± 0.032 0.005± 0.004

Selon les tableaux 2.5 et 2.6, les valeurs de E varient entre 7.02 et 10.42 GPa, affichant la
moyenne de 8.83 ± 1.10 GPa. les valeurs de ν s’étendent de 0.170 à 0.275, avec la moyenne
de 0.216 ± 0.032. Ces valeurs sont proche des valeurs identifiées de Ec et νt, illustrant ainsi
une cohérence avec les propriétés mécaniques générales des matrices minérales. Pour le scalaire
d, sa valeur minimale est de 0.001, et la valeur maximale atteint 0.013, avec la moyenne de
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Figure 2.32 – Paramètres mécaniques non endommagés obtenus avec 12 échantillons de la
matrice ettringitique à 42 jours dans l’essai de fendage et compression.

0.005± 0.004.
Étant donné que les valeurs de d restent dans une plage de valeurs très faibles, on peut

conclure que les matériaux fragiles tels que la matrice ettringitique peuvent manifester des
défauts primaires ou des micro-fissures dues à la structure interne et aux conditions externes,
entraînant ainsi une légère réduction de la rigidité en traction et en compression.

2.7 Conclusion et Perspective

Ce chapitre a mis en lumière le processus d’identification des paramètres mécaniques pour
la matrice ettringitique, en tirant parti de ses propriétés mécaniques spécifiques, du concept
de bi-module, et de l’analyse des champs de déplacement obtenus par la Corrélation d’Images
Digitales (CIN). Une méthode d’identification adaptée à l’essai de fendage a été proposée pour
évaluer les paramètres mécaniques de matériaux isotropes fragiles.

La présentation a commencé par une introduction au concept de bi-module et aux expé-
riences fondamentales pour la détermination des paramètres mécaniques. La sélection de l’essai
de compression et de l’essai de fendage pour leur application sur la matrice ettringitique a été
justifiée par une analyse comparative. Des détails sur les mesures par la CIN ont également été
fournies.

La suite a exploré différentes méthodes d’identification en s’appuyant sur des études anté-
rieures. Avec les caractéristiques de la CIN et les avantages de la Méthode des Éléments Finis
(MEF), la méthode de recalage par éléments finis (FEMU) a été initialement envisagée avec
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la commande MACR_RECAL dans le logiciel CODE_ASTER. Toutefois, les limites de cette
commande, notamment la difficulté d’obtenir des résultats précis avec les champs de déplace-
ment surfacique et l’absence d’un modèle de bi-module, ont conduit à proposer une méthode
de recalage avec une solution semi-analytique adaptée à l’essai de fendage.

Cette solution semi-analytique a été développée à partir des équations d’état du champ de
contraintes et de la loi de Hooke généralisée. Différents cas de mesures ont été distingués :
recalage avec le champ de déplacement axial (cas A), recalage avec le champ de déformation
au centre de la surface (cas B), et recalage avec le champ de déplacement surfacique (cas C). À
cause de certains inconvénients de CIN et des propriétés des mesures utilisées, une méthodologie
de sélection des données à utiliser dans le processus d’identification a été proposée.

La validation de cette méthode avec des données synthétiques, comportant 5% de bruit
blanc additif, a démontré une précision accrue avec le champ de déplacement surfacique (cas
C). Ce résultat s’explique par la richesse des détails fournis par ce champ.

L’analyse de 12 échantillons de matrice ettringitique âgée de 42 jours a été effectuée à travers
des essais de compression et de fendage, six pour chaque type. Les paramètres identifiés, en lien
avec le modèle de Badel et la théorie de bi-module, soulignent une cohérence avec les propriétés
mécaniques généralement attribuées aux matrices minérales.

Par ailleurs, bien que la méthode de recalage avec le champ de déplacement surfacique
démontre une précision et une fiabilité significatives, elle présente des pistes d’amélioration.
L’usage de l’intégration numérique pour calculer le champ de déplacement, nécessaire en raison
des intégrales indéfinies, est effectué via le package odeint de Python. Cette approche entraîne
inévitablement des erreurs affectant la convergence de l’identification et réduisant la vitesse de
calcul.

Les recherches futures se concentreront sur une exploration théorique plus poussée des ma-
tériaux bi-module, notamment sur le perfectionnement des formulations mathématiques. Le
développement des modèles de bi-modules sera étendu à la phase non-linéaire pour intégrer
des paramètres d’endommagement dans l’analyse. De plus, compte tenu de la dépendance de
cette méthode de recalage vis-à-vis des expressions analytiques, son applicabilité pourrait être
élargie, notamment aux matériaux anisotropes, ce qui serait pertinent pour divers types de
roches.
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Chapitre 3

Identification des conditions aux limites
et de l’endommagement dans le cadre
d’un matériau fragile à partir de me-
sures surabondantes

Ce chapitre présente une méthodologie d’identification des conditions aux limites et de l’en-
dommagement pour des matériaux isotropes fragiles, basée sur le modèle de Badel [36, 37],
en utilisant des mesures surabondantes. Tout d’abord, la formulation théorique et l’intégration
numérique de la loi de comportement de Badel, utilisée pour modéliser le comportement méca-
nique d’un matériau fragile avec l’endommagement local asymétrique, sont présentées. Ensuite,
nous décrivons le problème d’identification des conditions aux limites à partir de mesures sur-
abondantes. Pour résoudre ce problème, nous avons adopté la méthode de minimisation de la
fonctionnelle erreur en relation de comportement en utilisant l’algorithme de minimisation de
Kozlov, combiné avec la méthode incrémentale de pilotage pour construire une nouvelle approche
de l’identification des conditions aux limites et de l’endommagement. Et puis, pour valider cette
méthodologie d’identification, des données synthétiques sans bruit et avec 5% de bruit blanc ad-
ditif ont été utilisées pour évaluer sa performance. Parallèlement, la méthode de minimisation
par Gradient Conjugué (GC) a été appliquée aux mêmes données pour comparer et illustrer la
robustesse et l’efficacité de l’algorithme de Kozlov. Enfin, cette méthodologie a été évaluée avec
des mesures de CIN sur un essai expérimental. Les comparaisons entre les résultats identifiés
et ceux de référence ou mesurés montrent l’efficacité et la robustesse de la méthodologie mise
en œuvre, tout en soulignant les aspects à améliorer dans les travaux de recherche futures.
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3.1 Loi de comportement avec prise en compte de l’en-
dommagement local asymétrique

Avec la théorie basique et la méthode de recalage avec la solution semi-analytique, les
paramètres mécaniques de la matrice ettringitique sont obtenus par l’essai de fendage avec
la mesure de Corrélation d’Images Numériques (CIN) et l’essai de compression. Pour ce type
de matériau fragile, les aspects les plus intéressants concernent l’apparition et la propagation
des fissures. Dans le chapitre 1, selon l’analyse des modèles pour les matériaux fragiles, le
modèle de Badel [36, 37] a été adopté pour cette étude. Afin d’analyser plus en profondeur
les comportements mécaniques et d’étudier les méthodes d’identification des conditions aux
limites et de l’endommagement, il est important de bien comprendre et maîtriser l’intégration
numérique de la loi de comportement associée au matériau.

3.1.1 Formulation incrémentale et pilotage de la loi de Badel

Dans le premier chapitre, nous avons déjà introduit les éléments de base de la formulation de
la loi de comportement de Badel qui décrit un mécanisme d’endommagement local asymétrique
avec l’effet de restauration de rigidité. Cette section présente l’intégration numérique de cette loi
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et la technique de pilotage indispensable pour contrôler les instabilités induites par le caractère
adoucissant du comportement (snap-backs).

Dans la loi de Badel, l’énergie libre liée à l’endommagement ainsi que l’expression de la
contrainte en fonction de la déformation sont décrites par l’équation (3.1).


Φ(ε, d) = λ

2 (tr ε)2
(
H(−tr ε) + 1− d

1 + γd
H(tr ε)

)
+ µ

3∑
i=1

ε2
i

(
H(−εi) + 1− d

1 + γd
H(εi)

)

σi = λ(tr ε)
(
H(−tr ε) + 1− d

1 + γd
H(tr ε)

)
+ 2µεi

(
H(−εi) + 1− d

1 + γd
H(εi)

) (3.1)

Ici, d est une variable scalaire quantifiant l’endommagement du matériau. Lorsque d = 0,
le matériau est saine, tandis que d = 1 indique qu’il est complètement endommagé. La loi de
Badel est contrôlée par les paramètres suivants :

— Le module de Young E et le coefficient de Poisson ν, permettant de calculer les paramètres
de Lamé : λ et µ.

— La limite de la contrainte en traction simple σt.

— La pente post-pic en traction E

γ
, ce qui permet de fixer la valeur de γ pour décrire la

dégradation du matériau.
— La limite de la contrainte en compression σc. Ce paramètre représente la limite avant

l’apparition de la non linéarité en compression.
L’évolution de l’endommagement suit le schéma classique des modèles standards généralisés,

il s’écrit sous la forme :

f(ε, d) =F d(ε, d)− k

= 1 + γ

(1 + γd)2

(
λ

2 (tr ε)2H(tr ε) + µ
3∑

i=1
ε2

iH(εi)
)
− k

(3.2)

Où F d(ε, d) est la force thermodynamique, k définit le seuil le seuil d’endommagement. Ce
seuil dépend de l’état de déformation et prend en compte l’état de confinement et s’écrit sous
la forme :

k = k0 − k1(tr ε)H(−tr ε) (3.3)

Où k0 et k1 sont obtenus par les formules suivantes :

k0 = (σt)2
(1 + γ

2E

)(1 + ν − 2ν2

1 + ν

)

k1 =σc

(
(1 + γ)ν2

(1 + ν)(1− 2ν)

)
− k0

(
E

σc(1− 2ν)

) (3.4)

Dans le cas où il n’y a pas de dépendance par rapport au confinement (k1 = 0), la contrainte
σc est calculée automatiquement en fonction de σt et ν pour avoir k1 = 0 et prend sa valeur
minimale, soit :

σc = σt

√
1 + ν − 2ν2

2ν2 (3.5)

L’intégration numérique de ce modèle dans Code-Aster comporte deux point importants :
le premier est l’évaluation de l’endommagement ; le second est le calcul de la matrice tangente.
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Nous n’allons pas détailler ces éléments de calcul, l’auteur pourra se référer à la documentation
de CODE_ASTER [121] et les travaux de thèse de Badel [36]. Cependant, nous allons donner un
aperçu sur la méthode de pilotage tel qu’elle est utilisée pour ce modèle dans CODE_ASTER.

Lors des calculs non linéaires, comme illustré par la courbe de la figure 3.1, le phénomène de
« snap-back » causé par l’endommagement (énergie dissipative) constitue un problème incon-
tournable. Dans ce contexte, il peut y avoir plusieurs niveaux de déplacement pour un même
niveau de chargement imposé, ou plusieurs valeurs de chargement appliqué pour une même
valeur de déplacement imposé. Généralement, la méthode de Newton est souvent utilisée dans
les logiciels de la Méthode Éléments Finis (MEF) pour calculer la réponse non linéaire avant
que le chargement appliqué n’atteigne le seuil élastique. Cependant, cette méthode s’avère in-
suffisante pour résoudre efficacement le problème de snap-back. Par conséquent, l’utilisation de
la méthode de pilotage incrémental devient essentielle pour continuer à contrôler et déterminer
les conditions de chargement et les conditions aux limites adéquates dans CODE_ASTER, en
particulier pour modéliser l’endommagement des matériaux fragiles.

Déplacement
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Figure 3.1 – Réponse non-monotone (Snap-back).

Le pilotage du chargement, en connaissant préalablement les directions et les points de
chargement, permet d’ajuster l’intensité du chargement dans le cadre de calculs non linéaires
pour obtenir des réponses satisfaisantes. Dans la loi de Badel, la méthode de pilotage par la
prédiction élastique est mise en place [121, 122]. Pour appliquer cette méthode, le champ de
déplacement u se décompose de la manière suivante :

u = uimposé + ηupilo (3.6)

Où η est l’intensité du chargement pilotée. uimposé représente le champ de déplacement dû
aux conditions aux limites imposées indépendamment du pilotage sur les frontières. upilo est le
champ de déplacement appliqué dans le cadre du pilotage. En raison de la linéarité en petites
déformations, les déformations sont déterminées à partir des déplacements. Ainsi, le champ de
déformation se décompose de manière similaire :

ε = εimposé + ηεpilo (3.7)

Pour déterminer l’intensité de chargement pilotée η, l’équation (3.2) est résolue pour chaque
point de Gauss comme suit :

f̃ el(η, d+ ∆τ) = 0 (3.8)
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∆τ correspond à l’incrément d’endommagement, lequel est calculé à partir des deux variables
suivantes :

∆τ = ∆t

αpilotage

(3.9)

Ici, ∆t représente l’incrément de temps, correspondant à l’augmentation du pas de temps défini
dans la liste de chargement avec la méthode de pilotage. αpilotage est le coefficient spécifié dans
le pilotage, qui contrôle la variable η, avec une valeur par défaut de 1.

3.1.2 Application : endommagement d’une plaque trouée sous l’ac-
tion d’un chargement de compression

Pour illustrer le comportement non linéaire et l’endommagement, un exemple de plaque
épaisse avec deux troues, subissant l’action d’une compression a été mis en œuvre avec le
CODE_ASTER. La loi de comportement de Badel est introduite via la commande ENDO_ISOT
_BETON. L’hypothèse de déformations planes est adoptée.

R1=5mm

R2=10mm

h
=
1
0
0
m
m

l=50mm

(a) Géométrie (b) Maillage

Figure 3.2 – Géométrie et maillage d’une plaque épaisse à deux trous.

La plaque à deux trous est constituée d’un rectangle de largeur l = 50 mm, de hauteur
h = 100 mm et d’épaisseur e = 30 mm, ainsi que de deux trou de rayons R1 = 5 mm et
R2 = 10 mm. Le grand trou se trouve au centre de la plaque, et le petit trou est placé 25 mm
au-dessus du centre de la plaque, comme indiqué sur la figure 3.2(a). Le maillage de la plaque
est constitué de 2350 nœuds et de 4478 éléments de type T3. De plus, les éléments autour de
ces deux trous et les zones centrales sont bien raffinés, avec une longueur de triangle variant de
1 mm à 3 mm.
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Dans le cadre de la modélisation de la matrice ettringitique, en raison de la faible valeur de la
variable scalaire d obtenue, cette matrice est considérée comme initialement non-endommagée.
Le module de Young E et le coefficient de Poisson ν sont fixés respectivement à 8.83 GPa et
0.216. La résistance à la traction σt et à la compression σc sont de 1.76 MPa et 16.95 MPa,
respectivement. Le paramètre γ n’ayant pas pu être obtenu expérimentalement, nous nous
sommes référés aux valeurs données dans la littérature [119, 120]. Ainsi, en prenant γ = 5, la
valeur de −E

γ
est de −1.766 GPa.

Le chargement appliqué est une compression sur la face supérieure avec un encastrement de
la face inférieure. En considérant l’épaisseur de la plaque, l’hypothèse des déformations planes
est appliquée.

Nous avons considéré un comportement quasi-statique, où le chargement suit une fonction
du pseudo-temps t. Le chargement se déroule en deux phases distinctes. Dans la première phase,
la pression est appliquée linéairement de 0 à 1.60 MPa pendant 1 s, avec un pas de temps ∆t

de 0.1 s. Cette phase présente un comportement linéaire et non linéaire sans phénomène de
snap-back. Dans la deuxième phase, le chargement est contrôlé par la méthode de pilotage
pour traiter l’évolution de l’endommagement et le phénomène de snap-back, s’étendant jusqu’à
30 s. Il est important de noter que la loi de comportement a été implémentée dans le calcul non
linéaire, et que le temps incrémental pour l’application du chargement est uniquement utilisé
pour la méthode de pilotage, sans signifier que le calcul se réalise dans le cadre dynamique.

La figure 3.3(a) montre la pression appliquée p entre 0 et 30 s sur la plaque épaisse à
deux trous. D’après la figure 3.3(b), la pression appliquée augmente linéairement entre 0 et
1 s. En observant la distribution de la valeur de d sur tout le domaine, on constate qu’avant
0.82 s, lorsque la pression est inférieure à 1.30 MPa, les valeurs de d sont nulles partout et la
plaque présente un comportement mécanique élastique. De 0.82 à 1 s, la réponse mécanique de
la plaque entre dans la phase non linéaire sans présenter de problème de snap-back. Afin de
résoudre ce problème dans la phase d’endommagement, la méthode de pilotage a été utilisée.
L’intensité de chargement pilotée η, qui représente le facteur d’amplification du chargement
appliqué sur la plaque en fonction du temps, est illustrée dans la figure 3.3(c). Pour mieux
illustrer l’endommagement de la plaque à deux trous sous l’action des différents phases du
chargement appliqué, quatre instants Ti (i = 1, 2, 3, 4) ont été définis.

Pour analyser l’apparition et la propagation de l’endommagement, les états d’endommage-
ment, de déplacement et de contrainte pour un chargement de 1.30 MPa à l’instant T1 sont
présentés dans la figure 3.4. Selon la figure 3.4(a), les valeurs de d sont nulles partout, indi-
quant l’absence d’endommagement. Pour le champ de déplacement, les valeurs maximales de u
sont concentrées sur les deux côtés du grand trou, tandis que les valeurs de v sont plus élevées
sur Γu. Selon la figure 3.4(b), les valeurs significatives du champ de contrainte se concentrent
autour des deux trous. La contrainte σxx est principalement concentrée en haut et en bas du
grand trou, atteignant la limite de traction. Ainsi, l’endommagement va apparaître d’abord
autour de ces zones en raison de l’effet de traction. En revanche, les contraintes σyy et σxy se
concentrent principalement aux deux extrémités du grand trou, restant loin de la limite élas-
tique. Par conséquent, lorsque le chargement dépasse 1.30 MPa, l’endommagement apparaît en
dessous et au-dessus du grand trou en raison de l’effet de traction.

Ensuite, au-delà de la pression appliquée de 1.30 MPa, les valeurs de d à différents instants
de la phase non linéaire sont représentées dans la figure 3.5. Avec l’augmentation de la pression
appliquée, après l’apparition de l’endommagement, celui-ci se propage vers le haut et vers le
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(b) Pression appliqué dans la phase linéare
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(c) Intensité de chargement pilotée η obtenue par la méthode de pilotage

Figure 3.3 – Chargement de pression appliquée p en fonction du temps défini.
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(a) Variable d et champ de déplacement

(b) Champ de contrainte

Figure 3.4 – Distribution de la variable d, du champ de déplacement et du champ de contrainte
sous une pression appliquée de 1.3 MPa à l’instant T1.
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Figure 3.5 – Variation de d aux quatre instants différents : T1 = 0, 82 s, T2 = 8 s, T3 = 15 s
et T4 = 30 s, correspondant aux chargements de 1.30 MPa, 1.73 MPa, 1.27 MPa et 1.72 MPa.
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bas, comme visualisé à l’instant T2. À ce moment-là, le chargement appliqué est de 1.73 MPa,
et les valeurs de d varient principalement entre 0.5 et 0.6. À l’instant T3, en raison de la perte
de rigidité, le chargement appliqué est réduit à 1.27 MPa. De plus, l’endommagement relie les
deux trous et les valeurs de d sur certains nœuds atteignent la valeur de 1, indiquant que ces
zones sont totalement endommagées. Finalement, de plus en plus de zones sont en ruine et
l’endommagement continue de se propager verticalement, voir à l’instant T4 (chargement de
1.72 MPa).

En plus des valeurs de d, la distribution des champs de déplacement et de contrainte permet
également d’illustrer l’endommagement de la plaque via la discontinuité. Comme l’illustrent les
figures 3.6, 3.7 et 3.8, les distributions des champs de déplacement et de contrainte aux instants
T2, T3 et T4 montrent clairement l’évolution de l’endommagement en fonction des différentes
pressions appliquées.
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(a) Variable d et champ de déplacement

(b) Champ de contrainte

Figure 3.6 – Distribution de la variable d, du champ de déplacement et du champ de contrainte
sous une pression appliquée de 1.73 MPa à l’instant T2.
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(a) Variable d et champ de déplacement

(b) Champ de contrainte

Figure 3.7 – Distribution de la variable d, du champ de déplacement et du champ de contrainte
sous une pression appliquée de 1.27 MPa à l’instant T3.
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(a) Variable d et champ de déplacement

(b) Champ de contrainte

Figure 3.8 – Distribution de la variable d, du champ de déplacement et du champ de contrainte
sous une pression appliquée de 1.72 MPa à l’instant T4.
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3.1.3 Conclusion

Pour analyser le comportement non linéaire et l’endommagement des matériaux fragiles
isotropes, la loi de Badel, implementé dans Code-Aster via ENDO_ISOT_BETON a été utilisée
avec les paramètres identifiés sur la matrice ettringitique. Afin de mieux observer la propagation
des fissures via le paramètre d’endommagement d, la plaque à deux trous a été modélisée avec
l’hypothèse de déformation plane. Pour traiter le phénomène de snap-back, la méthode de
pilotage incrémental est appliquée pour contrôler et déterminer le chargement appliqué dans la
phase non linéaire.

Selon l’analyse de l’état de contrainte à la limite élastique, les contraintes sont concentrées
autour du grande trou. Notamment sur σxx, celles-ci atteignent la résistance à la traction sur
le haut et le bas du grand trou. Par conséquent, suivant le chargement appliqué, les fissures
apparaissent d’abord sur ces frontières et se propagent verticalement. L’analyse des figures sur
les valeurs de la variable scalaire d sur tout le domaine à quatre instants définis Ti,i=1,4 confirme
aussi cette conclusion.

3.2 Problème inverse d’identification des conditions aux
limites et de l’endommagement

La technique de CIN permet de fournir précisément le champ de déplacement surfacique.
En plus de contribuer à l’identification des paramètres mécaniques pour différents types de
matériaux, cette technique présente des avantages considérables pour les études d’identification
des conditions aux limites dans le cadre de problèmes linéaire et non linéaire [123, 124, 125],
conduisant après un post-traitement adéquat à l’identification de l’endommagement et des
fissures [126, 127, 128], ainsi que l’identification des zones de contact [129]. En raison des carac-
téristiques de la CIN, des mesures de déplacement peuvent être pris sur une surface facilement
accessible et libre de tout chargement. Ces mesures de déplacement permettent de définir des
conditions de Dirichlet sur cette surface. Puisque cette surface ne subit aucun chargement ap-
pliqué, elle est considérée comme une frontière libre ou une surface libre, avec des conditions
de Neumann nulles. De plus, si une autre surface n’est pas accessible et où les conditions aux
limites (Neumann et Dirichlet) sont inconnues, cela conduit à la formulation du problème de
Cauchy ou du problème de complétion des données.

Le problème de Cauchy ou le problème de complétion des données est un problème mal-
posé. Généralement, lorsque les données sont surabondantes sur une frontière du solide mais
manquantes sur une autre frontière, ce problème peut être considéré comme un problème de
Cauchy ou un problème de complétion des données. En raison des données manquantes sur
certaines frontières, ce type de problème est difficile à résoudre directement. Pour mieux décrire
ces problèmes, leurs définitions sont présentées ci-dessous.

3.2.1 Problèmes de Cauchy et de Complétion des Données

En considérant un domaine solide Ω, les frontières sont distinguées en trois parties non
superposées selon leurs caractéristiques : Γ = ∂Ω = Γm ∪ Γu ∪ Γb, avec Γm ∩ Γu ∩ Γb = ∅. Le
schéma des définitions du domaine et des frontières est illustré dans la figure 3.9.
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Ω

Γb

Γu

Γm

Figure 3.9 – Définitions du domaine et ses frontières.

— La frontière Γm est une partie accessible du solide. Les données surabondantes sont la
traction surfacique Tm et le champ de déplacement Um, ils sont connus sur cette frontière
et pouvant être directement obtenus par la mesure de CIN.

— La frontière Γu est une partie inaccessible du solide. Par conséquent, sur cette frontière,
toutes les données telles que la traction surfacique Tu et le champ de déplacement Uu

sont inconnues et doivent être identifiées.
— La frontière Γb est une frontière du solide où une seule condition au limite est connue :

Neumann ou Dirichlet. Cette condition peut s’écrire sous la forme suivante :

Bu = b (3.10)

Où u est le champ de déplacement, b est la condition aux limites générale sur Γb, et B
est le tenseur déterminant b.

Étant donné que la traction surfacique Tm et le champ de déplacement Um sur la frontière
Γm, ainsi que la condition aux limites générale b sur la frontière Γb, sont déjà connus, et
en assurant l’existence et l’unicité de la solution, le problème de Cauchy ou le problème de
complétion des données s’exprime de la manière suivante :

Le problème de Cauchy PC consiste à déterminer le champ de déplacement u dans le domaine
Ω, satisfaisant le système (3.11).

PC :



∇(σ(u)) = 0, σ(u) = ∂Φ(u)
∂ε(u) dans Ω

ε(u) = 1
2(∇u +t ∇u) dans Ω

σ(u) · n = Tm, u = Um sur Γm

Bu = b sur Γb

(3.11)

Où σ(u) représente le tenseur de contrainte, ε(u) désigne le tenseur de déformation, et n est la
normale sortante.
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Le problème de Complétion des Données PCD vise à déterminer les valeurs inconnues Tu et
Uu sur Γu, afin que le champ de déplacement u dans le domaine Ω satisfasse le système (3.12).

PCD :



∇(σ(u)) = 0, σ(u) = ∂Φ(u)
∂ε(u) dans Ω

ε(u) = 1
2(∇u +t ∇u) dans Ω

σ(u) · n = Tm, u = Um sur Γm

Bu = b sur Γb

σ(u) · n = Tu, u = Uu sur Γu

(3.12)

Pour éviter toute confusion entre les définitions du problème de Cauchy et du problème de
complétion des données, il est important de noter que ces deux problèmes sont étroitement liés.
Dans le cadre du problème de Cauchy, la solution u est obtenue en résolvant l’équation (3.11).
En revanche, les inconnues Tu et Uu sur Γu sont déterminées par la résolution du problème de
complétion des données.

3.3 Méthode de l’identification

Le problème de Cauchy est un problème classique, largement analysé et étudié [130, 131].
De nombreuses recherches et approches ont été proposées pour résoudre le problème de Cauchy
linéaire et non linéaire en 2D ou en 3D. Parmi ces méthodes, on peut citer l’algorithme de
point fixe [132, 133, 134], la méthode variationnelle de Steklov-Poincaré [135, 136], la méthode
de quasi-réversibilité [137, 138, 139], et la méthode de minimisation d’une fonctionnelle erreur
en relation de comportement.

La fonctionnelle erreur en relation de comportement est une méthode éprouvée pour résoudre
les problèmes de Cauchy. Elle a été développée et appliquée à divers types de problèmes [2, 140,
3, 141, 4, 129]. Dans le cas de nos travaux, nous avons adopté cette méthode pour identifier les
conditions aux limites et l’endommagement, en se basant sur la la démarche décrite pour les
problèmes non linéaires dans Andrieux et Baranger [61].

3.3.1 Fonctionnelle erreur en relation de comportement

La méthode de minimisation de la fonctionnelle erreur en relation de comportement repose
sur l’utilisation indépendante des données surabondantes.

Tout d’abord, en définissant (d,p) comme le champ de déplacement et la traction surfacique
sur Γu, deux problèmes auxiliaires bien posés, P1 et P2, sont obtenus en couplant une donnée
inconnue sur Γu avec une donnée connue sur Γm, les autres éléments restant identiques pour
les deux problèmes. Le premier problème, P1, utilise uniquement les données de la condition
de Neumann Tm sur la frontière accessible Γm et la condition de Dirichlet d sur la frontière
inaccessible Γu. Le second problème utilise la condition de Dirichlet Um sur Γm et la condition
de Neumann p sur Γu. Parallèlement, les champs de déplacement u1 et u2 sont définis comme
les solutions de ces deux problèmes bien posés et indépendants. Les problèmes P1 et P2 peuvent
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être formulés de la manière suivante :

P1 :



∇(σ(u1)) = 0, σ(u1) = ∂Φ(u1)
∂ε(u1) dans Ω

ε(u1) = 1
2(∇u1 +t ∇u1) dans Ω

σ(u1) · n = Tm sur Γm

Bu1 = b sur Γb

u1 = d sur Γu

(3.13)

P2 :



∇(σ(u2)) = 0, σ(u2) = ∂Φ(u2)
∂ε(u2) dans Ω

ε(u2) = 1
2(∇u2 +t ∇u2) dans Ω

u2 = Um sur Γm

Bu2 = b sur Γb

σ(u2) · n = p sur Γu

(3.14)

En observant que si ces deux champs u1 et u2 coïncident à un mouvement de corps rigide
uMCR prés, alors (d, p) sont les solutions du problème de Complétion des Données. Nous
proposons de construire une fonctionnelle erreur mesurant l’écart entre les champs (u1 − u2).
Ainsi, la fonctionnelle erreur en relation de comportement est établie pour déterminer l’erreur
en énergie entre P1 et P2 :

J(d, p) ≡ E(u1, u2) =1
2

∫
Ω

(σ(u1)− σ(u2)) : (ε(u1)− ε(u2)) dΩ

=1
2

∫
Γm

(Tm − σ(u2) · n) : (u1 −Um) dΓ

+1
2

∫
Γu

(σ(u1) · n− p) : (d− u2) dΓ

(3.15)

Il est intéressant de noter que la fonctionnelle erreur est toujours positive et quadratique
lorsque le calcul se réalise dans la phase linéaire. Si le champ (d, p) satisfait E = 0, alors
u2 = u1 + uMCR, et cette solution u2 permet de résoudre le problème de Cauchy.

Avec u1 = u1(d, Tm) comme solution de P1, et u2 = u2(Um, p) comme solution de P2, afin
de déterminer les données inconnues (d, p) sur la frontière Γu, la minimisation de l’équation
(3.15) sous contraintes est réalisée de manière suivant :

(d∗, p∗) = arg min J
(d, p)

(d, p)

Avec u1(d, Tm) est la solution de l’équation (3.13)
u2(Um, p) est la solution de l’équation (3.14)

(3.16)

Selon l’étude de Andrieux et Baranger [142], pour optimiser la résolution du problème de
Cauchy, seule l’inconnue d est utilisée dans la minimisation de la fonctionnelle. Ainsi, dans
le problème P2, la condition de Neumann p correspondante sur Γu peut être remplacée par
σ(u1) · n de la manière suivante :

p = σ(u2) · n = σ(u1) · n sur Γu (3.17)
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Par conséquent, les deux problèmes bien posés P1 et P2 dépendent explicitement de l’inconnue
d, et leurs nouvelles formulations sont les suivantes :

P1 :



∇(σ(u1)) = 0, σ(u1) = ∂Φ(u1)
∂ε(u1) dans Ω

ε(u1) = 1
2(∇u1 +t ∇u1) dans Ω

σ(u1) · n = Tm sur Γm

Bu1 = b sur Γb

u1 = d sur Γu

(3.18)

P2 :



∇(σ(u2)) = 0, σ(u2) = ∂Φ(u2)
∂ε(u2) dans Ω

ε(u2) = 1
2(∇u2 +t ∇u2) dans Ω

u2 = Um sur Γm

Bu2 = b sur Γb

σ(u2) · n = σ(u1) · n sur Γu

(3.19)

De même, la nouvelle expression de la fonctionnelle erreur, qui évalue l’erreur en énergie
entre les nouvelles formulations de P1 (équation (3.18)) et P2 (équation (3.19)), devient :

J(d) ≡ E(u1, u2) =1
2

∫
Γm

(Tm − σ(u2) · n) : (u1 −Um) dΓ

+1
2

∫
Γu

(σ(u1) · n− σ(u2) · n) : (d− u2) dΓ
(3.20)

Pour obtenir la solution d∗, la minimisation de l’équation (3.20) sous contraintes s’écrit
comme suit :

d∗ = arg min J
d

(d)

Avec u1(d, Tm) est la solution de l’équation (3.18)
u2(Um, d) est la solution de l’équation (3.19)

(3.21)

3.4 Minimisation de la fonctionnelle

Pour minimiser la fonctionnelle, on s’intéresse à deux méthodes largement utilisés dans la
littérature. La première technique est l’algorithme itératif de minimisation de Kozlov [132],
qui a été proposé pour résoudre le problème de Cauchy. Le second algorithme est le Gradient
Conjugué (GC) adapté à la minimisation des fonctions quadratiques [115]. Ces deux algorithmes
ont été mis en œuvre et comparés.

3.4.1 Algorithme de Kozlov

L’algorithme proposé par Kozlov et al. [132] se base sur un choix initial adéquat d’une esti-
mation de la condition aux limites en déplacement d0 sur la surface Γu. Ensuite, cet algorithme
va alterner la résolution du problème P1 et P2, en transmettant au problème P2 la condition
aux limites sur Γu extraite de P1. Il s’arrête lorsque les deux suites formées par le déplacement
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ou la traction surfacique sur Γu deviennent stationnaire. Un autre critère d’arrêt pourrait être
l’erreur en relation de comportement entre les deux champs u1 de P1 et u2 de P2. Une autre
alternative, symétrique à cette démarche, consiste à commencer par résoudre le problème P2

en imposant un champ de pression initial p0, puis résoudre le problème P1 en récupérant la
condition de Dirichlet sur Γu à partir du champ u2.

Dans notre cas, l’initialisation de l’algorithme à j = 0 se fait par une condition de Diri-
chlet d0 imposée sur Γu. Après la résolution du problème P1, la condition de Neumann qui
s’appliquera au problème P2 sur Γu est extraite du problème P1 : σ(u2) · n = σ(u1) · n sur
Γu.

Pour les itérations suivantes de Kozlov, à l’itération j, la condition de Dirichlet appliquée
sur Γu du problème P1 est extraite du champ du problème P2 de l’itération j − 1 de Kozlov :
u2j+1 = u2j sur Γu. Ensuite, la condition de Neumann à appliquer au problème P2 sur Γu est
extraite du problème P1 : σ(u2j+2) · n = σ(u2j+1) · n sur Γu. Ce processus est répété jusqu’à
la convergence.

P2j+1
1 :



∇(σ(u2j+1)) = 0, dans Ω

σ(u2j+1) · n = Tm sur Γm

Bu2j+1 = b sur Γb

u2j+1 = u2j sur Γu

(3.22)

P2j+2
2 :



∇(σ(u2j+2)) = 0 dans Ω

u2j+2 = Um sur Γm

Bu2j+2 = b sur Γb

σ(u2j+2) · n = σ(u2j+1) · n sur Γu

(3.23)

L’algorithme de Kozlov peut être interprété comme une méthode de minimisation à direction
alternée pour la fonctionnelle E (d, p). Plus précisément, à l’itération j de Kozlov :

P2j+1
1 : p̄ = arg min J

p
(dj,p)⇔ u2j+1 = u1(p̄)

Avec dj = u2j |Γu

(3.24)

P2j+2
2 : d̄ = arg min J

d
(d,pj)⇔ u2j+2 = u2(d̄)

Avec pj = σ(u2j+1) · n |Γu

(3.25)

La preuve de ces résultats suit exactement les mêmes lignes que pour le problème de Cauchy
pour l’équation de Laplace, abordé dans Andrieux et al. [2] et n’est pas donné ici. Ce résultat
montre que l’algorithme de Kozlov est une méthode de direction de descente alternée pour
minimiser la fonctionnelle définie dans l’équation (3.20).

3.4.2 Méthode de gradient conjugué

La méthode de gradient conjugué (GC) est un algorithme itératif pour résoudre les grands
systèmes linéaires et les problèmes d’optimisation quadratique [115]. Cette méthode est simple,
efficace. Comme elle ne nécessite pas de stocker toutes les matrices de calcul pendant le processus
d’optimisation, elle ne sollicite pas de manière significative la mémoire. Cela la rend particu-
lièrement adaptée aux problèmes de grande taille ou aux calculs complexes. Dans le modèle
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de Badel, étant donné que la variable scalaire d est égale à 0 dans la phase linéaire, la fonc-
tionnelle erreur en relation de comportement est semi-positive, quadratique et convexe. Grâce
à ces caractéristiques, la méthode de GC est bien adaptée pour minimiser cette fonctionnelle.
Le processus et la théorie d’optimisation sont détaillés dans l’annexe C.1, et les comparaisons
des résultats obtenus par la méthode de GC et par l’algorithme de Kozlov sont illustrées dans
la section 3.5. Cependant, contrairement à l’algorithme de Kozlov, l’algorithme du gradient
conjugué nécessite le calcul du gradient de la fonctionnelle. Cette étape est détaillée dans la
section suivante.

3.4.3 Formulation discrète et calcul du gradient avec la méthode de
l’état adjoint

En raison des différentes méthodes et algorithmes de minimisation réalisés avec le logiciel
de MEF, afin d’obtenir le gradient exact de la fonctionnelle erreur pour accélérer l’optimisation
de la méthode de GC, la méthode de l’état adjoint est privilégiée pour le problème discrétisé de
MEF. Dans ce qui suit nous considérons que sur la frontière Γb, nous disposons d’une condition
de Neumann.

3.4.3.1 Formulation discrète

En considérant que le maillage du domaine Ω est constitué de n nœuds, où nm représente le
nombre de nœuds sur la frontière Γm, et nu représente le nombre de nœuds sur la frontière Γu,
la formulation discrète du problème de Cauchy est formée avec un multiplicateur de Lagrange
pour la condition de Dirichlet sur Γm, se présente de la manière suivante :

P :
KU + Lt

mPm = R + Lt
mFm

LmU = Um
(3.26)

Selon les définitions des deux problèmes bien posés P1 et P2, avec une seule inconnue
d comme le montrent les équations (3.18) et (3.19), chaque problème utilise seulement une
condition aux limites sur les frontières Γm et Γu. Ainsi, leurs formes discrétisées s’écrivent
comme suit :

P1 :
KU1 + Lt

uPu = R + Lt
mFm

LuU1 = X
(3.27)

P2 :
KU2 + Lt

mPm = R + Lt
uLuKU1

LmU2 = Um
(3.28)

Où K est la matrice de raideur de dimension n × n. U, U1 et U2 sont les vecteurs des dé-
placements aux nœuds de dimension n des problèmes (3.26), (3.27) et (3.28), respectivement.
Lm et Lu sont des matrices rectangulaires de dimensions n × nm et n × nu, contenant des 0
et des 1 pour extraire les vecteurs de dimensions nm et nu pour les termes sur les frontières
Γm et Γu. Pm et Pu sont les vecteurs des multiplicateurs de Lagrange (dimensions nm et nu)
associés aux conditions de Dirichlet sur Γm et Γu. R est le vecteur de dimension n contenant les
termes de volumes discrétisés ainsi que les conditions de Neumann connues sur la frontière Γb.
Fm et Um sont les vecteurs de dimension nm contenant les termes discrétisés des conditions de
Dirichlet et de Neumann connues sur Γm. X est le vecteurs de dimension nu correspondant aux
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déplacements inconnus aux nœuds sur Γu. Nous observons ici que U1 dépend explicitement de
X alors que U2 dépends implicitement de X via U1 : U2 (U1(X))

Étant donné que la matrice de raideur K est constante dans la phase linéaire, la forme
discrétisée de la fonctionnelle erreur est représentée selon les formes ci-dessus :

E(U1(X),U2(U1(X))) =1
2(U1 −U2)tK(U1 −U2)

=1
2(U1 −U2)t(Lt

mFm − Lt
uPu − Lt

uLuKU1 + Lt
mPm)

(3.29)

La solution du problème de Cauchy avec une seule inconnue s’obtient en résolvant le pro-
blème d’optimisation sous contraintes suivant :

X∗ = arg minE
X

(U1(X), U2(U1(X)))

Avec U1(X) est la solution de P1 (3.27)
U2(U1(X)) est la solution de P2 (3.28)

(3.30)

3.4.3.2 Méthode de l’état adjoint

Pour minimiser l’erreur E, le calcul de son gradient est indispensable pour la méthode du
gradient. Cependant, en raison de la dépendance implicite des solutions U1 et U2 par rapport
à la variable X et du coût relativement élevé de calcul direct du gradient [143, 144], la méthode
de l’état adjoint a été proposée et utilisée pour calculer le gradient exact de la fonctionnelle
erreur en relation de comportement. La définition du lagrangien est décrite ci-dessous :

L(U1,U2,X,Λ1,Λ2,Q1,Q2) =E(U1,U2)
+Λ1

t(KU1 + Lt
uPu −R − Lt

mFm)
+Q1

t(LuU1 −X)
+Λ2

t(KU2 + Lt
mPm −R − Lt

uLuKU1)
+Q2

t(LmU2 −Um)

(3.31)

∇XL· dX = ∇XE· dX (3.32)

Où Λ1 et Λ2 sont les vecteurs des états adjoints associés à P1 et P2. Q1, Q2 sont les vecteurs
adjoints associés aux conditions de Dirichlet des problèmes adjoints Pa1 et Pa2 . Selon l’équation
3.31, la dérivé du lagrangien par rapport à X est :

∇XL = ∂U1
t

∂X
[
K(U1 −U2) + KΛ1 + Lt

uQ1 − Lt
uLuKΛ2

]
+ ∂Pu

t

∂X
[LuΛ1]−Q1

tIX

+ ∂U2
t

∂X
[
−K(U1 −U2) + KΛ2 + Lt

mQ2
]

+ ∂Pm
t

∂X
[LmΛ2]

(3.33)

Où IX est la matrice d’identité de dimension nu × nu. D’après ces équations, en annulant
les termes entre crochets sur les dérivations par rapport à X, les problèmes adjoints associés

91



Chapitre 3 : Identification des conditions aux limites et de l’endommagement dans le cadre
d’un matériau fragile à partir de mesures surabondantes

peuvent être obtenus ci-dessous :

Pa1 :
KΛ1 + Lt

uQ1 = −K(U1 −U2) + Lt
uLuKΛ2

LuΛ1 = 0
(3.34)

Pa2 :
KΛ2 + Lt

mQ2 = K(U1 −U2)
LmΛ2 = 0

(3.35)

À partir des deux problèmes (3.27) et (3.28), on démontre facilement que le second problème
adjoint a une solution Λ2 = 0 partout, donc nous avons un seul problème adjoint à résoudre
pour calculer le gradient. En reliant les problèmes adjoints discrets et l’équation (3.32), le
gradient de la fonctionnelle erreur est donné par :

∇XE = −Q1

= LuKΛ1
(3.36)

3.4.4 Adaptation au comportement non linéaire des matériaux iso-
tropes fragiles

Les études existantes ont déjà démontré que la méthode de minimisation de la fonctionnelle
erreur en relation de comportement est adaptée pour résoudre les problèmes de Cauchy non
linéaire [61, 4]. Pour l’appliquer aux matériaux isotropes fragiles tels que la matrice ettringitique,
certains détails doivent encore être développés et adaptés.

Pour résoudre le problème de Cauchy non linéaire et identifier les conditions aux limites
ainsi que l’endommagement, il faut résoudre deux problèmes non linéaires, P1 et P2 afin d’ob-
tenir le champ de déplacement dans tout le domaine. Cependant, en raison des problèmes de
convergence et de snap-back, la résolution des problèmes de Cauchy non linéaires avec le modèle
de Badel ne peut pas être effectuée automatiquement dans l’algorithme de minimisation. En
effet, il est impossible de contrôler le chargement et l’évolution de l’endommagement de ma-
nière efficace sans développement invasif de la méthode de minimisation. En considérant que le
développement invasif des méthodes de calcul des problèmes directs est trop long, et n’entre pas
dans le cadre de cette thèse, nous avons choisi de garder une approche non invasive en utilisant
les algorithmes de calcul non linéaire de CODE_ASTER tels qu’ils sont mis en œuvre. Ainsi,
avec le modèle de Badel, l’identification des conditions aux limites et de l’endommagement se
compose de deux étapes.

La première étape consiste à réaliser l’identification dans la phase linéaire. Dans cette étape,
les variables d’endommagement d sont nulles partout. Ainsi, la minimisation de la fonctionnelle
erreur en relation de comportement a été utilisée pour résoudre le problème de Cauchy afin
de déterminer le champ de déplacement u∗ dans tout le domaine Ω et d’identifier le champ
de déplacement inconnu d∗ sur la frontière Γu. Par ailleurs, bien que la minimisation de la
fonctionnelle erreur ait été réalisée avec une seule inconnue d, étant donné que u∗ et d∗ sont
connus, la traction surfacique p∗ peut également être déterminée et utilisée dans la prochaine
étape.

La deuxième étape est la réalisation de l’identification dans la phase non linéaire. Dans cette
étape, afin d’éviter les problèmes de convergence et de snap-back, la modélisation numérique a
été effectuée avec la méthode de pilotage en utilisant les données identifiées dans la phase linéaire
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Séparation du problème mal-posé

en deux problèmes bien posés

Minimisation de

la fonctionnelle erreur en relation de comportement

dans la phase linéaire

Obtention du champ de déplacement u∗ dans Ω

ainsi que les données inconnues d∗ et p∗ sur Γu

Figure 3.10 – Démarche de la méthode de la fonctionnelle erreur en relation de comportement
pour l’identification des conditions aux limites dans la phase linéaire.

comme le chargement appliqué pour déterminer les conditions aux limites et l’endommagement
dans la phase non linéaire. Plus précisément, en se basant sur le problème P1 (3.18), la méthode
de pilotage utilise les données identifiées d∗ ou p∗ dans la phase linéaire, en ajustant l’intensité
de chargement pilotée η pour obtenir le champ de déplacement u∗∗, le champ de contrainte
σ∗∗, et les variables d’endommagement d dans le domaine Ω dans la phase non linéaire. En
conséquence, l’identification des conditions aux limite et l’endommagement avec le modèle de
Badel est illustrée dans les figures 3.10 et 3.11, d’abord la phase linéaire qui donne d∗ et p∗,
puis la phase non linéaire qui consiste à piloter d∗ ou p∗ jusqu’à la fin du chargement.

Cette démarche s’appuie sur le fait que la direction du chargement p∗ ou du déplacement
d∗ est identifiée à la fin de la phase linéaire et ne change plus au cours de la phase de pilotage,
car seul l’intensité η est pilotable.

3.4.5 Critère d’arrêt

Dans la phase linéaire, la solution du problème de minimisation est obtenue lorsque la
fonctionnelle erreur entre les deux problèmes bien posés P1 et P2 est minimale. Cependant,
lorsque les données utilisées dans la minimisation sont bruitées, l’identification peut ne pas
s’arrêter automatiquement au seuil de convergence pour obtenir des résultats satisfaisants en
raison de l’instabilité du calcul. Comme le montre la figure 3.12, pendant la minimisation,
l’erreur L2 entre les déplacements exacts et les déplacements identifiés atteint un minimum, puis
augmente très rapidement, tandis que la fonctionnelle E atteint son minimum et se stabilise. Si
l’algorithme de minimisation est arrêté trop tôt avant le minimum de l’erreur L2, la fonctionnelle
n’atteint pas son minimum. Si l’algorithme est arrêté après le minimum de l’erreur L2, la
fonctionnelle erreur E atteint son minimum. Cependant, l’erreur L2 devient très grande, les
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Fonctionnelle erreur
en relation de comportement

Phase de minimisation de l’écart entre P1 et P2 ⇒ d∗ et p∗

Figure 3.11 – Démarche de l’identification des conditions aux limite et l’endommagement
avec le modèle de Badel.

données identifiées sont très bruitées et on assiste à une explosion numérique.
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Figure 3.12 – Évolution de la fonctionnelle E et de l’erreur L2 entre le champ calculé et le
champ exact au cours des itérations, dans le cas où les données sont bruitées.

Afin de résoudre ce problème et d’obtenir des résultats d’identification plus satisfaisants, un
critère d’arrêt a été proposé pour dans le cadre de cette méthode par Rischette et al. [145]. Ce
critère dépend particulièrement du taux de bruit αbruit et des données surabondantes utilisées
dans l’identification, et s’exprime sous la forme suivante :

dE =| Ei − Ei−1 |≤
(

αbruit

1− αbruit

)2 (
∥ Tm ∥2 + ∥ Um ∥2

)
(3.37)

Où Ei et Ei−1 sont les valeurs de l’erreur en énergie aux itérations i et i − 1. Selon l’étude
de Rischette et al. [145], ce critère d’arrêt permet d’éviter l’instabilité de calcul et l’explosion
numérique des erreurs des résultats identifiés lorsque le bruit est inférieur à 10% sur les données
utilisées dans l’identification.
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3.5 Application numérique

Afin de démontrer l’efficacité et la robustesse de la méthode de la fonctionnelle erreur en
relation de comportement ainsi que les différentes performances et précisions entre l’algorithme
de Kozlov et la méthode de GC, l’identification des conditions aux limites a été réalisé avec les
données synthétiques sans bruit et avec 5% de bruit blanc additif dans l’essai de compression
sur la plaque à deux trous.

Ω

Γm1 Γm2

Γb

Γu

Γf

Γt2

Γt1

Figure 3.13 – Schéma de la plaque épaisse à deux trous et désignation des différentes frontières

Le modèle de la plaque est identique à celui utilisé dans la modélisation du problème direct :
une plaque de dimensions l = 50 mm et h = 100 mm avec un petit trou de rayon R1 = 5 mm
dont le centre est à (0, 25) et un grand trou de rayon R2 = 10 mm positionné au centre de la
plaque à (0, 0). La figure 3.13 présente le schéma synthétique. Le domaine de la plaque à deux
trous est désigné par Ω, avec quatre frontières non superposées constituant la frontière entière
∂Ω = Γu ∪ Γm1 ∪ Γm2 ∪ Γb ∪ Γt1 ∪ Γt2. Pour s’approcher au mieux de la réalité, les frontières
Γm1 et Γm2 ne contiennent pas de nœuds des frontières Γu et Γb. De plus, pour observer les
données identifiées dans le domaine, une frontière fictive Γf est définie à 10 mm en dessous de
Γu. Sur cette frontière fictive Γf , nous pourrons observer les données loin du bruit généré sur
la frontière Γu lors de l’identification, confère travaux de Andrieux et Baranger [129] ,Hariga
et al. [146].

Le maillage de la plaque comprend 2350 nœuds dans le domaine Ω (n = 2350). Sur la
frontière Γu, le nombre de nœuds est nu = 29, et sur les frontières Γm1 et Γm2, il y a 33 nœuds
de chaque côté, soit nm = 66. Par conséquent, on a 66 × 4 = 264 variables pour le problème
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d’optimisation afin d’obtenir X sur Γu (29× 2 = 58).
On affecte à la plaque les propriétés de la matrice ettringitique âgée de 42 jours : le module

de Young E et le coefficient de Poisson ν ont les valeurs de 8.83 GPa et 0.216, respectivement.
La résistance en traction et en compression sont de 1.76 MPa et 16.95 MPa, avec une pente
post-pic en traction de −E

γ
= −1.766 GPa pour γ = 5.

Dans l’essai de compression, la frontière Γu subit la compression, les frontières Γm1 et Γm2

sont libres, et le déplacement v sur la frontière Γb est imposé à 0. Afin d’éviter le problème de
matrice singulière dans le calcul, le nœud au milieu de Γb est complètement bloqué : u = v = 0.
D’après les résultats du problème direct, le seuil élastique est de 1.3 MPa (avant l’apparition de
l’endommagement). L’identification a été réalisée avec les déplacements mesurés dans la phase
linéaire, les champs de déplacement Um sur les frontières Γm1 et Γm2 à une pression de 0.6
MPa, obtenus par la MEF, ont été utilisés.

Tout d’abord, les résultats de l’algorithme de Kozlov et de la méthode de GC avec les
données synthétiques sans bruit sont illustrés et comparés.

3.5.1 Identification avec les données synthétiques sans bruit dans la
phase linéaire

En prenant en compte que la minimisation s’arrête lorsque la valeur de E est inférieure à
10−10, le tableau 3.1 présente le nombre d’itérations utilisées, le temps de calcul nécessaire et la
valeur de la fonctionnelle E obtenue après la minimisation. En se basant sur ce tableau, avec le
même seuil de convergence, la méthode de GC nécessite un plus grand nombre d’itérations et
un temps de calcul plus long. Pour la fonctionnelle E obtenue après la minimisation, les deux
algorithmes arrivent presque à la même valeur grâce au seuil de convergence. Généralement,
ces données indiquent que les résultats obtenus par la méthode de GC sont meilleurs que ceux
de l’algorithme de Kozlov. Pour vérifier ce point, les comparaisons des données identifiées sur
Γu sont illustrées ci-dessous.

Tableau 3.1 – Coût du calcul avec différents algorithmes de minimisation sur les données
synthétiques sans bruit.

Algorithme de minimisation Kozlov GC

Nombre d’itération 5122 5516
Temps de calcul 1h21mins 2h38mins
Valeur de E final 9.99 10−10 9.42 10−10

Pour illustrer la précision des résultats identifiés, non seulement la condition de Dirichlet d =
⟨u, v⟩ sur Γu a été représentée, mais aussi la condition de Neumann p = ⟨px, py⟩, déterminée
à partir de la solution du problème de Cauchy u, a également été analysée. En considérant les
données obtenues par la MEF comme données de référence, l’erreur relative normalisée, définie
comme l’erreur absolue par rapport à la valeur absolue maximale des champs de données de
référence, a été utilisée pour mieux évaluer et analyser les données identifiées. Cette approche
permet d’éviter le calcul de l’erreur relative lorsque la valeur de référence est nulle ou proche de
zéro. Pour le champ de déplacement d, l’erreur relative normalisée est définie par rapport au
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champ de déplacement maximal de 8.30 10−3 mm sur Γu. Tandis que pour la traction surfacique
p, l’erreur relative normalisée est définie par rapport à la pression appliquée de 0.6 MPa.
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Figure 3.14 – Comparaison du champ de déplacement d∗ identifié sur Γu avec l’algorithme
de Kozlov et la méthode de GC en utilisant les données synthétiques sans bruit.

La figure 3.14 illustre la comparaison entre le champ de déplacement identifié d∗ avec les
différents algorithmes de minimisation sur la frontière Γu. Selon cette figure, il est évident que
les déplacements identifiés par l’algorithme de Kozlov sont plus précis que ceux obtenus par la
méthode de GC. D’un point de vue global, que ce soit pour le déplacement u ou v, les données
identifiées par l’algorithme de Kozlov s’ajustent bien aux données de référence.

Numériquement, pour le déplacement u∗ identifié, la valeur maximale des erreurs relatives
normalisées obtenue avec l’algorithme de Kozlov est de 0.26%, tandis que celle obtenue avec la
méthode de GC est de 2.94%. De plus, la valeur moyenne de ces erreurs obtenue avec l’algo-
rithme de Kozlov est seulement de 0.04%, tandis que celle obtenue par la méthode de GC est de
1.28%. Pour le déplacement v∗ identifié, les erreurs relatives normalisées maximales obtenues
avec l’algorithme de Kozlov et la méthode de GC sont de 0.07% et 11.36%, respectivement. Dans
l’identification avec les données synthétiques sans bruit, l’erreur maximale de v∗ obtenue par la
méthode de GC est inacceptable. Leurs erreurs relatives normalisées moyennes sont de 0.03%
et 3.08%, respectivement. Les valeurs minimales des erreurs relatives normalisées de u∗ et v∗

obtenues avec ces deux algorithmes sont faibles, surtout pour celles obtenues avec l’algorithme
de Kozlov, qui sont inférieures à 0.01%.

La figure 3.15 illustre la comparaison de traction surfacique identifié p∗ sur Γu avec les
différents algorithmes de minimisation. Comme la comparaison des champs de déplacement
identifié, les valeurs identifiées de p∗ obtenu par la méthode de GC sont visiblement moins
précises que celles de l’algorithme de Kozlov, ce qui est normal, vu les oscillations que nous
avons observé dur le déplacement identifié avec le GC.

Numériquement, avec l’algorithme de Kozlov, les valeurs maximales des erreurs relatives
normalisées sur p∗

x et p∗
y sont de 2.25% et 1.37%, respectivement. Les valeurs moyennes de ces

erreurs sont de 0.41% et 0.58%, respectivement. De plus, leurs erreurs relatives normalisées
minimales sont toutes très faibles, inférieures à 0.24%.

Au contraire, pour la méthode de GC, les erreurs relatives normalisées sur p∗ sont ampli-
fiées. Pour p∗

x et p∗
y, les valeurs maximales de ces erreurs atteignent respectivement 173.93% et
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Figure 3.15 – Comparaison de la traction surfacique p∗ identifiée sur Γu avec l’algorithme de
Kozlov et la méthode de GC en utilisant les données synthétiques sans bruit.

348.47%. Leurs valeurs moyennes des erreurs relatives normalisées sont de 54.10% et 88.27%.
Même les erreurs relatives normalisées minimales ne sont pas négligeables, avec des valeurs de
6.82% et 4.07%, respectivement.

Tableau 3.2 – Erreurs relatives normalisées entre les données de référence et celles identifiées
sur Γu avec les différents algorithmes de minimisation en utilisant les données synthétiques sans
bruits.

Erreur relative normalisée Maximale Moyenne minimale
Algorithme Kozlov GC Kozlov GC Kozlov GC

u∗ 0.26% 2.94% 0.04% 1.28% 0.00% 0.07%
v∗ 0.07% 11.36% 0.03% 3.08% 0.00% 0.27%
p∗

x 2.25% 173.93% 0.41% 54.10% 0.00% 6.82%
p∗

y 1.37% 348.47% 0.58% 88.27% 0.08% 4.07%

Toutes les erreurs relatives normalisées de d∗ et de p∗ identifiées avec les données synthé-
tiques sans bruit sont enregistrées dans le tableau 3.2. En résumé, par rapport à la méthode de
GC, en prenant le même seuil de convergence, avec moins d’itérations et un temps de calcul
réduit, l’algorithme de Kozlov permet d’identifier plus précisément le champ de déplacement et
de la traction surfacique sur la frontière Γu dans la phase linéaire avec les données synthétiques
sans bruit. Cela pourrait s’expliquer par les différentes directions de descente utilisées par l’al-
gorithme de Kozlov et la méthode de GC. D’après les figures des comparaisons des données,
bien que les résultats identifiés par GC présentent également des courbes similaires à celles ob-
tenues par MEF, les fluctuations globales sont particulièrement importantes. Ainsi, la méthode
de GC a besoin d’un plus grand nombre d’itérations pour obtenir une précision des résultats
comparable à celle de l’algorithme de Kozlov. Étant donné que le bruit existe toujours dans les
mesures, les comparaisons des résultats identifiés avec les données synthétiques bruitées sont
illustrées dans la section suivante pour valider davantage l’identification des conditions aux
limites dans la phase linéaire.
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3.5.2 Identification avec les données synthétiques bruitées dans la
phase linéaire
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Figure 3.16 – Comparaison des champs de déplacement sans bruit et avec 5% de bruit blanc
sur les frontières Γm1 et Γm2.

Pour simuler la mesure avec CIN, un bruit blanc additif avec un niveau de 5% (bruit gaussien
avec une moyenne de 0 et un écart-type de 5% des données utilisées) a été ajouté aux champs
de déplacement Um sur Γm1 et Γm2, comme le montre la figure 3.16. Ainsi, le critère d’arrêt
a été implémenté et utilisé avec un taux de bruit αbruit = 5%. Avec ∥ Um ∥2 égal à 0.0042 et
∥ Tm ∥2 égal à 0 en raison des surfaces libres, le calcul s’arrête lorsque la valeur de dE dépasse
1.17 10−5. Comme dans l’application avec les données synthétiques sans bruit, l’algorithme de
Kozlov et la méthode de GC ont été évalués avec les données synthétiques bruitées dans la
phase linéaire.

Tableau 3.3 – Coût de calcul des différents algorithmes de minimisation en utilisant les
données synthétiques bruitées (5%).

Algorithme de minimisation Kozlov GC

Nombre d’itération 8 9
Temps de calcul 8s 16s
Valeur de E final 4.17 10−3 4.15 10−3

La figure 3.17 illustre les variations de E et dE pour les deux algorithmes. Selon cette figure,
ces deux algorithmes n’ont pas besoin d’un grand nombre d’itérations pour obtenir des valeurs
constantes de E. La variation de dE pour l’algorithme de Kozlov est plus stable et régulière que
celle de la méthode de GC. Le tableau 3.3 donne les coûts de calcul nécessaires avec le critère
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Figure 3.17 – Comparaison des valeurs de E et dE obtenues par les deux algorithmes de
minimisation avec les données synthétiques bruitées (5%).

d’arrêt. Similaire aux résultats obtenus avec les données sans bruit, l’algorithme de Kozlov
nécessite moins d’itérations et moins de temps de calcul.
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0 10 20 30 40 50

Coordonnée x (mm)

−8.3

−8.2

−8.1

−8.0

−7.9

−7.8

v
(m

m
)

×10−3

(a) Kozlov

0 10 20 30 40 50

−0.4

0.0

0.4

0.8

1.2

u
(m

m
)

×10−3 GC Référence
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Figure 3.18 – Comparaison du champ de déplacement d∗ identifié sur Γu avec l’algorithme
de Kozlov et la méthode GC en utilisant les données synthétiques bruitées (5%).

La figure 3.18 illustre la comparaison entre le champ de déplacement d∗ identifié par les dif-
férents algorithmes de minimisation sur la frontière Γu. Selon cette figure, les valeurs identifiées
de d∗ obtenus par la méthode de GC restent imprécis. Pour l’algorithme de Kozlov, bien que les
résultats identifiés soient légèrement perturbés, ils restent globalement proches des références.

Numériquement, pour l’algorithme de Kozlov, les valeurs maximale, moyenne et minimale
des erreurs relatives normalisées sur le déplacement u∗ sont respectivement de 2.78%, 1.55%
et 0.18%. Pour le déplacement v∗, ces valeurs sont respectivement de 3.45%, 1.79% et 0.01%.
En revanche, ces erreurs pour la méthode de GC sont plus significatives. Les valeurs maximale,
moyenne et minimale des erreurs relatives normalisées obtenues sur le déplacement u∗ avec la
méthode de GC sont respectivement de 14.53%, 4.35% et 0.48%. Pour le déplacement v∗, ces
valeurs sont respectivement de 30.72%, 12.39% et 1.35%. D’après ces résultats, le champ de
déplacement identifié d∗ avec la méthode de GC n’est pas utilisable dans la deuxième étape de
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l’identification à cause des erreurs relatives normalisées significatives.
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0 10 20 30 40 50

Coordonnée x (mm)

−0.75

−0.70

−0.65

−0.60

−0.55

−0.50

p y
(M

P
a)

0 10 20 30 40 50
−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

p x
(M

P
a)
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Figure 3.19 – Comparaison de la traction surfacique p∗ identifiée sur Γu avec l’algorithme de
Kozlov et la méthode GC en utilisant les données synthétiques bruitées (5%).

La figure 3.19 illustre la comparaison de la traction surfacique p∗ identifiée sur Γu par les
différents algorithmes de minimisation. D’après cette figure, la traction surfacique identifiée
avec la méthode de GC est visiblement très fluctuante. Pour l’algorithme de Kozlov, la valeur
identifiée de p∗ coïncide relativement bien avec celle de référence.

Numériquement, pour l’algorithme de Kozlov, les erreurs relatives normalisées maximale,
moyenne et minimale de px∗ sont respectivement de 27.08%, 10.26% et 1.12%. Celles de p∗

y

sont de 29.66%, 8.67% et 0.50%, respectivement. Par rapport aux déplacements identifiés, ces
erreurs de p∗ sont relativement significatives. Pour la méthode de GC, les valeurs maximale,
moyenne et minimale des erreurs relatives normalisées de p∗

x sont respectivement de 315.28%,
166.86% et 1.12%. Tandis que celles de p∗

y sont de 243.42%, 65.24% et 2.59%, respectivement.
Les erreurs relatives normalisées de la méthode de GC indiquent que la traction surfacique p∗

identifiée avec cette méthode est extrêmement imprécise avec les données bruitées.

Tableau 3.4 – Erreurs relatives normalisées entre les données de référence et celles identifiées
sur Γu avec les différents algorithmes de minimisation en utilisant les données synthétiques
bruitées (5%).

Erreur relative normalisée Maximale Moyenne Minimale
Algorithme Kozlov GC Kozlov GC Kozlov GC

u∗ 2.78% 14.53% 1.55% 4.35% 0.18% 0.48%
v∗ 3.45% 30.72% 1.79% 12.39% 0.01% 1.35%
p∗

x 29.66% 243.42% 8.67% 65.24% 0.50% 2.59%
p∗

y 27.08% 315.28% 10.26% 166.86% 1.12% 2.31%

Toutes les erreurs relatives normalisées des résultats identifiés avec les données contenant 5%
de bruit blanc sont enregistrées dans le tableau 3.4. D’après ces résultats, les erreurs relatives
normalisées obtenues par la méthode de GC sont très importantes et non négligeables. En
raison des données bruitées, l’identification doit s’arrêter plus tôt pour éviter le surajustement
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entre les conditions aux limites identifiées et les données bruitées. Comme la méthode de GC
nécessite plus d’itérations pour obtenir des résultats d’identification précis, elle n’est pas très
adaptée pour identifier les conditions aux limites dans la phase linéaire.

Pour l’algorithme de Kozlov, bien que les erreurs relatives normalisées du champ de dépla-
cement d∗ identifié soient relativement faibles, celles de la traction surfacique p∗ identifiée sont
plus élevées. Cela pourrait s’expliquer par les erreurs sur le champ identifié d∗, qui entraînent
de plus grandes variations du champ de contrainte sur Γu. De plus, dans l’essai de compression,
le chargement appliqué est uniformément distribué avec Tx = 0 MPa et Ty = 0, 6 MPa. Ainsi,
les déplacements u (maximum de 2.05 10−4 mm) sur les deux frontières Γm1 et Γm2 utilisés
pour l’identification sont plus faibles que ceux de v (maximum absolu de 8.30 10−3 mm). Cela
rend l’identification précise des déplacements u plus difficile dans l’essai de compression, ce
qui conduit à une plus grande fluctuation des résultats d’identification. Par conséquent, pour
obtenir des données identifiées plus précises, la méthode de régularisation de variation totale
[147] peut être envisagée sur d∗ ou p∗ identifié dans la phase linéaire.

Bien que les erreurs normalisées sur la traction surfacique identifiée sur Γu soient relative-
ment significatives, les champs de données identifiés à l’intérieur du domaine sont plus précis.
Cela peut s’expliquer par le fait que les erreurs et les fluctuations liées aux conditions aux
limites sont atténuées lorsqu’on s’éloigne de la frontière et que les solutions numériques tendent
à se stabiliser vers l’intérieur du domaine. En définissant une frontière fictive située à 10 mm en
dessous de la frontière Γu, la comparaison des champs de données entre les valeurs identifiées
et celles de référence est présentée dans la figure 3.20 :
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0 10 20 30 40 50

Coordonnée x (mm)

−7.50

−7.44

−7.38

−7.32

−7.26

−7.20

v
(m

m
)

×10−3

Figure 3.20 – Comparaison du champ de déplacement u∗ identifié sur Γf avec l’algorithme
de Kozlov en utilisant les données synthétiques bruitées (5%).

Comme précédemment, l’erreur relative normalisée, définie par l’erreur absolue par rapport à
la valeur maximale absolue du champ de déplacement de 7.73 10−3 mm et par rapport à la valeur
maximale absolue du champ de contrainte de 0.64 GPa, a été utilisée pour évaluer la précision
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des résultats identifiés. La figure 3.20 montre la comparaison entre le champ de déplacement de
référence et celui identifié sur la frontière Γf avec l’algorithme de Kozlov. D’après cette figure,
les champs de déplacement identifiés sont presque superposés à ceux de référence. En analysant
les erreurs relatives normalisées, pour le déplacement u∗, les valeurs maximale, moyenne et
minimale sont respectivement de 0.33%, 0.19% et 0.00%. Pour le déplacement v∗, ces valeurs
sont respectivement de 2.67%, 1.10% et 0.05%.
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Figure 3.21 – Comparaison du champ de contrainte σ∗ identifié sur Γf avec l’algorithme de
Kozlov en utilisant les données synthétiques bruitées (5%).

La figure 3.21 montre la comparaison entre le champ de contrainte de référence et celui iden-
tifié par l’algorithme de Kozlov sur la frontière Γf . D’après cette figure, le champ de contrainte
identifié est plus proche de celui de référence, indiquant que les erreurs relatives normalisées
sur chaque variable identifiée sont faibles. Pour la contrainte σ∗

xx, les erreurs relatives norma-
lisées maximale, moyenne et minimale sont respectivement de 2.80%, 1.10% et 0.13%. Pour
la contrainte σ∗

yy, elles sont respectivement de 12.72%, 6.86% et 1.46%. Tandis que les valeurs
maximale, moyenne et minimale des erreurs relatives normalisées de σ∗

xy sont de 7.05%, 3.46%
et 0.12%, respectivement.

Toutes les erreurs normalisées des résultats identifiés avec les données synthétiques bruitées
sur Γf sont enregistrées dans le tableau 3.5. À partir de ces figures, le champ de déplacement et
de contrainte identifiés sur Γf coïncident mieux avec ceux de référence. En analysant les erreurs
relatives normalisées, ces erreurs sur le champ de déplacement identifié sont plus petites. Étant
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Tableau 3.5 – Erreurs relatives normalisées entre les données de référence et celles identifiées
sur Γf avec l’algorithme de Kozlov en utilisant les données synthétiques en 5% de bruit blanc.

Erreur relative normalisée Maximale Moyenne Minimale
u∗ 0.33% 0.19% 0.00%
v∗ 2.67% 1.10% 0.05%
σ∗

xx 2.80% 1.10% 0.13%
σ∗

yy 12.72% 6.86% 1.46%
σ∗

xy 7.05% 3.46% 0.12%

donné que la normale sortant de Γu est ⟨0, 1⟩, la traction surfacique Tx est déterminé à partir
de la contrainte σxy, et Ty est calculée à partir de σyy sur Γu. Ainsi, selon ce tableau, toutes les
erreurs relatives normalisées sur le champ de contrainte identifié sont également bien réduites.
Cela montre que, bien que les erreurs des contraintes soient relativement élevées sur Γu, ces
fluctuations n’affectent pas significativement les données identifiées dans tout le domaine Ω.
Par conséquent, le champ de déplacement identifié d∗ ou la traction surfacique identifiée p∗

peuvent être utilisés dans l’identification des conditions aux limites et de l’endommagement
dans la phase non linéaire.

3.5.3 Identification de l’endommagement dans la phase non linéaire

Suite à la comparaison des résultats identifiés par les deux algorithmes, il apparaît que la
méthode de GC n’est pas adaptée pour l’identification des conditions aux limites dans la phase
linéaire avec des données bruitées. Par conséquent, nous avons utilisé la condition de Dirichlet
identifiée d∗, obtenue par l’algorithme de Kozlov dans la phase linéaire, comme le chargement
appliqué sur Γu pour effectuer la modélisation numérique avec le pilotage incrémental, en vue
d’identifier les conditions aux limites et l’endommagement dans la phase non linéaire. Selon la
décomposition du chargement piloté illustrée par l’équation (3.6), le déplacement appliqué par
la méthode de pilotage est défini comme suit :

u = uimposé + ηupilo (3.38)

Ici, uimposé représente le déplacement imposé dans l’algorithme de calcul non linéaire, et
cette variable est une constante. upilo est également une constante, correspondant à l’unité
de déplacement appliqué dans le pilotage. η est l’intensité de chargement piloté, qui contrôle
la valeur finale du déplacement appliqué. Pour garantir que le chargement soit totalement
contrôlé par le pilotage, nous avons imposé uimposé = 0, tandis que upilo représente le champ de
déplacement identifié d∗ dans la phase linéaire.

Étant donné que l’intensité de chargement η détermine le déplacement appliqué dans la
modélisation numérique et qu’elle est calculée à partir de la liste de temps définie, il n’est pas
possible de définir directement sa valeur. Ainsi, pour déterminer les données identifiées dans la
phase non linéaire, à chaque instant du pilotage, le déplacement Um

pilo sur Γm1∪Γm2 est extrait.
L’erreur entre le déplacement mesuré et le déplacement obtenu par pilotage, ∥ Um−Um

pilo ∥, est
calculée. Par conséquent, le minimum de cette erreur nous indique l’instant où le déplacement
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d∗∗ est identifié, comme le montre la figure 3.22.

(t∗∗) = arg min
t
∥ Um −Um

pilo ∥

η∗∗ = η(t∗∗)
d∗∗ = d(t∗∗)
p∗∗ = p(t∗∗)

(3.39)
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Figure 3.22 – Détermination d∗∗ identifié avec les données synthétiques sans bruit par l’erreur
∥ Um −Um

pilo ∥ en fonction du temps.

Pour comparer les conditions aux limites et l’endommagement identifiés avec les données
synthétiques sans bruit et avec bruit, les champs de déplacement identifiés d∗ avec les données
sans bruit et avec bruit lorsque la pression appliquée est de 0.6 MPa dans la phase linéaire ont
également été utilisés comme upilo.

Étant donné que la variation du champ de déplacement appliqué est difficile à illustrer
directement, nous avons calculé la résultante appliquée F correspondante à partir de d dans
la phase linéaire et non linéaire. Ainsi, la figure 3.23 montre la résultante appliquée F et la
valeur de η en fonction du temps défini. Selon la valeur de d∗ identifiée dans la phase linéaire, la
valeur de référence corresponde de F est de 899.18 N, tandis que d∗ identifiée avec les données
synthétiques sans bruit et avec bruit permet de déterminer les valeurs de F ∗ à 899.39 N et
865.05 N, avec des erreurs relatives de 0.21% et 3.79% respectivement.

D’après la figure 3.23, de 0 à 1s, le chargement a été appliqué linéairement jusqu’à ce que le
champ de déplacement d atteigne les valeurs identifiées dans la phase linéaire d∗. Étant donné
que le pilotage n’est pas encore appliqué pendant cette période, η est égal à 0. Ensuite, le
chargement est contrôlé par le pilotage dans la phase non linéaire. Pour identifier les conditions
aux limites et l’endommagement, sachant que Um à la pression appliquée de 1.72 MPa est
connu, les valeurs de d∗∗ identifiées avec les données synthétiques sans bruit et avec bruit
dans la phase non linéaire sont obtenues en déterminant les valeurs minimales de la norme
L2 entre Um et Um

pilo, comme les points de différentes couleurs présentés dans cette figure.
Avec les valeurs de d∗∗ identifiées dans la phase non linéaire, les résultantes F ∗∗ calculées à
partir de ces valeurs sont respectivement de 2584.27 N et 2484.39 N. En les comparant avec F
de référence de 2584.49 N, les erreurs relatives sont de 0.008% et 3.86%, respectivement. Ces
erreurs indiquent que l’identification dans la phase non linéaire peut efficacement déterminer le
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Figure 3.23 – Variation de F et η en fonction du temps.

Tableau 3.6 – Comparaison des résultantes F calculées à partir des d identifiées dans les
phases linéaire et non linéaire avec les données synthétiques sans bruit et avec bruit (5%).

F Valeur de référence Valeur identifiée
Niveau de bruit 0% 5%
Phase linéaire 899.18 N 899.39 N (0.21%) 865.05 N (3.79%)

Phase non linéaire 2584.27 N 2584.49 N (0.00%) 2484.39 N (3.86%)
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chargement appliqué avec les données synthétiques sans bruit et avec bruit. Toutes les valeurs
de la résultante F sont enregistrées dans le tableau 3.6.

Similairement à la comparaison des résultats de l’identification dans la phase linéaire, les va-
leurs de p∗∗, déterminées à partir de d∗∗, dans la phase non linéaire ont également été comparées
avec leurs valeurs de référence.
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Figure 3.24 – Comparaison des champs de déplacement d∗∗ identifié sur Γu avec la méthode
de pilotage dans la phase non linéaire en utilisant les données synthétiques sans bruit et avec
bruit (5%).

La figure 3.24 présente une comparaison des champs de déplacement d∗∗ sur la frontière Γu

dans la phase non linéaire. En analysant ces figures, on observe que les courbes de u∗∗ et v∗∗

en fonction de la coordonnée x dans la phase non linéaire sont similaires à celles de la phase
linéaire. Cela s’explique par le fait que la méthode de pilotage utilise l’intensité de chargement
η pour contrôler directement le déplacement appliqué d∗, identifié dans la phase linéaire. Par
conséquent, sur Γu, les champs de déplacement de chaque points dans la phase non linéaire sont
toujours η fois plus grands que ceux de la phase linéaire, tant qu’il n’y a pas d’endommagement
autour de cette frontière. Les directions du chargement et du déplacement ne sont pas modifiée
au cours du pilotage

Numériquement, avec les données synthétiques sans bruit, les valeurs maximale, moyenne et
minimale des erreurs relatives normalisées de u∗∗ identifié sont respectivement de 1.25%, 0.56%
et 0.04%. Celles de v∗∗ identifié sont de 0.94%, 0.30% et 0.01%, respectivement. Avec les données
synthétiques bruitées, les erreurs relatives normalisées maximale, moyenne et minimale de u∗∗

identifié sont respectivement de 3.76%, 1.83% et 0.00%. Celles de v∗∗ sont de 3.84%, 2.07% et
0.30%, respectivement.

La figure 3.25 illustre la comparaison de la traction surfacique p∗∗ dans la phase non linéaire.
Pour la même raison liée à la méthode de pilotage, la traction surfacique p∗∗ dans la phase non
linéaire sur chaque point de Γu est approximativement η fois plus grande que celle dans la phase
linéaire. Ainsi, les erreurs relatives normalisées de p∗∗ identifiées dans la phase non linéaire
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Figure 3.25 – Comparaison de la traction surfacique p∗∗ identifiée sur Γu avec la méthode
de pilotage dans la phase non linéaire en utilisant les données synthétiques sans bruit et avec
bruit (5%).

sont similaires à celles de la phase linéaire. Numériquement, avec les données synthétiques
sans bruit, les valeurs maximale, moyenne et minimale des erreurs relatives normalisées de
p∗∗

x sont respectivement de 2.24%, 0.75% et 0.10%. Celles de p∗∗
y sont de 4.14%, 1.48% et

11.04%, respectivement. Avec les données synthétiques bruitées, les erreurs relatives normalisées
maximale, moyenne et minimale de p∗∗

x sont respectivement de 29.45%, 8.98% et 0.16%. Celles
de p∗∗

y sont de 28.60%, 11.04% et 0.84%, respectivement.

Tableau 3.7 – Erreurs relatives normalisées entre les données de référence et celles identifiées
sur Γu avec la méthode de pilotage en utilisant les données synthétiques sans bruits et avec
bruit (5%) dans la phase non linéaire.

Erreur relative normalisée Maximale Moyenne minimale
Niveau du bruit 0% 5% 0% 5% 0% 5%

u∗∗ 1.25% 3.76% 0.56% 1.83% 0.04% 0.00%
v∗∗ 0.94% 3.84% 0.30% 2.07% 0.01% 0.30%
p∗∗

x 2.24% 29.45% 0.75% 8.98% 0.10% 0.16%
p∗∗

y 4.14% 28.60% 1.48% 11.04% 0.11% 0.84%

Cependant, nous avons remarqué qu’a la fin de la phase linéaire, les erreurs et les fluctuations
des données identifiées ont été bien réduites à l’intérieur du domaine Ω. Par conséquent, bien que
la condition de Neumann identifiée soit moins précise que la condition de Dirichlet identifiée sur
Γu, les erreurs entre le champ de déplacement identifié u∗∗ et le champ de contrainte identifié σ∗∗

sont plus faibles à l’intérieur du solide. Les figures des comparaisons des champs de déplacement
et de contrainte sur tout le domaine Ω sont illustrées dans l’annexe B.
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(a) Variable d’endommagement d : valeur de référence, valeur identifiée avec les données synthétiques
sans bruit et valeur identifiée avec les données synthétiques bruitées

(b) Erreur absolue des variables d’endommagement d entre les va-
leurs de référence et identifiées

Figure 3.26 – Comparaison des distributions des variables d’endommagement identifiées d
sur tout le domaine Ω avec la méthode de pilotage dans la phase non linéaire en utilisant les
données synthétiques sans bruit et avec bruit (5%).
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Ensuite, en utilisant la variable d’endommagement d, qui varie entre 0 et 1, pour représenter
l’endommagement, la figure 3.26(a) affiche les distributions des variables d de référence ainsi
que celles identifiées avec les données synthétiques sans bruit et avec bruit dans le domaine
Ω. Selon cette figure, les endommagements sont bien identifiées aux même positions avec les
données synthétiques sans bruit et bruitées. La figure 3.26(b) illustre les erreurs absolues des
variables d entre les valeurs de référence et identifiées. En analysant la distribution des erreurs
absolues et en éliminant les valeurs nulles dans tout le domaine Ω, l’identification avec les
données synthétiques sans bruit permet d’obtenir presque les mêmes valeurs de d partout.
Numériquement, les erreurs absolues maximale, moyenne et minimale des d identifiées avec les
données synthétiques sans bruit sont respectivement de 0.031, 0.005 et 8.19 10−5. En comparant
les variables d identifiées avec les données synthétiques bruitées, la plupart des erreurs absolues
de d sont presque nulles. Numériquement, les erreurs absolues maximale, moyenne et minimale
sont respectivement de 0.323, 0.034 et 4.43 10−4. Toutes les erreurs absolues de d identifiées
sont présentées dans le tableau 3.8.

Tableau 3.8 – Erreurs absolues des variables d’endommagement identifiées d avec la méthode
de pilotage en utilisant les données synthétiques sans bruits et avec bruit (5%) dans la phase
non linéaire.

Erreur absolue Valeur maximale Valeur moyenne Valeur minimale
Données Sans Bruit Avec bruit Sans bruit Avec bruit Sans bruit Avec bruit

d 0.031 0.323 0.005 0.034 8.19 10−5 4.43 10−4

Il est important de noter que l’erreur absolue maximale de d identifiée avec les données
synthétiques bruitées est très élevée. D’après la figure 3.24 et la résultante F ∗∗ correspondante,
le chargement appliqué sur Γu avec les données synthétiques bruitées est légèrement inférieur à
celui de référence et à celui identifié avec les données synthétiques sans bruit. Cela signifie que
certaines zones ne montrent pas encore d’endommagement, et les valeurs de d identifiées avec
les données bruitées sont plus faibles. Dans l’ensemble, l’endommagement identifié reste bien
précis.

3.5.4 Conclusion

Pour valider la méthode d’identification des conditions aux limites et de l’endommagement,
des données synthétiques sans bruit et avec 5% de bruit blanc additif (bruit gaussien avec une
moyenne de 0 et un écart-type de 5% des données utilisées) ont été utilisées.

Dans un premier temps, pour comparer et valider les deux algorithmes de minimisation,
les identifications ont été réalisées dans la phase linéaire. Selon les comparaisons des erreurs
relatives normalisées des conditions aux limites d∗ et p∗ identifiées avec les données synthétiques
sans bruit et avec bruit, l’algorithme de Kozlov permet d’obtenir des champs identifiés plus
précis, tandis que les résultats obtenus par la méthode de GC sont toujours plus perturbés. De
plus, l’algorithme de Kozlov nécessite moins d’itérations et de temps de calcul pour atteindre la
convergence. En revanche, probablement à cause de la direction de descente, le coût de calcul
de la méthode de GC est relativement plus élevé. Par conséquent, l’algorithme de Kozlov est
mieux adapté à l’identification des conditions aux limites dans la phase linéaire.
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Par la suite, l’identification dans la phase non linéaire a été réalisée avec la méthode de
pilotage en utilisant les déplacements d∗ identifiés par l’algorithme de Kozlov dans la phase
linéaire. En comparant les résultats identifiés avec les données synthétiques sans bruit et avec
bruit, les valeurs de d∗∗ et p∗∗ sont presque identiques à celles de référence. Avec les données
bruitées, il y a de légères dispersions et fluctuations dans les champs identifiés sur la frontière
Γu. Cependant, les champs de déplacement et de contrainte identifiés à l’intérieur du solide sont
beaucoup plus précis. Ainsi, l’endommagement a été correctement identifié. Dans l’ensemble,
les conditions aux limites et l’endommagement sont bien déterminés dans la phase non linéaire
en utilisant d∗ obtenues dans la phase linéaire avec la méthode de pilotage dans la modélisation
numérique.

De plus, avec les valeurs de d identifiées, les résultantes F correspondantes dans les phases
linéaire et non linéaire sont bien cohérentes avec celles de référence. Cela démontre également
l’efficacité et la robustesse de la méthodologie mise en œuvre. Pour améliorer davantage la
précision de l’identification, notamment pour la condition de Neumann p, des études sur la
méthode de régularisation telle que la variation totale peuvent être envisagées à l’avenir.

3.6 Application expérimentale

Pour valider la méthodologie d’identification des conditions aux limites et de l’endommage-
ment mise en œuvre, un essai sur une plaque épaisse à deux trous de la matrice ettringitique
âgée de 42 jours a été réalisé en utilisant la mesure de CIN.

3.6.1 Configuration expérimentale et mesure

D’après les propriétés mécaniques de la matrice ettringitique âgée de 42 jours, les paramètres
du matériau sont définis comme suit : le module de Young E est de 8.83 GPa, le coefficient de
Poisson ν est de 0.216, la résistance en traction et en compression sont respectivement de 1.76
MPa et 16.95 MPa, avec une pente post-pic en traction de −E

γ
= −1.766 GPa (γ = 5).

Pour la préparation de la plaque épaisse à deux trous, l’échantillon est fabriqué à l’aide
d’un moule en PVC, comme le montre la figure 3.27(a). Pour les autres opérations telles que le
démoulage, le séchage et la réalisation des mouchetis, les préparations sont identiques à celles
de l’essai de fendage. L’échantillon de la plaque à deux trous est illustré dans la figure 3.27(b).

Les dimensions de la plaque expérimentale sont : la hauteur h = 99.8 mm, la largeur l = 50
mm et l’épaisseur e = 30 mm. Pour obtenir les deux trous au milieu de la plaque, deux tubes
plastiques avec des rayons R1 = 8.85 mm et R2 = 12.5 mm ont été collés sur la plaque de PVC
pendant le coulage de la matrice. Comme la position des tubes a été déterminée à l’œil nu, ils
ne se trouvent pas exactement au centre de la plaque. Après le démoulage, la position précise
des deux trous a été mesurée à l’aide d’un pied à coulisse et du système de CIN, comme indiqué
sur la figure 3.29(a).

Contrairement à la mesure lors de l’essai de fendage, en raison de la taille de la plaque,
qui est plus grande que l’échantillon cylindrique, certains détails de la mesure de CIN doivent
être modifiés. La figure 3.28 montre la mire utilisée pour le calibrage de CIN dans cet essai de
compression. Semblable à la mire utilisée dans l’essai de fendage, il y a 14× 10 points noirs sur
un fond blanc. Mais l’espace entre chaque point est de 5 mm. Pour obtenir la meilleure Région
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(a) Moule en PVC (b) Échantillon

Figure 3.27 – Échantillon de plaque épaisse à deux trous expérimentale.

d’Intérêt, la distance entre les lentilles et la plaque a été établie entre 40 et 50 cm.

Figure 3.28 – Mire utilisée dans l’essai de compression pour la plaque à deux trous avec la
mesure de CIN.
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Pour réaliser l’identification avec les données surabondantes aux frontières et illustrer l’effi-
cacité et la robustesse de la méthodologie mise en œuvre, nous avons utilisé un maillage T3 de
taille de 20 pixels dans la CIN, ce qui permet de bien représenter la géométrie principale des
deux trous. Cette taille est adaptée aux mouchetis des échantillons et à la précision nécessaire
pour la mesure. Afin de ne pas introduire d’erreurs supplémentaires dans l’identification, le
maillage de la CIN a été importé et utilisé directement dans le logiciel CODE_ASTER pour
la simulation.
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(a) Géométrie (b) Maillage

Figure 3.29 – Géométrie et maillage de plaque épaisse à deux trous expérimentale.

Dans le cas idéal, la compression devrait être appliquée uniformément sur Γu. Néanmoins, en
vérifiant le champ de mesure, les déplacements montrent une concentration de chargement sur
un côté de Γu, ce qui conduit à un phénomène de flexion, dû à la non symétrie de l’échantillon.
De plus, le plateau de support métallique s’est déplacé pendant l’essai, rendant le mouvement
de corps rigide (MCR) inévitable.

Les définitions des groupes de frontières et le maillage utilisé avec la MEF sont représentés
dans la figure 3.29. Pendant l’identification, la méthode utilise seulement des mesures sur les
frontières Γm1 et Γm2 comme indiqué sur la figure 3.29(a). Le maillage contient 1118 nœuds
sur le domaine Ω. La frontière Γu présente 24 nœuds et la frontière Γb en compte 25. Pour les
frontières Γm1 et Γm2, celles-ci ont respectivement 28 et 27 nœuds. Par conséquent, la méthode
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de la fonctionnelle erreur utilise (28 + 27)× 2 = 110 mesures sur Γm pour identifier 24× 2 = 48
variables de X sur Γu.

3.6.2 Identification dans la phase linéaire
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Figure 3.30 – Courbe force-déplacement obtenu par la machine de presse.

La courbe force-déplacement obtenue par la machine de presse est illustrée dans la figure
3.30. Lorsque le chargement atteint 10751 N, il est évident que la plaque entre en mode de
ruine. Par ailleurs, en raison de la difficulté d’observer l’apparition de l’endommagement, la
transition entre la phase linéaire et la phase d’endommagement n’est pas évidente à déterminer.
D’après les résultats de l’identification avec les données synthétiques, comme le montre la figure
3.23(a), la limite élastique du chargement est d’environ 2200 N dans l’essai de compression. Par
conséquent, le champ de déplacement mesuré Um sur la frontière Γm au chargement appliqué
de 2021 N a été utilisé pour l’identification des conditions aux limites dans la phase linéaire,
afin d’éviter les problèmes de convergence et de garantir un effet de bruit minimal. La mesure
du champ de déplacement après avoir enlevé le MCR est illustrée dans la figure 3.31.

Dans le logiciel Ufreckles, on peut constater directement les erreurs de corrélation d’images
sur les mesures, comme le montre la figure 3.32. Cependant, ces erreurs sont tracées en fonction
des pixels de l’image, ce qui rend le post-traitement difficile dans le domaine Ω. Ainsi, deux
lignes droites ont été définies autour des frontières Γm1 et Γm2 pour mieux analyser les erreurs
de corrélation d’image. Dans les figures 3.32(a) et 3.32(b), la plupart des erreurs varient entre
environ 3% et 5% sur les frontières. Par conséquent, le taux de bruit αbruit a été fixé à 5% pour
appliquer le critère d’arrêt.

La figure 3.33 montre les valeurs de la fonctionnelle E et de sa variation dE en fonction
des itérations. Selon l’équation (3.37), avec ∥ Um ∥2 égal à 0.18 et ∥ Tm ∥2 égal à 0, le calcul
s’arrête lorsque la valeur de dE dépasse 2.30 10−3 après 12 itérations. Toutes les informations
sont répertoriées dans le tableau 3.9.

Pour analyser le champ de déplacement identifié d∗, l’erreur relative normalisée, définie par
l’erreur absolue par rapport aux valeurs absolues maximales des déplacements u (0, 067 mm) et
v (0, 064 mm), a été utilisée. La figure 3.34 illustre la comparaison des champs de déplacement
mesurés et identifiés d∗ sur Γu par l’algorithme de Kozlov dans la phase linéaire. Étant donné que
les plateaux métalliques de la machine de presse ont un effet significatif sur la mesure optique,
et en considérant les inconvénients de la technique de CIN, l’erreur de corrélation d’images est
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Figure 3.31 – Champ de déplacement mesurées après avoir enlevé le MCR sur la plaque
épaisse à deux trous au chargement de 2021 N.

Tableau 3.9 – Coût de calcul de l’algorithme de Kozlov en utilisant le critère d’arrêt avec le
champ de déplacement mesuré au chargement de 2021 N dans la phase linéaire.

Algorithme de minimisation Kozlov

Nombre d’itération 12
Temps de calcul 2.5s
Valeur de E final 0.325

Valeur de dE 2.04 10−3

plus importante autour de Γu, comme le montre la figure 3.32(c). Ainsi, le champ de mesure sur
Γu est moins précis. Cependant, il peut quand même être comparé avec les données identifiées.
Selon cette figure, bien qu’il y ait de petites fluctuations, d∗ identifié coïncide avec celui mesuré,
surtout pour le déplacement v∗.

Numériquement, les erreurs relatives normalisées du déplacement u∗ présentent une valeur
maximale de 10.60%, une valeur moyenne de 3.69% et une valeur minimale de 0.49%. Pour le
déplacement v∗, les valeurs maximale, moyenne et minimale des erreurs relatives normalisées
sont respectivement de 10.27%, 4.32% et 0.79%. Bien que ces erreurs soient relativement plus
élevées que celles obtenues par l’identification avec des données synthétiques bruitées, il faut
considérer les erreurs de corrélation d’images significatives autour de la frontière Γu. Par consé-
quent, d∗ peut être plus proche des valeurs exactes mais pas des mesures. De plus, les erreurs
relatives normalisées du champ de déplacement u∗ identifié sont plus faibles à l’intérieur du
solide, comme le montre la figure 3.35. Toutes les erreurs relatives normalisées de d∗ identifié
sur Γu sont enregistrées dans le tableau 3.10.

À partir du champ de déplacement identifié d∗, la résultante correspondante F ∗ sur Γu

peut également être déterminée. La valeur du champ de déplacement identifié correspond à
une résultante appliquée F ∗ de 2345.38 N. Par rapport au chargement appliqué de 2021.10 N
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Figure 3.32 – Erreur de corrélation d’images en pourcentage au chargement de 2021 N.
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Figure 3.33 – Comparaison des valeurs de E et dE obtenues par l’algorithme de Kozlov en
utilisant le critère d’arrêt, avec le champ de déplacement mesuré au chargement de 2021 N dans
la phase linéaire.

obtenu par la machine de presse, cette valeur présente une erreur relative de 16.67%, ce qui est
raisonnable. Étant donné que les valeurs des paramètres élastiques sont définies par les valeurs
moyennes de E et ν obtenues sur des matrices ettringitiques âgées de 42 jours, il est possible
que ces valeurs imposées dans le modèle ne représentent pas exactement celles de la plaque
à deux trous. De plus, d’après les résultats de l’identification avec les données synthétiques
bruitées, l’utilisation des données bruitées peut produire des erreurs relativement significatives
sur le champ de contrainte et les forces nodales identifiées. Cela entraîne une plus grande erreur
relative dans la résultante F ∗ identifiée.
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Figure 3.34 – Comparaison des champs de déplacement mesuré et identifié sur Γu par l’algo-
rithme de Kozlov au chargement de 2021 N dans la phase linéaire.

Tableau 3.10 – Erreurs relatives normalisées du champ de déplacement d∗ mesuré et identifié
sur Γu par l’algorithme de Kozlov en utilisant le critère d’arrêt au chargement de 2021 N dans
la phase linéaire.

Erreur Valeur maximale Valeur moyenne Valeur minimale

u∗ 10.60% 3.69% 0.49%
v∗ 10.27% 4.32% 0.79%
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(a) Déplacement u

(b) Déplacement v

Figure 3.35 – Comparaison des champs de déplacement u mesuré et identifié sur le domaine
Ω au chargement de 2021 N dans la phase linéaire.
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3.6.3 Identification de l’endommagement dans la phase non linéaire

Pour identifier les conditions aux limites et l’endommagement dans la phase non linéaire,
d∗ identifié au chargement de 2021 N a été directement utilisée avec la méthode incrémentale
de pilotage pour une liste de temps définie à 30 s dans la modélisation numérique. Pour une
meilleure illustration, la résultante F calculée à partir de d identifié et la valeur de η en fonction
du temps défini ont été représentées dans la figure 3.36.
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Figure 3.36 – Variation de F et η en fonction du temps.

En prenant le champ de mesure au chargement de 7200.75 N après avoir enlevé le MCR,
comme le montre la figure 3.38, la condition de Dirichlet d∗∗ sur Γu a été déterminée à partir
du minimum de l’erreur ∥ Um −Um

pilo ∥ comme le montre la figure 3.37. La résultante F ∗∗ est
déterminée à partir de d∗∗, nous trouvons une valeur correspondante de 7620.08 N. Comparée à
la valeur de référence de 7200.75 N, cette valeur identifiée présente une erreur relative de 5.83%,
ce qui est acceptable compte tenu des incertitudes inhérentes aux mesures. Toutes les valeurs
de la résultante F identifiées avec les données mesurées sont enregistrées dans le tableau 3.11.

De plus, à partir des variables d’endommagement d identifiées, la limite élastique du charge-
ment a été déterminée à 2507.06 N. En tenant compte des erreurs relatives entre le chargement
appliqué mesuré par la machine de presse et la résultante calculée à partir de d identifiée, la
phase linéaire est définie dans l’intervalle de 0 à 2315 N. En revanche, la phase non linéaire
commence à partir de 2836 N. L’intervalle compris entre 2315 N et 2836 N (soit environ 20%
de 2507.06 N) est défini comme une zone indéterminée, dans laquelle il n’est pas possible de
déterminer avec précision la transition entre la phase linéaire et la phase non linéaire.
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Figure 3.37 – Détermination d∗∗ identifié avec les données mesurées par l’erreur ∥ Um−Um
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en fonction du temps.

Figure 3.38 – Champ de déplacement mesurées après avoir enlevé le MCR sur la plaque
épaisse à deux trous au chargement de 7200 N.

Tableau 3.11 – Comparaison des résultantes F calculées à partir des d identifiées dans les
phases linéaire et non linéaire avec les données mesurées.

F Valeur de référence Valeur identifiée
Phase linéaire 2021.10 N 2345.38 N (16.67%)

Phase non linéaire 7200.75 N 7620.08 N (5.83%)
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Figure 3.39 – Courbe force-déplacement obtenu par la machine de presse.
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Figure 3.40 – Comparaison des champs de déplacement d mesuré et identifié sur la frontière
Γu au chargement de 7200 N dans la phase non linéaire.
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Comme précédemment, l’erreur relative normalisée (l’erreur absolue par rapport à la valeur
maximale absolue de déplacement u de 0.19 mm et v de 0.17 mm) a été utilisée pour évaluer
la précision de d∗∗ identifiée. La figure 3.40 illustre la comparaison des champs de déplacement
mesurés et identifiés sur Γu dans la phase d’endommagement. Selon cette figure, les erreurs
entre les déplacements mesurés et identifiés dans la phase non linéaire sont plus significatives
par rapport à celles dans la phase linéaire. En tenant compte des erreurs de d∗ identifiée
dans la phase linéaire, la méthode de pilotage peut amplifier ces erreurs, ce qui entraîne un
endommagement plus prématuré de la frontière Γu. Par ailleurs, le chargement appliqué par
la machine de presse après 2021 N peut ne pas être uniforme (combinaison de compression
et flexion) en raison de la dissymétrie de l’échantillon. Cela pose des difficultés majeures pour
identifier d∗∗ dans la phase non linéaire avec la méthode de pilotage. Ainsi, les déplacements v∗∗

identifiés entre Γu et le petit trou présentent des erreurs relatives normalisées élevées, comme
le montre la figure 3.41.

Numériquement, sur la frontière Γu, les valeurs maximale, moyenne et minimale des erreurs
relatives normalisées pour le déplacement u∗∗ sont respectivement de 13.56%, 6.48% et 1.16%.
Pour le déplacement v∗∗, les erreurs relatives normalisées maximale, moyenne et minimale sont
de 22.66%, 13.84% et 2.59%, respectivement. Toutes ces valeurs sont enregistrées dans le tableau
3.12.

Tableau 3.12 – Erreurs relatives normalisées du champ de déplacement d mesuré et identifié
sur Γu au chargement de 7200 N dans la phase non linéaire.

Erreur Valeur maximale Valeur moyenne Valeur minimale

u∗∗ 13.56% 6.48% 1.16%
v∗∗ 22.66% 13.84% 2.59%

Pour quantifier les fissures et l’endommagement, l’analyse de la distribution des variables
d’endommagement d est une approche efficace. Cependant, cette variable ne peut pas être
estimée directement avec la mesure de CIN. En revanche, les discontinuités du champ de dé-
placement u permettent de détecter facilement l’endommagement. Par conséquent, nous avons
comparé le champ de déplacement u mesuré et la distribution des variables d pour évaluer la
précision de l’identification de l’endommagement, comme le montre la figure 3.42.

Selon cette figure, en négligeant les fluctuations des déplacements identifiés provoquées par
les erreurs de corrélation d’images significatives autour de la frontière Γu, les déplacements
v mesurés ne permettent pas d’observer directement l’endommagement de la plaque. Pour
analyser davantage l’endommagement, nous avons comparé le champ de déplacement u mesuré
et identifié avec la distribution de d sur deux parties de la plaque où les variables d ne sont pas
nulles.

La figure 3.43 illustre l’analyse de l’endommagement de la plaque à partir de la comparaison
des déplacements u mesurés et identifiés, ainsi que de la distribution de d au chargement de
7200 N dans la phase non linéaire. Pour faciliter l’observation des discontinuités du déplacement
u, nous avons marqué les positions avec des ellipses rouges et les avons numérotées de e1 à e4.

En analysant la figure 3.43(a), en raison des erreurs de corrélation d’images significatives
près de Γu et des erreurs relatives normalisées de u, il est impossible de juger directement de
l’endommagement sur Γu en combinant les valeurs mesurées de u avec celles de d. Cependant, à
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(a) Déplacement u

(b) Déplacement v

Figure 3.41 – Comparaison des champs de déplacement u mesuré et identifié sur le domaine
Ω au chargement de 7200 N dans la phase non linéaire.
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Figure 3.42 – Analyse des déplacements u mesurés et de la distribution de d identifiée sur
tout le domaine Ω au chargement de 7200 N.

(a) Autour de Γu

(b) Autour du grand trou

Figure 3.43 – Analyse de l’endommagement de la plaque à partir de la comparaison des
déplacements u mesuré et identifiés, ainsi que la distribution de d au chargement de 7200 N
dans la phase non linéaire.

la position e1, l’apparition d’une discontinuité dans u est relativement cohérente avec la valeur
de d identifiée. Par conséquent, l’endommagement à la position e1 peut être considéré comme
correctement identifié.

Dans la figure 3.43(b), les discontinuités de déplacement u aux positions e2 et e3 sont clai-
rement visibles et correspondent aux valeurs de d identifiées, indiquant que l’endommagement
à ces deux endroits est bien détecté. Cependant, à la position e4, la discontinuité correspon-
dante n’est pas aussi prononcée en raison des faibles valeurs du champ de déplacement u. Étant
donné que la distribution de u mesurée et identifiée à cet endroit est relativement cohérente et
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présente des erreurs relatives normalisées faibles, l’endommagement à e4 peut également être
considéré comme correctement identifié.

Il est important de noter que les positions de e1 à e4 représentent des intervalles approxi-
matifs. La position de la discontinuité de u mesurée peut légèrement s’éloigner de celle de u
identifiée et de la distribution de d identifiée en raison des erreurs relativement élevées de d∗∗

identifiées sur Γu. Dans l’ensemble, l’endommagement à l’intérieur de la plaque est correctement
identifié, à l’exception de la frontière Γu.

3.6.4 Conclusion

Pour valider la méthodologie mise en œuvre pour identifier les conditions aux limites et
l’endommagement à partir des données expérimentales, nous avons utilisé des mesures sur
une plaque épaisse à deux trous âgée de 42 jours. La technologie de CIN a été utilisée pour
détecter et identifier l’endommagement et les fissures sur la surface de la plaque. L’analyse
du champ de déplacement mesuré montre une concentration de contraintes à la frontière de
contact, correspondant à un chargement combiné de compression et de flexion, induit par la
non-symétrie de l’échantillon. Cela a rendu cette phase de validation plus intéressante et riche
en informations.

Pendant la phase linéaire, l’algorithme de Kozlov a été utilisé pour minimiser la fonction-
nelle erreur en énergie entre les données mesurées et celles calculées par le logiciel de MEF.
Concernant la précision de la condition de Dirichlet d∗ identifiée sur Γu, les erreurs relatives
normalisées maximales sont relativement élevées en raison des erreurs de corrélation d’images
significatives. Cependant, les valeurs moyennes de ces erreurs sont acceptables. Le champ de
déplacement identifié donne une résultante F ∗ de 2348.38 N. Comparée à la force appliquée de
2021.10 N mesurée par la machine de presse, cette différence est raisonnable en tenant compte
des erreurs de mesure. En considérant que les paramètres mécaniques utilisés dans le modèle
sont les valeurs moyennes de la matrice ettringitique à 42 jours, identifiées par la méthode de
recalage avec la solution semi-analytique, il est possible que ces paramètres ne représentent pas
exactement ceux de la plaque à deux trous, ce qui entraîne une propagation des incertitudes sur
les champs identifiés. Par conséquent, la méthode de la fonctionnelle erreur permet d’identifier
efficacement et de manière robuste les conditions aux limites dans la phase linéaire.

Pendant la phase non linéaire, l’identification des conditions aux limites et de l’endomma-
gement est réalisée en utilisant le champ de déplacement identifié d∗ dans la phase linéaire et
la méthode de pilotage incrémental. Concernant le champ de déplacement identifié sur Γu, les
erreurs relatives normalisées sont plus significatives que celui dans la phase linéaire. Cela est
dû non seulement au fait que le pilotage amplifie les erreurs de d∗ identifiées dans la phase
linéaire, mais aussi à l’asymétrie de l’échantillon, qui entraîne des chargements non uniformes
appliqués par la machine de presse. Ces problèmes sont inévitables lorsqu’on utilise la méthode
de pilotage pour amplifier d∗ identifiés dans la phase linéaire et effectuer l’identification dans
la phase non linéaire. Avec la valeur de d∗∗ identifiée dans la phase non linéaire, la résultante
correspondante F ∗∗ est de 7620.08 N. Comparée au chargement de référence de 7200.75 N,
l’erreur relative est acceptable. De plus, cette erreur montre que même si les erreurs de d∗∗ sont
relativement importantes, l’intensité de chargement appliquée globale tel que la résultante F ∗∗

peut encore être bien identifiée, soulignant l’importance de la méthode de régularisation pour
améliorer les résultats de l’identification. Pour l’identification de l’endommagement, bien que la
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CIN ne permette pas de le quantifier directement, l’analyse des discontinuités de déplacement
et de la distribution de la variable d’endommagement d identifiée a permis de localiser les zones
endommagées.

En résumé, la méthodologie mise en œuvre, qui consiste à identifier les conditions aux
limites dans la phase linéaire par la minimisation de la fonctionnelle erreur en énergie, puis à
poursuivre l’identification par pilotage incrémental du déplacement dans la phase non linéaire, a
permis de résoudre le problème de Cauchy non linéaire dans sa globalité. Bien que les résultats
soient acceptables et montrent une bonne capacité à identifier les conditions aux limites et
l’endommagement, des améliorations sont possibles, notamment par l’intégration de méthodes
de régularisation supplémentaires pour accroître la précision des identifications.

3.7 Conclusion et Perspectives

L’objectif de ce chapitre est de présenter une méthodologie pour l’identification des condi-
tions aux limites et de l’endommagement dans les matériaux isotropes fragiles, en utilisant des
mesures surabondantes basées sur le modèle de Badel.

Tout d’abord, le modèle de Badel, une loi de comportement tenant compte de l’endommage-
ment local dissymétrique, a été présenté. Pour intégrer cette loi avec la méthode d’identification,
le paramétrage et le principe de la méthode de pilotage incrémental, qui résout le problème de
snap-back dans la phase non linéaire, ont été détaillés. Pour illustrer l’application numérique
de ce modèle dans le logiciel de la Méthode des Éléments Finis (MEF), une modélisation nu-
mérique de la plaque épaisse à deux trous sous l’action d’un chargement de compression a été
réalisée afin de démontrer l’endommagement correspondant dans la phase non linéaire.

Bien que le développement de la technologie de Corrélation d’Images Numérique (CIN)
contribue significativement aux études des problèmes inverses, les erreurs de mesure importantes
aux frontières du solide constituent également des inconvénients majeurs à résoudre. Ainsi, pour
surmonter ces problèmes, l’étude de l’identification en utilisant des données surabondantes a
été envisagée dans notre recherche. En conséquence, les définitions des problèmes de Cauchy et
de complétion des données ont été introduites par la suite. Étant donné que ces problèmes sont
classiques et largement étudiés, de nombreuses recherches et approches ont déjà été proposées
pour leurs résolutions. Parmi celles-ci, la méthode de minimisation de la fonctionnelle erreur en
relation de comportement a été adoptée dans notre étude en raison de son efficacité démontrée.

Pour minimiser la fonctionnelle erreur, l’algorithme itératif de minimisation de Kozlov a été
sélectionné, parce qu’il est largement utilisé pour résoudre les problèmes de Cauchy. Afin de
démontrer l’efficacité et la robustesse de cet algorithme, la méthode du Gradient Conjugué (GC)
a également été prise en compte pour évaluer la précision de l’identification. Étant donné que
la méthode de GC nécessite le gradient de la fonctionnelle erreur pour déterminer la direction
d’optimisation, la méthode de l’état adjoint avec la formulation discrète a été implémentée pour
calculer le gradient exact correspondant.

Néanmoins, en raison des problèmes de convergence et de snap-back, la résolution des pro-
blèmes de Cauchy non linéaires avec le modèle de Badel ne peut pas être réalisée automatique-
ment dans l’algorithme de minimisation. Tenant compte de la complexité du développement
invasif des méthodes de calcul pour le modèle de Badel, la méthode d’identification comporte
deux étapes : la première est l’identification des conditions aux limites dans la phase linéaire
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par la minimisation de la fonctionnelle erreur en relation de comportement ; la deuxième est
l’identification des conditions aux limites dans la phase non linéaire en utilisant la méthode de
pilotage incrémentale avec les conditions aux limites identifiées dans la phase linéaire.

Pour valider la méthodologie mise en œuvre, des données synthétiques surabondantes, sans
bruit et avec 5% de bruit blanc additif, ont été utilisées dans un essai de compression sur
une plaque épaisse à deux trous pour un matériau isotrope fragile. Dans la phase linéaire, la
précision des résultats d’identification et le coût de calcul obtenus avec l’algorithme de Kozlov
démontrent une meilleure performance par rapport à la méthode de GC. Ainsi, dans la phase
non linéaire, le pilotage utilise uniquement la condition de Dirichlet identifiée avec l’algorithme
de Kozlov dans la phase linéaire pour identifier les conditions aux limites et l’endommagement.
Selon les résultats obtenus dans les phases linéaire et non linéaire, les erreurs des conditions de
Dirichlet identifiées restent faibles. Les erreurs relatives des résultantes calculées à partir des
déplacements identifiés sont également faibles. Toutefois, les conditions de Neumann calculées
à partir des conditions identifiées dans ces deux phases présentent des erreurs relativement
élevées. Cela peut s’expliquer par les fluctuations des déplacements identifiés, qui provoquent des
variations plus significatives des contraintes correspondantes. Cependant, ces erreurs diminuent
à l’intérieur du solide, permettant d’identifier précisément l’endommagement dans la phase non
linéaire.

En pratique, les données expérimentales de la plaque à deux trous, constituée de matrice
ettringitique âgée de 42 jours et obtenues par mesure CIN, ont été utilisées pour valider ulté-
rieurement la méthodologie mise en œuvre. En raison de l’asymétrie de l’échantillon, la plaque
a subi un chargement combiné de compression et de flexion. Selon l’analyse des résultats iden-
tifiés, les courbes des déplacements identifiés en fonction de la coordonnée x dans la phase
linéaire sont globalement alignées avec celles des déplacements mesurés. Bien que les erreurs
relatives normalisées de la condition de Dirichlet identifiée soient relativement élevées, cela peut
s’expliquer par des imprécisions dans les mesures expérimentales sur la frontière de chargement.
De plus, ces erreurs relatives normalisées sont bien réduites à l’intérieur de la plaque, ce qui
démontre une identification précise. En revanche, dans la phase non linéaire, ces erreurs sur les
conditions aux limites identifiées deviennent plus importantes. Cela s’explique non seulement
par l’amplification des fluctuations des déplacements identifiés dans la phase linéaire due à la
méthode de pilotage, mais aussi par la possible non-uniformité du chargement appliqué sur
la plaque pendant l’expérimentation, ce qui rend difficile de l’identification précise des condi-
tions aux limites dans la phase non linéaire en utilisant la méthode de pilotage tel quelle est
mise en œuvre. Bien que ces erreurs soient relativement importantes sur la frontière, les zones
endommagées ont tout de même été bien localisées et identifiées. En utilisant les conditions
de Dirichlet identifiées pour calculer les résultantes appliquées sur la frontière de chargement
dans les phases linéaire et non linéaire, les erreurs relatives correspondantes sont raisonnables,
tenant compte des bruits de mesure. Dans l’ensemble, la méthodologie mise en œuvre permet
d’obtenir des résultats d’identification satisfaisants.

En résumé, la méthode d’identification des conditions aux limites et de l’endommagement
en utilisant des données surabondantes pour les matériaux isotropes fragiles consiste en deux
étapes. Les conditions aux limites dans la phase linéaire ont été identifiées par la minimisation
de la fonctionnelle erreur en relation de comportement avec l’algorithme de Kozlov dans un
premier temps. Ensuite, ces conditions identifiées ont été utilisées avec la méthode de pilotage
incrémental pour poursuivre l’identification dans la phase non linéaire. D’après les résultats
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de l’identification avec les données synthétiques et expérimentales, les précisions des conditions
aux limites et de l’endommagement identifiées sont globalement satisfaisantes. Néanmoins, cette
méthode présente encore des aspects qui peuvent être améliorés. Bien que la condition de Di-
richlet identifiée par la minimisation de la fonctionnelle dans la phase linéaire soit précise, les
fluctuations correspondantes peuvent facilement affecter la précision de la condition de Neu-
mann identifiée sur la frontière de chargement. Ainsi, des études sur la méthode de régularisation
telle que la variation totale doivent être envisagées dans une perspective future. Grâce à la mé-
thode de pilotage, la régularisation des conditions aux limites identifiées dans la phase linéaire
permettra d’améliorer globalement les précisions d’identification des conditions aux limites et
de l’endommagement. Par ailleurs, cette méthodologie présente des difficultés d’identification
précise lorsque le chargement appliqué est non-uniforme (avec changement de direction) pen-
dant toute la durée de l’expérimentation. Ainsi, le développement invasif des méthodes de calcul
direct sur le modèle de Badel dans la MEF peut-être envisagé pour surmonter ces difficultés
d’identification à l’avenir.
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Chapitre 4

Apprentissage profond : réseaux de neu-
rones informés par la physique

Ce chapitre explore les applications des réseaux de neurones informés par la physique
(PINNs : Physics-Informed Neural Networks) dans les problèmes directs et inverses en
mécanique des solides, afin de démontrer leurs avantages, leurs inconvénients ainsi que leur
potentiel de développement futur. Tout d’abord, les principes, l’architecture et la démarche des
PINNs sont brièvement introduits. Ensuite, les améliorations basiques apportées aux PINNs
ainsi que certaines techniques avancées sont présentées. Pour comparer et évaluer l’effet de
ces techniques avancées sur les PINNs, déjà perfectionnés par les améliorations basiques,
quatre techniques avancées ainsi que le PINN traditionnel sont appliqués à la modélisation
numérique, à l’identification des paramètres mécaniques et à l’identification des conditions aux
limites dans la phase du comportement linéaire. Enfin, les résultats de chaque application sont
analysés pour évaluer les avantages et les inconvénients de chaque modèle de PINNs et leur
efficacité dans différentes problématiques. Ces résultats, associés aux recherches existantes,
montrent que les PINNs sont potentiellement capables de résoudre les problèmes directs et
inverses en mécanique des solides, offrant ainsi de nombreuses perspectives de développement
et de croissance.
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4.1 Apprentissage profond et apprentissage automatique
conventionnel

Avec l’avancement du matériel informatique et l’augmentation de la puissance de calcul, la
recherche sur l’apprentissage profond et l’apprentissage automatique a attiré de plus en plus
d’attention et a fait l’objet d’études plus approfondies. En tant que technologies de recherche
à la croissance la plus rapide à l’heure actuelle, elles ont été largement appliquées et intégrées
dans divers domaines et disciplines.

L’apprentissage automatique est un sous-domaine de l’intelligence artificielle. Son objectif
est d’apprendre automatiquement des caractéristiques significatifs à partir d’un grand nombre
de données et de leurs étiquettes correspondantes, en utilisant divers algorithmes d’optimisation
et modèles statistiques. Cela permet de prédire les résultats correspondants à partir de nouvelles
données d’entrée inconnues, avec un coût peu élevé. En fonction du problème à traiter et des
objectifs de la tâche, différents modèles d’apprentissage automatique, tels que l’apprentissage
supervisé et l’apprentissage non-supervisé, ont été proposés [148, 149, 150, 151].

L’apprentissage profond, un sous-domaine de l’apprentissage automatique, est une méthode
d’analyse de données basée sur les réseaux de neurones artificiels. Cette méthode comporte
généralement plusieurs couches cachées, chacune composée de nombreux neurones. L’augmen-
tation du nombre de couches et de neurones permet au modèle d’apprendre et de représenter des
caractéristiques de données plus complexes. De plus, chaque couche cachée applique générale-
ment une fonction d’activation pour réaliser des transformations non-linéaires entre les données
d’entrée et de sortie, renforçant ainsi l’expressivité du modèle. Le cœur de l’apprentissage pro-
fond réside dans l’extraction et l’apprentissage des caractéristiques des données à travers des
réseaux de neurones multicouches, permettant un apprentissage automatisé [152, 153].

Par rapport à l’apprentissage automatique traditionnel, l’apprentissage profond peut ex-
traire automatiquement des caractéristiques, ce qui le rend particulièrement efficace pour traiter
des données et des problèmes complexes. Ainsi, il a connu un grand succès dans des domaines
tels que le traitement et la classification d’images, la reconnaissance vocale et la traduction
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automatique [154, 155, 156, 157]. Cependant, en raison de ces caractéristiques, l’apprentissage
profond nécessite généralement un grand volume de réseaux de neurones (nombre de couches ca-
chées et neurones) et des coûts de calcul élevés. Hornik et al. [158] affirme qu’un réseau neuronal
artificiel suffisamment grand, avec une fonction d’activation non linéaire appropriée, peut ap-
procher toute fonction continue, modélisant ainsi tout modèle mathématique. Par conséquent,
les méthodes basées sur l’apprentissage profond sont devenues de nouvelles approches pour re-
lever les défis posés par les problèmes physiques que les méthodes numériques traditionnelles
peinent à résoudre [159].

Dans l’apprentissage profond, le modèle basé sur les données (data-driven) est le plus connu
et utilisé. Son principe consiste à entraîner les réseaux de neurones en minimisant la norme L2
entre les valeurs prédites obtenues à partir des entrées et les valeurs réelles (étiquettes) corres-
pondantes. Cela permet d’obtenir des résultats de prédiction satisfaisants. Ainsi, les modèles
basés sur les données sont largement utilisés dans différents domaines scientifiques tels que la
thermodynamique [160], les matériaux [161], la chimie [162], la biologie [163] et la mécanique
des fluides [164].

Dans le domaine de la mécanique des solides, le modèle basé sur les données est principale-
ment utilisé pour la modélisation numérique des différents matériaux. Cette approche s’efforce
de devenir une alternative fiable aux modèles de comportement traditionnels, offrant de nou-
velles perspectives et améliorations en termes de précision et d’efficacité [165, 166, 167]. En
outre, étant donné que les modèles basés sur les données peuvent approfondir les études sur les
propriétés et les relations de comportement des différents matériaux, ils apportent également
des contributions significatives aux problèmes inverses, tels que l’identification des paramètres
mécaniques et des conditions aux limites [168, 169, 170, 171].

Bien que le modèle basé sur les données présente de nombreux avantages, il présente égale-
ment un inconvénient majeur : la nécessité de grands ensembles de données pour entraîner les
réseaux de neurones. Ainsi, pour les modèles physiques ou mathématiques rares ou spéciaux,
l’insuffisance des ensembles de données devient la principale limitation de leur application.
Afin de surmonter ces limitations, les réseaux de neurones informés par la physique (PINNs :
Physics-Informed Neural Networks) ont été développés et proposés.

4.2 Réseaux de neurones informés par la physique

Pour mieux représenter les PINNs, leurs principes, leur architecture et leur démarche dans
le domaine de la mécanique des solides sont détaillés ci-après.

4.2.1 Principes des PINNs

Les PINNs ont été initialement proposés en 2017 [172, 173, 174]. En tant que modèles d’ap-
prentissage profond, le principe des PINNs est de former les réseaux de neurones en utilisant
des équations physiques connues, telles que les équations aux dérivées partielles (EDP) et des
conditions physiques, telles que les conditions aux limites et les conditions initiales, afin d’ob-
tenir des solutions approximatives aux problèmes. En intégrant les équations et les conditions
physiques, les réseaux peuvent satisfaire non seulement les phénomènes observés dans les don-
nées, mais aussi les lois physiques fondamentales et les contraintes physiques. Cela améliore de
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manière significative la précision des prédictions des modèles sur les ensembles de données ainsi
que l’efficacité de l’analyse dans les problèmes physiques ou mathématiques. Bien que l’utili-
sation des réseaux de neurones artificiels pour résoudre les équations physiques (EDP) ne soit
pas un sujet nouveau, des avancées significatives ont été réalisées ces dernières années grâce à
l’augmentation de la puissance de calcul (unités centrales de calcul et processeurs graphiques)
[175], à l’émergence de la technologie de différentiation automatique [176] et aux améliorations
des architectures de réseaux.

Étant donné que l’objectif de l’entraînement des réseaux de neurones dans les PINNs est
de minimiser le résidu par la fonction de perte plutôt que de s’entraîner directement sur les
données, le processus d’entraînement minimise le coût de calcul afin d’assurer que les prédic-
tions respectent les équations physiques et les contraintes. Par conséquent, Haghighat et al.
[177] considère les PINNs comme une forme d’apprentissage par renforcement [178]. En re-
vanche, puisque cette méthode utilise une petite quantité de points de données connus (tels
que les conditions initiales et aux limites) ainsi qu’un grand nombre de points de données non
étiquetés pour satisfaire les équations physiques définies et entraîner le réseau de neurones,
nous considérons que les PINNs peuvent être considérés comme une forme d’apprentissage
semi-supervisé [179].

Depuis l’apparition des PINNs, ils ont été largement appliqués dans divers domaines, no-
tamment les problèmes mathématiques traditionnels [180], la résolution de EDP stochastiques
à haute dimension [181], l’optique [182], la biologie [183, 184], la science des matériaux [185],
la mécanique des fluides [186, 187, 188] et la mécanique des solides [177, 189, 190]. Les cadres
d’apprentissage profond traditionnels incluent TensorFlow [191], PyTorch [192] et Keras [193].
Pour mieux utiliser les PINNs, plusieurs nouveaux cadres tels que DeepXDE [194], SciANN
[195] et Nvidia Modulus [196] ont également été développés.

En plus des approches basées sur les données et le modèle des PINNs, il existe d’autres
modèles basés sur la physique, tels que le réseau de neurones guidé par la physique (PGNN :
Physics-Guided Neural Network) [197] et le réseau de neurones encodé par la physique (PENN :
Physics-Encoded Neural Networks) [198] dans le domaine de l’apprentissage profond [199]. Ce-
pendant, compte tenu des principes des PINNs, de leur développement rapide, de leur capacité
à intégrer les lois physiques fondamentales, de leur efficacité avec des données limitées et de
leur facilité d’implémentation, nous avons choisi d’utiliser les PINNs pour modéliser la matrice
minérale et mener des études sur les problèmes directs et inverses pour les matériaux fragiles
isotropes dans la phase linéaire.

4.2.2 Architectures et démarche de PINN traditionnel

Pour mieux illustrer le fonctionnement du PINN, son architecture et sa démarche sont
présentées dans la figure 4.1. Selon ses composants, il peut se constituer de trois parties.

4.2.2.1 Réseaux de neurones

La première partie est le réseau de neurones, comme le montre la figure 4.2. Dans ce réseau,
les données d’entrée passent par plusieurs couches cachées avant d’atteindre la couche de sortie.
Les neurones de chaque couche sont entièrement connectés à ceux de la couche suivante. À
chaque couche, les données d’entrée sont transformées par des pondérations et des fonctions
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Réseaux de neurones : RN(x, y, θRN )
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Figure 4.1 – Architecture et démarche d’un PINN traditionnel.

d’activation pour extraire des caractéristiques. Ce processus de transformation, appelé propa-
gation avant, a pour objectif principal de convertir les données d’entrée en résultats utiles.

Réseaux de neurones : RN(x, y, θRN )
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Figure 4.2 – Schéma du réseau de neurones.

Dans le domaine de la mécanique des solides, pour les problèmes statiques, les variables
d’entrée sont généralement les positions des particules du solide (coordonnées x et y). Pour
les problèmes dynamiques ou les cas particuliers, la variable temporelle t peut également être
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incluse dans le jeu de variables d’entrée. Après la transformation par le réseau de neurones, les
déplacements correspondants (u et v) sont obtenus. Ces déplacements sont considérés comme
des variables de sortie pour les calculs ultérieurs.

Dans le réseau de neurones, θRN représente les paramètres du réseau de neurones, constitués
des poids w et des biais b de chaque couche. Contrairement aux coordonnées x et y des variables
d’entrée, la valeur de θRN est fixée lors de la construction du réseau de neurones, ce qui est
étroitement liée au nombre de couches et de neurones. Généralement, le volume du réseau VRN

est décrit en termes de nombre de couches et de neurones. Par exemple, dans la figure 4.2,
le réseau de neurones entier se compose de Cn couches cachées et de Nm neurones. Donc le
volume du réseau VRN est de Cn ×Nm. Étant donné que la valeur de θRN affecte directement
les résultats de la couche de sortie, l’objectif de l’entraînement du réseau de neurones est de
mettre à jour les valeurs de θRN afin d’obtenir des résultats satisfaisants.

Il est à noter qu’à mesure que le volume VRN augmente, les résultats obtenus deviennent
généralement plus proches des valeurs exactes après un certain nombre d’itérations d’entraîne-
ment. Cependant, le coût de l’entraînement augmente également de manière exponentielle. De
plus, si VRN est trop grande, les résultats de l’entraînement peuvent présenter le surajustement.

Outre le volume VRN et la valeur de θRN , la fonction d’activation joue également un rôle
crucial dans le réseau de neurones. Pendant l’entraînement, elle introduit de la non-linéarité,
permettant au réseau de capturer des relations complexes. Par exemple, dans le cas d’un champ
de déplacement, la relation entre les coordonnées de position et les déplacements est souvent
non-linéaire. Sans non-linéarité, chaque couche effectuerait une transformation linéaire, rendant
impossible de capturer cette relation complexe et d’obtenir des déplacements précis. Différentes
fonctions d’activation peuvent aussi comprimer les valeurs d’entrée dans un intervalle spécifique.
La plupart des PINNs utilisent tanh pour comprimer les données d’entrée entre −1 et 1. Selon
les problèmes, ReLU (Rectified Linear Unit), tanh et sigmoid sont couramment utilisés comme
fonctions d’activation dans l’apprentissage profond [200].

Les fonctions d’activation peuvent également atténuer le problème de l’explosion du gradient
pendant l’entraînement. En choisissant des fonctions d’activation appropriées, il est possible de
s’assurer que les valeurs de gradient restent dans une plage raisonnable pendant l’entraînement,
évitant ainsi que les gradients ne deviennent excessivement grands par la multiplication couche
par couche, ce qui conduirait à des mises à jour de poids trop importantes et à une instabilité
du modèle. Par conséquent, le choix de la fonction d’activation est crucial pour la stabilité et
l’efficacité du processus d’entraînement.

Pour mieux comprendre la transmission entre les données d’entrée et les données de sortie à
travers le réseau, un exemple simple est considéré. Supposons qu’un réseau de neurones contient
une couche cachée (Cn = 1) avec trois neurones (Nm = 3), le volume de ce réseau peut s’écrire
comme VRN = 1× 3. Les détails de calcul entre la couche d’entrée et la couche cachée C1 sont
représentés comme suit :

a(1) = tanh(W1X + b1), Avec W1 =


w

(1)
11 w

(1)
12

w
(1)
21 w

(1)
22

w
(1)
31 w

(1)
32

 , b1 =
[
b

(1)
1 , b

(1)
2 , b

(1)
3

]
(4.1)

Où X est le vecteur des variables d’entrée X = ⟨x, y⟩, W1 et b1 sont la matrice des poids et
le vecteur des biais de la couche cachée C1, respectivement. a(1) est le vecteur des variables de
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sortie de C1. Ensuite, les détails de calcul entre la couche cachée C1 et la couche de sortie sont
représentés comme suit :

Y RN = W2a
(1) + b2, Avec W2 =

w(2)
11 w

(2)
12 w

(2)
13

w
(2)
21 w

(2)
22 w

(2)
23

 , b2 =
[
b

(2)
1 , b

(2)
2

]
(4.2)

Où Y RN = ⟨u, v⟩ est le vecteur des variables de sortie. W2 et b2 sont la matrice des poids et
le vecteur des biais de la couche de sortie, respectivement. À partir de cet exemple, il n’est
pas difficile de déterminer la taille de la matrice WCn , du vecteur bCn de la couche cachée Cn,
ainsi que la taille de la matrice WCn+1 et du vecteur bCn+1 de la couche de sortie. Notez que la
couche de sortie n’applique généralement pas de fonction d’activation afin d’éviter de limiter
les valeurs des variables de sorties.

Dans les PINNs, à mesure que les problèmes à résoudre deviennent plus complexes et que
le nombre de contraintes augmente, la taille des paramètres θRN à optimiser pendant l’entraî-
nement augmente également. Étant donné que le processus de mise à jour et d’optimisation de
ces paramètres est très complexe, il est difficile de comprendre et d’interpréter intuitivement
les détails de calcul. Par conséquent, dans l’apprentissage profond, la transmission des données
dans le réseau de neurones est souvent considérée comme une boîte noire.

4.2.2.2 Fonction de perte

La deuxième partie est la fonction de perte, comme le montre la figure 4.3. Cette fonction
est principalement utilisée pour calculer la valeur de perte en substituant les données de sortie
obtenues du réseau de neurones dans les équations physiques, les contraintes physiques et les
données de contrainte supplémentaires.

Fonction de perte

Equations aux dérivées partielles (EDP)
lEDP

Conditions aux limites (CL)
lCL

Données de contrainte supplémentaires (DCS)
lDS

Minimisation

Figure 4.3 – Schéma de la fonction de perte.

La perte, notée lperte, est une valeur scalaire obtenue en utilisant la fonction de perte
Lperte et le poids de perte associé. Pour déterminer cette valeur, différentes fonctions de perte
peuvent être utilisées. Dans l’apprentissage profond, les plus courantes sont l’erreur quadratique
moyenne (EQM), l’erreur absolue moyenne (EAM) et la perte d’entropie croisée (PEC).

135



Chapitre 4 : Apprentissage profond : réseaux de neurones informés par la physique

La PEC est souvent utilisée dans les problèmes de classification avec des valeurs de sortie de
probabilité (variant entre 0 et 1), donc elle n’est pas considérée pour implémentation dans les
PINNs. D’autre part, l’EQM évalue les erreurs au carré. Ainsi, elle est plus sensible aux erreurs
significatives par rapport à l’EAM, ce qui est crucial pour contrôler et corriger les données de
sortie du réseau de neurones [201, 202]. De plus, l’EQM est similaire à la norme L2, ce qui la
rend plus bénéfique pour les algorithmes d’optimisation basés sur les gradients. En conséquence,
l’EQM est la plus couramment utilisée dans les PINNs, et son expression est :

EQM = 1
n

n∑
i=0

(Yi − Y RN
i )2 (4.3)

Où n est le nombre de données utilisées, Y est la valeur de référence. Y − Y RN peut être
considéré comme la perte à adapter aux différentes contraintes physiques dans les PINNs.

Dans ce qui suit, nous nous basons sur le problème de déformations planes en mécanique
des solides dans la phase de comportement linéaire, défini par le système (4.4), pour mieux
illustrer les architectures des PINNs ainsi que leurs applications correspondantes :

∇σ + f = 0 dans Ω

σ = E

1 + ν

(
ε(u) + ν

1− 2ν tr(ε(u))I
)

dans Ω

ε(u) = 1
2(∇u +t ∇u) dans Ω

σ(u) · n = p sur ∂ΩN

u = ū sur ∂ΩD

(4.4)

Ici, σ et ε désignent respectivement le tenseur de contrainte et le tenseur de déformation.
f représente la force volumique. u est le champ de déplacement. I est la matrice d’identité. ū
et p représentent respectivement le déplacement et la pression (traction surfacique) connus sur
les frontières ∂ΩD et ∂ΩN .

Équations aux dérivées partielles (EDP) :
Pour la mécanique des solides, les EDP (équations aux dérivées partielles) sont représentées

par les équations d’équilibre dans les PINNs traditionnels. Cette équation est au centre du
PINN pour contrôler le champ de déplacement du domaine Ω et la direction d’optimisation de
θRN . Elle peut s’écrire comme suit en statique ou quasi-statique :

▽σ + f = 0 dans Ω (4.5)

En considérant que les variables de sortie sont le champ du déplacement uRN, l’équation
(4.5) est prise en compte par la différentiation automatique. Une méthode permettant de cal-
culer les dérivées des fonctions avec précision en décomposant les opérations en calculs élé-
mentaires, est utilisée pour obtenir le champ de déformation et de contrainte avec la loi de
Hooke :


ε(uRN) = 1

2
(
∇uRN +t ∇uRN

)
σ(uRN) = E

1 + ν

(
ε(uRN) + ν

1− 2ν tr(ε(u
RN))I

) (4.6)
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Dans cette équation, ε(uRN) et σ(uRN) sont respectivement le tenseur de déformation et
le tenseur de contrainte calculés à partir du champ de déplacement obtenu par le réseau de
neurones uRN . D’après l’équation (4.5), la perte des EDP s’écrit comme suit :

lEDP =WEDPLEDP

=WEDP EQM(∇σ(uRN) + f)
(4.7)

Où WEDP est le vecteur des poids, LEDP est la fonction de perte et lEDP est la valeur
scalaire de la perte sur les EDP (équations d’équilibre).

Conditions aux limite (CL) :
En plus des équations d’équilibre, les conditions aux limites sont essentielles pour l’entraî-

nement des PINNs. Elles garantissent l’exactitude et la cohérence des équations physiques aux
frontières, augmentant ainsi la précision et la fiabilité du modèle. Selon les définitions, les condi-
tions aux limites peuvent être distinguées en condition de Dirichlet et condition de Neumann,
et leurs pertes sont représentées comme suit :


LN = EQM(σ(uRN) · n− p)

LD = EQM(uRN − ū)
(4.8)

Où LN et LD sont les fonctions de perte sur les conditions de Neumann et de Dirichlet.
Il est important de noter que, contrairement à la modélisation par la méthode éléments finis
(MEF), les conditions de Neumann sur les frontières libres doivent également être définies dans
le PINN. En conséquence, avec les vecteurs de poids définis pour les différentes conditions, tels
que WN et WD, la perte scalaire totale des conditions aux limites, lCL, s’écrit :

lCL = WNLN +WDLD (4.9)

Données de contrainte supplémentaires (DCS) :
Dans la modélisation, l’ajout de données de contrainte supplémentaires peut accélérer la

convergence du calcul et aider à contraindre le mouvement de corps rigide (MCR). Par exemple,
les conditions de symétrie et les déplacements nuls au point central dans un essai de fendage.
De plus, pour traiter des problèmes inverses, les données mesurées sur les surfaces doivent
également être intégrées dans la fonction de perte. Ainsi, en prenant uDCS comme les données
de contrainte supplémentaires, le vecteur de perte WDCS, la fonction de perte LDCS et la perte
scalaire lDCS se représentent de la manière suivante :

lDCS =WDCSLDCS

=WDCS EQM(uRN − uDCS)
(4.10)

En résumé, la perte totale lT OT combinant les différentes pertes scalaires des diverses fonc-
tions de perte est décrite par :

lT OT = lEDP + lCL + lDCS (4.11)
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4.2.2.3 Minimisation

La troisième partie est la minimisation des pertes. Son objectif est de minimiser les valeurs
de perte issues des équations d’équilibre et des différentes contraintes par l’optimiseur

Dans l’apprentissage automatique et l’apprentissage profond, les optimiseurs mettent à jour
les paramètres θRN en calculant le gradient de la fonction de perte pour améliorer la per-
formance globale et la précision du modèle. Les optimiseurs courants incluent la descente de
gradient stochastique (DGS), l’optimiseur de quantité de mouvement (DGS avec quantité de
mouvement), et les optimiseurs à taux d’apprentissage adaptatif (propagation du carré moyen
(RMSprop : Root Mean Square Propagation)) [203, 204]. Parmi ceux-ci, l’optimiseur le plus
couramment utilisé est l’optimiseur à taux d’apprentissage adaptatif, l’Estimation de Moment
Adaptatif (Adam : Adaptive Moment Estimation [205]).

Adam combine les avantages de l’optimiseur de quantité de mouvement et de RMSprop. Il
utilise des estimations des moyennes de premier et de second ordre des gradients pour ajuster
dynamiquement le taux d’apprentissage. Cela signifie qu’Adam peut ajuster la vitesse à laquelle
il apprend en fonction de l’information disponible, ce qui permet une convergence plus rapide
et plus stable. De plus, Adam gère bien les données bruitées et nécessite peu de réglages de
paramètres, montrant de bonnes performances dans divers problèmes. Par conséquent, Adam
est l’un des optimiseurs les plus utilisés actuellement et convient à de nombreux types de
problèmes.

Pendant la minimisation avec l’optimiseur, les poids et les biais de chaque couche (θRN)
sont mis à jour de la couche de sortie à la couche d’entrée, en fonction des valeurs de perte et
des gradients correspondants. Ce processus est appelé la rétropropagation.

Le taux d’apprentissage est un paramètre significatif dans l’optimiseur, contrôlant la mise
à jour des paramètres θRN pendant l’entraînement du modèle. Ainsi, ce paramètre peut être
considéré comme le pas de descente. Bien qu’un taux d’apprentissage élevé puisse accélérer
l’entraînement du réseau de neurones, il peut également empêcher de minimiser les pertes
à des valeurs très faibles, entraînant une non-convergence des calculs. En revanche, un taux
d’apprentissage trop faible entraînera un processus d’entraînement trop lent. Bien qu’il puisse
optimiser les pertes à un niveau très bas, il peut également se retrouver dans un minimum local.
Par conséquent, l’ajustement du taux d’apprentissage en fonction des valeurs de perte dans le
calcul est indispensable.

Dans le cadre des PINN, les valeurs de perte et leurs variations sont des indicateurs signi-
ficatifs pour évaluer la convergence de l’entraînement. En général, lorsque les valeurs de perte
atteignent le seuil de convergence défini et ne varient plus de manière significative avec l’aug-
mentation du nombre d’itérations, on considère que l’entraînement a convergé. En revanche,
lorsque les valeurs de perte n’ont pas atteint le seuil souhaité, le taux d’apprentissage peut
être réduit pour optimiser davantage le modèle. De plus, si le nombre maximal d’itérations est
atteint mais que les variations de la perte restent importantes, le nombre d’itérations peut être
augmenté afin de stabiliser les valeurs de perte.

En résumé, le PINN est principalement composé de trois parties : la première partie est le
réseau de neurones, qui transforme les données d’entrée en données de sortie par la propagation
avant, couche par couche. La deuxième partie est la fonction de perte, qui calcule l’erreur cor-
respondante en substituant les valeurs de sortie dans les équations physiques et les contraintes
physiques. La troisième partie est la minimisation, qui utilise l’optimiseur et la rétropropaga-
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tion pour propager les gradients de la fonction de perte pour chaque paramètre, de la couche de
sortie à la couche d’entrée, afin de mettre à jour les paramètres θRN . En conséquence, comme
le montre l’équation 4.12, l’objectif des PINNs consiste à utiliser un optimiseur pour entraîner
le modèle et trouver les paramètres appropriés qui minimisent la fonction de perte totale, afin
de représenter fidèlement le comportement physique du modèle étudié.

θ∗
RN = arg min

θRN

lT OT (θRN) (4.12)

4.3 Améliorations et Méthodologies pour les PINNs

Jusqu’à présent, en utilisant les résultats de la MEF et les résultats théoriques comme
valeurs de référence, plusieurs méthodes ont été proposées pour améliorer la crédibilité et la
robustesse des PINNs. Selon les modifications, ces méthodes ont été classées en améliorations
basiques et en méthodologies avancées.

4.3.1 Améliorations basiques

Les améliorations basiques désignent les ajustements et modifications simples apportés aux
variables ou paramètres au sein des PINNs sans modifier la structure. Pour améliorer le PINN,
quelques stratégies ont été proposées.

Adimensionnement des variables mécaniques :
La première amélioration est l’adimensionnement des paramètres et variables, ce qui peut

améliorer l’adaptabilité du réseau de neurones aux quantités physiques de différentes échelles.
Étant donné que la perte totale scalaire lT OT est composée de différentes pertes sous diverses
contraintes, et que toutes les valeurs de poids sont définies à 1 par défaut, la valeur de lT OT

influence fortement la mise à jour des paramètres. Lorsqu’une valeur de perte représente une
proportion trop importante de lT OT , l’optimiseur modifie également la direction d’optimisation
afin de minimiser principalement cette valeur de perte, ce qui affecte la précision des résul-
tats globaux obtenus par des PINNs. Parce que les variables et les paramètres ont des unités
différentes, leurs valeurs peuvent varier considérablement en ordre de grandeur, affectant ainsi
l’efficacité de l’entraînement des PINNs. Par conséquent, l’adimensionnement de ces variables
et paramètres est un traitement indispensable.

Pour réaliser l’adimensionnement, trois paramètres caractéristiques sont définis [196]. En
normalisant les variables d’entrée, c’est-à-dire les coordonnées x et y, pour qu’elles varient
entre −1 et 1, plusieurs avantages sont obtenus. Premièrement, la fonction d’activation tanh
fonctionne plus efficacement dans cette plage, permettant une transformation non-linéaire plus
précise des données entre les couches du réseau. Deuxièmement, cela stabilise la propagation
des gradients pendant la rétropropagation, rendant l’entraînement des PINNs plus stable et
efficace. Par conséquent, la longueur caractéristique lc, qui représente la longueur maximale,
est définie comme le montre l’équation (4.13) pour garantir que les coordonnées sont comprises
entre −1 et 1.

x̂ = x
lc

(4.13)
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Où x̂ = ⟨x̂, ŷ⟩ est le vecteur des variables d’entrée adimensionnées. Pour éviter l’effet de
l’ordre de grandeur sur les paramètres mécaniques dans la fonction de perte des équations
d’équilibre (EDP) et des conditions aux limites, le module caractéristique µc est défini pour ga-
rantir que le module de cisaillement adimensionné µ̂ soit égal à 1. Ainsi, les coefficients de Lamé
adimensionnés (µ̂, λ̂) ainsi que le module de Young et le coefficient de Poisson adimensionnés
(Ê, ν̂) sont définis comme suit :

µc = µ

µ̂
, λ̂ = λ

µc

, Ê = E

µc

, ν̂ = ν (4.14)

Étant donné que le chargement est connu dans le problème direct, la contrainte caractéris-
tique σc est définie pour que la valeur maximale de la pression adimensionnée p̂ soit 1, per-
mettant de normaliser la pression appliquée. Le déplacement caractéristique uc est déterminé
à partir de ces trois paramètres caractéristiques pour transformer le vecteur des déplacements
adimensionnés û = ⟨û, v̂⟩ en vecteur de déplacements normaux u = ⟨u, v⟩. Les détails de calcul
sont illustrés ci-dessous :

σc = 1
max(p) , p̂ = pσc, uc = lc

σcµc

, u = ûuc (4.15)

En revanche, lorsque les déplacements mesurés sont déjà connus dans le problème de l’iden-
tification, le déplacement caractéristique uc est défini pour transformer que la valeur maximale
de û ne dépasse pas 1. Selon l’objectif de l’identification, lc et uc sont déjà connus, la contrainte
caractéristique σc ou le module caractéristique µc sont calculés selon les trois autres paramètres
caractéristiques.

Identification des paramètres : uc = max(u), µc = lc
ucσc

Identification des conditions aux limites : uc = max(u), σc = lc
ucµc

(4.16)

Formulation à variables mixtes :
La seconde amélioration est l’utilisation de la formulation à variables mixtes [189] comme

variables de sortie. Par rapport au PINN traditionnel, avec cette amélioration, les variables de
sortie des PINNs sont sous forme de variables mixtes (champ de déplacement et de contrainte).

Lorsque uniquement le champ de déplacement est utilisé comme variable de sortie, le calcul
de la fonction de perte liée aux équations d’équilibre nécessite de prendre la seconde dérivée
du champ de déplacement pour obtenir le gradient du champ de contrainte. Ce processus est
facilement susceptible de provoquer des erreurs de calcul supplémentaires. En revanche, en
prenant directement les contraintes comme variables de sortie, ces erreurs sont réduites en
simplifiant le calcul, rendant l’optimiseur plus capable de contrôler θRN , améliorant ainsi la
précision globale du modèle.

De plus, l’utilisation de la formulation à variables mixtes permet de minimiser les pertes
causées par les conditions de Neumann dans la fonction de perte, ce qui améliore l’efficacité de
l’entraînement. Par conséquent, en gardant le calcul sur la loi de Hooke généralisée (l’équation
(4.6)), la perte scalaire entre les contraintes obtenues par le réseau de neurones et les contraintes
calculées à partir des déplacements doit également être incluse dans la perte totale. L’expression
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de la perte scalaire correspondante lmixte est décrite comme suit :

lmixte = Wmixte EQM(σRN − σ(uRN)) (4.17)

Parallèlement, les perte des équations d’équilibre (4.7) et des conditions aux limites (4.9)
deviennent :

lEDP = WEDP EQM(∇σRN + f) (4.18)

lCL = WN EQM(σRN · n− p) +WD EQM(uRN − ū) (4.19)

Transformation des variables :
Étant donné que le développement des PINNs vise principalement à fournir une nouvelle

approche et méthodologie pour résoudre les problèmes mathématiques, il est donc difficile de
garantir que les résultats aient une signification physique suffisante, surtout dans l’identification
des variables inconnues. Par exemple, dans le problème de mécanique des solides, pour identifier
les paramètres élastiques, le coefficient de Poisson ν pour les matériaux fragiles doit varier entre
0 et 0.5.

Néanmoins, afin d’obtenir une valeur de perte plus petite, le PINN pourrait donner une
valeur négative de ν en raison de l’absence de contraintes définies. Pour résoudre ce problème,
avant de procéder à l’adimensionnement des paramètres, tous les paramètres ayant une signi-
fication physique spécifique devraient être traités par une transformation des variables comme
le montre l’équation (4.20).

θp = αp
(
tanh(θ̃p) + 1

)
+ βp (4.20)

Où θp est le paramètre ayant une signification physique, et θ̃p est le paramètre de transfor-
mation. Pour transformer θ̃p en θp, la fonction tanh est recommandée [206]. Comme la sortie
de cette fonction se trouve dans l’intervalle de −1 à 1, la valeur de θ̃p varie entre [βp, 2αp +βp],
où αp et βp sont des scalaires définissant les bornes de la variation.

4.3.2 Techniques avancés

Les techniques avancées désignent les méthodes qui améliorent la robustesse et la précision
des PINNs en modifiant la structure du réseau de neurones, les équations physiques ou les
variables physiques. En fonction de leurs caractéristiques, ces techniques peuvent être classées
ainsi :

Échantillonnage des données d’entrée :
L’échantillonnage des données d’entrée est une méthode très efficace pour améliorer la préci-

sion des PINNs. Le réseau de neurones traditionnel utilise l’échantillonnage aléatoire des points
comme données d’entrée, mais cette approche peut ne pas fournir un nombre suffisant de points
dans les régions significatives et représentatives. Cela peut entraîner une mauvaise approxima-
tion des solutions dans ces régions, réduisant ainsi l’efficacité et la précision du modèle.

141



Chapitre 4 : Apprentissage profond : réseaux de neurones informés par la physique

Ainsi, des stratégies proposent d’ajouter les points d’entrée selon les valeurs de perte pendant
l’entraînement [206, 207]. Par exemple, en surveillant les valeurs de perte pendant l’entraîne-
ment, on peut identifier les régions où les erreurs sont les plus élevées et y ajouter davantage
de points d’entrée pour améliorer la précision.

Par ailleurs, ces méthodes se combinent bien avec les autres techniques avancées. Par
exemple, pour mieux appliquer l’approximation de Monte Carlo afin de déterminer la perte
d’intégration lorsque les équations d’équilibre sont remplacées par les erreurs des énergies libres,
la méthode de l’échantillonnage par importance [208] et la méthode de l’échantillonnage quasi-
aléatoire [209] ont été proposées pour minimiser les erreurs obtenues dans l’approximation.

Structure du réseau de neurones :
Dans les PINNs, la modification de la structure du réseau de neurones peut également

améliorer l’efficacité du modèle. Traditionnellement, un seul réseau de neurones est utilisé pour
traiter tous les variables d’entrée. Cependant, lorsqu’il s’agit de plusieurs variables d’entrée
complexes, un seul réseau peut ne pas être en mesure de déterminer de manière adéquate les
relations complexes entre ces variables, ce qui entraîne une dégradation des performances du
modèle.

Haghighat et al. [177] a découvert que la mise en place de réseaux indépendants pour chaque
type de sortie peut mieux optimiser l’entraînement des PINNs, conduisant à des sorties plus
spécifiques, comme illustré dans la figure 4.4. Cette approche est appelée réseau de neurones
parallèle (RNP). En supposant que les variables d’entrée soient les coordonnées x et y, et que
les variables de sortie soient les déplacements u et v, la construction de deux réseaux neuronaux
indépendants permet de capturer avec plus de précision les détails des déplacements dans les
différentes directions, produisant ainsi des résultats plus exact.

Fonction d’activation :
Outre la modification de la structure du réseau de neurones, l’ajustement de la fonction

d’activation permet aussi d’améliorer les PINNs [210, 211]. Les réseaux de neurones traditionnels
utilisent des fonctions d’activation fixes, qui peuvent ne pas toujours fournir les meilleures
performances en raison des difficultés à transformer efficacement les données de sortie entre
chaque couche dans des problèmes complexes ou hautement non linéaires.

Jagtap et al. [210] a proposé une méthode d’activation adaptative (MAA) pour améliorer
la convergence et la précision du modèle PINN. Cette méthode consiste à ajouter une nouvelle
variable scalaire, βadapt, initialement fixée à la valeur de 1 à l’intérieur de la fonction d’acti-
vation. Cette variable est mise à jour pendant l’entraînement du réseau pour ajuster la pente
de l’activation afin d’accélérer la convergence du calcul. Selon les équations (4.1) et (4.2), l’ap-
plication de la méthode d’activation adaptative globale entre les différentes couches s’exprime
sous la forme suivante :

a(k) = tanh
(
βadapt(Wka

(k−1) + bk)
)

(4.21)

Où a(k) et a(k−1) sont les données de sortie des couches cachées Ck et Ck−1, et Wk et bk sont
les poids et les biais correspondants.

Équations physiques :
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Réseaux de neurones parallèle: RNP(x, y, θRNP )
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Figure 4.4 – Schéma du réseaux de neurones parallèle.

Les PINNs traditionnels utilisent les EDPs comme équations physiques pour guider l’en-
traînement du réseau de neurones. Dans le domaine de la mécanique des solides, les équations
d’équilibre ont été implémentées dans les PINNs pour modéliser le comportement linéaire et non
linéaire [174, 177, 195]. Cependant, certaines études montrent que la formulation variationnelle
peut offrir de meilleurs résultats que les EDPs traditionnelles dans les problèmes mathématiques
[212, 213, 214].

Ainsi, la méthode énergétique [215, 216] ou la méthode variationnelle [217, 218] ont été
proposées pour résoudre les problèmes directs et inverses, en phase linéaire comme en phase non
linéaire, en minimisant l’erreur des travaux internes et externes [219, 220, 221]. Pour appliquer
ces méthodes, l’équation (4.5) doit être remplacée par l’équation variationnelle, dont la forme
pour le problème élastique est illustrée comme suit :

∫
Ω
σ : εdVΩ −

∫
Ω

fudVΩ −
∫
∂Ω

TudS = 0 (4.22)

Où Ω est le domaine du solide, VΩ est le volume du solide, T = σ· n est le vecteur de
traction surfacique, et ∂Ω est la surface des frontières du solide. Il est important de noter que
pour appliquer cette équation, les stratégies d’échantillonnage sont indispensables. En effet,
pour calculer les pertes associées, des méthodes d’approximation telles que Monte Carlo sont
nécessaires pour estimer le volume unitaire et la surface unitaire en chaque point d’entrée.

En conservant les équations physiques telles que les équations d’équilibre, un autre modèle a
également été proposé pour améliorer les PINNs, Yu et al. [222] a présenté un modèle amélioré
de PINN, appelé GPINN (PINNs amélioré par le gradient). Ce modèle vise à améliorer la
précision et l’efficacité des réseaux de neurones dans la résolution des problèmes d’EDPs en
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introduisant les gradients des EDPs dans la fonction de perte.
Étant donné que l’objectif de la fonction de perte est de minimiser les pertes des EDPs et

de leurs contraintes par l’optimiseur, l’incorporation du gradient des EDPs peut accélérer la
réduction des pertes et la convergence du calcul.

lGP INN = WGP INN EQM (∇(∇σ + f)) (4.23)

Où WGP INN est le vecteur des poids de perte sur le gradient des EDPs. Cependant, bien
que l’incorporation du gradient dans la fonction de perte des EDPs permette d’obtenir théori-
quement des résultats prédits plus précis, le calcul du gradient peut rendre le coût de l’entraî-
nement exponentiellement élevé dans les problèmes de haute dimension. De plus, inclure des
termes supplémentaires dans la fonction de perte peut rendre la convergence de l’entraînement
plus difficile en raison de l’augmentation de la complexité de la sélection des hyperparamètres
et de l’ajustement des poids de l’entraînement. Ainsi, lorsque les problèmes sont traités dans
la phase non linéaire avec des conditions aux limites complexes, l’introduction du gradient des
EDPs peut entraîner une instabilité accrue des résultats d’entraînement du modèle.

D’autre part, les contraintes des EDPs sont définies de manière souple, et l’ajout de la
perte des gradients des EDPs avec les mêmes poids que les autres au début dans l’optimiseur
conduira facilement à un minimum local. Par conséquent, il est préférable d’utiliser le GPINN
en conjonction avec des techniques d’ajustement des poids.

Conditions aux limites :
Pour garantir que les résultats obtenus par les PINNs entraînés respectent les contraintes

des conditions aux limites définies, les réseaux de neurones minimisent généralement les pertes
des conditions aux limites à l’aide de l’optimiseur. Cependant, cette approche de contrainte
souple peut entraîner des résultats ne satisfaisant pas entièrement les conditions aux limites
prescrites, car la valeur de perte est très difficilement exactement nulle. Pour résoudre ce pro-
blème, plusieurs méthodes pour imposer exactement les conditions aux limites ont été proposées
[189, 223, 224].

L’objectif principal de ces méthodes est de garantir que les données de sortie générées par
le réseau de neurones respectent complètement les conditions aux limites définies. Cela permet
de supprimer ces termes de perte dans l’optimiseur, améliorant ainsi la précision des résultats
obtenus. Généralement, pour s’assurer que les données de sortie respectent certaines conditions
aux limites spécifiques, de nouvelles données sont utilisées pour remplacer les données de sortie
originales dans le calcul de la fonction de perte. Par exemple, dans les problèmes de mécanique
des solides, en supposant que les variables d’entrée du réseau sont x et les variables de sortie
sont uRN , la relation entre uRN et les nouvelle variables de sortie uRN

IECL peut être représentée
de la manière suivante :

uRN
IECL(x) = F (x)uRN(x) +G(x) (4.24)

où F (x) est une fonction spéciale ayant la valeur de 0 aux frontières où les conditions aux
limites sont connues. G(x) est une fonction représentant les valeurs exactes des conditions
aux limites connues. Dans l’étude de Sukumar et Srivastava [224], la fonction de distance
approximative ϕ(x) peut être considérée comme F (x) pour imposer exactement les conditions
aux limites. Cette fonction respecte totalement les caractéristique de F (x). En effet, ϕ(x) est
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capable de donner une valeur de zéro à tous les points sur la frontière où les conditions aux
limites sont connues, tout en étant suffisamment lisse pour réduire la difficulté de l’entraînement
des PINNs. Les étapes de calcul de ϕ(x) sont présentées en annexe D.1.

Pour G(x), les conditions aux limites étant connues, un réseau de neurones de petite taille
a été proposé pour construire cette fonction [189, 225]. Un réseau de neurones de plus petite
taille permet un entraînement rapide et fournit des résultats précis en utilisant les conditions
aux limites connues. L’utilité principale de G(x) est de fournir des valeurs pour les points où les
conditions aux limites sont déjà connues. Comme pour la fonction de distance approximative,
afin d’éviter les erreurs de calcul supplémentaires dues à la discontinuité des résultats de la
fonction, les valeurs des conditions aux limites inconnues ne sont pas simplement fixées à zéro.
Au lieu de cela, un petit réseau de neurones est recommandé. En s’appuyant uniquement sur
les conditions aux limites connues pour entraîner le réseau, G(x) peut converger rapidement et
fournir des valeurs lisses pour tous les points du domaine.

Ces valeurs ne représentent pas nécessairement les conditions aux limites exactes, mais elles
peuvent être utilisées en combinaison avec ϕ(x) et les données de sortie du réseau de neurones
pour former de nouvelles données, utilisées dans la fonction de perte pour entraîner le modèle.

Il est important de noter que les méthodes permettant d’imposer précisément les conditions
aux limites, telles que l’imposition exacte des conditions aux limites (IECL), peuvent intégrer
efficacement les conditions de Dirichlet dans les PINNs. Cependant, l’imposition des conditions
de Neumann reste un défi. La traction ou la pression surfacique est obtenue par le produit du
tenseur de contrainte et du vecteur normal sortant. Lorsque la frontière du solide a une forme
complexe, même si la pression de surface est connue, imposer la pression appliquée devient plus
difficile.

En résumé, l’imposition exacte des conditions aux limites améliore considérablement la
précision des résultats obtenus par les PINNs sur des solides de forme régulière. Cependant, pour
les solides de forme irrégulière ou complexe, cette méthode nécessite encore des améliorations.
En particulier, des recherches supplémentaires sont nécessaires pour mieux gérer les conditions
de Neumann sur des géométries complexes.

Poids des perte :
L’entraînement global des PINNs est réalisé à l’aide d’un optimiseur, où la direction de

l’entraînement et la convergence sont principalement contrôlées par les poids des pertes. Ces
poids déterminent l’importance relative de chaque composante de la perte totale. Lorsque ces
paramètres ne sont pas définis de manière adéquate, le calcul peut rencontrer des problèmes de
convergence. Par conséquent, de nombreuses méthodes ont été proposées pour ajuster et mettre
à jour automatiquement les poids des pertes pendant l’entraînement [226, 227, 228].

Parmi ces études, la méthode d’ajustement adaptatif des pertes (MAAP), proposée par
Heydari et al. [227], est un algorithme simple d’équilibrage des pertes qui peut ajuster dyna-
miquement les poids des pertes pendant l’entraînement. L’essence de cette méthode consiste
à mesurer le rapport entre la valeur de la perte de l’itération en cours et celle de l’itération
précédente à l’aide de la fonction Softmax. Softmax est une fonction utilisée pour normaliser un
vecteur en une distribution de probabilité, dont les valeurs de sortie sont comprises entre 0 et 1.
Après un certain nombre d’itérations, cette méthode met à jour les poids des différentes pertes
en fonction de ces rapports, ce qui permet d’équilibrer l’importance de chaque composante de
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la perte totale. L’expression de MAAP est illustrée ci-dessous :

wj(i) =
exp

(
lj(i)

lj(i− 1) + ϵ

)
∑nperte

k=1 exp
(

lk(i)
lk(i− 1) + ϵ

) (4.25)

Où wj(i) est le poids scalaire de la perte j à la ième itération. lj(i) et lj(i−1) sont les valeurs
de la perte j à la ième et (i − 1)ème itérations respectivement. nperte est le nombre de pertes
utilisé dans l’optimiseur. ϵ est une petite valeur permettant d’éviter les problèmes de calcul
lorsque les valeurs de lj(i) et lj(i− 1) sont très proches.

4.4 Applications des PINNs aux problèmes directs en
mécanique des solides

Les PINNs visent à résoudre des problèmes régis par des EDPs en intégrant directement ces
équations dans l’entraînement du modèle. En mécanique des solides, les PINNs transforment
les coordonnées du solide x en données de sortie, telles que les champs de déplacement u et
de contrainte σ, par l’intermédiaire du réseau neuronal. Ces données sont ensuite incorporées
dans des fonctions de perte pour les équations d’équilibre LEDP , les conditions aux limites LCL

et les données de contrainte supplémentaires LDCS. En minimisant la perte totale lT OT à l’aide
de l’optimiseur, des valeurs appropriées pour les paramètres du réseau θRN sont déterminées,
optimisant ainsi les résultats de sortie. Le principe des PINNs pour les problèmes directs ou la
modélisation numérique peut être représenté par l’équation suivante :

θ∗
RN = arg min

θRN

lT OT (x, θRN) (4.26)

Pour mieux démontrer la précision et la robustesse des PINNs, ainsi que les améliorations
apportées par les techniques avancées individuelles, le modèle PINN traditionnel avec des amé-
liorations basiques, ainsi que le modèle PINN traditionnel avec des améliorations basiques et
différentes techniques avancées ont été utilisés pour modéliser numériquement les matériaux
isotropes fragiles dans la phase linéaire. Les techniques avancées ont été choisies en fonction de
leurs caractéristiques spécifiques qui améliorent différentes parties du PINN, telles que le RNP
(Réseau de neurones parallèle), la MAA (Méthode d’activation adaptative), l’IECL (Imposition
exacte des conditions aux limites) et la MAAP (Méthode d’ajustement adaptatif des pertes).

En outre, les résultats obtenus par la MEF sont considérés comme les valeurs de référence,
et les comparaisons des résultats entre les PINNs et la MEF sont réalisées afin d’évaluer les
performances des modèles d’apprentissage profond. Ainsi, les points de maillage de la MEF sont
utilisés dans les PINNs, et les méthodologies d’échantillonnage ne sont pas considérées dans les
applications et les comparaisons.

Il est important de noter que, dans cette application, les méthodes variationnelles ou basées
sur l’énergie n’ont pas été utilisées. En effet, ces méthodes nécessitent une combinaison avec
des techniques d’échantillonnage et l’IECL pour être efficaces, et elles ont donc été temporaire-
ment écartées. Par conséquent, l’approche adoptée ici se concentre uniquement sur l’évaluation
directe des différentes techniques avancées appliquées aux PINNs, sans prendre en compte les
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combinaisons nécessitant des méthodes supplémentaires. Pour la même raison, le GPINN, qui
nécessite une combinaison avec des techniques d’ajustement des poids pour démontrer son
efficacité, n’a pas été inclus dans cette application.

4.4.1 Configuration numériques des modèles des PINNs

Pour garantir que la géométrie de la modélisation soit générale, ni trop complexe ni trop
simple, l’essai de compression sur la plaque à un trou a été sélectionné comme objectif de simula-
tion, similaire aux exemples illustrés dans les études [189, 213, 219]. Pour illustrer l’application
numérique sur les matériaux fragiles, les paramètres sont définis avec ceux de la matrice et-
tringitique avec une loi de comportement symétrique : E = 8.83 GPa, ν = 0.216. Toutes les
modélisations sont réalisées sous l’hypothèse de déformation plane avec une compression p de 1
MPa. Afin de garantir la cohérence des comparaisons des résultats, tous les modèles de PINNs
ont été codés en utilisant Pytorch et entraînés avec 32 Go de RAM, un processeur « Intel Core
i9-10885H » et une carte graphique « Quadro T2000 ».
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Figure 4.5 – Géométrie, maillage et points de la plaque à un trou utilisés dans la MEF et les
PINNs.

La figure 4.5(a) illustre les définitions du domaine et des frontières avec ∂Ω = Γ1∪Γ2∪Γ3∪
Γ4∪Γ5. La plaque représente une géométrie rectangulaire de dimensions l = 80 mm et h = 100
mm. Le grand trou est situé au centre de la plaque avec un rayon R = 20 mm. Dans l’essai
de compression, la frontière Γ1 subit une compression p de 1 MPa. Les frontières Γ2, Γ4 et Γ5

sont des frontières libres, aucun chargement n’est appliqué. Sur la frontière Γ3, le déplacement
v est fixé à 0 mm. Pour éviter le MCR, le point O est défini au milieu de la frontière Γ3 avec
un déplacement u = 0 mm. Les forces de volumes sont prises égales à zéro.

Les figures 4.5(b) et 4.5(c) représentent le maillage de MEF et les points de la plaque à un
trou utilisés dans les PINNs. Le maillage de plaque à un trou est constitué de 854 nœuds et
de 1755 éléments de type T3. Afin d’obtenir les résultats plus précis, les éléments autour de
grande trou sont raffinés, pour une longueur de triangle variant entre 2 mm à 5 mm. Pour les
PINNs, 854 points en total sont utilisées dans les modèles : Γ1 et Γ3 contiennent de 17 points,
Γ2 et Γ4 ont 21 points sur chacun, et Γ5 existe de 64 points.
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Selon les différentes techniques appliquées, les configurations des modèles de PINNs pré-
sentent également de légères différences. Les détails de configuration sont illustrés ci-dessous.

4.4.1.1 Configuration du PINN traditionnel avec les améliorations basiques

Pour des raisons de concision, l’expression « PINN traditionnel avec les améliorations ba-
siques » sera désormais abrégée en « PINNT » dans ce manuscrit.

Étant donné que le problème est élastique en 2D, les variables d’entrée des PINNs sont les
coordonnées x et y. Pour accélérer la convergence de l’entraînement, les variables de sortie sont
définies sous forme mixte : les déplacements u et v, ainsi que les contraintes σxx, σxy et σyy.

Afin d’éviter l’effet de l’ordre de grandeur, l’adimensionnement des variables est appliqué
avec les paramètres caractéristiques définis. Pour assurer que les coordonnées adimensionnées
ne dépassent pas 1, la longueur caractéristique lc est définie comme h2 = 50 mm. Avec les para-
mètres imposés E = 8.83 GPa et ν = 0.216, pour fixer le module de cisaillement adimensionné
µ̂ = 1, le module caractéristique est défini par µc = 3.63 GPa. Ainsi, le module de Young
adimensionné Ê est de 2.43, et le coefficient de Poisson adimensionné ν̂ est de 0.216. Pour
s’assurer que la valeur maximale de la pression appliquée adimensionnée p̂ ne dépasse pas 1,
la contrainte caractéristique σc est fixée à 1 MPa. À partir de ces trois paramètres caractéris-
tiques, la valeur du déplacement caractéristique uc est déterminée selon l’équation (4.15) avec
une valeur de 0.013 mm. Ce paramètre est utilisé pour transformer le champ de déplacements
exact u en champ de déplacements adimensionné û.

Pour les hyperparamètres, en se basant sur les études précédentes [177, 219, 189], le volume
de réseau VRN = 6 × 80 a été choisi pour garantir que le modèle ait la capacité d’obtenir des
données de sortie suffisamment précises. Ainsi, le réseau de neurones du PINNT contient 6
couches cachées avec 80 neurones par couche. En utilisant tanh comme fonction d’activation et
Adam comme optimiseur, les taux d’apprentissage sont fixés à 10−3, 5 10−4, 3 10−4 et 10−4, avec
20000 itérations pour chaque taux afin de s’assurer que toutes les pertes sont bien minimisées
et stabilisées.

Pour la fonction de perte, les équations d’équilibre ont été directement implémentées∇σRN =
0. Ainsi, tous les points du domaine doivent être pris en compte dans le calcul de la fonction
de perte. Avec la formulation des variables mixtes et l’adimensionnement, cette fonction est
illustrée ci-dessous :

lEDP = WEDPEQM
(
∇x̂σ̂

RN
)

+WmixteEQM
(
σ̂RN − σ̂(ûRN)

)
(4.27)

Où σ̂RN et σ̂
(
ûRN

)
sont le tenseur de contrainte adimensionné obtenu respectivement par

le réseau de neurones et par le champ de déplacement adimensionné.


σ̂RN · n = p̂ sur Γ1

σ̂RN · n = 0 sur Γ2

σ̂RN · n = 0 sur Γ4

σ̂RN · n = 0 sur Γ5

v̂RN = 0 sur Γ3

(4.28)

Étant donné que les contraintes des conditions aux limites sont définies comme le montre

148



Chapitre 4 : Apprentissage profond : réseaux de neurones informés par la physique

l’équation (4.28), les conditions de Neumann sont imposées sur Γ1, Γ2, Γ4 et Γ5, et les conditions
de Dirichlet sont imposées sur Γ3. Ainsi, les pertes scalaires lCL et les fonctions de perte LCL

avec les données adimensionnées sont représentées comme suit :

lCL =WCLLCL

=WCL1EQM
(
σ̂RN

1 · n− p̂
)

+WCL2EQM
(
σ̂RN

2 · n
)

+WCL4EQM
(
σ̂RN

4 · n
)

+WCL5EQM
(
σ̂RN

5 · n
)

+ wCL3EQM
(
v̂RN

3

)
(4.29)

Dans cette équation, WCL est le vecteur des poids de perte des conditions aux limites,
WCLi

et σ̂i avec i = 1, 2, 4, 5 représentent respectivement le vecteur des poids de perte des
conditions aux limites et le tenseur de contrainte adimensionné sur la frontière Γi. En raison
de l’application d’une seule condition de Dirichlet sur Γ3, la fonction de perte rend une valeur
scalaire, où w3 est le poids scalaire de perte sur cette frontière.

Pour éviter le MCR, le déplacement adimensionné ûRN est contraint à 0 au point O. Ainsi,
l’application de données de contrainte supplémentaires et la perte lDCS associée s’écrivent
comme suit :

û = 0 en O, lDCS = wDCSEQM
(
ûRN

O

)
(4.30)

Dans le PINNT, tous les poids de perte sont par défaut réglés à 1. Après avoir entraîné le
modèle 80000 fois avec l’optimiseur Adam, le champ de déplacement et le champ de contrainte
obtenus par le PINNT seront comparés à ceux obtenus par la MEF. Il est important de noter
que, pour améliorer la précision des PINNs, l’adimensionnement des paramètres est mis en
place. Par conséquent, avant de procéder à la comparaison, les résultats adimensionnés doivent
être reconvertis comme le montre l’équation 4.31.

u = ûuc, σ = σ̂

σc

(4.31)

4.4.1.2 Configuration des PINNs avec les technologies avancées

Pour la configuration des modèles de PINNs avec les techniques avancées, les modifications
nécessaires en fonction des caractéristiques des techniques avancées sont appliquées. À part ces
modifications spécifiques, tout le reste est identique au PINNT.

Pour garantir que les pertes soient bien minimisées, les modèles ont été entraînés par l’opti-
miseur Adam avec les taux d’apprentissage suivants : 10−3, 5 10−4, 3 10−4 et 10−4, avec 20000
itérations pour chaque taux.

Concernant les hyperparamètres, tous les modèles utilisent un réseau de neurones avec un
volume VRN = 6 × 80, à l’exception de RNP. En outre, tous les modèles, à l’exception de la
MAA, utilisent tanh comme fonction d’activation.

Les fonctions de perte sur les équations d’équilibre (4.27) et la donnée de contrainte supplé-
mentaire (4.30) sont les mêmes pour toutes les PINNs. Cependant, les conditions aux limites
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des autres modèles sont contraintes de manière souple (4.29) à l’exception de l’IECL. Les poids
des pertes des autres modèles sont réglés à 1 par défaut, à l’exception de la MAAP, qui ajuste
dynamiquement les poids pendant l’entraînement.

Les modifications spécifiques apportées à chaque technique avancée sont détaillées ci-dessous :
— RNP : le modèle RNP utilise des réseaux indépendants pour chaque variable de sortie afin

de réduire les interactions entre les variables et améliorer la précision des résultats. Avec
l’application de la formulation à variables mixtes, son volume VRNP est cinq fois celui du
VRN , soit VRNP = 5 × VRN . Chaque variable utilise le même volume de réseau, donc le
volume total de RNP est VRN × 5.

— MAA : le modèle MAA est mise en œuvre en ajoutant une nouvelle variable scalaire à
l’intérieur de la fonction d’activation pour ajuster la pente de l’activation pendant l’opti-
misation. En utilisant tanh comme fonction d’activation, la variable βadapt est initialement
définie avec la valeur de 1. L’application de MAA est présentée dans l’équation (4.32).

a(k) = tanh
(
βadapt(Wka

(k−1) + bk)
)

(4.32)

Où a(k) et a(k−1) sont les données de sortie des couches cachées Ck et Ck−1, et Wk et bk

sont les poids et les biais correspondants, avec k de 1 à 6.
— IECL : le modèle IECL garantit que les données de sortie respectent complètement les

conditions aux limites définies, supprimant ainsi ces termes de perte dans l’optimiseur.
Pour appliquer ce modèle, les fonctions F (x̂) et G(x̂) doivent être construites pour générer
de nouvelles données de sortie ûRN

IECL et σ̂RN
IECL, comme le montre l’équation (4.33).

ûRN
IECL(x) = F (x̂)ûRN(x̂) +G(x̂)
σ̂RN

IECL(x̂) = F (x̂)σ̂RN(x̂) +G(x̂)
(4.33)

Dans la configuration de l’IECL, la fonction de distance approximative ne se contente
pas seulement de définir les valeurs nulles aux points de la frontière où les conditions aux
limites sont connues, mais elle est également suffisamment lisse pour éviter les erreurs
supplémentaires dues aux discontinuités lors de la construction des nouvelles données
adimensionnées. Ainsi, 5 fonctions de distance approximative indépendantes, Fi avec i =
û, v̂, σ̂xx et σ̂yy, σ̂xy, sont utilisées comme fonction F (x̂) pour les différentes variables
de sortie adimensionnées. Pour la fonction G(x̂), un réseau de neurones de petit volume
avec les mêmes variables d’entrée et de sortie que le PINNT a été proposé. En utilisant
les conditions aux limites connues pour entraîner ce petit réseau de neurones, G(x̂) peut
converger rapidement et fournir des valeurs lisses pour tous les points du domaine. Un
réseau de neurones de volume VG = 6×60 avec un taux d’apprentissage de 10−5 pour 10000
itérations a été établi pour obtenir les valeurs exactes des conditions aux limites connues.
Pour illustrer simplement les données de sortie de G(x̂), Gi avec i = û, v̂, σ̂xx, σ̂xy et σ̂xy

ont été utilisées.
Selon les définitions des conditions aux limites (4.28), la frontière Γ1 est la frontière de
chargement avec la normale sortante n1 = ⟨0, 1⟩ et la pression adimensionnée connue p̂ =
⟨0, 1⟩. Ainsi, les valeurs de Fσ̂xy et Fσ̂yy sont nulles sur cette frontière, et les valeurs de Gσ̂xy

et Gσ̂yy sont respectivement 0 et 1. Pour les frontières Γ2 et Γ4, qui sont les frontières libres
avec les normales sortantes n2 = ⟨1, 0⟩ et n4 = ⟨−1, 0⟩, les valeurs de F ˆσxx , Fσ̂xy , Gσ̂xx

et Gσ̂xy sont toutes réglées à 0. Pour la frontière Γ3, où les déplacements adimensionnés
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v̂ sont fixés à 0, les valeurs de Fv̂ et Gv̂ sont également définies à 0. Pour la frontière du
trou, en raison de sa géométrie circulaire, les valeurs des contraintes adimensionnées ne
peuvent pas être déterminées. Par conséquent, les fonctions de distance approximative ne
peuvent pas être appliquées, et les conditions aux limites correspondantes sont imposées
par la fonction de perte dans le PINN. En raison de l’absence de données complètes sur le
déplacement û sur ces frontières, les valeurs de Fû et Gû sont fixées à 1 et 0 respectivement
pour ne pas affecter les données obtenues de l’IECL. Avec ces définitions, les valeurs de
F (x̂) et G(x̂) sur la plaque à un trou sont représentées dans les figures 4.6 et 4.7. Pour
mieux visualiser leurs résultats, les figures des Fσ̂yy , Fσ̂xy et Gv̂, Gσ̂yy , Gσ̂xy sont présentées
sous des angles différents par rapport aux autres.
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Figure 4.6 – Les valeurs de la fonction F (x̂) obtenus par les fonctions de distance approxi-
mative pour les variables de sortie adimensionné dans la modélisation numérique.

— MAAP : dans le PINN, θRN est optimisé en fonction des pertes scalaires par la rétropro-
pagation. Le modèle de MAAP utilise la fonction Softmax pour ajuster dynamiquement
les poids des pertes comme le montre l’équation 4.34, équilibrant ainsi l’importance de
chaque composante de la perte totale. Initialement, avec ϵ = 10−7, tous les poids de perte
sont réglés à 1, et ces poids des pertes sont mis à jour toutes les 100 itérations, ce qui per-
met de maintenir l’équilibre entre les différentes composantes de la perte sans augmenter
de manière significative le coût de calcul pendant l’entraînement. Cette approche assure
une convergence plus stable et rapide en adaptant continuellement les poids en fonction
des performances du modèle.
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Figure 4.7 – Les valeurs de la la fonction G(x̂) obtenus par un petit volume de réseau de
neurones pour les valeurs des conditions aux limites connues dans la modélisation numérique.

wj(i) =
exp

(
lj(i)

lj(i− 1) + ϵ

)
∑nperte

k=1 exp
(

lk(i)
lk(i− 1) + ϵ

) (4.34)

D’après les configurations des PINNs avec les différentes techniques avancées, les entraîne-
ments sont réalisés avec 80000 itérations. Les résultats obtenus par ces modèles seront comparés
à ceux de la MEF dans la sous-section suivante.

4.4.2 Comparaison des résultats des PINNs

Étant donné que les pertes scalaires permettent d’évaluer la conformité des variables de
sortie aux EDPs et aux conditions aux limites définies, les comparaisons des valeurs des pertes
sont présentées en premier.

4.4.2.1 Comparaison des pertes des PINNs dans la modélisation numériques

Selon l’équation (4.11), la perte totale est composée de trois parties : lEDP , lCL et lDCS,
déterminées par les fonctions de perte et les poids de perte correspondants. Pour la MAAP,
les poids de perte varient toujours pendant l’entraînement. Afin de garantir la cohérence des
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comparaisons, toutes les composantes des vecteurs de poids de perte sont fixées à 1 pour com-
parer avec les autres modèles. Par ailleurs, l’IECL permet d’intégrer directement les conditions
aux limites connues sur les frontières de la plaque dans le réseau de neurones. En raison de la
difficulté d’imposer exactement les conditions de Neumann sur la frontière du trou Γ5, lCL ne
contient que les pertes sur cette frontière. Ainsi, la valeur de lCL de l’IECL n’est pas incluse
dans la comparaison des pertes des conditions aux limites avec les autres modèles.
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Figure 4.8 – Comparaison des pertes obtenus par les différents modèle de PINNs dans la
modélisation numérique.

La figure 4.8 montre les comparaisons des pertes obtenues par les différents modèles de
PINNs. Il est à noter que les pertes de la MAAP sont plus perturbées par rapport aux autres
modèles, car cette technique ajuste les poids des pertes en fonction des variations des valeurs
de pertes pendant l’entraînement. Néanmoins, ces pertes ne sont pas indépendantes dans l’op-
timisation. Ainsi, lorsque l’optimiseur minimise principalement un terme des pertes, les autres
peuvent augmenter à nouveau. Lorsque ces poids sont remis à 1, les pertes sur les différentes
parties deviennent plus instables.

De plus, du faut que les contraintes sont imposées de manière souple, les valeurs de toutes
les pertes présentent de petites fluctuations. Pour faciliter l’analyse de ces valeurs, toutes les
figures des comparaisons des pertes enregistrent les valeurs des pertes toutes les 500 itérations
jusqu’à 80000 itérations.

Selon les figures 4.8(a) et 4.8(b), à 80000 itérations, la MAA, la MAAP et le PINNT per-
mettent d’obtenir les plus petites pertes par rapport aux autres, indiquant que les résultats
obtenus par ces trois modèles sont plus conformes aux équations d’équilibre ainsi qu’aux condi-
tions aux limites définies. En revanche, le RNP et l’IECL ont des pertes légèrement plus élevés.
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Cependant, globalement, tous les modèles présentent des valeurs faibles pour ces deux pertes,
avec 10−4 à 10−5 pour lEDP et 10−5 à 10−6 pour lCL à la fin de l’entraînement.

La perte lDCS est déterminée en limitant le déplacement adimensionné û à 0 au point O.
Étant donné que cette contrainte est réalisée seulement sur un point avec une condition de
Dirichlet, la perte correspondante est plus facile à minimiser à une valeur faible. De plus, en
raison des contraintes souples, lDCS est facilement influencée par l’optimisation d’autres pertes
pendant l’entraînement, ce qui entraîne des fluctuations dans une plage de valeurs faibles.
Cependant, étant donné que la valeur de lDCS est déjà particulièrement faible, ces fluctuations
peuvent être considérées comme négligeables. Dans la figure 4.8(c), les valeurs de lDCS pour les
différents modèles varient entre 10−8 et 10−9 à la fin de l’entraînement.

Grâce à l’utilisation de l’adimensionnement des variables, l’effet de l’ordre de grandeur a été
bien contrôlé, équilibrant ainsi la direction de la minimisation des pertes dans le modèle. Cela
évite le problème de l’optimisation locale et améliore la précision des résultats obtenus par les
modèles de PINNs. Par ailleurs, 80000 itérations au total avec les différents taux d’apprentissage
permettent de bien minimiser toutes les pertes. Cela assure également la précision des résultats
obtenus par les modèles de PINNs.

Étant donné que l’adimensionnement des variables peut équilibrer les différentes pertes
avant l’entraînement, l’efficacité de l’utilisation de la MAAP n’est pas très évidente dans la
modélisation de l’essai de compression avec la plaque à un trou, ce qui rend la différence entre
les valeurs de leurs pertes peu significative, surtout à la fin de l’entraînement. Pour la MAA,
elle ajoute une variable dans la fonction d’activation pour ajuster la pente de l’activation.
Néanmoins, le PINNT permet déjà d’obtenir des valeurs faibles des pertes. Ainsi, l’efficacité de
ce modèle n’est pas très évidente non plus, leurs valeurs des pertes sont proches de celles du
PINNT.

Le RNP construit des réseaux de neurones indépendants en fonction des variables de sortie
du modèle. Et l’IECL intègre directement les conditions aux limites de la plaque sur les données
de sortie. Par les modifications des structures des PINNs, ils peuvent être en mesure de traiter
des tâches plus complexes ou de résoudre des problèmes plus complexes. Toutefois, ils ont
également besoin d’hyperparamètres différents pour obtenir des résultats plus précis. Pour
assurer la cohérence des comparaisons d’erreurs, tous les modèles de PINNs utilisent le même
volume de réseau, ce qui peut affecter leurs performances. Néanmoins, parce que toutes les
pertes présentent des valeurs faibles, la différence entre leurs pertes lEDP et lCL par rapport
aux autres modèles est acceptable.

4.4.2.2 Comparaison des champs de données entre les PINNs et la MEF

Afin de représenter plus efficacement l’erreur entre les résultats des PINNs et ceux de la
MEF, et d’éviter le calcul de l’erreur relative lorsque la valeur exacte est nulle, nous avons
utilisé l’erreur relative normalisée, définie par l’erreur absolue par rapport à la valeur absolue
maximale des données, pour évaluer les différences des champs de déplacement et de contrainte.
La formulation de cette erreur est donnée par l’expression suivante :

Erreur = | Y
RN − Y MEF |

max(| Y MEF |) × 100% (4.35)

Où Y RN sont les résultats obtenus par les PINNs, et Y MEF sont les résultats obtenus par la
MEF.
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Étant donné que les distributions des erreurs relatives normalisées des champs de déplace-
ment et de contrainte pour tous les modèles sont globalement similaires, mais que les valeurs
spécifiques diffèrent, les comparaisons des erreurs relatives normalisées des résultats entre la
MEF et le PINNT, comme le montrent les figures 4.9 et 4.10, ont été utilisées pour analyser
et évaluer les PINNs. Les autres figures de comparaison pour tous les modèles de PINNs sont
présentées dans l’annexe D.2. De plus, étant donné que les erreurs relatives normalisées des
déplacements et des contraintes sont toutes inférieures à 0.05%, elles ne sont pas incluses dans
les analyses des erreurs.

(a) Déplacement u

(b) Déplacement v

Figure 4.9 – Comparaison des erreurs relatives normalisées des champs de déplacement entre
la MEF et le PINNT.

D’après la figure 4.9, le champ de déplacement par la MEF et par le PINNT montre des si-
militudes notables. L’erreur relative normalisée de déplacement u est principalement concentrée
aux extrémités de la frontière Γ3, avec une valeur maximale de 5.9%. Cela peut être attribué
à l’insuffisance des conditions aux limites imposées sur Γ3, à l’exception de la condition de
u = 0 au point O pour éviter le MCR, où seule une condition de Dirichlet (v = 0) est définie,
ce qui rend l’optimisation plus difficile. Pour le déplacement v, la valeur maximale de l’erreur
relative normalisée est de 0.93%, se produisant là où la valeur absolue de v est la plus grande.
Globalement, la valeur moyenne de l’erreur relative normalisée de u et de v sont de 1.41% et
0.24%, démontrant l’exactitude des déplacements obtenus par le PINNT.

La figure 4.10 montre les erreurs relatives normalisées des contraintes entre la MEF et le
PINNT. Bien que les champs de contrainte obtenus par la MEF et par le PINNT présentent
également des similitudes notables, ces erreurs sont plus importantes et se concentrent sur
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(a) Contrainte σxx

(b) Contrainte σyy

(c) Contrainte σxy

Figure 4.10 – Comparaison des erreurs relatives normalisées des champs de contrainte entre
la MEF et le PINNT.

toutes les frontières de la plaque. Cela ne signifie toutefois pas que les contraintes obtenues par
le PINNT sont incorrectes. Dans le modèle, les conditions de Neumann ont été définies sur les
quatre frontières comme indiqué dans l’équation (4.28). Pour mieux analyser ces erreurs des
contraintes sur chaque frontière, les comparaisons des tractions surfaciques sur chaque frontière
sont représentées dans les figures 4.11 et 4.12.

Tx = σxxnx + σxyny

Ty = σxynx + σyyny

, Avec n = ⟨nx, ny⟩ (4.36)
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Figure 4.11 – Comparaison des tractions surfaciques sur les frontière Γ1, Γ2 et Γ4.

Γ1 est la frontière de chargement, sa normale sortante n1 est ⟨0, 1⟩ dans le repère cartésien.
Théoriquement, avec la condition de chargement appliquée, la traction surfacique Tx = σxy

doit être de 0, et Ty = σyy doit être de −1 MPa, ce qui correspond à la compression appliquée
de 1 MPa. Dans la figure 4.11, bien que les valeurs de Tx et Ty obtenues par le PINN et la
MEF soient cohérentes avec la condition de chargement appliquée, celles de la MEF sont plus
perturbées.

Γ2 et Γ4 sont les frontières libres, leurs normales sortantes sont ⟨1, 0⟩ et ⟨−1, 0⟩ dans le
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repère cartésien, respectivement. Ainsi, les tractions surfaciques Tx = σxx et Ty = σxy doivent
être nulles sur ces deux frontières. Similaire à la comparaison sur Γ1, dans la figure 4.11, les
valeurs de Tx et Ty obtenues par le PINNT sont strictement nulles par rapport à celles de la
MEF.
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Figure 4.12 – Comparaison des tractions surfaciques sur les frontière Γ5.

Γ5 est également une frontière libre, et sa normale sortante varie en fonction des coordonnées
x et y. Donc, les tractions surfaciques en fonction des coordonnées x et y sur Γ5 ont été tracées
pour comparer les résultats obtenus par le PINNT et par la MEF. Théoriquement, les tractions
surfaciques devraient également être nulles. Cependant, il est clair que les perturbations des
tractions surfaciques calculées à partir du champ de contrainte obtenu par la MEF sont plus
importantes sur cette frontière, ce qui explique principalement les erreurs relatives normalisées
de contrainte significatives sur Γ5. Numériquement, les valeurs maximales de ces erreurs de σxx,
σyy et σxy sont respectivement de 17.88%, 12.71% et 32.27%.

De plus, les erreurs relatives normalisées de σxx sur la frontière Γ3 n’est pas négligeable.
ces erreurs sont liées aux valeurs maximales des erreur sur u, ce qui peut être attribué à une
définition insuffisante des conditions aux limites sur Γ3. Pour obtenir des résultats plus précis,
il serait nécessaire de définir des conditions aux limites supplémentaires sur Γ3, ou de modéliser
seulement un quart de la plaque en utilisant des conditions de symétrie [189, 219].

Selon l’analyse des tractions surfaciques sur les frontières, les contraintes obtenues par le
modèle de PINNT sont plus cohérentes avec les conditions aux limites imposées. En général,
les valeurs moyennes des erreurs relatives normalisées de σxx, σyy et σxy sont respectivement
de 1.66%, 0.73% et 2.63%. Combinées à l’analyse des erreurs de déplacement, ces résultats
indiquent que le PINNT peut obtenir des résultats remarquables pour la modélisation des
matériaux fragiles dans la phase linéaire.

En analysant les erreurs relatives normalisées des variables de sortie à partir des différents
modèles après 80000 itérations, le tableau 4.1 regroupe les valeurs maximales et moyennes de
ces erreurs pour tous les modèles de PINNs. Étant donné que les valeurs minimales sont toutes
inférieures à 0.005%, elles ne sont pas présentées dans le tableau.
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Tableau 4.1 – Erreurs relatives normalisées des champs de déplacement et de contrainte entre
les résultats de MEF et des PINNS

Modèle Erreur u v σxx σyy σxy

PINNT Maximale 5.90% 0.93% 17.88% 12.71% 32.71%
Moyenne 1.41% 0.33% 1.66% 0.73% 2.63%

RNP Maximale 7.19% 0.65% 15.80% 12.03% 31.80%
Moyenne 1.28% 0.24% 1.81% 0.75% 2.69%

MAA Maximale 6.05% 0.95% 17.83% 13.05% 32.56%
Moyenne 1.31% 0.33% 1.65% 0.74% 2.62%

IECL Maximale 4.15% 0.92% 19.03% 12.38% 33.07%
Moyenne 1.19% 0.29% 1.48% 0.74% 2.52%

MAAP Maximale 6.90% 0.85% 17.60% 12.38% 32.53%
Moyenne 1.24% 0.31% 1.75% 0.73% 2.69%

Pour analyser les valeurs maximales de ces erreurs, il convient de noter que le champ de
contrainte obtenu par la MEF est plus perturbé que celui obtenu par les PINNs. Par conséquent,
les erreurs relatives normalisées des contraintes n’ont pas été analysées en détail.

Selon ce tableau, la valeur maximale des erreurs relatives normalisées du déplacement u est
plus importante que celle du déplacement v. Cela est dû au fait que les PINNs nécessitent plus
de données sur u et σxx supplémentaires sur Γ3 pour améliorer la précision. Pour le déplacement
v, les erreurs maximales sont très proches et toutes inférieures à 1%. Parmi les modèles, le RNP
fournit les résultats de v les plus précis.

Pour le déplacement u, le PINNT et la MAA présentent presque les mêmes valeurs maximale
des erreurs relatives normalisées, tandis que l’IECL permet d’obtenir la valeur de ces erreurs la
plus faible. En revanche, la valeur maximale des erreurs relatives normalisées de u sur le RNP
est plus importante.

D’après l’analyse des pertes, les variations de lEDP et lCL en fonction du nombre d’itérations
pour le PINNT, la MAA et la MAAP sont similaires. Ainsi, les erreurs relatives normalisées de
u et v sur ces deux modèles ne montrent pas de grandes différences. Cependant, en raison de
l’ajustement dynamique des poids, les pertes obtenues par la MAAP sont toujours perturbées.
Par conséquent, à 80000 itérations, la différence des erreurs relatives normalisées de u entre la
MAAP et le PINNT est d’environ 1%, ce qui est attribuable à l’ajustement des poids dans la
MAAP.

Pour le RNP, bien que la valeur maximale de l’erreur de u soit plus importante par rapport
aux autres modèles, la valeur maximale de l’erreur de v est la plus faible. Le RNP peut éviter
les interactions entre les variables en construisant des réseaux de neurones indépendants pour
chaque variable de sortie. Grâce à cette structure, ce modèle permet de fournir des résultats
plus précis pour certaines variables par rapport au PINNT.

Cependant, l’absence d’interaction entre les variables signifie que lorsque la frontière Γ3

nécessite plus d’informations supplémentaires sur u et σxx, ce modèle a également plus de
difficultés à minimiser certaines pertes par rapport aux autres modèles. Cela explique pourquoi
la valeur maximale des erreurs relatives normalisées de u et les pertes lEDP et lCL sont plus
élevées par rapport aux autres modèles. Globalement, par rapport au PINNT, la différence de
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la valeur maximale des erreurs relatives normalisées de u entre le PINNT et le RNP est de
1.29%, et pour v, elle est de 0.28%. Ces différences sont relativement faibles.

Pour l’IECL, ce modèle permet d’obtenir la plus petite erreur relative normalisée de u.
En intégrant directement les conditions aux limites de la plaque dans les données de sortie,
il évite d’avoir à minimiser ces pertes dans l’optimiseur, ce qui conduit à des résultats plus
précis. Néanmoins, selon l’analyse des pertes, lEDP de ce modèle est légèrement plus élevée que
celle du PINNT. Pour mieux analyser ce problème, les distributions des erreurs de l’équation
d’équilibre (∇x̂σ̂

RN) obtenue par l’IECL et par le PINNT ont été comparées, comme le montre
la figure ci-dessous :

(a) PINNT

(b) IECL

Figure 4.13 – Distribution des erreurs de l’équation de l’équilibre sur le PINNT et l’IECL
dans la modélisation numérique.

Selon la figure 4.13, par rapport au PINNT, les erreurs de ∇x̂σ̂
RN avec l’IECL sont plus

importants sur les frontières de la plaque. Lors de l’utilisation de l’IECL, les données de sortie
du réseau de neurones respectent entièrement les conditions aux limites définies. Cependant,
comme ces valeurs sont fixées, elles ne peuvent pas s’ajuster pour réduire les écarts dans le
calcul des EDPs. Cela conduit à une augmentation des erreurs des EDPs sur les frontières,
augmentant ainsi la valeur de la perte lEDP . En résumé, l’IECL permet aux données de sortie
de respecter strictement les conditions aux limites définies, ce qui améliore l’exactitude des
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résultats de sortie, mais elle introduit également des erreurs des EDPs plus significatives sur
les frontières de la plaque, ce qui augmente la valeur totale de la perte lEDP . Par conséquent,
il est inapproprié de juger la précision des résultats uniquement sur la valeur de la perte lEDP

pour ce modèle.
Comparé aux valeurs maximales et les valeurs moyennes des erreurs relatives normalisées

des différentes variables restent faibles pour tous les modèles. Pour le champ de déplacement,
les valeurs moyennes des erreurs relatives normalisées de u pour tous les modèles varie entre
1.41% et 1.19%, tandis que celle de v varie entre 0.33% et 0.24%. Concernant les contraintes,
bien que les valeurs maximales de ces erreurs soient significatives aux frontières, les valeurs
moyennes des erreurs relatives normalisées sur l’ensemble du domaine restent faibles, avec des
valeurs comprises entre 1.66% et 1.48% pour σxx, entre 0.75% et 0.73% pour σyy, et entre 2.69%
et 2.52% pour σxy.

Ces valeurs moyennes montrent que tous les modèles de PINNs étudiés sont capables de
fournir des champs de déplacement et de contrainte acceptables. Si des données supplémentaires
pouvaient être fournies sur Γ3, il est probable que toutes les erreurs pourraient encore diminuer,
améliorant ainsi la précision globale des modèles.

4.4.3 Conclusion

Pour démontrer l’application des PINNs aux problèmes directs, le modèle PINN traditionnel
(PINNT) et ceux intégrant diverses techniques avancées ont été utilisés pour modéliser numé-
riquement des matériaux isotropes fragiles dans la phase linéaire. Selon les caractéristiques et
les modifications de l’architecture des PINNs, les techniques avancées sélectionnées incluent le
RNP, la MAA, l’IECL et la MAAP. Pour comparer la précision des résultats obtenus, ceux-ci
ont été confrontés aux résultats de la MEF.

D’après la comparaison des pertes entre les différents modèles, après 80000 itérations d’en-
traînement avec différents taux d’apprentissage, les pertes de tous les modèles ont des valeurs
faibles et montrent des tendances à la stabilité. Le PINNT, la MAA et la MAAP présentent
des valeurs de perte similaires, tandis que celles de l’IECL et du RNP sont légèrement plus
élevées. Globalement, leurs différences ne sont pas très marquées en raison des faibles valeurs
des pertes.

D’après l’analyse des erreurs relatives normalisées sur les champs de déplacement et de
contrainte obtenus par la MEF et par les modèles de PINNs, les valeurs maximales des erreurs
relatives normalisées de u sont plus importantes par rapport à celles du déplacement v pour
tous les modèles. Pour les contraintes, ces erreurs sont significatives sur les frontières de la
plaque. Cela ne signifie toutefois pas que les contraintes obtenues par le PINNT sont incorrectes.
En revanche, les contraintes obtenues par les PINNs sont plus cohérentes avec les conditions
aux limites définies par rapport à la MEF. D’après les valeurs moyennes des erreurs relatives
normalisées des résultats, tous les modèles présentent des valeurs faibles.

Selon les distributions des erreurs relatives normalisées des champs de déplacement et de
contrainte, les erreurs de u et de σxx sur Γ3 ne sont pas négligeables. Ainsi, pour améliorer
ultérieurement la précision des résultats obtenus pour l’essai de compression sur la plaque à un
trou, il est nécessaire de fournir plus d’informations sur Γ3 ou de modéliser seulement un quart
de la plaque en utilisant des conditions de symétrie supplémentaires.
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D’après la comparaison des pertes et des résultats obtenus par les différents modèles, les
améliorations basiques apportées aux PINNs produisent déjà des résultats relativement précis,
notamment grâce à l’adimensionnement des variables, qui permet de réduire l’effet de l’ordre
de grandeur et d’équilibrer la minimisation des pertes dans le modèle. Ainsi, l’amélioration ap-
portée par la MAA, qui ajuste la pente de l’activation, et la MAAP, qui ajuste dynamiquement
les poids des pertes pendant l’entraînement, n’est pas significative. Les pertes et les résultats
obtenus par ces deux techniques sont similaires à ceux du PINNT.

Le RNP permet de réduire l’influence des interactions entre les variables de sortie en
construisant des réseaux de neurones indépendants pour chaque variable de sortie. Cepen-
dant, bien que le champ de déplacement v obtenu par ce modèle soit légèrement plus précis,
les pertes et l’erreur de u sont les plus élevées par rapport aux autres modèles.

L’IECL peut intégrer directement les conditions aux limites de la plaque dans les données de
sortie du réseau de neurones. Cependant, cette technique présente des difficultés pour appliquer
les conditions de Neumann sur des géométries complexes. Bien que la perte lEDP obtenue soit
légèrement plus élevée par rapport à celle du PINNT, le champ de déplacement u obtenu par
cette technique est le plus proche de celui de la MEF.

En résumé, bien que les valeurs moyennes des erreurs relatives normalisées des données de
sortie indiquent que tous les modèles de PINNs étudiés sont capables de fournir des prédictions
acceptables pour les champs de déplacement et de contrainte, les valeurs maximales de ces
erreurs suggèrent que les PINNs peuvent encore être améliorés.

En fait, combiner plusieurs techniques avancées [206, 208] ou utiliser des approches éner-
gétiques [213, 218] pour les EDPs a prouvé pouvoir améliorer encore la précision des résultats
des PINNs. Cependant, étant donné que l’objectif de cette application numérique n’est pas
seulement de démontrer la précision des résultats des PINNs, mais aussi de montrer les amé-
liorations apportées par l’utilisation individuelle de différentes techniques avancées selon leurs
caractéristiques, l’intégration des approches énergétiques et la combinaison de multiples tech-
niques avancées seront explorées dans nos prochaines études. Néanmoins, les résultats actuels
indiquent déjà que l’application des PINNs aux problèmes directs est potentiellement intéres-
sante.
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4.5 Applications des PINNs à l’identification des para-
mètres mécaniques

Dans les PINNs, l’optimiseur minimise simultanément les pertes liées aux données de contraintes
supplémentaires et aux contraintes physiques. Cela garantit que le modèle se concentre non
seulement sur la minimisation des erreurs des données, mais aussi sur le respect des équations
physiques et des conditions aux limites définies pendant l’entraînement. Par conséquent, même
si les données intégrées dans le modèle sont bruitées, les contraintes physiques peuvent atténuer
cet effet. Cette caractéristique confère aux PINNs un avantage significatif dans l’application aux
problèmes inverses.

Pour l’application aux problèmes inverses, les principales modifications consistent à définir
les paramètres à identifier comme des variables et à intégrer les données de mesure dans les
données de contraintes supplémentaires. Ces ajustements permettent au modèle de s’adapter
aux exigences spécifiques des problèmes inverses sans changer fondamentalement la structure
du modèle de base. Pour illustrer cet avantage, tout d’abord, une application à l’identification
des paramètres a été réalisée, montrant les valeurs des paramètres identifiés en utilisant à la
fois des données sans bruit et des données bruitées.

4.5.1 Configurations numériques des PINNs dans l’identification des
paramètres

L’identification des paramètres mécaniques a été réalisée dans une phase linéaire, en utilisant
le champ de déplacement surfacique obtenu par la MEF à partir de l’essai de compression sur
une plaque à un trou soumis à une pression appliquée de p = ⟨0, 1⟩ MPa. Les points de mesure
du champ de déplacement correspondant sont représentés dans la figure 4.14. Les paramètres des
matrices ettringitiques ont été pris comme valeurs de référence : le module de Young E = 8.83
GPa et le coefficient de Poisson ν = 0.216. Le champ de déplacement a été obtenu par la MEF.

Similairement à la modélisation numérique avec l’application des PINNs et en utilisant
la formulation des variables mixtes, les variables d’entrée des réseaux de neurones sont les
coordonnées x et y, et les variables de sortie sont les déplacements u, v et les contraintes σxx,
σxy, σyy. Pour simuler les données obtenues par la mesure de CIN, les déplacements autour
des frontières n’ont pas été pris en compte dans l’identification. En utilisant les données de la
MEF, les données d’entrée des PINNs contiennent 854 points. Parmi ces points, ceux situés
dans l’intervalle de coordonnées x entre −36 mm et 36 mm, de la coordonnée y entre −45 mm
et 45 mm, et avec l’origine comme centre et un rayon r =

√
x2 + y2 supérieur à 23 mm ont été

utilisés comme points de mesure, totalisant ainsi 584 points. Les détails sont illustrés dans la
figure 4.14(a).

Pour illustrer la caractéristique d’insensibilité au bruit, ainsi que la robustesse et l’exactitude
des PINNs, des données sans bruit et des données avec 5% de bruit blanc additif (bruit gaussien
avec une moyenne de 0 et un écart-type de 5% des données) ont été utilisées dans l’identification.
Ces données sont présentées dans la figure 4.14(b).

Dans le cadre de l’identification des paramètres mécaniques, les paramètres E et ν doivent
être définis comme des variables. Après avoir imposé des valeurs initiales E0 = 1 GPa et
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Figure 4.14 – Définition des groupes des champs de déplacement utilisées avec du bruit et
sans bruit dans l’identification des paramètres mécaniques avec les PINNs.

ν0 = 0.1, ces deux nouvelles variables sont mises à jour en fonction du nombre d’itérations.
Ainsi, l’objectif des PINNs dans l’identification des paramètres devient :

{θ∗
RN , E

∗, ν∗} = arg min
θRN , E, ν

lT OT (x, θRN , E, ν) (4.37)

Il est important de noter que, bien que les données de sortie des PINNs soient contraintes
par des équations physiques et des conditions aux limites définies, les PINNs ne peuvent pas
directement restreindre les intervalles des paramètres à identifier. Par conséquent, la transfor-
mation des variables est cruciale pour identifier avec précision les valeurs des paramètres. Pour
garantir que la valeur minimale de E soit supérieure à 0 et sa valeur maximale inférieure à 22
GPa, et que ν soit toujours positif mais inférieur à 0.5, la relation entre les valeurs initiales E0,
ν0 et les valeurs transformées Ẽ0, ν̃0 est obtenue à travers l’équation (4.38) :

E0 = 11
(
tanh(Ẽ0) + 1

)
, ν0 = 0.25 (tanh(ν̃0) + 1) (4.38)

Par conséquent, pour contraindre les paramètres identifiés dans des intervalles souhaités,
les paramètres E et ν doivent être remplacés par 11

(
tanh(Ẽ) + 1

)
et 0.25 (tanh(ν̃) + 1) dans

les PINNs.
D’après l’analyse des pertes et des résultats obtenus par les différents modèles de PINNs

dans l’application des problèmes directs, l’adimensionnement des variables permet d’améliorer
significativement l’exactitude des résultats obtenus. Cependant, les valeurs des paramètres élas-
tiques étant inconnues, l’application de l’adimensionnement des variables nécessite l’utilisation
de l’équation (4.16) pour déterminer le module caractéristique µc. Les détails du calcul sont
illustrés ci-dessous :

x
lc
, σc = max(p), uc = max(um), µc = lc

ucσc

(4.39)
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Les paramètres à identifier, comme indiqué dans l’équation (4.38), doivent être convertis en
variables adimensionnées pour assurer la précision des résultats identifiés. Cette conversion est
réalisée comme suit dans l’équation (4.40) :Ê0 = E0

µc

=
11
(
tanh(Ẽ0) + 1

)
µc

ν̂0 = ν0 = 0.25 (tanh(ν̃0) + 1)
(4.40)

La configuration des hyperparamètres est identique à celle du problème direct. Le volume
du réseau VRN est de 6 × 80, avec 6 couches cachées comportant 80 neurones chacune. La
fonction d’activation utilisée est tanh, et l’optimiseur est Adam. Pour garantir que les valeurs
des paramètres identifiés soient stables à la fin du calcul, l’entraînement global comprend 20000,
20000, 20000 et 40000 itérations, avec des taux d’apprentissage de 10−3, 5 10−4, 3 10−4 et 10−4,
respectivement, soit un total de 100000 itérations.

De même, dans la configuration du PINNT, les définitions des pertes scalaires et les fonctions
de perte sur les équations d’équilibre et les conditions aux limites restent inchangées, comme
le montre les équations suivantes :

lEDP = WEDPEQM
(
∇x̂σ̂

RN
)

+WmixteEQM
(
σ̂RN − σ̂(ûRN)

)
(4.41)

lCL =WCLLCL

=WCL1EQM
(
σ̂RN

1 · n− p̂
)

+WCL2EQM
(
σ̂RN

2 · n
)

+WCL4EQM
(
σ̂RN

4 · n
)

+WCL5EQM
(
σ̂RN

5 · n
)

+ wCL3EQM
(
v̂RN

3

)
(4.42)

Cependant, pour minimiser les différences entre les déplacements obtenus par les PINNs
et le champ de déplacement utilisées dans l’identification um, une nouvelle fonction de perte
Lm pour les données de contraintes supplémentaires doit être mise en place. Son expression est
donnée par :

Lm = EQM
(
uRN − um

)
lm = WmLm

(4.43)

Où Wm est le vecteur de poids de perte pour les mesures, et um est le champ de déplacement
surfacique mesuré. Ainsi, en prenant la donnée de contrainte supplémentaire sur le point O, la
perte lDCS et la perte totale lT OT s’écrivent comme ci-dessous :

lDCS = wDCSEQM
(
ûRN

O

)
+ lm

lT OT = lEDP + lCL + lDCS

(4.44)

Les configurations des PINNs utilisant des techniques avancées sont identique à celles uti-
lisées dans la modélisation (section 4.4.1.2). Par rapport aux problèmes directs, la seule mo-
dification concerne la MAAP : l’intégration d’une fonction de perte de mesure supplémentaire
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dans l’optimiseur entraîne une augmentation du nombre de poids de perte à ajuster. Toutes les
autres configurations restent identiques à celles de la modélisation.

Selon ces configurations des différents modèles de PINNs, les entraînements sont effectués
avec 100000 itérations. Les valeurs des paramètres identifiés obtenues par ces modèles seront
comparées aux valeurs de référence dans la sous-section suivante.

4.5.2 Comparaison des paramètres identifiés avec les valeurs de ré-
férence

Similaire à l’application des PINNs dans les problèmes directs, avant d’analyser les para-
mètres identifiés, les pertes scalaires en fonction du nombre d’itérations sont d’abord illustrées.

4.5.2.1 Comparaison des pertes des PINNs dans l’identification des paramètres
mécaniques

La figure 4.15 représente les pertes scalaires lEDP , lCL, lDCS et lm obtenues dans l’identifica-
tion des paramètres mécaniques avec les données sans bruit et les données bruitées. Pour mieux
observer les pertes scalaires obtenues à partir des données mesurées, leurs valeurs ne sont pas
tracées dans les pertes des données de contrainte supplémentaires.

Étant donné que dans l’identification des paramètres, le seul changement est que les para-
mètres E et ν sont transformés en variables. Bien que le champ de déplacement surfacique sur
les points de mesure ait été ajouté dans les PINNs, il ne contient pas de déplacements sur Γ3.
Ainsi, d’après cette figure, pour les données sans bruit ou les données bruitées, la plupart des
variations de lEDP , lCL, lDCS dans l’identification des paramètres sont similaires à celles dans
la modélisation numérique.

Pour l’IECL, l’analyse de la distribution des erreurs de ∇x̂σ̂
RN dans l’application des pro-

blèmes directs montre que les pertes élevées de lEDP de ce modèle sont principalement causées
par les erreurs importants de ∇x̂σ̂

RN aux frontières. Cependant, dans l’identification des pa-
ramètres, la valeur de lEDP devient aussi faible que celle du PINNT. Ainsi, considérant que
les valeurs de lEDP de l’IECL sont assez similaires dans l’identification avec les données sans
bruit et les données bruitées, une comparaison des erreurs de ∇x̂σ̂

RN entre le PINNT et l’IECL
dans l’identification avec les données sans bruit a été réalisée, comme le montre la figure 4.16.
D’après la figure 4.16, l’ajout des déplacements surfaciques permet de réduire significativement
ces erreurs aux frontières. Par conséquent, lEDP de l’IECL est bien réduit dans l’identification
avec les données de mesure. Globalement, les pertes obtenues par le PINNT, la MAA, l’IECL
et la MAAP sont plus faibles que celles du RNP.

De plus, les valeurs des pertes avec les données bruitées deviennent relativement stables plus
tôt que les valeurs des pertes avec les données sans bruit. Cependant, les différences sur leurs
valeurs finales ne sont pas significatives. Après 100000 itérations, les valeurs de lEDP se situent
entre 10−4 et 10−5, et lCL varient de 10−5 à 10−6 pour tous les modèles.

Pour lDCS, en raison de la simplicité de la contrainte, leurs valeurs obtenues sont très faibles
et présentant une large plage de variation. Après 100000 itérations, lDCS varient de 10−8 à 10−9.

Pour les pertes scalaires lm illustrées dans les figures 4.15(g) et 4.15(h), lorsque les données
sans bruit sont utilisées dans les PINNs, tous les modèles parviennent à minimiser ces pertes
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Figure 4.15 – Comparaison des pertes scalaires obtenues par les différents modèles de PINNs
dans l’identification des paramètres mécaniques.
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(a) PINNT

(b) IECL

Figure 4.16 – Distribution des erreurs de l’équation de l’équilibre pour le PINNT et l’IECL
dans l’identification des paramètres mécaniques avec les données sans bruit.

autour d’une valeur d’environ 4 10−6. En revanche, lorsque les PINNs utilisent les données
bruitées pour réaliser l’identification, les valeurs de lm se stabilisent plus tôt, avec une valeur
finale d’environ 5.3 10−4.

Étant donné que les PINNs contraignent les données de sortie par les équations d’équilibre
et les conditions aux limites définies par l’optimiseur, même si les données utilisées dans les
modèles sont bruitées, ces contraintes empêchent les modèles de surajuster les données bruitées.
Par conséquent, même en présence de données bruitées, les PINNs peuvent maintenir la stabilité
des valeurs de perte, améliorant ainsi la robustesse et la fiabilité du modèle.

4.5.2.2 Comparaison des paramètres identifiés obtenus par les PINNs

Ensuite, pour mieux analyser les valeurs des paramètres identifiés pendant l’entraînement,
les valeurs de E et ν identifiées pour tous les modèles de PINN en fonction du nombre d’itéra-
tions sont illustrées dans la figure 4.17.

Selon la figure 4.17, les valeurs identifiées de E commencent à se stabiliser entre 40000 et
60000 itérations, tandis que les valeurs identifiées de ν commencent à se stabiliser à partir de
80000 itérations. Parmi tous les modèles utilisés pour l’identification avec des données sans
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Figure 4.17 – Paramètres identifiés avec les données sans bruit et les données bruitées pour
tous les modèles de PINNs.
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bruit ou avec bruit, les courbes de variation de E et ν sont similaires. Cela confirme que les
PINNs ne sont pas très sensibles au bruit lors de l’identification des paramètres.

Il est intéressant de noter que, par rapport aux autres modèles, le RNP obtient de meilleurs
résultats d’identification des paramètres au cours de ces 100000 itérations. Cette performance
ne peut pas être déterminée uniquement en se basant sur les valeurs des pertes obtenues.

Selon les valeurs de lm illustrées dans les figures 4.15(g) et 4.15(h), que les données soient
sans bruit ou bruitées, tous les modèles présentent des valeurs faibles de lm, ce qui indique
que les champs de déplacement obtenus par ces modèles sont très proches des données utilisées
pour l’identification. Cependant, en raison des caractéristiques du RNP, les réseaux de neurones
indépendants permettent d’éviter l’influence de l’interaction entre les données de sortie causée
par le réseau de neurones, afin de capturer avec plus de précision les détails sur la relation phy-
sique entre chaque variable. Ainsi, en se basant sur la contrainte des déplacements surfaciques
(données sans bruit et données bruitées), le RNP peut obtenir un champ de contrainte plus
précis, fournissant des paramètres identifiés plus précis comparés aux autres modèles.

Néanmoins, en raison de l’absence de données de Γ3 dans les mesures, les erreurs sur u
et σxx empêchent l’optimiseur de réduire davantage les pertes lEDP et lCL. Surtout pour le
RNP, en raison de l’absence d’interactions entre les données de sortie obtenues par le réseau de
neurones, les résultats obtenus sur cette frontière produisent des pertes plus élevées. C’est la
raison principale pour laquelle la valeur de perte du modèle RNP est plus élevée que celle des
autres modèles, mais les données obtenues sont plus précises.

Pour l’IECL, les paramètres identifiés obtenus par ce modèle sont meilleurs que ceux du
PINNT, de la MAA et de la MAAP. D’après la comparaison des résultats obtenus par les
différents modèles pour la modélisation numérique, les champs de déplacement et de contraintes
obtenus par l’IECL sont plus proches de ceux de la MEF. Ainsi, les valeurs des paramètres
identifiés par ce modèle sont également plus précises que celles des trois autres modèles.

Étant donné que les paramètres identifiés sont déjà relativement stables à 100000 itérations,
les valeurs identifiées de E et ν ainsi que leurs erreurs relatives à 100000 itérations, comme le
montre le tableau 4.2, ont été utilisées pour analyser davantage la performance des différents
modèles de PINN dans l’identification des paramètres.

Tableau 4.2 – Paramètres identifiés avec les erreurs relatives à 100000 itérations pour tous
les modèles de PINN (Valeur de référence : E = 8.83 GPa, ν = 0.216).

Paramètres Bruit PINNT RNP MAA IECL MAAP

E (GPa) 0% 8.94(1.29%) 8.87(0.54%) 8.94(1.26%) 8.92(1.11%) 8.93(1.22%)
5% 8.97(1.64%) 8.91(1.00%) 8.97(1.59%) 8.95(1.42%) 8.96(1.53%)

ν
0% 0.202(6.23%) 0.212(1.66%) 0.203(5.77%) 0.207(4.00%) 0.202(6.14%)
5% 0.198(8.15%) 0.208(3.34%) 0.198(7.93%) 0.204(5.31%) 0.199(7.76%)

À partir de ce tableau, les paramètres identifiés par le RNP sont les meilleurs comparés
aux autres modèles, comme indiqué dans la figure 4.17. Pour le module de Young E, avec les
données sans bruit, les valeurs obtenues par le PINNT, la MAA, l’IECL et la MAAP varient
entre 8.92 GPa (1.11%) et 8.94 GPa (1.29%). Avec les données bruitées, leurs valeurs obtenues
varient de 8.95 GPa (1.42%) à 8.97 GPa (1.64%). Pour le RNP, les valeurs de E identifiées avec
les données sans bruit et les données bruitées sont de 8.87 GPa (0.54%) et 8.91 GPa (0.91%),
respectivement.
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Pour le coefficient de Poisson ν, avec les données sans bruit, les valeurs obtenues par le
PINNT, la MAA, l’IECL et la MAAP varient entre 0.202 (6.23%) et 0.207 (4.00%). Avec les
données bruitées, leurs valeurs obtenues varient de 0.198 (8.15%) à 0.204 (5.31%). Pour le RNP,
les valeurs de ν identifiées avec les données sans bruit et les données bruitées sont 0.212 (1.66%)
et 0.208 (3.34%), respectivement.

Parmi ces résultats, grâce à l’adimensionnement des variables, les efficacités de la MAA et
de la MAAP ne se manifestent pas de manière significative dans l’identification des paramètres
mécaniques, similaire à l’application des problèmes directs. Ainsi, les valeurs des paramètres
identifiés sont presque identiques à celles du PINNT.

De plus, la différence de E identifié entre les données sans bruit et les données bruitées n’est
pas significative, passant de 0.03 GPa (0.33%) à 0.04 GPa (0.45%). En revanche, la différence de
ν identifié entre les données sans bruit et les données bruitées est légèrement plus importante.
Cette différence varie entre 0.003 (1.38%) et 0.005 (2.31%) pour tous les modèles. Ces différences
démontrent également que les modèles PINNs, en intégrant les équations d’équilibre et les
conditions aux limites définies, peuvent efficacement prévenir le surajustement dû à l’utilisation
de données bruitées. Cela réduit ainsi l’écart entre les résultats de l’identification des paramètres
obtenus avec des données bruitées et ceux obtenus avec des données sans bruit.

Pour la MAA et la MAAP, grâce à l’adimensionnement des variables, leurs efficacités ne
se manifestent pas de manière significative dans l’identification des paramètres mécaniques,
similaire à la modélisation numérique. Ainsi, les valeurs des paramètres identifiés sont presque
identiques à celles du PINNT.

4.5.3 Conclusion

Pour illustrer l’application des PINNs dans l’identification des paramètres mécaniques, les
mêmes modèles que ceux utilisés pour les problèmes directs ont été employés : le PINNT, le
RNP, la MAA, l’IECL et la MAAP. Dans cette application, les données utilisées dans l’iden-
tification proviennent du champ de déplacement surfacique obtenu par la MEF, en utilisant
les paramètres des matrices ettringitiques, soit E = 8.83 GPa et ν = 0.216, lors d’un essai de
compression sur une plaque à un trou. Afin de démontrer l’insensibilité au bruit, ainsi que la
robustesse et l’exactitude des PINNs, des champs de déplacement sans bruit et avec 5% de bruit
blanc additif (bruit gaussien avec une moyenne de 0 et un écart-type de 5% des déplacements
mesurés) ont été utilisés pour l’identification et la comparaison des valeurs des paramètres
identifiés.

Par rapport à l’application des problèmes directs, les principaux changements dans l’iden-
tification des paramètres incluent la transformation des paramètres à identifier en variables de
réseau de neurones et l’intégration des données mesurées dans les données de contrainte supplé-
mentaires. Cela permet de résoudre divers problèmes sans nécessiter de modifications majeures,
ce qui constitue l’un des avantages significatifs des PINNs.

Selon la comparaison des pertes entre les différents modèles, après 100000 itérations d’en-
traînement avec différents taux d’apprentissage, les pertes de tous les modèles sont faibles et
montrent une tendance à la stabilité. Le PINNT, la MAA, l’IECL et la MAAP présentent des
valeurs de perte similaires, tandis que celles du RNP sont légèrement plus élevées.

L’ajout des déplacements surfaciques permet de réduire significativement les erreurs causés
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par le calcul des équations d’équilibre sur les frontières de la plaque, rendant les valeurs de lEDP

de l’IECL aussi faibles que celles du PINNT.
D’après l’analyse des valeurs des paramètres identifiés pour les différents modèles, les diffé-

rences entre les résultats obtenus avec les données sans bruit et les données bruitées ne sont pas
significatives. Pour le module de Young E, tous les modèles permettent d’obtenir des valeurs
comprises entre 8.87 GPa (0.54%) et 8.94 GPa (1.29%) avec les données sans bruit. Avec les
données bruitées, les valeurs identifiées varient entre 8.91 GPa (1.00%) et 8.97 GPa (1.64%).
Pour le coefficient de Poisson ν, les valeurs identifiées se situent entre 0.202 (6.23%) et 0.212
(1.66%) avec les données sans bruit. Avec les données bruitées, tous les modèles permettent
d’obtenir des valeurs comprises entre 0.198 (8.15%) et 0.208 (3.34%).

Parmi ces résultats, le RNP peut obtenir les meilleurs résultats. En effet, sa structure de
réseaux de neurones indépendants permet de détecter plus précisément les détails sur la relation
physique entre chaque variable de sortie (le champ de déplacement et le champ de contrainte).

Pour l’IECL, ce modèle peut également obtenir de meilleurs résultats que le PINNT, la MAA
et la MAAP. Selon l’analyse des résultats obtenus des différents modèles dans la modélisation
numérique, les champs de déplacement et de contrainte obtenus par l’IECL sont plus précis que
ceux des autres modèles. Ainsi, les valeurs de E et ν identifiées sont également plus proches
des valeurs de référence.

Pour les modèles MAA et MAAP, l’adimensionnement des variables a déjà considérable-
ment amélioré les performances du PINNT. Ainsi, dans l’application de l’identification des
paramètres, ces deux modèles n’ont pas montré d’amélioration significative par rapport au
PINNT, ce qui fait que les valeurs des paramètres identifiés sont presque identiques à celles
obtenues avec le PINNT.

Bien que les valeurs des paramètres identifiés obtenues en utilisant ces modèles individuels
soient acceptables, elles présentent encore une certaine distance par rapport aux techniques
établies telles que la méthode de recalage par éléments finis et la méthode des champs virtuels.
Cependant, l’application combinée de divers modèles pourrait produire des résultats plus précis.
Par exemple, l’étude de Wu et al. [206] ont combiné la méthode d’échantillonnage, le RNP et
une autre méthode de l’IECL pour identifier les paramètres élastiques E et ν dans un essai de
poutre en porte-à-faux. Selon leurs résultats, les meilleures valeurs identifiées pour E et ν ont
des erreurs relatives de 0.047% et 0.539%, respectivement. Par conséquent, les modèles PINNs
peuvent apporter une contribution significative au domaine de l’identification des paramètres
à l’avenir.

4.6 Applications des PINNs à l’identification des condi-
tions aux limites en mécanique des solides

L’identification des conditions aux limites est cruciale dans de nombreux problèmes inverses
en mécanique des solides, où les conditions exactes aux frontières ne sont pas toujours directe-
ment mesurables. Les PINNs relèvent ce défi en traitant les conditions aux limites comme des
variables à identifier, en combinant des données de mesure et des contraintes physiques dans
un cadre unifié.

Pour illustrer l’application des PINNs dans l’identification des conditions aux limites, l’es-
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sai de compression sur une plaque à un trou a été utilisé avec deux ensembles de données : un
ensemble de champs de déplacement surfaciques, comme dans l’identification des paramètres
mécaniques, et un ensemble de champs de déplacement aux frontières. De plus, afin de détermi-
ner l’effet du bruit dans l’identification des conditions aux limites avec les PINNs, des données
sans bruit et des données bruitées ont également été employées.

4.6.1 Configurations numériques des PINNs dans l’identification des
conditions aux limites

L’identification des conditions aux limites a été réalisée dans une phase linéaire avec une loi
de comportement symétrique. Le champ de déplacement utilisé pour l’identification, um, com-
prend à la fois le champ de déplacement surfacique et le champ de déplacement aux frontières
obtenus à partir de l’essai de compression avec la pression appliquée pc = ⟨0, 1⟩ MPa sur une
plaque à un trou. La géométrie de la plaque et les points de mesure sont illustrés dans la figure
4.18. Par conséquent, dans l’identification des conditions aux limites avec les PINNs, il y a 854
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Figure 4.18 – Géométrie de la plaque à un trou et définition des points de mesure pour le
champ de déplacement surfacique et le champ de déplacement aux frontières.

points intégrés dans tous les modèles. Le groupe du champ de déplacement surfacique contient
584 points de mesure, et le groupe de déplacement aux frontières contient 38 points de mesure
situés sur les frontières Γ2 et Γ4.

Pour illustrer l’insensibilité au bruit, ainsi que la robustesse et l’efficacité des PINNs dans
l’identification des conditions aux limites, des données sans bruit et avec 5% de bruit blanc
additif (bruit gaussien avec une moyenne de 0 et un écart-type de 5% des déplacements utilisés)
ont été utilisées. Avec les paramètres élastiques des matrices ettringitiques définis (E = 8.83
GPa et ν = 0.216) dans la MEF, les champs de déplacement surfacique et aux frontières, avec
et sans bruit, sont illustrés dans la figure 4.19.

Dans le cadre de l’identification des conditions aux limites, en considérant que la condition
de chargement est inconnue, deux nouvelles variables px et py sont définies, avec p = ⟨px, py⟩.
Avec des valeurs initiales de px0 = 0.1 MPa et py0 = 0.1 MPa, mises à jour au cours des
itérations, l’objectif des PINNs pour l’identification des conditions aux limites devient :
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Figure 4.19 – Définition des ensembles des champs de déplacement surfacique et de déplace-
ment aux frontières utilisées avec du bruit et sans bruit dans l’identification des conditions aux
limites.
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{
θ∗

RN , p
∗
x, p

∗
y

}
= arg min

θRN , px, py

lT OT (x, θRN , px, py) (4.45)

Pour tous les modèles des PINNs, les hyperparamètres sont configurés de la même manière
que pour l’identification des paramètres. Le volume du réseau neuronal VRN est de 6 × 80,
avec 6 couches cachées de 80 neurones chacune. La fonction d’activation utilisée est tanh, et
l’optimiseur employé est Adam. L’entraînement global se déroule en quatre étapes de 20000,
20000, 20000 et 40000 itérations, avec des taux d’apprentissage respectifs de 10−3, 5 10−4, 3 10−4

et 10−4, pour un total de 100000 itérations.
Pour la configuration du PINNT, avec la formulation des variables mixtes, les variables

d’entrée des PINNs sont les coordonnées x et y, tandis que les variables de sortie sont le champ
de déplacement u et le champ de contrainte σ.

Contrairement à l’identification des paramètres mécaniques, les valeurs de px et py n’ont
pas besoin d’être contraintes. Ainsi, la transformation des variables n’est pas nécessaire. Pour
l’adimensionnement des variables, en raison de l’absence de condition de chargement, l’utilisa-
tion de l’équation (4.16) est indispensable pour déterminer la contrainte caractéristique σc. Les
détails du calcul sont illustrés ci-dessous :

x
lc
, µc = µ

µ̂
, , uc = max(um), σc = lc

ucµc

(4.46)

Où µ est le module de cisaillement, déterminé par le module de Young E et le coefficient de
Poisson ν, et µ̂ est le module de cisaillement adimensionné avec une valeur de 1. Ainsi, pour
assurer la précision des conditions aux limites identifiées, les variables adimensionnées p̂x et p̂y

sont utilisées dans les calculs des fonctions de perte. Ces deux variables adimensionnées sont
déterminées par l’équation suivante :

p̂x = pxσc, p̂y = pyσc, p̂ = ⟨p̂x, p̂y⟩ (4.47)

Où p̂ représente la pression adimensionnée à identifier. Pour les définitions des fonctions
de perte et des pertes scalaires, LEDP et lEDP restent invariants, comme le montre l’équation
suivante :

lEDP = WEDPEQM
(
∇x̂σ̂

RN
)

+WmixteEQM
(
σ̂RN − σ̂(ûRN)

)
(4.48)

Bien que les conditions aux limites sur Γ1 soient inconnues, afin de relier le champ de
contraintes obtenu par le réseau de neurones σ̂RN à la pression p̂, LCL et lCL restent également
inchangées, comme le montre l’équation suivante :

lCL =WCLLCL

=WCL1EQM
(
σ̂RN

1 · n− p̂
)

+WCL2EQM
(
σ̂RN

2 · n
)

+WCL4EQM
(
σ̂RN

4 · n
)

+WCL5EQM
(
σ̂RN

5 · n
)

+ wCL3EQM
(
v̂RN

3

)
(4.49)

De manière similaire à l’identification des paramètres mécaniques, afin de minimiser les
différences entre le champ de déplacement adimensionné ûRN et le champ de déplacement
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utilisé dans l’identification ûm, la fonction de perte Lm et la perte scalaire lm sont ajoutées à
LDCS et lDCS. Par conséquent, la perte lDCS et la perte totale lT OT sont décrites comme suit :

lDCS = wDCSEQM
(
ûRN

O

)
+WmEQM

(
uRN − um

)
lT OT = lEDP + lCL + lDCS

(4.50)

Par ailleurs, pour évaluer plus facilement les erreurs des conditions aux limites identifiées
pendant l’entraînement, une perte scalaire lp est définie comme indiqué dans l’équation ci-
dessous :

lp = EQM(p̂− p̂c) (4.51)

Il est important de noter que lp ne participe pas au calcul. Cette valeur est uniquement
destinée à une meilleure analyse des conditions aux limites identifiées.

Dans l’identification des conditions aux limites, la plupart des configurations des PINNs uti-
lisant des techniques avancées sont similaires à celles utilisées dans la modélisation et l’identifi-
cation des paramètres. Les configurations de RNP et MAA restent invariantes. Pour la MAAP,
en raison de l’ajout d’une fonction de perte de mesure supplémentaire dans l’optimiseur, le
nombre de poids de perte à ajuster augmente également.

La modification la plus importante parmi ces modèles concerne l’IECL. Avec l’adimension-
nement des variables, les données de sortie adimensionnées de ce modèle sont construites avec
F (x̂), une fonction spéciale ayant la valeur de 0 aux frontières où les conditions aux limites sont
connues, et G(x̂), qui représente les valeurs exactes des conditions aux limites connues, ainsi
que les données de sortie adimensionnées ûRN et σ̂RN . La fonction F (x̂) est composée de 5 fonc-
tions de distance approximative pour les 5 variables de sortie, Fi, avec i = û, v̂, σ̂xx, σ̂xy, σ̂yy.
La fonction G(x̂) est constituée d’un petit réseau de neurones, ses données de sortie étant Gi,
avec i = û, v̂, σ̂xx, σ̂xy, σ̂yy.

Étant donné que les conditions de chargement sont inconnues, les fonctions F (x̂) et G(x̂)
doivent être également modifiées. Avec la normale sortante n1 = ⟨0, 1⟩, les valeurs de σ̂xy et σ̂yy

sont inconnues sur Γ1. Ainsi, les composants Fû, Fv̂, Fσ̂xx et Gû, Gv̂, Gσ̂xx restent inchangés.
Pour Fσ̂xy , elle ne prend en compte que les valeurs nulles sur les frontières Γ2 et Γ4. Étant

donné que les valeurs de σ̂yy sont inconnues sur tout le domaine, la valeur de Fσ̂yy est définie
également à 1 sur tout le domaine. Afin de ne pas affecter les valeurs des conditions aux limites
identifiées, la valeur de Gσ̂xy est réglée à 0 sur Γ1, et celle de Gσ̂yy est réglée à 0 sur tout le
domaine. Après les modifications, les valeurs de Fi et Gi dans l’identification des conditions
aux limites sont visualisées sur les figures 4.20 et 4.21.

Peu importe l’ensemble de déplacements utilisé, les configurations des PINNs pour l’identi-
fication des conditions aux limites restent identiques. Suivant ces configurations, l’entraînement
a été effectué sur 100000 itérations. Les identifications des conditions aux limites par ces mo-
dèles ont été réalisées en utilisant deux ensembles de champs de déplacement. Les analyses des
résultats sont présentées dans la sous-section suivante.
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ŷ

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(e) F ˆσxy

Figure 4.20 – Les valeurs de la fonction F (x̂) obtenues par les fonctions de distance approxi-
mative pour les variables de sortie adimensionnées.
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Figure 4.21 – Les valeurs de la fonction G(x̂) obtenues par un petit volume de réseau de
neurones pour les valeurs des conditions aux limites connues.
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4.6.2 Comparaison des conditions identifiées avec le champ de dé-
placement surfacique

Tout d’abord, l’analyse des conditions identifiées avec le champ de déplacement surfacique
est présentée ci-dessous.

4.6.2.1 Comparaison des pertes des PINNs dans l’identification des conditions
aux limites

La figure 4.22 montre les pertes scalaires lEDP , lCL, lDCS et lm obtenues dans l’identification
des conditions aux limites en utilisant les déplacements surfaciques. Pour mieux observer les
pertes scalaires lm obtenues à partir des données mesurées, leurs valeurs ne sont pas incluses
dans les pertes des données de contrainte supplémentaires. Ainsi, lDCS ne prend en compte que
la perte de déplacement u nul au point O.

D’après cette figure, le RNP présente des valeurs plus élevées de lEDP , lCL et lDCS. Selon
l’analyse des erreurs relatives normalisées dans la modélisation numérique, tous les modèles
montrent des erreurs significatives pour u et σxx sur Γ3. Pour réduire ces erreurs, il est essentiel
de fournir des informations supplémentaires sur cette frontière. Bien que des champs de déplace-
ment surfaciques supplémentaires aient été ajoutés dans les PINNs, Γ3 ne contient pas de points
de mesure. De plus, en raison de la construction du RNP, l’interaction entre les variables de
sortie est minimisée. Cette caractéristique permet d’identifier les paramètres mécaniques avec
plus de précision, mais elle rend le modèle moins flexible pour ajuster les interactions complexes
entre les variables. Cela peut entraîner des pertes plus élevées dans les champs de déplacement
et de contrainte obtenus. Ainsi, en l’absence de données supplémentaires sur Γ3, les valeurs de
lEDP et lCL pour le RNP sont plus élevées par rapport aux autres modèles, comme observé
dans la modélisation numérique et l’identification des paramètres mécaniques.

Pour le PINNT, la MAA, l’IECL et la MAAP, les valeurs des lEDP , lCL et lDCS restent au
même niveau. Ces valeurs sont assez faibles, indiquant que les champs de déplacement et de
contrainte obtenus sont précis.

Pour la MAA, étant donné que les améliorations basiques ont déjà significativement amélioré
les performances de tous les modèles de PINNs, elle n’apporte aucune amélioration évidente,
et ses valeurs de pertes sont similaires à celles du PINNT.

L’IECL permet aux données de sortie de respecter strictement les conditions aux limites
définies. Ainsi, les champs de déplacement et de contrainte sont plus précis. Cependant, en
raison de cette caractéristique, son lEDP est plus facilement élevé par rapport aux autres modèles
en raison des erreurs dans l’équation d’équilibre, particulièrement aux frontières. Cependant,
similaire à la comparaison des pertes obtenues dans l’identification des paramètres, grâce au
champ de déplacement supplémentaire utilisé, ces erreurs sont bien réduites, permettant au
lEDP de l’IECL d’être similaire à celui du PINNT.

Pour la MAAP, les pertes sont légèrement supérieures à celles du PINNT, de la MAA et
de l’IECL. La MAAP ajuste dynamiquement les poids de perte en fonction du ratio entre la
perte actuelle et les pertes précédentes. Pour identifier la condition de chargement inconnue,
la variable p est connectée au champ de contraintes sur Γ1 via la fonction de perte dans les
PINNs. Cependant, cette connexion rend la perte lCL correspondante sur Γ1 particulièrement
faible et difficile à minimiser davantage. En conséquence, la MAAP augmente le poids associé,
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(f) lDCS avec les données bruitées

0 20000 40000 60000 80000 100000

Itération

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

l m

PINNT

RNP

MAA

IECL

MAAP

MAA

IECL

MAAP

(g) lm avec les données sans bruit
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Figure 4.22 – Comparaison des pertes scalaires obtenues par les différents modèles de PINNs
dans l’identification des conditions aux limites avec le champ de déplacement surfacique.
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réduisant ainsi l’optimisation de lEDP et des autres composantes de lCL.
Globalement, les valeurs des lEDP , lCL et lDCS avec les données sans bruit sont similaires

à celles obtenues avec les données bruitées après 10000 itérations pour tous les modèles, les
différences entre elles ne sont pas significatives, indiquant l’insensibilité au bruit des PINNs.
Après 100000 itérations, les valeurs de lEDP se trouvent entre 10−4 et 10−5, et lCL varie de 10−5

à 10−6.
En raison de la contrainte simple imposée au déplacement adimensionné ûRN

O à 0, les valeurs
de lDCS obtenues sont extrêmement faibles et montrent une grande variabilité. Après 100000
itérations, lDCS se situent entre 10−8 et 10−9.

La perte lm est plus difficile à minimiser avec les données sans bruit par rapport à celle de
l’identification des paramètres. En revanche, grâce aux contraintes des équations d’équilibre et
des conditions aux limites sur les autres frontières définies, lm se stabilise plus rapidement à
une valeur relativement grande avec les données bruitées. Après 100000 itérations, les valeurs
de lm avec les données sans bruit se situent entre 10−5 et 3 10−6. Avec les données bruitées,
tous les modèles présentent des valeurs autour de 5.3 10−4.

4.6.2.2 Comparaison des conditions aux limites identifiées par les PINNs

Pour évaluer la précision des valeurs des conditions de chargement identifiées pendant l’en-
traînement, les pertes lp de tous les modèles en fonction du nombre d’itérations sont illustrées
dans la figure 4.23.
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Figure 4.23 – Comparaison des pertes scalaires lp obtenues par les différents modèles de PINNs
dans l’identification des conditions aux limites avec le champ de déplacement surfacique.

Selon la figure 4.23, les valeurs de lp diminuent avant de ré-augmenter, ce qui traduit une
instabilité principalement causée par les contraintes souples des EDPs et des conditions aux
limites définies. D’après la figure 4.22, les pertes restent relativement stables à 100000 ité-
rations avec de faibles magnitudes, indiquant que tous les modèles ont convergé. Cependant,
pour réduire ces pertes, les valeurs des conditions à identifier continuent d’être ajustées pendant
l’entraînement. De plus, l’instabilité de calcul est plus évidente lors de l’identification avec des
données bruitées, car le bruit influence significativement l’augmentation de lp. Ce comporte-
ment rappelle celui observé avec la méthode de minimisation de la fonctionnelle erreur. Par
conséquent, il est nécessaire de développer un critère d’arrêt spécifique pour les PINNs dans
l’identification des conditions aux limites afin d’éviter le surajustement des variables à identifier.
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D’après cette figure, l’IECL permet d’identifier la condition de chargement avec plus de
précision. En intégrant directement les conditions aux limites dans les données de sortie, ce
modèle montre une meilleure performance dans la modélisation numérique et l’identification
des conditions aux limites.

Par ailleurs, la MAA et la MAAP n’améliorent pas les résultats de l’identification, et leurs
lp sont toujours plus élevés que celui du PINNT.

La MAA ajuste la pente de la fonction d’activation en introduisant une nouvelle variable,
βadapt, afin de minimiser la perte totale pendant l’entraînement. Cependant, ce modèle peut
entraîner une baisse de précision dans l’identification des conditions aux limites. Lorsque la
valeur de p identifiée est imprécise, l’ajustement de βadapt permet de réduire la perte totale, ce
qui peut conduire à une plus grande divergence entre la valeur identifiée et la valeur de référence.
Par conséquent, la MAA n’est pas adaptée à utiliser dans l’identification des conditions aux
limites.

La MAAP ajuste dynamiquement les poids des pertes pendant l’entraînement, ce qui peut
nuire à la précision de l’identification des conditions aux limites. En ajustant les poids, la
MAAP peut accorder trop d’importance aux pertes liées à p et aux contraintes obtenues par
le réseau de neurones sur Γ1, modifiant ainsi la direction de l’optimisation et dégradant la
précision des résultats d’identification. De plus, lorsque les données bruitées sont utilisées, la
MAAP peut augmenter le poids de lm en raison de valeurs invariantes, ce qui conduit à des
résultats d’identification moins précis par rapport au PINNT. Par conséquent, la MAAP n’est
pas appropriée pour l’identification des conditions aux limites.

D’après la comparaison des pertes, la structure du RNP produit des champs de déplacement
et de contrainte moins précis que le PINNT. Ainsi, la valeur de p obtenue est plus éloignée de la
valeur de référence. Par conséquent, ce modèle ne présente pas d’avantage dans l’identification
des conditions aux limites.

Dans la figure 4.23, les points de différentes couleurs sont utilisés pour marquer les valeurs
les plus faibles de lp pour chaque modèle. Toutes les figures suivantes comparant les valeurs de
p identifiées et celles de référence sont réalisées uniquement avec la valeur minimale de lp.

Afin de représenter plus efficacement l’erreur entre la condition de chargement identifiée et
celle de référence pc, similaire à la comparaison des résultats dans la modélisation numérique,
l’erreur relative normalisée, définie par l’erreur absolue par rapport à la pression maximale (1
MPa), a été utilisée.

Pour une analyse détaillée, on se concentre sur la figure 4.24, qui illustre la comparaison de
la condition de chargement identifiée par le PINNT et la condition de chargement de référence.
Les autres figures présentant des comparaisons similaires pour les différents modèles de PINNs
sont fournies en annexe D.3.

Selon la figure 4.24, la condition de chargement identifiée avec les données bruitées ne
présente pas de grands écarts par rapport à celle avec les données sans bruit, ce qui confirme
également l’insensibilité des PINNs. Dans l’ensemble, toutes les valeurs identifiées oscillent
autour des valeurs de référence. Il est à noter que pour px, certaines valeurs identifiées avec les
données bruitées sont meilleures que celles avec les données sans bruit, ce qui rend les erreurs
relatives normalisées avec les données bruitées plus faibles que celles avec les données sans bruit.
Ce phénomène est également causé par les contraintes souples, entraînant le calcul instable.

Numériquement, avec les données sans bruit, les valeurs maximale, moyenne et minimale
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Figure 4.24 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par le PINNT
sur Γ1 avec les champ de déplacement surfacique et celle de référence sur lorsque lp est minimal.

des erreurs relatives normalisées sur px sont 8.05%, 3.35% et 0.31%, respectivement. Pour py,
ces valeurs sont 7.78%, 4.40% et 0.29%, respectivement. Avec les données bruitées, les valeurs
maximale, moyenne et minimale des erreurs relatives normalisées sur px sont 4.19%, 2.84% et
0.38%. Pour py, ces valeurs sont 8.35%, 3.72% et 0.00%, respectivement. Ces erreurs montrent
que le PINNT n’est pas le modèle idéal pour l’identification des conditions aux limites.

Le tableau 4.3 présente toutes les valeurs des erreurs relatives normalisées des conditions de
chargement identifiées pour chaque modèle lorsque leurs lp sont minimales. D’après ce tableau,
l’IECL permet d’identifier les conditions de chargement de manière plus précise. Comparé aux
autres modèles, avec les données sans bruit, les valeurs maximale, moyenne et minimale des
erreurs relatives normalisées de px pour l’IECL sont respectivement de 3.21%, 2.25% et 0.15%.
Pour py, ces valeurs sont respectivement de 4.96%, 2.28% et 0.60%.

Avec les données bruitées, les erreurs n’augmentent pas significativement. Pour px, les valeurs
maximale, moyenne et minimale des erreurs relatives normalisées avec les données bruitées sont
respectivement de 4.53%, 3.20% et 0.15%. Pour py, ces valeurs sont respectivement de 6.95%,
2.97% et 0.09%. La différence entre les erreurs relatives normalisées maximales et moyennes
pour les données sans bruit et bruitées est inférieure à 2% pour px et à 1% pour py. Selon ces
données, la condition de chargement identifiée par l’IECL est acceptable, la comparaison des
conditions identifiées sur ce modèle est illustrée dans la figure 4.25

En revanche, pour les autres modèles, lorsque les lp sont minimales, les valeurs maximales
des erreurs relatives normalisées de px varient entre 7.51% et 12.99% avec les données sans
bruit. Avec les données bruitées, la variation est de 10.82% à 12.98%, à l’exception du PINNT.
Pour py, les valeurs maximales des erreurs relatives normalisées se situent entre 7.78% et 20.32%
avec les données sans bruit, et entre 8.35% et 16.23% avec les données bruitées. Ces erreurs
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Tableau 4.3 – Erreurs relatives normalisées des conditions de chargement identifiées sur Γ1

avec les champ de déplacement surfacique lorsque lp sont minimales, voir la figure 4.23.

Pression identifiée px py

Niveau du bruit 0% 5% 0% 5%

PINNT
Erreur max 8.05% 4.19% 7.78% 8.35%
Erreur moy 3.55% 2.84% 4.40% 3.72%
Erreur min 0.31% 0.38% 0.29% 0.00%

RNP
Erreur max 10.49% 10.82% 20.32% 16.23%
Erreur moy 5.26% 5.76% 6.26% 6.60%
Erreur min 0.57% 0.88% 0.63% 0.56%

MAA
Erreur max 12.99% 12.98% 10.90% 11.87%
Erreur moy 6.26% 7.29% 6.71% 5.59%
Erreur min 0.72% 1.07% 0.32% 0.79%

IECL
Erreur max 3.21% 4.53% 4.96% 6.95%
Erreur moy 2.25% 3.20% 2.28% 2.97%
Erreur min 0.15% 0.15% 0.60% 0.09%

MAAP
Erreur max 7.51% 11.57% 12.89% 10.28%
Erreur moy 3.47% 5.94% 4.77% 4.83%
Erreur min 0.46% 0.61% 0.33% 1.01%
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Figure 4.25 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par l’IECL
sur Γ1 avec les champ de déplacement surfacique et celle de référence lorsque lp est minimal.

sont trop importantes pour être négligées.
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Concernant les erreurs relatives normalisées moyennes, le PINNT, le RNP, la MAA et la
MAAP présentent des valeurs comprises entre 3.55% et 6.26% pour px avec les données sans
bruit, et entre 2.84% et 7.29% avec les données bruitées. Pour py, ces valeurs varient entre
4.40% et 6.71% avec les données sans bruit, et entre 3.72% et 6.60% avec les données bruitées.
En résumé, les valeurs moyennes des erreurs relatives normalisées pour ces modèles restent
relativement élevées.

Les résultats montrent que, malgré l’ensemble de déplacement surfacique suffisamment large,
les modèles individuels de PINNs, à l’exception de l’IECL, ne parviennent pas à identifier avec
précision les conditions de chargement. Ces observations soulignent l’importance de techniques
avancées comme l’IECL dans l’identification des conditions aux limites et suggèrent que des
approches combinées pourraient offrir des améliorations significatives pour des applications
futures. Par ailleurs, pour obtenir les meilleurs résultats d’identification, le développement de
méthodes sur le critère d’arrêt spécifique pour les PINNs est indispensable.

4.6.3 Comparaison des conditions identifiées avec le champ de dé-
placement aux frontières

Ensuite, pour approfondir l’analyse de l’identification des conditions aux limites avec dif-
férents ensembles de données dans les PINNs, les résultats utilisant le champ de déplacement
aux frontières sont présentés ci-après.

4.6.3.1 Comparaison des pertes des PINNs dans l’identification des conditions
aux limites

La figure 4.26 montre les pertes scalaires lEDP , lCL, lDCS et lm obtenues lors de l’identification
des conditions aux limites avec les déplacements aux frontières. Il est important de noter que
lDCS ne contient que la perte sur le point O. Pour mieux analyser les pertes scalaires obtenues
à partir des données mesurées, les valeurs de lm en fonction du nombre d’itérations sont tracées
séparément.

Selon cette figure, comme seul l’ensemble du champ de déplacement est modifié dans cette
identification, la plupart des variations de lEDP , lCL, lDCS et lm sur les différents modèles sont
similaires à celles observées avec les déplacements surfaciques. Cependant, lEDP de la MAAP
est au même niveau que celui du RNP. La réduction du nombre de données utilisées entraîne
une augmentation du poids de la perte associée à la connexion entre la condition à identifier p̂
et le champ de contrainte σ̂RN sur Γ1, ce qui modifie la direction de l’optimisation et augmente
les valeurs de lEDP et lCL.

De plus, selon la figure 4.26(d), toutes les valeurs de lCL sont plus élevées que celles obtenues
lors de l’identification avec les champs de déplacement surfacique. Lorsque la condition de
chargement est inconnue et que le nombre de données utilisée pour l’identification est réduite,
la perte lCL devient plus difficile à minimiser. Par conséquent, toutes les valeurs de lCL sont
plus élevées.

Numériquement, les valeurs de lEDP et lDCS avec les données sans bruit sont comparables
à celles obtenues avec les données bruitées après 100000 itérations pour tous les modèles. Les
différences entre elles ne sont pas significatives. Les valeurs de lEDP varient entre 10−4 et 10−5.
lCL oscillent entre 10−5 et 10−6 avec les données sans bruit, tandis qu’avec les données bruitées,
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(e) lDCS avec les données sans bruit
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(f) lDCS avec les données bruitées
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Figure 4.26 – Comparaison des pertes scalaires obtenues par les différents modèles de PINNs
dans l’identification des conditions aux limites avec le champ de déplacement aux frontières.
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lCL se situent autour de 2 10−5. Pour lDCS, les valeurs sont très instables, variant entre 10−7

et 10−10 après l’entraînement. Pour lm, après 100000 itérations, les valeurs avec les données
sans bruit se situent entre 3 10−6 et 6 10−6. Avec les données bruitées, tous les modèles ont des
valeurs autour de 9.5 10−4.

4.6.3.2 Comparaison des conditions aux limites identifiées par les PINNs

Avant de se concentrer sur l’analyse des erreurs relatives normalisées des conditions de char-
gement identifiées, les pertes lp de tous les modèles de PINNs en fonction du nombre d’itérations
sont illustrées dans la figure 4.27 pour mieux évaluer la précision des valeurs identifiées pendant
l’entraînement.
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Figure 4.27 – Comparaison des pertes scalaires lp obtenues par les différents modèles de PINNs
dans l’identification des conditions aux limites avec le champ de déplacement aux frontières.

D’après la figure 4.27, le surajustement des variables à identifier p est encore présenté dans
l’identification avec les données sans bruit, particulièrement pour la MAA et la MAAP. Étant
donné que ces deux modèles se concentrent principalement sur la minimisation des pertes
lT OT , les valeurs de conditions de chargement identifiées sont moins stables. Pour les trois
autres modèles, le surajustement des variables à identifier n’est pas significatif, indiquant que
les valeurs de conditions de chargement identifiées sont relativement stables. En raison de la
stabilité des pertes après 100000 itérations, tous les modèles peuvent être considérés comme
ayant déjà convergé.

En revanche, avec les données bruitées, en raison de l’utilisation d’un plus petit nombre
de données, les pertes lp se stabilisent plus tôt à des valeurs plus élevées, sans surajustement
des variables identifiées. Cela indique que l’utilisation d’un grand nombre de données permet
d’améliorer la précision des résultats obtenus, mais le surajustement des variables à identifier
est difficile à éviter dans l’identification des conditions aux limites avec les PINNs.

De plus, avec les données sans bruit, bien que les valeurs et les variations des lp pour
chaque modèle soient différentes de celles obtenues avec les déplacements surfaciques, l’ordre
des valeurs minimales de lp est similaire, indiquant que le nombre de données sans bruit utilisé
dans l’identification des conditions aux limites n’affecte pas la performance des modèles. En
revanche, avec les données bruitées, l’ordre des valeurs minimales de lp pour le PINNT, la
MAA et la MAAP est différent. La valeur de lp pour le PINNT est la plus élevée parmi les
trois, montrant une tendance à la stabilité.
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Selon la figure 4.27, en se basant sur les valeurs minimales de lp, la condition de chargement
identifiée par l’IECL est la plus précise, tandis que celle identifiée par le RNP est la plus éloignée
de la valeur de référence.

Pour analyser la précision des conditions de chargement identifiées par les différents mo-
dèles, les comparaisons entre les conditions de chargement identifiées et celles de référence sont
effectuées. Pour une représentation efficace et simplifiée, la comparaison de la condition de char-
gement identifiée obtenue par le PINNT est illustrée. Les figures des comparaisons similaires
pour les autres modèles de PINNs sont présentées en annexe D.4.
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Figure 4.28 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par le PINNT
sur Γ1 avec les champ de déplacement aux frontières et celle de référence lorsque lp est minimal.

Selon la figure 4.28, la différence entre la condition de chargement identifiée avec les données
sans bruit et celle avec les données bruitées n’est pas significative. Cela démontre que l’effet
du bruit influence peu la précision des résultats dans l’identification des conditions aux limites
avec les PINNs.

De plus, similaire aux résultats obtenus en utilisant les champs de déplacement surfaciques,
la pression identifiée sur la frontière Γ1 oscille autour de la pression appliquée exacte. Cela
indique que l’utilisation des déplacements aux frontières produit de plus grandes fluctuations
des valeurs identifiées dans l’essai de compression, augmentant les erreurs dans l’identification.

Numériquement, avec les données sans bruit, la valeur maximale, moyenne et minimale des
erreurs relatives normalisées sur px sont de 7.10%, 3.03% et 0.07%, respectivement. Ces valeurs
pour py sont de 18.99%, 8.98% et 0.04%, respectivement. Avec les données bruitées, les valeurs
maximale, moyenne et minimale des erreurs relatives normalisées sur px sont de 9.14%, 4.15% et
0.06%. Et pour py, les valeurs maximale, moyenne et minimale des erreurs relatives normalisées
sont de 19.73%, 10.62% et 0.02%, respectivement. Pour px, l’augmentation des erreurs n’est pas
significative. Cependant, les erreurs relatives normalisées de py sont inacceptables. Ces données
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suggèrent que l’utilisation uniquement des déplacements aux frontières avec le PINNT pour
identifier les conditions aux limites n’est pas suffisante pour obtenir des résultats précis.

Tableau 4.4 – Erreurs relatives normalisées des conditions de chargement identifiées sur Γ1

avec les champs de déplacement aux frontières lorsque lp sont minimales, voir la figure 4.27

Pression identifiée px py

Niveau du bruit 0% 5% 0% 5%

PINNT
Erreur max 7.10% 9.14% 18.99% 19.73%
Erreur moy 3.03% 4.15% 8.98% 10.62%
Erreur min 0.07% 0.06% 0.04% 0.02%

RNP
Erreur max 6.83% 7.01% 25.89% 31.37%
Erreur moy 3.14% 3.04% 12.63% 12.92%
Erreur min 0.21% 0.35% 0.77% 0.10%

MAA
Erreur max 6.39% 5.69% 29.23% 20.87%
Erreur moy 2.90% 2.08% 10.26% 11.28%
Erreur min 1.15% 0.09% 0.08% 3.17%

IECL
Erreur max 2.51% 5.46% 18.32% 17.25%
Erreur moy 1.18% 2.55% 7.98% 8.98%
Erreur min 0.12% 0.11% 0.05% 0.70%

MAAP
Erreur max 5.85% 2.98% 23.15% 19.39%
Erreur moy 3.13% 1.04% 10.18% 10.17%
Erreur min 0.54% 0.02% 1.79% 0.11%

Pour comparer davantage la précision des résultats d’identification entre chaque modèle,
leurs erreurs relatives normalisées lorsque les valeurs de lp sont minimales sont présentées dans
le tableau 4.3.

D’après ce tableau, bien que les erreurs relatives normalisées de l’IECL soient les plus faibles
parmi les cinq modèles, leurs valeurs ne sont pas acceptables quand même, surtout pour py. La
comparaison des conditions de chargement identifiées sur ce modèle est illustrée dans la figure
4.29

Numériquement, les valeurs maximale, moyenne et minimale des erreurs relatives norma-
lisées sur px pour l’IECL avec les données sans bruit sont respectivement de 2.51%, 1.18% et
0.12%. Pour py, ces valeurs sont de 18.32%, 7.98% et 0.05%, respectivement. Avec les données
bruitées, les valeurs maximale, moyenne et minimale des erreurs relatives normalisées sur px

sont respectivement de 5.46%, 2.55% et 0.11%. Pour py, les valeurs sont de 17.25%, 8.98% et
0.70%, respectivement.

Dans l’ensemble, pour tous les modèles, lorsque les lp sont minimales, les valeurs maximales
des erreurs relatives normalisées de px varient entre 2.51% et 7.10%, et les valeurs moyennes se
situent entre 1.18% et 3.14% avec les données sans bruit. Pour les données bruitées, les erreurs
relatives normalisées maximales varient de 2.98% à 9.14%, tandis que les valeurs moyennes sont
comprises entre 1.04% et 4.15%.

Pour py, en utilisant les données sans bruit, les erreurs relatives normalisées maximales se
situent entre 18.32% et 29.23%, tandis que les erreurs relatives normalisées moyennes varient
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Figure 4.29 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par l’IECL
sur Γ1 avec les champ de déplacement aux frontières et celle de référence lorsque lp est minimal.

entre 7.98% et 12.63%. En utilisant les données bruitées, les valeurs maximales des erreurs
relatives normalisées varient entre 17.25% et 31.37%, et les valeurs moyennes sont comprises
entre 8.98% et 12.92%.

D’après les résultats de l’identification de px et py, ces cinq modèles ne peuvent pas obtenir
de manière précise la condition de Neumann identifiée avec le champ de déplacement aux
frontières. Les déplacements aux frontières sont non seulement insuffisants en nombre, mais ils
ne contiennent également pas suffisamment d’informations pour permettre aux PINNs d’obtenir
des résultats d’identification précis, ce qui rend les erreurs relatives normalisées sur px et py

considérablement élevées.
Par ailleurs, la caractéristique d’insensibilité au bruit n’est pas bien représentée dans cette

identification. Bien que certains modèles, comme le PINNT, permettent de maintenir la dif-
férence des erreurs normalisées entre les résultats obtenus avec des données bruitées et des
données sans bruit dans une plage de 1% à 2%, d’autres modèles tels que la MAA et la MAAP
montrent une précision supérieure des valeurs identifiées avec les données bruitées par rapport
aux données sans bruit. Cela est dû au fait que ces deux modèles se concentrent davantage sur
l’optimisation des pertes totales en ajustant des variables supplémentaires βadapt ou des poids
de perte. En conséquence, ils tendent à négliger l’ajustement précis des variables à identifier p,
ce qui conduit à une instabilité globale des calculs.

En résumé, pour les PINNs, l’utilisation des déplacements aux frontières pour identifier les
conditions de Neumann sur les frontières de chargement nécessite encore des améliorations. À
l’avenir, en plus de la combinaison des techniques avancées dans l’identification, l’utilisation des
approches énergétiques doit également être envisagée. De plus, pour évaluer plus complètement
l’application des PINNs dans l’identification des conditions aux limites, l’identification des
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conditions de Dirichlet doit également être prise en compte.

4.6.4 Conclusion

Pour évaluer l’application des PINNs dans l’identification des conditions aux limites, le
PINNT, le RNP, la MAA, l’IECL et la MAAP ont été utilisés avec deux ensembles de données : le
champ de déplacement surfacique et le champ de déplacement aux frontières. Ces déplacements
ont été obtenus par la MEF en utilisant les paramètres mécaniques E = 8.83 GPa et ν =
0.216 dans l’essai de compression sur une plaque à un trou. Pour évaluer l’insensibilité au
bruit des PINNs, des champs de déplacement avec l’ajout de 5% de bruit blanc additif (bruit
gaussien avec une moyenne de 0 et un écart-type de 5% des déplacements utilisés) ont été
employés dans l’identification afin de comparer les conditions de chargement identifiées. Pour
réaliser les identifications des conditions aux limites avec les PINNs, la condition de chargement
appliqué est défini comme des variable px et py qui se mettent à jour automatiquement pendant
l’entraînement.

D’après les pertes obtenues après 100000 itérations avec les deux ensembles de données, bien
que leurs valeurs soient relativement faibles, la difficulté de minimisation de lCL en utilisant le
champ de déplacement aux frontières avec bruit a également été mise en évidence, montrant
l’importance de la quantité de données utilisées dans l’identification des conditions aux limites.

Pour évaluer la précision de la condition de chargement identifiée, la perte lp a été définie
pour calculer les erreurs d’identification, sans participer à l’optimisation des PINNs. Selon les
valeurs obtenues, les identifications avec les champs de déplacement surfaciques permettent
d’obtenir des résultats plus précis que celles avec les champs de déplacement aux frontières.
Cependant, le surajustement des variables à identifier a également été observé. Cela montre la
nécessité de développer des critères d’arrêt spécifiques pour les PINNs.

Pour étudier davantage la précision des résultats de l’identification, l’erreur relative norma-
lisée (l’erreur relative par rapport à la pression appliquée maximale de 1 MPa) a été introduite
et utilisée. En se basant sur la comparaison des conditions de chargement identifiées par les
différents modèles de PINNs lorsque les valeurs de lp sont minimales, à l’exception de l’IECL, les
erreurs relatives normalisées de py sont très importantes dans l’identification avec les champs de
déplacement surfaciques. Pour l’identification avec les champs de déplacement aux frontières,
en raison de la réduction du nombre de données utilisées, les erreurs relatives normalisées sont
significatives. Ainsi, les cinq modèles ne sont pas adaptés pour l’identification de la condition
de Neumann sur la frontière de chargement.

Bien que les résultats de l’identification ne soient pas satisfaisants, certaines conclusions
peuvent être tirées.

Parmi les cinq modèles, le RNP a identifié les conditions de chargement les moins précises.
Bien que les réseaux de neurones indépendants puissent réduire l’influence de l’interaction entre
les variables de sortie, les exigences relatives aux conditions aux limites définies sont également
plus strictes. Cependant, selon les résultats obtenus à partir de la modélisation numérique de
l’essai de compression, les données supplémentaires sur la frontière Γ3 sont plus importantes
pour ce modèle par rapport aux autres. Cela permettrait d’obtenir des champs de déplacement
et de contraintes plus précis.

L’IECL permet aux données de sortie de respecter strictement les conditions aux limites
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définies, ce qui améliore la précision des champs de déplacement et de contrainte obtenus. Cet
avantage peut significativement améliorer la précision de la condition de chargement identifiée.
Ainsi, parmi ces cinq modèles, l’IECL offre les résultats d’identification les plus précis.

MAA et MAAP ajustent dynamiquement la variable βadapt et les poids des pertes afin
d’optimiser la perte totale lT OT . Cependant, ces modèles sont moins sensibles aux valeurs des
variables à identifier et se concentrent davantage sur l’optimisation de lT OT . En conséquence,
la condition de Neumann identifiée par ces deux modèles sont moins précises et plus instables.
Il est donc déconseillé d’appliquer ces types de techniques avancées dans l’identification des
conditions aux limites.

De plus, ces cinq modèles utilisent des équations d’équilibre pour contraindre les champs de
déplacement et de contrainte de sortie. Selon les études [216, 218], l’utilisation d’équations éner-
gétiques, comme les équations physiques, permet d’obtenir des données de sortie plus précises.
Par conséquent, dans les perspectives, en plus de l’application des combinaisons de techniques
avancées, ces approches doivent également être mises en œuvre dans l’identification des condi-
tions aux limites. Par ailleurs, l’identification des conditions de Dirichlet doit être prise en
compte pour évaluer davantage les performances des PINNs dans l’identification des conditions
aux limites.

4.7 Conclusion et perspective

Ce chapitre présente principalement des applications numériques d’un modèle d’apprentis-
sage profond, le réseau de neurones informés par la physique (PINNs : Physics-Informed Neural
Networks) dans divers problèmes d’identification en mécanique des solides. Selon les résultats
obtenus, les avantages et les inconvénients des PINNs, ainsi que leur potentiel de développement
global, sont mis en évidence.

Tout d’abord, une brève introduction aux développements récents de l’apprentissage auto-
matique et de l’apprentissage profond est présentée. Ensuite, le modèle d’apprentissage profond
appelé réseau de neurones informés par la physique (PINN) est introduit, avec une explication
de ses principes, de son architecture et de sa démarche.

Ensuite, les améliorations basiques et les techniques avancées visant à accroître la robustesse
et la précision des PINNs ont été présentées. Pour mieux illustrer les améliorations apportées
par chaque technique avancée, et en fonction de leurs caractéristiques spécifiques, le réseau de
neurones parallèle (RNP), la méthode d’activation adaptative (MAA), l’imposition exacte des
conditions aux limites (IECL) et la méthode d’ajustement adaptatif des pertes (MAAP) ont
été sélectionnés pour être appliqués avec le PINN traditionnel (PINNT), déjà perfectionné par
les améliorations basiques, dans toutes les applications numériques.

Pour illustrer les performances des PINNs dans la résolution des problèmes directs et des
problèmes inverses en mécanique des solides, la modélisation numérique, l’identification des
paramètres mécaniques et l’identification des conditions aux limites ont été mises en place sur
l’essai de compression d’une plaque à un trou pour les matrices ettringitiques (module de Young
E = 8.83 GPa, coefficient de Poisson ν = 0.216) dans la phase linéaire.

Dans la modélisation numérique, les résultats obtenus par tous les modèles de PINNs
montrent une bonne concordance avec ceux obtenus par la Méthode Éléments Finis (MEF).
Bien que les erreurs relatives normalisées maximales du déplacement u et de la contrainte σxx
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soient légèrement élevées sur certaines frontières, les valeurs moyennes des erreurs relatives
normalisées de chaque variable restent dans des niveaux acceptables.

Dans l’identification des paramètres mécaniques, les champs de déplacement surfacique sans
bruit et avec 5% de bruit blanc, issus de la MEF, ont été utilisés. En comparaison avec les
valeurs de référence, les valeurs de E identifiées obtenues par chaque modèle de PINNs sont
acceptables. Néanmoins, les erreurs relatives de ν identifiées pour certains modèles restent
relativement élevées.

Dans l’identification des conditions aux limites, deux ensembles de champs de données ont
été utilisés : le champ de déplacement surfacique et le champ de déplacement aux frontières, tous
deux obtenus à partir de la MEF. Similairement à l’identification des paramètres mécaniques,
chaque ensemble de données a été divisé en données sans bruit et en données avec 5% de
bruit blanc. En comparant avec la condition de chargement appliquée exacte, les résultats
montrent que lorsque l’identification est réalisée avec les champs de déplacement surfacique, la
plupart des modèles présentent des erreurs relatives normalisées significatives sur la condition
de chargement identifiée. Pour l’identification avec les champs de déplacement aux frontières,
ces erreurs relatives normalisées sont encore plus élevées, ce qui indique qu’aucun modèle ne
peut être utilisé efficacement pour cette application. De plus, le surajustement des variables à
identifier a également été observé. Cela souligne que dans l’identification des conditions aux
limites, les PINNs nécessitent encore de nombreux développements et améliorations.

Pour analyser plus efficacement les résultats obtenus par différents modèles dans chaque
application, les caractéristiques et les performances de chaque modèle ont été présentées de
manière détaillée.

Dans la modélisation numérique et l’identification des conditions aux limites, l’IECL permet
d’obtenir les meilleurs résultats. Ce modèle intègre les conditions aux limites de la plaque
directement dans les données de sortie, ce qui permet d’obtenir un champ de déplacement et de
contrainte plus précis. En réduisant les pertes associées aux conditions aux limites, l’optimiseur
peut se concentrer davantage sur l’optimisation des équations d’équilibre. De plus, en utilisant
directement les valeurs exactes des conditions aux limites, ce modèle améliore significativement
la précision des résultats obtenus.

Dans l’identification des paramètres mécaniques, le RNP présente les erreurs relatives les
plus faibles pour les paramètres identifiés. Grâce à des réseaux de neurones indépendants pour
chaque variable de sortie, le modèle réduit efficacement les interactions entre ces variables et
capture plus précisément les détails de leurs relations physiques. Cela conduit à une précision
d’identification optimale. Toutefois, ce modèle impose des exigences plus strictes sur les condi-
tions aux limites définies. En raison de l’indépendance des réseaux de neurones, le RNP a du
mal à ajuster les interactions complexes entre les variables, ce qui peut entraîner des pertes
plus élevées et des erreurs accrues dans les champs de déplacement et de contrainte lorsque
les conditions aux limites sont insuffisantes. Par conséquent, les performances du RNP dans la
modélisation numérique et l’identification des conditions aux limites sont moins optimales.

MAA et MAAP ajustent dynamiquement la variable βadapt et les poids des pertes pour op-
timiser la perte totale lT OT . Cela devrait théoriquement améliorer la précision des champs de
déplacement et de contrainte obtenus par ces deux modèles. Cependant, en raison des améliora-
tions basiques déjà mises en place, notamment l’adimensionnement des variables, la performance
du PINNT a été grandement améliorée. Ainsi, dans la modélisation numérique, les bénéfices
apportés par la MAA et la MAAP ne sont pas aussi évidents.
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En revanche, dans les problèmes inverses, où les PINNs doivent identifier des variables telles
que les conditions de chargement ou les paramètres mécaniques, la MAA et la MAAP sont
moins efficaces. Ces modèles, en se focalisant sur l’optimisation de lT OT , montrent une moindre
sensibilité aux valeurs des variables à identifier. Par conséquent, leurs résultats d’identification
sont moins précis. En particulier, dans l’identification des conditions aux limites, ces deux
modèles introduisent plus d’instabilité dans les calculs.

Bien que les résultats des PINNs pour chaque application ne soient pas encore comparables
à ceux des méthodes traditionnelles telles que la MEF dans la modélisation numérique, la
méthode de recalage par éléments finis (FEMU) et la méthode de minimisation d’une erreur en
relation de comportement dans l’identification des paramètres, plusieurs avantages significatifs
ont été mis en évidence.

Dans la modélisation numérique, les champs de contraintes obtenus par les PINNs sont
plus cohérents avec les conditions aux limites définies sur les frontières. Grâce aux contraintes
souples des équations d’équilibre et des conditions aux limites définies, les PINNs se montrent
insensibles aux effets du bruit, permettant ainsi d’éviter le surajustement des données bruitées
utilisées dans l’identification des paramètres.

Un autre avantage majeur des PINNs est leur simplicité d’opération. Pour les problèmes
directs et inverses, la configuration des PINNs ne nécessite pas de modifications complexes.
Cette flexibilité et simplicité permettent une application plus large des PINNs sans nécessiter
de réajustements importants pour chaque nouveau problème.

De plus, l’ajustement des hyperparamètres est une méthode très efficace pour améliorer la
performance des PINNs. Chaque modèle possède ses propres hyperparamètres pour différentes
applications. Cependant, afin de garantir la cohérence de la comparaison entre ces différents
modèles, les mêmes hyperparamètres ont été utilisés.

En outre, il existe d’autres méthodes qui peuvent améliorer de manière significative les per-
formances des PINNs, telles que les méthodes énergétiques [214, 218] et les méthodes d’échan-
tillonnage [207], ou encore la combinaison de plusieurs techniques avancées [219, 206]. Ainsi,
ces méthodes et modèles constituent des directions de recherche dans le perspective.

Bien que le développement des PINN soit encore relativement limité dans l’identification
des conditions aux limites, cela indique également qu’il existe un potentiel de développement
considérable pour ce problème. En combinant les avantages des PINN et les études existantes,
il est démontré que les PINN ont le potentiel d’apporter des contributions significatives aux
problèmes directs et inverses dans les recherches futures.
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L’objectif principal de cette thèse est d’élaborer des méthodologies spécifiques pour identi-

fier les paramètres mécaniques, les conditions aux limites et l’endommagement des solides en
matériaux isotropes fragiles, en s’appuyant sur les mesures de champs de déplacement surfa-
ciques. Pour atteindre cet objectif, la méthode de recalage avec la solution semi-analytique a
été développée pour identifier les paramètres bi-module des matériaux fragiles, et une méthodo-
logie combinant la minimisation de la fonctionnelle d’erreur en relation avec le comportement
et la méthode de pilotage a été étudiée pour l’identification des conditions aux limites et de
l’endommagement dans la phase non linéaire correspondante. Pour compléter cette étude, les
applications numériques des réseaux de neurones informés par la physique (PINNs : Physics-
Informed Neural Networks) aux problèmes directs et inverses ont également été développées.

La première partie de cette étude introduit tout d’abord le contexte général de la recherche.
Ensuite, d’après une revue des modèles de comportement des matériaux isotropes fragiles, le
modèle de Badel a été retenu pour sa simplicité et la description du comportement dissymétrique
local de ces matériaux. Enfin, en considérant l’application de la technologie de Corrélation
d’Images Numériques (CIN) pour résoudre des problèmes inverses, les dispositifs expérimentaux
et la mise en œuvre de la mesure de CIN ont été également présentés.

La deuxième partie est consacrée à l’étude de l’identification des paramètres mécaniques
bi-module. Tout d’abord, nous avons introduit la loi de comportement dissymétrique en trac-
tion et en compression par le concept de bi-module, ainsi que les expérimentations mises en
place pour déterminer les paramètres mécaniques des matériaux. En fonction des caractéris-
tiques des essais, l’essai de fendage a été sélectionné pour déterminer les paramètres bi-module
et la résistance à la traction, tandis que l’essai de compression a été choisi pour déterminer
la résistance à la compression. Ensuite, en s’appuyant sur les études existantes sur les métho-
dologies d’identification, la méthode de recalage par éléments finis (FEMU) a été initialement
envisagée via le logiciel CODE_ASTER pour mettre en œuvre l’identification. Cependant, en
utilisant les données synthétiques pour la validation, les résultats obtenus par cette méthode
n’ont pas atteint le niveau de précision attendu. De plus, en tenant compte du développement
insuffisant pour le modèle de bi-module dans CODE_ASTER, une solution semi-analytique a
été prioritairement mise en œuvre dans le méthodologie d’identification.

En partant des développements de l’équation du champ de contrainte de l’essai de fendage
obtenus dans les études précédentes, l’expression du champ de déformation est déterminée en
combinant la loi de Hooke généralisée et le concept de bi-module. Cependant, en raison des
intégrales indéfinies, une intégration numérique a été nécessaire pour obtenir le champ de dé-
placement à partir du champ de déformation. Ainsi, la méthode de recalage avec la solution
semi-analytique a été proposée dans cette étude en remplacement de la FEMU. Selon les me-
sures utilisées, cette méthode permet d’exploiter le champ de déplacement axial, le champ de
déformation au centre et le champ de déplacement surfacique pour identifier les paramètres
mécaniques bi-module.

Enfin, d’après les résultats obtenus lors des validations de la méthodologie d’identification
développée, les paramètres identifiés avec les données synthétiques présentent de faibles erreurs
relatives par rapport aux valeurs de référence, et les paramètres identifiés avec les mesures
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expérimentales montrent également une cohérence avec les propriétés mécaniques généralement
connues, démontrant ainsi l’efficacité et la robustesse de cette méthode.

La troisième partie de l’étude se concentre sur l’identification des conditions aux limites
sur une frontière inaccessible et de l’endommagement dans le solide en utilisant des données
surabondantes sur une frontière accessible. Tout d’abord, le paramétrage et l’application de la
méthode incrémentale de pilotage avec le modèle de Badel pour évaluer l’endommagement des
matériaux fragiles dans la phase non linéaire ont été présentés.

Par la suite, la description des problèmes de Cauchy et de Complétion des Données a été
discutée. Pour résoudre ces problèmes, la minimisation de la fonctionnelle erreur en relation
avec l’algorithme de Kozlov a été adoptée pour développer la méthodologie d’identification.
Cependant, la résolution directe des problèmes non linéaires avec la loi de Badel dans l’algo-
rithme de Kozlov provoque des problèmes de convergence à cause du phénomène de snap-back.
Par conséquent, la méthode d’identification des conditions aux limites et de l’endommagement
a été décomposée en deux étapes. Dans la première étape, les conditions aux limites sur la
frontière inaccessible dans la phase linéaire sont obtenues par la minimisation de la fonction-
nelle erreur en relation de comportement avec l’algorithme de Kozlov. Ensuite, les conditions
aux limites et l’endommagement dans la phase non linéaire sont identifiés par la méthode de
pilotage incrémentale en partant des conditions aux limites identifiées dans la phase linéaire.

Enfin, pour valider la méthodologie développée, des données synthétiques ont été utilisées
pour l’identification des conditions aux limites et de l’endommagement. Afin d’illustrer l’effi-
cacité et la robustesse de l’algorithme de Kozlov, la méthode du gradient conjugué (GC) avec
le gradient de la fonctionnelle erreur déterminé par la méthode de l’état adjoint sous forme
discrète a également été mise en œuvre dans la phase linéaire avec les mêmes données pour
comparer les résultats obtenus. D’après la précision des données identifiées et le coût de calcul,
la performance de l’algorithme de Kozlov est supérieure à celle de la méthode GC. En outre, les
mesures de champ de déplacement par la CIN sur une plaque épaisse à deux trous soumise à un
essai de compression et de flexion combinés ont également été utilisées pour valider davantage la
méthodologie d’identification dans les phases linéaire et non linéaire. Globalement, à partir des
analyses des conditions de Dirichlet et de l’endommagement identifiés avec les données synthé-
tiques et expérimentales, la méthodologie mise en œuvre fournit des résultats d’identification
satisfaisants, démontrant sa fiabilité.

Compte tenu du développement rapide de l’apprentissage profond et de ses contributions à la
mécanique des solides, la dernière partie de cette étude présente les applications des PINNs aux
problèmes directs et inverses. Tout d’abord, une introduction à l’apprentissage automatique
et à l’apprentissage profond est fournie, suivie d’une explication détaillée des principes, de
l’architecture et de la démarche des PINNs.

Ensuite, en se basant sur les études existantes, les améliorations basiques et les techniques
avancées visant à améliorer la performance des PINNs ont été présentées. Pour démontrer les
avantages de chaque technique avancée, certaines techniques combinant le PINN traditionnel
avec les améliorations basiques ont été appliquées aux problèmes directs et inverses.

Enfin, pour évaluer les performances des PINNs dans la modélisation directe, l’identification
des paramètres mécaniques et des conditions aux limites, divers modèles ont été testés sur des
matériaux isotropes fragiles en phase linéaire. Les résultats obtenus et les comparaisons avec
les références permettent de tirer les conclusions suivantes :
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— Dans la modélisation numérique des problèmes directs, les résultats obtenus par tous
les modèles de PINNs montrent une bonne concordance avec ceux obtenus par la MEF.
Bien que les erreurs relatives normalisées maximales du déplacement u et de la contrainte
σxx soient légèrement élevées sur certaines frontières, les valeurs moyennes des erreurs
relatives normalisées de toutes les données restent dans des niveaux précis.

— Dans l’identification des paramètres mécaniques, en utilisant les données synthétiques
issues de la MEF, le module de Young E identifié par tous les modèles de PINNs montre
une bonne précision par rapport à la valeur de référence. Toutefois, bien que les erreurs
relatives du coefficient de Poisson ν identifiées avec certains modèles restent relativement
élevées, les valeurs identifiées correspondantes sont acceptables.

— Dans l’identification des conditions aux limites avec le champ de déplacement surfacique et
le champ de déplacement aux frontières de la MEF, tous les modèles définissent la traction
surfacique comme variable à identifier. Selon les résultats obtenus pendant l’entraînement
des PINNs, le surajustement des variables à identifier a été observé, montrant la nécessité
de développer des critères d’arrêt spécifiques pour les PINNs. De plus, pour certains
modèles, la précision des données identifiées avec les données synthétiques bruitées est
meilleure que celle avec les données synthétiques sans bruit, démontrant une instabilité
dans le calcul de l’identification. En analysant seulement les meilleures valeurs de la
traction surfacique identifiée, les erreurs relatives normalisées correspondantes ne sont
pas négligeables. Par conséquent, pour étudier davantage l’application des PINNs dans
l’identification des conditions aux limites, il faudrait examiner la définition des autres
conditions aux limites comme variables à identifier, telles que la condition de Dirichlet,
et les combiner avec la condition de Neumann identifiée pour une analyse plus complète
et détaillée.

Globalement, bien que les résultats obtenus par les PINNs pour chaque application ne soient
pas encore comparables à ceux des méthodes traditionnelles telles que la MEF dans la modélisa-
tion numérique du problème direct, la méthode de recalage dans l’identification des paramètres,
plusieurs avantages significatifs ont été mis en évidence. Parmi ceux-ci, on note la simplicité des
opérations et des configurations numériques dans diverses applications, ainsi que l’insensibilité
au bruit des données utilisées dans les problèmes inverses. En combinant les performances des
PINNs, cela suffit à démontrer leur potentiel pour résoudre les problèmes directs et inverses en
mécanique des solides, ouvrant ainsi de vastes perspectives de développement.

Bien que la méthode de recalage avec la solution semi-analytique et la méthodologie d’iden-
tification des conditions aux limites et de l’endommagement étudiées permettent d’obtenir des
résultats favorables, elles présentent également des limites, ouvrant de multiples perspectives
pour les travaux de recherche futurs.

Pour la méthodologie d’identification des paramètres mécaniques, en raison des intégrales
indéfinies, l’intégration numérique est indispensable pour déterminer la solution semi-analytique
du champ de déplacement dans l’essai de fendage. Toutefois, cette approche introduit inévitable-
ment des erreurs supplémentaires qui impactent la convergence de l’identification et ralentissent
le processus de calcul. Par conséquent, il est intéressant de mener une recherche théorique plus
approfondie sur les matériaux bi-module, en particulier pour améliorer les formulations mathé-
matiques. De plus, dans le cadre de la méthode de recalage avec la solution semi-analytique, il
serait pertinent d’étendre son applicabilité à d’autres matériaux fragiles, tels que les matériaux
anisotropes et orthotropes.
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Pour la méthodologie d’identification des conditions aux limites et de l’endommagement,
bien que la condition de Dirichlet identifiée par la minimisation de la fonctionnelle dans la phase
linéaire soit précise, les fluctuations correspondantes peuvent facilement affecter la précision de
la condition de Neumann identifiée sur la frontière de chargement. Ainsi, des études sur des
méthodes de régularisation, telles que la variation totale, doivent être envisagées à l’avenir pour
améliorer globalement la précision des données identifiées. De plus, pour résoudre les problèmes
de convergence et de snap-back lors de l’identification en phase non linéaire, la méthode de
pilotage incrémentale a été implémentée avec les conditions identifiées dans la phase linéaire
pour continuer à identifier les conditions aux limites et l’endommagement en phase non linéaire.
Néanmoins, cette approche présente des difficultés pour obtenir des résultats plus précis lorsque
la valeur et la direction du chargement appliqué varient pendant l’expérimentation. Ainsi, une
exploration approfondie des méthodes de calcul direct basées sur la loi de Badel avec la MEF
pourrait être envisagée dans les travaux de recherche futurs.

Pour l’application des PINNs à divers problèmes, étant donné le développement rapide de
l’apprentissage profond récemment, de nombreuses techniques avancées ont été proposées, telles
que l’approche énergétique, démontrant des améliorations significatives des performances des
PINNs. Nous continuerons donc à évaluer ces techniques émergentes, ainsi qu’à appliquer la
combinaison de plusieurs techniques avancées aux problèmes directs et inverses. De plus, dans
le cadre des PINNs, le développement de solutions analytiques pour le champ de déplacement
dans l’essai de fendage avec diverses propriétés de matériaux, les calculs directs basés sur le
modèle de Badel, ainsi que la résolution des problèmes de Cauchy linéaires et non linéaires, vise
à fournir une approche novatrice pour résoudre les problèmes étudiés dans cette thèse.
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A Procédure de MACR_RECAL
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Critère de convergence
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Solution Θ∗

Figure A.1 – La procédure d’identification avec la méthode de FEMU

Le diagramme de la figure A.1 illustre la procédure d’identification avec la méthode FEMU.
Étant donné la simplicité et la nature classique de cette procédure, elle peut être divisée en
plusieurs étapes :

— Calcul initial : Avec les valeurs initiales des paramètres Θ0 imposées, le champ de dé-

219



Annexe A : Processus de MACR_RECAL

placement u est calculé dans le maillage de la MEF.
— Projection des champs de déplacement : En raison de la discordance entre les

maillages de la MEF et ceux de la CIN, une projection des champs de déplacement entre
ces deux maillages est indispensable. Cette étape permet de mettre en place le calcul de
la fonction J en comparant les déplacements de la MEF et ceux expérimentaux.

— Évaluation de la fonction J : Après la projection, la valeur de J est obtenue. Si
cette valeur satisfait les critères d’arrêt, alors les paramètres Θ0 sont considérés comme
produisant un champ de déplacement correspondant aux données mesurées. Sinon, les
paramètres sont mis à jour itérativement par l’algorithme de minimisation et réintroduits
dans les calculs.

Cette procédure est très simple et classique, elle n’est pas détaillée ici. Pour plus d’informa-
tions sur cette commande, voir la référence [229].
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B Identification des conditions aux limites et de l’en-
dommagement : Comparaison des données identifiées
avec les données synthétiques sans bruit et avec 5%
de bruit blanc dans la phase non linéaire

Pour illustrer plus efficacement l’erreur entre les résultats de l’identification et ceux de
référence, ainsi que pour éviter le calcul de l’erreur relative lorsque la valeur de référence est
nulle ou proche de zéro, l’erreur relative normalisée, définie comme l’erreur absolue par rapport
à la valeur absolue maximale des données de référence, a été utilisée pour évaluer les champs
de déplacement et de contrainte identifiés.
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(a) Déplacement u : valeur de référence, valeur identifiée avec les données synthétiques sans bruit et
valeur identifiée avec les données synthétiques bruitées

(b) Erreurs relatives normalisées des déplacements u entre les va-
leurs de référence et identifiées

Figure B.1 – Comparaison des déplacements u∗∗ identifiées avec la méthode de pilotage dans
la phase non linéaire en utilisant les données synthétiques sans bruit et avec bruit (5%).
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(a) Déplacement v : valeur de référence, valeur identifiée avec les données synthétiques sans bruit et
valeur identifiée avec les données synthétiques bruitées

(b) Erreurs relatives normalisées des déplacements v entre les va-
leurs de référence et identifiées

Figure B.2 – Comparaison des déplacements v∗∗ identifiées avec la méthode de pilotage dans
la phase non linéaire en utilisant les données synthétiques sans bruit et avec bruit (5%).
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(a) Contrainte σxx : valeur de référence, valeur identifiée avec les données synthétiques sans bruit et
valeur identifiée avec les données synthétiques bruitées

(b) Erreurs relatives normalisées des contraintes σxx entre les va-
leurs de référence et identifiées

Figure B.3 – Comparaison des contraintes σ∗∗
xx identifiées avec la méthode de pilotage dans

la phase non linéaire en utilisant les données synthétiques sans bruit et avec bruit (5%).
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(a) Contrainte σyy : valeur de référence, valeur identifiée avec les données synthétiques sans bruit et
valeur identifiée avec les données synthétiques bruitées

(b) Erreurs relatives normalisées des contraintes σyy entre les va-
leurs de référence et identifiées

Figure B.4 – Comparaison des contraintes σ∗∗
yy identifiées avec la méthode de pilotage dans la

phase non linéaire en utilisant les données synthétiques sans bruit et avec bruit (5%).
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(a) Contrainte σxy : valeur de référence, valeur identifiée avec les données synthétiques sans bruit et
valeur identifiée avec les données synthétiques bruitées

(b) Erreurs relatives normalisées des contraintes σxy entre les va-
leurs de référence et identifiées

Figure B.5 – Comparaison des contraintes σ∗∗
xy identifiées avec la méthode de pilotage dans la

phase non linéaire en utilisant les données synthétiques sans bruit et avec bruit (5%).
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C Algorithme de minimisation

C.1 Calcul de l’erreur et optimisation par la méthode de Gradient
Conjugué

Étant donné que la fonctionnelle erreur en relation de comportement est convexe, qua-
dratique et toujours positive lorsque le calcul se réalise dans la phase linéaire, sous la forme
discrétisée, telle que présentée dans l’équation (3.29), cette erreur E peut s’exprimer comme
montré dans l’étude de Andrieux et Baranger [123] :

E(X) ≡ f(X) = 1
2XtHX + XtB + C (C.1)

Où H est la matrice de Hessien, dépendant uniquement des paramètres mécaniques et de la
géométrie du matériau. B et C sont le vecteur et la constante qui dépendent non seulement des
propriétés et de la géométrie du matériau, mais aussi des données connues sur Γm (Um,Tm).
En considérant que ∇f(X) est le gradient de la fonction f(X) sous forme de vecteur, il peut
être décrit comme suit :

∇f(X) = XtH −B (C.2)

La méthode de Gradient Conjugué est un algorithme itératif utilisé pour optimiser des
problèmes linéaires et non-linéaires. Son principe repose sur la détermination progressive de
la valeur minimale de la fonction objective. Le nombre maximal d’itérations est noté nItération,
et les critères d’arrêt sont définis par Eseuil, dEseuil et ∇Eseuil. αk est la longueur du pas de
descente à chaque itération, pk est la direction de descente à chaque itération, et βk est une
variable scalaire qui garantit que les directions pk et pk+1 sont conjuguées par rapport à H. À
partir d’une valeur initiale X0, l’algorithme de Gradient Conjugué pour minimiser E est décrit
comme suit :
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Annexe C :

Entrées : X0

Sorties : X∗

Initialisation k → 0 ;
Xk → X0, f(X0)→ f0, ∇f(X0)→ ∇f0, −∇f0 → p0;
tant que ∇fk < ∇Eseuil faire

αk ←
∇f t

k

pt
kHpk

;

Xk+1 ← Xk + αkpk ;
Ek+1 ← fk+1;
dEk+1 ←| fk+1 − fk |;

βk+1 ←
∇f t

k+1∇fk+1

∇f t
k∇fk

;

pk+1 ← −∇fk+1 + βk+1pk;
k → k + 1;
si k + 1 > nItération ou Ek+1 < Eseuil ou dEk+1 < dEseuil alors

Le calcul s’arrêt ;
fin

fin
Algorithme 1 : l’algorithme de Gradient Conjugué

C.2 L’algorithme de région de confiance et son application

Dans la méthode de recalage avec la solution semi-analytique, l’algorithme de région de
confiance consiste à approcher J(Θk+1) par une forme quadratique Q(Θk + prc

k ), où prc
k est la

direction de descente dans l’algorithme de région de confiance à chaque itération. Parce que la
fonction Q(Θk + prc

k ) peut ne pas être une approximation précise de J(Θk+1) lorsque Θk + prc
k

est éloigné de Θk, la minimisation de Q(Θk + prc
k ) est réalisée sous contrainte pour garantir que

la solution est autour de Θk. En utilisant l’hypothèse de série de Taylor, la minimisation de
Q(Θk + prc

k ) s’écrit sous la forme suivante :

(prc∗
k ) = arg min

prc
k

Q(Θk + prc
k ) ≡ Jk + gT

k p
rc
k + 1

2p
rcTHkp

rc
k , avec ∥ prc

k ∥≤ ∆rrc
k (C.3)

Où Jk est J(Θk), gk est le gradient de J(Θk), Hk est la matrice Hessienne de J(Θk). ∆rrc
k

est le rayon de région de confiance défini. Parce que l’équation (C.3) représente un problème
quadratique sous contrainte et non-convexe, l’algorithme de gradient conjugué est la méthode
la plus simple et la plus efficace pour obtenir la solution. En outre, le point le plus important
de la méthode de région de confiance est la détermination de la valeur satisfaisante de ∆rrc

k à
chaque itération. Selon l’accord entre la fonction approximative Q et la fonction objective J , le
rapport est défini par prc∗

k comme suit :

ρk = J(Θk)− J(Θk + prc∗
k )

Q(Θk)−Q(Θk + prc∗
k ) (C.4)

Le numérateur de l’équation (C.4) représente la « réduction actuelle », et le dénominateur
de l’équation (C.4) est la « réduction prédite ». Il convient de souligner que la valeur de la
réduction prédite est toujours non-négative. Par conséquent, lorsque ρk est négatif, la valeur
de J(Θk + prc∗

k ) est supérieure à celle de J(Θk), cela signifie que la minimisation a échoué. En
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revanche, si ρk est proche de 1, J(Θk+1) et Q(Θk +prc∗
k ) sont cohérents, et la région de confiance

peut être élargie pour la prochaine itération. Si ρk est compris entre 0 et 1, le rayon de la région
de confiance ∆rrc

k reste inchangé.
Avec le nombre maximal d’itérations est noté nItération, les critères d’arrêt sont définis par

∆Jseuil et ∇Jseuil, l’algorithme de région de confiance utilisé dans le recalage avec la solution
semi-analytique est illustré ci-après :

Entrées : Θ0, ∆r
rc
0

Sorties : Θ∗

Initialisation k = 0 ;
Θk = Θ0, Jk = J(Θ0), gk = ∇J(Θ0), Hk = ∇2J(Θ0), ∆rrc

k = ∆rrc
0 ;

tant que k < nitération faire
Obtenir prc

k par la résolution de l’équation (C.3) (Gradient Conjugé);
Obtenir ρk par la résolution de l’équation (C.4);

si ρk <
1
4 alors

∆rrc
k+1 ←

1
4∆r

rc
k ;

fin
else

si ρk >
3
4 alors

∆rrc
k+1 ← 2∆rrc

k ;
fin
else

∆rrc
k+1 ← ∆rrc

k ;
end

end

si ρk >
1
4 alors

Θk+1 ← Θk + prc
k

fin
else

Θk+1 ← Θk

end
si ∥ Jk+1 − Jk ∥< ∆Jseuil ou ∥ ∇Jk+1 ∥< ∇Jseuil alors

Le calcul s’arrêt ;
fin
k → k + 1;

fin
Algorithme 2 : l’algorithme de région de confiance
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Entrées : prc
j

Sorties : prc∗
j

Initialisation j = 0 ;
prc

j = 0, gj = ∇J(Θk), pj = −gj, H = ∇2J(Θk);
début

si pt
jHpj ≤ 0 alors
// Hessien non défini ou courbure négative
Obtenir τj par la résolution de ∥ Θk + τjpj ∥= ∆rrc

k ;
// On se déplace sur la frontière du domaine
prc

j+1 ← prc
j + τjpj ;

Le calcul s’arrêt;
fin
si ∥ prc

j + αjpj ∥≥ ∆rrc
k alors

// Frontière du domaine traversée
Obtenir τj par la résolution de ∥ Θk + τjpj ∥= ∆rrc

k ;
// On se déplace sur la frontière du domaine
prc

j+1 ← prc
j + τjpj ;

Le calcul s’arrêt;
fin
prc

j+1 ← prc
j + αjpj;

gj+1 ← gj + αjHpj;

βj ←
gt

j+1gj+1

gt
jgj

;

pj+1 ← −gj + βjpj;
j → j + 1;
Tester GC;

fin
Algorithme 3 : l’algorithme de Gradient conjugué pour résoudre l’équation (C.3) à kème

itérations

230



D Application des PINNs dans les problèmes directs et
les problèmes inverses

D.1 Application de la fonction de distance approximative

D’après l’étude de Sukumar et Srivastava [224], les détails de l’application de la fonction de
distance approximative dans un problème 2D sont illustrés comme suit

Pour une ligne droite infinie passant par deux points X1 = [x1, y1], X2 = [x2, y2] avec une
distance Ldistance =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2, la fonction de distance approximative ϕl(X, X1, X2)

au point X = [x, y] est représenté suivant :

ϕl(X, X1, X2) = (x− x1)(y2 − y1)− (y − y1)(y2 − y1)
Ldistance

(D.1)

Pour un cercle de rayon R =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

2 et dont le centre est au point Xc =

[x1 + x2

2 ,
y1 + y2

2 ], la fonction de distance approximative ϕc(X, X1, X2) au point X = [x, y]
peut s’exprimer :

ϕc(X, X1, X2) = R2 − (x− xc)2 − (y − yc)2

2R (D.2)

En combinant les expression de ϕl(X, X1, X2) et ϕc(X, X1, X2), la fonction de distance
approximative ϕ(X, X1, X2) sur un segment dont les extrémités sont X1 et X2 est obtenue
comme suite :

ϕ(X X1, X2) =

√√√√ϕ2
l +

(
(Φ− ϕc)

2

)2

Avec Φ =
√
ϕ2

c + ϕ4
l , (D.3)

Dans un solide, les frontières peuvent être représentées par des segments. Étant donné que
différentes frontières peuvent avoir la même condition aux limites (conditions de Dirichlet et
de Neumann), pour imposer précisément ces conditions sur différents segments, les ϕi···n avec
le nombre des frontière n doivent être combinées de la manière suivante :

ϕ(X) ≡ ϕ(ϕ1, ϕ2, · · ·ϕn) = 1√
1
ϕ2

1
+ 1
ϕ2

2
+ · · · 1

ϕ2
n

(D.4)

D.2 Comparaison des erreurs relatives normalisées des différents
données entre les PINNs et la MEF
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Figure D.1 – Comparaison des erreurs relatives normalisées de déplacement u entre la MEF
et les PINNs.

Figure D.2 – Comparaison des erreurs relatives normalisées de déplacement v entre la MEF
et les PINNs.
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Figure D.3 – Comparaison des erreurs relatives normalisées de contrainte σxx entre la MEF
et les PINNs.

Figure D.4 – Comparaison des erreurs relatives normalisées de contrainte σyy entre la MEF
et les PINNs.
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Figure D.5 – Comparaison des erreurs relatives normalisées de contrainte σxy entre la MEF
et les PINNs.
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D.3 Comparaison des erreurs relatives normalisées de la condition
de chargement identifiée avec les champs de déplacement sur-
facique
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Figure D.6 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par le PINNT
sur Γ1 avec les champ de déplacement surfacique et celle de référence lorsque lp est minimal.
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Figure D.7 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par le RNP
sur Γ1 avec les champ de déplacement surfacique et celle de référence lorsque lp est minimal.
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Figure D.8 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par la MAA
sur Γ1 avec les champ de déplacement surfacique et celle de référence lorsque lp est minimal.

236



Annexe D :

−40 −30 −20 −10 0 10 20 30 40

−0.04

−0.02

0.00

0.02

0.04
p x

(M
P
a)
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Figure D.9 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par l’IECL
sur Γ1 avec les champ de déplacement surfacique et celle de référence lorsque lp est minimal.

−40 −30 −20 −10 0 10 20 30 40

−0.10

−0.05

0.00

0.05

0.10

p x
(M

P
a)
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Figure D.10 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par la MAAP
sur Γ1 avec les champ de déplacement surfacique et celle de référence lorsque lp est minimal.
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D.4 Comparaison des erreurs relatives normalisées de la condition
de chargement identifiée avec les champs de déplacement aux
frontières
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Figure D.11 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par le PINNT
sur Γ1 avec les champ de déplacement aux frontières et celle de référence lorsque lp est minimal.
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Figure D.12 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par le RNP
sur Γ1 avec les champ de déplacement aux frontières et celle de référence lorsque lp est minimal.
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Figure D.13 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par la MAA
sur Γ1 avec les champ de déplacement aux frontières et celle de référence lorsque lp est minimal.
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Figure D.14 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par l’IECL
sur Γ1 avec les champ de déplacement aux frontières et celle de référence lorsque lp est minimal.
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Figure D.15 – Comparaison entre la condition de chargement identifiée obtenue par la MAAP
sur Γ1 avec les champ de déplacement aux frontières et celle de référence lorsque lp est minimal.
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E Bruit gaussien
Le bruit gaussien est un type de bruit dont la densité de probabilité suit une distribution

normale (distribution gaussienne). En raison des imperfections inévitables dans les instruments
de mesure et les environnements expérimentaux, les données recueillies sont souvent contami-
nées par du bruit. Le bruit gaussien, en particulier, peut bien approximer ces erreurs ou bruits
présents dans de nombreuses mesures expérimentales. Par conséquent, il est largement utilisé
pour générer des données synthétiques avec du bruit blanc additif afin de simuler des conditions
expérimentales réelles et de tester la robustesse des méthodologies d’identification.

Pour générer le champ de déplacement bruité ubruit = ⟨ubruit, vbruit⟩ à partir du champ de
déplacement synthétique connu u = ⟨um, vm⟩, trois paramètres doivent être définis : la valeur
moyenne du bruit µbruit, qui est toujours considérée comme étant 0, l’écart type du champ de
déplacement synthétique connu σbruit et le taux de bruit αbruit. Ces paramètres permettent de
contrôler l’intensité et la distribution du bruit ajouté au champ de déplacement synthétique.
L’expression de ubruit est décrite comme suit :

ubruit

{
ubruit = um + αbruitN (0, σbruit)
vbruit = vm + αbruitN (0, σbruit)

(E.1)

Où N (0, σbruit) est une distribution normale de moyenne nulle et d’écart type σbruit, qui
peut être générée avec la fonction random.normal du package numpy en Python.
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