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Avant-propos

L’interaction fluide-structure désigne l’ensemble des phénomènes physiques qui résultent
de l’interaction multiphysique entre un écoulement fluide et une structure solide. Son étude
est un point crucial dans de nombreux domaines de l’ingénierie allant de l’aérospatial au
biomédical, en passant par la construction navale, le génie civil, le nucléaire, etc. Par ailleurs,
la simulation numérique joue un rôle important dans la compréhension de ces phénomènes
complexes et dans la conception des structures. Dans cette optique, on vise à développer une
stratégie de couplage précise, souple et efficace entre le fluide et la structure en considérant
l’influence mutuelle entre les deux physiques (couplage fort). Notre stratégie de couplage
est basée sur une approche partitionnée, dans laquelle la résolution des deux physiques
est réalisée dans des solveurs distincts. La représentation de l’interface déformable entre
le fluide et le solide repose sur une méthode des frontières immergées (Immersed Boundary
Method, IBM). Même si cette stratégie de couplage fluide-structure se veut générale et adap-
table, l’application principale de ce travail est l’étude de l’érosion de cavitation à l’échelle
d’une bulle. L’introduction de ce manuscrit aborde le contexte de l’étude, les phénomènes
physiques mis en jeu et les stratégies proposées jusqu’ici pour traiter ce problème numéri-
quement.

1.1 Cavitation

Formation de cavités. La cavitation est le développement de structures de vapeur dans
un écoulement liquide, suite à une chute de pression isotherme en dessous d’une valeur
critique, appelée pression de vapeur saturante (KNAPP et al., 1970). Ce changement d’état
est illustré par le diagramme de phase de l’eau sur la Figure 1.1a. De manière analogue,
le changement de l’état liquide à vapeur par augmentation isobare de la température au-
dessus d’une température critique est appelé ébullition. La chute de pression responsable
du changement d’état du liquide peut être provoquée par une accélération du fluide, par la
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géométrie ou la rugosité de la paroi solide, ou par les contraintes de cisaillement. Les struc-
tures cavitantes naissent de bulles microscopiques ou d’impuretés contenues dans le liquide,
appelées noyaux ou germes de cavitation (FRANC et al., 2006). Le volume des noyaux aug-
mente rapidement lorsque la pression tombe en dessous de la pression de vapeur saturante
et ces derniers grandissent pour devenir des bulles de cavitation. L’apparition de cavitation
dépend de la pression du liquide, mais aussi de la qualité du liquide et de la fraction de va-
peur qu’il contient. Par exemple, il est extrêmement difficile d’initier de la cavitation au sein
d’un liquide pur dépourvu de germes, même lorsque la pression est inférieure à la pression
de vapeur saturante.

Régimes de cavitation. Les écoulements cavitants sont souvent classés en fonction du
nombre de cavitation σv, défini par :

σv =
p∞ − pv
1
2 ρ∞u2

∞
. (1.1)

avec p∞, ρ∞, u∞ des pression, densité, vitesse de référence de l’écoulement (respectivement)
et pv la pression de vapeur saturante.

La cavitation peut être observée sous plusieurs régimes selon la géométrie de la paroi
solide et les conditions de l’écoulement. Par exemple, le transport d’une bulle isolée est ob-
servé lorsqu’une bulle de vapeur naît suite à l’expansion rapide d’un germe de cavitation,
puis est convectée vers une zone de plus forte pression où elle recondense et collapse (voir
Figure 1.1b). La cavitation de vortex apparaît dans les zones de dépression au coeur de tour-
billons ou de sillages turbulents (voir Figure 1.2a). Des poches de cavitation peuvent être
observées dans les zones d’aspiration au contact de corps solides (voir Figure 1.2a). Ces
poches peuvent se détacher pour former des nuages de bulles qui sont ensuite transportés
dans le sillage de l’obstacle (voir Figure 1.1b). On parle alors de cloud cavitation. Lorsque
l’objet est totalement enveloppé de vapeur, il s’agit de supercavitation. Ce régime de cavita-
tion est notamment utilisé en propulsion marine (torpilles) pour réduire les frottements du
liquide à la paroi (CECCIO, 2010).
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FIGURE 1.1 – (a) Diagramme de phase de l’eau. (b) Deux régimes de cavitation sur
la face supérieure d’un hydrofoil : transport de bulles isolées (en haut) et nuages de
bulles (en bas). Photographies adaptées de http://www.legi.grenoble-inp.fr/people/

Jean-Pierre.Franc/.

http://www.legi.grenoble-inp.fr/people/Jean-Pierre.Franc/
http://www.legi.grenoble-inp.fr/people/Jean-Pierre.Franc/
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Conséquences néfastes. Malheureusement, la cavitation mène souvent à des effets indé-
sirables : vibrations, perte de performance, bruit, érosion, etc. Tout particulièrement, l’éro-
sion de cavitation a des effets néfastes sur les éléments de systèmes hydrauliques et propul-
sifs, les surfaces portantes, les injecteurs de carburant ou les turbines hydrauliques interve-
nants dans de nombreux domaines d’ingénierie tels que la production d’énergie, l’industrie
(pétrolière, gazière, agroalimentaire, chimique) et la propulsion (marine, terrestre, aérospa-
tiale). L’érosion de cavitation est illustrée sur la Figure 1.2b par l’endommagement d’une
hélice de jet-ski. On peut observer que les dégâts sont concentrés sur le bord extérieur de
l’hélice où la vitesse de la pale est la plus importante.

(a) (b)

FIGURE 1.2 – (a) Hélice et cavitation lors d’une expérience dans le bassin expérimental Da-
vid Taylor. Adapté de U.S. Navy. (b) Hélice d’un jet-ski endommagée par la cavitation. Pho-

tographie prise par Erik Axdahl, 2006.

La réduction de l’érosion de cavitation peut passer par la modification de la géométrie
d’un composant, le choix d’un matériau plus résistant, le traitement de surface et le contrôle
des conditions de fonctionnement (FIVEL et al., 2018). Comme évoqué plus haut, la cavita-
tion est initiée dans des régions de basse pression, mais les structures de vapeur sont ensuite
transportées dans des régions de plus haute pression. La pression au sein des cavités est très
basse car proche de la pression de vapeur saturante. Les structures de vapeur sont donc
amenées à imploser sur elles-mêmes de manière très violente. À la fin de l’implosion (ou
collapse), une onde de pression de forte amplitude est générée. Lorsqu’il se produit au voi-
sinage d’une paroi solide, le collapse est non sphérique et la bulle adopte plutôt une forme
toroïdale. Un jet rentrant se forme et traverse la bulle en direction de la paroi, pouvant im-
pacter cette dernière. Ces deux mécanismes, onde de choc et jet rentrant, sont responsables
de l’endommagement des corps solides à proximité. Ils seront présentés plus en détail dans
la sous-section 1.2.1.

Applications. Lorsqu’il est maîtrisé, le collapse de bulle possède des applications inté-
ressantes dans plusieurs domaines. Dans le médical, il permet de détruire les calculs rénaux
par lithotripsie, les tumeurs par ultrasons focalisés de haute intensité (High-Intensity Focused
Ultrasound, HIFU) et d’optimiser l’administration de médicaments dans l’organisme. Une
revue détaillée des applications médicales de la cavitation est présentée par BRENNEN, 2015.
Par exemple, la lithotripsie extracorporelle utilise des ondes de choc ultrasonores pour créer
des bulles de cavitation au voisinage des calculs rénaux ou vésicaux afin de les réduire à plu-
sieurs fragments, qui sont ensuite évacués avec les urines. Dans l’industrie agroalimentaire,
la cavitation hydrodynamique est une technique prometteuse de traitement non thermique
pour l’optimisation des réactions chimiques et de l’homogénéisation des aliments (SUN et
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al., 2022). Par ailleurs, les capacités de forage et de nettoyage de surfaces sont améliorées par
les jets cavitants auto-résonnants (SOYAMA, 2020) par rapport à des jets classiques. Du côté
du vivant, la crevette-pistolet tire profit de la cavitation pour chasser de petits poissons ou
des crevettes. Elle claque son énorme pince, mesurant la moitié de son corps, afin de générer
une bulle de cavitation qui implose pour former une violente détonation (∼220 dB) et tuer
sa proie (KOUKOUVINIS et al., 2017). Les ondes générées peuvent atteindre des amplitudes
de 80 kPa et la température au centre de la bulle peut atteindre 5000 K, soit la température
à la surface du soleil. Les colonies de crevettes pistolets peuvent même dominer complète-
ment le bruit ambiant des océans. Au début de la seconde guerre mondiale, il a été observé
que ce bruit limitait la portée des sonars dans les zones chaudes et peu profondes du Pa-
cifique (URICK, 1984). Dans les cas les plus extrêmes, le collapse d’une bulle de cavitation
peut générer un flash lumineux : c’est la sonoluminescence (BARBER et al., 1991). Cette forte
focalisation d’énergie pourrait trouver des applications dans la sonochimie (SUSLICK, 1990),
qui étudie les effets des ondes ultrasonores sur les réactions chimiques. Son application à la
fusion nucléaire au sein d’une bulle, aussi appelée sonofusion (TALEYARKHAN et al., 2002),
reste très controversée.

1.2 Érosion de cavitation

L’étude de l’érosion de cavitation débute avec SILBERRAD, 1912 suite à l’usure préma-
turée des hélices des grands paquebots Mauretania et Lusitania. La nécessité de prolonger
la durée de vie des composants hydrauliques sans porter atteinte aux performances a en-
suite mené à de nombreuses études permettant une meilleure connaissance de l’érosion de
cavitation. En pratique, il n’est pas possible d’éliminer totalement ce phénomène. Il devient
alors primordial de pouvoir prédire l’érosion de cavitation afin d’estimer la durée de vie
d’un composant ou d’optimiser le choix d’un matériau pour une application donnée.

1.2.1 Origines de l’érosion

Le processus d’érosion de cavitation peut se décomposer en plusieurs étapes :

1. Formation d’une bulle de cavitation dans une zone de basse pression.

2. Transport de la bulle vers une zone de plus haute pression.

3. Collapse de la bulle : formation du jet rentrant et d’ondes de choc.

4. Impact du jet rentrant et des ondes de choc sur la paroi.

5. Répétition des étapes 1, 2, 3 et 4.

FIGURE 1.3 – Vue schématique du collapse non sphérique d’une bulle au voisinage d’une
paroi solide. Adapté de www.slurryflo.com.

www.slurryflo.com
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Suite à sa formation et à son transport dans une région de pression plus élevée, la bulle
recondense et implose violemment. Lorsque le collapse se produit proche de la paroi solide,
il se forme un jet liquide à haute vitesse et des ondes de choc qui impactent cette dernière
pour former un cratère microscopique en surface du matériau, appelé pit de cavitation (voir
Figure 1.3). Les pits de cavitation, en forme de calotte sphérique ou d’anneau, ont une faible
profondeur pouvant même être de l’ordre de grandeur de la rugosité du matériau. Un pit
de cavitation en forme de calotte sphérique est illustré sur la Figure 1.4. Cette déformation
irréversible du matériau est due à la forte amplitude des impacts qui dépasse facilement
la limite d’élasticité du matériau. La formation répétée et le chevauchement de pits mènent
ensuite à un dommage macroscopique du matériau.

FIGURE 1.4 – Image réelle d’un pit de cavitation (à gauche) et sa représentation 3D obtenue
à partir d’un microscope interférométrique (à droite). Adapté de DULAR et al., 2019.

Collapse de bulle. Afin d’étudier en détail les mécanismes responsables de l’érosion de
cavitation, le problème est souvent réduit à l’implosion d’une bulle isolée au voisinage d’une
paroi solide (NAUDÉ et al., 1961 ; PLESSET et al., 1971). Il s’agit en fait de la dernière étape
de la cascade d’événements qui conduisent à l’endommagement d’une paroi exposée à un
écoulement cavitant. Le collapse d’une bulle de vapeur dans un liquide est un événement
violent et très bref (∼100 ns) qui fait intervenir des pressions intenses (∼1 GPa). La violence
du collapse provient de la différence de pression importante entre l’intérieur de la bulle et
l’extérieur de la bulle. Par exemple, la pression de la vapeur d’eau à température ambiante
vaut environ 2300 Pa tandis que la pression extérieure, dans l’eau liquide, est égale à 105 Pa
si on se place à pression atmosphérique.

FIGURE 1.5 – Vue schématique du collapse sphérique d’une bulle dans un milieu liquide
infini. Adapté de www.slurryflo.com.

Lorsque le champ de pression est uniforme à l’extérieur de la bulle, le collapse se produit
de manière sphérique et aucun jet rentrant n’est observé (voir Figure 1.5). Les premiers tra-
vaux sur le sujet sont menés par RAYLEIGH, 1917, avec l’étude théorique du collapse d’une
bulle plongée dans un liquide incompressible infini. Ces travaux sont ensuite étendus par
PLESSET, 1954 avec la prise en compte de la tension superficielle et de la viscosité du liquide.
L’évolution temporelle du rayon d’une bulle sphérique contenant un gaz non condensable,

www.slurryflo.com
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plongée dans un liquide incompressible, est prédite par l’équation de Rayleigh–Plesset :

ρl

(
RR̈ +

3
2

Ṙ2
)
= pv − p∞ + pg0

(
R0

R

)3γg

− 2S
R
− 4µl

Ṙ
R

. (1.2)

avec ρl la densité et µl la viscosité du liquide, R le rayon de la bulle et R0 son rayon initial, Ṙ
la vitesse et R̈ l’accélération de l’interface gaz-liquide, pv la pression de vapeur saturante, p∞
la pression du liquide à l’infini, pg0 la pression initiale et γg l’indice adiabatique du gaz non
condensable et S la tension de surface. Par la suite, d’autres modèles furent développés afin
de prendre en considération les effets de compressibilité (GILMORE, 1952 ; HICKLING et al.,
1964 ; KELLER et al., 1980). Au terme d’un collapse sphérique, une onde de choc sphérique
est générée. En effet, la bulle contient de la vapeur d’eau mais aussi du gaz non condensable.
La compression du gaz non condensable induit une forte pression dans un faible volume à
la fin du collapse. Les forces de pression poussent au rebond de la bulle, générant une onde
de choc qui se propage ensuite radialement vers l’extérieur (FIVEL et al., 2018). L’origine de
l’érosion de cavitation a pendant longtemps été attribuée à cette onde de choc générée en fin
de collapse (RAYLEIGH, 1917 ; HICKLING et al., 1964). On sait aujourd’hui que le jet rentrant
joue aussi un rôle majeur dans le processus d’érosion (PLESSET et al., 1971).

Jet rentrant. Lorsque le champ de pression n’est pas uniforme à l’extérieur de la bulle,
il se forme un jet rentrant qui perfore la bulle. Par conséquent, la bulle perd sa forme sphé-
rique et adopte une forme toroïdale (voir Figure 1.6). Le gradient de pression responsable
de ce mécanisme peut être lié à la présence d’une paroi solide ou d’une surface libre au voi-
sinage de la bulle (BENJAMIN et al., 1966). L’interaction entre une onde de choc et une bulle
de vapeur peut aussi mener à la formation d’un jet rentrant (HAAS et al., 1987 ; BOURNE
et al., 1992). Bien que le mécanisme déclencheur soit différent, la dynamique du jet est relati-
vement similaire (MADER, 1965). Dans le cas d’un collapse au voisinage d’une paroi solide,
une surpression apparaît au niveau du bord le plus éloigné et le jet rentrant se dirige vers
la paroi solide. Dans le cas d’une surface libre, la surpression se produit au niveau du bord
le plus proche et le jet s’éloigne de la surface libre. La portion d’interface affectée par la sur-
pression se déforme rapidement vers l’intérieur de la bulle où la pression est plus faible,
donnant naissance à un jet rentrant à grande vitesse pouvant atteindre plusieurs centaines
de mètres par seconde. Un historique de la formation du jet et de sa pénétration au sein de
la bulle est présenté sur la Figure 1.6. Le mécanisme de jet rentrant fut observé expérimen-
talement pour la première fois par NAUDÉ et al., 1961 mais il était déjà suggéré bien avant
par KORNFELD et al., 1944. La première explication théorique du phénomène est apportée
par BENJAMIN et al., 1966. La dynamique du jet induit également une translation du centre
de la bulle dans la même direction. Lorsque la bulle est attachée à la paroi ou se trouve
suffisamment proche, le jet impacte directement la paroi après avoir traversé la bulle (voir
Figure 1.3). L’impact du jet sur une surface, qu’il s’agisse d’une interface fluide-solide ou
liquide-vapeur, est appelé water-hammer ou coup de bélier. L’impact du jet rentrant sur la
paroi solide est une des causes de la formation d’un pit en surface du matériau.

FIGURE 1.6 – Formation du jet rentrant lors du collapse non sphérique d’une bulle au voi-
sinage d’une surface libre. Extrait de SUPPONEN et al., 2015.



1.2. Érosion de cavitation 7

Sous certaines hypothèses, il est possible d’estimer différentes quantités relatives à cet
événement. Une estimation de la vitesse du jet peut être obtenue analytiquement en fonc-
tion de la distance bulle-paroi, dans l’hypothèse d’un écoulement non visqueux et incom-
pressible (PLESSET et al., 1971). Ensuite, la contrainte exercée par le jet sur la paroi (effet
water-hammer) peut être estimée à partir de la vitesse du jet ujet, de la masse volumique du
liquide ρl et de la vitesse du son dans le liquide cl , dans le cas d’une paroi rigide d’im-
pédance acoustique infinie (pwh = ρlclujet). Si l’on considère de l’eau (ρl = 1000 kg/m3,
cl = 1500 m/s) et une vitesse de jet ujet = 250 m/s, alors la pression d’impact est estimée à
environ 400 MPa. Ceci correspond à l’ordre de grandeur de la limite d’élasticité de la plupart
des métaux. Enfin, une estimation de la durée de l’impulsion de pression peut être obtenue
à partir du diamètre du jet djet (twh = djet/2cl), avec djet étant de l’ordre d’un dixième du
diamètre de la bulle (PLESSET et al., 1971).

Ondes de choc. Lors du collapse d’une bulle au voisinage d’une paroi, des ondes de choc
sont générées. Une première onde de choc se forme lorsque le jet rentrant traverse la bulle et
impacte le bord opposé de l’interface liquide-vapeur (PLESSET et al., 1971). La formation et
la propagation de cette onde de choc peuvent être observées sur les quatre premières images
de la Figure 1.7 (partie haute). L’anneau de vapeur continue de se rétracter après l’impact
jusqu’à générer d’autres ondes de choc, sur le même principe que pour un collapse sphé-
rique. La formation de ces ondes de choc secondaires est illustrée sur la partie basse de la
Figure 1.7. En fonction de la distance bulle-paroi, les ondes de choc générées par le collapse
de l’anneau de vapeur peuvent former un pit de forme circulaire ou annulaire (JOSHI et al.,
2019). Suite à l’impact du jet sur la paroi puis à la déviation de l’écoulement le long de cette
dernière, une seconde évaporation ou splashing se produit (TONG et al., 1999). Il se forme
alors un nuage de bulles microscopiques. Elles implosent ensuite de manière sphérique et
génèrent de nouvelles ondes de choc qui impactent directement la paroi. DULAR et al., 2019
observent que ce mécanisme est plus violent et qu’il induit des dommages plus importants
que l’impact du jet sur la paroi. Ceci pourrait notamment expliquer les pits annulaires ob-
servés par PHILIPP et al., 1998.

FIGURE 1.7 – Émission d’ondes de choc lors du collapse non sphérique d’une bulle au voi-
sinage d’une surface libre. Extrait de SUPPONEN et al., 2015.

De nombreux travaux expérimentaux et numériques ont apporté une meilleure com-
préhension de l’influence des différents paramètres qui contrôlent le collapse d’une bulle
au voisinage d’une paroi. Le signal de pression à la paroi est souvent étudié car il permet
d’avoir une première approche de la capacité érosive du collapse. Le gradient de pression
déclencheur du collapse et la distance bulle-paroi sont les paramètres qui contrôlent l’am-
plitude du chargement (TOMITA et al., 1986 ; PHILIPP et al., 1998 ; JOHNSEN et al., 2009).
Le rayon initial de la bulle, en revanche, n’a que peu d’influence sur l’intensité de l’impact
(PÖHL et al., 2015). Par exemple, SHIMA et al., 1983 identifient trois régimes basés sur la
pression d’impact maximale en fonction de la distance bulle-paroi. L’effet de l’onde de choc
est dominant pour H0/R0 ≤ 0.3 et H0/R0 ≥ 1.5 tandis que celui du jet rentrant prédomine
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pour 0.6 ≤ H0/R0 ≤ 0.8. Lorsque la distance est trop importante, le jet est freiné par le
liquide avant d’atteindre la paroi. À l’inverse, le jet n’a pas le temps d’atteindre sa vitesse
maximale lorsque la distance est trop faible. Pour H0/R0 > 2, aucun dommage n’est observé
sur le matériau (PHILIPP et al., 1998 ; DULAR et al., 2019).

En pratique, un écoulement cavitant contient un grand nombre de bulles qui peuvent
interagir entre elles. Par conséquent, le collapse d’une bulle peut être différent selon si la
bulle est isolée ou si elle se trouve dans un écoulement réel. Une amplification de la pres-
sion d’impact est observée dans certaines configurations de réseaux de bulles (DEAR et al.,
1988).

L’origine de l’érosion de cavitation, si elle est due au jet ou à l’onde de choc (ou aux
deux), ne fait pas encore consensus dans la communauté scientifique, principalement parce
que la plupart des techniques expérimentales ne permettent de détecter et d’évaluer les
dommages qu’après plusieurs collapses successifs (DULAR et al., 2019).

1.2.2 Cycle de vie du matériau

On a vu que le collapse de bulle au voisinage d’une paroi entraîne un endommagement
du matériau sous la forme d’un cratère microscopique, aussi appelé pit de cavitation. En
raison du grand nombre de bulles au sein d’un écoulement cavitant, la superposition et la
répétition de ces collapses individuels entraîne un dommage macroscopique croissant au
cours du temps d’exposition à la cavitation.

Phases de l’érosion. Il existe différentes phases d’évolution de l’érosion de cavitation au
cours de la durée de vie d’un composant : incubation, accélération, décélération et régime
stationnaire (FRANC et al., 2014). Les différentes phases de l’érosion sont généralement re-
présentées à l’aide d’une courbe de perte de masse (érosion) en fonction du temps d’expo-
sition (voir Figure 1.8). Le taux de perte de masse est aussi représenté sur la Figure 1.8 et
correspond à la variation de la perte de masse par rapport au temps d’exposition. La transi-
tion entre ces différentes phases se produit avec un endommagement croissant de la paroi,
engendré par une durée d’exposition croissante ou par l’intensité croissante de l’écoulement
cavitant.
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FIGURE 1.8 – Vue schématique des différentes phases de l’érosion de cavitation au cours du
temps d’exposition.
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La période d’incubation correspond au stade initial de l’érosion. Elle est caractérisée
par des micro-indentations (pits) isolées, issues de déformations plastiques à la surface du
matériau. Contrairement aux déformations élastiques, les déformations plastiques sont per-
manentes. Elles apparaissent lorsque la contrainte d’écoulement dépasse la limite d’élasti-
cité du matériau. Ce comportement macroscopique est le résultat d’un mouvement irréver-
sible des dislocations à l’échelle microscopique, provoqué par un glissement dans les plans
cristallographiques. Lors de la période d’incubation, le matériau ne subit aucune perte de
masse. Chaque pit est la conséquence d’un chargement impulsionnel dépassant la limite
d’élasticité du matériau, généré par le collapse d’une bulle. La période d’incubation se ter-
mine lorsque la perte de masse n’est plus négligeable, suite à la multiplication puis au che-
vauchement de pits de cavitation en surface du matériau.

Au cours de la phase d’accélération, le taux d’érosion augmente jusqu’à atteindre son
maximum (voir Figure 1.8). Le matériau subit alors une perte de masse accrue suite à l’amor-
çage puis à la propagation de fissures.

La phase de décélération débute ensuite lorsque le taux d’érosion commence à décroître.
La dynamique des structures cavitantes est modifiée par la nouvelle rugosité de la paroi.
Des bulles de vapeur peuvent se retrouver piégées dans les cratères d’érosion, menant à
l’amortissement des ondes de pression issues des collapses.

Au bout d’un certain temps d’exposition, l’intensité de l’écoulement et la réponse du
matériau tendent vers un équilibre : c’est le régime stationnaire. Le taux d’érosion devient
constant et la perte de masse adopte un comportement linéaire au cours du temps.

Prédiction de l’érosion. La connaissance des mécanismes liés à l’érosion de cavitation a
grandement évolué au cours des dernières décennies. Cependant, le développement d’une
méthode précise permettant de prédire l’érosion d’un matériau soumis à un écoulement
cavitant reste encore un défi majeur. Une revue des méthodes de prédiction actuelles, essen-
tiellement basées sur des corrélations, est présentée par KARIMI et al., 2014. Ces corrélations,
obtenues empiriquement, permettent de prédire l’évolution de l’érosion à l’échelle macro-
scopique et sur le long terme. En revanche, elles ne permettent pas de décrire avec précision
les mécanismes impliqués à l’échelle d’une bulle de cavitation.

1.3 Simulation numérique de l’érosion de cavitation

1.3.1 Enjeux et défis de la simulation numérique

D’un point de vue expérimental, une bulle de cavitation isolée peut être produite par va-
porisation d’un liquide à l’aide d’une décharge à étincelle (KLING et al., 1972 ; TOMITA et al.,
1986) ou de la focalisation d’une impulsion laser (PHILIPP et al., 1998). En revanche, il est
très difficile de réaliser avec précision des mesures d’impacts issus du collapse d’une bulle,
compte tenu du caractère extrême des échelles spatio-temporelles et de l’amplitude des pics
de pression. En effet, les pics de pression sont très brefs (∼100 ns) et très intenses (∼1 GPa).
Les zones solides affectées (pits) sont de l’ordre du dixième de diamètre de la bulle (de 1 µm
à 100 µm). S’ils sont directement exposés à l’écoulement, les capteurs de pression doivent
être capables de résister à des contraintes extrêmes sans induire de déformations plastiques
ou de rupture du matériau. Une alternative aux capteurs de pression permet d’utiliser le
matériau lui-même comme un senseur capable de détecter les charges d’impact. À l’aide de
cette méthode indirecte, il est possible d’estimer la pression des impacts de cavitation par
association de tests de pitting et de nanoindentation (CARNELLI et al., 2012). Cependant, les
différentes techniques donnent généralement des résultats différents, confirmant la grande
difficulté à mesurer précisément les impacts. Aussi, les méthodes de prédiction basées sur
des corrélations empiriques ne permettent pas une compréhension fine des mécanismes fon-
damentaux impliqués dans l’érosion de cavitation. Enfin, l’étude théorique du collapse non
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sphérique est très limitée par la complexité de l’écoulement. Tous ces éléments font de la si-
mulation numérique un outil incontournable dans la compréhension du phénomène d’éro-
sion de cavitation. Elle est notamment un excellent outil pour prédire l’endommagement
d’un matériau au cours de la période d’incubation car elle permet une analyse fine des mé-
canismes impliqués à l’échelle de la bulle.

Malheureusement, la résolution numérique du problème est loin d’être triviale. Les obs-
tacles qui la rendent extrêmement délicate sont résumés ci-dessous :
• Effets inertiels
• Ondes de choc de forte intensité
• Changement de phase
• Interfaces liquide-vapeur en mouvement
• Variations rapides des propriétés thermodynamiques et de la vitesse du son
• Caractère multi-échelle, très petites échelles spatiale et temporelle
• Interaction fluide-structure
• Plasticité

Ces difficultés impliquent de devoir trouver des méthodes numériques précises, robustes
et efficaces. Les échelles spatiale et temporelle extrêmes, ainsi que la résolution des dis-
continuités, demandent de faibles pas de discrétisation qui entraînent un coût de calcul
important. De ce fait, les maillages peuvent facilement dépasser le milliard de cellules en
3D (WERMELINGER et al., 2018 ; DUBOIS et al., 2021). En raison du défi que représente ce
problème, le collapse de bulle est même devenu un cas de validation pour les méthodes
numériques innovantes de simulation des écoulements compressibles. Enfin, l’étude de l’in-
teraction fluide-structure pour une caractérisation fidèle de l’endommagement du matériau
passe par la mise en place d’une stratégie de couplage entre les deux physiques. Pour les
cas les plus sévères, le matériau entre en plasticité et son comportement devient local et non
linéaire. Il devient alors nécessaire de résoudre la dynamique de la structure par une ap-
proche incrémentale.

1.3.2 Simulation du collapse de bulle

De manière générale, les écoulements diphasiques compressibles peuvent être modéli-
sés par des modèles à un fluide ou à deux fluides. Avec l’approche à deux fluides, les phases
sont considérées comme des fluides distincts régis par leurs propres lois de conservations. Il
s’agit de l’approche la plus complète, mais aussi de la plus coûteuse à cause du nombre im-
portant d’équations à résoudre. Par exemple, BAER et al., 1986 proposent un modèle à sept
équations composé de trois équations de conservation pour chaque phase et d’une équation
supplémentaire liée aux fractions volumiques des phases.

Modèles 1-fluide. Des hypothèses de non-glissement entre les phases et d’équilibre ther-
modynamique permettent d’obtenir des modèles 1-fluide afin de réduire le nombre de va-
riables et donc le nombre d’équations à résoudre. En émettant des hypothèses d’équilibre
sur la vitesse et sur la pression entre les phases, KAPILA et al., 2001 proposent un modèle
réduit composé de cinq équations pour l’étude de la transition déflagration-détonation dans
les explosifs granulaires. En ajoutant une hypothèse d’équilibre thermique entre les phases,
on obtient un modèle à quatre équations, composé de trois équations de conservations et
d’une équation non conservative. Cette dernière équation permet de décrire la topologie de
l’écoulement, à partir du transport du taux de vide (KUNZ et al., 2000 ; GONCALVES et al.,
2014) ou de la fraction massique (SAUREL et al., 2016). Dans le cas d’un équilibre thermo-
dynamique complet entre les phases (température, pression et enthalpie libre), le modèle
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d’équilibre homogène est uniquement composé de trois équations de conservation (XIE et
al., 2006 ; GONCALVES et al., 2009). Le système se résume alors aux équations d’Euler ou
aux équations de Navier-Stokes. Les systèmes d’équations associés aux différents modèles
sont fermés par des lois d’état pour le liquide, la vapeur et le mélange. La loi d’état des gaz
raides (LE METAYER et al., 2004) est largement utilisée car elle permet de modéliser à la fois
des gaz, des liquides et des solides. Le collapse d’une bulle fait intervenir des changements
de phase rapides, une dynamique complexe de l’interface liquide-vapeur avec de forts gra-
dients ainsi que de la fragmentation et de la coalescence. C’est pourquoi les modèles 1-fluide
sont une voie privilégiée pour la simulation du collapse de bulle, par rapport à des modèles
à deux fluides.

Représentation de l’interface. Dans le cas d’un modèle 1-fluide, la description de l’inter-
face liquide-vapeur est diffuse. Différentes méthodes ont été imaginées afin de contrer cette
difficulté et résoudre correctement la dynamique de la bulle. Elles peuvent être classées en
deux catégories : suivi d’interface et capture d’interface.

D’une part, les méthodes de suivi d’interface permettent de représenter l’évolution de la
frontière liquide-vapeur de manière explicite comme une interface discontinue. La frontière
possède une description lagrangienne et est transportée à la vitesse locale. Par exemple, les
méthodes Marker-And-Cell (MAC) (HARLOW et al., 1965), front-tracking (GLIMM et al., 1985)
et Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) (HIRT, 1971) font partie de cette première catégorie.

D’autre part, les méthodes de capture d’interface sont basées sur une représentation
implicite de la frontière liquide-vapeur. L’interface n’est pas discontinue, mais plutôt dif-
fuse sur une fine épaisseur. Elle est représentée à l’aide d’une description eulérienne par
un champ scalaire, transporté par le champ de vitesse via la résolution d’une équation de
transport. Dans la méthode Volume Of Fluid (VOF) (HIRT et al., 1981), ce champ scalaire cor-
respond à la fraction volumique de l’une des deux phases. La géométrie de l’interface est
ensuite reconstruite à partir du champ de la fraction volumique. Par ailleurs, la méthode
level set (OSHER et al., 1988) est basée sur le transport d’une fonction appelée level set, calcu-
lée à partir d’une distance signée. Le niveau zéro de la fonction level set définit la position
de l’interface. Les caractéristiques géométriques de l’interface telles que sa courbure et sa
normale sont calculées à partir de cette fonction.

De nombreuses simulations basées sur des modèles 1-fluide ont permis d’étudier le col-
lapse d’une bulle au voisinage d’une paroi rigide. Dans un écoulement réel, une structure
cavitante implose lorsqu’elle est transportée dans une zone de pression plus élevée ou lors-
qu’elle est traversée par une onde issue du collapse d’une cavité voisine. En simulation nu-
mérique, le collapse de la bulle est induit par une différence de pression à l’interface liquide-
vapeur ou par une onde incidente. Initialement, il était commun de résoudre le problème
par la résolution d’un écoulement incompressible et irrotationnel (écoulement potentiel) à
l’aide de la méthode des éléments de frontière (Boundary Element Method, BEM) (BLAKE et
al., 1986). Cependant, l’hypothèse d’incompressibilité du fluide n’est vraie que dans les pre-
mières phases du collapse lors de la formation du jet. Cet aspect peut être corrigé avec un
couplage entre la résolution d’un écoulement potentiel par BEM pour la phase initiale du
collapse et la résolution des équations d’Euler pour la phase water-hammer. Cette approche
permet de tirer parti du faible coût et de la haute précision de l’approche BEM sans négliger
les effets de compressibilité (HSIAO et al., 2014). Néanmoins, la grande partie des études
menées sur la simulation du collapse de bulle sont basées sur une formulation compres-
sible de l’écoulement. DING et al., 1996 analysent le collapse d’une bulle induit par onde
de choc au voisinage d’une paroi en considérant un modèle homogène axisymétrique, la loi
d’état des gaz parfaits pour les deux phases et une méthode ALE pour décrire l’interface
liquide-vapeur. BALL et al., 2000 et TURANGAN et al., 2008 s’intéressent à la résolution des
équations d’Euler en 2D et en axisymétrique (respectivement) dans un formalisme lagran-
gien à l’aide de la méthode free-Lagrange. Les propriétés du liquide suivent la loi d’état de
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Tait et celles du gaz sont obtenues par la loi d’état des gaz parfaits. NOURGALIEV et al.,
2006 et HU et al., 2006 adoptent un modèle homogène 2D couplé à la loi d’état des gaz
raides pour décrire l’écoulement diphasique et une méthode level set pour capturer l’inter-
face liquide-vapeur. L’approche de NOURGALIEV et al., 2006 permet une représentation fine
de la frontière liquide-vapeur grâce à un raffinement adaptatif du maillage autour de l’in-
terface. JOHNSEN et al., 2009 résolvent un modèle multicomposant axisymétrique fermé par
la loi d’état des gaz raides, afin d’étudier le collapse d’une bulle au voisinage d’une paroi.
Les discontinuités associées aux chocs et à l’interface liquide-vapeur sont capturées avec
une grande précision à l’aide d’un schéma d’ordre élevé de type WENO. NAGRATH et al.,
2006 étendent le problème à la résolution des équations de Navier-Stokes en 3D par la mé-
thode des éléments finis. La position de l’interface est obtenue par la méthode level set et les
variables sont ensuite reconstruites à l’aide de la méthode ghost-fluid. HAWKER et al., 2012
font aussi partie des pionniers en terme de simulation 3D du phénomène, avec la résolution
d’un modèle homogène couplé à une méthode de front-tracking pour une représentation
rigoureuse de l’interface. Les résultats montrent une très forte augmentation du pic de pres-
sion engendré par le collapse de la bulle par rapport à des configurations 2D. Les mêmes
observations concernant la dimension du problème sont soulignées par GONCALVES et al.,
2021. Une étude comparative de différents modèles 1-fluide à interface diffuse (KAPILA et
al., 2001 ; GONCALVES et al., 2014 ; JOHNSEN et al., 2009) est présentée par GONCALVES et al.,
2020 pour des configurations 2D et 3D.

Les différents développements présentés dans ce manuscrit sont intégrés dans le code
SCB (DUBOIS et al., 2021), un solveur multiphasique compressible basé sur une formulation
1-fluide à interface diffuse. En misant sur une parallélisation efficace, une méthode à inter-
face diffuse avec maillage fin a été privilégiée par rapport à une méthode de suivi d’interface
beaucoup plus coûteuse.

1.3.3 Couplage fluide-structure

Intérêt du couplage. La section précédente était axée sur la simulation du collapse de
bulle au voisinage d’une paroi rigide. Afin de caractériser fidèlement la réponse de la struc-
ture soumise au collapse d’une bulle, il est nécessaire de prendre en compte la déforma-
tion de la paroi ainsi que son influence sur l’écoulement. Bien avant de pouvoir simuler
numériquement le collapse d’une bulle proche d’une paroi déformable, il était observé ex-
périmentalement que la dynamique de la bulle est grandement affectée par la dynamique
de la structure (GIBSON et al., 1982 ; SHIMA et al., 1989). Dans le cas d’une paroi flexible, le
jet peut même se diriger dans le sens opposé, de manière analogue au collapse d’une bulle
proche d’une surface libre. Par la suite, BRUJAN et al., 2001 observent expérimentalement
que le module d’élasticité du matériau a une influence sur le comportement du jet et sur
sa vitesse, sur la migration de la bulle et sur son temps d’oscillation et potentiellement sur
l’érosion de cavitation. Motivées par ces observations, les premières études numériques sur
le collapse de bulle avec interaction fluide-structure sont réalisées en considérant un écou-
lement potentiel et une paroi élastique flexible (DUNCAN et al., 1996 ; MIAO et al., 2008).
Cette modélisation est adaptée au biomédical mais est plus difficilement applicable à l’en-
dommagement d’un métal soumis à un écoulement cavitant. C’est seulement au début de la
dernière décennie que l’étude de l’érosion de cavitation s’est étendue à des simulations cou-
plées fluide-structure en considérant un matériau élastoplastique (HSIAO et al., 2014) dont
le comportement est local et non linéaire. Avec l’extension du problème à une structure dé-
formable et en choisissant une loi de comportement adaptée, il devient possible d’étudier
plus fidèlement les mécanismes physiques responsables de la formation de pits en surface
d’un matériau.
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Revue bibliographique. Le type de couplage entre deux physiques peut être qualifié de
fort ou faible. Dans le cas d’un couplage fort appliqué à l’interaction fluide-structure, il existe
une influence mutuelle entre le fluide et la structure. Dans le cas d’un couplage faible, seul
le fluide influence de façon significative la structure. Malgré le fort impact de l’interaction
fluide-structure sur l’endommagement d’une paroi induit par le collapse d’une bulle, peu de
simulations avec couplage fort ont été réalisées à ce jour. Les études numériques précédem-
ment réalisées avec couplage fort entre le collapse d’une bulle et un matériau élastoplastique
sont présentées dans la Table 1.1. On y retrouve à la fois des approches partitionnées et mo-
nolithiques. Un couplage partitionné consiste à résoudre les différentes physiques dans des
solveurs distincts, tandis qu’un couplage monolithique repose sur un unique solveur pour
la résolution du problème couplé. On s’intéresse aussi aux méthodes numériques utilisées
dans la modélisation de l’interface fluide-structure déformable.

Auteurs Fluide Solide Couplage

HSIAO et al., 2014 BEM + DF EF partitionné

TURANGAN et al., 2017 FL FL monolithique

PAQUETTE et al., 2018 VF + ALE EF partitionné

JOSHI et al., 2019 SPH SPH monolithique

SARKAR et al., 2021 VF + ALE EF partitionné

CAO et al., 2021 VF + EBM EF partitionné

FIRLY et al., 2023 EF + ALE EF monolithique

TABLE 1.1 – Stratégies adoptées lors des précédentes études numériques sur l’interaction
fluide-structure entre le collapse d’une bulle et un matériau élastoplastique avec couplage
fort. DF : Différences Finies ; VF : Volumes Finis ; EF : Éléments Finis ; BEM : Boundary Ele-
ment Method ; FL : Free-Lagrange ; ALE : Arbitrary Lagrangian-Eulerian ; SPH : Smoothed Particle

Hydrodynamics ; EBM : Embedded Boundary Method.

HSIAO et al., 2014 suivent l’évolution de la bulle à l’aide de l’approche BEM. Elle est
adoptée pour son efficacité car elle permet de résoudre seulement l’interface de la bulle et
réduit par conséquent la dimension du problème de un. Il devient possible de discrétiser
très finement la frontière liquide-gaz avec un coût de calcul raisonnable. Lorsque les effets
de compressibilité deviennent importants, la résolution de l’écoulement bascule sur une dis-
crétisation des équations d’Euler par la méthode des différences finies (DF). La réponse de
la structure est calculée par la méthode des éléments finis (EF). Une étude paramétrique est
menée sur le gradient de pression servant à déclencher le collapse, la distance bulle-paroi
et le rayon maximal de la bulle. Les auteurs observent que le rayon et la profondeur du pit
augmentent avec le gradient de pression. Lorsque la distance bulle-paroi diminue, le char-
gement est plus concentré et le pit qui en résulte est plus profond mais moins large. Natu-
rellement, le rayon et la profondeur du pit augmentent avec le rayon de la bulle. L’influence
de l’interaction fluide-structure est observée à travers différents matériaux plus ou moins
déformables. Par rapport à un matériau rigide, un matériau souple absorbe plus d’énergie.
L’amplitude de la pression d’impact est donc diminuée.

Dans le contexte de la lithotripsie par ondes de choc, TURANGAN et al., 2017 étudient
l’endommagement d’une paroi induit par le collapse d’une bulle à l’aide d’une stratégie de
couplage monolithique basée sur une méthode free-Lagrange (FL) pour la discrétisation du
fluide et du solide. Toutefois, la méthode est limitée à un matériau élastique parfaitement
plastique, caractérisé par une contrainte constante dans le domaine plastique. Il est observé
qu’une bulle attachée à la paroi produit des déformations plus importantes qu’une bulle
détachée.
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PAQUETTE et al., 2018 étudient le mécanisme de pitting à l’aide d’un couplage partitionné
entre un solveur volumes finis (VF) pour le fluide et un solveur éléments finis pour le so-
lide. La déformation de la paroi est prise en compte dans le solveur fluide à l’aide d’une
formulation ALE. Les auteurs démontrent l’importance du couplage fort pour la simulation
de ce problème en observant de larges écarts dans les résultats obtenus entre couplage faible
et couplage fort. La forte influence du couplage fort s’explique par un amortissement de la
pression d’impact suite à la déformation de la paroi.

JOSHI et al., 2019 adoptent un couplage monolithique permis par la capacité de la mé-
thode Smoothed-Particle Hydrodynamics (SPH) à modéliser simultanément des états gazeux,
liquide et solide. Les auteurs mettent en évidence un mécanisme surprenant. Dans le cas
d’une bulle détachée (effet dominant de l’onde de choc), le chargement est tellement bref
que le matériau ne réagit pas instantanément à l’impact. C’est seulement lorsque la vitesse
de propagation de l’onde diminue le long de la paroi que des déformations plastiques appa-
raissent. Il en résulte que la zone endommagée est décalée par rapport à la zone d’impact, où
le chargement est pourtant maximum. Ceci démontre qu’il ne suffit pas de connaître la dis-
tribution et l’amplitude du chargement pour évaluer l’endommagement du matériau, mais
qu’il est nécessaire de prendre en compte le couplage entre le fluide et la structure. Dans
leur étude expérimentale, PHILIPP et al., 1998 observaient une zone endommagée en forme
d’anneau à la surface du matériau, dans le cas d’une bulle détachée. JOSHI et al., 2019 ex-
pliquent ce motif par la relation entre temps de réponse du matériau et temps caractéristique
du chargement. Par ailleurs, ils observent que la capacité érosive d’une bulle détachée est
plus importante que celle d’une bulle attachée, malgré le fait que la déformation plastique
maximale soit supérieure pour une bulle attachée. En effet, le volume de la zone déformée
par le jet rentrant est minuscule par rapport à celui généré par l’onde de choc (800 fois plus
petit).

SARKAR et al., 2021 étudient le problème d’endommagement d’une paroi induit par le
collapse d’une bulle avec une stratégie similaire à celle adoptée par PAQUETTE et al., 2018.
Ils tirent les mêmes conclusions quant à l’importance cruciale d’adopter un couplage fort
pour une description fidèle du phénomène.

CAO et al., 2021 explorent l’influence des propriétés mécaniques du matériau sur l’in-
teraction entre la dynamique de la bulle et celle de la structure. Des lois de comportement
élastique et viscoélastique sont considérées. La paroi solide est modélisée par une approche
Embedded Boundary Method (EBM). Différents matériaux sont étudiés tels que des métaux
(aluminium), des polymères (polyuréthane), des minéraux (gypse), du verre et des mousses.
Les vitesses du collapse et du jet, ainsi que l’émission et l’amplitude de l’onde de choc sont
fortement impactées par l’impédance acoustique du matériau. Il est intéressant de remar-
quer qu’un matériau souple, dont l’impédance acoustique est inférieure à celle du liquide,
peut annuler l’émission de l’onde de choc lors du collapse. Les auteurs observent aussi que
la pression maximale du choc émis par le collapse croît de manière logarithmique avec l’im-
pédance acoustique du matériau.

FIRLY et al., 2023 étudient l’interaction fluide-structure entre le collapse d’une bulle et
différentes métaux et polymères modélisés par une loi élastique-parfaitement plastique au
sein du solveur commercial Ansys Autodyn. Une formulation ALE de l’écoulement permet
de traiter l’interface déformable entre le fluide et la structure. Les auteurs observent que
dans le cas des métaux, il existe une relation de proportionnalité entre le chargement maxi-
mal et l’impédance acoustique du matériau. Dans le cas des polymères, il y a une corrélation
entre la géométrie du pit et la limite d’élasticité du matériau.

Des études plus récentes se sont intéressées à des configurations légèrement différentes,
que ce soit du côté du fluide ou du solide. Les stratégies de résolution du problème couplé
sont résumées dans la Table 1.2.

ZHAO et al., 2021 étudient l’interaction fluide-structure entre le collapse d’une bulle 3D
et une plaque élastique 2D. Les équations du fluide sont résolues sur un repère eulérien
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Auteurs Fluide Solide Couplage

ZHAO et al., 2021 VF + IBM plaque monolithique

WU et al., 2021 BEM EF partitionné

JIN et al., 2024 GD + LS EF partitionné

TABLE 1.2 – Stratégies adoptées lors d’études numériques plus récentes sur l’interaction
fluide-structure entre le collapse d’une bulle et une paroi déformable avec couplage fort.
VF : Volumes Finis ; EF : Éléments Finis ; IBM : Immersed Boundary Method ; BEM : Boundary

Element Method ; GD : Galerkine Discontinu ; LS : Level Set.

mais la plaque est représentée dans un formalisme lagrangien à l’aide d’une IBM proposée
par UHLMANN, 2005.

WU et al., 2021 simulent les phases d’expansion de la bulle et de formation du jet au
voisinage d’une plaque mince élastoplastique d’épaisseur non nulle. L’impact du jet n’est
pas simulé car il s’agit d’un solveur BEM incompressible. Il est observé que pour une plaque
très fine (2 mm), la déformation de la paroi peut avoir un effet répulsif sur la bulle avec un
jet liquide qui s’éloigne de la paroi.

JIN et al., 2024 abordent un problème légèrement différent de celui du collapse de bulle
que l’on a observé jusqu’ici. L’étude est appliquée à l’interaction entre une explosion sous-
marine et le revêtement sacrificel d’une coque de navire, constitué d’une structure en sand-
wich avec une mousse en polyurethane. L’écoulement fait intervenir la propagation de
l’onde de choc émise par l’explosion, l’apparition de cavités puis leur expansion et leur
collapse, ainsi que l’expansion et la contraction de la bulle d’explosion. La résolution du pro-
blème est réalisée par la méthode de Galerkine discontinue (GD). L’interface fluide-solide
est capturée par la méthode Level Set (LS) et les variables sont reconstruites à l’interface par
la résolution d’un problème de Riemann.

À travers cette étude bibliographique, on remarque deux choses. D’une part, peu de si-
mulations avec couplage fort ont été réalisées par rapport au grand nombre d’études dans
le cas d’une paroi rigide. Pour autant, ces travaux révèlent aussi une forte influence de l’in-
teraction fluide-structure sur la dynamique de l’écoulement et de la structure. PAQUETTE et
al., 2018 et SARKAR et al., 2021 démontrent l’influence du couplage sur le comportement du
matériau en comparant des simulations avec couplage fort et couplage faible. JOSHI et al.,
2019 observent que le matériau réagit à l’impact seulement si le temps caractéristique du
chargement est proche (ou supérieur) de celui du matériau. CAO et al., 2021 et FIRLY et al.,
2023 mettent en évidence une forte dépendance de l’impédance acoustique du matériau sur
la dynamique du collapse et sur l’amplitude du chargement. La direction du jet peut même
s’inverser dans le cas d’un matériau de faible impédance acoustique (CAO et al., 2021) ou
de faible épaisseur (WU et al., 2021). D’autre part, on distingue deux types d’approches :
couplage partitionné et couplage monolithique. L’implémentation d’une stratégie monoli-
thique est spécifique au problème et demande d’importants développements pour pouvoir
être appliquée à d’autres cas d’étude. Au contraire, une stratégie partitionnée est plus faci-
lement adaptable à d’autres problématiques en modifiant uniquement le solveur fluide ou
solide. Une grande partie des stratégies présentées dans la Table 1.1 sont basées sur l’ap-
proche ALE, dans laquelle le maillage du domaine fluide est modifié au cours du calcul et
peut mener à une hausse significative du coût de calcul. On remarque également qu’à ce
jour, aucune méthode des frontières immergées, connues pour leur souplesse, n’a permis de
simuler le problème avec un matériau réel. La seule étude sur le sujet prend en compte une
plaque élastique d’épaisseur nulle dont la résolution est intégrée de manière monolithique
dans le solveur fluide (ZHAO et al., 2021). L’ensemble de ces considérations ont orienté nos
choix dans le développement de notre stratégie de couplage fort.
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1.4 Aperçu général de la thèse

1.4.1 Objectifs et motivations

Ce travail de thèse vise à développer une stratégie de couplage fort pour la simulation de
problèmes d’interaction fluide-structure. Bien qu’elle soit très générale et facilement adap-
table, la présente méthodologie est appliquée à l’étude de l’érosion de cavitation à l’échelle
de la bulle pour une meilleure compréhension des phénomènes physiques impliqués. Au-
trement dit, on cherche à simuler numériquement le pitting d’un matériau élastoplastique
qui se produit au cours de la période d’incubation suite aux impacts du jet rentrant et des
ondes de choc induits par le collapse de la bulle. L’intérêt du couplage fort est motivé par
les précédents travaux présentés dans la sous-section 1.3.3 à propos du fort impact de l’in-
teraction fluide-structure sur la dynamique du collapse et sur le comportement du matériau.

Le développement de la méthode de couplage fluide-structure est basé sur trois critères :
précision, efficacité et souplesse. Elle doit être adaptable car l’étude n’est pas limitée à la
simulation du collapse d’une bulle au voisinage d’un matériau élastoplastique. Afin de
pouvoir traiter différents écoulements et différents matériaux, une approche partitionnée
a été adoptée (voir Figure 1.9). Elle rend aussi possible l’utilisation de méthodes de résolu-
tion adaptées à chaque sous-problème. De plus, les dynamiques propres à chaque physique
opèrent sur des échelles spatio-temporelles différentes. Une approche partitionnée permet
de réduire considérablement le coût de calcul car le maillage et le pas de temps adoptés dans
chaque solveur ne sont pas nécessairement identiques.

Fluide

SCB (code interne)

Monophasique/

Diphasique

Compressible

Volumes finis +

IBM

Couplage

preCICE (open-source)

Communication

Couplage en espace

Couplage en temps

Structure

FEniCS (open-source)

Élasticité

Élastoplasticité

Éléments finis

σ f (x f ) σ f (xs)

ξ(x f ) ξ(xs)

σ f : contrainte fluide ; x f : maillage fluide
ξ : déplacement paroi solide ; xs : maillage solide

FIGURE 1.9 – Schéma de principe du couplage partitionné SCB-FEniCS-preCICE.

Le code SCB (DUBOIS et al., 2021) est utilisé pour la résolution de l’écoulement du fluide.
Il est basé sur une discrétisation aux volumes finis sur grille cartésienne et peut traiter dif-
férents systèmes d’équations aux dérivées partielles (EDP) monophasiques et diphasiques
liquide-gaz formulées dans un cadre 1-fluide (modèles de GONCALVES et al., 2014, KAPILA
et al., 2001 et JOHNSEN et al., 2009). Différents schémas à capture de chocs et d’interfaces
sont aussi implémentés. Afin de pouvoir traiter des géométries quelconques, mobiles et dé-
formables, deux IBM ont été intégrées dans SCB au cours de cette thèse. Elles permettent de
modéliser des conditions aux limites sur un maillage non conforme à la géométrie, par l’in-
troduction de termes sources dans les équations. Ainsi, elles peuvent s’adapter à différents
modèles physiques sans trop d’efforts. La souplesse de ces IBM est notamment démontrée
ici avec l’étude de nombreux problèmes non couplés : écoulements monophasiques incom-
pressibles et compressibles et diphasiques compressibles avec ou sans transfert de masse.
La première méthode à laquelle on s’est intéressé a été proposée par WANG et al., 2017. Elle



1.4. Aperçu général de la thèse 17

combine la représentation lagrangienne de l’interface de PESKIN, 1972b et le terme source
de type feedback forcing de GOLDSTEIN et al., 1993. Par simplicité, elle sera appelée méthode
de feedback forcing par la suite. La seconde est une méthode de pénalisation volumique, qui
consiste à modéliser le solide par un milieu poreux de très faible perméabilité (ARQUIS et
al., 1984 ; ANGOT et al., 1999). Une description détaillée de ces méthodes est présentée dans
le chapitre 3. Dans le cas de simulations couplées fluide-structure, aucun remaillage n’est
nécessaire avec les IBM, contrairement à une formulation ALE de type maillage conforme.
Elles permettent ainsi une forte réduction du coût de calcul.

La dynamique de la structure est résolue au sein de FEniCS (LOGG et al., 2010), un sol-
veur libre éléments finis dans lequel des lois de comportement élastique et élastoplastique
ont été implémentées. Une résolution de type incrémentale et la méthode du retour radial
ont été envisagées pour traiter le problème élastoplastique.

La librairie de couplage preCICE (CHOURDAKIS et al., 2022) fait le pont entre les solveurs
SCB et FEniCS. En plus d’une communication efficace des données, elle fournit différentes
méthodes d’interpolation spatiale à l’interface couplée et différents schémas de couplage
temporel (explicite et implicite).

Bien qu’elle repose sur le développement d’une stratégie de couplage souple et efficace,
cette thèse porte aussi sur l’exploration de la méthode de pénalisation vers de nouvelles
configurations. À notre connaissance, la méthode de pénalisation n’a pas encore été appli-
quée à un écoulement diphasique compressible modélisé par une formulation 1-fluide. Par
ailleurs, la méthode de pénalisation est souvent limitée à une approche monolithique, où
soit le mouvement d’un solide rigide est imposé (NOUVEAU et al., 2016 ; SPECKLIN et al.,
2018), soit la déformation de la structure est imposée (BERGMANN et al., 2011) ou décrite
par un modèle de poutre (ENGELS et al., 2015). Dans ce travail, la méthode de pénalisation
est étendue à une approche partitionnée beaucoup plus générale où la déformation de la
structure est obtenue par la méthode des éléments finis en considérant différentes lois de
comportement.

Du point de vue de la physique, une analyse approfondie des événements à l’origine
de l’érosion de cavitation est réalisée, c’est-à-dire le développement et l’évolution d’écoule-
ments cavitants, le collapse d’une bulle au voisinage d’une paroi et la formation du pit qui
en résulte. À notre connaissance, très peu d’études ont été menées sur le collapse d’une bulle
proche d’une paroi non plane (TRUMMLER et al., 2020 ; ANDREWS et al., 2020). Le cadre de
notre étude est étendu à une paroi comportant une alvéole afin d’apporter une meilleure
compréhension de la dynamique de l’écoulement dans le cas d’un matériau préalablement
endommagé. Différentes configurations géométriques sont explorées grâce à l’utilisation de
la méthode de pénalisation. Par ailleurs, l’étude de la formation d’un pit met en évidence
des phénomènes d’interaction fluide-structure dépendants de la distance initiale entre la
bulle et la paroi, ainsi que de la limite d’élasticité du matériau. Le couplage fort permet une
description plus fidèle du problème et une interprétation plus réaliste du comportement du
matériau. On s’intéressera notamment aux mécanismes qui contrôlent les écarts observés
entre couplage faible et couplage fort.

1.4.2 Organisation du manuscrit

Ce manuscrit retrace le cheminement du développement des outils numériques néces-
saires à l’étude numérique de l’endommagement d’une paroi induit par le collapse d’une
bulle. Il inclut aussi la validation de ces outils et fournit une analyse approfondie de leur
précision et de leur performance, tout en démontrant les nombreuses applications possibles.
• Le chapitre 1 était dédié au contexte et aux problématiques qui ont motivé cette thèse.
• Le chapitre 2 décrit la modélisation des écoulements que l’on souhaite aborder, ainsi

que leur résolution numérique au sein du solveur SCB.
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• Le chapitre 3 présente les IBM de manière générale, avec une attention particulière sur
les deux méthodes retenues pour cette étude : une méthode de feedback forcing (WANG
et al., 2017) et une méthode de pénalisation (ARQUIS et al., 1984 ; ANGOT et al., 1999).
Plusieurs conditions aux limites sont abordées.

• Le chapitre 4 est dédié à la validation et à l’étude de ces IBM, appliquées à la simu-
lation numérique d’écoulements monophasiques incompressibles et compressibles en
présence d’un obstacle fixe et rigide. À l’issue de cette étape préliminaire, la méthode
de pénalisation est conservée pour des raisons de précision et de coût de calcul.

• Le chapitre 5 est une extension de la méthode de pénalisation à la simulation d’écoule-
ments diphasiques compressibles en présence d’un obstacle fixe et rigide. On cherche
à simuler la formation et la dynamique d’un écoulement cavitant, ainsi que le collapse
d’une bulle au voisinage d’une paroi. Une paroi plane est d’abord considérée, avant
d’explorer une paroi comportant un pit plus ou moins profond.

• Le chapitre 6 est consacré au développement de la stratégie de couplage fluide-structure
et à sa validation. On aborde aussi la présentation des problèmes d’élastodynamique
et d’élastoplasticité dynamique, ainsi que leur résolution numérique à l’aide de la mé-
thode des éléments finis.

• Le chapitre 7 est finalement focalisé sur l’application de notre stratégie de couplage
fort à la formation d’un pit de cavitation, induit par le collapse d’une bulle. L’influence
de la distance bulle-paroi et de la limite d’élasticité du matériau sont analysées afin
d’apporter une meilleure compréhension des mécanismes impliqués dans l’érosion de
cavitation. L’importance du couplage fort est démontrée à partir de comparaisons 1-
way/2-way.

• Le chapitre 8 présente les conclusions et perspectives de ce travail de thèse.
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Chapitre 2

Modélisation et simulation
d’écoulements compressibles

2.1 Écoulements monophasiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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Bien que ce travail soit orienté vers la simulation numérique du collapse de bulle au
voisinage d’une paroi déformable, il porte aussi sur l’étude des IBM appliquées à de nom-
breuses configurations d’écoulements. On s’intéresse notamment à des écoulements mono-
phasiques (incompressibles ou compressibles) et diphasiques compressibles (avec ou sans
transfert de masse). La modélisation adoptée ici pour décrire de tels problèmes, ainsi que
les méthodes numériques utilisées dans leur résolution, sont présentées dans ce chapitre.
Notons que les formulations suivantes sont uniquement exprimées dans le cadre compres-
sible. Toutefois, elles permettent aussi de décrire des écoulements incompressibles lorsque
le nombre de Mach est bas (M∞ < 0.3).

2.1 Écoulements monophasiques

On considère un obstacle solide Ωs immergé dans un fluide Ω f . Les équations de Navier-
Stokes qui régissent l’évolution d’un écoulement monophasique compressible visqueux sont
exprimées sur le domaine Ω f telles que :

∂ρ

∂t
+∇.(ρu) = 0, (2.1)

∂ρu
∂t

+∇.(ρu⊗ u) +∇p +∇.τ = 0, (2.2)

∂ρE
∂t

+∇. ((ρE + p)u) +∇.(τ.u) +∇.Q = 0, (2.3)
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avec ρ la masse volumique, u la vitesse, p la pression et E l’énergie totale du fluide. Le
tenseur des contraintes visqueuses pour un fluide Newtonien s’écrit :

τ = −µ

(
∇u +∇uT − 2

3
(∇.u)Id

)
, (2.4)

avec Id la matrice identité et µ la viscosité dynamique du fluide. Le flux de chaleur Q est
défini par la loi de Fourier tel que :

Q = −λ∇T, (2.5)

avec λ la conductivité thermique et T la température du fluide. La viscosité dynamique
dépend de la température et suit la loi de Sutherland si le fluide est un gaz, ou une loi
exponentielle si le fluide est un liquide :

µ(T) = µre f

(
T

Tre f

)3/2 Tre f + TS

T + TS
, (gaz) (2.6)

µ(T) = Aµ exp
(

Bµ

T

)
, (liquide) (2.7)

avec µre f = 1.715× 10−5 Pa.s une viscosité de référence, Tre f = 273.15 K une température de
référence et TS = 110.4 K la température de Sutherland pour l’air. Aµ = 1.214× 10−6 Pa.s et
Bµ = 1968 K sont les coefficients de la loi exponentielle pour de l’eau liquide. La pression et
la température du fluide, qu’il s’agisse d’un gaz ou d’un liquide, sont calculées à partir de
la loi d’état des gaz raides (LE METAYER et al., 2004) :

p(ρ, e) = (γ− 1)ρe− γP∞, T(ρ, Hm) =
Hm

cp
. (2.8)

avec e l’énergie interne, γ = cp/cv le rapport des capacités thermiques, Hm l’enthalpie mas-
sique et P∞ une pression de référence. P∞ est égal à zéro pour un gaz et l’équation (2.8) de-
vient alors la loi d’état des gaz parfaits. La vitesse du son c est donnée par c2 = γ(p+ P∞)/ρ.

2.2 Écoulements diphasiques

On a vu dans la sous-section 1.3.2 du chapitre 1 qu’il existe de nombreux modèles pour
décrire un écoulement diphasique compressible. En émettant certaines hypothèses d’équi-
libre thermodynamique entre les phases, des modèles 1-fluide à interface diffuse permettent
de réduire le nombre d’équations à résoudre dans le but de diminuer la complexité algorith-
mique. Dans leur étude comparative, GONCALVES et al., 2020 démontrent une forte réduc-
tion du coût de calcul pour le modèle à quatre équations de GONCALVES et al., 2014 par
rapport au modèle à cinq équations de KAPILA et al., 2001 et au modèle multicomposant
de JOHNSEN et al., 2009. De plus, les solutions obtenues avec les modèles de GONCALVES
et al., 2014 et de KAPILA et al., 2001 sont relativement proches. On choisit donc de considé-
rer ce modèle à quatre équations pour décrire des écoulements diphasiques compressibles
tout au long de ce travail. Aucune méthode de suivi d’interface n’est adoptée ici. On privilé-
gie plutôt l’utilisation d’un maillage fin et d’une parallélisation efficace. Le modèle à quatre
équations de GONCALVES et al., 2014 est d’abord présenté dans le cadre d’écoulements sans
transfert de masse, puis il est étendu aux cas qui font intervenir du transfert de masse tels
que les écoulements cavitants.



2.2. Écoulements diphasiques 21

2.2.1 Sans transfert de masse

Le collapse d’une bulle isolée au voisinage d’une paroi induit peu de condensation. Pour
ce type d’applications, on introduit une formulation du modèle à quatre équations dans la-
quelle le transfert de masse est négligé. En effet, cette formulation a montré d’excellents ré-
sultats dans l’étude du collapse de bulle proche d’une paroi rigide (GONCALVES et al., 2020 ;
DUBOIS et al., 2021 ; GONCALVES et al., 2021). On suppose ici que les phases évoluent à la
même vitesse (sans glissement). De plus, elles sont en équilibre mécanique et thermique. Ces
hypothèses conduisent à un modèle à une vitesse, une pression et une température. Dans
le contexte du collapse d’une bulle isolée induit par un choc incident, les effets de tension
de surface sont dominés par les effets inertiels et sont donc négligés. Les termes visqueux
sont pris en compte dans les équations. Le modèle à quatre équations est composé de trois
équations de conservation pour les variables conservatives du mélange (masse, quantité de
mouvement, énergie totale) et d’une équation de transport pour le taux de vide :

∂ρ

∂t
+∇.(ρu) = 0, (2.9)

∂ρu
∂t

+∇.(ρu⊗ u) +∇p +∇.τ = 0, (2.10)

∂ρE
∂t

+∇. ((ρE + p)u) +∇.(τ.u) +∇.Q = 0, (2.11)

∂α

∂t
+ u.∇α = K∇.u, avec K =


ρlc2

l − ρgc2
g

ρlc2
l

1−α +
ρgc2

g
α


 , (2.12)

avec (ρ, ρu, ρE)T le vecteur des variables conservatives et α ∈ [0, 1] le taux de vide qui
permet de capturer la topologie des phases. Les variables munies des indices l et g corres-
pondent respectivement aux variables des phases liquide et gazeuse. Le second membre
K∇.u permet de modéliser la réduction ou l’augmentation du taux de vide dans le mé-
lange lors du passage d’une onde de compression ou de détente. Dans le contexte d’un
modèle à cinq équations, WERMELINGER et al., 2018 et SCHMIDMAYER et al., 2020 ont mon-
tré l’importance de ce terme pour décrire correctement le comportement thermodynamique
du mélange. DUBOIS et al., 2021 tirent la même conclusion concernant le modèle à quatre
équations considéré ici. En revanche, l’équation (2.12) est non conservative et la raideur du
terme source peut engendrer des instabilités numériques.

De manière analogue à la section 2.1, le système est fermé par la loi d’état des gaz raides
pour les phases pures (LE METAYER et al., 2004). La pression et la température du mélange
sont ensuite obtenues à partir des hypothèses d’équilibre mécanique et thermique :

p(ρ, e, α) = (γ(α)− 1)ρ(e− q(α))− γ(α)P∞(α), (2.13)

T(ρ, Hm, α) =
Hm − q(α)

cp(α)
, (2.14)

avec :
1

γ(α)− 1
=

α

γg − 1
+

1− α

γl − 1
, (2.15)

ρcp(α) = αρgcpg + (1− α)ρlcpl , (2.16)

P∞(α) =
γ(α)− 1

γ(α)

(
α

γg

γg − 1
P∞g + (1− α)

γl

γl − 1
P∞l

)
, (2.17)
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avec q l’énergie du fluide à un état de référence donné. Notons que la masse volumique de
chaque phase est prise à saturation en l’absence de transfert de masse. De plus, la vitesse
du son dans le mélange suit la formulation de WALLIS, 1967 lorsque les transferts de masse
et de chaleur sont négligés. Elle s’écrit comme la moyenne harmonique pondérée par α des
vitesses du son dans chaque phase :

1
ρc2

Wallis
=

α

ρgc2
g
+

1− α

ρlc2
l

. (2.18)

avec cWallis la vitesse du son dans le mélange en l’absence de transfert de masse et de chaleur.
Les viscosités dynamiques du liquide et du gaz sont calculées à l’aide des équations (2.6) et
(2.7). La viscosité dynamique du mélange µ(α, T) est ensuite calculée comme la moyenne
arithmétique pondérée par α de la viscosité de chaque phase. De même pour la conductivité
thermique du mélange, notée λ(α, T).

2.2.2 Avec transfert de masse

Les changements de phase présents dans les écoulements cavitants font intervenir du
transfert de masse. Les hypothèses d’équilibre énoncées plus haut pour le modèle à quatre
équations restent valides ici. Le transfert de masse est modélisé par un terme source supplé-
mentaire dans l’équation du taux de vide (2.12), qui devient alors :

∂α

∂t
+ u.∇α = K∇.u + ρ−1

I ṁ, avec ρ−1
I =




c2
g

α +
c2

l
1−α

ρlc2
l

1−α +
ρgc2

g
α


 , (2.19)

avec ρI la masse volumique interfaciale et ṁ le transfert de masse.

Il existe différentes formulations pour exprimer le terme de transfert de masse ṁ. Cer-
tains modèles de cavitation sont basés sur un terme source empirique, composé d’un terme
de vaporisation (ṁ+) et d’un terme de condensation (ṁ−). Ils font intervenir des para-
mètres empiriques, difficiles à calibrer dans certaines applications. UTTURKAR et al., 2005
et FOLDEN et al., 2023 soulèvent des questions de dépendance aux paramètres et de cohé-
rence thermodynamique concernant les modèles de cavitation existants. Dans ce travail, on
adopte une formulation dans laquelle le transfert de masse est proportionnel à la divergence
de la vitesse (GONCALVES et al., 2014) :

ṁ =
ρlρg

ρl − ρg

(
1− c2

c2
Wallis

)
∇.u, (2.20)

En présence de transfert de masse, la masse volumique des phases pures n’est plus prise à
saturation et la loi d’état du mélange est légèrement modifiée :

T(ρ, Hm, Ym) =
Hm − q(Ym)

cp(Ym)
, cp(Ym) = Ymcpg + (1−Ym)cpl . (2.21)

avec Ym = αρg/ρ la fraction massique de gaz.

Enfin, les variations de température sont négligeables pour les écoulements cavitants
que l’on souhaite aborder. Par conséquent, la pression de vapeur saturante pv est constante.



2.3. Méthodes numériques 23

2.3 Méthodes numériques

Cette section est consacrée à la résolution numérique des trois modèles présentés plus
haut pour des écoulements monophasiques et diphasiques compressibles. Par simplicité,
les méthodes numériques sont présentées dans le cadre 1D et les différents modèles sont
généralisés sous la forme matricielle suivante :

∂U
∂t

+
∂F(U)

∂x
+

∂G(U)

∂x
= B(U)

∂U
∂x

, (2.22)

avec U le vecteur des inconnues, F le flux convectif, G le flux visqueux et B(U)∂U/∂x le
terme source associé au modèle à quatre équations. Dans cette configuration, le vecteur des
inconnues est U = (ρ, ρu, ρE)T si l’écoulement est monophasique et U = (ρ, ρu, ρE, α)T si
l’écoulement est diphasique. Notons que B = 0 pour un écoulement monophasique.

2.3.1 Discrétisation spatiale

La discrétisation en espace est réalisée avec la méthode des volumes finis sur une grille
cartésienne. Par simplicité, on considère ici que le domaine Ω est discrétisé en cellules de
taille constante ∆x tel que xi = i∆x, avec i ∈ J1, imaxK. L’équation (2.22) discrétisée en espace
s’écrit de la manière suivante :

∂U i

∂t
+

F i+1/2 − F i−1/2

∆x
+

Gi+1/2 −Gi−1/2

∆x
= Bi

U i+1/2 −U i−1/2

∆x
. (2.23)

avec U i la valeur moyenne de U au sein de la cellule [xi−1/2, xi+1/2] de centre xi et Bi =
B(U i). La discrétisation du terme source est proposée par DAUDE et al., 2014. F i+1/2 cor-
respond au flux convectif numérique à travers l’interface xi+1/2. Le flux visqueux Gi+1/2 est
simplement calculé avec un schéma centré du second ordre. En revanche, le flux convectif
est non linéaire et des schémas adaptés doivent être considérés, notamment en compres-
sible afin de traiter correctement les discontinuités de l’écoulement. Pour cela, de nombreux
schémas numériques à capture de chocs ont été développés par différents auteurs. On y
retrouve par exemple le schéma centré avec dissipation artificielle de Jameson-Schmidt-
Turkel (JAMESON et al., 1981), les solveurs de Riemann (schéma HLLC de TORO et al., 1994,
schéma de ROE, 1981), les schémas de type AUSM (LIOU et al., 1993) et les schémas de
type WENO (LIU et al., 1994). La majorité des résultats présentés dans ce manuscrit ont
été obtenus avec un schéma Harten-Lax-van Leer-Contact (HLLC) couplé à une reconstruc-
tion MUSCL-Hancock (VAN LEER, 1984). Le schéma de JAMESON et al., 1981 a également
été adopté pour la simulation d’écoulements cavitants. Ces deux schémas numériques sont
présentés ci-dessous. Des schémas de type WENO sont également implémentés dans SCB
(KOZHANOVA, 2022) mais ils ne font pas l’objet de ce travail.

2.3.1.1 Schéma HLLC-Hancock

Dans un premier temps, la formulation de base du schéma HLLC est présentée. Son ex-
tension à des ordres supérieurs avec une reconstruction MUSCL-Hancock est ensuite briè-
vement exposée.

Schéma HLLC. Le schéma HLLC est basé sur la résolution d’un problème de Riemann
approché aux interfaces des cellules du maillage. Le schéma HLLC tient compte des trois
ondes du problème de Riemann complet (voir Figure 2.1), contrairement au schéma HLL
original qui ne considère pas la discontinuité de contact (HARTEN et al., 1983).



24 Chapitre 2. Modélisation et simulation d’écoulements compressibles

x

t

SL

SM

SR

UL

U∗L U∗R

UR

xi+1/2

FIGURE 2.1 – Les trois ondes du problème de Riemann complet à l’interface xi+1/2 et états
moyennés du schéma HLLC.

On considère quatre états constants UL, U∗L, U∗R et UR au sein des quatre zones séparées
par les trois ondes de vitesses SL, SM et SR, avec SL ≤ SM ≤ SR. Le calcul des états intermé-
diaires est basé sur l’exploitation des relations intégrales à travers les différentes ondes. Le
flux numérique F i+1/2 est donné par :

F i+1/2 =





F(UL), si SL > 0,
F(U∗L), si SL ≤ 0 < SM,
F(U∗R), si SM ≤ 0 ≤ SR,
F(UR), si SR < 0,

(2.24)

Les états gauche (k = L) et droite (k = R) de U∗ sont définis de manière générale pour
le modèle à quatre équations mais leur réduction aux équations de Navier-Stokes est immé-
diate. Ces états sont donnés par :

U∗k =




ρ∗k
(ρu)∗k
(ρE)∗k

α∗k




=
1

Sk − SM




ρk(Sk − uk)

(ρu)k(Sk − uk) + p∗ − pk

(ρE)k(Sk − uk) + p∗SM − pkuk

αk(Sk − uk)




, (2.25)

et le flux correspondant s’écrit :

F(U∗k ) =




ρ∗k SM

(ρu)∗k SM + p∗

(ρE)∗k SM + p∗SM

α∗k SM




, (2.26)

avec la pression p∗ calculée telle que :

p∗ = pL + ρL(uL − SL)(uL − SM) = pR + ρR(uR − SR)(uR − SM), (2.27)

La vitesse de la discontinuité de contact SM est définie telle que :

SM =
pR − pL + ρLuL(SL − uL)− ρRuR(SR − uR)

ρL(SL − uL)− ρR(SR − uR)
, (2.28)
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et une estimation des vitesses minimales et maximales SL et SR est donnée par :

SL = min(uL − cL, uR − cR) et SR = max(uL + cL, uR + cR). (2.29)

Reconstruction MUSCL-Hancock. Initialement du premier ordre, le schéma HLLC est
ensuite étendu au second ordre à l’aide d’une reconstruction MUSCL-Hancock (VAN LEER,
1984). Elle est adoptée pour sa robustesse, permettant ainsi de réaliser des simulations stables
lorsque l’écoulement présente des discontinuités telles que des chocs ou des interfaces liquide-
gaz. La monotonie de la solution est préservée grâce à l’utilisation de limiteurs TVD (To-
tal Variation Diminishing). Le schéma HLLC-Hancock peut être résumé par les étapes sui-
vantes :

1. Reconstruction linéaire des pentes pour les variables primitives (ρ, u, p, α) dans chaque
cellule. Il s’agit de la reconstruction MUSCL. Les variables primitives sont recons-
truites au lieu des variables conservatives pour une meilleure robustesse. On choisit
d’adopter le limiteur de pente minmod pour renforcer la robustesse de la méthode.

2. Résolution du problème linéarisé en variables primitives afin d’avancer la solution au
temps tn+1/2.

3. Mise à jour des variables primitives aux interfaces au temps tn+1/2 à l’aide des pentes
obtenues lors de l’étape 1.

4. Calcul des flux aux interfaces au temps tn+1/2 à l’aide du schéma HLLC.

5. Avancement des variables conservatives au temps tn+1 dans chaque cellule.

2.3.1.2 Schéma de Jameson-Schmidt-Turkel

Le schéma de Jameson-Schmidt-Turkel (JST) est également considéré dans ce travail.
Il s’agit d’un schéma centré stabilisé par une viscosité artificielle, incluse dans des termes
de dissipation d’ordre deux et d’ordre quatre. La dissipation artificielle est pilotée par des
paramètres k2 et k4 à ajuster selon l’écoulement. Le flux numérique à l’interface xi+1/2 est
défini tel que :

F i+1/2 =
1
2
(F(U i) + F(U i+1))− Di+1/2, (2.30)

Le terme de dissipation artificielle Di+1/2 est donné par :

Di+1/2 = ϵ
(2)
i+1/2∆U i+1/2 − ϵ

(4)
i+1/2(∆U i+3/2 − 2∆U i+1/2 + ∆U i−1/2), (2.31)

avec ∆U i+1/2 = U i+1 − U i. Le coefficient ϵ
(2)
i+1/2 est activé uniquement au voisinage des

discontinuités et il est défini par :

ϵ
(2)
i+1/2 = λmax

i+1/2

(
k2max(spi+1 , spi) + k2ρ max(sρi+1 , sρi)

)
, (2.32)

avec λmax
i+1/2 = max(λmax

i , λmax
i+1 ) le rayon spectral calculé à l’interface xi+1/2. Le senseur de

pression sp et le senseur de masse volumique sρ ont pour but d’activer le coefficient ϵ
(2)
i+1/2

seulement lorsque cela est nécessaire. Ils sont définis tels que :

spi =

∣∣∣∣
pi+1 − 2pi + pi−1

pi+1 + 2pi + pi−1

∣∣∣∣ et sρi =

∣∣∣∣
ρi+1 − 2ρi + ρi−1

ρi+1 + 2ρi + ρi−1

∣∣∣∣ , (2.33)

Le senseur de pression permet de détecter les ondes de choc tandis que le senseur de
masse volumique permet de détecter les interfaces liquide-gaz dans le cas d’un écoulement
diphasique. Le paramètre k2 est compris entre 0 et 1. Il est fixé à 0 lorsque l’écoulement ne
présente aucun choc. Notons que le paramètre k2ρ et le senseur sρ ne sont pas présents dans
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la version monophasique originale du schéma (JAMESON et al., 1981). Le paramètre k2ρ est
aussi compris entre 0 et 1. De manière analogue au paramètre k2, il est fixé à 0 si l’écoulement
est monophasique. Une formulation très similaire du schéma JST en diphasique est proposée
par GONCALVES et al., 2018. Par ailleurs, le coefficient ϵ

(4)
i+1/2 est donné par :

ϵ
(4)
i+1/2 = max(0, k4λmax

i+1/2 − ϵ
(2)
i+1/2). (2.34)

Il a pour but d’amortir les oscillations de faibles amplitudes et le paramètre k4 est fixé entre
0.008 et 0.064. De manière générale, plus les paramètres k2, k2ρ et k4 sont élevés, plus le
schéma est diffusif.

2.3.2 Intégration temporelle

L’équation (2.22) est discrétisée en temps par une approche explicite avec une méthode
d’Euler du premier ordre ou avec une méthode de Runge-Kutta TVD du troisième ordre
(SHU et al., 1988), notée RK3 par la suite. Le choix du schéma d’intégration temporelle dé-
pend essentiellement du schéma numérique utilisé pour l’approximation du flux convectif.
En pratique, on choisira la méthode d’Euler avec le schéma HLLC-Hancock mais la mé-
thode RK3 sera adoptée avec le schéma JST pour des raisons de stabilité. Notons qu’avec le
schéma HLLC-Hancock, le terme convectif est approximé au second ordre en temps grâce à
la méthode de prédiction-correction MUSCL-Hancock.

Étant donné qu’on ne considère que des écoulements à faible nombre de Reynolds, le
pas de temps (fixe) est déterminé d’après la condition de stabilité convective :

∆t = CFL
∆x
|u + c| , (2.35)

avec CFL le nombre de Courant–Friedrichs–Lewy, u la vitesse du fluide et c la vitesse du
son.

2.3.3 Conditions aux limites

Le traitement des conditions aux limites est basé sur l’utilisation des relations caractéris-
tiques des équations d’Euler. Le nombre de variables à imposer aux bords est déterminé par
le nombre de caractéristiques positives dirigées vers l’intérieur du domaine. Les relations
caractéristiques obtenues pour le système à quatre équations en 1D sont les suivantes :

−c2(ρc − ρs) + (pc − ps) = 0, (2.36)

ρ(αc − αs)− K(ρc − ρs) = 0, (2.37)

(pc − ps) + ρc(uc
n − us

n) = 0, (2.38)

(pc − ps)− ρc(uc
n − us

n) = 0. (2.39)

avec un la vitesse normale à la frontière du domaine. Les variables munies de l’exposant c
désignent les variables à calculer à la frontière. Les variables munies de l’exposant s dési-
gnent les variables obtenues avec le schéma numérique. Dans le cas d’un écoulement mono-
phasique, on considère seulement les conditions (2.36), (2.38) et (2.39). En 2D, une condition
supplémentaire est ajoutée : uc

t = us
t , avec ut la vitesse tangentielle à la frontière.

Une description plus détaillée du domaine de calcul, des conditions aux limites et du
maillage sera apportée pour chaque cas d’étude dans les chapitres dédiés.
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Les méthodes des frontières immergées permettent de modéliser des conditions aux li-
mites sur un maillage non conforme à la géométrie d’un obstacle solide. Cette famille de
méthodes est tout d’abord présentée de manière générale. Les deux IBM retenues dans ce
travail et les développements apportés sont ensuite exposés plus en détail.

3.1 État de l’art

3.1.1 Naissance et évolution des IBM

Années 1960-1970. Stimulée par la croissance de la puissance de calcul, la simulation
numérique de l’écoulement d’un fluide autour d’un obstacle solide connaît un grand essor
dans les années 1960 avec la simulation de sillages d’une plaque plane (FROMM et al., 1963)
et d’un cylindre rectangulaire (HARLOW et al., 1964). Malgré ces percées significatives, les
configurations restent limitées à des géométries non incurvées. Afin de pallier ce problème,
la méthode marker-and-cell (MAC) est développée par HARLOW et al., 1965 afin d’étudier
un écoulement à surface libre sur une grille cartésienne à l’aide de points lagrangiens pour
suivre l’interface liquide-gaz. Elle est ensuite étendue à une interface fluide-solide incurvée
par VIECELLI, 1969 afin d’étudier un problème de ballottement dans un réservoir circulaire,
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puis à une paroi mobile avec mouvement imposé (VIECELLI, 1971). Dans le contexte des
avancées réalisées avec la méthode MAC, la méthode des frontières immergées (IBM) voit
le jour un peu plus tard avec les travaux de PESKIN, 1972b sur la simulation des interactions
fluide-structure d’un écoulement cardiaque (voir Figure 3.1). Il s’agit à la fois d’un modèle
mathématique et d’une méthode numérique. L’IBM développée par Peskin permet de simu-
ler un écoulement incompressible et visqueux autour de géométries quelconques sur une
grille cartésienne, en considérant un couplage fort entre le fluide et une structure élastique.
C’est cette avancée majeure qui vaut à Peskin le titre de fondateur des IBM, même si certains
concepts avaient été introduits quelques années plus tôt avec la méthode MAC. Les travaux
de Peskin permettent pour la première fois de simuler des interactions fluide-structure avec
de grandes déformations. C’est aussi une des premières analyses numériques d’écoulement
visqueux bidimensionnel en présence d’une géométrie complexe et déformable. Plus de dé-
tails sur le contexte et sur l’origine des IBM sont disponibles dans la revue de VERZICCO,
2023.

(a) Configuration initiale (b) Valve ouverte (c) Valve rétractée

FIGURE 3.1 – Simulation numérique de l’interaction fluide-structure entre un écoulement
sanguin et une valve cardiaque, réalisée par Peskin à l’aide de la méthode des frontières
immergées. Le sang circule entre l’oreillette et le ventricule en déformant la valve mitrale.

Extrait de la thèse de PESKIN, 1972a.

Années 1970-1990. Malgré les nouvelles perspectives qu’elle offre, la méthode des fron-
tières immergées ne connaît pas immédiatement un grand succès au sein de la communauté.
En effet, les principales problématiques de l’époque sont liées aux domaines de l’aérospatial,
du naval et de la météorologie. La méthode présentée par PESKIN, 1972b, qui permet de re-
présenter un solide comme une paroi élastique flexible, est donc difficilement applicable à ce
type de configurations. Jusqu’à la fin des années 1980, elle reste principalement utilisée par
un petit cercle de scientifiques composé de Peskin et de ses collaborateurs, afin de traiter des
problématiques biologiques : battement d’un coeur 3D (MCQUEEN et al., 1989), nage d’ani-
maux aquatiques (FAUCI et al., 1988), particule en suspension dans un fluide (FOGELSON
et al., 1988), etc. Une autre raison majeure quant à la faible diffusion de la méthode de Pes-
kin réside dans la popularité de l’approche maillage conforme à partir du début des années
1970. Avec cette approche, le maillage fluide suit la géométrie de l’interface fluide-solide et
les conditions aux limites peuvent être directement imposées aux cellules ou aux noeuds
en contact avec l’interface. Les années 1970 sont marquées par l’émergence de nouvelles
méthodes de type maillage conforme pour la simulation d’écoulements autour de géomé-
tries non académiques. Pour une paroi fixe, les maillages non structurés et les maillages
curvilignes (THOMPSON et al., 1974) permettent une résolution fine de la couche limite, no-
tamment pour l’étude d’écoulements à haut nombre de Reynolds. De plus, les approches
ALE (HIRT, 1971) et maillage overset (STEGER et al., 1983) permettent de considérer des pa-
rois mobiles ou déformables.
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Années 1990-2020. À partir des années 1990, les simulations deviennent de plus en plus
réalistes et l’approche maillage conforme atteint ses limites. En effet, les applications indus-
trielles font intervenir des géométries sophistiquées tridimensionnelles, avec mouvement ou
déformation du solide et potentiellement des problèmes multiphysiques. La majeure partie
du temps dédié à une étude peut alors être consacrée à la génération d’un maillage de qua-
lité, notamment proche de la paroi. Le coût du maillage est encore plus marqué lorsque le
corps solide est mobile ou déformable et qu’un remaillage est nécessaire au cours du calcul.
De plus, l’ordre de précision des schémas numériques n’est plus forcément assuré sur un
maillage non structuré. La recherche s’oriente alors vers d’autres approches et les méthodes
de type frontières immergées gagnent en popularité dans les domaines de l’aérodynamique
et de l’hydrodynamique. Certes, les erreurs d’interpolation et le surcoût du remaillage liés
aux méthodes overset et ALE (respectivement) peuvent être partiellement réduits par une
augmentation de la puissance de calcul. En revanche, les aspects de grandes déformations
du solide, de collision entre deux corps et de fragmentation d’un corps posent un problème
de taille avec l’approche maillage conforme. Les IBM deviennent alors très attractives pour
deux raisons principales. D’une part, la génération du maillage est rapide car ce dernier est
cartésien et il reste inchangé après déformation du solide. D’autre part, les aspects de colli-
sion et de fragmentation ne représentent pas une difficulté pour les IBM car les cellules du
maillage ne sont pas déformées. Les IBM connaissent alors un grand essor vers le début des
années 1990, avec de nouvelles méthodes qui voient le jour ainsi que de nombreux dévelop-
pements qui visent à améliorer les méthodes existantes en terme de précision, de stabilité,
de conservation, de coût de calcul, d’adaptabilité, de simplicité, de parallélisation, etc. Parmi
les méthodes les plus marquantes, on peut citer les méthodes de feedback forcing (GOLDSTEIN
et al., 1993), de direct-forcing (MOHD-YUSOF, 1997), de pénalisation (ARQUIS et al., 1984) et
les méthodes cut-cell (CLARKE et al., 1986) et ghost-cell (FEDKIW et al., 1999). Elles seront
abordées plus en détail dans la sous-section 3.1.2. Concernant la méthode de PESKIN, 1972b,
LAI et al., 2000 étendent sa précision du premier ordre au second ordre (formel), MAYO et
al., 1993 s’intéressent à une intégration temporelle implicite pour de meilleures propriétés
de stabilité, KIM et al., 2012 renforcent la conservation de la masse à l’intérieur du solide par
l’ajout d’un terme de pénalisation et ROMA et al., 1999 adoptent un raffinement adaptatif
au voisinage de l’interface pour améliorer la précision sans trop affecter le coût de calcul.
Initialement développée pour une paroi élastique sans masse, elle est aussi étendue à une
paroi élastique avec masse (KIM et al., 2007) et à une paroi rigide (KIM et al., 2016). Ces
nombreuses avancées ont permis d’étendre le champ d’application des IBM : écoulements
turbulents (DE TULLIO et al., 2007), écoulements supersoniques (BOIRON et al., 2009), écou-
lements multiphasiques (WANG et al., 2017), etc. Une revue sur les avancées et applications
récentes des IBM, ainsi que sur les défis et questions qui restent en suspens, est présentée
par HUANG et al., 2019. On décompte aujourd’hui plus de 2000 publications annuelles sur
les IBM, et leur nombre ne fait qu’augmenter avec une tendance quadratique depuis le dé-
but du XXIe siècle (VERZICCO, 2023). Initialement concentrés autour de la mécanique des
fluides, les domaines d’application de la méthode se sont désormais étendus à la thermique,
la chimie, la mécanique du solide, la combustion, l’électromagnétisme, etc.

3.1.2 Classification des IBM

Les IBM peuvent être classées entre méthodes de forçage continu et discret (MITTAL
et al., 2005 ; MITTAL et al., 2023). Une autre classification les regroupe entre méthodes à
interface diffuse et non diffuse (SOTIROPOULOS et al., 2014). D’une part, les méthodes à in-
terface diffuse permettent de modéliser les conditions aux limites par l’introduction d’un
terme source volumique dans les équations. D’autre part, les méthodes à interface non dif-
fuse permettent d’imposer directement les conditions aux limites à l’interface. Une méthode
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est dite à interface non diffuse si elle impose les conditions aux limites avec la même pré-
cision qu’une méthode maillage conforme équivalente. Par ailleurs, une méthode de for-
çage continu fait intervenir le terme source dans les équations continues du problème tandis
qu’une méthode discrète n’intervient qu’après discrétisation du problème.

Les grands principes des méthodes les plus notables sont présentés ci-dessous. Afin
d’illustrer simplement le fonctionnement de ces méthodes, on considère un écoulement in-
compressible et visqueux en présence d’un corps rigide et immobile. Notons que la majorité
des IBM ont tout d’abord été développées dans le cadre d’écoulements visqueux incompres-
sibles avant d’être étendues à d’autres régimes d’écoulements. Le domaine fluide Ω f et le
domaine solide Ωs sont séparés par une interface Γ = Ω f ∩Ωs. Il s’agit donc d’imposer une
condition d’adhérence sur la vitesse à la frontière Γ. Dans le contexte des IBM, les équations
du problème sont définies sur le domaine tout entier Ω = Ω f ∪Ωs.

3.1.2.1 Méthodes à interface diffuse

Dans la catégorie des méthodes à interface diffuse, un terme source volumique est intro-
duit dans les équations du problème. Compte tenu des hypothèses précédemment énoncées,
l’équation de conservation des moments avec terme source volumique est définie sur l’en-
semble du domaine Ω telle que :

∂u
∂t

+ u.∇u +
1
ρ
∇p− ν∇2u = f , (3.1)

avec ρ la masse volumique, ν la viscosité cinématique, u la vitesse et p la pression du fluide.
Le terme source volumique f permet de modéliser la condition d’adhérence à la paroi avec
les méthodes à interface diffuse. L’expression de ce terme de forçage est détaillée ci-dessous
pour chaque méthode.

Méthode des frontières immergées (PESKIN, 1972b). La méthode est basée sur une re-
présentation mixte eulérienne-lagrangienne : les équations sont résolues sur le repère eulé-
rien (grille cartésienne) et l’interface est discrétisée à l’aide de points lagrangiens (voir Figure
3.2a). Ces derniers sont connectés par des fibres élastiques sans masse. Le terme de forçage
est d’abord calculé aux points lagrangiens, puis il est diffusé sur la grille cartésienne. Afin
d’effectuer le passage entre les repères lagrangien et eulérien, Peskin introduit les fonctions
δ calculées comme une régularisation d’un Dirac. Ainsi, l’étape de diffusion du terme de
forçage eulérien s’écrit comme une convolution entre le terme de forçage lagrangien et la
fonction δ :

f (x, t) =
∫

Γ
F(X, t)δ(x− X)dX, (3.2)

avec f le terme de forçage eulérien, F le terme de forçage lagrangien, x les coordonnées
de la grille cartésienne, X les coordonnées des points lagrangiens et δ la distribution de
Dirac régularisée. Le terme de forçage lagrangien F correspond à la tension entre les fibres
élastiques sans masse qui relient les points lagrangiens. En pratique, il est calculé à l’aide
d’une loi de comportement (loi de Hooke par exemple). Le solide est porté par le fluide
donc l’interface se déplace à la même vitesse que le fluide environnant. Par conséquent, la
vitesse des points lagrangiens permettant de calculer la nouvelle position de la frontière, est
calculée par convolution entre le champ de vitesse du fluide et la fonction δ :

∂X
∂t

= u(X, t) =
∫

Ω
u(x, t)δ(x− X)dx, (3.3)

La représentation de l’interface par les fonctions δ est diffuse. Ceci implique que les
conditions aux limites ne soient pas imposées exactement à l’interface, mais plutôt sur une
zone qui l’entoure dont l’épaisseur dépend des propriétés de la fonction δ. Il y a alors une
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forte dépendance entre le degré de précision des conditions aux limites et la résolution spa-
tiale du maillage. Plus de détails sur la description mixte eulérienne-lagrangienne seront
présentés dans la section 3.3.

Méthode de feedback forcing (GOLDSTEIN et al., 1993). La méthode précédente peut po-
ser problème dans la limite d’un corps rigide car la loi de comportement permettant de cal-
culer le terme de forçage n’est pas adaptée à une structure non élastique. Afin de contourner
ce problème pour la simulation d’un écoulement en présence d’un corps rigide, GOLDSTEIN
et al., 1993 proposent un terme de contrôle par rétroaction sur la vitesse à l’interface :

F(X, t) = α f

∫ t

0
u(X, t′)dt′ + β f u(X, t), (3.4)

avec α f et β f des paramètres négatifs dont les valeurs doivent être suffisamment impor-
tantes pour correctement modéliser la condition d’adhérence. Le terme en α f correspond à
une force de rappel tandis que le terme en β f se traduit par une force d’amortissement. Les
paramètres α f et β f affectent la raideur du système et le pas de temps doit donc être forte-
ment réduit pour garantir la stabilité numérique de la solution. De plus, ces paramètres sont
difficiles à calibrer car ils sont dépendants du cas d’étude. Initialement développé dans un
code spectral par GOLDSTEIN et al., 1993, le terme de forçage (3.4) a ensuite été appliqué par
SAIKI et al., 1996 dans un solveur différences finies. Plus de détails sur le terme de feedback
forcing seront présentés dans la section 3.3.
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(a) Méthode des frontières immergées (PESKIN,
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(b) Méthode de pénalisation (ARQUIS et al., 1984)

FIGURE 3.2 – Schémas des configurations utilisées dans la méthode des frontières immer-
gées et dans la méthode de pénalisation au voisinage d’une frontière Γ séparant un domaine
fluide Ω f et un domaine solide Ωs. Légende : • points lagrangiens X ; • points eulériens x ;

Support de la fonction δ discrète centrée en X ; cellules pénalisées.

Méthode de direct-forcing (MOHD-YUSOF, 1997 ; FADLUN et al., 2000). Afin d’éviter que
le terme source ne dépende de paramètres non objectifs, MOHD-YUSOF, 1997 introduit un
terme de forçage calculé à partir des opérateurs visqueux et convectif discrétisés. L’équation
(3.1) discrétisée en temps (Euler explicite du premier ordre par simplicité) s’écrit :

un+1 − un

∆t
= RHSn+1/2 + f , (3.5)
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avec ∆t le pas de temps et RHS = −u.∇u −∇p/ρ + ν∇2u l’ensemble des efforts exercés
par le fluide. L’équation (3.5) permet ensuite de calculer le terme de forçage f en imposant
un+1 = 0 à l’interface. Le forçage est direct dans le sens où les conditions sont directement
imposées comme une réponse de l’écoulement et qu’aucun processus dynamique n’est ap-
pliqué pour modéliser les conditions aux limites. Le terme de forçage à la frontière immer-
gée peut être calculé de manière explicite (UHLMANN, 2005) ou de manière implicite (SU
et al., 2007). Avec l’approche implicite, le terme de forçage et l’interpolation de la vitesse
aux points lagrangiens sont couplés, alors qu’ils sont découplés dans l’approche explicite.
La méthode implicite permet ainsi d’imposer les conditions aux limites avec une meilleure
précision mais la résolution d’un système linéaire la rend aussi plus coûteuse. Toutefois, elle
n’a pas été développée pour des raisons de stabilité numérique. En effet, l’introduction du
terme source au niveau discret en temps fait déjà disparaître les fortes contraintes de stabi-
lité des méthodes présentées plus haut (FADLUN et al., 2000).

Méthode de pénalisation (ARQUIS et al., 1984, ANGOT et al., 1999). Le principe de la
méthode de pénalisation consiste à modéliser le corps solide par un milieu poreux de très
faible perméabilité. Il est localisé par une fonction masque χ égale à 0 dans le fluide et à 1
dans le solide. Elle est définie sur la grille cartésienne, il n’y a pas de description lagran-
gienne de l’interface ici (voir Figure 3.2b). Bien que la fonction masque soit discontinue, la
méthode de pénalisation se classe parmi les méthodes à interfaces diffuses car les condi-
tions aux limites ne sont pas imposées exactement à l’interface. L’expression du terme de
pénalisation est inspirée de la physique des écoulements en milieu poreux. Il permet de
transformer localement l’équation de conservation des moments de Navier-Stokes (3.1) en
équation de Brinkman (BRINKMAN, 1949). Il s’agit d’une équation de Darcy modifiée par
l’ajout d’un terme visqueux. Le terme de pénalisation pour un solide fixe est défini tel que :

f (x, t) = −χ(x)
η

u(x, t). (3.6)

avec η le paramètre de perméabilité. Il doit être suffisamment faible pour annuler la pénétra-
tion du fluide au sein du milieu poreux. La fonction masque χ(x) ne dépend pas du temps
ici car l’obstacle est immobile. Notons que le terme de pénalisation est équivalent au terme
de feedback forcing (3.4) lorsque α f = 0 et β f = −1/η. Une description plus approfondie de
la méthode de pénalisation sera présentée dans la section 3.4.

Les méthodes à interface diffuse ont l’avantage d’être simples et facilement adaptables.
Elles peuvent se greffer sur n’importe quelle méthode de résolution : différences finies, spec-
trale, volumes finis, éléments finis, Boltzmann sur réseau (Lattice Boltzmann method, LBM),
etc. En revanche, elles sont non conservatives et limitées à de faibles ordres de précision. De
plus, les méthodes de feedback forcing et de pénalisation introduisent des paramètres qui dé-
pendent de l’écoulement et affectent la raideur du terme source. Par conséquent, la stabilité
numérique de la solution et le coût de calcul peuvent être impactés par le choix de ces pa-
ramètres, menant à un compromis de l’utilisateur entre précision et coût de calcul. Notons
que le terme de forçage de PESKIN, 1972b, calculé avec une loi de comportement, rend le
système encore plus raide que pour les méthodes de feedback forcing et de pénalisation.

3.1.2.2 Méthodes à interface non diffuse

Dans un formalisme volumes finis, les méthodes à interface non diffuse présentées ci-
dessous consistent à imposer directement des conditions aux limites dans les cellules adja-
centes à l’interface.
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Méthode cut-cell (CLARKE et al., 1986 ; YE et al., 1999). La géométrie des cellules du
maillage et le calcul des flux sont modifiés localement lorsqu’une cellule est coupée par l’in-
terface. Lorsqu’elles sont divisées, les cellules deviennent ensuite conformes à la géométrie
du corps solide (voir Figure 3.3a). La méthode possède d’excellentes propriétés de conser-
vation de la masse et de la quantité de mouvement. En revanche, elle peut générer de toutes
petites cellules qui réduisent le pas de temps via la condition de stabilité. Le nombre de
topologies possibles pour les cellules coupées est important, ce qui rend la méthode diffici-
lement exploitable en 3D. La méthode cut-cell est la méthode des frontières immergées qui
s’apparente le plus à l’approche maillage conforme. Elle peut être vue comme une méthode
maillage conforme en volumes finis pour laquelle les cellules du maillage sont cartésiennes
partout, excepté lorsqu’elles sont traversées par l’interface. Par ailleurs, il est possible de
coupler la méthode cut-cell à d’autres IBM afin d’assurer la conservation discrète de la solu-
tion au voisinage de l’interface.
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(a) Cut-cell (CLARKE et al., 1986)
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(b) Ghost-cell (FEDKIW et al., 1999 ; TSENG et al.,
2003)

FIGURE 3.3 – Schémas des configurations utilisées dans les méthodes cut-cell et ghost-cell
au voisinage d’une frontière Γ séparant un domaine fluide Ω f et un domaine solide Ωs.
Légende : • points eulériens ; cellule coupée par l’interface ; cellule fantôme ; • point I
de l’interface Γ ; • points P1 et P2 nécessaires à l’interpolation de la condition à imposer au

point fantôme G.

Méthode ghost-cell (FEDKIW et al., 1999 ; TSENG et al., 2003). Les variables sont direc-
tement imposées dans les cellules solides ayant au moins une voisine fluide. Ces cellules
sont appelées ghost-cells ou cellules fantômes (voir Figure 3.3b). Les variables imposées aux
cellules fantômes (en G) sont calculées à partir des valeurs dans le fluide (en P1 et P2), de
telle sorte que les conditions aux limites soient exactes à l’interface (en I). La Figure 3.3b
illustre la reconstruction d’une variable en G suivant la normale à l’interface à l’aide de
deux points images P1 et P2. Les valeurs en ces points sont généralement calculées par une
interpolation bilinéaire à partir des valeurs aux cellules eulériennes voisines. En fonction de
l’ordre de précision que l’on souhaite atteindre, le nombre de points images peut varier et
d’autres méthodes d’interpolation peuvent être envisagées (MAJUMDAR et al., 2001). L’ap-
proche ghost-cell est largement utilisée pour l’étude des écoulements compressibles car elle
facilite la modélisation de conditions de Neumann. Elle est également adaptée aux écou-
lements turbulents car l’incorporation de lois de paroi se fait naturellement. Les caracté-
ristiques de la méthode sont abordées plus en détail dans la sous-section 3.4.3, concernant
l’extension de la méthode de pénalisation à des conditions de Neumann.
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3.2 Le choix d’une IBM adaptée au problème

On rappelle que l’objectif de ce travail vise à développer une stratégie de couplage fort
pour l’étude de l’interaction fluide-structure entre un écoulement diphasique compressible
et un matériau élastoplastique, dans le contexte de l’érosion de cavitation. La présente mé-
thodologie de couplage se veut non intrusive et est basée sur une approche partitionnée,
c’est-à-dire que les deux physiques sont résolues dans des solveurs distincts. Au sein du
solveur SCB, les équations qui gouvernent l’évolution du fluide sont résolues sur une grille
cartésienne. Si l’on souhaite considérer une paroi déformable tout en conservant le solveur
existant, il est nécessaire de se tourner vers une approche de type maillage non conforme.
C’est donc naturellement que nous nous sommes orientés vers les IBM pour modéliser
la frontière fluide-structure, et notamment vers les méthodes à interface diffuse pour leur
adaptabilité et leur efficacité.

D’une part, la description mixte eulérienne-lagrangienne de la méthode de PESKIN, 1972b
est pertinente pour l’étude de l’interaction fluide-structure mais l’expression du terme de
forçage la rend limitée à des parois élastiques. Certes, elle peut être étendue à d’autres lois
de comportement mais elle n’est pas compatible avec une loi élastoplastique dont le compor-
tement est local au sein du matériau. Aussi il est préférable que la forme générale du terme
de forçage soit indépendante du comportement du matériau que l’on cherche à modéliser
pour une meilleure capacité d’adaptation. On adopte donc une méthode qui combine la des-
cription lagrangienne de la méthode de PESKIN, 1972b et le terme de forçage utilisé dans la
méthode de feedback forcing (GOLDSTEIN et al., 1993). On l’appellera simplement méthode
de feedback forcing par la suite. Cette combinaison entre les approches de PESKIN, 1972b et
de GOLDSTEIN et al., 1993 a déjà montré des résultats concluants dans l’étude de l’inter-
action fluide-structure entre un écoulement compressible et une poutre flexible (WANG et
al., 2017). En revanche, l’approche de PESKIN, 1972b reste majoritairement utilisée pour des
écoulements incompressibles.

D’autre part, la méthode de pénalisation n’est pas forcément destinée à des géométries
mobiles ou déformables car l’interface n’est pas définie de manière explicite. Elle a tout de
même montré de bons résultats dans la simulation de problèmes couplés fluide-structure
tels que le vol d’un insecte (ENGELS et al., 2015), le mélange d’un liquide dans une cuve
(SPECKLIN et al., 2018), un système d’extraction d’énergie composé d’une surface portante
en translation et en rotation (LIBERGE et al., 2024), la rotation d’un ventilateur (EBRAHIMI
POUR et al., 2021), la nage d’un poisson (BERGMANN et al., 2011 ; GHAFFARI et al., 2015)
ou le givrage d’un profil d’aile (BEAUGENDRE et al., 2011 ; LAVOIE et al., 2019). Toutefois,
les applications sont généralement restreintes à un corps mobile rigide (avec mouvement
imposé ou libre) ou à un corps déformable relativement simple (modèle de poutre ou dé-
formation imposée). Par ailleurs, la méthode de pénalisation a montré d’excellents résultats
concernant la simulation d’écoulements compressibles en présence d’un corps fixe et rigide
(LIU et al., 2007 ; BOIRON et al., 2009 ; ABGRALL et al., 2014 ; PIQUET et al., 2016). C’est aussi
une méthode facile à implémenter et qui permet une parallélisation efficace car toutes les
opérations sont effectuées sur la grille cartésienne. Pour toutes ces raisons, la méthode de
pénalisation est adoptée pour la suite de l’étude, bien qu’elle représente un défi pour la si-
mulation numérique de l’interaction fluide-structure avec couplage fort.

Une présentation approfondie des méthodes de feedback forcing et de pénalisation est
d’abord réalisée dans le contexte d’un écoulement monophasique compressible en présence
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d’un corps rigide. La méthode de pénalisation est ensuite étendue aux écoulements dipha-
siques compressibles avec ou sans transfert de masse. Les deux méthodes seront étudiées et
comparées en terme de précision et de coût de calcul dans le chapitre 4.

Écoulement monophasique compressible. Dans un premier temps, on considère un
écoulement monophasique compressible et visqueux autour d’un obstacle solide Ωs. Dans
le cadre des IBM, les équations de conservation (2.1), (2.2) et (2.3) sont maintenant définies
sur l’ensemble du domaine Ω = Ω f ∪Ωs. Un terme source f est introduit comme second
membre dans les équations de Navier-Stokes afin de modéliser les conditions aux limites :

∂ρ

∂t
+∇.(ρu) = fρ, (3.7)

∂ρu
∂t

+∇.(ρu⊗ u) +∇p +∇.τ = fu, (3.8)

∂ρE
∂t

+∇. ((ρE + p)u) +∇.(τ.u) +∇.q = fE. (3.9)

avec f = ( fρ, fu, fE)
T le vecteur des forces volumiques fictives utilisées dans la modélisation

des conditions aux limites. L’expression de ce terme source est détaillée ci-dessous pour la
méthode de feedback forcing et la méthode de pénalisation.

3.3 Méthode de feedback forcing

La présente méthode de feedback forcing est une combinaison des IBM de PESKIN, 1972b
et de GOLDSTEIN et al., 1993, précédemment adoptée par WANG et al., 2017 pour l’étude
d’écoulements compressibles. Les deux méthodes étaient brièvement présentées dans la
sous-section 3.1.2.1. En tant que méthode à interface diffuse, les conditions aux limites sont
modélisées par l’introduction du terme de forçage f dans le système d’équations (3.7), (3.8),
(3.9). Comme pour l’IBM de PESKIN, 1972b, le terme de forçage est calculé par diffusion d’un
terme de forçage lagrangien F sur la grille cartésienne. En revanche, le terme de forçage la-
grangien n’est pas calculé avec une loi de comportement élastique, mais plutôt à partir d’un
terme de contrôle par rétroaction à la manière de GOLDSTEIN et al., 1993.

La Figure 3.4 illustre le fonctionnement de la méthode de feedback forcing au voisinage
d’une frontière Γ = Ω f ∩Ωs, séparant un domaine fluide Ω f et un domaine solide Ωs. Elle
est basée sur une description lagrangienne de l’interface, combinée avec une description eu-
lérienne de l’écoulement (PESKIN, 1972b). La grille cartésienne est fixe tandis que l’interface
lagrangienne peut être mobile. Les points lagrangiens X de l’interface Γ sont espacés d’un
pas de discrétisation lagrangien ∆s et les points x font référence aux centres des cellules car-
tésiennes. Le pas de discrétisation lagrangien ∆s doit être proche du pas de discrétisation
eulérien h, avec h = ∆x = ∆y par simplicité. Le pas lagrangien sera fixé à ∆s = 2h par la
suite. Il ne doit pas être trop grand pour éviter la pénétration du fluide à l’interface (voir
support fonctions δ). À l’inverse, des oscillations parasites apparaissent lorsque ∆s < ∆x.
Cet artéfact numérique est également observé par PINELLI et al., 2010.

3.3.1 Les fonctions δ

Les points lagrangiens ne coïncident pas avec les points eulériens. Le passage d’une
quantité entre les repères eulérien et lagrangien est effectué par convolution avec des distri-
butions de Dirac régularisées introduites par PESKIN, 1972b : les fonctions δ. L’interaction
entre le fluide et la frontière immergée peut être modélisée par une approximation discrète
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FIGURE 3.4 – Méthode de feedback forcing avec condition de Dirichlet : schéma de la configu-
ration utilisée au voisinage d’une frontière Γ séparant un domaine fluide Ω f et un domaine
solide Ωs. Légende : • points lagrangiens X ; • points eulériens x ; Support de la fonction

δh centrée en X.

bien choisie de la fonction δ qui s’adapte à la résolution de la grille cartésienne. Elle est ap-
pelée fonction delta discrète, est notée δh et vérifie δh → δ lorsque h→ 0.

Dans une configuration bidimensionnelle, la fonction δh appliquée à un point X = (X, Y)
de l’interface est simplement calculée comme le produit de fonctions unidimensionnelles φ
à une variable telle que :

δh(X − x) =
1
h2 φ

(
X− x

h

)
φ

(
Y− y

h

)
, (3.10)

L’analogue tridimensionnelle de la fonction δh est obtenue exactement de la même manière.
Les propriétés que doivent satisfaire les fonctions δh peuvent donc être ramenées à celles de
la fonction unidimensionnelle φ(r), avec r = (X− x)/h ou r = (Y− y)/h. En effet, les fonc-
tions δh doivent être continues pour ne pas introduire de discontinuités dans la solution au
voisinage de l’interface. Elles doivent aussi respecter la partition de l’unité et satisfaire aux
conditions des moments d’ordre zéro et d’ordre un, dans le but de garantir la conservation
des quantités lors du transfert (PESKIN, 1977). De plus, leur support doit être borné pour
des raisons d’efficacité. Des fonctions à support non borné comme exp(−r2/2) ou sin(r)/r
entraîneraient un coût de calcul énorme car chaque point lagrangien devrait interagir avec
chaque point eulérien. Plus de détails sur la construction mathématique des fonctions δh
sont présentés par PESKIN, 2002. La nature des fonctions δh affecte la précision et la stabilité
de la solution. Différentes fonctions avec des supports plus ou moins étendus ont été pro-
posées dans la littérature.

BEYER et al., 1992 proposent une fonction chapeau à deux points :

φ(r) =

{
1− |r|, |r| ≤ 1,

0, sinon,
(3.11)
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ROMA et al., 1999 utilisent une fonction régulière à trois points :

φ(r) =





1
3 (1 +

√
−3r2 + 1), |r| ≤ 0.5,

1
6 (5− 3|r| −

√
−3(1− |r|)2 + 1), 0.5 ≤ |r| < 1.5,

0, sinon,

(3.12)

LAI et al., 2000 présentent une fonction dont le support s’étend sur quatre points :

φ(r) =





1
8 (3− 2|r|+

√
1 + 4|r| − 4r2), |r| ≤ 1,

1
8 (5− 2|r| −

√
−7 + 12|r| − 4r2), 1 ≤ |r| ≤ 2,

0, sinon.

(3.13)

Les différentes fonctions des équations (3.11), (3.12) et (3.13) sont tracées sur la Figure
3.5a. Elles ont toutes été implémentées puis testées et c’est la fonction quatre points de LAI
et al., 2000 qui a été sélectionnée pour la suite de l’étude en raison de ses bonnes propriétés
de régularisation. L’extension de la fonction de LAI et al., 2000 en 2D, obtenue en combinant
les équations (3.13) et (3.10), est illustrée sur la Figure 3.5b.
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FIGURE 3.5 – (a) Différentes fonctions φ proposées par BEYER et al., 1992, ROMA et al., 1999
et LAI et al., 2000 pour la construction des fonctions δh ; (b) Fonction δh bidimensionnelle

centrée en r = 0, obtenue avec la fonction quatre points de LAI et al., 2000.

Avec l’utilisation des fonctions δh, la solution du problème n’est pas discontinue à l’in-
terface, mais plutôt régularisée sur une épaisseur de l’ordre de h. Il en résulte que la préci-
sion de la méthode est limitée au premier ordre en espace. Les travaux de LAI et al., 2000
permettent d’étendre la méthode formellement au second ordre. Cela signifie que dans l’hy-
pothèse de fonctions δ indépendantes de h, la méthode est effectivement du second ordre.
Néanmoins, elle reste limitée au premier ordre car la solution est régularisée à l’interface
sur quelques cellules de la grille cartésienne, en raison des fonctions δh qui s’adaptent à la
résolution spatiale. Cette extension permet tout de même de réduire la viscosité numérique.
Dans la suite de ce manuscrit, on se limite à la méthodologie initiale de PESKIN, 1972b sans
considérer d’extension à des ordres supérieurs.

La modélisation des conditions aux limites sur la vitesse (condition d’adhérence) et sur
la température (conditions isotherme et adiabatique) à la paroi sont maintenant abordées.
Aucune condition n’est imposée sur la masse volumique donc fρ est nul dans l’équation
(3.7).
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3.3.2 Condition d’adhérence

Dans un premier temps, les différentes étapes de la méthode de feedback forcing sont
présentées pour une condition d’adhérence à l’interface fluide-solide. Autrement dit, on
cherche à imposer la condition de Dirichlet u|Γ = uw sur la vitesse. Par simplicité, on se
place dans le cas d’un corps rigide fixe ou mobile mais l’extension de la méthode à un corps
libre et déformable est immédiate. Il s’agit maintenant de calculer le terme de forçage fu sur
les moments dans l’équation (3.8). Le calcul du terme de forçage est réalisé en trois étapes :

1. Interpolation de la vitesse u aux points lagrangiens X.

2. Calcul du terme de forçage lagrangien Fu.

3. Calcul du terme de forçage eulérien fu par diffusion de Fu sur la grille cartésienne.

Étape d’interpolation. À partir du champ de vitesse du fluide u(x, t) défini sur le repère
eulérien, la vitesse aux points lagrangiens est interpolée à l’aide de la fonction δh :

u(X, t) =
∫

Ω
u(x, t)δh(X − x)dx, (3.14)

On rappelle que la fonction δh correspond désormais à la fonction quatre points (voir équa-
tion 3.13). En pratique, l’intégrale de l’équation (3.14) n’est pas calculée sur le domaine Ω
tout entier, mais uniquement sur le support de δh afin de réduire le coût de calcul. Notons
que les intégrales sont calculées numériquement à l’aide d’une simple somme de Riemann.
Cette remarque s’applique aussi pour les étapes suivantes.

Terme de forçage lagrangien. Le terme de forçage lagrangien est calculé à partir de la
vitesse précédemment interpolée via l’équation (3.14) :

Fu(X, t) = α f

∫ t

0
(u(X, t′)− uw)dt′ + β f (u(X, t)− uw), (3.15)

avec uw la vitesse de l’interface imposée au fluide par la condition d’adhérence. α f et β f
sont des paramètres négatifs à calibrer selon le cas d’étude. Le terme en α f correspond à une
force de rappel tandis que le terme en β f se traduit par une force d’amortissement. L’ex-
pression du terme de feedback forcing (3.15) a été proposée par GOLDSTEIN et al., 1993 pour
une IBM dont le formalisme est légèrement différent de celui présenté par PESKIN, 1972b. Le
forçage est inspiré de la théorie du contrôle des systèmes linéaires et correspond à un contrô-
leur à deux modes (DORF, 1983). Bien que l’écoulement d’un fluide soit un problème non
linéaire, la méthode est justifiée par le fait que l’on cherche à contrôler des petites portions
de l’écoulement dont la réponse est localement quasi-linéaire. Ceci est vrai seulement si le
pas lagrangien ∆s est assez proche de h. Afin de comprendre intuitivement l’effet du forçage
sur l’écoulement, on simplifie le problème en prenant une masse volumique constante et en
considérant que Fu est prépondérant devant les autres termes de l’équation (3.8). L’équation
des moments exprimée aux points lagrangiens est alors réduite à :

∂ũ(X, t)
∂t

≃ α̃ f

∫ t

0
ũ(X, t′)dt′ + β̃ f ũ(X, t), (3.16)

avec ũ(X, t) = u(X, t) − uw, α̃ f = α f /ρ et β̃ f = β f /ρ. L’équation (3.16) correspond en
fait à celle d’un oscillateur harmonique amorti de pulsation propre ω0 =

√−α̃ f et de taux
d’amortissement ζ = −β̃ f /(2

√−α̃ f ). Par conséquent, les coefficients α f et β f pilotent di-
rectement la fréquence d’oscillation et l’amortissement de la vitesse à l’interface par rapport
à la vitesse imposée. Ils doivent être choisis de manière à avoir un coefficient d’amortisse-
ment élevé de telle sorte que u(X, t) converge rapidement vers uw. Afin de pouvoir traquer
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toutes les variations de l’écoulement, α f doit être suffisamment important pour que la fré-
quence propre du terme de forçage soit supérieure à la fréquence maximale de l’écoulement.
Lorsque α f et β f sont suffisamment élevés, l’écoulement devient moins sensible au choix de
ces paramètres. En revanche, le système devient raide et le pas de temps doit être réduit
pour garantir la stabilité numérique de la solution car l’intégration temporelle du terme de
forçage est explicite. Il faut donc trouver un compromis entre le coût de calcul et la préci-
sion de la condition d’adhérence. Pour illustrer l’importance de cette restriction, les simula-
tions de GOLDSTEIN et al., 1993 sont réalisées avec un nombre de Courant–Friedrichs–Lewy
(CFL) de l’ordre de 10−3 ou 10−2, afin de satisfaire à la condition de stabilité obtenue pour
l’équation (3.16). En revanche, cette condition de stabilité n’est qu’une estimation car elle
n’est pas calculée sur le repère eulérien où sont discrétisées les équations du problème. Il est
beaucoup plus complexe d’étendre cette condition de stabilité à la discrétisation finale sur le
repère eulérien à cause des transferts via les fonctions δh. STOCKIE et al., 1999 et HUA et al.,
2022 ont proposé une analyse de stabilité de l’IBM de PESKIN, 1972b qui pourrait potentiel-
lement être étendue à la méthode de feedback forcing.

Étape de diffusion. L’équation des moments (3.8) est résolue sur le domaine eulérien.
Par conséquent, le terme de forçage final doit être défini sur le domaine eulérien. De manière
analogue à l’étape d’interpolation, le terme de forçage lagrangien Fu est diffusé sur le repère
eulérien à l’aide de la fonction δh :

fu(x, t) = ρ(x, t)
∫

Γ
Fu(X, t)δh(x− X)dX, (3.17)

On se place dans une configuration 2D pour la suite de l’analyse. Étant donné que la fonc-
tion δh est de dimension L−2, l’opération de convolution ne pose pas de problème lors de
l’étape d’interpolation car l’intégration est effectuée sur une surface 2D. Ce n’est plus le cas
lors de l’étape de diffusion où l’intégration est réalisée le long de l’interface lagrangienne,
représentée par un contour 1D. De plus, il est essentiel que les étapes d’interpolation et de
diffusion soient réalisées avec des fonctions δh identiques afin de garantir l’identité d’une
variable lors d’un aller-retour eulérien-lagrangien (PESKIN, 2002). Il se pose alors un pro-
blème de dimensions. En réalité, on peut considérer que les quantités définies à l’interface,
sont en fait définies sur une surface de faible épaisseur au voisinage de la frontière au mo-
ment de leur diffusion. La question se pose alors de définir correctement cette surface de
quadrature. WANG et al., 2009 intègrent le terme de forçage sur une surface h∆s tandis que
HUANG et al., 2007 adoptent comme surface de quadrature (Ar/Lr)∆s, avec Ar une aire de
référence et Lr une longueur de référence qui dépendent de la géométrie du solide. Des tests
ont été réalisés en prenant en compte ces choix. On a observé une forte dépendance de ∆s
sur la solution, qui nous a ensuite menés à la découverte d’un autre problème : le chevauche-
ment des fonctions δh voisines. Ces interférences entre les fonctions δh ont des conséquences
néfastes sur le forçage et la partition de l’unité n’est plus assurée.

On s’est alors basé sur une définition de la surface de quadrature qui garantisse la par-
tition de l’unité des fonctions δh lors du recouvrement de fonctions voisines. En effet, les
fonctions δh sont construites à partir de plusieurs propriétés mentionnées plus haut, dont
la partition de l’unité. En revanche, cette propriété n’est plus respectée lors du recouvre-
ment d’une ou de plusieurs fonctions δh. En pratique, ces recouvrements sont omniprésents
pour éviter que le fluide ne pénètre le solide. Si l’on considère un pas lagrangien ∆s = 2h
et des fonctions quatre points (LAI et al., 2000) dont le support a un rayon 2h, alors deux
fonctions voisines se recouvrent sur une longueur égale à 2h (voir Figure 3.6). Cela signi-
fie qu’un point eulérien reçoit un forçage de la part de plusieurs points lagrangiens, dont
les contributions interfèrent entre elles. FAVIER, 2016 s’intéresse aussi à ce problème dans
le cadre d’une méthode de forçage direct pour la simulation d’écoulements au voisinage de
parois biologiques ciliées et de revêtements aéronautiques bioinspirés. Afin de s’assurer que
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FIGURE 3.6 – Recouvrement de deux fonctions quatre points (LAI et al., 2000) voisines : φ1
centrée en r = −1 et φ2 centrée en r = 1.

les grandeurs physiques soient conservées lors du passage d’un repère à un autre, le volume
de quadrature de l’étape de diffusion est déterminé de telle sorte qu’il n’y ait ni destruction
ni production des quantités lors des étapes d’interpolation et de diffusion. Cela signifie que
si l’on applique à une certaine quantité physique une étape d’interpolation puis une étape
de diffusion, alors on doit retrouver la quantité de départ. Cet aller-retour entre les espaces
eulérien et lagrangien se traduit mathématiquement pour une quantité u en un point X l de
l’interface par :

u(X l) =
∫

Ω
u(x)δh(x− X l)dx, (3.18)

=
∫

Ω

(∫

Γ
u(X)δh(x− X)dX

)
δh(x− X l)dx, (3.19)

≃ ∑
i,j∈Dl


 ∑

k∈Dij

u(Xk)δh(xij − Xk)sq(Xk)


 δh(xij − X l)h2, (3.20)

avec sq(Xk) la surface de quadrature de l’étape de diffusion au point Xk, Dl le support
de la fonction δh centrée en X l et Dij le support de la fonction δh centrée en xij. L’équation
(3.20) peut aussi s’écrire sous la forme matricielle suivante :

u(X l) = h2 ∑
k∈Dij

ar
klsq(Xk)u(Xk), (3.21)

avec :
ar

kl = ∑
i,j∈Dl

δh(xij − Xk)δh(xij − X l), (3.22)

La matrice de recouvrement Ar de coefficients ar
kl contient l’information du recouvrement

de n’importe quel point lagrangien par rapport à tous les autres. Les coefficients ar
kl sont

non nuls uniquement lorsqu’il y a recouvrement, c’est-à-dire lorsque la distance entre deux
points lagrangiens est inférieure à 4h, dans le cas des fonctions quatre points. Ar est donc
une matrice bande dont la largeur de bande dépend du support de la fonction δh, du pas
de discrétisation ∆s et de la géométrie du solide. Elle est de dimension Np × Np, avec Np le
nombre de points lagrangiens. Afin d’assurer la conservation des quantités lors de l’étape
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de diffusion, la somme des fonctions δh impliquées dans le recouvrement doit être égale à
un afin que le principe de partition de l’unité ne soit pas transgressé. Indépendamment de
la variable d’intégration, la surface de quadrature doit alors vérifier :

Arsq = 1, (3.23)

avec sq =
(

sq(X1), ..., sq(XNp)
)T

le vecteur contenant la surface de quadrature associée à
chaque point lagrangien. La matrice Ar est une matrice creuse dont les coefficients non
nuls sont concentrés sur une bande diagonale et elle n’est pas forcément symétrique. Par
conséquent, le système linéaire (3.23) est résolu de manière itérative à l’aide d’un algorithme
BiCGstab (VORST, 1992). Dans le cas d’un corps immobile et rigide, la résolution du système
n’est effectuée qu’au moment de l’initialisation car les points lagrangiens sont fixes par rap-
port aux points eulériens (corps immobile) et la distance entre les points lagrangiens reste
inchangée (corps indéformable). En revanche, cette procédure peut vite devenir prohibitive
dans le cas d’un solide mobile et/ou déformable car il faut alors résoudre un système de
taille Np × Np à chaque pas de temps.

En connaissant désormais la surface de quadrature de l’étape de diffusion, l’expression
discrète de l’équation (3.17) au point xij s’écrit :

fu(xij, t) ≃ ρ(xij, t) ∑
k∈Dij

Fu(Xk, t)δh(Xk − xij)sq(Xk), (3.24)

On rappelle que la surface de quadrature précédemment calculée ne correspond pas à une
surface d’intégration physique étant donné que les quantités lagrangiennes sont unique-
ment définies à l’interface. Il s’agit plutôt de pallier le problème dimensionnel engendré par
l’utilisation des fonctions δh, ainsi que le problème de recouvrement des fonctions δh voi-
sines qui viole le principe de partition de l’unité sur lequel elles ont été construites.

Remarque. La force totale exercée par le fluide sur l’obstacle solide peut être directement
calculée par intégration de l’équation des moments (3.8) sur le domaine Ω. Comme le terme
de forçage prédomine devant les autres termes, la force exercée sur le solide peut être obte-
nue par :

F f→s(t) = −
∫

Ω
fu(x, t)dx = −

∫

Ω

(
ρ(x, t)

∫

Γ
Fu(X, t)δh(x− X)dX

)
dx. (3.25)

avec F f→s la force totale exercée par le fluide sur le solide. Cette approche se généralise à
toutes les IBM qui font intervenir un terme source dans l’équation des moments (méthodes
à interface diffuse). C’est une manière efficace de calculer les forces de portance et de traînée
sans avoir besoin d’intégrer la contrainte normale à la paroi, qui nécessiterait une recons-
truction particulière et serait plus coûteuse.

3.3.3 Condition isotherme

Dans la sous-section 3.3.2, les différentes étapes de la méthode de feedback forcing ont
été présentées pour une condition d’adhérence. Autrement dit, il s’agissait d’imposer une
condition de Dirichlet sur la vitesse en introduisant un terme de forçage dans l’équation
des moments. Dans le cas d’une condition isotherme, la méthodologie est exactement la
même. On cherche à imposer une condition de Dirichlet T|Γ = Tw sur la température, mais
cette fois-ci en introduisant un terme source dans l’équation de l’énergie (3.9). La tempéra-
ture imposée est supposée uniforme mais une distribution variable (en temps et en espace)
peut tout aussi bien être envisagée. On considère également une condition d’adhérence. Par
conséquent, l’énergie totale correspondante est exprimée à l’aide de la loi d’état des gaz
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raides :
Ew(X, t) =

1
2

u2
w + cvTw +

P∞

ρ(X, t)
, (3.26)

En complément de la condition isotherme, on remarque une contribution de la condition
d’adhérence sur l’énergie cinétique par la présence de uw dans l’équation (3.26). De manière
analogue à l’équation (3.14), la masse volumique aux points lagrangiens dans l’équation
(3.26) est calculée telle que :

ρ(X, t) =
∫

Ω
ρ(x, t)δh(X − x)dx, (3.27)

Notons que l’interpolation de ρ(X, t) n’est pas nécessaire si le fluide considéré est un gaz
(P∞ = 0). Une fois que l’énergie à imposer Ew(X, t) est connue, les étapes d’interpolation,
de calcul du terme de forçage lagrangien et de diffusion permettent d’obtenir le terme source
fE de l’équation (3.9) :

E(X, t) =
∫

Ω
E(x, t)δh(X − x)dx, (3.28)

FE(X, t) = α f

∫ t

0
(E(X, t′)− Ew(X, t′))dt′ + β f (E(X, t)− Ew(X, t)), (3.29)

fE(x, t) = ρ(x, t)
∫

Γ
FE(X, t)δh(x− X)dX. (3.30)

Les valeurs des paramètres α f et β f sont les mêmes que pour le forçage sur la vitesse. Les
remarques énoncées dans la sous-section 3.3.2 concernant la précision et la stabilité du for-
çage, le calcul des intégrales et le choix de la surface de quadrature s’appliquent également
ici.

3.3.4 Condition adiabatique

La méthode de feedback forcing est maintenant étendue à une condition adiabatique, c’est-
à-dire que l’on cherche à imposer une condition de Neumann homogène sur la température
à la paroi : ∂T/∂n|Γ = 0, avec n le vecteur normal à la paroi. Le principe de notre approche
consiste à se ramener à une condition de Dirichlet après discrétisation de la condition de
Neumann, puis à procéder de la même manière que pour la condition isotherme mais avec
une température variable Tw(X, t). Pour cela, il est nécessaire d’introduire un second en-
semble de points lagrangiens. Il s’agit des points couronne Xc. Ainsi, chaque point lagran-
gien X est associé à un point couronne Xc, placé à une distance d suivant la direction nor-
male à la paroi (voir Figure 3.7). Étant donné que la méthode est limitée au premier ordre,
le gradient de température en X est simplement discrétisé avec un schéma aux différences
finies décentré du premier ordre suivant la normale. En appliquant la condition de flux nul,
on obtient alors l’expression de la température à la paroi Tw(X, t) :

Tw(X, t) = Tw(Xc, t) =
∫

Ω
T(x, t)δh(Xc − x)dx. (3.31)

Notons que la température en Xc est interpolée de la même manière que pour les autres
variables lagrangiennes. Les étapes suivantes sont identiques à celles présentées dans la
sous-section 3.3.3 pour une condition isotherme. L’énergie totale imposée Ew(X, t) est cal-
culée à l’aide de l’équation (3.26) en remplaçant Tw par la température Tw(X, t), qui respecte
la condition adiabatique en tout X. Les équations (3.28), (3.29) et (3.30) permettent enfin
d’obtenir le terme source fE à introduire dans l’équation de conservation de l’énergie (3.9).

Le choix de la distance d joue un rôle important dans la modélisation de la condition
adiabatique. Elle doit être suffisamment grande pour que l’interpolation soit calculée à partir
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FIGURE 3.7 – Méthode de feedback forcing avec condition de Neumann : schéma de la confi-
guration utilisée au voisinage d’une frontière Γ séparant un domaine fluide Ω f et un do-
maine solide Ωs. Légende : • point lagrangien X ; • points eulériens x ; • point couronne

Xc ; support de la fonction δh centrée en X ; support de la fonction δh centrée en Xc.

de points situés uniquement dans le domaine fluide, ou du moins qu’ils soient affectés par
des poids dominants de la fonction δh discrète. La distance d ne doit pas non plus être trop
importante car le gradient local à la paroi ne serait plus approximé correctement. Ainsi, on la
fixe à d =

√
2h afin de la minimiser tout en garantissant que les quatre points eulériens qui

entourent Xc soient contenus dans Ω f , y compris dans la pire situation où le vecteur n est
orienté suivant la diagonale d’une cellule cartésienne. Ce choix est communément adopté
dans la littérature des méthodes ghost-cell qui font intervenir des points images semblables
aux points couronne présentés ici (PAN, 2012 ; CHI et al., 2017).

3.3.5 Condition thermiquement neutre

Une dernière condition sur l’énergie est introduite ici. Il s’agit d’une condition thermi-
quement neutre, pour laquelle la température peut évoluer librement à l’interface fluide-
solide. Elle sera appelée condition T-neutre par la suite. Le terme source fE prend unique-
ment en compte l’énergie cinétique modifiée par la modélisation de la condition d’adhérence
à la paroi :

fE(x, t) = u(x, t). fu(x, t). (3.32)

Bien qu’elle soit extrêmement simple, cette variante a montré de bons résultats dans l’étude
d’écoulements compressibles lorsque les effets thermiques ne sont pas importants (WANG et
al., 2017). La dynamique des écoulements est généralement très similaire entre une condition
adiabatique et une condition T-neutre. Par conséquent, la condition T-neutre peut être une
très bonne approximation pour simuler la dynamique d’un écoulement tout en réduisant le
coût de calcul par rapport à une condition adiabatique, qui nécessite un second ensemble
de points lagrangiens et des interpolations supplémentaires.

3.3.6 Intégration temporelle

L’intégration temporelle des termes sources de la méthode de feedback forcing est simple-
ment réalisée à l’aide d’un schéma d’Euler explicite du premier ordre. Compte tenu de la
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raideur des termes sources, une intégration implicite permettrait de réduire la forte restric-
tion sur le pas de temps. Cependant, l’utilisation d’un schéma implicite est limitée par la
formulation mixte eulérienne-lagrangienne. La méthode de feedback forcing sera uniquement
appliquée à des cas pour lesquels le flux convectif est calculé avec le schéma HLLC-Hancock.
C’est pourquoi elle n’est pas présentée avec la méthode RK3.

3.4 Méthode de pénalisation

On rappelle tout d’abord les grands principes de la méthode de pénalisation. Elle sera en-
suite détaillée dans le cas d’un écoulement monophasique compressible autour d’un corps
rigide fixe ou mobile avec différentes conditions aux limites.

La méthode de pénalisation permet de modéliser un corps solide par un milieu poreux
de très faible perméabilité. C’est une méthode efficace, adaptable et facile à implémenter,
dont le formalisme mathématique est rigoureusement défini (ANGOT et al., 1999). Contrai-
rement à la méthode de feedback forcing de la section 3.3, l’interface n’est pas discrétisée avec
la méthode de pénalisation. Le terme source volumique, appelé terme de pénalisation, est
directement calculé sur le repère eulérien. Il n’est pas appliqué aux points de l’interface, mais
plutôt au solide tout entier, localisé par une fonction masque χ égale à un dans le solide et à
zéro dans le fluide (voir Figure 3.8). La fonction masque est définie telle que :

χ(x, t) =

{
1, si x ∈ Ωs,

0, sinon.
(3.33)

Notons que la fonction masque (3.33) dépend du temps uniquement si le solide est mobile.
Dans le cas d’un corps fixe, elle n’est calculée qu’une seule fois au temps initial.
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FIGURE 3.8 – Méthode de pénalisation avec condition de Dirichlet : schéma de la configu-
ration utilisée au voisinage d’une frontière Γ séparant un domaine fluide Ω f et un domaine

solide Ωs. Légende : • points eulériens ; cellules pénalisées.

Par ailleurs, le caractère discontinu de la fonction masque (3.33) peut introduire des os-
cillations parasites (phénomène de Gibbs). Cet artéfact numérique est accentué lorsque le
solide est mobile. Il peut être envisagé de réduire ces oscillations en régularisant la fonction
masque. Lorsque le solide est fixe, ceci peut être réalisé à l’aide d’une fonction de Hea-
viside régularisée (HESTER et al., 2021 ; SHALLCROSS et al., 2022). Lorsqu’il est mobile, la
méthode de pénalisation peut être couplée à une méthode level set pour mettre à jour la
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fonction masque et la distance signée, nécessaire à la diffusion de la fonction masque. Une
autre approche consiste à résoudre quelques itérations d’une équation de diffusion appli-
quée à la fonction masque discontinue (KOLOMENSKIY et al., 2009 ; KADOCH et al., 2012) ou
à appliquer un filtre à la fonction masque (GHAFFARI et al., 2015). Cette dernière approche
demande seulement de connaître χ à l’instant initial. Par la suite, on considère la fonction
masque discontinue de l’équation (3.33).

Avec la méthode de pénalisation, les conditions aux limites sont imposées sur un do-
maine fictif au lieu d’être imposées à l’interface exacte. Cette approximation introduit une
erreur numérique de discrétisation de l’ordre de h. L’ordre de précision de la méthode de
pénalisation est donc limitée au premier ordre en espace. Il existe cependant des extensions
de la méthode qui permettent d’atteindre des ordres supérieurs (KOU et al., 2022).

Comme pour la méthode de feedback forcing (voir section 3.3), on s’intéresse à différentes
conditions aux limites sur la masse volumique, sur la vitesse et sur la température qui im-
pliquent différentes formes du terme de pénalisation.

3.4.1 Condition d’adhérence

On présente tout d’abord la modélisation d’une condition d’adhérence et l’expression du
terme de pénalisation correspondant. Elle sera ensuite utilisée pour toutes les autres condi-
tions aux limites associées à la masse volumique et à la température. De manière analogue à
l’équation (3.6) pour un écoulement incompressible, le terme de pénalisation des moments
pour un écoulement compressible s’écrit :

fu =
χ

η
(ρuw − ρu), (3.34)

avec uw la vitesse du solide et η ≪ 1 le paramètre de perméabilité. On remarque que le terme
de pénalisation de l’équation (3.34) est activé seulement dans Ωs car la fonction masque χ
est nulle dans Ω f . Afin de correctement modéliser le solide, le paramètre de perméabilité η
doit tendre vers zéro mais le terme source devient extrêmement raide lorsque 1/η ≫ 1. Si
l’intégration temporelle est explicite, le pas de temps doit satisfaire à la condition de stabilité
∆t ≤ η. Cette condition est impossible à respecter en pratique pour modéliser correctement
l’obstacle solide car η ≪ 1. Heureusement, les termes en 1/η de l’équation (3.34) ne font pas
intervenir de dérivées spatiales. Ils peuvent donc être intégrés avec des schémas implicites
sans avoir recours à la résolution d’un système linéaire. Il devient alors possible de choisir
des valeurs très faibles de η sans affecter le pas de temps ∆t. Dans ce travail, l’intégration
implicite des termes en 1/η permet de fixer le paramètre de perméabilité à η = 10−10 afin
de modéliser les conditions aux limites avec une grande précision.

Pour un écoulement incompressible, ANGOT et al., 1999 démontrent que la vitesse pé-
nalisée converge vers la vitesse imposée lorsque η → 0, avec un taux de convergence en
O(η3/4). Numériquement, un taux de convergence en O(η) est observé. L’erreur de la solu-
tion continue toujours de décroître lorsque η diminue, mais elle est dominée par l’erreur de
discrétisation de la fonction masque à partir d’un certain seuil.

Remarque. Comme pour la méthode de feedback forcing, la force exercée par le fluide sur
l’obstacle solide peut être directement calculée par intégration de l’équation des moments
(3.8) sur le domaine Ωs. En considérant que le terme de pénalisation prédomine devant les
autres termes, on obtient :

F f→s(t) = −
1
η

∫

Ωs

(ρuw − ρu)dx. (3.35)
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avec F f→s la force exercée par le fluide sur le solide. C’est une manière efficace de calcu-
ler les forces de portance et de traînée sans avoir besoin d’intégrer la contrainte normale
à la paroi, qui nécessiterait une reconstruction particulière dans le cadre de la méthode de
pénalisation. Notons que l’interface n’est pas définie explicitement, ce qui rendrait la tâche
encore plus complexe.

Plusieurs variantes de la méthode de pénalisation sont présentées ci-dessous. Elles ont
toutes un point en commun : une condition d’adhérence est imposée à la paroi. L’expression
des termes fρ et fE des équations (3.7) et (3.9) est détaillée pour chaque condition aux limites
que l’on cherche à modéliser.

3.4.2 Condition isotherme

La toute première extension de la méthode de pénalisation pour des écoulements com-
pressibles a été proposée par LIU et al., 2007 dans le cas d’une paroi isotherme ( T|Γ = Tw).
L’extension naïve de la méthode originale consiste à rajouter un terme source dépendant de
Tw dans l’équation de conservation de l’énergie, de manière analogue au terme de pénalisa-
tion sur les moments (3.34). En procédant ainsi, la réflexion et la transmission des ondes à la
frontière fluide-solide n’est pas correctement modélisée et les ondes réfléchies subissent de
fortes pertes de masse et d’énergie (LIU et al., 2006). C’est une conséquence de l’impédance
acoustique du milieu poreux qui évolue librement au lieu d’être pilotée par ses propriétés.
Afin de pallier ce problème, LIU et al., 2007 proposent de pénaliser l’équation de conserva-
tion de la masse afin qu’elle respecte l’équation de continuité des écoulements compressibles
en milieu poreux au sein de la zone pénalisée. Cette équation de continuité s’écrit :

∂ρ

∂t
+

1
ϕ
∇.(ρu) = 0, (3.36)

avec ϕ ∈ [0, 1] la porosité du milieu poreux, définie comme le rapport entre le volume
des pores et le volume total du milieu poreux. Le terme de pénalisation pour un écoule-
ment compressible en présence d’un corps solide à température constante Tw avec condition
d’adhérence à la paroi s’écrit alors :

f =




−( 1
ϕ − 1)χ∇.(ρu)
χ
η (ρuw − ρu)
χ
η (ρEw − ρE)


 , (3.37)

avec Ew l’énergie totale imposée par la condition isotherme, calculée à partir de la loi d’état
des gaz raides :

Ew =
1
2

u2
w + cvTw +

P∞

ρ
, (3.38)

Tout comme la condition d’adhérence, la condition isotherme est une condition de Diri-
chlet. Les remarques énoncées dans la sous-section 3.4.1 concernant la facilité à impliciter le
terme source s’appliquent aussi pour la modélisation de la condition isotherme.

Lorsque χ passe de 0 à 1, l’équation de continuité classique (3.7) bascule vers l’équation
de continuité des écoulements compressibles en milieu poreux (3.36). L’impédance acous-
tique du milieu passe alors de Z = ρc à Z = ρc/ϕ. Il devient donc possible d’augmenter
l’impédance acoustique de la zone pénalisée en diminuant la valeur de ϕ. Comme pour les
termes en 1/η, le terme de pénalisation en 1/ϕ affecte la raideur du système en modifiant
ses valeurs propres. Il fait intervenir un opérateur de divergence, contrairement aux termes
de pénalisation sur les moments et sur l’énergie. Une intégration implicite du terme source
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doit alors passer par la résolution d’un système linéaire et devient plus coûteuse. Notons
que le schéma numérique utilisé dans la discrétisation du terme source doit être consistant
avec celui adopté dans le calcul des flux convectifs principaux, afin de préserver la précision
et la stabilité du schéma global. L’intégration implicite est alors complexifiée par l’utilisation
du schéma HLLC-Hancock pour le calcul du flux convectif dans le solveur existant, qui né-
cessite de connaître toutes les variables au même instant. Par ailleurs, il n’est pas nécessaire
que la valeur de ϕ atteigne l’ordre de grandeur de η. Dans le cas de la réflexion d’une onde
de choc sur une paroi solide, PIQUET et al., 2016 montrent que l’amplitude de l’onde réflé-
chie tend vers la solution exacte lorsque ϕ diminue, et que la solution exacte est atteinte pour
ϕ = 10−3. Il est alors possible d’adopter une intégration explicite du terme de pénalisation
sur l’équation de continuité car le pas de temps reste acceptable, bien qu’il soit fortement
diminué pour garantir la stabilité numérique de la solution.

Une analyse de stabilité numérique a été menée par LIU et al., 2007 dans le cas d’un écou-
lement subsonique. Ils se basent sur une étude de convergence afin d’émettre l’hypothèse
que u = O(η) au sein de la zone pénalisée. En pratique, des vitesses parasites peuvent per-
sister sur les bords de la zone pénalisée, notamment pour des écoulements supersoniques.
Afin de mieux comprendre l’impact de ϕ sur la stabilité de la solution dans le but d’optimi-
ser le choix de ce paramètre, l’analyse de stabilité est étendue ici sans faire d’hypothèse sur
la vitesse de l’écoulement dans la zone pénalisée. Par simplicité, on considère les équations
d’Euler 1D pour un gaz parfait. La matrice jacobienne du système hyperbolique correspon-
dant s’écrit :

J =




0 1/ϕ 0
γ−3

2 u2 (3− γ)u γ− 1

−γuE + (γ− 1)u3 γE− 3
2 (γ− 1)u2 γu


 , (3.39)

On remarque que ϕ intervient dans la matrice jacobienne, dont les valeurs propres λ sont
solutions de l’équation cubique suivante :

(λ− u)3 + q1(λ− u) + q2 = 0, (3.40)

avec :
q1 = −c2 − u2

2 (
1
ϕ − 1)(γ− 3),

q2 = c2u( 1
ϕ − 1)− u3

2 (
1
ϕ − 1)(γ− 1),

(3.41)

L’équation (3.40) peut être résolue par la méthode de Cardan afin d’obtenir les valeurs
propres de la matrice jacobienne (3.39) :

λ1 = u + 3
√

Rq +
3
√

Rq,

λ2 = u + ω 3
√

Rq + ω 3
√

Rq,

λ3 = u + ω 3
√

Rq + ω 3
√

Rq,

(3.42)

avec Rq = − q2
2 +

√
q2

2
4 +

q3
1

27 et ω = −1+i
√

3
2 . Rq et ω correspondent aux conjugués de Rq et de

ω. Dans le cas d’une intégration temporelle avec le schéma d’Euler explicite, la condition de
CFL modifiée par le paramètre de porosité ϕ s’écrit :

CFL =
λmax∆t

∆x
≤ 1. (3.43)

avec λmax = max{|λ1|, |λ2|, |λ3|} le rayon spectral de la matrice jacobienne J. On peut noter
que pour ϕ = 1, les valeurs propres sont u, u− c et u + c. Elles ne sont pas modifiées par
rapport à un écoulement non pénalisé. Le nombre de CFL reste donc inchangé par rapport
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à un écoulement classique : CFL = |u + c|∆t/∆x. Lorsque ϕ diminue, le rayon spectral
augmente et le pas de temps ∆t doit être réduit conformément à la condition de stabilité
(3.43). L’évolution de λmax en fonction de ϕ est illustrée sur la Figure 3.9 pour des nombres
de Mach M∞ = 0.1 et M∞ = 2, dans le cas extrême où u = u∞. On remarque que le
rayon spectral augmente rapidement lorsque ϕ diminue. Dans le cas le plus sévère (M∞ =
2, ϕ = 10−4), on observe une très forte augmentation (d’un facteur cinquante) du rayon
spectral λmax par rapport au cas ϕ = 1, ce qui mènerait à un temps de calcul multiplié par
cinquante. Afin d’éviter des coûts de calcul trop importants et en prenant en compte les
résultats de PIQUET et al., 2016 concernant l’amplitude des ondes réfléchies en fonction de
ϕ, le paramètre de porosité sera fixé dans l’intervalle [10−2, 1] tout au long de ce travail.

10−4 10−3 10−2 10−1 100

φ

100

101

102

λ
m
a
x
/(
u

+
c)

M∞ = 0, 1

M∞ = 2

FIGURE 3.9 – Influence du paramètre de porosité ϕ sur le rayon spectral λmax pour deux
nombres de Mach différents.

3.4.3 Condition adiabatique

Différentes approches ont précédemment été proposées pour modéliser une condition
de Neumann avec la méthode de pénalisation. KADOCH et al., 2012 pénalisent le terme de
diffusion d’une équation de convection-diffusion d’un scalaire passif couplée aux équations
de Navier-Stokes afin d’imposer un flux nul à la paroi dans le cas d’un écoulement incom-
pressible. Concernant les écoulements compressibles, BROWN-DYMKOSKI et al., 2014 intro-
duisent des termes de pénalisation hyperboliques dont les caractéristiques pointent vers
l’intérieur de l’obstacle solide. Cette méthode de pénalisation, basée sur les caractéristiques
(Characteristic Based Volume Penalization, CBVP), permet de modéliser une condition de Neu-
mann homogène ou inhomogène. Elle est communément appliquée à une condition adia-
batique dans le contexte d’écoulements compressibles visqueux (BROWN-DYMKOSKI et al.,
2014 ; ABALAKIN et al., 2021 ; SHALLCROSS et al., 2022) ou non visqueux (KASIMOV et al.,
2021 ; LAVOIE et al., 2021). Bien qu’elle permette une modélisation précise des flux à la paroi,
la méthode CBVP fait intervenir des termes sources raides avec des opérateurs différentiels
difficiles à intégrer de manière implicite. On perd alors toute la simplicité, la souplesse et
l’efficacité de la méthode de pénalisation.

Afin de conserver tous ces avantages, notre approche repose sur un couplage entre la
méthode de pénalisation et une méthode ghost-cell (CHI et al., 2017) pour modéliser une
condition adiabatique à la paroi. En suivant la stratégie utilisée pour modéliser une condi-
tion adiabatique avec la méthode de feedback forcing dans la section 3.3.4, la température est
imposée dans les cellules solides au contact de l’interface (cellules fantômes) à l’aide d’un
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terme de pénalisation en se ramenant à une condition de Dirichlet. La température impo-
sée dans ces cellules doit satisfaire à la condition de flux nul à la paroi. On précise qu’il est
toujours possible de pénaliser l’équation de continuité à l’aide d’un paramètre de porosité :

fρ = −( 1
ϕ
− 1)χ∇.(ρu), (3.44)

La méthode ghost-cell permet de localiser les cellules dites fantômes et de calculer la tem-
pérature à imposer dans ces cellules. La méthodologie est détaillée ci-dessous et la configu-
ration utilisée est illustrée sur la Figure 3.10.

∆x

∆y

Γ
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χ = 0

χsi = 1
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r •IP2
X A•

XB•

Ω f

Ωs

FIGURE 3.10 – Méthode de pénalisation avec condition de Neumann : schéma de la configu-
ration utilisée au voisinage d’une frontière Γ séparant un domaine fluide Ω f et un domaine
solide Ωs. Légende : cellules solides intérieures ; cellules fantômes ; • point fantôme G;

▲ point interface I ; • points images IP1 et IP2 ; • points lagrangiens X A et XB.

Une cellule est dite fantôme s’il s’agit d’une cellule solide ayant au moins une voisine
fluide et son centre est appelé point fantôme G. Les autres cellules solides sont appelées
cellules solides intérieures. Pour chaque point fantôme G, un point interface I est construit
comme la projection orthogonale de G sur l’interface discrète. En effet, l’interface doit être
préalablement discrétisée à l’aide d’un ensemble de point lagrangiens. Sur la Figure 3.10,
seuls les deux points lagrangiens X A et XB les plus proches de G sont représentés et I est
obtenu par projection de G sur le segment [X AXB]. Le vecteur normal à la paroi n est égale-
ment calculé à partir des coordonnées de X A et XB. Les points images IP1 et IP2 sont ensuite
placés à une distance d et d + r (respectivement) de I suivant la normale à la paroi. Notons
que la distance d est un paramètre à fixer mais que la distance r est contrainte par la distance
GI, qui dépend de la position relative de l’interface par rapport à la grille cartésienne. La
condition adiabatique doit être satisfaite en tout point I de l’interface discrète. Après dis-
crétisation de la condition de flux nul à l’aide d’un schéma aux différences finies du second
ordre et en imposant ∂T/∂n|I = 0, la température en G s’écrit :

TG = TIP1 −
d− r

d
(TIP2 − TIP1), (3.45)

avec TIP1 et TIP2 les températures aux points IP1 et IP2, obtenues par interpolation bilinéaire
en 2D (trilinéaire en 3D) à partir des valeurs connues aux quatre cellules eulériennes voi-
sines. Le paramètre d est fixé à d =

√
2h en 2D (d =

√
3h en 3D) pour les mêmes raisons que

celles énoncées dans la sous-section 3.3.4 concernant la méthode de feedback forcing pour une
paroi adiabatique.
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Par ailleurs, la fonction masque χ est décomposée en deux fonctions masques distinctes
χg et χsi, associées aux cellules fantômes et aux cellules solides intérieures (respectivement).
Elles sont définies telles que :

χg(x) =

{
1, si x ∈ Ωg,

0, sinon,
χsi(x) =

{
1, si x ∈ Ωsi,

0, sinon,
(3.46)

avec Ωg et Ωsi les domaines occupés par les cellules fantômes et par les cellules solides
intérieures (respectivement). Notons que χg + χsi = χ. La distinction de ces deux fonctions
masques permet d’appliquer des conditions différentes dans les cellules fantômes et dans
les cellules solides intérieures, tout en introduisant un seul terme source. La température
TG est imposée dans les cellules fantômes comme pour une condition isotherme (voir sous-
section 3.4.2) mais elle reste libre dans les cellules solides intérieures. Par conséquent, la
condition adiabatique est modélisée par l’introduction du terme suivant dans l’équation de
conservation de l’énergie :

fE =
χg

η

(
ρ(cvTG +

u2
w

2
) + P∞ − ρE

)
+

χsi

η
u.(ρuw − ρu). (3.47)

L’énergie totale dans le domaine Ωsi est seulement affectée par l’énergie cinétique imposée
par le mouvement du solide.

3.4.4 Condition thermiquement neutre

Une condition thermiquement neutre (T−neutre) est également introduite pour la mé-
thode de pénalisation. L’équation de continuité peut être pénalisée lorsque ϕ < 1 mais au-
cune condition spécifique n’est imposée sur la température. Par conséquent, le terme de
pénalisation est défini tel que :

f =




−( 1
ϕ − 1)χ∇.(ρu)
χ
η (ρuw − ρu)

χ
η u.(ρuw − ρu)


 . (3.48)

Le terme sur l’énergie reflète seulement l’impact de la condition d’adhérence sur l’éner-
gie cinétique du système au sein de la zone pénalisée. Cette approche est parfois désignée
comme une condition adiabatique (ABGRALL et al., 2014). On l’appelle ici condition ther-
miquement neutre afin de la distinguer de la condition adiabatique présentée dans la sous-
section 3.4.3. Bien qu’elle soit très simple, la condition T-neutre peut être une très bonne ap-
proximation lorsque l’on s’intéresse seulement à la dynamique de l’écoulement. Elle permet
de réduire le coût de calcul par rapport à la condition adiabatique, basée sur une méthode
ghost-cell.

3.4.5 Condition d’impédance

La modélisation de la réflexion et de la transmission des ondes à la frontière fluide-
solide est cruciale dans l’étude des écoulements compressibles. Afin de réduire l’erreur sur
l’amplitude d’une onde réfléchie, LIU et al., 2007 ont introduit un terme de pénalisation sur
l’équation de continuité. Il permet ainsi de contrôler l’impédance acoustique du milieu po-
reux à l’aide d’un paramètre de porosité ϕ ∈ [0, 1]. Malheureusement, ce dernier modifie les
valeurs propres du système hyperbolique car la pénalisation agit directement sur le terme
convectif. Par conséquent, la condition de stabilité devient très restrictive lorsque ϕ diminue
et le pas de temps doit être fortement diminué (voir sous-section 3.4.2). Afin de se libérer de
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cette contrainte et de réduire considérablement le temps de calcul, on cherche ici à contrô-
ler l’impédance acoustique de la zone pénalisée sans agir directement sur le terme convectif.

L’impédance acoustique est contrôlée en imposant la masse volumique au sein de la
zone pénalisée, au lieu d’introduire un paramètre de porosité. Étant donné que la vitesse
du son suit c2 ∝ 1/ρ, alors l’impédance acoustique augmente en ρ1/2. La masse volumique
de la zone pénalisée est imposée par une condition de Dirichlet et le terme de pénalisation
devient donc :

f =
χ

η




ρw − ρ

(ρu)w − ρu

u. ((ρu)w − ρu)


 . (3.49)

avec ρw la masse volumique imposée au solide. Le terme de pénalisation (3.49) n’agit plus
sur le terme convectif mais le système demeure raide car 1/η ≫ 1. Heureusement, il est
facile de traiter un terme de pénalisation issu d’une condition de Dirichlet à l’aide d’un
schéma d’intégration implicite sans avoir à résoudre un système linéaire, comme évoqué
dans la section 3.4.2. Par conséquent, il n’y a aucun surcoût lié au contrôle de l’impédance
acoustique contrairement à l’approche avec porosité.

3.4.6 Intégration temporelle

L’intégration temporelle du terme source est un point crucial de la méthode de pénali-
sation car les termes en 1/η sont extrêmement raides. Il est presque indispensable de les
intégrer par une méthode implicite afin de s’affranchir d’une condition trop restrictive sur
le pas de temps (∆t ≤ η). L’intégration temporelle des équations pénalisées est illustrée en
prenant pour exemple l’équation des moments (3.8), réécrite sous la forme :

∂ρu
∂t

= RHS +
χ

η
((ρu)w − ρu) , (3.50)

avec RHS regroupant les termes convectifs et visqueux, traités de manière explicite. Il en
découle que l’intégration globale des équations est réalisée par une approche semi-implicite.
La méthode d’Euler semi-implicite du premier ordre et la méthode RK3 semi-implicite sont
présentées ci-dessous pour l’équation pénalisée (3.50).

Euler semi-implicite. La solution à l’instant tn+1 obtenue par la méthode d’Euler semi-
implicite du premier ordre s’écrit :

(
1 +

∆tχn+1

η

)
(ρu)n+1 = (ρu)n + ∆tRHSn +

∆tχn+1

η
(ρuw)

n+1, (3.51)

Notons que le terme RHS est évalué à l’instant tn tandis que le terme de pénalisation est
calculé à l’instant tn+1. Comme le terme source ne fait apparaître aucune dérivée spatiale,
la matrice du système liée au caractère implicite est diagonale. Par conséquent, la solution à
l’instant tn+1 est obtenue directement sans passer par la résolution d’un système linéaire.

RK3 semi-implicite. La solution à l’instant tn+1 est obtenue en trois étapes avec le schéma
RK3 semi-implicite. L’intégration temporelle de la solution entre les instants tn et tn+1 passe
par des prédictions intermédiaires (ρu)∗ et (ρu)∗∗. Les trois étapes sont données par :

(
1 +

∆tχ∗

η

)
(ρu)∗ = (ρu)n + ∆tRHSn +

∆tχ∗

η
(ρuw)

∗, (3.52)
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(
1 +

∆tχ∗∗

4η

)
(ρu)∗∗ =

3
4
(ρu)n +

1
4
(ρu)∗ +

∆t
4

(
RHS∗ +

χ∗∗

η
(ρuw)

∗∗
)

, (3.53)

(
1 +

2∆tχn+1

3η

)
(ρu)n+1 =

1
3
(ρu)n +

2
3
(ρu)∗∗ +

2∆t
3

(
RHS∗∗ +

χn+1

η
(ρuw)

n+1
)

. (3.54)

Comme pour la méthode d’Euler, il n’est pas nécessaire de résoudre un système linéaire
pour calculer la solution à tn+1 avec la méthode RK3 semi-implicite. Bien qu’elle permette
de considérer des pas de temps plus élevés que la méthode d’Euler du premier ordre, la
méthode RK3 reste tout de même plus coûteuse.

Remarque. Une autre approche, non considérée ici, consiste à intégrer analytiquement le
terme de pénalisation par la résolution d’une équation différentielle ordinaire (EDO) suite à
une opération de splitting (PIQUET et al., 2016 ; WANG et al., 2021).

Par ailleurs, les termes en 1/ϕ font apparaître un terme convectif en∇.(ρu). L’intégration
implicite est moins triviale et la résolution d’un système linéaire peut entraîner un surcoût
de calcul important. Étant donné que ϕ ≫ η, la contrainte sur le pas de temps reste accep-
table et on choisit d’intégrer ce terme de pénalisation par une approche explicite. Certains
auteurs préfèrent annuler ce terme en fixant ϕ = 1 afin de réduire la contrainte sur le pas de
temps au détriment d’une légère baisse de précision (BOIRON et al., 2009 ; EBRAHIMI POUR
et al., 2021). Dans ce travail, l’influence de la valeur de ϕ sur la précision et sur le coût de
calcul sera étudiée pour ϕ ∈ [10−2, 1].

3.4.7 Extension aux écoulements diphasiques

La méthode de pénalisation est étendue aux écoulements diphasiques compressibles dé-
crits par le modèle à quatre équations présenté dans la section 2.2. Le système d’équations
correspondant, qui est une extension directe des équations de Navier-Stokes, ne demande
pas d’efforts particuliers pour l’extension de la méthode de pénalisation. En revanche, des
ajustements peuvent être nécessaires selon le schéma numérique utilisé dans la discrétisa-
tion du terme convectif. Les équations pénalisées sont d’abord présentées pour le modèle
sans transfert de masse, avant d’être exposées dans le cas d’un écoulement diphasique avec
transfert de masse.

Sans transfert de masse. On rappelle que le modèle à quatre équations sans transfert
de masse sera utilisé dans la simulation du collapse de bulle au voisinage d’une paroi. Ce
problème fait intervenir des impacts d’ondes de choc sur la paroi. Il est donc primordial
de modéliser fidèlement la transmission et la réflexion des ondes à l’interface fluide-solide.
Cela nécessite de pénaliser l’équation de continuité par un terme de porosité ou par une
condition d’impédance. De manière générale, le modèle à quatre équations sans transfert de
masse pénalisé s’écrit :

∂ρ

∂t
+∇.(ρu) = fρ, (3.55)

∂ρu
∂t

+∇.(ρu⊗ u) +∇p +∇.τ = fu, (3.56)

∂ρE
∂t

+∇. ((ρE + p)u) +∇.(τ.u) +∇.q = fE, (3.57)
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∂α

∂t
+ u.∇α = K∇.u. (3.58)

Les termes fρ et fE permettent de modéliser différentes conditions aux limites présentées
plus haut, notamment pour contrôler l’impédance acoustique du milieu poreux. En re-
vanche, aucun terme de pénalisation n’est appliqué sur l’équation du taux de vide. En effet,
il n’y a ni transport ni formation de α dans le domaine pénalisé d’après l’hypothèse u = uw
lorsque χ = 1. Notons que cette hypothèse reste valide numériquement seulement si le
schéma adopté dans la discrétisation du terme convectif est non dissipatif. C’est pourquoi
le schéma HLLC-Hancock est utilisé ici.

Avec transfert de masse. Le modèle à quatre équations avec transfert de masse nous per-
met de simuler des écoulements cavitants. Dans ce contexte, on ne cherche plus à contrôler
l’impédance acoustique du milieu poreux. On se limite alors à la condition T-neutre et les
équations pénalisées deviennent :

∂ρ

∂t
+∇.(ρu) = 0, (3.59)

∂ρu
∂t

+∇.(ρu⊗ u) +∇p +∇.τ = fu, (3.60)

∂ρE
∂t

+∇. ((ρE + p)u) +∇.(τ.u) +∇.q = fE, (3.61)

∂α

∂t
+ u.∇α = K∇.u + ρ−1

I ṁ, avec ṁ =
ρlρg

ρl − ρg

(
1− c2

c2
Wallis

)
∇.u, (3.62)

Les schémas HLLC-Hancock et JST seront tous deux utilisés lors de la simulation d’écou-
lements cavitants. Contrairement au schéma HLLC-Hancock, le schéma de JAMESON et al.,
1981 introduit une dissipation artificielle au voisinage des discontinuités pour des raisons
de stabilité. Habituellement, la contribution dissipative ne s’active qu’en présence de chocs
ou de frontières liquide-gaz. Avec la méthode de pénalisation, la frontière fluide-solide re-
présente aussi une zone à fort gradient. Par conséquent, le terme dissipatif du schéma JST
s’active aussi dans cette région. Il en résulte que l’hypothèse u = uw lorsque χ = 1 n’est
plus vraie partout numériquement. Par conséquent, la divergence de la vitesse est non nulle
dans une partie de la zone pénalisée au voisinage de l’interface fluide-solide. De ce fait, il
peut y avoir formation de vapeur au sein de la zone pénalisée. De plus, le transport de α
à la vitesse uw dans la zone pénalisée n’est plus assuré à cause de la dissipation artificielle
introduite sur la vitesse au voisinage de l’interface. La vapeur formée de manière artificielle
dans le milieu poreux peut alors être transportée en dehors de ce dernier et interagir avec
l’écoulement extérieur. Afin d’éviter ce problème, l’équation 3.62 est pénalisée uniquement
lorsque le schéma JST est adopté. L’équation modifiée s’écrit :

∂α

∂t
+ ((1− χ)u + χuw) .∇α = (1− χ)

(
K∇.u + ρ−1

I ṁ
)

. (3.63)

Ceci permet de désactiver la formation de vapeur au sein de la zone pénalisée et de s’assurer
que le taux de vide ne traverse pas la frontière fluide-solide.
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Ce chapitre est dédié à la validation et à l’étude des méthodes de feedback forcing et de
pénalisation présentées dans le chapitre 3. On se limite à l’étude d’écoulements monopha-
siques en présence d’un corps fixe rigide (uw = 0). Les différents cas étudiés prennent en
compte des écoulements incompressibles et compressibles, avec paroi isotherme ou adiaba-
tique. Différentes géométries d’obstacles sont explorées : cylindre circulaire, profil triangu-
laire, paroi plane et sphère. On a choisi ici de s’intéresser à un grand nombre de cas tests
afin de mieux comprendre les avantages, les inconvénients et les limites de chaque méthode
pour une variété d’applications aussi large que possible. Nos résultats sont comparés à des
résultats de référence, obtenus avec une simulation sur maillage conforme ou tirés de la
littérature. La méthode de feedback forcing et la méthode de pénalisation sont comparées en
termes de précision et de coût de calcul.

4.1 Description générale

Plusieurs cas tests sont soigneusement sélectionnés afin d’évaluer rigoureusement le
comportement des deux méthodes sur une large gamme d’écoulements. Pour tous les cas, la
géométrie de l’obstacle, les conditions d’écoulement et les conditions aux limites à la paroi
sont résumées dans la Table 4.1. Toutes les configurations sont 2D, excepté le cas 5 qui est
3D. Les cas 1 et 2 sont des problèmes standards pour les écoulements incompressibles et sont
très largement référencés dans la littérature. Ils sont étudiés afin d’évaluer les conditions
adiabatique et isotherme, modélisées par la méthode de feedback forcing et par la méthode de
pénalisation. Ils constituent un ensemble de résultats nécessaires pour la suite de l’étude. Le
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cas 3 démontre la capacité des méthodes à traiter un écoulement compressible autour d’un
obstacle adiabatique ou isotherme avec un choc détaché. Les géométries qui comportent des
angles aigus représentent un défi pour les IBM. Cet aspect est étudié avec le cas 4 à travers
l’écoulement supersonique autour d’un profil triangulaire avec formation de chocs attachés
à chaque coin du solide. Le cas 5 est une extension de la méthode de pénalisation à des
configurations 3D, en considérant un corps sphérique chauffé ou non chauffé. Le cas 6 est
un exemple d’interaction entre une onde de choc normale incidente et un corps cylindrique.
Enfin, la réflexion d’un choc sur une paroi plane dans de l’eau liquide est étudiée avec le cas
7. Il s’agit d’un cas préliminaire en vue d’étudier par la suite le collapse d’une bulle au voi-
sinage d’une paroi. Une attention particulière sera portée sur la modélisation de la réflexion
et de la transmission des ondes à l’interface fluide-solide avec la méthode de pénalisation.
Une alternative plus précise et moins coûteuse que l’approche par porosité sera étudiée avec
ce dernier cas test : la condition d’impédance présentée dans la section 3.4.5.

Cas Géométrie Mach Reynolds Condition à la paroi

1 Cylindre 0.1 40 adiabatique, isotherme (Tw = 1.5T∞)

2 Cylindre 0.1 100 adiabatique, isotherme (Tw = 1.5T∞)

3 Cylindre 2 300 adiabatique, isotherme (Tw = 2Ti)

4 Profil triangulaire 2 5× 104 T−neutre

5 Sphère 2 300 T−neutre, isotherme (Tw = 2T∞)

6 Cylindre 2.81 3× 103 T−neutre, adiabatique

7 Paroi plane 1.04 6.6× 104 T−neutre, adiabatique, isotherme, impédance

TABLE 4.1 – Résumé des différents cas tests monophasiques.

Pour l’ensemble des cas tests, on considère un domaine de calcul rectangulaire discré-
tisé à l’aide d’une grille cartésienne (voir Figure 4.1). Un corps cylindrique est pris comme
exemple sur la Figure 4.1. Le maillage est raffiné autour de la zone d’intérêt où le pas
d’espace ∆xmin = ∆ymin est uniforme, puis il est étiré avec une progression hyperbolique
dans chaque direction jusqu’aux bords du domaine. Le flux convectif est calculé à l’aide du
schéma HLLC-Hancock et l’intégration temporelle est réalisée par la méthode d’Euler, ex-
plicite ou semi-implicite selon l’IBM utilisée.

Les conditions aux bords du domaine de calcul sont également représentées sur la Fi-
gure 4.1. Pour des écoulements subsoniques (M∞ < 1), la vitesse en entrée et la pression
en sortie sont imposées. Pour des écoulements supersoniques (M∞ ≥ 1), toutes les variables
conservatives sont imposées en entrée et des conditions de Neumann homogènes sont appli-
quées sur les variables conservatives en sortie car toutes les caractéristiques sont sortantes.
Les cas 6 et 7 font intervenir des réflexions de chocs incidents. Par conséquent, une condi-
tion de non-réflexion est imposée en entrée du domaine afin que l’onde réfléchie puisse être
évacuée. Pour l’ensemble des cas, des conditions de non-réflexion sont appliquées sur les
bords haut et bas du domaine. À l’interface entre le fluide et le solide, les conditions aux li-
mites sont modélisées par la méthode de feedback forcing ou par la méthode de pénalisation.
On cherche notamment à modéliser une condition d’adhérence et des conditions isotherme,
adiabatique et T−neutre à l’aide de ces méthodes.
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FIGURE 4.1 – Vue schématique du maillage et des conditions aux limites utilisées pour les
différents cas tests.

4.2 Écoulements incompressibles

Une première étape de validation a été réalisée pour évaluer la précision des méthodes
de feedback forcing et de pénalisation dans le cas d’écoulements d’air (P∞ = 0) incompres-
sibles autour d’un cylindre circulaire. On considère une condition d’adhérence à l’interface
fluide-solide et les conditions de Dirichlet et de Neumann modélisées par chaque méthode
sont validées en considérant une paroi isotherme ou adiabatique. Le cylindre de diamètre
D est centré en (0, 0) dans un domaine rectangulaire de dimensions [−12.5D, 37.5D] ×
[−15D, 15D]. Le nombre de Mach est donné par M∞ = u∞/c∞, avec u∞ la vitesse du fluide
amont et c∞ la vitesse du son dans le fluide. Il est fixé à M∞ = 0.1 afin de négliger la com-
pressibilité du fluide. La pression et la température amont sont p∞ = 1 bar et T∞ = 292.42 K.

Dans le cas d’une paroi adiabatique, le pas de discrétisation dans la zone raffinée est fixé
à ∆xmin = ∆ymin = D/80. En revanche, le calcul du transfert thermique à la frontière du
cylindre est extrêmement sensible à la résolution spatiale. Par conséquent, le pas d’espace
vaut ∆xmin = ∆ymin = D/160 pour une paroi isotherme. Les paramètres de la méthode
de feedback forcing sont fixés à α f = 20000 et β f = 300. Ce jeu de paramètres permet une
précision optimale, au détriment d’une restriction sur le pas de temps telle que CFL = 0.1. Le
pas de discrétisation lagrangien vaut ∆s = 2∆xmin. Concernant la méthode de pénalisation,
les paramètres de perméabilité et de porosité sont fixés à η = 10−10 et ϕ = 1. Le paramètre
de porosité n’a pas d’influence sur la solution dans le cas d’un écoulement incompressible.
Étant donné que l’intégration temporelle du terme de pénalisation est totalement implicite,
le choix de η n’a pas d’impact sur le pas de temps. Toutefois, on fixe le nombre de CFL à 0.2
avec la méthode de pénalisation de telle sorte que le pas de temps soit assez proche de celui
retenu avec la méthode de feedback forcing, dans l’optique d’une comparaison cohérente des
résultats.
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4.2.1 Cas 1 : écoulement stationnaire autour d’un cylindre

Paroi adiabatique. On considère tout d’abord un écoulement stationnaire autour d’un
cylindre dont la paroi est adiabatique. Le nombre de Reynolds est calculé à partir des pro-
priétés de l’écoulement amont et du diamètre du cylindre. Il est fixé à Re∞ = 40. L’écou-
lement est composé de deux tourbillons symétriques et stationnaires attachés au cylindre,
formant une zone de recirculation. Les lignes de courant et les longueurs caractéristiques de
l’écoulement sont illustrées sur la figure 4.2.

FIGURE 4.2 – Cylindre adiabatique, M∞ = 0.1 et Re∞ = 40 : lignes de courant et longueurs
caractéristiques de l’écoulement (le domaine de calcul n’est pas représenté en entier).

Il existe de nombreux résultats de référence dans la littérature concernant la longueur
de recirculation L, la position du centre des tourbillons (a, b), l’angle de séparation θs et le
coefficient de traînée Cd. Comme énoncé dans le chapitre 3, on calcule les coefficients aé-
rodynamiques à partir du terme source sur la quantité de mouvement fu. Les longueurs
caractéristiques L, a et 2b sont normalisées par le diamètre du cylindre D. Les résultats ob-
tenus avec les méthodes de feedback forcing et de pénalisation sont présentés et comparés
dans la Table 4.2. Ils montrent un excellent accord avec les résultats de référence. Cepen-
dant, la longueur de recirculation obtenue avec la méthode de pénalisation est légèrement
sous-estimée.

Cd L θs a 2b

RIAHI et al., 2018 1.58 2.35 53.7 0.7 0.60

WANG et al., 2017 1.65 2.29 52.1 0.75 0.60

GAUTIER et al., 2013 1.49 2.24 53.6 0.71 0.59

feedback forcing 1.61 2.33 51.8 0.75 0.60

pénalisation 1.58 2.21 51.3 0.71 0.59

TABLE 4.2 – Cylindre adiabatique, M∞ = 0.1 et Re∞ = 40 : grandeurs caractéristiques de
l’écoulement.

Par ailleurs, le coefficient de pression est calculé tel que Cp = 2(pw − p∞)/ρ∞u2
∞, avec

pw la pression reconstruite à la paroi. La procédure de reconstruction de pw sur le maillage
non conforme est identique pour les deux méthodes. Elle est composée des trois étapes
suivantes :

1. À partir d’un ensemble de points lagrangiens X qui décrivent l’interface discrète, deux
ensembles de points d’échantillonnage X1 et X2 sont placés dans le fluide suivant la
normale à la paroi.

2. Ces points ne coïncident pas avec la grille cartésienne. Par conséquent, la pression en
ces points est calculée à l’aide d’une interpolation bilinéaire. Il n’est pas nécessaire
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d’opter pour une méthode d’interpolation d’ordre plus élevé car les IBM considérées
sont du premier ordre.

3. À partir des valeurs en X1 et X2, la pression à la paroi est ensuite reconstruite à l’aide
de polynômes de Lagrange.

Le coefficient de pression le long de l’interface est représenté sur la figure 4.3 pour la partie
supérieure du cylindre. L’angle θ = 0 correspond au bord d’attaque. On observe un très bon
accord entre les coefficients de pression obtenus et ceux présentés par AL-MAROUF et al.,
2017 et RIAHI et al., 2018.
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FIGURE 4.3 – Cylindre adiabatique, M∞ = 0.1 et Re∞ = 40 : coefficient de pression (θ = 0
au bord d’attaque et θ = π au bord de fuite).

Une étude de convergence spatiale a été réalisée pour les méthodes de feedback forcing
et de pénalisation. L’erreur numérique est calculée par rapport à une solution de référence
de haute précision fournie par GAUTIER et al., 2013, obtenue à l’aide d’un code pseudo-
spectral. Étant donné que GAUTIER et al., 2013 utilisent un solveur incompressible et ne
résolvent pas d’équation sur l’énergie, aucune solution de référence n’est disponible pour le
champ de température. Afin d’évaluer l’erreur sur la température, on considère comme so-
lution de référence notre solution obtenue avec la méthode de pénalisation sur un maillage
très fin (∆xmin = D/160). L’erreur entre notre solution et la solution de référence est cal-
culée avec la norme L2. Les résultats de convergence spatiale sont présentés sur la Figure
4.4. Ils montrent que l’erreur de la solution décroît linéairement avec ∆xmin pour les deux
méthodes, malgré l’utilisation de schémas du second ordre pour les termes convectif et vis-
queux. Ceci montre que la méthode de feedback forcing et la méthode de pénalisation sont
du premier ordre en espace. Ce résultat était déjà observé par différents auteurs (PESKIN,
1972b ; SHALLCROSS et al., 2022). En effet, la méthode de feedback forcing est limitée au pre-
mier ordre car les conditions aux limites ne sont pas imposées à l’interface exacte. Elles sont
plutôt diffuses sur une fine épaisseur en O(∆xmin), correspondant au support de la fonc-
tion δh. Cette zone de diffusion tend vers l’interface exacte lorsque ∆xmin tend vers zéro.
La même conclusion s’applique à la méthode de pénalisation, pour laquelle les conditions
aux limites ne sont pas imposées à l’interface exacte. Elles sont plutôt modélisées au sein
de la zone pénalisée, dont la frontière délimitée par la fonction masque tend vers l’interface
exacte lorsque ∆xmin tend vers zéro.

Paroi isotherme. On considère maintenant un écoulement stationnaire autour d’un cy-
lindre chauffé en imposant une condition isotherme T∗w = Tw/T∞ = 1.5, avec Tw la tem-
pérature du cylindre. Étant donné que la viscosité du fluide dépend de la température, la
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FIGURE 4.4 – Cylindre adiabatique, M∞ = 0.1 et Re∞ = 40 : (a) convergence numérique de
l’erreur sur le module de la vitesse ; (b) convergence numérique de l’erreur sur la tempéra-

ture.

viscosité dynamique est plus élevée à proximité du cylindre chauffé, par rapport au cylindre
adiabatique. La définition du nombre de Reynolds est modifiée en conséquence. Pour un cy-
lindre chauffé, on considère un nombre de Reynolds de film (WANG et al., 2000). Il est défini
par Re f = u∞D/ν(Tf ), avec ν(Tf ) la viscosité cinématique du fluide calculée à la tempéra-
ture de film Tf = (Tw + T∞)/2. Dans le cas étudié, le nombre de Reynolds de film est égal
à Re f = 20. Il correspond à un nombre de Reynolds Re∞ = 29.6. Afin de caractériser le
transfert de chaleur à la paroi du cylindre, le nombre de Nusselt local est défini tel que :

Nu =
hcD

λ
=

D
Tw − T∞

(
∂T
∂n

)

Γ
, (4.1)

avec hc le coefficient de transfert thermique et λ la conductivité thermique du fluide. Le
coefficient de pression et le nombre de Nusselt à la paroi sont présentés sur la Figure 4.5 et
sont comparés aux résultats de SHI et al., 2004.

Les résultats obtenus avec la méthode de pénalisation montrent un excellent accord avec
les résultats de référence. En revanche, le nombre de Nusselt obtenu avec la méthode de
feedback forcing fait apparaître des différences par rapport à la méthode de pénalisation et
aux résultats de SHI et al., 2004. En effet, le flux de chaleur à la paroi n’est pas correcte-
ment reproduit avec la méthode de feedback forcing car la condition isotherme elle-même est
imposée avec une précision plus faible. Il y a deux raisons à cela :

• D’une part, la précision des conditions imposées aux points lagrangiens dépend des
paramètres α f et β f . Ils induisent aussi de fortes restrictions sur le pas de temps. Dans
le cas étudié, les paramètres de feedback forcing sont déjà très élevés (α f = 20000, β f =
300) et le choix de valeurs supérieures n’a pas d’influence sur les résultats. Il semble
donc que la précision des résultats concernant les échanges thermiques à la paroi du
cylindre soit limitée par la méthode. De plus, le pas de temps est déjà très bas (CFL =
0.1) afin d’assurer la stabilité numérique de la solution.

• D’autre part, la précision de la solution diminue au voisinage des points lagrangiens
en raison de la description diffuse de l’interface.

Les différences mentionnées ci-dessus ne sont observées que pour le nombre de Nusselt
et non pour le coefficient de pression. En effet, les gradients de pression sont faibles en
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FIGURE 4.5 – Cylindre isotherme, M∞ = 0.1 et Re f = 20 : (a) coefficient de pression ; (b)
nombre de Nusselt local (θ = 0 au bord d’attaque et θ = π au bord de fuite).

régime bas Mach, par rapport aux gradients de température induits par le cylindre chauffé
(Tw = 1.5T∞).

4.2.2 Cas 2 : écoulement instationnaire autour d’un cylindre

On cherche maintenant à étudier un écoulement instationnaire avec un nombre de Rey-
nolds supérieur au nombre de Reynolds critique. Le nombre de Reynolds est modifié en
augmentant le diamètre du cylindre.

Paroi adiabatique. Dans un premier temps, la paroi du cylindre est adiabatique et le
nombre de Reynolds est fixé à Re∞ = 100. L’écoulement est caractérisé par des lâchers tour-
billonnaires dans le sillage du cylindre (voir Figure 4.6).
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FIGURE 4.6 – Cylindre adiabatique, M∞ = 0.1 et Re∞ = 100 : lignes de courant instantanées
(le domaine de calcul n’est pas représenté en entier).

Le nombre de Strouhal correspond à la fréquence adimensionnée de décollement des
vortex. Il est donné par :

St =
f D
u∞

, (4.2)

avec u∞ la vitesse en amont et f la fréquence de décollement des vortex. Cette fréquence
correspond aussi à la fréquence d’oscillation du coefficient de portance et à la moitié de la
fréquence d’oscillation du coefficient de traînée. Les coefficients de traînée Cd, de portance
Cl et le nombre de Strouhal St sont présentés dans la Table 4.3. Ils montrent un bon accord
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avec les résultats de référence (LIU et al., 1998 ; DING et al., 2004 ; REN et al., 2013).

Cd Cl St

LIU et al., 1998 1.350 ± 0.012 ± 0.339 0.164

DING et al., 2004 1.325 ± 0.008 ± 0.28 0.164

REN et al., 2013 1.335 ± 0.011 ± 0.351 0.160

feedback forcing 1.362 ± 0.012 ± 0.297 0.161

pénalisation 1.353 ± 0.011 ± 0.314 0.161

TABLE 4.3 – Cylindre adiabatique, M∞ = 0.1 et Re∞ = 100 : coefficients aérodynamiques et
nombre de Strouhal.

Paroi isotherme. On considère maintenant un écoulement instationnaire autour d’un
cylindre chauffé à T∗w = 1.5. Le nombre de Reynolds de film est fixé à Re f = 100, correspon-
dant à un nombre de Reynolds Re∞ = 148. Le coefficient de traînée moyen Cd et le nombre
de Strouhal, obtenus avec les méthodes de feedback forcing et de pénalisation, sont présentés
dans la Table 4.4. SHI et al., 2004 ont montré que pour un nombre de Reynolds donné, le
chauffage du cylindre n’a aucune influence sur le coefficient de traînée moyen. Ils observent
aussi que ce dernier varie très peu pour Re∞ ∈ [100, 200]. Par conséquent, les résultats de
HOMSI et al., 2021, obtenus pour un cylindre chauffé à T∗w = 1.66 et Re∞ = 150, ainsi que
ceux de LIMA E SILVA et al., 2003 pour un cylindre non chauffé à Re∞ = 150, peuvent être
considérés ici pour des comparaisons de Cd. La Table 4.4 montre un bon accord entre les co-
efficients de traînée obtenus et les résultats de référence (HOMSI et al., 2021 ; LIMA E SILVA
et al., 2003). On observe aussi que le nombre de Strouhal obtenu avec les deux méthodes est
en excellent accord avec les résultats de SHI et al., 2004.

Re∞ Re f Cd St

SHI et al., 2004 148 100 1.31 0.172

HOMSI et al., 2021 (T∗w = 1.66) 150 90 1.34 0.171

LIMA E SILVA et al., 2003 (non chauffé) 150 - 1.37 0.180

feedback forcing 148 100 1.38 0.172

pénalisation 148 100 1.34 0.172

TABLE 4.4 – Cylindre isotherme, M∞ = 0.1 et Re f = 100 : coefficient de traînée moyen et
nombre de Strouhal.

Afin d’étudier l’effet de la température sur la fréquence des lâchers tourbillonnaires, il est
classique de définir un nombre de Reynolds effectif (LECORDIER et al., 1991). Ce dernier est
défini par Ree f f = u∞D/ν(Te f f ), avec Te f f = T∞ + 0.28(Tw − T∞) la température effective.
Il est basé sur la similitude que le nombre de Reynolds critique effectif (seuil de la transition
stationnaire-instationnaire) est le même pour le cylindre chauffé que pour le cylindre non
chauffé. À partir de résultats expérimentaux, WANG et al., 2000 obtiennent la corrélation
suivante entre le nombre de Strouhal et le nombre de Reynolds effectif :

St = 0.2660− 1.0160√
Ree f f

. (4.3)
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Dans la configuration actuelle, l’équation (4.3) mène à St = 0.172. Cette valeur est en parfait
accord avec nos résultats présentés dans la Table 4.4.

WANG et al., 2000 ont montré que, d’une part, la fréquence des lâchers tourbillonnaires
diminue lorsque T∗w augmente mais que, d’autre part, elle augmente avec Re∞. Dans le cas
présent, on augmente simultanément T∗w et Re∞. Les résultats expérimentaux de WANG et
al., 2000 nous indiquent que la fréquence des lâchers tourbillonnaires est censée augmenter
légèrement dans cette configuration, par rapport au cylindre adiabatique. En comparant les
résultats des Tables 4.3 et 4.4, on observe que cet aspect thermodynamique est bien repro-
duit avec les méthodes de feedback forcing et de pénalisation.

Le coefficient de pression et le nombre de Nusselt local sont présentés sur la Figure 4.7.
L’écoulement étant instationnaire, ces quantités sont données à l’instant correspondant à
Cl = 0 afin de les comparer à celles issues des travaux de SHI et al., 2004. Un bon ac-
cord est observé pour le coefficient de pression obtenu avec les deux méthodes. Concernant
le nombre de Nusselt, des différences notables apparaissent au bord d’attaque (θ = 0 et
θ = 2π) entre nos résultats et ceux de SHI et al., 2004. Étant donné que le problème est
observé avec les deux méthodes, il est possible que les différences au bord d’attaque soient
liées à la procédure d’interpolation du post-traitement. La méthode de reconstruction est
similaire à celle évoquée dans la section 4.2.1. Afin de calculer le flux de chaleur à la paroi
sur un maillage non conforme, la température est d’abord interpolée aux points d’échan-
tillonnage dans le fluide, qui ne coïncident pas nécessairement avec les points de la grille
cartésienne. Le gradient de température à l’interface est ensuite discrétisé avec un schéma
aux différences finies décentré du second ordre en utilisant les valeurs aux points d’échan-
tillonnage. Le pas de discrétisation entre ces points d’échantillonnage est un paramètre cru-
cial dans l’obtention du nombre de Nusselt à la paroi. Dans notre cas, il est fixé à 2

√
2∆xmin.

Il est possible que cette valeur soit trop élevée au bord d’attaque, où le flux de chaleur est
maximal. Malheureusement, des oscillations parasites apparaissent sur le nombre de Nus-
selt lorsque la distance entre les points d’échantillonnage est inférieure, malgré le fait qu’elle
reste supérieure à la taille des cellules de la grille cartésienne.
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FIGURE 4.7 – Cylindre isotherme, M∞ = 0.1 et Re f = 100 : (a) coefficient de pression
instantané à l’instant de portance nulle ; (b) nombre de Nusselt local instantané à l’instant

de portance nulle (θ = 0 au bord d’attaque et θ = π au bord de fuite).

Les nombres de Nusselt moyens, basés sur la température de la paroi (noté Nuw) et sur
la température de film (noté Nu f ), sont présentés dans la Table 4.5. Il s’agit de moyennes
spatio-temporelles. Ils sont comparés avec les résultats de SHI et al., 2004, de WANG et al.,
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2001 et de SABANCA et al., 2003. Les résultats obtenus avec les méthodes de feedback forcing
et de pénalisation montrent un bon accord avec ceux de référence. Les nombres de Nusselt
calculés avec la température de film sont plus élevés que ceux calculés avec la tempéra-
ture de la paroi. En effet, Tw > Tf donc λ(Tw) > λ(Tf ) et par conséquent Nuw < Nu f .
SABANCA et al., 2003 montrent que l’influence du nombre de Mach sur le nombre de Nus-
selt est négligeable dans le cas d’un cylindre chauffé à T∗w = 1.5, en choisissant M∞ < 0.2
et Re∞ ∈ [100, 150]. Cela confirme la légitimité d’un solveur compressible pour simuler ce
type de problème en fixant le nombre de Mach à 0.1.

Nuw Nu f

SHI et al., 2004 4.63 -

WANG et al., 2001 - 5.38

SABANCA et al., 2003 - 5.49

feedback forcing 4.72 5.40

pénalisation 4.71 5.41

TABLE 4.5 – Cylindre isotherme, M∞ = 0.1 et Re f = 100 : nombres de Nusselt moyens.

4.3 Écoulements compressibles

4.3.1 Écoulements supersoniques stationnaires

On s’intéresse tout d’abord à des écoulements supersoniques stationnaires. Le nombre
de Mach est fixé à M∞ = 2 pour les cas 3, 4 et 5. Plusieurs géométries d’obstacles sont
étudiées : cylindre circulaire, profil triangulaire et sphère.

4.3.1.1 Cas 3 : écoulement supersonique autour d’un cylindre

Dans un premier temps, on considère un écoulement supersonique compressible autour
d’un cylindre circulaire. Le nombre de Reynolds est fixé à Re∞ = 300. La pression et la tem-
pérature de l’écoulement sont p∞ = 1 bar et T∞ = 162.8 K, de telle sorte que la température
génératrice au bord d’attaque soit égale à Ti = 293 K. Le domaine de calcul est le même que
dans la section 4.2. Le pas de discrétisation est égal à ∆xmin = ∆ymin = D/80 dans la zone
raffinée. Les paramètres de la méthode de feedback forcing sont α f = 60000 et β f = 1000.
Concernant la méthode de pénalisation, le paramètre de porosité est fixé à ϕ = 0.1. En ce
qui concerne la topologie de l’écoulement, un choc détaché se forme en amont du cylindre
et le sillage est stationnaire (voir Figure 4.8). La distance entre le choc et le bord d’attaque
suivant la ligne de stagnation est notée ∆s. Elle est appelée distance de détachement ici.

FIGURE 4.8 – Cylindre adiabatique, M∞ = 2 et Re∞ = 300 : nombre de Mach.
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Paroi adiabatique. On considère d’abord un cylindre dont la paroi est adiabatique. Le
coefficient de traînée Cd et la distance de détachement du choc ∆s (normalisée par D) sont
présentés et comparés dans la Table 4.6. Une simulation sur maillage conforme est égale-
ment réalisée à l’aide d’un code interne validé (BAKULU et al., 2021). Nos résultats obtenus
avec les IBM montrent un bon accord avec ceux de TAKAHASHI et al., 2014, de KUMAR et
al., 2020 et de RIAHI et al., 2018. Un excellent accord avec nos résultats obtenus sur maillage
conforme est observé, ce qui témoigne de la bonne précision des IBM pour cette configura-
tion d’écoulement.

Cd ∆s

TAKAHASHI et al., 2014 1.55 -

KUMAR et al., 2020 1.56 -

RIAHI et al., 2018 1.51 0.69

maillage conforme 1.62 0.73

feedback forcing 1.60 0.72

pénalisation 1.59 0.73

TABLE 4.6 – Cylindre adiabatique, M∞ = 2 et Re∞ = 300 : coefficient de traînée et distance
de détachement.

Le coefficient de pression à la paroi du cylindre, obtenu avec chaque méthode, est pré-
senté sur la Figure 4.9a. On observe que les résultats obtenus avec la méthode de feedback
forcing sont plus proches de ceux de RIAHI et al., 2018, tandis que le coefficient de pression
obtenu avec la méthode de pénalisation est plus proche de celui obtenu par TAKAHASHI
et al., 2014. En effet, RIAHI et al., 2018 utilisent une IBM basée sur des fonctions δh qui
s’apparente à la méthode de feedback forcing. TAKAHASHI et al., 2014 adoptent une méthode
ghost-cell qui s’apparente plutôt à la méthode de pénalisation.
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FIGURE 4.9 – Cylindre adiabatique, M∞ = 2 et Re∞ = 300 : (a) coefficient de pression à
la paroi ; (b) profil de pression sur la ligne de stagnation (le bord d’attaque se trouve en

x/D = −0.5).

Le profil de pression sur la ligne de stagnation est illustré sur la Figure 4.9b. Nos solu-
tions obtenues avec IBM sont comparées à la solution sur maillage conforme. Les pressions
analytiques juste après le choc (p2) et au bord d’attaque (pi2) sont également représentées.
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Le profil de pression au bord de fuite permet d’affirmer que les écarts de Cp observés sur
la Figure 4.9a sont liés à une surestimation de la pression dans le sillage proche du cylindre
avec la méthode de feedback forcing. Comme le Cp obtenu avec la méthode de feedback forcing
correspond à celui de RIAHI et al., 2018, on en déduit que la surestimation de la pression
dans le sillage proche est une conséquence du caractère diffusif de l’interface via l’utilisa-
tion des fonctions δh. De plus, la méthode de feedback forcing génère une chute de pression
artificielle au bord d’attaque. Cet artéfact numérique est aussi une conséquence de la diffu-
sion numérique de la solution au voisinage de l’interface. En revanche, les deux méthodes
permettent de modéliser correctement le saut de pression à travers le choc. Ce dernier est
décalé avec la méthode de feedback forcing, sûrement à cause de la chute de pression artifi-
cielle au bord d’attaque.

Paroi isotherme. Dans les mêmes conditions d’écoulement, on considère maintenant un
cylindre chauffé à la température Tw = 2Ti, avec Ti la température génératrice au bord
d’attaque. À notre connaissance, il n’existe pas de cas de validation d’un écoulement super-
sonique autour d’un cylindre chauffé dans la littérature. Les résultats sont donc uniquement
comparés à une simulation sur maillage conforme. Les profils de pression et de température
sur la ligne de stagnation sont illustrés sur les Figures 4.10a et 4.10b. La position du choc
ainsi que les sauts de pression et de température à travers le choc sont en excellent accord
avec les résultats obtenus sur maillage conforme. Le coefficient de pression et le nombre de
Nusselt à la paroi sont représentés sur les Figures 4.11a et 4.11b. La distribution de pression
le long de la paroi du cylindre est très bien reproduite avec la méthode de pénalisation. Elle
l’est un peu moins avec la méthode de feedback forcing sur la partie aval (θ ∈ [π/2, π]). Il
s’agit du problème de l’interface diffuse que l’on a déjà rencontré avec la condition adiaba-
tique sur la Figure 4.9a. Comme pour les écoulements incompressibles avec paroi isotherme
(voir section 4.2), le nombre de Nusselt obtenu avec la méthode de pénalisation est mieux
prédit que celui obtenu avec la méthode de feedback forcing.
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FIGURE 4.10 – Cylindre isotherme, M∞ = 2 et Re∞ = 300 : profils de pression et de tempé-
rature sur la ligne de stagnation (le bord d’attaque se trouve en x/D = −0.5).
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FIGURE 4.11 – Cylindre isotherme, M∞ = 2 et Re∞ = 300 : coefficient de pression et nombre
de Nusselt à la paroi (θ = 0 au bord d’attaque et θ = π au bord de fuite).

4.3.1.2 Cas 4 : écoulement supersonique autour d’un profil triangulaire

Un écoulement supersonique autour d’un profil triangulaire de corde D et de demi-
angle θ = 20◦ est étudié afin d’analyser le comportement des méthodes de feedback forcing
et de pénalisation en présence de géométries anguleuses et de chocs attachés. Le nombre
de Reynolds est fixé à Re∞ = 5× 104. Il est calculé à partir de la corde D et des proprié-
tés de l’écoulement amont. Étant donné qu’on ne s’intéresse pas aux aspects thermiques ici,
la condition T-neutre est adoptée pour les deux méthodes. Le nez du profil triangulaire est
centré en (0, 0) dans un domaine rectangulaire de dimensions [−5D, 15D]× [−5D, 5D]. Une
résolution élevée est nécessaire au voisinage des angles aigus. Le pas de discrétisation dans
la zone d’intérêt est donc fixé à ∆xmin = ∆ymin = D/250. La topologie de l’écoulement et
les paramètres géométriques du profil triangulaire sont illustrés sur la Figure 4.12. L’écou-
lement est stationnaire et un choc oblique attaché est généré au niveau du nez du profil
triangulaire. Une zone de recirculation subsonique se forme dans le sillage de l’obstacle.
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FIGURE 4.12 – Profil triangulaire, M∞ = 2 et Re∞ = 5× 104 : lignes de courant colorées par
le nombre de Mach. La ligne sonique (isocontour Mach 1) et les paramètres géométriques

du profil triangulaire sont aussi représentés.
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Des visualisations Schlieren instantanées, obtenues à partir du gradient de la masse vo-
lumique, sont représentées sur la Figure 4.13 pour chaque méthode. L’angle du choc par
rapport à l’axe horizontal est noté βs. Concernant la méthode de feedback forcing, on ob-
serve que l’état stationnaire n’est jamais atteint et que la zone de recirculation n’est pas
correctement reproduite. En effet, les conditions à la paroi sont modélisées avec une faible
précision dans les zones critiques telles que les coins anguleux, malgré des paramètres très
élevés α f = 106 et β f = 500. Le même problème est observé par CHAUDHURI et al., 2011
concernant la simulation d’un écoulement supersonique autour d’un profil triangulaire avec
M∞ = 3.5 en utilisant une méthode ghost-cell. Comme pour la méthode de feedback forcing, les
chocs en aval ne convergent pas rapidement vers la ligne centrale et l’écoulement n’atteint
pas l’état stationnaire. Ceci montre qu’il est difficile de simuler le sillage d’un écoulement
supersonique autour d’une géométrie anguleuse avec des IBM dont le forçage est imposé
uniquement à la paroi. La méthode de pénalisation est plus robuste pour traiter ce type de
problème.

(a) feedback forcing (b) pénalisation

FIGURE 4.13 – Profil triangulaire, M∞ = 2 et Re∞ = 5× 104 : visualisations Schlieren ins-
tantanées, obtenues à partir du gradient de la masse volumique pour chaque méthode.

Néanmoins, le choc oblique est correctement modélisé avec la méthode de feedback forcing
car il se produit en amont de la frontière immergée. Pour un choc attaché, l’angle du choc
par rapport à l’axe horizontal peut être obtenu analytiquement pour un écoulement non
visqueux à l’aide la relation suivante :

tanθ = 2cotβs

(
M2

∞sin2βs − 1
M2

∞(γ + cos2βs) + 2

)
, (4.4)

avec θ le demi-angle du profil triangulaire et βs l’angle du choc par rapport à l’axe hori-
zontal. Pour M∞ = 2 et θ = 20◦, l’équation (4.4) donne βs = 53.5◦. Les angles des chocs
obliques obtenus avec les méthodes de feedback forcing et de pénalisation sont rassemblés
dans la Table 4.7. Ils sont comparés à la valeur analytique et aux résultats de BOIRON et al.,
2009 et ABGRALL et al., 2014. On observe un bon accord avec les résultats de référence pour
chaque méthode. Ceci confirme quantitativement que l’écoulement amont est correctement
reproduit avec la méthode de feedback forcing, à l’inverse de l’écoulement aval.

La composante horizontale de la vitesse, obtenue avec la méthode de pénalisation, est
comparée à la solution de ABGRALL et al., 2014 sur la Figure 4.14. On constate que la topo-
logie de l’écoulement est très bien reproduite avec la méthode de pénalisation.
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Éq. (4.4) BOIRON et al., 2009 ABGRALL et al., 2014 feedback forcing pénal.

βs [◦] 53.5 54.1 53.8 54.8 54.5

TABLE 4.7 – Profil triangulaire, M∞ = 2 et Re∞ = 5 × 104 : angle du choc oblique par
rapport à l’axe horizontal.

(a) pénalisation

(b) ABGRALL et al., 2014

FIGURE 4.14 – Profil triangulaire, M∞ = 2 et Re∞ = 5× 104 : composante horizontale de la
vitesse.

La pression juste après le choc peut être calculée analytiquement pour un écoulement
non visqueux telle que :

p2

p∞
= 1 +

2γ

γ + 1
(

M2
∞sin2βs − 1

)
, (4.5)

avec p2 la pression juste après le choc oblique. Un profil horizontal de pression est présenté
sur la Figure 4.15. Il est tracé en y/D = 0.88 afin d’être suffisamment éloigné de l’obstacle
pour pouvoir considérer l’écoulement comme non visqueux à cet endroit. De cette manière,
la pression p2 obtenue avec l’équation (4.5) est aussi représentée pour être comparée aux
solutions numériques. Nos résultats sont comparés à ceux de ABGRALL et al., 2014 et de
BOIRON et al., 2009. On retrouve que la méthode de feedback forcing ne parvient pas à repro-
duire correctement la pression en aval de l’obstacle. Les résultats obtenus avec la méthode
de pénalisation montrent un bon accord avec ceux de référence et le pic de pression est rela-
tivement proche de la valeur analytique. L’écart relatif moyen entre les valeurs de pression
obtenues pour ϕ = 1 et ϕ = 0.1 est d’environ 0.0038 %. On en conclut que l’influence du
paramètre de porosité est négligeable lorsque la condition T−neutre est adoptée.

En plus de la précision, le coût de calcul est un point important dans une étude compa-
rative de méthodes numériques. Les coûts de calcul associés à chaque méthode sont rassem-
blés dans la Table 4.8. Ils sont normalisés par le temps de calcul de la méthode de pénalisa-
tion (ϕ = 1). D’une part, on remarque que le coût de calcul est multiplié par quatre lorsque le
paramètre de porosité passe de ϕ = 1 à ϕ = 0.1. Ce comportement est lié à la restriction sur
le pas de temps, induite par l’augmentation du rayon spectral du système pénalisé lorsque
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FIGURE 4.15 – Profil triangulaire, M∞ = 2 et Re∞ = 5× 104 : profil de pression suivant la
droite y/D = 0.88.

ϕ diminue. Cet aspect de stabilité numérique est détaillé dans la section 3.4.2 du chapitre 3.
D’autre part, le coût de calcul de la méthode de feedback forcing est multiplié par dix-sept par
rapport à la méthode de pénalisation (ϕ = 1). Cet écart significatif est principalement dû à
la description mixte eulérienne-lagrangienne, ajoutant une dimension supplémentaire dans
la résolution du problème. Le coût de la méthode de feedback forcing est aussi augmenté par
la restriction sur le pas de temps, induite par l’intégration explicite du terme de forçage et
par les valeurs élevées des paramètres α f et β f .

Méthode pénal. (ϕ = 1) pénal. (ϕ = 0.1) feedback forcing

Coût de calcul [-] 1 4 17

TABLE 4.8 – Profil triangulaire, M∞ = 2 et Re∞ = 5 × 104 : temps de calcul de chaque
méthode, normalisé par le temps de calcul de la méthode de pénalisation (ϕ = 1).
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4.3.1.3 Cas 5 : écoulement supersonique 3D autour d’une sphère

Pour des raisons de précision et de coût de calcul, seule la méthode de pénalisation est
étendue à une configuration 3D. La simulation d’un écoulement supersonique autour d’une
sphère de diamètre D est réalisée avec la méthode de pénalisation en considérant les condi-
tions T−neutre et isotherme. Les conditions de l’écoulement sont les mêmes que dans la
section 4.3.1.1 concernant l’écoulement supersonique 2D autour d’un cylindre. La sphère
est centrée dans un domaine rectangulaire de dimensions [−10D, 30D] × [−10D, 10D] ×
[−10D, 10D]. La grille est raffinée dans la zone d’intérêt [−D, 3D]× [−D, D]× [−D, D], où
le pas de discrétisation vaut ∆xmin = ∆ymin = ∆zmin = D/40. Le front du choc et la zone de
recirculation sont inclus dans cette zone raffinée. Le maillage est composé de 212× 108× 108
cellules au total. La distance de détachement du choc ∆s est toujours définie comme la dis-
tance entre le choc et le bord d’attaque. La longueur de recirculation L est définie comme la
distance entre le bord de fuite et la fin de la zone de recirculation, où la vitesse horizontale
redevient positive. L et ∆s sont normalisées par le diamètre de la sphère D.

Condition T−neutre. Le coefficient de traînée Cd, la longueur de recirculation L, l’angle
de séparation θs et la distance de détachement du choc ∆s, obtenus avec la condition T-
neutre, sont comparés aux résultats de référence dans la Table 4.9. Notons que les solutions
de NAGATA et al., 2016 et de RIAHI et al., 2018 sont obtenues sur un maillage beaucoup plus
fin que le nôtre (d’un facteur trois). Sur l’ensemble des quantités comparées, nos résultats
montrent un très bon accord avec ceux de NAGATA et al., 2016. Le nombre de Mach dans le
plan x-z et le champ de pression dans le plan x-y sont représentés sur la Figure 4.16a. Les
lignes de courant montrent que la topologie de la recirculation est axisymétrique autour de
l’axe x.

Cd L θs [◦] ∆s

NAGATA et al., 2016 1.39 0.38 151 0.21

SHALLCROSS et al., 2022 1.27 - - 0.21

BORKER et al., 2019 - - 144 0.20

HEINRICH et al., 1969 1.48 - - -

RIAHI et al., 2018 1.39 - - 0.20

pénalisation 1.45 0.38 150 0.20

TABLE 4.9 – Sphère non chauffée, M∞ = 2 et Re∞ = 300 : coefficient de traînée, longueur
de recirculation, angle de séparation et distance de détachement du choc.

Condition isotherme. La sphère est maintenant chauffée à la température Tw = 2T∞.
Elle est modélisée par la condition isotherme de la méthode de pénalisation. Le nombre de
Nusselt moyenné sur la surface est défini tel que :

Nu = − D
A(Tw − T∞)

∫

Γ

∂T
∂n

(s)ds. (4.6)

avec A = πD2 l’aire de la sphère, Γ la surface de la sphère et n le vecteur normal à la paroi.
Le gradient de température à l’interface dans l’équation (4.6) est calculé à partir du terme
de pénalisation sur l’équation de l’énergie. De manière analogue au calcul des coefficients
aérodynamiques, l’intégrale volumique du terme source fE permet de calculer efficacement
le flux de chaleur appliqué au solide (CHERN et al., 2015). Le nombre de Mach dans le plan
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(a) Sphère non chauffée (b) Sphère chauffée, Tw = 2T∞

FIGURE 4.16 – Sphère, M∞ = 2 et Re∞ = 300 : lignes de courant, nombre de Mach dans le
plan x-z, champ de pression dans le plan x-y (sphère non chauffée) et champ de température

dans le plan x-y (sphère chauffée).

x-z et le champ de température dans le plan x-y sont représentés sur la Figure 4.16b. Le co-
efficient de traînée Cd, la longueur de recirculation L, l’angle de séparation θs et la distance
de détachement du choc ∆s sont rassemblés dans la Table 4.10. Ils montrent un bon accord
avec les résultats de NAGATA et al., 2018 et RIAHI et al., 2023. Étant donné que le nombre
de Nusselt dépend fortement de la résolution spatiale, une réduction des écarts entre notre
valeur et celle de NAGATA et al., 2018 peut être attendue en utilisant une grille plus fine.
On remarque que le chauffage de la sphère a pour effet d’augmenter le coefficient de traî-
née et de diminuer la longueur de recirculation. C’est une conséquence de l’élévation de la
viscosité du fluide avec la température.

Cd L θs [◦] ∆s Nu

NAGATA et al., 2018 1.44 0.29 154 0.22 3.5

RIAHI et al., 2023 1.48 - - 0.23 -

pénalisation 1.48 0.28 156 0.23 4.0

TABLE 4.10 – Sphère chauffée, M∞ = 2 et Re∞ = 300 : coefficient de traînée, longueur de
recirculation, angle de séparation, distance de détachement du choc et nombre de Nusselt

moyen.

4.3.2 Interaction choc-obstacle

4.3.2.1 Cas 6 : interaction choc-cylindre

L’interaction entre une onde de choc normale incidente et un cylindre circulaire est étu-
diée afin d’évaluer la précision des méthodes de feedback forcing et de pénalisation en pré-
sence d’ondes de choc instationnaires. Les dimensions du domaine sont [−3.75D, 11.25D]×
[−7.5D, 7.5D] et le cylindre de diamètre D est centré en (0, 0). Une haute résolution spa-
tiale est requise afin de capturer correctement les ondes de choc. Le pas de discrétisation est
donc fixé à ∆xmin = ∆ymin = D/160. La condition T-neutre est d’abord adoptée avec les
méthodes de feedback forcing et de pénalisation. L’onde de choc incidente est générée par une



4.3. Écoulements compressibles 73

discontinuité des états gauche et droite du fluide dans le domaine de calcul. Initialement,
l’état 1 (gaz au repos) et l’état 2 (gaz en mouvement) sont donnés par :




p
ρ

u




1

=




105 Pa

1 kg/m3

0 m/s


 ,




p
ρ

u




2

=




9.5× 105 Pa

4.5 kg/m3

695.9 m/s


 . (4.7)

L’onde de choc normale se déplace de la gauche vers la droite avec un nombre de Mach
égal à Mc = 2.81. Une fois qu’elle atteint la position du cylindre, l’onde de choc incidente
interagit avec ce dernier. Le temps final de la simulation est fixé à t f = 3× 10−7 s, ce qui
correspond au temps nécessaire pour que l’onde de choc parcoure une distance égale à 6D.
L’écoulement est composé de chocs réfléchis (CR), de pieds de Mach 1 (PM), de points triples
(PT), de lignes de glissement (LG) et de tourbillons. Les caractéristiques de l’écoulement sont
illustrées en haut à gauche de la Figure 4.17. Les trajectoires des points triples PT1 et PT2
sont tracées sur la partie droite de la Figure 4.17. Les résultats obtenus avec les méthodes
de feedback forcing et de pénalisation montrent un très bon accord avec les résultats issus
de BRYSON et al., 1961, GLASS et al., 1989 et PIQUET et al., 2016. On s’intéresse aussi à l’in-
fluence du paramètre de porosité ϕ en fonction de la condition imposée sur la température
avec la méthode de pénalisation. Pour une condition T-neutre, la Figure 4.17 montre que
la propagation de l’onde est presque indépendante de la valeur de ϕ. Pour une condition
adiabatique, la réduction du paramètre de porosité améliore la précision des résultats.

FIGURE 4.17 – Interaction choc-cylindre : visualisation Schlieren instantanée et trajectoire
des points triples PT1 et PT2.

1. Lors de l’apparition d’une réflexion de Mach, une troisième onde se forme. Elle est appelée pied de Mach.
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Les temps de calcul normalisés de chaque méthode sont rassemblés dans la Table 4.11.
Le coût de calcul de la méthode de feedback forcing est presque trente fois supérieur à celui de
la méthode de pénalisation (ϕ = 1). Concernant la méthode de pénalisation, la diminution
du paramètre de porosité d’un facteur cent augmente le coût de calcul d’un facteur sept, en
raison de la restriction sur le pas de temps. La tendance est similaire à celle observée sur la
Figure 3.9 du chapitre 3 (voir M∞ = 2).

Méthode pénal. (ϕ = 1) pénal. (ϕ = 0.01) feedback forcing

Coût de calcul [-] 1 7 29

TABLE 4.11 – Interaction choc-cylindre : temps de calcul de chaque méthode, normalisé par
le temps de calcul de la méthode de pénalisation (ϕ = 1).

4.3.2.2 Cas 7 : réflexion d’un choc sur une paroi plane

Compte tenu de la précision des résultats et du coût de calcul de chaque IBM, la méthode
de pénalisation est sélectionnée et étudiée plus en détail à travers ce dernier cas test. C’est
également cette méthode qui sera retenue dans la suite du manuscrit. Ce cas test constitue
une étape préliminaire dans l’étude du collapse de bulle induit par un choc au voisinage
d’une paroi solide, que l’on cherchera à simuler dans le chapitre 5. On s’intéresse à une
onde de choc normale, qui se déplace dans de l’eau liquide à un nombre de Mach Mc = 1.04
et impacte une paroi plane. Le domaine de calcul est un rectangle de dimensions Lx × Ly,
avec Lx/Ly = 0.6 (voir Figure 4.18).
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FIGURE 4.18 – Réflexion d’un choc sur une paroi plane : vue schématique du domaine de
calcul avec la méthode de pénalisation. Le choc incident, le choc réfléchi et les états 1, 2 et 3

sont représentés.

Pour de l’eau liquide à température ambiante, la pression de référence de la loi d’état
des gaz raides (voir équation (2.8)) vaut P∞ = 109 Pa et le rapport des capacités thermiques
est égal à γ = 2.35. La configuration de l’écoulement est présentée sur la Figure 4.18. On
y retrouve le liquide au repos à droite du choc incident (état 1), le liquide en mouvement à
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gauche du choc incident (état 2) et l’état du liquide après réflexion du choc (état 3). Initiale-
ment, les états 1 et 2 sont donnés par :
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1

=




105 Pa

1000 kg/m3

0 m/s


 ,
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2

=




1.2× 108 Pa

1049.3 kg/m3

75.1 m/s


 , (4.8)

Ce cas test est sévère car le saut de pression à travers le choc incident s’élève à p2/p1 =
1200. La paroi solide est située en x/Lx = 0.9 et le domaine est pénalisé ensuite. En effet, le
domaine solide ne peut pas être d’épaisseur nulle car il est modélisé par la méthode de pé-
nalisation (volumique). Ainsi, le domaine [0.9Lx, Lx]× [0, Ly] est entièrement pénalisé. Son
épaisseur doit être suffisante pour amortir les ondes transmises mais il n’est pas souhaité
qu’elle soit trop épaisse afin d’éviter les calculs inutiles. Une résolution spatiale importante
est nécessaire sur la totalité du domaine afin de correctement représenter la propagation du
choc incident. On adopte donc une grille cartésienne uniforme composée de 1501 × 1251
cellules. Les trois conditions thermiques (isotherme, adiabatique et T-neutre) sont étudiées
ici.

Dans le cas d’une condition isotherme, la température de la paroi est fixée à Tw = T1,
avec T1 = 297.87 K la température de l’état 1. L’influence de ϕ sur la solution est étudiée
pour chaque condition thermique. Les profils de vitesse et de pression sont présentés sur la
Figure 4.19 pour différentes conditions thermiques et différentes valeurs de ϕ. Les résultats
obtenus avec les trois conditions sont comparés à ceux obtenus sur maillage conforme pour
une paroi adiabatique ou isotherme, ainsi qu’à la solution analytique. En effet, la vitesse du
liquide induite par la propagation du choc et la pression du liquide dans l’état 3 peuvent
être calculées analytiquement à l’aide des relations de saut suivantes :

up = W
(

1− ρ1

ρ2

)
,

p3

p2
= 1 +

2γ

γ + 1
(1 +

P∞

p2
)(M2

r − 1), (4.9)

avec up la vitesse du liquide induite par la propagation du choc, W la vitesse de propagation
du choc et Mr le nombre de Mach du choc réfléchi. Ce dernier est calculé à partir du nombre
de Mach du choc incident comme la solution physique de l’équation suivante :

Mr

M2
r − 1

=
Mc

M2
c − 1

√
1 +

2(γ− 1)
(γ + 1)2 (M2

c − 1)
(

γ +
1

M2
c

)
. (4.10)

Avec un maillage conforme, la condition thermique n’a aucun effet sur les profils de vi-
tesse et de pression. Dans la suite, on appelle solution de référence la solution obtenue sur
maillage conforme. La Figure 4.19 montre que la solution pénalisée tend vers la solution de
référence lorsque ϕ diminue, uniquement pour les conditions isotherme et adiabatique. Pour
ϕ = 0.01, les solutions obtenues avec la méthode de pénalisation pour une paroi isotherme
ou adiabatique sont très proches de la solution de référence. On en déduit la même conclu-
sion que dans les sections 4.3.1.2 et 4.3.2.1 : ϕ n’a pas d’influence sur la solution lorsque la
condition T-neutre est appliquée. De plus, on observe que la condition T−neutre produit
une solution inexacte car le liquide dans l’état 3 n’est pas au repos et l’amplitude de l’onde
réfléchie est fortement amortie. Par conséquent, une solution acceptable ne peut être obte-
nue qu’en appliquant la condition adiabatique ou la condition isotherme et en contrôlant
l’impédance acoustique du milieu pénalisé via le paramètre de porosité ϕ. En effet, LIU et
al., 2007 soulignent l’importance de ϕ pour décrire fidèlement la réflexion et la transmission
des ondes à la paroi solide, en modélisant le solide par un milieu à haute impédance acous-
tique. Cet aspect est détaillé dans la section 3.4.2 du chapitre 3. Notons que LIU et al., 2007
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pénalisation, isotherme, φ = 0.01
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FIGURE 4.19 – Réflexion d’un choc sur une paroi plane : influence de la condition thermique
et de la valeur de ϕ sur l’onde réfléchie.

ont introduit le paramètre de porosité dans le contexte d’une condition isotherme.

Condition d’impédance. Malheureusement, on a vu que le paramètre de porosité affecte
fortement le choix du pas de temps. Une étude de stabilité du système pénalisé a été menée
dans la section 3.4.2 du chapitre 3 afin de comprendre l’impact de ϕ sur le pas de temps.
Cet aspect a ensuite été observé numériquement à travers une étude comparative du coût
de calcul dans les sections 4.3.1.2 et 4.3.2.1. C’est la raison pour laquelle la condition d’im-
pédance a été développée dans ce travail (voir section 3.4.5). On rappelle qu’elle consiste à
imposer la masse volumique du milieu poreux afin de contrôler son impédance acoustique.
Le terme de pénalisation associé est intégré par une méthode implicite de manière triviale,
sans affecter le coût de la méthode de pénalisation. On note ρw la masse volumique impo-
sée au corps solide et ρ∗w = ρw/ρ1 désigne la masse volumique imposée normalisée par la
masse volumique du liquide au repos. Les résultats calculés par cette nouvelle approche
avec ρ∗w = {10, 100, 1000} sont présentés sur la Figure 4.20. Ils sont comparés à la pire et
à la meilleure solution de la Figure 4.19. On observe que la solution pénalisée tend vers la
solution de référence lorsque ρ∗w augmente, c’est-à-dire lorsque l’impédance acoustique du
milieu poreux augmente. Pour ρ∗w = 1000, la solution pénalisée est quasiment identique à
celle de référence. Il est important de noter que la condition d’impédance (ρ∗w = 1000, ϕ = 1)
permet d’obtenir une solution plus précise que la condition isotherme (ϕ = 0.01), tout en
réduisant le coût de calcul d’un facteur trente-six (voir Table 4.12). Cette nouvelle approche
est donc un excellent moyen de simuler précisément et efficacement des écoulements com-
pressibles impliquant des réflexions d’ondes de choc sur un corps solide.

Méthode maillage pénal. pénal. pénal.

conforme T-neutre (ϕ = 1) impédance (ϕ = 1) isotherme (ϕ = 0.01)

Coût de calcul [-] 1 1 1 36

TABLE 4.12 – Réflexion d’un choc sur une paroi plane : temps de calcul de chaque méthode,
normalisé par le temps de calcul de la méthode maillage conforme.
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FIGURE 4.20 – Réflexion d’un choc sur une paroi plane : influence de la condition d’impé-
dance sur l’onde réfléchie.

4.4 Synthèse

Une méthode de feedback forcing et une méthode de pénalisation ont été étudiées à travers
la simulation d’écoulements visqueux monophasiques en présence d’un corps fixe et rigide.
Les différentes conditions aux limites présentées dans le chapitre 3 ont été considérées :
adhérence, isotherme, adiabatique et T−neutre. Elles ont été validées sur de nombreux cas
tests, soigneusement sélectionnés afin d’évaluer la capacité de chaque méthode à traiter une
large gamme de problèmes : écoulements incompressibles et compressibles, stationnaires
et instationnaires, avec paroi adiabatique ou isotherme. Une étude de convergence numé-
rique a montré que chaque méthode est du premier ordre en espace, conformément à ce qui
était attendu. Afin d’être validés, nos résultats ont été comparés à des solutions sur maillage
conforme et à des solutions proposées par d’autres auteurs dans la littérature. Les résul-
tats obtenus avec la méthode de pénalisation montrent un meilleur accord avec les résultats
de référence, par rapport à la méthode de feedback forcing. De plus, la méthode de feedback
forcing n’est pas capable de reproduire correctement un écoulement supersonique autour
d’un profil anguleux (voir section 4.3.1.2). L’état stationnaire n’est pas atteint en raison de
la faible précision du forçage des conditions aux limites et de l’écoulement artificiel au sein
de l’obstacle qui contaminent l’écoulement externe. Le coût de calcul de la méthode de feed-
back forcing est nettement plus élevé que celui de la méthode de pénalisation. Elle est seize
à vingt-neuf fois plus coûteuse selon le cas. C’est la principale raison pour laquelle elle n’a
pas été étendue en 3D. Le surcoût de la méthode est dû à la description mixte eulérienne-
lagrangienne et à l’intégration explicite du terme de forçage. Le premier facteur ajoute une
dimension supplémentaire au problème tandis que le second impose une restriction sur le
pas de temps. Ces aspects ne concernent par la méthode de pénalisation, dont le coût de
calcul est comparable à celui d’une méthode maillage conforme. Elle a été étendue en 3D et
validée à travers l’écoulement supersonique autour d’une sphère (voir section 4.3.1.3).

Cette étude s’est aussi concentrée sur la modélisation de la transmission et de la ré-
flexion des ondes de choc à l’interface fluide-solide. Avec la méthode de pénalisation, ceci
est effectué en contrôlant l’impédance acoustique du milieu poreux. L’approche classique
consiste à pénaliser l’équation de continuité à l’aide d’un paramètre de porosité ϕ (LIU et
al., 2007). Le choix de ϕ est un compromis entre précision et coût de calcul. Cet aspect a été
investigué à travers une étude de stabilité puis vérifié par le calcul. Pour des écoulements
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incompressibles, l’influence de ϕ sur la solution est négligeable et il peut donc être fixé à
1. Pour des écoulements compressibles, la précision de la solution numérique est meilleure
lorsque ϕ diminue mais le coût de calcul est fortement impacté. Des valeurs inférieures à
ϕ = 0.01 n’ont pas été considérées dans cette étude et ne sont pas recommandées pour des
raisons d’efficacité. Ces considérations ne sont à prendre en compte que dans le cas d’une
condition isotherme ou adiabatique, c’est-à-dire lorsqu’un traitement spécifique est appli-
qué sur la température. Pour la condition T−neutre, l’influence de ϕ sur la solution n’est
pas significative et sa valeur peut donc être fixée à 1. Une nouvelle condition a été imaginée
afin d’améliorer la précision de la solution tout en conservant le faible coût de calcul de la
méthode de pénalisation. L’impédance acoustique de l’obstacle n’est plus contrôlée par la
porosité de la zone pénalisée, mais plutôt par sa masse volumique. Avec cette approche,
le temps de calcul nécessaire pour simuler la réflexion d’un choc sur une paroi plane a été
réduit d’un facteur trente-six par rapport à l’approche par porosité, tout en fournissant des
résultats plus précis. Cette nouvelle condition ouvre de grandes perspectives pour la suite
de ce travail, pour les raisons suivantes :

• Le collapse d’une bulle au voisinage d’une paroi génère des ondes de choc de forte
amplitude qui impactent la paroi. Il est donc primordial de modéliser correctement le
comportement des ondes à la frontière afin de simuler fidèlement le phénomène et de
calculer avec précision le chargement à la paroi induit par l’impact.

• On cherche à développer une stratégie de couplage fort pour l’étude de l’interaction
fluide-structure. Chaque matériau possède sa propre impédance acoustique. La condi-
tion d’impédance permet d’imposer une certaine masse volumique au milieu poreux,
de telle sorte que l’impédance acoustique de la zone pénalisée corresponde à celle
du matériau réel. La méthode de pénalisation avec condition d’impédance permet
alors une modélisation plus réaliste du comportement des ondes à la frontière fluide-
structure.

• La simulation de problèmes couplés fluide-structure est un processus très coûteux.
Notre méthodologie de couplage doit donc se baser sur des méthodes efficaces. C’est
le cas de la méthode de pénalisation avec la condition d’impédance, contrairement à
l’approche par porosité.

À ce stade du manuscrit, le méthode de feedback forcing est écartée pour des raisons de pré-
cision et de coût de calcul. La suite de ce travail est donc réalisée avec la méthode de péna-
lisation.
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Ce chapitre est dédié à la validation et à l’application de la méthode de pénalisation pour
des écoulements diphasiques compressibles en présence d’un corps fixe rigide (uw = 0).
Dans un premier temps, on s’intéresse à la cavitation d’un point de vue macroscopique.
L’étude est portée sur des écoulements cavitants autour d’un cylindre circulaire. Il s’agit
d’un cas canonique permettant de reproduire les caractéristiques des écoulements cavitants
que l’on retrouve en présence de systèmes hydrauliques tels que les turbines, les pompes et
les hélices. Ces écoulements sont marqués par la formation de poches de vapeur au contact
de l’obstacle, puis par leur détachement sous la forme de nuages de bulles (cloud cavita-
tion). Ces derniers sont ensuite entraînés dans le sillage, où ils recondensent et collapsent
violemment. Les ondes de pression générées par les collapses se propagent ensuite et im-
pactent l’obstacle. En pratique, cela peut entraîner l’usure prématurée des composants hy-
drauliques. Différents régimes d’écoulements sont envisagés : laminaire stationnaire, lami-
naire instationnaire et turbulent. Dans un second temps, le collapse d’une bulle isolée induit
par un choc incident au voisinage d’une paroi rigide est étudié à l’échelle microscopique.
Une attention particulière est portée sur la pression d’impact à la paroi, engendrée par l’im-
pact de l’onde de choc générée lors du collapse. Les différentes conditions de la méthode de
pénalisation sont validées et analysées en considérant une paroi plane. Une étude paramé-
trique est ensuite menée sur différentes géométries de parois déformées. Il s’agit de prédire
une possible accélération de l’érosion de cavitation lorsque la paroi est déjà endommagée.

5.1 Écoulements cavitants autour d’un cylindre circulaire

La cavitation a des effets néfastes sur les composants hydrauliques : perte de perfor-
mance, vibrations, bruit, érosion, etc. Plus d’informations sur le phénomène de cavitation
sont disponibles en introduction du manuscrit (voir section 1.1). Parmi les composants hy-
drauliques, on retrouve les pompes, les aubes de turbines, les hélices de navire, etc. L’ac-
célération d’un fluide au contact d’un corps solide entraîne une chute de pression. Si elle
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baisse suffisamment et atteint la pression de vapeur saturante, de la cavitation se produit.
Des poches de vapeur se forment à la surface de l’obstacle au niveau de la zone d’aspira-
tion. La cavitation est dite partielle car elle n’occupe pas entièrement la surface du corps so-
lide. Entraînées par l’écoulement, les poches se détachent périodiquement pour former des
nuages de bulles qui sont ensuite transportés dans le sillage de l’obstacle (cloud cavitation).
Lorsqu’ils sont transportés dans des régions de pression plus élevée, les nuages de vapeur
recondensent et collapsent violemment. Les ondes de pression générées par le collapse des
structures de vapeur impactent ensuite le corps solide, pouvant mener à l’endommagement
et à l’usure prématurée des composants hydrauliques. Afin de mieux comprendre les méca-
nismes impliqués, de nombreux auteurs ont étudié des écoulements cavitants en présence
de surfaces portantes (FRANC et al., 1988 ; SCHNERR et al., 2008 ; BHATT et al., 2023). Par
exemple, BHATT et al., 2023 ont montré expérimentalement que le détachement des poches
de cavitation peut être provoqué par deux mécanismes : la formation d’un jet rentrant ou le
collapse des nuages de vapeur dans le sillage de l’obstacle.

L’écoulement cavitant autour d’un cylindre circulaire est une configuration canonique
permettant de reproduire les phénomènes observés sur les composants hydrauliques, c’est-
à-dire le régime de cloud cavitation et la cavitation de vortex. De plus, le cylindre circulaire
fait partie des géométries les plus simples à étudier et les écoulements autour de cet obstacle
sont relativement bien compris en monophasique. Il permet aussi d’étudier numériquement
des écoulements cavitants laminaires afin d’éviter les interactions entre cavitation et turbu-
lence, qui rendent l’analyse beaucoup plus complexe. Différentes études ont été menées
sur des écoulements cavitants en présence d’un corps cylindrique (GNANASKANDAN et al.,
2016 ; LE et al., 2023). Dans cette configuration, le liquide accélère au passage du cylindre.
Ceci entraîne une chute de pression dans les couches de cisaillement. Si la pression atteint la
pression de vapeur saturante, des poches de cavitation se forment dans la zone de dépres-
sion. Les couches de cisaillement s’enroulent ensuite pour former des tourbillons. Selon les
conditions de l’écoulement, de la cavitation peut aussi apparaître au coeur des vortex. On
distingue alors trois régimes de cavitation : fixe, cyclique ou transitoire (FRY, 1984). En ré-
gime fixe, la cavité reste attachée au cylindre. En régime cyclique, des cavités se forment au
contact de l’obstacle et se détachent périodiquement. La cavitation transitoire fait intervenir
les deux premiers régimes. Dans le but d’observer les mécanismes mentionnés dans ce pa-
ragraphe, on s’intéresse à différents régimes d’écoulements cavitants autour d’un cylindre
circulaire :

1. Laminaire stationnaire 2D (Re∞ = 40).

2. Laminaire instationnaire 2D (Re∞ = 200).

3. Turbulent 3D (Re∞ = 3900).

Le fluide considéré est de l’eau et le nombre de cavitation, défini d’après l’équation (1.1),
vaut σv ≃ 1. La vitesse horizontale, la pression et la température du fluide au repos sont
respectivement u∞ = 10 m/s, p∞ = 5× 104 Pa et T∞ = 293 K. Entre chaque configuration
d’écoulement, le nombre de Reynolds est modifié en adaptant le diamètre du cylindre D.
Le taux de vapeur initial vaut α0 = 10−10. Afin de prendre en compte la cavitation, les
simulations sont réalisées à l’aide du modèle à quatre équations avec transfert de masse (voir
section 2.2.2). La méthode de pénalisation est utilisée pour modéliser le corps cylindrique et
la condition T−neutre est adoptée. Le paramètre de perméabilité est fixé à η = 10−10 et le
paramètre de porosité vaut ϕ = 1.

5.1.1 Écoulements laminaires 2D

On s’intéresse tout d’abord à des écoulements laminaires 2D. Le cylindre de diamètre D
est centré en (0, 0) dans un domaine rectangulaire de dimensions 57.5D× 40D. Le maillage
est raffiné dans la zone d’intérêt autour de l’obstacle, puis il est étiré jusqu’aux bords du
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domaine avec une progression hyperbolique. Le domaine de calcul, le maillage et les condi-
tions aux limites sont illustrés sur la Figure 5.1. Des conditions de non-réflexion sont appli-
quées sur les bords haut et bas afin que les ondes générées par le collapse des poches de
vapeur puissent être évacuées. La condition d’entrée est calculée à partir d’une équation de
compatibilité discrétisée et la pression est imposée en sortie. Le flux convectif est calculé à
l’aide du schéma HLLC-Hancock et l’intégration temporelle est effectuée avec la méthode
d’Euler semi-implicite.

20D

40D

57.5D

20D 37.5D

Maillage fin

Maillage étiré

Relation de
compatibilité

p imposée
p∞ = 0.5 bar

Condition de non-réflexion

Condition de non-réflexion

x

y

FIGURE 5.1 – Cylindre cavitant 2D, σv ≃ 1 : vue schématique du domaine de calcul, du maillage et des conditions aux
limites.

5.1.1.1 Écoulement stationnaire

Ce premier cas est purement dédié à la validation de la méthode de pénalisation. Le
nombre de Reynolds est fixé à Re∞ = 40 et l’écoulement est stationnaire. La solution pénali-
sée est comparée à une solution obtenue sur maillage conforme. Afin de se concentrer sur la
précision de la méthode de pénalisation, cette solution de référence est calculée à partir du
même système d’équations et du même modèle de cavitation.

Comme en monophasique (voir section 4.2.1), l’écoulement est composé de deux tour-
billons symétriques et stationnaires attachés au cylindre, formant une zone de recirculation.
Cette dernière est contenue dans la zone raffinée du maillage, où le pas de discrétisation est
égal à ∆xmin = ∆ymin = D/80. Les lignes de courant, le champ de pression et le champ du
taux de vapeur sont présentés sur la Figure 5.2. La pression chute au niveau des bords haut
et bas du cylindre, où le fluide accélère. Dans ce cas de validation, la pression de vapeur
saturante vaut pv = 12500 Pa afin de générer suffisamment de vapeur. Le phénomène de ca-
vitation est illustré en confrontant les champs de pression et du taux de vapeur sur la Figure
5.2. Une poche de cavitation attachée se forme dans la zone de dépression lorsque p = pv.
La Figure 5.3 montre que la forme de la poche et la distribution de vapeur sont correctement
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reproduites avec la méthode de pénalisation, en comparaison avec la solution obtenue sur
maillage conforme.

FIGURE 5.2 – Cylindre cavitant, Re∞ = 40 et σv ≃ 1 : lignes de courant, champ de pression
et champ du taux de vapeur.

FIGURE 5.3 – Cylindre cavitant, Re∞ = 40 et σv ≃ 1 : taux de vapeur obtenu avec la méthode
de pénalisation (en haut) et avec la méthode maillage conforme (en bas).

Le coefficient de pression et le taux de vapeur à la paroi sont représentés sur la Figure
5.4. Ils sont correctement prédits avec la méthode de pénalisation. On peut noter que l’exten-
sion de la poche de cavitation le long de la paroi est légèrement surestimée avec la méthode
de pénalisation. Cet aspect est prédit par le coefficient de pression et vérifié par le taux de
vapeur à la paroi. Le coefficient de pression en régime non cavitant est également repré-
senté sur la Figure 5.4a. Étant donné que l’écoulement est monophasique au niveau du bord
d’attaque, il semble que le coefficient de pression obtenu sur maillage conforme soit sous-
estimé à cet endroit 1. Lorsque de la vapeur se forme, la pression du fluide est maintenue à
la pression de vapeur saturante (p = pv). C’est la raison pour laquelle le plateau Cp = Cpv

est observé sur la Figure 5.4a. Suite à la formation de vapeur, la dépression se propage lé-
gèrement vers le bord de fuite, d’où le décalage entre les courbes des régimes cavitant et
non cavitant juste avant θ = 3π/4. Des oscillations apparaissent sur la Figure 5.4b avec la
méthode maillage conforme car les valeurs de αw sont directement extraites dans les cellules
adjacentes à la paroi. Avec la méthode de pénalisation, une reconstruction est nécessaire. Il
s’agit de la même procédure que celle présentée dans le chapitre 4 pour l’évaluation des
différentes grandeurs pariétales.

1. Voir Figure 4.3 pour la validation du Cp en monophasique au même nombre de Reynolds.
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FIGURE 5.4 – Cylindre cavitant, Re∞ = 40 et σv ≃ 1 : (a) coefficient de pression à la paroi ;
(b) taux de vapeur à la paroi.

5.1.1.2 Écoulement instationnaire

Le nombre de Reynolds vaut maintenant Re∞ = 200 et l’écoulement devient instation-
naire. La pression de vapeur saturante est égale à pv = 2340 Pa. Nos résultats sont comparés
avec ceux issus de la littérature (GNANASKANDAN et al., 2016 ; LE et al., 2023) et avec une
solution que l’on a calculée à l’aide du solveur cavitatingFoam de la librairie OpenFOAM
(WELLER et al., 1998). Les trois solutions de comparaison sont obtenues sur un maillage
conforme, mais avec des modèles de cavitation différents :

• GNANASKANDAN et al., 2016 considèrent un solveur 1-fluide compressible avec le
modèle de cavitation de SAITO et al., 2007. Cette formulation est basée sur des termes
sources pour modéliser les processus de condensation et d’évaporation. Il est impor-
tant de souligner qu’une fraction de gaz non condensable égale à α0 = 0.005 est consi-
dérée dans leurs calculs tandis qu’elle vaut α0 = 10−10 dans notre cas.

• LE et al., 2023 adoptent un modèle d’équilibre homogène compressible basé sur une
relation thermodynamique algébrique pour calculer la fraction massique de vapeur.

• Le solveur cavitatingFoam repose sur un modèle de cavitation à l’équilibre. Il s’agit
d’un solveur barotrope qui emploie l’algorithme SIMPLE compressible pour résoudre
les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement. L’équation
de l’énergie est ignorée en considérant que l’écoulement est isotherme. La correction
de pression requise par l’algorithme SIMPLE est calculée à l’aide de la compressibilité
isentropique, inversement proportionnelle au carré de la vitesse du son. La vitesse
du son du mélange liquide-vapeur suit la relation de Wallis. L’intégration en temps
est réalisée à l’aide d’un schéma décentré du second ordre et les flux convectifs sont
discrétisés à l’aide d’un schéma du second ordre avec le limiteur minmod.

Description de l’écoulement. L’écoulement est caractérisé par la formation puis le dé-
tachement de poches de vapeur à la paroi du cylindre. Ce régime cyclique se produit à la
fréquence des lâchers tourbillonnaires. La zone raffinée du maillage s’étend sur 8D dans
le sillage afin de correctement capturer la dynamique des lâchers tourbillonnaires et le col-
lapse des poches de vapeur. Au sein de la zone raffinée, le pas de discrétisation est fixé à
∆xmin = ∆ymin = D/80. La succession entre la formation et le détachement des poches de
vapeur au cours d’une période est illustrée sur la Figure 5.5. Une poche de cavitation se
forme sur la face supérieure du cylindre, puis se détache. Au même moment, une seconde
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poche est créée sur la face opposée, puis elle croît et se détache également. Le taux de vapeur
peut dépasser 90 % au cours d’un cycle. Le champ du taux de vapeur moyen, obtenu avec
OpenFOAM et SCB, est présenté sur la Figure 5.6. Un excellent accord est observé entre les
deux solveurs.

FIGURE 5.5 – Cylindre cavitant, Re∞ = 200 et σv ≃ 1 : taux de vapeur instantané à quatre
instants d’une période.

(a) OpenFOAM (b) SCB

FIGURE 5.6 – Cylindre cavitant, Re∞ = 200 et σv ≃ 1 : taux de vapeur moyen.

Une fois qu’elles sont transportées dans le sillage par les lâchers tourbillonnaires, les
structures de vapeur rencontrent des zones de pression plus élevée, où elles recondensent
violemment. Le collapse d’une poche de cavitation est illustré à l’aide du champ de pression
instantané sur la Figure 5.7. Les quatre champs de pression sont présentés à des instants très
proches car la dynamique du collapse est beaucoup plus rapide que celle des lâchers tour-
billonnaires. Les structures de vapeur sont reconnaissables par les zones de basse pression.
Le collapse se produit à une distance d’environ 2D de la paroi du cylindre, au niveau de la
ligne centrale y = 0. Les ondes circulaires générées par le collapse se propagent ensuite puis
impactent le cylindre. Elles sont fortement amorties par la cavité attachée au cylindre. Cet
aspect dépend de la résolution spatiale et sera discuté par la suite.
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FIGURE 5.7 – Cylindre cavitant, Re∞ = 200 et σv ≃ 1 : ondes de pression générées par le
collapse d’une poche de cavitation dans le sillage du cylindre.

Efforts instationnaires. Les coefficients aérodynamiques Cl et Cd sont présentés sur la
Figure 5.8a pour les régimes cavitant et non cavitant. Les résultats obtenus avec la mé-
thode de pénalisation (solveur SCB) sont comparés à ceux obtenus avec OpenFOAM et par
GNANASKANDAN et al., 2016. Les courbes de portance et de traînée sont périodiques mais
non sinusoïdales, contrairement au régime non cavitant. En effet, la formation et la conden-
sation rapides des poches de vapeur à la paroi du cylindre crée des dissymétries brutales
des contraintes pariétales. La solution de GNANASKANDAN et al., 2016 révèle deux pics
successifs sur le signal de portance. Le premier correspond à la variation de pression due
au décollement du vortex. Le second est dû aux ondes de pression qui impactent la surface
du cylindre. Les coefficients aérodynamiques obtenus avec OpenFOAM et SCB sont très
proches et on observe un seul pic dans les deux cas. On verra dans le paragraphe suivant
que cet aspect est lié à la résolution spatiale et à la quantité de vapeur générée au niveau du
cylindre. L’amplitude du pic de portance est largement supérieure avec OpenFOAM, par
rapport aux deux autres solutions. Concernant le coefficient de traînée Cd, on remarque un
léger écart entre les valeurs moyennes des différents signaux. Les nôtres sont légèrement
plus élevées par rapport à celle de GNANASKANDAN et al., 2016. Le nombre de Strouhal,
calculé à partir de la fréquence du coefficient de portance, est présenté dans la Table 5.1. Le
nombre de Strouhal du régime non cavitant est plus élevé que celui du régime cavitant car
la cavitation entraîne une atténuation des lâchers tourbillonnaires. En effet, la présence de
vapeur dans le sillage provoque une dilatation de la vorticité, menant à une réduction de la
fréquence des lâchers tourbillonnaires. Les nombres de Strouhal obtenus ici sont comparés à
ceux de GNANASKANDAN et al., 2016 et de LE et al., 2023. En l’absence de cavitation, toutes
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les solutions numériques fournissent un nombre de Strouhal similaire, à l’exception du ré-
sultat de LE et al., 2023. Pour l’écoulement cavitant, un excellent accord est obtenu entre
les solveurs SCB et cavitatingFoam en utilisant deux modèles de cavitation différents. Le
nombre de Strouhal est proche de 0.183 dans les deux cas. En revanche, GNANASKANDAN
et al., 2016 obtiennent un nombre de Strouhal beaucoup plus faible (St = 0.165). La valeur
obtenue par LE et al., 2023 atteint presque St = 0.180, ce qui se rapproche de nos résultats.
La variation (absolue) du nombre de Strouhal, liée à la cavitation, est beaucoup plus impor-
tante dans le cas de GNANASKANDAN et al., 2016 par rapport aux autres valeurs présentées
dans la Table 5.1. Cette baisse importante n’est pas une conséquence de la forte présence de
gaz non condensable (α0 = 0.005) car LE et al., 2023 imposent une valeur encore plus élevée
(α0 = 0.01). Ceci peut alors s’expliquer par le modèle de cavitation (SAITO et al., 2007) ou
par un maillage trop grossier dans le sillage, où se produit le collapse.
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FIGURE 5.8 – Cylindre cavitant, Re∞ = 200 et σv ≃ 1 : coefficients aérodynamiques.

GNANASKANDAN et al., 2016 LE et al., 2023 OpenFOAM SCB

Non cavitant 0.198 0.185 0.198 0.196

Cavitant 0.165 0.179 0.182 0.184

Variation −17 % −3 % −8 % −6 %

TABLE 5.1 – Cylindre cavitant, Re∞ = 200 et σv ≃ 1 : nombre de Strouhal.

Influence du maillage. L’influence de la résolution spatiale dans la zone d’intérêt a été
étudiée avec SCB. Cette analyse visait initialement à mieux comprendre les écarts obser-
vés avec GNANASKANDAN et al., 2016. Elle a finalement permis de mettre en évidence
un changement fondamental dans le comportement de l’écoulement lorsque la résolution
spatiale devient suffisamment importante. Tout d’abord, le nombre de Strouhal augmente
lorsque le maillage devient de plus en plus fin. On obtient respectivement St = {0.174, 0.177,
0.184, 0.185} pour les maillages ∆xmin = {D/40, D/60, D/80, D/100}. Les valeurs obtenues
avec ∆xmin = D/40 et ∆xmin = D/60 sont très proches, de même pour ∆xmin = D/80 et
∆xmin = D/100. Cette différence de comportement en fonction de ∆xmin est également ob-
servée sur la Figure 5.8b avec la présence d’un seul pic ou de deux pics successifs sur le
signal du coefficient de portance. Il est important de noter que ces aspects concernent la ré-
solution du sillage, et non pas la résolution à la paroi du cylindre. Un test a été mené avec
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∆xmin = D/80 en choisissant une zone raffinée plus courte, qui s’étend seulement sur 1D en
aval du cylindre. Dans cette configuration, on observe le même comportement qu’avec les
maillages ∆xmin = {D/40, D/60}.

Afin d’apporter une meilleure compréhension du phénomène, les diagrammes spatio-
temporels de la pression et du taux de vapeur sur la ligne centrale sont représentés sur la
Figure 5.9. Ils concernent seulement la portion du sillage x/D ∈ [0.5, 3]. Les diagrammes
sont obtenus avec les maillages ∆xmin = D/60 et ∆xmin = D/80, sur une durée tu∞/D ≃
2.6, correspondant approximativement à la demi-période d’un cycle. Sur les Figures 5.9a et
5.9b, les zones de basse pression sont liées au passage d’une poche de vapeur et les franges
de haute pression sont associées à l’onde générée par le collapse. On rappelle que la paroi
du cylindre est située en x/D = 0.5.

(a) Pression, ∆xmin = D/60 (b) Pression, ∆xmin = D/80

(c) Taux de vapeur, ∆xmin = D/60 (d) Taux de vapeur, ∆xmin = D/80

FIGURE 5.9 – Cylindre cavitant, Re∞ = 200 et σv ≃ 1 : diagrammes spatio-temporels de la
pression et du taux de vapeur suivant l’axe y = 0 dans le sillage du cylindre (x/D ∈ [0.5, 3]).

Pour ∆xmin = D/60, l’onde impacte directement le cylindre vers tu∞/D = 0.6. Pour
∆xmin = D/80, l’onde est bloquée par la poche de vapeur et elle ne parvient pas jusqu’à
la paroi du cylindre. C’est la raison pour laquelle on observe un seul pic sur le signal du
Cl pour ∆xmin = {D/80, D/100} (voir Figure 5.8b). Par ailleurs, les signaux obtenus avec
∆xmin = {D/80, D/100} sont formés d’une succession de pics très brefs et de plateaux, à
l’inverse de ceux obtenus avec ∆xmin = {D/40, D/60}, pour lesquels ce motif n’est pas
aussi marqué. En effet, les Figures 5.9c et 5.9d montrent que la production de vapeur est
plus importante avec un maillage fin. Il en résulte que les bords inférieur et supérieur du
cylindre sont presque constamment au contact d’une poche de cavitation. Ceci a pour effet
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d’équilibrer la distribution des contraintes pariétales de part et d’autre du cylindre, formant
ainsi des plateaux sur le signal du coefficient de portance. À notre connaissance, tous ces
aspects fondamentaux sur la dépendance entre la résolution spatiale du sillage, la quantité
de vapeur générée et le comportement de l’écoulement n’ont jamais été mentionnés dans la
littérature.

5.1.2 Écoulement turbulent 3D

On s’intéresse maintenant à un écoulement turbulent 3D. Le nombre de Reynolds vaut
Re∞ = 3900. Une approche similaire à une LES implicite (ILES) est adoptée ici. Les petites
échelles de la turbulence ne sont pas décrites par un modèle de sous-maille explicite. Elles
sont traitées de manière implicite par les propriétés dissipatives des schémas numériques.
La pression de vapeur saturante vaut pv = 2340 Pa. Le cylindre et le domaine de calcul des
sections précédentes sont extrudés sur une épaisseur πD dans la direction z (voir Figure
5.10).
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37.5D
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Maillage fin
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compatibilité
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p∞ = 0.5 bar
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x
y z

FIGURE 5.10 – Cylindre cavitant 3D, Re∞ = 3900 et σv ≃ 1 : vue schématique du domaine
de calcul, du maillage et des conditions aux limites.

Au sein de la zone raffinée, les pas de discrétisation sont fixés à ∆xmin = ∆ymin = D/80
et ∆zmin = D/40. Pour Re∞ = 3900, la couche limite est laminaire. Une estimation grossière
de l’épaisseur de la couche limite, notée δ99, peut être réalisée à partir de la loi de Blasius. On
obtient δ99 ∼ D/10 = 8∆xmin. Cela signifie que la couche limite est discrétisée par environ
huit cellules avec cette résolution spatiale. Par conséquent, aucune modélisation particulière
n’est adoptée pour décrire la couche limite. La zone raffinée s’étend sur une distance de 10D
dans le sillage du cylindre. Le maillage est uniforme dans la direction z. Il est composé de
1336× 540× 128 cellules au total. Les conditions aux limites restent inchangées en entrée et
en sortie du domaine mais des conditions périodiques sont imposées sur les quatre bords
latéraux. Des tests effectués sur un écoulement non cavitant avec Re∞ = 3900 ont montré
que le schéma HLLC-Hancock ne permet pas de reproduire correctement la dynamique de
l’écoulement. Les lâchers tourbillonnaires sont fortement amortis par le limiteur de pente.
Aucune amélioration n’est observée avec le limiteur de van Albada et la solution numérique
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diverge avec le limiteur superbee. Par conséquent, le schéma JST est adopté ici pour la dis-
crétisation du terme convectif. Les coefficients du schéma sont fixés à k2 = 0, k2ρ = 1 et
k4 = 0.02. Pour des raisons de stabilité numérique, l’intégration temporelle est réalisée à
l’aide de la méthode RK3 semi-implicite. Le pas de temps est choisi de telle manière à ce que
CFL = 0.2.

(a) Cavitant

(b) Non cavitant

FIGURE 5.11 – Cylindre cavitant et non cavitant, Re∞ = 3900 et σv ≃ 1 : isocontour Q = 2
instantané, coloré par le taux de vapeur.

Cavitation de vortex. Les structures tourbillonnaires de l’écoulement sont illustrées sur
les Figures 5.11a et 5.11b pour les régimes cavitant et non cavitant. L’isocontour du critère
Q instantané (Q = 2), coloré par le taux de vapeur α, est représenté. Le critère Q est défini
comme le second invariant du tenseur gradient de vitesse. Lorsqu’il est positif, la dyna-
mique locale de l’écoulement est dominée par des structures tourbillonnaires. On observe
que la couche de cisaillement se divise en structures plus petites et que de la cavitation ap-
paraît au coeur des tourbillons dans le sillage proche du cylindre. La présence de vapeur
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réduit le nombre de Reynolds effectif. Par conséquent, les plus petites structures tourbillon-
naires se forment seulement en sortie de la poche de cavitation. La réduction du nombre de
Reynolds effectif se traduit aussi par des structures tourbillonnaires plus larges en régime
cavitant, par rapport au régime non cavitant. En d’autres termes, la formation de vapeur
réduit le nombre de Reynolds effectif et atténue la turbulence. GNANASKANDAN et al., 2016
observent le même comportement.

Les statistiques moyennes de l’écoulement cavitant sont calculées sur une durée tu∞/D ≃
230, correspondant à environ 41 cycles de lâchers tourbillonnaires. Pour une meilleure conver-
gence des statistiques, l’écoulement 3D est ensuite moyenné en espace dans la direction z.
PARNAUDEAU et al., 2008 mettent en évidence l’importance du temps d’intégration afin
de capter avec précision les basses fréquences de l’écoulement. Ils observent que la lon-
gueur de recirculation peut être considérée comme convergée à partir de 250 périodes. En
pratique, très peu d’auteurs atteignent de telles durées de simulations pour des raisons de
coût de calcul. Néanmoins, notre durée de simulation est bien supérieure à celle atteinte
par GNANASKANDAN et al., 2016, qui est seulement égale à 10 cycles de lâchers tourbillon-
naires. Le champ du taux de vapeur moyen est représenté sur la Figure 5.12b. Il est comparé
à celui obtenu précédemment avec Re∞ = 200 (voir Figure 5.12a). D’une part, la longueur
de la poche de cavitation augmente avec le nombre de Reynolds. D’autre part, il y a plus de
vapeur dans le sillage du cylindre pour Re∞ = 3900, tandis qu’elle est concentrée à la paroi
du cylindre pour Re∞ = 200. Ces résultats sont en accord avec ceux de GNANASKANDAN
et al., 2016 (voir Figure 32 dans leur article).

(a) Re∞ = 200 (b) Re∞ = 3900

FIGURE 5.12 – Cylindre cavitant, σv ≃ 1 : champ du taux de vapeur moyen.

Effets de la cavitation. La longueur de recirculation Lr/D et le nombre de Strouhal
St sont présentés dans la Table 5.2 et sur les Figures 5.13a et 5.13b. Nos résultats obtenus
avec la méthode de pénalisation sont présentés pour les régimes cavitant et non cavitant.
Concernant le régime non cavitant, ils sont comparés à ceux proposés par PARNAUDEAU,
2004, MAHESH et al., 2004 et VERMA et al., 2012. Tous les résultats issus de la thèse de
PARNAUDEAU, 2004 se rapportent à la simulation appelée LESII. Pour le régime cavitant,
nos résultats sont comparés à ceux de GNANASKANDAN et al., 2016. Ces auteurs étudient
également l’influence de la cavitation sur la dynamique de l’écoulement en comparent leurs
résultats (cavitant) avec ceux de VERMA et al., 2012 (non cavitant). En vue d’une compa-
raison cohérente, la résolution spatiale et l’envergure du domaine sont identiques entre
ces deux simulations. Nos résultats obtenus en régime non cavitant montrent un bon ac-
cord avec ceux de la littérature. Les observations sont similaires à celles constatées pour
Re∞ = 200 : la présence de vapeur dans le sillage entraîne une dilatation de la vorti-
cité, menant à une réduction du nombre de Strouhal. Comme souligné dans la section
5.1.1.2 avec Re∞ = 200, on obtient un nombre de Strouhal supérieur à celui présenté par
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GNANASKANDAN et al., 2016. Par ailleurs, la Figure 5.13a montre que la cavitation réduit la
longueur et la vitesse de recirculation. Elle montre aussi que nos résultats sont en excellent
accord avec ceux de PARNAUDEAU, 2004 en régime non cavitant.

Lr/D St

Non cavitant PARNAUDEAU, 2004 (LESII) 1.76 0.205

MAHESH et al., 2004 1.35 0.218

VERMA et al., 2012 1.63 0.208

pénalisation 1.65 0.214

Cavitant GNANASKANDAN et al., 2016 - 0.167

pénalisation 1.40 0.178

TABLE 5.2 – Cylindre cavitant et non cavitant, Re∞ = 3900 et σv ≃ 1 : longueur de recircu-
lation et nombre de Strouhal.
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FIGURE 5.13 – Cylindre cavitant, Re∞ = 3900 et σv ≃ 1 : (a) profil de vitesse dans le sillage
du cylindre sur la ligne centrale y/D = 0 ; (b) spectre de la composante verticale de la

vitesse sur la ligne centrale y/D = 0 en régime cavitant.

Les Figures 5.14, 5.15 et 5.16 sont consacrées aux profils verticaux des vitesses moyennes
et des fluctuations de vitesse dans le sillage du cylindre. Il est important de noter que les
courbes sont décalées sur l’axe des ordonnées pour une meilleure lisibilité. La Figure 5.14
porte sur la dynamique du sillage au sein de la poche de cavitation, avec des profils verti-
caux en x/D = {1.06, 1.54, 2.02}. Les Figures 5.15 et 5.16 s’intéressent à la dynamique du
sillage en aval de la poche de cavitation, avec des profils verticaux en x/D = {3, 4, 5}. L’effet
de la cavitation sur la dynamique du sillage est étudié en comparant les résultats obtenus
en régimes cavitant et non cavitant. Nos résultats sont comparés à ceux de PARNAUDEAU,
2004 et VERMA et al., 2012 en régime non cavitant, et à ceux de GNANASKANDAN et al.,
2016 en régime cavitant. En l’absence de cavitation, nos profils de u sont en excellent accord
avec ceux de VERMA et al., 2012. Cela s’explique par le fait que nos longueurs de recircu-
lation sont très proches (voir Table 5.2). Nos résultats montrent aussi un bon accord avec
ceux proposés par PARNAUDEAU, 2004. Les profils de u au sein de la poche montrent que la
cavitation a pour effet d’élargir la zone de recirculation. De plus, la cavitation entraîne une
forte réduction de la fluctuation v′v′ en fin de poche (x/D = 2.02). L’effet le plus notable de
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la cavitation sur la dynamique du sillage se produit en sortie de poche. En effet, les profils
des fluctuations u′u′ et v′v′ en x/D = 3 montrent que la fermeture de la poche est fortement
instationnaire. Un comportement similaire à celui observé par GNANASKANDAN et al., 2016
est constaté en x/D = 3, mais avec une amplitude plus faible. Cette différence d’intensité est
simplement due au fait que notre poche de cavitation est légèrement plus courte que celle
obtenue par GNANASKANDAN et al., 2016. En effet, on retrouve des amplitudes similaires
lorsqu’on trace des profils verticaux en x/D = 2.8.
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pénalisation, non cavitant
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FIGURE 5.14 – Cylindre cavitant et non cavitant, Re∞ = 3900 et σv ≃ 1 : profils verticaux
des vitesses moyennes et des fluctuations de vitesse dans le sillage du cylindre en x/D =

{1.06, 1.54, 2.02}.
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pénalisation, non cavitant
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FIGURE 5.15 – Cylindre cavitant et non cavitant, Re∞ = 3900 et σv ≃ 1 : profils verticaux
des vitesses moyennes dans le sillage du cylindre en x/D = {3, 4, 5}.
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FIGURE 5.16 – Cylindre cavitant et non cavitant, Re∞ = 3900 et σv ≃ 1 : profils verticaux
des fluctuations de vitesse dans le sillage du cylindre en x/D = {3, 4, 5}. Les courbes sont

décalées sur l’axe des ordonnées pour une meilleure lisibilité.

5.2 Collapse d’une bulle au voisinage d’une paroi rigide

On se place maintenant à l’échelle microscopique afin d’étudier en détail les mécanismes
impliqués dans le collapse d’une bulle isolée au voisinage d’une paroi rigide. Le phénomène
de collapse d’une bulle au voisinage d’une paroi solide est détaillé en introduction du ma-
nuscrit (voir section 1.2.1). D’une part, cette étude a pour but de valider la méthode de
pénalisation sur ce type de problème en considérant une paroi plane. En procédant ainsi,
la solution pénalisée peut être comparée à la solution maillage conforme. D’autre part, elle
vise à étudier la possible accélération de l’érosion d’un matériau lorsque le collapse d’une
bulle se produit au voisinage d’une paroi déjà endommagée. Bien que le comportement du
collapse d’une bulle dépende fortement des propriétés géométriques de la paroi, très peu
d’études ont été réalisées sur le sujet. Par exemple, TOMITA et al., 2002 et TAGAWA et al.,
2012 observent une accélération du jet dans le cas d’une paroi convexe. Pour une paroi com-
portant une fente orthogonale, TRUMMLER et al., 2020 constatent une hausse de 50 % de
l’impulsion de pression à la paroi et ANDREWS et al., 2020 observent que la direction du
jet est modifiée par la position de la bulle par rapport à la fente. Notre étude est consacrée
à une paroi déformée, modélisée par une paroi plane contenant une alvéole hyperbolique
concave, pouvant s’apparenter à un pit de cavitation. La représentation de cette géométrie
sur une grille cartésienne est possible grâce à la méthode de pénalisation. La capacité éro-
sive du collapse est analysée à travers une étude paramétrique, en comparant les signaux de
pression à la paroi pour différentes profondeurs et différents rapports d’aspect de l’alvéole.

5.2.1 Paroi plane

Dans un premier temps, on s’intéresse au collapse d’une bulle au voisinage d’une pa-
roi plane. Le collapse est déclenché par une onde de choc normale incidente d’intensité
pc/p0 = 353, avec p0 = 1 bar la pression du fluide au repos et pc la pression du fluide
en amont du choc. Ce problème a été étudié en 2D par JOHNSEN et al., 2009 et en 3D par
WERMELINGER et al., 2018 et DUBOIS et al., 2021. Le domaine de calcul et la configuration
initiale de l’écoulement sont présentés sur la Figure 5.17.

Le choc se déplace de la gauche vers la droite à un nombre de Mach Mc = 1.024. Une
bulle de gaz de rayon initial R0 = 100 µm est immergée dans de l’eau liquide à la tempé-
rature T0 = 293 K. Les conditions initiales et les paramètres de la loi d’état des gaz raides
sont présentés dans la Table 5.3 pour chaque phase. Le centre de la bulle est situé à une
distance H0 = 2R0 de la paroi solide. Le domaine de calcul est un rectangle de dimensions
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Lx × Ly = 9R0 × 12R0. Le fluide occupe le domaine [0, 8R0]× [0, 12R0] et la région x ≥ 8R0
est entièrement pénalisée.
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FIGURE 5.17 – Paroi plane : domaine de
calcul et configuration initiale.

liquide gaz

p [Pa] 105 105

ρ [kg/m3] 998 1

u [m/s] 0 0

γ [-] 6.68 1.4

P∞ [Pa] 4.103× 108 0

cp [J/kg.K] 1650 1487

TABLE 5.3 – Paroi plane : conditions
initiales et paramètres de la loi d’état

des gaz raides pour chaque phase.

Le collapse d’une bulle isolée au voisinage d’une paroi induit peu de condensation. Les
simulations sont donc réalisées avec le modèle à quatre équations sans transfert de masse
(voir section 2.2.1). La méthode de pénalisation est utilisée pour modéliser la paroi solide.
Le paramètre de perméabilité est fixé à η = 10−10. Le flux convectif est calculé à l’aide du
schéma HLLC-Hancock et l’intégration temporelle est effectuée avec la méthode d’Euler
semi-implicite. Le nombre de CFL est fixé à 0.2. Le domaine de calcul est discrétisé à l’aide
d’une grille cartésienne uniforme et isotrope (∆x = ∆y). Les conditions aux bords du do-
maine sont présentées sur la Figure 5.17. Compte tenu de la symétrie de l’écoulement, on
considère seulement la partie supérieure du domaine physique et une condition de symé-
trie est appliquée sur le bord inférieur. Une condition de non-réflexion est imposée sur le
bord gauche de manière à permettre l’évacuation des ondes. Une condition de glissement
est appliquée sur le bord supérieur afin de conserver les propriétés du choc incident lors
de sa propagation. Une condition d’adhérence est modélisée à la paroi avec la méthode de
pénalisation. Les conditions T−neutre, isotherme et impédance sont étudiées.

Description de l’écoulement. Les principaux événements du collapse sont rappelés sur
la Figure 5.18. Les résultats sont adimensionnés par le rayon initial de la bulle R0, la masse
volumique du liquide ρl et la vitesse du son dans le liquide cl . La paroi est située en x/R0 =
8. Le temps adimensionné est défini tel que t∗ = t/(R0/cl). À t∗ = 1.09, le choc incident tra-
verse la bulle. La différence de pression induite par le choc incident a pour effet de générer
un jet liquide au niveau du bord gauche de la bulle en direction de la paroi. Aux instants
t∗ = 11.30 et t∗ = 13.49, la bulle perd sa forme cylindrique pour adopter une forme toroï-
dale, suite à la pénétration du jet rentrant. À t∗ = 13.86, le jet liquide vient d’impacter le bord
droit de la bulle, générant une onde de choc. Il s’agit du coup de bélier ou water-hammer. Le
choc du coup de bélier se propage ensuite radialement et l’anneau de gaz continue de se
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rétracter. L’interaction entre le choc et l’anneau de gaz accélère le collapse de ce dernier, gé-
nérant une onde de choc secondaire de plus forte amplitude que la première (à t∗ = 14.22).
Enfin, les chocs primaire et secondaire impactent la paroi et sont réfléchis à t∗ = 15.31.

(a) t∗ = 1.09 (b) t∗ = 11.30 (c) t∗ = 13.49

(d) t∗ = 13.86 (e) t∗ = 14.22 (f) t∗ = 15.31

FIGURE 5.18 – Paroi plane : visualisations Schlieren et champs de pression instantanés à
différents instants du collapse. La paroi est située en x/R0 = 8.

Influence du maillage. On sait que l’amplitude des chocs générés par le coup de bélier
dépend fortement de la résolution spatiale (DUBOIS et al., 2021 ; GONCALVES et al., 2021).
Une étude de convergence spatiale est réalisée afin de déterminer le maillage à adopter dans
la suite de l’étude. Dans le contexte d’une future analyse de l’interaction fluide-structure
(voir chapitre 7), la pression à la paroi est choisie comme quantité d’intérêt. La condition
d’impédance est adoptée avec ρw = 103ρl . Différents maillages sont testés avec un raffine-
ment croissant. La taille des cellules est calculée en fonction du rayon initial de la bulle. Les
quatre maillages sont définis tels que ∆x = {R0/50, R0/80, R0/110, R0/140}. L’évolution
temporelle de la pression à la paroi est représentée sur la Figure 5.19 pour chaque maillage.
La pression à la paroi en y/R0 = 0 au cours du temps est illustrée sur la Figure 5.19a. Le
premier saut de pression aux alentours de t/(R0/cl) = 5 est causé par la réflexion du choc
normal incident sur la paroi. Le saut de pression est plus faible en y/R0 = 0 que sur le reste
de la paroi car la bulle agit comme une barrière protectrice au niveau de l’axe de symétrie.
Vers t/(R0/cl) = 15, les chocs primaire et secondaire impactent la paroi. La vue agrandie
des pics de pression met en évidence deux pics distincts. Le premier est associé au choc pri-
maire et le second, plus intense, est associé au choc secondaire. On observe des différences
importantes entre les résultats obtenus avec ∆x = R0/50, ∆x = R0/80 et ∆x = R0/110. En
revanche, l’écart relatif entre les pics de pression obtenus avec les maillages ∆x = R0/110 et
∆x = R0/140 est seulement de 2.7× 10−3 %. Toute la suite de l’étude est donc réalisée avec
le maillage ∆x = R0/110.
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FIGURE 5.19 – Paroi plane, influence du maillage : évolution temporelle de la pression à la
paroi. Les pics de pression sont agrandis pour une meilleure visibilité.

Influence de la pénalisation. On s’intéresse maintenant aux différentes conditions de la
méthode de pénalisation : T−neutre, isotherme et impédance. Pour la condition isotherme,
la température imposée à la paroi est égale à Tw = T0. Pour la condition d’impédance, la
masse volumique imposée vaut ρw = 103ρl . En effet, on cherche à modéliser un milieu
à haute impédance acoustique car une paroi parfaitement rigide possède une impédance
acoustique infinie. Avec la condition isotherme, le paramètre de porosité est fixé à ϕ = 0.01
pour la même raison. Il est fixé à ϕ = 1 pour la condition T−neutre et pour la condition d’im-
pédance. Les solutions obtenues avec les trois conditions sont comparées à la solution sur
maillage conforme. Cette dernière a précédemment été validée par GONCALVES et al., 2021
et DUBOIS et al., 2021. Elle est donc prise comme solution de référence ici. Comme observé
dans la section 4.3.2.2, le choix d’une condition isotherme ou d’une condition adiabatique
n’a pas d’influence sur la solution avec la méthode maillage conforme.

Le signal de pression à la paroi en y/R0 = 0 et le signal de pression maximale à la paroi
sont représentés sur les Figures 5.20a et 5.20b. On observe que le pic de pression est forte-
ment amorti avec la condition T−neutre car l’impédance acoustique de la région pénalisée
n’est pas contrôlée. La paroi rigide n’est donc pas correctement modélisée. Autrement dit,
une partie des ondes est transmise au corps solide au lieu d’être réfléchie. Avec la condi-
tion isotherme (ϕ = 0.01), le pic de pression est légèrement amorti mais les résultats sont
meilleurs qu’avec la condition T−neutre. En effet, l’impédance acoustique de la zone péna-
lisée est augmentée avec ϕ = 0.01 par rapport à la condition T−neutre. Enfin, la solution
obtenue avec la condition d’impédance (ρw = 103ρl) est en excellent accord avec la solu-
tion de référence. L’amplitude des pics de pression à la paroi est correctement reproduite
car l’impédance acoustique de la région pénalisée est suffisamment élevée pour pouvoir
modéliser une paroi rigide.

Les coûts de calcul associés à chaque méthode sont rassemblés dans la Table 5.4. Le
temps de calcul est normalisé par celui de la méthode maillage conforme. On observe que le
coût de calcul de la méthode de pénalisation avec la condition T−neutre ou avec la condition
d’impédance est similaire à celui de la méthode maillage conforme car ϕ = 1. En revanche,
le coût de calcul est multiplié par quinze avec la condition isotherme lorsque ϕ = 0.01. En
effet, le pas de temps est réduit lorsque ϕ diminue pour des raisons de stabilité numérique.
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Compte tenu de la précision des résultats et du coût de calcul, la condition d’impédance est
conservée dans la suite de l’étude sur le collapse d’une bulle.
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FIGURE 5.20 – Paroi plane, influence de la pénalisation : évolution temporelle de la pression
à la paroi. Les pics de pression sont agrandis pour une meilleure visibilité.

Méthode maillage pénal. pénal. pénal.

conforme T-neutre (ϕ = 1) isotherme (ϕ = 0.01) impédance

Coût de calcul [-] 1 1 15 1

TABLE 5.4 – Paroi plane : temps de calcul de chaque méthode, normalisé par celui de la
méthode maillage conforme.

Influence de ρw. On s’intéresse maintenant à l’influence de ρw sur la précision de la solu-
tion pénalisée. Pour cela, quatre simulations sont réalisées avec ρw/ρl = {1, 10, 100, 1000}.
Les signaux de pression à la paroi en y/R0 = 0, obtenus pour chaque valeur de ρw, sont
représentés sur la Figure 5.21a.

On observe que la solution pénalisée tend vers la solution de référence lorsque ρw aug-
mente, c’est-à-dire lorsque l’impédance acoustique de la zone pénalisée augmente. En re-
vanche, l’amplitude du pic de pression dépasse celle obtenue avec le maillage conforme
pour ρw = 103ρl . Cela signifie qu’au-delà d’un certain seuil, l’impédance acoustique du
milieu pénalisé devient supérieure à celle modélisée de manière implicite par la méthode
maillage conforme. L’impédance acoustique de la zone pénalisée peut être estimée en sup-
posant que le taux de vide y est nul. D’après l’équation (2.18), la vitesse du son pénalisée
devient cw =

√
ρl/ρwcl et l’impédance acoustique correspondante est donnée par :

Zw =
√

ρwρlcl . (5.1)

La norme L2 de l’erreur relative entre la solution pénalisée et la solution de référence est
présentée sur la Figure 5.21b en fonction de ρw/ρl . L’inverse de Zw, obtenue avec l’équation
(5.1), est représentée sur l’axe de droite. Zw est adimensionnée par l’impédance acoustique
du liquide au repos, notée Zl . On observe que l’erreur de la solution numérique décroît avec
l’inverse de l’impédance acoustique du milieu pénalisé. Au vu de ces résultats, la condition
d’impédance est conservée dans la suite du chapitre avec ρw = 103ρl .
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FIGURE 5.21 – Paroi plane, influence de ρw : (a) évolution temporelle de la pression à la
paroi en y/R0 = 0 ; (b) erreur de la solution pénalisée.

5.2.2 Paroi déformée

On considère maintenant une paroi plane comportant une région endommagée au ni-
veau de la bulle. Cette étude vise à analyser la possible accélération de l’érosion dans le cas
d’une paroi déjà déformée, par rapport à une paroi parfaitement plane. Les dimensions du
domaine de calcul et les conditions de l’écoulement sont identiques à celles présentées dans
la section précédente. La paroi déformée est caractérisée par une paroi plane comportant
une alvéole au niveau de la bulle. L’alvéole est modélisée par une géométrie hyperbolique
concave. Elle est paramétrée par sa hauteur Rc et par son rapport d’aspect s = Rc/dc, avec
dc sa profondeur (voir Figure 5.22a).

(a) Configuration initiale de la bulle et définition géométrique de l’alvéole

(b) Quelques géométries de parois étudiées

FIGURE 5.22 – Paroi déformée : définition géométrique de la paroi.



5.2. Collapse d’une bulle au voisinage d’une paroi rigide 99

Une étude paramétrique est menée afin d’analyser l’influence de la topologie de l’al-
véole sur la capacité érosive du collapse. Elle est basée sur l’analyse de la pression pariétale.
Au total, vingt géométries différentes sont étudiées avec Rc/R0 = {0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1}
et s = {1, 2, 5, 10}. Quelques configurations sont illustrées sur la Figure 5.22b. Lorsque
Rc/R0 ≥ 0.5, le domaine de calcul est discrétisé à l’aide d’une grille cartésienne uniforme
telle que ∆x = R0/110. Lorsque Rc/R0 < 0.5, le maillage est raffiné localement au niveau de
l’alvéole tel que ∆xmin = Rc/55. Il est ensuite étiré afin que la résolution spatiale au niveau
de la bulle soit équivalente aux cas Rc/R0 ≥ 0.5. Ainsi, l’amplitude du choc généré par le
coup de bélier n’est pas affectée par le raffinement local de l’alvéole.

Description de l’écoulement. La réflexion du choc au sein de l’alvéole est illustrée sur la
Figure 5.23 à différents instants du collapse. Pour chaque instant, une visualisation Schlieren
est représentée sur la partie supérieure et le champ de pression est représenté sur la partie
inférieure. L’exemple est donné pour le cas Rc/R0 = 0.5 et s = 1. À t∗ = 15.08, le collapse a
déjà eu lieu et les chocs primaire (I1) et secondaire (I2) qui en résultent atteignent l’alvéole.
Le choc primaire est réfléchi en entrée de l’alvéole, formant les ondes réfléchies R+

1 et R−1
de part et d’autre de l’axe de symétrie. De même, R+

2 et R−2 naissent de la réflexion de I2 en
entrée de l’alvéole à t∗ = 15.43. En raison de la nature concave de la paroi, les chocs réfléchis
convergent ensuite vers l’axe de symétrie. L’énergie transportée par les ondes est concentrée
dans un volume décroissant. La densité d’énergie devient donc de plus en plus importante
et cela se traduit par une forte surpression. Ce phénomène est aussi connu sous le nom de
focalisation de chocs (APAZIDIS et al., 2019). L’onde qui résulte de ces interactions au niveau
de l’axe de symétrie est notée S1. À t∗ = 15.53, S1 impacte la paroi et se propage le long de
cette dernière. On observe que la pression à la paroi, induite par la focalisation de chocs, est
plus forte que dans le cas d’une paroi plane (voir Figure 5.18). Il est important de noter que
la géométrie de l’alvéole influence la chronologie des interactions entre les différentes ondes
(I1, I2, R+

1 , R−1 , R+
2 et R−2 ). Dans la suite, on se concentre sur la pression maximale générée

à la paroi. Les résultats obtenus pour chaque configuration géométrique sont comparés au
cas de la paroi plane.

(a) t∗ = 15.08 (b) t∗ = 15.43 (c) t∗ = 15.53

FIGURE 5.23 – Paroi déformée, Rc/R0 = 0.5 et s = 1 : visualisations Schlieren et champs de
pression instantanés à différents instants du collapse.

Influence de Rc/R0. Le signal de pression pariétale maximale est représenté sur la Figure
5.24a pour chaque valeur de Rc/R0, avec s = 1. La pression maximale à la paroi n’est pas
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forcément localisée sur l’axe de symétrie, contrairement au cas d’une paroi plane. On ob-
serve un retard croissant du pic de pression lorsque Rc/R0 augmente. Ce phénomène n’est
pas une conséquence directe de la hausse de Rc/R0. Il découle plutôt de l’augmentation de
la profondeur dc, qui croît avec Rc/R0 car le rapport d’aspect est fixe. Toutefois, il n’existe
pas non plus de corrélation entre pmax

w et Rc/R0 pour une valeur de dc fixée. Par ailleurs,
l’amplitude du pic de pression n’est pas monotone en fonction de Rc/R0. Elle augmente de
Rc/R0 = 0.1 à Rc/R0 = 0.25 puis décroît ensuite. La présence d’un ou de plusieurs pics dé-
pend de la chronologie des interactions complexes entre les ondes au sein de l’alvéole (voir
Figure 5.23). Ces phénomènes sont propres à chaque couple (Rc/R0, s) et sont difficiles à pré-
voir à l’avance. On ne s’attarde pas sur ces aspects ici, étant donné que vingt configurations
différentes sont étudiées. Pour les petites alvéoles (Rc/R0 ≤ 0.25), les différents événements
sont dissociés en raison des petites échelles spatio-temporelles. En effet, les ondes passent un
temps très limité dans ces alvéoles, leurs interactions se déroulent donc en dehors de celles-
ci. C’est la raison pour laquelle on observe des pics de pression brefs et distincts. Pour les
grandes alvéoles (Rc/R0 ≥ 0.5), les différents événements se produisent au sein de l’alvéole
et sont combinés, d’où la présence d’un seul pic plus étendu dans le temps.
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FIGURE 5.24 – Paroi déformée : influence de Rc/R0 sur la pression pariétale maximale.

La valeur maximale de pmax
w au cours du temps est représentée en fonction de Rc/R0

pour chaque valeur de s sur la Figure 5.24b. Elle est notée pmax
w,max et est normalisée par l’am-

plitude du pic obtenue dans le cas d’une paroi plane, notée pmax
plane. D’une part, on observe

que le pic de pression est plus intense dans le cas d’une paroi déformée par rapport à une
paroi plane. Ceci est vrai pour n’importe quel jeu de paramètres géométriques. D’autre part,
l’influence de Rc/R0 est très faible pour les grands rapports d’aspect. Pour s = 10, les résul-
tats sont très proches de ceux d’une paroi plane et sont quasiment indépendants de Rc/R0.
Ce résultat était attendu car la géométrie de la paroi déformée tend rapidement vers celle
de la paroi plane lorsque le rapport d’aspect augmente (voir Figure 5.22). Lorsque s dimi-
nue, les variations sont plus importantes. Cependant, elles ne sont pas directement liées à
Rc/R0, mais plutôt à la profondeur dc qui varie aussi. Comme évoqué précédemment, on ne
constate pas non plus de corrélation entre pmax

w,max et dc. On en conclut que la hauteur de l’al-
véole Rc n’est pas un paramètre décisif dans l’évolution de l’amplitude du pic de pression à
la paroi.

Influence de s. La Figure 5.25 permet de visualiser l’évolution de la pression le long
de la paroi à différents instants pour s = 2 et s = 1. La hauteur est fixée à Rc/R0 = 0.5.
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L’abscisse y/Rc = 1 correspond à l’entrée de l’alvéole. La trajectoire de la pression maximale
est représentée par des points noirs (•). D’une part, le temps de résidence des ondes dans
l’alvéole est plus court pour s = 2, par rapport à s = 1. En effet, la profondeur de l’alvéole
augmente lorsque le rapport d’aspect diminue. D’autre part, l’amplitude de la pression à la
paroi est beaucoup plus importante pour s = 1. Cette élévation de pression est brutale et se
produit à partir de t∗ = 15.48 au niveau de l’axe de symétrie. C’est la signature de l’impact
de l’onde S1, formée suite à l’interaction entre les ondes R+

1 , R−1 et I2 sur l’axe de symétrie
(voir Figure 5.23).

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y/Rc

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

p w
/ρ

lc
2 l

t∗ =15.39

t∗ =15.44

t∗ =15.48

t∗ =15.53

t∗ =15.58

t∗ =15.63

t∗ =15.67

t∗ =15.72

(a) s = 2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y/Rc

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

p w
/ρ

lc
2 l

t∗ =15.48

t∗ =15.52

t∗ =15.56

t∗ =15.59

t∗ =15.63

t∗ =15.67

t∗ =15.71

t∗ =15.75

(b) s = 1

FIGURE 5.25 – Paroi déformée : profil de la pression pariétale à différents instants au sein de
l’alvéole de hauteur Rc/R0 = 0.5. L’amplitude du pic de pression est marquée du symbole

(•) à chaque instant.

L’évolution temporelle de la pression pariétale maximale est représentée pour chaque
valeur de s sur la Figure 5.26a, avec Rc/R0 = 0.5. On observe que le pic de pression est
fortement amplifié lorsque le rapport d’aspect décroît. L’étendue du pic est également plus
importante car la profondeur de l’alvéole augmente lorsque le rapport d’aspect diminue.
On retrouve les mêmes comportements pour les autres valeurs de Rc/R0. À la différence de
la partie précédente sur l’influence de la hauteur de l’alvéole, une tendance nette se dégage
ici concernant l’évolution de pmax

w en fonction du rapport d’aspect s.
La valeur maximale de pmax

w est représentée en fonction de s sur la Figure 5.26b, pour
chaque valeur de Rc/R0. L’intensité du pic de pression augmente de manière exponentielle
lorsque le rapport d’aspect diminue, notamment lorsqu’il est compris entre 1 et 2. Ceci est
vrai pour n’importe quelle valeur de Rc/R0. Dans les cas les plus sévères, le pic de pression
à la paroi est amplifié de 60 % par rapport au cas d’une paroi plane. La présence d’une
alvéole suffisamment profonde peut donc accélérer significativement l’érosion du matériau.
Dans le contexte de seringues d’auto-injection, VEILLEUX et al., 2018 observent le même
comportement lorsqu’une onde de choc pénètre au sein d’un rétrécissement conique. Le pic
de pression croît de manière exponentielle lorsque le demi-angle du cône diminue. Le demi-
angle du cône est directement relié à son rapport d’aspect par la relation s = tan β1/2, avec
β1/2 le demi-angle de l’alvéole.
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FIGURE 5.26 – Paroi déformée : influence de s sur la pression pariétale maximale.

5.3 Synthèse

Dans ce chapitre, des écoulements diphasiques ont été étudiés à l’aide d’une formula-
tion 1-fluide à quatre équations et d’une méthode de pénalisation. Les résultats ont montré
que la méthode de pénalisation permet de reproduire fidèlement des écoulements cavitants
autour d’un cylindre, ainsi que le collapse d’une bulle en présence d’une paroi rigide.

La méthode de pénalisation a d’abord été appliquée à l’analyse d’écoulements cavitants
autour d’un corps cylindrique, visant à reproduire des écoulements cavitants que l’on re-
trouve en présence de systèmes hydrauliques. La méthode de pénalisation permet de repro-
duire fidèlement la formation des poches de vapeur, ainsi que leurs collapses lorsqu’elles
rencontrent des zones de pression plus élevée. La résolution spatiale du sillage peut modi-
fier fondamentalement la dynamique des lâchers tourbillonnaires et du collapse des poches
de vapeur. Cette étude a montré que la cavitation atténue la dynamique des lâchers tour-
billonnaires et la turbulence car le nombre de Reynolds effectif est réduit par la présence de
vapeur. Enfin, le nombre de Reynolds a un effet significatif sur la cavitation. À Re∞ = 3900,
la cavitation se produit au coeur des vortex dans le sillage du cylindre, tandis qu’elle appa-
raît sous forme de poches attachées à Re∞ = 200. L’intensité de la cavitation dans le sillage
augmente avec le nombre de Reynolds.

Les différentes conditions de la méthode de pénalisation ont ensuite été étudiées sur le
problème du collapse d’une bulle au voisinage d’une paroi plane. La condition d’impédance
permet de modéliser une paroi rigide avec la même précision et avec un coût de calcul si-
milaire à la méthode maillage conforme. L’erreur de la méthode de pénalisation diminue
lorsque l’impédance de la zone pénalisée augmente. La méthode de pénalisation a ensuite
été appliquée à l’étude du collapse d’une bulle au voisinage d’une paroi comportant une
alvéole, pouvant modéliser un pit de cavitation. Une étude paramétrique de la géométrie de
l’alvéole a mis en évidence une accélération de l’érosion dans le cas d’une paroi déjà endom-
magée. L’amplitude du pic de pression à la paroi croît de manière exponentielle lorsque le
rapport d’aspect de l’alvéole diminue. Dans les cas les plus critiques, elle est amplifiée de 60
% par rapport au cas d’une paroi plane. Cette amplification de la pression pariétale résulte
de la focalisation de chocs au sein de l’alvéole, entraînant une forte concentration d’énergie
qui se traduit par une surpression importante.
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Ce chapitre est dédié à la mise en place d’une stratégie de couplage fluide-structure et
à sa validation pour des configurations 2D. Les applications visées par ce travail font in-
tervenir de l’élasticité et de la plasticité. La modélisation et la résolution numérique de tels
problèmes sont tout d’abord présentées. Leurs résolutions par la méthode des éléments finis
sont implémentées dans l’environnement FEniCS (LOGG et al., 2010). Il s’agit d’une plate-
forme logicielle libre avec une interface en Python. La stratégie de couplage fluide-structure
est ensuite présentée. Elle est basée sur une approche partitionnée : les deux physiques sont
résolues dans des solveurs distincts, SCB et FEniCS. La communication des données entre
les deux solveurs, le couplage en espace et le couplage en temps sont réalisés à l’aide de la
librairie de couplage preCICE (CHOURDAKIS et al., 2022). L’originalité de notre approche
réside dans l’utilisation d’une méthode de pénalisation pour représenter l’interface fluide-
structure déformable. Enfin, le couplage SCB-FEniCS-preCICE est validé en étudiant la dé-
formation d’un panneau élastique immergé dans un écoulement incompressible ou impacté
par une onde de choc.

6.1 Dynamique des structures

Au cours de ce travail, on s’intéresse à des problèmes dynamiques d’élasticité linéaire et
d’élastoplasticité. Les modèles associés à ces problèmes, ainsi que leur résolution numérique
par la méthode des éléments finis, sont présentés ci-dessous.
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Indépendamment de la loi de comportement adoptée, la loi de conservation de la quan-
tité de mouvement de la structure est donnée par :

ρsξ̈ −∇.σ = F. (6.1)

avec ρs la masse volumique du matériau, ξ le vecteur des déplacements, ξ̈ le vecteur ac-
célération, σ le tenseur des contraintes et F le vecteur des forces volumiques extérieures.
Elle est ensuite associée à une loi de comportement pour pouvoir modéliser complètement
l’évolution du matériau.

6.1.1 Élasticité linéaire

6.1.1.1 Loi de comportement

On suppose que le matériau se déforme de manière réversible sous l’effet d’un charge-
ment extérieur et que les déformations du matériau sont proportionnelles aux contraintes
appliquées. En ajoutant l’hypothèse que le matériau est isotrope, on obtient le problème
d’élasticité linéaire isotrope. Les contraintes et les déformations sont reliées par la loi de
comportement suivante, aussi connue sous le nom de loi de Hooke :

σ = λstr(ε)Id + 2µsε, (6.2)

avec λs et µs les coefficients de Lamé et Id la matrice identité. L’indice s fait référence au mi-
lieu solide. Sous l’hypothèse des petites déformations, le tenseur des déformations ε s’écrit
sous la forme suivante :

ε =
1
2

(
∇ξ +∇ξT

)
, (6.3)

Les coefficients de Lamé sont reliés au module d’Young et au coefficient de Poisson par :

λs =
Eνs

(1 + νs)(1− 2νs)
et µs =

E
2(1 + νs)

. (6.4)

avec E le module d’Young et νs le coefficient de Poisson du matériau.

6.1.1.2 Résolution numérique

Le problème formé par les équations (6.1), (6.2) et (6.3) est résolu par la méthode des
éléments finis. Elle consiste à approcher dans un sous-espace de dimension finie le problème
continu écrit sous forme variationnelle. La formulation faible (ou forme variationnelle) est
obtenue en intégrant par parties l’équation (6.1) sur le domaine solide Ωs. Cette étape est
réalisée à l’aide de la fonction test v ∈ V, avec V un espace de fonctions approprié aux
conditions aux limites du problème. La formulation variationnelle du problème s’écrit :

∫

Ωs

ρsξ̈.vdx +
∫

Ωs

σ(ξ) : ε(v)dx =
∫

Ωs

F.vdx +
∫

∂Ωs

(σ.n).vds, (6.5)

avec ∂Ωs le bord du domaine solide et n le vecteur normal au bord du domaine.

Le problème continu est ensuite discrétisé aux noeuds du maillage. Pour cela, on définit
un sous-espace vectoriel de V de dimension finie, noté {V}. Le problème discret aux noeuds
des éléments peut alors s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Trouver {ξ} ∈ {V} tel que M ¨{ξ}+ K{ξ} = Fext, ∀{v} ∈ {V}, (6.6)
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avec {ξ} la solution du problème discret et {v} la fonction de forme exprimée aux noeuds
du maillage. Fext correspond à l’ensemble des forces nodales extérieures, qu’elles soient vo-
lumiques ou surfaciques. La matrice de masse globale M est assemblée à partir de la matrice
de masse locale Me. De même, la matrice de raideur globale K est assemblée à partir de la
matrice de raideur locale Ke. Les matrices locales dépendent du type d’éléments choisis,
elles sont calculées pour chaque élément telles que :

Me =
∫

Ωe

NTρsNdx, Ke =
∫

Ωe

BTCBdx, (6.7)

avec Ωe le domaine associé à un élément e, N la matrice des fonctions de forme et B la ma-
trice du gradient des fonctions de forme. Le tenseur de rigidité C relie σ et ε par la loi de
comportement. Pour une meilleure lisibilité, on omet la notation {.} désignant les variables
nodales.

L’équation (6.6) est ensuite discrétisée en temps à l’aide d’une méthode α-généralisée
(CHUNG et al., 1993). Le principe de la méthode consiste à résoudre l’équation (6.6) à un
temps intermédiaire compris entre tn et tn+1 :

M ξ̈
n+1−αm + Kξn+1−α f = F

n+1−α f
ext , (6.8)

avec αm et α f des paramètres fixés par l’utilisateur. Le choix de ces paramètres définit la
nature du schéma d’intégration. Le déplacement, la vitesse et l’accélération à l’instant tn+1

sont approximés de la manière suivante :

ξn+1 = ξn + ∆tξ̇n
+

∆t2

2

(
(1− 2β̃)ξ̈

n
+ 2β̃ξ̈

n+1
)

, (6.9)

ξ̇
n+1

= ξ̇
n
+ ∆t

(
(1− γ̃)ξ̈

n
+ γ̃ξ̈

n+1
)

, (6.10)

ξ̈
n+1

=
1

β̃∆t2

(
ξn+1 − ξn − ∆tξ̇n

)
− 1− 2β̃

2β̃
ξ̈

n, (6.11)

avec ∆t le pas de temps et (β̃, γ̃) des paramètres à fixer. Le point crucial de la méthode
réside dans la détermination des relations entre αm, α f , β̃ et γ̃. Pour αm = α f = 1 et γ̃ = 1,
on retrouve le schéma d’Euler implicite du premier ordre. La méthode est du second ordre
et inconditionnellement stable, avec une dissipation numérique optimale, sous la condition
suivante :

β̃ =
1
4

(
γ̃ +

1
2

)2

, γ̃ =
1
2
+ αm − α f . (6.12)

Pour αm = α f = 1/2, on retrouve le schéma de Cranck-Nicolson. Dans ce travail, la méthode
de Newmark classique est adoptée en fixant αm = α f = 0.

6.1.2 Élastoplasticité

6.1.2.1 Loi de comportement

Lorsqu’un certain seuil de charge est dépassé, les déformations deviennent irréversibles :
c’est la plasticité. Ce seuil de charge est appelé limite d’élasticité du matériau. On considère
uniquement des matériaux métalliques. La déformation plastique à l’échelle macroscopique
est le résultat d’un mouvement irréversible des dislocations à l’échelle microscopique, pro-
voqué par un glissement dans les plans cristallographiques. En élasticité linéaire, la relation
contrainte-déformation est linéaire. En plasticité, elle devient non linéaire. La non-linéarité
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provient ici du comportement du matériau, contrairement à un problème de grandes défor-
mations où la non-linéarité est géométrique. Ce changement de comportement du matériau
est illustré sur la Figure 6.1 avec un essai de traction sur une éprouvette de section S0 et
de longueur l0. La limite d’élasticité du matériau est notée σ0. Lorsque σ < σ0, la courbe
σ − ε est une droite dont la pente correspond au module d’Young E. Il s’agit du domaine
élastique, les déformations sont réversibles et la décharge de l’éprouvette repassera par la
courbe de charge. Lorsque σ ≥ σ0, la relation σ − ε n’est plus linéaire. L’irréversibilité du
comportement plastique peut être observée lors de la décharge de l’éprouvette. En effet,
la décharge d’une contrainte σ1 > σ0 ne se fait pas suivant la courbe de charge, mais plutôt
suivant la droite de pente E. Notons que c’est à nouveau un comportement élastique. On ob-
serve donc que la déformation de l’éprouvette est la somme de contributions élastique (εe)
et plastique (εp). La première est réversible tandis que la seconde est irréversible. Par consé-
quent, il n’existe plus de loi biunivoque entre σ et ε, la loi de comportement est désormais
incrémentale.

FIGURE 6.1 – Essai de traction et courbe de charge-décharge associée. Extrait de HEUZÉ,
2015.

La notion de critère de plasticité est introduite afin de définir le seuil d’activation des
mécanismes de la plasticité. Dans le cas 1D, il s’agit tout simplement du moment où la
contrainte dépasse la limite d’élasticité σ0. Dans les cas 2D et 3D, il faut introduire une fonc-
tion de charge f (σ) scalaire afin de pouvoir la comparer à la limite d’élasticité en traction.
Par convention, la fonction de charge est négative et la plasticité apparaît lorsque f (σ) = 0,
définissant alors la surface de charge. Les deux critères de plasticité les plus connus sont le
critère de von Mises et le critère de Tresca. Le premier est basé sur l’énergie de déforma-
tion tandis que le second repose sur la contrainte maximale de cisaillement. Le critère de
von Mises est utilisé ici car il prend en compte l’effet de chaque contrainte principale. Il est
donné par :

σeq =

√
3
2

s : s ≤ σ0, s = σ − tr(σ)
3

Id, (6.13)

avec σeq la contrainte équivalente et s le déviateur du tenseur des contraintes.

Lorsque le chargement du matériau se poursuit dans le domaine plastique, la surface de
charge peut être modifiée : c’est l’écrouissage. La surface de charge peut subir une expansion
isotrope, une translation par rapport au centre du domaine d’élasticité ou une distorsion.
On se limite ici à un écrouissage isotrope, qui se traduit par une homothétie du domaine
d’élasticité en fonction de la déformation plastique (voir Figure 6.2a). L’effet Bauschinger
est ignoré ici, de telle sorte que la surface de charge reste centrée en s = 0.

Dans le cas d’un écrouissage isotrope, la fonction de charge peut s’écrire sous la forme
suivante :

f (σ, ε
p
eq) = σeq − σ(ε

p
eq), (6.14)
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FIGURE 6.2 – Écrouissage isotrope : (a) expansion du domaine d’élasticité de von Mises.
Extrait de HEUZÉ, 2015 ; (b) relations contrainte-déformation obtenues avec la loi de Ludwik

et la loi bilinéaire pour de l’aluminium Al7075.

avec ε
p
eq la déformation plastique équivalente cumulée et σ(ε

p
eq) une fonction croissante de

ε
p
eq. Cette fonction doit respecter la condition σ(0) = σ0. La déformation plastique équiva-

lente cumulée est donnée par :

ε
p
eq =

∫ t

0
ε̇

p
eq(τ)dτ, ε̇

p
eq =

√
2
3

ε̇p : ε̇p, (6.15)

avec ε̇p le taux de déformation plastique. Il existe différentes lois d’écrouissage selon les
propriétés du matériau étudié. Ces lois permettent de déterminer une expression pour la
fonction σ(ε

p
eq). Les plus connues sont la loi bilinéaire, la loi de Ludwik, la loi puissance

d’Hollomon et la loi de Voce. La loi de Ludwik (σ = σ0 + KLεnL ) et la loi bilinéaire (σ =
σ0 + Etε) sont représentées sur la Figure 6.2b. Elles sont illustrées dans le cas de l’aluminium
Al7075, de module d’Young E = 70 GPa, de limite d’élasticité σ0 = 500 MPa, de coefficients
d’écrouissage KL = 312 MPa et nL = 0.29 et de module tangent Et = E/100. Étant donné
que l’on s’intéresse à des petites déformations plastiques (εp < 0.1), la loi bilinéaire est une
bonne approximation ici. Elle est adoptée dans la suite de ce travail et le domaine d’élasticité
est donc défini par :

f (σ, ε
p
eq) = σeq − σ0 − Hε

p
eq ≤ 0. (6.16)

avec H = EtE/(E− Et) le module d’écrouissage et Et le module tangent, correspondant à
la pente de la courbe σ− ε dans le domaine plastique. Le module tangent est beaucoup plus
faible que le module d’Young. On rappelle qu’il vaut Et ≃ E/100 dans le cas de l’aluminium
Al7075.

6.1.2.2 Résolution numérique

Étant donné que le comportement élastoplastique est en partie irréversible, le problème
élastoplastique est énoncé comme un problème d’évolution non linéaire résolu de manière
incrémentale. La résolution numérique du problème non linéaire est effectuée de manière
itérative et la discrétisation spatiale est réalisée par la méthode des éléments finis. La pro-
cédure de résolution est composée d’une étape globale et d’une étape locale. La première
consiste à calculer les déplacements nodaux en résolvant l’équation de conservation de la
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quantité de mouvement linéarisée. La seconde repose sur l’intégration de la loi de compor-
tement aux points de Gauss de la structure, en utilisant les équations de la plasticité. Elle
permet de calculer l’incrément de déformation plastique et d’actualiser la contrainte cor-
respondante. Plus précisément, ces deux étapes sont basées sur les méthodes numériques
suivantes :
• Linéarisation du problème non linéaire avec la méthode de Newton-Raphson.
• Intégration de la loi de comportement avec la méthode du retour radial.

Newton-Raphson. Il s’agit toujours de résoudre le problème (6.6), mais ce dernier est
maintenant non linéaire. Pour chaque pas de temps, on cherche à linéariser le problème
et à résoudre le système linéarisé dans le but d’atteindre l’équilibre global. Cette étape est
globale. Pour une meilleure lisibilité, on omet la notation {.} désignant les variables nodales.
Le résidu R du système (6.6) est donné par :

R(ξ) = Fext −M ξ̈ − Kξ, (6.17)

Soit ξk une solution approchée du problème à l’itération k. Une meilleure approximation
ξk+1 est obtenue après linéarisation du résidu à l’aide de la méthode de Newton-Raphson :

Rk+1 ≃ Rk +
∂R
∂ξ

k
δξk, (6.18)

avec δξk = ξk+1 − ξk l’incrément de déplacement entre les itérations k et k + 1. On cherche
ensuite à annuler le résidu à l’itération k + 1 afin de trouver une meilleure approximation
de la solution à l’itération suivante. En imposant Rk+1 = 0 dans l’équation (6.18) et en
exprimant la dérivée du résidu, on obtient le système linéarisé suivant :

(
∂ξ̈

∂ξ

k

M + σk
tang

)
δξk = Rk, (6.19)

L’équation (6.19) est résolue de manière itérative jusqu’à convergence du résidu (équi-
libre global). La matrice tangente σtang définit la direction de recherche de la solution dans
le cas du problème statique. Elle est construite à partir des matrices tangentes élémentaires,
données par :

σtang,e =
∫

Ωe

BTCepBdx, (6.20)

avec Cep le tenseur de rigidité élastoplastique. La matrice σtang,e correspond à la matrice de
raideur élastoplastique élémentaire et l’expression de Cep dépend de la loi d’écrouissage.
Dans le cas d’une loi d’écrouissage linéaire, il est donné par :

Cep = C− 3µs

(
3µs

3µs + H
− 3µs

σeq
δε

p
eq

)
nel ⊗ nel −

6µ2
s

σeq
δε

p
eqDEV, (6.21)

avec δε
p
eq l’incrément de déformation plastique, nel = s/σeq le vecteur normal à la surface

de charge et DEV l’opérateur déviateur. En l’absence de plasticité, on retrouve Cep = C. En
dynamique, la direction de recherche de la solution est affectée par un terme supplémentaire
lié à la matrice de masse et à l’accélération (voir équation (6.19)). La dérivée de l’accélération
est approximée au temps tn+1 à l’aide du schéma d’intégration temporelle. Avec la méthode
de Newmark, l’équation (6.11) permet d’obtenir :

∂ξ̈

∂ξ

k

=
1

β̃∆t2
, (6.22)
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Retour radial. La loi de comportement élastoplastique est ensuite intégrée à l’aide de la
méthode du retour radial (KRIEG et al., 1977). Elle fait partie des méthodes de type return
mapping. Ces méthodes sont basées sur deux étapes : une prédiction élastique et une correc-
tion plastique (voir Figure 6.3). La première consiste à faire une prédiction de la contrainte
hors du domaine d’élasticité. La seconde vise à projeter la contrainte prédite sur la surface
de charge.

FIGURE 6.3 – Retour radial : étapes de prédiction élastique (σn → σn+1,∗) et de correction
plastique (σn+1,∗ → σn+1). Extrait de HEUZÉ, 2015.

La méthode du retour radial correspond à une méthode de return mapping pour laquelle
les équations de la plasticité sont intégrées à l’aide d’un schéma d’Euler implicite. Les équa-
tions de la plasticité discrétisées en temps, dans le cas d’un modèle de plasticité avec le
critère de von Mises et un écrouissage isotrope linéaire, sont données par :

δε = δεe + δεp, (6.23)

δσ = λstr(δεe)Id + 2µsδεe, (6.24)

f n+1 = σn+1
eq − σ0 − Hε

p,n+1
eq ≤ 0, (6.25)

ε
p,n+1
eq = ε

p,n
eq + δε

p
eq, δε

p
eq =

√
2
3

δεp : δεp, (6.26)

δεp = δε
p
eq

(
∂ f
∂σ

)n+1

=
3
2

δε
p
eq

σn+1
eq

sn+1. (6.27)

L’équation (6.27) correspond à la loi d’écoulement plastique dans le cas d’un écrouissage
isotrope avec le critère de von Mises.

Les différentes étapes de la méthode de retour radial peuvent être résumées de la ma-
nière suivante :

1. Calcul de l’incrément de déplacement δξ suite à la résolution du système linéarisé
(6.19).

2. Prédiction élastique du tenseur des contraintes σn+1,∗ à partir de l’incrément de défor-
mation δε = ε(δξ). Les grandeurs affectées du symbole "∗" sont associées à l’état de
prédiction.
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3. Prédiction élastique de la contrainte équivalente σn+1,∗
eq =

√
3
2 sn+1,∗ : sn+1,∗ (von Mises).

4. Si f n+1,∗ = σn+1,∗
eq − σ0 − H

(
ε

p,n+1
eq

)∗
> 0, le matériau entre en plasticité. Cette étape

est locale, tout comme les suivantes.

5. Calcul de l’incrément de déformation plastique cumulée. Dans le cas d’une loi d’écrouis-
sage isotrope linéaire, il est donné par δε

p
eq = f n+1,∗/(3µs + H).

Remarque. Dans le cas d’une loi d’écrouissage non linéaire, il n’existe pas d’expression
analytique pour l’incrément de déformation plastique cumulée. Dans cette situation,
il faut alors passer par la résolution numérique d’une équation non linéaire.

6. Calcul de l’incrément de déformation plastique δεp = 3
2

δε
p
eq

σn+1,∗
eq

sn+1,∗.

7. Calcul de la correction plastique σn+1 = σn+1,∗ − 2µsδεp.

8. Calcul de la matrice tangente σtang, nécessaire à la convergence de la procédure de
Newton-Raphson.

Les étapes 1 à 3 (globales) correspondent à la prédiction élastique tandis que les étapes
4 à 7 (locales) sont liées à la correction plastique.

6.2 Couplage fluide-structure

Lorsqu’un fluide et une structure solide sont en contact, des interactions plus ou moins
fortes apparaissent entre les deux milieux. Les forces exercées par le fluide induisent des
contraintes et des déformations au sein de la structure. Le mouvement de la structure af-
fecte ensuite l’écoulement du fluide, et ainsi de suite. Les deux physiques sont couplées à
l’interface fluide-structure par les conditions cinématique et dynamique suivantes :

u = ξ̇, (6.28)

σ f .n = σs.n. (6.29)

avec u le vecteur vitesse du fluide, ξ̇ le vecteur vitesse de la structure, σ le tenseur des
contraintes et n le vecteur normal à l’interface. Les indices f et s font référence au fluide et
au solide, respectivement. Par abus de notation, la contrainte fluide normale à la paroi σ f .n
sera simplement notée σ f lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté avec le tenseur des contraintes.
Selon le degré de couplage entre les deux physiques, la modélisation des mécanismes im-
pliqués peut être réalisée à l’aide d’un couplage faible ou d’un couplage fort. Ils sont aussi
appelés couplages 1-way et 2-way. Avec la première approche, le fluide influence la structure
mais la rétroaction de la structure sur le fluide est négligée. Avec la seconde approche, l’in-
teraction entre le fluide et la structure est prise en compte dans les deux sens. On distingue
principalement deux approches concernant la résolution numérique de problèmes couplés
fluide-structure : monolithique ou partitionnée. De manière plus générale, ceci est vrai pour
tout couplage multiphysique. Avec l’approche monolithique, un système d’équations et de
conditions aux limites couplées est construit puis résolu au sein d’un solveur unique. Avec
l’approche partitionnée, les sous-problèmes fluide et structure sont résolus séparément dans
des solveurs distincts, puis leurs solutions respectives sont couplées à l’interface couplée. Il
n’est pas nécessaire de reformuler d’équations pour le problème couplé, contrairement à
l’approche monolithique. Cette seconde approche est donc plus facile à mettre en oeuvre et
plus flexible. Elle permet aussi l’utilisation de méthodes numériques adaptées à chaque phy-
sique et elle peut s’appuyer sur des solveurs spécifiques. Ces solveurs dédiés ont l’avantage
d’être précis et performants pour une application donnée.
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6.2.1 SCB-FEniCS-preCICE : présentation générale

Pour les raisons mentionnées précédemment, une approche partitionnée est adoptée
dans ce travail. Notre stratégie de couplage fluide-structure est illustrée sur la Figure 6.4. Il
s’agit d’un couplage partitionné de type Dirichlet-Neumann. Le participant fluide transfère
la contrainte exercée par le fluide, notée σ f , au participant structure. En retour, il renvoie le
déplacement de la paroi solide, noté ξ, au participant fluide afin de mettre à jour la position
de l’interface. En d’autres termes, le chargement du fluide est appliqué à la structure comme
une condition de Neumann (voir équation (6.29)) tandis que la vitesse de la structure est im-
posée au fluide comme une condition de Dirichlet (voir équation (6.28)). Imposer la vitesse
de l’interface revient aussi à imposer son déplacement ξ. Le passage des variables couplées
du maillage fluide x f vers le maillage solide xs (et inversement) est assuré par une étape
d’interpolation. Cet aspect sera détaillé dans la section 6.2.2. Notre couplage partitionné re-
pose sur trois éléments essentiels : SCB (DUBOIS et al., 2021), FEniCS (LOGG et al., 2010) et
preCICE (CHOURDAKIS et al., 2022). Ils sont brièvement présentés ci-dessous.

Fluide

SCB (code interne)

Monophasique/

Diphasique

Compressible

Volumes finis +

pénalisation

Couplage

preCICE (open-source)

Communication

Couplage en espace

Couplage en temps

Structure

FEniCS (open-source)

Élasticité

Élastoplasticité

Éléments finis

σ f (x f ) σ f (xs)

ξ(x f ) ξ(xs)

σ f : contrainte fluide ; x f : maillage fluide
ξ : déplacement paroi solide ; xs : maillage solide

FIGURE 6.4 – Schéma de principe du couplage partitionné SCB-FEniCS-preCICE.

SCB. Le code interne SCB, écrit en Fortran, permet de simuler un écoulement fluide
compressible, monophasique ou diphasique à l’aide de la méthode des volumes finis. Les
modèles physiques et les méthodes numériques implémentés dans SCB ont été présentés
dans le chapitre 2. Au sein de SCB, le corps solide est modélisé à l’aide de la méthode de
pénalisation. Elle est présentée en détail dans le chapitre 3, puis validée et étudiée dans
le contexte d’écoulements monophasiques dans le chapitre 4 et d’écoulements diphasiques
compressibles dans le chapitre 5. Jusqu’ici, seules des parois rigides ont été considérées.
L’extension de la méthode de pénalisation à une paroi déformable dans le contexte d’un
couplage partitionné sera présentée dans la section 6.2.4.

FEniCS 1. Il s’agit d’une plateforme logicielle libre avec une interface en Python. FEniCS
permet de résoudre des équations aux dérivées partielles (EDP) par la méthode des éléments
finis. Elle permet de traduire rapidement des modèles physiques en un code éléments finis
grâce à deux composants clés :

• UFL (Unified Form Language) : un langage qui permet d’exprimer des formulations
variationnelles de manière lisible (https://fenics.readthedocs.io/projects/ufl/
en/latest/manual/form_language.html).

1. La version FEniCS 2019.1.0 est utilisée ici.

https://fenics.readthedocs.io/projects/ufl/en/latest/manual/form_language.html
https://fenics.readthedocs.io/projects/ufl/en/latest/manual/form_language.html
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• DOLFIN : une bibliothèque de calcul utilisée pour assembler et résoudre les problèmes
discrétisés (https://fenics.readthedocs.io/projects/dolfin/en/2017.2.0/)

Le livre The FEniCS Book (LOGG et al., 2012) décrit en détail le contexte théorique et la concep-
tion de la plateforme FEniCS. Il présente aussi de nombreuses applications de FEniCS à
des problèmes de mécanique des fluides, de mécanique des solides, d’électromagnétisme et
de géophysique. La résolution de problèmes d’élastodynamique et d’élastoplasticité dyna-
mique ont été implémentées dans FEniCS au cours de ce travail.

preCICE 2. Il s’agit d’une librairie de couplage libre pour les simulations multi-physiques
partitionnées, initialement développée pour des problèmes d’interaction fluide-structure.
preCICE nous permet de faire le pont entre les solveurs SCB et FEniCS. Elle assure une
communication précise et efficace des données entre les deux solveurs. Les couplages en
espace et en temps sont également réalisés avec preCICE. La librairie est écrite en C++ et
propose des API (Application Programming Interface) en C, Fortran, Python et Matlab, per-
mettant d’adapter chaque solveur afin de prendre en compte le couplage. Basée sur une
approche black-box, preCICE n’a pas connaissance de la physique relative à chaque solveur.
Par conséquent, il est nécessaire de brancher un adaptateur entre preCICE et chaque solveur.
L’adaptateur permet d’incorporer la physique dans le couplage des données. Il est chargé
de reconstruire les variables à l’interface, de transformer certaines variables en conditions
aux limites ou en termes de forçage, de reformuler les données dans un format lisible par
preCICE, etc. Il existe de nombreux adaptateurs entre preCICE et des solveurs libres tels que
FEniCS, OpenFOAM, SU2, code Aster, Nutils, etc. Afin de lier FEniCS et preCICE, l’adap-
tateur fenicsprecice développé par RODENBERG et al., 2021 est adopté ici. Concernant
SCB, l’adaptateur scbprecice a été entièrement implémenté au cours de ce travail. Pour
une meilleure clarté, l’architecture logicielle du couplage partitionné SCB-FEniCS-preCICE
est illustrée sur la Figure 6.5. Entre les deux participants, les propriétés du couplage sont dé-
finies dans un fichier de configuration principal (XML). Un exemple de ce fichier est donné
en Annexe A. Il permet de paramétrer la communication des données, les variables cou-
plées, le nom de chaque participant ainsi que leurs maillages respectifs à l’interface couplée
et les méthodes de couplage spatial et temporel. Au niveau de chaque adaptateur, un fichier
de configuration secondaire fournit le nom des variables couplées et les informations du
participant associé, ainsi que le chemin vers le fichier de configuration principal. Ce fichier
est au format F90 du côté de SCB et au format JSON du côté de FEniCS. Étant donné que
preCICE est une librairie, elle reste peu intrusive. Cela signifie que chaque solveur appelle
preCICE en utilisant les API dédiées, sans qu’il soit nécessaire de procéder à une restructu-
ration importante du code.

Solver A Solver B

libprecice adapter

XML

preCICE Conf g

YAML

Adapter A Conf g

YAML

Adapter B Conf g

FIGURE 6.5 – Architecture logicielle du couplage partitionné SCB-FEniCS-preCICE.

2. La version preCICE 2.5.0 est utilisée ici.

https://fenics.readthedocs.io/projects/dolfin/en/2017.2.0/
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6.2.2 Couplage en espace

Les solveurs SCB et FEniCS échangent des informations au niveau de l’interface fluide-
structure, aussi appelée interface couplée. Les méthodes de discrétisation sont différentes
au sein de chaque solveur. SCB est basé sur la méthode des volumes finis tandis que FEniCS
repose sur la méthode des éléments finis. De plus, il n’y aucune raison que la résolution
spatiale soit identique entre deux physiques ayant des dynamiques opérant à des échelles
spatio-temporelles différentes. Par exemple, la simulation d’un écoulement fluide nécessite
souvent un maillage plus fin qu’un calcul de dynamique des structures. Il en résulte que les
maillages de chaque participant ne coïncident pas au niveau de l’interface couplée. Une in-
terpolation spatiale est donc nécessaire pour transférer les variables couplées entre chaque
solveur.

Contraintes d’interpolation. Avant d’aborder le sujet des méthodes d’interpolation, il
est important d’introduire les deux contraintes d’interpolation fournies par preCICE. Selon
la nature de la grandeur physique que l’on cherche à coupler, l’interpolation peut être di-
recte ou conservative.

Interpolation directe. Aussi appelée consistent mapping, elle permet de transférer les don-
nées de manière exacte entre deux maillages à l’interface couplée. Elle est utilisée dans le
cas de variables intensives telles que des contraintes ou des déplacements. Considérons par
exemple l’interpolation directe de la contrainte fluide σ f du maillage fluide vers le maillage
solide. L’interpolation directe implique que si un point x f ,i du maillage fluide coïncide avec
un point xs,j du maillage solide (x f ,i = xs,j), alors on a exactement :

σ f (x f ,i) = σ f (xs,j), (6.30)

Au sein de FEniCS, la contrainte exercée par le fluide à l’interface couplée Γ est ensuite
intégrée dans la formulation variationnelle comme un travail extérieur. Ceci est effectué
au niveau continu avant l’assemblage du système linéaire. Cette étape est réalisée à l’aide
de l’objet CouplingExpression fourni par l’adaptateur fenicsprecice (RODENBERG et al.,
2021). Un exemple simple d’utilisation de cet objet est donné en Annexe A. Il permet de
créer une représentation continue de la contrainte fluide à partir des valeurs aux noeuds de
l’interface. Cette représentation continue est obtenue par une méthode des moindres carrés
suivie d’une interpolation par fonction de base radiale (RBF, Radial Basis Functions). Dans
le cas de l’élasticité linéaire, la formulation variationnelle du sous-problème structure (voir
équation (6.5)) devient :

∫

Ωs

ρsξ̈.vdx +
∫

Ωs

σs(ξ) : εs(v)dx =
∫

Γ
(σ f .n).vds, (6.31)

Interpolation conservative. Aussi appelée conservative mapping, elle permet de préserver
la somme des valeurs à l’interface couplée. Elle est utilisée pour des variables extensives
telles que les forces. Considérons par exemple l’interpolation directe de la force exercée par
le fluide F f du maillage fluide vers le maillage solide, composés respectivement de N f et Ns
points. L’interpolation conservative satisfait à la relation suivante :

N f

∑
i=1

F f (x f ,i) =
Ns

∑
j=1

F f (xs,j), (6.32)

Contrairement à l’interpolation directe, la force exercée par le fluide est imposée à la struc-
ture au niveau discret dans FEniCS. Un terme source est introduit dans le système linéaire
après assemblage. Cette étape est réalisée à l’aide de l’objet PointSource fourni par l’adap-
tateur fenicsprecice. Un exemple simple d’utilisation de cet objet est donné en Annexe
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A. Dans le cas de l’élasticité linéaire, le système linéaire du sous-problème structure (voir
équation (6.6)) devient :

M ξ̈ + Kξ = F f . (6.33)

Il n’y a pas de reconstruction continue de F f ici.

Méthodes d’interpolation. Elles sont présentées dans le contexte du passage d’une va-
riable couplée du maillage solide vers le maillage fluide, avec une interpolation directe. Par
exemple, cela peut s’appliquer à l’interpolation des déplacements du maillage solide vers
le maillage fluide. En raison de sa nature non intrusive, preCICE a seulement accès aux co-
ordonnées des noeuds de l’interface couplée. Les méthodes d’interpolation proposées par
preCICE sont donc limitées à des méthodes de projection ou d’interpolation par RBF.

Méthodes de projection. On y retrouve les méthodes nearest-neighbor et nearest-projection.
La méthode nearest-neighbor consiste simplement à attribuer à chaque point du maillage
fluide la valeur de son plus proche voisin solide, au sens de la distance euclidienne (voir
Figure 6.6a). Sa précision est du premier ordre (GATZHAMMER, 2015). La méthode nearest-
projection est une extension de la méthode nearest-neighbor. Elle utilise les informations de
connectivité entre les points du maillage solide pour interpoler la variable couplée sur le
maillage fluide. Tout d’abord, les points x f sont projetés sur l’interface formée par les points
xs (voir Figure 6.6b). Ces nouveaux points sont notés xp

f . Les valeurs en ces points sont en-
suite interpolées à partir de celles aux points xs, à l’aide d’une interpolation linéaire. Les
valeurs aux points x f sont ensuite affectées de celles aux points xp

f . La précision de la mé-
thode est du second ordre (GATZHAMMER, 2015).

(a) Nearest-neighbor (b) Nearest-projection

FIGURE 6.6 – Interpolation directe du maillage xs vers le maillage x f : méthodes de projec-
tion. Adapté de la thèse de UEKERMANN, 2016.

Interpolation par RBF. Cette classe de méthodes d’interpolation utilise une combinaison
linéaire de RBF centrées aux points du maillage solide afin de construire une fonction d’in-
terpolation globale. Cette dernière est ensuite échantillonnée aux points du maillage fluide.
Différentes RBF à support local ou global sont implémentées dans preCICE : gaussienne,
splines, polynomiale compacte de classe C0 à C8, etc. On ne s’attarde pas plus sur cette mé-
thode d’interpolation car elle n’a pas été utilisée dans ce travail. Dans notre cas, il n’est pas
nécessaire d’opter pour une méthode d’interpolation d’ordre élevé car la méthode de pé-
nalisation réduit la précision de la solution au premier ordre au voisinage de l’interface.
L’interpolation par RBF et son intégration au sein de preCICE sont présentées en détail dans
la thèse de LINDNER, 2019.
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6.2.3 Couplage en temps

Parmi les méthodes de couplage en temps, on distingue les méthodes explicites et les
méthodes implicites. Avec une approche explicite, chaque participant est exécuté une seule
fois par pas de temps du couplage, aussi appelé fenêtre de temps ∆T. Avec une approche
implicite, chaque fenêtre de temps est réitérée jusqu’à convergence des variables couplées.
Par ailleurs, le couplage est appelé séquentiel si les sous-problèmes fluide et structure sont
résolus l’un après l’autre. Il est parallèle si les sous-problèmes sont résolus simultanément.
Les méthodes explicite séquentielle et implicite parallèle ont été adoptées dans ce travail.
Elles sont présentées ci-dessous en considérant une fenêtre de temps [tn, tn+1], avec tn+1 =
tn + ∆T (voir Figure 6.7). La fenêtre de temps est commune aux deux solveurs mais leurs
pas de temps respectifs peuvent être différents et ne sont pas nécessairement égaux à ∆T.
Étant donné que SCB utilise un pas de temps fixe, la fenêtre de temps est déterminée telle
que ∆T = n f ∆t f = ns∆ts, avec ∆t f le pas de temps du fluide et ∆ts le pas de temps du solide.
Si n f ̸= 1 et ns ̸= 1, il s’agit d’une méthode de multirate time stepping. Si n f = 1 et ns ̸= 1 ou
n f ̸= 1 et ns = 1, on parle alors de sous-cyclage. Par exemple, la Figure 6.7 représente une
configuration de multirate time stepping avec n f = 6 et ns = 2. Cette configuration est utilisée
dans la suite pour illustrer les méthodes explicite séquentielle et implicite parallèle.

Fluide

∆t f

Structure
∆ts t

t

tn tn+1

∆T

FIGURE 6.7 – Représentation schématique de la fenêtre de temps [tn, tn+1].

Méthode explicite séquentielle. En connaissant la solution de chaque solveur et les va-
riables couplées au temps tn, on cherche à les avancer au temps tn+1. Pour cela, les actions
des solveurs fluide et structure peuvent être caractérisées par les opérateurs F et S , respecti-
vement. Ces opérateurs dépendent des modèles physiques de chaque sous-problème et des
méthodes de discrétisation adoptées dans leur résolution numérique. Au sein de chaque fe-
nêtre de temps, l’intégration explicite séquentielle des solutions de chaque sous-problème
avec multirate time stepping peut s’écrire sous la forme suivante :

Un+l/n f = F (ξ̃
n
, Un+(l−1)/n f , ∆t f ), ∀l ∈ J1; n f K, (6.34)

ξn+m/ns = S(σ̃n+1
f , ξn+(m−1)/ns , ∆ts), ∀m ∈ J1; nsK, (6.35)

avec U le vecteur des inconnues du fluide, σ f la contrainte du fluide et ξ le déplacement de
la structure. D’une part, U et ξ sont les inconnues de chaque solveur et sont donc définies sur
l’ensemble de leur domaine respectif. D’autre part, ξ̃ et σ̃ f désignent les variables couplées
après interpolation, elles sont définies uniquement à l’interface couplée.

Les différentes étapes de la méthode explicite séquentielle sont illustrées sur la Figure
6.8. La communication des données entre les deux solveurs est seulement effectuée au dé-
but et à la fin de chaque fenêtre de temps. Lors de l’étape 1 , FEniCS transmet à SCB
le déplacement de l’interface au temps tn afin que sa position soit mise à jour dans SCB. Le
sous-problème fluide est ensuite résolu n f fois avant d’atteindre tn+1 (étape 2 ). Cette étape
est formulée par l’équation (6.34). La contrainte du fluide est ensuite reconstruite à l’inter-
face puis transmise à FEniCS lors de l’étape 3 . Elle est appliquée comme une condition de
Neumann dans la résolution du sous-problème structure. Ceci permet d’avancer sa solution
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jusqu’à tn+1 au cours de l’étape 4 , décrite par l’équation (6.35). De manière analogue au
solveur fluide, la solution du problème structure est mise à jour ns fois au cours de la fenêtre
de temps. Ces étapes sont ensuite répétées pour la fenêtre de temps suivante, et ainsi de
suite jusqu’au temps final de la simulation.

Remarque. La méthode de couplage explicite est efficace mais ne conserve pas l’énergie
à l’interface et nécessite une très petite fenêtre de temps.

Fluide

∆t f

Structure
∆ts ttn tn+1

∆T

Un, σn
f

ξn

ξ̃
n

Un+1, σn+1
f

σ̃n+1
f

ξn+1

ξ̃
n+11

2

3

4

FIGURE 6.8 – Couplage explicite séquentiel au cours d’une fenêtre de temps [tn, tn+1].

Méthode implicite parallèle. Avec la méthode de couplage implicite, chaque sous-problème
est résolu au sein d’une boucle itérative jusqu’à convergence des variables couplées à l’in-
terface. La méthode implicite permet donc un couplage numérique fort entre le fluide et la
structure. Au sein de chaque fenêtre de temps, l’intégration implicite des solutions associées
à chaque sous-problème peut s’écrire sous la forme suivante :

Un+l/n f = F (ξ̃
n+1

, Un+(l−1)/n f , ∆t f ), ∀l ∈ J1; n f K, (6.36)

ξn+m/ns = S(σ̃n+1
f , ξn+(m−1)/ns , ∆ts), ∀m ∈ J1; nsK, (6.37)

Contrairement à la méthode explicite séquentielle, les variables couplées sont exprimées
au temps tn+1. Les différentes étapes du couplage implicite parallèle sont illustrées sur la
Figure 6.9 à l’itération k du processus itératif. La fenêtre de temps [tn, tn+1] est itérée jusqu’à
convergence des variables couplées à l’interface. Comme pour la méthode précédente, la
communication des données entre les deux solveurs est réalisée seulement au début et à la
fin de chaque fenêtre de temps. Lors de l’étape 1 (t = tn), les deux solveurs s’échangent
une prédiction des variables couplées. Les deux sous-problèmes, formulés par les équations
(6.36) et (6.37), sont ensuite résolus simultanément jusqu’à tn+1 au cours de l’étape 2 .
La résolution simultanée de chaque sous-problème est due au caractère parallèle du cou-
plage. Lors de l’étape 3 , les deux solveurs s’échangent à nouveau les variables couplées,
reconstruites à partir des solutions de chaque sous-problème obtenues à tn+1. Les variables
couplées sont considérées comme convergées si les critères suivants sont satisfaits :

∥ξ̃n+1,k − ξ̃
n+1,k+1∥2

∥ξ̃n+1,k∥2

≤ ϵ1,
∥σ̃n+1,k

f − σ̃n+1,k+1
f ∥2

∥σ̃n+1,k
f ∥2

≤ ϵ2, (6.38)

avec ϵ1 et ϵ2 des tolérances à fixer selon le problème étudié. ξ̃
n+1,k+1

et σ̃n+1,k+1
f corres-

pondent aux prédictions des variables couplées à l’itération suivante. Si la tolérance est at-
teinte, on passe à la fenêtre de temps suivante (t ← tn+1, k ← 0). Dans le cas contraire, on
revient au début de la fenêtre de temps courante et on passe à l’itération suivante (t ← tn,
k← k + 1). Il s’agit de l’étape 4 présentée sur la Figure 6.9.
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(si non convergé)
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FIGURE 6.9 – Couplage implicite parallèle au cours d’une fenêtre de temps [tn, tn+1], à l’ité-
ration k du processus itératif.

Toute la complexité de la méthode réside dans la prédiction des variables couplées ξ̃
n+1,k+1

et σ̃n+1,k+1
f . Tout d’abord, les équations (6.36) et (6.37) sont reformulées de tn à tn+1 avec une

approche implicite (MEHL et al., 2016). On obtient l’équation de point fixe suivante :

(
0 S
F 0

)(
ξ̃

n+1

σ̃n+1
f

)
=

(
ξ̃

n+1

σ̃n+1
f

)
, (6.39)

Cette approche est aussi appelée méthode de couplage de Jacobi. L’équation (6.39) peut
simplement être résolue à l’aide d’une itération du point fixe classique telle que :

(
ξ̃

n+1

σ̃n+1
f

)k+1

=

(
0 S
F 0

)

︸ ︷︷ ︸
H

(
ξ̃

n+1

σ̃n+1
f

)k

, (6.40)

Cette méthode converge seulement si l’opérateur H est une contraction (||H|| < 1). Mal-
heureusement, c’est rarement le cas pour des problèmes d’interaction fluide-structure. Il faut
en général appliquer une méthode d’accélération à l’équation (6.40), de telle sorte que :

ck+1 = A ◦H(ck), (6.41)

avec c = (ξ̃
n+1

, σ̃n+1
f )T le vecteur des variables couplées et A l’opérateur d’accélération. Si

A correspond à l’identité, on retrouve l’itération du point fixe de l’équation (6.40). Diffé-
rentes méthodes d’accélération sont implémentées dans preCICE : sous-relaxation d’Aitken
(KÜTTLER et al., 2008), Interface Quasi-Newton Inverse Least Squares (IQN-ILS) (DEGROOTE et
al., 2009) et Interface Quasi-Newton Inverse Multi-Vector Jacobian (IQN-IMVJ) (BOGAERS et al.,
2014). Dans ce travail, l’équation (6.39) est résolue à l’aide de la méthode IQN-ILS pour son
efficacité et sa robustesse. Elle consiste à réutiliser les valeurs des itérations précédentes afin
d’approximer la Jacobienne du résidu, ce dernier étant défini par R(c) = H(c)− c. Ainsi,
les variables couplées à l’itération k + 1 sont prédites par l’équation suivante :

ck+1 = ĉk + ∆ĉk. (6.42)

avec ĉ = H(c), ∆ĉ = J−1
R̂

R̂ le résidu modifié et J−1
R̂

= J−1
R̂
(ĉ) une approximation de l’inverse
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de la Jacobienne de R̂ = R̂(ĉ). Elle est calculée à partir des résidus modifiés des précédentes
itérations. Plus d’informations sur la méthode IQN-ILS et sur son implémentation dans pre-
CICE sont disponibles dans RÜTH et al., 2021. Une fenêtre de temps allant de tn à tn+1 est
donc répétée jusqu’à ce que la condition (6.38) soit satisfaite par les variables couplées à
l’itération k + 1, prédites par l’équation (6.42) avec la méthode IQN-ILS.

Pour résumer, les différentes étapes de la méthode de couplage implicite parallèle pour
chaque fenêtre de temps sont les suivantes :

1. Initialisation (t = tn) : sauvegarder les solutions initiales de la fenêtre courante (Un,0

et ξn,0).

2. Itération k = 0 : initialiser les variables couplées ξ̃
n+1,0

et σ̃n+1,0
f à partir des valeurs

obtenues à la fin de la fenêtre précédente.

3. Résoudre simultanément les problèmes fluide et structure (tn → tn+1) :

(a) Réinitialiser la solution de chaque solveur : Un,k = Un,0 et ξn,k = ξn,0.

(b) Avancer les solutions de tn à tn+1 :
Un+l/n f ,k = F (ξ̃

n+1,k
, Un+(l−1)/n f ,k, ∆t f ), ∀l ∈ J1; n f K,

ξn+m/ns,k = S(σ̃n+1,k
f , ξn+(m−1)/ns,k, ∆ts), ∀m ∈ J1; nsK .

(c) Prédiction des variables couplées ξ̃
n+1,k+1

et σ̃n+1,k+1
f .

Cette étape est réalisée à l’aide de la méthode d’accélération IQN-ILS (voir équa-
tion (6.42)).

4. Si ∥ξ̃
n+1,k−ξ̃

n+1,k+1∥2

∥ξ̃n+1,k∥2
≤ ϵ1 et

∥σ̃n+1,k
f −σ̃n+1,k+1

f ∥2

∥σ̃n+1,k
f ∥2

≤ ϵ2, passer à la fenêtre de temps sui-

vante (t← tn+1, k← 0).

5. Sinon, retourner à l’étape 3 (t← tn, k← k + 1).

Remarque. La méthode implicite est généralement plus précise et plus stable que la mé-
thode explicite. Bien qu’elle permette l’utilisation de fenêtres de temps plus grandes, son
coût de calcul reste cependant beaucoup plus important en raison du processus itératif.

6.2.4 Méthode de pénalisation avec structure déformable

À l’aide de la méthode de pénalisation, différents auteurs se sont intéressés à l’étude
d’un écoulement fluide en présence d’un corps mobile (BEAUGENDRE et al., 2011 ; SPECKLIN
et al., 2018 ; EBRAHIMI POUR et al., 2021 ; LIBERGE et al., 2024) ou d’un corps déformable
(BERGMANN et al., 2011 ; GHAFFARI et al., 2015 ; ENGELS et al., 2015). La méthode de pé-
nalisation est souvent limitée à une approche monolithique, dans laquelle la déformation
de la structure est imposée ou est décrite par un modèle de poutre. À notre connaissance,
LAVOIE et al., 2019 font partie des rares auteurs à avoir appliqué la méthode de pénalisa-
tion à une déformation quelconque de la structure avec une approche partitionnée, dans le
contexte du givrage d’un profil d’aile. Dans ce travail, la méthode de pénalisation est égale-
ment étendue à une approche partitionnée en considérant une déformation quelconque de
la structure, calculée par la méthode des éléments finis. Cette section est dédiée à l’extension
de la méthode de pénalisation pour une paroi déformable.

Initialisation. Étant donné que le maillage fluide est non conforme à la géométrie de la
structure, il est nécessaire de définir le maillage de l’interface couplée du côté de SCB. C’est
en ces points que la contrainte exercée par le fluide sera reconstruite puis communiquée à
la structure via preCICE. Tout d’abord, l’interface est discrétisée par un ensemble de Np + 1
points lagrangiens. Ces derniers ne coïncident pas forcément avec le maillage cartésien. Les
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noeuds de l’interface couplée correspondent aux centres des faces du contour lagrangien.
L’interface couplée est donc composée de Np noeuds. Ceci permet de définir correctement
le vecteur normal à la paroi en chaque noeud de l’interface couplée à partir des deux points
lagrangiens voisins. Il est indispensable au calcul de la contrainte normale à la paroi. La
fonction masque χ est initialisée en connaissant la position de l’interface couplée. L’inter-
face couplée du côté du fluide, notée Γ f , et la fonction masque associée sont représentées
sur la Figure 6.10. Les noeuds de l’interface couplée sont notés x f . Les points échantillons
X1 et X2 sont construits pour tout x f suivant la normale à une distance d et 2d de l’interface,
respectivement. Cette distance vaut d =

√
∆x2 + ∆y2, ce choix sera justifié dans le para-

graphe sur la reconstruction de la contrainte normale à la paroi. Les points échantillons sont
utilisés dans la reconstruction de la contrainte aux noeuds de l’interface couplée.
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FIGURE 6.10 – Extension de la méthode de pénalisation : schéma de la configuration utilisée
au voisinage d’une frontière Γ f séparant un domaine fluide Ω f et un domaine solide Ωs.
Légende : cellules pénalisées ; • noeuds de l’interface couplée x f ; • points lagrangiens ; •

points eulériens ; • points échantillons X1 et X2.

Les étapes suivantes sont effectuées une fois pour chaque fenêtre de temps. Elles sont
présentées pour une fenêtre de temps [tn, tn+1] de taille ∆T.

Déformation de l’interface. Le déplacement de l’interface est envoyé par FEniCS puis
interpolé de xs vers x f via preCICE. La position de l’interface couplée est mise à jour à
partir du déplacement en chaque noeud de l’interface couplée. La position des noeuds de la
nouvelle configuration d’interface est donnée par :

xn
f = x0

f + ξ̃
n
, (6.43)

avec x0
f la configuration initiale de l’interface couplée et ξ̃ le déplacement de la paroi solide

interpolé en x f . Les vecteurs normaux sont calculés dans cette nouvelle configuration d’in-
terface et la position de X1 et X2 est également mise à jour.

Mise à jour de la fonction masque. Quelle que soit la géométrie initiale de l’interface,
il n’est pas possible de déterminer la fonction masque de manière analytique car l’interface
peut adopter une géométrie quelconque au cours de sa déformation. Il s’agit donc de redéfi-
nir la fonction masque χ en connaissant la nouvelle position de l’interface couplée séparant
les domaines Ω f et Ωs. On rappelle que si un point eulérien se trouve dans Ωs, la fonction
masque dans la cellule associée est égale à 1. Dans le cas contraire, elle est égale à 0. Chaque
cellule est identifiée comme une cellule fluide ou solide à l’aide d’un algorithme de ray cas-
ting (ROTH, 1982). Le principe est le suivant. Le contour lagrangien est décrit par Np + 1
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points lagrangiens, formant un polygone à Np faces. On cherche à déterminer si chaque
point eulérien x se trouve à l’intérieur ou à l’extérieur du polygone Γ f . Pour cela, on trace
une demi-droite horizontale partant de x et on compte le nombre d’intersections avec Γ f . Si
le nombre d’intersections est pair, alors x ∈ Ω f ; s’il est impair, x ∈ Ωs. L’algorithme de ray
casting est illustré sur la Figure 6.11a pour un polygone Γ f quelconque avec Np très grand.
L’exemple est donné pour deux points x1 et x2 sur la Figure 6.11a. La demi-droite partant de
x1 croise l’interface à quatre reprises, le point x1 se trouve donc dans le fluide. La demi-droite
partant de x2 croise une seule fois l’interface, le point x2 se trouve donc dans le solide.

ΩsΩ f

Γ f

• • • • •x1

0 1 2 3 4

x2
• •
0 1

(a)
(b)

FIGURE 6.11 – (a) Représentation schématique de l’algorithme de ray casting ; (b) Représen-
tation schématique de l’algorithme de détection d’intersection entre une demi-droite D et

un segment [AB].

Un aspect délicat de l’algorithme réside dans la détection d’une intersection entre la
demi-droite et une face du polygone. Cette opération doit être effectuée pour les Np faces
du polygone. L’algorithme de ray casting fait donc appel à un autre algorithme permettant de
détecter si une demi-droiteD, passant par un point P quelconque, intercepte ou non un seg-
ment [AB]. Le principe de cet algorithme est illustré sur la Figure 6.11b. Aucune intersection
n’est possible dans la zone rouge, définie par yP > yB, yP < yA ou xP > max(xA, xB). Il y a
toujours une intersection si le point P se trouve dans la zone bleue, définie par yP ∈ [yA, yB]

et xP < min(xA, xB). Dans la zone blanche, il y a intersection uniquement si P̂AM > B̂AM.

Extrapolation de la vitesse pénalisée. Dans le cas d’un solide mobile rigide, la vitesse
imposée par le terme de pénalisation, notée uw, est uniforme. Ce n’est pas le cas pour une
structure déformable. Par ailleurs, la vitesse de la structure est connue uniquement à l’inter-
face couplée. La vitesse imposée dans la zone pénalisée au temps tn = n∆T, notée un

w(x), est
donc obtenue par extrapolation de la vitesse de l’interface couplée. La vitesse de l’interface
est d’abord approximée à l’aide d’un schéma d’Euler explicite du premier ordre telle que
ẋn

f = (xn
f − xn−1

f )/∆T. La vitesse de la zone pénalisée est ensuite extrapolée en chaque point
x de la zone pénalisée à l’aide d’une pondération inverse à la distance :

un
w(x) =

Np

∑
k=1
||x− xn

f ,k||−1
2 ẋn

f ,k

Np

∑
k=1
||x− xn

f ,k||−1
2

, (6.44)

Lorsqu’un noeud de l’interface couplée est superposé à un point eulérien (x = xn
f ,k), on im-

pose ||x− xn
f ,k||2 = 10−14 afin d’éviter une division par zéro.
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Correction de la solution. Lorsque l’interface se déforme, des cellules pénalisées de-
viennent subitement des cellules fluides, et inversement. La fonction masque passe soudai-
nement de 1 à 0 dans ces cellules, et vice-versa. La vitesse de cette transition est de l’ordre de
∆x/∆t f = (u + c)/CFL. Elle est beaucoup plus élevée que la vitesse réelle de l’interface et
l’état du fluide n’est donc pas correctement convecté au voisinage de la frontière. Par consé-
quent, une correction est appliquée à la solution lorsque cela se produit. L’avancement de
la solution au temps tn+1 est d’abord utilisée comme une prédiction. Elle est notée U∗i,j au
point eulérien xij. Si une cellule fluide devient subitement une cellule pénalisée, χ passe de
0 à 1. La correction est calculée à partir des valeurs pénalisées, elle est donc pondérée par χ :

Un+1
i,j =

U∗i−1,jχ
n−1
i−1,j + U∗i+1,jχ

n−1
i+1,j + U∗i,j−1χn−1

i,j−1 + U∗i,j+1χn−1
i,j+1

χn−1
i−1,j + χn−1

i+1,j + χn−1
i,j−1 + χn−1

i,j+1

, (6.45)

Si une cellule pénalisée devient subitement une cellule fluide, χ passe de 1 à 0. La cor-
rection est calculée à partir des valeurs fluides, elle est donc pondérée par χ = 1− χ :

Un+1
i,j =

U∗i−1,jχ
n−1
i−1,j + U∗i+1,jχ

n−1
i+1,j + U∗i,j−1χn−1

i,j−1 + U∗i,j+1χn−1
i,j+1

χn−1
i−1,j + χn−1

i+1,j + χn−1
i,j−1 + χn−1

i,j+1

, (6.46)

La pondération est évaluée avec la fonction masque de la fenêtre de temps précédente. Si
elle est évaluée avec la nouvelle fonction masque, la correction est faussée par les prédictions
aux cellules voisines qui sont impactées par une transition de χ entre tn et tn+1. La taille des
cellules n’est pas prise en compte dans l’étape de correction car la grille cartésienne est tou-
jours uniforme dans la zone d’intérêt, au voisinage de l’interface. Par ailleurs, des schémas
numériques du second ordre sont adoptés dans la discrétisation des flux convectif et vis-
queux (voir section 2.3.1). Néanmoins, la méthode de pénalisation réduit la précision de la
solution au premier ordre au voisinage de l’interface. Il est donc inutile d’opter pour une
méthode de correction plus élaborée.

Reconstruction de la contrainte normale. Les applications auxquelles on s’intéresse par
la suite font intervenir peu de cisaillement. Par conséquent, la contrainte normale est réduite
à la pression totale normale à la paroi. On cherche à reconstruire la pression à la paroi en
chaque noeud de l’interface couplée. Pour cela, elle est tout d’abord reconstruite aux points
échantillons X1 = (X1, Y1) et X2 = (X2, Y2) à l’aide d’une interpolation bilinéaire. Elle est
calculée à partir des valeurs aux quatre points eulériens voisins, définis comme le centre des
cellules de la grille cartésienne (voir Figure 6.10). L’interpolation bilinéaire de la pression est
donnée par :

ptot(Xk) = a1,kXk + a2,kYk + a3,kXkYk + a4,k, k = {1, 2}, (6.47)

avec ptot = p + ρ f |u|2/2 la pression totale du fluide et a1,k, a2,k, a3,k et a4,k les coefficients
de l’interpolation bilinéaire. Ils dépendent de la distance entre Xk et les points voisins xl =

(xl , yl) avec l ∈ J1; 4K, ainsi que de la pression en ces points. Le choix d =
√

∆x2 + ∆y2

est optimal car les points X1 et X2 sont relativement proches de x f , tout en s’assurant que
l’interpolation bilinéaire ne prend pas en entrée des points eulériens appartenants à Ωs. Les
coefficients sont obtenus analytiquement en résolvant le système d’équations suivant :





ptot(x1) = a1,kx1 + a2,ky1 + a3,kx1y1 + a4,k

ptot(x2) = a1,kx2 + a2,ky2 + a3,kx2y2 + a4,k

ptot(x3) = a1,kx3 + a2,ky3 + a3,kx3y3 + a4,k

ptot(x4) = a1,kx4 + a2,ky4 + a3,kx4y4 + a4,k

, k = {1, 2}, (6.48)
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La pression aux noeuds de l’interface couplée est ensuite obtenue à l’aide d’une interpola-
tion de Lagrange, à partir des valeurs aux points X1 et X2 :

ptot(x f ) = L1(x f )ptot(X1) + L2(x f )ptot(X2), (6.49)

avec L1 et L2 les polynômes de Lagrange associés aux points X1 et X2. Une fois que la
pression est connue aux noeuds de l’interface couplée, la contrainte normale à la paroi est
obtenue telle que :

σ f .n = −ptot Id.n. (6.50)

avec Id la matrice identité et n le vecteur normal à la paroi. La contrainte normale est en-
suite interpolée du maillage fluide vers le maillage structure via preCICE (voir section 6.2.2).

6.2.5 Résumé du couplage

La stratégie de couplage partitionné SCB-FEniCS-preCICE est résumée sur la Figure 6.12
pour un couplage fort sur une fenêtre de temps [tn, tn+1]. Les différentes étapes de la mé-
thode de pénalisation sont détaillées dans la partie SCB à gauche. Un couplage faible peut
être considéré en effectuant uniquement les étapes 5 , 7 , 8 et 9 . Par simplicité, le cou-
plage est présenté avec une méthode explicite séquentielle et ∆T = ∆t f = ∆ts. Bien entendu,
une méthode de couplage implicite parallèle et/ou une configuration de multirate time step-
ping peuvent également être adoptées. Dans le cas général où ∆T = n f ∆t f = ns∆ts, il n’y a
pas de modifications majeures car SCB et FEniCS échangent des informations seulement au
début et à la fin de chaque fenêtre de temps. Seules les étapes 5 et 9 sont légèrement
modifiées. Elles sont respectivement décomposées en n f et ns sous-itérations comme énoncé
dans les équations (6.34) et (6.35). Le couplage en espace est systématiquement réalisé par
une méthode de projection. Les méthodes nearest-neighbor et nearest-projection peuvent être
adoptées selon le cas d’étude. D’une part, l’interpolation de FEniCS vers SCB est toujours
directe car la structure impose son déplacement au fluide (grandeur intensive). D’autre part,
l’interpolation de SCB vers FEniCS peut être directe ou conservative. Le schéma de principe
est illustré dans le cas d’une interpolation directe car la contrainte du fluide est imposée à
la structure ici. Dans le cas d’une interpolation conservative, la contrainte σ f est remplacée
par la force F f .
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FIGURE 6.12 – Schéma de principe détaillé du couplage partitionné SCB-FEniCS-preCICE.

6.3 Validation

Notre stratégie de couplage fluide-structure est validée en étudiant le mouvement d’un
panneau vertical induit par un écoulement incompressible laminaire ou par une onde de
choc. Les propriétés de l’écoulement, les dimensions du panneau et du domaine de calcul,
ainsi que les propriétés mécaniques du matériau diffèrent entre les deux exemples. Le com-
portement mécanique du panneau est modélisé par une loi d’élasticité linéaire dans les deux
cas. La condition T−neutre de la méthode de pénalisation est adoptée ici.

6.3.1 Interaction écoulement incompressible-panneau élastique

Ce premier cas test fait partie des tutoriels proposés par preCICE. Les résultats de cet
exemple sont présentés par CHOURDAKIS et al., 2022 en considérant un couplage fort entre
différents solveurs à l’aide de preCICE. On cherche à étudier le mouvement d’un panneau
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élastique induit par un écoulement incompressible dans un canal. La configuration initiale
du problème est présentée sur la Figure 6.13. Le panneau de dimensions w× h est encastré
en y = 0 m et immergé dans un fluide occupant un domaine de dimensions L× H.

H
=

4
m

L = 6 m

l = 2.95 m

h
=

1
m

w = 0.1 m

u∞ = 10 m/s

p ∞
=

10
5

Pa

u = 0 m/s

u = 0 m/s

•

x

y

FIGURE 6.13 – Panneau élastique, écoulement incompressible : configuration initiale du
problème.

Le nombre de Reynolds vaut Re∞ = 10. Afin d’assurer un faible nombre de Reynolds
tout en considérant un panneau de hauteur h = 1 m pour observer des déplacements suf-
fisants, la viscosité cinématique du fluide est artificiellement fixée à ν f = 1 m2/s. Sa masse
volumique vaut ρ f = 1.2 kg/m3. La vitesse horizontale, la pression et la température de
l’écoulement loin de l’obstacle sont u∞ = 10 m/s, p∞ = 105 Pa et T∞ = 293 K. La vitesse
est imposée en entrée du domaine de calcul et la pression est imposée en sortie. Des condi-
tions d’adhérence sont imposées sur les bords haut et bas. La grille cartésienne est raffinée
au niveau du panneau avec ∆xmin = ∆ymin = h/40 = w/4. Le maillage est ensuite étiré
jusqu’aux bords du domaine de calcul avec une progression hyperbolique. Il est composé
de 127× 83 cellules au total. Le nombre de CFL est fixé à CFL=0.4. Par conséquent, le pas de
temps du fluide vaut ∆t f = 2.83× 10−5 s.

Le module d’Young, la masse volumique et le coefficient de Poisson du matériau sont
E = 4 MPa, ρs = 3000 kg/m3 et νs = 0.3. Le panneau élastique, de dimensions w × h,
est discrétisé en 320 éléments triangulaires avec interpolation quadratique (éléments P2).
Le pas de temps du solide est égal à la fenêtre de temps, ∆ts = ∆T. Il s’agit donc d’une
configuration de sous-cyclage fluide.

Le fenêtre de temps est égale à ∆T = 10−2 s soit environ Ts/160, avec Ts la période
d’oscillation de la structure. Elle est 353 fois supérieure à ∆t f . La méthode d’interpolation
nearest-projection est adoptée ici avec une contrainte d’interpolation directe. Pour des raisons
de stabilité, le couplage en temps est réalisé avec une méthode implicite parallèle. Les cri-
tères de convergence sont fixés à ϵ1 = ϵ2 = 10−4 (voir équation (6.38)).

Le champ de la composante horizontale de la vitesse du fluide et les lignes de courant
instantanés sont illustrés sur la Figure 6.14. L’interface fluide-structure est représentée par
une ligne noire épaisse. En présence d’un panneau rigide, une zone de recirculation station-
naire se forme en aval de l’obstacle. Lorsque le panneau est déformable, ce dernier oscille
sous l’effet de l’écoulement et la zone de recirculation devient instationnaire.

Une sonde est placée au sommet du panneau, elle est mise en évidence par le symbole
(•) sur la Figure 6.13. Elle permet d’analyser le mouvement oscillatoire du panneau induit
par l’écoulement du fluide. L’évolution temporelle du déplacement horizontal au sommet
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FIGURE 6.14 – Panneau élastique, écoulement incompressible : champ de la composante
horizontale de la vitesse du fluide, lignes de courant et panneau déformé.

du panneau est présentée sur la Figure 6.15. Les solutions obtenues avec un couplage faible
(1-way) et un couplage fort (2-way) sont comparées. Pour un couplage faible, l’amplitude
des oscillations est constante. Pour un couplage fort, elle est amortie au cours du temps. De
plus, la fréquence augmente progressivement en 2-way tandis qu’elle est constante en 1-way.
Nos résultats sont comparés à ceux de CHOURDAKIS et al., 2022, obtenus avec un couplage
fort en considérant un solveur incompressible visqueux et un solveur compressible non vis-
queux. Au cours de la première période, la fréquence et l’amplitude de nos résultats sont
proches de celles de leur solution compressible. La nature compressible du solveur a une
influence sur la réactivité du chargement en début de simulation. À la fin de la première
période, notre déplacement est amorti par les effets visqueux tandis que celui obtenu par
CHOURDAKIS et al., 2022 en non visqueux devient négatif. Il en résulte que la fréquence de
notre solution devient similaire à celle de leur solution visqueuse sur les deux dernières pé-
riodes. Bien que l’amplitude du déplacement obtenue avec SCB-FEniCS-preCICE soit légè-
rement plus faible, notre solution montre toutefois un bon accord avec celle de CHOURDAKIS
et al., 2022.
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FIGURE 6.15 – Panneau élastique, écoulement incompressible : déplacement horizontal au
sommet du panneau.
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L’influence du couplage en temps est étudiée sur la Figure 6.16 en considérant un cou-
plage 2-way. Aucune différence n’est observée entre les méthodes explicite séquentielle et
implicite parallèle lorsque ∆T = 10−2 s = Ts/160. Par conséquent, la fenêtre de temps est
multipliée par dix (∆T = Ts/16) afin de mettre en évidence les différences entre chaque mé-
thode. Avec la méthode implicite, l’amortissement des oscillations n’est pas correctement
capturé pour une telle fenêtre de temps. Toutefois, l’amplitude n’augmente pas au cours de
la simulation. Avec la méthode explicite, l’amplitude des oscillations augmente : la méthode
est instable. Ainsi, le choix d’une méthode implicite devient intéressante pour de grandes
fenêtre de temps car elle assure une solution stable, contrairement à la méthode explicite.
Par ailleurs, la réduction des critères de convergence à ϵ1 = ϵ2 = 10−8 n’améliore par la pré-
cision de la solution obtenue avec la méthode implicite. Les valeurs initiales ϵ1 = ϵ2 = 10−4

sont conservées par la suite.
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FIGURE 6.16 – Panneau élastique, écoulement incompressible : influence de la méthode de
couplage en temps.

6.3.2 Interaction onde de choc-panneau élastique

Ce second cas test concerne l’interaction entre un choc normal incident et un panneau
vertical élastique. Ce dernier se déforme suite à l’impact de l’onde de choc. Le mouvement
du panneau modifie ensuite l’écoulement du fluide. Le panneau vertical est monté sur une
marche montante rigide au sein d’un tube à choc. La configuration du problème est présen-
tée sur la Figure 6.17. L’introduction de ce cas test par GIORDANO et al., 2005 était motivée
par le manque de cas de validation en IFS à ce moment, notamment pour des écoulements
compressibles instationnaires. Les auteurs étudient le problème expérimentalement et nu-
mériquement, en considérant deux panneaux en acier de hauteur h = 40 mm et h = 50 mm.
Leur épaisseur est identique et vaut w = 1 mm. Les dimensions du panneau et le matériau
qui le compose sont prédimensionnés de telle sorte à avoir une interaction forte entre le
fluide et la structure sans endommager le matériau (GIORDANO et al., 2005). Cette initiative
a ensuite permis à différents auteurs d’évaluer la précision de leur stratégie de couplage
fluide-structure (PASQUARIELLO et al., 2016 ; VANHAREN et al., 2018 ; BAILOOR et al., 2017).
Dans cette étude, la hauteur du panneau vaut h = 50 mm car la déformation de la structure
est plus importante que dans le cas h = 40 mm. Il constitue ainsi un cas plus sévère et per-
met une validation plus large de notre stratégie de couplage.
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FIGURE 6.17 – Interaction choc-panneau élastique : configuration initiale du problème.

L’onde de choc incidente se déplace dans de l’air au repos avec un nombre de Mach
Mc = 1.21. Les conditions du fluide au repos sont p∞ = 105 Pa et T∞ = 293 K. Des conditions
de glissement sont imposées sur chaque bord du domaine de calcul, excepté en entrée où
une condition de non-réflexion est appliquée. L’onde est donc réfléchie sur le bord droit du
tube à choc puis impacte une seconde fois le panneau élastique dans l’autre sens. La grille
cartésienne est raffinée au niveau du panneau, avec ∆xmin = w/16 et ∆ymin = w/8. Un tel
raffinement est nécessaire pour représenter fidèlement la structure déformée à l’aide de la
fonction masque. Le maillage est ensuite étiré dans chaque direction avec une progression
hyperbolique. Il est composé de 1407 × 500 cellules au total. Le pas de temps du fluide,
∆t f = 5.75× 10−8 s, est déterminé à partir du nombre de CFL, égal à 0.3 ici.

Le panneau est composé d’acier, de masse volumique ρs = 7600 kg/m3, de module
d’Young E = 220 GPa et de coefficient de Poisson νs = 0.33. La structure est discrétisée en
800 éléments triangulaires avec interpolation quadratique (éléments P2). Comme dans le cas
précédent, une configuration de sous-cyclage fluide est considérée (∆ts = ∆T).

La fenêtre de temps vaut ∆T = 1.15× 10−5 s, soit environ Ts/250, avec Ts la période
d’oscillation de la structure. La fenêtre de temps est 200 fois supérieure au pas de temps du
fluide car la vitesse de propagation des ondes dans le fluide est très supérieure à la vitesse
d’oscillation de la structure. D’où l’importance d’adopter une configuration de sous-cyclage
fluide afin de gagner en efficacité. Les variables couplées sont échangées à l’aide d’une inter-
polation de type nearest-projection. Plusieurs approches de couplage sont comparées : 1-way
et 2-way, interpolation directe et conservative, couplage explicite et implicite.

L’écoulement du fluide est tout d’abord étudié en considérant un couplage 2-way, une in-
terpolation conservative et une méthode de couplage explicite. L’influence de ces choix sera
ensuite analysée en étudiant le mouvement oscillatoire du panneau élastique. L’impact du
choc sur le panneau élastique est illustré sur la Figure 6.18 à l’aide de visualisations Schlie-
ren instantanées. Nos résultats sont comparés aux résultats numériques de PASQUARIELLO
et al., 2016 et aux résultats expérimentaux de GIORDANO et al., 2005. L’interface fluide-
structure est représentée en rouge sur la Figure 6.18a. L’instant de l’impact entre l’onde de
choc et le panneau élastique est noté τ = 0 µs. Deux ondes de choc réfléchies se forment en
amont de l’obstacle. La première naît de la réflexion du choc incident contre la marche ri-
gide, la seconde de la réflexion du choc incident contre le panneau déformable. Au passage
de l’obstacle, l’onde de choc devient cylindrique (τ = 140 µs). Un tourbillon principal est
généré au sommet du panneau, suivi par plusieurs tourbillons de plus petite taille à partir
de τ = 280 µs. Les chocs interagissent avec ces tourbillons. La déformation du panneau est
visible dès τ = 420 µs. On remarque que le mouvement de la fonction masque crée des os-
cillations parasites au sommet du panneau élastique. Par ailleurs, il se forme une réflexion
de Mach au niveau de la marche montante en aval du panneau. Qualitativement, la dyna-
mique des chocs est très bien reproduite par SCB-FEniCS-preCICE, en comparaison avec les
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résultats de GIORDANO et al., 2005 et de PASQUARIELLO et al., 2016.

(a) SCB-FEniCS-preCICE (b) PASQUARIELLO et al., 2016 (c) GIORDANO et al., 2005

FIGURE 6.18 – Interaction choc-panneau élastique : visualisations Schlieren instantanées.

Une sonde de pression est placée au plafond du tube à choc, au point de coordonnées
(140, 80) mm. Elle est repérée par le symbole (⋄) sur la Figure 6.17. Le signal de pression
obtenu en ce point est présenté sur la Figure 6.19a. Il est comparé aux solutions numériques
de GIORDANO et al., 2005 et de PASQUARIELLO et al., 2016. Le premier plateau est lié au
passage du choc incident. Il précède de peu le premier pic de pression associé à la réflexion
du choc incident sur la marche et sur le panneau. D’autres réflexions se produisent plus tard
et sont marquées par deux autres pics. Un excellent accord est observé entre notre solution
et celle de PASQUARIELLO et al., 2016. L’amplitude des pics et l’instant où ils se produisent
sont parfaitement reproduits par SCB-FEniCS-preCICE. Un bon accord avec la solution nu-
mérique de GIORDANO et al., 2005 est également constaté.

Le déplacement horizontal au sommet du panneau élastique est représenté sur la Figure
6.19b. La sonde de déplacement est repérée par le symbole (•) sur la Figure 6.17. Les résul-
tats obtenus avec SCB-FEniCS-preCICE sont présentés pour les approches 1-way et 2-way.
L’amplitude du déplacement est légèrement amortie lorsqu’un couplage fort est considéré,
par rapport à un couplage faible. La solution obtenue avec SCB-FEniCS-preCICE est en ex-
cellent accord avec la solution numérique de GIORDANO et al., 2005.

L’influence des méthodes de couplage spatial et temporel est étudiée dans le cas d’un
couplage 2-way. La Figure 6.20a montre que la contrainte d’interpolation spatiale n’a pas
d’influence sur le déplacement du panneau élastique. Les interpolations conservative et di-
recte fournissent les mêmes solutions. Par ailleurs, la Figure 6.20b montre que la méthode
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FIGURE 6.19 – Interaction choc-panneau élastique : (a) Signal de pression en (140, 80) mm;
(b) Déplacement horizontal au sommet du panneau élastique.

de couplage temporel, explicite séquentielle ou implicite parallèle, n’a pas d’influence sur la
solution. Comme évoqué dans la section 6.3.1, c’est la conséquence d’une fenêtre de temps
très faible. Cependant, le coût de calcul est multiplié par trois avec la méthode implicite, par
rapport à la méthode explicite.
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FIGURE 6.20 – Interaction choc-panneau élastique : déplacement horizontal au sommet du
panneau élastique.

6.4 Synthèse

Ce chapitre introduit la prise en compte des interactions fluide-structure dans ce tra-
vail. Tout d’abord, deux problèmes de dynamique des structures sont présentés : élasticité
linéaire et élastoplasticité. Les lois de comportement associées et la résolution numérique de
ces problèmes par la méthode des éléments finis sont détaillées. Ces ingrédients sont indis-
pensables pour la suite de l’étude qui vise à analyser l’endommagement d’une paroi induit
par le collapse d’une bulle. La résolution de ces problèmes est implémentée dans FEniCS,
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une plateforme libre avec interface en Python permettant de résoudre des EDP par la mé-
thode des éléments finis.

La mise en place d’une stratégie de couplage fluide-structure est ensuite abordée. Il s’agit
d’un couplage fort basé sur une approche partitionnée entre les solveurs SCB et FEniCS avec
l’aide de la librairie de couplage preCICE. La particularité de notre démarche réside dans
l’utilisation d’une méthode de pénalisation pour modéliser l’interface fluide-structure sur
une grille cartésienne non conforme à la géométrie du solide. Les méthodes de couplage en
espace et en temps retenues dans ce travail sont exposées, suivies par une présentation de
l’extension de la méthode de pénalisation aux structures déformables.

Enfin, la stratégie de couplage SCB-FEniCS-preCICE est validée sur deux problèmes
d’élasticité linéaire. Ils concernent le mouvement d’un panneau vertical induit par un écou-
lement incompressible ou par une onde de choc. Les résultats obtenus ont montré un bon
accord avec ceux de la littérature. Pour chaque cas, le couplage fort entraîne un amortisse-
ment du mouvement oscillatoire du panneau par rapport à un couplage faible. Différentes
méthodes de couplage en espace et en temps ont été testées. Elles ont peu d’influence sur
les résultats lorsque les résolutions spatiale et temporelle sont importantes. En revanche, le
coût de calcul est multiplié par trois avec une méthode de couplage implicite par rapport à
une méthode explicite.
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Application à l’étude de la formation
d’un pit de cavitation
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La stratégie de couplage SCB-FEniCS-preCICE est finalement appliquée à l’étude de
l’endommagement d’une paroi induit par le collapse d’une bulle. Il s’agit du mécanisme
fondamental responsable de l’érosion de cavitation. Ce dernier chapitre rassemble tous les
outils abordés jusqu’ici : résolution numérique d’un écoulement diphasique compressible
et d’un problème d’élastoplasticité dynamique, méthode de pénalisation et couplage fluide-
structure. Le collapse d’une bulle génère des ondes de choc de forte amplitude. Lorsqu’elles
impactent une paroi solide, elles sont à l’origine de contraintes importantes dans le maté-
riau. Lorsque la contrainte équivalente dépasse la limite d’élasticité, un pit de cavitation se
forme en surface du matériau (voir chapitre 1). Des simulations couplées 1-way et 2-way sont
comparées afin de démontrer l’importance de considérer un couplage fort dans l’étude de ce
type de problème. L’influence de la distance initiale entre la bulle et la paroi sur l’endomma-
gement du matériau est analysée. L’effet de la limite d’élasticité du matériau est également
étudiée. Les propriétés géométriques du pit formé par le collapse de la bulle se révèlent être
fortement dépendantes de ces deux paramètres.

7.1 Présentation du problème

L’érosion de cavitation représente un problème majeur dans les applications hydrau-
liques et marines. Le collapse de bulles au voisinage d’un solide est identifié comme étant
le mécanisme responsable de son endommagement. Bien que le problème du collapse ait
largement été étudié dans le cas d’une paroi rigide, son comportement peut être significa-
tivement influencé par la déformation de la paroi. En comparaison, peu d’études ont été
réalisées sur le sujet en considérant une paroi déformable (voir Table 1.1). En particulier,
PAQUETTE et al., 2018 et SARKAR et al., 2021 observent un amortissement de l’impact et de
l’endommagement du matériau dans le cas d’une paroi déformable, par rapport à une paroi
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rigide.

Le collapse d’une bulle au voisinage d’une paroi rigide a été étudié dans la section 5.2. Il
était déclenché par un choc incident d’amplitude pc/p0 = 353. Afin d’observer un endom-
magement significatif du matériau, on considère ici un collapse plus intense. Il s’agit du cas
proposé par PAQUETTE et al., 2018, où l’amplitude du choc incident vaut pc/p0 = 1200.
Une bulle de gaz de rayon initial R0 = 50 µm est immergée dans de l’eau liquide au re-
pos. Les conditions initiales sont p0 = 105 Pa et T0 = 298 K. Le choc incident d’amplitude
pc/p0 = 1200 se déplace de la gauche vers la droite avec un nombre de Mach Mc = 1.04.
Les conditions initiales et les paramètres de la loi d’état des gaz raides (voir section 2.2.1)
sont présentés dans la Table 7.1 pour les phases liquide et gazeuse.

p [Pa] ρ [kg/m3] u [m/s] γ [-] P∞ [Pa] cp [J/kg.K]

liquide 105 1000 0 2.35 109 5844.5

gaz 105 1.2 0 1.4 0 1009.4

TABLE 7.1 – Conditions initiales et paramètres de la loi d’état des gaz raides pour chaque
phase (liquide-gaz).

Le matériau considéré est de l’aluminium Al7075, de module d’Young E = 70 GPa, de
masse volumique ρs = 2700 kg/m3, de coefficient de Poisson νs = 0.36 et de limite d’élas-
ticité σ0 = 500 MPa. L’indice s fait référence au solide. Étant donné qu’une loi d’écrouis-
sage isotrope bilinéaire est adoptée (voir équation (6.16)), la contrainte et la déformation
sont reliées linéairement par le module tangent Et = E/100 dans le domaine plastique.
La relation contrainte-déformation adoptée ici est illustrée sur la Figure 6.2b. HSIAO et al.,
2014 adoptent également une loi bilinéaire afin d’étudier le problème de l’endommagement
d’une paroi induit par le collapse d’une bulle. Les simulations 2D sont menées sous l’hy-
pothèse des déformations planes car les forces agissant dans la direction normale au plan
de coupe sont négligeables. La configuration initiale du problème couplé est illustrée sur la
Figure 7.1.

Le problème étant symétrique par rapport à l’axe horizontal, on considère seulement
la partie supérieure du domaine et une condition de symétrie est appliquée en y/R0 = 0.
Dans un premier temps, la distance entre le centre de la bulle et la paroi est fixée à H0 = 2R0.
Le paramètre γ0 est défini comme la distance bulle-paroi adimensionnée par le rayon de la
bulle, tel que γ0 = H0/R0. L’influence de ce paramètre sur l’endommagement du matériau
sera analysée dans la section 7.4. Les dimensions des domaines de calcul fluide et solide
sont Lx, f × Ly, f = 6R0 × 20R0 et Lx,s × Ly,s = 40R0 × 20R0, respectivement. Les échelles
ne sont pas respectées sur la Figure 7.1 car le domaine solide est beaucoup plus long que
le domaine fluide. En effet, il doit être suffisamment étendu afin d’éviter que les réflexions
d’ondes en sortie n’influencent la solution au niveau de l’interface couplée. Des sondes de
déplacement et de pression sont positionnées à la paroi aux points P0 (⋄), P1 (⋄) et P2 (⋄), en
y/R0 = {0, 2.5, 5} (respectivement).

Des conditions de symétrie et de glissement sont imposées sur les bords inférieur et su-
périeur (respectivement) des domaines fluide et solide. Une condition de non-réflexion est
imposée en entrée du domaine fluide et une condition d’adhérence est modélisée à la paroi
solide avec la méthode de pénalisation. Le bord droit du domaine solide est encastré afin
que ce dernier ne se déplace pas indéfiniment.

La méthode de pénalisation exige d’étendre légèrement le domaine de calcul afin de
prendre en compte la zone pénalisée. Dans ce cas, le domaine de calcul fluide est élargi jus-
qu’à Lx, f = 7R0. La position de l’interface fluide-structure n’est pas modifiée. Le domaine
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FIGURE 7.1 – Vue schématique de la configuration initiale du problème couplé.

fluide est discrétisé à l’aide d’une grille cartésienne, raffinée dans le domaine [0, 7R0] ×
[0, 10R0]. Elle est ensuite étirée avec une progression hyperbolique jusqu’au bord supérieur
du domaine. Le maillage est uniforme et isotrope dans la zone d’intérêt, avec ∆xmin, f =
∆ymin, f = R0/100. Cette résolution est basée sur l’étude de convergence préalablement réa-
lisée dans la section 5.2. Le maillage fluide est composé de 700× 1053 cellules au total. Le
nombre de CFL est égal à 0.2 en fixant le pas de temps fluide à ∆t f = 7.5× 10−11 s.

Le domaine solide est discrétisé à l’aide d’un maillage structuré d’éléments triangulaires
avec interpolation quadratique. Il est important de noter que l’origine du domaine solide
se trouve en (6R0, 0). Comme pour le maillage fluide, la densité des noeuds est plus im-
portante dans la zone d’intérêt, délimitée par le domaine [6R0, 11R0] × [0, 10R0]. Au sein
de cette région, la distribution des sommets des éléments est uniforme et isotrope avec
∆xmin,s = ∆ymin,s. L’influence de la résolution spatiale sur la solution est analysée dans la
section suivante. Le maillage solide est généré à l’aide de Gmsh. Il est ensuite converti au
format XML à l’aide de la commande dolfin-convert afin de pouvoir être lu par FEniCS.
On considère un sous-cyclage fluide de telle sorte que ∆ts = ∆T, avec ∆T la fenêtre de temps
du couplage.

La fenêtre de temps est prise égale à ∆T = 5∆t f . Son influence sur la solution est étudiée
par la suite. Étant donné que la fenêtre de temps est très petite, une méthode de couplage
explicite séquentielle est adoptée. Les variables couplées sont interpolées entre les maillages
fluide et solide à l’aide d’une méthode nearest-projection, avec une contrainte d’interpola-
tion directe. L’interpolation conservative ne permet pas de calculer correctement la solution
de la structure dans le domaine plastique. preCICE n’a pas connaissance des degrés de li-
berté des éléments, mais seulement des sommets qui composent le maillage. Par conséquent,
l’interpolation conservative est correcte uniquement pour des éléments de degré un, pour
lesquels les degrés de liberté coïncident avec les sommets des éléments que l’on fournit à
preCICE. Pour des éléments de degré supérieur, le chargement est nul aux degrés de liberté
qui ne coïncident pas avec les sommets. La distribution du chargement devient discontinue
et peut générer des instabilités, voire fausser les résultats. Ceci ne posait pas de problème
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en élasticité linéaire (voir section 6.3). Ce n’est plus le cas en élastoplasticité en raison du
caractère local de la loi de comportement. Le fichier de configuration du couplage est donné
en Annexe A. Par ailleurs, la reconstruction de la pression à l’interface couplée dans SCB
(voir section 6.2.4) est réalisée avec des polynômes de Lagrange de degré un. En effet, une
interpolation du second ordre peut générer des pressions négatives à la paroi à cause des
discontinuités de l’écoulement au contact de la paroi. En effet, le choc généré par le collapse
se propage le long de cette dernière.

7.2 Couplage faible (1-way)

Dans un premier temps, les simulations sont réalisées en considérant un couplage 1-
way. On rappelle d’abord les différents événements du collapse de la bulle, responsables de
l’endommagement du matériau. La réponse du matériau est étudiée dans la situation hypo-
thétique où l’interface est non déformable au sein du solveur fluide. On cherche également à
déterminer certains éléments nécessaires dans la poursuite de l’étude : le maillage structure,
la fenêtre de temps et la condition de la méthode de pénalisation.

7.2.1 Collapse de la bulle

Les événements majeurs du collapse sont illustrés sur la Figure 7.2 à travers des visua-
lisations Schlieren instantanées (en haut) et des champs de pression (en bas), obtenus aux
instants t = {2.16, 2.46, 2.88} × 10−7 s. En raison de la différence de pression induite par
le passage du choc incident, la bulle se contracte de manière asymétrique. Il se forme un jet
liquide à haute vitesse qui pénètre la bulle horizontalement en direction de la paroi. Lorsque
ce jet impacte le bord opposé de la bulle, une onde de choc intense est émise : c’est le coup
de bélier (ou water-hammer). Le choc généré par le coup de bélier est appelé choc primaire
ici. Pendant ce temps, l’anneau de vapeur continue de se rétracter. Au terme de son collapse,
une onde de choc secondaire est générée. Les deux chocs se propagent en direction de la pa-
roi, impactent cette dernière et sont réfléchis. Ils sont à l’origine d’une forte surpression au
niveau de la paroi. L’amplitude de cette surpression atteint presque 900 MPa. Elle est bien
supérieure à la limite d’élasticité de l’aluminium. Le matériau entre donc en plasticité et des
déformations irréversibles apparaissent.

FIGURE 7.2 – Couplage faible : visualisations Schlieren (en haut) et champs de pression (en
bas) aux instants t = {2.16, 2.46, 2.88} × 10−7 s.

Le signal de pression à la paroi aux points P0, P1 et P2 est représenté sur la Figure 7.3.
Il est comparé à celui proposé par PAQUETTE, 2017, également obtenu avec un couplage
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faible. Les pics de pression en chaque point sont agrandis. Le choc incident impacte la paroi
à t ∼ 1.25× 10−7 s. Cet événement est marqué par un premier saut de pression d’environ
250 MPa. Il est plus faible en P0 car la bulle agit comme un écran protecteur. L’amplitude
du choc incident est beaucoup plus faible que celle des chocs générés par le collapse. Le
choc primaire impacte la paroi à t ∼ 2.80× 10−7 s au niveau du point P0, générant un pic
de pression d’environ 915 MPa. Il est vite suivi du choc secondaire, d’amplitude légèrement
inférieure. Ils continuent ensuite de se propager le long de la paroi. Les chocs primaire et
secondaire fusionnent pour ne former qu’un seul choc, d’où la présence d’un unique pic de
pression aux points P1 et P2. Le choc atteint le point P1 à t ∼ 3.25× 10−7 s, puis le point P2
à t ∼ 3.95× 10−7 s. L’intensité et la vitesse du choc diminuent au cours de sa propagation le
long de la paroi. Ces aspects sont marqués par une baisse d’amplitude des pics de pression
et par un espacement temporel croissant des pics entre les points P0, P1 et P2. Les pics de
pression en ces points dépassent la limite d’élasticité de l’aluminium σ0 = 500 MPa, tracée à
l’aide d’une ligne grise horizontale sur la Figure 7.3. Cela signifie qu’il y a possiblement un
endommagement du matériau en chacun de ces points.
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FIGURE 7.3 – Couplage faible : signal de pression à la paroi aux points P0, P1 et P2.

Par rapport aux résultats de PAQUETTE, 2017, l’amplitude des pics de pression est plus
élevée ici. La résolution spatiale est similaire entre nos deux simulations mais la modélisa-
tion de l’écoulement diphasique est différente. On utilise un modèle à quatre équations tan-
dis que PAQUETTE, 2017 adopte le modèle multicomposant de JOHNSEN et al., 2009. Dans
leur étude comparative entre différents modèles 1-fluide à interface diffuse, GONCALVES et
al., 2020 observent en effet que les pics de pression générés par le collapse sont sous-estimés
avec le modèle multicomposant, par rapport au modèle à quatre équations de GONCALVES
et al., 2014 et au modèle à cinq équations de KAPILA et al., 2001. Par ailleurs, on peut remar-
quer que l’amplitude du pic de pression en P2 obtenu par PAQUETTE, 2017 est anormale-
ment élevée. L’onde n’est presque pas amortie entre les points P1 et P2. Il s’agit en fait d’un
effet de bord. En effet, le domaine de calcul utilisé par PAQUETTE, 2017 s’arrête au point
P2, où une condition de Neumann homogène est imposée. La condition au bord empêche
l’amortissement de l’onde.

7.2.2 Convergence spatiale (structure)

Cette section vise à étudier l’influence de la résolution spatiale du maillage structure sur
le comportement du matériau. Elle permet ainsi de déterminer le maillage de la structure
à adopter pour la suite de l’étude. La déformation plastique du matériau induite par le
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collapse de la bulle est analysée en considérant quatre maillages de plus en plus fins. Ils
sont définis à partir du pas de discrétisation de la zone raffinée. Les différents maillages
sont présentés dans la Table 7.2. Le choix du pas de discrétisation est basé sur le rayon
initial de la bulle. Les quatre maillages possèdent respectivement Nx,s = {25, 50, 100, 200} et
Ny,s = {50, 100, 200, 400} éléments dans chaque direction au sein de la zone raffinée.

Maillage Grossier Moyen Fin Très fin

∆xmin,s = ∆ymin,s R0/5 R0/10 R0/20 R0/40

TABLE 7.2 – Convergence spatiale (structure) : présentation des différents maillages.

Les contours de la déformation plastique cumulée, notée ε
p
eq, sont présentés sur la Figure

7.4 au temps final pour chacun des quatre maillages. Curieusement, la zone endommagée
n’est pas localisée au niveau de l’axe de symétrie, où le chargement est pourtant maximal
comme le montre la Figure 7.5a. La zone endommagée est plutôt décalée vers le haut. Cet as-
pect sera étudié en détail dans la section 7.4. Bien que la pression au point P2 soit supérieure
à la limite d’élasticité du matériau (voir Figure 7.3), aucun endommagement n’est observé
en y/R0 = 5 car la contrainte équivalente de von Mises n’atteint pas σ0. Par ailleurs, on
observe que l’amplitude de la déformation plastique cumulée augmente avec la résolution
spatiale.

La déformation plastique cumulée maximale et l’aire de la surface endommagée sont
présentées dans la Table 7.3 pour chaque maillage. On y retrouve aussi leur écart relatif par
rapport à la valeur de référence, obtenue sur le maillage très fin. Ils sont notés ∆ε

p,max
eq et

∆Ap. Cette notation est utilisée tout au long de ce chapitre lorsqu’il s’agit de définir un écart
relatif par rapport à une valeur quelconque. La valeur maximale de ε

p
eq augmente avec la

résolution spatiale. Son erreur relative par rapport à la solution de référence décroît lorsque
la résolution spatiale augmente. L’erreur vaut seulement −2.7 % pour le maillage fin. L’aire
de la surface endommagée est calculée d’après le critère d’endommagement ε

p
eq ≥ 10−3

afin de correspondre à l’étude de PAQUETTE, 2017. L’évolution de l’aire de la surface en-
dommagée en fonction de la résolution spatiale n’est pas monotone mais elle converge vers
Ap = 1.48× 10−2 mm2, obtenue avec le maillage très fin. L’erreur relative de Ap par rapport
au maillage très fin, notée ∆Ap, est égale à −0.7 % pour le maillage fin. D’après ces observa-
tions, on considère que la solution est convergée à partir du maillage fin (∆xmin,s = R0/20).

Maillage Grossier Moyen Fin Très fin

ε
p,max
eq [-] 0.74× 10−2 0.99× 10−2 1.08× 10−2 1.11× 10−2

Ap [mm2] 1.45× 10−2 1.53× 10−2 1.49× 10−2 1.48× 10−2

∆ε
p,max
eq −33.3 % −10.8 % −2.7 % -

∆Ap −2.0 % −3.4 % −0.7 % -

Coût FEniCS 18 min 3 h 25 min 12 h 20 min 36 h 55 min

TABLE 7.3 – Convergence spatiale (structure) : déformation plastique cumulée maximale,
aire de la surface endommagée et coût de calcul.

Le coût de calcul du solveur structure est également présenté dans la Table 7.3 pour
chaque maillage. Il devient extrêmement important et même prohibitif à partir du maillage
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(a) ∆xmin,s = R0/5 (b) ∆xmin,s = R0/10

(c) ∆xmin,s = R0/20 (d) ∆xmin,s = R0/40

FIGURE 7.4 – Couplage faible, influence du maillage structure : contours de la déformation
plastique cumulée au temps final.

très fin. Ce coût de calcul important est expliqué par une résolution séquentielle du sous-
problème structure au sein de FEniCS. Sa parallélisation fait partie des perspectives de ce
travail. À titre de comparaison, le temps de calcul nécessaire à SCB pour simuler le collapse
de la bulle est seulement d’une dizaine de minutes sur huit threads OpenMP. La résolution
spatiale du maillage fluide est pourtant beaucoup plus importante que celle du maillage
structure. Néanmoins, le coût de calcul du solveur structure est légèrement inférieur à celui
présenté par PAQUETTE, 2017. Compte tenu des aspects de précision et de coût de calcul, le
maillage fin est conservé pour la suite de l’étude.

La Figure 7.5a montre que les valeurs maximales de la déformation plastique cumulée,
calculées aux points de Gauss et moyennées dans les éléments, convergent vers une même
valeur. Elles deviennent très proches à partir de ∆xmin,s = R0/20. C’est un point important
pour la suite car les champs de déformation plastique peuvent être extraits uniquement aux
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éléments avec FEniCS. C’est une conséquence des éléments de type Quadrature adoptés ici.
Par ailleurs, une coupe verticale de la déformation plastique cumulée passant par le maxi-
mum est tracée sur la Figure 7.5b pour chaque résolution spatiale. Elle met en évidence la
croissance de la déformation plastique avec la résolution spatiale.
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FIGURE 7.5 – Couplage faible, influence du maillage structure : (a) déformation plastique
cumulée maximale ; (b) coupe verticale de la déformation plastique cumulée passant par le

maximum.

7.2.3 Validation du solveur structure

Une étape de validation du solveur structure est réalisée avec le maillage fin, adopté
suite à l’étude de convergence. Il s’agit de valider notre implémentation de la résolution
du problème d’élastoplasticité présenté dans la section 6.1.2. Nos résultats obtenus avec FE-
niCS sont comparés avec ceux issus du solveur commercial Abaqus. La solution de chaque
solveur est calculée avec la même loi d’écrouissage bilinéaire, la même résolution spatiale
(∆xmin,s = R0/20) et le même chargement. Les contours de la déformation plastique cumu-
lée obtenus avec Abaqus sont présentés sur la Figure 7.6a. La topologie de la zone endom-
magée et l’amplitude de la déformation plastique cumulée sont en excellent accord avec les
résultats issus de FEniCS (voir Figure 7.4c). Plus quantitativement, une coupe verticale de la
déformation plastique cumulée passant par le maximum est tracée sur la Figure 7.6b pour
chaque solveur. Un excellent accord est observé entre les deux solutions.

Afin d’évaluer la pertinence de la loi d’écrouissage bilinéaire pour cette application, la
même configuration est étudiée en considérant la loi de Ludwik au sein du solveur Abaqus.
Pour de l’aluminium Al7075, les coefficients d’écrouissage correspondants sont KL = 312
MPa et nL = 0.29. La relation contrainte-déformation est illustrée sur la Figure 6.2b. Les
résultats obtenus avec la loi de Ludwik montrent une réduction de la déformation plastique
cumulée maximale d’environ 17 %. On s’attend donc à légèrement surestimer l’endomma-
gement du matériau au cours de notre étude.

7.2.4 Fenêtre de temps

Le choix de la fenêtre de temps doit assurer que la distribution temporelle du charge-
ment soit échantillonnée avec une précision suffisante et que le mouvement de l’interface
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FIGURE 7.6 – Couplage faible, validation du solveur structure : (a) contours de la défor-
mation plastique cumulée au temps final ; (b) coupe verticale de la déformation plastique

cumulée passant par le maximum.

soit correctement capturé au sein de SCB. La fenêtre de temps doit donc être suffisamment
faible pour que l’endommagement du matériau soit indépendant de ce paramètre. Néan-
moins, une fenêtre de temps trop petite augmente fortement le coût de calcul de la simula-
tion couplée. D’une part, la vitesse maximale de l’interface fluide-structure, induite par le
collapse de la bulle, est de l’ordre de ξ̇max

x = 50 m/s. Par ailleurs, le pas de discrétisation
vaut ∆xmin, f = R0/100 = 5× 10−7 m au voisinage de la paroi. Afin de s’assurer que le mou-
vement de l’interface soit correctement capturé par la méthode de pénalisation, la fenêtre
de temps doit donc être inférieure à ∆Tmin = ∆xmin, f /ξ̇max

x = 10−8 s. Cette condition est
largement satisfaite ici avec ∆T = 5∆t f = 3.75× 10−10 s. D’autre part, l’étendue temporelle
du pic de pression à la paroi est de l’ordre de 3.5× 10−8 s, soit environ 93∆T. On peut donc
considérer que le chargement dynamique imposé à la structure est échantillonné avec une
bonne précision.

∆T 5∆t f 2∆t f ∆ε
p,max
eq , ∆Ap

ε
p,max
eq [-] 1.08× 10−2 1.05× 10−2 2.9 %

Ap [mm2] 1.49× 10−2 1.48× 10−2 0.7 %

TABLE 7.4 – Couplage faible, influence de la fenêtre de temps : déformation plastique cu-
mulée maximale, aire de la surface endommagée et erreur relative.

L’indépendance de la solution par rapport à la fenêtre de temps est maintenant véri-
fiée quantitativement. La réponse du matériau est analysée pour deux fenêtres de temps
distinctes ∆T = 5∆t f et ∆T = 2∆t f . Le comportement du matériau est quasiment inchangé
lorsque ∆T varie. La déformation plastique cumulée maximale et l’aire de la surface endom-
magée sont présentées dans la Table 7.4. Leur erreur relative est seulement de 2.9 % et de
0.7 %, respectivement. En revanche, le coût de calcul passe de 12 h 45 min (∆T = 5∆t f ) à 28
h (∆T = 2∆t f ). Il est multiplié par environ 2.5 car le nombre d’itérations en temps passe de
1600 à 4000. En réalité, le facteur d’amplification du coût de calcul est légèrement inférieur
à 2.5 car chaque itération est un peu plus rapide avec ∆T = 2∆t f . Cela s’explique par le fait
que les sous-itérations de la méthode Newton-Raphson, liées à la résolution incrémentale
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du problème d’élastoplasticité, convergent plus rapidement car l’incrément de chargement
diminue lorsque la résolution temporelle augmente. Compte tenu de ces observations, la
fenêtre de temps est prise égale à ∆T = 5∆t f dans la suite de ce travail.

7.2.5 Méthode de pénalisation

Les différentes conditions de la méthode de pénalisation sont étudiées et comparées à
la méthode maillage conforme. Le couplage faible rend possible l’utilisation de la méthode
maillage conforme ici car la paroi est plane. Ce ne sera plus le cas avec un couplage fort, où
l’interface se déforme. Au vu du coût de calcul de la méthode de pénalisation par porosité, la
condition isotherme avec ϕ < 1 n’est pas considérée ici. On s’intéresse seulement aux condi-
tions T−neutre et impédance. Pour une paroi rigide, l’impédance acoustique du solide est
supposée infinie. Pour une paroi déformable, elle est finie et dépend des propriétés du ma-
tériau. Dans l’hypothèse de déformations planes, elle est donnée par Zs =

√
ρsE/(1− ν2

s ),
avec ρs la masse volumique, E le module d’Young et νs le coefficient de Poisson du maté-
riau. Dans le cas d’un problème d’interaction fluide-structure, on ne cherche plus à imposer
une impédance infinie avec la méthode de pénalisation. Il s’agit plutôt de reproduire l’im-
pédance acoustique réelle du matériau. On rappelle que l’impédance acoustique de la zone
pénalisée est définie par Zw =

√
ρwρlcl , avec ρw la masse volumique de la zone pénalisée, ρl

la masse volumique du liquide et cl la vitesse du son dans le liquide. La masse volumique
de la zone pénalisée satisfaisant à l’égalité Zw = Zs est donc donnée par :

ρw =
ρsE

ρlc2
l (1− ν2

s )
. (7.1)

Ainsi, la réflexion et la transmission des ondes à la frontière de la zone pénalisée prend
en compte les propriétés mécaniques du matériau réel. Dans la configuration étudiée ici, la
masse volumique de la zone pénalisée est fixée à ρw = 96507 kg/m3.

Pour chacune des trois méthodes, le signal de pression à la paroi en y/R0 = 0 est repré-
senté sur la Figure 7.7. La méthode maillage conforme et la méthode de pénalisation avec
condition d’impédance fournissent des résultats très proches. Cela signifie que l’impédance
acoustique modélisée implicitement par la méthode maillage conforme est proche de celle
de l’aluminium Al7075. Par rapport à la méthode maillage conforme, le pic de pression ob-
tenu avec la condition d’impédance est légèrement plus intense en P0. Cette tendance s’in-
verse ensuite aux points P1 et P2. Avec la condition T−neutre, le pic de pression est amorti
en P0 et P1 et il est retardé en P2. En effet, l’impédance acoustique de la zone pénalisée n’est
pas contrôlée avec cette condition. Une partie de l’onde de choc est donc transmise au milieu
pénalisé au lieu d’être réfléchie.

Les contours de la déformation plastique cumulée au temps final, obtenus avec la condi-
tion T−neutre, sont illustrés sur la Figure 7.8a. L’amortissement de l’impact observé avec
la condition T−neutre se traduit par une forte réduction de la déformation plastique par
rapport à la méthode maillage conforme (voir Figure 7.4c). Les contours de la déformation
plastique cumulée obtenus avec la condition d’impédance ne sont pas présentés ici car ils
sont similaires à ceux obtenus avec la méthode maillage conforme. La coupe verticale de la
déformation plastique cumulée passant par le maximum est présentée sur la Figure 7.8b.
L’écart entre la condition T−neutre et les autres méthodes est accentué au coeur de la zone
endommagée. C’est aussi au point P1, proche de la zone endommagée, que l’amortissement
du pic de pression est le plus prononcé avec la condition T−neutre (voir Figure 7.7).
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FIGURE 7.7 – Couplage faible, influence de la pénalisation : signal de pression à la paroi aux
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FIGURE 7.8 – Couplage faible, influence de la pénalisation : (a) contours de la déformation
plastique cumulée au temps final, obtenue avec la condition T−neutre ; (b) coupe verticale

de la déformation plastique cumulée passant par le maximum.

La déformation plastique cumulée maximale et l’aire de la surface endommagée sont
présentées dans la Table 7.5 pour chaque méthode. Les écarts relatifs par rapport à la mé-
thode maillage conforme sont notés ∆ε

p,max
eq et ∆Ap. De très faibles variations sont observées

entre la méthode maillage conforme et la méthode de pénalisation avec la condition d’impé-
dance. En revanche, les écarts sont beaucoup plus importants avec la condition T−neutre.
La déformation plastique maximale est réduite de presque 30 % par rapport à la méthode
maillage conforme. La méthode de pénalisation avec condition d’impédance est donc conser-
vée pour la suite de l’étude.
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Méthode Maillage conforme Pénal. T−neutre Pénal. impédance

ε
p,max
eq [-] 1.08× 10−2 0.76× 10−2 1.03× 10−2

Ap [mm2] 1.49× 10−2 1.23× 10−2 1.46× 10−2

∆ε
p,max
eq - −29.6 % −4.6 %

∆Ap - −17.4 % −2.0 %

TABLE 7.5 – Couplage faible, influence de la pénalisation : déformation plastique cumulée
maximale et aire de la surface endommagée.

7.3 Couplage fort (2-way)

Un couplage fort est maintenant considéré entre le fluide et la structure. L’influence de
la déformation de la paroi sur l’écoulement du fluide est prise en compte par la mise à jour
de la position de l’interface couplée et de la fonction masque au sein de SCB (voir section
6.2.4). Jusqu’à la fin de ce chapitre, la notation suivante est utilisée pour exprimer l’écart
relatif entre une quantité q obtenue en 2-way et en 1-way :

∆q =
q2w − q1w

q1w
. (7.2)

avec q1w et q2w issues d’un couplage 1-way et d’un couplage 2-way, respectivement.

L’évolution temporelle de la pression à la paroi aux points P0, P1 et P2 est représentée sur
la figure 7.9a. Les résultats obtenus avec un couplage fort sont comparés à ceux issus d’un
couplage faible. La solution de PAQUETTE, 2017, obtenue avec un couplage 2-way, est égale-
ment représentée. Un amortissement de l’impact du choc est observé en chaque point de l’in-
terface lorsque la rétroaction de la structure est prise en compte. L’impact du choc incident
est lui aussi atténué. Les signaux de pression obtenus avec SCB-FEniCS-preCICE montrent
un bon accord avec ceux obtenus par PAQUETTE, 2017. Cependant, on a vu dans la section
7.2.1 que les pics de pression obtenus en 1-way avec notre modèle à quatre équations sont
plus forts que ceux atteints avec le modèle multicomposant adopté par PAQUETTE, 2017.
Cela signifie que l’amortissement 1-way/2-way est plus important ici. L’amplitude du pic de
pression aux points P0, P1 et P2, notée pmax

w , est présentée dans la Table 7.6 pour chaque
approche. L’amortissement des pics de pression, noté ∆pmax

w , est défini d’après l’équation
(7.2). L’amplitude du pic de pression est atténuée en chaque point mais l’amortissement est
plus important en P1 où il atteint 24 %. L’amortissement obtenu avec SCB-FEniCS-preCICE
est plus important que celui obtenu par PAQUETTE, 2017. Dans le cas simplifié d’une onde
de choc plane impactant un matériau élastique, le coefficient d’amortissement dépend uni-
quement du rapport des impédances acoustiques des milieux fluide et solide (FRANC et al.,
2006). Au point d’impact, en P0, le coefficient d’amortissement est donc supposé dépendre
uniquement des impédances acoustiques de chaque milieu. En sachant que notre modéli-
sation de l’écoulement diphasique compressible est différente de celle de PAQUETTE, 2017,
les écarts observés sont sûrement liés à l’état du fluide derrière le choc généré par le col-
lapse. Celui-ci modifie ensuite l’impédance acoustique du milieu fluide et donc le coefficient
d’amortissement au point d’impact (P0). Il est possible que notre amortissement soit ensuite
amplifié en P1 par la loi d’écrouissage bilinéaire qui surestime la déformation plastique.

L’évolution temporelle du déplacement horizontal aux points P0, P1 et P2 est présentée
sur la Figure 7.9b. Les courbes en P0 et P1 sont décalées verticalement de 2× 10−6 m et de
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FIGURE 7.9 – Couplage fort, effet du couplage.

SCB-FEniCS-preCICE PAQUETTE, 2017

P0 P1 P2 P0 P1 P2

1-way, pmax
w [MPa] 928 778 557 827 633 602

2-way, pmax
w [MPa] 766 595 499 744 560 563

∆pmax
w −18 % −24 % −10 % −10 % −12 % −6 %

TABLE 7.6 – Couplage fort, effet du couplage : amplitude du pic de pression aux points P0,
P1 et P2 ; écart relatif entre les approches 1-way et 2-way.

1× 10−6 m (respectivement) pour une meilleure lisibilité. La paroi subit une légère accélé-
ration au moment de l’impact du choc incident. Cette accélération est plus importante en
P1 et P2 car la paroi est protégée par la bulle au niveau du point P0. Le choc issu du col-
lapse atteint ensuite la paroi vers t = 2.8× 10−7 s. Suite à l’impact, la paroi subit une forte



144 Chapitre 7. Application à l’étude de la formation d’un pit de cavitation

accélération en P0. Cet instant correspond exactement à celui du pic de pression en P0, pré-
senté sur la Figure 7.9a. Une fois le pic passé, le point P0 se déplace de nouveau à vitesse
constante. Le même phénomène se produit ensuite aux points P1 et P2. Cependant, la dé-
formation de l’interface en ces points se produit en avance de phase par rapport à leurs pics
de pression respectifs (voir Figure 7.9a). Ce phénomène est mis en évidence par des lignes
verticales sur la Figure 7.9b. Le décalage augmente au fur et à mesure que l’on s’éloigne du
point d’impact. En effet, la vitesse de propagation des ondes n’est pas la même dans les deux
milieux. Elle est plus importante dans le solide que dans le fluide, d’où l’avance de phase
du déplacement de la paroi par rapport à la propagation du choc dans le fluide le long de la
paroi.

Par ailleurs, le déplacement de l’interface est amorti lorsqu’un couplage fort est adopté.
Le déplacement horizontal maximal de l’interface, noté ξmax

x,w , est présenté dans la Table 7.7
aux points P0, P1 et P2. Il correspond au déplacement obtenu en fin de calcul. Il est impor-
tant de noter que le déplacement de l’interface décroît ensuite pour des temps de simulation
plus longs. Seule une partie de ce déplacement, liée à la plasticité, est résiduelle. Des temps
plus longs ne sont pas considérés ici pour des raisons de coût de calcul. L’amortissement
du déplacement maximal de l’interface, noté ∆ξmax

x,w , est identique aux points P1 et P2. En re-
vanche, il est légèrement plus important en P0. Par comparaison avec l’évolution de ∆pmax

w
le long de l’interface, on en conclut que l’atténuation du déplacement n’est pas directement
reliée à celle des pics de pression. Nos résultats ne sont pas comparés à ceux de PAQUETTE,
2017 car la condition aux limites imposée sur le bord supérieur de la structure n’est pas la
même entre les deux simulations. Cette condition a une forte influence sur le déplacement
de l’interface. Ceci peut aussi contribuer aux différences observées entre nos résultats et ceux
de PAQUETTE, 2017 concernant l’amortissement ∆pmax

w .

P0 P1 P2

1-way, ξmax
x,w [µm] 6.92 6.71 6.63

2-way, ξmax
x,w [µm] 6.16 6.08 6.06

∆ξmax
x,w −11 % −9 % −9 %

TABLE 7.7 – Couplage fort, effet du couplage : déplacement maximal aux points P0, P1 et
P2 ; écart relatif entre les approches 1-way et 2-way.

Les contours de la déformation plastique au temps final, obtenus avec les approches 1-
way et 2-way, sont comparés sur la Figure 7.10. On observe une diminution significative de
la déformation plastique dans le matériau lorsqu’un couplage fort est considéré. Contraire-
ment aux points P0 et P2, le voisinage du point P1 est affecté par la plasticité. C’est la raison
pour laquelle l’amortissement du pic de pression au point P1 est plus important qu’en P0
et P2 (voir Table 7.6). L’amortissement 1-way/2-way est donc accentué par la déformation
plastique. L’amplitude maximale de la déformation plastique, l’aire de la surface endom-
magée et leurs amortissements respectifs sont rassemblés dans la Table 7.8. Bien que l’amor-
tissement des pics de pression soit compris entre 10 % et 24 %, ceux de ε

p,max
eq et de Ap at-

teignent respectivement 41 % et 54 %. Pour le même critère d’endommagement (εp
eq ≥ 10−3),

PAQUETTE et al., 2018 observent également une division par deux de l’aire endommagée
lorsqu’un couplage fort est adopté, par rapport à un couplage faible. Ces différences signifi-
catives montrent l’importance de considérer un couplage fort lorsqu’il s’agit de caractériser
l’endommagement d’une paroi induit par le collapse d’une bulle.
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(a) 1-way (b) 2-way

FIGURE 7.10 – Couplage fort, effet du couplage : contours de la déformation plastique cu-
mulée au temps final.

1-way 2-way ∆ε
p,max
eq , ∆Ap

ε
p,max
eq [-] 1.03× 10−2 0.61× 10−2 −41 %

Ap [mm2] 1.46× 10−2 0.67× 10−2 −54 %

TABLE 7.8 – Couplage fort, effet du couplage : déformation plastique cumulée maximale et
aire de la surface endommagée.

7.4 Distance bulle-paroi

La distance initiale entre la bulle et la paroi joue un rôle clé dans l’intensité de l’impact
(TOMITA et al., 1986 ; PHILIPP et al., 1998 ; JOHNSEN et al., 2009). Dans les sections précé-
dentes, le centre de la bulle se trouvait initialement à une distance 2R0 de la paroi solide,
avec R0 le rayon initial de la bulle. Dans cette section, une étude paramétrique est réalisée
par rapport à la distance bulle-paroi. On considère dix configurations initiales différentes
telles que γ0 = {1.1, 1.2, ..., 1.9, 2}, avec γ0 = H0/R0 la distance bulle-paroi adimension-
née par le rayon initial de la bulle (voir Figure 7.1). Le collapse de la bulle est illustré pour
γ0 = 1.1 sur la Figure 7.11 à travers des visualisations Schlieren instantanées (en haut) et des
visualisations du champ de pression (en bas). La vue est agrandie d’un facteur deux autour
de la bulle par rapport à la Figure 7.2 pour γ0 = 2. En comparaison avec le collapse présenté
sur la Figure 7.2, le coup de bélier se produit au voisinage de la paroi. Le choc généré est
beaucoup plus intense et il impacte aussitôt l’interface fluide-structure.

Le signal de pression à la paroi aux points P0, P1 et P2 est présenté sur la Figure 7.12
pour γ0 = {1.1, 1.4, 1.7, 2}. L’impact se produit plus tôt pour une bulle rapprochée car la
distance à parcourir par le choc avant d’atteindre la paroi est moins importante. L’ampli-
tude du pic de pression au point P0 augmente lorsque la bulle se rapproche de la paroi. Elle
est quasiment multipliée par deux lorsque γ0 passe de 2 à 1.1. Un aspect extrêmement im-
portant concerne la durée du chargement. L’étendue temporelle du pic de pression est plus
importante pour de faibles distances bulle-paroi. Autrement dit, le temps caractéristique du
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FIGURE 7.11 – Collapse de bulle, γ0 = 1.1 : visualisations Schlieren (en haut) et champ de
pression (en bas) à t = {2.28, 2.52, 2.76} × 10−7 s.

chargement augmente lorsque γ0 décroît. C’est un élément fondamental concernant la réac-
tion du matériau face au chargement. Par ailleurs, les pics de pression en P1 et en P2 sont
beaucoup moins affectés par la distance bulle-paroi.
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FIGURE 7.12 – Distance bulle-paroi, 2-way : signal de pression à la paroi aux points P0, P1
et P2.

Les amplitudes des pics de pression aux points P0 et P1, obtenues avec un couplage
2-way, sont comparées à celles issues d’un couplage 1-way sur la Figure 7.13. L’amortisse-
ment 1-way/2-way, noté ∆pmax

w , est également représenté. Il est tracé en bleu et est associé
à l’axe de droite. Pour une paroi rigide (1-way), l’amplitude du pic de pression décroît en
P0 lorsque la distance augmente tandis que la tendance s’inverse en P1. Que la paroi soit
rigide ou déformable, l’onde subit un amortissement lors de sa propagation le long de la
paroi. Plus l’impact est violent, plus l’amortissement est important. Étant donné que l’inten-
sité de l’impact augmente lorsque la bulle se rapproche, l’amortissement associé est aussi
plus important. C’est la raison pour laquelle pmax

w augmente avec γ0 au point P1 (voir Figure
7.13b). Le comportement est légèrement différent en 2-way pour des bulles éloignées. C’est
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FIGURE 7.13 – Distance bulle-paroi : amplitude du pic de pression à la paroi.

la conséquence d’un amortissement du chargement induit par la déformation plastique du
matériau. On verra par la suite que la surface endommagée se rapproche du point P1 lorsque
la distance bulle-paroi augmente. Par conséquent, l’amortissement 1-way/2-way est amplifié
en P1 lorsque γ0 augmente. En revanche, il ne varie pas en P0 car l’amortissement au niveau
de l’impact dépend uniquement du rapport des impédances des milieux fluide et solide.

Les contours de la déformation plastique cumulée au temps final sont illustrés sur la
Figure 7.14 pour γ0 = {1.1, 1.4, 1.7, 2}. L’échelle de couleur est différente pour γ0 = 1.1 car
l’amplitude de la déformation plastique n’est pas du même ordre de grandeur que pour
les autres valeurs de γ0. La distance bulle-paroi affecte fortement l’amplitude maximale de
la déformation plastique et la topologie de la surface endommagée. Le premier aspect est
évident au vu de l’amplitude des pics de pression (voir Figure 7.12). Le second l’est un peu
moins. La surface endommagée est localisée au niveau de l’impact pour une bulle rappro-
chée (γ0 = 1.1), puis elle s’éloigne progressivement de l’axe de symétrie lorsque la distance
bulle-paroi augmente. Par conséquent, la zone endommagée ne se trouve plus au niveau de
l’impact, où le chargement est pourtant maximal. Ce phénomène est également observé par
PAQUETTE, 2017, JOSHI et al., 2019 et SARKAR, 2019. Une explication physique est apportée
par JOSHI et al., 2019, ils attribuent ce mécanisme à des effets inertiels au sein du solide. Cette
interprétation rejoint les observations de ROY et al., 2015, qui étudient l’influence de la durée
du chargement sur la profondeur du pit. Ils constatent que lorsque la durée de l’impact est
courte, la fréquence du chargement est très élevée et la déformation est alors contrôlée par
l’inertie du matériau, au lieu de la rigidité. La majeure partie de l’énergie est donc convertie
en énergie cinétique, conduisant à une faible déformation plastique. Dans le cas d’une bulle
éloignée, le temps caractéristique du chargement est bien inférieur au temps caractéristique
du matériau au niveau de l’impact. Ce dernier ne réagit donc pas à l’impact. ROY et al.,
2015 définissent le temps caractéristique du matériau a posteriori comme le rapport entre la
profondeur de la zone endommagée et la vitesse du son dans le solide. En pratique, il est
difficile à estimer car la profondeur de la zone endommagée dépend du critère d’endom-
magement. Il n’y a aucun consensus sur le choix de ce critère dans la littérature. À mesure
que le choc se propage le long de l’interface, sa vitesse de propagation diminue et le temps
caractéristique du chargement augmente. Ce mécanisme est mis en évidence sur la Figure
7.12 par l’étendue temporelle du pic de pression en P0 en fonction de γ0, ainsi que par la
durée séparant les différents pics de pression. C’est seulement lorsque le temps caractéris-
tique du chargement atteint le temps de réponse du matériau que ce dernier peut entrer en
plasticité. On s’attend donc à ce qu’une bulle proche de la paroi forme un pit circulaire et
profond, tandis qu’une bulle plus éloignée génère un pit annulaire et moins profond.



148 Chapitre 7. Application à l’étude de la formation d’un pit de cavitation

(a) γ0 = 2 (b) γ0 = 1.7

(c) γ0 = 1.4 (d) γ0 = 1.1

FIGURE 7.14 – Distance bulle-paroi, 2-way : contours de la déformation plastique cumulée
au temps final.

La déformation plastique maximale est représentée sur la Figure 7.15a pour chaque va-
leur de γ0. Dans le cas d’une bulle rapprochée (γ0 ≤ 1.4), la durée du chargement est plus
importante et le matériau entre immédiatement en plasticité au moment de l’impact. À cet
instant, l’amplitude du chargement est maximale et la déformation plastique qui en résulte
est donc très forte. C’est la raison pour laquelle ε

p,max
eq augmente extrêmement rapidement

lorsque la distance diminue, uniquement pour γ0 ≤ 1.4. Dans le cas d’une bulle éloignée
(γ0 > 1.4), le chargement est bref et le matériau entre en plasticité seulement plus tard,
lorsque la vitesse de propagation du choc le long de l’interface décroît suffisamment. À cet
instant, le chargement est déjà fortement amorti, comme le montrent les pics de pression en
P1 (voir Figure 7.12). La déformation plastique qui en résulte est donc fortement réduite.
De plus, la déformation plastique maximale est quasiment indépendante de γ0 dans le cas
d’une bulle éloignée. En effet, l’amplitude du chargement varie peu en fonction de γ0 au
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fur et à mesure que l’on s’éloigne du point d’impact (voir Figure 7.13b). Pour résumer, la
déformation plastique est maximale lorsque γ0 = 1.1 pour les deux raisons suivantes :
• La durée du chargement est plus importante et la plasticité se produit immédiatement,

lorsque le chargement n’est pas encore amorti.
• L’amplitude du chargement augmente lorsque la bulle se rapproche de la paroi.
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FIGURE 7.15 – Distance bulle-paroi : (a) déformation plastique cumulée maximale ; (b) aire
de la surface endommagée.

L’évolution de l’aire de la surface endommagée en fonction de γ0 est présentée sur la
Figure 7.15b. Pour un couplage faible, l’aire augmente avec la distance bulle-paroi. Pour un
couplage fort, elle varie peu. L’amortissement 1-way/2-way est maximal en γ0 = 2 et atteint
environ 55 %. Il est causé par la disparition soudaine de la partie inférieure de la zone en-
dommagée (y/R0 ≤ 0.75) lors du passage d’un couplage 1-way à 2-way pour γ0 = 2 (voir
Figure 7.10). Ce phénomène n’est pas aussi brutal pour des valeurs de γ0 plus faibles. À
partir de γ0 ≥ 1.5, les courbes obtenues avec les deux approches divergent. L’interprétation
des résultats concernant l’endommagement du matériau peut donc être fondamentalement
différente en fonction du couplage considéré.

L’évolution temporelle du déplacement horizontal de la paroi aux points P0, P1 et P2
est présentée sur la Figure 7.16. Tout comme les pics de pression, les deux phases d’accélé-
ration surviennent plus tôt lorsque γ0 diminue. L’accélération du déplacement est directe-
ment reliée à l’amplitude du chargement. Elle augmente en P0 lorsque la bulle se rapproche,
c’est-à-dire lorsque le pic de pression gagne en intensité. Aux points P1 et P2, l’accélération
de l’interface est indépendante de γ0 car l’amplitude des pics de pression varie peu par
rapport à γ0 en ces points. L’accélération du déplacement en P0 est accentuée par la dé-
formation plastique du matériau. Elle est affectée par le changement de pente de la courbe
contrainte-déformation lorsque le matériau entre en plasticité. La déformation augmente
plus rapidement dans le domaine plastique que dans le domaine élastique car le module
tangent est largement inférieur au module d’Young (Et = E/100). Lorsque la distance bulle-
paroi diminue, la déformation plastique augmente sur l’axe de symétrie (voir Figure 7.14).
En conséquence, le déplacement de l’interface croît plus rapidement. Une partie du dépla-
cement est résiduelle en P0, elle persistera après relâchement du chargement. Par ailleurs,
le déplacement de la paroi augmente en P1 et en P2 lorsque la bulle se rapproche. Le pic
de pression et l’accélération de la paroi sont pourtant indépendants de γ0 en chacun de ces
points. Le déplacement de l’interface est donc amplifié par sa propre inertie, déterminée par
l’intensité de l’impact.
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Le déplacement maximal de la paroi aux points P0 et P1 est représenté en fonction de
γ0 sur la Figure 7.17. Il croît rapidement en P0 lorsque γ0 diminue, notamment pour des
bulles rapprochées (γ0 ≤ 1.4). La croissance du déplacement en fonction de γ0 est beaucoup
moins prononcée en P1. Ainsi, la distance bulle-paroi affecte essentiellement le mouvement
de l’interface au niveau de l’impact. Au point P0, l’amortissement 1way/2way, noté ∆ξmax

x,w ,
augmente lorsque la bulle se rapproche. Cette amplification devient significative lorsque la
distance bulle-paroi est inférieure à 1.4, c’est-à-dire lorsque la zone endommagée est concen-
trée au niveau de P0 (voir Figure 7.14). Au point P1, l’amortissement augmente lorsque la
bulle s’éloigne, c’est-à-dire lorsque la zone endommagée se rapproche de P1. Cette crois-
sance est moins marquée qu’en P0 car l’endommagement n’est pas directement localisé au
niveau de P1. On retrouve que l’amortissement 1way/2way du déplacement est amplifié par
la déformation plastique du matériau.
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FIGURE 7.17 – Distance bulle-paroi : déplacement maximal de la paroi.
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7.5 Limite d’élasticité

Les propriétés mécaniques du matériau jouent un rôle majeur dans l’endommagement
de ce dernier. On s’intéresse à l’effet de la plasticité sur le problème couplé en faisant va-
rier la limite d’élasticité du matériau. Les valeurs considérées ici sont σ0 = {400, 500, 750}
MPa. Les autres propriétés mécaniques restent inchangées. Il s’agit toujours d’un alliage
d’aluminium 7075. En pratique, sa limite d’élasticité peut être modifiée à l’aide d’un trai-
tement thermique. Les relations contrainte-déformation associées aux matériaux considérés
sont illustrées sur la Figure 7.18.
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FIGURE 7.18 – Limite d’élasticité : relations contrainte-déformation.

L’évolution temporelle de la pression à la paroi aux points P0, P1 et P2 est présentée
sur la Figure 7.19. L’exemple est donné pour γ0 = 1.1. La limite d’élasticité a une influence
négligeable sur la pression à la paroi. Seul un très léger amortissement de l’amplitude des
pics de pression est observé lorsque σ0 diminue. La variation de la pression à la paroi est
également négligeable pour d’autres valeurs de γ0.
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FIGURE 7.19 – Limite d’élasticité, γ0 = 1.1 : signal de pression à la paroi aux points P0, P1
et P2.
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L’amortissement 1-way/2-way du pic de pression est présenté sur la Figure 7.20a aux
points P0 et P1. Comme évoqué précédemment, l’amortissement est constant en P0 car il
est fixé par l’impédance acoustique des milieux fluide et solide lors de l’impact. En P1, il
augmente lorsque la limite d’élasticité diminue, c’est-à-dire lorsque la déformation plastique
est plus importante.
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FIGURE 7.20 – Limite d’élasticité : amortissement 1-way/2-way du pic de pression à la paroi.

L’endommagement du matériau est illustré sur la Figure 7.21 pour une bulle rapprochée
(γ0 = 1.1), et sur la Figure 7.22 pour une bulle éloignée (γ0 = 2). L’endommagement est
évidemment croissant lorsque la limite d’élasticité diminue, quelle que soit la distance bulle-
paroi. Pour γ0 = 2 et σ0 = 750 MPa, la zone endommagée disparaît presque complètement.

(a) σ0 = 400 MPa (b) σ0 = 500 MPa (c) σ0 = 750 MPa

FIGURE 7.21 – Limite d’élasticité, γ0 = 1.1 : contours de la déformation plastique cumulée
au temps final.

L’amplitude maximale de la déformation plastique est présentée en fonction de σ0 sur
la Figure 7.23a. Dans le cas de bulles éloignées (γ0 ≥ 1.4), elle est faiblement affectée par la
limite d’élasticité. Dans le cas d’une bulle rapprochée (γ0 = 1.1), l’influence de σ0 est très
forte : la croissance de la déformation plastique est extrêmement rapide lorsque la limite
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(a) σ0 = 400 MPa (b) σ0 = 500 MPa (c) σ0 = 750 MPa

FIGURE 7.22 – Limite d’élasticité, γ0 = 2 : contours de la déformation plastique cumulée au
temps final.

d’élasticité diminue. On sait que l’amplitude du chargement décroît rapidement au cours
du temps. Lorsque le matériau entre tôt en plasticité, l’amplitude du chargement est aussi
plus importante à cet instant. Par conséquent, la déformation plastique est plus forte lorsque
le matériau entre tôt en plasticité. Cette situation se produit lorsque la limite d’élasticité est
faible, pour une bulle rapprochée. Par ailleurs, l’évolution de l’aire de la zone endommagée
est illustrée sur la Figure 7.23b en fonction de σ0. L’aire de la surface endommagée augmente
extrêmement rapidement lorsque σ0 diminue. Elle est multipliée par vingt lorsque la limite
d’élasticité passe de 750 MPa à 400 MPa. Son évolution est quasiment indépendante de γ0
car l’effet de la limite d’élasticité sur la surface endommagée prédomine sur celui de la
distance bulle-paroi.
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FIGURE 7.23 – Limite d’élasticité : (a) déformation plastique cumulée maximale ; (b) aire de
la surface endommagée.
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Le déplacement horizontal de la paroi est représenté sur la Figure 7.24 pour γ0 = 1.1.
D’après le signal de pression illustré sur la Figure 7.19, on peut considérer que le chargement
est indépendant de la limite d’élasticité du matériau. Le déplacement de l’interface est très
faiblement affecté par la limite d’élasticité aux points P1 et P2. En revanche, il croît fortement
en P0 lorsque σ0 diminue. Le même comportement est observé pour les autres valeurs de γ0.
En effet, la plasticité est plus forte pour de faibles limites d’élasticité. Dans cette situation, la
déformation est donc amplifiée car la pente de la relation σ− ε est bien plus faible dans le ré-
gime plastique que dans le régime élastique (Et = E/100 ici). Cela se traduit finalement par
un déplacement plus important. Lorsque la limite d’élasticité augmente, le mouvement de
la paroi tend vers celui observé en élasticité linéaire. En effet, le comportement du matériau
est globalement élastique lorsque la limite d’élasticité est égale à σ0 = 750 MPa.
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Élasticité linéaire

FIGURE 7.24 – Limite d’élasticité, γ0 = 1.1 : déplacement horizontal de la paroi aux points
P0, P1 et P2.
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FIGURE 7.25 – Limite d’élasticité : (a) déplacement maximal de la paroi au point P0 ; (b)
amortissement 1-way/2-way correspondant.
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Le déplacement maximal de l’interface au point P0 est reporté sur la Figure 7.25a pour
chaque couple (σ0, γ0). Il peut atteindre une valeur maximale d’environ 8.2 µm, soit 17 %
du rayon initial de la bulle. Pour chaque distance bulle-paroi, le mouvement de l’interface
gagne en amplitude lorsque σ0 diminue. Cette croissance est accentuée pour des bulles de
plus en plus proches de la paroi car la déformation plastique y est plus importante sur l’axe
de symétrie. Par ailleurs, l’effet du couplage augmente lorsque σ0 diminue. D’après la Figure
7.25b, l’amortissement du déplacement associé au couplage fort est beaucoup plus impor-
tant lorsque la bulle est très proche de la paroi (γ0 = 1.1). On retrouve une nouvelle fois que
l’amortissement 1-way/2-way est maximal lorsque la déformation plastique est maximale.

Enfin, la déformation plastique de la structure mène à la formation d’un pit en surface du
matériau. Ce dernier perdure après relâchement du chargement, il s’agit d’une déformation
permanente. L’interface déformée est représentée sur la Figure 7.26 pour chaque configu-
ration étudiée. La profondeur des pits est très faible par rapport à leur rayon. Dans le cas
le plus sévère (σ0 = 400 MPa, γ0 = 1.1), le pit atteint une profondeur d’environ R0/33 et
son rayon est légèrement inférieur à R0. Le déplacement total associé, prenant en compte les
contributions élastique et plastique, est de l’ordre de R0/6 (5.5 fois supérieur). La profon-
deur du pit diminue lorsque la limite d’élasticité augmente. Pour γ0 = 1.1, elle est divisée
par deux lorsque la limite d’élasticité passe de 400 MPa à 500 MPa. Lorsque la bulle s’éloigne
de la paroi, la profondeur du pit décroît rapidement et son rayon augmente. Le pit adopte
même une forme annulaire lorsque la bulle se trouve initialement à une distance 2R0 de
la paroi. Cela confirme qu’une bulle proche de la paroi forme un pit circulaire et profond,
tandis qu’une bulle plus éloignée génère un pit annulaire et moins profond. C’est la consé-
quence du temps de réaction du matériau face au chargement issu du collapse. Aucun pit
n’est visible pour σ0 = 750 MPa.
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FIGURE 7.26 – Géométrie du pit formé par le collapse de la bulle.
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7.6 Synthèse

Ce dernier chapitre est l’aboutissement des travaux réalisés jusqu’ici. Il rassemble tous
les éléments abordés dans ce manuscrit : simulation numérique d’écoulements diphasiques
compressibles, méthode de pénalisation, résolution numérique d’un problème d’élastoplas-
ticité dynamique et couplage fluide-structure. Ce chapitre présente un double enjeu. D’une
part, il démontre la capacité du couplage SCB-FEniCS-preCICE à traiter des problèmes cou-
plés fluide-structure complexes. La méthode de pénalisation classique (condition T−neutre)
ne permet pas de reproduire correctement l’endommagement d’une paroi induit par le col-
lapse d’une bulle, son erreur est de l’ordre de 30 %. La condition d’impédance a donc joué
un rôle décisif dans cette étude. D’autre part, ce chapitre apporte une connaissance plus
approfondie des problématiques physiques et numériques liées à l’endommagement d’une
paroi induit par le collapse d’une bulle. Trois principaux aspects ont été abordés : l’effet de
la distance bulle-paroi, l’influence de la limite d’élasticité et l’importance du couplage fort.

La distance initiale entre la bulle et la paroi affecte fortement l’endommagement du ma-
tériau. L’amplitude et la durée du chargement augmentent pour des bulles de plus en plus
proches. Dans le cas d’une bulle éloignée, le temps caractéristique du chargement lors de
l’impact est bien inférieur au temps caractéristique du matériau. Le matériau ne réagit donc
pas immédiatement à l’impact. C’est seulement lorsque le choc ralentit et que la durée du
chargement augmente, que le matériau entre en plasticité. Une bulle rapprochée forme donc
un pit circulaire et profond, tandis qu’une bulle éloignée génère un pit annulaire et moins
profond. Les pits formés par une bulle rapprochée sont bien plus profonds et il y a deux
raisons à cela. On sait que le choc subit une perte d’amplitude lorsqu’il se propage le long
de l’interface. Le chargement est donc décroissant au cours du temps. Par conséquent, la
déformation plastique induite par le chargement est bien plus importante lorsque le maté-
riau entre tôt en plasticité. Cela se produit lorsque le chargement est suffisamment long lors
de l’impact, c’est-à-dire lorsque la bulle est proche de la paroi. De plus, l’intensité du char-
gement est croissante lorsque la distance bulle-paroi diminue. La combinaison de ces deux
mécanismes mène à la formation des pits les plus profonds. En revanche, l’aire de la surface
endommagée est faiblement dépendante de la distance bulle-paroi. Par ailleurs, la déforma-
tion du solide augmente plus rapidement dans le domaine plastique que dans le domaine
élastique, car le module tangent est bien plus faible que le module d’Young. Cela se traduit
par un déplacement plus important de l’interface au voisinage de la surface endommagée.

La profondeur des pits croît fortement lorsque la limite d’élasticité diminue. Elle est mul-
tipliée par deux lors du passage de 500 MPa à 400 MPa. L’effet de la limite d’élasticité sur
la déformation plastique est renforcé à mesure que la bulle se rapproche de la paroi. La di-
minution de la limite d’élasticité et de la distance bulle-paroi mènent au même mécanisme.
Dans les deux cas, le matériau entre plus tôt en plasticité, lorsque le chargement est encore
faiblement amorti. Pour une limite d’élasticité élevée (σ0 = 750 MPa), le comportement du
matériau est principalement élastique et aucun pit significatif n’est observé.

Par rapport à un couplage faible, l’amplitude du chargement et l’endommagement du
matériau sont réduits lorsqu’un couplage fort est considéré. Au moment de l’impact, l’amor-
tissement du chargement est fixé par le rapport des impédances acoustiques des milieux
fluide et solide. Après l’impact, il est aussi affecté par le comportement du matériau. L’amor-
tissement 1-way/2-way de l’impact est notamment accentué au voisinage de surfaces en-
dommagées. Il peut atteindre 25 % dans le cas d’une faible limite d’élasticité (σ0 = 400
MPa). Le déplacement de l’interface est également réduit lorsqu’un couplage fort est consi-
déré. Comme pour la pression d’impact, son amortissement est amplifié au voisinage des
surfaces endommagées. Il varie entre 10 % et 20 % selon la distance bulle-paroi et la limite
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d’élasticité du matériau. En moyenne, l’aire de la surface endommagée est divisée par deux
et la déformation plastique maximale subit une réduction de l’ordre de 40 %.

Le couplage fort permet une description plus réaliste du chargement et de l’endomma-
gement du matériau. Toutefois, le choix du couplage dépend essentiellement de l’objectif de
l’étude. S’il s’agit de dimensionner un composant hydraulique, un couplage faible peut être
suffisant. Étant donné qu’il surestime l’endommagement, un tel couplage introduit même
une certaine marge de sécurité. Si l’on cherche à caractériser avec précision les phénomènes
physiques impliqués, il est indispensable de considérer un couplage fort. C’est particulière-
ment vrai lorsque la déformation plastique est importante, dans le cas d’une bulle rappro-
chée et d’une faible limite d’élasticité par exemple.

Par ailleurs, le coût de calcul est relativement similaire entre les deux approches car
une méthode de couplage explicite est adoptée ici. Le surcoût associé au couplage fort est
seulement de 5 %, par rapport à un couplage faible. Le coût de calcul global de la simulation
couplée est dominé par celui de la résolution du problème d’élastoplasticité. Par exemple,
le surcoût lié au couplage fort serait plus important dans le cas d’un matériau purement
élastique. Dans le cas présent, il est principalement dû à la mise à jour de la fonction masque
au sein de SCB (voir section 6.2.4).
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

Ce travail de thèse s’inscrit dans le contexte de la simulation de l’érosion de cavitation.
Dans l’optique d’étudier ce problème avec fidélité, une stratégie de couplage fort a été dé-
veloppée. Pour une meilleure souplesse, on s’est orienté vers une approche partitionnée.
Par ailleurs, différentes méthodes permettent de modéliser numériquement une structure
déformable au sein d’un écoulement fluide. Parmi elles, les méthodes des frontières immer-
gées rendent possible l’utilisation d’une grille cartésienne fixe, non conforme à la géomé-
trie du solide. Deux d’entre elles, la méthode de feedback forcing (GOLDSTEIN et al., 1993)
et la méthode de pénalisation (ARQUIS et al., 1984), ont été intégrées au sein du solveur
diphasique compressible SCB. La première est basée sur une description lagrangienne de
l’interface (PESKIN, 1972b), propice aux interfaces mobiles et déformables. La seconde est
plus robuste concernant le forçage des conditions aux limites à la paroi, notamment dans le
cas d’écoulements compressibles en présence de chocs. À l’issue d’analyses d’écoulements
monophasiques à l’aide de ces deux méthodes, la méthode de pénalisation a été retenue
pour des raisons de précision et de coût de calcul. Elle a ensuite été appliquée à des écou-
lements diphasiques compressibles, dans le but de reproduire le scénario responsable de
l’érosion de cavitation, c’est-à-dire la formation de vapeur, le collapse de bulles au voisinage
d’une paroi solide puis l’endommagement de la paroi. Les deux premiers stades de cette
cascade d’événements ont d’abord été étudiés en se focalisant sur l’écoulement du fluide,
sans prendre en considération l’interaction fluide-structure. Une stratégie de couplage fort,
basée sur une approche partitionnée et sur la méthode de pénalisation, a ensuite été déve-
loppée. Elle nous a enfin permis d’étudier la formation d’un pit de cavitation, induit par le
collapse d’une bulle isolée au voisinage de la paroi. La version originale de la méthode de
pénalisation engendre une erreur de l’ordre de 30 % concernant l’endommagement du ma-
tériau. Le développement d’une variante de la méthode de pénalisation, appelée condition
d’impédance, a permis de surmonter ce problème et a ainsi joué un rôle déterminant dans
l’étude de la formation d’un pit de cavitation.

8.1 Développement et analyse des IBM

La précision et le coût de calcul des méthodes de feedback forcing et de pénalisation ont
été évaluées sur une large gamme d’écoulements visqueux monophasiques ; qu’ils soient in-
compressibles ou compressibles, stationnaires ou instationnaires, en 2D ou 3D, en présence
d’une paroi adiabatique ou isotherme. Principalement utilisées pour des conditions de Di-
richlet, les deux méthodes ont été étendues à des conditions de Neumann afin de modéliser
une paroi adiabatique. L’extension de la méthode de pénalisation à une condition de Neu-
mann est basée sur une méthode ghost-cell (CHI et al., 2017). La méthode de pénalisation a
montré de très bons résultats sur l’ensemble des problèmes étudiés. De son côté, la méthode
de feedback forcing a rencontré des difficultés pour traiter des écoulements supersoniques en
présence d’ondes de choc, notamment lorsque la géométrie de l’obstacle solide n’est pas ré-
gulière. De plus, la description mixte eulérienne-lagrangienne et l’intégration explicite du
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terme de forçage font de la méthode de feedback forcing une approche très coûteuse, par rap-
port à la méthode de pénalisation. Elle est seize à vingt-neuf fois plus coûteuse selon le cas
étudié. En ce qui concerne la méthode de pénalisation, son coût de calcul est similaire à celui
d’une méthode maillage conforme. Compte tenu de ces observations, la méthode de péna-
lisation a été retenue pour la suite de ce travail. Elle a notamment été appliquée à l’étude
d’écoulements supersoniques 3D autour d’une sphère.

En contrôlant l’impédance acoustique du milieu pénalisé, la modélisation de la trans-
mission et de la réflexion des ondes à l’interface est fortement améliorée. C’est un aspect
essentiel dans l’étude d’écoulements compressibles en présence d’ondes de choc. Dans le
contexte global de notre étude, l’endommagement d’une paroi induit par le collapse d’une
bulle est directement relié à l’impact d’un choc sur cette dernière. Il est donc primordial
de reproduire fidèlement le comportement des ondes à l’interface fluide-structure. Afin de
contrôler l’impédance acoustique de la région pénalisée, l’approche classique consiste à pé-
naliser l’équation de continuité à l’aide d’un paramètre de porosité ϕ ≤ 1 (LIU et al., 2007).
Malheureusement, ce terme modifie les valeurs propres du système et entraîne une forte
restriction sur le pas de temps. En effet, ce terme est traité de manière explicite car son in-
tégration implicite n’est pas immédiate, contrairement aux termes de pénalisation sur les
moments et sur l’énergie. Le coût de calcul de la méthode est donc fortement affecté. Afin
de pallier ce problème, une nouvelle condition, appelée condition d’impédance, a été ima-
ginée afin d’améliorer la précision de la solution tout en conservant le faible coût de calcul
et la simplicité de la méthode de pénalisation. L’impédance acoustique de l’obstacle n’est
plus contrôlée par sa porosité, mais plutôt par sa masse volumique. Cela permet d’intégrer
le terme de pénalisation correspondant de manière implicite avec une grande simplicité.
Grâce à cette approche, le temps de calcul nécessaire pour simuler la réflexion d’un choc sur
une paroi plane a été réduit d’un facteur trente-six par rapport à l’approche par porosité,
tout en fournissant des résultats plus précis. Elle a ainsi ouvert de nouvelles perspectives en
terme de précision et de coût de calcul pour la suite de l’étude concernant la simulation du
collapse de bulle au voisinage d’une paroi.

8.2 Origines de l’érosion de cavitation

On s’est ensuite intéressé aux deux premières phases de la cascade d’événements res-
ponsables de l’érosion de cavitation, c’est-à-dire la formation et l’évolution d’un écoulement
cavitant, puis le collapse d’une bulle de cavitation au voisinage d’une paroi solide. Pour cela,
la méthode de pénalisation a été étendue à des écoulements diphasiques compressibles en
se basant sur la formulation 1-fluide à quatre équations de GONCALVES et al., 2014. À notre
connaissance, c’est la première fois que la méthode de pénalisation est appliquée à ce type de
modèle. L’extension de la méthode est directe dans le sens où il n’est pas nécessaire d’intro-
duire de terme de pénalisation dans l’équation du taux de vide. Si la condition d’adhérence
est imposée avec précision, alors il n’y a ni transport de vapeur à travers l’interface fluide-
structure, ni formation de vapeur au sein de la zone pénalisée. Néanmoins, cela est assuré
uniquement si le schéma numérique utilisé dans la discrétisation du flux convectif est faible-
ment dissipatif. Dans le cas contraire, l’équation du taux de vide est pénalisée afin d’éviter
le transport et la formation de vapeur dans la zone pénalisée.

Le régime de cloud cavitation est caractéristique des écoulements cavitants que l’on re-
trouve dans les turbines, dans les pompes ou au contact des hélices de navires. Dans ce
travail, on a abordé ce type d’écoulement à travers le problème canonique d’un écoulement
cavitant autour d’un cylindre circulaire. Les interactions entre la dynamique de l’écoule-
ment et la cavitation ont été analysées. Pour des écoulements laminaires, la cavitation ap-
paraît principalement sous la forme de poches attachées. Lorsque le nombre de Reynolds
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augmente, elle se forme plutôt au coeur des vortex et la présence de vapeur devient plus
importante dans le sillage. Inversement, la cavitation a pour effet d’atténuer la dynamique
de l’écoulement car le nombre de Reynolds effectif est réduit par la présence de vapeur.
La dynamique des lâchers tourbillonnaires et les contraintes instationnaires exercées sur le
cylindre sont affectées par des ondes de pression générées lors du collapse des structures
de vapeur dans le sillage. On a observé que la résolution spatiale du sillage peut modifier
fondamentalement les interactions entre ces ondes de pression et les structures de vapeur,
ainsi que les contraintes instationnaires exercées sur le solide. La méthode de pénalisation
est complètement capable de modéliser des écoulements cavitants en présence d’un obstacle
solide. Cet aspect est démontré à travers la comparaison de nos résultats avec des solutions
obtenues sur maillage conforme, issues du solveur cavitatingFoam et de la littérature.

Suite à la formation de vapeur, des bulles de cavitation sont transportées au voisinage
de l’obstacle solide, où elles implosent violemment et de manière asymétrique. Lors du col-
lapse, il se forme un jet rentrant qui pénètre la bulle jusqu’à impacter son bord opposé, il
s’agit du coup de bélier ou water-hammer. Au moment de l’impact, un choc de forte ampli-
tude est généré. L’érosion de cavitation est attribuée aux impacts successifs de ce choc et
du jet sur la paroi. Afin d’en étudier les mécanismes fondamentaux, la méthode de pénali-
sation a été appliquée au collapse d’une bulle isolée au voisinage d’une paroi. Dans le cas
d’une paroi plane, la méthode de pénalisation avec condition d’impédance a montré une
précision et un coût de calcul similaires à ceux de la méthode maillage conforme. Pour une
paroi rigide, l’erreur de la méthode de pénalisation décroît lorsque l’impédance acoustique
de la zone pénalisée augmente. L’étude paramétrique d’une paroi comportant une alvéole a
ensuite montré que l’intensité de l’impact augmente rapidement lorsque le rapport d’aspect
de l’alvéole diminue. L’amplification de l’impact résulte de la focalisation de chocs au sein
de l’orifice. Ce phénomène peut mener à une accélération de l’érosion de cavitation dans
le cas d’une paroi déjà endommagée. À notre connaissance, très peu d’auteurs ont étudié
le collapse d’une bulle au voisinage d’une paroi comportant un orifice (TRUMMLER et al.,
2020 ; ANDREWS et al., 2020).

8.3 Développement d’une stratégie de couplage fluide-structure

Une stratégie de couplage fort a ensuite été développée dans l’objectif de répondre à
la problématique posée initialement, c’est-à-dire étudier la formation d’un pit de cavitation
induit par le collapse d’une bulle. Cette stratégie est basée sur une approche partitionnée
pour une meilleure souplesse et pour tirer parti de solveurs performants, propres à chaque
physique. Grâce à l’approche partitionnée, notre stratégie de couplage reste générale et n’est
pas limitée à la problématique finale. Par rapport à une approche monolithique, le couplage
partitionné permet également de réduire le coût de calcul en procédant à un sous-cyclage
du solveur fluide. Le sous-problème fluide est résolu par la méthode des volumes finis dans
SCB tandis que le sous-problème structure est traité par la méthode des éléments finis au
sein du solveur libre FEniCS. La librairie de couplage preCICE a été adoptée pour faire le
pont entre les deux solveurs. Elle est chargée de la communication des données, mais aussi
du couplage en espace et en temps. Une extension de la méthode de pénalisation a été pro-
posée afin de considérer une paroi déformable dont le mouvement est quelconque et indé-
pendant de la loi de comportement du matériau. La méthode de pénalisation rend possible
l’utilisation d’une grille cartésienne fixe. Cela permet de réduire le coût de calcul par rap-
port à une approche classique de type maillage conforme, nécessitant un remaillage lorsque
l’interface se déforme. Le couplage SCB-FEniCS-preCICE a été validé à travers l’étude de la
déformation d’un panneau élastique induit par un écoulement incompressible ou par une
onde de choc.
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8.4 Application à l’érosion de cavitation

On s’est finalement intéressé à l’endommagement d’une paroi induit par le collapse
d’une bulle au voisinage d’un matériau élastoplastique, dans le contexte de l’érosion de
cavitation. Suite à l’impact du choc généré par le collapse, un pit de cavitation se forme en
surface du matériau. Il est caractérisé par une déformation permanente en forme de calotte
sphérique ou d’anneau. L’étude de ce problème complexe a mobilisé l’ensemble des outils
et connaissances développés au cours de cette thèse. Elle inclut la résolution d’un écou-
lement diphasique compressible, le traitement de l’interface déformable par la méthode de
pénalisation, la résolution d’un problème d’élastoplasticité dynamique et le couplage fluide-
structure. La résolution numérique du problème d’élastoplasticité dynamique est incrémen-
tale et est basée sur les méthodes de Newton-Raphson et du retour radial. Cette étude a pour
objectif de répondre à des problématiques physiques liées au problème couplé, tout en abor-
dant des questions relatives à sa résolution numérique.

Deux études paramétriques croisées ont permis d’en apprendre davantage sur la sensi-
bilité de l’endommagement en fonction de la distance bulle-paroi et de la limite d’élasticité
du matériau. Les pits de cavitation les plus profonds se forment suite au collapse d’une bulle
initialement très proche d’un matériau de faible limite d’élasticité. L’amplitude de la défor-
mation plastique augmente extrêmement rapidement lorsque l’on tend vers cette configu-
ration. Ce mécanisme est attribué à la vitesse d’entrée en plasticité du matériau. Lorsque
le matériau entre tôt en plasticité, la déformation plastique est induite par le chargement
maximal, lorsque ce dernier n’est pas encore amorti. Cela se produit lorsque la durée du
chargement est importante, pour une bulle rapprochée, et lorsque la limite d’élasticité du
matériau est faible. Dans le cas contraire, les pits sont moins profonds et ils peuvent même
adopter une forme annulaire lorsque le matériau ne réagit pas immédiatement à l’impact.
Ce phénomène se manifeste lorsque la bulle est initialement éloignée de la paroi.

Les différentes configurations ont été analysées à la fois pour un couplage faible et pour
un couplage fort. L’amplitude du chargement est amortie par la déformation de la paroi. Le
couplage fort offre donc une description plus fidèle de l’endommagement du matériau, qui
est également réduit de manière non négligeable par rapport à un couplage faible. Les écarts
entre couplage faible et couplage fort peuvent être locaux et sont d’autant plus marqués que
la déformation plastique est importante. Néanmoins, les coûts de calcul associés aux deux
approches sont similaires dans le cas d’un couplage explicite. Un tel couplage est rendu
possible ici car la fenêtre de temps est très courte afin de capturer les variations extrêmement
rapides du chargement. En définitive, le couplage fort est crucial si l’on souhaite caractériser
avec précision les phénomènes physiques impliqués dans la formation de pits de cavitation.
Cette étude apporte une meilleure compréhension de l’effet d’un couplage fort dans l’étude
de la formation de pits de cavitation. L’approche partitionnée nous a permis d’adopter des
méthodes de résolution adaptées à chaque sous-problème et de réduire considérablement le
coût de calcul en procédant à un sous-cyclage fluide.

8.5 Perspectives

Les travaux présentés dans ce manuscrit ouvrent la voie à plusieurs pistes d’améliora-
tion et de recherche. Elles permettraient de perfectionner l’efficacité et la fidélité des outils
développés, dans l’optique d’apporter une meilleure compréhension des mécanismes phy-
siques impliqués dans l’érosion de cavitation.

Le coût de calcul de la simulation couplée est dominé par celui du solveur structure. Cet
aspect est vrai en élastodynamique, mais il est fortement accentué en élastoplasticité à cause
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des sous-itérations de la méthode de Newton-Raphson. Il serait donc bénéfique de trouver
un moyen d’accélérer la résolution du sous-problème structure afin de faciliter les futures
études. Le solveur FEniCS étant parallélisé, des tests de scalabilité pourraient être effectués
sur le problème de l’endommagement d’une paroi induit par le collapse d’une bulle. L’ac-
célération du solveur structure pourrait permettre d’étendre le cadre de cette étude à des
configurations 3D. En effet, GONCALVES et al., 2021 ont montré que l’amplitude du pic de
pression à la paroi est fortement amplifiée par des effets tridimensionnels. L’influence des
effets 3D sur le chargement est d’autant plus importante que la bulle est initialement proche
de la paroi. L’endommagement du matériau qui en résulte devrait lui aussi être considé-
rablement affecté. Par ailleurs, les mises à jour de la librairie FEniCS sont de plus en plus
rares de la part des développeurs du FEniCS Project. Les nouveaux développements sont
maintenant tournés vers son héritière, la librairie FEniCSx. Son architecture est conçue pour
optimiser les performances, en particulier pour les simulations à grande échelle. Le sup-
port de l’adaptateur fenicsprecice suivra également cette tendance dans le futur. Il pourrait
donc être intéressant de traduire nos implémentations des problèmes d’élastodynamique et
d’élastoplasticité dynamique au sein de FEniCSx, notamment pour des simulations 3D.

Un autre point d’amélioration concerne la modélisation de la plasticité. Une loi d’écrouis-
sage bilinéaire a été adoptée dans ce travail. Il s’agit d’une approximation de la loi de com-
portement réelle du matériau dans le domaine plastique. La loi de Ludwik (loi puissance)
est une meilleure approximation et pourrait être implémentée dans FEniCS afin de décrire
plus fidèlement le comportement du matériau. Ces lois ne prennent pas en compte le taux
de déformation du matériau. Or, les chargements brefs et intenses induits par le collapse
d’une bulle font intervenir des taux de déformation élevés (CHAHINE et al., 2014). La limite
d’élasticité d’un matériau est globalement constante pour des taux de déformation infé-
rieurs à 103 s−1. Au delà, elle évolue rapidement en fonction du taux de déformation. Il
y a alors une transition des mécanismes de durcissement et de plasticité. Dans le cas d’im-
pacts de cavitation, le taux de déformation se trouve justement dans cette zone de transition.
Cet aspect est également mis en évidence par ROY et al., 2015. En contrôlant la distribution
spatio-temporelle de l’impact, ils montrent que le taux de déformation peut avoir une forte
influence sur la profondeur du pit en fonction de la durée du chargement. Afin d’intégrer
l’effet du taux de déformation sur l’endommagement du matériau, on pourrait étendre notre
étude en considérant la loi de Johnson-Cook (JOHNSON et al., 1985).

Au cours de ce travail, on a cherché à prédire l’accélération de l’érosion de cavitation
lorsque la paroi est déjà endommagée. Pour cela, on a étudié le collapse d’une bulle au
voisinage d’une paroi rigide comportant une alvéole. Il serait intéressant de réitérer cette
étude de manière plus réaliste à l’aide du couplage SCB-FEniCS-preCICE. Il s’agirait de ré-
péter plusieurs collapses successifs. Chaque collapse entraînerait la formation d’un pit et
cette nouvelle géométrie de paroi serait utilisée comme configuration initiale pour le col-
lapse suivant. L’historique du matériau serait également conservé d’un cycle à l’autre afin
de tenir compte de l’écrouissage.

En réalité, les bulles de vapeur sont rarement isolées et leur collapse est affecté par l’in-
teraction avec les bulles voisines. Dans une étude préliminaire, GONCALVES et al., 2021 ont
mis en évidence une amplification du pic de pression à la paroi d’environ 50 % dans une
configuration de double bulle. Le collapse d’un cluster de bulles peut donc induire des dom-
mages matériels bien plus importants que celui d’une bulle isolée. Il serait alors pertinent de
poursuivre notre dernière étude vers des configurations multi-bulles avec différentes distri-
butions spatiales.

Merci pour votre lecture.
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Annexe A

Exemples de codes

A.1 Interpolation directe avec CouplingExpression

1 import precice # python bindings of preCICE
2

3 coupling_expression = precice.create_coupling_expression ()
4

5 # Work of external forces
6 def Wext(u_):
7 return dot(u_ , coupling_expression)*dss (3)
8

9 # read data from preCICE and get a new coupling expression
10 read_data = precice.read_data ()
11

12 # update the coupling expression from read_data
13 precice.update_coupling_expression(coupling_expression , read_data)
14

15 A, b = assemble_system(a_form , L_form , bcs)
16 solve(A, u.vector (), b)

A.2 Interpolation conservative avec PointSource

1 import precice # python bindings of preCICE
2

3 # read data from preCICE and get a new coupling expression
4 read_data = precice.read_data ()
5

6 # Update the point sources on the coupling boundary with the new read data
7 Forces_x , Forces_y = precice.get_point_sources(read_data)
8

9 A, b = assemble_system(a_form , L_form , bcs)
10 b_forces = b.copy() # b is the same for every iteration , only forces

change
11

12 for ps in Forces_x:
13 ps.apply(b_forces)
14 for ps in Forces_y:
15 ps.apply(b_forces)
16

17 solver.solve(A, u.vector (), b_forces)
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A.3 Fichier de configuration preCICE

1 <?xml version="1.0" encoding="UTF -8" ?>
2 <precice -configuration >
3 <log>
4 <sink type="stream" output="stdout" filter= "%Severity%␣>␣debug" format=

"preCICE:%ColorizedSeverity%␣%Message%" enabled="true" />
5 </log>
6

7 <solver -interface dimensions="2">
8 <data:vector name="Pressure" />
9 <data:vector name="Displacement" />

10

11 <mesh name="Fluid -Mesh">
12 <use -data name="Pressure" />
13 <use -data name="Displacement" />
14 </mesh>
15 <mesh name="Solid -Mesh">
16 <use -data name="Displacement" />
17 <use -data name="Pressure" />
18 </mesh>
19

20 <participant name="Fluid">
21 <use -mesh name="Fluid -Mesh" provide="yes" />
22 <use -mesh name="Solid -Mesh" from="Solid" />
23 <read -data name="Displacement" mesh="Fluid -Mesh" />
24 <write -data name="Pressure" mesh="Fluid -Mesh" />
25 <mapping:linear -cell -interpolation
26 direction="read"
27 from="Solid -Mesh"
28 to="Fluid -Mesh"
29 constraint="consistent" />
30 </participant >
31

32 <participant name="Solid">
33 <use -mesh name="Solid -Mesh" provide="yes" />
34 <use -mesh name="Fluid -Mesh" from="Fluid" />
35 <read -data name="Pressure" mesh="Solid -Mesh" />
36 <write -data name="Displacement" mesh="Solid -Mesh" />
37 <watch -point mesh="Solid -Mesh" name="PH" coordinate="3e -4;0.0" />
38 <watch -point mesh="Solid -Mesh" name="PM" coordinate="3e -4;1.25e-4" />
39 <watch -point mesh="Solid -Mesh" name="PB" coordinate="3e -4;2.5e-4" />
40 <mapping:linear -cell -interpolation
41 direction="read"
42 from="Fluid -Mesh"
43 to="Solid -Mesh"
44 constraint="consistent" />
45 </participant >
46

47 <m2n:sockets from="Fluid" to="Solid" exchange -directory=".." />
48

49 <coupling -scheme:serial -explicit >
50 <time -window -size value="3.75e-10" valid -digits="11" />
51 <max -time value="6e-7" />
52 <participants first="Fluid" second="Solid" />
53 <exchange data="Pressure" mesh="Fluid -Mesh" from="Fluid" to="Solid" />
54 <exchange data="Displacement" mesh="Solid -Mesh" from="Solid" to="Fluid"

/>
55 </coupling -scheme:serial -explicit >
56 </solver -interface >
57

58 </precice -configuration >
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Titre : Développement de méthodes des frontières immergées pour l’étude de problèmes cou-
plés fluide-structure

L’érosion de cavitation représente un problème majeur pour les applications hydrauliques et ma-
rines. Ce phénomène est la conséquence de la superposition de pits de cavitation en surface du ma-
tériau, formés par l’implosion (ou collapse) de bulles au voisinage de la paroi. Afin d’apporter une
meilleure compréhension du phénomène et des problématiques liées à sa résolution numérique, une
stratégie de couplage fort entre le fluide et la structure, basée sur une approche partitionnée, a été
développée. Elle est basée sur le code interne SCB (volumes finis), le solveur libre FEniCS (éléments
finis) et sur la librairie de couplage preCICE. L’originalité de notre approche réside dans l’utilisation
d’une méthode des frontières immergées (IBM) pour modéliser l’interface déformable, dans le but de
réduire le coût de calcul par rapport à une approche classique de type maillage conforme. À l’issue
d’une étude comparative de deux IBM, la méthode de pénalisation a été retenue pour sa précision et
son efficacité. Elle a ensuite été étendue à un modèle diphasique à interface diffuse dans le but d’étu-
dier la formation et l’évolution d’un écoulement cavitant puis le collapse d’une bulle au voisinage
d’une paroi rigide, révélant une possible accélération de l’érosion de cavitation lorsque la paroi est
déjà endommagée. Notre stratégie SCB-FEniCS-preCICE a finalement été appliquée à l’étude de la
formation d’un pit de cavitation. La version originale de la méthode de pénalisation engendre une
erreur de l’ordre de 30 % concernant l’endommagement du matériau. Une variante de la méthode a
été imaginée afin de surmonter ce problème en contrôlant l’impédance acoustique du milieu péna-
lisé. Deux études paramétriques croisées ont montré que les pits les plus profonds se forment suite
au collapse d’une bulle initialement très proche d’un matériau de faible limite d’élasticité. Le cou-
plage faible surestime l’impact (20 %) et l’endommagement (50 %). L’effet du couplage est accentué
localement lorsque la plasticité est plus importante.

Mots clés : Cavitation, Compressibilité, Déformations (mécanique), Écoulement diphasique, Élastoplasti-
cité, Endommagement, Mécanique de l’ (milieux continus), Interaction fluide-structure, Méthodes des fron-
tières immergées, Pénalisation, optimisation mathématique, Érosion de cavitation, preCICE, Collapse de bulle

Title : Development of Immersed Boundary Methods for the study of fluid-structure coupled
problems

Cavitation erosion is a major issue for hydraulic and marine applications. This phenomenon re-
sults from the accumulation of cavitation pits on the surface of the material, formed by the collapse
of bubbles near the wall. To provide a better understanding of the phenomenon and the challenges
related to its numerical resolution, a strong fluid-structure coupling strategy, based on a partitioned
approach, has been developed. It is based on the in-house code SCB (Finite Volume Method), the
open-source solver FEniCS (Finite Element Method), and the coupling library preCICE. The origina-
lity of our approach lies in the use of an Immersed Boundary Method (IBM) to model the deformable
interface in order to reduce computational cost compared to a classical body-fitted approach. After a
comparative study of two IBMs, the penalization method was chosen for its accuracy and efficiency. It
was then extended to a diffuse interface two-phase flow model to study the formation and evolution
of a cavitating flow, followed by the collapse of a bubble near a rigid wall, revealing a possible ac-
celeration of cavitation erosion when the wall is already damaged. Finally, the SCB-FEniCS-preCICE
strategy was applied to the study of cavitation pit formation. The original version of the penaliza-
tion method generates an error of about 30 % regarding material damage. A variant of the method
was developed to overcome this issue by controlling the acoustic impedance of the penalized region.
Two parametric studies showed that the deepest pits form after the collapse of a bubble initially very
close to a material with a low yield strength. Weak coupling overestimates impact pressure (20 %) and
material damage (50 %). The effect of coupling is locally amplified when plasticity is more important.

Keywords : Cavitation, Compressibility, Deformations (Mechanics), Two-phase flow, Elastoplasticity, Conti-
nuum damage mechanics, Fluid-structure interaction, Cavitation erosion, preCICE, bubble collapse
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