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Méthodes numériques préservant l’asymptotique pour des modèles aux moments
de la physique des plasmas

Résumé : Dans le cadre de la recherche pour la production d’énergie par fusion par confinement inertiel, le développement

de nouvelles méthodes numériques est primordial. En effet, les simulations permettent non seulement d’affiner la compréhension

des phénomènes physiques complexes ayant lieu sous les conditions thermodynamiques extrêmes nécessaires à la fusion, mais aussi

d’aider à la conception de nouveaux dispositifs expérimentaux. Au sein des simulations numériques pour la fusion, le calcul du flux

de chaleur des électrons est un enjeu central. Du fait des conditions extrêmes de la matière, la théorie usuelle de Spitzer-Härm

devient insuffisante pour décrire la conduction thermique. Aussi pour restituer les effets cinétiques à moindre coût, des modèles aux

moments à l’échelle mésoscopique sont utilisés à la place pour décrire le comportement des électrons.

Ce manuscrit de thèse se concentre sur la résolution numérique de ces modèles aux moments ; tout d’abord dans le cadre simplifié

du transport linéaire puis dans celui du transport électronique. La nature multi-échelle de ces modèles complique l’élaboration de

schémas numériques, capables de correctement résoudre tous les régimes : pour ce faire, une classe particulière de méthodes, dites

préservant l’asymptotique, a émergé. Une des plus récentes et des plus prometteuses est l’Unified Gas Kinetic Scheme (UGKS) : ce

schéma volumes finis pour les équations cinétiques de type relaxation s’appuie sur la solution intégrale obtenue à partir de la méthode

des caractéristiques. Dans ce manuscrit, une méthode est proposée pour obtenir des schémas cinétiques préservant l’asymptotique

pour des modèles aux moments à partir d’UGKS. L’idée principale introduite est d’appliquer une fermeture à l’échelle numérique

dans les flux d’UGKS.

Dans les deux cas d’application étudiés, cette nouvelle méthode se révèle particulièrement performante et la poursuite de son

développement semble pertinent dans l’objectif de résoudre des modèles physiques plus complexes. De plus, son caractère générique

et sa flexibilité en font une alternative intéressante aux schémas usuels préservant l’asymptotique. Des premiers résultats de stabilité

sont notamment démontrés sur ce nouveau schéma et une extension sur maillage non structuré est proposée.

Mots clés : Méthode des Volumes Finis, Schémas Préservant l’Asymptotique, Modèles aux Moments, Théorie Cinétique,

UGKS

Asymptotic preserving numerical methods for moment models of plasma physics

Abstract : As part of the research on energy production through inertial confinement fusion, the development of new numerical

methods is crucial. Indeed, simulations not only allow to refine the understanding of complex physical phenomena occurring under

the extreme thermodynamic conditions necessary for fusion but also permit to assist in the design of new experimental devices.

Within numerical simulations for fusion, the calculation of the electron heat flux is a central issue. Due to the extreme conditions of

matter, the conventional Spitzer-Härm theory becomes insufficient to describe thermal conduction. Thus, to capture kinetic effects

at a lower computational cost, moment models at the mesoscopic scale are used instead to describe the electron behaviour.

This thesis manuscript focuses on the numerical resolution of these moment models, first in the simplified framework of linear

transport and then in the context of electronic transport. The multi-scale nature of these models complicates the development of

numerical schemes, which must accurately resolve all regimes : to do this, a particular class of methods, known as asymptotic-

preserving methods, has emerged. One of the most recent and promising one is the Unified Gas Kinetic Scheme (UGKS) : this finite

volume scheme for relaxation-type kinetic equations relies on the integral solution obtained from the method of characteristics. In

this manuscript, a method is proposed to derive asymptotic-preserving kinetic schemes for moment models based on UGKS. The

main idea which is introduced is to apply a closure at the numerical scale in the UGKS fluxes.

In the two studied application cases, this new method reveals to be particularly effective and continuing its development seems

relevant in order to solve more complex physical models. Moreover, its generic nature and flexibility make it a pertinent alternative

to conventional asymptotic-preserving schemes. Moreover, some stability results are also demonstrated for this new scheme, and an

extension to unstructured meshes is proposed.

Keywords : Finite Volume Method, Asymptotic Preserving Schemes, Moments Models, Kinetic Theory, UGKS

Centre Lasers Intenses et Applications (CELIA)
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Introduction générale

La production d’énergie par fusion nucléaire

Actuellement, l’un des enjeux sociétaux majeurs est l’urgence climatique. Le principal phé-
nomène mis en cause est l’augmentation de la température moyenne terrestre. En effet, une
élévation d’environ 1,1 °C a été constatée depuis la période préindustrielle, et la tendance gé-
nérale est préoccupante. Les conséquences de cette augmentation sont multiples, notamment
la recrudescence d’épisodes climatiques extrêmes, la chute de la biodiversité, et la montée des
eaux. Ce changement brutal de l’environnement a des répercussions économiques et sociétales
conséquentes et menace les populations, en particulier celles déjà les plus vulnérables. Par
ailleurs, le dérèglement global du climat est largement imputable aux activités humaines, en
particulier à la production d’énergie, qui constitue une source non négligeable d’émissions de
gaz à effet de serre (dioxyde de carbone, méthane, etc).

Dans ce contexte, il apparaît important d’explorer des solutions alternatives de production
d’énergie. La fusion nucléaire est un des axes actuellement étudiés et fait l’objet de recherches
très actives. D’une manière générale, la réaction de fusion nucléaire est une réaction nucléaire
dans laquelle des atomes de petite taille fusionnent pour former des noyaux plus lourds. Cette
réaction est celle à l’oeuvre dans les étoiles et produit de l’énergie. Cependant, celle-ci nécessite
des conditions thermodynamiques (en termes de température et de pression) extrêmes pour
être déclenchée. En effet, les forces d’interactions coulombiennes entre les atomes doivent être
vaincues. Par rapport à la fission nucléaire, la fusion présente l’avantage d’utiliser un combus-
tible abondant mais aussi d’exploiter une réaction essentiellement propre. Actuellement, deux
voies principales sont étudiées pour produire de l’énergie par fusion ; la fusion par confine-
ment magnétique (FCM) et la fusion par confinement inertiel (FCI). Dans le premier cas, les
conditions thermodynamiques sont atteintes en chauffant un plasma confiné dans un champ
magnétique. Dans le second, elles le sont en comprimant un plasma avec un laser.

Plus précisément, la FCI repose sur une cible sphérique sur laquelle se concentre un flux
de photons (le laser), se transformant d’abord en énergie cinétique d’implosion (phase de
compression), puis, lors de la stagnation, en énergie interne (phase d’allumage). Deux modes
différents se distinguent pour transférer l’énergie laser à la cible. Le premier est direct ; dans
celui-ci, les lasers illuminent directement la cible. Le second mode est indirect et une enceinte
à haut numéro atomique (appelée hohlraum) est employée pour absorber l’énergie laser avant
d’être réémise sous forme de rayons X, qui entraînent ensuite l’implosion. La cible est une
coquille sphérique à faible numéro atomique contenant du combustible de deutérium (D) et
de tritium (T). Sous l’effet du laser, la coquille est ablatée ; l’absorption de photons augmente
la pression à l’extérieur de celle-ci, provoquant une expansion du plasma externe qui, par
conservation de la quantité de mouvement, accélère la coquille vers l’intérieur. Ainsi, une
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Introduction générale

fraction significative du flux de photons incident est absorbée et une partie est convertie sous
forme d’énergie cinétique. Au fur et à mesure de l’implosion, la réduction de volume due à
la convergence sphérique, combinée au chauffage par choc (dans le schéma d’allumage par
choc), provoque l’apparition d’un "point chaud" central à basse densité et à haute pression
au centre de la coquille de combustible dense. La pression centrale décélère la coquille conver-
gente, convertissant l’énergie cinétique de la coquille en énergie interne et comprimant le point
chaud. Si la température du point chaud comprimé et le produit densité-rayon sont suffisam-
ment importants, des particules α de fusion sont émises et s’arrêtent dans le point chaud,
le chauffant davantage et provoquant l’émission de particules α supplémentaires. Une onde
de combustion thermonucléaire se propage ensuite dans la coquille, créant un dégagement
d’énergie net.

Afin de pouvoir utiliser ce mécanisme de fusion nucléaire pour globalement produire de
l’énergie, il est nécessaire de développer une compréhension plus fine des phénomènes phy-
siques complexes à l’oeuvre. Une expertise tant expérimentale que théorique est alors requise
dans le domaine de l’hydrodynamique des cibles, de l’interaction du laser et de la matière, et
des sources de particules et de rayonnements intenses. Le contexte de cette thèse s’articule en
particulier autour d’un des facteurs essentiels de l’ablation de la surface externe de la cible qui
est la conduction thermique électronique. Ce processus est impliqué lors de la conversion de
l’énergie du laser en énergie cinétique pendant la phase d’implosion de la cible. Dans les expé-
riences de FCI, les conditions de la matière sont telles que l’énergie thermique ne se propage
plus de proche en proche au sein du plasma comme elle le ferait classiquement localement
autour d’une source de chaleur. En effet, les plasmas n’étant pas à l’équilibre thermodyna-
mique (du fait des conditions extrêmes créées par le laser), le flux de chaleur des électrons ne
peut pas être décrit par la théorie classique (dite de Spitzer-Härm). Puisque le libre parcours
moyen des particules est très largement supérieur à la longueur des gradients de température,
des phénomènes dits non-locaux apparaissent où l’état hydrodynamique à un endroit donné
du système dépend des états à distance.

De ce fait, des modèles plus fins ont été développés pour restituer les effets cinétiques et
ainsi correctement estimer le flux de chaleur des électrons. Les phénomènes non-locaux peuvent
par exemple être modélisés en utilisant un opérateur de convolution sur les flux locaux dans
l’espace tout entier [49]. Cette approche a notamment été étendue au cas multidimensionnel au
sein de l’équipe IFCIA au CELIA par Schurtz-Nicolaï-Busquet dans [54]. Ce nouveau modèle
repose alors sur une équation de transport multi-groupe. Une nouvelle extension a plus tard
été proposée pour tenir compte des champs magnétiques par Nicolaï-Feugeas-Schurtz [51].
Cependant, ce dernier modèle présente une grande complexité, en particulier dans sa mise en
oeuvre dans les codes de calcul. Une autre approche reposant sur des modèles aux moments
entropiques a également été étudiée au cours de la thèse de Dario Del Sorbo [18, 17] et
d’Antoine Chrisment [12, 13, 11]. Ces modèles sont construits à partir d’une description
purement cinétique des électrons, dans laquelle l’évolution de la densité de probabilité des
particules est décrite dans l’espace des phases. Dans les conditions physiques de la fusion, une
hypothèse sur la forme de la fonction de distribution peut souvent être formulée ce qui permet
de considérer des modèles simplifiés, dit aux moments. Du fait de leur origine cinétique, ceux-
ci présentent l’intérêt de pouvoir facilement prendre en compte de nombreux phénomènes
physiques, en particulier les champs magnétiques. Cette thèse s’inscrit dans la continuité de
ces études sur les modèles aux moments pour le transport thermique non-local et se focalise
en particulier sur la résolution numérique de ceux-ci.
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Motivations et plan du manuscrit

Les enjeux de calcul scientifique

Les expériences de FCI sont complexes et coûteuses à mettre en oeuvre, en particulier
du fait de la complexité des dispositifs expérimentaux. Par ailleurs, la plupart des modèles
physiques élaborés pour décrire les phénomènes physiques à l’oeuvre dans ces expériences, ne
peuvent a priori pas être résolus de manière exacte. Dans les faits, des solutions approchées
sont employées à la place.

D’une manière générale, les techniques de calcul scientifique et d’analyse numérique per-
mettent de proposer des méthodes pour résoudre de manière approchée des problèmes issus
de la physique. Ces méthodes sont ensuite transcrites algorithmiquement et implémentées au
sein de codes de calcul. Des simulations numériques peuvent alors être réalisées afin de tester
les modèles pour guider l’élaboration, le dimensionnement ou encore les réglages de dispositifs.

Dans une certaine mesure, les codes de calcul permettent de limiter ou de remplacer les
expériences et donc de réduire le coût, tant en besoins matériels que financier et humain, qui
leur sont associés. Cependant, les codes industriels requièrent souvent de fortes puissances
de calcul et donc des installations modernes et très consommatrices d’énergie. L’enjeu de la
pollution numérique doit donc être pris en compte, à la fois dans l’utilisation des codes mais
aussi dans le développement de méthodes efficaces et à faible complexité algorithmique. Par
ailleurs, les enjeux du calcul haute performance doivent aussi être considérés afin d’optimiser
le fonctionnement des codes sur les grappes de serveurs.

Pour des modèles physiques complexes, comme ceux de la FCI, le développement des mé-
thodes peut s’avérer complexe pour correctement résoudre les problèmes et donc approcher la
solution exacte. Dans le cadre de la conduction thermique électronique, l’une des principales
difficultés numériques provient de la cohabitation de plusieurs phénomènes physiques à diffé-
rentes échelles. Plus précisément, pour décrire la phase d’implosion de la cible, l’évolution des
grandeurs thermodynamiques (température, densité, vitesse et pression) doit être décrite à
l’échelle hydrodynamique. Cependant du fait des conditions extrêmes de la matière, une des-
cription plus fine à l’échelle cinétique (des particules) doit être adoptée pour calculer le flux de
chaleur des électrons. D’un point de vue numérique, résoudre correctement et simultanément
toutes les échelles, et ce à un coût raisonnable, est compliqué et nécessite de développer des
méthodes particulières qui préserve les asymptotiques des modèles.

Un autre enjeu numérique important est celui du traitement des géométries complexes
dans les simulations. Dans de nombreux cas pratiques, les simulations doivent être réalisées
dans des domaines non réguliers qui nécessitent des maillages non structurés. Une attention
particulière dans la création des schémas doit alors être adoptée.

Motivations et plan du manuscrit

L’objectif principal de cette thèse est de proposer une nouvelle méthode numérique per-
formante préservant l’asymptotique pour résoudre les modèles aux moments du transport
électronique. Ce manuscrit s’articule autour de quatre chapitres différents.

Dans le chapitre 1, un premier modèle cinétique simplifié du transport linéaire est intro-
duit. Ses principales propriétés sont mises en avant et les modèles aux moments associés sont
décrits. Puis le modèle d’intérêt du transport électronique est présenté.

Dans le chapitre 2, des éléments de base de la méthode des volumes finis sont rappelés pour
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résoudre des équations hyperboliques et paraboliques en lien avec la physique des plasmas.
Certains enjeux liés à la préservation de l’asymptotique et aux types de maillage sont évoqués.

Dans le chapitre 3, un nouveau schéma numérique préservant l’asymptotique est proposé
pour résoudre les modèles aux moments du transport linéaire en une dimension d’espace et
à partir de l’Unified Gas Kinetic Scheme. Des extensions sont notamment développées pour
augmenter l’ordre du schéma et assurer la réalisabilité.

Dans le chapitre 4, une démarche similaire est suivie pour construire un nouveau schéma
préservant l’asymptotique pour le modèle M1 du transport électronique en deux dimensions
d’espace. La méthode est ensuite étendue aux maillages non-structurés.
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Chapitre 1
Modèles cinétiques pour la physique des
plasmas
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Résumé
Dans ce chapitre, le contexte physique de cette thèse est tout d’abord exposé. Deux modèles

cinétiques sont introduits et leurs principales propriétés sont décrites. Dans les deux cas, des
modèles réduits, dits aux moments, sont présentés.
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Chapitre 1. Modèles cinétiques pour la physique des plasmas

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, des modèles cinétique issus de la physique sont tout d’abord
présentés. Les aspects numériques concernant la résolution de ceux-ci sont discutés dans les
chapitres suivants.

Dans un premier temps, le modèle élémentaire du transport linéaire est tout d’abord
étudié. Celui-ci intervient dans plusieurs champs d’application physique, mais peut notam-
ment être interprété comme un modèle simplifié du transfert radiatif dans lequel le terme de
couplage avec la matière est négligé. Plus précisément, l’équation cinétique qui constitue ce
modèle permet de modéliser de manière statistique une population de particules qui interagit
avec un milieu à travers des collisions. Le nombre de Knudsen est représentatif du taux de
collision dans le domaine et permet de mettre en avant différents régimes de fonctionnement ;
du transport libre aux régimes intermédiaires, jusqu’à la diffusion. Dans de nombreux cas
d’applications, il est pertinent de pouvoir correctement restituer les régimes intermédiaires
sans pour autant adopter une description purement cinétique (pour limiter le coût numé-
rique). Les modèles aux moments s’inscrivent dans cette démarche et reposent sur une ansatz
représentative de la forme de la fonction de distribution des particules. La construction de ces
modèles est entre autres discutée et leurs principales propriétés, décrites.

Dans un second temps, le modèle plus représentatif du transport électronique est présenté.
En pratique, dans les codes hydro-dynamiques pour la fusion par confinement inertiel, le flux
de chaleur est une inconnue qui doit être reliée à l’état hydrodynamique du système. Des
modèles dit "locaux" (comme par exemple la loi de Spitzer-Härm) peuvent être utilisés mais
ceux-ci, bien que peu coûteux, se révèlent souvent fortement imprécis, en particulier lorsque le
système est hors équilibre. À la place, des modèles cinétiques ont été proposés spécifiquement
pour cela [18, 13]. L’équation cinétique du transport électronique présentée dans ce chapitre
est un de ces modèles. La description cinétique des électrons permet de rendre compte d’effets
supplémentaires dans les conditions thermodynamiques des plasmas. Dans le cas le plus simple
(qui est considéré dans cette thèse), aucune force extérieure n’agit sur le système. Cependant,
contrairement aux modèles usuels pour calculer le flux de chaleur [54, 51], cette description
permet de considérer les champs magnétiques. Tout comme pour le modèle du transport
linéaire, cette équation met en avant plusieurs régimes. Dans le cadre de la FCI, la description
purement cinétique ne se révèle pas utilisable en pratique (du fait du coût numérique de
résolution) et des hypothèses sur le système physique sont souvent formulées pour construire
des modèles intermédiaires, dits aux moments. Ces modèles sont aussi présentés.

1.2 Le modèle du transport linéaire

1.2.1 Équation cinétique

Le premier modèle d’intérêt pour cette thèse est celui du transport linéaire. D’un point
de vue physique, celui-ci modélise l’évolution d’une population de particules dans l’espace au
cours du temps. Ces particules sont transportées à une vitesse c dans l’espace et sont soumises
à une interaction avec le milieu. La répartition des particules est décrite de manière statistique
à travers une fonction de distribution ϕ(t,x,Ω), à valeur dans l’espace des phases. Celle-ci
représente la densité de particules à un instant t ∈ R+, à une position x ∈ D (un ouvert de R3)
et ayant un vecteur vitesse de direction Ω ∈ S 2 (la sphère unité en dimension 3). L’évolution
de cette fonction de distribution est régie par l’équation cinétique du transport linéaire :

1

c
∂tϕ+Ω · ∇xϕ = σ(

1

4π

∫
S 2

ϕdΩ− ϕ), (1.1)

8
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où σ(x) ∈ R+ est le coefficient d’absorption du milieu (appelé opacité par la suite). Le membre
de gauche de l’équation exprime le transport des particules à la vitesse c dans la direction
Ω. Le membre de droite modélise les interactions avec le milieu en fonction de son opacité
et représente le taux de variation de la fonction de distribution. Dans ce modèle, un opé-
rateur simplifié de type relaxation (analogue à BGK) est considéré plutôt que l’opérateur
non-linéaire de Boltzmann. Celui-ci agit comme un terme de relaxation vers l’état d’équilibre,
qui est la distribution uniforme de particules en vitesse. Autrement dit, en temps long, les
vitesses des particules tendent à suivre une distribution uniforme. Dans cette thèse, la version
unidimensionnelle de cette équation est étudiée.

Proposition 1.2.1 (Équation unidimensionnelle)
En une dimension d’espace, l’équation du transport linéaire est

1

c
∂tf + v∂xf = σ (ρ− f) , (1.2)

où v = Ωx ∈ [−1, 1] est le cosinus de la colatitude θ dans la système de coordonnées
sphérique (θ, φ) (orienté selon ex), où f(t, x, v) =

∫ 2π
0 ϕ(t, x, v, φ)dφ est la moyenne de la

fonction de distribution dans la direction longitudinale et où

ρ(t, x) =
1

2

∫ π

0
f(t, x, cos θ) sin(θ)dθ =

1

2

∫ 1

−1
f(t, x, v)dv, (1.3)

est la densité de la fonction de distribution.

Démonstration : En une dimension, les dérivées dans les directions ey et ez sont nulles. L’équa-
tion cinétique est intégrée selon la direction longitudinale et l’intégrale du terme de collision
est décomposée dans le système des coordonnées sphériques. Puis, le changement de variable
v = cos θ est utilisé.

Par la suite, la moyenne de n’importe quelle fonction de v sera notée ⟨·⟩ = 1
2

∫ 1
−1 · dv.

Par exemple, le densité est ρ = ⟨f⟩. Pour des questions numériques (afin de manipuler des
quantités proches de l’unité) et pour étudier les régimes limites, il est préférable de considérer
la forme adimensionnelle de cette équation.

Proposition 1.2.2 (Équation adimensionnelle)
L’équation du transport linéaire sous forme adimensionnelle est

∂tf +
v

η
∂xf = ν(ρ− f), (1.4)

où ν = σ
ϵη est la fréquence de collision et (η, ϵ) sont deux nombres adimensionnels. Ceux-ci

sont définis par :

η =
L/τ

c
, ϵ =

λ

L
, (1.5)

où L est une longueur caractéristique, λ est l’inverse d’une opacité caractéristique (et est
homogène à une longueur) et τ est un temps caractéristique.

Démonstration : Plusieurs variables adimensionnelles sont introduites à partir des quantités
caractéristiques : f ′ = f/f∗, t′ = t/τ , x′ = x/L et σ′ = σλ, où f∗ est une valeur caractéristique
de la fonction de distribution. En écrivant l’équation cinétique en fonction de ces variables les
deux nombres adimensionnels apparaissent.

Le premier nombre adimensionnel η est analogue au nombre de Strouhal et est défini comme
étant le quotient d’une vitesse relative à l’échelle de transport par la vitesse des particules.
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Il caractérise l’échelle de transport des particules. Le deuxième nombre adimensionnel ϵ est
le nombre de Knudsen. Celui-ci représente le rapport entre le libre parcours moyen λ des
particules, c’est-à-dire la distance moyenne parcourue par une particule avant de subir une
collision, et une longueur caractéristique L relative à l’échelle d’observation. Lorsque le nombre
de Knudsen tend vers l’infini, l’effet des collisions tend à disparaître et l’équation limite est
celle du transport
libre :

∂tf +
v

η
∂xf = 0. (1.6)

A l’inverse, lorsque le nombre de Knudsen tend vers zéro, le mécanisme de collision tend à
prédominer devant le transport. Le régime limite associé est étudié par la suite.

1.2.2 Propriétés

L’opérateur de collision de ce modèle assure plusieurs propriétés élémentaires. La plus
élémentaire concerne l’évolution de la quantité totale de particules.

Proposition 1.2.3 (Préservation de la masse)
La densité de la fonction de distribution vérifie la loi de conservation :

∂tρ+
1

η
∂xj = 0, (1.7)

où j = ⟨vf⟩ est la densité de courant.

Du fait du processus de collision, les particules tendent localement vers la distribution
d’équilibre en un temps caractéristique τ = ν−1. D’un point de vue physique, une faible
perturbation hors de cet état conduit à une augmentation de l’entropie physique dans le
domaine avant de retourner à l’équilibre. Mathématiquement, ce processus irréversible se
caractérise par la diminution d’une certaine fonctionnelle appelée entropie (mathématique).

Proposition 1.2.4 (Dissipation de l’entropie - Théorème H )

Soit h : f → h(f) une fonctionnelle convexe, l’entropie ⟨h(f)⟩ vérifie l’inégalité suivante :

η∂t ⟨h(f)⟩+ ∂x ⟨vh(f)⟩ ≤ 0. (1.8)

Démonstration : L’équation cinétique (1.4) est multipliée par h′(f) puis intégrée sur l’espace
des vitesse, ce qui donne une équation de transport sur l’entropie :

η∂t ⟨h(f)⟩+ ∂x ⟨vh(f)⟩ =
σ

ϵ
⟨h′(f)ρ− h′(f)f⟩ .

Le terme source peut se réécrire sous la forme suivante :

σ

ϵ
[⟨h′(ρ)(ρ− f)⟩ − ⟨(h′(ρ)− h′(f))(ρ− f)⟩] .

Le premier terme est nul puisque h′(ρ) est indépendant de v et ⟨ρ− f⟩ = 0. Le second terme
est négatif puisque par convexité, la dérivée de h est croissante.

Remarque 1.2.1 (Conditions périodiques)
Les deux énoncés précédents sont des propriétés locales. Pour obtenir la conservation
globale de la masse et la dissipation globale de l’entropie, il est nécessaire de décrire le
comportement de la solution aux bords du domaine. Avec des conditions de bord pério-
diques, une simple intégration en espace de (1.7) et de (1.8) permet de montrer que la
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masse totale M =
∫
D ρ est conservée au cours du temps :

dM

dt
= 0,

et que l’entropie totale H =
∫
D ⟨h(f)⟩ est dissipée au cours du temps :

dH

dt
≤ 0.

1.2.3 Limite fluide

Une propriété importante de l’équation cinétique est son comportement asymptotique
lorsque le nombre de Knudsen tend vers 0. Dans cette limite, le mécanisme de collision tend à
prédominer devant celui du transport. Tout d’abord, il est aisé de remarquer que si les dérivées
en temps et en espace de la fonction de distribution sont bornées par rapport à ϵ alors :

ρ− f =
ϵ

σ
(η∂tf + v∂xf) −→

ϵ→0
0.

De ce fait, à l’échelle microscopique, la fonction de distribution tend vers sa propre densité.
La fonction de distribution est alors à l’équilibre. Cependant, l’évolution de sa densité dans le
temps n’apparaît pas explicitement dans l’équation cinétique. Il est donc nécessaire d’étudier
plus précisément le régime limite.
Proposition 1.2.5 (Limite de diffusion)

Supposons que η = ϵ et que le domaine est R. Lorsque le nombre de Knudsen tend vers 0,
la densité vérifie une équation de diffusion à l’ordre 1 en ϵ :

∂tρ = ∂x
1

3σ(x)
∂xρ+O(ϵ). (1.9)

Démonstration : Les développements de Hilbert de la fonction de distribution et de la densité
sont

f =
∑
i≥0

ϵif (i), ρ =
∑
i≥0

ϵiρ(i),

avec comme condition de compatibilité : ρ(i) =
〈
f (i)
〉
. Les fonctions ainsi développées doivent

vérifier l’équation cinétique (1.4) :

∂t
∑
i≥0

ϵi+1f (i) + v∂x
∑
i≥0

ϵif (i) = σ
∑
i≥0

ϵi−1(ρ(i) − f (i)).

L’expression ainsi obtenue peut être écrite sous la forme d’un polynôme nul en ϵ. En domaine
infini, toutes les dérivées restent bornées par rapport à ϵ du fait de l’absence de couches limites.
De ce fait, ce polynôme est nul si et seulement si chaque terme devant les puissances de ϵ est
nul. Les trois relations suivantes peuvent alors êtres écrites :

f (0) = ρ(0),

v∂xf
(0) = σ(ρ(1) − f (1)),

∂tf
(0) + v∂xf

(1) = σ(ρ(2) − f (2)).

La condition de compatibilité des développements impose que la moyenne du terme de gauche
de la troisième équation est nul. En utilisant le fait que le premier terme du développement
de la fonction de distribution est ρ(0), il est alors possible d’écrire la condition de solvabilité :

∂tρ
(0) = −∂x

〈
vf (1)

〉
.
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Or la deuxième équation fournit une expression de f (1), et donc par intégration, de
〈
vf (1)

〉
:〈

vf (1)
〉
= −

〈
v2
〉

σ
∂xρ

(0).

Le résultat final est obtenu en combinant cette dernière équation avec la contrainte de solva-
bilité et en utilisant le fait que ρ = ρ(0) +O(ϵ).

Remarque 1.2.2 (Approximation d’ordre supérieur)
Il est possible d’écrire une 4ème relation à partir des développements de Hilbert pour
obtenir une approximation d’ordre supérieur du régime de diffusion :

∂tf
(1) + v∂xf

(2) = σ(ρ(3) − f (3)).

La nouvelle contrainte de solvabilité est alors

∂tρ
(1) + ∂x

〈
vf (2)

〉
= 0.

Le flux inconnu est exprimé à partir de la troisième relation :〈
vf (2)

〉
= −

〈
v2
〉

σ
∂xρ

(1).

Ainsi ρ(1) vérifie la même équation de diffusion (1.9) que ρ0 et ρ = ρ(0) + ϵρ(1) + O(ϵ2).
L’approximation d’ordre supérieur de la fonction de distribution est quant à elle : f =

ρ(0) + ϵρ(1) − ϵ
v

σ
∂xρ

(0) +O(ϵ2).

L’équation de diffusion (1.9) a pu être établie dans le cadre simplifié d’un domaine infini
et dans l’hypothèse où la dérivée de la fonction de distribution reste bornée par rapport à
ϵ. Cette hypothèse est raisonnable en considérant l’équation cinétique sans conditions aux
limites. Dans le cas contraire, une couche limite peut apparaître aux bords et rendre les déri-
vées non bornées.

Considérons désormais le cas où le domaine est un intervalle [a, b] de R. L’équation ci-
nétique est munie de conditions aux limites sur chacun des bords. Une demi-fonction de
distribution est imposée pour les particules entrantes dans le domaine. Par exemple sur le
bord gauche, celle-ci est de la forme

∀v > 0, f(t, a, v) = fG(t, v). (1.10)

Si la condition aux limites est à l’équilibre (fG = ρG), alors la démonstration précédente reste
valide et le développement de Hilbert reste compatible sur le bord en posant f (0)(t, a, v) = ρG,
pour v > 0. Ainsi, la densité vérifie l’équation de diffusion (1.9) munie des conditions aux li-
mites ρ(t, a) = ρG(t) et ρ(t, b) = ρD(t) à l’ordre 1 en ϵ (où ρD est la densité imposée sur le
bord droit).

Si la condition aux limites n’est pas à l’équilibre, alors la démonstration n’est plus valable.
En effet, la dérivée de la fonction de distribution au bord est de l’ordre de ϵ−1 puisque l’écart
entre la fonction de distribution et sa densité est non nul. Ainsi, lorsque le nombre de Knudsen
tend vers 0, une couche limite apparaît au bord dans laquelle la dérivée de la fonction de
distribution n’est pas bornée. La taille de cette couche est du même ordre de grandeur que le
nombre de Knudsen. De ce fait, l’hypothèse selon laquelle les dérivées spatiales sont bornées
n’est plus valide. De plus, le développement de Hilbert de la fonction de distribution n’est plus
compatible à l’intérieur de la couche limite. Il est donc nécessaire d’étudier le comportement
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de la fonction de distribution à l’intérieur de celle-ci pour en déduire la bonne condition aux
limites à imposer sur la densité.

Proposition 1.2.6 (Limite de diffusion avec condition de bord anisotrope)
Soit η = ϵ. Lorsque ϵ tend vers 0, la densité en dehors de la couche limite satisfait l’équation
de diffusion (1.9) munie des conditions aux limites :

ρ(t, a) = ρG(t) =

∫ 1

0
W (v)fG(v, t)dv, (1.11a)

ρ(t, b) = ρD(t) =

∫ 0

−1
W (−v)fD(v, t)dv, (1.11b)

où W (v) ≈ 3

2
v2 + v.

Démonstration : Prouvons ce résultat sur le bord gauche. Du fait de l’incompatibilité du déve-
loppement de Hilbert usuel dans la couche limite, celui-ci doit être modifié pour prendre en
compte le comportement singulier de la fonction de distribution à cet endroit. Des correcteurs
de couche limite (φ(i))i≥0 sont donc introduits. Ceux-ci ne doivent pas avoir d’effets en dehors
de la couche limite, ils vérifient donc : φ(i)(t, y, v) −→

y→∞
0, où y = x

ϵ . Les développements de

Hilbert modifiés de la fonction de distribution et de la densité sont alors

f(t, x, v) =
∑
i≥0

ϵi(f (i)(t, x, v) + φ(i)(t,
x

ϵ
, v)),

ρ(t, x) =
∑
i≥0

ϵi(ρ(i)(t, x) + ψ(i)(t,
x

ϵ
)),

avec comme conditions de compatibilité : ρ(i) =
〈
f (i)
〉

et ψ(i) =
〈
φ(i)

〉
. De la même manière

que précédemment, les développements sont employés dans l’équation cinétique (1.4). Une
séparation des variables entre les correcteurs de couches limites et les développements est
imposée. Six relations peuvent alors être écrites :

f (0) = ρ(0),

v∂yφ
(0) = σ(ψ(0) − φ(0)),

v∂xf
(0) = σ(ρ(1) − f (1)),

v∂yφ
(1) = σ(ψ(1) − φ(1)),

∂tf
(0) + v∂xf

(1) = σ(ρ(2) − f (2)),

∂tφ
(0) + v∂yφ

(2) = σ(ψ(2) − φ(2)).

La condition de compatibilité du développement de Hilbert sur le bord est :

ρ(0)(t, a) + φ(0)(t, a, v) = fG(t, v). (1.12)

Du fait de la séparation des variables, la condition de solvabilité est identique et l’équation de
diffusion sur ρ(0) peut être établie par le même raisonnement. En dehors de la couche limite,
la densité est ρ = ρ(0) + O(ϵ). De ce fait celle-ci vérifie la même équation de diffusion que
précédemment en dehors de la couche limite. Cependant, à l’intérieur de celle-ci, la densité est
altérée par le correcteur :

ρ = ρ0 + ψ(0) +O(ϵ).

Il est donc nécessaire de déterminer la valeur à imposer à ρ(0) sur le bord gauche pour
évaluer la densité (à l’ordre 1 en ϵ) en dehors de la couche limite. L’équation (1.12), permet
de comprendre pourquoi il n’est pas possible de choisir ρ(0)(0) = ⟨fG(v)⟩. La valeur à imposer
va être entièrement déterminée par la contrainte sur la limite du correcteur de couche limite
lors de la résolution du problème de Milne [42, 38]. Ce problème apparaît sur φ = φ(0) en
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combinant la première équation sur le correcteur ainsi que la contrainte sur le bord (1.12) :{
v∂yφ = σ(⟨φ⟩ − φ),

∀v > 0, φ(t, 0, v) = φG,

avec φG = fG(t, v)− ρ(0)(t, 0, v). De part la structure du problème, il peut être montré que :
∃φ∞, ∀v > 0, φ(t, y, v) −→

y→∞
φ∞. Or la forme φG 7→ φ∞ est linéaire et continue. Ainsi le

théorème de représentation de Riesz permet d’écrire que :

∃!W ∈ L 2([0, 1],R+), φ∞ = ⟨W,φG⟩ =
∫ 1

0

W (v)φG(v)dv.

Il peut être démontré que
∫ 1

0
W (v)dv = 1 et qu’une bonne approximation de cette fonction

est W (v) ≈ 3
2v

2 + v. Or, la contrainte sur les correcteurs de couche limite impose que φ∞ soit
nul. Ainsi, de part la définition de φ∞, la densité à imposer au bord est :

ρ(0)(t, a) =

∫ 1

0

W (v)fG(t, v)dv.

Remarque 1.2.3
Cette donnée de bord pour une condition limite anisotrope est toujours valable si la fonc-
tion de distribution en entrée est isotrope car

∫ 1
0 W = 1. En pratique, la densité à l’intérieur

de la couche limite n’est souvent pas accessible puisque celle-ci est de taille inférieure au
maillage. La densité dans la couche est donc approximée par ρ(0). Néanmoins, l’utilisation
de la bonne condition de bord est primordial pour obtenir la bonne limite de diffusion
dans l’ensemble du domaine. En particulier, la densité de la fonction de distribution sur le
bord n’est pas une bonne approximation et engendre souvent une erreur très importante
qui se répercute dans l’ensemble du domaine (voir Figure 1.1).

Remarque 1.2.4 (Couche limite temporelle)
Un problème similaire apparaît en introduisant une condition initiale anisotrope. En effet,
si à l’instant initial, l’écart entre la fonction de distribution et sa densité est non nul alors
la dérivée temporelle de la fonction de distribution est de l’ordre de ϵ−2 ce qui provoque
cette fois l’apparition d’une couche limite temporelle.

1.2.4 Modèles aux moments

1.2.4.1 Principe général

L’équation du transport linéaire est coûteuse à résoudre numériquement puisque la fonc-
tion de distribution est définie dans l’espace des phases. En une dimension d’espace, le coût
reste encore raisonnable (équivalent à une résolution 2D) mais celui-ci devient vite prohibitif
en dimension supérieure. L’objectif des modèles aux moments est de fournir une approxima-
tion de l’équation cinétique tout en réduisant le nombre de variables cinétiques. Pour ce faire,
la forme de la fonction de distribution est supposée en fonction de ses moments puis des équa-
tions sont écrites pour décrire l’évolution de ceux-ci. Cette hypothèse est souvent motivée par
un argument physique comme la minimisation de l’entropie de la fonction de distribution ou
la troncature d’un développement. L’équation cinétique est donc remplacée par un système
d’équations sur les moments de la fonction de distribution. Tout d’abord, précisions la notion
de moment.
Définition 1.2.1 (Moments)

Soit m(v) un vecteur regroupant les éléments d’une base de Rn[X] 1 sur [−1, 1]. Le vecteur
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ϵ

⟨fG⟩

ρ(0)

ρ(0)(0)
ρ

x

ρ(0)
ρ

Solution avec mauvaise CL

Figure 1.1 – Illustration de la solution stationnaire dans le régime de diffusion avec une
donnée de bord anisotrope à gauche

des moments U ∈ Rn+1 d’une fonction de distribution f est l’intégrale de celle-ci contre
m sur l’espace des vitesses :

U = ⟨mf⟩ = 1

2

∫ 1

−1
m(v)f(v)dv. (1.13)

La description de l’évolution des moments de la fonction de distribution est obtenue en in-
tégrant l’équation du transport linéaire (1.4) contre le vecteur de la base de polynôme. Une
hiérarchie de moments de l’équation cinétique est alors formée :

∂tU+ ∂xF = S(U), (1.14)

où U = ⟨mf⟩ est le vecteur des moments, F = 1
η ⟨vm(v)f(·, ·, v)⟩ est le vecteur des flux et

S(U) = ν(⟨m⟩ ρ−U) est le terme source. Le vecteur flux ne peut pas s’exprimer en fonction des
moments puisque l’ordre du dernier polynôme est n+1. Cette observation est une conséquence
de la perte d’information issue du processus d’intégration qui permet d’éliminer la variable
cinétique. La fermeture de la hiérarchie consiste à exprimer le flux F en fonction des moments
U pour obtenir un modèle complet bien défini. Une manière indirecte de procéder est du
supposer que la fonction de distribution f adopte une certaine forme f̂(U) qui dépend des
moments U. Cette nouvelle fonction de distribution réalise les mêmes moments (<mf̂ >= U)
et permet de calculer le vecteur flux en posant

F(U) =
1

η

〈
vm(v)f̂(U)(v)

〉
. (1.15)

1. Les polynômes de degré au plus n.
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A titre d’illustration, la plus petite hiérarchie de moment permettant de restituer une aniso-
tropie est celle donnée par le vecteur m(v) =

(
1 v

)T (issu de la base canonique) :{
∂tρ+

1
η∂xj = 0

∂tj +
1
η∂xq = −νj

, (1.16)

où ρ est la densité, j = ⟨vf(·, ·, v)⟩ est la densité de courant et q =
〈
v2f(·, ·, v)

〉
est le troisième

moment de la fonction de distribution. La première équation n’est rien d’autre que l’équation
de conservation de la masse. Dans ce cas, la fermeture consiste simplement à exprimer le
dernier flux en fonction de U = (ρ, j), en posant :

q =
〈
v2f̂(U)(v)

〉
. (1.17)

D’une manière générale, pour toute hiérarchie formée avec la base canonique, la fermeture
consiste simplement à exprimer le dernier flux en fonction des moments. Dans les sections
suivantes, deux méthodes différentes seront présentées pour supposer la forme de la fonction
de distribution f̂ . Une première remarque importante porte sur la construction de la hiérarchie
en pratique.
Remarque 1.2.5 (Polynôme de Legendre )

Un choix naturel de base pour la hiérarchie est celle des polynômes de Legendre (Pi)i≤n, qui
sont orthogonaux sur [−1, 1]. Cette propriété permet d’obtenir un terme source diagonal :

(S(U))i =

{
0 si i = 0

−(U)i sinon
, (1.18)

ce qui est intéressant d’un point de vue numérique. Cependant, le vecteur des flux s’exprime
plus difficilement en fonction des moments. La formule de récurrence de Bonnet permet
de montrer que la i-ème composante du flux est

F(U)i =
1

η

(
i+ 1

2i+ 1
(U)i+1 +

i

2i+ 1
(U)i−1

)
, (1.19)

avec comme convention (U)−1 = 0 et (U)n+1 =
〈
Pn+1f̂

〉
. Dans ce cas, la fermeture

consiste à exprimer (U)n+1 dans le dernier flux.

Une notion importante pour la suite est celle de la réalisabilité.
Définition 1.2.2 (Réalisabilité)

Un vecteur de moment U est dit réalisable s’il existe une fonction de distribution positive
f telle que :

⟨mf⟩ = U. (1.20)

Dans le cas de la hiérarchie donnée par le vecteur m(v) =
(
1 v

)T , le critère de réalisabilité
s’exprime facilement.
Proposition 1.2.7

Soient U =
(
ρ j

)T et u = j/ρ. Le vecteur des moments est réalisable si et seulement si
ρ > 0 et |u| < 1, ou U = 0.

Démonstration : Si U est réalisable alors ρ = ⟨f⟩ ≥ 0. Si ρ = 0, alors f = 0 et donc j = 0 et
U = 0. Si ρ > 0, alors |j| ≤ ⟨|v|f⟩ < ⟨f⟩ = ρ puisque |v| ≤ 1, et donc |u| < 1. La réciproque
peut être prouvée en utilisant la distribution M1 introduite dans la section 1.2.4.3
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Section 1.2. Le modèle du transport linéaire

1.2.4.2 Les modèles Pn

Un idée naturelle pour construire f̂ est d’utiliser un développement tronqué de la fonction
de distribution sur la base des polynômes de Legendre. Le développement à l’ordre n s’écrit
alors sous la forme :

∀v ∈ [−1, 1], f̂(v) =
n∑

j=0

ΛjPj , (1.21)

où Pj est le j-ème polynôme de Legendre et Λ ∈ Rn+1 sont les composantes dans cette base. Ce
dernier est fixé par la contrainte sur la réalisation des n+ 1 premiers moments de la fonction
de distribution :

U =
〈
mf̂
〉
. (1.22)

Si le vecteur de la hiérarchie est celui de la base des polynômes de Legendre alors Λ prend
une forme simple (en utilisant le fait que le carré de la norme du j-ème polynôme de Legendre
est 1

2j+1) :
Λj = (2j + 1)Uj . (1.23)

Dans le cas de la base canonique, les composantes ne prennent pas une forme aussi simple et
il est nécessaire d’expliciter les polynômes de Legendre pour les exprimer.

Explicitons la fonction de distribution Pn dans le cas particulier de la hiérarchie élémen-
taire (1.16).

Proposition 1.2.8 (Modèle P1)

Si m(v) =
(
1 v

)T , alors la fonction de distribution P1 prend la forme :

∀v ∈ [−1, 1], f̂(v) = ρ+ 3jv, (1.24)

et le flux fermé est
q =

〈
v2f̂(v)

〉
=
ρ

3
. (1.25)

Proposition 1.2.9 (Structure du modèle P1)
Le modèle P1 est hyperbolique.

Démonstration : La Jacobienne du flux est

JF(U) = (∂Uj
Fi)i,j =

1

η

(
0 1
1

3
0

)
.

Les valeurs propres de la jacobienne sont : λ± = ± 1√
3η

. Le système P1 est donc bien hyper-
bolique.

Remarque 1.2.6
Dans cette manière d’introduire le modèle P1, le développement est obtenu en supposant
les projections d’ordre supérieur nulles. Il peut paraître discutable de définir le flux de
cette manière au regard de cette hypothèse. Une autre manière de voir cette fermeture est
de remarquer que l’hypothèse

〈
P2f̂

〉
= 0 peut se réécrire sous la forme :〈

1

2

(
3v2 − 1

)
f̂

〉
= 0, (1.26)

ce qui est équivalent à (1.25). Le modèle P1 peut donc être défini seulement en supposant
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que la projection de la fonction de distribution sur le deuxième polynôme de Legendre
est nulle. Ces questions ont été abordées dans un cadre plus général dans [13]. Dans le
cadre des développements numériques ultérieurs, l’hypothèse de la nullité des projections
d’ordre supérieur est cependant nécessaire.

1.2.4.3 Les modèles entropiques

Les modèles entropiques ont été introduit pour la première fois dans [47] et ont plus tard
été repris par [21]. Ces modèles utilisent un argument d’entropie pour supposer la forme de
la fonction de distribution et ainsi fermer la hiérarchie de moments (1.14).

Modèle Mn
Tout d’abord, le modèle est établi dans le cas général d’une hiérarchie de taille n+1 obtenue
avec une hiérarchie arbitraire donnée par le vecteur m(v) ∈ Rn+1.

Proposition 1.2.10 (Fermeture Mn)

Soit U ∈ Rn+1 un vecteur de moments réalisable. Si la densité est non nulle, alors la
fonction de distribution f̂ ∈ C∞([−1, 1],R∗

+) qui minimise la fonctionnelle d’entropie de
Boltzmann ⟨h(f)⟩ = ⟨f ln f − f⟩ sous la contrainte

〈
mf̂
〉
= U est

f̂(U) = eΛ·m, (1.27)

où le vecteur des variables entropiques Λ ∈ Rn+1 est défini à partir de la contrainte sur la
réalisation des moments.

Démonstration : La fonction de distribution Mn f̂ vérifie le problème de minimisation sous
contrainte suivant :

f̂ = argmin
f∈S

⟨g(f)⟩ ,

où S = {f ∈ L 2([−1, 1],R+)/ ⟨mf⟩ = U}. Le Lagrangien associé à ce problème est

L (f) = ⟨h(f)⟩+Λ · (U− ⟨mf⟩),

où Λ ∈ Rn+1 est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange. La fonction f̂ annule la dérivée
fonctionnelle de ce Lagrangien : δL

δf (f̂) = 0, ce qui implique :

h′(f̂) = ⟨Λ ·m⟩ ,

et donc
f̂ = eΛ·m. (1.28)

La valeur des multiplicateurs est obtenue implicitement en traduisant la contrainte
〈
mf̂
〉
= U.

Le système constitué de la hiérarchie (1.14) et fermé avec la fonction de distribution (1.27) est
le modèle aux moments Mn. Par rapport au modèle Pn, celui-ci présente l’avantage d’avoir
une fonction de distribution sous-jacente positive. Cependant la fermeture n’est pas analy-
tique dans le cas général ; ni le flux du modèle aux moments, ni les variables entropiques Λ
ne peuvent s’écrire analytiquement en fonction des variables conservatives U.

Ce système d’équations aux dérivées partielles a plusieurs avantages qui sont exposées dans
les propositions suivantes. Ces résultats ont été prouvés dans le cadre du transfert radiatif
dans [21], et sont ici partiellement repris et adaptés dans le contexte du transport linéaire.
Une première propriété importante pour les méthodes numériques est l’hyperbolicité.
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Proposition 1.2.11 (Hyperbolicité)
Le modèle aux moments Mn est hyperbolique.

Démonstration : La fonction de distribution fermée f̂ peut être interprétée comme une fonction
dans C∞(R∗

+ × Rn−1,R∗
+) des variables entropique Λ. Tout d’abord, développons les dérivées

en temps et en espace par rapport à Λ dans le modèle Mn :

η
〈
m∂Λf̂

〉
∂tΛ+

〈
vm∂Λf̂

〉
∂xΛ =

σ

ϵ

〈
m(ρ− f̂)

〉
.

La dérivée de l’application Λ → f̂(Λ) est mf̂ , le modèle se réécrit donc sous la forme :

η
〈
m⊗mf̂

〉
∂tΛ+

〈
vm⊗mf̂

〉
∂xΛ =

σ

ϵ

〈
m(ρ− f̂)

〉
. (1.29)

Soient Q(Λ) =
〈
m⊗mf̂

〉
et R(Λ) =

〈
vm⊗mf̂

〉
. La matrice Q est symétrique définie posi-

tive. En effet, ces deux dernières propriétés dérivent de la forme exponentielle de la fermeture
qui garantie la positivité de la fonction de distribution :

∀β ∈ Rn+1,βTQ(Λ)β =
〈
(β ·m)2f̂

〉
≥ 0,

∀β ∈ Rn+1,βTQ(Λ)β = 0 ⇐⇒ β = 0.

De plus, la matrice Q est inversible. Soit Q1/2 la racine carrée de celle-ci ayant les mêmes sous-
espaces propres que Q. La matrice du système se décompose alors sous la forme suivante :

Q−1(Λ)R(Λ) = Q−1/2(Λ)Q−1/2(Λ)R(Λ)Q−1/2(Λ)Q1/2(Λ)

La matrice Q−1(Λ)R(Λ) du système (1.29) est diagonalisable à valeurs propres réelles puisque
semblable à la matrice symétrique réelle Q−1/2(Λ)R(Λ)Q−1/2(Λ). Le système (1.29) en Λ est
donc hyperbolique.

Montrons dans un second temps que l’hyperbolicité de ce système implique celle du modèle
aux moments. La matrice du système Mn est :

J(Λ) =
dF

dU
(U) =

∂F

∂α

(
∂U

∂Λ

)−1

= R(Λ)Q−1(Λ).

On remarque que la Jacobienne du système est semblable à la matrice du système précédent,
qui est diagonalisable à valeurs propres réelles. Le modèle aux moments Mn est donc bien
hyperbolique.

Il a été démontré dans la section précédente que l’équation du transport linéaire dissipe
l’entropie de Boltzmann et d’une manière générale, toute fonction convexe. Le modèle aux
moments Mn étant construit à partir d’une fermeture entropique de l’équation cinétique, il
apparaît naturel que le modèle aux moments dissipe aussi l’entropie. Prouvons ce résultat.
Proposition 1.2.12 (Dissipation de l’entropie)

L’entropie de Boltzmann h(f) = f ln f−f , est une entropie mathématique pour le modèle
aux moments Mn.

Démonstration : Tout d’abord multiplions le modèle Mn par Λ :

η∂t

〈
Λ ·mf̂

〉
+ ∂x

〈
vΛ ·mf̂

〉
=
σ

ϵ

〈
Λ ·m(ρ− f̂)

〉
.

De part la définition de la fermeture : Λ · m = −δh
δf̂

(f̂). Le modèle se réécrit donc sous la

forme :

η
δg

δf̂
(f̂)∂t

〈
f̂
〉
+
δg

δf̂
(f̂)∂x

〈
vf̂
〉
=
σ

ϵ

〈
δg

δf̂
(f̂)(ρ− f̂)

〉
,

η∂t

〈
g(f̂)

〉
+ ∂x

〈
vg(f̂)

〉
=
σ

ϵ

〈(
g′(f̂)− g′(ρ)

)
(ρ− f̂)

〉
+
〈
g′(ρ)(ρ− f̂)

〉
.
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Or la fonctionnelle d’entropie est convexe. De ce fait, sa dérivée est croissante et donc le
premier terme du second membre est négatif. De plus, le deuxième terme est de moyenne nulle
puisque g = h′(ρ) est indépendant de v. L’entropie est donc bien dissipée :

η∂t

〈
g(f̂)

〉
+ ∂x

〈
vg(f̂)

〉
≤ 0. (1.30)

Les modèles aux moments étant des descriptions intermédiaires entre le cinétique et la limite
fluide de diffusion, il apparaît naturel que cette dernière soit incluse dans les modèles aux
moments Mn. Prouvons le dans le cas où n est strictement plus grand que 2 et dans le cas
où la hiérarchie est obtenue avec la base canonique de polynôme. Le cas n = 2 est traité
séparément dans la prochaine section.

Proposition 1.2.13 (Limite de diffusion formelle)
Soit n > 2. A l’échelle de la diffusion η = ϵ, lorsque ϵ tend vers 0, la densité du modèle
aux moments Mn satisfait l’équation de diffusion (1.9).

Démonstration : Les trois premières équations de la hiérarchie sont
ϵ∂tρ+ ∂xj = 0,

ϵ∂tj + ∂xq =
−σ
ϵ
j,

ϵ∂tq + ∂xk =
σ

ϵ
(
〈
v2
〉
ρ− f (2)),

où k =
〈
v3f
〉
. Dans un premier temps, les deux premières équations sont combinées pour

éliminer la densité de courant :

∂tρ = ∂x
1

σ
∂xq +O(ϵ).

La troisième équation permet d’exprimer le troisième moment de la fonction de distribution :

q =
ρ

3
+O(ϵ).

En combinant ces deux relations, l’équation de diffusion apparaît bien sur ρ à l’ordre 1 en ϵ.

Remarque 1.2.7 (Pn)
Dans toute cette section, le modèle Mn a été développé avec l’entropie de Boltzmann.
Cependant, les différents résultats restent correct pour toute fonctionnelle h convexe. Un
cas particulier intéressant est celui de h(f) = 1

2f
2. Dans ce cas, la fonction de distribution

issue de la fermeture est
f̂ = Λ ·m,

qui n’est rien d’autre que la fonction de distribution Pn. Cela signifie que ce modèle peut
être réinterprété comme un modèle entropique pour une entropie particulière.

Modèle M1
Dans un second temps, le modèle M1 est explicité. Celui-ci est défini à partir de la hiérarchie
de moments de taille 2 (1.16) donné par le vecteur m(v) =

(
1 v

)T . Les résultats généraux du
modèle Mn s’appliquent. Dans ce cas particulier, la fermeture peut être explicitée de manière
semi-analytique.

Proposition 1.2.14 (Fonction de distribution M1)

Soit U = (ρ, j) un couple de moment réalisable. Si la densité est non nulle, alors la fonction
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f̂ ∈ C∞([−1, 1],R∗
+) minimisant la fonctionnelle d’entropie de Boltzmann h(f) = f ln f−f

sous la contrainte
〈
mf̂
〉
= U est :

f̂(v) = eΛ·m = ρ
β

sinhβ
eβv, (1.31)

où Λ =
(
α β

)T est le vecteur des variables entropiques et α = ln (ρ β
sinhβ ). La variables

d’anisotropie β est implicitement définie par la relation :

u = z(β), (1.32)

où le facteur d’anisotropie est u = j
ρ ∈ [−1, 1] et z est la fonction définie par

z(β) = cothβ − 1

β
(1.33)

Démonstration : Dans le cas particulier de la fermeture M1, la fonction de distribution prend
la forme

f̂(v) = eα+βv,

où les deux premiers multiplicateurs de Lagrange (α, β) ∈ R2 sont définis à partir des contraintes
sur la réalisation des moments

ρ = eα
〈
eβv
〉
=
eα

β
sinhβ

j = eα
〈
veβv

〉
=
eα

β

(
coshβ − 1

β
sinhβ

) (1.34)

La première équation permet d’éliminer le premier multiplicateur et d’exprimer la fonction de
distribution M1 sous la forme voulue. La relation satisfaite par β est obtenue en combinant
les deux équations :

j = ρ(cothβ − 1

β
).

Proposition 1.2.15

Si le couple de moment (ρ, j) est réalisable, alors l’équation (1.32) admet une unique
solution.

Démonstration : La fonction z est impaire et non définie en 0, on limite son étude pour β > 0.
Celle-ci admet un développement en série entière en 0 qui est

z(β) =

+∞∑
n=1

22n

(2n)!
B2nx

2n−1, (1.35)

où B2n sont les nombres de Bernoulli. Elle est donc prolongeable par continuité en 0 (en posant
z(0) = 0). La dérivée de z est

z′(β) = (
1

x
− 1

sinhx
)(
1

x
+

1

sinhx
) (1.36)

Un développement en série entière de la fonction sinus hyperbolique permet de remarquer
que :

1

sinhx
=

1

x

1

1 +

+∞∑
n=1

x2n

(2n+ 1)!

≤ 1

x
(1.37)
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Ainsi la fonction z est croissante. De plus, la limite de z en +∞ est 1. C’est donc une bijection
de R dans ]− 1, 1[. Ainsi, il existe une unique solution à l’équation u = z(β) si et seulement si
|u| < 1.

En pratique, dans le cas particulier du modèle M1, le dernier flux à fermer s’exprime en
fonction des variables conservatives et entropiques.

Proposition 1.2.16 (Fermeture M1)
Le troisième moment de la fonction de distribution est

q =
〈
v2f̂
〉
= ρ

(
1− 2

u

β

)
. (1.38)

Dans le cas où la densité est nulle, la fermeture n’est plus applicable puisque la vitesse u n’est
plus définie. Cependant, par continuité de la fonctionnelle entropique en f = 0, il est possible
de poser f̂ = 0 et donc q = 0. Par ailleurs dans la limite où u tend vers 0, le troisième moment
tend vers ρ

3 (voir proposition suivante), ce qui correspond à la fermeture P1.

Finalement, la hiérarchie (1.16) fermée avec la fonction de distribution M1 (1.38), permet
de définir le modèle aux moments M1 du transport linéaire. Celui-ci s’écrit alors sous la forme :{

∂tρ+
1
η∂xj = 0

∂tj +
1
η∂xρ(1− 2u

β ) = −νj
, (1.39)

où ν = σ
ϵη est la fréquence de collision. Tout comme pour le modèle Mn, la limite de diffusion

est incluse dans le système. La hiérarchie étant seulement de taille 2, une stratégie différente
de celle utilisée pour le modèle Mn doit être adoptée pour prouver ce résultat.

Proposition 1.2.17 (Limite de diffusion)

Lorsque ϵ tend vers 0, la densité du modèle M1, satisfait l’équation de diffusion (1.9).

Démonstration : Dans un premier temps, montrons que lorsque le nombre de Knudsen tend
vers 0, la vitesse u tend aussi vers 0. Lorsque la densité est non nulle, la deuxième équation
du modèle M1 permet d’écrire que

u = − ϵ

σρ
(η∂tj + ∂xq).

En supposant que les dérivées restent bornées par rapport à ϵ, on a u −→
ϵ→0

0. Dans un second
temps, les deux équations du modèle M1 sont combinées pour obtenir la relation suivante :

∂tρ = ∂x
1

σ
∂xq +O(ϵ),

∂tρ = ∂x
1

σ
∂xρ

(
1− 2

u

β

)
+O(ϵ).

Il est désormais nécessaire d’étudier le rapport u/z−1(u) en u = 0. Tout d’abord, z et z−1

sont prolongeables par continuité en 0 et valent 0 en ce point. Donc, le rapport z−1(u)
u est le

taux de variation de z−1 en 0. Le nombre dérivé de z en 0 étant 1/3. il vient que :

u

z−1(u)
−→
u→0

1

(z−1)′(0)
= z′ ◦ z−1(0) =

1

3
.

La limite du troisième moment lors le facteur d’anisotropie est donc

q −→
u→0

ρ

3
.
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Section 1.3. Le transport électronique

Finalement, la limite lorsque ϵ tend vers 0 est (par composition des limites)〈
v2f̂
〉
−→
ϵ→0

ρ

3
.

La densité satisfait donc bien l’équation de diffusion (1.9).

Par ailleurs, le modèle M1 (en tant que membre des modèles Mn) est hyperbolique mais
ses valeurs propres ne sont pas analytiques. Il est cependant possible de les calculer numéri-
quement et de montrer que celles-ci sont comprises dans [− 1

η ,
1
η ]. Celles-ci sont représentées

sur la figure 1.2.
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Figure 1.2 – Valeurs propres du modèle M1 en fonction de u

1.3 Le transport électronique

1.3.1 Équation cinétique

Le deuxième modèle physique étudié dans cette thèse est celui du transport électronique.
Celui-ci est présenté dans sa formulation la plus simple sans prendre en compte d’éventuels
champs magnétiques. Le transport des électrons est modélisé de manière statistique à travers
une équation cinétique. Celle-ci décrit l’évolution de la fonction de distribution des électrons
f(t,x, v,Ω) au court du temps t et dans l’espace des phases (x, v,Ω). Le vecteur position x
est à valeur dans un ouvert D de R2 et le vecteur vitesse est décomposé dans le système de
coordonnée sphériques, en une norme v ∈ R+ et une direction Ω ∈ S 2. L’équation cinétique
s’écrit alors sous la forme usuelle :

∂tf + vΩ ·∇xf =
1

τ
(M [f ]− f) . (1.40)

Dans celle-ci, τ est un temps de collision et M [f ] est la maxwellienne de f . Afin de définir ces
deux quantités, il est tout d’abord nécessaire de définir l’état macroscopique W =

(
ρ q

)T
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associé à la fonction de distribution f . La densité ρ et l’énergie q sont les moments de f sur
l’espace des variables cinétiques :

W =

∫
S 2

∫ +∞

0
Ψf(·, v,Ω)v2dvdΩ, (1.41)

où Ψ =
(
1 1

2v
2
)T est le vecteur des invariants collisionels. Par la suite, l’intégrale de n’importe

quelle fonction de (v,Ω) sur R+×S 2 sera notée ⟨⟨·⟩⟩ =
∫
S 2

∫
R+

· v2dvdΩ. Avec cette notation,
le vecteur des variables macroscopiques est W = ⟨⟨Ψf⟩⟩. La température T est définie à partir
de ces deux quantités et vaut :

T =
2q

3ρ
. (1.42)

Cette dernière permet de définir simplement l’opacité σ, qui est l’inverse du temps de collision :

σ(W) = C
ρ

T 3/2
, (1.43)

où C est une constante physique (dont la définition est discutée dans [18, 17]). Dans ce modèle,
l’opérateur de collision considéré est de type BGK (Bhatnagar-Gross-Krook) [3]. Tout comme
pour l’équation du transport linéaire, celui-ci est un opérateur de relaxation qui permet de
modéliser le retour à l’équilibre de la fonction de distribution. La distribution d’équilibre est
la maxwellienne et dépend seulement de l’état macroscopique de f :

∀v ∈ R+, M [f ](v) =
ρ

(2πT )3/2
exp

(
− v2

2T

)
. (1.44)

En temps long, la fonction de distribution tend donc à devenir isotrope (indépendante de Ω)
et la vitesse des électrons tend à suivre cette distribution. La définition de cet état d’équilibre
conditionne les quantités préservées par la processus de collision. En effet, les moments de la
maxwellienne sont W (voir annexe D). La densité et l’énergie sont donc conservées dans le
temps, ce qui permet d’écrire deux lois de conservation :

∂tρ+∇ · ⟨⟨vΩf⟩⟩ = 0

∂tq +∇ ·
〈〈

1

2
v3Ωf

〉〉
= 0

Dans ce modèle, la vitesse moyenne des particules n’est pas une grandeur conservée puisque
la maxwellienne est centrée en 0 (et ne dépend donc pas de la vitesse moyenne des particules
⟨⟨vf⟩⟩). Ce choix de modélisation traduit le fait que la vitesse moyenne des électrons est nulle
en temps long. En plus de cette propriété de conservation, il est possible de montrer que cet
opérateur vérifie le théorème H et assure donc la décroissance de l’entropie de Boltzmann
⟨⟨f ln f − f⟩⟩.

De même que pour le modèle précédent, il est plus pratique de considérer l’équation
adimensionnelle pour étudier les régimes limites et pour des raisons numériques.

Proposition 1.3.1 (Équation adimensionnelle)
L’équation du transport électronique sous forme adimensionnelle est

∂tf +
v

η
Ω ·∇xf = ν (M [f ]− f) , (1.45)

où ν = σ
ϵη est la fréquence de collision et (η, ϵ) sont deux nombres adimensionnels. Ceux-ci

sont définis par :

η =
L/τt
c
, ϵ =

cτc
L
, (1.46)
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Section 1.3. Le transport électronique

où L est une longueur caractéristique, c est une vitesse caractéristique, τt est un temps
caractéristique lié au transport, τc est un temps caractéristique de collision.

Le premier nombre adimensionnel est toujours analogue à celui de Strouhal. Le deuxième
est toujours le nombre de Knudsen, dans lequel la quantité cτc est une longueur qui corres-
pond au libre parcours moyen des électrons. Lorsque le nombre de Knudsen tend vers l’infini,
l’opérateur de collision tend à disparaître et l’équation limite est celle du transport libre. À
l’inverse, lorsque le nombre de Knudsen tend vers 0, les fonctions de distribution tendent à
être des maxwelliennes. Les équations régissant l’évolution des grandeurs macroscopiques W
sont établies dans la section suivante.

1.3.2 Limite fluide

Tout comme dans le cadre du transport linéaire, l’équation cinétique admet un régime
asymptotique particulier lorsque le nombre de Knudsen tend vers 0. En effet, dans cette
limite les fonctions de distribution tendent vers l’équilibre Maxwellien M [f ] dépendant de
l’état macroscopique W. L’évolution de la densité et de l’énergie dans le temps peut être
étudiée à l’aide de développements de Hilbert.

Proposition 1.3.2 (Limite de diffusion formelle)

Supposons que η = ϵ et que le domaine est R2. Lorsque le nombre de Knudsen tend vers
0, les variables macroscopiques vérifient un système d’équation couplé à l’ordre 1 en ϵ :

∂tρ = ∇x ·
(

2

3σ
∇xq

)
+O(ϵ)

∂tq = ∇x ·
(
5

3

2

3σ
∇x

(
q2

ρ

))
+O(ϵ)

. (1.47)

Démonstration : Les développements de Hilbert de la fonction de distribution et de la maxwel-
lienne sont

f =
∑
i≥0

ϵif (i), M [f ] =
∑
i≥0

ϵiM (i),

avec comme condition de compatibilité M (i) =
〈〈
f (i)
〉〉

. Ces développements sont introduits
dans l’équation cinétique à l’échelle de la diffusion (η = ϵ) :∑

i≥0

ϵi+1∂tf
(i) +

∑
i≥0

ϵivΩ ·∇xf
(i) =

∑
i≥0

σϵi−1(M (i) − f (i)).

Si les dérivées restent bornées par rapport à ϵ, des relations peuvent être écrites pour chaque
puissance de ϵ :

f (0) =M (0),

vΩ ·∇xf
(0) = σ(M (1) − f (1)),

∂tf
(0) + vΩ ·∇xf

(1) = σ(M (2) − f (2)).

La contrainte de solvabilité est obtenue en intégrant la dernière équation contre le vecteur des
invariants collisionels Ψ(v) :

∂tW
(0) = −

〈〈
vΨ(v)Ω ·∇xf

(1)
〉〉

.

La deuxième relation issue des développement de Hilbert permet d’exprimer ce flux :

f (1) =M (1) − v

σ
Ω ·∇xM

(0).
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En utilisant le fait que les M (i) sont indépendants de Ω, une simple intégration donne finale-
ment : 

∂tρ
(0) = ∇x · 2

3σ
∇x

〈〈
1

2
v2M (0)

〉〉
∂tq

(0) = ∇x · 2

3σ
∇x

〈〈
1

4
v4M (0)

〉〉 .

Le résultat final est obtenu en utilisant les expression des moments de la maxwellienne (voir
annexe D).

Il apparaît dans ce cas que les variables macroscopiques vérifient un système de diffusion non-
linéaire couplé. Il est important de noter que dans ces expressions, l’opacité est une fonction de
W et ne peut donc pas être sortie des gradients. Il est possible de montrer quelques propriétés
élémentaires sur ce système de diffusion. Par exemple, l’entropie associée à la maxwellienne
est une fonction de Liapounov de ce système.
Lemme 1.3.1

L’entropie de Boltzmann de la maxwellienne S(W) = ⟨⟨M [W] lnM [W]−M [W]⟩⟩, s’écrit
sous la forme :

S(W) =
1

2
ρ

(
5 ln ρ− 3 ln q + 3 ln

(
3

4π

)
− 5

)
. (1.48)

Proposition 1.3.3 (Fonction de Liapounov)
L’entropie de Boltzmann de la maxwellienne est une fonction de Liapounov pour le système
de diffusion (1.47).

Démonstration : Pour prouver ce résultat, l’intégrale en espace de la dérivée en temps de S(W)
est calculée : ∫

D
∂tS =

1

2

∫
D

[
(∂tρ)(5 ln ρ− 3 ln q + C0) + ρ

(
5
∂tρ

ρ
− 3

∂tq

q

)]
,

où C0 = 3 ln
(

3
4π

)
− 5. Puis les intégrales en temps des grandeurs macroscopiques sont rem-

placées par leurs expressions données par le système de diffusion :∫
D
∂tS =

1

2

∫
D

[
(∇ ·∇q)(5 ln ρ− 3 ln q + C0)− 5

ρ

q
∇ ·

(
q2

ρ
(2

∇q

q
− ∇ρ

ρ
)

)]
Une intégration par partie permet finalement de montrer que :∫

D
∂tS =

1

2

∫
D

[
(−∇q) ·

(
5
∇ρ

ρ
− 3

∇q

q

)
+ 5q

(
∇ρ

ρ
− ∇q

q

)
·
(
2
∇q

q
− ∇ρ

ρ

)]
=

1

2

∫
D
XTAX,

où XT =

(
∇ρ

ρ

∇q

q

)
et A = q

(
−5 5
5 −7

)
. Cette dernière matrice est symétrique définie

négative (puisque de trace négative : Tr (A) = −12q et de déterminant positif : |A| = 10q2).
De ce fait, S(W) est globalement dissipée au cours du temps.

Pour s’assurer que ce système n’est pas dégénéré et bien représentatif d’un phénomène de
diffusion, il est pertinent de le réécrire sous une forme faisant apparaître la divergence d’une
matrice définie positive. Pour ce faire, le jeu de variables entropiques Λ =

(−µ
T

−1
T

)T est
introduit. Celui-ci est défini de telle manière que la maxwellienne s’écrive sous la forme :

M [f ](v) = exp (Λ ·Ψ(v)).
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Les variables entropiques sont donc

−µ

T
= ln

(
ρ5/2

q3/2

)
+

3

2
ln

(
3

4π

)
, (1.49a)

− 1

T
= −3ρ

2q
. (1.49b)

Proposition 1.3.4

Le système de diffusion (1.47) est équivalent à

∂tW = ∇x ·D(T )∇xΛ, (1.50)

où le gradient est défini par ∇xΛ = (∂Λi
∂xj

) et la divergence par ∇x · M = (
∑

k
∂Mi,k

∂xk
)

(M est la matrice telle que M = D(T )∇xΛ) et où D est une matrice symétrique définie
positive dépendant uniquement de la température :

D(T ) =
T 5/2

4C

(
4 10T

10T 35T 2

)
. (1.51)

Démonstration : Tout d’abord, les gradients des variables entropiques sont

∇x

(
−µ

T

)
=

5

2

∇xρ

ρ
− 3

2

∇xq

q
,

∇x

(
− 1

T

)
=

3ρ

2q

(
−∇xρ

ρ
+

∇xq

q

)
.

Pour obtenir la forme voulue, le gradient de q et de q2

ρ sont exprimés en fonction du gradient
des variables entropiques :

∇xq = q∇x

(
−µ
T

)
+

5q2

3ρ
∇x

(
−1

T

)
,

−∇xρ

ρ
+ 2

∇xq

q
= q∇x

(
−µ
T

)
+

7q2

3ρ
∇x

(
−1

T

)
.

Le système s’écrit alors sous la forme voulue et la matrice en fonction des variables conserva-
tives est

D =
2q

3σ

 1
5q

3ρ
5q

3ρ

35q2

9ρ2

 .

La matrice du système est symétrique définie positive (puisque de trace positive : Tr (D) =
T 5/2

4C (4 + 35T 2) et de déterminant positif : |D| = 5T 7

2C2 ). De ce fait, dans ce jeu de variable le
système n’apparaît pas comme dégénéré.
Remarque 1.3.1

Avec ce jeu de variable, la propriété de dissipation de l’entropie s’obtient plus facilement.
En effet, la différentielle de l’entropie de Boltzmann de la maxwellienne est

dS(W) =

(
−µ

T
− 5

2

)
dρ− 1

T
dq.

L’intégrale sur le domaine de la dérivée en temps de S est alors
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∫
D
∂tS =

∫
D
−5

2
∂tρ−

µ

T
∂tρ−

1

T
∂tq,

=

∫
D
−5

2
∂tρ+Λ · ∂tW.

La masse est globalement conservée donc le terme en ∂tρ disparaît. En remplaçant la
dérivée en temps par la nouvelle expression du système écrit en fonction des variables
entropique puis en réalisant une intégration par partie, l’expression devient :∫

D
∂tS =

∫
D
Λ · (∇x ·D(T )∇xΛ) ,

=

∫
D
−∇xΛ : D(T )∇xΛ.

La matrice D étant symétrique définie positive, l’entropie est bien dissipée.

1.3.3 Modèles aux moments angulaires

Pour cette équation du transport électronique, des modèles aux moments dit "angulaires"
sont considérés. Ceux-ci sont constitués d’une hiérarchie de moments en direction Ω de l’équa-
tion cinétique (1.40). Une hypothèse est ensuite formulée sur la forme de la fonction de distri-
bution pour fermer le flux de la hiérarchie. Le procédé global est similaire à celui décrit dans
le cadre du transport linéaire. Cependant, une variable cinétique de vitesse v est conservée
dans le modèle. Tout d’abord, précisions la notion de moment angulaire.

Définition 1.3.1 (Moment angulaire)

Les moments angulaires f (i) d’une fonction de distribution f sont définis par :

∀i ≥ 0, ∀v ∈ R+, f
(i)(v) =

∫
S2

Ω⊗if(v,Ω)dΩ, (1.52)

où f (i) est un tenseur de rang i. Au rang 0, on note f (0) = f (0).

Par la suite, l’intégrale de n’importe quelle fonction de Ω sur la sphère sera notée ⟨·⟩ =∫
S 2 · dΩ. Avec cette notation les moments sont : f (i)(v) =

〈
Ω⊗if(v,Ω)

〉
. Il doit être remar-

qué que la famille composée des (Ω⊗i)i≤n n’est pas une base de polynômes sur la sphère mais
simplement une famille génératrice. La première relation linéaire apparaît sur les composantes
du troisième moment et permet d’exprimer le premier : f (2)xx + f

(2)
yy + f

(2)
zz = f (0). De ce fait, il

pourrait être préférable d’utiliser la base des harmoniques sphériques mais ceux-ci sont moins
pratiques à utiliser dans ce contexte.

Le modèle aux moments étudié est celui donné par le vecteur m(Ω) =
(
1 Ω

)T . La
hiérarchie de moments formée par ce vecteur est obtenue en intégrant l’équation cinétique
(1.45) contre celui-ci sur la sphère. Elle s’écrit alors sous la même forme que précédemment :

∂tU+∇ · F = νS(U), (1.53)

où U = ⟨m(Ω)f(·,Ω)⟩ =
(
f (0) f (1)

)T est le vecteur des variables mésoscopiques, S(U) =(
4πM [U] 0

)T − U est le terme source et F = v
η

(
f (1) f (2)

)T est le flux. La Maxwellienne
dépend désormais de U et est calculée à partir des moments de f (0). La deuxième composante
de ce flux est inconnue et résulte de la perte d’information issue du processus d’intégration. La
fermeture de la hiérarchie consiste à exprimer f (2) en fonction de U pour finalement construire
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un modèle aux moments. Pour ce faire, une manière indirecte de procéder est de supposer la
forme angulaire de la fonction de distribution f̂ en fonction de U, ce qui permet ensuite de
poser :

f (2) =
〈
Ω⊗Ωf̂(U)(Ω)

〉
. (1.54)

Pour la suite, il sera pratique de décomposer f (1) sous la forme suivante :

f (1) = udf (0), (1.55)

où u = ||f (1)||
f (0) est le facteur d’anisotropie et d = f (1)

||f (1)|| est le vecteur unitaire de direction.
La notion de réalisabilité de U est similaire à précédemment ; un vecteur U est réalisable
s’il existe une fonction de distribution positive f telle que U = ⟨mf⟩. Cette propriété se
caractérise de la manière suivante.
Proposition 1.3.5

Le vecteur des variables mésoscopiques U est réalisable si et seulement si f (0) > 0 et u < 1
ou U = 0.

Démonstration : La preuve de cette proposition est similaire à celle de la proposition 1.2.7.

Dans les deux sections suivantes, les fermetures P1 et M1 sont détaillées pour les mo-
dèles aux moments angulaires. Ces fermetures sont obtenues pour une vitesse donnée dans la
hiérarchie.

1.3.3.1 Modèle P1

Le modèle P1 repose sur un développement de la fonction de distribution sur la base des
harmoniques sphériques.

Proposition 1.3.6 (Fermeture P1)
La fonction de distribution P1 est

∀Ω ∈ S 2, f̂(Ω) = f (0) + 3f (1) ·Ω. (1.56)

Par ailleurs, le troisième moment de la fonction de distribution M1 est

f (2) =
f (0)

3
I3. (1.57)

Démonstration : La fonction de distribution P1 se décompose sous la forme générale :

f̂(Ω) = α+ β ·Ω.

La valeur des variables entropiques (α,β) est fixée par la contrainte sur la réalisation des
moments. Ces résultats sont obtenus en utilisant le fait que ⟨Ω⟩ = 0 et que ⟨Ω⊗Ω⟩ = 1

3I3.

1.3.3.2 Modèle M1

Tout comme pour le transport linéaire, le modèle M1 repose sur un argument entropique
pour supposer la forme angulaire de la fonction de distribution et donc fermer la hiérarchie
de moments.
Proposition 1.3.7 (Fermeture M1)

Soit U =
(
f (0) f (1)

)T un couple de moments réalisables. Si f (0) > 0, alors la fonction de
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distribution f̂ qui minimise la fonctionnelle d’entropie de Boltzmann h(f) = ⟨f ln f − f⟩
sous la contrainte

〈
mf̂
〉
= U est

∀Ω ∈ S 2, f̂(Ω) = eΛ·m(Ω) = f (0)
||Ω||

4π sinh ||Ω||
eβ·Ω, (1.58)

où Λ =
(
α β

)T est le vecteur des variables entropiques défini à partir des relations
suivantes :

α = ln

(
f (0)

||β||
4π sinh ||β||

)
, (1.59a)

β = ||β||d, ||β|| = z−1(u). (1.59b)

La fonction z−1 est la fonction réciproque de z : x→ cothx− 1
x . Par ailleurs, le troisième

moment de la fonction de distribution M1 est

f (2) = f (0)
u

||β||
I3 + f (0)

(
1− 3

u

||β||

)
β

||β||
⊗ β

||β||
. (1.60)

Démonstration : La preuve de cette proposition est similaire à celle de la proposition 1.2.10
(dans le cadre du transport linéaire). Le détail du calcul des moments de la fonction de
distribution M1 est dans l’annexe E.

Figure 1.3 – Fonctions de distribution M1 normalisées sur la sphère pour u = 0, 1, u = 0, 8
et u = 0, 99 dans une même direction d.

La hiérarchie de moments (1.53) de l’équation cinétique, fermée avec la relation (1.60),
est le modèle aux moments M1 pour le transport électronique. Des exemples de fonctions de
distributions M1 sont représentées sur la figure 1.3. Le modèle sous forme développée est{

∂tf
(0) + v

η∇x · f (1) = ν
(
M0[U]− f (0)

)
∂tf

(1) + v
η∇x · f (2) = −νf (1)

, (1.61)

où la fréquence de collision est ν(U) = σ(U)
ϵη (l’opacité σ est définie par (1.43)), où la max-

wellienne réduite est
M0[U](v) = 4π

ρ

(2πT )3/2
e−

v2

2T ,

et où la température est T = 2q
3ρ . Les variables macroscopiques sont reliées aux variables M1

de la manière suivante :

W =

(
ρ
q

)
=

∫
R+

Ψ(v)f (0)(v)v2dv.
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Section 1.3. Le transport électronique

Enfin le dernier flux f (2) est donné par (1.60). Dans le cas où le premier moment f (0) est nul,
il est possible de poser f̂ = 0 et donc f (2) = 0. Tout comme pour le transport linéaire, il est
possible de montrer que le modèle ainsi défini est hyperbolique, contient la limite de diffusion
et assure la décroissance de l’entropie. Montrons ce deuxième point.

Proposition 1.3.8 (Limite de diffusion)

A l’échelle de la diffusion (η = ϵ), lorsque ϵ tend vers 0, le vecteur des variables macrosco-
piques W satisfait le système de diffusion (1.47) à l’ordre 1 en ϵ.

Démonstration : La preuve de ce résultat est sensiblement similaire à celle de la proposition
1.2.17. Tout d’abord la deuxième équation du modèle M1 permet d’écrire que :

u =
ϵ

f (0)σ
||η∂tf (1) +∇x · f (2)||.

Si les différentes dérivées et l’opacité restent bornées par rapport à ϵ alors u tend vers 0 lorsque
ϵ tend vers 0. De ce fait, il est possible d’exprimer la dérivée en temps de f (0) en fonction de
f (2) (en remplaçant f (1) dans la première équation du modèle par son expression donnée par
la deuxième) :

∂tf
(0) = ∇x · 1

σ
∇x · v2f (2) + ν

(
M0[U]− f (0)

)
+O(ϵ).

Lorsque u tend vers 0, le flux f (2) tend vers f(0)

3 I3 (puisque le quotient u
β tend vers 1

3 ). Par
ailleurs, puisque l’opérateur de collision conserve la masse et la quantité de mouvement, en
multipliant cette dernière expression par Ψ puis en intégrant sur l’espace des vitesses, on
obtient les deux équations scalaires suivantes :

∂tρ = ∇x · 1
σ
∇x

(∫
R+

v2f (0)v2dv

)
+O(ϵ)

∂tq = ∇x · 1
σ
∇x

(∫
R+

1

2
v4f (0)v2dv

)
+O(ϵ).

Or, d’après la première équation du modèle, f (0) = M0[W] + O(ϵ). Ainsi, en utilisant les
expressions des moments de la maxwellienne données dans l’annexe D, on retrouve l’expression
des flux du système de diffusion.
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Chapitre 2
Méthodes numériques
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Résumé
Dans ce chapitre, la méthode des volumes finis est brièvement présentée pour résoudre

des problèmes en lien avec la physique des plasmas. Pour ce faire, différentes équations aux
dérivées partielles, hyperboliques et paraboliques, sont étudiées. Plusieurs schémas et exten-
sions classiques sont proposés pour ces équations. Par ailleurs, certains problèmes numériques
relatifs à la dimension 2 et à la préservation de l’asymptotique sont abordés.
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2.1 Introduction

Dans le chapitre 1, des modèles de la physique des plasmas ont été présentés. D’un point
de vue pratique, il est pertinent de pouvoir les résoudre afin de prédire l’évolution de systèmes
complexes dans le temps. Cela permet entre autres d’affiner la compréhension de phénomènes
physiques, de comprendre des systèmes complexes ou encore de dimensionner et concevoir des
dispositifs.

Les équations cinétiques (1.4-1.40), les modèles aux moments (les hiérarchies (1.14-1.53)
fermés avec la fonction de distribution Pn ou Mn) ou les équations des limites fluides (1.9-1.47)
sont des équations aux dérivées partielles (EDP). D’un point de vue mathématique, celles-ci
décrivent l’évolution de fonctions dans l’espace et dans le temps à travers des opérateurs diffé-
rentiels. Dans la plupart des cas, aucune solution analytique n’est connue pour ces équations.
Autrement dit, la solution du problème ne peut a priori pas être exprimée simplement. De
ce fait, des méthodes numériques ont été développées pour résoudre ces équations de manière
approchée. La mémoire des ordinateurs étant finie, les grandeurs représentables le sont forcé-
ment aussi ; ces méthodes font donc appel à une forme de discrétisation pour représenter les
grandeurs continues par des quantités discrètes manipulables numériquement. Dans la plu-
part des cas, la discrétisation consiste en un partitionnement de l’espace et un découpage du
temps en différents instants. Les quantités discrètes sont alors les grandeurs aux noeuds ou au
centre des mailles formée par le partitionnement à un instant donné. Un schéma numérique
est un algorithme décrivant l’évolution de ces quantités entre chaque pas de temps. Pour être
efficace, cette méthode doit être consistante avec le modèle continu, c’est-à-dire que plus la
discrétisation est fine, plus l’erreur engendrée par le schéma doit être faible. Cette propriété
est essentielle pour garantir une résolution correcte du problème. La précision de la méthode
ainsi que sa capacité à converger rapidement vers la solution exacte sont aussi des critères
importants.

Plusieurs méthodes générales existent pour construire ces schémas. Une première approche
est celle des différences finies : celle-ci consiste à fournir une approximation des opérateurs
différentiels aux noeuds des mailles. Une autre méthode usuelle est celle des éléments finis
et repose sur une approximation des espaces de fonction par des espaces de dimension finie
dans la formulation variationnelle des EDP. La méthode utilisée dans cette thèse est celle des
volumes finis et consiste quant à elle à construire une approximation des flux entre les mailles.
Le développement de cette dernière méthode diffère sensiblement en fonction de la classe de
l’EDP considérée. Dans les sections suivantes, plusieurs schémas volumes finis de base sont
rappelés pour des équations élémentaires de différents types. Les propriétés de ceux-ci ainsi
que certains problèmes numériques sont discutés.

2.2 Le cas hyperbolique unidimensionnel

D’une manière générale, les équations hyperboliques forment une classe d’équations aux
dérivées partielles représentant des phénomènes de propagation dans l’espace au cours du
temps. Celles-ci permettent de décrire une grande variété de phénomènes physiques dans les-
quelles des quantités physiques sont transportées à vitesse finie. Entre autres, cette propriété
fondamentale permet de les distinguer des modèles paraboliques et elliptiques dans lesquels
l’information physique est propagée à vitesse infinie. Autrement dit, dans un modèle hyper-
bolique, une perturbation locale de l’état du système a une répercussion différée à distance de
celle-ci. L’information est propagée de manière ondulatoire le long des lignes caractéristiques
de l’EDP.
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Ces modèles apparaissent dans de nombreux domaines physiques, en particulier en méca-
nique des fluides, mécanique des solides et en physique des plasmas.

2.2.1 Advection linéaire scalaire

L’équation hyperbolique la plus élémentaire est celle de l’advection linéaire scalaire. Le
mécanisme de l’advection est celui du transport passif d’une unique quantité physique par le
mouvement du milieu environnant. La propagation se fait alors sans rétroaction sur celui-ci.
Cette quantité peut par exemple être la concentration d’un élément chimique dans un fluide
l’entraînant dans son mouvement.

2.2.1.1 Construction

Dans un premier temps, le domaine spatial est restreint à un ouvert D de R. La quantité
physique est représentée par une fonction scalaire notée u : (t, x) 7→ u(t, x) du temps t ∈
R+ et de l’espace x ∈ D . Celle-ci est advectée à la vitesse v ∈ R∗. Une manière courante
d’établir l’équation d’advection linéaire est d’introduire la notion de dérivée particulaire. Lors
d’une durée infinitésimale ∆t, une particule est transportée de sa position x vers sa nouvelle
position x + v∆t (voir figure 2.1). Tout d’abord, le taux d’accroissement de u entre (t, x) et

f(t, x)
•

f(t+∆t, x+ v∆t)

x x+ v∆t

t

t+∆t

v

Figure 2.1 – Diagramme espace-temps représentant l’advection d’une quantité scalaire

(t+∆t, x+ v∆t) s’exprime grâce à un développement de Taylor :

∀(t, x) ∈ R+ × D ,
u(t+∆t, x+ v∆t)− u(t, x)

∆t
=
∂u

∂t
(t, x) + v

∂u

∂x
(t, x) +O(∆t).

La limite de ce taux lorsque ∆t tend vers 0 est la dérivée particulaire de u et est notée Du
Dt :

Du

Dt
= ∂tu+ v∂xu.

Dans le cas de l’advection linéaire, la quantité physique est conservée lors du transport dans le
milieu. La dérivée particulaire est donc nulle et l’équation d’advection linéaire est trivialement

∂tu+ v∂xu = 0. (2.1)

Définition 2.2.1 (Problème de Cauchy)
Le problème qui consiste à chercher une solution de l’EDP qui vérifie une certaine donnée
initiale u0 est le problème de Cauchy de l’équation cinétique. Celui-ci s’écrit alors sous la

35



Chapitre 2. Méthodes numériques

forme : {
∂tu+ ∂xf(u) = 0

u(0, x) = u0(x), x ∈ D
, (2.2)

où f(u) = vu est le flux physique de l’équation.

Proposition 2.2.1 (Méthodes des caractéristiques)

Supposons D = R et soit u0 une fonction de classe C1 sur D . La solution générale du
problème de Cauchy (2.2) est

∀(t, x) ∈ R+ × R, u(t, x) = u0(x− vt). (2.3)

Démonstration : Ce résultat peut être démontré grâce à la méthode des caractéristiques. D’un
point de vue général, cette méthode consiste à résoudre l’EDP à partir des lignes caractéris-
tiques de l’équation, le long desquelles la solution vérifie une équation aux dérivées ordinaires
(EDO). Soit s 7→ (t(s), x(x)) une courbe caractéristique paramétrée par s ∈ R+. La dérivée de
u(t(·), x(·)) le long de cette courbe est

∀s ∈ R+,
du(t(·), x(·))

ds
=

dt

ds
∂tu+

dx

ds
∂xu.

Lorsque dt
ds = 1 et dx

ds = v, u(t(·), x(·)) est solution de l’équation et u est constant le long des
lignes. La courbe caractéristique est choisie telle que son pied soit en t = 0, ainsi :

∀s ∈ R+,

{
t(s) = s,

x(s) = vt(s) + x(0)
.

Il reste désormais à déterminer la valeur de la constante le long de la caractéristique à partir
de la donnée initiale :

du

ds
= 0 ⇔ ∀s ∈ R+, u(t(s), x(s)) = u(t(0), x(0))

= u0(x(0))

= u0(x(s)− vt(s)).

La valeur de la solution en (t, x) est celle de la donnée initiale au pied de la caractéristique,
ce qui permet finalement d’obtenir le résultat voulu.

Dans les cas pratiques, le domaine est borné et se limite à un segment [xG, xD]. Il est alors
nécessaire de fournir (en plus de la donnée initiale), des conditions aux limites représentatives
des phénomènes aux bords du domaine. Par exemple, la condition de Dirichlet consiste à
imposer les quantités entrantes dans le domaine. En fonction du signe de la vitesse, celle-ci
est imposée à gauche ou à droite de celui-ci, telle que :

∀t ≥ 0, u(t, xGD) = uGD(t),

où uGD sont les quantités imposées aux bords gauche et droit. Dans le cas d’un domaine
borné, la solution générale de l’équation d’advection fait désormais intervenir ces quantités.

Proposition 2.2.2 (Solution forte)

Supposons D = [xG, xD] (avec xG < xD) et v > 0. Soient u0 une fonction de classe C1

sur D et uG une fonction de classe C1 sur R+. Si la donnée initiale est compatible avec
la condition de bord (u0(xG) = uG(0) et −vu′

0(xG) = u
′
G(0)), alors la solution forte de

l’équation d’advection linéaire (2.1) est
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∀(t, x) ∈ R+ × R, u(t, x) =

{
u0(x− vt) si x− vt ∈ [xG, xD]

uG(t− x−xG
v ) si x− vt < xG

. (2.4)

Démonstration : La solution de l’équation dépend de la position du pied de la caractéristique.
Si celui-ci se trouve dans le domaine alors le résultat précédent sur domaine infini est toujours
valable. Dans le cas contraire où la caractéristique intersecte le bord gauche alors la solution
dépend de la donnée à cet endroit. Le point d’intersection dans l’espace temps est alors (xG, t−
x−xG

v ).

La solution exacte du problème d’advection est représentée sur la figure (2.2) dans le cas
particulier d’une vitesse positive, d’une donnée initiale sinusoïdale et d’une condition au bord
gauche stationnaire. Il apparaît alors bien que prescrire les quantités sortantes du domaine
sur le bord droit n’est pas compatible avec le problème physique.

x

u(t, x)

xG xD

v

Figure 2.2 – Advection d’une donnée initiale sinusoïdale pour une vitesse v > 0 et une
condition de bord uG stationnaire

Remarque 2.2.1 (Régularité des solutions)
Dans la figure 2.2, la donnée de bord n’est pas compatible avec la donnée initiale ce qui
donne lieu à une solution présentant une discontinuité. La formulation de la solution de
l’équation (2.4) prend toujours du sens si celle-ci n’est pas dérivable ni même continue.
Cependant, l’écriture de l’EDP nécessite que la solution soit C1. Pour donner du sens à
ces solutions moins régulières, il est nécessaire de les chercher au sens des distributions
(solutions faibles) dans un certain cadre fonctionnel qui ne sera pas décrit ici (voir [45]
pour plus de détails).

Afin de construire des méthodes numériques, il est pertinent de s’intéresser à la solution lo-
cale de l’EDP pour une donnée initiale représentant un saut. Ce saut traduit les discontinuités
qui apparaissent en manipulant les grandeurs discrètes.

Définition 2.2.2 (Problème de Riemann)

Soit (uG, uD) ∈ R2 avec uG ̸= uD, le problème de Riemann de l’EDP est
∂tu+ ∂xf(u) = 0

u(0, x) =

{
uG si x < 0

uD si x > 0
, x ∈ R,

. (2.5)
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Proposition 2.2.3

Soit v > 0, la solution (au sens faible) du problème de Riemann (2.5) est

∀(t, x) ∈ R+ × R, u(t, x) = R(
x

t
, uG, uD) =

{
uG si x

t > v

uD si x
t < v

. (2.6)

Dans ce cas, la solution du problème de Riemann consiste simplement en deux régions
délimitées par la droite caractéristique d’équation t = x

v (voir figure 2.3). La discontinuité est
alors advectée à la vitesse v.

x

t
t =

x

v

uG uD

Figure 2.3 – Solution du problème de Riemann pour v > 0

2.2.1.2 Résolution numérique

Bien que la solution de l’équation d’advection linéaire soit connue, la résolution de celle-ci
permet d’introduire le formalisme et les méthodes numériques élémentaires qui serviront pour
les problèmes plus complexes présentés plus tard dans cette thèse.

Maillage
Tout d’abord, chaque méthode numérique requiert l’introduction d’une discrétisation du

domaine spatial D . Cette étape est primordiale pour sortir du cadre continu en introduisant
des quantités manipulables numériquement. Dans le cas des volumes finis, la discrétisation
consiste en un découpage de D = [xG, xD] en imax volumes de contrôle de centre xi et de taille
∆xi (voir figure 2.4). De même, le temps est lui aussi discrétisé en un ensemble d’instants (tn)
avec n ∈ J0, nmax − 1K.

tn x

tn+1

xG

t

xi+1/2 xD
x1 xi xi+1 ximax

u1 ui ui+1 uimax

∆xi

ϕi+1/2

Figure 2.4 – Discrétisation du domaine en volumes finis
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Formulation volumes finis
L’idée principale de la méthode des volumes finis est de décrire l’évolution de la valeur

moyenne de u dans les volumes de contrôle Ci = [xi−1/2, xi+1/2] en donnant une approximation
des flux entrants et sortants de part et d’autre de la maille, entre deux instants consécutifs.
La valeur moyenne de u dans la maille i à l’instant tn est notée uni et vaut

uni =
1

∆xi

∫
Ci

u(tn, x)dx. (2.7)

Par ailleurs, le flux entre la maille i et la maille i+ 1 et entre les instants tn et tn+1 est

ϕi+1/2 =
1

∆t

∫ tn+1

tn

f(u(t, xi+1/2))dt. (2.8)

Pour écrire la formulation volumes finis, l’équation d’advection (2.1) est intégrée en espace sur
le volume de contrôle et entre deux instants pour faire apparaître les grandeurs moyennées :∫

Ci

∫ tn+1

tn

∂tu(t, x) + ∂xf(u)(t, x)dtdx = 0,

ce qui donne en fonction des grandeurs introduites précédemment :

un+1
i − uni

∆t
+

1

∆xi

(
ϕi+1/2 − ϕi−1/2

)
= 0. (2.9)

Cette formulation exprime la variation de la valeur moyenne dans chaque maille en fonction
des flux aux bords de celle-ci. Construire un schéma numérique volumes finis consiste à four-
nir une approximation du flux ϕi+1/2. Ce nouveau flux ϕ̃i+1/2, appelé flux numérique, est
calculé à partir des valeurs dans les cellules dans un certain stencil (de taille plus ou moins
importante) autour de l’interface xi+1/2. Si cette approximation ne dépend que des grandeurs
au temps tn alors le schéma est dit explicite et la mise à jour se fait directement d’un point
de vue algorithmique. Sinon le schéma est dit implicite et peut nécessiter la résolution d’un
système à chaque pas de temps.

Dans le cas le plus simple, le stencil est de taille 2 et le flux numérique est explicite et est
une fonction de (uni , u

n
i+1) ; ϕ̃i+1/2 := ϕ̃(uni , u

n
i+1). Un schéma volumes finis doit vérifier deux

propriétés principales ; la consistance et la conservativité des flux. Ces deux propriétés sont
tout d’abord définies.
Définition 2.2.3 (Consistance)

Le flux numérique est dit consistant si celui-ci approche correctement le flux physique
lorsque le pas de maillage et le pas de temps tendent vers 0. Formellement, cela se traduit
par

∀u ∈ R, ϕ̃(u, u) = f(u). (2.10)

Définition 2.2.4 (Conservation)
Le flux numérique est dit conservatif si

∀(u, v) ∈ R2, ϕ̃(u, v) + ϕ̃(v, u) = 0. (2.11)

Ces deux propriétés sont fondamentales. La première assure que le schéma permet bien
d’approcher le problème souhaité. La deuxième empêche la création (ou la destruction) globale
de masse dans le domaine et traduit au niveau discret la propriété de conservation. Ces
définitions s’étendent pour des flux numériques calculés sur des stencils plus grands [46].
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Proposition 2.2.4

Soient ūn = 1
xD−xG

∑
i u

n
i ∆xi la moyenne discrète de u dans le domaine et ϕ̃ un flux

numérique conservatif. Dans le cas de conditions aux bords périodiques (ϕ1/2 = ϕimax+1/2),
cette quantité est conservée et

∀n ∈ J0, nmax − 1K, ūn = ū0. (2.12)

Démonstration : La formulation volume finis (2.9) permet d’écrire

ūn+1 = ūn +
∆t

xD − xG

∑
i

ϕ̃i+1/2 − ϕ̃i−1/2

= ūn +
∆t

xD − xG
(ϕ̃imax+1/2 − ϕ̃1/2)

= ūn.

Pour la suite, il est important de préciser la notion d’ordre du schéma. L’ordre de conver-
gence permet d’évaluer l’évolution de l’erreur commise sur la solution numérique en fonction
du pas d’espace. En revanche l’ordre ne quantifie l’erreur de manière absolue. Des schémas
d’un même ordre peuvent être plus ou moins précis.
Définition 2.2.5 (Ordre de convergence)

Soit (uni ) la solution à l’instant tn obtenue à partir d’un schéma numérique. Les ordres de
convergence (α, β) ∈ N2 en espace et en temps pour la norme L2 discrète sont tels que
l’erreur quadratique du schéma vérifie :√∑

i

(u(tn, xi)− uni )
2∆xi = O(∆xα) +O(∆tβ), (2.13)

où u(tn, ·) est la solution exacte à l’instant tn donnée par (2.4).

La méthode de Godunov
Le premier schéma numérique que nous choisissons d’introduire est celui de Godunov. Dans

sa formulation la plus simple, il consiste à utiliser la solution des problèmes de Riemann locaux
à chaque interface xi+1/2 pour approcher le flux. La construction du schéma est rappelée telle
qu’elle est exposée dans [46].

Définition 2.2.6 (Schéma de Godunov)
Le flux numérique du schéma de Godunov est

ϕ̃i+1/2 :=
1

∆t

∫ tn+1

tn

f(R(0, uni , u
n
i+1))dt

=

{
vuni si v > 0

vuni+1 si v < 0
,

(2.14)

où R est la solution du problème de Riemann local (2.6).

Dans le contexte de l’advection linéaire, le schéma de Godunov s’apparente tout simplement
au schéma décentré amont (schéma upwind). Il est possible de démontrer que celui-ci est
conservatif et consistant et que de plus l’erreur du schéma est d’ordre O(∆t) en temps et
O(∆x) en espace. Afin d’utiliser ce schéma tel qu’il est défini, il est important que les pro-
blèmes de Riemann n’interagissent pas entre eux. Autrement dit, les quantités ne peuvent pas
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être transportées de plus d’une maille entière pendant un pas de temps. Cette condition se
traduit par une relation entre le pas du maillage, le pas de temps et la vitesse d’advection.
Proposition 2.2.5 (CFL)

Le schéma de Godunov pour (2.1) est conservatif et consistant. Par ailleurs, il est L∞

stable et donc convergent sous la condition CFL (Courant–Friedrichs–Lewy) de stabilité :

|v|∆t
∆x

≤ 1, (2.15)

avec ∆x = min
i

∆xi.

Démonstration : On se contente de prouver ici que le schéma est L∞ stable sous la condition
CFL. La non superposition des problèmes de Riemann se traduit algébriquement en analysant
le schéma sous forme développée. Supposons v > 0, la formulation volumes finis (2.2.1.2)
permet d’écrire la formule de mise à jour algorithmique :

un+1
i = uni − v

∆t

∆xi
(uni − uni−1)

un+1
i =

(
1− v

∆t

∆xi

)
uni + v

∆t

∆xi
uni−1.

La norme infinie de (uni ) décroît si un+1
i est une combinaison convexe de (uni , u

n
i−1) et donc si

1− |v| ∆t
∆xi

≥ 0.

Cette condition doit être vérifiée dans toutes les mailles, ce qui permet d’obtenir le résultat
voulu.

Le schéma de Godunov est d’ordre 1, cela signifie que si le pas d’espace est divisé par 2
alors l’erreur l’est aussi. D’une manière générale, l’ordre est lié au stencil. Pour augmenter
l’ordre d’un schéma, il est souvent nécessaire d’utiliser plus de mailles pour calculer le flux
numérique. Pour ce faire, des reconstructions polynomiales peuvent être employées dans le
solveur de Riemann. Le schéma de Godunov est alors défini à partir de la solution de ce
nouveau problème. Construisons le schéma d’ordre 2. Tout d’abord, les quantités discrètes
(uni ) sont reconstruites par des fonctions ũni (·) affines sur chacune des mailles :

∀x ∈ [xi−1/2, xi+1/2], ũ
n
i (x) = uni + σni (x− xi), (2.16)

où σni est une pente calculée à partir de (uni , u
n
i±1) qui sera précisée ultérieurement. Le problème

de Riemann associé à cette reconstruction est
∂tu+ ∂xf(u) = 0

u(0, x) =

{
ũni (x) si x < xi+1/2

ũni+1(x) si x > xi+1/2

, x ∈ R.
. (2.17)

La solution de ce nouveau problème de Riemann, notée R̃i+1/2(t, x), est alors employée pour
définir le schéma de Godunov d’ordre 2. En effet, en utilisant des reconstructions d’ordre 1,
l’erreur commise sur le flux est d’ordre 1 et donc le schéma est globalement d’ordre 2.
Proposition 2.2.6

Le flux numérique du schéma de Godunov d’ordre 2 est

ϕ̃i+1/2 =

vu
n
i +

v

2
σni (∆x− v∆t) si v > 0

vuni+1 −
v

2
σni+1(∆x+ v∆t) si v < 0

. (2.18)
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Démonstration : Montrons ce résultat dans le cas v > 0. Le flux numérique à travers l’interface
est

ϕ̃i+1/2 =
1

∆t

∫ tn+1

tn

f(R̃i+1/2(t− tn, x))dt

=
1

∆t

∫ tn+1

tn

f(R̃i+1/2(0, xi+1/2 − v(t− tn)))dt

= vuni +
v

2
σn
i

(
∆x− 2

∆t

∫ tn+1

tn

v(t− tn)dt

)
= vuni +

v

2
σn
i (∆x− v∆t).

L’extension à l’ordre 2 se traduit par deux termes supplémentaires dans le schéma numérique
d’ordre 1 en espace en temps. Les négliger permet de retrouver le schéma de Godunov classique.

Il reste désormais à déterminer la valeur des pentes. A l’aide de formules de différences
finies élémentaires, il est possible d’en définir trois différentes autour de la maille i :

σ
(1)
i =

uni+1 − uni
∆x

, (2.19a)

σ
(2)
i =

uni − uni−1

∆x
, (2.19b)

σ
(3)
i =

uni+1 − uni−1

2∆x
. (2.19c)

Le pas d’espace est ici supposé constant pour simplifier les écritures. Formellement, le choix de
la pente est indifférent pour obtenir l’ordre 2. Néanmoins les utiliser telles quelles donne lieu
à une schéma numérique potentiellement instable. En effet, le théorème de Godunov établit
que les schémas linéaires ne produisant pas de nouveaux extremums (les schémas monotones)
ne peuvent être que d’ordre au plus 1. Ainsi, il est nécessaire d’introduire une non-linéarité
dans le schéma pour augmenter l’ordre tout en conservant cette propriété.

Pour mesurer l’apparition de nouveaux extremums et donc d’oscillations, une quantité
importante est celle de variation totale (V T ). Qualitativement, cette grandeur propose une
mesure des variations de (uni ) à un instant donné.

Définition 2.2.7 (Variation totale)

La variation totale de (uni ) est

V T (un) =
∑
i

|uni+1 − uni |. (2.20)

La variation totale d’un schéma instable et oscillant augmente à chaque pas de temps.
Ainsi, il semble judicieux de proposer une méthode qui assure la décroissance de cette quantité.
Le schéma d’ordre 1 étant stable et celui d’ordre 2 instable, il paraît pertinent d’abaisser le
poids de la partie affine de la reconstruction (qui permet d’obtenir l’ordre supérieur) lorsque
des oscillations apparaissent. Une manière de procéder est de limiter les pentes à l’aide d’une
fonction non-linéaire, appelée limiteur de pente, en fonction du gradient local. Les limiteurs
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de pente les plus usuels sont

MinMod ([53]) : σni = minmod(σ
(1)
i , σ

(2)
i ), (2.21a)

Van Leer ([57]) : σni = (sgn(σ
(1)
i ) + sgn(σ

(2)
i ))

|σ(1)i ||σ(2)i |
|σ(1)i |+ |σ(2)i |

, (2.21b)

MC 1([46]) : σni = minmod(2σ
(1)
i , 2σ

(2)
i , σ

(3)
i ), (2.21c)

Superbee ([53]) : σni = maxmod(minmod(2σ
(1)
i , σ

(2)
i ),minmod(σ

(1)
i , 2σ

(2)
i )). (2.21d)

La fonction minmod (respectivement maxmod) retourne le plus petit (respectivement le plus
grand) de ses arguments en valeur absolue s’ils sont tous du même signe et 0 sinon :

∀(x, y) ∈ R2, minmod(x, y) =


x si |x| ≤ |y| et xy > 0

y si |y| ≤ |x| et xy > 0

0 sinon
.

En employant la pente limitée avec un de ces limiteurs dans la reconstruction (2.16), il est
possible de montrer que le schéma assure la décroissance de la variation totale à chaque pas
de temps et empêche donc l’apparition d’oscillations. Il doit cependant être noté que cet
abaissement du poids de la reconstruction détériore la qualité de la solution en présence de
discontinuités. Ainsi, l’ordre 2 de convergence n’est formellement obtenu que pour des données
régulières. Le reste du temps, celui-ci est abaissé.

Conditions aux limites
La méthode la plus simple pour construire des conditions aux limites de Dirichlet est

d’utiliser une maille fantôme. Celle-ci consiste tout simplement à introduire une maille à
gauche ou à droite du domaine (en fonction du signe de la vitesse) qui contient une donnée
représentative de ce qui est imposé au bord. Par exemple à gauche, cette maille est de centre
x0 et de taille ∆x1. Une première approximation consiste à poser simplement un0 = uG(tn).
Néanmoins, il est plus précis d’utiliser une extrapolation comme

un0 = 2uG(tn)− un1 ,

afin de bien imposer la valeur au niveau du bord et non pas dans la maille fantôme.

Cas de test élémentaires
A titre d’illustration, le schéma de Godunov d’ordre 1 ainsi que le schéma de Godunov

d’ordre 2 avec les différents limiteurs sont comparés sur deux cas de test élémentaires sur les
figures 2.5 et 2.6. Ceux-ci consistent en l’advection d’un signal sinusoïdal et d’un signal créneau
avec des données de bord périodique pour modéliser un domaine infini (ϕimax+1/2 = ϕ1/2). Le
schéma d’ordre 1 génère beaucoup de diffusion numérique, ce qui se traduit par une baisse de
l’amplitude de la donnée initiale dans le premier cas de test et par une forte régularisation de
la discontinuité dans le deuxième. Le schéma d’ordre 2 permet de significativement atténuer
ce phénomène. Le choix du limiteur influence la qualité de la solution et engendre plus ou
moins de diffusion numérique dans la solution. Le limiteur MinMod est le plus dissipatif et le
limiteur Superbee l’est le moins.

1. Monotonized Central.
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Figure 2.5 – Advection d’une sinusoïde sur 20 périodes (50 points)
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Figure 2.6 – Advection d’un signal créneau sur 10 périodes (50 points)
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2.2.2 Système d’advection linéaire avec terme source

2.2.2.1 Cadre général

D’une manière générale, un système d’équation d’advection linéaire avec terme source
prend la forme suivante :

∂tU+ ∂x(AU) = S(U), (2.22)

où U est le vecteur des inconnues, A ∈ Mn(R) est la matrice du système et S(U) son terme
source. L’hyperbolicité du système dépend de la forme de la matrice A.

Définition 2.2.8 (Hyperbolicité)

Le système (2.22) est hyperbolique si et seulement A est diagonalisable avec des valeurs
propres réelles.

Cette propriété sur le système permet donc d’écrire que

A = PDP−1,

avec P ∈ GLn(R) une matrice de changement de base et D ∈ Mn(R) une matrice diagonale.
Le système d’équation (2.22) peut donc être réécrit dans la base diagonale et prend alors la
forme suivante :

∂tV + ∂xDV = T(PV),

où V = P−1U et T = P−1S. Dans cette base particulière, le système d’équation est diagonal
et correspond à n équations de transport découplées dans la partie transport, dont les vitesses
d’advection sont les valeurs propres de la matrice A. Cette écriture est intéressante d’un point
de vue numérique puisqu’elle permet d’utiliser le schéma de Godunov pour chaque équation
scalaire indépendante. Il reste désormais à proposer une méthode pour traiter le terme source.
Dans la base initiale, la nouvelle formulations volumes finis est

Vn+1
i −Vn

i

∆t
+

1

∆xi

(
ϕi+1/2 − ϕi−1/2

)
=

1

∆xi∆t

∫
Ci

∫ tn+1

tn

T(PV).

Une approximation usuelle de cette intégrale consiste à choisir une formule de quadrature
des rectangles à gauche pour l’intégrale en temps afin d’obtenir un schéma explicite et une
formule du point milieu pour l’intégrale en espace. La formule de mise à jour devient alors :

Vn+1
i −Vn

i

∆t
+

1

∆xi

(
ϕi+1/2 − ϕi−1/2

)
= T(PVn

i ). (2.23)

Lorsque le terme source reste négligeable devant le transport, le schéma de Godunov peut
être utilisé pour construire les flux. Cependant, dans le cas contraire, celui-ci doit être pris
en compte dans l’élaboration des flux. Par exemple, un problème de Riemann généralisé
(intégrant le terme source) peut être introduit pour obtenir un schéma de type Godunov plus
adapté. D’une manière générale, la solution d’un tel problème n’est cependant pas analytique
et dépend fortement de la forme du terme source.

2.2.2.2 Exemple : le modèle P1

Dans le cas particulier du modèle P1 du transport linéaire (voir proposition 1.2.8), les
quantités intervenant dans le système sont

U =

(
ρ
j

)
, A =

1

η

(
0 1
1
3 0

)
et S(U) = ν

(
0
−j

)
.
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Les valeurs propres de la matrice du système sont λ± = ± 1√
3η

(voir proposition 1.2.9) et sa
décomposition dans la base des vecteurs propres est

A = PDP−1 =

(√
3

√
3

1 −1

)
1√
3η

0

0 − 1√
3η




1

2
√
3

1

2
1

2
√
3

−1

2


Le terme source étant linéaire, il est aussi écrit dans la base des vecteurs propres pour obtenir
un système totalement diagonal :

P−1SP =
ν

2

−1 − 1√
3

1 1

 .

Écrit dans cette base, le système se réduit à deux équations d’advections linéaires découplée
dans la partie transport. Dans la base diagonale, l’information est transportée aux vitesses
± 1√

3η
. Ainsi, le schéma de Godunov peut être employé pour construire le flux associé à chacune

des équations. Un couplage s’opère néanmoins dans le terme source mais n’engendre pas de
complexité numérique supplémentaire.

2.2.3 Équations hyperboliques non linéaires

2.2.3.1 Cadre général

Pour les cas d’étude de cette thèse, les systèmes d’équations non linéaires hyperboliques
prennent la forme d’un système de loi de conservation :

∂tU+ ∂xF(U) = S(U), (2.24)

où F est une fonction non linéaire de U, supposée différentiable. La notion d’hyperbolicité
s’étend facilement à ce type de système et porte désormais sur la Jacobienne du système.

Définition 2.2.9 (Hyperbolicité)

Le système 2.24 est hyperbolique si et seulement si la jacobienne de F : JF = (∂xjFi)i,j ∈
Mn(R) a des valeurs propres réelles et est diagonalisable.

D’une manière générale, la résolution de ce type de système est plus complexe. Contrairement
aux équations d’advection linéaire, il n’est souvent plus possible d’écrire la solution exacte du
problème complet ou du problème de Riemann, ce qui complique l’élaboration des schémas.
Par ailleurs, la nature même des équations fait que, même en présence de données initiales
régulières, la solution peut ne plus l’être au cours du temps. Pour illustrer ce dernier problème,
nous choisissons d’évoquer l’équation de Burgers :

∂tu+ ∂x
u2

2
= 0. (2.25)

Proposition 2.2.7

Soit u0 une fonction de classe C1 sur D , la solution en temps court de l’équation de Burgers
est donnée implicitement par la relation :

∃t0 ∈ R+, ∀t < t0, ∀x ∈ R, u(t, x) = u0(x− tu(t, x)) (2.26)
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Démonstration : Ce résultat peut être prouvé en utilisant la méthode des caractéristiques pré-
sentée précédemment pour l’équation d’advection. Soit s 7→ (t(s), x(s)) une courbe caracté-
ristique paramétrée par s ∈ R+. La fonction u est constante sur cette courbe si et seulement
si

t(s) = s,

x(s) = u(t(s), x(s))t(s) + x(0).

Si les caractéristiques ne s’intersectent pas (formation d’un choc) alors il est possible de "re-
monter" le long de la courbe jusqu’à la donnée initiale :

u(t(s), x(s)) = u0(x(0)),

ce qui donne le résultat voulu.

Ce résultat permet de comparer la nature des solution en comparaison avec celle de l’advection
linéaire. En effet dans ce cas, les caractéristiques de l’équation sont des droites dont la pente
est non-constante et de valeur u. En fonction de la donnée initiale, les lignes peuvent se croiser
et une discontinuité (un choc) se forme. L’équation de Rankine-Hugoniot permet d’estimer
la vitesse de déplacement de ce choc. Au contraire, les caractéristiques peuvent s’éloigner les
unes des autres et ainsi former une onde de détente. Au sein de cette zone, la solution n’est
plus unique et un critère entropique doit être introduit pour entièrement la déterminer. Dans
ces deux cas, il n’est plus possible de donner un sens classique à la solution de cette EDP [6].

2.2.3.2 Exemple : le modèle M1

Le modèle M1 du transport linéaire est un exemple de système d’équations hyperbolique
non linéaire. Le loi de conservation (2.24) est donnée par U =

(
ρ j

)T , S(U) = ν
(
0 −j

)T
et F(U) = 1

η

(
j q

)
(voir section 1.2.4.3). Le système est non linéaire puisque la fermeture

du modèle dépend non linéairement de W : q = ρ − 2j/β. Il a été mis en évidence dans le
chapitre 1 que le système est hyperbolique et que ses valeurs propres λ± sont comprises dans
[− 1

η ,
1
η ]. Pour ce modèle, il n’est plus possible de donner une solution exacte du problème de

Riemann. Par conséquent, la méthode de Godunov originelle n’est plus applicable telle qu’elle.
L’idée des solveurs de Riemann approchés est d’utiliser une approximation de la solution du
problème de Riemann pour calculer le flux [46].

Tout d’abord, la formulation volumes finis sans traitement particulier du terme source est

Un+1
i −Un

i

∆t
+

1

∆xi

(
ϕi+1/2 − ϕi−1/2

)
=

σ

ϵη
S(Un+1

i ), (2.27)

avec ϕi+1/2 =
∫ tn+1

tn
F(U)(xi+1/2,t)dt. Il est ici judicieux de choisir une discrétisation implicite

du terme source puisque celui-ci peut être raide. Par ailleurs, ce choix n’engendre pas de
complexité algorithmique supplémentaire puisqu’il peut être traité explicitement (de part sa
forme simple).

Schéma HLL
Le premier solveur de Riemann approché est le schéma HLL initialement développé par

Harten, Lax et Van Leer dans [29]. Dans ce schéma, la structure de la solution du problème
de Riemann est approchée à partir des deux valeurs propres extrémales de la Jacobienne. La
solution de celui-ci est notée R̃ et prend alors la forme suivante :

∀(t, x) ∈ R+ × R, R̃(
x

t
,UG,UD) =


UG si x

t ≤ λ−

U∗ si λ− ≤ x
t ≤ λ+

UD si x
t ≥ λ+

. (2.28)
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Le solveur approché est représenté sur la figure 2.7. La portion du plan entre les deux ondes
extrémales est la zone étoilée. Dans celle-ci, la solution du problème exact de Riemann est
approchée par U∗ qui est calculé par consistance avec la loi de conservation. Il est alors
possible de montrer que le flux numérique est

ϕ̃i+1/2 =
λ+i+1/2F(U

n
i )− λ−i+1/2F(U

n
i+1)

λ+i+1/2 − λ−i+1/2

+
λ+i+1/2λ

−
i+1/2

λ+i+1/2 − λ−i+1/2

(
Un

i+1 −Un
i

)
. (2.29)

Remarque 2.2.2
Dans le cas du modèle M1, les valeurs propres de la Jacobienne ne sont pas analytiques
et ne s’expriment pas directement en fonction de (U, β). Deux choix sont alors possibles ;
approcher numériquement les valeurs propres ou utiliser la majoration |λ±| ≤ 1

η . Cette
dernière solution est plus simple mais engendre néanmoins plus de diffusion numérique.

Remarque 2.2.3 (Stabilité du schéma)
La condition CFL de stabilité est analogue au cas linéaire mais fait cette fois intervenir
les valeurs propres de la Jacobienne :

∀i, max(|λ−i+1/2|, |λ
+
i+1/2|)

∆t

∆x
≤ 1. (2.30)

x

t
t =

x

λ+
t =

x

λ−

UDUG U∗

x

t
t =

x

λ+
t =

x

λ− x = 0

UDUG U∗
G U∗

D

Figure 2.7 – Le solveur de Riemann approché HLL classique (à gauche) et modifié pour
prendre en compte le terme source (à droite)

Modification du schéma pour traiter le terme source
Proche des régimes diffusifs, le terme source du modèle M1 devient raide et peut pré-

dominer devant la partie transport. L’approche naïve présentée précédemment pour traiter
les termes sources n’est alors plus applicable. Dans [2], les auteurs ont proposé une méthode
générale pour traiter les termes sources de type relaxation au sein même des flux dans le
solveur de Riemann approché. Le terme source du modèle M1 est bien un opérateur de type
relaxation puisqu’il peut s’écrire sous la forme :

S(U) = (R(U)−U) , (2.31)

avec R(U) =
(
ρ 0

)T . La modification proposée consiste à introduire une onde stationnaire
supplémentaire dans la zone étoilée et donc de faire apparaître un état supplémentaire (voir
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figure 2.7). Les états de la zone étoilée sont construits pour faire intervenir le terme source :

R̃(
x

t
,UG,UD) =


UG si x

t ≤ λ−

αU∗ + (1− α)R(UG) si min(0, λ−) ≤ x
t ≤ min(0, λ+)

αU∗ + (1− α)R(UD) si max(0, λ−) ≤ x
t ≤ max(0, λ+)

UD si x
t ≥ λ+

, (2.32)

où α ∈ [0, 1] est une fonction permettant d’estimer le poids du terme source dans les flux :

α =
λ+ − λ−

λ+ − λ− + σ
ϵη∆x

. (2.33)

Cette modification se traduit par un nouveau terme dans la formulation volumes finis qui
correspond à une discrétisation du terme source :

Un+1
i −Un

i

∆t
+

1

∆xi

(
αi+1/2ϕi+1/2 − αi−1/2ϕi−1/2

)
=

(1− αi+1/2)

∆xi
S−
i+1/2+

(1− αi−1/2)

∆xi
S+
i−1/2,

(2.34)
où les termes sources sont

ηS−
i+1/2 = min(0, λ+i+1/2)

(
R(Un

i )−Un
i+1

)
−min(0, λ−i+1/2) (R(Un

i )−Un
i )− F(Un

i ),

(2.35a)

ηS+
i−1/2 = max(0, λ+i−1/2) (R(Un

i )−Un
i )−max(0, λ−i−1/2)

(
R(Un

i )−Un
i−1

)
+ F(Un

i ).

(2.35b)

Lorsque le terme source est négligeable, α tend vers 1 et le schéma tend vers le schéma HLL
sans modification. A l’inverse, quand le terme source est prédominant, α tend vers 0 et les
flux de transport disparaissent pour ne laisser qu’une discrétisation du terme source. D’une
manière générale, il est possible de montrer que le membre de droite de (2.34) est bien une
approximation à l’ordre 1 de S(U). Cette modification peut être à la base d’un schéma qui
préserve l’asymptotique du modèle M1 (voir section 2.5).

2.3 Le cas parabolique unidimensionnel

Les équations paraboliques forment une classe d’équations aux dérivées partielles décrivant
de nombreux phénomènes physiques comme par exemple la diffusion ou encore la conduction
de la chaleur. Contrairement aux équations hyperboliques, une perturbation locale de la solu-
tion affecte l’ensemble du domaine instantanément. La vitesse de propagation de l’information
est donc infinie. La construction des schémas pour ces équations diffère des méthodes pour
les équations hyperboliques.

2.3.1 Équation de diffusion

L’équation parabolique la plus élémentaire est l’équation de diffusion linéaire. D’une ma-
nière générale, cette équation est construite à partir d’une loi de conservation et d’une loi de
type Fourier pour le flux. Cette loi décrit à l’échelle macroscopique le comportement moyen
des particules à une échelle microscopique qui est supposée beaucoup plus petite que celle du
reste du problème. Le changement d’échelle de description engendre l’apparition d’un phéno-
mène macroscopique représentatif de la diffusion.

L’exemple le plus emblématique d’équation de diffusion est l’équation de la chaleur. Dans
ce cas le phénomène décrit est celui de l’évolution d’une température sous des effets de conduc-
tion de chaleur.
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2.3.1.1 Construction

La quantité physique diffusée est notée u : (t, x) 7→ u(t, x), où t ∈ R+ est le temps et
x ∈ D = [a, b] (a < b) est la position. Celle-ci peut représenter une grandeur intensive comme
la température du milieu ou une concentration particulaire. Les modèles de diffusion étant
conservatifs, l’équation parabolique peut s’écrire sous la forme d’une loi de conservation :

∂tu+ ∂xϕ(u) = 0,

où ϕ(u) est le flux qui dépend du modèle considéré. D’une manière générale, les modèles de
diffusion sont obtenus à partir de lois de type Fourier, qui permettent de relier le flux au
gradient local de la quantité. Le flux prend alors la forme générique :

ϕ(u) = −D(u, ·)∂xu,

où D(u(t, x), x) ∈ R∗
+ est le coefficient de diffusion. Si celui-ci ne dépend pas de u alors

l’équation est dite linéaire, dans le cas contraire elle est non-linéaire. Cette loi exprime que le
flux de la quantité est opposé à son gradient. Ce choix a un effet régularisant sur la solution
et provoque donc une atténuation progressive des gradients. L’équation de diffusion s’écrit
finalement sous la forme :

∂tu = ∂x (D(u, ·)∂xu) . (2.36)

Afin de définir un problème complet, une donnée initiale ainsi que des conditions aux bords
du domaine sont fournies : 

u(0, x) = u0(x), x ∈ D

u(t, a) = uG(t), t ∈ R+

u(t, b) = uD(t), t ∈ R+

.

Contrairement aux modèles hyperboliques, des conditions doivent être imposées sur chacun
des bords.

2.3.1.2 Résolution numérique

Formulation volumes finis
Dans cette section, la méthode des volumes finis est présentée pour résoudre ce problème

de diffusion élémentaire en une dimension d’espace sur un maillage à pas constant. Tout
d’abord, les mêmes discrétisations de l’espace et du temps présentées dans la section 2.2.1.2
sont utilisées. Comme précédemment, le point de départ de la méthode consiste à intégrer la
loi de conservation (2.36) sur un volume de contrôle Ci entre deux instants tn et tn+1 :

un+1
i − uni

∆t
+

1

∆x

(
ϕi+1/2 − ϕi−1/2

)
= 0, (2.37)

où uni est la moyenne dans le volume de contrôle i à l’instant tn et ϕi+1/2 est le flux entre la
maille i et i+ 1 entre l’instant tn et tn+1 :

ϕi+1/2 = − 1

∆t

∫ tn+1

tn

D(u(t, xi+1/2))∂xu(t, xi+1/2)dt. (2.38)

Schémas centrés
Le schéma de diffusion le plus élémentaire consiste en une discrétisation du gradient par

une formule de différences finies d’ordre 2.

50



Section 2.3. Le cas parabolique unidimensionnel

Définition 2.3.1
Le flux de diffusion explicite centré à deux points est

ϕ̃i+1/2 = −Dn
i+1/2

uni+1 − uni
∆x

, (2.39)

où le coefficient de diffusion à l’interface est défini à partir d’une moyenne arithmétique
des états à gauche et à droite :

D(uni+1/2, xi+1/2) = D

(
uni + uni+1

2
, xi+1/2

)
.

Proposition 2.3.1 (CFL)
Supposons le coefficient de diffusion indépendant de u, le schéma explicite centré à trois
points est L∞ stable et convergent sous la condition CFL de stabilité :

∆t ≤ ∆x2

2D
, (2.40)

où D = max
i
D(xi).

Démonstration : Prouvons que le schéma est L∞ stable sous la condition de stabilité. Sous
forme développée, le schéma est

un+1
i = uni +Di+1/2

∆t

∆x2
(
uni+1 − uni

)
+Di−1/2

∆t

∆x2
(
uni−1 − uni

)
=

(
1− (Di+1/2 +Di−1/2)

∆t

∆x2

)
uni +Di+1/2

∆t

∆x2
uni+1 +Di−1/2

∆t

∆x2
uni−1.

Le schéma est L∞ stable si un+1
i est une combinaison convexe de (uni , u

n
i±1) et donc si

1− (Di+1/2 +Di−1/2)
∆t

∆x2
≥ 0.

Cette condition doit être vérifiée dans toutes les mailles, il est donc suffisant de satisfaire :

1− 2D
∆t

∆x2
≥ 0.

Ainsi construit, ce schéma est d’ordre 2 en espace du fait de l’approximation d’ordre 1 du
flux, mais seulement d’ordre 1 en temps.

Remarque 2.3.1 (Ordre 2 en temps)
Construire un schéma d’ordre 2 en temps n’est pas utile puisque la condition CFL impose
que l’erreur en temps soit du même ordre que celle en espace.

Remarque 2.3.2 (Maillage non régulier)
Dans le cas d’un maillage non régulier, le flux numérique peut s’étendre naïvement de la
manière suivante :

ϕ̃i+1/2 = −2Dn
i+1/2

uni+1 − uni
∆xi +∆xi+1

.

Néanmoins, la formule de différence finie ne fournit a priori plus une approximation d’ordre
2 du gradient en xi+1/2 mais au barycentre de xi et xi+1. L’approximation est donc seule-
ment consistante à l’interface et globalement le schéma n’est plus que d’ordre 1 en espace.
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La condition de stabilité parabolique (2.40) est très restrictive puisqu’elle impose le choix
d’un pas de temps nettement plus faible relativement à celui d’espace. De ce fait, il est parfois
judicieux d’utiliser une approximation implicite des flux pour se passer de cette contrainte.
Un tel schéma est construit en calculant le gradient à partir des quantités à l’instant tn+1.
Définition 2.3.2

Le flux de diffusion implicite centré à deux points est

ϕ̃i+1/2 = −Dn
i+1/2

un+1
i+1 − un+1

i

∆x
. (2.41)

Algorithmiquement, ce choix rend le calcul de u à l’instant tn+1 plus complexe. En effet, un
système linéaire doit être résolu à chaque pas de temps pour réaliser la mise de jour de (uni ).
Le coefficient de diffusion est ici choisi de manière explicite pour ne pas avoir à résoudre un
système non-linéaire à la place (ce qui est nettement plus coûteux). L’équation (2.37) est
finalement équivalente au système suivant :(

In +
∆t

∆x2
A

)
Un+1 = Un, (2.42)

où Un = (uni ) est le vecteur des inconnus et A ∈ Mn(R) est la matrice du Laplacien définie
par

Ai,j =


Dn

i−1/2 +Dn
i+1/2 si i = j

−Dn
i±1/2 si i = j ± 1

0 sinon

. (2.43)

Il est possible de montrer que la matrice In+ ∆t
∆x2A est symétrique définie positive (en utilisant

le critère de la diagonale strictement dominante par exemple). Ainsi, ce système peut être
résolu numériquement en utilisant une factorisation de Cholesky ou un solveur itératif comme
le gradient conjugué.

Conditions aux limites
De même que pour les modèles hyperboliques, la condition aux limites de Dirichlet peut

être traitée en introduisant une maille fantôme de part et d’autre du domaine pour calculer
le flux au bord. Dans le schéma implicite, cela se traduit par un terme source supplémentaire
dans le système matriciel (2.42) :

Bn =
∆t

∆x2


Dn

1/2UG(tn)

0
...
0

Dn
imax+1/2UD(tn)

 .

2.3.2 Systèmes de diffusion

Dans cette section, une méthode de résolution volumes finis est proposée pour le système
de diffusion croisé issu de la limite asymptotique de l’équation du transport électronique (voir
section 1.3.2). En une dimension d’espace ce système est

∂tρ = ∂x

(
2

3σ
∂xq

)
∂tq = ∂x

(
5

3

2

3σ
∂x

(
q2

ρ

)) ,
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où σ(ρ, q) ∈ R+ est l’opacité. Soit W =
(
ρ q

)T le vecteur des inconnus, le système peut se
réécrire sous la forme d’une loi de conservation vectorielle :

∂tW + ∂x

(
2

3σ
∂xF(W)

)
= 0, (2.44)

où F(W) = −
(
q 5q2

3ρ

)T
. La formulation volumes finis reste donc inchangée par rapport à

(2.37) et les flux vectoriels sont désormais

ϕ = − 1

∆t

∫ tn+1

tn

2

3σ
∂xF(W((t, xi+1/2))dt (2.45)

L’extension directe du flux obtenu dans le cas scalaire consiste simplement en une approxima-
tion de la dérivée de chacune des composantes de F. En posant wn

i =
5(qni )

2

3ρni
, le flux numérique

est

ϕ̃i+1/2 = − 2

3σni+1/2∆x

(
qni+1 − qni
wn
i+1 − wn

i

)
, (2.46)

où l’opacité à l’interface est calculée à partir d’une moyenne arithmétique des opacités à
gauche et à droite : σi+1/2 =

σi+σi+1

2 .

Remarque 2.3.3 (Schémas alternatifs)
Il est possible d’obtenir des schémas de diffusion différents. Par exemple, en développant
la dérivée de y, le flux s’exprime désormais directement en fonction du gradient de W.
Ce choix fait néanmoins intervenir la valeur de la densité et de l’énergie au niveau de
l’interface en xi+1/2. Il est aussi possible d’écrire le schéma en fonction d’un autre jeu
de variable. D’un point de vue numérique, tous ces choix sont équivalents tant que les
données du problème sont relativement régulières.

2.4 Extensions bidimensionnelles

Dans les sections précédentes, la construction des schémas numériques a été discutée en
une dimension d’espace. Dans cette partie, il est montré comment ces mêmes schémas peuvent
être étendus en dimension deux, d’abord sur des maillages cartésiens puis sur des maillages
non structuré. Le passage au tridimensionnel représente une complexité supplémentaire, no-
tamment en terme de programmation et de coût calcul. Le travail de cette thèse s’arrête donc
au bidimensionnel.

2.4.1 Maillage cartésien

Les maillages cartésiens correspondent vulgairement à un quadrillage de l’espace. Les
éléments de celui-ci sont donc des rectangles supposés non déformés. Plus précisément, la
discrétisation consiste désormais en un découpage de D = [xmin, xmax] × [ymin, ymax] en
imaxjmax volumes de contrôles de taille ∆xi∆yj . Dans la suite de cette section, la construction
de schémas volumes finis est explicitée pour l’équation d’advection scalaire et l’équation de
diffusion linéaire. Un élément du maillage est représenté sur la figure 2.8 avec les différentes
notations.

2.4.1.1 Formulation volumes finis

Soit u : (t,x) 7→ u(t,x) une quantité scalaire du temps t ∈ R+ et de l’espace x ∈ D .
Les équations décrites précédemment peuvent s’écrire sous la forme d’une loi de conservation
bidimensionnelle :

∂tu+∇ · ϕ(u) = 0, (2.47)
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S

O

N

E
ϕi+1/2,j

∆xi

∆yj

xi+1/2,j+1/2xi−1/2,j+1/2

xi−1/2,j−1/2 xi+1/2,j−1/2

xi,j xi+1,j

xi,j+1

Figure 2.8 – Une maille d’un maillage cartésien

où ϕ est un flux dépendant de l’équation considérée. La valeur moyenne de u dans la maille
Ci,j à l’instant tn est notée uni,j . L’idée de base dans la construction du schéma volume finis est
toujours la même : l’équation est intégrée sur un volume de contrôle Ci,j = [xi−1/2, xi+1/2]×
[yi−1/2, yi+1/2] et entre deux instants tn et tn+1 :

un+1
i,j − uni,j

∆t
+

1

∆t∆xi∆yj

∫
Ci,j

∫ tn+1

tn

∇ · ϕ(u)(t,x)dtdx = 0,

un+1
i,j − uni,j

∆t
+

1

∆xi
(ϕi+1/2,j − ϕi−1/2,j) +

1

∆yj
(ϕi,j+1/2 − ϕi,j−1/2) = 0,

(2.48)

où uni,j est la moyenne de u dans la maille Ci,j à l’instant tn. Les flux sur les bords Est et
Nord prennent alors la forme suivante :

ϕi+1/2,j =
1

∆t

1

∆y

∫ tn+1

tn

∫ xi+1/2,j+1/2

xi+1/2,j−1/2

ϕ(u)(t, xi+1/2, y) · exdydt,

ϕi,j+1/2 =
1

∆t

1

∆x

∫ tn+1

tn

∫ xi+1/2,j+1/2

xi−1/2,j+1/2

ϕ(u)(t, x, yi+1/2) · eydxdt.

Les intégrales le long des interfaces sont approchées avec une formule de quadrature du point
milieu (d’ordre 1). Cette approximation est justifiée pour des schémas d’ordre au plus 2 afin
que l’erreur de la quadrature reste du même ordre que celle du schéma en espace. Au delà, il
est nécessaire d’utiliser une formule d’ordre supérieur comme celle de Simpson ou de Gauss-
Legendre. Les flux numériques horizontaux et verticaux sont donc

ϕi+1/2,j =
1

∆t

∫ tn+1

tn

ϕ(u)(t,xi+1/2,j) · exdt+O(∆y2), (2.49a)

ϕi,j+1/2 =
1

∆t

∫ tn+1

tn

ϕ(u)(t,xi,j+1/2) · eydt+O(∆x2). (2.49b)

2.4.1.2 Advection

Dans le cadre de l’advection linéaire, la quantité u est advectée selon un vecteur v ∈ R2.
Le flux intervenant dans la loi de conservation (2.47) s’écrit alors sous la forme :

ϕ(u) = vu.
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Soient vx et vy les composantes du vecteur vitesse, sur le bord Est le flux est plus précisément

ϕi+1/2,j =
1

∆t

∫ tn+1

tn

vxu(t,xi+1/2,j)dt+O(∆y2).

Celui-ci s’apparente au flux d’une équation d’advection unidimensionnel dont la vitesse est
obtenue par projection de v selon la normale à la face. Ainsi, les flux numériques peuvent
être construits en résolvant indépendamment les problèmes de Riemann dans chacune des
directions (en utilisant par exemple le schéma de Godunov). Dans la direction horizontale, le
flux numérique d’ordre 1 est

ϕ̃i+1/2,j =

{
vxu

n
i,j si vx > 0

vxu
n
i+1,j si vx < 0

. (2.50)

L’extension à l’ordre 2 est directe. Pour les problèmes non linéaires, les solveurs de Riemann
approchés unidimensionnel peuvent être utilisés à la place, dans chacune des directions. Par
ailleurs, la condition CFL de stabilité est analogue au cas 1D :

∆t ≤ min(∆x,∆y)

2||v||
. (2.51)

Remarque 2.4.1
Cette manière de procéder direction par direction donne lieu à un schéma numérique

assez diffusif. Une méthode plus satisfaisante consiste à adopter une approche réellement
multidimensionnelle en prenant en compte les contributions des mailles dans la direction
orthogonale. En utilisant l’algorithme REM (Reconstruction, Évolution, Moyenne) décrit
dans [45], il est possible de montrer que le flux numérique du schéma de Godunov est
(lorsque par exemple vx ≥ 0 et vy ≥ 0)

ϕ̃i+1/2,j = vx

(
uni,j + vy

∆t

2∆y
(uni,j − uni,j−1)

)
.

Par rapport au schéma précédent, le stencil est augmenté.

2.4.1.3 Diffusion

De la même manière que pour l’équation d’advection, la résolution de l’équation de diffu-
sion s’étend facilement en dimension supérieure d’espace. Dans ce cas, le flux dans la loi de
conservation (2.47) est analogue à celui de Fick et dépend désormais du gradient de u :

ϕ(u) = −D(u, ·)∇u.

Il est aussi possible de construire un modèle de diffusion anisotrope, dans ce cas le coefficient
de diffusion est une matrice D ∈ M2(R) définie positive. D’une manière générale, le flux sur
la face Est est alors

ϕi+1/2,j = − 1

∆t

∫ tn+1

tn

D(ui+1/2,j ,xi+1/2,j)∂xu(t,xi+1/2,j)dt+O(∆y2),

De même que dans le cas unidimensionnel, le schéma explicite centré est obtenu est appliquant
une formule de différences finies sur la dérivée partielle de u et une formule de quadrature des
rectangles à gauche pour l’intégrale en temps. Par exemple dans la direction horizontale, ce
flux est

ϕ̃i+1/2,j = Dn
i+1/2,j

uni+1,j − uni,j
∆x

, (2.52)
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où Dn
i+1/2,j = D(uni+1/2,j ,xi+1/2,j). La condition CFL est aussi analogue au 1D :

∆t ≤ min(∆x2,∆y2)

4D
.

2.4.1.4 Systèmes de diffusion

D’une manière générale, la résolution des systèmes de diffusion comme celui issu de la
limite fluide transport électronique, n’engendre pas de complexité supplémentaire. Dans ce
cas, la loi de conservation (2.47) porte sur la grandeur vectorielle WT =

(
ρ q

)
et le flux

physique ϕ est désormais une matrice définie par :

ϕ(W) = − 2

3σ(W)

(
∇q ∇

(
5q2

3ρ

))T
= − 2

3σ(W)

(
∇qT

5q2

3ρ

(
2∇qT

q − ∇ρT

ρ

)) . (2.53)

La formulation volumes finis prend la même forme que précédemment pour le cas scalaire.
Sur la face Est, le vecteur flux est identique à celui obtenu dans le cas unidimensionnel (2.45)
et s’écrit sous la forme :

ϕi+1/2,j =
1

∆t

∫ tn+1

tn

ϕ(W(t,xi+1/2,j))exdt+O(∆y2).

Le flux centré d’ordre 2 est construit en appliquant une formule de différences finis sur les
dérivées partielles dans la direction ex des grandeurs macroscopiques. Celui-ci est alors :

ϕ̃i+1/2,j = − 2

3σni+1/2,j

 qni+1,j−qni,j
∆x

5(qi+1/2,j)
2

3ρi+1/2,j

(
2
qni+1,j−qni,j

∆x − ρni+1,j−ρni,j
∆x

)
.

 (2.54)

Il est aussi possible de directement discrétiser le gradient de w = q2

ρ sans le développer au
préalable. Dans ce cas, le flux est simplement

ϕ̃i+1/2,j = − 2

3σni+1/2,j

(
qni+1,j−qni,j

∆x
5
3

wn
i+1,j−wn

i,j

∆x

)
. (2.55)

La démarche est identique si le système de diffusion est écrit en fonction des variables non-
conservatives.

2.4.2 Maillage non structuré

Dans de nombreux cas pratiques, le domaine de calcul ne peut pas être facilement re-
présenté par un maillage cartésien. C’est en particulier le cas lorsque le maillage doit suivre
une géométrie complexe. Pour ce faire, il est parfois nécessaire d’utiliser des partitionnements
différents du domaine de calcul. Ce découpage peut par exemple être réalisé à l’aide de poly-
gones. Ces maillages sont souvent qualifiés de non structurés car contrairement aux maillages
cartésiens, il n’est d’une manière générale plus possible d’accéder aux voisins des éléments de
celui-ci par des opérations élémentaires sur les indices.

Par la suite, les maillages sont supposés conformes au sens des volumes finis. C’est à dire,
que ceux-ci forment bien un partitionnement complet de l’espace (les mailles ne se recouvrent
pas) et que les faces à l’intérieur du domaine constituent la frontière entre deux uniques
mailles. Dans les cas de test présentés dans cette thèse, la géométrie et les maillages sont en
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deux dimension et générés avec GMSH [24]. Les mailles sont donc des triangles, et les faces,
des segments. Le formalisme utilisé ne présuppose néanmoins pas la forme des mailles. Les
notations suivantes sont adoptées :

— L’ensemble des mailles est noté T .
— L’ensemble des faces est noté F .
— L’ensemble des noeuds est noté N .
— Une maille K ∈ T , d’aire |K| et de barycentre xK , est composée des faces FK et des

noeuds NK .
— Une face e ∈ F , de longueur |e| et de centre xe est composée des noeuds (x−

e ,x
+
e ) ∈

N 2. Cette face fait partie d’au moins une maille Ke ∈ T et si elle ne se trouve pas
sur le bord, une autre maille Le ∈ T la partage. La normale unitaire extérieur à
Ke de cette face est notée nK,e. Le vecteur tangent tK,e est défini de telle manière
que la base locale à l’arête (nK,e, tK,e) soit directe. Les sommets sont alors tel que :
(x+

e −x−
e ) · tK,e ≥ 0. Enfin si le face n’est pas sur le bord, le point x∗

e est l’intersection
entre la face et la droite formée par le centre des deux mailles.

— Un noeud n ∈ N du maillage, de coordonnées xn, est partagé par l’ensemble Tn des
mailles.

•

•

x−
e

•

x+
e•

xKe •
xLe•xe

•
nK,e

tK,eK

L

e

Figure 2.9 – Deux mailles d’un maillage non structuré triangulaire

2.4.2.1 Formulation volumes finis

Soient K ∈ T une maille du maillage et unK la moyenne de u(t,x) dans cette maille
à l’instant tn. La formulation volume finis est obtenue en intégrant la loi de conservation
(2.47) sur le volume de contrôle et entre les deux instants, puis en appliquant le théorème de
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Green-Ostrogradski :

un+1
K − unK

∆t
+

1

∆t|K|

∫
K

∫ tn+1

tn

∇ · ϕ(u) = 0

un+1
K − unK

∆t
+

1

∆t|K|
∑
e∈F

∫
e

∫ tn+1

tn

ϕ(u)(t,x) · nK,edtdx = 0

un+1
K − unK

∆t
+
∑
e∈F

|e|
|K|

ϕK,e = 0.

(2.56)

De façon similaire à ce qui est fait sur un maillage cartésien, le flux sortant de la maille K
par la face e est approché par une formule du point milieu :

ϕK,e =
1

∆t

∫ tn+1

tn

ϕ(u)(t,xe) · nK,edt+O(h2), (2.57)

où h est une longueur caractéristique du maillage. Dans le cas d’une équation d’advection, la
méthode de Godunov peut toujours être appliquée et revient à ré-utiliser le solveur unidimen-
sionnelle dans la direction normale à l’interface. L’extension à l’ordre 2 est néanmoins plus
délicate, en particulier pour définir et limiter les pentes correctement dans la reconstruction.
Ces problèmes ne seront pas discutés dans cette thèse.

2.4.2.2 Schémas de diffusion

Pour construire un schéma de diffusion sur un maillage non structuré, il est nécessaire de
fournir une approximation du gradient normal. Tout d’abord considérons une face e apparte-
nant à la maille K, qui ne soit pas situé sur le bord. Il existe alors une autre maille L ∈ T
partageant cette même face. Le flux de diffusion explicite en temps, sortant de la maille K
vers la maille L est

ϕK,e = −Dn
e∇u(tn,xe) · nK,e +O(h2,∆t), (2.58)

où Dn
e =

Dn
K+Dn

L
2 est une approximation de la valeur du coefficient de diffusion au centre de

la face. Une première idée naïve est d’utiliser la même formule de différence finie qu’en 1D ou
sur maillage cartésien :

ϕ̃K,e = −Dn
e

unL − unK
||xL − xK ||

. (2.59)

Ce choix se révèle être mauvais puisque d’une manière générale, cette expression n’est pas
une approximation du gradient normal mais du gradient dans la direction entre le centre
des deux mailles. D’une manière générale, les maillages utilisés n’assurent pas la colinéarité
entre nK,e et xL − xK (voir figure 2.9). Ainsi, une autre méthode de calcul du gradient doit
être développée. Dans la littérature, plusieurs techniques ont été proposées (voir par exemple
[31] et [5] pour plus de références). Dans cette thèse nous nous concentrons sur l’une d’entre
elles qui est le schéma diamant dévéloppé par Y.Coudière, J-P.Vila et P.Villedieu dans [16, 15].

2.4.2.3 Schéma Diamant

L’idée principale de cette méthode (proposée initialement dans [16]) est d’approcher le
gradient dans le flux par la moyenne d’un gradient bien reconstruit dans le quadrilatère
diamant D = (xK ,x

−
e ,xL,x

+
e ) (voir figure 2.10). La formule du gradient permet d’exprimer

la moyenne du gradient dans le diamant en fonction de la valeur de u sur ses faces (eDi
)i≤4
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•

•

x−
e

•

x+
e•

xK •
xL•xe

•x∗
e •

nK,e

tK,e nKLK

L

e

D

Figure 2.10 – Deux mailles d’un maillage non structuré triangulaire et le diamant associé.
Le vecteur nKL est la normale à xL − xK tel que nKL · tK,e ≥ 0

de normales
nD ,i :

P =
1

|D |

∫
D
∇u(·,x)dx =

1

|D |

4∑
i=1

∫
eD,i

u(·,x)nD ,idx.

En reconstruisant convenablement u sur les faces du diamant, il est possible de donner une
approximation de la moyenne du gradient dans D . Cette approche a pour intérêt de faire
intervenir la valeur de u aux sommets du maillage (en x±

e ) à travers les reconstructions et
donc de prendre en compte une contribution tangentielle dans l’approximation du gradient.
Ces valeurs ne sont cependant pas des inconnues primales et doivent donc être calculées à
partir des mailles voisines. Supposons les connues pour le moment.

Proposition 2.4.1 (Gradient reconstruit)
Si u est reconstruit de manière affine par maille sur les faces du diamant alors la moyenne
du gradient reconstruit sur le diamant D est

P =

(
uL − uK

h
− κ

u+e − u−e
|e|

)
nK,e +

u+e − u−e
|e|

tK,e, (2.60)

où h = (xL − xK) · nK,e est la distance projetée entre les mailles selon la normale à la
face, κ =

(xL−xK)·tK,e

(xL−xK)·nK,e
est la tangente de l’angle formé entre nK,e et xL − xK et u±e sont

les valeurs reconstruites de u aux sommets x±
e .

Démonstration : Les reconstructions étant affines sur les faces du diamant, les moyennes arith-
métique de u sont simplement

P =
1

|D |

4∑
i=1

1

2
(u−i + u+i )eD,i, (2.61)

où u±i sont les inconnues aux sommets de la face et eD,i est le vecteur normal à la face de norme
sa longueur. Tout d’abord, exprimons ce résultat plus simplement dans la base (nK,e,nKL).
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Pour ce faire, remarquons tout d’abord que chaque quantité dans l’expression (2.61) est portée
par la somme de deux vecteurs. Par exemple, le terme en facteur de uK est

1

2
(eD,1 + eD,4).

Or, l’intégrale de la normale extérieure sur n’importe quel polygone est nulle :
∫
n = 0. Dans

le triangle (xK ,x
−
e ,x

+
e ), cette propriété permet d’écrire la relation suivante :

eD,1 + eD,4 = −|e|nK,e.

Cette expression permet d’exprimer le terme en uK dans la base voulue. En appliquant ce
même procédé aux trois autres sommets du diamant, il est possible de montrer que le gradient
moyen est

P =
|e|
2|D |

(uL − uK)nK,e +
||xL − xK ||

2|D |
(
u+e − u−e

)
nKL.

Or, l’aire du diamant est |D | = h|e| et le vecteur nKL se décompose sous la forme cos(α)tK,e−
sin(α)nK,e, où α est l’angle formé entre nK,e et xL − xK . Après des opérations algébriques
élémentaires, le gradient prend la forme voulue dans la base locale (nK,e, tK,e). Il est aussi
possible d’obtenir ce résultat en constant que le gradient approché est l’unique solution du
système : {

P · (xL − xK) = uK − uL

P · (x+
e − x−

e ) = u+e − u−e
.

Autrement dit, le gradient moyen est exact dans la direction du centre des mailles et dans la
direction longitudinale à la face. La résolution de ce système donne alors le résultat voulu.

Définition 2.4.1 (Schéma diamant)

Le flux numérique du schéma diamant est l’approximation du flux de diffusion (2.58)
calculé à partir du gradient reconstruit P dans la maille diamant :

ϕ̃K,e = −Dn
ePnK,e

= −Dn
e

(
uL − uK

h
− κ

u+e − u−e
|e|

)
.

(2.62)

Remarque 2.4.2
Ce schéma peut être facilement étendu aux systèmes de diffusion. La même méthode est
employée pour reconstruire les gradients normaux des différentes quantités dans chacune
des composantes du flux.

Afin de pouvoir mettre en oeuvre ce schéma en pratique, il reste désormais à définir les valeurs
u±e aux noeuds du maillage. La méthode proposée dans [16] est rappelée ici.

Proposition 2.4.2 (Moindres carrés)

Soient n ∈ N un noeud du maillage, ũn(x) = a · (x−xn)+ b une reconstruction affine de
u autour de n et E = 1

2

∑
K∈Tn

|ũn(xK)−uK |2 l’erreur quadratique. L’erreur est minimale
si et seulement si YT =

(
b a

)
vérifie le système des équations normales :

(
p JT

J I

)
Y =


∑

K∈Tn

uK∑
K∈Tn

(xK − xn)uK

 , (2.63)

où p est le nombre de mailles partageant le sommet n et où (J, I) ∈ R2 ×M2(R) sont un
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vecteur et une matrice définis tels que

J =
∑

K∈Tn

(xK − xn), (2.64a)

I =
∑

K∈Tn

(xK − xn)⊗ (xK − xn). (2.64b)

Démonstration : Soient Ki ∈ Tn la ième maille partageant le noeud n, C ∈Mp,3(R) la matrice
dont la ième ligne est définie par

Ci =
(
1 xKi

− xn

)
,

et D ∈Mp(R) le vecteur tel que Di = UKi
. L’erreur quadratique s’écrit alors sous la forme :

E(Y) =
1

2
||CY −D||22.

Supposons que Y minimise E. Le gradient de cette fonctionnelle est donc nul :

∇YE = CT (CY −D) = 0,

ce qui permet de montrer que Y vérifie le système des équations normales. Réciproquement,
supposons désormais que Y vérifie le système des équations normales et soit Z ∈ M3(R).
Montrons que E(Z) est minoré :

E(Z) =
1

2
||(CY −D) +C(Z−Y)||22

= E(Y) +CT (CY −D) · (Z−Y) +
1

2
||D(Z−Y)||22

≥ E(Y).

Le vecteur Y est donc bien le minimum de E.

La valeur au noeud du maillage est donnée par la partie constante de la reconstruction b
qui correspond à un(xn). Sa valeur a été calculée dans [16] et vaut

b =
∑

K∈Tn

1− λ · xK

p− λ · J
uK , λ = I−1J. (2.65)

A travers cette méthode, il apparaît nécessaire d’augmenter la taille du stencil en prenant
en compte la valeur des mailles autour de l’interface pour correctement calculer le gradient
normal. Le flux du schéma diamant (2.62) s’apparente à une combinaison du gradient dans la
direction des centres des mailles et de celui dans la direction de la face. Si la normale à l’arête
est bien alignée avec la direction des centres alors κ = 0 et le flux dégénère vers le schéma
naïf (2.59).

Remarque 2.4.3
D’un point de vue algorithmique, il est souhaitable de commencer par reconstruire u sur
tous les noeuds du maillage avant de calculer les flux pour éviter les calculs redondants. De
plus, il est important de remarquer que le vecteur (1−λ·xK

p−λ·J )K∈Tn ∈ Rp ne dépend que de la
géométrie. Il peut donc être calculé une unique fois pour chacun des noeuds (et stocké en
mémoire). En définitive, la phase de reconstruction se limite donc au calcul d’un produit
scalaire par noeud à chaque pas de temps, ce qui reste raisonnable par rapport au coût du
(mauvais) schéma naïf.
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2.5 Les schémas préservant l’asymptotique

2.5.1 Contexte et principe général

Les équations cinétiques et les modèles aux moments (présentés dans le chapitre 1) dé-
crivent des phénomènes physiques à différentes échelles. D’un côté, le transport des particules
s’opère à l’échelle microscopique qui est celle du libre parcours moyen des particules. De
l’autre, la diffusion des particules est observée à l’échelle macroscopique. D’un point de vue
pratique, ces changements d’échelle apparaissent dans différents problèmes physiques. Par
exemple, dans la physique de la fusion par confinement inertiel celui-ci s’opère entre l’inté-
rieur (dense) et l’extérieur (peu dense) de la cible. En dehors de la cible, le laser transporte
de l’énergie puis à l’intérieur, celle-ci est déposée par diffusion du fait de l’augmentation de
la densité du milieu. En radiothérapie, un changement similaire se produit lorsque le rayon-
nement ionisant passe du milieu extérieur à l’intérieur de la peau.

Dans ce chapitre, des méthodes numériques ont été présentées pour résoudre les équations
de transport et de diffusion. Néanmoins, pour de nombreux problèmes physiques, ces deux
mécanismes peuvent cohabiter au sein d’une même simulation. Il n’est donc pas possible
d’utiliser les méthodes séparément l’une de l’autre. De plus, il est aussi important de savoir
correctement résoudre les régimes intermédiaires qui mélangent transport et diffusion. Par
conséquent, il est nécessaire de développer des méthodes qui arrivent à résoudre toutes les
échelles en même temps. Deux problèmes principaux se posent alors. Le premier est qu’en
suivant une approche classique, le schéma est contraint de résoudre la plus petite échelle
microscopique. Du fait de la condition CFL, le pas de temps peut alors devenir très faible. Le
deuxième problème est que le régime asymptotique n’est pas forcément bien résolu. Autrement
dit, les flux limites n’approchent pas forcément d’une manière consistante l’équation limite.
Pour pallier ces problèmes, une nouvelle classe de méthodes numériques a émergé ; les schémas
préservant l’asymptotique.
Définition 2.5.1 (Schéma AP - Asymptotic Preserving)

D’une manière générale, un schéma numérique préservant l’asymptotique est un schéma
qui discrétise correctement une équation et son équation limite. Par ailleurs, ces schémas
sont uniformément stable par rapport au régime ; la condition de stabilité de ce schéma
ne dépend pas fortement de celui-ci.

Construire un schéma numérique pour les modèles aux moments (ou les équations cinétiques)
présentés dans cette thèse, consiste à élaborer des flux qui discrétisent à la fois le système
hyperbolique et l’équation parabolique dans la limite ou le nombre de Knudsen tend vers 0
(voir figure 2.11).

Modèle aux moments Equation de diffusion

Schéma consistant ?

Continu :

Discret :

ϵ→ 0

ϵ→ 0

Figure 2.11 – Diagramme représentant la problématique de la préservation de l’asymptotique

Dans la littérature, de nombreuses méthodes préservant l’asymptotique ont été proposées
dans différents cadres physiques :

— Les schémas AP ont été introduits pour la première fois dans le contexte du transport
des neutrons et du transfert radiatif par [41, 40]. Ces schémas reposent alors sur la

62



Section 2.5. Les schémas préservant l’asymptotique

méthode de Garlerkine discontinue.
— Plus tard, un schéma AP a été proposé dans [34, 33] à partir de la méthode des ordon-

nés discrets. L’idée principale consiste à combiner astucieusement le flux du schéma
décentré et celui de diffusion pour obtenir les bonnes limites asymptotiques. Une idée
similaire a été plus tard proposée pour le transport linéaire dans [7].

— Dans [36, 35, 8], les auteurs utilisent une décomposition de la fonction de distribution
autour de la distribution d’équilibre pour obtenir des schémas AP pour des équations
de transport. Une démarche plus générale a été suivie dans [44] en utilisant une dé-
composition micro-macro de la fonction de distribution.

— Dans [37] et [1, 9], des idées similaires ont été employées pour le transfert radiatif et
la dynamique des gazs.

— D’autres méthodes ont été proposées pour le transport linéaire comme la méthode
well-balanced [25] et les schémas d’intégration-projection [39].

— Plus récemment, des schémas AP ont été construits pour des modèles aux moments
dans [2, 26, 10]. Ceux-ci introduisent des modifications ad hoc dans le solveur de
Riemann approché pour correctement traiter le terme le source et atteindre le bon
régime asymptotique.

En 2010, K. Xu et J-C. Huang ont conçu un schéma AP novateur pour la dynamique
des gaz raréfiés, connu sous le nom de Unified Gas Kinetic Scheme (UGKS) [59]. Ce schéma
constitue la base des travaux présentés dans cette thèse et est présenté en détail dans les
chapitres 3 et 4.

2.5.2 HLL modifié

Dans cette section, il est montré à titre d’illustration comment le schéma HLL pour le
modèle M1 (présenté dans la section 2.2.3.2) peut être modifié pour obtenir un schéma pré-
servant l’asymptotique en suivant [2]. Dans le chapitre 3, ce schéma servira aussi de point de
comparaison pour la nouvelle méthode proposée.

L’objectif est donc de faire en sorte d’obtenir un bon schéma pour l’équation de diffusion
scalaire (2.36) lorsque le nombre de Knudsen tend vers 0 dans les flux et quand l’échelle de
temps est celle permettant d’observer la diffusion, soit η = ϵ. Tout d’abord, il apparaît que
le schéma HLL classique sans la modification pour traiter le terme source (la formulation
volumes finis (2.27) avec les flux (2.29)) diverge du fait du terme en 1

η en facteur dans les flux
et le terme source.

Après modification, les flux du nouveau schéma (2.34-2.33) tendent vers une valeur finie.
En supposant le pas du maillage constant et en majorant/minorant les valeurs propres λ±

par ± 1
η dans le schéma, il est possible de montrer le résultat suivant.

Proposition 2.5.1 (Schéma non AP)
Lorsque ϵ 7→ 0, le schéma numérique limite sur la densité est

ρn+1
i = ρni +

∆t

∆x2
1

σ

(
ρni+1 − 2ρni + ρni−1

)
. (2.66)

Démonstration : Sous forme développée, le schéma complet sur la densité peut s’écrire sous la
forme :

ρn+1
i = ρni − ∆t

∆x

1

2ϵ+ σ∆x

(
jni+1 − jni−1 −

(
ρni+1 − 2ρni + ρni−1

))
.

L’analyse du schéma sur la densité de courant permet de montrer que (jni ) −→
ϵ→0

0. On obtient
ainsi le résultat voulu.
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Par rapport au schéma initial, la modification permet d’obtenir un schéma stable asymptoti-
quement dans la limite où le nombre de Knudsen tend vers 0. Cependant, ce nouveau schéma
ne préserve pas l’asymptotique. En effet, le schéma discrétise bien l’équation de diffusion mais
pour une opacité de 1

σ et non pas de 1
3σ . Il est donc nécessaire de modifier ce schéma. Pour

ce faire, dans [2], il a été suggéré de réécrire la loi de conservation sous la forme suivante :

∂tU+ ∂xF(U) =
σ + σ

ϵη

(
R(U)−U

)
, (2.67)

où σ ∈ R+ est une opacité libre et R est le terme source modifié :

R(U) =
σ

σ + σ
R(U) +

σ

σ + σ
U. (2.68)

L’introduction de ce degré de liberté dans l’équation va permettre de retrouver le bon régime
asymptotique. Comme le terme source est toujours sous la forme d’un terme de relaxation, le
schéma est le même que précédemment dans lequel R est remplacé par R et σ par σ + σ. Le
nouveau schéma limite sur la densité est alors

ρn+1
i = ρni − ∆t

∆x

1

2ϵ+ (σ + σ)∆x

(
jni+1 − jni−1 −

(
ρni+1 − 2ρni + ρni−1

))
.

Le bon coefficient de diffusion est finalement retrouvé en posant σ = 2σ.
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UGKS pour les modèles aux moments
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Chapitre 3
Le transport linéaire
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Résumé
Dans ce chapitre, une nouvelle méthode numérique préservant l’asymptotique est proposée

pour résoudre les modèles aux moments du transport linéaire présentés dans le chapitre 1.
Ces méthodes reposent sur l’Unified Gas Kinetic Scheme (UGKS) dont la construction est
rappelée. Plusieurs extensions à cette nouvelle méthode sont suggérées et la question de réali-
sabilité des schémas est discutée. Une partie du travail exposé dans ce chapitre a été publiée
dans Mathematics and Computers in Simulation [23].
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Chapitre 3. Le transport linéaire

3.1 Introduction

Dans le chapitre 1 (section 1.2), plusieurs modèles aux moments du transport linéaire ont
été introduits. Tout comme pour l’équation cinétique dont ils sont issus, ceux-ci admettent
un régime asymptotique particulier dans la limite où le nombre de Knudsen tend vers 0.
Dans cette limite, la densité tend à vérifier l’équation de diffusion (1.9). Bien qu’il soit aisé
de construire séparément un schéma numérique pour un modèle aux moments ou l’équation
de diffusion limite, il n’est pas trivial d’en obtenir un qui dégénère correctement de l’un vers
l’autre de manière continue. D’un point de vue physique, il est important de pouvoir résoudre
toutes les échelles en même temps, puisque différents régimes peuvent cohabiter à l’échelle
d’une même simulation. Cependant, cette propriété n’est pas évidente à obtenir numérique-
ment, en particulier du fait du changement de classe d’équation (qui passe de l’hyperbolique
au parabolique).

Dans la dernière section du chapitre précédent, une méthode a été présentée pour obtenir
un schéma préservant l’asymptotique pour le modèle M1 à partir de HLL. Comme de nom-
breux schémas AP [26, 10], celui-ci repose sur une modification ad hoc des flux. Un critère
pertinent pour juger la pertinence de cette dernière est d’évaluer a posteriori la vitesse de
convergence en ϵ vers la solution de diffusion (par exemple voir [4]). Malgré ce critère, il reste
cependant une part d’arbitraire dans la construction du flux puisque plusieurs fonctions sont
admissibles pour définir α (2.33). Par ailleurs, la démarche n’est pas générique et doit être
adaptée en fonction du modèle aux moments considéré.

L’Unified Gas Kinetic Scheme (UGKS) est un schéma AP, développé en 2010 par K. Xu et
J-C. Huang dans le contexte de la dynamique des gazs raréfiés. Brièvement, l’idée principale
du schéma est d’utiliser la solution intégrale de l’équation cinétique pour construire les flux.
Cette méthode présente l’avantage de nativement prendre en compte le terme source tout
en dégénérant correctement dans les régimes limites sans correction supplémentaire. UGKS
a depuis été étendu et amélioré de différentes manières. Une extension multidimensionnelle a
tout d’abord été proposée dans [32] puis des écoulements plus complexes ont été traités dans
[28, 27]. En particulier, une extension permettant de résoudre l’opérateur de Boltzmann com-
plet a été suggérée [48] et d’autres applications ont encore été considérées [58]. Une synthèse
de l’état de l’art autour d’UGKS et un aperçu globale de la méthode est disponible dans [60].

Ce schéma a aussi été appliqué au transport linéaire par L. Mieussens dans [50] puis
étendu au transfert radiatif dans [55] et ces travaux constituent la base des développements
de ce chapitre. Cependant, cette méthode s’applique aux équations cinétiques et non pas aux
modèles aux moments. Dans les sections suivantes, la construction d’UGKS pour le transport
linéaire est rappelée, puis une nouvelle méthode est proposée pour construire des schémas
pour les modèles aux moments associés, à partir de celui-ci.

3.2 UGKS pour le transport linéaire

Dans cette section, le travail présenté par L. Mieussens dans [50], exposant la construction
d’UGKS pour l’équation du transport linéaire est repris. L’équation cinétique à résoudre est

∂tf +
v

η
∂xf = ν(ρ− f), (3.1)

où f : (t, x, v) → f(t, x, v) est la fonction de distribution, ρ = ⟨f⟩ est la densité et ν = σ
ϵη est

la fréquence de collision.
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Section 3.2. UGKS pour le transport linéaire

3.2.1 Une formulation volumes finis

Dans cette partie, la formulation volumes finis de l’équation cinétique (3.1) est établie.
La démarche est identique à celle présentée pour les lois de conservation dans le chapitre 2.
Soient Ci = [xi−1/2, xi+1/2] un volume de contrôle de taille ∆x et [tn, tn+1] un intervalle de
temps de taille ∆t. Tout d’abord, la moyenne de la fonction de distribution dans la maille Ci

à l’instant tn est

∀v ∈ [−1, 1], fni (v) =
1

∆x

∫
Ci

f(tn, x, v)dx, (3.2)

et le flux microscopique à travers l’interface xi+1/2 est

∀v ∈ [−1, 1], ϕi+1/2(v) =
1

η∆t

∫ tn+1

tn

vf(t, xi+1/2, v)dt. (3.3)

A cette étape, la variable cinétique est conservée continue, ces quantités sont donc semi-
discrètes. Cette variable sera par la suite omise en l’absence d’ambiguïté. La formulation
volumes finis retenue de l’équation cinétique est alors

fn+1
i − fni

∆t
+

1

∆x
(ϕi+1/2 − ϕi−1/2) = νi

(
ρn+1
i − fn+1

i

)
, (3.4)

où νi = ν(xi) = σ(xi)/(ϵη) est la fréquence de collision dans la ième maille. Le terme de
collision a été approché par une formule de quadrature des rectangles à droite pour obtenir
un schéma implicite. Ce choix est important pour que le schéma soit asymptotiquement stable
dans la limite de diffusion où ce terme devient prépondérant. Néanmoins, un problème se pose
désormais puisque la densité au temps tn+1 intervient. Pour contourner cette difficulté, il est
possible d’écrire une deuxième formulation volumes finis sur l’équation de conservation de la
masse en intégrant la formulation microscopique (3.4) sur l’espace des vitesses :

ρn+1
i − ρni

∆t
+

1

∆x
(Φi+1/2 − Φi−1/2) = 0, (3.5)

où ρni = ⟨fni ⟩ est la moyenne de la densité dans le volume de contrôle à l’instant tn et
Φi+1/2 =

〈
ϕi+1/2

〉
est le flux macroscopique à travers l’interface. Par propriété de conservation

de la masse de l’opérateur de collision, le terme source implicite disparaît. Ainsi, d’un point de
vue algorithmique, la densité au temps tn+1 est calculée préalablement afin de pouvoir réaliser
la mise à jour de la fonction de distribution avec le terme source implicite. Il reste désormais
à donner une approximation consistante et conservative du flux microscopique ϕi+1/2 et par
suite, du flux macroscopique Φi+1/2. La construction du flux est explicitée dans la section
suivantes.
Remarque 3.2.1 (Méthode de Crank–Nicolson)

L’intégrale en temps du terme source peut aussi être approchée par la formule de qua-
drature des trapèzes pour améliorer l’ordre de convergence en temps du schéma. Dans ce
cas, le terme source du schéma microscopique (3.4) est

νi

(
ρni − fni

2
+
ρn+1
i − fn+1

i

2

)
. (3.6)

Remarque 3.2.2 (Limite de diffusion)

A l’échelle de la diffusion (η = ϵ), si ϕi+1/2 = O(ϵ−1), alors le schéma microscopique
(3.4) peut s’écrire sous la forme : fn+1

i = ρn+1
i + O(ϵ). Ainsi dans la limite de diffusion

(ϵ→ 0), la fonction de distribution tend bien vers sa propre densité qui est la distribution

69



Chapitre 3. Le transport linéaire

d’équilibre.

3.2.2 Une méthode basée sur les caractéristiques

L’idée principale d’UGKS est d’utiliser la solution intégrale de l’équation cinétique pour
calculer les flux numériques. Ainsi, le terme source est naturellement pris en compte dans
l’élaboration du schéma.
Proposition 3.2.1 (Méthode des caractéristiques)

Supposons la fréquence de collision ν constante, la solution de l’équation cinétique (3.1)
vérifie :

d

dt

(
eνtf(t, x+

v

η
t, ·)
)

= νeνtρ(t, x+
v

η
t). (3.7)

Démonstration : Soit s 7→ (t(s), x(s)) une courbe caractéristique paramétrée par s ∈ R+. La
dérivée de la fonction de distribution le long de cette courbe est

d

dt
f(t(·), x(·), ·) = dt

ds
∂tf +

dx

ds
∂xf.

Si t(s) = s et x(s) = x(0) + v
η s, alors la dérivée vérifie :

d

dt
f(t(·), x(·), ·) = ν (ρ(t(·), x(·))− f(t(·), x(·), ·)) .

Les caractéristiques sont donc des droites de pentes v
η et la variation de la fonction de distri-

bution le long des lignes correspond au taux de collision entre les particules. L’équation (3.7)
s’obtient alors par une simple manipulation algébrique :

∀t ∈ R+, e
νt d

dt
f(t, x(0) + vt, ·) + νeνtf(t, x(0) + vt, ·) = νeνtρ(t, x(0) + vt).

Proposition 3.2.2 (Formule de Duhamel)
Supposons les variations de l’opacité négligeables à l’échelle d’une maille et d’un pas de
temps, le bilan des particules à l’interface xi+1/2 s’exprime à partir de la formule de
Duhamel :

∀t > tn, f(t, xi+1/2, v) ≈ e−νi+1/2(t−tn)f(tn, xi+1/2 −
v

η
(t− tn), v)

+ νi+1/2

∫ t

tn

e−νi+1/2(t−s)ρ(s, xi+1/2 −
v

η
(t− s))ds,

(3.8)

où νi+1/2 =
σi+1/2

ϵη est la fréquence de collision à l’interface.

Démonstration : Cette formule est obtenue en considérant la représentation intégrale (3.7)
comme une approximation autour de la maille et à l’échelle d’un pas de temps, puis en intégrant
entre tn et t > tn en x(0) = xi+1/2.

La formule de Duhamel établit un bilan du nombre de particules au niveau de l’interface.
Le nombre total de particules à l’instant t peut être séparé en deux catégories ; celles advec-
tées et celles ayant subies une collision. Le premier membre de la formule décrit simplement
le transport d’une partie des particules du pied de la caractéristique xi+1/2− v

η (t− tn) jusqu’à
l’interface. Le deuxième comptabilise l’ensemble des particules qui ont subi une ou plusieurs
collisions avant le temps s (compris entre tn et t) en xi+1/2 − v

η (t− s) et acquis la vitesse v.
Ces deux mécanismes apparaissent avec une certaine probabilité qui suit une loi exponentielle
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en la fréquence de collision.

Cette formule établit l’état de la fonction de distribution aux interfaces dans le temps.
Elle peut donc être utilisée pour construire un flux numérique microscopique. Pour ce faire,
les grandeurs continues à l’intérieur doivent être approchées par leurs équivalents discrets :
(fni , ρ

n
i ). Une manière de procéder est de définir des reconstructions en temps et en espace

pour la fonction de distribution et la densité. Le choix de ces reconstructions conditionne les
régimes asymptotiques et l’ordre de convergence du schéma.

x
xi xi+1

fni

fni+1

f(tn, x, v)

xi+1/2
x

xi xi+1

ρi+1/2

ρni

ρni+1

ρ(t, x)

xi+1/2

Figure 3.1 – Reconstructions de la fonction de distribution et de la densité

Tout d’abord, la fonction de distribution est reconstruite de manière usuelle par une
fonction affine par maille (voir figure 3.1) :

∀x ∈ [xi−1/2, xi+1/2], f(tn, x, ·) =

{
fni + δxf

n
i (x− xi) si x < xi+1/2

fni+1 + δxf
n
i+1(x− xi+1) si x > xi+1/2

, (3.9)

où δxf
n
i est la pente de la fonction de distribution. Celle-ci est limitée par un limiteur de

pente ψ (2.21) pour assurer la décroissance de la variation totale du schéma :

δxf
n
i = ψ

(
fni+1 − fni

∆x
,
fni − fni−1

∆x
,
fni+1 − fni−1

2∆x

)
. (3.10)

La densité est elle reconstruite d’une manière particulière par une fonction affine et continue
entre les mailles (voir figure 3.1). Elle s’écrit sous la forme :

∀t ∈ [tn, tn+1], ∀x ∈ [xi−1/2, xi+1/2],

ρ(t, x) = ρni+1/2 +

{
δLx ρ

n
i+1/2(x− xi+1/2) si x < xi+1/2

δRx ρ
n
i+1/2(x− xi+1/2) si x > xi+1/2

,
(3.11)

où ρni+1/2 est la densité à l’interface et où δLRx ρni+1/2 sont les pentes spatiales. D’un point
de vue pratique, le choix de la définition de ρni+1/2 n’est pas très important. Par exemple,
la moyenne arithmétique convient : ρni+1/2 = (ρni + ρni+1)/2. D’un point de vue physique, il
peut être pertinent de choisir une densité plus proche de la distribution réelle des particules à
l’interface. Dans la limite où t tend vers tn, la formule de Duhamel (3.7) exprime la condition
de compatibilité de l’opérateur BGK en xi+1/2 :

⟨ρ− f⟩ (t, xi+1/2) = 0.

En utilisant une reconstruction constante par maille de la fonction de distribution dans celle-ci,
la densité à l’interface s’exprime alors sous la forme :

ρni+1/2 = ρn+i + ρn−i+1, (3.12)

71



Chapitre 3. Le transport linéaire

où ρn±i = ⟨fni 1v≷0⟩ sont les demi-densités. Finalement, les pentes spatiales sont calculées avec
des formules de différences finies :

δLx ρ
n
i+1/2 =

ρni+1/2 − ρni

∆x/2
, δRx ρ

n
i+1/2 =

ρni+1 − ρni+1/2

∆x/2
. (3.13a)

Proposition 3.2.3 (Flux microscopique d’UGKS)
A partir des reconstructions ainsi définies, le flux numérique microscopique d’UGKS est

ϕi+1/2(v) =Ai+1/2v
(
f
n(+)
i 1v>0 + f

n(−)
i+1 1v<0

)
+Bi+1/2v

2(δxf
n
i 1v>0 + δxf

n
i+11v<0)

+Ci+1/2vρ
n
i+1/2

+Di+1/2v
2(δLx ρ

n
i+1/21v>0 + δRx ρ

n
i+1/21v<0),

(3.14)

où f
n(±)
i = fni ± ∆x

2 δxf
n
i . Les coefficients d’intégrations Ai+1/2, Bi+1/2, Ci+1/2 et Di+1/2

sont données par les fonctions suivantes :

A(∆t, η, ϵ, σ) = −1

η

1− ew

w
, (3.15a)

B(∆t, η, ϵ, σ) =
ϵ

ση

[
ew +

1− ew

w

]
, (3.15b)

C(∆t, η, ϵ, σ) =
1

η

[
1 +

1− ew

w

]
, (3.15c)

D(∆t, η, ϵ, σ) = − ϵ

ση

[
1 + ew + 2

1− ew

w

]
, (3.15d)

où w = − σ
ϵη∆t ∈ R− est évalué en σi+1/2 =

σi+σi+1

2 .

Démonstration : Les reconstructions (3.9-3.11) sont employées dans la formule de Duhamel
(3.8) puis intégrées exactement en temps pour obtenir le flux (3.3). Lorsque v > 0, le flux
microscopique d’UGKS prend alors la forme :

ϕi+1/2(v) =
1

η∆t

∫ tn+1

tn

vf(t, xi+1/2, v)dt

=
1

η∆t

∫ tn+1

tn

ve−νi+1/2(t−tn)

[
fni + δxf

n
i

(
∆x

2
− v

η
(t− tn)

)]
dt

+
1

η∆t

∫ tn+1

tn

vνi+1/2

∫ t

tn

e−νi+1/2(t−s)

[
ρni+1/2 − δLx ρ

n
i+1/2

v

η
(t− s)

]
dsdt.

Chacun des éléments des reconstructions donnent lieu à un terme supplémentaire dans le flux
numérique. Le calcul détaillé de chacune des intégrales sont dans l’annexe A.

Remarque 3.2.3 (Domaine de validé des reconstructions)
Dans la limite de diffusion, le pied de la caractéristique peut être arbitrairement loin de
l’interface dans la formule de Duhamel. Néanmoins, du fait du mécanisme de collision, les
particules sont contenues proche de l’interface du fait du terme exponentiel. De ce fait,
il est justifié de négliger l’influence des particules à distance en étendant le domaine de
validité des reconstructions en dehors des mailles. Néanmoins, cela peut dans certains cas
particuliers provoquer la création de distributions négatives dans le schéma. Ce problème
est détaillé dans la section 3.4.
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Section 3.2. UGKS pour le transport linéaire

Proposition 3.2.4 (Flux macroscopique d’UGKS)
Si le pas du maillage est constant alors le flux macroscopique d’UGKS est

Φi+1/2 =Ai+1/2

〈
vf

n(+)
i 1v>0 + vf

n(−)
i+1 1v<0

〉
+Bi+1/2

〈
v2δxf

n
i 1v>0 + v2δxf

n
i+11v<0

〉
+
Di+1/2

3∆x
(ρni+1 − ρni ).

(3.16)

Démonstration : Le flux macroscopique est la moyenne du flux microscopique sur l’espace des
vitesses. Le termes constant en espace dans la reconstruction de la densité (associé à Ci+1/2)
disparaît puisque ⟨v⟩ = 0. Le seul terme à calculer concerne la partie affine de la reconstruction
de la densité :

Di+1/2

〈
v2
〉

2

(
δLx ρ

n
i+1/2 + δRx ρ

n
i+1/2

)
=
Di+1/2

3∆x

(
ρni+1 − ρni

)
.

Dans ce cas, la densité à l’interface n’intervient pas dans le flux macroscopique donc sa défi-
nition n’importe pas.

Remarque 3.2.4 (Maillage non régulier)
Si le maillage n’est pas régulier, alors la simplification de la densité à l’interface ne s’opère
pas dans le flux macroscopique. D’une manière générale, les pentes sont

δLx ρ
n
i+1/2 =

ρni+1/2 − ρni

∆xi/2
, δRx ρ

n
i+1/2 =

ρni+1 − ρni+1/2

∆xi+1/2
.

Le terme associé dans le flux macroscopique est alors

Di+1/2

3

(
ρni+1

∆xi+1
− ρni

∆xi
+ ρni+1/2

(
1

∆xi
− 1

∆xi+1

))
.

Dans la suite de ce chapitre, le pas d’espace sera supposé constant mais cette situation
sera considérée (et aura son importance) dans le cas des maillages non structurés (voir
section 4.4).

3.2.3 Analyse asymptotique et stabilité

L’analyse asymptotique des différents coefficients d’intégration permet de déterminer les
flux limites d’UGKS dans les différents régimes. Ces coefficients sont représentés sur la figure
3.2.
Proposition 3.2.5 (Régime de transport)

Lorsque le nombre de Knudsen tend vers +∞ à η et ∆t fixés (ou lorsque la fréquence de
collision tend vers 0), le flux microscopique d’UGKS tend vers le flux de Godunov d’ordre
2 en espace et en temps pour l’équation d’advection linéaire (2.18) :

ϕi+1/2 −→
ϵ→∞

v

η
(f

n(+)
i 1v>0 + f

n(−)
i+1 1v<0)−∆t

v2

2η2
(δxf

n
i 1v>0 + δxf

n
i+11v<0). (3.17)

Démonstration : Les développements de Taylor des coefficients d’intégration en w = − σ

ϵη
∆t = 0

sont

A =
1

η
+O(w), B = − ∆t

2η2
+O(w), C = − w

2η
+O(w2), D = − ϵw

2

6ησ
O(w3). (3.18)
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Figure 3.2 – Graphique représentant les coefficients d’intégrations normalisés en fonction de
w = −ν∆t = − σ

ϵη
∆t.

Dans la limite où w tend vers 0, le flux microscopique ne contient donc que les termes associés
à la reconstruction de la fonction de distribution.

Proposition 3.2.6 (Régime de Diffusion)

Supposons que le pas d’espace est constant. À l’échelle de la diffusion η = ϵ et lorsque
le nombre de Knudsen tend vers 0, le flux macroscopique d’UGKS tend vers le flux de
diffusion du schéma centré d’ordre 2 en espace (2.39) :

Φi+1/2 −→
ϵ→0

−1

3σi+1/2

ρni+1 − ρni
∆x

. (3.19)

Par ailleurs, la fonction de distribution tend vers sa densité moyenne :

fn+1
i −→

ϵ→0
ρn+1
i . (3.20)

Démonstration : Lorsque ϵ tend vers 0, les limites des coefficients de diffusion (intervenant dans
le flux macroscopique) sont

A(∆t, ϵ, ϵ, σ) −→
ϵ→0

0, B(∆t, ϵ, ϵ, σ) −→
ϵ→0

0, D(∆t, ϵ, ϵ, σ) −→
ϵ→0

−1

σ
. (3.21)

Ainsi, il ne reste dans le flux plus que le terme associé à la reconstruction affine de la densité.
Pour prouver le deuxième point de la proposition, l’équivalent de Ci+1/2 en ϵ = 0 est utilisé :

Ci+1/2 ∼
ϵ→0

1

ϵ
. (3.22)

La fonction de distribution tend donc bien vers sa densité puisque ϕi+1/2 = O(ϵ−1) (du fait
de la remarque 3.2.2).

Ces deux résultats permettent d’établir qu’UGKS préserve bien l’asymptotique de l’équation
du transport linéaire. En effet, les flux limites dans chacun des deux régimes fournissent bien
des approximations consistantes des flux des équations limites. Pour obtenir un schéma d’ordre
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supérieur en espace dans le régime de transport, il serait possible de réaliser une reconstruction
d’ordre plus élevé de la fonction de distribution en utilisant une approche de type WENO [56]
par exemple.
Remarque 3.2.5

Les flux de diffusion sont obtenus uniquement grâce à la partie affine de la reconstruction
de la densité. Si le pas du maillage n’est pas constant alors le flux de diffusion limite
n’est plus correct. Deux méthodes sont proposées dans la section 4.4.2.1 pour traiter ce
problème dans le cadre plus général des maillages non structurés.

Pour obtenir un schéma AP, il faut aussi prouver que le schéma reste stable sous des condi-
tions "raisonnables", qui ne dépendent donc a priori pas fortement du nombre de Knudsen.
Le pas de temps ne doit en particulier pas tendre vers 0 lorsque le nombre de Knudsen tend
vers 0. Bien que cela n’ait pas été montré formellement, il a été observé (dans [50]) que le
schéma reste stable sous une condition CFL heuristique combinant la CFL de transport et de
diffusion :

∆t ≤ CFL

(
3

2
σ∆x2 + η∆x

)
. (3.23)

Cette condition semble valide pour des données initiales et conditions aux limites régulières.

3.2.4 Diffusion implicite

Dans le régime de diffusion, il est nécessaire de vérifier une condition parabolique de sta-
bilité. Cette condition est restrictive puisque le pas de temps doit être proportionnel au carré
du pas du maillage. Un schéma implicite permet de contourner cette restriction. Pour obtenir
ce schéma comme limite asymptotique d’UGKS, il est possible de modifier la reconstruction
en temps de la densité de la manière suivante :

∀t ∈ [tn, tn+1], ∀x ∈ [xi−1/2, xi+1/2], ρ(t, x) = ρn+1
i+1/2 +

{
δLx ρ

n+1
i+1/2(x− xi+1/2) si x < xi+1/2

δRx ρ
n+1
i+1/2(x− xi+1/2) si x > xi+1/2

,

(3.24)
où les pentes sont désormais calculées à partir des quantités au temps tn+1 :

δLx ρ
n+1
i+1/2 =

ρn+1
i+1/2 − ρn+1

i

∆x/2
, δRx ρ

n+1
i+1/2 =

ρn+1
i+1 − ρn+1

i+1/2

∆x/2
.

Dans ce cas, le flux limite de diffusion est bien implicite :

Φi+1/2 −→
ϵ→0

−1

3σi+1/2

ρn+1
i+1 − ρn+1

i

∆x
. (3.25)

Le schéma implicite nécessite de résoudre un système linéaire à chaque pas de temps dans la
partie macroscopique.

Remarque 3.2.6 (Densité à l’interface)

Si la reconstruction (3.24) est adoptée avec la définition cinétique (3.12) de la densité
à l’interface alors le schéma microscopique ne peut plus être traité explicitement. Deux
solutions sont possibles pour régler ce problème :

— La première consiste à utiliser la définition de la moyenne arithmétique à la place :
ρn+1
i+1/2 =

1
2(ρ

n+1
i + ρn+1

i+1 ). Dans ce cas le flux peut être traité explicitement.
— La deuxième consiste à changer la reconstruction, en utilisant la densité à l’interface

au temps tn dans la partie constante et les pentes. Comme celle-ci n’intervient pas
dans le flux macroscopique, cette dernière solution n’altère pas le régime asympto-
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tique.

Ce schéma n’a pas été utilisé ni testé par la suite mais la simplicité de son élaboration est
mise en avant ici.

3.2.5 Conditions aux limites

Dans cette section, une méthode est proposée pour mettre en œuvre des conditions aux
limites de Dirichlet. Celle-ci consiste à imposer la valeur de la fonction de distribution sur le
demi-espace des particules entrantes. En effet, il n’est pas possible d’imposer la distribution
des particules sortantes. Sur le bord gauche cette condition est

∀t ∈ R+,∀v ∈ [0, 1], f(t, 0, v) = fG(t, v). (3.26)

3.2.5.1 Donnée de bord isotrope

Tout d’abord, supposons que la fonction de distribution est à l’équilibre et donc isotrope :
fG(t, ·) = ρG(t). Pour construire le flux numérique au bord, une première méthode consiste
à établir une représentation de la fonction de distribution en x1/2 en fonction du signe de la
vitesse. Si la vitesse est positive alors la distribution est celle de la donnée de bord. Sinon, la
formule de Duhamel (3.7) est utilisée pour décrire les particules sortantes du domaine :

f(t, x1/2, v) =


ρG(t) si v > 0

e−ν1/2(t−tn)f(tn, x1/2 −
v

η
(t− tn), v)

+ν1/2

∫ t

tn

e−ν1/2(t−s)ρ(s, x1/2 −
v

η
(t− s))ds

si v < 0.
(3.27)

Avec cette définition, les flux microscopique et macroscopique peuvent être calculés :

ϕ1/2 =
v

η
fG1v>0 +A1/2vf

n
1 + C1/2vρ

n
1/2 +D1/2v

2δLx ρ
n
1/2, (3.28a)

Φ1/2 =
1

η
⟨vfG1v>0⟩+A1/2 ⟨vfn1 1v<0⟩ −

C1/2

4
ρn1/2 +

D1/2

6
δρnR1/2. (3.28b)

Cette approche présente l’avantage d’imposer exactement la fonction de distribution sur le
bord. Dans la limite de transport libre, les flux dégénèrent correctement :

ϕ1/2 −→
ϵ→+∞

v

η
(fG1v>0 + fn1 1v<0),

Φ1/2 −→
ϵ→+∞

1

η
⟨vfG1v>0 + vfn1 1v<0⟩ .

En revanche dans la limite de diffusion, le flux macroscopique n’est pas borné. Pour pallier ce
problème, il a été proposé dans [50] de définir la densité à l’interface de la manière suivante :

ρn1/2 = −⟨vfG1v>0⟩
⟨v1v<0⟩

= ρnG. (3.29)

Ainsi dans la limite, le flux macroscopique dégénère correctement :

Φ1/2 −→
ϵ→0

1

3σ1/2

ρn1 − ρnG
∆x/2

. (3.30)

Afin d’éviter de modifier la densité à l’interface sur le bord pour conserver un flux borné, il
peut être préférable d’adopter une méthode utilisant une maille fantôme pour calculer le flux
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macroscopique. Dans ce cas, le flux usuel d’UGKS intervient sur le bord et reste borné par
construction. Ainsi, en imposant dans la maille fantôme :

ρn0 = 2ρnG − ρn1 , (3.31)

le flux macroscopique limite est le même que précédemment (si la définition arithmétique de
la densité à l’interface est adoptée) mais sans modifier UGKS.

3.2.5.2 Donnée de bord anisotrope

Supposons désormais que la fonction de distribution fG est anisotrope. Dans la section
1.2.3, il a été mis en évidence que dans ce cas, une couche limite de taille ϵ se forme au
bord. Pour de faibles nombres de Knudsen, le maillage ne permet pas forcément de décrire
les variation de la fonction de distribution au sein de celle-ci. Pour obtenir la bonne solution
de diffusion sans utiliser des mailles à la même échelle que la couche, il est possible d’utiliser
une densité équivalente au bord :

ρ̃n1/2 = 2 ⟨W (v)fG(v)1v>0⟩ , (3.32)

où W (v) ≈ 3
2v

2 + v. Cependant, il n’est pas possible d’utiliser cette définition pour ρni+1/2 en
utilisant la première approche (décrite précédemment) puisque le terme en C1/2 doit compen-
ser le premier terme associé au transport. Il serait possible de modifier fG en conséquent pour
pouvoir utiliser cette définition de ρni+1/2 et donc avoir le bon flux de diffusion limite tout en
conservant une quantité bornée, mais dans ce cas le flux dans le régime de transport libre
deviendrait mauvais à son tour. Dans [50], une approche permettant de satisfaire ces deux
conditions a été proposée à partir de combinaisons convexes.

Avec une maille fantôme, il suffit d’utiliser cette définition de la densité à l’interface (3.32)
pour obtenir un bon flux dans tous les régimes. En effet, le flux microscopique dans le régime
de transport reste inchangé et celui dans le régime de diffusion devient :

Φ1/2 −→
ϵ→0

1

3σ1/2

ρn1 − ρ̃n1/2

∆x/2
. (3.33)

Ces conditions aux limites ont été testées et les résultats sont satisfaisants par rapport à la
méthode initiale proposée dans [50]. Ceux-ci ne sont pas présentés dans cette thèse.

3.3 Fermetures aux moments d’UGKS

3.3.1 UGKS-M1

Cette section se concentre tout d’abord sur la résolution du modèle M1 du transport
linéaire (1.16)-(1.38) qui est rappelé ici :{

∂tρ+
1
η∂xj = 0

∂tj +
1
η∂xq = −νj

,

où ν = σ
ϵη est la fréquence de collision, ρ est la densité, j est la densité de courant et q =

ρ(1 − 2u
β ) est le troisième moment, fermé à partir de la fonction de distribution M1. Dans

celui-ci, la vitesse u est telle que u = j
ρ et la variable entropique β vérifie l’équation u = z(β)

(1.32).

77



Chapitre 3. Le transport linéaire

3.3.1.1 Principe général

Dans un premier temps, le principe général de la méthode est explicité dans le cadre
du modèle M1 puis est étendu à d’autres fermetures ensuite. L’idée naturelle de ce nouveau
schéma pour le modèle M1 du transport linéaire est d’appliquer UGKS à f̂ni (·), la fonction de
distribution M1 reconstruite à partir des moments Un

i =
(
ρni jni

)
. Les variables macrosco-

piques à l’instant tn+1 sont alors les moments de fn+1
i (qui n’est a priori plus une fonction de

distribution M1). Ce processus est globalement représenté sur la figure 3.3. D’un autre point
de vue, cette procédure peut être perçue comme une projection systématique de la fonction
de distribution dans l’espace M1 à chaque pas de temps dans UGKS. Finalement, ce nouveau
schéma s’apparente à une fermeture aux moments d’UGKS à l’échelle numérique.

(ρni , j
n
i ) f̂ni (v) = eΛ

n
i ·m(v) fn+1

i (v)

(ρn+1
i , jn+1

i )

M1 UGKS

UGKS-M1
⟨m(v)·⟩

Figure 3.3 – Schéma représentant la structure du schéma UGKS-M1

Cette idée peut sembler sous-optimale puisqu’elle consiste à réintroduire la variable ci-
nétique alors que le principe et l’intérêt même des modèles aux moments est de la faire
disparaître. Néanmoins ce processus étant linéaire, il est possible de directement exhiber un
schéma sur la densité et la densité de courant. Pour ce faire, la formulation volumes finis
de l’équation cinétique (3.4) est intégrée contre le vecteur m(v) =

(
1 v

)T pour obtenir une
nouvelle formulation sur le vecteur des variables macroscopiques Un

i =
(
ρ j

)T :

Un+1
i −Un

i

∆t
+

1

∆x
(Φi+1/2 −Φi−1/2) = νiS(U

n+1
i ), (3.34)

où le vecteur des flux macroscopiques est Φi+1/2 =
〈
m(v)ϕi+1/2(v)

〉
=
(
Φρ
i+1/2 Φj

i+1/2

)T
.

Celui-ci n’est rien d’autre que l’intégrale du flux microscopique d’UGKS dans lequel la fonction
de distribution est la fonction de distribution M1 : fni = f̂ni .

Proposition 3.3.1 (UGKS-M1)
Si la partie affine de la reconstruction de la fonction de distribution est négligée alors les
flux numériques d’UGKS-M1 sont

Φρ
i+1/2 = Ai+1/2

〈
vf̂ni 1v>0 + vf̂ni+11v<0

〉
+
Di+1/2

3∆x
(ρni+1 − ρni ), (3.35a)

Φj
i+1/2 = Ai+1/2

〈
v2f̂ni 1v>0 + v2f̂ni+11v<0

〉
+
Ci+1/2

3
ρni+1/2, (3.35b)

où f̂ni (v) = eα
n
i +βn

i v et (αn
i , β

n
i ) sont les variables entropiques associées à Un

i .

Pour calculer les flux, les variables entropiques doivent tout d’abord être évaluées en résolvant
l’équation non linéaire :

βni = z−1(uni ), (3.36)

où uni =
jni
ρni

et z−1 est la bijection réciproque de z : β → cothβ− 1
β . La solution de cette équa-

tion peut être calculée avec la méthode de Newton-Raphson. Pour améliorer la convergence
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de l’algorithme, celui-ci peut être initialisé avec une approximation de la solution comme par
exemple celle donnée dans [20] :

β =
3u

1− u2

2 (1 + u2)
.

D’une manière générale, l’algorithme converge en quelques itérations jusqu’à la précision ma-
chine. Lorsque u est proche de 1, le problème devient plus raide et une dizaine d’itérations sont
nécessaires. La première variable entropique est telle que eαn

i = ρni
βn
i

sinhβn
i
. Celle-ci n’a pas be-

soin d’être calculée explicitement puisque eα apparaît explicitement en facteur de l’expression
des demi-moments (voir ci-dessous).

Proposition 3.3.2 (Préservation de l’asymptotique)
Le schéma UGKS-M1 préserve l’asymptotique du modèle aux moments M1.

Démonstration : Cette propriété est immédiate puisque le premier flux macroscopique dégénère
de la même manière que UGKS :

Φρ
i+1/2 −→

ϵ→0

−1

3σi+1/2

ρn+1
i+1 − ρn+1

i

∆x
.

Pour que ce schéma soit utilisable, il reste à proposer une méthode pour calculer les demi-
moments de la fonction de distribution M1 :〈

vif̂1v≷0

〉
= ±ρe

α

2

∫ ±1

0
vieβvdv,

qui interviennent dans les flux. Bien que ces intégrales soient analytiques, des précautions
doivent être prises pour un calcul robuste :

— Les demi-moments doivent être programmés sous forme développée (voir annexe B)
pour éviter les accumulations d’erreurs d’arrondis lorsque β (ou u) est proche de 0.

— Malgré cela, les expressions obtenues ne sont pas définies en β = 0 et ne sont pas
robustes dans cette limite. Par conséquent, en dessous d’un certain seuil (par exemple
|β| = 10−10), les intégrales sont remplacées par leur limite analytiques en β = 0 qui
sont ρni

〈
vi1v≷0

〉
= ±ρni 1

2(i+1) .

— Pour les faibles densités, le quotient uni =
jni
ρni

n’est plus forcément calculable. En effet,
la fermeture M1 n’est pas définie dans cette limite. De ce fait en dessous d’un certain
seuil de densité (autour de ρ = 10−10), il est nécessaire d’imposer f̂ni = 0 et par
conséquent βni = 0 pour correctement calculer le flux.

3.3.1.2 Ordre 2

Dans la partie précédente, le terme affine de la reconstruction de la fonction de distribution
(qui permet d’obtenir l’ordre 2 en espace dans UGKS) n’a pas été considéré. Ce terme pose
problème puisque les demi-moments des pentes de la forme

〈
viδxf̂1v≶0

〉
, ne peuvent pas

s’exprimer analytiquement en fonction des variables entropiques à cause de la non linéarité
du limiteur de pente. Pour restaurer l’ordre 2 en espace, une reconstruction différente de la
fonction de distribution doit donc être adoptée. Nous proposons ici de suivre la même démarche
présentée dans [59] pour la dynamique des gaz raréfiés. Celle-ci consiste tout d’abord à réaliser
une reconstruction affine par maille en espace des variables conservatives Un

i :

∀x ∈ [xi, xi+1], U
n
i (x) =

{
Un

i + δxU
n
i (x− xi) si x < xi+1/2

Un
i+1 + δxU

n
i+1(x− xi+1) si x > xi+1/2

. (3.37)
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Les pentes sont calculées composante par composante avec une formule de différences finies
et limitées par un limiteur de pente Ψ :

δxU
n
i = Ψ

(
Un

i+1 −Un
i

∆x
,
Un

i −Un
i−1

∆x
,
Un

i+1 −Un
i−1

2∆x

)
. (3.38)

Ensuite, la reconstruction de la fonction de distribution M1 est obtenue est réalisant un
développement limité de f̂(Un

i (x)). Par exemple lorsque x < xi+1/2, celui-ci est

f̂(Un
i (x)) = f̂(Un

i ) +
df̂

dU
(Un

i ) · δUn
i (x− xi)

= f̂(Un
i ) + JΛ(U

n
i )

Tmf̂(Un
i ) · δUn

i (x− xi),

(3.39)

où la matrice Jacobienne est définie par (JΛ(U))i,j = ∂Λi
∂Uj

. Finalement, la reconstruction de
la fonction de distribution peut s’écrire de la manière suivante :

f(tn, x, v) =

{
f̂ni + δxf̂(U

n
i )(x− xi) si x < xi+1/2

f̂ni+1 + δxf̂(U
n
i+1)(x− xi+1) si x > xi+1/2

, (3.40)

où la nouvelle pente s’exprime en fonction des pentes des grandeurs macroscopiques : δxf̂(Un
i ) =

mT f̂(Un
i )JΛ(U

n
i )δxU

n
i . Cette nouvelle reconstruction est alors employée dans UGKS-M1, ce

qui permet de définir de nouveaux flux à l’ordre 2 qui sont désormais analytiques :

Φρ
i+1/2 = Ai+1/2

〈
vf̂n+i 1v>0 + vf̂n−i+11v<0

〉
+Bi+1/2

〈
v2δxf̂(U

n
i )1v>0 + v2δxf̂(U

n
i+1)1v<0

〉
+
Di+1/2

3∆x
(ρni+1 − ρni ),

(3.41a)

Φj
i+1/2 = Ai+1/2

〈
v2f̂n+i 1v>0 + v2f̂n−i+11v<0

〉
+Bi+1/2

〈
v3δxf̂(U

n
i )1v>0 + v3δxf̂(U

n
i+1)1v<0

〉
+
Ci+1/2

3

〈
f̂ni 1v>0 + f̂ni+11v<0

〉
,

(3.41b)

et où
f̂n±i = f̂ni ± ∆x

2
δxf̂

n
i .

L’expression complète des flux peut être trouvée dans l’annexe C. Les expressions des moments
d’ordre supérieur de la fonction de distribution M1 sont dans l’annexe B. Il reste désormais à
calculer la jacobienne qui intervient dans les pentes.
Proposition 3.3.3 (Calcul de la Jacobienne)

La jacobienne de l’application qui aux variables conservatives associe les variables entro-
piques est

JΛ(U) =
ρ−1

1− 2
u

β
− u2

(
1− 2

u

β
−u

−u 1

)
. (3.42)

Démonstration : Tout d’abord, calculons la Jacobienne de l’application réciproque U : Λ →
⟨m exp(Λ ·m)⟩ :

∂Ui

∂Λj
= ⟨mimj exp(Λ ·m)⟩ ,

et sous forme tensorielle :

JU(Λ) = ⟨m⊗m exp(Λ ·m)⟩ =
(
ρ j
j q

)
, q = ρ

(
1− 2u

β

)
.

Le résultat s’obtient alors en remarquant que JΛ(U) = JU(Λ)−1.
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3.3.1.3 Diffusion implicite

Le schéma implicite de diffusion dans la limite peut être obtenu en appliquant la fermeture
à l’échelle numérique sur la version modifiée d’UGKS. Les flux sont alors

Φρ
i+1/2 = Ai+1/2

〈
vf̂n+i 1v>0 + vf̂n−i+11v<0

〉
+
Di+1/2

3∆x
(ρn+1

i+1 − ρn+1
i ), (3.43a)

Φj
i+1/2 = Ai+1/2

〈
v2f̂ni 1v>0 + v2f̂ni+11v<0

〉
+
Ci+1/2

3
ρn+1
i+1/2, (3.43b)

Le premier schéma sur la densité est totalement implicite et nécessite la résolution d’un
système linéaire à chaque pas de temps. Ce système est le même que celui pour l’équation de
la chaleur dans lequel un terme source supplémentaire Bn apparaît pour prendre en compte
les flux associés au transport :

Bn
i = −∆t

∆x

(
Ai+1/2

〈
vf̂n+i 1v>0 + vf̂n−i+11v<0

〉
+Ai−1/2

〈
vf̂n+i−11v>0 + vf̂n−i 1v<0

〉)
.

Pour le deuxième schéma sur la densité de courant, le même problème qu’avec UGKS se pose
sur la densité à l’interface. Si celle-ci est choisie implicitement dans la reconstruction (comme
ci-dessus), alors elle doit être calculée avec la moyenne arithmétique. Dans ce cas, le mise
à jour de Un

i doit se faire en deux étapes : le système linéaire est tout d’abord résolu pour
calculer la densité au temps tn+1, puis la densité de courant est calculée à partir de (Un

i ) et
de (ρn+1

i ). Si la densité à l’interface est définie à partir des demi-densités (3.12), alors elle
doit être explicite dans la reconstruction pour conserver un schéma explicite sur la densité de
courant et éviter la résolution d’un système non linéaire.

Ce schéma n’a pas été testé au cours de cette thèse (bien que sa mise en œuvre ne semble
pas poser de problèmes a priori).

3.3.1.4 Conditions aux limites

Dans cette section, la question du traitement des conditions aux limites de Dirichlet est
discutée. Dans les schémas classiques pour les modèles aux moments, une attention particulière
doit être apportée dans la construction du flux pour correctement représenter la donnée de
bord. La condition de bord de Marshak [22] a été développée à cet effet. Celle-ci consiste à
considérer une maille fantôme dont la donnée mélange l’information des particules entrantes
et sortantes du domaine. Sur le bord gauche, celle-ci est

Un
0 =

 〈
fL1v>0 + f̂n1 1v<0

〉〈
vfL1v>0 + vf̂n1 1v<0

〉 . (3.44)

Dans UGKS-M1, l’approche est tout autre puisque le flux sur le bord est hérité d’UGKS. De
ce fait, ce ne sont pas les moments U qui sont imposés au bord, mais la demi-fonction de
distribution sous-jacente projetée dans l’espace M1. Cette approche cinétique permet une
certaine flexibilité qui autorise par exemple la représentation de données anisotropes (en
suivant la même approche que dans UGKS, voir section 3.2.5.2). Pour des données isotropes,
les flux au bord sont les moments du flux microscopique au bord d’UGKS (3.28a) fermés avec
la fonction de distribution M1 :

Φρ
1/2 =

1

η

〈
vf̂nL1v>0

〉
+
〈
A1/2vf̂

n
1 1v<0

〉
−
C1/2

4
ρn1/2 +

D1/2

6
δLx ρ

n
1/2, (3.45a)

Φj
1/2 =

1

η

〈
v2f̂nL1v>0

〉
+
〈
A1/2vf̂

n
1 1v<0

〉
+
C1/2

6
ρn1/2 −

D1/2

8
δLx ρ

n
1/2, (3.45b)
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Chapitre 3. Le transport linéaire

où la densité à l’interface est définie par (3.29) : ρi+1/2 = 4
〈
vf̂L1v<0

〉
= ρnG, afin d’assurer la

stabilité asymptotique et donc un bon flux de diffusion limite. Pour des données anisotropes,
l’usage d’une maille fantôme dans le flux de densité serait préférable pour pouvoir traiter la
couche limite et conserver des flux bornés (voir section 3.2.5.2).

3.3.2 UGKS-P1

Un schéma pour le modèle P1 (1.16)-(1.25) peut être facilement obtenu en suivant la même
approche. Dans ce cas, la fonction de distribution est projetée dans l’espace P1 à chaque pas
de temps dans UGKS. La fonction de distribution P1 est

∀v ∈ [−1, 1], f̂(v) = ρ+ 3jv. (3.46)

Les nouveaux flux s’obtiennent directement.
Proposition 3.3.4 (UGKS-P1)

Les flux d’UGKS-P1 d’ordre 1 sont

Φρ
i+1/2 = Ai+1/2

[
1

4
(ρni − ρni+1) +

1

2
(jni + jni+1)

]
+
Di+1/2

3∆x
(ρni+1 − ρni ), (3.47a)

Φj
i+1/2 = Ai+1/2

[
1

6
(ρni + ρni+1) +

3

8
(jni − jni+1)

]
+
Ci+1/2

3
ρni+1/2. (3.47b)

Dans ce cas, les demi-moments des fonctions de distributions intervenant dans les flux
ne posent pas de problèmes numériques particuliers. Par construction, ce schéma préserve
aussi l’asymptotique puisque le premier flux sur la densité dégénère de la même manière que
celui d’UGKS-M1. Enfin l’extension à l’ordre 2 peut être obtenue comme pour UGKS-M1. La
seule différence porte sur la jacobienne qui intervient dans le développement de Taylor de la
fonction de distribution P1. Celle-ci est alors

JΛ(U) =

(
1 0
0 3

)
. (3.48)

3.3.3 Fermetures d’ordre élevé

La méthode présentée précédemment est générale, tant par rapport à la forme de la fer-
meture (comme il a été montré dans la section précédente) que par rapport à la taille de la
hiérarchie. Cette démarche peut donc être appliquée à d’autres modèles aux moments. Soit
m(v) ∈ Rd+1, un vecteur composé des éléments d’une base de Rd[X] et soit U = ⟨mf⟩ ∈ Rd+1

le vecteur des moments de f . Un modèle aux moments est construit en approchant f par un
ansatz f̂(U) qui réalise les mêmes d+1 moments que f . Le modèle aux moments prend alors
la forme suivante :

∂tU+ ∂xF(U) = νS(U), (3.49)

où F(U) = 1
η

〈
vmf̂(U)

〉
est le vecteur des flux et S(U) = ⟨m⟩ ρ−U est le terme source. La

formulation volume finis peut être obtenue comme précédemment en intégrant la formulation
volumes finis de l’équation cinétique par rapport à m, ce qui donne :

Un+1
i −Un

i

∆t
+

1

∆x
(Φi+1/2 −Φi−1/2) = νiS(U

n+1
i ). (3.50)

Le vecteur des flux macroscopiques Φi+1/2 est alors

Φi+1/2 =
〈
mϕi+1/2

〉
, (3.51)

où ϕi+1/2 est le flux microscopique d’UGKS (3.14) dans lequel la fonction de distribution est
approchée par l’ansatz : fni = f̂(Un

i ). Le résultat suivant vient alors immédiatement.
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Section 3.3. Fermetures aux moments d’UGKS

Proposition 3.3.5 (Préservation de l’asymptotique)
Si le premier membre de la hiérarchie est l’équation de conservation de la masse alors le
flux associé dégénère correctement dans la limite de diffusion, et ce quelque soit l’ansatz
choisi.

Remarque 3.3.1 (Base des polynômes de Legendre)
Si la base utilisée est celle des polynômes de Legendre alors le terme source est diagonal
(voir remarque 1.2.5) et il peut être traité explicitement. Si la base est différente alors le
terme source n’est d’une manière générale plus diagonal et une autre approche doit être
adoptée pour éviter le coût d’un schéma implicite. Cependant, il est possible de contourner
ce problème avec un algorithme en deux étapes. Tout d’abord, la densité au temps tn+1 est
calculée explicitement (par propriété de préservation de la masse) à partir de (Un

i ). Puis
les autres moments sont mises à jour à partir de (ρn+1

i ) et de (Un
i ). Cette étape est aussi

explicite d’un point de vue algorithmique. La base canonique est utilisée pour UGKS-M2
dans la section suivante et la base de Legendre est choisie pour UGKS-Pn ensuite.

3.3.3.1 UGKS-M2

Le modèle aux moments M2 est le modèle d’ordre supérieur (après le modèle M1) dans
la hiérarchie des modèles aux moments entropiques Mn (voir section 1.2.4.3). En augmentant
la taille de la hiérarchie, l’ensemble des fonctions de distribution représentables est agrandi
et donc plus d’effets cinétiques peuvent être restitués (voir [21, 30, 52] pour plus de détails).
Dans ce cas, la hiérarchie de moments est donnée par le vecteur m(v)T =

(
1 v v2

)
et le

vecteur des moments prend la forme suivante UT =
(
ρ j q

)
. D’une manière similaire au

modèle M1, l’ansatz est obtenu en minimisant l’entropie de Boltzmann sous la contrainte de
la réalisation des moments :

f̂(U)(v) = eΛ(U)·m(v) = eα+βv+γv2 , (3.52)

où ΛT =
(
α β γ

)T est le vecteur des variables entropiques. Le modèle aux moments M2
prend alors la forme générale (3.49), où le terme source est S(U)T =

(
0 −j ρ

3 − q
)
. Il peut

alors être montré que le modèle aux moments M2 résultant est hyperbolique (voir [21]).

Proposition 3.3.6 (UGKS-M2)
Le flux du schéma UGKS-M2 est tel que :

Φρ
i+1/2 = Ai+1/2

〈
vf̂ni 1v>0 + vf̂ni+11v<0

〉
+
Di+1/2

3∆x
(ρni+1 − ρni ), (3.53a)

Φj
i+1/2 = Ai+1/2

〈
v2f̂ni 1v>0 + v2f̂ni+11v<0

〉
+
Ci+1/2

3
ρni+1/2, (3.53b)

Φq
i+1/2 = Ai+1/2

〈
v3f̂ni 1v>0 + v3f̂ni+11v<0

〉
+
Di+1/2

5∆x
(ρni+1 − ρni ), (3.53c)

où Φi+1/2 =
(
Φρ
i+1/2 Φj

i+1/2 Φq
i+1/2

)T
.

Tout comme pour le modèle M1, il reste à exprimer les demi-moments de la fonction de
distribution pour évaluer les flux. Pour ce faire, les variables entropiques doivent être calculées
en fonction des variables conservatives. Pour le modèle M1, la première variable entropique
pouvait être éliminée et une unique équation non-linéaire devait être résolue. Pour le modèle
M2, la première variable α peut également être éliminée, mais cette fois-ci, deux variables β
et γ doivent être calculées.
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Calcul des variables entropiques Les variables entropiques vérifient l’équation :〈
mf̂(Λ)

〉
= U, (3.54)

que nous allons résoudre numériquement. Pour cela, nous commençons tout d’abord par ex-
pliciter le calcul de l’application :

Λ → U =
〈
mf̂(Λ)

〉
=

ρj
q

 .

Proposition 3.3.7 (Densité M2)
La densité de la fonction de distribution M2 est

ρ =
1

2
√

|γ|
eα+γ


eβ F+

(√
|γ|+ β

2
√
|γ|

)
− e−β F+

(
−
√

|γ|+ β

2
√

|γ|

)
γ > 0

e−β F-

(
−
√
|γ| − β

2
√
|γ|

)
− eβ F-

(√
|γ| − β

2
√

|γ|

)
γ < 0

, (3.55)

où F+ est la fonction de Dawson et F- est la fonction d’erreur complémentaire (à une
constante près) qui sont définies pour tout x ∈ R par

F+(x) = e−x2

∫ x

0
et

2
dt et F-(x) = ex

2

∫ +∞

x
e−t2dt.

Démonstration : Montrons ce résultat dans le cas où γ ≥ 0. La densité est

ρ =
〈
eα+βv+γv2

〉
=

1

2
eα
∫ 1

−1

eβv+γv2

dv

=
1

2
eαe−

β2

4γ

∫ 1

−1

eγ(v+
β
2γ )2dv

=
1

2
√
γ
eαe−

β2

4γ

∫ √
γ+ β

2
√

γ

−√
γ+ β

2
√

γ

eu
2

du

=
1

2
√
γ
eα+γ

[
eβ F+

(√
|γ|+ β

2
√

|γ|

)
− e−β F+

(
−
√

|γ|+ β

2
√

|γ|

)]
.

(3.56)
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Dans la limite où la fonction de distribution M2 est une fonction de distribution M1
(γ = 0), les expressions de la densité sont, en apparence, mal définis. Pour lever cette indé-
termination, une étude asymptotique est réalisée.
Lemme 3.3.1

Les développements asymptotiques à l’ordre n de la fonction de Dawson et de la fonction
d’erreur complémentaire sont

pour x grand, F+(x) =
1

2x

1 +
n∑

j=1

(2j − 1)!!

2jx2j

 =
1

2x

(
1 +

1

2x2
+O(

1

x4
)

)
, (3.57a)

pour x grand, F-(x) =
1

2x

1 +
n∑

j=1

(−1)j
(2j − 1)!!

2jx2j

+
√
πex

2
1x≤0. (3.57b)

Proposition 3.3.8 (Limite M1)

Lorsque γ tend vers 0, la densité de la fonction de distribution M2 (3.55) tend bien vers
la densité de la fonction de distribution M1.

Démonstration : Ce résultat peut être démontré en utilisant les développements asymptotiques
précédents. Montrons le dans le cas où γ tend vers 0+. Pour γ suffisamment petit, la densité
peut être approchée par

ρ =
eα+γ

2

[
eβ

β + 2γ
− e−β

β − 2γ

]
+O(γ).

Ainsi, lorsque γ tend vers 0+, la densité tend vers

ρ −→
γ→0

eα

β
sinhβ,

qui est bien la densité de la fonction de distribution M1 exprimée avec les variables entropiques
(1.34).

Les moments d’ordre supérieur de la fonction de distribution M2 s’expriment à partir de
la densité et des variables entropiques et conservatives.
Proposition 3.3.9 (Moments d’ordre supérieur)

Les moments suivant de la fonction de distribution M2 sont

j =
1

2γ
eα+γ sinhβ − β

2γ
ρ, (3.58a)

q =
1

2γ
eα+γ coshβ − β

2γ
j − 1

2γ
ρ. (3.58b)

Démonstration : La densité de courant j est

j =
〈
veα+βv+γv2

〉
=

1

2
√
γ
eαe−

β2

4γ

∫ √
γ+ β

2
√

γ

−√
γ+ β

2
√

γ

(
u
√
γ
− β

2γ
)eu

2

du

=
1

2γ

[
1

2
eα+γ

(
eβ − e−β

)]
− β

2γ
ρ

=
1

2γ
eα+γ sinhβ − β

2γ
ρ.
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L’énergie q est

q =
〈
v2eα+βv+γv2

〉
=

1

2
√
γ
eαe−

β2

4γ

∫ √
γ+ β

2
√

γ

−√
γ+ β

2
√

γ

(
u
√
γ
− β

2γ
)2eu

2

du

=
1

2
√
γ
eαe−

β2

4γ

∫ √
γ+ β

2
√

γ

−√
γ+ β

2
√

γ

1

γ

(
u2 − β

2
√
γ
u

)
eu

2

du− β

2γ
j

=
1

2
√
γ
eαe−

β2

4γ

[
1

2γ

(
u− β

2
√
γ

)
eu

2

]√γ+ β
2
√

γ

−√
γ+ β

2
√

γ

− β

2γ
j − 1

2γ
ρ

=
1

2γ
eα+γ coshβ − β

2γ
j − 1

2γ
ρ.

Proposition 3.3.10 (Limite M1)

Lorsque γ tend vers 0, les deux moments suivants (j, q) de la fonction de distribution M2
tendent vers les expressions des moments de la fonction de distribution M1.

Démonstration : Ce résultat peut être prouvé en utilisant les mêmes développements asymp-
totiques que précédemment. Néanmoins, il est nécessaire de pousser le développement de la
densité à un ordre supérieur pour j et à deux ordres supérieur pour q. Pour γ suffisamment
petit et positif, la densité de courant est

j =
eα+γ

4γ

(
eβ − e−β

)
− β

2γ
ρ,

=
eα+γ

2

[
eβ

β + 2γ
+

e−β

β − 2γ
−
(

βeβ

(β + 2γ)3
− βe−β

(β − 2γ)3

)]
+O(γ),

−→
γ→0

eα

β
sinhβ

(
cothβ − 1

β

)
=
〈
veα+βv

〉
.

Celle-ci tend donc bien vers la bonne limite 1.34. De même pour le dernier moment, son
expression asymptotique est

q =
eα+γ

4γ

(
eβ + e−β

)
− β

2γ
j − 1

2γ
ρ,

=
eα+γ

2

[
eβ

β + 2γ
− e−β

β − 2γ
− 2

(
βeβ

(β + 2γ)3
+

βe−β

(β − 2γ)3

)
+ 2

(
β2eβ

(β + 2γ)5
− β2e−β

(β − 2γ)5

)]
+O(γ),

−→
γ→0

eα

β
sinhβ

(
1− 2

β

(
cothβ − 1

β

))
=
〈
v2eα+βv

〉
.

Le dernier moment q tend aussi bien vers la bonne limite (1.38).

Sur la figure 3.4, les moments de la fonction de distribution M2 sont représentés en fonc-
tion des variables entropiques. La première variable entropique est éliminée et remplacée par
la densité grâce à (3.55).

Numériquement, il apparaît que le calcul des moments devient impossible lorsque le quo-
tient |β|√

γ est trop grand du fait des erreurs d’arrondis dans l’évaluation des fonctions spéciales.
De ce fait, il est préférable d’utiliser les développements asymptotiques de F± pour évaluer la
densité dans cette limite.

Pour cela, le choix du nombre de terme dans le développement est délicat. La première
contrainte est que pour retrouver la limite M1, il est nécessaire d’utiliser un développement
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Figure 3.4 – Densité de courant et énergie en fonction de (β, γ) pour ρ = 1. La zone entre
les courbes en pointillée correspond à l’endroit où les développements asymptotiques doivent
être utilisés

à l’ordre 3 minimum (comme cela a été mis en évidence dans l’analyse asymptotique). Ce-
pendant, les développements ne sont pas convergents 1. Le problème étant que pour pouvoir
utiliser ce nombre minimum de termes, la zone où les développements doivent être utilisées
doit être suffisamment restreinte pour que ceux-ci convergent. Expérimentalement, nous avons
constaté qu’en utilisant une arithmétique double précision, il n’est pas possible d’utiliser à
la fois le nombre suffisant de terme et d’avoir des développements convergents partout. En
employant une arithmétique quadruple précision, la zone où les développements doivent être
employés est réduite et une dizaine de termes peuvent être utilisés dans le développement.

Maintenant que les variables conservatives ont été exprimées en fonction des variables
entropique, une méthode numérique doit être proposée pour résoudre l’équation (3.54). Une
première manière de procéder est d’utiliser l’algorithme de Newton. Dans de nombreux cas,
cette méthode n’est pas assez robuste et converge difficilement. Pour contourner ce problème,
commençons par réécrire l’équation (3.54).

Proposition 3.3.11
Le vecteur des variables entropiques est solution de

∇J(Λ) = 0, (3.59)

où J(Λ) = ⟨exp (Λ ·m)⟩ −Λ ·U.

Démonstration : Le gradient de la fonctionnelle J est

∂J

∂Λi
(Λ) = ⟨mi exp (Λ ·m)⟩ − Ui = 0.

Ce résultat montre que Λ peut être calculé en utilisant un simple algorithme de descente de
gradient. Cette méthode se révèle bien plus robuste. Par souci de simplicité, le pas est choisi
constant mais la convergence pourrait être améliorée en utilisant l’algorithme du gradient à
pas optimal ou du gradient conjugué par exemple.

1. Les développements des fonctions spéciales ne sont pas convergents dans le sens où les séries divergent
quelque soit x. Plus x est grand, plus il est possible de prendre un nombre important de termes pour améliorer
la précision.
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Calcul des flux Les flux d’UGKS-M2 s’expriment en fonction des demi-moments de la
fonction de distribution M2. Ceux-ci prennent une forme similaire aux moments totaux :

ρ± =
〈
f̂1v≷0

〉
=

±1

2
√

|γ|
eα


e±β+γ F+

(
±
√

|γ|+ β

2
√

|γ|

)
− F+

(
β

2
√
|γ|

)
γ > 0

F-

(
−β

2
√
|γ|

)
− e±β+γ F-

(
±
√
|γ| − β

2
√

|γ|

)
γ < 0

,

(3.60a)

j± =
〈
vf̂1v≷0

〉
=

±1

4γ
eα(e±β+γ − 1)− β

2γ
ρ±, (3.60b)

q± =
〈
v2f̂1v≷0

〉
=

1

4γ
eα±β+γ − β

2γ
j± − 1

2γ
ρ±, (3.60c)

k± =
〈
v3f̂1v≷0

〉
=

±1

4γ

γ − 1

γ
eα(e±β+γ − 1)− β

2γ
q± +

β

2γ2
ρ±. (3.60d)

Là encore, lorsque β√
γ est trop grand, les développements asymptotiques des fonctions spéciales

doivent être utilisés ainsi que l’arithmétique quadruple précision.

3.3.3.2 UGKS-Pn

Les modèles aux moments Pn sont les modèles d’ordre supérieur après P1. Ils sont obtenus
en développant la fonction de distribution sur la base des polynômes de Legendre puis en
tronquant ce développement à un certain ordre (voir section 1.2.4.2). Dans ce cas, il est
naturel de considérer une hiérarchie de moments construite à partir de cette même base, dont
les éléments sont regroupés dans le vecteur m(v) = (Pi(v))i≤n. Le terme source est alors
diagonal et donné par (1.18). La fonction de distribution Pn est

f̂(Λ) =
n∑

j=0

(2j + 1)UjPj . (3.61)

Le j-ème flux d’UGKS-Pn est obtenu en intégrant le flux microscopique d’UGKS contre le
j-ème vecteur de la base des polynômes de Legendre :

Φ
(j)
i+1/2 = Ai+1/2

〈
vPj f̂

n
i 1v>0 + vPj f̂

n
i+11v<0

〉
+ Ci+1/2 ⟨P1Pj⟩ ρni+1/2 +

D

∆x

〈(
2

3
P2 +

1

3
P0

)
Pj

〉
(ρni+1 − ρni ).

(3.62)

Les termes devant les coefficients Ci+1/2 et Di+1/2 n’apparaissent que dans les premiers
flux (par orthogonalité des polynômes de Legendre). Il reste désormais à exprimer les demi-
moments de la fonction de distribution PN :

⟨vPjf
n
i 1v>0⟩ =

n∑
k=0

(2k + 1) ⟨vPjPk1v>0⟩U (k). (3.63)

Les produits scalaires entre les polynômes de Legendre n’ont a priori pas d’expression ana-
lytique simple. Ils peuvent cependant être calculés (de manière exacte par opération sur les
polynômes) une unique fois dans le code de calcul pour réduire le coût numérique.

3.4 Réalisabilité des schémas pour les modèles aux moments

3.4.1 Principe général

Dans cette section, la réalisabilité des schémas pour les modèles aux moments obtenus
avec UGKS est discutée. Tout d’abord, il apparaît que le vecteur des variables conservatives
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Un+1
i ne peut être calculé que si f̂ni est bien défini dans toutes les cellules. Cela implique

donc que le vecteur des moments Un
i soit réalisable. Le schéma ne peut être itéré que si cette

propriété reste vérifiée à chaque instant. Autrement dit, il doit être prouvé que si Un
i est

réalisable alors Un+1
i l’est aussi. Un schéma qui vérifie cela est dit réalisable. Dans le cas de la

méthode proposée dans ce chapitre, cette propriété pourrait être obtenue avec un argument
assez simple (voir [19]). En effet, le schéma peut s’écrire sous la forme

Un+1
i =

〈
mfn+1

i

〉
, (3.64)

où fn+1
i est obtenu après une itération en temps d’UGKS à partir de f̂ni . Si fn+1

i est positif,
alors Un+1

i est réalisable (voir définition 1.2.2). Par conséquent la réalisabilité du schéma peut
se réduire à la question de la positivité d’UGKS, du moins avec une donnée initiale ayant une
certaine forme (par exemple M1). Cette question va être discutée dans les parties suivantes
dans le cas particulier d’UGKS-M1. La question semble plus délicate pour UGKS-Pn puisque
la fonction de distribution Pn n’est pas nécessairement positive 2. Le cas d’UGKS-M2 n’est
pas traité.

3.4.2 Positivité d’UGKS

D’une manière générale, UGKS ne préserve pas la positivité de la fonction de distribution
lorsque ∆t tends vers 0. Ce résultat est ici mis en évidence pour la version minimale du schéma
(sans la partie affine de la reconstruction de la fonction de distribution) pour la donnée initiale
suivante :

∀v ∈ [−1, 1], f0i (v) =

0 si i ̸= j + 1
1

2δ
1v∈[a−δ,a+δ] sinon

, (3.65)

où (a, δ) ∈ R−×R+. Le domaine est entièrement constitué de vide sauf dans la maille j+1 où
la distribution est un créneau. En utilisant les développements asymptotiques des coefficients
d’intégration (3.18), il est possible de montrer que la densité et la fonction de distribution en
v = 1 à l’instant t1 dans la maille j sont

ρ1j =
∆t

η∆x

〈
−v−f0j+1

〉
+O(∆t2), (3.66a)

(1 + ∆tν)f1j (1) = −∆t2

∆x

ν

2η
ρ0j+1/2 −

∆t2

∆x

ν

η

〈
v−f0j+1

〉
+O(∆t3), (3.66b)

où ρ0j+1/2 =
〈
f0j+11v<0

〉
. Si δ est suffisamment petit par rapport à a alors ρ0j+1/2 = 1 et〈

−v−f0j+1

〉
= a. Finalement, la fonction de distribution vérifie

(1 + ∆tν)f1j (1) =
∆t2

∆x

ν

η

(
a− 1

2

)
+O(∆t3). (3.67)

Si a < 1
2 alors la fonction de distribution devient négative pour ∆t suffisamment petit.

3.4.3 Modification d’UGKS-M1 pour assurer la réalisabilité

Il a été prouvé précédemment que dans certaines situations pathologiques, la positivité
d’UGKS ne peut pas être assurée quand le pas de temps ∆t tend vers 0. Par conséquent la

2. La projection d’une fonction de distribution positive sur l’espace Pn ne donne pas forcément une fonction
de distribution positive.
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réalisabilité du schéma cinétique UGKS-M1 sous-jacent n’est pas garantie. Dans le contre-
exemple évoqué, le terme qui engendre une fonction de distribution négative est la densité
à l’interface ρni+1/2 qui correspond à la partie constante de la reconstruction de la densité.
Qualitativement, il peut être remarqué que du fait du caractère constant en temps de la re-
construction, à l’instant t = tn des particules sont créées ou retirées de part et d’autre de
l’interface. Du fait du processus de collision, une partie de ces particules créées peuvent "vi-
der" un certain groupe de vitesse d’une manière trop importante et donc induire une fonction
de distribution négative.

L’idée principale présentée ici pour corriger ce problème, consiste à considérer une re-
construction instationnaire de la densité pour introduire progressivement ces particules pro-
blématiques. Une telle modification semble possible puisque le schéma offre suffisamment de
flexibilité au niveau de la reconstruction de la densité. En effet d’un point de vue formel,
la seule contrainte pour obtenir un schéma AP porte sur la présence des pentes dans la re-
construction. En pratique, la modification consiste à introduire deux densités à l’interface
ρn±i+1/2(t), a priori différentes et dépendantes du temps. La reconstruction est alors affine par
demi-mailles (voir figure 3.5).

x

ρ

xi−1/2 xi xi+1 xi+3/2

ρi+1/2

ρ−i+1/2(t)

ρ+i+1/2(t)

ρni

ρni+1

ρ(t, x)

xi+1/2

Figure 3.5 – Graphique représentant la reconstruction de la densité autout de l’interface
xi+1/2 à un instant t > tn

A l’instant initial t = tn, les pentes doivent être nulles pour éviter la création de particules
et donc ρn−i+1/2 doit être égal à ρni (respectivement ρn+i+1/2 = ρni+1). A l’instant final, les deux
densités à l’interface doivent être égales pour obtenir un bon comportement asymptotique.
Afin de satisfaire à ces deux conditions, une combinaison convexe peut être utilisée, dans
laquelle une fonction dépendante du temps doit être choisie pour décrire la transition. Un
choix naturel consiste à introduire les particules au même rythme que celui du mécanisme de
collision, qui suit une loi de probabilité exponentielle en la fréquence de collision. Les densités
à l’interface adoptées sont donc

ρn−i+1/2(t) = ρni e
−ν(t−tn) + ρni+1/2(1− e−ν(t−tn)), (3.68a)

ρn+i+1/2(t) = ρni+1e
−ν(t−tn) + ρni+1/2(1− e−ν(t−tn)). (3.68b)

A partir de celle-ci, la reconstruction instationnaire de la densité est

ρ(t, x) =

{
ρn−i+1/2(t) + δLx ρ

n
i+1/2(t)(x− xi+1/2) si x < xi+1/2

ρn+i+1/2(t) + δRx ρ
n
i+1/2(t)(x− xi+1/2) si x > xi+1/2

, (3.69)
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où les pentes, calculées par différences finies, dépendent désormais du temps :

δLx ρ
n−
i+1/2(t) =

ρn−i+1/2(t)− ρni

∆x/2
, δRx ρ

n+
i+1/2(t) =

ρni+1 − ρn+i+1/2(t)

∆x/2
. (3.70)

Proposition 3.4.1 (UGKS modifié)

A partir des reconstructions (3.9)-(3.69), le flux microscopique d’UGKS est

ϕi+1/2(v) =Ai+1/2v
(
f
n(+)
i 1v>0 + f

n(−)
i+1 1v<0

)
+Bi+1/2v

2(δxf
n
i 1v>0 + δxf

n
i+11v<0)

+Ci+1/2vρ
n
i+1/2

+Di+1/2v
2(δLx ρ

n
i+1/21v>0 + δRx ρ

n
i+1/21v<0)

+
2Fi+1/2

∆x
v(−δLx ρni+1/21v>0 + δRx ρ

n
i+1/21v<0)

+Gi+1/2v
2(−δLx ρni+1/21v>0 + δRx ρ

n
i+1/21v<0),

(3.71)

où les coefficients d’intégrations supplémentaires sont

F (∆t, η, ϵ, σ) = −1

η

[
ew +

1− ew

w

]
, (3.72a)

G(∆t, η, ϵ, σ) = − ϵ

2ση

[
wew − 2

(
ew +

1− ew

w

)]
. (3.72b)

Démonstration : La nouvelle reconstruction de la densité se traduit comme une correction
de l’ancienne (3.11), dans laquelle deux nouveaux termes apparaissent. Le flux numérique
d’UGKS contient donc deux termes supplémentaires. Le calcul de ceux-ci est détaillé dans
l’annexe A.

Proposition 3.4.2 (Flux macroscopique d’UGKS)
Le nouveau flux macroscopique d’UGKS est

Φi+1/2 =Ai+1/2

〈
vf

n(+)
i 1v>0 + vf

n(−)
i+1 1v<0

〉
+Bi+1/2

〈
v2δxf

n
i 1v>0 + v2δxf

n
i+11v<0

〉
+

(−Di+1/2

3∆x
+
Fi+1/2

4

)
(ρni − ρni+1)

+
Gi+1/2

3∆x
(ρni − 2ρni+1/2 − ρni+1).

(3.73)

Proposition 3.4.3 (Préservation de l’asymptotique)
La nouvelle version d’UGKS préserve l’asymptotique.

Démonstration : Les développements limités des nouveaux coefficients d’intégrations en w = 0
sont

F = − w

2η
+O(w2), G = − ϵw

2

6ση
+O(w3).

Ainsi le flux de transport n’est pas affecté. De plus lorsque η = ϵ, les limites en ϵ = 0 sont

F (∆t, ϵ, ϵ, σ) −→
ϵ→0

0, D(∆t, ϵ, ϵ, σ) −→
ϵ→0

0.
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Le flux de diffusion reste donc lui aussi inchangé.

La propriété de réalisabilité d’UGKS-M1 est prouvée pour le schéma minimal dans lequel
la partie affine de la reconstruction de la fonction de distribution est retirée. Par ailleurs, le
terme en Gi+1/2 est négligé dans les flux. Tout d’abord puisque celui-ci semble avoir un effet
mineur dans les flux (le terme associé est en particulier nul dans le flux macroscopique si
la définition arithmétique de la densité à l’interface est adoptée). Mais aussi, puisque cette
correction d’ordre supérieur ne semble pas altérer les propriétés du schéma. Par la suite,
la définition cinétique de la densité à l’interface est utilisée (3.12). Dans un premier temps,
montrons le résultat suivant.
Lemme 3.4.1

Le demi-flux de la fonction de distribution M1 est〈
vf̂1v>0

〉
= µ(β)ρ+, (3.74)

où ρ+ =
〈
f̂1v>0

〉
est la demi-densité et µ : x 7→ ex

ex−1 − 1
x .

Démonstration : Le demi flux est〈
vf̂1v>0

〉
= ρ

β

2 sinhβ

∫ 1

0

veβvdv

= ρ
β

2 sinhβ

eβ − 1

β

(
eβ

eβ − 1
− 1

β

)
= µ(β)ρ+.

Théorème 3.4.1 (Préservation de la réalisabilité)
Si l’opacité σ est constante dans la domaine alors la version modifiée d’UGKS-M1 d’ordre
1 en espace préserve la réalisabilité des moments sous les conditions suivantes :

∆t ≤ ∆x

A(w) +
F (w)

2
− 2D(w)

3∆x

+
∆t

w

2F (w) + C(w)− 4D(w)

∆x

A(w) +
F (w)

2
− 2D(w)

3∆x

, (3.75a)

0 ≤ −w
(
min
i
µ(−|βni |)A(w) +

F (w)

4
− D(w)

3∆x

)
+
σ

ϵ
D(w), (3.75b)

où µ est la fonction introduite dans le lemme précédent.

Démonstration : Supposons qu’à l’instant tn la fonction de distribution M1 (f̂ni ) est bien définie
partout. Le schéma écrit sous forme développée permet d’exprimer la densité et la fonction de
distribution à l’instant suivant :

ρn+1
i = (1 +

2D∆t

3∆x2
− F∆t

2∆x
)ρni + (

F∆t

4∆x
− D∆t

3∆x2
)(ρni−1 + ρni+1)

+
A∆t

∆x

(〈
|v|f̂ni−11v>0 + |v|f̂ni+11v<0

〉
−
〈
|v|f̂ni

〉)
,

(3.76a)

fn+1
i = (1− v+

A∆t

∆x
+ v−

A∆t

∆x
)f̂ni + v+

A∆t

∆x
f̂ni−1 − v−

A∆t

∆x
f̂ni+1

+ v
C∆t

∆x

(
ρn+i−1 − ρn+i + ρn−i − ρn−i+1

)
− v2

2D∆t

∆x2
(
(ρn−i+1 − 2ρn−i + ρn−i−1)1v>0 + (ρn+i+1 − 2ρn+i + ρn+i−1)1v<0

)
+ |v|F∆t

∆x

(
(ρn−i+1 − 2ρn−i + ρn−i−1)1v>0 + (ρn+i+1 − 2ρn+i + ρn+i−1)1v<0

)
+∆tν(ρn+1

i − fn+1
i ).

(3.76b)
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Il est possible de montrer que les coefficients (A,C, F ) sont de signe positif et que D est
de signe négatif (voir figure 3.2). Tout d’abord, exhibons une condition suffisante pour que la
densité reste positive. Pour cela, il est nécessaire de contrôler le terme de flux issu du transport
−A

〈
|v|f̂ni

〉
. Comme v ∈ [−1, 1], celui-ci est borné par ρni , ainsi la densité au temps tn+1 est

minorée par :

ρn+1
i ≥ (1 +

2D∆t

3∆x2
− F∆t

2∆x
− A∆t

∆x
)ρni + (

F∆t

4∆x
− D∆t

3∆x2
)(ρni−1 + ρni+1). (3.77)

Le coefficient D étant négatif, cette quantité est alors positive si la condition suffisante suivante
est vérifiée :

∆t ≤ ∆x

A+
F

2
− 2D

3∆x

. (3.78)

Faisons de même avec la fonction de distribution et minorons la par une quantité qui reste
positive sous conditions. Les termes négatifs à contrôler sont : les demi-densité ρn±i dans les
laplaciens discrets (devant les termes en D et en F ), une demi-densité ρn±i positive ou négative
ainsi qu’une demi-densité ρn±i±1 en i ± 1 (devant le terme en C). Les termes positifs (comme
par exemple v−A∆t

∆x f̂
n
i ) qui ne permettent pas de contrôler les autres termes négatifs ne sont

pas utiles à l’analyse et ne sont donc pas considérés par la suite (par soucis de lisibilité). La
première minoration de (3.76b) est alors

(1 + ∆t
σ

ϵ2
)fn+1

i,j ≥ (1− A∆t

∆x
)f̂ni,j

+

(
−v2 2D∆t

∆x2
+ |v|F∆t

∆x

)
(ρn−i+11v>0 + ρn+i−11v<0)− |v|C∆t

∆x

(
ρn−i+11v>0 + ρn+i−11v<0

)
− 2

(
−v2 2D∆t

∆x2
+ |v|F∆t

∆x
+ |v|C∆t

∆x

)
ρni

+∆tνρn+1
i .

Le terme sur la première ligne est issu du transport et ne pose pas de problème particulier. Sur
la deuxième ligne les termes positifs positifs et négatifs en rapport avec ρn±i±1 sont regroupés.
Enfin sur la troisième ligne tous les termes négatifs en ρni sont écrits. Ceux-ci sont obtenus en
majorant les demi-densités par la densité totale.

Tout d’abord, la deuxième ligne peut être réécrite en observant que F −C = σ
ϵD. Ensuite,

les termes négatifs de la troisième ligne doivent être contrôlés avec le terme issu de la collision
∆tνρn+1

i . L’expression de la densité à l’instant suivant (3.76) est donc employée. La nouvelle
expression du minorant est alors (en majorant la vitesse par 1 pour les termes négatifs) :

(1 + ∆t
σ

ϵ2
)fn+1

i,j ≥ (1− A∆t

∆x
)f̂ni,j

+
∆t

∆x

(
σ

ϵ
D +∆tν

(
F

4
− D

3∆x

))
(ρn−i+11v>0 + ρn+i−11v<0)

+
A∆t

∆x
∆tν

〈
|v|f̂ni−11v>0 + |v|f̂ni+11v<0

〉
.

+
∆t

∆x

(
−2F − C +

4D

∆x
+∆tν

(
1 +

2D

3∆x
− F

2
−A

))
ρni

Les demi-flux des fonctions de distribution M1 peuvent être exprimés en fonction des demi-
densités grâce au lemme 3.4.1. Ce qui donne finalement :

(1 + ∆t
σ

ϵ2
)fn+1

i,j ≥ (1− A∆t

∆x
)f̂ni,j

+
∆t

∆x

(
−2F − C +

4D

∆x
+∆tν(1 +

2D

3∆x
− F

2
−A)

)
ρni

+
∆t

∆x

(
σ

ϵ
D +∆tν

(
Aµ(βi+1) +

F

4
− D

3∆x

))
ρn−i+11v>0

+
∆t

∆x

(
σ

ϵ
D +∆tν

(
Aµ(−βi−1) +

F

4
− D

3∆x

))
ρn+i−11v<0.
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Chacun des coefficients en facteur doivent être positifs. Les deux premiers donnent les condi-
tions suivantes :

∆t ≤ ∆x

A
, (3.79a)

∆t ≤ ∆x

A+
F

2
− 2D

3∆x

+
∆t

w

2F + C − 4D

∆x

A+
F

2
− 2D

3∆x

. (3.79b)

Les conditions (3.78)-(3.79a) sont redondantes avec (3.79b). En effet, si cette dernière est
vérifiée alors les deux autres le sont. Seulement celle-ci est donc retenue. Finalement, il ne
reste qu’à traduire la positivité des deux derniers termes. Comme la condition doit être vérifiée
pour toutes les mailles, seulement le cas le plus défavorable est retenu :

∀i, 0 ≤ −w
(
min
i
µ(−|βn

i |)A(w) +
F (w)

4
− D(w)

3∆x

)
+
σ

ϵ
D(w). (3.80)

Dans les deux conditions suffisantes (3.75a)-(3.75b), les coefficients (A,B,C, F ) dépendent
de w = −ν∆t = − σ

ϵη∆t et donc du pas de temps. Il est donc nécessaire de démontrer qu’il
existe toujours un pas de temps sous lequel ces deux conditions sont satisfaites. Tout d’abord,
montrons le résultat suivant.
Lemme 3.4.2

Les coefficient A et D (3.15) vérifient la relation suivante :

ση
ϵ D

−wηA
= z(

w

2
), (3.81)

où z : x 7→ cothx− 1
x est la même fonction (1.33) que celle intervenant dans la fermeture

M1.

Démonstration : Le quotient des coefficients normalisés vaut :

ση
ϵ D

−wηA
= −

1 + ew + 2 1−ew

w

1− ew

= − coth (−w
2
)− 2

w

= z(
w

2
).

Proposition 3.4.4 (Existence d’un pas de temps)

Soit (η, ϵ, σ,∆x) un jeu de paramètres fixé, il existe toujours un pas de temps minimal
∆t0, en dessous duquel la réalisabilité d’UGKS-M1 est assurée :

∆t0 = min

 η∆x
5

2
+

5ϵ

3σ∆x

,
2

ν
min
i
z−1(µ(−|βni |))

 . (3.82)

Démonstration : Étudions tout d’abord la première condition (3.75a). Celle-ci est réécrite sous
la forme (

A(w) +
F (w)

2
− 2D(w)

3∆x

)
∆t− ∆t

w

(
2F (w) + C(w)− 4D(w)

∆x

)
≤ ∆x.

Le membre de gauche peut être majoré pour obtenir une nouvelle condition suffisante plus
restrictive. L’analyse des coefficients (3.15)-(3.72) (écrits sous forme normalisée) montre que
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les premiers termes sont majorés par des constantes :

∀w < 0, ηA(w) +
ηF (w)

2
≤ 1, −ση

ϵ
D(w) ≤ 1,

quel que soit (η, ϵ, σ) positifs, de sorte que :

A(w) +
F (w)

2
− 2D(w)

3∆x
≤ 1

η

(
1 +

2ϵ

3σ∆x

)
.

Pour le deuxième terme, des inégalités à l’ordre supérieur sont utilisées pour induire une
compensation par w :

∀w < 0, 2ηF (w) + ηC(w) ≤ −3

2
w, −ση

ϵ
D(w) ≤ −w

4
,

de sorte que :

2F (w) + C(w)− 4D(w)

∆x
≤ −w

η

(
3

2
+

ϵ

σ∆x

)
.

En utilisant ces inégalités, le membre de gauche est alors majoré par une quantité dépendant
des paramètres physiques multipliée par ∆t :

1

η

(
1 +

2ϵ

3σ∆x

)
∆t+

1

η

(
3

2
+

ϵ

σ∆x

)
∆t ≤ ∆x.

Une nouvelle condition suffisante est finalement obtenue à la place de (3.75a) :

∆t ≤ η∆x
5

2
+

5ϵ

3σ∆x

. (3.83)

Étudions désormais la deuxième condition (3.75b). Pour établir une nouvelle condition suf-
fisante, le terme F

4 − D
3∆x est abandonné et nous considérons la condition suffisante, plus

restrictive, suivante :
−wmin

i
µ(−|βn

i |)A(w) +
σ

ϵ
D(w) ≥ 0.

L’objectif est d’isoler le pas de temps dans cette relation. Le lemme précédent permet de
montrer que :

min
i
µ(−|βn

i |) ≥ z(−w
2
).

En composant par la bijection réciproque de la fonction z (qui est strictement croissante), une
nouvelle condition suffisante est obtenue à la place de (3.75b) :

∆t ≤ 2

ν
min
i
z−1(µ(−|βn

i |)) = ∆t−. (3.84)

Le pas de temps minimal ∆t0 est alors le minimum des pas de temps donnés par les deux
nouvelles conditions suffisantes (3.83)-(3.84).

Le pas de temps minimal (3.82) permet d’assurer la réalisabilité des moments à tout
instant. Néanmoins, celui-ci tend vers 0 dans chacun des deux régimes limites et est donc
difficilement utilisable en pratique. Par ailleurs, dans le cadre des schémas qui préservent
l’asymptotique, il est nécessaire de prouver que la condition de réalisabilité du schéma ne
dépend pas du régime.

Proposition 3.4.5 (Stabilité asymptotique)
La réalisabilité d’UGKS-M1 est assurée sous les conditions CFL habituelles dans les ré-
gimes de transport et de diffusion.
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Démonstration : Tout d’abord étudions la première condition de stabilité (3.75a). Dans le régime
de transport (c’est à dire lorsque ϵ tend vers +∞ à η constant), la condition de stabilité limite
est obtenue en employant les développements limités des coefficients d’intégration (voir (3.18)
et la proposition 3.4.3) dans le membre de droite. Celui-ci tend vers :

η∆x− 3

2
∆t,

et la condition (3.75a) peut s’écrire à la limite sous la forme :

∆t ≤ 2

5
η∆x.

Ce qui donne une condition CFL légèrement plus restrictive que la condition de transport
usuelle. Dans le régime de diffusion (c’est à dire η = ϵ et ϵ tend vers 0), une analyse similaire
(reposant sur (3.21)-(3.22) et sur la proposition 3.4.3) permet de montrer que la condition de
stabilité limite est la condition parabolique usuelle :

∆t ≤ 3

2
σ∆x2.

Examinons désormais la deuxième condition de stabilité (3.75b). Le résultat précédent a permis
d’établir qu’il était suffisant de vérifier (3.84) pour vérifier (3.75b). Or dans le régime de
transport, cette dernière condition n’est pas restrictive puisque le membre de droite de celle-ci
tend vers +∞. Il reste désormais à étudier (3.75b) dans le régime de diffusion. Pour ce faire,
établissions une dernière condition suffisante. Celle-ci est obtenue en minorant le membre de
droite de (3.75b) (en abandonnant les termes en A et en F ), ce qui donne :

∆t ≤ w
D

3∆x
+
σ

ϵ
D(w). (3.85)

Dans le régime de diffusion, celle-ci tend vers :

∆t ≥ 3η∆x = ∆t+.

Ainsi dans cette limite, cette condition revient à ∆t ≥ 0. La deuxième condition de stabilité
(3.75b) n’est donc pas restrictive dans les deux limites.

Remarque 3.4.1

Au total, deux conditions (3.84)-(3.85) suffisantes pour satisfaire (3.75b) ont été établies.
Celles-ci semblent suggérer qu’une plage de pas de temps compris entre ∆t− et ∆t+ n’est
pas admissible (voir figure 3.6). Expérimentalement, il apparaît bien que certains pas
de temps compris entre ces deux bornes violent la condition (3.75b) dans certains cas
pathologiques.

0 ∆t− ∼ ϵη ∆t+ ∼ η ∆t

Figure 3.6 – Plage des pas de temps admissibles pour satisfaire la deuxième condition de
stabilité 3.75b

Enfin, le dernier point à étudier concerne la réalisabilité du schéma lorsque le maillage
est raffiné. Lorsque que ∆x tend vers 0, l’échelle d’observation s’approche de la description
cinétique. De ce fait, une condition hyperbolique doit être retrouvée pour assurer la stabilité.

Remarque 3.4.2 (Convergence en espace)
Lorsque le pas d’espace ∆x tend vers 0, la réalisabilité d’UGKS-M1 devrait être assurée
sous une condition hyperbolique de stabilité (à paramètres physiques (η, ϵ, σ) fixés), de la
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forme :
∆t ≤ α∆x, (3.86)

où α serait une constante dépendant de (η, ϵ, σ). En effet, à un nombre de Knudsen fixé,
il existe une échelle en espace à partir de laquelle le mécanisme de transport est prépon-
dérant. Pour le moment nous n’avons pas été en mesure de prouver ce résultat.

Cette analyse a permis de montrer que la réalisabilité d’UGKS-M1 peut être assurée sous
des conditions raisonnables sur le pas de temps, qui ne sont pas fortement corrélées avec le
nombre de Knudsen. En théorie, le pas de temps optimal peut être déterminé numériquement
en résolvant les inéquations avec une méthode de Newton. Néanmoins en pratique, l’approxi-
mation (3.23) est utilisée par soucis de simplicité. Celle-ci semble fonctionner pour tous les cas
de test présentés dans ce chapitre. Sur la figure 3.7, le pas de temps exact donné par (3.75a)
est comparé avec celui fourni par l’approximation en fonction du nombre de Knudsen et de
l’opacité (pour un pas d’espace donné). Les résultats sont presque identiques, sauf en régime
cinétique et pour des fortes opacités où l’approximation est trop optimiste. Par ailleurs en
pratique, la deuxième condition de stabilité (3.75b) ne semble pas avoir besoin d’être vérifiée.

Figure 3.7 – Pas de temps donné par la condition exacte (3.75a) et la condition approchée
(3.23) en fonction de (ϵ, σ)

3.5 Résultats

Dans cette partie, des résultats numériques sont présentés pour les différents schémas
introduits dans ce chapitre. Les schémas pour les modèles aux moments UGKS-M1, UGKS-
P1, UGKS-M2 et UGKS-Pn sont comparés avec la solution cinétique. Pour le modèle M1, la
solution est aussi comparée avec le schéma HLL préservant l’asymptotique qui a été présenté
dans la section 2.5.2. Pour le modèle P1, la solution est comparée au schéma de Godunov.
Plusieurs cas de test ont été choisis pour évaluer le schéma dans les différents régimes et vérifier
les ordres de convergence. Les paramètres de simulations sont regroupés dans le tableau 3.1.

η ϵ σ(x) f(t, 0, v) f(t, 1, v) ρ(0, x) u(0, x)

Convergence 1 1 1 Périodique Périodique 0.5 + 0.25 sin (2πx) 0.4
Transport 1 1 1 0 1v<0 0 0

Intermédiaire 10−1 10−1 1 0 1v<0 0 0
Diffusion 10−8 10−8 1 1v>0 0 0 0

Table 3.1 – Paramètres de simulation
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En pratique, les codes de calculs sont réalisés en Fortran et avec l’interface de program-
mation OpenMP pour le calcul parallèle des flux. Les solutions cinétiques sont calculées avec
UGKS, dans lequel l’espace des vitesses est discrétisé avec 50 points. La formule de quadrature
des trapèzes est employée pour évaluer les flux macroscopiques au niveau discret. De plus, la
version retenue d’UGKS et d’UGKS pour les modèles aux moments, est celle où la densité
à l’interface est calculée avec la moyenne arithmétique ρni+1/2 = (ρni + ρni+1)/2. Le domaine
spatial D = [0, 1] est discrétisé avec 200 points. Le pas de temps est donnée par la condition
"type CFL" (3.23) dans laquelle le nombre CFL est 0.3.

3.5.1 UGKS-M1

Advection d’une densité sinusoïdale dans un domaine infini
Le premier cas de test a été conçu pour évaluer l’ordre de convergence d’UGKS-M1 en

régime cinétique. De ce fait, une donnée régulière est considérée à l’état initial et des condi-
tions de bord périodique sont utilisées. La densité initiale est une sinusoïde et la vitesse u = j

ρ
est une constante positive. Les conditions périodiques permettent de modéliser un domaine
de taille infini. Sur la figure 3.8, il peut être observé que la sinusoïde est advectée vers la
droite. De plus, l’amplitude du signal est réduite de 15% par rapport à l’instant initial. Ce
phénomène est dû à la diffusion causée par la relaxation vers la distribution d’équilibre.

D’un point de vue numérique, il apparaît que la solution donnée par le schéma HLL est
plus diffuse que celle d’UGKS-M1. Cette diffusion numérique d’HLL est en partie causée par
le choix de la vitesse des ondes dans le solveur de Riemann approché. Un choix habituel pour
ces vitesses est d’utiliser les valeurs propres extrêmales de la Jacobienne du système M1. Ce-
pendant, la fermeture M1 n’est pas analytique (pour l’entropie de Boltzmann) et une équation
devrait être résolue pour les calculer. Par soucis de simplicité, ces valeurs propres sont donc
majorées, ce qui induit de la diffusion numérique.

Pour ce cas de test, la norme L2 de l’erreur sur la densité ρ̃− ρ∆x est calculée pour la
version d’ordre 1 et d’ordre 2 d’UGKS-M1 et est représentée sur la figure 3.9. La solution de
référence ρ̃ est évaluée à partir d’une grille suffisamment fine pour que l’erreur par rapport à la
solution exacte puisse être supposée négligeable dans l’analyse. Enfin, une régression linéaire
est réalisée pour évaluer les ordre de convergence des deux schémas. Sans la partie affine de
la reconstruction de la fonction de distribution, le schéma est bien d’ordre 1. Pour la version
d’ordre 2, le limiteur de pente de Van Leer est utilisé dans les flux. Dans ce cas, le schéma est
d’un ordre légèrement inférieur à 2. D’une manière générale, il est normal de ne pas retrouver
exactement l’ordre 2 du fait de la dégradation de l’ordre induit par l’action du limiteur. Dans
ce cas, le limiteur intervient de manière négligeable puisque les données initiales sont très
régulières. Il est possible que la procédure proposée dans la section 3.3.1.2 dégrade en partie
l’ordre, bien que celui-ci reste encore très bon dans les faits.

Formellement, le schéma est d’ordre 2 en espace et en temps dans le régime de transport
libre. Dans le régime de diffusion, le schéma est d’ordre 2 en espace et seulement d’ordre 1 en
temps. Cependant, du fait de la condition CFL parabolique, l’erreur en temps est contrainte
d’être du même ordre que celle en espace. De ce fait, l’utilisation d’un schéma de Runge-Kutta
pour l’intégration en temps n’est pas nécessaire. La méthode de Crank-Nicolson (proposée
dans la remarque 3.2.1) peut être utilisée pour améliorer la convergence en temps dans les
régimes intermédiaires. Pour ce cas test (et les autres), aucune amélioration n’a cependant pu
être constatée avec cette correction.
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Figure 3.8 – Test n°1 : advection d’une densité sinusoïdale dans un domaine infini. Densité
dans le domaine à t = 1.0
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Figure 3.9 – Test n°1 : advection d’une densité sinusoïdale dans un domaine infini. Erreur
sur la densité d’UGKS M1 en fonction du pas du maillage
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Régime cinétique avec des conditions aux limites de Dirichlet
L’objectif de ce deuxième cas de test est d’évaluer le schéma dans le régime cinétique avec

des données aux bords de Dirichlet. A l’état initial, les deux variables M1 sont nulles. Ce pre-
mier choix pose plusieurs problèmes numériques puisque la fermeture M1 n’est pas continue
en f = 0. En effet, en présence de vide, il n’est plus possible de définir le rapport u = j

ρ et
donc de calculer la variable entropique β. Dans les faits, lorsque la densité est inférieure à un
certain seuil (qui a été choisi à 10−12 dans les cas de test), la fonction de distribution M1 est
supposée nulle et la variable entropique est alors imposée à 0. Des seuils sont aussi introduits
pour calculer la Jacobienne (3.42), nécessaire à l’ordre 2 (où la quantité ρ−1 intervient) et
pour l’évaluation des demi-moments de la fonction distribution M1 (dont les expressions ne
sont pas définies en β = 0).

Sur les bords, une condition héritée du cinétique est imposée dans UGKS-M1 (3.45). Celle-
ci consiste en une demi-fonction de distribution uniforme (qui est donc à l’équilibre) sur le
bord gauche et en une demi-fonction de distribution nulle sur le bord droit. Dans HLL, des
cellules fantômes sont introduites pour implémenter des conditions de Marshak (3.44) équi-
valentes à celle d’UGKS-M1.
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Figure 3.10 – Test n°2 : régime cinétique. Densité dans le domaine pour l’équation cinétique
et le modèle M1

Sur la figure 3.10, la densité donnée par le modèle M1 (avec les schémas UGKS-M1 et
HLL) et par l’équation cinétique (avec UGKS) est représentée à différents instants dans le
domaine. Dans les deux cas, il peut être observé que les particules rentrent progressivement
dans le domaine par le bord droit. Au fur et à mesure du temps, la fonction de distribution
devient isotrope, et la solution atteint un état stationnaire. Cependant, il apparaît que la
solution cinétique est significativement différente de celles du modèle aux moments. Cette ob-
servation est une conséquence du fait que dans le régime cinétique le modèle M1 est imprécis
par rapport à l’équation cinétique. En effet, les fonctions de distribution sont fortement hors
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équilibre, de ce fait les projections sur l’espace M1 sont éloignées des distributions réelles.
C’est en particulier le cas pour la donnée de bord où la projection de fD(v) = 1v<0 sur
l’espace M1 engendre la création de particules à vitesse positive. Par conséquent, moins de
particules rentrent dans le domaine et la densité du modèle aux moments au bord est donc
plus faible à tous les instants. L’écart entre les deux modèles se réduit néanmoins au cours du
temps puisque la fonction de distribution devient isotrope et donc l’erreur de projection du
modèle M1 devient plus faible. L’erreur se concentre alors seulement aux bords.

D’un point de vue numérique, les solutions du modèle M1 données par UGKS-M1 et HLL
sont presque indiscernables. Aux premiers instants, il peut être remarqué que HLL a toujours
plus de diffusion numérique qu’UGKS-M1, en particulier proche du bord et du front de l’onde.
Cet écart se réduit aussi au court du temps.

Régime intermédiaire avec des conditions aux limites de Dirichlet
Dans ce cas de test, le nombre de Knudsen est réduit pour passer d’un régime cinétique

à un régime intermédiaire. Sur la figure 3.11, il peut être observé que l’état stationnaire est
atteint plus rapidement du fait de la prépondérance du mécanisme de collision. Par ailleurs, la
solution du modèle aux moments est globalement bien plus proche de la solution cinétique. En
effet, le modèle M1 est plus précis dans ce régime puisque les fonctions de distribution sous-
jacentes sont plus proches de la distribution d’équilibre. Aux premiers instants, un écart de
l’ordre de 2% à proximité du bord peut être observé sur l’amplitude de la solution d’UGKS-M1
par rapport à celle d’UGKS. Aux instants suivants, les solutions deviennent indiscernables. Le
schéma HLL a toujours plus de diffusion numérique ; avant d’atteindre le régime stationnaire,
un écart significatif peut être observé par rapport à UGKS-M1.
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Figure 3.11 – Test n°3 : régime intermédiaire. Densité dans le domaine pour l’équation
cinétique et le modèle M1
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Régime de diffusion avec des conditions aux limites de Dirichlet
Dans ce cas de test, le nombre de Knudsen est très faible pour atteindre le régime de

diffusion. Sur la figure 3.12, toutes les solutions sont identiques puisque les schémas dégénèrent
tous vers le schéma centré à 3 points pour l’équation de diffusion limite. Expérimentalement,
il apparaît donc bien qu’UGKS-M1 est capable de résoudre la solution de diffusion limite.
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Figure 3.12 – Test n°4 : régime de diffusion. Densité dans le domaine pour l’équation ciné-
tique et le modèle M1

3.5.2 UGKS-P1

Pour illustrer simplement le fait que cette méthode fonctionne avec d’autres types de fer-
meture, le schéma pour le modèle P1 (3.47) obtenu à partir d’UGKS est comparé avec le
schéma de Godunov (décrit dans 2.2.2).

Les résultats du cas de test cinétique sont représentés sur la figure 3.13. Tout d’abord d’un
point de vue physique, il apparaît que le modèle P1 arrive beaucoup moins bien à restituer
les effets cinétique. En effet, le front de densité à un retard significatif par rapport à celui de
l’équation cinétique et ce à tous les instants. Cette observation est une conséquence du fait
que la fonction de distribution P1 représente moins bien les fonctions de distribution forte-
ment hors équilibre. D’un point de vue numérique, le schéma de Godunov donne un résultat
légèrement moins diffus qu’UGKS-P1.

Pour le cas de test intermédiaire, UGKS-P1 donne des résultats similaires à UGKS-M1.
En effet dans ce régime, les fonctions de distribution sont plus proches de l’équilibre et les
deux modèles sont pertinents. Dans le régime de diffusion, UGKS-P1 dégénère correctement.
Pour ces deux derniers tests, les résultats ne sont pas représentés puisque n’apportant rien
par rapport à ceux obtenus pour le modèle M1.

102



Section 3.5. Résultats

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

ρ
(x
)

x

UGKS
UGKS-P1
Godunov
t = 0.1
t = 0.4
t = 1.0
t = 1.6
t = 4.0

t
=
0.
1

t =
0.
4

t =
1.0

t = 1.6

t =
4.0

Figure 3.13 – Test n°5 : régime cinétique. Densité dans le domaine pour l’équation cinétique
et le modèle P1

3.5.3 UGKS-M2

Dans le test n°3, il a pu être mis en évidence que le modèle M1 est peu précis dans le
régime cinétique. Le modèle M2 consiste en une augmentation de la taille de la hiérarchie de
moments. Le modèle M1 étant inclus dans celui-ci, l’ensemble des fonctions de distribution
représentables augmente. De ce fait, le modèle M2 est en théorie capable de restituer plus
d’effets cinétiques et donc d’être plus précis dans ces régimes.

Sur la figure 3.14, la solution du modèle aux moments M2 (calculée avec UGKS-M2) est
comparée avec celle du modèle M1 et avec la solution cinétique dans le régime cinétique.
Globalement, la solution est significativement améliorée par rapport à M1. Au bord, l’écart
avec la solution cinétique est grandement réduit puisque la projection de la donnée de bord
sur l’espace M2 conduit à beaucoup moins de particules à vitesse positive. Dans le domaine,
la solution est aussi beaucoup plus proche à la solution cinétique, en particulier aux deux
premiers instants ou la fonction de distribution est pourtant fortement hors équilibre et où le
modèle M1 est très mauvais. Bien que les résultats soient grandement améliorées, le modèle
M2 n’est toujours pas suffisant pour parfaitement résoudre ce cas cinétique.

Sur la figure 3.15, la même comparaison est réalisée dans le régime intermédiaire. Dans ce
cas, la solution du modèle M2 est indiscernable de la solution cinétique. Il peut être remarqué
que l’augmentation de la taille de la hiérarchie a permis de corriger l’écart au bord au premier
instant de la solution M1.

Enfin, UGKS-M2 a aussi été testé dans le régime de diffusion et donne exactement les
mêmes résultats qu’UGKS-M1 (puisque dégénérant de la même manière dans cette limite).
Ce résultat redondant n’est pas exposé ici.
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Figure 3.14 – Test n°6 : régime cinétique. Densité dans le domaine pour l’équation cinétique,
le modèle M1 et le modèle M2
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Figure 3.15 – Test n°7 : régime intermédiaire. Densité dans le domaine pour l’équation
cinétique, le modèle M1 et le modèle M2
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3.5.4 UGKS-PN

Dans cette section, le schéma sur le modèle PN est comparé avec UGKS. Dans la figure
3.16, la densité à un instant donnée est représentée pour différentes tailles de hiérarchies :
n = {1, 4, 8, 32}. La solution du moment aux moments semblent converger uniformément vers
la solution cinétique à mesure que la taille de la hiérarchie augmente. Pour n ≤ 8, les solutions
oscillent autour de la solution cinétique ce qui est probablement similaire au phénomène de
raies qui peut être observé avec les schémas pour l’équation cinétique lorsque la discrétisation
de l’espace des vitesses est trop grossière.

Par ailleurs, l’intérêt des modèles entropiques apparaît clairement ici puisque le modèle
Pn nécessite d’augmenter la taille de la hiérarchie pour capturer la position du front (où les
distributions sont loin de la distribution équilibre).
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Figure 3.16 – Test n°8 : régime cinétique. Densité dans le domaine à t = 1.0 pour l’équation
cinétique, le modèle P1, P4, P8 et P32
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Résumé
Dans ce chapitre, la méthode développée dans le chapitre 3 dans le contexte du transport

linéaire est étendue au modèle M1 du transport électronique introduit dans le chapitre 1. La
construction d’UGKS est brièvement rappelée dans ce contexte avant d’expliciter le nouveau
schéma et ses extensions. Le cas des maillages non structurés est en particulier traité.
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4.1 Introduction

L’idée principale présentée dans le chapitre 3 consistait à réaliser des fermetures à l’échelle
numérique dans UGKS pour obtenir des schémas AP pour les modèles aux moments associés.
Cette démarche est générique et semble pouvoir s’appliquer dans des contextes plus com-
plexes que celui du transport linéaire. La seule restriction à cette méthode est qu’il nécessaire
de pouvoir construire UGKS pour l’équation cinétique sous-jacente. Dans le cas du modèle
du transport électronique (présenté dans la section 1.3), l’opérateur de collision est aussi un
opérateur de relaxation. Il est donc toujours possible d’écrire la formule de Duhamel qui est
à la base des flux d’UGKS.

Pour ce modèle, le régime asymptotique est légèrement différent. Lorsque le nombre de
Knudsen tends vers 0, la densité et l’énergie tendent à vérifier un système de diffusion cou-
plé et non linéaire (1.47). De plus, les équations sont dans ce cas considérées en deux di-
mension d’espace ce qui peut engendrer des problèmes numériques en fonction du type de
maillage considéré. Pour les maillages cartésiens non déformés, le schéma de diffusion est fa-
cile à construire. Cependant pour les maillages non structuré, une attention particulière doit
être portée lors de l’élaboration des flux pour obtenir une approximation consistante quelque
soit la forme du maillage. Dans la littérature, plusieurs méthodes ont été proposées pour les
construire (voir section 2.4.2.2). Dans UGKS, les reconstructions doivent donc être adaptées
de telle manière que les flux dégénèrent vers le schéma de diffusion voulu.

Dans ce chapitre, un schéma pour le modèle M1 du transport électronique est tout d’abord
construit dans le cas cartésien. Plusieurs difficultés numériques liées à l’augmentation de la
dimension sont discutées. Ce schéma est ensuite étendu aux maillages non structuré.

4.2 UGKS

L’équation cinétique à résoudre est

∂tf +
v

η
Ω ·∇xf = ν (M [f ]− f) , (4.1)

où f : (t,x, v,Ω) → f(t,x, v,Ω) est la fonction de distribution, ν = σ(W)/ϵη est la fré-
quence de collision, WT =

(
ρ q

)
est le vecteur des variables conservatives et M [f ] est la

maxwellienne de f définie par :

∀v ∈ R+, M [f ](v) =
ρ

(2πT )3/2
exp

(
− v2

2T

)
. (4.2)

La température T vaut 2q
3ρ .

4.2.1 Formulation volumes finis

Dans cette partie, la formulation volumes finis de l’équation cinétique du transport électro-
nique est tout d’abord établie en deux dimension d’espace sur maillage structuré cartésien. Les
notations employées sont celles introduites dans la section 2.4.1 (voir en particulier la figure
2.8). Soient Ci,j = [xi−1/2, xi+1/2] × [yj−1/2, yi,j+1/2] un volume de contrôle de taille ∆xi∆yj
et [tn, tn+1] un intervalle de temps de taille ∆t. La moyenne de la fonction de distribution
dans la maille Ci,j à l’instant tn est

∀(v,Ω) ∈ R+ × S 2, fni,j(v,Ω) =
1

∆xi∆yj

∫∫
Ci,j

f(tn, x, y, ·, ·)dxdy, (4.3)
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et le flux moyen le long de la face Est : [xi+1/2,j−1/2,xi+1/2,j−1/2] est

∀(v,Ω) ∈ R+ × S 2, ϕi+1/2,j(v,Ω) =
1

η∆t

∫ tn+1

tn

vΩxf(t,xi+1/2,j , v,Ω)dt+O(∆y2). (4.4a)

Tout comme pour le transport électronique, les variables cinétiques sont pour le moment
gardées continues dans le développement d’UGKS. La formulation volumes finis semi-discrète
est obtenue en intégrant l’équation cinétique sur le volume de contrôle Ci,j entre tn et tn+1 :

fn+1
i,j − fni,j

∆t
+
ϕi+1/2,j − ϕi−1/2,j

∆xi
+
ϕi,j+1/2 − ϕi,j−1/2

∆yj
= ν(W n+1

i,j )
(
M [W n+1

i,j ]− fn+1
i,j

)
.

(4.5)
où Wn

i,j = ⟨⟨Ψ(v)fi,j(v,Ω)⟩⟩ =
(
ρ q

)T est le vecteur des variables macroscopique et Ψ est
le vecteur des invariants collisionels Ψ(v)T =

(
1 1

2v
2
)
. Une formule des rectangles à droite

est utilisée pour obtenir un schéma stable dans la limite asymptotique. De même, ce choix
implique de devoir calculer les variables macroscopiques au temps tn+1 avant la fonction de
distribution. De ce fait, une autre formulation volumes finis est écrite en intégrant (4.5) sur
l’espace des variables cinétiques, contre Ψ :

W n+1
i,j −W n

i,j

∆t
+

1

∆xi

(
Φi+1/2,j −Φi−1/2,j

)
+

1

∆yj

(
Φi,j+1/2 −Φi,j−1/2

)
= 0. (4.6)

Le terme source de cette équation est nul puisque les variables macroscopiques sont conservées
par l’opérateur de collision BGK. De plus, le flux macroscopique n’est rien d’autre que l’inté-
grale du flux microscopique : Φi+1/2,j =

〈〈
Ψ(v)ϕi+1/2,j(v,Ω)

〉〉
. Il reste désormais à donner

une approximation consistante et conservative de ce dernier.

4.2.2 Une méthode basée sur les caractéristiques

Dans cette section, le flux numérique d’UGKS est établi sur la face Est. Le développement
est similaire sur les autres faces. Tout comme pour le transport linéaire, l’idée principale
d’UGKS est d’utiliser la représentation intégrale de l’équation cinétique pour calculer les flux.
Celle-ci peut être établie de la même manière que pour le transport linéaire puisque le terme
de collision s’écrit toujours sous la forme d’un opérateur de relaxation et que la méthode
des caractéristiques peut être utilisée indépendamment de la dimension du problème. Si la
fréquence de collision est constante alors

d

dt

(
eνtf(t,x+

v

η
tΩ, v,Ω)

)
= νeνtM [W](t,x+

v

η
tΩ, v,Ω) (4.7)

Cependant, l’opacité dépend de l’état macroscopique du système W. La même hypothèse de
faibles variations de la fréquence de collision à l’échelle d’une cellule et d’un pas de temps est
donc formulée. De ce fait, la représentation (4.7) peut être utilisée comme une approximation
afin d’établir la formule de Duhamel au centre de l’interface xi+1/2,j entre tn et t :

f(t,xi+1/2,j , v,Ω) ≈ e
−νn

i+1/2,j
(t−tn)f(tn,xi+1/2,j −

v

η
(t− tn)Ω, v,Ω)

+ νni,j+1/2

∫ t

tn

e
−νn

i+1/2,j
(t−s)

M [W](s,xi+1/2,j −
v

η
(t− s)Ω, v)ds.

(4.8)

Dans celle-ci, la fréquence de collision à l’interface est νi+1/2,j =
1
2(νi,j + νi+1,j). Pour établir

le flux numérique d’UGKS, des reconstructions de la fonction de distribution ainsi que de la
maxwellienne doivent être fournies. Des choix similaires à ceux présentés dans le chapitre 3
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sont faits. Tout d’abord la fonction de distribution est reconstruite par une fonction f̃ affine
par maille autour de la face Est, dans la direction ex :

∀(x, y) ∈ [xi, xi+1]× [yj−1/2, yj+1/2],

f̃(tn, x, y, ·, ·) =

{
fni,j + δxf

n
i,j(x− xi,j) si x ≤ xi+1/2,j

fni+1,j + δxf
n
i+1,j(x− xi+1,j) si x ≥ xi+1/2,j

,
(4.9)

où δxf
n
i,j est la pente normale à l’interface de la fonction de distribution. Il est possible

d’ajouter un terme de reconstruction tangentiel mais au prix d’un coût calcul plus important
et d’un stencil plus grand. La pente est donnée par des formules de différence finie et limitée
par un limiteur de pente ψ. Sur un maillage à pas constant, celle-ci est

δxf
n
i,j = ψ

(
fni+1,j − fni,j

∆x
,
fni,j − fni−1,j

∆x
,
fni+1,j − fni−1,j

2∆x

)
. (4.10)

La reconstruction de la maxwellienne M̃ est affine par maille et continue entre les mailles :

∀t ∈ [tn, tn+1], ∀(x, y) ∈ [xi, xi+1]× [yj−1/2, yj+1/2],

M̃(t, x, y, ·) =M [Wn
i+1/2,j ] +

{
δGxM

n
i+1/2,j(x− xi+1/2,j) si x ≤ xi+1/2,j

δDx M
n
i+1/2,j(x− xi+1/2,j) si x ≥ xi+1/2,j

,
(4.11)

oùM [Wn
i+1/2,j ] est la maxwellienne à l’état macroscopique de l’interface Wn

i+1/2,j et δGD
x Mn

i+1/2,j
sont les pentes à gauche et à droite de la face Est de la maxwellienne dans la direction ex. La
fonction ainsi obtenue n’est alors plus une Maxwellienne. Un terme de reconstruction tangen-
tiel peut aussi être ajouté mais celui-ci n’a pas d’influence sur le flux macroscopique et donc
sur le comportement asymptotique. Tout comme précédemment, plusieurs définitions peuvent
être adoptées pour le vecteur des variables macroscopiques à l’interface ; la première est la
définition arithmétique Wn

i+1/2,j =
1
2(W

n
i+1,j +Wn

i,j) et la deuxième est cinétique :

Wn
i+1/2,j =

〈〈
Ψ
(
fni,j1Ωx>0 + fni+1,j1Ωx<0

)〉〉
. (4.12)

Il reste désormais à exprimer les pentes de la maxwellienne en fonction des variables conser-
vatives.
Proposition 4.2.1 (Dérivée de la Maxwellienne)

La dérivée de la maxwellienne s’exprime en fonction de la dérivée du vecteur des variables
conservatives de la manière suivante :

∂xM [W] = ΨTK(W)∂xW, (4.13)

où la matrice K ∈M2(R) est définie par :

K(W) =M [W]


5

2ρ
− 3

2q

− 3

2q

3ρ

2q2

 . (4.14)

Démonstration : La formule de la chaîne permet d’écrire la dérivée de la maxwellienne sous la
forme suivante :

∂xM [W] = (∂xρ) ∂ρM [W] + (∂xq) ∂qM [W],
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où les dérivées de la maxwellienne par rapport à chacune des grandeurs macroscopiques sont :

∂ρM [W] =M [W]

(
5

2ρ
− 3v2

4q2

)
=M [W]


5

2ρ

− 3

2q

 ·Ψ,

∂qM [W] =M [W]

(
− 3

2q
− 3ρv2

4q2

)
=M [W]

− 3

2q
3ρ

2q2

 ·Ψ.

Définition 4.2.1 (Pentes de la maxwellienne)
Les pentes de la maxwellienne sont obtenues en appliquant des formules de différences
finies sur la dérivée de celle-ci (4.13) à l’interface :

δGxM
n
i+1/2,j = ΨTK(Wn

i+1/2,j)
Wn

i+1/2,j −Wn
i,j

∆xi/2
, (4.15a)

δDx M
n
i+1/2,j = ΨTK(Wn

i+1/2,j)
Wn

i+1,j −Wn
i+1/2,j

∆xi+1/2
. (4.15b)

Finalement, ces reconstructions sont employées dans la formule de Duhamel (4.8), puis l’ex-
pression obtenue est intégrée entre tn et tn+1 pour obtenir le flux numérique. De même que
dans le cadre du transport linéaire, il est supposé que les domaines de validité des reconstruc-
tions peuvent être étendus.
Proposition 4.2.2 (UGKS)

Le flux numérique microscopique d’UGKS est

ϕi+1/2,j(v,Ω) =An
i+1/2,jvΩx

(
f
n(+)
i,j 1Ωx>0 + f

n(−)
i+1,j1Ωx<0

)
+Bn

i+1/2,jv
2Ω2

x(δxf
n
i,j1Ωx>0 + δxf

n
i+1,j1Ωx<0)

+Cn
i+1/2,jvΩxM [Wn

i+1/2,j ]

+Dn
i+1/2,jv

2Ω2
x

(
δLxM

n
i+1/2,j1Ωx>0 + δRxM

n
i+1/2,j1Ωx<0

)
.

(4.16)

où f
n(±)
i,j = fni,j ± ∆x

2 δxf
n
i,j et où les coefficients d’intégrations sont les mêmes que ceux

obtenus pour le transport linéaire (voir les expressions (3.15)). De plus, si le maillage est
à pas constant, les deux composantes du flux macroscopique d’UGKS sont

Φρ
i+1/2,j =A

n
i+1/2,j

〈〈
vΩxf

n(+)
i,j 1Ωx>0 + vΩxf

n(−)
i+1,n1Ωx<0

〉〉
+Bn

i+1/2

〈〈
v2Ω2

xδxf
n
i,j1Ωx>0 + v2Ω2

xδxf
n
i+1,j1Ωx<0

〉〉
+
2Dn

i+1/2,j

3∆x
(qni+1,j − qni,j),

(4.17a)

Φq
i+1/2,j =

An
i+1/2,j

2

〈〈
v3Ωxf

n(+)
i,j 1Ωx>0 + v3Ωxf

n(−)
i+1,n1Ωx<0

〉〉
+
Bn

i+1/2,j

2

〈〈
v4Ω2

xδxf
n
i,j1Ωx>0 + v4Ω2

xδxf
n
i+1,j1Ωx<0

〉〉
+
2Dn

i+1/2,j

3∆x

5(qni+1/2,j)
2

3ρni+1/2,j

(
−
ρni+1,j − ρni,j
ρni+1/2,j

+ 2
qni+1,j − qni,j
qni+1/2,j

)
,

(4.17b)

où Φi+1/2,j =
(
Φρ
i+1/2,j Φq

i+1/2,j

)T
.
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Démonstration : Le calcul du flux microscopique est presque identique à celui réalisé dans le
cadre du transport linéaire et n’est pas détaillé ici. Pour le flux macroscopique, le terme
associé à la reconstruction affine de la maxwellienne (en Dn

i+1/2) est explicité (en utilisant les
expressions des moments de celle-ci données dans l’annexe D). Le terme de diffusion du flux
macroscopique de densité est

Dn
i+1/2,j

〈〈
v2Ω2

x

(
δLn
x Mn

i+1/2,j1Ωx>0 + δRn
x Mn

i+1/2,j1Ωx<0

)〉〉
=
Dn

i+1/2,j

3∆x

〈〈
v2K(Wn

i+1/2,j)
TΨ
〉〉

·
(
Wn

i+1,j −Wn
i,j

)

=
2Dn

i+1/2,j

3∆x

(
qni+1/2,j

5(qni+1/2,j)
2

3ρni+1/2,j

)
5

2ρni+1/2,j

− 3

2qni+1/2,j

− 3

2qni+1/2,j

3ρni+1/2,j

2(qni+1/2,j)
2

(ρni+1,j − ρni,j
qni+1,j − qni,j

)

=
2Dn

i+1/2,j

3∆x
(qni+1,j − qni,j).

(4.18)
Celui associé au flux d’énergie est

Dn
i+1/2,j

〈〈
1

2
v4Ω2

x

(
δLn
x Mn

i+1/2,j1Ωx>0 + δRn
x Mn

i+1/2,j1Ωx<0

)〉〉
=
Dn

i+1/2,j

3∆x

〈〈
1

2
v4ΨTK(Wn

i+1/2,j)

〉〉(
Wn

i+1,j −Wn
i,j

)

=
2Dn

i+1/2,j

3∆x

5

3

(
(qni+1/2,j)

2

ρni+1/2,j

7(qni+1/2,j)
3

3(ρni+1/2,j)
2

)
5

2ρni+1/2,j

− 3

2qni+1/2,j

− 3

2qni+1/2,j

3ρni+1/2,j

2(qni+1/2,j)
2

(ρni+1,j − ρni,j
qni+1,j − qni,j

)

=
2Dn

i+1/2,j

3∆x

5(qni+1/2,j)
2

3ρni+1/2,j

(
−
ρni+1,j − ρni,j
ρni+1/2,j

+ 2
qni+1,j − qni,j
qni+1/2,j

)
.

(4.19)
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4.2.3 Analyse asymptotique et stabilité

Tout comme dans le cadre du transport linéaire, le comportement asymptotique des flux en
totalement déterminé par les limites des coefficients d’intégrations dans les différents régimes
(3.21)-(3.18).

Proposition 4.2.3 (Limites asymptotiques)

Dans le régime de transport (ϵ → +∞), le flux limite microscopique est le flux standard
de Godunov d’ordre 2 en espace et en temps pour l’équation d’advection linéaire (2.50)-
(2.18) :

ϕi+1/2,j −→
w→+∞

vΩx

η
(f

n(+)
i,j 1Ωx>0 + f

n(−)
i+1,j1Ωx<0)−∆t

v2Ω2
x

2η2
(δxf

n
i,j1v>0 + δxf

n
i+1,j1v<0).

(4.20)
Dans la limite de diffusion (η = ϵ et ϵ → 0), les flux limites macroscopiques sont les flux
usuels d’ordre 2 en espace pour le système de diffusion écrit en fonction des variables
conservatives (2.54) :

Φρ
i+1/2,j −→ϵ→0

−2

3σni+1/2,j

qni+1,j − qni,j
∆x

, (4.21a)

Φq
i+1/2,j −→ϵ→0

−2

3σni+1/2,j

5(qni+1/2,j)
2

3ρni+1/2,j

(
−1

ρni+1/2,j

ρni+1,j − ρni,j
∆x

+
2

qni+1/2,j

qni+1,j − qni,j
∆x

)
,

(4.21b)

et les fonctions de distributions tendent vers des maxwelliennes :

fn+1
i,j −→

ϵ→0
M [Wn+1

i,j ]. (4.22)

Les flux limites sont corrects dans chacun des deux régimes et correspondent bien à ceux
introduit dans la section 2.4. Par ailleurs, les flux sont analogues dans les autres directions et
dégénèrent bien eux aussi. De plus, il apparaît que les pentes issues de la reconstruction de la
Maxwellienne conditionnent entièrement les flux limites de diffusion.

De même que pour le transport linéaire, il apparaît expérimentalement que le schéma
reste stable sous une condition "type CFL" mélangeant les conditions usuelles hyperbolique
et parabolique :

∆t ≤ CFL
(
η

vm
min(∆x,∆y) +

9

10
σ0min(∆x,∆y)2

)
, (4.23)

où ∆x et ∆y sont les plus petits pas du maillage et σ0 est l’opacité la plus faible dans le
domaine. Celle-ci n’est a priori pas connue puisque dépendant de l’état macroscopique (qui
évolue). Elle est donc supposée en fonction des cas d’application. Par ailleurs, cette dernière
condition parabolique n’est pas formelle et est seulement inspirée du cas scalaire. Pour le
moment, aucun résultat théorique n’a pu être prouvé sur le système de diffusion. Finalement,
ces résultats permettent de conclure sur le fait que cette version d’UGKS pour le transport
électronique est bien un schéma qui préserve l’asymptotique.

4.2.4 Conditions aux limites

Dans cette section, le traitement des conditions aux limites de type Dirichlet est expli-
cité. La fonction de distribution est imposée sur le demi-espace des particules entrantes. Par
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exemple sur le bord ouest, une condition de bord à l’équilibre est

∀Ω ∈ {Ω ∈ S 2|Ωx > 0}, f(t, xO, y, v,Ω) =M [WO(t, y)](v),

où xO correspond à l’abscisse du bord ouest et WO(t, y) est l’état macroscopique sur celui-ci.
Dans ce cas, tout comme dans le cadre du transport linéaire, le flux microscopique est établi en
modifiant l’état de la fonction de distribution à l’interface (donné par la formule de Duhamel
(4.8)) pour prendre en compte les particules entrantes. La nouvelle représentation est alors

f(t,x1/2,j , v,Ω) =


M [WO(t,x)](v) si Ωx > 0

e
−νn

1/2,j
(t−tn)f(tn,x1/2,j −

v

η
(t− tn)Ω, v,Ω)

+νn1/2,j

∫ t

tn

e
−νn

1/2,j
(t−s)

M [f ](s,x1/2,j −
v

η
(t− s)Ω, v)ds

si Ωx < 0
.

(4.24)
En utilisant des reconstructions similaires à celles introduites précédemment, le flux micro-
scopique d’UGKS au bord (d’ordre 1 en espace) peut alors être établi :

ϕ1/2,j(v,Ω) =
vΩx

η
M [WW (tn,x1/2,j)](v)1Ωx>0

+
(
An

1/2,jvΩxf
n
1/2,j + Cn

1/2,jvΩxM [Wn
1/2,j ] +Dn

1/2,jv
2Ω2

xδ
R
xM

n
1/2,j

)
1Ωx<0.

(4.25)

Le flux macroscopique au bord est toujours l’intégrale du flux microscopique : Φ1/2,j =〈〈
Ψϕ1/2,j

〉〉
. De la même manière que dans le cas du transport linéaire (voir section 3.2.5),

afin que celui-ci reste borné dans la limite de diffusion, l’état macroscopique à l’interface est
défini de la manière suivante :

Wn
1/2,j = WO(tn,x1/2,j). (4.26)

Il est alors possible de montrer que les flux aux bords dégénèrent bien dans les deux régimes
limites. Si la donnée de bord n’est plus une maxwellienne mais une distribution quelconque
fO, il est toujours possible de modifier l’état macroscopique à l’interface pour obtenir la
compensation des deux termes divergent (celui en 1

η et en Cn
1/2,j) et ainsi obtenir un flux de

diffusion limite borné.
Proposition 4.2.4

Si l’état macroscopique à l’interface Wn
1/2,j =

(
ρn1/2,j

3
2ρ

n
1/2,jT

n
1/2,j

)T
est tel que


ρn1/2,j = 2

√√√√π

〈〈
vΩxf0(tn,x1/2,j)

〉〉3〈〈
v3

2 Ωxf0(tn,x1/2,j)
〉〉

Tn
1/2,j =

〈〈
v3

2 Ωxf0(tn,x1/2,j)
〉〉

2
〈〈
vΩxf0(tn,x1/2,j)

〉〉
, (4.27)

alors le flux macroscopique Φn
1/2,j reste borné.

Démonstration : Tout d’abord, un calcul direct permet de montrer que les flux de la maxwel-
lienne sur le demi-espace sont (voir annexe D)

⟨⟨vΨΩxM [W ]1Ωx<0⟩⟩ = −ρ
2

√
2T

π

(
1
2T

)
. (4.28)

De la même manière que précédemment, ces flux (associé au terme en C dans (4.25)) doivent
compenser le flux de transport issu des particules entrantes, qui est dans ce cas :〈〈

vΩx

η
fO(tn,x1/2,j , v,Ω)1Ωx≥0

〉〉
.
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La compensation des flux se traduit par l’équation suivante :

⟨⟨vΨ(v)ΩxM [W ]1Ωx<0⟩⟩+ ⟨⟨vΨ(v)ΩxfO1Ωx>0⟩⟩ = 0, (4.29)

La résolution de cette équation permet de définir l’état à l’interface adéquatement.

Cette modification permet seulement de conserver un flux borné mais ne tient pas compte de
la couche limite limite qui peut se former au bord.

4.2.5 Schémas de diffusion alternatifs

Il a été mis en évidence dans la section 4.2.3 que les pentes de la reconstruction de la
maxwellienne conditionne entièrement le schéma de diffusion limite. Dans (4.11), les variables
conservatives W sont utilisées pour les exprimer. Ce choix résulte en un schéma limite pour
le système de diffusion dans lequel le gradient ∇x

q2

ρ est développé en 2 q
ρ∇xq − q2

ρ2
∇xρ (voir

relation (2.53)). De ce fait, les grandeurs à l’interface interviennent dans les flux, ce qui n’est
pas naturel. D’autres choix sont possibles pour exprimer les pentes. L’un d’eux est par exemple
d’utiliser les variables non conservatives.
Proposition 4.2.5 (Schéma sur les variables non-conservatives)

Soit Z =
(
ρ T

)T , le vecteur des variables non conservatives. Pour obtenir un schéma de
diffusion sur les variables non-conservatives, les pentes spatiales de la maxwellienne (4.15)
doivent désormais s’exprimer à partir de différences finies sur Z et la matrice est

K(Z) =M [Z]

1

ρ
− 3

2T

0
1

2T 2

 . (4.30)

Dans la limite de diffusion, les flux macroscopiques associés tendent vers les flux usuels
d’ordre 2 en espace pour le système de diffusion écrit sous forme non-conservative :

Φρ
i+1/2,j −→ϵ→0

−1

σi+1/2,j

[
Tn
i+1/2,j

ρni+1,j − ρni,j
∆x

+ ρni+1/2,j

Tn
i+1,j − Tn

i,j

∆x

]
, (4.31a)

Φq
i+1/2,j −→ϵ→0

−5

2σi+1/2,j

(
(Tn

i+1/2,j)
2
ρni+1,j − ρni,j

∆x
+ 2ρni+1/2,jT

n
i+1/2,j

Tn
i+1,j − Tn

i,j

∆x

)
.

(4.31b)

Ce choix donne lieu à des flux pour le système de diffusion écrit à partir des variables non
conservatives, dans lequel les gradients : ∇xρT , ∇xρT

2 sont développés. De ce fait, les gran-
deurs aux interfaces interviennent toujours. Le schéma naturel (2.55) (obtenu pour le système
écrit sans développer le gradient (2.53)) peut être retrouvé en utilisant le jeu de variable
adéquat dans la reconstruction.

Proposition 4.2.6 (Schéma naturel)

Soient w = q2

ρ et Y =
(
q w

)
. Si le jeu de variables utilisé pour reconstruire la maxwel-

lienne est Y alors, la matrice intervenant dans les pentes de la reconstruction est

K(Y) =M [Y]


7

2q

−3

2w
−5

2w

3q

2w2

 , (4.32)

et les flux limites de diffusion associés sont ceux obtenus pour le système de diffusion écrit
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sans développer le gradient (2.55) :

Φρ
i+1/2,j −→ϵ→0

−2

σi+1/2,j

qni+1,j − qni,j
∆x

, (4.33a)

Φq
i+1/2,j −→ϵ→0

5

3

−2

3σi+1/2,j

wn
i+1,j − wn

i,j

∆x
. (4.33b)

Dans les faits, tant que les données sont régulières, le choix du schéma de diffusion n’est pas
très important et donc n’importe quelle reconstruction peut être adoptée. Cependant, ces
deux propositions alternatives peuvent être plus délicates à utiliser puisque dans la limite où
la densité tend vers 0, la température et y ne sont pas bien définis.

4.3 UGKS-M1

Cette section se concentre sur la résolution du modèle M1 du transport électronique (1.53)-
(1.60) qui est rappelé ici sous forme développée :{

∂tf
(0) + v

η∇ · f (1) = ν
(
4πM [f (0)]− f (0)

)
∂tf

(1) + v
η∇ · f (2) = −νf (1)

,

où f (i)(v) =
〈
Ω⊗if(v,Ω)

〉
sont les moments angulaires de la fonction de distribution, M [f (0)]

est la maxwellienne associée à f (0) (1.44) et ν = σ(x)
ϵη est la fréquence de collision (1.43).

4.3.1 Une fermeture entropique d’UGKS

Dans cette section, un nouveau schéma pour le modèle M1 du transport électronique
est proposé. L’approche générale est identique à celle introduite dans la section 3.3 pour
le transport linéaire. L’idée principale est d’appliquer UGKS à la fonction de distribution
M1 : f̂ni,j(v,Ω), reconstruite à partir du vecteur des moments Un

i,j(v)
T =

(
f0,ni,j (v) f1,ni,j (v)

)
.

Ensuite les variables macroscopiques au temps tn+1 sont les moments de fn+1
i,j (v,Ω). La

formulation volumes finis du modèle aux moments est obtenue en intégrant celle du schéma
(4.5) contre le vecteur de la hiérarchie m(Ω)T =

(
1 Ω

)
:

Un+1
i,j −Un

i,j

∆t
+

(χi+1/2,j − χi−1/2,j)

∆xi
+

(χi,j+1/2 − χi,j−1/2)

∆yj
= ν(Wn+1

i,j )S(Un+1
i,j ), (4.34)

où χi+1/2,j =
〈
m(Ω)ϕi+1/2,j(·,Ω)

〉
=
(
χ0
i+1/2,j χ1

i+1/2,j

)T
∈ R4 est le flux mésoscopique du

modèle M1 et S(U) =
(
M0[U] 0

)T −U est le terme source. Ce vecteur des flux est calculé en
intégrant le flux microscopique d’UGKS contre m(Ω) et en fermant la fonction de distribution
à l’intérieur : fni,j = f̂ni,j . Tout d’abord, commençons par expliciter les flux dans le cas où la
partie affine de la reconstruction de la fonction de distribution (4.9) est négligée.
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Proposition 4.3.1 (UGKS-M1)
Si le pas du maillage est constant, alors les flux mesoscopiques d’UGKS-M1 sont

χ0
i+1/2,j(v) =A

n
i+1/2,jv

〈
Ωxf̂

n
i,j1Ωx>0 +Ωxf̂

n
i+1,j1Ωx<0

〉
+
Dn

i+1/2,j

3∆x
v2ΨTK0

(
Wn

i+1/2,j

) (
Wn

i+1,j −Wn
i,j

)
,

(4.35a)

χ1
i+1/2,j(v) =A

n
i+1/2,jv

〈
ΩxΩf̂

n
i,j1Ωx>0 +ΩxΩf̂

n
i+1,j1Ωx<0

〉
+
Cn
i+1/2,j

3
vM0[W

n
i+1/2,j ]ex

−
Dn

i+1/2,j

4∆x
v2ΨTK0

(
Wn

i+1/2,j

)(
Wn

i+1,j − 2Wn
i+1/2,j +Wn

i,j

)
ex,

(4.35b)

où K0(W) = ⟨K(W)⟩. De plus, les deux composantes du flux macroscopique sont

Φρ
i+1/2,j =A

n
i+1/2,j

〈〈
vΩxf̂

n
i,j1Ωx>0 + vΩxf̂

n
i+1,n1Ωx<0

〉〉
+
2Dn

i+1/2,j

3∆x
(qni+1,j − qni,j),

(4.36a)

Φq
i+1/2,j =

An
i+1/2,j

2

〈〈
v3Ωxf̂

n
i,j1Ωx>0 + v3Ωxf̂

n
i+1,n1Ωx<0

〉〉
+
2Dn

i+1/2,j

3∆x

5(qni+1/2,j)
2

3ρni+1/2,j

(
−
ρni+1,j − ρni,j
ρni+1/2,j

+ 2
qni+1,j − qni,j
qni+1/2,j

)
.

(4.36b)

Démonstration : Les flux mésoscopiques sont obtenus en utilisant les relations suivantes :

⟨Ωi⟩ = 0,
〈
Ω2

i

〉
=

4π

3
, ⟨ΩiΩj⟩ = 0,〈

Ω2
i 1Ωi≷0

〉
=

4π

6
,
〈
Ω3

i 1Ωi≷0

〉
= ±4π

8
,
〈
Ω2

iΩj1Ωi≷0

〉
= 0.

Il vient alors immédiatement qu’UGKS-M1 hérite de la propriété de préservation de l’asymp-
totique d’UGKS énoncé dans la proposition 4.2.3.

Proposition 4.3.2 (Préservation de l’asymptotique)
Dans la limite de diffusion, les flux macroscopiques discrétisent bien le système de diffusion.
De ce fait, UGKS-M1 préserve l’asymptotique du modèle aux moments M1.

Afin de pouvoir utiliser et implémenter ce schéma, plusieurs problèmes se posent. Tout
d’abord, la variable cinétique v dont dépend les moments angulaires U doit être discrétisée et
une formule de quadrature doit être fournie pour calculer les flux macroscopiques dans laquelle
des intégrales sur v interviennent. De plus, il est aussi nécessaire de calculer les demi-moments
des fonctions de distribution M1 sur la sphère qui apparaissent dans les flux. Ceux-ci ne sont
a priori pas analytiques.

Enfin, l’ordre 2 en espace peut être obtenu en utilisant la reconstruction complète de la
fonction de distribution dans UGKS. Ces différents aspects du schéma sont discutés dans les
sections suivantes.
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4.3.2 Demi-moments angulaires de la fonction de distribution M1

En dépit du fait que les moments angulaires sur la sphère de la fonction de distribution M1
sont analytiques, ceux sur les demi-sphères ne le sont pas. Ceux-ci s’écrivent sous la forme :

〈
Ωi
xΩ

j
yΩ

k
z f̂(Ω)1Ωxyz≷0

〉
=
f (0)

4π

||β||
sinh ||β||

∫
S2

Ωi
xΩ

j
yΩ

k
ze

β·Ω1Ωxyz≷0dΩ,

où (i, j, k) ∈ N3 et β est la variable entropique vérifiant (1.59b). Pour les évaluer, il serait
possible d’utiliser une quadrature sur la sphère (comme celle de Lebedev par exemple). Cepen-
dant cette stratégie est sous-optimale puisqu’elle revient finalement à réintroduire la variable
cinétique éliminée par le modèle au moment, ce qui enlève tout l’intérêt des modèles réduits.
Dans cette section, une nouvelle méthode de quadrature est proposée pour évaluer les demi-
moments nécessaires à UGKS-M1 (dans sa version d’ordre 1 en espace).

Par soucis de simplicité, les demi-moments de la fonction de distribution M1 sont donnés
sur la demi-sphère {Ω ∈ S2 | Ωz ≥ 0}. Une simple rotation de la variable entropique β permet
de retrouver toutes les quantités dans chacune des directions du maillage. Tout d’abord, les
deux premiers moments sont réécrits sous une forme adaptée pour une quadrature.

Proposition 4.3.3
Sous la forme d’une intégrale unidimensionnelle, les premiers demi-moments de la fonction
de distribution M1 sont (pour tout entier k positif)〈

Ωk
z f̂1Ωz≥0

〉
= f0

||β||
2 sinh ||β||

∫ 1

0
µkeβzµI0(βxy

√
1− µ2)dµ, (4.37a)〈

Ωk
z

(
Ωx

Ωy

)
f̂1Ωz>0

〉
= f0

||β||
2 sinh ||β||

(
cosφ0

sinφ0

)∫ 1

0
µk
√

1− µ2eβzµI1(βxy
√
1− µ2)dµ,

(4.37b)

où βxy =
√
β2x + β2y est la norme du vecteur projeté, φ0 = arctan

βy
βx

− (1− sgnβx)
π

2
est

une phase et In est la fonction de Bessel modifiée de première espèce définie par :

∀n ∈ N, ∀x ∈ R+, In(x) =
1

π

∫ π

0
cos (nϕ)ex cosϕdϕ. (4.38)

Démonstration : Tout d’abord, adoptons le système de coordonnées sphérique (µ, φ), où µ ∈
[−1, 1] est le cosinus de la colatitude et φ ∈ [−π, π] est la longitude. Le vecteur unitaire sur la
sphère est

Ω =


√

1− µ2 cosφ√
1− µ2 sinφ

µ

 .

Dans ce système, le domaine d’intégration s’exprime facilement et les premiers moments sont :〈
Ωk

z f̂1Ωz≥0

〉
=

∫
S2

Ωk
ze

α+β·Ω1Ωz≥0dΩ

= f0
||β||

4π sinh ||β||

∫ 1

0

µkeβzµ

∫ π

−π

eβxy

√
1−µ2 cos (φ−φ0)dφdµ

= f0
||β||

2 sinh ||β||

∫ 1

0

µkeβzµI0(βxy
√
1− µ2)dµ.
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Les moments suivants sont :〈
Ωk

zΩxf̂1Ωz≥0

〉
=

∫
S2

Ωk
zΩxe

α+β·Ω1Ωz≥0dΩ

= f0
||β||

4π sinh ||β||

∫ 1

0

µk
√

1− µ2eβzµ

∫ π

−π

(
cosφ
sinφ

)
eβxy

√
1−µ2 cos (φ−φ0)dφdµ

= f0
||β||

4π sinh ||β||

(
cosφ0

sinφ0

)∫ 1

0

µk
√
1− µ2eβzµ

∫ π

−π

(
cosφ
sinφ

)
eβxy

√
1−µ2 cosφdφdµ

= f0
||β||

2 sinh ||β||

(
cosφ0

sinφ0

)∫ 1

0

µk
√
1− µ2eβzµI1(βxy

√
1− µ2)dµ.

Ces intégrales unidimensionnelles sont ensuite approchées par une quadrature de Gauss-
Legendre, l’approximation est alors notée ⟨·⟩GL. Cette procédure n’assure a priori pas la
consistance des flux dans le régime de transport 1. Pour obtenir cette propriété, les formules
de quadrature sur les demi-sphères doivent être consistantes avec la valeur exacte sur la sphère
entière. Autrement dit, au niveau discret la somme des deux demi-moments doit donner exac-
tement la valeur du moment total (qui est analytique). Par exemple le premier moment doit
vérifier la propriété suivante :〈

Ωz f̂1Ωz>0

〉
GL

+
〈
Ωz f̂1Ωz<0

〉
GL

=
〈
Ωz f̂

〉
. (4.39)

Or le flux de la distribution M1 est analytique et vaut :〈
Ωz f̂

〉
= ||f (1)|| βz

||β||
.

Ainsi, en renormalisant les demi-moments par la quantité :

1〈
Ωz f̂1Ωz≥0

〉
GL

+
〈
Ωz f̂1Ωz≤0

〉
GL

||f (1)|| βz
||β||

, (4.40)

il est possible d’obtenir la propriété de consistance à l’échelle discrète. La procédure est simi-
laire avec les autres moments.
Remarque 4.3.1 (Fonction de Bessel)

Le jeu de réécriture permettant d’exprimer les demi-moments sous la forme d’intégrale
1D se fait au prix de l’introduction d’une fonction spéciale. En pratique, l’évaluation
numérique de cette fonction est faite avec un algorithme de la bibliothèque présentée dans
[14].

4.3.3 Discrétisation de l’espace des vitesses

Jusqu’à maintenant, la variable cinétique v a été conservée continue dans le développe-
ment d’UGKS et d’UGKS-M1. En pratique, celle-ci est discrétisée. Le problème principal est
que cette variable est à valeur dans R+, qui est un espace non borné. De ce fait, il doit être
tronqué et un critère doit être choisi pour cela. En fonction de la situation physique, il est
possible de définir une borne supérieur vm au delà de laquelle les fonctions de distributions
sont toutes majorées par un certain seuil. Cette borne dépend l’état macroscopique dans le
domaine et doit donc être supposée au préalable en fonction de la situation physique.

1. Dans la limite de transport, le modèle M1 peut être fortement imprécis par rapport à l’équation cinétique.
Cependant, cette propriété de consistance est importante d’un point de vue numérique.
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Soient (vk)k≤m l’ensemble des vitesses discrètes dans [0, vm] et ∆v un pas de vitesse. La
mise à jour des variables mésoscopiques se fait en chacun des points de discrétisation vk.
Cependant, des intégrales sur l’espace des vitesses doivent être évaluées dans le flux macro-
scopique. Une formule de quadrature doit donc être introduite. Soit u : v → u(v) n’importe
quelle fonction de v (intégrable sur R+), l’intégrale de cette fonction peut être approchée par
la formule de quadrature composite des trapèzes qui est∫ vm

0
u(v)dv ≈ ∆v

2

m−1∑
k=0

(u(vk) + u(vk+1)) .

Soit f̂ni,j,k(Ω) la fonction de distribution M1 à la vitesse vk représenté par le vecteur des
variables M1 : Un

i,j,k = Un
i,j(vk). Les intégrales dans les flux macroscopiques sont approchées

par la formule précédente :

∀p ≥ 1,
〈〈
vpf̂ni,j(v, ·)

〉〉
≈ ∆v

2

m−1∑
k=0

(〈
vpkf̂

n
i,j,k

〉
+
〈
vpk+1f̂

n
i,j,k+1

〉)
, (4.41)

Cette formule peut être adaptée pour exactement intégrer l’équilibre maxwellien et ses mo-
ments. Cependant cette propriété n’est pas requise pour obtenir un bon schéma de diffusion
dans le limite asymptotique.

4.3.4 Ordre élevé en espace

La version d’ordre 1 d’UGKS-M1 a été obtenue en négligeant la partie affine de la re-
construction de la fonction de distribution. Pour retrouver l’ordre 2 en espace, la même idée
que celle présentée pour le transport linéaire est utilisée. Tout d’abord les variables M1 sont
reconstruites par une fonction affine par maille :

Un
i,j(x, ·) =

{
Un

i,j + δxU
n
i,j(x− xi,j) si x < xi+1/2,j

Un
i+1,j + δxU

n
i+1,j(x− xi+1,j) si x > xi+1/2,j

,

où les pentes δxU
n
i,j sont limitées composantes par composantes par un limiteur de pente Ψ.

Sur un maillage à pas constant, celles-ci sont

δxU
n
i,j = Ψ

(
Un

i+1,j −Un
i,j

∆x
,
Un

i,j −Un
i−1,j

∆x
,
Un

i+1,j −Un
i−1,j

2∆x

)
.

Dans UGKS-M1, la reconstruction de la fonction de distribution est désormais définie de la
manière suivante :

f(tn,x, ·, ·) =

{
f̂ni,j + δxf̂

n
i,j(x− xi,j) si x ≤ xi+1/2

f̂ni+1,j + δxf̂
n
i+1,j(x− xi+1,j) si x ≥ xi+1/2

,

où les nouvelles pentes sont calculées à partir d’un développement limité de f̂(Un
i,j(x)) =

exp (Λ(Un
i,j(x)) ·m). Celles-ci s’expriment à partir des pentes issues de la reconstruction des

variables M1 et de la jacobienne de l’application U → Λ(U) :

δxf̂
n
i,j = mT f̂(Un

i,j)JΛ(U
n
i,j)δU

n
i,j . (4.42)

Proposition 4.3.4 (Calcul de la Jacobienne)
La jacobienne de l’application qui aux variables conservatives associe les variables entro-
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piques est

JΛ(U) =
(f (0))−1

ξ

1− 2
u

||β||
−uT

−u
||β||
u
ξI3 + (1− ||β||

u
ξ)

u

||u||
⊗ u

||u||

 , (4.43)

où ξ = 1− 2
u

||β||
− u2.

Démonstration : Tout d’abord, la Jacobienne de l’application réciproque U → Λ(U) est

JU(Λ) =

(
f (0) (f (1))T

f (1) f (2)

)
.

Soit R ∈ M3(R) une matrice de rotation telle que Rβ = ||β||ez. Pour poursuivre le calcul,
les moments f1 et f2 sont écrits en fonction de celle-ci. Une simple factorisation permet de
montrer que :

JU(Λ) = f (0)
(
1 0
0 RT

)( 1 (Ru)T

Ru
u

||β||
I3 + (1− 3

u

||β||
)ez ⊗ ez

)(
1 0
0 R

)

= f (0)
(
1 0
0 RT

)

1 0 0 u

0
u

||β||
0 0

0 0
u

||β||
0

u 0 0 1− 2
u

||β||


(
1 0
0 R

)
.

(4.44)

La Jacobienne de l’application initiale est l’inverse de la Jacobienne de l’application réci-
proque :

JΛ(U) =
(f (0))−1

ξ

(
1 0
0 R

)

1− 2

u

||β||
0 0 −u

0 ξ
||β||
u

0 0

0 0 ξ
||β||
u

0

−u 0 0 1


(
1 0
0 RT

)
. (4.45)

où le déterminant de la matrice externe est ξ = 1− 2 u
||β|| − u2. Le résultat final est obtenu en

ré-appliquant les rotations à gauche et à droite.

Les flux d’ordre 2 sont alors obtenus en intégrant les flux d’ordre 2 d’UGKS dans lequel les
pentes des fonctions de distribution sont calculées à partir de (4.42). Cette modification induit
deux nouveaux termes dans les flux mésoscopiques (4.35) :

An
i+1/2,jv

∆x

2

〈
Ωxm(Ω)δxf̂

n
i,j1Ωx>0 − Ωxm(Ω)δxf̂

n
i+1,j1Ωx<0

〉
+Bn

i+1/2v
2
〈
Ω2
xm(Ω)δxf̂

n
i,j1Ωx>0 +Ω2

xm(Ω)δxf̂
n
i+1,j1Ωx<0

〉
,

(4.46)

et deux autres dans le vecteur des flux macroscopiques (4.36) :

An
i+1/2,j

∆x

2

〈〈
vΨ(v)Ωxδxf̂

n
i,j1Ωx>0 − vΨ(v)Ωxδxf̂

n
i+1,j1Ωx<0

〉〉
+Bn

i+1/2

〈〈
v2Ψ(v)Ω2

xδxf̂
n
i,j1Ωx>0 + v2Ψ(v)Ω2

xδxf̂
n
i+1,j1Ωx<0

〉〉
.

(4.47)
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Dans ces nouveaux flux, des moments d’ordre supérieur des fonctions de distribution M1
apparaissent. Ceux-ci peuvent être calculés numériquement en suivant la même démarche
que celle exposée dans la section (4.3.2). Leurs expressions sont dans l’annexe F. Ces demi-
moments peuvent aussi être renormalisés pour assurer la consistance du schéma numérique.
Néanmoins, en pratique cette modification ne semble pas modifier les solutions. Dans les faits,
cette étape n’est donc pas réalisée puisqu’elle augmente significativement le coût de calcul et
la complexité de mise en oeuvre (du fait de l’évaluation de f3 et f4, qui sont aussi analytiques).
L’expression globale des flux complets peut être trouvée dans l’annexe G.

4.4 Extension aux maillages non structurés

Dans cette section, une extension à UGKS-M1 est proposée pour traiter des maillages
non structurés. Le formalisme introduit dans la section 2.4.2 du chapitre 2 est repris. Il est
désormais supposé que le domaine D est représenté par un maillage T conforme au sens des
volumes finis et que chacune des mailles sont des polygones.

•

•

x−
e

•

x+
e•

xK •
xL•xe

•
nK,e

tK,e
K

L

e

Figure 4.1 – Deux mailles d’un maillage non structuré triangulaire

En pratique, les maillages considérés sont triangulaires mais les développements sont va-
lables sur des maillages plus généraux formés de polygones.

4.4.1 UGKS

Tout d’abord, le développement d’UGKS est brièvement repris sur un maillage non struc-
turé. La formulation volumes finis de l’équation du transport électronique sur ce nouveau
maillage est pour toute maille K ∈ T :

fn+1
K − fnK

∆t
+
∑

e∈FK

|e|
|K|

ϕK,e = ν(Wn+1
K )

(
M [Wn+1

K ]− fn+1
K

)
, (4.48)
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où fnK est la moyenne de la fonction de distribution dans la maille K à l’instant tn et ϕK , e
est le flux moyen à travers la face e sortant de la maille K vers une autre maille L ∈ T :

ϕK,e =
1

η∆t

∫ tn+1

tn

vΩ · nK,ef(t,xe, v,Ω)dt. (4.49)

D’un point de vue algorithmique, les variables macroscopiques sont toujours calculées au préa-
lable avec la formulation volumes finis macroscopique associée. Par rapport au développement
précédent sur maillage cartésien, le flux numérique doit désormais être établi dans une direc-
tion nK,e arbitraire. De plus, les reconstructions doivent être adaptées avant de les employer
dans la formule de Duhamel (4.8) (écrite cette fois au centre de la face xe). Par soucis de
simplicité, le schéma ne sera développé qu’à l’ordre 1 en espace. De ce fait, une reconstruction
constante par maille de la fonction de distribution est adoptée :

f̃(tn,x, ·, ·) =

{
fnK si (x− xe) · nK,e ≤ 0

fnL si (x− xe) · nK,e ≥ 0
. (4.50)

La reconstruction de la maxwellienne est toujours choisie continue au niveau de l’interface :

M̃(t,x, ·) =M [Wn
e ] +

{
∇−

xM
n
e · (x− xe) si (x− xe) · nK,e ≤ 0

∇+
xM

n
e · (x− xe) si (x− xe) · nK,e ≥ 0

. (4.51)

Tout comme sur maillage cartésien, les pentes de la maxwellienne sont tout d’abord reliées
aux pentes des grandeurs macroscopiques.

Proposition 4.4.1 (Gradient Maxwellienne)
Les pentes de la maxwellienne de part et d’autre de la face, s’écrivent sous la forme :

∇±
xM

n
e =

(
∂±nM

n
e

∂±t M
n
e

)
=
(
K(Wn

e )∇±
xW

n
e

)T
Ψ, (4.52)

où K est la matrice définie par (4.14) et où les gradients du vecteur des variables macro-
scopiques sont dans la base (ne, te) :

∇±
xW

n
e =

(
∂±n ρ

n
e ∂±t ρ

n
e

∂±n q
n
e ∂±t q

n
e

)
. (4.53)

Démonstration : La preuve de ce résultat est similaire est celle de la proposition 4.2.1. La
formule de la chaîne est utilisée pour exprimer les gradients dans les deux directions puis le
résultat est réécrit sous forme matricielle.

Les flux d’UGKS peuvent alors être établis à partir des deux reconstructions (4.50)-(4.51) et
de pentes spatiales génériques.

Proposition 4.4.2 (UGKS)
Le flux microscopique d’UGKS est

ϕK,e(v,Ω) = An
e vΩn (f

n
K1Ωn>0 + fnL1Ωn<0)

+ Cn
e vΩnM [Wn

e ]

+Dn
e v

2Ω2
n

(
δ−nM

n
e 1Ωn>0 + δ+nM

n
e 1Ωn<0

)
+Dn

e v
2ΩnΩt

(
δ−t M

n
e 1Ωn>0 + δ+t M

n
e 1Ωn<0

)
,

(4.54)

où Ωn = Ω · nK,e et où les coefficients d’intégrations sont définis à partir des fonctions
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correspondantes (3.15), évaluées en νne = 1
2(ν

n
K + νnL). De plus, les deux composantes du

flux macroscopique d’UGKS sont

Φρ
K,e =A

n
e ⟨⟨vΩnf

n
k 1Ωn>0 + vΩnf

n
L1Ωn<0⟩⟩

+
2Dn

e

3

δ−n qe + δ+n qe
2

,
(4.55a)

Φq
K,e =

An
e

2

〈〈
v3Ωnf

n
k 1Ωn>0 + v3Ωnf

n
L1Ωn<0

〉〉
+
2Dn

e

3

5(qne )
2

3ρne

(
−δ

−
n ρe + δ+n ρe

2ρne
+ 2

δ−n qe + δ+n qe
2qne

)
.

(4.55b)

Il reste désormais à fournir une définition de We ainsi qu’une approximation des dérivées
normales et tangentielles des grandeurs macroscopiques de part et d’autre de la face. Ces
questions sont discutées dans la section suivante.
Remarque 4.4.1

La partie tangentielle de la reconstruction de la maxwellienne n’intervient pas dans le flux
macroscopique et n’altère donc pas le régime asymptotique.

4.4.2 Définition des états macroscopiques

Dans les flux macroscopiques, les termes en Dn
e conditionnent totalement les flux de diffu-

sion dans la limite. La définition des pentes de la maxwellienne (de part et d’autre de la face)
est donc cruciale pour obtenir les bons flux limites. Dans leur forme générique, leurs limites
sont :

Φρ
K,e −→ϵ→0

− 2

3σne

δ−n qe + δ+n qe
2

, (4.56a)

Φq
K,e −→ϵ→0

− 2

3σne

5(qne )2

3ρne

(
−δ

−
n ρe + δ+n ρe

2ρne
+ 2

δ−n qe + δ+n qe
2qne

)
. (4.56b)

Il apparaît alors qu’une condition suffisante pour obtenir un bon flux est que les demi-pentes
doivent vérifier une propriété de consistance avec la pente totale. Autrement dit, la moyenne
des deux demi-pentes doit correctement approcher le gradient normal entre les mailles K et
L. Cette propriété s’écrit sous la forme :

1

2

(
δ−nW

n
e + δ+nW

n
e

)
= δnW

n
e , (4.57)

où δnW
n
e est une approximation du gradient normal. L’objectif est donc de correctement

définir les demi-pentes pour retrouver une approximation donnée de ce gradient (par exemple
celle du schéma diamant (2.60)). Différentes approches sont proposées pour obtenir cette
propriété et ainsi obtenir un bon schéma de diffusion dans la limite.
Remarque 4.4.2 (Schémas de diffusion alternatifs)

Lorsqu’un autre jeu de variables est utilisé pour reconstruire la Maxwellienne, le schéma
macroscopique change en conséquence. Dans le cas général, la condition suffisante pour
obtenir un bon flux porte sur la consistance du demi-gradient de chacune des grandeurs
choisies (dans la reconstruction) avec le gradient total associé.

4.4.2.1 Schéma de diffusion naïf

Tout d’abord, par soucis de simplicité, essayons d’obtenir le schéma limite naïf (2.59) qui
consiste à approcher le gradient normal par le gradient entre le centre des deux mailles. Cette
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approche n’est évidemment pas très bonne puisqu’elle suppose que cette direction est colinéaire
avec la normale à l’interface nK,e (ce qui n’est pas le cas pour des maillages déformés). Une
première définition naturelle des demi-pentes est

δ−nW
n
e =

Wn
e −Wn

K

l−
, (4.58a)

δ+nW
n
e =

Wn
L −Wn

e

l+
, (4.58b)

où l− = ||x∗
e −xk|| et l+ = ||xL−x∗

e||. Dans le cas où ces deux longueurs sont égales, la pente
totale est

δnW
n
e =

Wn
L −Wn

K

||xL − xK ||
, (4.59)

qui est bien la (mauvaise) approximation d’ordre 1 du gradient normal δnW(tn,xe) obtenue
par différences finies. La propriété (4.57) est alors vérifiée et ce, quelque soit la définition de
l’état macroscopique à l’interface Wn

e . Cependant, si les longueurs sont différentes, la moyenne
des deux pentes ne donne a priori pas la bonne pente (4.59). Dans le cas cartésien, ce problème
apparaît déjà dans le cas où le maillage n’est pas régulier. Une manière de contourner cette
difficulté est de définir l’état macroscopique à l’interface Wn

e de telle manière que la propriété
de consistance (4.57) soit vérifiée.
Proposition 4.4.3 (Etat macroscopique à l’interface)

Supposons l+ ̸= l−, la propriété (4.57) est vérifiée si et seulement si l’état macroscopique
à l’interface est

Wn
e = − l+ − l−

2(l+ + l−)
(Wn

L −Wn
K) +

1

2
(Wn

K +Wn
L) . (4.60)

Démonstration : La propriété (4.57) est vérifiée si et seulement si l’état macroscopique vérifie
l’équation :

Wn
e = 2l+l−

Wn
L −Wn

K

(l+ − l−)(l+ + l−)
+
l+Wn

K − l−Wn
L

l+ − l−
.

Soit x = l+−l−

2 , alors Wn
e s’écrit sous la forme :

Wn
e =

1

2x(l+ + l−)

[(
l2

4
− x2

)
(Wn

L −Wn
K)−

(
l

2
− x

)2

Wn
L +

(
l

2
+ x

)2

Wn
K

]
.

Le résultat final est alors obtenu en développant et en simplifiant le polynôme en x.

Remarque 4.4.3 (Cas d’égalité)

Si l+ = l−, alors n’importe quel état macroscopique convient pour vérifier la propriété.
Cette situation est analogue à celle rencontrée dans le cadre des maillages structuré ré-
guliers, où l’état macroscopique se simplifie dans le flux macroscopique. Dans ce cas, il
est donc possible de conserver la définition (4.60) , qui correspond alors simplement à la
moyenne arithmétique entre les états gauches et droits.

Cette définition ad hoc de l’état à l’interface semble raisonnable d’un point de vue physique.
En effet, celle-ci correspond à une moyenne pondérée entre les états de part et d’autre de la
face. Finalement, l’utilisation des demi-pentes (4.58) avec (4.60) dans la reconstruction de la
maxwellienne permet d’obtenir les flux voulus pour le système de diffusion dans la limite :

Φρ
K,e −→ϵ→0

− 2

3σne

qnL − qnk
l+ + l−

,

Φρ
K,e −→ϵ→0

− 2

3σne

5(qne )
2

3ρne

(
−

ρnL − ρnk
(l+ + l−)ρne

+ 2
qnL − qnk

(l+ + l−)qne

)
,

125



Chapitre 4. Le transport électronique

qui sont bien des approximations d’ordre 2 du flux du système de diffusion écrit en fonction
du gradient des grandeurs conservatives (le flux numérique est analogue au cas cartésien
(2.54)). Ce schéma limite pour le système de diffusion n’est pas utilisable dans les faits puisque
nécessitant une hypothèse trop forte sur la forme du maillage. Cependant, l’idée présentée ici
peut être réemployée afin d’obtenir un bon schéma limite.

4.4.2.2 Schéma diamant

Dans cette partie, une méthode est proposée pour obtenir le schéma diamant (présenté
dans la section 2.4.2.3) dans la limite de diffusion. Pour le système de diffusion, ce schéma
consiste en l’approximation de chacun des gradients normaux des grandeurs macroscopiques
(intervenant dans les flux) par la moyenne des gradients reconstruits sur le diamant. Par
rapport au schéma précédent, cette méthode propose une approximation consistante des gra-
dients dans le cas où le maillage est déformé.

•

•

x−
e

•

x+
e•

xK •
xL•xe

•x∗
e •

nK,e

tK,e nKLK

L

e

D

Figure 4.2 – Deux mailles d’un maillage non structuré triangulaire

Pour obtenir ce schéma dans la limite, les demi-pentes spatiales de la maxwellienne doivent
être définies de telle manière qu’elles vérifient la propriété (4.57), où δnW

n
e est une approxi-

mation du gradient normal obtenue dans ce cas avec le schéma diamant. Une première idée
naturelle pour définir les demi-pentes est d’utiliser la moyenne du gradient reconstruit sur
les demi-diamants (qui sont des triangles) D− = (xK ,x

−
e ,x

+
e ) et D+ = (xL,x

+
e ,x

−
e ) (voir

figure 4.2). De manière similaire à l’approche originale, les grandeurs macroscopiques sont
reconstruites de manière affine sur les faces des demi-diamants, de telle manière que les re-
constructions soient exactes sur les sommets. Il est ensuite possible d’exprimer le gradient
moyen P±

We
sur les demi-diamants à partir de celles-ci.

Proposition 4.4.4 (Demi-diamant)

Si W(tn, ·) est reconstruit de manière affine par maille sur les faces des demi-diamants
alors les moyennes du gradient reconstruit du vecteur des grandeurs macroscopiques sur
les demi-diamants D± sont
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P−
We

=

(
Wn

e −Wn
K

h−
− κ

Wn,+
e −Wn,−

e

|e|

)
⊗ nK,e +

Wn,+
e −Wn,−

e

|e|
⊗ tK,e, (4.61a)

P+
We

=

(
Wn

L −Wn
e

h+
− κ

Wn,+
e −Wn,−

e

|e|

)
⊗ nK,e +

Wn,+
e −Wn,−

e

|e|
⊗ tK,e, (4.61b)

où h− = (x∗
e − xK) · nK,e et h+ = (xL − x∗

e) · nK,e sont les distances projetées, κ =
(xL−xK)·tK,e

(xL−xK)·nK,e
est la tangente de l’angle formé entre la normale et xL − xK et Wn,±

e sont
les valeurs reconstruites de W(tn, ·) aux sommets x±

e .

Démonstration : De la même manière que dans la preuve de la proposition 2.4.1, il est possible
de montrer (par exemple sur le diamant D−) que :

P−
We

=
|e|
2|D | (W

n
e −Wn

K)⊗ nK,e +
h−

2|D−|
(Wn,+

e −Wn,−
e )⊗ nKL.

Ensuite, le résultat final est obtenu en remarquant que le gradient approché est l’unique
solution du système : {

P−
We

(x∗
e − xK) = Wn

e −Wn
K ,

P−
We

(x+
e − x−

e ) = Wn,+
e −Wn,−

e .
.

Enfin, les pentes de la maxwellienne sont définies de la manière suivante :

∇±
xW

n
e = P±

We
. (4.62)

Dans ce cas, la partie tangentielle de la reconstruction est prise en compte dans la maxwellienne
(bien que ne contribuant pas aux flux macroscopiques). Avec ces définitions des demi-pentes,
la propriété de consistance (4.57) n’est pas assurée dans le cas général. La même idée que
précédemment peut être utilisée en définissant correctement l’état macroscopique à l’interface.
Un calcul similaire permet de montrer que la définition suivante :

Wn
e = − h+ − h−

2(h+ + h−)
(Wn

L −Wn
K) +

1

2
(Wn

K +Wn
L) , (4.63)

permet d’obtenir les flux du schéma diamant dans la limite de diffusion. Ceux-ci sont

Φρ
K,e −→ϵ→0

− 2

3σne

(
qnL − qnk
h+ + h−

− κ
qn,+e − qn,−e

|e|

)
, (4.64a)

Φρ
K,e −→ϵ→0

− 2

3σne

5(qne )
2

3ρne

[
− 1

ρne

(
ρnL − ρnk
h+ + h−

− κ
ρn,+e − ρn,−e

|e|

)
+

2

qne

(
qnL − qnk
h+ + h−

− κ
qn,+e − qn,−e

|e|

)]
.

(4.64b)

Ces flux sont ceux du schéma diamant pour le système de diffusion. Chacun des gradients
normaux sont approchés par la moyenne des gradients reconstruit sur le diamant. Les gran-
deurs macroscopiques aux noeuds du maillage Wn,±

e sont calculées avec la méthode basée sur
les moindres carrés présentée dans la proposition 2.4.2.

4.4.2.3 Schéma diamant modifié

Les deux approches précédentes nécessitent la modification de la définition de l’état ma-
croscopique à l’interface en fonction de la position de la face par rapport au centre des deux
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mailles. Dans cette section, une méthode alternative est proposée permettant d’utiliser la dé-
finition cinétique habituelle : Wn

e = ⟨⟨fnK1Ωn>0 + fnL1Ωn<0⟩⟩.

L’idée principale de cette section part du constat que la définition de l’état à l’interface
n’importe pas lorsque les deux centres sont à équidistance de la face. De ce fait, il semble
pertinent d’introduire un nouveau point x∗

K ou x∗
L qui est le symétrique du centre le plus

proche de la face par rapport à x∗
e (voir figure 4.3). Ce nouveau point est à une distance

l0 = min(l−, l+) de x∗
e. Celui-ci permet de définir un nouveau diamant D∗ ayant la bonne

propriété géométrique.

x−
K
•

x+
L

•

x−
e

•

x+
e•

xK •

xL•

xe•

x∗
e

•
x∗
L•

e

nK,e

nK,WE

tK,e

K

L

DD∗

Figure 4.3 – Représentation du diamant et du diamant modifié D∗ dans un maillage non
structuré. Dans ce cas, le point x∗

L est tel que ||x∗
L − x∗

e|| = ||x∗
e − xK || et x∗

K = xK .

Soient x∗
K et x∗

L, les nouveaux sommets Est et Ouest du diamant après cette modification
et soient Wn,∗

K et Wn,∗
L leur valeur correspondante. Les gradients reconstruits sur les demi-

diamants sont

P−
We

=

(
Wn

e −Wn,∗
K

h0
− κ

Wn,+
e −Wn,−

e

|e|

)
⊗ nK,e +

Wn,+
e −Wn,−

e

|e|
⊗ tK,e, (4.65a)

P+
We

=

(
Wn,∗

L −Wn
e

h0
− κ

Wn,+
e −Wn,−

e

|e|

)
⊗ nK,e +

Wn,+
e −Wn,−

e

|e|
⊗ tK,e, (4.65b)

où h0 = min(h+, h−) est le minimum des distances projetées entre les sommets Est et Ouest
du diamant D et la face. Les demi-pentes de la maxwellienne sont toujours définies avec
(4.62). Dans ce cas, la propriété (4.57) est obtenue pour n’importe quel état macroscopique à
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l’interface. Les nouveaux flux macroscopiques limite sont

Φρ
K,e −→ϵ→0

− 2

3σne

(
qn,∗L − qn,∗k

2h0
− κ

qn,+e − qn,−e

|e|

)
, (4.66a)

Φρ
K,e −→ϵ→0

− 2

3σne

5(qne )
2

3ρne

[
− 1

ρne

(
ρn,∗L − ρn,∗k

2h0
− κ

ρn,+e − ρn,−e

|e|

)
+

2

qne

(
qn,∗L − qn,∗k

2h0
− κ

qn,+e − qn,−e

|e|

)]
.

(4.66b)

Les flux limites ne correspondent alors plus exactement à ceux du schéma diamant (4.64),
puisque faisant intervenir la valeur au nouveau point W∗

KL. Pour rendre ce schéma utilisable
en pratique, il est nécessaire d’exprimer la valeur en ce point en fonction des inconnues du
problème. Il est proposé ici d’utiliser la même méthode que pour les reconstructions aux
sommets du maillage, basée sur les moindres carrés.

Proposition 4.4.5 (Moindres carrés)
Soient K ∈ T une maille, uK ∈ R la moyenne d’une des grandeurs macroscopiques

dans celle-ci, (ui)i∈NK
les valeurs aux sommets de cette maille et ũ(x) = uK + a · (x −

xK) une reconstruction affine de u au centre de cette maille. L’erreur quadratique E =
1
2

∑
i∈NK

|ũ(xK) − ui|2 est minimale si et seulement si a ∈ R2 vérifie le système des
équations normales :(∑

(xi − xK)⊗ (xi − xK)
)
a =

∑
(xi − xK)(ui − uK). (4.67)

Démonstration : La preuve est similaire à celle de la proposition 2.4.2. Sur chaque sommet de le
maille, une équation est écrite : ũ(xi) = uK +a · (x−xi). Le système obtenu est surdéterminé
et le système aux équations normales est établi en multipliant par la matrice transposée.

Étant donné une de ces reconstructions, la valeur de l’une des variables macroscopiques u en
x∗
K est alors

u∗K = uk + a · (xk∗ − xK),

où a est définie en résolvant le système (4.67). En pratique, les mailles considérées sont des
triangles. Le système est donc de petite taille et peut être résolu à partir d’une factorisation
de Cholesky (puisque la matrice du système est symétrique et définie positive). Par ailleurs,
si les mailles sont régulières et que les deux points coïncident alors la reconstruction n’a pas
d’effet et uK = u∗K .

4.4.3 UGKS-M1

Maintenant qu’UGKS a été établi sur maillage non structuré, la mise en oeuvre d’UGKS-
M1 est assez directe dans ce contexte. Tout d’abord, la nouvelle formulation volumes finis
est

Un+1
K −Un

K

∆t
+
∑

e∈FK

|e|
|K|

χK,e = ν(Wn+1
K )S(Un+1

k ), (4.68)

où Un
K est la moyenne des variables M1 dans la maille K au temps tn, χK,e = ⟨mϕK,e⟩ est

le vecteur des flux mésoscopiques dans la direction nK,e. Celui-ci est toujours défini comme
étant l’intégrale du flux microscopique (4.54), calculé avec f̂nk = f̂(Un

k), contre le vecteur m
de la hiérarchie.
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Proposition 4.4.6 (UGKS-M1)
Les flux mésoscopiques d’UGKS-M1 sont

χ0
i+1/2,j(v) =A

n
e v
〈
Ωnf̂

n
K1Ωn>0 +Ωnf̂

n
L1Ωn<0

〉
+
Dn

e

6
v2K0 (W

n
e )
(
δ−nW

n
e + δ+nW

n
e

)
·Ψ,

(4.69a)

χ1
i+1/2,j(v) =A

n
e v
〈
ΩnΩf̂

n
K1Ωn>0 +ΩnΩf̂

n
L1Ωn<0

〉
+
Cn
e

3
vM0[W

n
e ]nK,e

+
Dn

e

8
v2K0 (W

n
e )
(
δ−nW

n
e − δ+nW

n
e

)
·ΨnK,e.

(4.69b)

De plus, les flux macroscopiques sont identiques à ceux d’UGKS (4.55), dans lesquels
fnK = f̂nK et fnL = f̂nL .

Les pentes δ±nWn
e sont alors choisies en fonction du schéma limite souhaité. La seule diffi-

culté supplémentaire par rapport aux maillages cartésiens, est le calcul des demi-moments de
la fonction de distribution M1 contre les composantes de ΩnΩ. En effet, il est désormais néces-
saire de pouvoir calculer les quantités dans des directions arbitraires et une simple permutation
entre les composantes ne permet plus de trouver le résultat. Soient R la matrice de rotation
telle que RnK,e = ez et Ω

′
= RΩ le changement de variable associé. Les demi-moments à

calculer (nécessaire pour l’ordre 1) s’écrivent alors sous la forme (avec i ∈ {x, y, z}) :〈
ΩnΩif̂1Ωn

〉
=

∫
S 2

ΩnΩie
α+β·Ω1Ωn>0dΩ

=

∫
S 2

Ω
′
z(Ω

′ ·Rei)e
α+Rβ·Ω

′
1Ω′

z>0dΩ
′
.

Après le changement de variable, les bornes d’intégration s’expriment facilement dans le sys-
tème de coordonnées sphériques. La matrice de rotation R doit cependant être explicitée pour
calculer les composantes de β et de ei dans la nouvelle base. Celle-ci peut s’écrire comme la
composition d’une rotation Rz autour de l’axe ez (pour annuler la composante suivant ey de
n) et d’une rotation Ry autour de l’axe ey (pour annuler la composante suivante ex) :

R = RyRz =

cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 , (4.70)

où (θ, ϕ) sont simplement les composantes de nK,e dans le système des coordonnées sphériques.
Les demi-moments sont alors〈

ΩnΩif̂1Ωn>0

〉
=

∫
S 2

Ωz(vi ·Ω)eα+β
′
·Ω1Ωz>0dΩ

= (vi · ex)
∫

S 2

ΩzΩxe
α+β

′
·Ω1Ωz>0dΩ

+ (vi · ey)
∫

S 2

ΩzΩye
α+β

′
·Ω1Ωz>0dΩ

+ (vi · ez)
∫

S 2

ΩzΩze
α+β

′
·Ω1Ωz>0dΩ,

(4.71)

où vi = Rei et β
′
= Rβ. Chacune de ces trois intégrales peuvent être calculées avec la

méthode proposée dans la section 4.3.2.
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4.5 Résultats

Dans cette section, des résultats numériques sont présentés pour UGKS-M1, dans un pre-
mier temps sur maillage structuré cartésien puis sur maillage non structuré triangulaire. Les
résultats sont comparés avec la solution cinétique donnée par UGKS et par un schéma HLL
standard (sans correction pour la préservation de l’asymptotique). Les différents paramètres
des cas de test sont regroupés dans le tableau 4.5. Ceux-ci sont choisis pour à la fois vérifier
les propriétés numériques du schéma (ordre de convergence, préservation de l’asymptotique)
et pour valider les solutions d’un point de vue physique.

η ϵ
Condition
initiale

Conditions
aux bords

Convergence 1 1
ρ(x) = 1
T (x) = 1 + 0.25 sin (2πx)

f1(x, v) = 0.5f0ex

Périodique

Cinétique 1 1
ρ(x) = 1
T (x) = H(x, 0.5, 1, 2, 0.001)

f1(x, v) = 0
Neumann

Intermédiaire 10−2 10−2
ρ(x) = 1
T (x) = H(x, 0.5, 1, 2, 0.001)

f1(x, v) = 0
Neumann

Diffusion 10−8 10−8
ρ(x) = 1
T (x) = H(x, 0.5, 1, 2, 0.001)

f1(x, v) = 0
Neumann

Dépot
d’énergie 1 1

ρ(x) = H(||x− 1||2,
√
2
2 , 5, 100, 0.01)

T (x) = 0.5
f1(x, v) = 0

Neumann : N,E
Dirichlet : S,W

Non-local 1D 1 1
ρ(x) = 1
T (x) = TNL(x)

f1(x, v) = 0
Neumann

Non-local 2D 1 1

ρ(x) = 1

T (x) = TNL(x)e−y4

f1(x, v) = 0

Neumann

Table 4.1 – Paramètres de simulation.

Tout comme pour le transport linéaire, les codes de calculs sont réalisés en fortran 90 et
l’interface de programmation OpenMP est utilisée pour le parallélisme. Les boucles en vitesse
sont parallélisés dans UGKS et dans UGKS-M1. En pratique, la quadrature de Lebedev [43]
avec 110 directions (d’ordre 17) est utilisée pour calculer les intégrales sur la sphère dans
UGKS (pour les solutions de référence cinétiques). Dans UGKS-M1, les demi-moments de la
fonction de distribution M1 sur la sphère sont calculés avec une formule de quadrature de
Gauss-Legendre à 10 points. Enfin pour les intégrales en vitesse, la formule de quadrature des
trapèzes est employée avec 25 points et une vitesse maximale de 10. La densité à l’interface
est calculée avec une simple moyenne arithmétique. Enfin, les pentes de la maxwellienne sont
choisies de telle manière que le schéma de diffusion limite correspond au système écrit sous
forme développée.

Le domaine spatial est D = [0, 1] × [0, 1]. Pour les tests mono-dimensionnels, 200 points
sont employés dans la direction horizontale et seulement 4 dans la direction verticale. Pour
les tests pleinement bidimensionnels, 50 points sont utilisés dans les deux directions. Le pas
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de temps est donné par la condition CFL (4.23) dans laquelle le nombre CFL est 0.3.

Dans tous les cas de test présentés ici, l’état microscopique du domaine à l’instant initial
est soit maxwellien et défini par un état macroscopique W(0,x) donné ou soit est défini à
partir d’une distribution M1 dont la répartition en vitesse est une maxwellienne dans chacune
des directions. Dans tous les cas, les variables M1 associées sont

U(0,x) =

(
4πM [W(0,x)]

4πM [W(0,x)]ud

)
, (4.72)

où u ∈ [0, 1] est le facteur d’anisotropie et d ∈ R3 est la direction de propagation privilégiée.
Si la donnée initiale est à l’équilibre alors u = 0. Par ailleurs dans les cas de tests, les sauts
sont régularisés et modélisés par une fonction arctan modifiée :

∀x ∈ R, H(x, x0, T0, T1, e) = T0 +
T1 − T0

2

(
2

π
arctan

(
x− x0
e

)
+ 1

)
, (4.73)

où x0 est la position du saut, e ∈ R+ est sa raideur, et (T0, T1) ∈ R2 sont les valeurs avant et
après le saut. Une version modifiée de cette fonction est aussi introduite pour mettre en avant
certains phénomènes non-locaux. Celle-ci correspond à un saut suivi d’une légère décroissance
qui engendre une réduction de l’amplitude de l’ordre de 5% :

∀x ∈ [0, 1], TNL(x) = H(x, 0.5, 1, 4, 0.01)

(
1x<0.5 +

(
0.05

(x+ 0.5)6
+ 0.95

)
1x>0.5

)
. (4.74)

4.5.1 Maillage Cartésien

Advection de particules avec une température sinusoïdale dans un domaine in-
fini

Le tout premier cas de test a été conçu pour étudier l’ordre de convergence du schéma
en fonction des différents pas de discrétisation intervenant dans UGKS-M1. L’état initial est
constitué de particules avec une densité constante dans le domaine et une température évo-
luant sinusoïdalement dans la direction horizontale. Pour simuler le transport de ces particules
dans cette même direction, l’état microscopique n’est pas maxwellien et le facteur d’anisotro-
pie est non nul. Des conditions périodiques sont employées pour modéliser un domaine infini.

Sur la figure 4.4, la norme L2 de l’erreur est représentée en fonction du pas d’espace, du
pas de vitesse et du pas de la quadrature sur la demi-sphère. Cette erreur est évaluée à partir
d’une solution de référence calculée sur un maillage suffisamment fin pour supposer que l’er-
reur par rapport à la solution exacte est négligeable dans l’analyse. Les ordres de convergences
sont obtenus grâce à des régressions linéaires. Pour UGKS-M1 d’ordre 2, le limiteur de Van
Leer est utilisé.

Tout d’abord, la version d’ordre 1 d’UGKS-M1 a bien l’ordre de convergence attendu en
espace. La version d’ordre 2 a un ordre dégradé comme dans le cas du transport linéaire. Cet
écart peut s’expliquer par le traitement des reconstructions pour les basses vitesses qui peut
se révéler raide numériquement (du fait des moments d’ordre plus élevé de la distribution
M1). L’ordre de convergence en vitesse est de 4 et celui de la quadrature sur la demi-sphère
de 1.9. En valeur absolu, les erreurs associées à ces deux quadratures sont faibles par rapport
à celle en espace. Ceci démontre qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser beaucoup de points en
vitesse et pour la quadrature, pour que les erreur commises par celles-ci soient du même ordre
de grandeur que celle en espace.
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Figure 4.4 – Test n°1 : Convergence. Erreur sur la température d’UGKS M1 en fonction du
pas du maillage, du pas de vitesse et du pas de la quadrature sur la demi-sphère

Régime cinétique avec des conditions de Neumann homogènes
L’objectif de ce cas de test mono-dimensionnel est d’évaluer UGKS-M1 en régime ciné-

tique lors de la relaxation d’un saut de température horizontal. Des conditions aux limites de
Neumann homogènes sont employées. Pour calculer les flux aux bords, des cellules fantômes
sont donc introduites à droite à gauche avec le même état que celui de la dernière maille en
contact avec le bord. Sur la figure 4.5, la densité et la température sont représentées dans une
coupe horizontale du domaine et à différents instants pour l’équation cinétique (avec UGKS)
et le modèle M1 (avec UGKS-M1 et HLL). Au cours du temps, le saut de température est
relaxé et une augmentation (respectivement diminution) de la densité est observée en aval
(respectivement amont) du saut. La solution cinétique est significativement différente de la
solution du modèle M1. Cette observation est une conséquence du fait que le modèle aux
moments est généralement peu précis lorsque les fonctions de distribution sont fortement hors
équilibre. Les projections des fonctions de distribution sur l’espace M1 sont éloignées des fonc-
tions de distribution initiales.

D’un point de vue numérique, les deux solutions du modèle M1 sont similaires. Le schéma
HLL est significativement plus diffusif en particulier au niveaux des extrema de la densité.
Cela s’explique de la même manière que pour le transport linéaire (voir paragraphe 3.5.1).
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Figure 4.5 – Test n°2 : Régime cinétique. Densité et température dans le domaine pour
l’équation cinétique et le modèle M1

134



Section 4.5. Résultats

Régime intermédiaire avec des conditions de Neumann homogènes
Le même cas de test que précédemment est repris dans un régime intermédiaire avec un

nombre de Knudsen plus faible (ϵ = 10−2). Dans ce cas, les fonctions de distributions sont plus
proches de l’équilibre. De ce fait le modèle M1 est censé être plus précis que dans le régime
cinétique. Sur la figure 4.6, il apparaît effectivement que les deux solutions du modèle M1
sont bien plus proches de la solution cinétique. L’écart entre les solutions semble se réduire au
cours du temps, à mesure que les fonctions de distribution deviennent isotropes. La solution
d’HLL a toujours plus de diffusion numérique qu’UGKS-M1.

Régime de diffusion avec des conditions de Neumann homogènes
Enfin, le cas de test est repris une dernière fois dans le régime de diffusion. La solution

d’UGKS-M1 est cette fois comparée avec celle d’UGKS et celle obtenue avec un schéma
standard pour le système de diffusion limite. Ce schéma est celui obtenu sans le développement
des gradients (4.33). Dans UGKS, le schéma limite est celui où les gradients sont développés.
Sur la figure 4.7, la densité et la température sont identiques à tous les instants et pour tous les
schémas. Cela démontre qu’UGKS-M1 préserve bien l’asymptotique. Par ailleurs, l’influence
du type de schéma limite semble négligeable dans ce cas (présentant des données régulières).
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Figure 4.6 – Test n°3 : Régime intermédiaire. Densité et température dans le domaine pour
l’équation cinétique et le modèle M1
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Figure 4.7 – Test n°4 : Régime de diffusion. Densité et température dans le domaine pour
l’équation cinétique et le modèle M1
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Dépôt d’énergie dans une zone de forte densité
Dans ce cas de test, UGKS-M1 est évalué dans une situation bi-dimensionnelle présentant

des changements de régime. A l’état initial, le domaine est composé d’une zone de faible et de
haute densité (de forme circulaire et sur le coin supérieur gauche), à une température globale
faible et uniforme. Aux bords ouest et sud, une condition de Dirichlet est imposée :

∀z ∈ [0, 1], Un
O(z) = Un

S(z) =

(
5

3.75

)
+

(
4πM [Wb(z)]

4πM [Wb(z)]ud

)
, (4.75)

où le facteur d’anisotropie est u = 0.95 et d =
√
2
2 (ex+ey) est la direction de propagation. Les

vecteurs des variables macroscopiques suivent une distribution normale le long de l’interface
dont l’écart type est σb = 0.05 :

∀z ∈ [0, 1], Wb(z) =

(
ρb(z)
qb(z)

)
=

(
10
1500

)
e
− z2

2σb . (4.76)

Cette condition permet de modéliser un jet entrant de particules de diamètre
√
2
2 à forte éner-

gie (la température maximale est de Tb = 100). Le fort facteur d’anisotropie indique que les
particules sont très directionnelles. Sur les figures 4.8 et 4.9, il peut être constaté que le jet
de particule est transporté dans la zone de faible densité avec peu d’interactions. En effet, la
densité n’est pas affectée et l’énergie augmente peu puisque les particules interagissent peu.
En entrant dans la zone de forte densité, le mécanisme de collision prédomine devant celui
du transport ce qui induit un dépôt d’énergie. Le faisceau provoque aussi une réduction de
la densité par ablation au niveau du front. Ce cas de test mais en évidence un changement
radical de régime au sein même du domaine.

D’un point de vue numérique, les solutions d’UGKS-M1 sont similaires à celles données par
HLL. De même que pour les cas mono-dimensionnels, la diffusion numérique est marquée pour
ce dernier. Ce phénomène est particulièrement visible sur la forme et le nombre d’isolignes
en énergie. De plus, la version d’ordre 2 d’UGKS-M1 arrive à obtenir une solution de qualité
similaire à HLL avec 4 fois moins de points dans chaque direction. Par ailleurs, HLL nécessite
d’utiliser un nombre CFL nettement plus petit pour rester stable dans ce cas.
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Figure 4.8 – Test n°5 : Dépôt d’énergie. Densité dans le domaine pour le modèle M1
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Figure 4.9 – Test n°5 : Dépôt d’énergie. Energie dans le domaine pour le modèle M1
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Transport thermique non-local
L’objectif de ces derniers cas de test est de mettre en évidence les capacités d’UGKS-M1

à capturer les phénomènes de transport thermique non-local. Dans le contexte de la FCI (voir
section 1.1), le flux de chaleur des électrons doit être calculé pour un état hydrodynamique
donné Ŵ =

(
ρ̂ q̂

)T . L’équation cinétique du transport électronique (et le modèle M1 associé)
est donc modifiée pour traduire le fait que la relaxation s’opère vers un état hydrodynamique
fixe. D’un point de vue numérique, le système est initialisé avec cet état et les flux macrosco-
piques sont artificiellement imposés à 0 pour traduire la non évolution de l’état macroscopique
du système. Cette modification provoque l’apparition d’un état stationnaire qui permet de
définir le flux de chaleur associé à cet état macroscopique. La quantité d’intérêt est alors
le flux non-local d’énergie, qui est le flux cinétique. Celui-ci est défini à partir de la loi de
conservation sur l’énergie :

∂tq +
1

η
∇x ·

〈〈
1

2
v3Ωf

〉〉
= 0.

En fonction des variables M1, le flux non-local ϕNL
q est alors :

ϕNL
q =

1

η

〈
1

2
v3f1

〉
. (4.77)

Le flux local ϕLq est quant à lui le flux de diffusion. Il est donc défini à partir de l’équation de
diffusion sur l’énergie et vaut :

ϕL
q = − 10

9σ
∇x

(
q̂2

ρ̂

)
= − 5

2σ
∇x

(
ρ̂T̂ 2

)
. (4.78)

Le flux local dépend donc exclusivement de l’état macroscopique du système alors que le flux
non-local prend en compte les effets cinétiques. En théorie, le flux non-local tend vers le flux
local dans le régime de diffusion. En régime cinétique ou intermédiaire, un écart significatif
peut être observé entre les deux.

Dans le premier cas de test mono-dimensionnel, la relaxation d’un saut de température
est étudiée à densité constante. Le gradient du saut est important pour que le flux local le
soit aussi. De plus, une légère décroissance a été introduite en amont du saut pour que le flux
local soit positif. Sur la figure 4.10, la flux local et le flux non-local (à l’état stationnaire) sont
comparés dans le domaine. En aval du saut (A), un premier phénomène non-local peut être
observé ; le flux non-local est plus grand que le flux local, c’est le préchauffage. De plus, au
niveau de la zone de fort gradient (B), le flux non-local est fortement limité. Enfin, en amont
du saut (C), le flux non-local reste négatif alors que le gradient de température est négatif
à cet endroit. Le flux est alors qualifié d’anti-naturel puisqu’il est opposé au flux local. Ce
phénomène cinétique est une conséquence du fort gradient induit par le saut, qui influence le
flux à distance de celui-ci.

Dans le deuxième cas de test, une situation bi-dimensionnelle analogue est considérée. Le
profil de température est de forme identique dans la direction horizontale avec une décrois-
sance dans la direction verticale. Celle-ci a été choisie de telle manière que le gradient vertical
soit négligeable par rapport au saut pour ne pas induire de phénomènes non-locaux dans
cette direction. Sur la figure 4.11, les vecteurs flux de chaleurs sont représentés par dessus le
profil de température. Loin du saut de température, les deux flux coïncident. Proche de la
zone de fort gradient, les mêmes phénomènes que dans le cas mono-dimensionnel peuvent être
observés, en particulier la limitation du flux (B) et le flux anti-naturel (C). Par ailleurs, un
phénomène supplémentaire apparaît en 2D. Dans la zone de décroissance verticale en amont
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Figure 4.10 – Test n°6 : Transport thermique non-local mono-dimensionnel. Température,
flux local et non-local dans une coupe horizontale pour le modèle M1. Les principaux effets
du transport thermique non-local sont : A-le préchauffage, B-la limitation du flux et C-le flux
anti-naturel

du saut (D), le flux non-local n’est pas aligné avec le flux local mais s’oriente vers la zone de
fort gradient. Cet effet est la rotation du flux.

Ces deux cas de tests élémentaires ont permis de mettre en évidence les principaux effets
du transport thermique non-local et les capacités du schéma à correctement les résoudre.

4.5.2 Maillage non structuré triangulaire

Dans cette dernière section, les cas de test précédents sont repris sur des maillages non
structurés pour évaluer UGKS-M1 dans cette situation. La version d’UGKS-M1 retenue est
celle dont le schéma limite est le schéma diamant normal. La densité à l’interface est donc
donnée par (4.63).

La version d’UGKS-M1 ayant pour schéma limite le diamant modifié (voir section 4.4.2.3)
donne des résultats en tous points identiques à ceux de l’autre schéma dans tous les cas de
tests présentés ci-dessous. Le choix de la densité à l’interface (que permet ce schéma) n’a pas
permis de montrer de différence non plus.

Cas unidimensionnels
Pour les cas de test unidimensionnels, deux maillages triangulaires différents du domaine

D = [0, 1] × [0, 1] sont générés avec GMSH [24]. Le maillage A est un maillage raffiné au-
tour de la ligne y = 0.5 (voir figure 4.12). La zone centrale est suffisamment large pour que
les mailles générées soient proches de triangles équilatéraux. Le maillage B (voir figure 4.13)
est constitué de triangles déformés pour observer l’influence de la forme des mailles sur les
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Figure 4.11 – Test n°6 : Transport thermique non-local bi-dimensionnel. Température, flux
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en D

solutions 2. Sur celui-ci les solutions unidimensionnelles sont extraites à partir de deux lignes
de coupe horizontales ; la première (dénotée par C1) est en y = 0.5 et la deuxième (dénotée
par C2) en y = 0.2. Afin de réaliser des comparaisons honnêtes avec les résultats précédents
sur les maillages structurés, les paramètres des maillages sont choisis de telle manière que le
nombre de triangles intersectés par les lignes de coupe soit environ de 200.

Sur les deux figures, la déformation angulaire κ est représentée. Cette quantité est une
mesure de l’éloignement par rapport à un triangle équilatérale et est définie à partir des trois
angles (α, β, γ) de chacune des mailles :

κ = |60◦ − α|+ |60◦ − β|+ |60◦ − γ|. (4.79)

D’autres mesures sont possibles, comme par exemple le rapport entre le rayon du cercle
circonscrit et du cercle inscrit (qui vaut 2 pour un triangle équilatéral).

Dans le régime cinétique (figure 4.14), les solutions sur maillage structuré et sur le maillage
A (non structuré mais pas déformé) sont identiques et à tous les instants. Cependant sur les
deux coupes du maillage B, un écart significatif peut être observé. L’amplitude des ondes de
densité est trop faible et celles-ci ont un retard. Cet effet de diffusion numérique est une consé-
quence du choix de la reconstruction de la fonction de distribution dans UGKS. En effet avec
la reconstruction naïve d’ordre 0 (4.50), le schéma de transport limite est celui de Godunov
direction par direction. Bien que d’ordre 1, ce schéma est particulièrement diffusif, en parti-
culier sur les maillages non structurés déformés. En modifiant la reconstruction de la fonction

2. Ce maillage a été généré en déformant manuellement un mauvais maillage grossier puis en raffinant
celui-ci par fragmentation plusieurs fois. Ce procédé consiste à diviser chaque maille en 3 triangles à partir du
centre de gravité. Les triangles ainsi obtenus conservent les déformations.
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Figure 4.12 – Déformation angulaire du maillage A (4036 triangles)
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Figure 4.13 – Déformation angulaire du maillage B et lignes de coupe (10752 triangles)
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de distribution, il pourrait être possible de retrouver l’extension purement multi-dimensionnel
(voir remarque 2.4.1) du schéma de Godunov et donc d’améliorer ces résultats. En pratique,
cela reviendrait à prendre en compte une composante tangentielle dans la reconstruction.

Dans le régime intermédiaire (figure 4.15), les mêmes observations peuvent être faites. Les
résultats sur le maillage A coïncident avec ceux sur le maillage structuré mais une diffusion
numérique apparaît encore significativement sur les deux solutions obtenues sur le maillage B.
L’utilisation d’un bon schéma de transport (même d’ordre 1) se révèle tout aussi important
dans ce régime.

Enfin dans le régime de diffusion (figure 4.16), les résultats sur les deux maillages A et
B coïncident exactement avec ceux sur maillage structuré. Dans ce cas, le schéma limite est
adapté pour prendre en compte les déformations des mailles. Sur la figure 4.17, le même cas de
test est repris mais avec la version d’UGKS-M1 dégénérant vers le schéma de diffusion naïf.
Sur le maillage A, les résultats sont toujours identiques cependant ceux sur le maillage B
deviennent totalement aberrants. Les écarts observés ne sont plus liés à des effets de diffusion
numérique (comme sur le schéma de transport) mais dus au fait que le schéma limite n’est pas
consistant si les mailles sont déformées (puisque le gradient normal ne peut pas être approché
par le gradient entre les centres des mailles).
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Figure 4.15 – Test n°2 : Régime intermédiaire. Densité et température dans le domaine pour
l’équation cinétique et le modèle M1
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Figure 4.16 – Test n°2 : Régime de diffusion. Densité et température dans le domaine pour
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Figure 4.17 – Test n°2 : Régime de diffusion. Densité et température dans le domaine pour
l’équation cinétique et le modèle M1 (schéma naïf)
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Dépôt d’énergie
Pour le cas de test du dépôt d’énergie, deux maillages différents sont considérés. Le premier

(représenté sur la figure 4.18) est un maillage régulier constitué d’une densité de mailles
identique au maillage cartésien. Le deuxième (voir figure 4.19) est un maillage adapté à la
situation physique. Les mailles sont raffinées le long de l’axe du rayon à partir du coin inférieur
gauche. La zone du dépôt d’énergie ainsi que celle à proximité du saut de densité sont aussi
raffinées.
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Figure 4.18 – Déformation angulaire du maillage C et ligne de coupe (4184 triangles)

Sur les figures 4.20 et 4.21, la densité et l’énergie dans le domaine sont représentés sur les
deux maillages avec UGKS-M1. Les solutions sont semblables à celles obtenues sur maillage
structuré. La zone de forte densité est bien ablatée par le faisceau incident d’électrons et de
l’énergie est déposée dans cette zone. Le maillage adapté permet de mieux résoudre le front de
densité ainsi que la zone de dépôt. Les mailles sont grossières dans les zones où les quantités
évoluent peu ce qui permet d’économiser en temps calcul.

Afin de pouvoir réaliser des comparaisons précises, la densité et l’énergie sont extraites le
long de la ligne de coupe y = x. Sur la figure 4.22, ces deux quantités sont comparées sur les
deux maillages non structuré mais aussi avec les solutions obtenues avec UGKS-M1 d’ordre 1
et d’ordre 2 sur maillage structuré. Sur le premier graphique (portant sur la densité), toutes
les solutions sont similaires. Au niveau du maximum, il apparaît que le maillage D (adapté)
permet bien de limiter la diffusion numérique puisque la solution tend vers celle obtenue
avec le schéma d’ordre 2 sur maillage structuré. La solution sur le maillage C (régulier non
structuré) est identique à celle sur le maillage structuré ayant le même nombre de mailles.
Sur le deuxième graphique (portant sur l’énergie), la même conclusion peut être tirée sur le
maximum de l’énergie déposée. Cependant, les solutions diffèrent légèrement proche du bord.
La solution à ce problème n’a pas encore été totalement élucidée. Dans les différents tests
réalisées, il est apparu qu’avec cette donnée de bord à très haute température, la solution
n’est pas totalement convergée en vitesse et un vmax plus important devrait être pris. Il serait
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Figure 4.19 – Déformation angulaire du maillage D et ligne de coupe (9726 triangles)

alors possible que l’erreur commise en vitesse soit liée au maillage en espace, ce qui provoque
donc cet écart. Par ailleurs, l’erreur étant commise dans la zone de transport libre, le schéma
de transport pourrait être mis en cause. Cependant, les maillages non structurés utilisés sont
peu déformés ce qui permet a priori d’écarter cette hypothèse (de part l’analyse sur les cas
de test unidimensionnels). La dernière hypothèse pourrait venir du traitement de la condition
de bord en non structuré. Plusieurs tests pourraient être réalisés pour par exemple écarter un
éventuel problème lié au coin (en réalisant la même simulation dans la direction horizontale
par exemple).
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Figure 4.20 – Test n°5 : Dépôt d’énergie. Densité dans le domaine pour le modèle M1 sur
le maillage C et D
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Figure 4.21 – Test n°5 : Dépôt d’énergie. Énergie dans le domaine pour le modèle M1 sur
le maillage C et D
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Conclusion générale

L’objectif principal de cette thèse était de proposer une nouvelle méthode préservant
l’asymptotique pour des modèles aux moments en lien avec la physique des plasmas. Ce tra-
vail a été réalisé dans un premier temps dans le contexte simplifié du transport linéaire en
une dimension d’espace puis dans le cadre du transport électronique en deux dimension sur
maillage cartésien et non structuré.

Tout d’abord, le développement de l’Unified Gas Kinetic Scheme (UGKS) a été repris
dans ce premier contexte. Un nouveau schéma pour le modèle aux moments M1 (UGKS-M1)
a été obtenu en appliquant la fermeture entropique à l’échelle numérique dans UGKS. L’idée
principale consistait plus précisément à projeter la fonction de distribution dans l’espace M1
à chaque pas de temps dans UGKS. Des flux ont alors pu être directement exhibés sur les
variables M1. En procédant ainsi, il a été démontré que ce nouveau schéma hérite des proprié-
tés d’UGKS en terme de préservation d’asymptotique. Une extension à l’ordre 2, qui n’altère
pas cette propriété, a par ailleurs été proposée. Le caractère générique de cette démarche
a ensuite été mis en avant en réalisant cette fois une fermeture angulaire dans UGKS pour
obtenir un schéma pour le modèle P1. La même démarche a ensuite été suivie pour des sché-
mas pour des modèles d’ordres élevés comme Pn et M2. Ensuite, la réalisabilité d’UGKS-M1
a été discutée. Une modification originale a été introduite dans les reconstructions d’UGKS
pour permettre d’assurer cette propriété. Il a été démontré que celle-ci peut être assurée sous
une condition CFL de stabilité raisonnable, qui ne dépend pas fortement du régime. Enfin,
plusieurs cas de tests ont été présentés pour évaluer et mettre en avant le bon comporte-
ment des différents schémas dans chacun des régimes. UGKS-M1 a notamment été comparé
à un autre schéma préservant l’asymptotique reposant sur HLL. Ce nouveau schéma se révèle
particulièrement précis et peu diffusif en particulier dans les régimes intermédiaires. Une dis-
cussion sur les modèles a également été apportée en comparant le modèle M1 avec le modèle
M2 et les modèles Pn dans des situations cinétiques. Les avantages des modèles entropiques
et l’intérêt de l’augmentation de la taille de la hiérarchie ont alors clairement été mis en avant.

Ce travail a ensuite été poursuivi dans le contexte du transport électronique. Tout d’abord,
UGKS a été construit sur maillage structuré pour l’équation cinétique et sa propriété de pré-
servation de l’asymptotique a été démontrée. Il a été notamment mis en évidence que plusieurs
schémas de diffusions peuvent être obtenus en choisissant correctement la reconstruction de la
Maxwellienne. Un nouveau schéma pour le modèle M1 du transport électronique a ensuite été
obtenu en appliquant la même idée que précédemment qui consiste à fermer angulairement
les flux d’UGKS à l’aide de la distribution M1. Cette procédure a cette fois conduit à des flux
non-analytiques ; une méthode de quadrature a alors été proposée pour les évaluer à moindre
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coût tout en assurant la consistance des flux et en préservant la propriété de préservation de
l’asymptotique. Une extension à l’ordre 2 a aussi été suggérée.

Dans un second temps, UGKS-M1 a été étendu sur maillage non-structuré. L’un des prin-
cipaux enjeux a été de modifier UGKS pour obtenir un bon schéma de diffusion dans le
régime associé. Deux approches reposant sur le schéma diamant ont été proposées. La pre-
mière consiste à utiliser directement l’approximation diamant dans la reconstruction de la
Maxwellienne et permet d’obtenir exactement le schéma diamant dans le régime de diffusion
dans UGKS-M1. La deuxième repose sur l’introduction d’un nouveau diamant plus régulier
et qui permet plus de flexibilité dans UGKS.

Enfin, ce nouveau schéma a été évalué et comparé à un schéma HLL standard dans diffé-
rents régimes. Tout comme dans le cadre du transport linéaire, celui-ci s’est révélé particuliè-
rement précis et peu diffusif. Deux cas d’applications pertinents en lien avec la physique des
plasmas ont notamment été étudiés et ont permis de mettre en avant la capacité du schéma
à résoudre différentes échelles et à capturer les différents effets de transport thermique non-
local. La version d’UGKS-M1 sur maillage non structuré a pu aussi être testée sur différents
types de maillages et présente des résultats satisfaisants. Il a notamment pu être exposé que
les corrections introduites dans UGKS permettent de correctement résoudre la limite de dif-
fusion en présence de mailles déformées. L’intérêt des maillages non structuré a aussi pu être
mis en avant en adaptant un maillage à la situation physique.

Perspectives

Ce travail de thèse présente plusieurs perspectives :

— Tout d’abord dans le contexte simplifié du transport linéaire, il pourrait être intéressant
d’étudier en pratique la version implicite des nouveaux schémas ainsi que l’utilisation
de conditions aux limites anisotropes (héritées d’UGKS). De plus, il reste à montrer
que les conditions de stabilité obtenues pour garantir la réalisabilité d’UGKS-M1 dé-
génèrent bien vers une condition hyperbolique lorsque le pas d’espace tend vers 0.

— Dans le contexte du transport électronique, il semble tout d’abord important d’affiner
l’extension à l’ordre 2 afin d’améliorer l’ordre actuel. Dans la version non structurée
du schéma, les flux de transport sont particulièrement diffusifs (en particulier sur les
maillages déformés), du fait des reconstructions choisies. Une approche purement mul-
tidimensionnelle permettrait de corriger ce défaut du schéma dans UGKS. Il pourrait
aussi être intéressant d’étudier l’implémentation de schémas alternatifs au schéma dia-
mant dans UGKS. Enfin, l’exploitation du dernier cas de test en non structuré doit
être affinée.

— La limitation principale d’UGKS (et donc dans les schémas hérités pour les modèles aux
moments) est sa restriction aux modèles cinétiques formés à partir d’opérateurs de type
relaxation. En effet, cette forme particulière permet d’écrire la formule de Duhamel qui
est à la base des flux. Afin de pouvoir prendre en compte des phénomènes physiques
plus complexes, il apparaît pertinent de chercher une manière de traiter des opérateurs
de collisions différents, comme celui de Boltzmann.
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A Coefficients d’intégration d’UGKS (Chapitres 3 et 4)

Les coefficients d’intégrations sont obtenus en intégrant en temps les différents éléments
des reconstruction de la densité 3.11 et de la fonction de distribution 3.9 dans la formule de
Duhamel (3.8). Chacun des termes des reconstructions donne lieu à un terme dans le flux et
donc à un coefficient. Le calcul de ceux-ci est explicité. Tout d’abord, le coefficient associé à
la partie constante de la reconstruction de la fonction de distribution (3.9) est

A =
1

η∆t

∫ tn+1

tn

e−ν(t−tn)dt =
1

η∆t

∫ ∆t

0
e−νudu = −1

η

1− ew

w
.

Celui associé à la partie affine est

B =
1

η∆t

∫ tn+1

tn

−1

η
(t− tn)e

−ν(t−tn)dt =
ϵ

ση∆t

[
∆tew −

∫ ∆t

0
e−νudu

]
=

ϵ

ση

[
ew +

1− ew

w

]
.

Le coefficient associé à la partie constante de la reconstruction de la densité (3.11) est

C =
ν

η∆t

∫ tn+1

tn

∫ t

tn

e−ν(t−s)dsdt =
1

η∆t

∫ ∆t

0

(
1− e−νu

)
du =

1

η

[
1 +

1− ew

w

]
.

Celui associé à la partie affine est

D =
ν

η∆t

∫ tn+1

tn

∫ t

tn

−1

η
(t− s)e−ν(t−s)dsdt

=
1

η2∆t

∫ ∆t

0

[
ue−νu − 1

ν

(
1− e−νu

)]
du

=
ϵ

ση

[
1 + ew + 2

1− ew

w

]
.

Le coefficient associé à la partie constante de la reconstruction modifiée de la densité (3.69)
est

F =
ν

η∆t

∫ tn+1

tn

∫ t

tn

e−ν(s−tn)e−ν(t−s)dsdt =
ν

η∆t

∫ ∆t

0
ue−νudu = −1

η

[
ew +

1− ew

w

]
.

Celui associé à la partie affine est

G =
ν

η∆t

∫ tn+1

tn

∫ t

tn

−1

η
(t− s)e−ν(s−tn)e−ν(t−s)dsdt

=
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2η2∆t

∫ ∆t

0
u2e−νudu

= − ϵ

2ση

[
wew − 2

(
ew +

1− ew

w

)]
.

B Demi-moments de la fonction de distribution M1 unidimen-
sionnelle (chapitre 3)

Sous forme développée, les demi-moments à gauche et à droite de la fonction de distribution
M1 sont
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C Flux d’UGKS-M1 d’ordre 2 pour le transport linéaire (cha-
pitre 3)

Sous forme développée, les flux numérique d’ordre 2 d’UGKS-M1 sont
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〈v2f̂ni 1v>0

〉〈
v3f̂ni 1v>0

〉+ JΛ(U
n
i+1)δU

n
i+1 ·

〈v2f̂ni+11v<0

〉〈
v3f̂ni+11v<0

〉
+
Di+1/2

3∆x
(ρni+1 − ρni ),

(81a)

Φj
i+1/2 = Ai+1/2

[〈
v2f̂ni 1v>0

〉
+
〈
v2f̂ni+11v<0

〉]
+Ai+1/2

∆x

2

JΛ(U
n
i )δU

n
i ·

〈v2f̂ni 1v>0

〉〈
v3f̂ni 1v>0

〉− JΛ(U
n
i+1)δU

n
i+1 ·

〈v2f̂ni+11v<0

〉〈
v3f̂ni+11v<0

〉
+Bi+1/2

JΛ(U
n
i )δU

n
i ·

〈v3f̂ni 1v>0

〉〈
v4f̂ni 1v>0

〉+ JΛ(U
n
i+1)δU

n
i+1 ·

〈v3f̂ni+11v<0

〉〈
v4f̂ni+11v<0

〉
+
Ci+1/2

3

[〈
f̂ni 1v>0

〉
+
〈
f̂ni+11v<0

〉]
.

(81b)
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D Moments de la Maxwellienne (chapitres 1 et 4)

La Maxwellienne est définie par :

M [f ](v) =
ρ

(2πT )3/2
exp

(
− v2

2T

)
.

Tout d’abord, montrons que cette distribution a bien pour moments W. La densité de la
Maxwellienne est :

⟨⟨M [f ]⟩⟩ = ρ

(2πT )3/2

∫
S 2

∫ +∞

0
exp

(
− v2

2T

)
v2dvdΩ

=
2ρ√
π

∫ +∞

0
u2e−u2

du

=
ρ√
π

∫ +∞

0
e−u2

du

= ρ,

et l’énergie est : 〈〈
1

2
v2M [f ]

〉〉
=

2ρT√
π

∫ +∞

0
u4e−u2

du

=
2q√
π

∫ +∞

0
u2e−u2

du

= q.

Pour exprimer les flux de diffusion, il est nécessaire de calculer les deux moments pairs sui-
vants : 〈〈

v4M [f ]
〉〉

=
8ρT 2

√
π

∫ +∞

0
u6e−u2

du = 15ρT 2,

〈〈
v6M [f ]

〉〉
=

16ρT 3

√
π

∫ +∞

0
u8e−u2

du = 105ρT 3.

Pour les conditions aux limites, deux moments impairs (associés à des flux) doivent être
calculés :

⟨⟨vM [f ]⟩⟩ = 2ρ

√
2T

π

∫ +∞

0
u3e−u2

du = ρ

√
2T

π
,〈〈

1

2
v3M [f ]

〉〉
= 2ρT

√
2T

π

∫ +∞

0
u5e−u2

du = 2ρT

√
2T

π
.

E Moments de la fonction de distribution M1 sur la sphère
(chapitres 1 et 4)

La fonction de distribution M1 sur la sphère s’écrit sous la forme :

∀Ω ∈ S 2, f̂(Ω) = eα+β·Ω,

où (α,β) ∈ R × R4 sont les variables entropiques et Ω est un vecteur sur la sphère qui est
dans le système des coordonnées sphériques :

Ω =


√
1− µ2 cosφ√
1− µ2 sinφ

µ

 , where
{
φ ∈ [0, 2π],
µ ∈ [−1, 1].
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Annexes

Soit R ∈ M3(R) une matrice de rotation telle que Rβ = ||β||ez. Les moments de la fonction
de distribution M1 peuvent être calculés en utilisant le changement de variable Ω

′
= RΩ. Le

premier moment f (0) est

f0 =

∫
S2

eα+β·ΩdΩ = 2πeα
∫ 1

−1
e||β||µdµ = 4πeα

sinh ||β||
||β||

.

Cette première expression permet d’éliminer la première variable entropique α. Le deuxième
moment f (1) est

f1 =

∫
S2

Ωeα+β·ΩdΩ,

= 2πeα
∫ 1

−1
µe||β||µdµRTez,

= 4πeα
sinh ||β||
||β||

(
coth ||β|| − 1

||β||

)
β

||β||
,

= f0u
β

||β||
,

(82)

où u = coth ||β||− 1
||β|| . Cette deuxième expression permet d’exprimer la variable d’anisotropie

β en fonction de U =
(
f (0) f (1)

)T . Le troisième moment f (2) fournit la fermeture de la
hiérarchie et vaut :

f2 =

∫
S2

Ω⊗Ωeα+β·ΩdΩ,

= 2πeα
∫ 1

−1
RT

(
1− µ2

2
I3 +

3µ2 − 1

2
ez ⊗ ez

)
Re||β||µdµ,

= f0
u

||β||
I3 + f0

(
1− 3

u

||β||

)
β

||β||
⊗ β

||β||
.

(83)

F Demi-moments de la fonction de distribution M1 sur la sphère
(chapitre 4)

Soient βxy =
√
β2x + β2y , µxy = βxy

√
1− µ2 et In la fonction de Bessel modifiée de première

espèce :

∀n ∈ N, ∀x ∈ R+, In(x) =
1

π

∫ π

0
cos (nϕ)ex cosϕdϕ. (84)

Les expressions sous la forme d’intégrales unidimensionnelles des demi-moments de la fonction
de distribution M1, nécessaires au calcul des flux d’ordre 2 d’UGKS-M1 sont (pour k ≥ 0 et
des demi-moments positifs) :〈

Ωk
ze

β·Ω1Ωz≥0

〉
= 2π

∫ 1

0
µkeβzµI0(µxy)dµ,〈

Ωk
zΩxΩye

β·Ω1Ωz≥0

〉
= π

∫ 1

0
µk(1− µ2)eβzµ sin 2ϕ0I2(µxy)dµ,〈

Ωk
z

(
Ωx

Ωy

)
eβ·Ω1Ωz≥0

〉
= 2π

∫ 1

0
µk
√

1− µ2eβzµ

(
cosϕ0
sinϕ0

)
I1(µxy)dµ,〈

Ωk
z

(
Ω2
x

Ω2
y

)
eβ·Ω1Ωz≥0

〉
= π

∫ 1

0
µk(1− µ2)eβzµ

(
I0(µxy) +

(
cos 2ϕ0
− cos 2ϕ0

)
I2(µxy)

)
dµ,

où ϕ0 = arctan
βy
βx

− (1− sgnβx)
π

2
.
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G Flux d’UGKS-M1 d’ordre 2 pour le transport électronique
(chapitre 4)

Les flux mésoscopiques d’UGKS-M1 d’ordre 2 sont

χ0
i+1/2,j(v) =A

n
i+1/2,jv

〈
Ωxf̂

n(+)
i,j 1Ωx≥0 +Ωxf̂

n(−)
i+1,j1Ωx≤0

〉
+Bn

i+1/2v
2
〈
Ω2
xδxf̂

n
i,j1Ωx>0 +Ω2

xδxf̂
n
i+1,j1Ωx<0

〉
+
Dn

i+1/2,j

3∆x
v2K0

(
Wn

i+1/2,j

) (
Wn

i+1,j −Wn
i,j

)
·Ψ(v),

(85a)

χ1
i+1/2,j(v) =A

n
i+1/2,jv

〈
ΩxΩf̂

n(+)
i,j 1Ωx≥0 +ΩxΩf̂

n(−)
i+1,j1Ωx≤0

〉
+Bn

i+1/2v
2
〈
Ω2
xΩδxf̂

n
i,j1Ωx>0 +Ω2

xΩδxf̂
n
i+1,j1Ωx<0

〉
+
Cn
i+1/2,j

3
vM0[W

n
i+1/2,j ]ex

−
Dn

i+1/2,j

4∆x
v2K0

(
Wn

i+1/2,j

)(
Wn

i+1,j − 2Wn
i+1/2,j +Wn

i,j

)
·Ψ(v)ex

+
En

i+1/2,j

3∆t
vK0

(
Wn

i+1/2,j

)(
Wn+1

i+1/2,j −Wn
i+1/2,j

)
·Ψex,

(85b)

et les flux macroscopiques sont

Φρ
i+1/2,j =A

n
i+1/2,j

〈〈
vΩxf̂

n(+)
i,j 1Ωx>0 + vΩxf̂

n(−)
i+1,n1Ωx<0

〉〉
+Bn

i+1/2

〈〈
v2Ω2

xδxf̂(U
n
i,j)1Ωx>0 + v2Ω2

xδxf̂(U
n
i+1,j)1Ωx<0

〉〉
+
2Dn

i+1/2,j

3∆x
(qni+1,j − qni,j),

(86a)

Φq
i+1/2,j =

An
i+1/2,j

2

〈〈
v3Ωxf̂

n(+)
i,j 1Ωx>0 + v3Ωxf̂

n(−)
i+1,n1Ωx<0

〉〉
+
Bn

i+1/2,j

2

〈〈
v4Ω2

xδxf̂(U
n
i,j)1Ωx>0 + v4Ω2

xδxf̂(U
n
i+1,j)1Ωx<0

〉〉
+
2Dn

i+1/2,j

3∆x

5(qni+1/2,j)
2

3ρni+1/2,j

(
−
ρni+1,j − ρni,j
ρni+1/2,j

+ 2
qni+1,j − qni,j
qni+1/2,j

)
,

(86b)

où f̂n(±)
i,j = f̂ni,j ±

∆x

2
δxf̂

n
i,j .
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