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Résumé

Dans cette thèse, on étudie des inégalités de Carleman Lp pour des problèmes ellip-
tiques et leurs applications à la quantification du prolongement unique par rapport aux
perturbations du laplacien.

On s’intéresse d’abord aux inégalités de Carleman Lp sur une bande de Rd (d ⩾ 3), notée
S := (0, 1) × Rd−1, pour le Laplacien. Grâce à la transformée de Fourier et une factorisation
de l’opérateur conjugué, nous réduisons la démonstration de ces inégalités à la construction
d’une paramétrice pour le problème du Laplacien avec des conditions au bord. En utilisant
cette paramétrice, on redémontre d’abord des inégalités classiques de Carleman L2 pour
le Laplacien. Ensuite, en appliquant des techniques d’analyse harmonique, notamment le
théorème de restriction de Fourier pour établir des résultats de continuité de type Lp − Lq,
on obtient des estimations Lp − Lq sur cette paramétrice.

On applique ensuite ces méthodes au cas qui nous intéresse, à savoir les inégalités de
Carleman Lp pour le Laplacien défini sur Ω, un ouvert borné et régulier de Rd (d ⩾ 3), avec
un second membre f2 + f2∗′ + divF , f2 ∈ L2(Ω), f2∗′ ∈ L

2d
d+2 (Ω), F ∈ L2(Ω; Cd), et une

condition de Dirichlet g ∈ H
1
2 (∂Ω). On montre deux estimations de Carleman globales :

une sur la norme H1 de la solution et une sur sa norme L
2d

d−2 , en termes de normes L2 à
poids de f2 et F , de la norme L

2d
d+2 de f2∗′ et de la norme H 1

2 de g. Cela nous permet,
par exemple, d’obtenir une quantification du prolongement unique pour les solutions de
∆u = V u + W1 · ∇u + div (W2u) en fonction des normes de V dans Lq0(Ω), de W1 dans
Lq1(Ω) et de W2 dans Lq2(Ω) pour q0 ∈ (d/2,∞] et q1 et q2 satisfaisant soit q1, q2 > (3d−2)/2
et 1

q1
+ 1

q2
< 4(1 − 1

d
)/(3d− 2), soit q1, q2 > 3d/2.

Dans une troisième partie, on étudie une quantification du prolongement unique des
solutions de l’équation ∆u = V u + W1 · ∇u + div (W2u) mais avec des potentiels d’ordre
un plus singuliers dans la classe limite d’intégrabilité. En particulier, on considère le cas
W1 ∈ Lq1 etW2 ∈ Lq2 , avec q1 > d et q2 > d. En utilisant le lemme de T. Wolff sur les mesures
euclidiennes et une version raffinée des estimations de Carleman, on obtient des résultats de
quantification du prolongement unique pour les solutions u de ∆u = V u+W1·∇u+div (W2u)
en fonction des normes des potentiels.

Mots clés : Estimations de Carleman, problème aux limites, équations elliptiques, théo-
rèmes de restriction de Fourier, multiplicateur de Fourier.



Abstract

In this thesis, we study Lp Carleman inequalities for elliptic problems and their appli-
cations to the quantification of unique continuation with respect to perturbations of the
Laplacian.

We first focus on Lp Carleman inequalities on a strip of Rd (d ⩾ 3), denoted S :=
(0, 1) × Rd−1, for the Laplacian. Using the Fourier transform and a factorisation of the
conjugate operator, we reduce the proof of these inequalities to the construction of a para-
metrix for the Laplacian problem with boundary conditions. Utilising this parametrix, we
first reprove classical L2 Carleman inequalities for the Laplacian. Then, applying harmonic
analysis techniques, particularly the Fourier restriction theorem to establish Lp − Lq type
continuity results, we obtain Lp − Lq estimates for this parametrix.

We then apply these methods to the case of interest, namely Lp Carleman inequalities
for the Laplacian defined on Ω, a bounded and regular open subset of Rd (d ⩾ 3), with a
right-hand side f2 +f2∗′ +divF , f2 ∈ L2(Ω), f2∗′ ∈ L

2d
d+2 (Ω), F ∈ L2(Ω; Cd), and a Dirichlet

condition g ∈ H
1
2 (∂Ω). We establish two global Carleman estimates : one on the H1 norm

of the solution and another on its L
2d

d−2 norm, in terms of weighted L2 norms of f2 and
F , the L

2d
d+2 norm of f2∗′ , and the H 1

2 norm of g. This allows us, for example, to obtain a
quantification of unique continuation for solutions of ∆u = V u + W1 · ∇u + div (W2u) in
terms of the norms of V in Lq0(Ω), W1 in Lq1(Ω), and W2 in Lq2(Ω) for q0 ∈ (d/2,∞] and q1
and q2 satisfying either q1, q2 > (3d− 2)/2 and 1

q1
+ 1

q2
< 4(1 − 1

d
)/(3d− 2), or q1, q2 > 3d/2.

In the third part, we study a quantification of unique continuation for solutions of the
equation ∆u = V u + W1 · ∇u + div (W2u) but with first-order potentials that are more
singular in the limit integrability class. In particular, we consider the case where W1 ∈ Lq1

and W2 ∈ Lq2 , with q1 > d and q2 > d. Using T. Wolff’s lemma on Euclidean measures and a
refined version of Carleman estimates, we obtain unique continuation quantification results
for solutions u of ∆u = V u+W1 · ∇u+ div (W2u) in terms of the norms of the potentials.

Keywords : Carleman estimates, boundary value problem, elliptic equations, Fourier res-
triction theorems, Fourier multiplier.
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Chapitre 1

Introduction

Ce chapitre présente les motivations de la thèse et donne un aperçu général des objectifs
et des résultats.
Contents

1.1 Cadre général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.1.1 Prolongement unique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.1.2 Estimations de Carleman, cadre Hilbertien . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.2.1 Estimations de Carleman locales . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.1.2.2 Estimations de Carleman globales . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.1.3 Estimations de Carleman Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.1.3.1 Estimations de Carleman Lp à partir de l’inégalité Hilbertienne 18
1.1.3.2 Estimations de Carleman Lp, approche directe . . . . . . . . . . 20

1.1.4 Espaces Lp optimaux pour le prolongement unique. . . . . . . . . . . . . 22
1.2 Principaux résultats de la thèse, partie I . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.2.1 Estimations de Carleman Lp globales pour l’opérateur Laplacien . . . . . 23
1.2.2 Quantification du prolongement unique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.2.3 Stratégie de preuve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.3 Principaux résultats de la thèse, partie II . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.3.1 Quantification du prolongement unique avec des potentiels d’ordre un dans

des classes presque optimales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.3.2 Ingrédients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.3.2.1 Lemme de Wolff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.3.3 Estimations de Carleman Lp améliorées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
1.3.4 Stratégie de preuve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.4 Problèmes ouverts et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
1.5 Organisation de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.1 Cadre général

L’objectif principal de cette thèse consiste à établir des inégalités de Carleman Lp pour
des équations elliptiques, y compris avec des conditions au bord non homogènes, afin d’en
déduire des résultats de quantification de la propriété du prolongement unique pour le La-
placien perturbé par des potentiels d’ordre un et zéro dans des classes d’intégrabilité - de
type Lp - optimales.
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1.1.1 Prolongement unique

Considérons un ouvert connexe Ω de Rd, P un opérateur différentiel défini sur Ω et ω un
sous-ensemble non vide et ouvert de Ω.

La propriété de prolongement unique est définie comme suit :

Définition 1.1.1 (Prolongement Unique). On dit que P vérifie la propriété de prolongement
unique (faible) sur un espace fonctionnel E si, pour tout u ∈ E, on a{

Pu = 0 dans Ω
u = 0 dans ω ⇒ u = 0 dans Ω. (1.1)

Dans les cas où (1.1) est obtenue, il est intéressant de quantifier ce prolongement unique,
c’est-à-dire de la mesurer ou l’évaluer, plus précisément on souhaiterait avoir la propriété
suivante :

Si Pu est "petit" dans Ω, et u est "petit" dans ω, alors u est "petit" dans Ω. (1.2)

Analytiquement, cette dernière se traduit par une inégalité "uniforme" de type

∥u∥Ω ⩽ f(∥Pu∥Ω , ∥u∥ω), (1.3)

pour une certaine fonction f à déterminer, et où les normes ∥·∥Ω, ∥·∥ω sont également à
préciser.

La quantification est dite globale lorsqu’on peut estimer la solution u sur tout le domaine
Ω. C’est le cas de l’inégalité (1.3) ci-dessus. Parfois, cette estimation peut être difficile à
atteindre et on s’intéresse alors à l’estimation de u sur un sous-domaine O ⊊ Ω. Dans ce
cas, on dit que la quantification est locale.

Cette propriété peut se comprendre aussi comme un résultat de stabilité dans le sens
suivant

Si u1 et u2 sont deux solutions de Pu = 0 dans Ω et proches dans ω ⊂ Ω, alors elles sont
également proches dans Ω.

Conformément à la terminologie de la théorie du contrôle, l’inégalité (1.3) est appelée
estimation d’observabilité. Cela signifie que l’on peut estimer u dans Ω en l’observant dans
un ensemble restreint ω ⊂ Ω.

Il existe aussi d’autres notions de prolongements uniques, notamment le prolongement
unique fort. Brièvement on a :

Définition 1.1.2 (Prolongement unique fort). On dit que P vérifie la propriété du prolon-
gement unique fort sur un espace fonctionnel E si, pour tout u ∈ E, on a{

Pu = 0 dans Ω
∃x0 ∈ Ω tel que u s’annule d’ordre infini en x0,

⇒ u = 0 dans Ω. (1.4)

Ici, u s’annule d’ordre infini en x0 signifie qu’il existe R > 0 tel que, pour chaque entier N ,
il existe cn tel que

∀r ∈ (0, R),
∫
Br(x0)

|u|2 dx ⩽ cNr
N .
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Cas d’opérateurs à coefficients analytiques.

Supposons que P un opérateur différentiel elliptique à coefficients analytiques et u ∈
D′(Ω) une distribution. Si Pu est analytique, alors u est analytique, voir [Hö63, Théorème
7.5.1]. Ainsi, dans ce cas, la propriété du prolongement unique découle simplement d’argu-
ments d’analyse complexe. Pour des opérateurs plus généraux, voir également le théorème
d’Holmgren [Hö63, Théorème 5.3.1].

1.1.2 Estimations de Carleman, cadre Hilbertien

Le premier résultat qui s’affranchit de l’hypothèse d’analyticité a été obtenu par Carle-
man [Car39] en 1939, qui a démontré le prolongement unique pour une équation elliptique
bidimensionnelle. La technique qu’il a introduite, maintenant connue sous le nom d’inégalité
de Carleman, est devenue un outil efficace pour établir ce prolongement.

Avant d’explorer ces inégalités, il est important de mentionner d’autres approches per-
mettant d’obtenir ce résultat sans recourir aux estimations de Carleman, telles que la mé-
thode de la fonction monotone introduite par Garofalo et Lin en 1986, cf [GL86].

1.1.2.1 Estimations de Carleman locales

L’idée de Carleman repose sur des inégalités à poids de la forme
τ γ∥eτφu∥X(Ω) ⩽ C∥eτφ Pu∥Y (Ω), ∀u ∈ C∞

0 (Ω), ∀ τ assez grand, (1.5)
où P est un opérateur différentiel linéaire, φ est une fonction à valeurs réelles bien choisie,
appelée fonction poids, γ et C sont des constantes indépendantes de τ et u et Ω est un
domaine de Rd, et les normes ∥ · ∥X(Ω), ∥ · ∥Y (Ω) sont, respectivement, des normes sur des
espaces fonctionnels X(Ω) et Y (Ω) sur Ω. On dira qu’il s’agit d’un cadre Hilbertien lorsque
les espaces X(Ω) et Y (Ω) sont des espaces de Hilbert. Le fait que τ puisse être pris arbi-
trairement grand est une caractéristique importante des inégalités de Carleman (locales et
globales) et permet notamment de propager la zone d’annulation des solutions de Pu = 0
dans la direction de −∇φ.

Carleman a prouvé une telle estimation avec γ = 0 lorsque P est un système du premier
ordre à deux variables. Cette méthode, désormais connue sous le nom d’inégalité de Carle-
man, a permis de démontrer le prolongement unique sous certaines conditions de pseudo-
convexité (détaillées ultérieurement), grâce aux contributions de nombreux mathématiciens.
On citera en autres auteurs C. Müller [Mü54], N. Aronszajn [Aro56] , A.-P. Calderón [Cal58],
L. Hörmander [Hö58, Hö59, Hö63], V. Isakov [Isa93], F. Trèves [Tre70], et A. Plis [Pli63],
K. Miller [Mil74], et S. Alinhac [Ali83] pour des résultat de non prolongement unique. On
renvoie aussi à l’article de J. Le Rousseau et G. Lebeau [LRL12], qui constitue une intro-
duction pédagogique aux inégalités de Carleman elliptiques et aux manuels de D. Tataru
[Tat99], N. Lerner [Ler19], C Laurent, M Léautaud [LL23], J. Le Rousseau, G. Lebeau et
L. Robbiano [LRLR22a, LRLR22b].

Idée générale de preuve de ces inégalités.

Pour mieux comprendre ces estimées L2, on se met dans le cas simple où P = ∆. Comme
il est difficile de prouver une estimation avec un poids, il est plus pratique d’abord d’éliminer
le poids exponentiel eτφ, en introduisant la fonction v := eτφu et l’opérateur conjugué,

Pφ := eτφ∆e−τφ,
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ce qui revient alors à montrer

τ γ∥v∥2
L2(Ω) ⩽ C∥Pφv∥2

L2Ω), ∀v ∈ C∞
0 (Ω), ∀τ assez gand,

À première vue, une telle inégalité peut sembler être une estimation standard. Cependant,
on note que même si le Laplacien est un opérateur elliptique, le conjugué ne l’est plus. Par
conséquent, il n’est pas immédiatement évident d’obtenir les bornes inférieures souhaitées.
Pour comprendre l’origine de ces bornes, on sépare les parties symétriques et antisymétriques
de l’opérateur conjugué Pφ. En effet, un calcul simple montre que

Pφ = ∆ − 2τ∇φ · ∇ + τ 2|∇φ|2 − τ∆φ.

Son symbole principal, en identifiant le paramètre τ à une dérivée (cela peut être rendu
rigoureux à l’aide de l’analyse semi-classique, cf [LRL12]), est donné par

pφ(x, ξ) = −|ξ|2 + τ 2|∇φ|2 − 2iτ∇φ · ξ. (1.6)

Si pφ = 0, alors ξ ⊥ ∇φ et |ξ|2 = τ 2|∇φ|2. Ainsi pφ s’annule sur l’ensemble caractéristique

Στ = {(x, ξ) ∈ Ω × Rd, ∇φ · ξ = 0, |ξ|2 = τ 2|∇φ|2}. (1.7)

La première condition signifie que ξ se trouve sur un plan perpendiculaire à ∇φ, et la
deuxième condition signifie que ξ se trouve sur une sphère. Cependant, l’intersection d’une
sphère avec un plan passant par l’origine n’est pas triviale. Ainsi, Pφ n’est pas elliptique.
Ensuite, on définit les parties symétriques et antisymétriques respectivement données par

S = ∆ + τ 2|∇φ|2, A = −2τ∇φ · ∇ − τ∆φ.

En calculant la norme ∥ Pφ v∥2
L2(Ω), on obtient

∥ Pφ v∥2
L2(Ω) = ∥ S v∥2

L2(Ω) + ∥ A v∥2
L2(Ω) + ([S, A]v, v)L2(Ω) . (1.8)

où le commutateur [S,A] = SA−AS. La seule contribution qui pourrait être non positive,
ne peut provenir que du commutateur [S,A]. On cherche alors à garantir que le symbole
principal de [S,A] soit positif, pour τ grand, lorsque les symboles principaux s(x, ξ) et
a(x, ξ), respectivement de S et A, s’annulent. Ici s(x, ξ) et a(x, ξ) sont donnés par

s(x, ξ) = −|ξ|2 + τ 2|∇φ(x)|2, a(x, ξ) = −2iτ∇φ(x) · ξ.

En terme symbolique, via l’inégalité de Gårding [Tay81, Théorème 8.1], l’identité (1.8)
ramène à l’étude de la positivité du symbole

s(x, ξ)2 + a(x, ξ)2 + 1
i
{s, a}(x, ξ),

où {s, a} désigne le crochet de Poisson de s et de a (donné par {p, q}(x, ξ) = ∇ξp(x, ξ) ·
∇xq(x, ξ) − ∇xp(x, ξ) · ∇ξq(x, ξ)), ce qui donne ici

1
i

{s, a} (x, ξ) = 4
(
τ 3(Hess(φ))∇φ · ∇φ+ τ(Hess(φ))ξ · ξ

)
, (1.9)

et correspond au symbole principal de l’opérateur [S,A].
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En fait, pour être tout à fait précis, et pour remettre les opérateurs à la même échelle
semi-classique, il s’agit plutôt d’étudier la positivité du symbole

1
τ

(
s(x, ξ)2 + a(x, ξ)2

)
+ 1
i
{s, a}(x, ξ).

Quoiqu’il en soit, cela impose que lorsque les symboles s et a s’annulent, le crochet 1
i
{s, a}(x, ξ)

doit être positif, ce qui requière dans notre cas l’existence d’une constance c∗ > 0 telle que :

∀τ ⩾ 1,∀(x, ξ) ∈ Στ , τ 3(Hess(φ))∇φ · ∇φ+ τ(Hess(φ))ξ · ξ ⩾ c∗(τ 3 + |ξ|3). (1.10)

En posant ζ = ξ/τ , cette condition est donc équivalente à la suivante : Il existe c∗ > 0 tel
que

∀(x, ζ) ∈ Σ, ((Hess(φ))∇φ · ∇φ+ (Hess(φ))ζ · ζ) ⩾ c∗(1 + |∇φ|3), (1.11)
avec

Σ = {(x, ζ) ∈ Ω × Rd | |ζ|2 = |∇φ|2, ∇φ · ζ = 0}.
Cette condition est une condition nécessaire et suffisante (voir [LRLR22a]) pour obtenir

l’inégalité de Carleman locale suivante : Il existe une constante C > 0 telle que pour tout
τ ⩾ 1, pour tout u ∈ C∞

0 (Ω),

τ 3∥eτφu∥2
L2(Ω) + τ∥eτφ∇u∥2

L2(Ω) ⩽ C∥eτφ∆u∥2
L2(Ω). (1.12)

Cette condition est appelée condition de sous-ellipticité de Hörmander par rapport à
l’opérateur Laplacien, et nous allons l’utiliser dans la suite de notre travail, dans les chapitres
3 et 4.

Une autre façon d’écrire cette condition est la suivante :
Définition 1.1.3 (Sous-ellipticité de Hörmander). Soit Ω un ouvert borné de Rd. On dit
que la fonction poids φ ∈ C∞(Rd,R) satisfait l’hypothèse de sous-ellipticité sur Ω pour le
laplacien si |∇φ| > 0 sur Ω et si

∀(x, ξ) ∈ Ω × Rd,∀τ ⩾ 1, pφ(x, ξ) = 0 ⇒ 1
τ 3 {Re pφ, Im pφ}(x, ξ) > 0, (1.13)

où pφ est le symbole principal de l’opérateur conjugué eτφ∆(e−τφ·) défini en (1.6).
Remarque 1.1.4. • La forme (1.13) permet la généralisation à des opérateurs ellip-

tiques P d’ordre deux plus généraux que le Laplacien. Ainsi, la condition de sous-
ellipticité d’Hörmander ci-dessus, convenablement modifiée en remplaçant pφ par le
symbole semi-classique de l’opérateur eτφP (e−τφ·), est également une condition néces-
saire et suffisante pour obtenir une inégalité de Carleman locale de la forme (1.12), cf
[LRLR22a].

• Il n’est pas difficile de vérifier l’existence d’une fonction φ satisfaisant la condition
(1.13) pour un opérateur p elliptique. Il suffit, par exemple, de définir φ = eλϕ, avec
|∇ϕ| > 0 sur Ω et λ > 0 choisi suffisamment grand. Ce processus est souvent appelé
convexification.

• Si on cherche φ sous la forme φ = φ(x1), la condition de sous-ellipticité pour le
Laplacien (1.9) se réécrit

φ′′(x1)
(
(φ′(x1))2 + ξ2

1

)
⩾ c > 0, {ξ1φ

′(x1) = 0} ∩ {|ξ|2 = τ 2|φ′(x1)|2}.

Il suffit alors de choisir φ′′ strictement positive et φ′ ne s’annulant pas.
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• Lorsque la condition de sous-ellipticité dégénère, on peut encore récupérer une inégalité
de Carleman, mais avec des puissances du paramètre τ plus petites. Un tel exemple a
été utilisée en particulier dans les travaux de Kenig et al. [KSU07], qui ont introduit la
notion de poids Carleman limite (en anglais, limiting Carleman weights), qui satisfont
la propriété suivante :

∀(x, ξ) ∈ Ω × Rd, pφ(x, ξ) = 0 ⇒ {Re pφ, Im pφ}(x, ξ) = 0.

Une caractéristique importante de cette propriété est que si φ est un poids limite pour
P , alors −φ l’est également. On renvoie à [DSFKSU09] et [LRLR22a, Chapitre 4,
section 4.2.] pour plus de détails.

1.1.2.2 Estimations de Carleman globales

Dans les années 90, motivées par des applications en théorie du contrôle des équations
aux dérivées partielles, les inégalités de Carleman dans L2 ont été utilisées pour quantifier
les propriétés de prolongement unique dans des domaines bornés. Des travaux décisifs, tels
que ceux de Lebeau et Robbiano en 1995 [LR95] ainsi que de Fursikov et Imanuvilov en 1996
[FI96], ont étudié les propriétés de contrôlabilité de l’équation de la chaleur. Dans tous ces
travaux, la difficulté réside dans le développement des inégalités de Carleman près des bords
d’un domaine. Contrairement aux inégalités de Carleman locales mentionnées précédemment
pour obtenir des propriétés de prolongement unique, ces inégalités seront appelées inégalités
de Carleman globales dans la suite. De plus, globale signifie ici que ces inégalités peuvent
être appliquées aux fonctions définies sur l’ensemble du domaine, y compris sur la frontière.
Essentiellement, ces inégalités sont de la forme

τ γ∥eτφu∥X(Ω) ⩽ C∥eτφ Pu∥Y (Ω) + ∥eτφu∥Xobs(ω)︸ ︷︷ ︸
terme d’observation

+ ∥eτφ Bu∥Y∂(∂Ω)︸ ︷︷ ︸
termes de bord

, ∀u ∈ C∞(Ω), ∀ τ ≫ 1,

(1.14)

Ici, ω est un sous-ouvert non-vide de Ω, et les normes ∥·∥X(Ω), ∥·∥Y (Ω), ∥·∥Xobs(ω), ∥·∥Y∂(∂Ω)
sont, respectivement, des normes sur des espaces fonctionnels X(Ω) et Y (Ω) sur Ω, Xobs(ω)
sur ω et Y∂(∂Ω) sur ∂Ω.

On remarque la présence des termes d’observation et des termes de bord dans cette
inégalité globale, qui sont absents dans les versions locales, cf (1.5).

Sous cette forme, le lien avec le prolongement unique apparaît clairement : En effet, si u
est une solution de Pu = 0 dans Ω satisfaisant Bu = 0 sur ∂Ω et u = 0 dans ω, alors u = 0
dans Ω.

Dans le cas de l’opérateur Laplacien, Imanuvilov et Puel ont obtenu le résultat suivant.
Théorème 1.1.5 (Imanuvilov et Puel [IP03]). Soit Ω un domaine borné régulier de Rd, et
ω un sous ouvert non-vide de Ω. Soit ψ ∈ C2(Ω) tel que ψ = 0 sur ∂Ω, ψ(x) > 0 pour
tout x ∈ Ω, et |∇ψ(x)| > 0 pour tout x ∈ Ω \ ω (de telles fonctions existent), et posons
φ = eλψ(x) pour λ ∈ R.

Alors il existe des constantes C > 0, λ ⩾ 1 et τ0 ⩾ 1 telles que ∀τ ⩾ τ0, toute solution
u ∈ H1(Ω) de {

−∆u = f + divF dans Ω,
u = g sur ∂Ω,

avec
f ∈ L2(Ω), F ∈ L2(Ω; Cd), g ∈ H1/2(∂Ω),
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satisfait∫
Ω

|∇u|2e2τφdx+ τ 2
∫

Ω
|u|2e2τφdx ⩽ C

(
τ

1
2 e2τ∥g∥2

H
1
2 (∂Ω)

+ 1
τ

∫
Ω

|f |2e2τφdx

+
d∑
j=1

τ
∫

Ω
|Fj|2 e2τφdx+

∫
ω

(
|∇u|2 + τ 2|u|2

)
e2τφdx

 . (1.15)

Il ne s’agit ici que d’un exemple d’une inégalité de Carleman globale pour le Laplacien
et des conditions au bord de type Dirichlet. De nombreux travaux utilisent des inégalités
de Carleman globales pour le Laplacien ou d’autres opérateurs, conditions au bord, etc. On
peut par exemple citer :

• Dans le contexte de la théorie du contrôle, outre les travaux de Lebeau et Rob-
biano [LR95], et de Fursikov et Imanuvilov [FI96] sur la nulle-contrôlabilité de la
chaleur, les résultats de contrôlabilité aux trajectoires pour la chaleur semi-linéaire
[FCZ00, Bar00]), pour les équations de Navier-Stokes incompressibles par Fernández-
Cara, Guerrero, Imanuvilov et Puel [FCGIP04], ou encore pour l’équation de la chaleur
en présence d’une interface par Le Rousseau et Robbiano [LRR11].

• Dans le contexte de la stabilisation de l’équation des ondes amorties (sans contrôle
géométrique), les travaux de Lebeau [Leb96], Robbiano [LR97], et Burq [Bur98].

• En problèmes inverses, pour obtenir des estimations de stabilité de la quantité inconnue
recherchée (par exemple, un coefficient ou un terme source) en fonction de mesures ef-
fectuées sur la solution de l’EDP, voir par exemple [Isa98, IY98, IY01, IY05, BDBE13].

Notons que l’inégalité de Carleman présentée dans le Théorème 1.1.5 permet non seule-
ment d’établir la propriété de prolongement unique

∆u = 0 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω
u = 0 dansω

⇒ u = 0 dans Ω,

mais aussi d’établir une quantification globale de cette propriété de prolongement unique.
A ce titre, ce sera l’outil de prédilection que l’on choisira dans la suite de cette thèse pour
établir des résultats de quantification de prolongement unique.

Un point important des inégalités de Carleman est le fait que le paramètre τ puisse
être pris arbitrairement grand. En particulier, cela permet d’ absorber des termes d’ordre
inférieur facilement. Ainsi, si on considère u ∈ H1

0 (Ω) solution de{
∆u = V u+W1 · ∇u+ div (W2u) dans Ω
u = 0 sur ∂Ω , (1.16)

pour V ∈ L∞(Ω), W1 ∈ L∞(Ω) et W2 ∈ L∞(Ω), on peut poser f = V u+W1 · ∇u, F = W2u
et appliquer l’inégalité de Carleman (1.15). On obtient alors que pour C et λ bien choisis,
pour tout τ ⩾ τ0,∫

Ω
|∇u|2e2τφdx+ τ 2

∫
Ω

|u|2e2τφdx ⩽ C
(1
τ

∥V ∥2
∞

∫
Ω

|u|2e2τφdx + 1
τ

∥W1∥2
∞

∫
Ω

|∇u|2e2τφdx

+
d∑
j=1

τ∥W2∥2
∞

∫
Ω

|u|2 e2τφdx+
∫
ω

(
|∇u|2 + τ 2|u|2

)
e2τφdx

 . (1.17)
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En particulier, en prenant τ suffisamment grand pour avoir

τ 3 ≫ ∥V ∥2
∞, τ ≫ ∥W1∥2

∞, τ ≫ ∥W2∥2
∞,

les termes de droite de l’inégalité (1.17) contenant les normes des potentiels V , W1, et W2,
peuvent être absorbés par le membre de gauche de l’inégalité (1.17) et on obtient :∫

Ω
|∇u|2e2τφdx+ τ 2

∫
Ω

|u|2e2τφdx ⩽ C
(∫

ω

(
|∇u|2 + τ 2|u|2

)
e2τφdx

)
. (1.18)

On obtient alors, en bornant le poids Carleman e2τφ et en choisissant τ de l’ordre de
C(∥V ∥2/3

∞ + ∥W1∥2
∞ + ∥W2∥2

∞) l’inégalité suivante : u solution de (1.16) satisfait l’inéga-
lité

∥u∥H1
0 (Ω) ⩽ C exp(C(∥V ∥2/3

∞ + ∥W1∥2
∞ + ∥W2∥2

∞))∥u∥H1(ω). (1.19)

C’est ce type d’inégalités qu’on appelera dans la suite quantification du prolongement
unique pour les solutions d’une équation elliptique par rapport aux termes d’ordre inférieur.

Une question naturelle au vu de l’inégalité (1.16) est l’optimalité de la classe des po-
tentiels d’ordre 0 et 1 considérés dans (1.19). En effet, il est bien connu que l’opérateur
Laplacien, muni des conditions au bord de Dirichlet sur un domaine borné régulier, est
un isomorphisme entre H1

0 (Ω) et H−1(Ω). En conséquence, il est naturel de considérer des
termes d’ordre inférieurs tel que l’opérateur

u 7→ V u+W1 · ∇u+ div (W2u)

est compact en tant qu’opérateur de H1
0 (Ω) dans H−1(Ω). En dimension d ⩾ 3, en utilisant

les injections de Sobolev, H1
0 (Ω) ⊂ L

2d
d−2 (Ω) et L

2d
d+2 (Ω) ⊂ H−1(Ω), on voit qu’il est naturel

de considérer les potentiels V , W1 et W2 dans les classes

V ∈ Lq0(Ω), avec q0 >
d

2 , W1 ∈ Lq1(Ω), avec q1 > d, W2 ∈ Lq2(Ω), avec q2 > d.

(1.20)

Problématique générale de la thèse.

Cette thèse part de la remarque qu’à notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature
de quantification du prolongement unique de la forme (1.19) pour les solutions de (1.16)
pour des potentiels V , W1, et W2 dans les classes limites d’intégrabilité présentées dans
(1.20), et il s’agit de l’objectif principal poursuivi dans cette thèse.

1.1.3 Estimations de Carleman Lp

1.1.3.1 Estimations de Carleman Lp à partir de l’inégalité Hilbertienne

Une première remarque est que, en utilisant le Théorème 1.1.5 et en jouant avec les
injections de Sobolev, on peut traiter une classe légérement plus grande de potentiels V ,
correspondant à Lq0(Ω) avec q0 > 2d/3.

D’une part, le membre de gauche de (1.15) et l’injection de Sobolev H1 ↪→ L
2d

d−2 donne

∥eτφu∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ C∥eτφu∥H1(Ω) ⩽ Cτ∥eτφu∥L2(Ω) + C∥eτφ∇u∥L2(Ω). (1.21)
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D’autre part, si on prend f2∗′ ∈ L
2d

d+2 (Ω), pour τ > 0, on peut résoudre{
−∆zτ = eτφf2∗′ dans Ω,
zτ = 0 sur ∂Ω,

et on a, par la propriété d’isomorphisme du Laplacien entre H1
0 (Ω) et H−1(Ω), et l’injection

de Sobolev L
2d

d−2 (Ω) ↪→ H−1(Ω), on obtient

∥∇zτ∥L2(Ω) ⩽ C∥eτφf2∗′∥H−1(Ω) ⩽ C∥eτφf2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

.

En conséquence, en écrivant

f2∗′ = e−τφdiv (∇zτ ) = div (e−τφ∇zτ ) + τe−τφ∇φ · ∇zτ ,

on déduit du Théorème 1.1.5 la propriété suivante :
Pour d ⩾ 3, il existe des constantes C > 0, et τ0 ⩾ 1 telles que ∀τ ⩾ τ0, toute solution

u ∈ H1(Ω) de {
−∆u = f2∗′ + f + divF dans Ω,
u = g sur ∂Ω,

avec
f2∗′ ∈ L

2d
d+2 (Ω), f ∈ L2(Ω), F ∈ L2(Ω; Cd), g ∈ H1/2(∂Ω),

satisfait∫
Ω

|∇u|2e2τφdx+ τ 2
∫

Ω
|u|2e2τφdx+ ∥eτφu∥2

L
2d

d−2 (Ω)

⩽ C
(
τ

1
2 e2τ∥g∥2

H
1
2 (∂Ω)

+ 1
τ

∫
Ω

|f |2e2τφdx +
d∑
j=1

τ
∫

Ω
|Fj|2 e2τφdx

+τ∥eτφf2∗′∥2
L

2d
d+2 (Ω)

+
∫
ω

(
|∇u|2 + τ 2|u|2

)
e2τφdx

)
. (1.22)

Montrons comment une telle inégalité permet d’établir le prolongement unique pour les
solutions u de (1.16) avec V ∈ Lq0(Ω) pour q0 >

2d
3 et, pour simplifier W1 = 0 et W2 = 0.

Dans ce cas, l’estimée (1.22) donne alors, en écrivant V = V∞ + Vd/2 avec V∞ ∈ L∞(Ω)
et Vd/2 ∈ Ld/2(Ω), pour tout τ ⩾ τ0,

τ∥eτφu∥L2(Ω)+∥eτφu∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽
C

τ
1
2
∥eτφV∞u∥L2(Ω)+Cτ

1
2 ∥eτφVd/2u∥

L
2d

d+2 (Ω)
+Cτ∥eτφu∥H1(ω).

⩽
C∥V∞∥L∞(Ω)

τ
1
2

∥eτφu∥L2(Ω) + Cτ
1
2 ∥Vd/2∥

L
d
2 (Ω)

∥eτφu∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ Cτ∥eτφu∥H1(ω).

En particulier, pour

τ
3
2 ≫ ∥V∞∥L∞(Ω) et τ

1
2 ∥Vd/2∥

L
d
2 (Ω)

≪ 1, (1.23)

on pourra absorber les termes faisant intervenir les potentiels V∞ et Vd/2 par le membre de
gauche.

Pour faire cela, on choisit

λ = ∥V ∥Lq0 (Ω)τ
d

q0 , and V∞ = V 1|V |⩽λ, Vd/2 = V 1|V |>λ,
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si bien que les conditions (1.23) deviennent

τ
3
2 − d

q0 ≫ ∥V ∥Lq0 (Ω),

qui ne peuvent être satisfaites que si q0 >
2d
3 .

Cela donne notamment le prolongement unique pour l’opérateur −∆ + V avec des po-
tentiels dans Lq0(Ω), avec q0 > 2d

3 et une quantification du prolongement unique global
en

C exp
C∥V ∥

2
3− 2d

q0
Lq0 (Ω)

 .
Remarquons aussi qu’on peut adapter l’argument présenté ci-dessus à partir de (1.22)

pour obtenir le prolongement unique pour l’opérateur −∆ + V + W1 · ∇ · +div (W2·) pour
des potentiels V ∈ Lq0(Ω), W1 ∈ Lq1(Ω), et W2 ∈ Lq2(Ω), avec q0 >

2d
3 , q1 > 2d, q2 > 2d, et

on obtient une quantification du prolongement unique global en

C exp
C∥V ∥

2
3− 2d

q0
Lq0 (Ω) + C∥W1∥

2
1− 2d

q1
Lq1 (Ω) + C∥W2∥

2
1− 2d

q2
Lq2 (Ω)

 .
Ce résultat correspond au seuil d’intégrabilité obtenu par des arguments similaires dans

l’article de Saut et Scheurer [SS82] pour le prolongement unique en utilisant des inégalités de
Carleman Hilbertiennes couplées avec des arguments d’interpolation. Ce résultat ne permet
néanmoins pas d’atteindre l’intégrabilité limite q0 >

d
2 , q1, q2 > d que l’on attendrait. Pour-

tant, il est connu que les puissances du paramètre τ en face de chaque terme de l’estimée
(1.15) sont optimales, cf [LRLR22a, Chapitre 4].

Dès lors, il est naturel de se tourner vers des inégalités de Carleman plus générales, dans
des classes d’intégrabilité Lp appropriées.

1.1.3.2 Estimations de Carleman Lp, approche directe

Comme nous l’avons vu précédemment, les estimées de Carleman dans un cadre Hilber-
tien ne semblent pas permettre de considérer des termes d’ordre inférieur dans des classes
d’intégrabilité optimales.

Ce problème a été étudié en particulier pour les questions de prolongement unique et
prolongement unique fort pour l’opérateur Laplacien. Amrein, Berthier et Georgescu (1981)
[ABG81] ont prouvé le prolongement unique fort pour −∆ + V (x), lorsque V ∈ Lp(Rd),
p > d/2, pour d = 2, 3, 4 (cela a été amélioré à p = d/2, d = 3, 4 par E.T. Sawyer [Saw84]),
tandis que pour des d plus grands, les meilleurs résultats étaient ceux de L. Hörmander
(1983) [Hö83], qui a établi le prolongement unique pour V ∈ Lp(Rd), p > 4d− 2/7, d > 4.

Ensuite, les estimations de Carleman Lp locales suivantes ont été introduites par D.
Jerison et C. E. Kenig en 1985.

Théorème 1.1.6 (Jerison-Kenig [JK85]). Soit d ⩾ 3. Il existe C > 0 tel que pour tout
τ > 0, dist(τ ; N + d−2

2 ) = 1
2 , u ∈ C∞

0 (Rd \ {0})

∥| x |−τ u ∥
L

2d
d−2 (Rd)

⩽ C ∥| x |−τ ∆u ∥
L

2d
d+2 (Rd)

. (1.24)

Notons tout de suite que le Théorème 1.1.6 permet d’obtenir le prolongement unique
fort pour l’opérateur −∆ + V avec V ∈ L

d
2
loc(Rd).
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L’estimation (1.24) correspond à la fonction poids suivante

φ(x) = − ln |x|,

qui satisfait une condition de sous-ellipticité dégénérée, et qui est invariante par changement
d’échelle. Il est intéressant de comparer cette estimée à l’estimée (1.22), qui donne pour tout
u ∈ C∞

0 (Ω \ ω), et pour tout τ ⩾ τ0,

∥eτφu∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ Cτ
1
2 ∥eτφ∆u∥

L
2d

d+2 (Ω)
. (1.25)

On constate en particulier les différences de puissance de τ dans l’estimée (1.24) et (1.25).
C’est précisément cette différence qui fait que l’estimée (1.24) permet d’obtenir un résultat
de prolongement unique pour l’opérateur −∆ + V avec V ∈ L

d
2
loc(Rd).

La démonstration de l’estimation (1.24) constitue une grande avancée de D. Jerison et C.
Kenig ; leur argument initial était basé sur une analyse précise des normes Lp des fonctions
de Bessel sur la sphère. Une autre approche, basée sur la construction d’une paramétrice de
l’opérateur conjugué |x|−τ∆(|x|τ ·) et les estimées sur les projecteurs spectraux du Laplacien
sphérique, est donné dans [Sog17, Chapitre 5], voir aussi [Sog88]. En fait, on s’inspirera
plutôt dans cette dernière approche dans notre travail.

En raffinant ces estimées de Carleman Lp, Barcelo-Kenig-Ruiz-Sogge [BKRS88] arrive à
démontrer le prolongement unique pour l’opérateur −∆ + V + W1 · ∇ avec V ∈ L

d
2
loc(Rd)

et W1 ∈ L
3d−2

2
loc (Rd). De plus, [BKRS88] démontre également qu’une méthode basée sim-

plement sur les estimations de Carleman ne peut pas permettre d’obtenir des résultats de
prolongement unique pour des potentiels d’ordre 1 W1 ∈ Lq1

loc(Rd) avec q1 <
3d−2

2 .
Pour atteindre des résultats de prolongement unique pour des potentiels d’ordre 1 dans

des classes d’intégrabilité plus faibles, T. Wolff a introduit un argument supplémentaire sur
des propriétés de concentration de mesures, qui ont permis d’atteindre la classe optimale,
cf [Wol92], voir Lemme 1.3.2 ci-après.

En revisitant l’approche de Wolff et les inégalités de Carleman Lp, le résultat de prolon-
gement unique fort le plus abouti pour les opérateurs elliptiques est le suivant :

Théorème 1.1.7 (Koch-Tataru [KT01]). Soit P un opérateur différentiel elliptique de la
forme

Pu = div (g(x)∇u) +W1 · ∇u+ div (W2u) + V u,

où les coefficients g,Wi, V sont définis dans une boule B = B(x0, R). Supposons que gij

satisfait la condition d’ellipticité uniforme

c|ξ|2 ⩽
∑

1⩽i,j⩽d
gijξiξj ⩽ C|ξ|2 pour ξ ∈ Rd \ {0}

et que gij ∈ W 1,∞(B), Wi ∈ Ld(B) et V ∈ L
d
2 (B). Alors P a la propriété de prolongement

unique fort (1.4) sur H1.

Solution fondamentale et parametrice

Les estimées de Carleman Lp sont basées sur des estimées d’une paramétrice de l’opéra-
teur conjugué Pφ = eτφPe−τφ,
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Pour être plus précis, rappelons qu’une paramétrice pour l’opérateur Q sur Ω est une
distribution E = E(x, y) définie pour x, y ∈ Ω telle que

Q(x,D)E(·, y) = δy + hy, dans D ′(Ω), (1.26)

où hy est une fonction régulière. Si E(·, y) vérifie (1.26) avec h ≡ 0, alors E est une solution
fondamentale de Q. On peut obtenir beaucoup d’informations sur les solutions de Qu =
f , dès qu’une solution fondamentale ou paramétrice est connue. En effet, dans le cas où
E est une solution fondamentale, on obtient qu’une solution u de Qu = f est donnée
(formellement) par u(x) =

∫
y∈Ω E(x, y)f(y) dy, et on peut donc obtenir des informations

précises sur les solutions u de Qu = f si connaît bien la solution fondamentale. Bien
entendu, cette approche s’adapte dans le cas où on connaît seulement une approximation
de la solution fondamentale, donc notamment dans le cas d’une paramétrice. On verra par
la suite que beaucoup de nos travaux font intervenir de façon explicite une paramétrice.

1.1.4 Espaces Lp optimaux pour le prolongement unique.

Comme nous l’avons vu, le prolongement unique pour l’opérateur P = −∆+V +W1 ·∇·
+div (W2·) est valable pour V ∈ Lq0(Ω), W1 ∈ Lq1(Ω; Cd) et W2 ∈ Lq2(Ω; Cd), avec q0 ⩾ d/2,
q1 ⩾ d et q2 ⩾ d (voir [Wol93]). De plus, le prolongement unique fort a même été prouvé
dans les cas où q0 ⩾ d/2, q1 ⩾ d et q2 ⩾ d (voir [KT01]). Ces classes d’intégrabilité pour les
potentiels sont optimales.

En effet en dimension d ⩾ 3, pour p < d
2 et q < d, le travail de Koch-Tataru [KT02]

construit des potentiels et des solutions non triviales à support compact pour l’équation

∆u = V u dans Rd, (1.27)

avec V ∈ Lp et pour l’équation

∆u = W · ∇u dans Rd, (1.28)

avec W ∈ Lq.
Cela fait suite à des travaux antérieurs, par exemple [KN00] et [Man02], certains aussi

valides en dimension d = 2.
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A W V Outils
Holmgren [Hol01] analytique analytique analytique Analyticité de u

Carleman [Car39], Hörmander[Hö63] W 1,∞ L∞ L∞ L2 − L2 Carleman
Jerison et Kenig [JK85] Id 0 L

d
2 Lp − Lp

′-Carleman
Barcelo-Kenig-Ruiz-Sogge [BKRS88] Id L

3d−2
2 L

d
2 Lp − Lp

′-Carleman
Thomas Wolff [Wol92] Id Ld L

d
2 Lp − Lp

′-Carleman +
Koch et Tataru [KT01] W 1,∞ Ld L

d
2 argument de Wolff

V ∈ L
d
2 et W ∈ (Ld)d sont les espaces optimaux pour obtenir le prolongement unique.

Pliś [Pli63] Miller [Mil74] Cs, s < 1 0 0
Kenig-Nadirashvili [KN00] Id Lq, q < 2 L1 Produit Weierstrass

Koch-Tataru [KT02] Id Lq, q < d Lp,p < d
2 Solution fondamentale

Table 1.1 – Bilan des résultats de prolongement unique pour l’opérateur P = −div (A∇·) + V +
W · ∇·.

1.2 Principaux résultats de la thèse, partie I

1.2.1 Estimations de Carleman Lp globales pour l’opérateur Laplacien

Dans la première partie de cette thèse, on établit des estimations de Carleman globales
Lp pour l’opérateur de Laplace plat dans un domaine borné régulier de Rd (d ⩾ 3), avec une
fonction poids générale satisfaisant les conditions strictes de sous-ellipticité de Hörmander.
En application, nous montrerons comment celles-ci peuvent être utilisées pour obtenir des
résultats de quantification du prolongement unique pour les solutions d’équations elliptiques,
par rapport aux normes des potentiels.

Théorème 1.2.1 (Dehman-Ervedoza-Thabouti [DET23]). Soit d ⩾ 3, Ω ⊂ Rd un domaine
borné de classe C3, et ω un sous-ensemble ouvert non vide de Ω avec ω ⊂ Ω. Soit φ ∈ C3(Ω)
tel que

∀x ∈ ∂Ω, φ(x) = 0 et ∂nφ(x) < 0, (1.29)

et il existe α, β > 0 tels que
inf
Ω\ω

|∇φ| > α, (1.30)

et

∀x ∈ Ω \ ω, ∀ξ ∈ Rd avec |∇φ(x)| = |ξ| et ∇φ(x) · ξ = 0,
(Hessφ(x))∇φ(x) · ∇φ(x) + (Hessφ(x))ξ · ξ ⩾ β|∇φ(x)|2, (1.31)

où Hessφ désigne la matrice hessienne de φ. Soit ω1 un sous-ensemble ouvert de Ω tel que
ω ⊂ ω1 et ω1 ⊂ Ω, et η ∈ C ∞

c (Rd) radiale, non négative s’annulant à l’extérieur du disque
de rayon 1 et égale à un dans le disque de rayon 1

2 .
Alors, il existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 (dépendants uniquement de α, β, ∥φ∥C3(Ω), η et de la

configuration géométrique Ω, ω et ω1) tels que pour tout u ∈ H1(Ω) solution de−∆u = f2 + f2∗′ + divF dans Ω,
u = g sur ∂Ω,

(1.32)
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avec
f2 ∈ L2(Ω), f2∗′ ∈ L

2d
d+2 (Ω), F ∈ L2(Ω; Cd), et g ∈ H

1
2 (∂Ω),

on a, pour tout τ ⩾ τ0,

τ
3
2 ∥eτφu∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥eτφ∇u∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥eτφf2∥L2(Ω) + τ

3
4 − 1

2d ∥eτφf2∗′∥
L

2d
d+2
η,τ (Ω)

+τ∥eτφF∥L2(Ω) + τ
3
4 ∥g∥

H
1
2 (∂Ω)

+ τ
3
2 ∥eτφu∥L2(ω1) + τ

3
4 ∥eτφu∥

L
2d

d−2
η,τ (ω1)

)
, (1.33)

et

τ
3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2
η,τ (Ω)

⩽ C

(
∥eτφf2∥L2(Ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥eτφf2∗′∥
L

2d
d+2
η,τ (Ω)

+τ∥eτφF∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d ∥g∥
H

1
2 (∂Ω)

+ τ
3
2 ∥eτφu∥L2(ω1) + τ

3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2
η,τ (ω1)

)
. (1.34)

Ici, les normes ∥ · ∥Lp
η,τ (Ω) sont définies pour p ∈ [1,∞] et f ∈ Lp(Ω) par la formule

∥f∥2
Lp

η,τ (Ω) = τ
d
3

∫
x0∈Ω

∥η(τ 1
3 (· − x0))f(·)∥2

Lp(Ω) dx0.

Remarque 1.2.2. Les notations 2∗ et 2∗′ découlent de l’injection de Sobolev H1(Ω) ⊂
L2∗(Ω), avec 2∗ = 2d/(d− 2) et L2∗′(Ω) ⊂ H−1(Ω), avec 2∗′ = 2d/(d+ 2).

L’estimation de Carleman (1.33) coïncide avec celle obtenue dans (1.15) de [IP03] à
l’exception des termes impliquant la norme L

2d
d+2
η,τ (Ω). Ce terme et l’estimation (3.6) sur

u dans L
2d

d−2
η,τ (Ω) sont les principales nouveautés de notre résultat et nous permettent de

quantifier efficacement les propriétés de prolongement unique pour les solutions d’équations
elliptiques par rapport aux normes des potentiels en Lp(Ω).

Pour mieux comprendre les normes Lpη,τ (Ω), il est intéressant de pointer les deux estimées
suivantes : Pour p > 2, il existe C telle que

∀f ∈ Lp(Ω), 1
C

∥f∥Lp(Ω) ⩽ ∥f∥Lp
η,τ (Ω) ⩽ Cτ( 1

2 − 1
p) d

3 ∥f∥Lp(Ω),

et pour pour p < 2, il existe C tel que

∀f ∈ Lp(Ω), τ( 1
2 − 1

p) d
3

C
∥f∥Lp(Ω) ⩽ ∥f∥Lp

η,τ (Ω) ⩽ C∥f∥Lp(Ω).

Il est intéressant de comparer (1.22) avec les estimées (1.33)–(1.34) : les puissances du
paramètre τ devant les normes L

2d
d+2
η,τ (Ω) sont plus petites dans (1.33) (τ 3

4 − 1
2d ) que dans (1.22)

(τ après multiplication par τ de (1.22)). Ce gain est dû à des estimées plus précises sur les
projecteurs spectraux du Laplacien tangentiel (on verra plus tard précisément en quel sens),
et permet notamment d’obtenir des résultats de quantification du prolongement unique pour
des potentiels V ∈ Lq0(Ω) pour q0 > d/2.

Soulignons également que le Théorème 1.2.1 présente des estimations de Carleman glo-
bales dans Lp , valables pour des fonctions u ayant éventuellement une trace non nulle sur
le bord. À notre connaissance, ceci est nouveau, car toutes les estimations de Carleman Lp

avec p ̸= 2 qu’on a rencontrées dans la littérature sont valables pour des fonctions à support
compact.
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1.2.2 Quantification du prolongement unique

Comme conséquence des estimations de Carleman du théorème 1.2.1, nous prouverons
dans la Section 3.8 le résultat suivant :

Théorème 1.2.3 (Dehman-Ervedoza-Thabouti [DET23]). Soit d ⩾ 3, Ω ⊂ Rd un domaine
borné de classe C3 et ω un sous-ensemble ouvert non vide de Ω avec ω ⊂ Ω. Alors il existe
une constante C = C(Ω, ω) > 0 telle que pour toute solution u ∈ H1

0 (Ω) de

∆u = V u+W1 · ∇u+ div(W2u) dans Ω,

avec
V ∈ Lq0(Ω), W1 ∈ Lq1(Ω; Cd), W2 ∈ Lq2(Ω; Cd),

on a :
1. Si q0 ∈ (d2 ,∞], q1 ∈ (3d−2

2 ,∞] et q2 ∈ (3d−2
2 ,∞] et

1
q1

+ 1
q2
< 4

(
1 − 1

d

3d− 2

)
,

la fonction u satisfait

∥u∥L2(Ω) ⩽ Ce
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥W1∥δ(q1)
Lq1 (Ω)+∥W2∥δ(q2)

Lq2 (Ω)+(∥W1∥Lq1 (Ω)∥W2∥Lq2 (Ω))ρ(q1,q2)
)

∥u∥
L

2d
d−2 (ω)

,

(1.35)
avec

γ(q)=



1
3
2

(
1 − d

2q

)
+ 1

2q

si q ⩾ d, δ(q)= 2

1 − 3d− 2
2q

,

1(3
4 + 1

2d

)(
2 − d

q

) si q ∈
(
d

2 , d
]
, ρ(q1, q2) = 1

1− 1
d

−
(3

4 − 1
2d

)(
d

q1
+ d

q2

) .

2. Si q0 ∈ (d2 ,∞], q1 ∈ (3d
2 ,∞] et q2 ∈ (3d

2 ,∞], la fonction u satisfait

∥u∥L2(Ω) ⩽ Ce
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥W1∥δ̃(q1)
Lq1 (Ω)+∥W1∥δ̃(q2)

Lq1 (Ω)

)
∥u∥

L
2d

d−2 (ω)
, (1.36)

avec
δ̃(q) = 2

1 − 3d
2q

.

Plusieurs remarques s’imposent.
D’abord, le prolongement unique est connu pour être valide pour des potentiels V ∈

Lq0(Ω), W1 ∈ Lq1(Ω; Cd), et W2 ∈ Lq2(Ω; Cd) lorsque q0 ⩾ d/2, q1 ⩾ d et q2 ⩾ d, voir les
travaux [Wol93] et [KT01] où même le prolongement unique fort est prouvé pour q0 > d/2,
q1 > d et q2 > d. (Ces classes d’intégrabilité pour les potentiels sont optimales, voir [KT02].)

Ces résultats de prolongement unique nécessitent l’utilisation d’une estimation de Carle-
man et d’un délicat argument d’analyse harmonique inspiré par [Wol92], voir aussi [KT01].
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Dans cet argument, la fonction poids dans l’estimation de Carleman dépend de la solution,
ce qui rend difficile le suivi de la quantification du prolongement unique par rapport aux
normes des potentiels. Un autre résultat connexe est l’article [MV12], qui quantifie les pro-
priétés de prolongement unique pour l’opérateur laplacien avec des termes d’ordre inférieur
dans la classe d’intégrabilité optimale, mais pas par rapport aux normes des potentiels. En
fait, puisque ce travail est basé sur [KT01], comme mentionné ci-dessus, il n’est pas clair
comment la preuve dans [MV12] peut être rendue quantitative par rapport aux normes des
potentiels.

Par conséquent, lorsqu’on essaie de quantifier la propriété de prolongement unique par
rapport aux normes des termes d’ordre inférieur, il n’est pas clair que l’on puisse atteindre
les mêmes échelles d’intégrabilité critiques pour les termes d’ordre inférieur. En fait, les
résultats connus reposent uniquement sur l’utilisation d’une estimation de Carleman, ce
qui, comme indiqué dans [BKRS88], ne permet pas d’aller au-delà de W1 ∈ L

3d−2
2 (Ω). Cela

correspond à ce qui est fait dans [DZ19, Dav20] en utilisant une estimation de Carleman
Lp. Mais les résultats de [DZ19] décrivant l’ordre maximal d’annulation des solutions des
équations elliptiques nécessitent respectivement V ∈ Lq0(Ω) avec q0 >

d
2(3d − 2)/(5d − 2)

et W1 ∈ Lq1(Ω) avec q1 > (3d − 2)/2, et W2 = 0. Notons également que le théorème 1 de
[Dav20], qui s’applique lorsque W1 = W2 = 0, présente la même dépendance par rapport à
la norme Lq0(Ω) de V que dans le Théorème 1.2.3.

Notons enfin que nous ne savons quelle est la dépendance optimale de la constante d’ob-
servabilité par rapport aux normes des potentiels dans le cadre général. On sait juste que
lorsque le potentiel V ∈ L∞(Ω) et W1 = W2 = 0, la constante d’observabilité est nécessai-
rement en exp(C∥V ∥2/3

L∞(Ω)), cf [Mes91] et [DZZ08], ce qui correspond à notre résultat.

1.2.3 Stratégie de preuve

Pour démontrer le théorème 1.2.1, on commence par le cas géométrique simple d’une
bande verticale, avec une fonction poids linéaire x 7→ x1, et un opérateur du second ordre
de la forme ∆ − x1

∑d
j=2 λj∂

2
j , voir la section 3.2 pour les énoncés.

Bien que cela puisse sembler être un cas très spécifique, on montrera dans la section 3.7
que ce n’est pas le cas, notamment en raison des deux faits suivants :

• Premièrement, si on localise les fonctions dans une boule de rayon suffisamment petit,
on peut effectuer un changement de variables (dans l’esprit des coordonnées géodé-
siques normales), de telle sorte que l’opérateur conjugué eτφ∆ (e−τφ·) peut être refor-
mulé en un problème dans la bande avec un opérateur de la forme ∆ − x1

∑d
j=2 λj∂

2
j

et la fonction poids linéaire x 7→ x1.
• Deuxièmement, on peut recoller les estimations de Carleman locales et sur le bord

obtenues de cette manière, et les termes de localisation introduits par les troncatures
peuvent être absorbés par ce processus si la localisation n’est pas trop forte.

Par conséquent, nous devons équilibrer les deux processus et choisir le taux de localisation de
manière appropriée. Il s’avère qu’une localisation dans des boules de taille τ− 1

3 fonctionne.
En conséquence, la majeure partie du Chapitre 3 se concentre en fait sur la preuve d’une

estimation de Carleman dans la bande pour un opérateur de la forme ∆−x1
∑d
j=2 λj∂

2
j avec

une fonction poids linéaire x 7→ x1.
Ainsi, on considère le cas d’une bande de la forme

Ω = (X0, X1) × Rd−1, (1.37)
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et le problème elliptique suivant
∆v − x1

∑d
j=2 λj∂

2
j v = f2 + f2∗′ + divF dans Ω,

v (X0, x
′) = g(x′), pour x′ ∈ Rd−1,

v (X1, x
′) = 0, pour x′ ∈ Rd−1,

(1.38)

où
f2 ∈ L2(Ω), f2∗′ ∈ L

2d
d+2 (Ω), F ∈ L2(Ω; Cd), et g ∈ H

1
2 (Rd−1). (1.39)

Pour pouvoir résoudre le problème elliptique (1.38), nous supposons la coercivité de
l’opérateur −∆ + x1

∑d
j=2 λj∂

2
j dans Ω, c’est-à-dire que

∃c0 > 0, ∀x1 ∈ [X0, X1], ∀ξ ∈ Rd,
1
c2

0
|ξ|2 ⩽

d∑
j=1

(1 − x1λj)|ξj|2 ⩽ c2
0|ξ|2, (1.40)

où on a posé λ1 = 0 pour plus de commodité. Sous la condition (1.40) et les hypothèses
d’intégrabilité et de régularité (1.39), le problème (1.38) admet une solution unique v ∈
H1(Ω).

Pour estimer cette solution, en raison du cadre géométrique spécifique, il est utile d’uti-
liser une transformation de Fourier dans les variables tangentielles (qui sont transverses au
gradient de la fonction poids, c’est-à-dire à la direction e1), et construire explicitement une
paramétrice, voir la section 3.3. En fait, cette approche est inspirée par [Sog89, KT01] et
par les travaux récents sur les estimations de Carleman pour l’opérateur de Laplace avec
des conductivités discontinues, par exemple [LRL13].

En effet, si ξ′ ∈ Rd−1 est le paramètre de Fourier correspondant à la variable tangentielle
x′ ∈ Rd−1, le problème (1.38) fait intervenir l’opérateur

(∂1 − τ)2 −
d∑
j=2

(1 − x1λj)ξ2
j = (∂1 − τ − ψ(x1, ξ

′)) (∂1 − τ + ψ(x1, ξ
′)) − ∂1ψ(x1, ξ

′), (1.41)

où

ψ(x1, ξ
′) =

√√√√√ d∑
j=2

(1 − x1λj)ξ2
j , x1 ∈ [X0, X1], ξ′ ∈ Rd−1, (1.42)

Il est dès lors facile de résoudre

(∂1 − τ − ψ(x1, ξ
′)) (∂1 − τ + ψ(x1, ξ

′)) ,

ce qui permet de construire une paramétrice explicite pour l’opérateur (1.38) : cette para-
métrice est naturellement donnée sous la forme

v = Kτ,0(f2 + f2∗′) +Kτ,1(F1) +
d∑
j=2

Kτ,j(Fj) +Rτ (v) +Gτ (g) +Hτ ((∂1v − F1)(X1, ·)),

où les opérateurs Kτ,j, Rτ , Gτ et Hτ sont des multiplicateurs de Fourier dans la variable ξ′

et des opérateurs à noyau dans la première variable. Par exemple, on aura que les opérateurs
Kτ,j, pour j ∈ {0, · · · , d} sont formellement définis pour f dépendant de (x1, x

′) ∈ Ω, par

K̂τ,jf(x1, ξ
′) =

∫
y1∈(X0,X1)

kτ,j(x1, y1, ξ
′)f̂(y1, ξ

′) dy1, (x1, ξ
′) ∈ Ω, (1.43)
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pour un noyau kτ,j.
Au vu de l’équation (1.41), il est naturel de décomposer l’espace des ξ′ ∈ Rd−1 en

ξ′ ∈ Rd−1 7→
(
ψ(x1, ξ

′), ξ′

ψ(x1, ξ′)

)
∈ R+ × Σx1 ,

où Σx1 est l’ellipsoïde donné par Σx1 = {ξ′ ∈ Rd−1, ψ(x1, ξ
′) = 1}. Cette décomposition va

nous permettre d’utiliser les estimées de Stein Tomas (voir [Tom75], [SM93, theorem 2, page
352], ou [Sog17, Corollary 2.2.2]) pour obtenir des estimées Lp − Lq sur ces opérateurs.
Théorèmes de Restriction et applications.

Commençons par rappeler le théorème classique de Stein Tomas sur la restriction de
Fourier :

Théorème 1.2.4 ([Tom75], voir aussi [SM93, Théorème 2, page 352]). Soit n ⩾ 2, et Sn−1

la sphère unité de Rn.
Alors l’application {

L1(Rn) → L2(Sn−1)
f 7→ f̂

∣∣∣
Sn−1

peut être prolongée par continuité à L
2(n+1)
(n+3) (Rn), et il existe une constante C > 0 telle que

pour tout f ∈ L
2(n+1)
(n+3) (Rn),

∥f̂∥L2(Sn−1) ⩽ C∥f∥
L

2(n+1)
(n+3) (Rn)

.

Il est bien connu que ce théorème de restriction peut être prolongé à toute hypersurface
de courbure gaussienne non nulle, voir par exemple [Sog17, Corollaire 2.2.2].

En considérant les formules (1.43) et la forme des multiplicateurs de Fourier que nous
devons estimer, il est intéressant pour nous d’analyser les théorèmes de restriction de Fourier
sur la famille de surfaces

Σa = {ξ ∈ Rn, ψ(a, ξ) = 1}, a ∈ [X0, X1], (1.44)

où par analogie avec la fonction ψ dans (1.42) et les conditions (1.40), on a défini

ψ(a, ξ) =
√√√√ n∑
j=1

(1 − aλj)ξ2
j , a ∈ [X0, X1], ξ ∈ Rn, (1.45)

où la famille de coefficients (λj)j∈{1,··· ,n} satisfait à la condition

∃c0 > 0, ∀a ∈ [X0, X1], ∀ξ ∈ Rn,
1
c0

|ξ|2 ⩽
n∑
j=1

(1 − aλj)|ξj|2 ⩽ c0|ξ|2. (1.46)

Remarquons qu’en vertu de la condition (1.46), pour tout a ∈ [X0, X1], la surface Σa est un
ellipsoïde et donc [Sog17, Corollaire 2.2.2] s’applique et garantit que l’application f 7→ f̂

∣∣∣
Σa

envoie L
2(n+1)
(n+3) (Rn) dans L2(Σa).

En fait, pour le présent travail, on a besoin d’une version légèrement plus raffinée de ce
résultat, garantissant que la norme de cette application est indépendante de a ∈ [X0, X1].
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Théorème 1.2.5. Soit n ⩾ 2. Supposons que la famille de coefficients (λj)j∈{1,··· ,n} satisfait
(1.46) pour un certain c0 > 0. Alors, il existe une constante C > 0 dépendante uniquement
de c0 (et de n) telle que pour tout a ∈ [X0, X1], pour tout f ∈ L

2(n+1)
(n+3) (Rn), on a

∥f̂∥L2(Σa) ⩽ C∥f∥
L

2(n+1)
(n+3) (Rn)

. (1.47)

En conséquence, cela permet d’obtenir des estimations sur certaines familles de multi-
plicateurs de Fourier. Pour être plus précis, pour X0 < X1 et des coefficients (λj)j∈{1,··· ,n}
satisfaisant (1.46), on définit ψ comme dans (1.45) et Σa l’ellipsoïde défini pour a ∈ [X0, X1]
par (1.44).

Pour a ∈ [X0, X1] et k ∈ L∞(R+, L
∞(Σa)), on considère des opérateurs donnés comme

suit :

Ka,k : L2(Rn) → L2(Rn), donné par K̂a,k(f)(ξ) = k

(
ψ(a, ξ), ξ

ψ(a, ξ)

)
f̂(ξ), ξ ∈ Rn.

(1.48)
On montre le résultat suivant :

Proposition 1.2.6. Soit n ∈ N, n ⩾ 2. Soient X0 < X1, et les coefficients (λj)j∈{1,··· ,n}
satisfaisant (1.46). Pour a ∈ [X0, X1], soit ψ et Σa comme dans (1.44)–(1.45). Alors il existe
une constante C > 0 telle que, pour tout a ∈ [X0, X1], pour tout k ∈ L∞(R+, L

∞(Σa)), on a
• Le multiplicateur de Fourier Ka,k dans (1.48) applique L2(Rn) dans lui-même et

∥Ka,k∥L (L2(Rn)) ⩽ ∥k∥L∞(R+,L∞(Σa)). (1.49)

• Si de plus k satisfait ∫ ∞

0
∥k(λ, ·)∥L∞(Σa) λ

n−1
n+1 dλ < ∞,

alors le multiplicateur de Fourier Ka,k dans (1.48) appartient à L (L
2(n+1)
(n+3) (Rn), L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

et
∥Ka,k∥

L (L
2(n+1)
(n+3) (Rn),L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

⩽ C
∫ ∞

0
∥k(λ, ·)∥L∞(Σa) λ

n−1
n+1 dλ. (1.50)

• Si k satisfait ∫ ∞

0
∥k(λ, ·)∥2

L∞(Σa) λ
n−1
n+1 dλ < ∞,

alors le multiplicateur de Fourier Ka,k dans (1.48) appartient à

L (L
2(n+1)
(n+3) (Rn), L2(Rn)) ∩ L (L2(Rn), L

2(n+1)
(n−1) (Rn)),

et

∥Ka,k∥
L (L

2(n+1)
(n+3) (Rn),L2(Rn))

⩽ C

√∫ ∞

0
∥k(λ, ·)∥2

L∞(Σa) λ
n−1
n+1 dλ, (1.51)

∥Ka,k∥
L (L2(Rn),L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

⩽ C

√∫ ∞

0
∥k(λ, ·)∥2

L∞(Σa) λ
n−1
n+1 dλ. (1.52)

Dans la preuve, on utilisera ensuite Proposition 1.2.6 et les inégalités de Hardy-Littlewood-
Sobolev en dimension un d’espace pour estimer les normes de chacun des opérateurs Kτ,j,
Rτ , Gτ et Hτ . On renvoie au Chapitre 3 pour plus de détails.
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1.3 Principaux résultats de la thèse, partie II

Dans la deuxième partie de cette thèse, on s’intéresse à traiter le cas avec des potentiels
d’ordre un dans des espaces plus singuliers. Plus précisément, notre objectif principal est de
prouver le résultat quantitatif de prolongement unique suivant.

1.3.1 Quantification du prolongement unique avec des potentiels d’ordre un
dans des classes presque optimales

Théorème 1.3.1 (Caro-Ervedoza-Thabouti [CET24]). Soit d ⩾ 3, Ω ⊂ Rd un domaine
borné, et ω et O des sous-ensembles ouverts non vides de Ω avec ω ⊂ ω ⊂ O ⊂ O ⊂ Ω.
Supposons en outre la condition géométrique suivante :

(GC) Pour tout y ∈ O, il existe x0 ∈ ω, ry > 0 et un chemin lisse γy de longueur finie tel
que γy(0) = x0, γy(1) = y, et ∪s∈[0,1]Bγy(s)(ry) ⊂ Ω, où Bγy(s)(ry) est la boule centrée
en γy(s) et de rayon ry.

Alors, il existe des constantes C = C(ω,O,Ω) > 0 et α ∈ (0, 1) dépendant uniquement de
ω, O et Ω telles que pour toute solution u ∈ H1(Ω) de

∆u = V u+W1 · ∇u+ div(W2u) dans D′(Ω), (1.53)

où

V ∈ Lq0(Ω), Wj ∈ Lqj (Ω; Cd), avec q0 ∈
(
d

2 ,∞
]
, qj ∈ (d,∞] , pour j ∈ {1, 2}, (1.54)

nous avons

∥u∥H1(O) ⩽ Ce
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥W1∥δ(q1)
Lq1 (Ω)+∥W2∥δ(q2)

Lq2 (Ω)

)
∥u∥αH1(ω)∥u∥1−α

H1(Ω), (1.55)

avec

γ(q) =



1
3
2

(
1 − d

2q

)
+ 1

2q

si q ⩾ d,

1(3
4 + 1

2d

)(
2 − d

q

) si q ∈
(
d

2 , d
]
,

et δ(q) = 2

1 − d

q

, si q > d. (1.56)

Notons que la condition géométrique (GC) supposée dans le théorème 1.3.1 est une
condition technique très légère. Cette condition peut être violée dans certains ensembles
de type fractal, mais elle est certainement satisfaite pour la plupart des configurations
géométriques. En particulier, cette condition géométrique (GC) est satisfaite lorsque ω, O
et Ω sont des boules concentriques, cas dans lequel (1.55) se réduit à l’estimation habituelle
de type 3-boules, avec une quantification explicite par rapport aux termes d’ordre inférieur.

Bien sûr, une application directe du théorème 1.3.1 permet d’obtenir la propriété de
prolongement unique suivante pour l’opérateur de Laplace : Si u ∈ H1(Ω) satisfait (1.53)
avec les potentiels V , W1 et W2 comme dans (1.54) et u = 0 dans ω, alors u = 0 dans
tout ensemble O satisfaisant O ⋐ Ω et (GC). Le théorème 1.3.1 est une quantification de
cette propriété car il stipule que, si u ∈ H1(Ω) est petit dans ω et satisfait (1.53) avec les
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potentiels V , W1 et W2 comme dans (1.54), alors u est petit dans O, avec une quantification
précise en fonction des normes des potentiels.

Il est bien connu que le prolongement unique est valide pour des potentiels généraux
V ∈ Lq0(Ω), W1 ∈ Lq1(Ω; Cd), et W2 ∈ Lq2(Ω; Cd), où q0 ⩾ d/2, q1 ⩾ d, et q2 ⩾ d
(voir [Wol93]). De plus, un prolongement unique forte a même été prouvée dans les cas où
q0 > d/2, q1 > d, et q2 > d (voir [KT01]). Ces classes d’intégrabilité pour les potentiels
sont optimales, comme le montre [KT02]. Cependant, établir des résultats de prolongement
unique nécessite l’utilisation d’une estimation de Carleman et un argument délicat dû à
T. Wolff, voir [Wol92], comme discuté également dans [KT01]. Cet argument nécessite de
choisir une fonction poids dans l’estimation de Carleman dépendant de la solution u elle-
même. La question de quantifier la propriété de prolongement unique en fonction des normes
des potentiels est donc assez délicate, et c’est la principale nouveauté de notre travail.

Nous mentionnons également le travail [MV12], qui quantifie les propriétés de prolon-
gement unique pour l’opérateur de Laplace avec des termes d’ordre inférieur dans la classe
d’intégrabilité optimale. Cependant, il ne fournit pas de quantification explicite en fonction
des normes des potentiels. Encore une fois, étant donné que ce travail s’appuie sur [KT01],
comme mentionné précédemment, il reste incertain comment la preuve dans [MV12] peut
être rendue quantitative en fonction des normes des potentiels.

Lors de la tentative de quantification de la propriété de prolongement unique en fonction
des normes des termes d’ordre inférieur, les résultats connus reposent uniquement sur l’uti-
lisation d’une estimation de Carleman telle que celle présentée dans la première partie 1.2,
cf (1.2.1), qui, comme le souligne [BKRS88], ne permet pas de dépasser W1 ∈ L

3d−2
2 (Ω; Cd).

Cela correspond à ce qui est fait dans [DZ19, Dav20, DET23] en utilisant des estimations
de Carleman Lp. Les résultats de [DZ19] décrivant l’ordre maximal d’annulation des so-
lutions d’équations elliptiques nécessitent que V et W1 soient respectivement dans Lq0(Ω)
avec q0 > d(3d − 2)/(5d − 2) et dans Lq1(Ω; Cd) avec q1 > (3d − 2)/2, et W2 = 0. Ceci a
été amélioré dans [DET23] (voir Théorème 1.2.3 et sa preuve au Chapitre 3) en utilisant de
nouvelles estimations de Carleman Lp permettant de traiter V et W1 respectivement dans
Lq0(Ω) avec q0 > d/2 et dans Lq1(Ω; Cd) avec q1 > (3d−2)/2, montrant la même dépendance
en ∥V ∥Lq0 (Ω) que dans [Dav20], qui était limité au cas W1 = W2 = 0.

Nous soulignons également que les estimations de Carleman L2 ne permettent pas d’at-
teindre la classe d’intégrabilité optimale pour les potentiels et les termes d’ordre inférieur,
voir par exemple [SS82] où il est montré qu’on peut obtenir des résultats de prolongement
unique quantifiés pour des potentiels V ∈ Lq0(Ω) avec q0 > 2d/3. En fait, même en utilisant
des estimations de Carleman Lp, on peut obtenir des résultats de prolongement unique pour
des potentiels V dans la classe d’intégrabilité optimale (V ∈ Lq0(Ω) avec q0 > d/2), mais
sous des conditions d’intégrabilité restrictives sur W1 et W2, voir par exemple [BKRS88] et
[Wol93].

Le théorème 1.3.1 constitue une amélioration du Théorème 1.2.3 présenté dans la partie
1.2. Le théorème 1.3.1 autorise des termes d’ordre inférieur non triviaux W1 ∈ Lq1(Ω; Cd) et
W2 ∈ Lq2(Ω; Cd) avec q1 > d et q2 > d, tandis que le Théorème 1.2.3 est limité à des classes
d’intégrabilité plus élevées. En effet, le Théorème 1.2.3 affirme que si W1 ∈ Lq1(Ω; Cd) et
W2 ∈ Lq2(Ω; Cd) avec q1 > (3d− 2)/2, q2 > (3d− 2)/2 et 1/q1 + 1/q2 < 4(1 − 1/d)/(3d− 2),
alors toute solution u ∈ H1(Ω) de (1.53) satisfait
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∥u∥H1(O) ⩽ Ce
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥W1∥δ̃(q1)
Lq1 +∥W2∥δ̃(q2)

Lq2 +(∥W1∥Lq1 ∥W2∥Lq2 )ρ(q1,q2)
)

∥u∥αH1(ω) ∥u∥1−α
H1(Ω) ,

(1.57)
avec

δ̃(q) = 2
(1 − 3d−2

2q )
et ρ(q1, q2) = 1

(1 − 1
d
) − (3

4 − 1
2d)(

d
q1

+ d
q2

)
.

En conséquence, la dépendance en fonction des normes des potentiels W1 et W2 est
également plus faible dans (1.55) que dans (1.57), puisque δ donnée par (1.56) est plus
petite que δ̃, même pour q > (3d− 2)/2.

En fait, cela suggère également d’analyser l’optimalité des coefficients γ et δ dans (1.56),
mais cette question est, à notre connaissance, entièrement ouverte, sauf dans le cas où
W1 = W2 = 0 et V ∈ L∞(Ω). En effet, dans ce cas, il est connu que la dépendance de la
constante dans la quantification du prolongement unique est de la forme C exp(C∥V ∥

2
3
L∞),

voir [Mes91, DZZ08]. Cela coincïde avec notre estimation puisque γ(∞) = 2/3.
Notre preuve ne permet pas d’obtenir une estimation jusqu’à la frontière de Ω. Cela est

dû à un fait technique, venant d’une part de l’utilisation de l’argument de Wolff et d’autre
part de l’utilisation de l’estimation de Carleman dans [DET23]. En effet, comme nous le
verrons, en gros, l’argument de Wolff nécessite la possibilité de manipuler (le gradient de) la
fonction poids dans l’estimation de Carleman. Mais l’estimation de Carleman dans [DET23]
(présentée au Théorème 3.1.1), que nous utiliserons et revisiterons dans ce travail, exige
que la frontière du domaine soit un ensemble de niveau de la fonction poids. Ces deux
conditions sont donc incompatibles et posent problème lorsqu’on travaille dans un voisinage
de la frontière.

Nous souhaitons également souligner que les opérateurs de Schrödinger dans (1.53)
incluent également la considération de potentiels V ∈ W−1,d+ϵ(Ω), où ϵ > 0. En effet,
tout potentiel de ce type peut être représenté sous la forme V ≡ V0 + div (W ), avec
V0 ∈ Ld+ϵ(Ω) ⊂ L

d
2 +ϵ(Ω) et W ∈ Ld+ϵ(Ω,Cd) (voir, par exemple, [AF03, Théorème 3.9]).

Par conséquent, on peut réécrire V u sous la forme V u = V0u+ div (Wu) −W · ∇u.

1.3.2 Ingrédients

1.3.2.1 Lemme de Wolff

L’argument de T. Wolff [Wol92, Lemme 1] est une technique purement issue de l’analyse
harmonique. Associé aux estimations de Carleman, il est utilisé pour établir la propriété de
prolongement unique pour l’opérateur de Schrödinger −∆+W ·∇, y compris dans le cas du
terme de potentiel de gradient dans l’espace invariant d’échelle W ∈ Ld. Plus précisément,
on a le résultat suivant :

Lemme 1.3.2. Supposons que µ est une mesure positive dans Rd qui décroît plus vite qu’ex-
ponentiellement au sens suivant :

lim
T→∞

T−1 log(µ{x ∈ Rd : |x| ⩾ T}) = −∞. (1.58)

Pour k ∈ Rd, définissons une mesure µk par dµk(x) = ek·xdµ(x). Supposons que C ⊂ Rd soit
un ensemble convexe compact. Alors il existe une suite {kj} ⊂ C et des ensembles convexes
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disjoints {Ekj
} ⊂ Rd tels que les mesures dµkj

soient concentrées dans Ekj
,

µkj
(Rd \ (1 + T )Ekj

) ⩽ 1
2e

−T/CW ∥µkj
∥, ∀T ⩾ 0. (1.59)

et tel que ∑
j

|Ekj
|−1 ⩾ C−1

W |C|, (1.60)

où CW est une constante positive dépendant uniquement de d, et (1+T )Ekj
est la dilatation

de Ekj
autour de son barycentre par un facteur de 1 + T .

Remarque 1.3.3. La propriété (1.59) signifie que pour tout γ ⩾ γ0 ⩾ 1, il existe un Tγ ⩾ 1
tel que pour tout T ⩾ Tγ, nous avons

µ({x ∈ Rd, |x| ⩾ T}) ⩽ e−γT .

La propriété (1.60) peut être remplacée par ∑j |Ekj
∩ C|−1 ⩾ C−1

W |C|, comme présenté dans
[Wol93, Théorème 3.1], ce qui donne un résultat légèrement plus fort.

Exemple 1.3.1. Pour illustrer le Lemme 1.3.2, on considère le cas des mesures Gaus-
siennes, correspondant à dµ(x) = e−|x|2/2dx. Alors, pour k ∈ Rd, la famille

dµk(x) = ek·xe−|x|2/2dx = e
1
2k

2
e−|x−k|2/2dx,

se composent des gaussiennes translatées centrées en k, et la majeure partie de la masse de
µk est concentrée près de k. En particulier, si Ek = B(k, 1), alors

µk(Rd) ⩽ Cµk(Ek), (1.61)

pour une constante C indépendante de k. Si |k1 − k2| > 2, alors les Ek1 et Ek2 sont des
ensembles disjoints. Ainsi, si nous nous limitons aux vecteurs k tels que |k| ∈ [M, 2M ], nous
pouvons obtenir un ensemble d’indices J , des (kj)j∈J dans [M, 2M ], tel que les ensembles
disjoints Ekj

= B(kj, 1) satisfont (1.61), et tels que |J | ≃ |M |d, si bien que

|J |∑
j=1

|Ekj
|−1 ≳Md.

Note que cette discussion concerne le cas T = 0 dans (1.59), mais que la discussion ci-dessus
s’applique bien sûr également dans le cas T > 0.

L’idée de Wolff.
Si on vise à établir un résultat quantitatif de prolongement unique avec des potentiels

W1 ∈ Lq1 et W2 ∈ Lq2 , où d < q1 ⩽ 3d−2
2 et d < q2 ⩽ 3d−2

2 , on sait, d’après les résultats
de prolongement unique, qu’atteindre cet objectif uniquement à travers des estimations
de Carleman n’est pas possible. En effet, pour appliquer la méthode de Carleman comme
précédemment, il faudrait développer une estimation de Carleman pour le terme gradient
∇u de la forme, pour tout u ∈ C∞

0 (Ω) et pour tout τ suffisamment grand

∥eτφ∇u∥Lr(Ω) ⩽ C∥eτφ∆u∥Lp′ (Ω), (1.62)
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où 1
p′ − 1

r
= 1

q
. Jerison [Jer86, Proposition 1 et Proposition 2] et Barcelo-Kenig-Ruiz-Sogge

[BKRS88, Théorème 2] ont observé que cette stratégie rencontre des problèmes lorsque q
rapproche de l’exposant optimal d. Ils ont montré qu’aucune estimation de Carleman avec
gradient ne peut être obtenue avec des poids linéaires φ à moins que r ⩽ p′, en particulier
r = p′ = 2. En d’autres termes, il n’y a aucun gain en exposant. En revanche, ils ont prouvé le
prolongement unique pour A ∈ L

3d−2
2 et V ∈ L

d
2 en établissant une estimation de Carleman

avec le poids convexe φ = x1 + x2
1. De plus, ils ont démontré que pour toute fonction poids

régulière φ : Ω → R, l’estimation (1.62) ne peut pas être satisfaite uniformément en τ et u
sauf si 1

p′ − 1
r
⩽ 2

3d−2 .
L’idée de Wolff est de dire que pour certains choix de paramètres, ou de fonctions poids,

le terme source exp(τφ)∆u se concentre sur un ensemble de mesure petit. On peut alors
utiliser des inégalités de Carleman raffinées (voir Théorème 1.3.4 ci-après) pour utiliser que
ce terme est essentiellement concentré sur un ensemble de mesure petit.

1.3.3 Estimations de Carleman Lp améliorées

Pour appliquer l’argument de Wolff et obtenir le Théorème 1.2.3, nous prouvons une
version raffinée du Théorème 1.2.1, dont la démonstration sera donnée dans la Section 4.3.

Théorème 1.3.4 (Caro-Ervedoza-Thabouti [CET24], cf Theorem 4.2.4 au Chapitre 3).
Soit d ⩾ 3. Considérons un domaine borné Ω ⊂ Rd, et des sous-ensembles ouverts non vides
ω0 et ω de Ω avec ω0 ⋐ ω ⋐ Ω. Soit φ ∈ C3(Ω) satisfaisant les conditions (1.30)–(1.31).

Alors, pour tout sous-ensemble compact K de Ω, il existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 (dépendant
uniquement de α, β, ∥φ∥C3(Ω), et de la configuration géométrique de Ω, ω, et K) tels que pour
tout u ∈ H1(Ω) satisfaisant suppu ⊂ K et (1.32) avec (f2, f2∗′ , F = F2 + F2∗′) satisfaisant

f2 ∈ L2(Ω), f2∗′ ∈ L
2d

d+2 (Ω), F2 ∈ L2(Ω; Cd), and F2∗′ ∈ L
2d

d+2 (Ω; Cd) ∩ L2(Ω; Cd),
(1.63)

on a, pour tout τ ⩾ τ0,

τ
3
2 ∥eτφu∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥eτφ∇u∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥eτφf2∥L2(Ω) + τ∥eτφF2∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥eτφF2∗′∥L2(Ω)

+τ 3
4 − 1

2d

(
∥eτφf2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥eτφF2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)

)
+ τ

3
2 ∥eτφu∥H1(ω)

)
, (1.64)

et, pour tout ensemble mesurable E de Ω,

τ
3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
4 + 1

2d min
{

1
τ |E| 1

d

, 1
}(

τ∥eτφu∥L2(E) + ∥eτφ∇u∥L2(E)
)

⩽ C
(

∥eτφf2∥L2(Ω) + τ∥eτφF2∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d

(
∥f2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥F2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ ∥F2∗′∥L2(Ω)

)
+τ 3

2 ∥eτφu∥H1(ω)
)
. (1.65)

Remarque 1.3.2. Le théorème 1.3.4 présente plusieurs nouvelles caractéristiques par rap-
port au théorème 1.2.1 :

• L’une des principales différences entre le théorème 1.3.4 et le théorème 1.2.1 est que le
théorème 1.3.4 permet un terme source de la forme div (F2∗′) avec F2∗′ ∈ L

2d
d+2 (Ω; Cd)∩

L2(Ω; Cd), et quantifie l’estimation sur la solution u de (1.32) en fonction de la norme
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L
2d

d+2 (Ω; Cd) ∩ L2(Ω; Cd) de F2∗′. Notons que la norme L2(Ω; Cd) de F2∗′ apparaissant
dans les membres de droite de (1.64)–(1.65) apparait avec une puissance du para-
mètre de Carleman qui est strictement inférieure à celle apparaissant pour les normes
L2(Ω; Cd) de F2. En quelque sorte, pour F2∗′, la perte d’ellipticité de l’opérateur de
Laplace conjugué eτφ∆(e−τφ·) apparait dans la norme L

2d
d+2 (Ω; Cd) de F2∗′ et non dans

sa norme L2(Ω; Cd).
• L’estimation (1.65) présente également une estimation de la norme H1 de u sur des

ensembles mesurables E. Des améliorations similaires apparaissent dans le travail
[Wol92, Section 6]. Notons que ces estimations sont particulièrement pertinentes lorsque
|E| ≲ τ−d, c’est-à-dire sur des sous-ensembles mesurables petits, pour lesquels on ob-
tient de (1.65) une estimation sur τ 7

4 + 1
2d ∥eτφu∥L2(E) + τ

3
4 + 1

2d ∥eτφ∇u∥L2(E) - au lieu de
l’estimée sur τ 3

2 ∥eτφu∥L2(Ω) + τ
1
2 ∥eτφ∇u∥L2(Ω) donnée par (1.64). Cette estimation est

raisonnable et doit être comparée au terme τ 3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2 (Ω)

car, d’après l’estima-
tion de Hölder,

τ
7
4 + 1

2d ∥eτφu∥L2(E) ⩽ τ
3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2 (E)

(τ |E|
1
d ) ≲ τ

3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2 (Ω)

.

Cependant, notons que pour les grands ensembles E, l’estimation dans (1.65) de la
norme L2 de eτφu est pire que l’estimation donnée par (1.64).

• Concernant les termes d’observation, c’est-à-dire les termes impliquant des normes
sur ω, les estimations (1.64) et (1.65) impliquent la norme H1(ω) de u au lieu de
normes plus faibles comme dans (1.33) et (1.34). En fait, nous l’écrivons pour plus de
commodité, car cela n’aura aucun impact sur le résultat énoncé dans le théorème 1.3.1.

• Dans ce travail, nous nous concentrons sur la dérivation d’estimations locales de Car-
leman (en d’autres termes, nous considérons uniquement des fonctions u à support
compact). Néanmoins, il convient de noter que, suivant la démonstration du théo-
rème 1.2.1 (en particulier la sous-section 6.4), le théorème 1.3.4 peut être étendu aux
fonctions u ∈ H1(Ω) avec des conditions aux limites de Dirichlet possiblement non
homogènes.

1.3.4 Stratégie de preuve

Dans cette section, on présente une esquisse de preuve du Théorème 1.2.3. La preuve
complète se trouve dans le Chapitre 4. La preuve repose sur les estimations de Carleman
présentées au Théorème 1.3.4 et le lemme de Wolff (lemme 1.3.2). L’essentiel du travail
consiste à prouver le théorème 1.2.3 dans un cadre géométrique spécifique impliquant une
boule de rayon R > 0 (rappelons que B0(r) désigne la boule centrée en 0 et de rayon r). Dans
ce contexte, nous visons à prouver le lemme suivant sur le prolongement unique quantitatif,
comme présenté dans le Théorème 1.2.3.
Lemma 1.3.3. Soit R > 0 et d ⩾ 3. Nous considérons le cadre géométrique suivant (voir
Figure 1.1) :

Ω = B0(2R)∩
{
x1 < −R

4

}
, O = B0

(3R
2

)
∩
{
x1 < −R

3

}
, et ω = (B0(2R)\B0(R))∩

{
x1 < −R

4

}
,

Il existe des constantes C = C(R, d) > 0 et α ∈ (0, 1) dépendant seulement de R et d de
sorte que toute solution u ∈ H1(Ω) de (1.53) avec (V,W1,W2) comme dans (1.54) satisfait
l’estimation de continuité unique quantitative (1.35) avec γ et δ comme dans (1.56).
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Figure 1.1 – Le cadre géométrique du Lemme 1.3.3 : Propagation de la petitesse de gauche à
droite.

Notre objectif est d’expliquer comment nous pouvons combiner les estimations de Car-
leman établies dans le théorème 1.3.4 et l’argument de Wolff (Lemme 1.3.2) afin d’obtenir
l’estimation de prolongement unique quantitatif (1.35).

Une remarque clé est que le lemme de Wolff s’applique à des fonctions poids linéaires de
la forme y 7→ k · y pour k ∈ Rd, tandis que nos estimations de Carleman sont valables sous
des conditions de sous-ellipticité appropriées sur la fonction poids ((1.30)–(1.31)), alors que
le paramètre τ est un nombre réel positif.

Pour utiliser simultanément les deux outils, nous construisons une famille de fonctions
poids qui satisfont uniformément aux conditions de sous-ellipticité (1.30)–(1.31) et à l’argu-
ment de Wolff.

Lemma 1.3.4. Dans le cadre géométrique du Lemme 1.3.3, pour k ∈ Rd, nous posons

φk(x) = k1x
2
1 + k′ · x′, x ∈ Ω. (1.66)

Alors, il existe ϵ > 0 tel que
1. Pour tout k ∈ Be1(ϵ), la fonction φk satisfait (1.30) et (1.31) avec certaines constantes

positives α > 0 et β > 0 indépendantes de k ∈ Be1(ϵ), et sa norme C3 sur Ω est bornée
indépendamment de k ∈ Be1(ϵ).

2. Il existe ρ > 0 tel que

inf
k∈Be1 (ϵ)

inf
x∈O

{φk(x)} ⩾ (1 + ρ) sup
k∈Be1 (ϵ)

 sup
x∈Ω∩{x1∈(− 7R

24 ,−
R
4 )}

{φk(x)}
 . (1.67)
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3. En posant Σϵ = {k ∈ Rd \ {0} tel que |k/|k| − e1| ⩽ ϵ}, la famille (φk)k∈Σϵ satisfait
la propriété suivante : Si f est une fonction positive à support compact dans Ω, nous
définissons la famille dµk(x) = eφk(x)f(x)dx, alors pour C ⊂ Σε il existe une famille
(kj)j∈J d’éléments de C et des ensembles disjoints deux à deux (Ekj

)j∈J inclus dans Ω
de sorte que les mesures dµkj

satisfont (1.59) avec T = 0 et la famille (Ekj
)j∈J satisfait

(1.60) avec CW une constante positive dépendant uniquement de d et Ω.

Dans la preuve, on utilisera ensuite Lemme 1.3.3 pour montrer l’estimation de quantifi-
cation 1.36 dans un cadre géométrique impliquant une boule observée depuis un voisinage
de sa frontière, puis une estimation de trois boules. Enfin, on utilisera ce dernier pour établir
le cas général et terminer la preuve du Théorème 1.3.1. On renvoie au Chapitre 4 pour plus
de détails.

1.4 Problèmes ouverts et perspectives

Nous fournissons ci-après quelques problèmes ouverts liés à cette thèse.
• Quantification globale du prolongement unique : Le Théorème 1.3.1 permet de

quantifier le prolongement unique local pour des opérateurs elliptiques de la forme ∆ + V ·
+W1 · ∇ · +div (W2·) pour des classes quasi-optimales de potentiels V , W1 et W2. Toutefois,
nous ne sommes pas en mesure de dominer entièrement la norme ∥u∥H1(Ω), c’est-à-dire
d’estimer u jusqu’au bord de Ω. La difficulté vient de la combinaison délicate de l’argument
de Wolff et des estimations de Carleman (Lemme 1.3.2 et Théorème 1.3.4), qui requièrent
des conditions différentes sur le poids : d’une part, le Théorème 1.3.4 requiert que le bord du
domaine soit une ligne de niveau du poids ; d’autre part, le Lemme 1.3.2 demande de jouer
avec la fonction poids, en autorisant notamment des modifications de son gradient ∇φ. Il
serait intéressant de réussir à contourner ces deux exigences contradictoires, afin d’obtenir
une quantification globale du prolongement unique.

• Optimalité des coefficients γ et δ. Une question importante et entièrement ou-
verte, sauf en des cas particuliers, est concernant l’optimalité des coefficients γ et δ dans
(1.56). En effet, dans le cas W1 = W2 = 0 et V ∈ L∞(Ω), il est connu que la dépendance de
la constante dans la quantification du prolongement unique est de la forme C exp(C∥V ∥

2
3
L∞),

voir [Mes91]. Cela coïncide avec notre estimation car γ(∞) = 2/3.
• Prolongement unique : cas d’une métrique W 1,d. Soit A(x) = (aij(x))1⩽i,j⩽n ∈

W 1,d(Ω,Md×d) uniformément elliptique 1. Considérons l’équation suivante

div (A(x)∇u) = 0, dans Ω.

Lorsque A est isotrope, c’est-à-dire lorsque A(x) = a(x)Id×d, avec a une fonction réelle
strictement positive, l’équation ci-dessus se réécrit sous la forme

∆u+W · ∇u = 0, dans Ω, (1.68)

avec W := ∇ log(a). En particulier, si a ∈ W 1,d et est elliptique, W ∈ Ld et les résultats
classiques de prolongement unique (par exemple [Wol92]) s’appliquent (le nôtre également
si a ∈ W 1,d+).

1. Il existe θ > 0 tel que pour tout ξ ∈ Rdet tout x ∈ Ω,
∑d

i,j=1 aij(x)ξiξj ⩾ θ|ξ|2.
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Grâce au résultat de T. Wolff en 1992 [Wol92], le prolongement unique est alors valide
pour cette équation pour W ∈ Ld(Ω).

On aimerait développer la machinerie développée dans le cadre de la thèse pour le La-
placien dans le cadre de métriques A = A(x) ∈ W 1,d elliptiques plus générales, par exemple
dans le cadre W 1,∞ correspondant au cadre classique pour les inégalités de Carleman Hilber-
tiennes (voir [IP03]), voire des métriques plus singulières dans W 1,d comme dans le travail
[KRS16].

• Prolongement unique pour le problème de Stokes stationnaire. La propriété
de prolongement unique est bien établie pour l’opérateur de Stokes{

−∆u+ a · ∇u+ ∇p = 0 dans Ω,
div(u) = 0, dans Ω,

pour un ouvert Ω ⊂ Rd, lorsque a ∈ L∞(Ω; Cd), cf Fabre et Lebeau en 1996 [FL96]. Au vu
des résultats sur le prolongement unique et le prolongement unique fort, il est naturel de
conjecturer que le prolongement unique pour l’opérateur de Stokes est aussi vrai lorsque
a ∈ Ld(Ω; Cd) (ou a ∈ Ld

+(Ω; Cd)), comme conjecturé par exemple dans [Ler19, Conjecture
11.28].

• Contrôlabilité de la chaleur avec des potentiels singuliers. Tout d’abord,
énonçons un résultat concernant la contrôlabilité de la chaleur avec des potentiels singu-
liers. Une application de nos estimations de Carleman Lp elliptiques globales dans le tra-
vail [DET23] est la contrôlabilité de la chaleur avec des potentiels indépendants du temps.
En suivant la stratégie de Lebeau-Robiano [LR95], il est possible de montrer que, pour
V ∈ L

d+1
2 (Ω), le système{

∂tu− ∆u+ V (x)u(t, x) = 1ωf, dans (0, T ) × Ω,
u = 0, sur ∂Ω, (1.69)

est contrôlable à zéro.
Parmi les problèmes ouverts, on peut se demander si le système (1.69) perturbé avec des

opérateurs d’ordre un u 7→ W1 · ∇u+ div (W2u) est contrôlable à zéro lorsque :
• W1 et W2 ne dépendent que de l’espace et sont dans une classe Lq(Ω) avec q ∈ (d, 2d].

En effet, si W1 et W2 sont dans L∞
t ((0, T );L2d+(Ω)), les estimées de Carleman globales

de [IY03] permettent de conclure. Notons également que l’approche de Lebeau-Robiano
dans [LR95] s’applique difficilement lorsque l’opérateur ∆ est perturbé avec un opé-
rateur non autoadjoint de la forme W1 · ∇u+ div (W2u) (on rappelle l’article [Léa10],
qui montre que cela marche en dimension un et deux d’espace, mais pas au-delà).

• les potentiels V , W1 et W2 dépendent du temps et de l’espace et sont des classes op-
timales LqtLpx pour le prolongement unique, comme dans [KT09]. Pour cela, on sera
amené à développer des inégalités de Carleman LqtL

p
x globales dans un cadre parabo-

lique.

• Une métrique Lipschitz présentant des sauts à une interface. Une ques-
tion intéressante serait d’obtenir des résultats de prolongement unique pour des opérateurs
elliptiques du second ordre plus généraux, de la forme

L(x, ∂) := div (A(x)∇) , (1.70)
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dans un domaine ouvert Ω de Rd, où A est une matrice dont les coefficients présentent un
saut à travers une interface, et dont les coefficients sont réguliers de part et d’autres de
l’interface.

Un tel modèle a été étudié dans les travaux récents [LRR10, LRL13] à l’aide d’inégalités
de Carleman dans un cadre Hilbertien. Nous souhaiterions développer des inégalités de Car-
leman Lp pour ce type de modèles, dans l’espoir de démontrer des résultats de prolongement
unique quantifié dans des classes quasi-optimales d’intégrabilité des potentiels. Pour cela,
on peut également citer l’approche développée dans [DCFL+17], basée sur des calculs assez
similaires à ceux que nous faisons, en particulier utilisant une approche purement Fourier et
une factorisation de l’opérateur conjugué construisant une paramétrice, voir aussi [FLVW16]
pour les applications au prolongement unique quantifié.

• L’équation de Schrödinger et l’équation des ondes avec des potentiels sin-
guliers. On peut aussi considérer respectivement l’équation de Schrödinger et l’équation
des ondes

LS := i∂tu+ ∆u, dans (0, T ) × Ω, (1.71)
Lo := ∂2

t u− ∆u, dans (0, T ) × Ω, (1.72)

où des questions similaires se posent :
• Prolongement unique avec des potentiels singuliers d’ordre un. La propriété

de prolongement unique sous des conditions géométriques bien précisées est bien établie
pour ces deux opérateurs perturbés avec des opérateurs d’ordre zéro u 7→ V (t, x)u, pour
V ∈ L

d+1
2 ((0, T ) × Ω) dans le cas d’équation de Schrödinger et pour V ∈ L

d+2
2 ((0, T ) ×

Ω) dans le cas d’équation des ondes, voir, e.g., [Sog92, KS88, IK04, DSF05, KT05a].
Une question naturelle (et probablement très difficile) serait d’adapter l’argument de
Wolff [Wol92] et de démontrer le prolongement unique en perturbant ces opérateur
LS et Lo avec des opérateurs d’ordre un u 7→ W1 · ∇u + div (W2u), pour W1 et W2 ∈
Ld+1((0, T )×Ω; Cd) dans le cas d’équation de Schrödinger et pourW1 et W2 ∈ Ld+2((0, T )×
Ω; Cd) dans le cas de l’équation des ondes.

• Contrôlabilité avec des potentiels singuliers. Une réponse satisfaisante à la
question précédente amènerait naturellement des résultats de contrôlabilité pour les
équations de Schrödinger et des ondes dans des cadres géométriques convenables, en
présence de potentiels d’ordre 0 et 1 dépendant du temps et de l’espace.

1.5 Organisation de la thèse

Le reste de la thèse s’organise autour de trois parties qui peuvent être lues de manière
indépendante.

• Dans le chapitre 2, on établit des inégalités de Carleman pour le Laplacien dans la
bande S = (0, 1) × Rd−1 avec un poids qui ne dépend que de x1, d’abord dans le cadre
hilbertien L2, puis dans le cadre Lp pour certains exposants p bien choisis.

• Dans le chapitre 3 on établit les estimations de Carleman Lp globales présentées dans
le Théorème 1.2.1 et on fournit une application de quantification du prolongement
unique, cf Théorème 1.2.3. Ce travail a été réalisé en collaboration avec Belhassen
Dehman et Sylvain Ervedoza [DET23].
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• Le Chapitre 4 étudie la quantification du prolongement unique pour le Laplacien per-
turbé par des potentiels dans des espaces Lp optimaux, et établit le Théorème 1.3.1.
Ce travail a été réalisé en collaboration avec Pedro Caro et Sylvain Ervedoza [CET24].
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Chapitre 2

Estimées de Carleman elliptiques Lp

sur une bande de Rd
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2.5 Inégalité de Carleman Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
2.5.1 Estimation a priori Lp − Lp′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
2.5.2 Inégalité de Carleman Lp avec un poids linéaire . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.5.3 Application au prolongement unique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
2.5.4 Inégalité de Carleman Lp avec un poids strictement convexe . . . . . . . . 81

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les inégalités de Carleman pour le Laplacien sur la
bande S = (0, 1) × Rd−1 avec un poids ne dépendant que de la variable x1, d’abord dans le
cadre hilbertien L2, puis dans le cadre Lp pour certains exposants p bien choisis. Les inégali-
tés de Carleman elliptiques (en particulier celles du Laplacien) sont à présent bien comprises
dans le cadre hilbertien. L’objectif de ce travail est d’introduire une méthode pouvant être
adaptée au cadre Lp. Les méthodes classiques, notamment celles basées sur les intégrations
par parties ou les techniques d’analyse microlocale basées sur l’étude du commutateur des
parties symétriques et antisymétriques de l’opérateur conjugué et l’inégalité de Gårding, ne
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peuvent pas être appliquées dans un cadre non-hilbertien. Nous suivons donc une approche
différente en nous inspirant des travaux [JK85, Sog89, KT01, Sog90] et ceux plus récents
[LRL13, DCFL+17, DE22]. Nous construisons une paramétrice pour le Laplacien conjugué
par le poids ∆φ := e−τφ∆eτφ où φ est une fonction qui ne dépend que de la variable normale
x1 ∈ (0, 1). Pour ce faire, suivant une idée de A.-P. Calderón [Cal58], on factorise l’opérateur
conjugué en un produit de deux opérateurs d’ordre un. Ensuite, en exploitant la structure
particulière de ces opérateurs, on construit la paramétrice en appliquant la transformée
de Fourier sur les variables verticales. Ensuite, on démontre les estimations souhaitées sur
ces formules exactes. Dans le cadre hilbertien, on utilise l’identité de Plancherel et estime
les noyaux de la paramétrice. Dans un cadre non hilbertien, on revisite le théorème de
restriction de Fourier pour établir des estimations sur des opérateurs de multiplication de
Fourier, et on les combine avec le théorème de Hardy-Littlewood-Sobolev pour démontrer
des estimations de Carleman Lp.

2.1.1 Notations

On commence par fixer les notations. On notera par x = (x1, x2, .., xd) = (x1, x
′) le point

courant de Rd et pour une fonction f définie sur Rd telle que f(x1, ·) ∈ L1(Rd−1), on définit
la transformation de Fourier partielle par

f̂(x1, ξ
′) = 1

(2π) d−1
2

∫
Rd−1

e−ix′·ξ′
f(x1, x

′) dx′, ξ′ ∈ Rd−1. (2.1)

On a la formule d’inversion de Fourier

f(x1, x) = 1
(2π) d−1

2

∫
Rd−1

eix
′·ξ′
f̂(x1, ξ

′) dξ′, f(x1, ·) ∈ S(Rd−1).

Ainsi, on montre que la transformée de Fourier réalise un isomorphisme sur S(Rd−1). Par
dualité, elle réalise aussi un isomorphisme sur S ′(Rd−1).
Dans l’ensemble de ce chapitre, nous désignons par S une bande de Rd, définie comme
(0, 1) × Rd−1.

2.2 Inégalité de Carleman L2

2.2.1 Estimation a priori

Notre point de départ est l’estimation a priori suivante

∥u∥H2(Ω) ⩽ C∥f∥L2(Ω),

où u est la solution de l’équation de Laplace ∆u = f sur un ouvert Ω borné (dans une
direction au moins), avec une condition au bord Dirichlet homogène. Cette estimation est
classique et sa démonstration bien connue. Notre objectif ici est de fournir une preuve qui
utilise une formule explicite de la solution u en fonction de la source f , obtenue à l’aide
d’une paramétrice du Laplacien. Le théorème que nous obtenons est le suivant :

Théorème 2.2.1. Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction f ∈ L2(S),
le système {∆u = f dans S,

u (0, ·) = u (1, ·) = 0 sur Rd−1,
(2.2)
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admet une unique solution u ∈ H2(S) vérifiant

∥u∥H2(S) ⩽ C∥f∥L2(S). (2.3)

Démonstration. On commence par décomposer le Laplacien sous la forme suivante

△u = ∂11u+ △′u sur S = (0, 1) × Rd−1.

En appliquant alors la transformée de Fourier partielle à l’équation (2.2), nous obtenons :∂11û(x1, ξ
′) − |ξ′|2û(x1, ξ

′) = f̂(x1, ξ
′) (x1, ξ

′) ∈ (0, 1) × Rd−1,

û(0, ξ′) = 0 = û(1, ξ′) ξ′ ∈ Rd−1.
(2.4)

En utilisant la méthode de variation de la constante, nous obtenons formellement une for-
mule explicite de û,

û(x1, ξ
′) =

∫ x1

0
G1(x1 − y1, |ξ′|)f̂(y1, ξ

′) dy1 −
∫ 1

0
G2(x1, y1, |ξ′|)f̂(y1, ξ

′) dy1, (2.5)

où les fonctions G1 et G2 sont données par

G1(x1, µ) =sinh(x1µ)
µ

; G2(x1, y1, µ) = sinh(x1µ) sinh((1 − y1)µ)
µ sinh(µ) , (µ, x1, y1) ∈ R+ × (0, 1)2.

On souhaite démontrer que si f ∈ L2(S), alors u ∈ H2(S) et satisfait l’inégalité (2.3). Pour
commencer, démontrons d’abord l’existence d’une constante C > 0 telle que

∥u∥L2((0,1);H2(Rd−1)) ⩽ C∥f∥L2(S). (2.6)

Cela découlera de l’inégalité suivante

(1 + |ξ′|2)∥û(·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽ C∥f̂(·, ξ′)∥L2(0,1) ξ′ ∈ Rd−1, (2.7)

avec C > 0 une constante indépendante de ξ′.
Pour établir l’estimée (2.7), nous allons examiner deux cas distincts. Dans un premier

temps, nous allons démontrer que pour les basses fréquences (lorsque |ξ′| est borné), la norme
L2(0, 1) de û(·, ξ′) est contrôlée par celle de f̂(·, ξ′) . Ensuite, pour les hautes fréquences, on
établit l’inégalité suivante

∥û(·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽
C

|ξ′|2
∥f̂(·, ξ′)∥L2(0,1). (2.8)

Dans le cas où 0 ⩽ |ξ′| ⩽ 1, en utilisant l’inégalité x ⩽ sinh(x) ⩽ sinh(1)x pour tout
x ∈ [0, 1], on obtient :

∥û(·, ξ′)∥L2(0,1)

⩽
∥∥∥∥∫ x1

0
G1(x1 − y1, |ξ′|)f̂(y1, ξ

′) dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)
+
∥∥∥∥∫ 1

0
G2(x1, y1, |ξ′|f̂(y1, ξ

′) dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)

⩽C

(∥∥∥∥∫ x1

0
(x1 − y1)|f̂(y1, ξ

′)| dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)
+
∥∥∥∥∫ 1

0
x1(1 − y1)|f̂(y1, ξ

′)| dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)

)
⩽ C∥f̂(·, ξ′)∥L2(0,1). (2.9)
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Lorsque |ξ′| ⩾ 1, nous allons démontrer (2.8). Pour ce faire, nous réexprimons û(·, ξ′) de
la manière suivante :

û(x1, ξ
′) = −

∫ 1

x1
G2(x1, y1, |ξ′|)f̂(y1, ξ

′) dy1

+
∫ x1

0
(G1(x1 − y1, |ξ′|) −G2(x1, y1, |ξ′|))f̂(y1, ξ

′) dy1. (2.10)

Nous allons estimer la norme L2(0, 1) du premier terme du membre de droite de (2.10).
Nous avons∥∥∥∥∫ 1

x1
G2(x1, y1, |ξ′|)f̂(y1, ξ

′) dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)
⩽

e|ξ′|

|ξ′| sinh(|ξ′|)

∥∥∥∥∫ 1

x1
e−|y1−x1||ξ′||f̂(y1, ξ

′)| dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)
.

L’intégrale dans la norme du membre de droite dans l’inégalité précédente peut être majorée
par un produit de convolution∫ 1

x1
e−|y1−x1||ξ′||f̂(y1, ξ

′)| dy1 =
∫

R
1[x1,1](y1)|f̂(y1, ξ

′)|1[0,1](|y1 − x1|)e−|y1−x1||ξ′|| dy1

⩽
(
1[0,1](.)|f̂(·, ξ′)| ∗ 1[0,1](|.|)e−|.||ξ′|

)
(x1).

En utilisant ensuite l’inégalité de convolution de Young, il existe C > 0 tel que pour tout
ξ′ ∈ Rd−1, nous avons∥∥∥∥∫ 1

x1
G2(x1, y1, |ξ′|)f̂(y1, ξ

′) dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)
⩽

Ce|ξ′|

|ξ′| sinh(|ξ′|)∥e−x1|ξ′|∥L1
x1 (0,1)∥f̂(·, ξ′)∥L2(0,1)

⩽
C

|ξ′|2
∥f̂(·, ξ′)∥L2(0,1).

Poursuivons avec le deuxième terme de (2.10). De manière similaire, l’idée consiste à
utiliser l’inégalité de Young. Nous commençons par majorer le deuxième terme du membre
de droite de (2.10) par une convolution∣∣∣∣∫ x1

0
(G1(x1 − y1, |ξ′|) −G2(x1, y1, |ξ′|))f̂(y1, ξ

′) dy1

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣
∫ x1

0

4
[
(e(1−y1−x1)|ξ′| + e−(1−y1−x1)|ξ′| − e(1+y1−x1)|ξ′| − e−(1+y1−x1)|ξ′|

]
sinh(|ξ′|)

f̂(y1, ξ
′)

|ξ′|
dy1

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣
∫ x1

0

4
[
(e−(1−x1)|ξ′| − e(1−x1)|ξ′|)(ey1|ξ′| − e−y1|ξ′|)

]
sinh(|ξ′|)

f̂(y1, ξ
′)

|ξ′|
dy1

∣∣∣∣∣∣
⩽

Ce|ξ′|

|ξ′| sinh(|ξ′|)

∫ x1

0
e−|x1−y1||ξ′||f̂(y1, ξ

′)| dy1.

En appliquant ensuite l’inégalité de Young, il existe C > 0 tel que pour tout ξ′ ∈ Rd−1, nous
avons

∥
∫ x1

0
(G1(x1 − y1, |ξ′|) −G2(x1, y1, |ξ′|))f̂(y1, ξ

′) dy1∥L2
x1 (0,1)

⩽
Ce|ξ′|

|ξ′| sinh(|ξ′|)∥e−x1|ξ′|∥L1
x1 (0,1)∥f̂(·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽

C

|ξ′|2
∥f̂(·, ξ′)∥L2(0,1).
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À partir des estimations de ces deux termes, nous pouvons déduire l’inégalité (2.8) pour
tout ξ′ ∈ Rd−1 tel que |ξ′| ⩾ 1. En combinant (2.8) avec (2.9), nous obtenons (2.7). Par
conséquent, nous parvenons à l’inégalité (2.6).

Maintenant, on multiplie (2.4) par û et on intègre sur [0, 1] ; on obtient alors pour tout
ξ′ ∈ Rd−1 :∫ 1

0
|∂1û(x1, ξ

′)|2 dx1 + |ξ′|2
∫ 1

0
|û(x1, ξ

′)|2 dx1 = −
∫ 1

0
f̂(x1, ξ

′)û(x1, ξ
′) dx1.

On multiplie cette égalité par (1 + |ξ′|2) puis en utilisant l’inégalité de Hölder, on a

(1 + |ξ′|2)∥∂1û(·, ξ′)∥2
L2(0,1) ⩽ C

(
∥f̂(·, ξ′)∥2

L2(0,1) + (1 + |ξ′|2)2∥û(·, ξ′)∥2
L2(0,1)

)
⩽ C∥f̂(·, ξ′)∥2

L2(0,1),

ce qui implique en utilisant l’identité de Parseval que

∂1u ∈ L2((0, 1);H1(Rd−1)). (2.11)

D’autre part, on a par (2.4)

∥∂11û(·, ξ′)∥2
L2(0,1) ⩽ C

(
∥f̂(·, ξ′)∥2

L2(0,1) + |ξ′|4∥û(·, ξ′)∥2
L2(0,1)

)
⩽ C∥f̂(·, ξ′)∥2

L2(0,1). (2.12)

De (2.11) et (2.12) on a
∂1iu ∈ L2(S), ∀i ∈ {1, ..., d},

ce qui implique le résultat voulu.

2.2.2 Inégalité de Carleman avec un poids linéaire

L’objectif de cette section est d’utiliser la méthode élaborée dans la sous-section précé-
dente pour démontrer des inégalités de Carleman de type L2 avec un poids linéaire de la
forme x 7→ −x1.

Théorème 2.2.2. Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute f ∈ L2(S), la solution
u ∈ H2(S) ∩ H1

0 (S) du problème (2.2) vérifie, pour tout τ ⩾ 1, l’inégalité de Carleman
suivante

τ∥e−τx1u∥L2(S) + ∥e−τx1∇u∥L2(S) ⩽ C
(
∥e−τx1f∥L2(S) + τ−θ∥∂1u(0, ·)∥Hθ(Rd−1)

)
, (2.13)

avec θ ∈ {−1
2 , 0,

1
2}.

On peut également avoir une estimée sur les dérivées d’ordre deux de u : Il existe C > 0
tel que pour tout τ ⩾ 1,

τ∥e−τx1u∥L2(S) + ∥e−τx1∇u∥L2(S) + 1
τ

∥e−τx1D2u∥L2(S)

⩽ C
(

∥e−τx1f∥L2(S) + τ− 1
2 ∥∂1u(0, ·)∥

H
1
2 (Rd−1)

)
. (2.14)
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Remarque 2.2.3. Il est classique que l’application trace normale u 7→ ∂nu est bien définie
sur l’ensemble {u ∈ H1(Ω), with ∆u ∈ L2(Ω)}, où la dérivée normale est à interpréter dans
H−1/2(∂Ω). Il est donc naturel, pour estimer u dans H1(Ω) de considérer ∆u ∈ L2(Ω) et
∂nu ∈ H−1/2(∂Ω), correspondant à l’inégalité (2.13) avec θ = −1/2 (mais bien entendu les
cas correspondants à θ > −1/2 sont aussi admissibles).

Toutefois, pour récupérer une estimée sur u dans H2(Ω), il est naturel, au vu du théorème
de trace affirmant le caractère continu et surjectif de u ∈ H2(Ω) 7→ ∂nu ∈ H

1
2 (∂Ω) de

considérer ∂nu dans H 1
2 (∂Ω).

Démonstration. Construction d’une paramétrice de l’opérateur conjugué. Pour (x1, x
′) ∈

(0, 1) × Rd−1, on définit les fonctions conjuguées{
U(x1, x

′) = e−τx1u(x1, x
′),

F (x1, x
′) = e−τx1f(x1, x

′).

On note aussi ∆τ le conjugué du Laplacien par la fonction poids qui est donné par

∆τ := e−τx1△eτx1 = e−τx1(∂11 + △′)eτx1 = ∂11 + 2τ∂1 + τ 2 + △′.

On a alors le système d’ équations suivant
∂11U + 2τ∂1U + τ 2U + △′U = F dans S,
U(0, x′) = 0 = U(1, x′) sur Rd−1,

∂1U(0, x′) = gN(x′) sur Rd−1.

(2.15)

Ici, nous avons ajouté la troisième équation qui décrit la trace de la dérivée normale notée par
gN . L’idée est d’exprimer la solution U en fonction de la donnée F et de gN . On applique la
transformation de Fourier partielle en x′ pour passer à la résolution d’un système d’équations
différentielles. En notant Û la transformée de Fourier de U , on obtient alors

((∂1 + τ)2 − |ξ′|2)Û = F̂ dans S,
Û(0, x′) = 0 = û(1, ξ′) sur Rd−1,

∂1Û(0, ξ′) = ĝN(ξ′) sur Rd−1.

(2.16)

On factorise alors cet opérateur de la façon suivante :

((∂1 + τ)2 − |ξ′|2) = (∂1 + τ + |ξ′|)(∂1 + τ − |ξ′|).

Ainsi, on introduit la fonction Ŵ donnée par

Ŵ (x1, ξ
′) = (∂1 + τ − |ξ′|)Û(x1, ξ

′) dans (0, 1) × Rd−1.

On parvient ainsi à un système d’équations d’ordre un, avec des conditions aux bords

(∂1 + τ − |ξ′|)Û = Ŵ dans S,
(∂1 + τ + |ξ′|)Ŵ = F̂ dans S,
Û(0, ξ′) = 0 = Û(1, ξ′) sur Rd−1,

Ŵ (0, ξ′) = ĝN(ξ′) sur Rd−1.
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Soit ξ′ fixé dans Rd−1. On commence par résoudre le système formé par la deuxième et la
quatrième équation. En utilisant la formule de Duhamel, on obtient explicitement

Ŵ (x1, ξ
′) = ĝN(ξ′)e−(|ξ′|+τ)x1 +

∫ x1

0
F̂ (x̃1, ξ

′)e−(|ξ′|+τ)(x1−x̃1) dx̃1.

On considère ensuite le système(∂1 + τ − |ξ′|)Û(·, ξ′) = Ŵ (·, ξ′) dans (0, 1),
Û(0, ξ′) = 0 = Û(1, ξ′).

(2.17)

C’est une équation différentielle d’ordre un avec une donnée au bord sur chaque côté de
l’intervalle (0, 1). On peut donc la résoudre de deux façons a priori différentes, soit en
utilisant la condition au bord Û(0, ξ′) = 0, soit en utilisant la condition au bord Û(1, ξ′) = 0
(les deux formules donnent le même résultat car il y a des données de compatibilités cachées
dans l’information ∆u ∈ L2(Ω)).

On déterminera la formule que l’on utilisera en regardant le signe de τ − |ξ′|, c’est-à-dire
que l’on va utiliser des formules différentes en fonction de la fréquence |ξ′| par rapport au
paramètre de Carleman τ .

Les basses fréquences : si |ξ′| ⩽ τ. L’équation (2.17) est « bien posée » en résolvant de
gauche à droite, au sens où la formule de résolution ne fait intervenir que des exponentielles
plus petites que un. Cela donne

Û(x1, ξ
′) =

∫ x1

0
Ŵ (x̃1, ξ

′)e−(τ−|ξ′|)(x1−x̃1) dx̃1

= ĝN(ξ′)e−(τ−|ξ′|)x1
∫ x1

0
e−2|ξ′|x̃1 dx̃1 +

∫ x1

0

∫ x̃1

0
F̂ (y1, ξ

′)e|ξ′|(x1+y1−2x̃1)−τ(x1−y1) dy1 dx̃1

= ĝN(ξ′)e−(τ−|ξ′|)x1
∫ x1

0
e−2|ξ′|x̃1 dx̃1 +

∫ x1

0
F̂ (y1, ξ

′)e−(τ−|ξ′|)(x1−y1)
∫ x1

y1
e−2|ξ′|(x̃1−y1) dx̃1 dy1

= ĝN(ξ′)k1,τ (x1, |ξ′|) +
∫ x1

0
F̂ (y1, ξ

′)k1,τ (x1 − y1, |ξ′|) dy1, (2.18)

où la fonction k1 est définie par

k1,τ (x1, |ξ′|) = e−τx1
sinh(x1|ξ′|)

|ξ′|
, (x1, ξ

′) ∈ (0, 1) × Rd−1. (2.19)

Les hautes fréquences : si |ξ′| > τ. L’équation (2.17) est « bien posée » lorsqu’on la résout
de droite à gauche. Par conséquent, nous obtenons

Û(x1, ξ
′) = −

∫ 1

x1
Ŵ (x̃1, ξ

′)e−(τ−|ξ′|)(x1−x̃1)) dx̃1

= −ĝN(ξ′)e−(τ−|ξ′|)x1
∫ 1

x1
e−2|ξ′|x̃1 dx̃1 −

∫ 1

x1

∫ x̃1

0
F̂ (y1, ξ

′)e−2|ξ′|(x̃1−y1)e−(τ−|ξ′|)(x1−y1) dy1 dx̃1

= −ĝN(ξ′)e−(τ−|ξ′|)x1
∫ 1

x1
e−2|ξ′|x̃1 dx̃1 −

∫ 1

0
F̂ (y1, ξ

′)e−τ(x1−y1)
∫ 1

max{x1,y1}
e−|ξ′|(2x̃1−y1−x1) dx̃1 dy1

= −ĝN(ξ′)k2,τ (x1, 0, |ξ′|) −
∫ 1

0
F̂ (y1, ξ

′)k2,τ (x1, y1, |ξ′|) dy1, (2.20)
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où la fonction k2 est donnée par

k2,τ (x1, y1, |ξ′|) = e−τ(x1−y1)−|ξ′||x1−y1|
(

1 − e−2|ξ′|(1−max{x1,y1})

2|ξ′|

)
,

∀(x1, y1, ξ
′) ∈ (0, 1)2 × Rd−1. (2.21)

Estimation sur la paramétrice : On cherche à établir des estimations L2 − L2 sur la
paramétrice. En utilisant l’identité de Plancherel, nous allons d’abord travailler dans l’espace
L2
ξ′(Rd−1;L2

x1(0, 1)) pour ensuite déduire cette estimation dans L2(S).
Estimation sur la partie de la paramétrice impliquant le terme d’observation ĝN . On com-
mence par estimer le noyau k1 dans L2

x1(0, 1). Pour cela, on discute selon la fréquence.
Cas 1.a : |ξ′| ⩽ 1. Dans ce cas, en utilisant l’inégalité sinh(µ) ⩽ sinh(1)µ pour tout

µ ∈ [0, 1], il est facile de montrer qu’il existe C indépendant de ξ′ et τ tel que
∫ 1

0
|k1,τ (x1, |ξ′|)|2dx1 =

∫ 1

0

e−2τx1 sinh2(x1|ξ′|)
|ξ′|2

dx1 ⩽ C
∫ 1

0
e−2τx1x2

1 dx1 ⩽
C

τ 3 .

Cas 1.b : 1 ⩽ |ξ′| ⩽ τ . On décompose l’intégrale
∫ 1

0 =
∫ |ξ′|−1

0 +
∫ 1

|ξ′|−1 . En utilisant à nou-
veau l’inégalité sinh(µ) ⩽ sinh(1)µ pour tout µ ∈ [0, 1], et l’inégalité sinh(µ) ⩽ eµ pour
µ > 1, on obtient

∫ 1

0
|k1,τ (x1, |ξ′|)|2dx1 ⩽

(∫ |ξ′|−1

0
e−2τx1x2

1 dx1 +
∫ 1

|ξ′|−1

e−2(τ−|ξ′|)x1

|ξ′|2
dx1

)

⩽
C

τ 3 + C
∫ 1

|ξ′|−1

e−2(τ−|ξ′|)x1

|ξ′|2
dx1.

Cette deuxième intégrale est majorée ainsi :
∫ 1

|ξ′|−1

e−2(τ−|ξ′|)x1

|ξ′|2
dx1 ⩽ C

e−2τ/|ξ′|

|ξ′|2
∫ 1−|ξ′|−1

0
e−2(τ−|ξ′|)x1 dx1

⩽ C
e−2τ/|ξ′|

|ξ′|2
min

{
1, 1
τ − |ξ′|

}

⩽
C

τ 3

(
τ

|ξ′|

)2

e−2τ/|ξ′| min
{
τ,

1
1 − |ξ′|/τ

}

⩽
C

τ 3 min
{
τ,

1
1 − |ξ′|/τ

}

On obtient alors
∥k1(·, |ξ′|)∥2

L2(0,1) ⩽
C

τ 3 min
{
τ,

1
1 − |ξ′|/τ

}
. (2.22)

Cas 2 : |ξ′| > τ . Dans ce cas, il est facile de montrer qu’il existe C > 0 (indépendant de
τ et ξ′) tel que

∥k2,τ (·, 0, |ξ′|)∥2
L2(0,1) ⩽

C

|ξ′|2(τ + |ξ′|) .
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Ensuite, on définit une fonction ξ′ 7→ a(ξ′) donnée par

a(ξ′) =
{

∥k1(·, |ξ′|)∥L2(0,1) |ξ′| ⩽ τ,

∥k2,τ (·, 0, ξ′)∥L2(0,1) |ξ′| > τ,

pour laquelle nous avons d’après les estimées précédentes

a(ξ′)2 ⩽ C


1
τ 3 min

{
τ,

1
1 − |ξ′|/τ

}
|ξ′| ⩽ τ,

1
|ξ′|2(τ + |ξ′|) |ξ′| > τ.

(2.23)

Puis, pour θ ∈ {−1/2, 0, 1/2}, on pose

Cθ(τ) = sup
ξ′∈Rd−1

aθ(ξ′), et aθ(ξ′) := (1 + |ξ′|2)−θ/2a(ξ′).

Un analyse simple montre qu’il existe C > 0 indépendant de τ , tel que

C−1/2(τ) = C√
τ
, C0(τ) = C

τ
, C 1

2
(τ) = C

τ
3
2
.

En particulier, on en déduit que le terme au bord dans les deux formules (2.18) et (2.20)
est estimé par∥∥∥ĝN(ξ′)

(
k1(·, |ξ′|)1|ξ′|⩽τ − k2,τ (·, 0, |ξ′|)1|ξ′|>τ

)∥∥∥
L2(S)

⩽ Cθ(τ)∥gN∥Hθ(Rd−1). (2.24)

Estimation sur la partie de la paramétrice impliquant le terme source F̂ . On commence par
estimer le deuxième terme dans la formule (2.18), en utilisant l’inégalité de Young, ce qui
donne∥∥∥∥∫ x1

0
F̂ (y1, ξ

′)k1,τ (x1 − y1, |ξ′|) dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)
⩽ C∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)∥k1,τ (·, |ξ′|)∥L1(0,1).

Comme le cas avec la norme L2, par un calcul explicite, il existe C > 0 (indépendant de τ
et ξ′) tel que pour tout ξ′ avec |ξ′| ⩽ τ ,

∥k1,τ (·, |ξ′|)∥L1(0,1) ⩽
C

τ 2 min
{
τ,

1
1 − |ξ′|/τ

}
,

D’autre part, dans les hautes fréquences |ξ′| > τ , pour estimer le deuxième terme dans
(2.20), il existe C ⩾ 0 tel que

|k2,τ (x1, y1, |ξ′|)| ⩽ C
e−(|ξ′|−τ)|x1−y1|

2|ξ′|
.

Ensuite, en utilisant l’inégalité de Young, on obtient, pour ξ′ > τ ,∥∥∥∥− ∫ 1

0
F̂ (y1, ξ

′)k2,τ (x1, y1, |ξ′|) dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)
⩽

C

|ξ′|
∥∥∥F̂ (·, ξ′)

∥∥∥
L2(0,1)

∥e−(|ξ′|−τ)x1∥L1
x1 (−2,2)

⩽ C min
{

1
|ξ′|

,
1

(|ξ′| − τ)|ξ′|

}∥∥∥F̂ (·, ξ′)
∥∥∥
L2(0,1)

.
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On définit alors une fonction ξ′ 7→ ã(ξ′) donnée par

ã(ξ′) = C


1
τ 2 min

{
τ,

1
1 − |ξ′|/τ

}
|ξ′| ⩽ τ,

min
{

1
(|ξ′| − τ)|ξ′|

,
1

|ξ′|

}
|ξ′| > τ.

(2.25)

On en déduit que pour tout ξ′ ∈ Rd−1,∥∥∥∥1|ξ′|⩽τ

∫ x1

0
F̂ (y1, ξ

′)k1,τ (x1 − y1, |ξ′|) dy1 − 1|ξ′|>τ

∫ 1

0
F̂ (y1, ξ

′)k2,τ (x1, y1, |ξ′|) dy1

∥∥∥∥
L2(S)

⩽ sup
ζ′

{ã(ζ ′)}∥F̂∥L2(S) ⩽
C

τ
∥F̂∥L2(S). (2.26)

Estimation de U . En utilisant les estimées (2.24), (2.26), les formules (2.18) et (2.20) et
l’identité de Plancherel, on obtient pour θ ∈ {−1/2, 0, 1/2}, et pour tout τ > 1,

τ∥U∥L2(S) ⩽ C
(
τ−θ∥gN∥Hθ(Rd−1) + ∥F∥L2(S)

)
. (2.27)

Estimée de ∥∇U∥L2. En multipliant (2.15)1 par U et en effectuant une intégration par
parties, on obtient

−∥∇U∥2
L2(S) + τ 2∥U∥2

L2(S) =
∫

S
F (x)U(x) dx.

Ensuite, en utilisant l’inégalité de Hölder et (2.27), on obtient

∥∇U∥L2(S) ⩽ C
(
τ∥U∥L2(S) + 1

τ
∥F∥L2(S)

)
⩽ C

(
τ−θ∥gN∥Hθ(Rd−1) + ∥F∥L2(S)

)
. (2.28)

Ceci conclut la preuve de la première inégalité du théorème (2.13).
Estimée de ∥D2U∥L2 lorsque gN ∈ H

1
2 (Rd−1). On passe maintenant à la deuxième inéga-

lité (2.14). Pour ce faire, il suffit de démontrer

τ−1∥D2U∥L2(S) ⩽ C
(
τ− 1

2 ∥gN∥
H

1
2 (Rd−1)

+ ∥F∥L2(S)

)
. (2.29)

Pour cela, on commence par remarquer que les formules (2.18) et (2.20) et les définitions
de a et ã dans (2.23) et (2.25) donnent, pour tout ξ′ ∈ Rd−1,

∥Û(·, ξ′)∥2
L2(0,1) ⩽ 2a(ξ′)2|ĝN(ξ′)|2 + 2ã(ξ′)2∥F̂ (·, ξ′)∥2

L2(0,1).

En conséquence

(1 + |ξ′|2)2∥Û(·, ξ′)∥2
L2(0,1) ⩽ 2a(ξ′)2(1 + |ξ′|2) 3

2
(
(1 + |ξ′|2) 1

2 |ĝN(ξ′)|2
)

+ 2(1 + |ξ′|2)2ã(ξ′)2∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1).

On vérifie alors que

sup
ξ′∈Rd−1

{
a(ξ′)2(1 + |ξ′|2) 3

2
}
⩽ Cτ, et sup

ξ′∈Rd−1

{
(1 + |ξ′|2)2ã(ξ′)2

}
⩽ Cτ 2,
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si bien qu’on obtient, pour tout τ ⩾ 1 et ξ′ ∈ Rd−1,

(1 + |ξ′|2)2∥Û(·, ξ′)∥2
L2(0,1) ⩽ Cτ

(
(1 + |ξ′|2) 1

2 |ĝN(ξ′)|2
)

+ Cτ 2∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1). (2.30)

Par Plancherel, on obtient

∥U∥L2((0,1),H2(Rd−1)) ⩽ C
(√

τ∥gN∥
H

1
2 (Rd−1)

+ τ∥F∥L2(S)

)
.

En particulier, on obtient que pour tout i, j ∈ {2, .., d},

τ−1∥∂ijU∥L2(S) ⩽ C
(
τ− 1

2 ∥gN∥
H

1
2 (Rd−1)

+ ∥F∥L2(S)

)
.

Maintenant, on va estimer ∂11U dans L2(S). Pour commencer, on rappelle (cf (2.15)) que

∂11U + 2τ∂1U + τ 2U + △′U = F dans S.

On en déduit

τ−1∥∂11U∥L2(S) ⩽ C
(
τ∥U∥L2(S) + ∥∂1U∥L2(S) + τ−1∥U∥L2((0,1),H2(Rd−1)) + ∥F∥L2(S)

)
.

En utilisant (2.27), et (2.28), on obtient

τ−1∥∂11U∥L2(S) ⩽ C
(
τ− 1

2 ∥gN∥
H

1
2 (Rd−1)

+ ∥F∥L2(S)

)
.

Pour déduire (2.29), il reste à démontrer que pour tout j ∈ {2, ..., d}

τ−1∥∂1jU∥L2(S) ⩽ C
(
τ− 1

2 ∥gN∥
H

1
2 (Rd−1)

+ ∥F∥L2(S)

)
.

Pour cela, il suffit de prouver que

(1 + |ξ′|)∥∂1Û(·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽ C
(
τ

1
2 (1 + |ξ′|

1
2 )|ĝN(ξ′)| + τ∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)

)
. (2.31)

En multipliant (2.16) par Û et en intégrant par parties, on obtient∫ 1

0
|∂1Û(x1, ξ

′)|2 dx1 + τ 2
∫ 1

0
|Û(x1, ξ

′)|2 dx1 − |ξ′|2
∫ 1

0
|Û(x1, ξ

′)|2

=
∫ 1

0
F̂ (x1, ξ

′)Û(x1, ξ
′) dx1,

en multipliant par (1 + |ξ′|2), on obtient :

(1 + |ξ′|2)
∫ 1

0
|∂1Û(x1, ξ

′)|2 dx1

⩽ (1 + |ξ′|2)(|ξ′|2 − τ 2)
∫ 1

0
|Û(x1, ξ

′)|2 dx1 + (1 + |ξ′|2)
∣∣∣∣∫ 1

0
F̂ (x1, ξ

′)Û(x1, ξ
′) dx1

∣∣∣∣
⩽
(
(1 + |ξ′|2)(|ξ′|2 − τ 2) + (1 + |ξ′|2)2

) ∫ 1

0
|Û(x1, ξ

′)|2 dx1 +
∫ 1

0
|F̂ (x1, ξ

′)|2 dx1

⩽ C(1 + |ξ′|2)2
∫ 1

0
|Û(x1, ξ

′)|2 dx1 +
∫ 1

0
|F̂ (x1, ξ

′)|2 dx1.

On déduit alors l’inégalité (2.31) de (2.30), ce qui conclut la démonstration du théorème.
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2.2.3 Optimalité

L’objectif de cette partie est de démontrer l’optimalité des puissances du facteur τ qui
apparaissent dans l’inégalité de Carleman L2 (2.13). Plus précisément, on montre qu’on ne
peut pas avoir τβ devant le premier terme de l’inégalité (2.13) avec β > 1.

Proposition 2.2.4. Soit β ∈ R. S’il existe une constante C > 0 telle que pour tout τ ⩾ 1
et tout u ∈ H2

0 (S) on ait

τβ∥ue−τx1∥L2(S) ⩽ C∥e−τx1∆u∥L2(S), (2.32)

alors β ⩽ 1.

Démonstration. Soit β ∈ R. Supposons qu’il existe C > 0 tel que pour tout τ ⩾ 1 et tout
u ∈ H2

0 (S), l’estimation (2.32) est vraie. Notons que Û(x1, ξ
′) = e−τx1û(x1, ξ

′) vérifie

(∂11 + 2τ∂1 + τ 2 − |ξ′|2)Û(x1, ξ
′) = F̂ (x1, ξ

′) dans S,

avec F (x1, x
′) = e−τx1∆u(x1, x

′). Pour η ∈ H2
0 (0, 1) et ϵ > 0 introduisons Uϵ tel que

Ûϵ(x1, ξ
′) = η(x1)e− (|ξ′|2−τ2)2

ϵ .

Nous avons alors

F̂ϵ(x1, ξ
′) = (∂11 + 2τ∂1 + τ 2 − |ξ′|2)Ûϵ

=
(
∂11η(x1) + 2τ∂1η(x1) + η(x1)(τ 2 − |ξ′|2)

)
e− (|ξ′|2−τ2)2

ϵ .

En injectant Uϵ dans l’inégalité (2.32), il vient

τ 2β∥η∥2
L2(0,1)∥e− (|ξ′|2−τ2)2

ϵ ∥2
L2(Rd−1) ⩽ C∥

(
∂11η + 2τ∂1η + η(τ 2 − |ξ′|2)

)
e− (|ξ′|2−τ2)2

ϵ ∥2
L2(S).

Ensuite, on en déduit

τ 2β∥η∥2
L2(0,1) ⩽ C

∥∂11η + 2τ∂1η∥2
L2(0,1) + ∥η∥2

L2(0,1)
∥(τ 2 − |ξ′|2)e− (|ξ′|2−τ2)2

ϵ ∥2
L2(Rd−1)

∥e− (|ξ′|2−τ2)2
ϵ ∥2

L2(Rd−1)

 .
On va montrer que le dernier terme à droite tend vers 0 quand ϵ tend vers 0. Pour cela, on va
calculer l’intégrale en coordonnées sphériques et faire le changement de variable µ = (λ2−τ2)√

ϵ
,

pour obtenir

∥(τ 2 − |ξ′|2)e− (|ξ′|2−τ2)2
ϵ ∥2

L2(Rd−1) = |Sd−2|
∫ ∞

0
(τ 2 − λ2)2e−2 (τ2−λ2)2

ϵ λd−2 dλ.

= |Sd−2|
∫ ∞

−τ2
√

ϵ

(µ
√
ϵ)2e−2µ2√

ϵ2−1
(
µ

√
ϵ+ τ 2

) d−3
2 dµ

∼
ϵ→0

|Sd−2|
ϵ

3
2 τ d−4

2

∫ ∞

−∞
µ2e−2µ2 dµ,
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où ∼
ϵ→0

désigne l’équivalence entre deux normes ou voisinage ϵ = 0. De la même façon, on
obtient

∥e− (|ξ′|2−τ2)2
ϵ ∥2

L2(Rd−1) = |Sd−2|
∫ ∞

−τ2
√

ϵ

e−2µ2√
ϵ2−1

(
µ

√
ϵ+ τ 2

) d−3
2 dµ

∼
ϵ→0

|Sd−2|
ϵ

1
2 τ d−4

2

∫ ∞

−∞
e−2µ2 dµ.

En passant à la limite ϵ → 0, on en déduit que

∥(τ 2 − |ξ′|2)e− (|ξ′|2−τ2)2
ϵ ∥2

L2(Rd−1)

∥e− (|ξ′|2−τ2)2
ϵ ∥2

L2(Rd−1)

→
ϵ→0

0.

On constate alors qu’il existe une constante positive C telle que pour tout τ ⩾ 1 et tout
η ∈ H2

0 (0, 1),
τ 2β∥η∥2

L2(0,1) ⩽ C∥∂11η + 2τ∂1η∥2
L2(0,1) ⩽ Cτ 2∥η∥2

H2(0,1).

Pour terminer, en prenant η ̸= 0 et en faisant tendre τ vers +∞, on obtient nécessairement
que β ⩽ 1.

2.2.4 Inégalité de Carleman avec un poids strictement convexe.

L’objectif de cette section est de démontrer des inégalités de Carleman de type L2 avec
un poids strictement convexe qui ne dépend que de la variable normale x1. Plus précisément,
le théorème que l’on obtient est le suivant :

Théorème 2.2.5. Soit φ une fonction dans C2([0, 1]), strictement décroissante et stricte-
ment convexe, c’est-à-dire qu’il existe α > 0 et β > 0 tels que

sup
x1∈[0,1]

φ′(x1) ⩽ −α , inf
x1∈[0,1]

φ′′(x1) ⩾ β et φ(0) = 0.

Alors, il existe une constante C > 0 telle que pour tout τ ⩾ 1 et tout u ∈ H2(S) vérifiant
u(1, ·) = 0, on a

τ
3
2 ∥eτφ(x1)u∥L2(S) + τ

1
2 ∥eτφ(x1)∇u∥L2(S) ⩽ C

(
∥eτφ(x1)△u∥L2(S)

+τ 3
4 ∥u(0, ·)∥

H
1
2 (Rd−1)

+ τ
1
4 −s′∥∂1u(0, ·)∥Hs′ (Rd−1)

)
, (2.33)

avec s′ ∈ {0,−1
2}.

Remarque 2.2.6. Pour une fonction u ∈ H2(S) vérifiant u(1, ·) = 0 et de plus ∂1u(0, ·) =
0, en choisissant s = 1

2 , on obtient la même puissance de τ devant le terme ∥u(0, ·)∥
H

1
2 (Rd−1)

que celle trouvée dans le travail d’Imanuvilov et Puel [IP03].
Notons que notre approche peut également s’adapter pour traiter le cas des fonctions u ∈

H2(S) qui ne s’annulent pas en {x1 = 1}. Dans ce cas, nous obtenons, comme Imanuvilov
et Puel [IP03], qu’il faut modifier (2.33) en ajoutant un terme Cτ− 3

4 ∥u(1, ·)eτφ(1)∥
H

1
2 (Rd−1)

dans le membre de droite de (2.33).
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Démonstration. Factorisation de l’opérateur et construction d’une paramétrice. On va construire
une paramétrice pour l’opérateur conjugué △τ := eτφ(x1)△e−τφ(x1). En posant F = eτφ(x1)△u
dans S, la fonction conjuguée U(x1, x

′) = eτφ(x1)u(x1, x
′) vérifie

((∂1 − τφ′)2 + △′)U = F̃ , dans (0, 1) × Rd−1. (2.34)

En appliquant la transformée de Fourier partielle en x′, elle devient

((∂1 − τφ′)2 − |ξ′|2)Û(x1, ξ
′) = ̂̃

F (x1, ξ
′), (x1, ξ

′) ∈ (0, 1) × Rd−1.

On factorise notre opérateur

((∂1 − τφ′)2 − |ξ′|2) = (∂1 − τφ′(x1) + |ξ′|)(∂1 − τφ′(x1) − |ξ′|) + τφ′′.

Puis, on introduit les fonctions suivantes

Ŵ = (∂1 − τφ′ − |ξ′|)Û , U0 = U(0, ·), Ŵ0 = ∂1Û(0, ·) − (τφ′(0) + |ξ′|)Û0.

On a alors le système d’équations

(∂1 − τφ′ − |ξ′|)Û = Ŵ dans S,
(∂1 − τφ′ + |ξ′|)Ŵ = F̂ dans S,
Û(0, ξ′) = Û0(ξ′), Û(1, ξ′) = 0 sur Rd−1,

Ŵ (0, ξ′) = Ŵ0(ξ′) sur Rd−1,

(2.35)

avec F̂ := ̂̃
F + τφ′′Û , c’est-à-dire F = F̃ + τφ(x1)U .

Soit ξ′ fixé Rd−1. On résout d’abord le système(∂1 − τφ′(x1) + |ξ′|)Ŵ (·, ξ′) = F̂ (·, ξ′) dans (0, 1),
Ŵ (0, ξ′) = Ŵ0(ξ′).

Par la formule de Duhamel, on obtient

Ŵ (x1, ξ
′) = Ŵ0(ξ′)e(τφ(x1)−|ξ′|x1) +

∫ x1

0
F̂ (x̃1, ξ

′)e(τφ(x1)−|ξ′|x1)−(τφ(x̃1)−|ξ′|x̃1) dx̃1. (2.36)

On résout ensuite, pour ξ′ fixé dans Rd−1, le système(∂1 − τφ′(x1) − |ξ′|)Û(·, ξ′) = Ŵ (·, ξ′) dans (0, 1),
Û(0, ξ′) = Û0(ξ′), Û(1, ξ′) = 0.

(2.37)

C’est une équation différentielle d’ordre un avec des données aux bords des deux côtés
de l’intervalle de l’intervalle (0, 1). Comme précédemment, on peut donc construire deux
formules pour retrouver Û , soit en faisant le choix de résoudre en utilisant la condition au
bord Û(0, ξ′) = Û0(ξ′), soit en faisant le choix de résoudre en utilisation la condition au
bord Û(1, ξ′) = 0.

Pour faire ce choix, on va utiliser que le terme

∂1(τφ(x1) + |ξ′|x1) = τφ′(x1) + |ξ′|
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s’annule au plus une fois dans (0, 1), en changeant alors de signe. On examine la situation
en comparant la fréquence |ξ′| avec le paramètre de Carleman τ et on distingue 3 cas.

i) Pour tout x1 ∈ [0, 1] tel que |ξ′| ⩽ −τφ′(x1). Le système d’équation (2.37) est « bien
posée » en résolvant de la gauche vers la droite, et on a la formule

Û(x1, ξ
′) = eτφ(x1)+|ξ′|x1Û0(ξ′) +

∫ x1

0
Ŵ (x̃1, ξ

′)e(τφ(x1)+|ξ′|x1)−(τφ(x̃1)+|ξ′|x̃1) dx̃1

= eτφ(x1)+|ξ′|x1Û0(ξ′) + Ŵ0(ξ′)
∫ x1

0
e(τφ(x̃1)−|ξ′|x̃1)e(τφ(x1)+|ξ′|x1)−(τφ(x̃1)+|ξ′|x̃1) dx̃1

+
∫ x1

0
e(τφ(x1)+|ξ′|x1)−(τφ(x̃1)+|ξ′|x̃1)

∫ x̃1

0
F̂ (y1, ξ

′)e(τφ(x̃1)−|ξ′|x̃1)−(τφ(y1)−|ξ′|y1) dy1 dx̃1.

Ensuite, par le théorème de Fubini, on a

Û(x1, ξ
′) = eτφ(x1)+|ξ′|x1Û0(ξ′) + Ŵ0(ξ′)e(τφ(x1)+|ξ′|x1)

∫ x1

0
e−2|ξ′|x̃1 dx̃1

+
∫ x1

0
F̂ (y1, ξ

′)e(τφ(x1)+|ξ′|x1)−(τφ(y1)+|ξ′|y1)
∫ x1

y1
e−2|ξ′|(x̃1−y1) dx̃1 dy1

= eτφ(x1)+|ξ′|x1Û0(ξ′) + Ŵ0(ξ′)k1,τ (x1, 0, |ξ′|) +
∫ x1

0
F̂ (y1, ξ

′)k1,τ (x1, y1, |ξ′|) dy1, (2.38)

où le noyau k1 est donné par, pour tout x1, y1 tel que 0 ⩽ y1 ⩽ x1 ⩽ 1 et tout µ ⩾ 0,

k1,τ (x1, y1, µ) = eτ(φ(x1)−φ(y1)) sinh(µ(x1 − y1))
µ

. (2.39)

ii) Pour tout x1 ∈ [0, 1] tel que |ξ′| > −τφ′(x1). Dans ce cas, on résout l’équation (2.37)
de la droite vers la gauche, et on a alors

Û(x1, ξ
′) = −

∫ 1

x1
Ŵ (x̃1, ξ

′)e(τφ(x1)+|ξ′|x1)−(τφ(x̃1)+|ξ′|x̃1) dx̃1

= −Ŵ0(ξ′)e(τφ(x1)+|ξ′|x1)
∫ 1

x1
e−2|ξ′|x̃1 dx̃1

−
∫ 1

x1

∫ x̃1

0
F̂ (y1, ξ

′)e−2|ξ′|x̃1e(τφ(x1)+|ξ′|x1)−(τφ(y1)−|ξ′|y1) dy1 dx̃1.

Ensuite, par le théorème de Fubini, on a

Û(x1, ξ
′) = −Ŵ0(ξ′)e(τφ(x1)+|ξ′|x1)

∫ 1

x1
e−2|ξ′|x̃1 dx̃1 −

∫ 1

0
F̂ (y1, ξ

′)k2,τ (x1, y1, |ξ′|) dy1, (2.40)

où le noyau k2 est donné par, pour tout x1, y1 ∈ [0, 1] et tout µ ⩾ 0,

k2,τ (x1, y1, µ) = eτ(φ(x1)−φ(y1))−µ|x1−y1|
∫ 1−max{x1,y1}

0
e−2µx̃1 dx̃1. (2.41)

iii) Jonction des deux solutions. En vertu de la convexité de la fonction x1 7→ τφ(x1) +
|ξ′|x1, il existe au plus un unique point xξ′ ∈ [0, 1] tel que |ξ′| = −τφ′(xξ′). Les formules
(2.38) et (2.40) sont alors utilisées respectivement d’un côté et de l’autre de ce point xξ′ .
Plus précisément, pour (x1, ξ

′) ∈ (0, 1) × Rd−1, la formule explicite de Û est donnée par

Û(x1, ξ
′) = 1[0,xξ′ ](x1)

(
eτφ(x1)+|ξ′|x1Û0(ξ′) + Ŵ0(ξ′)k1,τ (x1, 0, |ξ′|)

+
∫ x1

0
F̂ (y1, ξ

′)k1,τ (x1, y1, |ξ′|) dy1

)
+ 1[xξ′ ,1](x1)

(
−Ŵ0(ξ′)e(τφ(x1)+|ξ′|x1)

∫ 1

x1
e−2|ξ′|x̃1 dx̃1

−
∫ 1

0
F̂ (y1, ξ

′)k2,τ (x1, y1, |ξ′|) dy1

)
. (2.42)
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Maintenant, à l’aide de cette formule, on va démontrer une inégalité L2 − L2 pour la
fonction Û(·, ξ′), puis on en déduit une inégalité pour U . L’idée est d’obtenir des estimations
sur Û(·, ξ′) séparément dans les hautes fréquences, les basses fréquences et près de la variété
caractéristique

Στ
x1 =

{
ξ′ ∈ Rd−1, τφ′(x1) + |ξ′| = 0

}
,

avec x1 ∈ [0, 1], et τ ⩾ 1. Dans la suite, nous allons utiliser le lemme suivant.
Lemme 2.2.7. Soit h ∈ C2([0, 1]) une fonction strictement convexe i.e h′′ ⩾ β > 0, alors
pour tout x1, y1 ∈ [0, 1], on a

h(x1) − h(y1) ⩽ h′(x1)(x1 − y1) − β

2 |x1 − y1|2. (2.43)

On va utiliser le premier terme du membre droite dans cette inégalité pour estimer les
hautes et les basses fréquences. En revanche, près de la variété caractéristique, on utilisera
le terme −β|x1 − y1|2/2 dans l’inégalité (2.43).

Démonstration du lemme 2.2.7. Soit h ∈ C2([0, 1]) tel que h′′ ⩾ β > 0 et soit x1 ∈ [0, 1]
fixé, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, on obtient pour tout y1 ∈ [0, 1]

h(y1) = h(x1) + h′(x1)(y1 − x1) +
∫ y1

x1
h′′(t)(y1 − t) dt.

Ce qui implique

h(x1) − h(y1) = h′(x1)(x1 − y1) −
∫ y1

x1
h′′(t)(y1 − t) dt.

On discute les deux cas suivants : Si y1 ⩽ x1, on a alors

h(x1) − h(y1) = h′(x1)(x1 − y1) −
∫ x1

y1
h′′(t)(t− y1) dt

⩽ h′(x1)(x1 − y1) − β
∫ x1

y1
(t− y1) dt

= h′(x1)(x1 − y1) − β/2(x1 − y1)2.

Si x1 ⩽ y1, on a alors

h(x1) − h(y1) = h′(x1)(x1 − y1) −
∫ y1

x1
h′′(t)(y1 − t) dt

⩽ h′(x1)(x1 − y1) − β
∫ y1

x1
(y1 − t) dt

= h′(x1)(x1 − y1) − β/2(x1 − y1)2.

Ceci conclut la preuve du Lemme 2.2.7.

Estimation dans les basses fréquences |ξ′| ⩽ τα
2 . On commence par estimer le noyau k1.

Comme supφ′ ⩽ −α, on a alors pour 0 ⩽ y1 ⩽ x1 ⩽ 1 et pour µ ⩾ 0,

k1,τ (x1, y1, µ) = eτ(φ(x1)−φ(y1)) sinh(µ(x1 − y1))
µ

⩽ e−α(x1−y1)τ sinh ((x1 − y1)µ)
µ

=: k̃1,τ (x1 − y1, µ). (2.44)
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En utilisant cette estimation, il existe C > 0 (indépendant de ξ′ et τ) tel que, pour |ξ′| ⩽ τα
2 ,

∥k̃1(·, |ξ′|)∥L2(0,1) ⩽ Cτ− 3
2 , (2.45)

∥k̃1(·, |ξ′|)∥L1(0,1) ⩽ Cτ−2. (2.46)

En utilisant l’inégalité de Young et ces estimées, il existe C > 0 (indépendant de ξ′ et τ) tel
que pour |ξ′| ⩽ τα

2 ,

∥Û(·, ξ′)∥L2
x1 (0,1)

=
∥∥∥∥eτφ(x1)+|ξ′|x1Û0(ξ′) + Ŵ0(ξ′)k1,τ (x1, 0, |ξ′|) +

∫ x1

0
F̂ (y1, ξ

′)k1,τ (x1, y1, |ξ′|) dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)

⩽ C

(
|Û0(ξ′)|

(ατ − |ξ′|) 1
2

+ |Ŵ0(ξ′)|
τ 3/2 + ∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)

τ 2

)

⩽ C

(
|Û0(ξ′)|
τ

1
2

+ |∂1û(0, ξ′)|
τ 3/2 + ∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)

τ 2

)
, (2.47)

où nous avons utilisé que (∂1Û − τφ′(0)Û)(0, ξ′) = ∂1û(0, ξ′) = Ŵ0 + |ξ′|Û0.
Estimation dans hautes fréquences |ξ′| ⩾ 2τα′, où α′ = sup

[0,1]
|φ′|. On va estimer le premier

terme en (2.40). Pour ce faire, on vérifie qu’ il existe une constante C > 0 telle que, pour
|ξ′| ⩾ 2τα′ et pour tout x1 ∈ (0, 1),

e(τφ(x1)+|ξ′|x1)
∫ 1

x1
e−2|ξ′|x̃1 dx̃1 ⩽

C

|ξ′|
e−(τα+|ξ′|)x1 ⩽

C

|ξ′|
e−|ξ′|x1 ,

on en déduit alors, pour |ξ′| ⩾ 2τα′,∥∥∥∥Ŵ0(ξ′)e(τφ(x1)+|ξ′|x1)
∫ 1

x1
e−2|ξ′|x̃1 dx̃1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)
⩽ C

|Ŵ0(ξ′)|
|ξ′|(|ξ′| + τα) 1

2
⩽ C

|Ŵ0(ξ′)|
|ξ′| 3

2
.

Ensuite, pour |ξ′| ⩾ 2τα′, on peut majorer le deuxième terme de (2.40) de la façon suivante :∥∥∥∥∫ 1

0
F̂ (y1, ξ

′)k2,τ (x1, y1, |ξ′|) dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)
⩽

1
|ξ′|

∥∥∥∥∫ x1

0
|F̂ (y1, ξ

′)|eτ(φ(x1)−φ(y1))−|ξ′||x1−y1| dy1

+
∫ 1

x1
|F̂ (y1, ξ

′)|eτ(φ(x1)−φ(y1))−|ξ′||x1−y1| dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)
.

Comme −α′ ⩽ φ′ ⩽ −α, il existe α′′ > 0 tel que pour tout ξ′ ∈ Rd−1 tel que |ξ′| ⩾ 2τα′,

τ(φ(x1) − φ(y1)) − |ξ′||x1 − y1| ⩽ −(ατ + |ξ′|)|x1 − y1| ⩽ −α′′|ξ′||x1 − y1|, y1 ⩽ x1,

τ(φ(x1) − φ(y1)) − |ξ′||x1 − y1| ⩽ −(|ξ′| − τα′)|x1 − y1| ⩽ −α′′|ξ′||x1 − y1|, x1 ⩽ y1.

En utilisant les inégalités précédentes, puis en appliquant l’inégalité de Young, il existe
C > 0 (indépendant de ξ′ et τ) tel que, pour |ξ′| ⩾ 2τα′,∥∥∥∥∫ 1

0
F̂ (y1, ξ

′)k2,τ (x1, y1, |ξ′|) dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,1)
⩽ C

∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)

|ξ′|2
⩽ C

∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)

τ 2 .
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On a alors, pour ξ′ ∈ Rd−1 tel que |ξ′| ⩾ 2τα′,

∥Û(·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽ C

(
|Ŵ0(ξ′)|

|ξ′| 3
2

+ ∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)

|ξ′|2

)

⩽ C

(
|∂1û(0, ξ′)|

|ξ′| 3
2

+ |û(0, ξ′)|
|ξ′| 1

2
+ ∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)

|ξ′|2

)
, (2.48)

où nous avons utilisé que ∂1û(0, ξ′) = Ŵ0 + |ξ′|û(0, ξ′).
Estimations près de la variété caractéristique Στ

x1 : τα
2 ⩽ |ξ′| ⩽ 2τα′. Pour ξ′ ∈ Rd−1,

si |ξ′| ∈ [τα, τα′], alors il existe un unique xξ′ ∈ [0, 1] tel que |ξ′| = −τφ′(xξ′), si |ξ′| ∈
[τα/2, τα], on pose xξ′ = 1, et si |ξ′| ∈ [τα′, 2τα′], on pose xξ′ = 0.

Par construction, on a, pour tout x1 ∈ [0, xξ′ ], τφ′(x1) + |ξ′| ⩽ 0. Comme l’application
x1 7→ τφ(x1)+|ξ′|x1 est convexe, en utilisant le lemme 2.2.7, on a pour 0 ⩽ y1 ⩽ x1 ⩽ xξ′ ⩽ 1

(τφ(x1) + |ξ′|x1) − (τφ(y1) + |ξ′|y1)

⩽ (x1 − y1)(τφ′(x1) + |ξ′|) − τβ

2 (x1 − y1)2 ⩽ −τβ

2 (x1 − y1)2. (2.49)

On a alors pour 0 ⩽ y1 ⩽ x1 ⩽ xξ′ ⩽ 1,

k1,τ (x1, y1, |ξ′|) = eτ(φ(x1)−φ(y1)) sinh(|ξ′|(x1 − y1))
|ξ′|

⩽
e−τβ/2(x1−y1)2

|ξ′|
=: k̃1,τ (x1 − y1, |ξ′|).

(2.50)

En utilisant cette estimation, il existe C > 0 (indépendant de ξ′ et τ) tel que, pour |ξ′| ∈[
τα
2 , 2τα

′
]
,

∥∥∥k̃1,τ (·, |ξ′|)
∥∥∥
L2(0,1)

⩽
C

|ξ′|τ 1
4
⩽

C

τ
5
4
, (2.51)

∥∥∥k̃1,τ (·, |ξ′|)
∥∥∥
L1(0,1)

⩽
C

|ξ′|τ 1
2
⩽

C

τ
3
2
, , (2.52)∥∥∥eτφ(x1)+|ξ′|x1

∥∥∥
L2

x1 (0,1)
⩽ Cτ− 1

4 . (2.53)

En utilisant ces estimées et l’inégalité de Young, il existe C > 0 tel que pour tout τ > 1 et
tout ξ′ ∈ Rd−1 tel que τα

2 ⩽ |ξ′| ⩽ 2τα′,

∥∥∥∥eτφ(x1)+|ξ′|x1Û0(ξ′) + Ŵ0(ξ′)k1,τ (x1, 0, |ξ′|) +
∫ x1

0
F̂ (y1, ξ

′)k1,τ (x1, y1, |ξ′|) dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (0,xξ′ )

⩽ C

(
|Û0(ξ′)|
τ

1
4

+ |Ŵ0(ξ′)|
τ

5
4

+ ∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)

τ
3
2

)
. (2.54)

D’autre part, il existe C > 0 (indépendant de τ et ξ′) tel que, pour x1 ∈ [xξ′ , 1],

e(τφ(x1)+|ξ′|x1)
∫ 1

x1
e−2|ξ′|x̃1 dx̃1 ⩽ C

e−(ατ+|ξ′|)x1

|ξ′|
⩽ C

e−ατx1

τ
,
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on en déduit ∥∥∥∥Ŵ0(ξ′)e(τφ(x1)+|ξ′|x1)
∫ 1

x1
e−2|ξ′|x̃1 dx̃1

∥∥∥∥
L2

x1 (xξ′ ,1)
⩽ C

|Ŵ0(ξ′)|
τ

3
2

. (2.55)

Passons au deuxième terme, on a pour tout x1 ∈ [xξ′ , 1], τφ′(x1) + |ξ′| ⩾ 0. Comme
l’application x1 7→ τφ(x1) + |ξ′|x1 est convexe, en utilisant le lemme 2.2.7, on a pour
0 ⩽ xξ′ ⩽ x1 ⩽ y1 ⩽ 1

(τφ(x1) + |ξ′|x1) − (τφ(y1) + |ξ′|y1) ⩽ (x1 − y1)(τφ′(x1) + |ξ′|) − τβ

2 (x1 − y1)2 (2.56)

⩽ −τβ

2 (x1 − y1)2. (2.57)

On a alors∥∥∥∥∥
∫ 1

0
F̂ (y1, ξ

′)e(τ(φ(x1)−φ(y1))−|ξ′||x1−y1|
∫ 1−max{x1,y1}

0
e−2|ξ′|x̃1 dx̃1 dy1

∥∥∥∥∥
L2

x1 (xξ′ ,1)

⩽
1

|ξ′|

∥∥∥∥∫ x1

0
|F̂ (y1, ξ

′)|e(τ(φ(x1)−φ(y1))−|ξ′||x1−y1| dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (xξ′ ,1)

+ 1
|ξ′|

∥∥∥∥∫ 1

x1
|F̂ (y1, ξ

′)|eτ(φ(x1)−φ(y1))−|ξ′||x1−y1| dy1

∥∥∥∥
L2

x1 (xξ′ ,1)

⩽
C

|ξ′|
∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)

(
∥e−(|ξ′|+τα)x1∥L1

x1 (xξ′ ,1) + ∥e− τβ
2 x2

1∥L1
x1 (xξ′ ,1)

)
⩽ C

∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)

|ξ′|τ 1
2

⩽ C
∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)

τ
3
2

. (2.58)

En combinant (2.55) et (2.58), on obtient alors, pour tout τ > 1 et tout ξ′ ∈ Rd−1 tel que
τα
2 ⩽ |ξ′| ⩽ 2τα′,

∥Û(·, ξ′)∥L2(xξ′ ,1) ⩽ C

(
|Ŵ0(ξ′)|
τ

3
2

+ ∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)

τ
3
2

)
. (2.59)

En conclusion de cette partie concernant les fréquences intermédiaires, on a obtenu, pour
|ξ′| ∈ [ τα2 , 2τα

′],

∥Û(·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽ C

(
|û(0, ξ′)|
τ

1
4

+ |∂1û(0, ξ′)|
τ

5
4

+ ∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1)

τ
3
2

)
. (2.60)

Finalement, en combinant les estimées (2.47), (2.48), et (2.60), il existe une constante
C > 0 telle que pour tout τ > 1

τ
3
2 ∥U∥L2(S) ⩽ C

(
τ

3
4 ∥u(0, ·)∥

H
1
2 (Rd−1)

+ τ
1
4 −s′∥∂1u(0, ·)∥Hs′ (Rd−1) + ∥F∥L2(S)

)
,

avec s′ ∈ {0,−1
2}.

Estimation du gradient ∥∇U∥L2(S). L’idée est d’utiliser les inégalités qu’on a montrées
pour U sur les trois différentes régions de fréquences.
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Pour ξ′ ∈ Rd−1 tel que |ξ′| ⩽ τα
2 , on déduit de l’inégalité (2.47)

(τ 2 + |ξ′|2)∥Û(·, ξ′)∥2
L2(0,1)

⩽ C

(1 + |ξ′|2) 1
2 |û(0, ξ′)|2 + τ−1−2s′(1 + |ξ′|2)s′|∂1û(0, ξ′)|2 +

∥F̂ (·, ξ′)∥2
L2(0,1)

τ 2

 . (2.61)

Pour ξ′ ∈ Rd−1 tel que |ξ′| ⩾ 2τα′, on déduit de l’inégalité (2.48)

(τ 2 + |ξ′|2)∥Û(·, ξ′)∥2
L2(0,1)

⩽ C

(1 + |ξ′|2) 1
2 |û(0, ξ′)|2 + τ−1−2s′(1 + |ξ′|2)s′|∂1û(0, ξ′)|2 +

∥F̂ (·, ξ′)∥2
L2(0,1)

τ 2

 . (2.62)

Enfin, pour ξ′ ∈ Rd−1 tel que |ξ′| ∈ [ τα2 , 2τα
′], on déduit de l’inégalité (2.60)

(τ 2 + |ξ′|2)∥Û(·, ξ′)∥2
L2(0,1)

⩽

τ 1
2 (1 + |ξ′|2) 1

2 |û(0, ξ′)|2 + τ− 1
2 −2s′(1 + |ξ′|2)s′|∂1û(0, ξ′)|2 +

∥F̂ (·, ξ′)∥2
L2(0,1)

τ

 . (2.63)

En utilisant ces trois dernières estimées, on obtient pour tout i ∈ {2, · · · , d},

.τ
3
2 ∥U∥L2(S) + τ

1
2 ∥∂iU∥L2(S)

⩽ C
(
τ

3
4 ∥u(0, ·)∥

H
1
2 (Rd−1)

+ τ
1
4 −s′∥∂1u(0, ·)∥Hs′ (Rd−1) + ∥F∥L2(S)

)
. (2.64)

Pour terminer la preuve du théorème, il reste à montrer une estimation sur le terme ∂1U .
Pour cela, on utilise (2.35)1, et on obtient que pour tout ξ′ ∈ Rd−1,

τ
1
2 ∥∂1Û(·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽ C

(
τ

3
2 ∥Û(·, ξ′)∥L2(0,1) + τ

1
2 ∥|ξ′|Û(·, ξ′)∥L2(0,1) + τ

1
2 ∥Ŵ (·, ξ′)∥L2(0,1)

)
.

De plus, à partir de la formule explicite (2.36) de W , on obtient facilement que

∥Ŵ (·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽
C

(τ + |ξ′|) 1
2
|Ŵ0(ξ′)| + C

τ + |ξ′|
∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1).

⩽
C

(τ + |ξ′|) 1
2
|∂1û(0, ξ′)| + C|ξ′|

(τ + |ξ′|) 1
2
|û(0, ξ′)| + C

τ + |ξ′|
∥F̂ (·, ξ′)∥L2(0,1).

On déduit alors de ces deux dernières estimées et des estimées (2.61)–(2.62)–(2.63), que

τ
1
2 ∥∂1U∥L2(S) ⩽ C

(
τ

3
4 ∥u(0, ·)∥

H
1
2 (Rd−1)

+ τ
1
4 −s′∥∂1u(0, ·)∥Hs′ (Rd−1) + ∥F∥L2(S)

)
.

Pour conclure, il suffit de rappeler que eτφu = U , eτφ∇u = ∇U − τ∇φU , et que F =
eτφ∆u + τφeτφu. On conclut la démonstration du théorème en absorbant le terme τφeτφu
par le membre de gauche de (2.64).
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2.2.5 Optimalité

Dans cette partie, nous allons montrer l’optimalité de certaines puissances du facteur τ
qui apparaissent dans l’inégalité de Carleman L2 (2.33). Plus précisément, on va montrer
qu’on ne peut pas avoir τβ devant le premier terme de l’inégalité (2.33) avec β > 3/2.

Proposition 2.2.8. Soit β ∈ R. Supposons qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour
tout τ ⩾ 1 et pour tout u ∈ H2

0 (S), on a

τβ∥ueτφ(x1)∥L2(S) ⩽ C∥eτφ(x1)∆u∥L2(S). (2.65)

Alors on a nécessairement β ⩽ 3/2.

Démonstration de la proposition 2.2.8. On commence par choisir une fonction η ∈ C∞
c ((−1

2 ,
1
2))

non nulle. Pour τ > 0, on teste l’inégalité (2.65) avec

ûτ,α,ε(x1, ξ
′) = e−τφ(x1)η

(
τα
(
x1 − 1

2

))
exp

(
−1
ε

(|ξ′|2 − µ2)
)
, avec µ = τ

∣∣∣∣φ′
(1

2

)∣∣∣∣ ,
pour des paramètres α ⩾ 0, τ ⩾ 1 grand et ε > 0 petit, et on lui associe Uτ,α,ε la fonction
donnée par

Uτ,α,ε(x1, x
′) = e−τφ(x1)uτ,α,ε(x1, x

′).

On obtient d’une part que

τβ∥uτ,α,εeτφ(x1)∥L2(S) = τβ− α
2 ∥η∥L2(0,1)

∥∥∥∥exp
(

−1
ε

(|ξ′|2 − µ2)
)∥∥∥∥

L2(Rd−1)
,

et d’autre part que

∥eτφ(x1)∆uτ,α,ε∥L2(S)

⩽ ∥∂11Ûτ,α,ε∥L2(S) + ∥2τφ′∂1Ûτ,α,ε∥L2(S) + ∥τφ′′Ûτ,α,ε∥L2(S)

+ ∥τ 2(φ′(x1)2 − φ′(1/2)2)Ûτ,α,ε∥L2(S) + ∥(µ2 − |ξ′|2)Ûτ,α,ε∥L2(S).

=
∥∥∥∥exp

(
−1
ε

(|ξ′|2 − µ2)
)∥∥∥∥2

L2(Rd−1)

(
∥∂11ητ,α∥L2(0,1) + ∥2τφ′∂1ητ,α∥L2(0,1)

+∥τφ′′ητ,α∥L2(0,1) + ∥τ 2(φ′(x1)2 − φ′(1/2)2)ητ,α∥L2(0,1)
)

+
∥∥∥∥(µ2 − |ξ′|2) exp

(
−1
ε

(|ξ′|2 − µ2)
)∥∥∥∥

L2(Rd−1)
∥ητ,α∥L2(0,1),

où nous avons noté ητ,α la fonction définie par

ητ,α(x1) = η
(
τα
(
x1 − 1

2

))
.

Comme dans la preuve de la Proposition 2.2.4, on remarque que

lim
ε→0

∥∥∥(µ2 − |ξ′|2) exp
(
−1
ε
(|ξ′|2 − µ2)

)∥∥∥
L2(Rd−1)∥∥∥exp

(
−1
ε
(|ξ′|2 − µ2)

)∥∥∥
L2(Rd−1)

= 0.
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On en déduit que

τβ− α
2 ∥η∥L2(0,1)

⩽ C
(
∥∂11ητ,α∥L2(0,1) + ∥2τφ′∂1ητ,α∥L2(0,1) + ∥τφ′′ητ,α∥L2(0,1) + ∥τ 2(φ′(x1)2 − φ′(1/2)2)ητ,α∥L2(0,1)

)
.

En utilisant alors que |φ′(x1)2 − φ′(1/2)2| ⩽ C|x1 − 1/2|, on déduit alors que l’inégalité

τβ− α
2 ⩽ C

(
τ

3α
2 + τ 1+ α

2 + τ 1− α
2 + τ 2− 3α

2
)

doit être vérifiée pour tout τ grand. On en déduit que pour tout α ⩾ 0,

β ⩽ max{2α, 1 + α, 2 − α}.

Il est facile de voir qu’en prenant α = 1/2, cela implique que β ⩽ 3/2 comme annoncé.

2.3 Inégalité de Carleman H−1

Dans cette section, on établit une estimation de Carleman avec un terme source dans
H−1. On utilise la méthode développée dans les sections précédentes, essentiellement basée
sur la factorisation de l’opérateur conjugué.

Nous commençons d’abord par rappeler un résultat de décomposition d’une fonction de
l’espace de Sobolev H−m en termes des dérivées des fonctions de l’espace L2.

Théorème 2.3.1 (Théorème 12.1, page 71 [LM12]). Soient m ∈ N et Ω un ouvert de Rd.
Alors tout élément f de H−m(Ω) peut se représenter, de façon non unique, par

f =
∑

|α|⩽m
Dαfα avec fα ∈ L2(Ω).

De plus, sur cet espace H−m, on a la norme suivante

∥f∥H−m(Ω) = inf
 ∑

|α|⩽m
∥fα∥2

L2(Ω)

 1
2

(2.66)

où l’infimum est pris sur l’ensemble de toutes les familles {fα}α telles que f =
∑

|α|⩽m
Dαfα.

Remarque 2.3.2. On note que nous avons une caractérisation similaire pour les éléments
de l’espace W−m,p(Ω), voir par exemple [AF03, Theorem 3.9] ou [BF12, Theorem III.2.24.].

2.3.1 Estimation a priori

On commence par une simple estimation a priori pour la solution du Laplacien avec
un terme source dans H−1 afin de mieux comprendre la construction et les estimations de
la solution de l’opérateur conjugué dans le contexte des estimations de Carleman.

Théorème 2.3.3. Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction f ∈ H−1(S),
le système {− ∆u = f dans S,

u (0, ·) = 0 = u (1, ·) sur Rd−1.
(2.67)
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admet une unique solution u ∈ H1
0 (S) vérifiant

∥u∥H1(S) ⩽ C

∥(∂1u(0, ·) + f1(0, ·))∥
H− 1

2 (Rd−1)
+ ∥f0∥L2(S) +

j=d∑
j=1

∥fj∥L2(S)

 , (2.68)

avec f0 +
j=d∑
j=1

∂jfj = f et fj ∈ L2(S) pour tout j ∈ {0, 1, ..., d}.

Remarque 2.3.4. 1. On rappelle que par le théorème de Lax-Milgram, le problème de
Cauchy (2.67) admet une unique solution u ∈ H1

0 (S) vérifiant

∥u∥H1(S) ⩽ C∥f∥H−1(S).

Cette dernière inégalité est évidemment plus forte que l’inégalité (2.68) qui fait inter-
venir la dérivée normale de u (ou plutôt la norme de ∂1u(0, ·) + f1(0, ·) ). Toutefois,
la preuve que nous présentons ci-dessous du Théorème 2.3.3 nous semble instructive
car la preuve des inégalités de Carleman que nous ferons ensuite en sera directement
inspirée.

2. Dans l’estimation (2.68), le terme ∂1u(0, ·) + f1(0, ·) est bien dans H−1/2(Rd−1) en
vertu du résultat classique suivant :
Si R ∈ L2(Ω; Cd) et divR ∈ L2(Ω), alors R · n est bien défini en tant qu’élément de
H− 1

2 (∂Ω), voir [BF12, Theorem III.2.43].

Démonstration. En appliquant la transformée de Fourier, l’équation (2.67) devient
(∂1 − |ξ′|2)û(x1, ξ

′) = −f̂0 − ∂1f̂1 − i
j=d∑
j=2

ξj f̂j (x1, ξ
′) ∈ (0, 1) × Rd−1,

û(0, ξ′) = 0 = û(1, ξ′) ξ′ ∈ Rd−1.

(2.69)

On factorise l’opérateur comme suit

(∂11 − |ξ′|2) = (∂1 + |ξ′|)(∂1 − |ξ′|).

On pose alors ŵ = (∂1 − |ξ′|)û,

(∂1 − |ξ′|)û(x1, ξ
′) = ŵ(x1, ξ

′) (x1, ξ
′) ∈ (0, 1) × Rd−1,

(∂1 + |ξ′|)(ŵ(x1, ξ
′) + f̂1) = |ξ′|f̂1 − f̂0 − i

j=d∑
j=2

ξj f̂j (x1, ξ
′) ∈ (0, 1) × Rd−1,

û(0, ξ′) = 0 = û(1, ξ′) ξ′ ∈ Rd−1

(ŵ(0, ξ′) + f̂1(0, ξ) = ĝN(ξ′).

(2.70)

Par la formule de Duhamel, en résolvant l’équation (2.70)2 et (2.70)4, on a

ŵ(x1, ξ
′) + f̂1(x1, ξ

′) = ĝN(ξ′)e−|ξ′|x1

+
∫ x1

0

|ξ′|f̂1(x̃1, ξ
′) − f̂0(x̃1, ξ

′) − (
j=d∑
j=2

iξj f̂j(x̃1, ξ
′))
 e−|ξ′|(x1−x̃1) dx̃1.
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Puis, en résolvant l’équation (2.70)1 et (2.70)3, on a

û(x1, ξ
′) = −

∫ 1

x1
ŵ(x1, ξ

′)e−|ξ′|(x̃1−x1) dx̃1.

Les deux formules ne contiennent que des exponentielles décroissantes. En utilisant l’inéga-
lité de Young, on peut alors en déduire

∥û(·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽
C

(1 + |ξ′|)∥ŵ(·, ξ′)∥L2(0,1)

⩽
C

(1 + |ξ′|)

(
∥f̂1(·, ξ′)∥L2(0,1) + |ĝN(ξ′)|

(1 + |ξ′|) 1
2

+ |ξ′|
1 + |ξ′|

∥f̂1(·, ξ′)∥L2(0,1)

+∥f̂0(·, ξ′)∥L2(0,1)

(1 + |ξ′|) +
j=d∑
j=2

|ξj|∥f̂j(·, ξ′)∥L2(0,1)

(1 + |ξ′|)

 .
Cela implique

(1 + |ξ′|)∥û(·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽ C

 |ĝN(ξ′)|
(1 + |ξ′|) 1

2
+ ∥f̂0(·, ξ′)∥L2(0,1)

(1 + |ξ′|) +
j=d∑
j=1

∥f̂j(·, ξ′)∥L2(0,1)

 .
On conclut alors

∥u∥L2((0,1);H1(Rd−1)) ⩽ C

∥gN∥
H− 1

2 (Rd−1)
+ ∥f0∥L2((0,1);H−1(Rd−1)) +

j=d∑
j=1

∥fj∥L2(S)

 . (2.71)

Pour terminer la preuve de (2.68), il suffit d’estimer ∂1u dans L2. Pour cela, on utilise
l’équation (2.69) pour obtenir∫ 1

0
|∂1û(x1, ξ

′)|2 dx1 + |ξ′|2
∫ 1

0
|û(x1, ξ

′)|2 dx1 =
∫ 1

0
f̂0(x1, ξ

′)û(x1, ξ
′) dx1

−
∫ 1

0
f̂1(x1, ξ

′)∂1û(x1, ξ
′) dx1 + i

j=d∑
j=2

∫ 1

0
ξj f̂j(x1, ξ

′)û(x1, ξ
′) dx1.

Ensuite, on utilise l’inégalité de Hölder et (2.71), et on déduit

∥∂1û(·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽ C

∥f̂0(·, ξ′)∥L2(0,1)

(1 + |ξ′|) + (1 + |ξ′|)∥û(·, ξ′)∥L2(0,1) +
j=d∑
j=1

∥f̂j(·, ξ′)∥L2(0,1))
 ,

ce qui implique le résultat voulu.

2.3.2 Inégalité de Carleman avec un poids linéaire

On montre ici notre résultat concernant l’inégalité de Carleman de type H−1 avec un
poids linéaire sous la forme e−τx1 , où τ ⩾ 1 .
Théorème 2.3.5. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout f ∈ H−1(S), la solution
u ∈ H1

0 (S) du problème (2.67), vérifie, pour tout τ ⩾ 1, l’inégalité de Carleman suivante

τ∥ue−τx1∥L2(S) + ∥e−τx1∇u∥2
L2(S)

⩽ C
(√

τ∥(∂1u(0, ·) + f1(0, ·))∥
H− 1

2 (Rd−1)
+ ∥e−τx1f0∥L2(S) +τ

d∑
j=1

∥e−τx1fj∥L2(S)

 , (2.72)
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avec f = f0 +
j=d∑
j=1

∂jfj et fj ∈ L2(S) pour tout j ∈ {0, 1, ..., d}.

Démonstration. Notons tout d’abord les fonctions conjuguées{
U(x1, x

′) = e−τx1u(x1, x
′),

Fj(x1, x
′) = e−τx1fj(x1, x

′), ∀j ∈ {0, 1, ....., d}.

Si u vérifie (2.67), alors U vérifie
∂11U + 2τ∂1U + τ 2U + △′U = −F0 − (∂1 + τ)F1 −

j=d∑
j=2

∂jFj dans S,

U(0, x′) = 0 = U(1, x′) sur Rd−1,

(2.73)

On applique la transformée de Fourier partielle en x′, puis on factorise l’opérateur sous la
forme ((∂1 +τ)2 −|ξ′|2) = (∂1 +τ+ |ξ′|)(∂1 +τ−|ξ′|). De la même façon que dans les sections
précédentes, en utilisant la formule de Duhamel, on retrouve la formule explicite de Û

Û(x1, ξ
′) = 1|ξ′|⩽τ

((
∂1Û(0, ξ′) + F̂1(0, ξ′)

)
k1,τ (x1, ξ

′) −
∫ x1

0
F̂1(x̃1, ξ

′)e−(τ−|ξ′|)(x1−x̃1) dx̃1

+
∫ x1

0

|ξ′|F̂1(x̃1, ξ
′) − F̂0(x̃1, ξ

′) −
j=d∑
j=2

iξjF̂j(x̃1, ξ
′)
 k1,τ (x1 − x̃1, ξ

′) dx̃1


− 1|ξ′|>τ

((
∂1Û(0, ξ′) + F̂1(0, ξ′)

)
k2,τ (x1, 0, ξ′) −

∫ 1

x1
F̂1(x̃1, ξ

′)e−(τ−|ξ′|)(x1−x̃1)) dx̃1

−
∫ 1

0

|ξ′|F̂1(x̃1, ξ
′) − F̂0(x̃1, ξ

′) −
j=d∑
j=2

iξjF̂j(x̃1, ξ
′)
 k2,τ (x1, x̃1, ξ

′) dx̃1

 , (2.74)

où les noyaux k1 et k2 sont définis respectivement dans (2.19) et (2.21).
Notre objectif maintenant est de démontrer les estimations sur cette formule explicite.
i) Cas |ξ′| ⩽ τ . En utilisant l’inégalité de Young, il existe C > 0 (indépendant de ξ′ et

τ) tel que, pour |ξ′| ⩽ τ ,

∥Û(·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽ C

(
|∂1Û(0, ξ′) + F̂1(0, ξ′)|∥k1,τ (·, ξ′)∥L2(0,1) + ∥F̂1(·, ξ′)∥L2(0,1)

(1 + τ − |ξ′|)

+∥|ξ′|F̂1(·, ξ′) − F̂0(·, ξ′) −
j=d∑
j=2

iξjF̂j(·, ξ′)∥L2(0,1)∥k1,τ (·, ξ′)∥L1(0,1)

 ,
Or, il existe C > 0 tel pour tout |ξ′| ⩽ τ ,

∥k1,τ (·, ξ′)∥L1(0,1) ⩽ ã(ξ′) ⩽ Cτ−1.

∥k1,τ (·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽ a(ξ′) ⩽ Cτ−1.

avec ξ′ 7→ a(ξ′) défini par (2.23), ξ′ 7→ ã(ξ′) défini par (2.25). On en déduit, pour tout
|ξ′| ⩽ τ ,

∥Û(·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽ C

τ−1|∂1Û(0, ξ′) + F̂1(0, ξ′)| + τ−1∥F̂0·, ξ′)∥L2(0,1) + ∥
j=d∑
j=1

F̂j(·, ξ′)∥L2(0,1)

 .
65



ii) Cas |ξ′| > τ . En utilisant l’inégalité de Young, on obtient de la même de façon, pour
tout |ξ′| > τ .

∥Û(·, ξ′)∥L2(0,1) ⩽ C

τ−1|∂1Û(0, ξ′) + F̂1(0, ξ′)| + τ−1∥F̂0·, ξ′)∥L2(0,1) + |ξ′|
j=d∑
j=1

∥F̂j(·, ξ′)∥L2(0,1)

 .
On déduit des estimées obtenues dans le cas |ξ′| ⩽ τ et |ξ′| > τ et de l’identité de

Plancherel, que

τ∥U∥L2(S) ⩽ C

τ 1
2 ∥∂1U(0, ·) + F1(0, ·)∥

H− 1
2 (Rd−1)

+ ∥F0∥L2(S) + τ
j=d∑
j=1

∥Fj∥L2(S)

 . (2.75)

Maintenant, on va estimer la norme L2 de ∇U , pour cela, on multiplie l’équation (2.73)
par U , en intégrant par partie, on a

−∥∇U∥2
L2(S) +τ 2∥U∥2

L2(S) = −
∫

S
F0(x)U(x) dx−τ

∫
S
F1(x)U(x) dx+

j=d∑
j=1

∫
S
Fj(x)∂jU(x) dx.

En utilisant les inégalités de Hölder et de Young (ab < a2

2ϵ + ϵb2

2 ), on obtient

∥∇U∥2
L2(S) ⩽ C

τ 2∥U∥2
L2(S) + 1

τ 2 ∥F0∥2
L2(S) +

j=d∑
j=1

∥Fj∥2
L2(S)

+ 1
2∥∇U∥2

L2(S).

Ainsi par (2.75), on a

∥∇U∥2
L2(S) ⩽ C

τ∥∂1U(0, ·) + F1(0, ·)∥2
H− 1

2 (Rd−1)
+ ∥F0∥2

L2(S) + τ 2
j=d∑
j=1

∥Fj∥2
L2(S)

 .
Ceci termine la preuve de l’inégalité (2.72).

2.4 Théorème de restriction et le multiplicateur de Fourier

Dans cette section, nous étudions les opérateurs donnés par multiplication en Fourier,
que nous appellerons multiplicateurs, en particulier lorsque le facteur multiplicatif est radial.
On commence par rappeler le théorème de restriction de la transformée de Fourier sur la
sphère unité (Stein-Tomas 1975), puis on applique ce théorème pour montrer des résultats
de continuité du type Lp −Lp

′ pour ce type de multiplicateurs. Dans toute cette section, on
note n ∈ N et n ⩾ 2. 1

2.4.1 Théorème de restriction Stein-Tomas

Commençons par rappeler des propriétés basiques pour la transformée de Fourier. Si
f ∈ L1(Rn), alors la transformée de Fourier f̂ : Rn → C est définie par la formule

f̂(ξ) := 1
(2π)n

2

∫
Rn
f(x)e−ix·ξ dx.

1. Dans cette section, la dimension courante est notée n, parce qu’elle correspondra ensuite à d = n + 1 dans les
autres sections.
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On a d’abord que f̂ appartient à l’espace C0(Rn) des fonctions continues qui tendent vers
zéro à l’infini, qui est un sous-espace de L∞(Rn). En effet, d’après l’inégalité triangulaire, il
est évident que

∥f̂∥L∞(Rn) ⩽ ∥f∥L1(Rn).

Si f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), alors le théorème de Plancherel nous dit que nous avons l’identité

∥f̂∥L2(Rn) = ∥f∥L2(Rn).

Pour cette raison, on peut prolonger de manière unique la transformée de Fourier f 7→ f̂ de
L1(Rn) ∩L2(Rn) à L2(Rn). Par abus de notation, on continue de noter cette extension de la
transformée de Fourier par f 7→ f̂ . Grâce à ces inégalités et au théorème d’interpolation de
Riesz-Thorin, on obtient également l’inégalité de Hausdorff-Young

∥f̂∥Lp′ (Rn) ⩽ ∥f∥Lp(Rn),

pour tout 1 ⩽ p ⩽ 2 et f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), où 2 ⩽ p′ ⩽ ∞ est l’exposant dual de p,
défini par la formule usuelle 1

p
+ 1

p′ = 1. En conséquence, la transformée de Fourier peut
également être prolongée de manière unique en tant qu’application linéaire continue de
Lp(Rn) → Lp

′(Rn).
Le problème de restriction consiste à déterminer, pour un exposant donné 1 ⩽ p ⩽ 2

et un sous-ensemble S de Rn, s’il est possible de restreindre de manière significative la
transformée de Fourier f̂ d’une fonction f ∈ Lp(Rn) à l’ensemble S. Si S a une mesure de
Lebesgue positive, la réponse est affirmative, car f̂ appartient à Lp′(Rn) et peut donc être
restreinte à S (à des ensembles de mesure nulle près). Mais qu’en est-il si S a une mesure
nulle ?

Si p = 1, alors f̂ ∈ C0(Rn) est continue et peut donc être restreinte à tout ensemble S.
À l’autre extrême, si p = 2 et f est une fonction quelconque dans L2(Rn), alors d’après le
théorème de Plancherel, f̂ est également une fonction quelconque dans L2(Rn) et n’a donc
pas de restriction bien définie à un ensemble S de mesure nulle.

Elias M. Stein a observé que pour certains sous-ensembles de mesure nulle S de Rn, tels
que la sphère Sn−1 := {ξ ∈ Rn : |ξ| = 1}, on peut donner du sens à la trace sur Sn−1 des
transformées de Fourier des fonctions f ∈ Lp(Rn) pour certains p compris entre 1 et 2.

Théorème 2.4.1 ([Tom75] et [SM93]). Soit n ∈ N tel que n ⩾ 2. Il existe une constante
C > 0 telle que pour tout f ∈ L

2(n+1)
n+3 (Rn), on a

∥f̂∥L2(Sn−1) ⩽ C∥f∥
L

2(n+1)
n+3 (Rn)

. (2.76)

Remarque 2.4.2. 1. Ce théorème nous dit qu’on peut prolonger de manière unique l’opé-
rateur de restriction T : f ∈ S (Rn) → f̂|Sn−1 ∈ C∞ (Sn−1) en tant qu’opérateur borné
de L

2(n+1)
(n+3) (Rn) dans L2 (Sn−1).

2. L’espace L
2(n+1)
(n+3) est l’espace critique, dans le sens où l’estimation (2.76) échoue si

on prend p > 2(n+1)
(n+3) au lieu de 2(n+1)

(n+3) ; Même si l’on peut définir la transformée de
Fourier d’une fonction f ∈ Lp, avec p ∈ [1, 2], en général, on ne peut pas restreindre
sa transformée de Fourier à n’importe quel ensemble S de mesure nulle.
En particulier, la transformée de Fourier d’une fonction dans Lp pour p > 1 ne peut
pas être restreinte à un hyperplan.
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3. Les estimations de restriction ont plusieurs applications ; En effet, elles peuvent être
efficacement appliquées pour obtenir des estimations de type Strichartz pour des solu-
tions de certaines équations aux dérivées partielles, (voir par exemple [Str77]), ainsi
que pour obtenir des inégalités de Sobolev [KRS87]. Pour un cadre plus général sur ces
estimations, voir [Tao04].

Ensuite, pour λ > 0, Eλ la restriction de Fourier sur la sphère de rayon λ est définie sur
L1(Rn) par, pour x ∈ Rn,

Eλf(x) = F−1
(
δ(|ξ| − λ)f̂(ξ)

)
(x) =

∫
Rn

∫
|ξ|=λ

ei(x−x̃)·ξdSλ(ξ)f(x̃) dx̃. (2.77)

Corollaire 2.4.3. Soit n ∈ N tel que n ⩾ 2 et soient p = 2(n+1)
n+3 et p′ = 2(n+1)

n−1 . Il existe une
constante C > 0 telle que pour tout λ ∈ R∗

+, l’opérateur Eλ défini dans (2.77) vérifie

∥Eλ∥L(Lp(Rn),Lp′ (Rn)) ⩽ Cλ1− 2
n+1 . (2.78)

Démonstration. Nous prouverons ce Corollaire en travaillant sur E1 et en utilisant un argu-
ment de scaling. Tout d’abord, remarquons que E1 = T ∗T , où T : f 7→ f̂|Sn−1 , est l’opérateur
de restriction sur la sphère unité, dont le conjugué T ∗ est défini par

T ∗ : L2( Sn−1) 7→ L
2(n+1)

n−1 (Rn), T ∗g(x) :=
∫

Sn−1
eix·ωg(ω) dω.

On déduit alors du théorème 2.4.1 que E1 est borné de Lp(Rn) à Lp′(Rn).
Enfin, on écrit que pour tout λ > 0,

Eλf(x) = λn−1
∫

Rn

∫
|ξ|=1

eiλ(x−x̃)·ξdS1(ξ)f(x̃) dx̃ = λ−1
∫

Rn

∫
|ξ|=1

ei(λx−x̃)·ξdS1(ξ)f(x̃/λ) dx̃,

de sorte que, pour tout ξ ∈ Rn,

Eλf

(
ξ

λ

)
= 1
λ
E1

(
f

(
ξ

λ

))
.

À partir de cette identité, nous déduisons facilement que

∥Eλ∥L(Lp(Rn),Lp′ (Rn)) ⩽ ∥E1∥L(Lp(Rn),Lp′ (Rn))λ
n/p−n/p′−1 ⩽ ∥E1∥L(Lp(Rn),Lp′ (Rn))λ

1−2/(n+1),

ce qui implique l’estimation (2.78).

2.4.2 Multiplicateurs radiaux de Fourier

Notre objectif dans cette partie est d’étudier les opérateurs de multiplication de Fourier
donnés en Fourier par un facteur multiplicatif dépendant uniquement de |ξ|.

Plus précisément pour ρ ∈ L∞(R+,C) et pour f ∈ L1(Rn), on note Mρ l’opérateur défini
par

Mρf(x) =
∫ ∞

0
ρ(λ)Eλf(x) dλ, (2.79)

dont on vérifie facilement qu’il agit en Fourier de la façon suivante :

M̂ρf(ξ) = ρ(|ξ|)f̂(ξ), ∀f ∈ L2(Rn).

On va étudier des propriétés de continuité de type Lp − Lq de ces opérateurs pour
(p, q) ∈

{
(2, 2),

(
2(n+1)
n+3 , 2(n+1)

n−1

)
,
(

2(n+1)
n+3 , 2

)
,
(
2, 2(n+1)

n−1

)}
.
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Corollaire 2.4.4. Soit n ∈ N tel que n ⩾ 2 et soient p = 2(n+1)
n+3 et p′ = 2(n+1)

n−1 . L’opérateur
Mρ défini dans (2.79) vérifie les estimations suivantes

∥Mρ∥L(L2(Rn),L2(Rn)) ⩽ ∥ρ∥L∞(R+), (2.80)

∥Mρ∥L(Lp(Rd),Lp′ (Rn)) ⩽ C
∫ ∞

0
|ρ(λ)|λ1− 2

n+1 dλ, (2.81)

∥Mρ∥L(Lp(Rn),L2(Rn)) = ∥Mρ∥L(L2(Rn),Lp′ (Rn)) ⩽ C
(∫ ∞

0
|ρ(λ)|2λ1− 2

n+1 dλ
) 1

2
. (2.82)

Dans les deux dernières estimations, on suppose implicitement que le membre de droite est
fini.

Démonstration du Corollaire 2.4.4. L’estimation (2.80) est triviale par définition de l’opé-
rateur Mρ en Fourier et l’utilisation de Plancherel.

L’estimation (2.81) découle immédiatement du corollaire 2.
On vérifie alors facilement que l’opérateur M∗

ρ = Mρ et M∗
ρMρ = MρM

∗
ρ = M|ρ|2 . Donc

Si ρ est une fonction telle que ∫ ∞

0
|ρ(λ)|2λ1− 2

n+1 dλ < ∞,

en vertu de (2.81) , M|ρ|2 est continu de Lp(Rn) dans Lp′(Rn). Par conséquent, pour tout
f ∈ L2(Rn) ∩ Lp(Rn), on a

∥Mρf∥2
L2(Rn) =

∫
Rn
M∗

ρMρff dx =
∫

Rn
M|ρ|2ff dx

⩽ ∥M|ρ|2f∥Lp′ (Rn)∥f∥Lp(Rn) ⩽ C
∫ ∞

0
|ρ(λ)|2λ1− 2

n+1 dλ ∥f∥2
Lp(Rn).

Par densité de L2(Rn)⋂Lp(Rn) dans Lp(Rn), on en déduit que Mρ est continu de Lp(Rn)
dans L2(Rn) avec l’estimation suivante

∥Mρ∥L(Lp(Rn),L2(Rn)) ⩽ C
(∫ ∞

0
|ρ(λ)|2λ1− 2

n+1 dλ
) 1

2
.

Enfin, par dualité, on peut écrire

∥Mρ∥L(Lp(Rn),L2(Rn)) = ∥Mρ∥L(L2(Rn),Lp′ (Rn)) .

On en déduit par interpolation les trois résultats suivants.

Corollaire 2.4.5. Soit n ∈ N tel que n ⩾ 2 et soient p = 2(n+1)
n+3 et p′ = 2(n+1)

n−1 . On a les
estimations suivantes :

1. Pour θ ∈ [0, 1] et ( 1
pθ
, 1
αθ

) def= θ(1
p
, 1

2) + (1 − θ)(1
2 , 1), on a

∥Mρ∥L(Lpθ (Rd),Lp′ (Rn)) ⩽ Cθ∥ρ∥
Lαθ ((0,∞), λ1− 2

n+1 dλ)
. (2.83)

2. Pour θ ∈ [0, 1] et ( 1
p′

θ
, 1
αθ

) def= θ( 1
p′ ,

1
2) + (1 − θ)(1

2 , 0), on a

∥Mρ∥L(L2(Rn),Lp′
θ (Rn))

⩽ Cθ∥ρ∥
Lαθ ((0,∞), λ1− 2

n+1 dλ)
. (2.84)
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3. Pour θ ∈ [0, 1] et ( 1
pθ
, 1
p′

θ
, 1
αθ

) def= θ(1
p
, 1
p′ ,

1
2) + (1 − θ)(1

2 ,
1
2 , 0), on a

∥Mρ∥L(Lpθ (Rn),Lp′
θ (Rn))

⩽ Cθ∥ρ∥
Lαθ ((0,∞), λ1− 2

n+1 dλ)
.

Démonstration du Corollaire 2.4.4. On se limite à la preuve de la première inégalité, les
deux autres étant similaires.

On utilise pour cela le théorème d’interpolation multilinéaire [BL12, théorème 4.4.1]. On
note M : (ρ, f) → Mρf , avec

M :L1(R+, λ
1− 2

n+1 dλ) × Lp(Rn) → Lp
′(Rn),

M :L2(R+, λ
1− 2

n+1 dλ) × L2(Rn) → Lp
′(Rn).

Cet opérateur est bilinéaire et continu. Le théorème d’interpolation multilinéaire permet
alors de conclure.

2.5 Inégalité de Carleman Lp

L’objectif de cette partie est de montrer une inégalité de Carleman Lp toujours sur la
bande S = (0, 1) × Rd−1 avec un poids linéaire. Les estimations qu’on a montrées dans
la section précédente constituent le principal ingrédient technique dont nous avons besoin.
On utilise ces résultats dans un premier temps pour redémontrer une estimation a priori
Lp−Lp

′ pour le Laplacien. Ensuite, on montrera les inégalités de Carleman de type Lp−Lp
′

pour le Laplacien avec un poids linéaire dans la section suivante.

2.5.1 Estimation a priori Lp − Lp
′

Théorème 2.5.1. Soit d ∈ N tel que d ⩾ 3 et soit f ∈ L
2d

d+2 (S). Le système suivant{∆u = f dans ∈ S,
u (0, ·) = 0 = u (1, x′) sur Rd−1,

(2.85)

admet une unique solution u ∈ L
2d

d−2 (Ω). De plus, il existe une constante C telle que pour
tout f ∈ L

2d
d+2 (Ω), la solution u de l’équation ci-dessus satisfait

∥u∥Lp(S) ⩽ C∥f∥Lp′ (S). (2.86)

Il existe différentes façons de prouver ce théorème. On peut, par exemple, utiliser les
injections de Sobolev pour dire que si f ∈ L

2d
d+2 (Ω), alors f ∈ H−1(Ω), ce qui implique que

u ∈ H1
0 (Ω) et donc u ∈ L

2d
d−2 (Ω). Cependant, dans le but de montrer des estimations de

Carleman affinées dans le contexte Lp, nous souhaitons développer une démonstration de
l’estimation (2.86) en contournant l’utilisation des espaces de Hilbert, et en nous basant sur
la formule explicite de u donnée dans (2.5).

Démonstration. Nous rappelons d’abord la formule explicite de u obtenue dans le para-
graphe 2.2.1. En appliquant la transformée de Fourier inverse, formellement, nous avons

u(x1, x
′) =

∫ 1

0

∫
Rd−1

k(x1, x
′, y1, y

′)f(y1, y
′) dy1 dy′, (2.87)
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où le noyau kτ est donné par

k(x1, x
′, y1, y

′) = 1y1>x1

∫
Rd−1

eiξ
′·(x′−y′) sinh (|ξ′|x1) sinh(|ξ′|(1 − y1))

sinh(|ξ′|)
1

|ξ′|
dξ′

+ 1y1<x1

∫
Rd−1

eiξ
′·(x′−y′)

(
− sinh(|ξ′|(x1 − y1)) + sinh (|ξ′|x1) sinh(|ξ′|(1 − y1))

sinh(|ξ′|)

)
1

|ξ′|
dξ′.

(2.88)

Pour appliquer les résultats du corollaire 2.4.4, en faisant l’identification de ξ′ ∈ Rd−1 avec
ρw, ρ > 0, w ∈ Sd−2, on ré-écrit cette formule sous la forme

u (x1, x
′) =

∫ 1

0

∫
R+
k̃(x1, x̃1, λ)Eλ [f (x̃1, ·)] (x′) dx̃1 dλ (2.89)

où Eλ est l’opérateur défini dans (2.77) en dimension n = d− 1, et le noyau k̃ est donné par

k̃(x1, x̃1, λ) =1x̃1>x1

sinh (λ (1 − x̃1)) sinh (x1λ)
sinh(λ)

1
λ

+ 1x̃1<x1

(
− sinh (λ (x1 − x̃1)) + sinh (λ (1 − x̃1)) sinh (x1λ)

sinh(λ)

)
1
λ
.

Pour tout x1 ∈ [0, 1], la norme L
2d

d−2
(
Rd−1

)
de u (x1, ·) est majorée par

∥u (x1, ·)∥Lp(Rd−1) ⩽
∫ 1

0

∫
R+

∣∣∣k̃(x1, x̃1, λ)
∣∣∣ ∥Eλ [f (x̃1, ·)] (·)∥Lp(Rd−1) dλ dx̃1

⩽ C
∫ 1

0

∫
R+

∣∣∣k̃(x1, x̃1, λ)
∣∣∣λ1− 2

d ∥f (x̃1, ·)∥Lp′(Rd−1) dλ dx̃1

⩽ C
∫ 1

0

(∫
R+

|k̃ (x1, x̃1, λ) |λ1− 2
d dλ

)
∥f (x̃1, ·)∥Lp′(Rd−1) dx̃1.

En utilisant ensuite l’estimation que pour tout λ > 0 et x1, x̃1 ∈ (0, 1),

∣∣∣k̃ (x1, x̃1, λ)
∣∣∣ ⩽ C

e−λ|x1−x̃1|

λ
,

on obtient que pour tout x1, x̃1 ∈ (0, 1),∫
R+

∣∣∣k̃ (x1, x̃1, λ)
∣∣∣λ1− 2

d dλ ⩽ C |x1 − x̃1|−1+ 2
d .

Par conséquent, pour tout x1 ∈ (0, 1),

∥u (x1, ·)∥Lp(Rd−1) ⩽ C
∫ 1

0
|x1 − x̃1|−1+ 2

d ∥f (x̃1, ·)∥Lp(Rd−1) dx̃1 dx̃1.

Le théorème de Hardy-Littlewood-Sobolev [Sog17, Théorème 0.3.2] implique alors que∥∥∥∥∥u (x1, ·)∥Lp(Rd−1)
∥∥∥∥
Lp((0,1))

⩽ C
∥∥∥∥∥f (x1, ·) ∥Lp′(Rd−1)

∥∥∥∥
Lp′ ((0,1))

,

ce qui, bien sûr, coïncide avec l’estimation (2.86).
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2.5.2 Inégalité de Carleman Lp avec un poids linéaire

On démontre ici les inégalités de Carleman de type Lp −Lp
′ avec un poids linéaire pour

le laplacien dans la bande S = (0, 1) × Rd−1.

Théorème 2.5.2. Soit d ∈ N tel que d ⩾ 3. Il existe une constante C > 0 telle que pour
tout τ ⩾ 1 et tout u ∈ H1

0
⋂
H2⋂W 2, 2d

d+2 (S), on a

τ∥e−τx1u∥L2(S) + τ
1
2 + 1

d ∥e−τx1u∥
L

2d
d−2 (S)

⩽ C
(

∥e−τx1△u∥L2(S) + τ
1
2 + 1

d ∥∂1u(0, ·)∥
H− 1

2 (Rd−1)

)
, (2.90)

τ
1
2 + 1

d ∥e−τx1u∥L2(S) + ∥e−τx1u∥
L

2d
d−2 (S)

⩽ C
(

∥e−τx1△u∥
L

2d
d+2 (S)

+ τ
1
2 + 1

d ∥∂1u(0, ·)∥
H− 1

2 (Rd−1)

)
. (2.91)

De plus, il existe une constante C > 0 telle que pour tout τ ⩾ 1 et tout u ∈ W 2, 2d
d+2 (S)⋂H2(S)

vérifiant u(0, ·) = 0 on a

τ
1
2 + 1

d ∥e−τx1u∥L2(S) + ∥e−τx1u∥
L

2d
d−2 (S)

⩽ C
(
τ− 1

2 − 1
d ∥e−τx1f2∥L2(S) + ∥e−τx1f2∗′∥

L
2d

d+2 (S)

+τ 1
2 + 1

d ∥∂1u(0, ·)∥
H− 1

2 (Rd−1)
+ τ

1
d ∥e−τu(1, ·)∥

H
1
2 (Rd−1)

)
, (2.92)

avec ∆u = f2 + f2∗′ et f2 ∈ L2(S) et f2∗′ ∈ L
2d

d+2 (S).

Remarque 2.5.3. L’estimée sur la norme L2(S) de e−τx1u dans (2.90) a déjà été démontrée
dans l’inégalité (2.13) avec une approche purement Fourier.

Remarque 2.5.4. Avant de commencer la preuve, rappelons que l’espace W 2, 2d
d+2 (S) s’in-

jecte dans l’espace H1(S).

Démonstration. La démonstration suit toujours l’approche que nous avons développée dans
les sections précédentes. Étant donné que nous devons prouver des estimations sur e−τx1u(x1, x

′)
en fonction de e−τx1∆u, il sera pratique de noter

U(x1, x
′) = e−τx1u(x1, x

′), F = e−τx1∆u, u1(x′) = e−τu(1, x′) et gN(x′) = ∂1u(0, x′).

En utilisant la section 2.2.2, on a la formule explicite

U(x1, x
′) = Kτ [F ](x1, x

′) +Gτ [gN ](x1, x
′) +G′

τ [u1](x1, x
′), (2.93)

où les opérateurs K,G et G′ sont donnés par

Kτ [F ] (x1, x
′) =

∫ x1

0

∫
Rd−1

F (x̃1, x̃
′)
∫

|ξ′|⩽τ
ei(x′−x̃′)·ξ′

k1,τ (x1 − x̃1, |ξ′|) dξ′ dx̃1 dx̃′

−
∫ 1

0

∫
Rd−1

F (x̃1, x̃
′)
∫

|ξ′|>τ
ei(x′−x̃′)·ξ′

k2,τ (x1, x̃1, |ξ′|) dξ′ dx1 dx̃′, (2.94)
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Gτ [gN ](x1, x
′) =

∫
Rd−1

gN(x̃′)
(∫

|ξ′|⩽τ
ei(x′−x̃′)·ξ′

k1,τ (x1, |ξ′|) dξ′

−
∫

|ξ′|>τ
ei(x′−x̃′)·ξ′

k2,τ (x1, 0, |ξ′|) dξ′
)

dx̃′, (2.95)

et

G′
τ [u1](x1, x

′) =
∫

Rd−1
u1(x̃′)

∫
|ξ′|>τ

ei(x
′−x′)·ξ′

e−(|ξ′|−τ)(1−x1) dξ′ dx̃′, (2.96)

avec les noyaux k1,τ et k2,τ sont données respectivement par les formules (2.19) et (2.21).
Nous avons les estimations suivantes.

Lemme 2.5.5. Sous les conditions énoncées dans le théorème 2.5.2, il existe C > 0 tel que,
pour tout τ ⩾ 1, l’opérateur Kτ satisfait les estimations suivantes :

∥Kτ [f ]∥
L

2d
d−2 (S)

⩽ C ∥f∥
L

2d
d+2 (S)

, ∀f ∈ L
2d

d+2 (S),

∥Kτ [f ]∥L2(S) ⩽
C

τ
∥f∥L2(S) , ∀f ∈ L2(S),

∥Kτ [f ]∥L2(S) ⩽
C

τ
1
2 + 1

d

∥f∥
L

2d
d+2 (S)

, ∀f ∈ L
2d

d+2 (S),

∥Kτ [f ]∥
L

2d
d−2 (S)

⩽
C

τ
1
2 + 1

d

∥f∥L2(S) , ∀f ∈ L2(S).

Lemme 2.5.6. Sous les conditions énoncées dans le théorème 2.5.2, il existe C > 0 tel que,
pour tout τ ⩾ 1, l’opérateur Gτ satisfait les estimations suivantes :

τ∥Gτ [f ]∥L2(S) + τ
1
2 ∥Gτ [f ]∥

L
2d

d−2 (S)
⩽ Cτ

1
2 ∥f∥

H− 1
2 (Rd−1)

, ∀f ∈ H− 1
2 (Rd−1).

Lemme 2.5.7. Sous les conditions énoncées dans le théorème 2.5.2, il existe C > 0 tel que,
pour tout τ ⩾ 1, l’opérateur G′

τ satisfait :

τ
1
2 ∥G′

τ [f ]∥L2(S) + ∥G′
τ [f ]∥

L
2d

d−2 (S)
⩽ C∥f∥

H
1
2 (Rd−1)

, ∀f ∈ H
1
2 (Rd−1).

Nous admettons temporairement ces estimations, qui seront prouvées plus loin dans ce
paragraphe, et nous terminons la preuve du Théorème 2.5.2. Pour cela, il suffit d’utiliser la
formule explicite de la solution U , donnée par (2.93), et les trois précédents lemmes 2.5.5 ,
2.5.6, et 2.5.7.

Preuves des lemmes 2.5.5 , 2.5.6, et 2.5.7

Démonstration du lemme 2.5.5. Pour appliquer le corollaire 2.4.4, on réécrit l’opérateur Kτ

en fonction de l’opérateur Eλ :

Kτ [f ] (x1, x
′) =

∫ 1

0

∫ ∞

0
kτ (x1, x̃1, λ)Eλ [f (x̃1, ·)] dλ dx̃1,

avec
kτ (x1, x̃1, λ) = 1x̃1<x1

1λ⩽τk1,τ (x1 − x̃1, λ) − 1λ>τk2,τ (x1, x̃1, |ξ′|).
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Il est facile de montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout (x1, x̃1) ∈ [0, 1]2,
et λ ∈ R+

|kτ (x1, x̃1, λ)| ⩽ C

λ
e−|λ−τ ||x1−x̃1|.

En appliquant (2.81), on obtient alors pour tout x1 ∈ [0, 1],

∥Kτ [f ] (x1, ·)∥
L

2d
d−2 (Rd−1) ⩽ C

∫ 1

0

∫ ∞

0
e−|λ−τ∥x1−x̃1|λ− 2

d dλ ∥f (x̃1, ·)∥
L

2d
d+2 (Rd−1) dx̃1.

On va montrer l’estimée, valable pour tout x1 et x̃1 dans [0, 1],∫ ∞

0
e−|λ−τ ||x1−x̃1|λ− 2

d dλ ⩽ C |x1 − x̃1|−1+ 2
d , (2.97)

En effet, on a d’une part∫ τ

0
e−(τ−λ)|x1−x̃1| dλ

λ
2
d

= e−τ|x1−x̃1|
∫ τ|x1−x̃1|

0
eµ

dµ
µ

2
d

|x1 − x̃1|−1+ 2
d

⩽ C |x1 − x̃1|−1+ 2
d ,

et, d’autre part,∫ ∞

τ
e−(λ−τ)|x1−x̃1| dλ

λ
2
d

=
∫ ∞

0
e−µ dµ

(µ+ τ |x1 − x̃1|)
2
d

|x1 − x̃1|−1+ 2
d

⩽
( ∫ ∞

0
e−µ dµ

µ
2
d

)
|x1 − x̃1|−1+ 2

d = C |x1 − x̃1|−1+ 2
d .

On a donc que pour tout x1 ∈ [0, 1],

∥Kτ [f ] (x1, ·)∥
L

2d
d−2 (Rd−1) ⩽ C

∫ 1

0
|x1 − x̃1|−1+ 2

d ∥f (x̃1, ·)∥
L

2d
d+2 (Rd−1) dx̃1.

Le théorème de Hardy-Littlewood-Sobolev donne donc

∥Kτ [f ]∥
L

2d
d−2 (S)

⩽ C ∥f∥
L

2d
d+2 (S)

.

Pour montrer l’estimation de la norme L(L2(S)) de Kτ , on écrit

kτ (x1, x̃1, λ) = 1x̃1<x1

sinh (λ (x1 − x̃1))
λ

e−τ(x1−x̃1) pour λ < τ,

et
|kτ (x1, x̃1, λ)| ⩽ 1

λ
e−(λ−τ)|x1−x̃1| pour λ > τ.

On vérifie facilement que pour tout (x1, x̃1) ∈ [0, 1]2 et tout τ ⩾ 1,

∥Kτ (x1, x̃1, ·)∥L∞(R+) ⩽
C

τ
.

Finalement, on obtient l’estimation L2 − L2 : il existe C > 0 tel que pour tout τ ⩾ 1,

∥Kτ [f ]∥L2(S) ⩽
C

τ
∥f∥L2(S).
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Nous dérivons maintenant des estimations sur Kτ comme un opérateur de L
2d

d+2 (Rd) dans
L2(Rd). Pour ce faire, on estime

(∫ ∞

0
|kτ (x1, x̃1, λ)|2 λ1− 2

d dλ
)1/2

En particulier, on va montrer ci-après qu’il existe C > 0 (indépendant de τ) tel que pour
tout x1, x̃1 ∈ (0, 1)

(∫ ∞

0
|kτ (x1, x̃1, λ)|2 λ1− 2

d dλ
)1/2

⩽
C

τ
1
2 + 1

d

√
|x1 − x̃1|

. (2.98)

On obtient alors : pour tout x1 ∈ (0, 1),

∥Kτ [f ] (x1, ·)∥L2(Rd−1) ⩽
C

τ
1
2 + 1

d

∫ 1

0

1√
|x1 − x̃1|

∥F (x̃1, ·)∥
L

2d
d+2 (Rd−1) dx̃1.

Finalement, l’inégalité de Young implique

∥Kτ [f ]∥L2(S) ⩽
C

τ
1
2 + 1

d

∥∥∥∥∥∥ 1√
|x1 − x̃1|

∥∥∥∥∥∥
L

d
d−1 (0,1)

∥f∥
L

2d
d+2 (S)

⩽
C

τ
1
2 + 1

d

∥f∥
L

2d
d+2 (S)

.

L’estimation sur la norme de Kτ dans L(L2 (S) , L
2d

d−2 (S)) est exactement similaire et est
laissée au lecteur.

Preuve de (2.98). Pour ce faire, on décompose (0,∞) en (0, τ ] et (τ,∞). D’une part, sur
l’intervalle (0, τ ], on a

∫ τ

0
|k1,τ (x1, x̃1, λ)|2 λ1− 2

d dλ = e−2τ|x1−x̃1|
∫ τ|x1−x̃1|

0
sinh(µ)2 dµ

µ1+ 2
d

|x1 − x̃1|
2
d

⩽


C |x1 − x̃1|

2
d , si τ |x1 − x̃1| ⩽ 2,

e−2τ|x1−x̃1| |x1 − x̃1|
2
d

(∫ τ|x1−x̃1|/2

0

sinh(µ)2 dµ
µ1+ 2

d

+
∫ τ|x1−x̃1|
τ|x1−x̃1|/2

e2µ dµ
µ1+ 2

d

)
, si τ |x1 − x̃1| ⩾ 2,

⩽


C |x1 − x̃1|

2
d , si τ |x1 − x̃1| ⩽ 2,

e−2τ|x1−x̃1| |x1 − x̃1|
2
d

C + eτ|x1−x̃1| + e2τ|x1−x̃1|

(τ |x1 − x̃1|)1+ 2
d

 , si τ |x1 − x̃1| ⩾ 2,

⩽


C |x1 − x̃1|

2
d , si τ |x1 − x̃1| ⩽ 2,

C

τ 1+ 2
d |x1 − x̃1|

, si τ |x1 − x̃1| ⩾ 2,

⩽
C

τ 1+ 2
d |x1 − x̃1|

.
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D’autre part, sur (τ,∞), on a∫ ∞

τ
|k2,τ (x1, x̃1, λ)|2 λ1− 2

d dλ ⩽
∫ ∞

τ
e−2(λ−τ)|x1−x̃1| dλ

λ1+ 2
d

⩽
∫ ∞

0
e−2µ dµ

(µ+ τ |x1 − x̃1|)1+ 2
d

|x1 − x̃1|
2
d

⩽
|x1 − x̃1|

2
d

(τ |x1 − x̃1|)1+ 2
d

= 1
τ 1+ 2

d |x1 − x̃1|
.

Ceci termine la preuve de l’estimée (2.98).

Démonstration du lemme 2.5.6 : Estimée de l’opérateur Gτ défini en (2.95). On rappelle que
le résultat (2.13) donne déjà que, pour tout τ > 1,

τ∥Gτ [f ]∥L2(S) ⩽ Cτ
1
2 ∥f∥

H− 1
2 (Rd−1)

, ∀f ∈ H− 1
2 (Rd−1),

Il reste donc à démontrer l’estimée sur la norme L(H− 1
2 (Rd−1), L

2d
d−2 (S)). Pour cela, on

réécrit l’opérateur Gτ en fonction de l’opérateur Eλ,

Gτ [f ](x1, x
′) =

∫ ∞

0
(1λ⩽τk1,τ (x1, λ) − 1λ>τk2(x1, 0, λ))Eλ(f)(x′) dλ.

Il n’est pas très commode d’estimer cet opérateur directement en tant qu’opérateur de
L(H− 1

2 (Rd−1), L
2d

d−2 (S)). Pour cela, on va utiliser « l’argument TT ⋆ » 2. On préfère estimer
l’opérateur G̃τ , défini pour f̃ ∈ L2(Rd−1) par

G̃τ [f̃ ](x1, x
′) =

∫ ∞

0
(1 + λ) 1

2 (1λ⩽τk1,τ (x1, λ) − 1λ>τk2(x1, 0, λ))Eλ(f̃)(x′) dλ,

dans la norme L(L2(Rd−1), L
2d

d−2 (S)), puisque

Gτ [f ] = G̃τ [f̃ ] pour ̂̃f(ξ′) = 1
(1 + |ξ′|) 1

2
f̂(ξ′), ξ′ ∈ Rd−1.

Maintenant, on calcule G̃⋆
τ , dont on sait que la norme L(L

2d
d+2 (S), L2(Rd−1)) est égale à la

norme L(L2(Rd−1), L
2d

d−2 (S)) de G̃τ . Ainsi, on a que la norme L(L
2d

d+2 (S), L
2d

d−2 (S)) de G̃τ G̃
⋆
τ

est le carré de la norme L(L2(Rd−1), L
2d

d−2 (S)) de G̃τ .
Par Plancherel on voit facilement que, puisque k1 et k2 sont à valeurs réelles, que

G̃⋆
τ [g̃](x′) =

∫
x1∈(0,1)

∫ ∞

0
(1 + λ) 1

2 (1λ⩽τk1,τ (x1, λ) − 1λ>τk2(x1, 0, λ))Eλ(g̃(x1, ·)) dλ dx1,

On en déduit que

G̃τ G̃
⋆
τ [g̃](x1, x

′) =
∫
y1∈(0,1)

∫
λ
k̃τ (x1, λ)k̃(y1, λ)Eλ(g̃(y1, ·)) dλ dy1,

2. L’idée du T T ⋆ est ancienne ! Elle est utilisée par exemple comme première étape dans la preuve du théorème
de restriction de Fourier Stein-Tomas en 1975 [Tom75], puis comme un outil puissant dans la preuve des estimations
de Type Strichartz (voir [GV95, KT98]).

76



avec
k̃τ (x1, λ) = (1 + λ) 1

2 (1λ⩽τk1,τ (x1, λ) − 1λ>τk2(x1, 0, λ)) .
On en déduit que, pour tout x1 ∈ (0, 1),∥∥∥G̃τ G̃

⋆
τ [g̃](x1, ·)

∥∥∥
L

2d
d−2 (Rd−1)

⩽ C
∫
y1∈(0,1)

ρτ (x1, y1)∥g̃(y1, ·)∥
L

2d
d+2 (Rd−1)

dy1,

avec
ρτ (x1, y1) =

∫
λ∈(0,∞)

∣∣∣k̃τ (x1, λ)k̃(y1, λ)
∣∣∣λ1− 2

d dλ.

La fin de la preuve consiste donc essentiellement à estimer ρτ , pour lequel on va démontrer
qu’il existe une constante C > 0 telle que

∀(x1, y1) ∈ (0, 1)2, ρτ (x1, y1) ⩽ C|x1 − y1|−1+ 2
d . (2.99)

On aura alors pour conséquence immédiate que G̃τ G̃
⋆
τ a une norme L(L

2d
d+2 (S), L

2d
d−2 (S))

bornée indépendamment de τ , et donc l’existence d’une constante C telle que pour tout
τ ⩾ 1,

τ
1
2 ∥Gτ [f ]∥

L
2d

d−2 (S)
⩽ Cτ

1
2 ∥f∥

H− 1
2 (Rd−1)

, ∀f ∈ H− 1
2 (Rd−1).

Démontrons donc l’estimée (2.99). Aux hautes fréquences, on a

ρτ,hf (x1, y1) =
∫
λ>τ

∣∣∣k̃τ (x1, λ)k̃(y1, λ)
∣∣∣λ1− 2

d dλ

⩽ C
∫
λ>τ

|k2,τ (x1, 0, λ)k2,τ (y1, 0, λ)|λ2− 2
d dλ

⩽ C
∫
λ>τ

e−(λ−τ)(|x1|+|y1|)λ− 2
d dλ

⩽ C
∫ ∞

0
e−µ(µ+ τ(|x1| + |y1|))− 2

d dµ(|x1| + |y1|)−1+ 2
d

⩽ C(|x1| + |y1|)−1+ 2
d ⩽ C|x1 − y1|−1+ 2

d .

Aux basses fréquences, on a

ρτ,bf (x1, y1) =
∫ τ

0

∣∣∣k̃τ (x1, λ)k̃(y1, λ)
∣∣∣λ1− 2

d dλ

⩽ C
∫ τ

0
|k1,τ (x1, λ)k2,τ (y1, λ)| (1 + λ)λ1− 2

d dλ

⩽ C
∫ τ

0
e−τ(|x1|+|y1|) sinh(λx1) sinh(λy1)(1 + λ)λ−1− 2

d dλ.

Par symétrie de ρτ (et ρτ,bf ), dans la suite on suppose sans perte de généralité que
0 < x1 ⩽ y1 < 1, et on distingue les cas τx1 < 2 et τx1 > 1.

Si τx1 < 2, on a

ρτ,bf (x1, y1) ⩽ Cx1

∫ τ

0
e−τ |y1|eλy1(1 + λ)λ− 2

d dλ

⩽ Cx1 min
τ 1− 2

d

y1
, τ 2− 2

d

 ⩽ Cτ 1− 2
d ⩽ Cx

−1+ 2
d

1 ⩽ C|x1 − y1|−1+ 2
d .
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Si τx1 > 2, on a

ρτ,bf (x1, y1)

⩽ Cx1

∫ 1/x1

0
e−τ(x1+y1)eλy1(1 + λ)λ− 2

d dλ+ C
∫ τ

1/x1
e−τ(x1+y1)eλ(x1+y1)λ−1− 2

d dλ

⩽ Cx1e
−τ(x1+y1)

∫ 1/x1

0
eλy1(1 + λ)λ− 2

d dλ+ C
1

x1 + y1
τ−1− 2

d

⩽ Cx1e
−τ(x1+y1)ey1/x1

( 1
x1

)2− 2
d

+ C
1

x1 + y1
τ−1− 2

d

⩽ Cx
−1+ 2

d
1 e−τx1 + C

1
x1 + y1

τ−1− 2
d ⩽ C|x1 − y1|−1+ 2

d .

Ceci conclut la preuve de l’estimée (2.99).

Démonstration du Lemme 2.5.7. Estimée de l’opérateur G′
τ : H 1

2 (Rd−1) → L2(S) défini en
(2.96). On écrit

Ĝ′
τf(x1, ξ

′) = 1|ξ′|>τe
−(|ξ′|−τ)(1−x1)f̂(ξ′), (x1, ξ

′) ∈ S,

si bien que pour tout x1 ∈ (0, 1),∫
ξ′∈Rd−1

|Ĝ′
τf(x1, ξ

′)|2 dξ′ ⩽
C

τ

∫
ξ′∈Rd−1

(1 + |ξ′|)|f̂(ξ′)|2 dξ′.

Intégration par rapport à x1 implique que, pour tout τ ⩾ 1 et f ∈ H
1
2 (Rd−1),

τ
1
2 ∥G′

τ [f ]∥L2(S) ⩽ C∥f∥
H

1
2 (Rd−1)

.

Estimée de l’opérateur G′
τ : H 1

2 (Rd−1) → L
2d

d−2 (S) défini en (2.96). On veut montrer
que l’opérateur G′

τ : H 1
2 (Rd−1) → L

2d
d−2 (S) est continu. Pour f ∈ H

1
2 (Rd−1), on introduit

f̃ ∈ L2(Rd−1) tel que ̂̃f(ξ′) = (1 + |ξ′|) 1
2 f̂(ξ′), et on remarque que G′

τf = G̃′
τ f̃ , où G̃′

τ est
donné par ̂̃

G′
τ f̃(x1, ξ

′) = 1|ξ′|>τ
e−(|ξ′|−τ)(1−x1)

(1 + |ξ′|) 1
2

̂̃
f(ξ′), (x1, ξ

′) ∈ S,

Il est clair que la norme L (H 1
2 (Rd−1), L

2d
d−2 (Ω)) deG′

τ coïncide avec la norme L (L2(Rd−1), L
2d

d−2 (Ω))
de G̃′

τ . Maintenant, on calcule G̃′⋆
τ , dont on sait que la norme L(L

2d
d+2 (S), L2(Rd−1)) est égale

à la norme L(L2(Rd−1), L
2d

d−2 (S)) de G̃′
τ . Ainsi, on a que la norme L(L

2d
d+2 (S), L

2d
d−2 (S)) de

G̃′
τ G̃

′⋆
τ est le carré de la norme L(L2(Rd−1), L

2d
d−2 (S)) de G̃′

τ . Pour f ∈ L2(S), on a

̂̃
G′⋆
τ f(ξ′) =

∫
x1∈(0,1)

1|ξ′|>τ
e−(|ξ′|−τ)(1−x1)

(1 + |ξ′|) 1
2
f̂(x1, ξ

′) dx1, ξ′ ∈ Rd−1.

En conséquence, pour f ∈ L2(S), on a

˜̂G′
τ G̃

′⋆
τ f(x1, ξ

′) =
∫
y1∈(0,1)

1|ξ′|>τ
e−(|ξ′|−τ)(2−x1−y1)

(1 + |ξ′|) f̂(y1, ξ
′) dy1, (x1, ξ

′) ∈ S.
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Notre prochain objectif est de vérifier que l’opérateur G̃′
τ G̃

′⋆
τ appartient effectivement à

L (L
2d

d+2 (Ω), L
2d

d−2 (Ω)). Pour cela, on réécrit G̃′
τ G̃

′⋆
τ en fonction de l’opérateur Eλ, sous la

forme suivante

G̃′
τ G̃

′⋆
τ f(x1, x

′) =
∫
y1∈(0,1)

∫ ∞

0
g̃τ (x1, y1, λ)Eλ(f̃(y1, ·))(x′) dλ dy1,

où
g̃τ (x1, y1, λ) = 1λ>τ

e−(λ−τ)(2−x1−y1)

(1 + λ) .

Ensuite, comme précédemment, en appliquant (2.81), on obtient alors pour tout x1 ∈ (0, 1),∥∥∥G̃′
τ G̃

′⋆
τ f(x1, ·) (x1, ·)

∥∥∥
L

2d
d−2 (Rd−1) ⩽ C

∫ 1

0

∫ ∞

τ
e−(λ−τ)(2−x1−y1)λ− 2

d dλ ∥f (y1, ·)∥
L

2d
d+2 (Rd−1) dy1.

Or on a, pour tout x1 et y1 dans (0, 1),∫ ∞

τ
e−(λ−τ)(2−x1−y1)λ− 2

d dλ ⩽ C |x1 − y1|−1+ 2
d . (2.100)

En effet, on a∫ ∞

τ
e−(λ−τ)(2−x1−y1) dλ

λ
2
d

=
∫ ∞

0
e−µ dµ

(µ+ τ(2 − x1 − y1))
2
d

(2 − x1 − y1)−1+ 2
d

⩽
( ∫ ∞

0
e−µ dµ

µ
2
d

)
|x1 − y1|−1+ 2

d = C |x1 − y1|−1+ 2
d .

Par conséquent, pour x1 ∈ (0, 1), on obtient

∥G̃′
τ G̃

′⋆
τ f(x1, ·)∥

L
2d

d−2 (Rd−1)
⩽
∫
y1∈(0,1)

|y1 − x1|−1+ 2
d ∥f(y1, ·)∥

L
2d

d+2 (Rd−1)
dy1,

et ensuite le théorème de Hardy-Littlewood-Sobolev implique que

∥G̃′
τ G̃

′⋆
τ f∥

L
2d

d−2 (Ω)
⩽ C∥f∥

L
2d

d+2 (Ω)
.

Il s’ensuit que la norme L (L2(Rd−1), L
2d

d−2 (Ω)) de G̃′
τ est bornée par une constante indépen-

dante de τ comme annoncé, et donc c’est aussi le cas pour la norme L (H 1
2 (Rd−1), L

2d
d−2 (Ω))

de G′
τ .

2.5.3 Application au prolongement unique

Le corollaire suivant présente un résultat de prolongement unique pour l’opérateur ∆+V ,
où V appartient à Lr pour r ∈ (d2 , d]. Ce résultat est connu depuis les travaux de Jerison et
Kenig [JK85].

Corollaire 2.5.8. Soit V ∈ Lr(S), r ∈ (d2 , d]. Alors toute fonction u ∈ W 2, 2d
d+2 (S) solution

du système 
△u = V u dans S,
u(0, ·) = 0 sur Rd,

∂1u(0, ·) = 0 sur Rd

satisfait u = 0 dans S.
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Remarque 2.5.9. En fait, le Theorème 2.5.2 permet d’obtenir un résultat de prolongement
unique également dans le cas d’un potentiel V ∈ Lr(S) pour r > d, en décomposant le
potentiel V sous la forme V = Vd + V∞ avec Vd = V 1|V |>λ et V∞ = V 1|V |⩽λ, et en jouant
avec le paramètre λ par rapport au paramètre τ . De telles preuves seront faites dans les
Chapitres suivants, et nous les omettons pour le moment par souci de simplicité.

On rappelle également ici que le cas d’un potentiel V ∈ Lr(S) pour r > 2d
3 peut être

traité à l’aide des inégalités de Carleman L2 standard, voir l’introduction du manuscrit.

Démonstration. Pour p ∈ [2, 2d
d−2 ], τ ⩾ 1 et u ∈ L2 ∩ L

2d
d−2 (S), on utilise l’inégalité d’inter-

polation ∥∥∥e−τx1u
∥∥∥
Lp(S)

⩽ Cτ−θp( 1
2 + 1

d
)(τ 1

2 + 1
d

∥∥∥e−τx1u
∥∥∥
L2(S)

)θp

∥∥∥e−τx1u
∥∥∥1−θp

L
2d

d−2 (S)
,

avec θp ∈ [0, 1] tel que
1
p

= θp
2 + (1 − θp)

(1
2 − 1

d

)
.

Ainsi, l’inégalité de Carleman (2.92) donne pour tout u ∈ W 2, 2d
d+2 (S)⋂H2(S) vérifiant

u(0, ·) = 0, τ ⩾ 1 et p ∈ [2, 2d
d−2 ], on a

ταp∥e−τx1u∥Lp(S)

⩽ C
(

∥e−τx1∆u∥
L

2d
d+2 (S)

+τ 1
2 + 1

d ∥∂1u(0, ·)∥
H− 1

2 (Rd−1)
+ τ

1
d ∥e−τu(1, ·)∥

H
1
2 (Rd−1)

)
, (2.101)

avec αp = θp
(

1
2 + 1

d

)
.

En conséquence si on considère u comme dans le Corollaire 2.5.8, on obtient, pour tout
τ ⩾ 1 et p donné par 1

p
= 1

2 + 1
d

− 1
r

(notons que p ∈ [2, 2d
d−2), car r ∈ (d/2, d]),

ταp∥e−τx1u∥Lp(S) ⩽ C
(

∥e−τx1V u∥
L

2d
d+2 (S)

+ τ
1
d ∥e−τu(1, ·)∥

H
1
2 (Rd−1)

)
.

On utilise alors l’inégalité de Hölder∥∥∥e−τx1V u
∥∥∥
L

2d
d+2 (S)

⩽ ∥V ∥Lr(S)

∥∥∥e−τx1u
∥∥∥
Lp(S)

,

et on choisit τ ⩾ 1 suffisamment grand pour avoir ταp ≫ ∥V ∥Lr(S). On obtient donc que
pour tout τ assez grand,

ταp∥e−τx1u∥Lp(S) ⩽ Cτ
1
d ∥e−τu(1, ·)∥

H
1
2 (Rd−1)

.

Ensuite, pour tout 0 ⩽ a < 1 et tout τ ⩾ 1, nous avons

ταpe−τa∥u∥Lp((0,a)×Rd−1) ⩽ ταp∥e−τx1u∥Lp((0,a)×Rd−1) ⩽ Cταpe−τ∥u(1, ·)∥
H

1
2 (Rd−1)

.

Puis, en faisant tendre τ vers +∞, nous obtenons alors pour tout a < 1

∥u∥Lp((0,a)×Rd−1) = 0.

On en déduit que u = 0 sur S.
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2.5.4 Inégalité de Carleman Lp avec un poids strictement convexe

Dans cette partie, on démontre des estimations de Carleman toujours de type Lp, mais
avec une fonction poids strictement convexe. On considère l’équation elliptique suivante

−∆u = f2 + f2∗′ dans S, (2.102)

avec f2 ∈ L2(S) et f2∗′ ∈ L
2d

d+2 (S). Notre résultat principal alors dans cette partie est :

Théorème 2.5.10. Soit φ une fonction dans C2([0, 1]), strictement décroissante et stric-
tement convexe, c’est-à-dire qu’il existe β1 > 0 et β2 > 0 tels que

sup
x1∈[0,1]

φ′(x1) ⩽ −β1 , inf
x1∈[0,1]

φ′′(x1) ⩾ 2β2 et φ(0) = 0. (2.103)

Il existe une constante C > 0 telle que pour tout τ ⩾ 1 et tout u ∈ H2⋂W 2, 2d
d+2 (S) solution

de l’équation (2.102) vérifiant u(1, ·) = 0, on a

τ
3
2 ∥eτφu∥L2(S) ⩽ C

(
∥eτφf2∥L2(S) + τ

3
4 − 1

2d ∥eτφf2∗′∥
L

2d
d+2 (S)

+τ 3
4 ∥u(0, ·)∥

H
1
2 (Rd−1)

+ τ
3
4 ∥∂1u(0, ·)∥

H− 1
2 (Rd−1)

)
, (2.104)

et

τ
3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2 (S)

⩽ C
(

∥eτφf2∥L2(S) + τ
3
4 + 1

2d ∥eτφf2∗′∥
L

2d
d+2 (S)

+τ 3
4 + 1

2d ∥u(0, ·)∥
H

1
2 (Rd−1)

+ τ
3
4 + 1

2d ∥∂1u(0, ·)∥
H− 1

2 (Rd−1)

)
. (2.105)

Remarque 2.5.11. Dans le cadre hilbertien, il est bien connu qu’on obtient de meilleures
estimations avec des poids convexes, qu’avec des poids linéaires. Pour le cas « limite »
L

2d
d+2 − L

2d
d−2 pour le Laplacien, il n’y a aucune différence entre les deux poids . En re-

vanche, l’amélioration se manifeste au niveau des estimations L2 − L
2d

d−2 et L
2d

d+2 − L2, et
bien sûr L2 − L2.

Remarque 2.5.12. On verra dans la suite du manuscrit (voir Théorème 3.2.1) que les
estimées (2.104) et (2.105) peuvent être complétées d’une estimée sur eτφ∇u dans L2(S).

Le Théorème 3.2.1 permet également de considérer des conditions au bord non-homogènes
sur le bord {1} × Rd−1. Nous renvoyons vers le Théorème 3.2.1 pour plus de détails.

Démonstration du théorème 2.5.10. De la section 2.2.4, en posant F2 = eτφf2 et F2∗′ =
eτφf2∗′ , on rappelle que U = eτφu qui s’écrit sous la forme

U = Kτ [F2 + F2∗′ ] +G′
τ [U ′

0] +Gτ [U0] +Rτ (U), (2.106)

où l’opérateur Kτ = K1,τ +K2,τ est défini formellement pour toute fonction f(x1, x
′), par

K1,τ [f ](x1, x
′) =

∫ x1

0

∫ −τφ′(x1)

0
k1,τ (x1, y1, λ)Eλ[f(y1, ·)](x′) dλ dy1, (2.107)

K2,τ [f ](x1, x
′) = −

∫ 1

0

∫ +∞

−τφ′(x1)
k2,τ (x1, y1, λ)Eλ[f(y1, ·)](x′) dλ dy1. (2.108)
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Ici les noyaux k1,τ et k2,τ sont donnés respectivement par (2.39) et (2.41) et l’opérateur
G′
τ = G′

1,τ +G′
2,τ est défini formellement pour toute fonction g(x′) par

G′
1,τ [g](x1, x

′) =
∫ −τφ′(x1)

0
k1,τ (x1, 0, λ)Eλ[g](x′) dλ, (2.109)

G′
2,τ [g](x1, x

′) = −
∫ +∞

−τφ′(x1)
k2,τ (x1, 0, λ)Eλ[g](x′) dλ, (2.110)

l’opérateur Gτ est défini par

Gτ [g](x1, x
′) =

∫ −τφ′(x1)

0
eτφ(x1)+λx1Eλ[g](x′) dλ, (2.111)

et l’opérateur Rτ [U ] := Kτ [τφ′′(x1)U ].
Nous avons donc construit une solution fondamentale de l’opérateur conjugué. Pour

prouver les inégalités énoncées dans le Théorème 2.5.10, il suffit d’estimer précisément les
trois opérateurs Kτ , G′

τ et Gτ . Nous avons alors les estimations suivantes :

Proposition 2.5.13. Sous les conditions énoncées dans le théorème 2.5.10, il existe une
constante C > 0 telle que, pour tout τ ⩾ 1, l’opérateur Kτ satisfait les estimations suivantes,
∀f ∈ L2(S),

τ
3
4 + 1

2d ∥Kτ [f ]∥
L

2d
d−2 (S)

+ τ
3
2 ∥Kτ [f ]∥L2(S) ⩽ C∥f∥L2(S), (2.112)

et pour tout f ∈ L
2d

d+2 (S)

∥Kτ [f ]∥
L

2d
d−2 (S)

+ τ
3
4 + 1

2d ∥Kτ [f ]∥L2(S) ⩽ C∥f∥
L

2d
d+2 (S)

. (2.113)

Proposition 2.5.14. Sous les conditions énoncées dans le théorème 2.5.10, il existe une
constante C > 0 telle que pour tout τ ⩾ 1, on a, pour tout f ∈ H− 1

2 (Rd−1),

∥G′
τ [f ]∥

L
2d

d−2 (S)
+ τ

3
4 ∥G′

τ [f ]∥L2(S) ⩽ C∥f∥
H− 1

2 (Rd−1)
. (2.114)

Proposition 2.5.15. Sous les conditions énoncées dans le théorème 2.5.10, il existe une
constante C > 0 telle que pour tout τ ⩾ 1 et tout f ∈ H

1
2 (Rd−1), on a

∥Gτ [f ]∥
L

2d
d−2 (S)

+ τ
3
4 ∥Gτ [f ]∥L2(S) ⩽ C∥f∥

H
1
2 (Rd−1)

. (2.115)

Remarque 2.5.16. Dans le cadre hilbertien, les puissances de τ dans les deux premiers
termes du membre de gauche de (2.115) ont été obtenues par Imanuvilov et Puel [IP03]
et sont optimales. On verra plus tard au chapitre 3 que nous pouvons également obtenir
∥∇′Gτ∥

L

(
H

1
2 (Rd−1),L

2d
d−2 (S)

) ⩽ C
τ

. L’estimée que nous avons sur la norme L
(
H

1
2 (Rd−1), L

2d
d−2 (S)

)
est donc meilleure d’un facteur τ 1

4 par rapport à ce que donnerait le simple injection de So-
bolev H1(S) ↪→ L

2d
d−2 (S).

Nous admettons temporairement ces estimations, qui seront prouvées plus loin dans ce
paragraphe, et nous terminons la preuve du Théorème 2.5.2. Pour cela, il suffit d’utiliser la
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formule explicite de la solution U , donnée par (2.106), et les trois propositions précédentes
2.5.13, 2.5.13, et 2.5.15. Comme Rτ (U) = Kτ (τφ′′U), la proposition 2.5.13 montre que

τ
3
4 + 1

2d ∥Rτ [U ]∥
L

2d
d−2 (S)

+ τ
3
2 ∥Rτ [U ]∥L2(S) ⩽ Cτ∥U∥L2(S),

si bien que le terme Rτ (U) peut être absorbée en prenant le paramètre τ suffisamment grand
et ne perturbe pas l’estimée.

Pour montrer ces propositions 2.5.13, 2.5.13, et 2.5.15, nous allons utiliser les proprié-
tés de continuité de l’opérateur Eρ établies dans la section précédente. Nous allons alors
commencer par estimer les noyaux de chacun de ces opérateurs dans les normes L∞(R+) et
Lr(R+, λ

1− 2
d dλ) avec r ∈ {1, 2}. Plus précisément, nous avons :

Lemme 2.5.17. Il existe C > 0 tel que pour tout τ ⩾ 1, et tout (x1, y1) ∈ [0, 1]2 tel que
y1 ⩽ x1 on a

∥k1,τ (x1, y1, ·)∥L∞
λ

([0,−τφ′(x1)]) ⩽
C

τ
e−τβ2(x1−y1)2

, (2.116)

et pour r ∈ {1, 2}, on a
∫ −τφ′(x1)

0
|k1,τ (x1, y1, λ)|rλ1− 2

d dλ

⩽ C

{
τ 2− 2

d |x1 − y1|r si − τφ′(x1)|x1 − y1| ⩽ 2,
e−rτβ2(x1−y1)2

τ 1−r− 2
d |x1 − y1|−1 si − τφ′(x1)|x1 − y1| ⩾ 2.

Lemme 2.5.18. Il existe C > 0 tel que pour tout τ ⩾ 1, et tout (x1, y1) ∈ [0, 1]2 on ait

∥k2,τ (x1, y1, ·)∥L∞
λ

(]−τφ′(x1),+∞]) ⩽
C

τ
e−τβ2(x1−y1)2

,

et pour r ∈ {1, 2}, on a
∫ ∞

−τφ′(x1)
|k2,τ (x1, y1, λ)|rλ1− 2

d dλ ⩽ C

e−β2τ(x1−y1)2 |x1 − y1|−1+ 2
d si r = 1,

e−2τβ2(x1−y1)2
τ−1− 2

d |x1 − y1|−1 si r = 2.

Pour démontrer ces deux lemmes, on va utiliser le caractère strictement convexe de la
fonction poids Lemme 2.2.7.

Nous allons maintenant prouver les deux lemmes 2.5.17 et 2.5.18.

Démonstration du Lemme 2.5.17. Soient x1 et y1 dans [0, 1] tel que y1 ⩽ x1. On commence
par remarquer que la fonction λ 7→ sinh(λ(x1−y1))

λ
est croissante sur [0,−τφ′(x1)]. Ensuite, on

écrit simplement

∥kτ,1(x1, y1, λ)∥L∞
λ

([0,−τφ′(x1)]) = eτ(φ(x1)−φ(y1))
∥∥∥∥∥sinh(λ(x1 − y1))

λ

∥∥∥∥∥
L∞

λ
([0,−τφ′(x1)])

⩽ eτ(φ(x1)−φ(y1)) sinh(−τφ′(x1)(x1 − y1))
−τφ′

1(x1)

⩽
C

τ
eτ(φ(x1)−φ(y1)−φ′(x1)(x1−y1)).
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Puis, en utilisant le lemme 2.2.7, on obtient (2.116).
Passons au deuxième point, en faisant le changement de variable µ = λ(x1 − y1), on

obtient∫ −τφ′(x1)

0
|k1,τ (x1, y1, λ)|rλ1− 2

d dλ = eτr(φ(x1)−φ(y1))
∫ −τφ′(x1)

0
sinhr(λ(x1 − y1))λ1−r− 2

d dλ

= eτr(φ(x1)−φ(y1))
∫ −τφ′(x1)|x1−y1|

0
sinhr(µ) dµ

µr−1+ 2
d

|x1 − y1|r−2+ 2
d .

(2.117)

Ensuite, afin d’obtenir une estimation précise du dernier terme, examinons les deux cas
suivants :

Si −τφ′(x1)|x1 − y1| ⩽ 2, en utilisant le fait que sinhr(µ) ⩽ Cµr pour tout µ ∈ (0, 2), on
obtient

(2.117) ⩽ Ceτr(φ(x1)−φ(y1))
∫ −τφ′(x1)|x1−y1|

0

dµ
µ−1+ 2

d

|x1 − y1|r−2+ 2
d

⩽ Ceτr(φ(x1)−φ(y1))|x1 − y1|rτ 2− 2
d ⩽ C|x1 − y1|rτ 2− 2

d .

Si −τφ′(x1)|x1 − y1| ⩾ 2, on a

(2.117) ⩽ eτr(φ(x1)−φ(y1))
(∫ 1

0
sinhr(µ) dµ

µr−1+ 2
d

+
∫ −τφ′(x1)|x1−y1|

1
eµ

dµ
µr−1+ 2

d

)
|x1 − y1|r−2+ 2

d .

Ensuite, en utilisant le fait que

∃C ⩾ 0,∀A ⩾ 1
∫ A

1

eµ

µα
dµ ⩽ C

eA

Aα
,

puis le lemme 2.2.7, il suit que

(2.117) ⩽ eτr(φ
′(x1)|x1−y1|−β2|x1−y1|2)

C + e−rτφ′(x1)|x1−y1|

(− τ
r
φ′(x1)|x1 − y1|)r−1+ 2

d

 |x1 − y1|r−2+ 2
d

⩽ C
e−rτβ2(x1−y1)2

τ r−1+ 2
d |x1 − y1|

.

Cela termine la preuve du Lemme 2.5.17.

Démonstration du Lemme 2.5.18. Soit (x1, y1) ∈ (0, 1)2, on a

∥k2,τ (x1, y1, ·)∥L∞
λ

(]−τφ′(x1),+∞[) ⩽ Ceτ(φ(x1)−φ(y1))∥e
−λ|x1−y1|

λ
∥L∞

λ
(]−τφ′(x1),+∞[)

⩽
C

τ
eτ(φ(x1)−φ(y1)+φ′(x1)|x1−y1|).

Ensuite, en utilisant le lemme 2.2.7 et le fait que φ′ ⩽ 0, on obtient pour tout x1 ⩾ y1

τ (φ(x1) − φ(y1) + φ′(x1)|x1 − y1|) ⩽ τ
(
2φ′(x1)(x1 − y1) − β2(x1 − y1)2

)
⩽ −τβ2(x1 − y1)2,

84



et pour tout x1 ⩽ y1,
τ(φ(x1) − φ(y1) + φ′(x1)|x1 − y1|) ⩽ −τβ2(x1 − y1)2.

On en déduit alors qu’il existe C > 0 telle que pour tout (x1, y1) ∈ (0, 1)2 et tout τ ⩾ 1

∥k2,τ (x1, y1, ·)∥L∞(]−τφ′(x1),+∞[) ⩽
C

τ
e−τβ2(x1−y1)2

.

Passons à la deuxième estimée, on a∫ +∞

−τφ′(x1)
|k2,τ (x1, y1, λ)|rλ1− 2

d dλ

= erτ(φ(x1)−φ(y1))
∫ +∞

−τφ′(x1)
e−rλ|x1−y1|

(
1 − e−2λ(1−max{x1,y1})

2

)r
λ1−r− 2

d dλ.

On va distinguer le cas r = 1 et le cas r = 2. Pour r = 1, on obtient∫ +∞

−τφ′(x1)
|k2,τ (x1, y1, λ)|λ1− 2

d dλ

= eτ(φ(x1)−φ(y1))
∫ +∞

−τφ′(x1)
e−λ|x1−y1|

(
1 − e−2λ(1−max{x1,y1})

2

)
dλ
λ

2
d

⩽ Ceτ(φ(x1)−φ(y1))
∫ +∞

−τφ′(x1)|x1−y1|
e−µ dµ

µ
2
d

|x1 − y1|−1+ 2
d

⩽ Ceτ(φ(x1)−φ(y1))+τφ′(x1)|x1−y1| 1
(1 + τ |x1 − y1|)

2
d

|x1 − y1|−1+ 2
d

⩽ Ce−β2τ(x1−y1)2/2 1
(1 + τ |x1 − y1|)

2
d

|x1 − y1|−1+ 2
d ,

où nous avons utilisé qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout A ⩾ 0,∫ ∞

A
e−µ dµ

µ
2
d

⩽
Ce−A

(1 + A) 2
d

.

Pour le cas r = 2,∫ +∞

−τφ′(x1)
|k2,τ (x1, y1, λ)|2λ1− 2

d dλ

⩽ e2τ(φ(x1)−φ(y1))
∫ +∞

−τφ′(x1)
e−2λ|x1−y1|λ−1− 2

d dλ

⩽ Ce2τ(φ(x1)−φ(y1))
∫ +∞

−τφ′(x1)|x1−y1|
e−2µ dµ

µ1+ 2
d

|x1 − y1|
2
d

⩽ Ce2τ(φ(x1)−φ(y1))+2τφ′(x1)|x1−y1| 1
τ

2
d (1 + τ |x1 − y1|)

⩽ Ce−2τβ2|x1−y1|2 1
τ

2
d (1 + τ |x1 − y1|)

⩽ Ce−2τβ2|x1−y1|2 1
τ 1+ 2

d |x1 − y1|
,

où nous avons utilisé qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout A ⩾ 0,∫ ∞

A
e−2µ dµ

µ1+ 2
d

⩽
Ce−2A

A
2
d (1 + A)

.

Ce qui termine la preuve du Lemme 2.5.18.
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Estimée de l’opérateur Kτ . On rappelle que Kτ est donné par (2.107) et (2.108).

Démonstration de la proposition 2.5.13. On commence par estimer l’opérateur K1,τ

K1,τ [f ](x1, x
′) =

∫ x1

0

∫ −τφ′(x1)

0
k1,τ (x1, y1, λ)Eλ[f(y1, ·)](x′) dλ dy1.

Estimation L2 −L2 : Grâce au lemme 2.5.17, on a une estimation sur le noyau k1,τ dans
L∞. Il suffit alors d’utiliser (2.80), pour obtenir

∥K1,τ [f ](x1, ·)∥L2(Rd−1) ⩽
∫ x1

0
∥k1,τ (x1, y1, ·)∥L∞([0,−τφ′(x1)])∥f(y1, ·)∥L2(Rd−1) dy1

⩽
C

τ

∫ 1

0
e−τβ2(x1−y1)2∥f(y1, ·)∥L2(Rd−1) dy1.

Ensuite, l’inégalité de Young permet de conclure

∥K1,τ [f ]∥L2(S) ⩽
C

τ

∫ 1

0
e−τβ2x2

1 dx1∥f∥L2(S) ⩽
C

τ
3
2
∥f∥L2(S).

Estimation L
2d

d+2 − L
2d

d−2 : De la même façon, en utilisant l’inégalité (2.81), on obtient

∥K1,τ [f ](x1, ·)∥
L

2d
d−2 (Rd−1)

⩽ C
∫ x1

0

∫ −τφ′(x1)

0
|k1,τ (x1, y1, λ)|λ1− 2

d dλ∥f(y1, ·)∥
L

2d
d+2 (Rd−1)

dy1.

Du lemme 2.5.17, on peut montrer facilement qu’il existe C > 0 telle que pour tout x1, y1 ∈
(0, 1), on a ∫ −τφ′(x1)

0
|k1,τ (x1, y1, λ)|λ1− 2

d dλ ⩽ C|x1 − y1|−1+ 2
d .

En utilisant ensuite l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev [Sog17, Théorème 0.3.2], on
conclut que

∥K1,τ [f ]∥
L

2d
d−2 (S)

⩽ C∥f∥
L

2d
d+2 (S)

.

Estimation L
2d

d+2 − L2 et L2 − L
2d

d−2 : On va montrer une estimation sur(∫ −τφ′(x1)

0
|k1,τ (x1, y1, λ)|2λ1− 2

d dλ
) 1

2

.

Du lemme 2.5.17, on peut montrer que
(∫ −τφ′(x1)

0
|k1,τ (x1, y1, λ)|2λ1− 2

d dλ
) 1

2

⩽ k̃τ,0(x1 − y1),

avec k̃τ,1 ∈ L
d

d−1 (R) satisfaisant ∥k̃τ,1∥
L

d
d−1 (R)

⩽ Cτ− 3
4 − 1

2d .

En effet, on a

k̃τ,1(z1) = 1−τz1<1τ
1− 1

d |z1| + 1τz1>1e
−τβ2z2

1τ− 1
2 − 1

d |z1|−
1
2 ,
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si bien que

∥k̃τ,1∥
d

d−1

L
d

d−1 (R)
⩽ Cτ

∫ 1
τ

0
|z1|

d
d−1 dz1 + C

(
τ− 1

2 − 1
d

) d
d−1

(∫ 1√
τ

1
τ

|z1|−
d

2(d−1) dz1 +
∫ ∞

1√
τ

e−β2τz2
1 |z1|−

d
2(d−1) dz1

)

⩽ Cτ−1+ 1
d−1 + C

(
τ− 1

2 − 1
d

) d
d−1

(
τ− 1

2 + d
4(d−1) + τ

d
4(d−1) − 1

2

)
⩽ C

(
τ−1+ 2

d + τ− 3
4 − 1

2d

) d
d−1 ⩽ C

(
τ− 3

4 − 1
2d

) d
d−1

En utilisant ensuite l’inégalité de Young, on déduit qu’il existe C > 0 telle que

∥K1,τ [f ]∥L2(S) ⩽
C

τ
3
4 + 1

2d

∥f∥
L

2d
d+2 (S)

,

∥K1,τ [f ]∥
L

2d
d−2 (S)

⩽
C

τ
3
4 + 1

2d

∥f∥L2(S).

Passons maintenant aux estimations concernant l’opérateur K2,τ

K2,τ [f ](x1, x
′) = −

∫ 1

0

∫ +∞

−τφ′(x1)
k2,τ (x1, y1, λ)Eλ[f(y1, ·)](x′) dλ dy1.

Estimation L2 −L2 : Grâce au lemme 2.5.18, on a une estimation sur le noyau k2,τ dans
L∞. Il suffit alors d’utiliser (2.80), pour obtenir

∥K2,τ [f ](x1, ·)∥L2(Rd−1) ⩽
∫ 1

0
∥k2,τ (x1, y1, ·)∥L∞([−τφ′(x1),+∞])∥f(y1, ·)∥L2(Rd−1) dy1

⩽
C

τ

∫ 1

0
e−τβ2(x1−y1)2∥f(y1, ·)∥L2(Rd−1) dy1.

L’inégalité de Young permet d’écrire

∥K2,τ [f ]∥L2(S) ⩽
C

τ

∫ 1

0
e−τβ2x2

1 dx1∥f∥L2(S) ⩽
C

τ
3
2
∥f∥L2(S).

Estimation L
2d

d+2 − L
2d

d−2 : En utilisant l’inégalité (2.81) et le lemme 2.5.18, on obtient

∥K2,τ [f ](x1, ·)∥
L

2d
d−2 (Rd−1)

⩽ C
∫ 1

0

∫ +∞

−τφ′(x1)
|k2,τ (x1, y1, λ)|λ1− 2

d dλ∥f(y1, ·)∥
L

2d
d+2 (Rd−1)

dy1

⩽ C
∫ 1

0
|x1 − y1|−

d−2
d ∥f(y1, ·)∥

L
2d

d+2 (Rd−1)
dy1.

Ensuite, l’inégalité Hardy-Littlewood-Sobolev implique

∥K2,τ [f ]∥
L

2d
d−2 (S)

⩽ C∥f∥
L

2d
d+2 (S)

.

Estimation L
2d

d+2 − L2 et L2 − L
2d

d−2 : De manière similaire, en utilisant l’inégalité (2.81)
et le lemme 2.5.18, on obtient

∥K2,τ [f ](x1, ·)∥
L

2d
d−2 (Rd−1)

⩽ C
∫ 1

0

(∫ +∞

−τφ′(x1)
|k2,τ (x1, y1, λ)|2λ1− 2

d dλ
) 1

2

∥f(y1, ·)∥L2(Rd−1) dy1

⩽ C
∫ 1

0

e−τβ2(x1−y1)2

τ
1
2 + 1

d |x1 − y1|
1
2
∥f(y1, ·)∥L2(Rd−1) dy1.
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On utilise ici l’inégalité de Young, et on obtient :

∥K2,τ [f ]∥
L

2d
d−2 (S)

⩽ C

∥∥∥∥∥∥ e
−τβ2x2

1

τ
1
2 + 1

dx
1
2
1

∥∥∥∥∥∥
L

d
d−1
x1 (0,1)

∥f∥L2(S),

La fonction x1 → h(x1) = e−τβ2x2
1

x
1
2
1

appartient à l’espace L
d

d−1 (0, 1) pour tout d > 2. Pour

estimer cette fonction, effectuons le changement de variable z1 =
√
τx1, ce qui conduit à

∥h∥
L

d
d−1

= 1
τ

1
2 + 1

d

∫ √
τ

0

e−
β2dz2

1
d−1

z
d

2(d−1)
1

τ
d

4(d−1) − 1
2 dz1


d−1

d

⩽
1

τ
1
2 + 1

d

1
τ

d−2
4d

∫ +∞

0

e−
β2dz2

1
d−1

z
d

2(d−1)
1

dz1


d−1

d

⩽
C

τ
3
4 + 1

2d

.

Cela termine la démonstration de la proposition 2.5.13.

Estimée de l’opérateur G′
τ . On rappelle que G′

τ est donné par (2.109) et (2.110).

Démonstration de la Proposition 2.5.14. Les estimées Hilbertiennes sont déjà démontrées
dans la preuve du Théorème 2.2.5. On se concentre donc sur l’estimée de G′

τ vu comme un
opérateur de H− 1

2 (Rd−1) → L
2d

d−2 (S).
Preuve de l’estimation (2.114) de G′

τ comme un opérateur de H− 1
2 (Rd−1) → L

2d
d−2 (S).

Pour ce faire, on va utiliser « l’argument TT ⋆ ». Notre objectif est de démontrer que G′
τ

est continu de H− 1
2 (Rd−1) dans L

2d
d−2 ((0, 1) × Rd−1), et on rappelle que G′

τ est donné par la
formule suivante

G′
τ [f ](x1, x

′) =
∫

Rd−1
y′

∫
Rd−1

ξ′

(
1{|ξ′|⩽−τφ′(x1)}k1,τ (x1, 0, |ξ′|)

−1{|ξ′|>−τφ′(x1)}k2,τ (x1, 0, |ξ′|)
)
ei(x

′−y′)·ξ′
f(y′) dξ′ dy′,

pour tout f ∈ H− 1
2 (Rd−1).

Notons tout de suite que cet opérateur s’écrit en Fourier sous la forme

Ĝ′
τ [f ](x1, ξ

′) =
(
1{|ξ′|⩽−τφ′(x1)}k1,τ (x1, 0, |ξ′|) − 1{|ξ′|>−τφ′(x1)}k2,τ (x1, 0, |ξ′|)

)
f̂(ξ′).

On note par (I + |Dx′|) 1
2 l’opérateur de multiplication de Fourier par (1 + |ξ′|) 1

2 , et on
introduit l’opérateur G̃′

τ donné par

G̃′
τ [f ](x1, x

′) =
(
G′
τ ◦ (I + |Dx′ |) 1

2
)

[f ](x1, x
′), ∀f ∈ L2(Rd−1), (x1, x

′) ∈ (0, 1) × Rd−1,

si bien que

̂̃G′
τ [f ](x1, ξ

′) = (1 + |ξ′|)
1
2
(
1{|ξ′|⩽−τφ′(x1)}k1,τ (x1, 0, |ξ′|) − 1{|ξ′|>−τφ′(x1)}k2,τ (x1, 0, |ξ′|)

)
f̂(ξ′).
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L’objectif de cette modification est de démontrer la continuité de G̃′
τ : L2(Rd−1) → L

2d
d−2 (S),

plutôt que celle de G′
τ : H− 1

2 (Rd−1) → L
2d

d−2 (S).
En fait, on va plutôt étudier la norme de G̃′

τ (G̃′
τ )⋆ vu comme un opérateur de L

2d
d+2 (S)

dans L
2d

d−2 (S), car on a par dualité que la norme L(L
2d

d+2 (S), L2(Rd−1)) de (G̃′
τ )⋆ coïncide avec

la norme de L(L2(Rd−1), L
2d

d−2 (S)) de G̃′
τ , et avec la racine de la norme L(L

2d
d+2 (S), L

2d
d−2 (S))

de G̃′
τ (G̃′

τ )⋆.
Au vu des formules ci-dessus, un calcul facile montre que l’opérateur G̃′

τ (G̃′
τ )⋆ s’écrit en

fait

G̃′
τ (G̃′

τ )⋆v(x1, x
′) =

∫ 1

0

∫ −τ max{φ′(x1),φ′(z1)}

0
k1,τ (x1, 0, λ)k1,τ (z1, 0, λ)(1 + λ)Eλ[v(x1, .)](x′) dλ dz1

−
∫ 1

0

∫ +∞

−τ min{φ′(x1),φ′(z1)}
k2,τ (x1, 0, λ)k2,τ (z1, 0, λ)(1 + λ)Eλ[v(x1, .)](x′) dλ dz1

−
∫ 1

0

∫ −τ min{φ′(x1),φ′(z1)}

−τ max{φ′(x1),φ′(z1)}
k1,τ (max{x1, z1}, 0, λ)k2,τ (min{x1, z1}, 0, λ)(1 + λ)Eλ[v(x1, .)](x′) dλ dz1.

(2.118)

On démontre alors le lemme suivant :
Lemme 2.5.19. Soit d ⩾ 3. Il existe une constante C ⩾ 0 telle que G̃′

τ (G̃′
τ )⋆ défini par

(2.118) satisfait l’inégalité suivante pour tout f ∈ L
2d

d+2 (S) et τ ⩾ 1,

∥G̃′
τ (G̃′

τ )⋆[f ]∥
L

2d
d−2 (S)

⩽ C∥f∥
L

2d
d+2 (S)

. (2.119)

Démonstration. En utilisant alors (2.81), on obtient pour tout x1 ∈ [0, 1]

∥G̃′
τ (G̃′

τ )⋆[v(x1, ·)]∥
L

2d
d−2 (Rd−1)

⩽ C
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∫ −τ max{φ′(x1),φ′(z1)}

0
k1,τ (x1, 0, λ)k1,τ (z1, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ

+
∫ +∞

−τ min{φ′(x1),φ′(z1)}
k2,τ (x1, 0, λ)k2,τ (z1, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ

+
∫ −τ min{φ′(x1),φ′(z1)}

−τ max{φ′(x1),φ′(z1)}
k1,τ (max{x1, z1}, 0, λ)k2,τ (min{x1, z1}, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ
∣∣∣∣∣

× ∥v(z1, ·)∥
L

2d
d+2 (Rd−1)

dz1.

Ensuite, on va démontrer qu’il existe C > 0 tel que pour tout x1, z1 ∈ (0, 1), on a∣∣∣∣∣
∫ −τ max{φ′(x1),φ′(z1)}

0
k1,τ (x1, 0, λ)k1,τ (z1, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ

+
∫ +∞

−τ min{φ′(x1),φ′(z1)}
k2,τ (x1, 0, λ)k2,τ (z1, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ

+
∫ −τ min{φ′(x1),φ′(z1)}

−τ max{φ′(x1),φ′(z1)}
k1,τ (max{x1, z1}, 0, λ)k2,τ (min{x1, z1}, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ
∣∣∣∣∣

⩽
C

|x1 − z1|1− 2
d

. (2.120)
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Une fois que l’estimée (2.120) sera démontrée, on déduira immédiatement l’estimée (2.119)
en utilisant l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev.

Preuve de (2.120). Sans perdre de généralité et en utilisant la symétrie du noyau en
(x1, z1), on va supposer que 1 > x1 > z1 > 0, et on va distinguer les parties correspondantes
aux basses fréquences λ ⩽ −τφ′(x1), aux hautes fréquences λ ⩾ −τφ′(z1) et aux fréquences
intermédiaires −τφ′(x1) ⩽ λ ⩽ −τφ′(z1).

Basses fréquences λ ⩽ −τφ′(x1). Comme φ′ est croissante, on a∣∣∣∣∣
∫ −τ max{φ′(x1),φ′(z1)}

0
k1,τ (x1, 0, λ)k1,τ (z1, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ
∣∣∣∣∣

= eτ(φ(x1)+φ(z1))
∫ −τφ′(x1)

0
sinh(x1λ) sinh(z1λ)(1 + λ)λ−1− 2

d dλ.

Si −τφ′(x1)x1 ⩽ 1. Dans ce cas-là, on a tout simplement

eτ(φ(x1)+φ(z1))
∫ −τφ′(x1)

0
sinh(x1λ) sinh(z1λ)(1 + λ)λ−1− 2

d dλ

⩽ C
∫ −τφ′(x1)

0
(1 + λ)λ1− 2

d dλx1z1 ⩽ Cx1z1τ
3− 2

d .

Si −τφ′(x1)x1 ⩾ 1. En décomposant l’intégrale, on obtient

eτ(φ(x1)+φ(z1))
∫ −τφ′(x1)

0
sinh(x1λ) sinh(z1λ)(1 + λ)λ−1− 2

d dλ

⩽ eτ(φ(x1)+φ(z1))
∫ 1

x1

0
sinh(x1λ) sinh(z1λ)(1 + λ)λ−1− 2

d dλ

+ eτ(φ(x1)+φ(z1))
∫ −τφ′(x1)

1
x1

sinh(x1λ) sinh(z1λ)(1 + λ)λ−1− 2
d dλ

⩽ Ceτ(φ(x1)+φ(z1))x1z1

∫ 1
x1

0
(1 + λ)λ1− 2

d dλ

+ Ceτ(φ(x1)+φ(z1))
∫ −τφ′(x1)

1
x1

sinh(x1λ) sinh(z1λ)λ− 2
d dλ

⩽ Cx
−2+ 2

d
1 z1 + Ceτ(φ(x1)+φ(z1))

∫ −τφ′(x1)

1
x1

e(x1+z1)λλ− 2
d dλ

⩽ Cx
−1+ 2

d
1 + Ceτ(φ(x1)+φ(z1))|x1 + z1|−1+ 2

d e−(x1+z1)τφ′(x1) ⩽ Cx
−1+ 2

d
1 + C|x1 + z1|−1+ 2

d ,

où nous avons utilisé le lemme 2.2.7 et le fait que φ′ est croissante pour avoir

φ(x1) + φ(z1) ⩽ φ′(x1)(x1 + z1).

En utilisant le fait que τ ⩽ Cx−1
1 , τ ⩽ Cz−1

1 , τ ⩽ C|x1 − z1|−1, et |z1 − x1| ⩽ |z1 + x1| car
z1 et x1 sont tout deux positifs, on en déduit que∣∣∣∣∣

∫ −τ max{φ′(x1),φ′(z1)}

0
k1,τ (x1, 0, λ)k1,τ (z1, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ
∣∣∣∣∣ ⩽ C|x1 − y1|−1+ 2

d

Hautes fréquences λ ⩾ −τφ′(z1). On cherche maintenant à démontrer∣∣∣∣∣
∫ +∞

−τ min{φ′(x1),φ′(z1)}
k2,τ (x1, 0, λ)k2,τ (z1, 0, λ)λ2− 2

d dλ
∣∣∣∣∣ ⩽ C

|x1 − z1|1− 2
d

.
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Pour cela, en utilisant que φ′ est croissante, on a∣∣∣∣∣
∫ +∞

−τ min{φ′(x1),φ′(z1)}
k2,τ (x1, 0, λ)k2,τ (z1, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ
∣∣∣∣∣

⩽ Ceτ(φ(x1)+φ(z1))
∫ ∞

−τφ′(z1)
e−λ(x1+z1)λ− 2

d dλ

⩽ Ceτ(φ(x1)+φ(z1))
∫ ∞

0
e−λλ− 2

d dλ(x1 + z1)−1+ 2
d

⩽ C|x1 − z1|−1+ 2
d .

Fréquences intermédiaires −τφ′(x1) ⩽ λ ⩽ −τφ′(z1). Enfin, on a∣∣∣∣∣
∫ −τ min{φ′(x1),φ′(z1)}

−τ max{φ′(x1),φ′(z1)}
k1,τ (z1, 0, λ)k2,τ (x1, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ
∣∣∣∣∣

⩽ Ceτ(φ(x1)+φ(z1))
∫ −τφ′(z1)

−τφ′(x1)
sinh(z1λ)e−λx1λ− 2

d dλ.

Si τx1 ⩽ 2, ∣∣∣∣∣
∫ −τ min{φ′(x1),φ′(z1)}

−τ max{φ′(x1),φ′(z1)}
k1,τ (z1, 0, λ)k2,τ (x1, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ
∣∣∣∣∣

⩽ C
∫ −τφ′(z1)

−τφ′(x1)
z1λ

1− 2
d dλ ⩽ Cz1τ

2− 2
d ⩽ Cx

−1+ 2
d

1 .

Si τx1 ⩾ 2 et τz1 ⩽ 1,∣∣∣∣∣
∫ −τ min{φ′(x1),φ′(z1)}

−τ max{φ′(x1),φ′(z1)}
k1,τ (z1, 0, λ)k2,τ (x1, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ
∣∣∣∣∣

⩽ Ceτφ(x1)
∫ −τφ′(z1)

−τφ′(x1)
z1λ

1− 2
d e−λx1 dλ

⩽ Cz1x
−2+ 2

d
1 eτφ(x1)

∫ −τφ′(z1)x1

−τφ′(x1)x1
λ1− 2

d e−λ dλ

⩽ Cz1x
−2+ 2

d
1 (τx1)1− 2

d ⩽ C(τz1)1− 2
d z

2
d
1 x

−1
1 ⩽ Cx

−1+ 2
d

1 .

Si τx1 ⩾ 2 et τz1 > 1,∣∣∣∣∣
∫ −τ min{φ′(x1),φ′(z1)}

−τ max{φ′(x1),φ′(z1)}
k1,τ (z1, 0, λ)k2,τ (x1, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ
∣∣∣∣∣

⩽ Ceτφ(x1)+τφ(z1)
∫ −τφ′(z1)

−τφ′(x1)
λ− 2

d e−λ(x1−z1) dλ

⩽ C|x1 − z1|−1+ 2
d eτφ(x1)+τφ(z1)

∫ −τφ′(z1)(x1−z1)

−τφ′(x1)(x1−z1)
λ− 2

d e−λ dλ.

On vérifie alors que si τ |x1 − z1| ⩽ 1,∫ −τφ′(z1)(x1−z1)

−τφ′(x1)(x1−z1)
λ− 2

d e−λ dλ ⩽ Cτ(x1 − z1)2(τ(x1 − z1))− 2
d ⩽ Cτ 1− 2

d (x1 − z1)2− 2
d ⩽ C,
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et que si τ(x1 − z1) ⩾ 1 (en utilisant le lemme 2.2.7)

eτφ(x1)+τφ(z1)
∫ −τφ′(z1)(x1−z1)

−τφ′(x1)(x1−z1)
λ− 2

d e−λ dλ ⩽ eτφ(x1)+τφ(z1)(τ(x1 − z1))− 2
d eτφ

′(x1)(x1−z1)

⩽ C(τ(x1 − z1))− 2
d ⩽ C.

Ceci permet donc de conclure que, dans toutes les situations, on a∣∣∣∣∣
∫ −τ min{φ′(x1),φ′(z1)}

−τ max{φ′(x1),φ′(z1)}
k1,τ (z1, 0, λ)k2,τ (x1, 0, λ)(1 + λ)λ1− 2

d dλ
∣∣∣∣∣ ⩽ C|x1 − z1|−1+ 2

d .

On déduit l’inégalité (2.120), et la preuve du Lemme 2.5.19 est complète.

Cela conclut la démonstration de la proposition 2.5.14.

Estimée de l’opérateur Gτ . On rappelle que Gτ est donné par (2.111).

Démonstration de la Proposition 2.5.15. Estimation de ∥Gτ [f ]∥L2(S). Soit x1 ∈ (0, 1) fixé,
en utilisant (2.80) du corollaire 2.4.4, on obtient

∥Gτ [f ](x1, ·)∥L2(Rd−1) ⩽ C

∥∥∥∥∥eτ(φ(x1)−φ(1))−λ(1−x1)

(1 + λ) 1
2

∥∥∥∥∥
L∞

λ
(−τφ′(x1),∞)

∥f∥
H

1
2 (Rd−1)

.

La fonction λ → eτ(φ(x1)−φ(1))−λ(1−x1)

(1+λ)
1
2

est décroissante sur [−τφ′(x1),∞) pour tout τ ⩾ 1. Par
conséquent, en utilisant le lemme 2.2.7, on obtient∥∥∥∥∥eτ(φ(x1)−φ(1))−λ(1−x1)

(1 + λ) 1
2

∥∥∥∥∥
L∞

λ
(−τφ′(x1),∞)

⩽ C
eτ(φ(x1)−φ(1))+τφ′(x1)(1−x1)

(1 − τφ′(x1))
1
2

⩽ C
e−τ(1−x1)2

τ
1
2

.

Ensuite, en prenant la norme L2
x1(0, 1) et en faisant le changement de variable µ =

√
τ(1 −

x1), on a

∥Gτ [f ]∥L2(S) ⩽
C

τ
3
4
∥f∥

H
1
2 (Rd−1)

. (2.121)

Estimation H
1
2 (Rd−1) − L

2d
d−2 (S). Pour ce faire, on va à nouveau utiliser « l’argument

TT ⋆ ». Notre objectif est de démontrer que Gτ est continu de H 1
2 (Rd−1) dans L

2d
d−2 ((0, 1) ×

Rd−1). On rappelle que Gτ est donné par la formule suivante

Gτ [f ](x1, x
′) =

∫
Rd−1

y′

∫
Rd−1

ξ′

1{|ξ′|⩾−τφ′(x1)}e
τ(φ(x1)−φ(1))−|ξ′|(1−x1)ei(x

′−y′)·ξ′
f(y′) dξ′ dy′,

pour tout f ∈ H
1
2 (Rd−1). On note par |Dx′|− 1

2 l’opérateur de multiplication de Fourier par
|ξ′|− 1

2 , et on introduit l’opérateur G̃τ donné par

G̃τ [f ](x1, x
′) =

(
Gτ ◦ |Dx′ |−

1
2
)

[f ](x1, x
′), ∀f ∈ L2(Rd−1), (x1, x

′) ∈ (0, 1) × Rd−1.
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L’objectif de cette modification est de se ramener à démontrer que G̃τ : L2(Rd−1) → L
2d

d−2 (S)
est continu, plutôt que de montrer la continuité de Gτ : H 1

2 (Rd−1) → L
2d

d−2 (S). On écrit alors
que G̃τ est donné en Fourier de la façon suivante :

F [G̃τ [f ](x1, .)](ξ′) = 1|ξ′|>−τφ′(x1)
1

|ξ′| 1
2
eτ(φ(x1)−φ(1))−|ξ′|(1−x1)F [f ](ξ′).

Il est alors facile de vérifier que l’opérateur G̃τ (G̃τ )⋆ s’exprime simplement en fonction
de l’opérateur Eλ comme suit

G̃τ (G̃τ )⋆f(x1, x
′)

=
∫ 1

0

∫ +∞

−τ min{φ′(x1),φ′(z1)}
λ−1eτ(φ(x1)+φ(z1)−2φ(1))−λ(2−z1−x1))Eλ[f(x1, .)](x′) dλ dz1. (2.122)

Lemme 2.5.20. Soit d ⩾ 3. Il existe une constante C ⩾ 0 telle que G̃τ (G̃τ )⋆ défini par
(2.122) satisfait l’inégalité suivante : il existe C > 0 tel que pour tout f ∈ L

2d
d+2 (S) et pour

tout τ ⩾ 1,

∥G̃τ (G̃τ )⋆[f ]∥
L

2d
d−2 (S)

⩽ C∥f∥
L

2d
d+2 (S)

. (2.123)

Démonstration. En utilisant alors (2.81) du Corollaire 2.4.4, on obtient pour tout x1 ∈ [0, 1]

∥G̃τ (G̃τ )⋆[v(x1, ·)]∥
L

2d
d−2 (Rd−1)

⩽ C
∫ 1

0

∫ +∞

−τ min{φ′(x1),φ′(z1)}
eτ(φ(x1)+φ(z1)−2φ(1))−λ(2−z1−x1))λ− 2

d dλ∥v(z1, ·)∥
L

2d
d+2 (Rd−1)

dz1.

Ensuite, on va démontrer qu’il existe C > 0 tel que pour tout x1, z1 ∈ (0, 1), on a
∫ +∞

−τ min{φ′(x1),φ′(z1)}
eτ(φ(x1)+φ(z1)−2φ(1))−λ(2−z1−x1))λ− 2

d dλ ⩽
C

|x1 − z1|1− 2
d

. (2.124)

En effet, si on admet un instant (2.124), l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev donne
directement qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout f ∈ L

2d
d+2 (S) et pour tout

τ ⩾ 1,

∥G̃τ (G̃τ )⋆[f ]∥
L

2d
d−2 (S)

⩽ C∥f∥
L

2d
d+2 (S)

.

Preuve de (2.124). Grâce au lemme 2.2.7 et le fait que φ′ est croissante, on a
∫ +∞

−τ min{φ′(x1),φ′(z1)}
eτ(φ(x1)+φ(z1)−2φ(1))−λ(2−z1−x1))λ− 2

d dλ

⩽ 1z1⩽x1

∫ +∞

−τφ′(z1)
e−(τφ′(z1)+λ)(2−x1−z1)−β2τ((1−x1)2+(1−z1)2)λ− 2

d dλ

+ 1x1⩽z1

∫ +∞

−τφ′(x1)
e−(τφ′(x1)+λ)(2−x1−z1)−β2τ((1−x1)2+(1−z1)2)λ− 2

d dλ.
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En effectuant le changement de variable µ = (τφ′(z1) + λ)(2 − x1 − z1), on obtient

1z1⩽x1

∫ +∞

−τφ′(z1)
e−(τφ′(z1)+λ)(2−x1−z1)−β2τ((1−x1)2+(1−z1)2)λ− 2

d dλ

= 1z1⩽x1e
−β2τ((1−x1)2+(1−z1)2)

∫ +∞

0

e−µ

[µ− τφ′(z1)(2 − x1 − z1)]
2
d

dµ(2 − x1 − z1)−1+ 2
d .

Ensuite, notons que pour tout x1, z1 ∈ [0, 1],

(2 − x1 − z1)−1+ 2
d ⩽ |x1 − z1|−1+ 2

d ,∫ +∞

0

e−µ

[µ− τφ′(z1)(2 − x1 − z1)]
2
d

dµ ⩽
∫ +∞

0

e−µ

µ
2
d

dµ ⩽ C.

On conclut alors qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout τ ⩾ 1, et pour tout
x1, z1 ∈ (0, 1),

1x1⩽z1

∫ +∞

−τφ′(z1)
e−(τφ′(z1)+λ)(2−x1−z1)−β2τ((1−x1)2+(1−z1)2)λ− 2

d dλ ⩽
C

|x1 − z1|1− 2
d

.

Par symétrie, on déduit l’inégalité de (2.124). Ainsi, la preuve du Lemme 2.5.20 est complète.

Enfin, du lemme 2.5.20, on déduit l’inégalité suivante

∥Gτ [f ]∥
L

2d
d−2 (S)

⩽ C∥f∥
H

1
2 (Rd−1)

.

pour tout τ ⩾ 1 et f ∈ H
1
2 (Rd−1).

Cela achève donc la preuve de la proposition 2.5.15.

L’intérêt principal du résultat présenté dans le Théorème 2.5.10 est qu’il permet d’établir
des résultats de prolongement unique quantifiés (dans l’esprit du Corollaire 2.5.8) pour des
opérateurs elliptiques qui sont des perturbations du Laplacien, dans un cadre géométrique
plus général. On renvoie au Chapitre 3 pour plus de détails, et notamment au Théorème
3.1.3.

On trouvera ensuite, dans le Chapitre 4, une version raffinée du Théorème 2.5.10 qui,
combinée avec le Lemme de Wolff, permettra de quantifier le prolongement unique pour des
opérateurs elliptiques qui sont des perturbations du Laplacien, avec des termes inférieurs
d’ordre zéro et un dans des classes optimales d’intégrabilité, cf Théorème 4.1.1.
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Chapitre 3

Estimées de Carleman Lp pour des pro-
blèmes aux limites elliptiques et appli-
cations à la quantification de prolonge-
ment unique

Dans ce chapitre, on établit des estimations de Carleman Lp globales et on fournit une
application de quantification du prolongement unique. Ce travail a été réalisé en
collaboration avec Belhassen Dehman et Sylvain Ervedoza et a fait l’objet de l’article : Lp
Carleman estimates for elliptic boundary value problems and applications to the
quantification of unique continuation [DET23].
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Résumé

L’objectif de ce chapitre est de démontrer des estimations de Carleman Lp globales pour
l’opérateur Laplacien en dimension d ⩾ 3. Notre stratégie repose sur des estimations de
Carleman sur des bandes puis un recollement approprié des estimations locales et au bord
obtenues grâce à un changement de variables. L’essentiel du travail consiste à prouver des
estimations de Carleman dans la bande avec une fonction poids linéaire pour un opérateur du
second ordre à coefficients dépendant linéairement de la variable normale. Cela est réalisé par
la construction d’une paramétrice explicite pour l’opérateur conjugué, qui est estimée grâce
à l’utilisation des théorèmes de restriction de Stein-Tomas. En application, nous déduisons
des versions quantifiées de la propriété de prolongement unique pour les solutions de ∆u =
V u + W1 · ∇u + div (W2u) en termes des normes de V dans Lq0(Ω), de W1 dans Lq1(Ω)
et de W2 dans Lq2(Ω) pour q0 ∈ (d2 ,∞] et q1 et q2 satisfaisant soit q1, q2 > (3d − 2)/2 et
1
q1

+ 1
q2
< 4(1 − 1

d
)/(3d− 2), soit q1, q2 > 3d/2.

Abstract

This chapter aims to prove global Lp Carleman estimates for the Laplace operator in
dimension d ⩾ 3. Our strategy relies on precise Carleman estimates in strips, and a suitable
gluing of local and boundary estimates obtained through a change of variables. The delicate
point and most of the work thus consists in proving Carleman estimates in the strip with
a linear weight function for a second-order operator with coefficients depending linearly on
the normal variable. This is done by constructing an explicit parametrix for the conjugated
operator, which is estimated through the use of Stein Tomas restriction theorems. As an
application, we deduce quantified versions of the unique continuation property for solutions
of ∆u = V u + W1 · ∇u + div (W2u) in terms of the norms of V in Lq0(Ω), of W1 in Lq1(Ω)
and of W2 in Lq2(Ω) for q0 ∈ (d/2,∞] and q1 and q2 satisfying either q1, q2 > (3d − 2)/2
and 1

q1
+ 1

q2
< 4(1 − 1

d
)/(3d− 2), or q1, q2 > 3d/2.

3.1 Introduction

Résultat principal.

Le but de ce chapitre est de démontrer des estimations de Carleman globales Lp pour
l’opérateur de Laplace plat dans un domaine borné régulier de Rd (d ⩾ 3), avec une fonc-
tion poids générale satisfaisant les conditions strictes de sous ellipticité de Hörmander. En
application, nous montrerons comment celles-ci peuvent être utilisées pour obtenir des ré-
sultats de quantification du prolongement unique pour les solutions d’équations elliptiques
par rapport aux normes des potentiels.

Pour être plus précis, notre principal résultat est le suivant :

Théorème 3.1.1. Soit d ⩾ 3, Ω ⊂ Rd un domaine borné de classe C3, et ω un sous-ensemble
ouvert non vide de Ω avec ω ⊂ Ω. Soit φ ∈ C3(Ω) tel que

∀x ∈ ∂Ω, φ(x) = 0 et ∂nφ(x) < 0, (3.1)

et il existe α, β > 0 tels que
inf
Ω\ω

|∇φ| > α, (3.2)
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et

∀x ∈ Ω \ ω, ∀ξ ∈ Rd avec |∇φ(x)| = |ξ| et ∇φ(x) · ξ = 0,
(Hessφ(x))∇φ(x) · ∇φ(x) + (Hessφ(x))ξ · ξ ⩾ β|∇φ(x)|2, (3.3)

où Hessφ désigne la matrice hessienne de φ. Soit ω1 un sous-ensemble ouvert de Ω tel que
ω ⊂ ω1 et ω1 ⊂ Ω, et η ∈ C ∞

c (Rd) radiale, non négative s’annulant à l’extérieur du disque
de rayon 1 et égale à un dans le disque de rayon 1

2 .
Alors, il existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 (dépendants uniquement de α, β, ∥φ∥C3(Ω), η et de la

configuration géométrique Ω, ω et ω1) tels que pour tout u ∈ H1(Ω) solution de−∆u = f2 + f2∗′ + divF dans Ω,
u = g sur ∂Ω,

(3.4)

avec
f2 ∈ L2(Ω), f2∗′ ∈ L

2d
d+2 (Ω), F ∈ L2(Ω; Cd), et g ∈ H

1
2 (∂Ω),

on a, pour tout τ ⩾ τ0,

τ
3
2 ∥eτφu∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥eτφ∇u∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥eτφf2∥L2(Ω) + τ

3
4 − 1

2d ∥eτφf2∗′∥
L

2d
d+2
η,τ (Ω)

+τ∥eτφF∥L2(Ω) + τ
3
4 ∥g∥

H
1
2 (∂Ω)

+ τ
3
2 ∥eτφu∥L2(ω1) + τ

3
4 ∥eτφu∥

L
2d

d−2
η,τ (ω1)

)
, (3.5)

et

τ
3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2
η,τ (Ω)

⩽ C

(
∥eτφf2∥L2(Ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥eτφf2∗′∥
L

2d
d+2
η,τ (Ω)

+τ∥eτφF∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d ∥g∥
H

1
2 (∂Ω)

+ τ
3
2 ∥eτφu∥L2(ω1) + τ

3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2
η,τ (ω1)

)
. (3.6)

Ici, les normes ∥ · ∥Lp
η,τ (Ω) sont définies pour p ∈ [1,∞] et f ∈ Lp(Ω) par la formule

∥f∥2
Lp

η,τ (Ω) = τ
d
3

∫
x0∈Ω

∥η(τ 1
3 (· − x0))f(·)∥2

Lp(Ω) dx0.

Remarque 3.1.2. Les notations 2∗ et 2∗′ découlent de l’injection de Sobolev H1(Ω) ⊂
L2∗(Ω), avec 2∗ = 2d/(d− 2) et L2∗′(Ω) ⊂ H−1(Ω), avec 2∗′ = 2d/(d+ 2).

Avant d’aller plus loin, notons que l’existence d’une fonction satisfaisant les conditions
(3.1)–(3.2)–(3.3) pour n’importe quelle configuration géométrique arbitraire est due à Fur-
sikov et Imanuvilov [FI96, Lemma 1.1] (voir aussi [LRLR22a, Proposition 3.31]). Les condi-
tions (3.2)–(3.3) sont les conditions de sous ellipticité de la fonction poids φ par rapport à
l’opérateur Laplacien. Elles sont connues pour être des conditions nécessaires et suffisantes
pour obtenir une estimation de Carleman locale en L2 (c’est-à-dire (3.5) pour des fonctions à
support compact u, et avec f2∗′ = 0) pour l’opérateur Laplacien avec les mêmes puissances
du paramètre de Carleman τ , voir [Hö09, Chapitre XXVIII] et par exemple [LRLR22a,
Section 3.6 et Section 4.1.2] pour une perspective plus récente.

L’estimation de Carleman (3.5) coïncide avec celle de [IP03] à l’exception des termes
impliquant la norme
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L
2d

d+2
η,τ (Ω).

Ce terme et l’estimation (3.6) sur

u dans L
2d

d−2
η,τ (Ω)

sont les principales nouveautés de notre résultat et nous permettent de quantifier efficace-
ment les propriétés du prolongement unique pour les solutions d’équations elliptiques par
rapport aux normes des potentiels en Lp(Ω).

Notons que l’estimation (3.5) implique une estimation sur τ 1
2 ∥eτφu∥H1(Ω) à partir du

membre de droite de (3.5), donc sur τ 1
2 ∥eτφu∥

L
2d

d−2 (Ω)
. Par conséquent, l’estimation (3.5) ne

permet pas de retrouver directement l’estimation (3.6) à partir des injections de Sobolev
classiques.

Les estimations de Carleman locales (pour les fonctions à support compact) dans Lp
ont été obtenues dans de nombreuses situations, mais elles concernent généralement des
questions liées au prolongement unique. Nous devons notamment citer l’article novateur
[JK85] obtenu pour un poids radial log(|x|), qui correspond plutôt à un poids de Carleman
limite au sens où la seconde condition (3.3) est satisfaite avec β = 0 (voir aussi les résultats
précédents [ABG81, Hö83]). Plus tard, plusieurs travaux ont été consacrés à l’obtention
d’estimations de Carleman locales avec certains poids strictement convexes spécifiques, voir
par exemple [BKRS88, Sog89, Sog90], qui ont ensuite été revisités et améliorés dans les
travaux [KT01, DSF05]. Nous soulignons également les travaux plus récents [DZ19, Dav20]
pour des estimations de Carleman locales avec un poids strictement convexe spécifique. Ici,
nous insistons sur le fait que nous considérerons des fonctions poids générales satisfaisant
les conditions strictes de sous ellipticité (3.2)–(3.3), de manière similaire à [DSF05]. En fait,
l’article [DSF05] prouve que, pour tout x0 ∈ Rd, si φ est pseudo-convexe en x0 (c’est-à-
dire |∇φ(x0)| ≠ 0 et la condition (3.3) en x = x0), il existe un voisinage K de x0 tel que
l’estimation de Carleman locale ∥eτφu∥

L
2d

d−2
⩽ C∥eτφ∆u∥

L
2d

d+2
est vérifiée pour tout u à

support compact dans K. Les estimations (3.5)–(3.6) étendent donc le résultat de [DSF05]
pour l’opérateur Laplacien en fournissant une estimation de Carleman globale, permettant
des termes sources dans H−1(Ω) et des conditions limites dans H 1

2 (∂Ω), avec une estimation
de u en norme H1(Ω).

Enfin, soulignons également que le théorème 3.1.1 présente des estimations de Carleman
globales dans Lp , valables pour des fonctions u ayant éventuellement une trace non nulle
sur le bord. À notre connaissance, ceci est nouveau, car toutes les estimations de Carleman
en Lp avec p ̸= 2 qu’on a rencontrées dans la littérature sont valables pour des fonctions à
support compact.

Propriétés des normes Lpη,τ (Ω).

Pour comprendre les normes Lpη,τ (Ω), commençons par remarquer que pour p = 2, et f ∈
L2
η,τ (Ω), par le théorème de Fubini, on a , pour τ suffisamment grand,

∥f∥2
L2

η,τ (Ω) ⩽ ∥η∥2
L2(Rd)∥f∥2

L2(Ω),

∥f∥2
L2

η,τ (Ω) ⩾ ∥f∥2
L2(Ω)

(
inf
x0∈Ω

τ
d
3

∫
x∈Ω

|η(τ 1
3 (x− x0))|2 dx

)
⩾ c∗∥f∥2

L2(Ω).
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Ici, c∗ > 0 est indépendant de τ ⩾ τ0 si τ0 est choisi de telle sorte que τ0 ⩾ ε−3
0 , où ε0 > 0

est tel que pour tout ε ∈ (0, ε0] et x ∈ Ω, il existe une boule de rayon ε/8 contenue dans
B(x, ε/2)∩Ω (il n’est pas difficile de vérifier qu’un tel ε > 0 existe par compacité et régularité
du bord ∂Ω). Les normes L2

η,τ (Ω) sont donc équivalentes à la norme L2(Ω) habituelle de
manière uniforme par rapport au paramètre τ .

Pour d’autres valeurs de p ∈ [1,∞), ces normes sont moins faciles à décrire, car elles
codent en quelque sorte des informations moyennes sur les normes Lp localisées dans des
boules de rayon τ− 1

3 , comme on peut le voir en les écrivant sous la forme

∥f∥Lp
η,τ (Ω) = τ

d
6

∥∥∥∥∥∥∥η(τ 1
3 (x− x0))f(x)

∥∥∥
Lp

x(Ω)

∥∥∥∥
L2

x0 (Ω)
.

En fait, pour p ∈ (1,∞), encore une fois par le théorème de Fubini, il existe C > 0, tel
que pour τ ⩾ τ0 et f ∈ Lp(Ω),

τ
d
3

C

∫
x∈Ω

∫
x0∈Ω

|η(τ 1
3 (x− x0))f(x)|p dx dx0 ⩽ ∥f∥pLp(Ω)

⩽ Cτ
d
3

∫
x∈Ω

∫
x0∈Ω

|η(τ 1
3 (x− x0))f(x)|p dx dx0, (3.7)

c’est-à-dire que la norme ∥f∥Lp(Ω) est équivalente à la norme

τ
d

3p

∥∥∥∥∥∥∥η(τ 1
3 (x− x0))f(x)

∥∥∥
Lp

x(Ω)

∥∥∥∥
Lp

x0 (Ω)
.

Cela implique en particulier que, pour p > 2,

∥f∥Lp
η,τ (Ω) = τ

d
6

∥∥∥∥∥∥∥η(τ 1
3 (x− x0))f(x)

∥∥∥
Lp

x(Ω)

∥∥∥∥
L2

x0 (Ω)

⩽ Cτ
d
6

∥∥∥∥∥∥∥η(τ 1
3 (x− x0))f(x)

∥∥∥
Lp

x(Ω)

∥∥∥∥
Lp

x0 (Ω)
⩽ Cτ ( 1

2 − 1
p

) d
3 ∥f∥Lp(Ω). (3.8)

D’autre part, pour p > 2, par l’inégalité intégrale de Minkowski ([Ste16], page 271), on a ,
pour C indépendant de τ ⩾ τ0,

∥f∥Lp(Ω) =
(∫

x∈Ω
|f(x)|p dx

) 1
p

⩽ C

(∫
x∈Ω

(
τ

d
3

∫
x0∈Ω

|η(τ 1
3 (x− x0))f(x)|2 dx0

) p
2

dx
) 1

p

⩽ Cτ
d
6

(∫
x0∈Ω

(∫
x∈Ω

|η(τ 1
3 (x− x0))f(x)|p dx

) 2
p

dx0

) 1
2

= C∥f∥Lp
η,τ (Ω). (3.9)

De manière similaire, pour p < 2, en utilisant l’inégalité intégrale de Minkowski et
l’équivalence de norme (3.7), on obtient qu’il existe une constante C indépendante de τ ⩾ τ0,

1
C
τ ( 1

2 − 1
p

) d
3 ∥f∥Lp(Ω) ⩽ ∥f∥Lp

η,τ (Ω) ⩽ C ∥f∥Lp(Ω) . (3.10)

Remarquons que les estimations (3.8), (3.9), et (3.10) peuvent être utilisées pour simpli-
fier les normes Lpη,τ dans les estimations de Carleman (3.5) et (3.6) et les remplacer par les
normes classiques Lp.
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Enfin, notons que, pour p, q, r dans [1,∞] tels que 1
p

+ 1
q

= 1
r
, pour V ∈ Lq(Ω) et

u ∈ Lp(Ω), nous avons l’estimation de type Hölder suivante

∥V u∥Lr
η,τ (Ω) ⩽ ∥u∥Lp

η,τ (Ω) sup
x0∈Ω

{∥V ∥
Lq(B(x0,τ

− 1
3 ))

} ⩽ ∥u∥Lp
η,τ (Ω)∥V ∥Lq(Ω). (3.11)

Application à la quantification du prolongement unique par rapport aux
termes d’ordre inférieur.

Comme conséquence des estimations de Carleman dans le théorème 3.1.1, nous allons
prouver (dans la Section 3.8) le résultat suivant :

Théorème 3.1.3. Soit d ⩾ 3, Ω ⊂ Rd un domaine borné de classe C3 et ω un sous-ensemble
ouvert non vide de Ω avec ω ⊂ Ω. Alors il existe une constante C = C(Ω, ω) > 0 telle que
pour toute solution u ∈ H1

0 (Ω) de

∆u = V u+W1 · ∇u+ div(W2u) dans Ω,

avec
V ∈ Lq0(Ω), W1 ∈ Lq1(Ω; Cd), W2 ∈ Lq2(Ω; Cd),

on a :
1. Si q0 ∈ (d2 ,∞], q1 ∈ (3d−2

2 ,∞] et q2 ∈ (3d−2
2 ,∞] et

1
q1

+ 1
q2
< 4

(
1 − 1

d

3d− 2

)
,

la fonction u satisfait

∥u∥L2(Ω) ⩽ Ce
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥W1∥δ(q1)
Lq1 (Ω)+∥W2∥δ(q2)

Lq2 (Ω)+(∥W1∥Lq1 (Ω)∥W2∥Lq2 (Ω))ρ(q1,q2)
)

∥u∥
L

2d
d−2 (ω)

,

(3.12)
avec

γ(q) =



1
3
2

(
1 − d

2q

)
+ 1

2q

si q ⩾ d, δ(q) = 2

1 − 3d− 2
2q

,

1(3
4 + 1

2d

)(
2 − d

q

) si q ∈
(
d

2 , d
]
, ρ(q1, q2) = 1

1 − 1
d

−
(3

4 − 1
2d

)(
d

q1
+ d

q2

) .

2. Si q0 ∈ (d2 ,∞], q1 ∈ (3d
2 ,∞] et q2 ∈ (3d

2 ,∞], la fonction u satisfait

∥u∥L2(Ω) ⩽ Ce
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥W1∥δ̃(q1)
Lq1 (Ω)+∥W1∥δ̃(q2)

Lq1 (Ω)

)
∥u∥

L
2d

d−2 (ω)
, (3.13)

avec
δ̃(q) = 2

1 − 3d
2q

.
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Remarque 3.1.4. Notons que les conditions de l’item 1 et celles de l’item 2 ne se recouvrent
pas au sens où il existe des cas où les conditions de l’item 2 sont satisfaites, tandis que celles
de l’item 1 ne le sont pas (par exemple q1 = q2 = 3d/2+ϵ avec ϵ > 0 petit), et réciproquement
(par exemple q1 = (3d− 2)/2 + ϵ avec ϵ > 0 petit et q2 = ∞).

Plusieurs remarques s’imposent.
D’abord, le prolongement unique est connu pour être valide pour des potentiels V ∈

Lq0(Ω), W1 ∈ Lq1(Ω; Cd), et W2 ∈ Lq2(Ω; Cd) lorsque q0 ⩾ d/2, q1 ⩾ d et q2 ⩾ d, voir les
travaux [Wol93] et [KT01] où même le prolongement unique fort est prouvé pour q0 > d/2,
q1 > d et q2 > d. (Ces classes d’intégrabilité pour les potentiels sont optimales, voir [KT02].)

Ces résultats du prolongement unique nécessitent l’utilisation d’une estimation de Carle-
man et d’un délicat argument d’analyse harmonique inspiré par [Wol92], voir aussi [KT01].
Dans cet argument, la fonction poids dans l’estimation de Carleman dépend de la solution,
ce qui rend difficile le suivi de la quantification du prolongement unique par rapport aux
normes des potentiels. Un autre résultat connexe est l’article [MV12], qui quantifie les pro-
priétés de prolongement unique pour l’opérateur laplacien avec des termes d’ordre inférieur
dans la classe d’intégrabilité optimale, mais pas par rapport aux normes des potentiels. En
fait, puisque ce travail est basé sur [KT01], comme mentionné ci-dessus, il n’est pas clair
comment la preuve dans [MV12] peut être rendue quantitative par rapport aux normes des
potentiels.

Par conséquent, lorsqu’on essaie de quantifier la propriété de prolongement unique par
rapport aux normes des termes d’ordre inférieur, il n’est pas clair que l’on puisse atteindre
les mêmes échelles d’intégrabilité critiques pour les termes d’ordre inférieur. En fait, les
résultats connus reposent uniquement sur l’utilisation d’une estimation de Carleman, ce
qui, comme indiqué dans [BKRS88], ne permet pas d’aller au-delà de W1 ∈ L

3d−2
2 (Ω). Cela

correspond à ce qui est fait dans [DZ19, Dav20] en utilisant une estimation de Carleman
Lp. Mais les résultats de [DZ19] décrivant l’ordre maximal d’annulation des solutions des
équations elliptiques nécessitent respectivement V ∈ Lq0(Ω) avec q0 >

d
2(3d − 2)/(5d − 2)

et W1 ∈ Lq1(Ω) avec q1 > (3d − 2)/2, et W2 = 0. Notons également que le théorème 1 de
[Dav20], qui s’applique lorsque W1 = W2 = 0, présente la même dépendance par rapport à
la norme Lq0(Ω) de V que dans le Théorème 3.1.3.

En outre, en prenant des estimations de Carleman L2, on ne peut pas atteindre la même
classe d’intégrabilité que dans notre cas, voir par exemple [DZZ08].

Enfin, notons qu’en utilisant une inégalité de Caccioppoli quantitative avec des termes
d’ordre inférieur singuliers ( voir par exemple [DZ19, Lemma 5]) et une injection de Sobolev,
on peut montrer que les inégalités (3.12) et (3.13) restent vraies en remplaçant ∥u∥

L
2d

d−2 (ω)
par ∥u∥L2(ω1) pour ω1 un sous-ensemble ouvert satisfaisant ω ⊂ ω1 (puisque ω est n’importe
quel ensemble ouvert non vide dans le théorème 3.1.3, cela est bien sûr une condition sans
conséquence).

Signalons également que l’on peut être légèrement plus précis dans les estimées (3.12) et
(3.13) du théorème 3.1.3, en utilisant la borne intermédiaire dans (3.11) au lieu de l’extrémale
dans la preuve du théorème 3.1.3.

Stratégie de la preuve du théorème 3.1.1.

Pour démontrer le théorème 3.1.1, on commence par le cas géométrique simple d’une
bande verticale, avec une fonction poids linéaire x 7→ x1, et un opérateur du second ordre
de la forme ∆ − x1

∑d
j=2 λj∂

2
j , voir la section 3.2 pour les énoncés.
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Bien que cela puisse sembler être un cas très spécifique, on montre dans la section
3.7 que ce n’est pas le cas, notamment en raison des deux faits suivants. Premièrement,
si on localise les fonctions dans une boule de rayon suffisamment petit, on peut effectuer
un changement de variables (dans l’esprit des coordonnées géodésiques normales), de telle
sorte que l’opérateur conjugué eτφ∆ (e−τφ·) peut être reformulé en un problème dans la
bande avec un opérateur de la forme ∆ − x1

∑d
j=2 λj∂

2
j et la fonction poids linéaire x 7→ x1.

Deuxièmement, on peut recoller les estimations de Carleman locales et sur le bord obtenues
de cette manière, et les termes de localisation introduits par les troncatures peuvent être
absorbés par ce processus si la localisation n’est pas trop forte. Par conséquent, nous devons
équilibrer les deux processus et choisir le taux de localisation de manière appropriée. Il
s’avère qu’une localisation dans des boules de taille τ− 1

3 fonctionne.
En conséquence, la majeure partie de l’article se concentre en fait sur la preuve d’une

estimation de Carleman dans la bande pour un opérateur de la forme ∆−x1
∑d
j=2 λj∂

2
j avec

une fonction poids linéaire x 7→ x1. Nous le faisons en plusieurs étapes.
Tout d’abord, en raison du cadre géométrique spécifique, on peut effectuer une trans-

formation de Fourier dans les variables tangentielles (qui sont transverses au gradient de la
fonction poids, c’est-à-dire à la direction e1), et construire explicitement une paramétrice,
voir la section 3.3. En fait, cette approche est inspirée par [Sog89, KT01] et par les travaux
récents sur les estimations de Carleman pour l’opérateur de Laplace avec des conductivités
discontinues, par exemple [LRL13].

Une fois cela fait, il est clair que nous devrons obtenir des estimations sur les opérateurs
apparaissant dans la paramétrice. Traiter les normes hilbertiennes peut se faire en utilisant
des arguments classiques de type multiplicateur et l’identité de Parseval, voir la section 3.4.

Il reste donc à comprendre comment obtenir des estimations sur les opérateurs appa-
raissant dans la paramétrice dans L (L

2d
d+2 (Ω), L

2d
d−2 (Ω)) par exemple, et d’autres normes

d’opérateur impliquant des espaces non hilbertiens. Pour ce faire, nous nous appuierons sur
le théorème de restriction de Fourier de Stein Tomas, rappelé dans le théorème 3.5.1, voir
par exemple [Tom75], [SM93, theorem 2, page 352], ou [Sog17, Corollary 2.2.2]. De même,
comme dans [KRS87, BKRS88], cette approche nous permettra de donner une manière
efficace d’estimer la norme dans L (L

2d
d+2 (Rd−1), L

2d
d−2 (Rd−1)) (entre autres) des opérateurs

donnés en Fourier, voir la section 3.5.2.
En utilisant ces résultats et la formule explicite obtenue pour la paramétrice, nous par-

venons à obtenir des estimations de Carleman en Lp dans la bande pour un opérateur de la
forme ∆ − x1

∑d
j=2 λj∂

2
j avec une fonction poids linéaire x 7→ x1.

Enfin, soulignons qu’on a fait le choix de présenter les preuves de manière (espérons-le)
pédagogique, et donc de donner tous les détails techniques nécessaires pour suivre l’ensemble
des preuves. Par conséquent, certaines parties, par exemple celles concernant les estimations
hilbertiennes ou les théorèmes de restriction de Fourier, peuvent sembler classiques, néan-
moins on a fait le choix de les présenter , car nous ne les avons pas trouvées dans la littérature
dans la version précise dont nous avions besoin.

Plan.

Le reste de l’article se présente comme suit. La section 3.2 est consacrée à l’énoncé des
estimations de Carleman (à savoir les théorèmes 3.2.1 et 3.2.4) dans le cas spécifique d’une
bande verticale, avec une fonction poids linéaire x 7→ x1 et pour un opérateur de la forme
∆ − x1

∑d
j=2 λj∂

2
j . Dans la section 3.3 , on donne une paramétrice de l’opérateur conjugué
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eτx1(∆ − x1
∑d
j=2 λj∂

2
j )(e−τx1 · ). La section 3.4 explique comment obtenir des estimations

hilbertiennes sur la paramétrice. La section 3.5 rappelle ensuite les théorèmes de restriction
de Fourier et explique comment ils peuvent être utilisés dans notre contexte pour estimer
les normes L (L

2d
d+2 (Rd−1), L

2d
d−2 (Rd−1)) (entre autres) d’opérateurs donnés en Fourier. Dans

la section 3.6, on établit toutes les estimations nécessaires sur les opérateurs apparaissant
dans la paramétrice et on conclut la preuve des théorèmes 3.2.1 et 3.2.4. Dans la section
3.7, on explique comment obtenir la preuve du théorème 3.1.1 à partir du théorème 3.2.4.
On fournit ensuite dans la section 3.8 la preuve du théorème 3.1.3. Enfin, dans l’annexe, on
rappelle quelques résultats classiques, à savoir le théorème de Hardy-Littlewood-Sobolev et
le lemme de phase stationnaire (dans sa version raffinée empruntée à [ABZ17]). On donne
également la preuve d’un résultat technique d’interpolation utilisé dans la section 3.7.

Notations.

Nous rappelons ici quelques notations.
Pour tout x ∈ Rd, x = (x1, .., xd), on pose x = (x1, x

′), où x′ = (x2, .., xd) ∈ Rd−1.
Les notations ∇ et ∆ désignent respectivement le gradient et le laplacien par rapport à

x = (x1, .., xd), et ∇′ = (∂2, .., ∂d) et ∆′ = ∑d
j=2 ∂

2
j sont, respectivement, les opérateurs de

gradient et de laplacien tangentiels.
Dans tout le chapitre sauf en Section 3.5, la transformée de Fourier est toujours prise par

rapport à x′ = (x2, .., xd), et sa variable duale ξ′ ∈ Rd−1 est alors indexée par ξ′ = (ξ2, .., ξd).
La transformée de Fourier d’une fonction f ∈ L1(Rd−1) sera notée f̂ :

f̂(ξ′) = 1
(2π) d−1

2

∫
Rd−1

e−ix′·ξ′
f(x′) dx′, ξ′ ∈ Rd−1.

Pour une fonction f définie sur Rd telle que f(x1, ·) ∈ L1(Rd), f̂(x1, ·) désignera la transfor-
mée de Fourier partielle par rapport à x′, c’est-à-dire :

f̂(x1, ξ
′) = 1

(2π) d−1
2

∫
Rd−1

e−ix′·ξ′
f(x1, x

′) dx′, ξ′ ∈ Rd−1. (3.14)

3.2 Estimation de Carleman dans une bande

Dans cette section, on se concentre sur le cas d’une bande de la forme
Ω = (X0, X1) × Rd−1, (3.15)

et sur le problème elliptique suivant
∆v − x1

∑d
j=2 λj∂

2
j v = f2 + f2∗′ + divF dans Ω,

v (X0, x
′) = g(x′), pour x′ ∈ Rd−1,

v (X1, x
′) = 0, pour x′ ∈ Rd−1,

(3.16)

où
f2 ∈ L2(Ω), f2∗′ ∈ L

2d
d+2 (Ω), F ∈ L2(Ω; Cd), et g ∈ H

1
2 (Rd−1). (3.17)

Pour pouvoir résoudre le problème elliptique (3.16), nous supposons la coercivité de
l’opérateur −∆ + x1

∑d
j=2 λj∂

2
j dans Ω, c’est-à-dire que

∃c0 > 0, ∀x1 ∈ [X0, X1], ∀ξ ∈ Rd,
1
c2

0
|ξ|2 ⩽

d∑
j=1

(1 − x1λj)|ξj|2 ⩽ c2
0|ξ|2, (3.18)
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où on a posé λ1 = 0 pour plus de commodité. Sous la condition (3.18) et les hypothèses
d’intégrabilité et de régularité (3.17), le problème (3.16) admet une solution unique v ∈
H1(Ω).

Notre objectif est de prouver l’estimation de Carleman suivante :
Théorème 3.2.1. Soit Ω donné par (3.15) avec X0 < 0 < X1 et max{|X0|, |X1|} ⩽ 1, et
supposons que les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈ Rd satisfont λ1 = 0, (3.18) et qu’il existe des
constantes positives m∗ et M∗ telles que

0 < m∗ ⩽ min
j∈{2,··· ,d}

λj ⩽ max
j∈{2,··· ,d}

λj ⩽M∗. (3.19)

Alors, il existe une constante C > 0 dépendant de c0, m∗ et M∗ (indépendante de X0, X1)
telle que pour tout (f2, f2∗′ , F, g) comme dans (3.17), si la solution v de (3.16) satisfait
(∂1v − F1)(X1, x

′) = 0 pour x′ ∈ Rd−1, alors on a, pour tout τ ⩾ 1,

τ
3
2 ∥veτx1∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥veτx1∥H1(Ω) ⩽ C

(
∥f2e

τx1∥L2(Ω) + τ
3
4 − 1

2d ∥f2∗′eτx1∥
L

2d
d+2 (Ω)

+τ∥Feτx1∥L2(Ω) + τ
3
4 ∥geτX0∥

H
1
2 ({X0}×Rd−1)

)
, (3.20)

et

τ
3
4 + 1

2d ∥veτx1∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ C
(

∥f2e
τx1∥L2(Ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥f2∗′eτx1∥
L

2d
d+2 (Ω)

+τ∥Feτx1∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d ∥geτX0∥
H

1
2 ({X0}×Rd−1)

)
. (3.21)

Remarque 3.2.2. Une solution v de (3.16) avec (f2, f2∗′ , F, g) comme dans (3.17) appar-
tient a priori seulement à H1(Ω). Par conséquent, les théorèmes de trace ne permettent pas
de définir directement sa trace normale. Cependant, ∇v − F satisfait ∇v − F ∈ L2(Ω; Cd)
et div (∇v − F ) ∈ L2(Ω) + L

2d
d+2 (Ω) et il est facile de vérifier que si R ∈ L2(Ω; Cd) et

divR ∈ L2(Ω) + L
2d

d+2 (Ω), alors R · n est bien défini en tant qu’élément de H− 1
2 (∂Ω), voir

[BF12, Theorem III.2.43]. Par conséquent, la trace (∇v − F ) · n est bien définie en tant
qu’élément de H− 1

2 (∂Ω).
Remarque 3.2.3. La stricte positivité des coefficients (λj)j∈{2,··· ,d} garantie par la condition
(3.19) est la condition de sous ellipticité stricte pour l’opérateur −∆ + x1

∑d
j=2 λj∂

2
j par

rapport à la fonction poids x 7→ x1, voir par exemple [LRLR22a, Part 1, Définition 3.30].
Théorème 3.2.4. Soit Ω tel que (3.15) avec X0 < 0 < X1 et max{|X0|, |X1|} ⩽ 1, et
supposons que les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈ Rd satisfont λ1 = 0, (3.18), et (3.19). Alors, il
existe des constantes C > 0 et τ0 ⩾ 1 dépendant de c0, m∗ et M∗ (indépendante de X0, X1),
telles que pour tout (f2, f2∗′ , F, g) comme dans (3.17), si la solution w de

∆w − x1
∑d
j=2 λj∂

2
jw − 2τ∂1w + τ 2w = f2 + f2∗′ + divF dans Ω,

w (X0, x
′) = g(x′), pour x′ ∈ Rd−1,

w (X1, x
′) = 0, pour x′ ∈ Rd−1,

(3.22)

satisfait (∂1w − F1)(X1, x
′) = 0 pour x′ ∈ Rd−1, alors pour tout τ ⩾ τ0,

τ
3
2 ∥w∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥∇w∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥f2∥L2(Ω) + τ

3
4 − 1

2d ∥f2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

+τ∥F∥L2(Ω) + τ
3
4 ∥g∥

H
1
2 ({X0}×Rd−1)

)
, (3.23)
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et

τ
3
4 + 1

2d ∥w∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ C
(

∥f2∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d ∥f2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

+τ∥F∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d ∥g∥
H

1
2 ({X0}×Rd−1)

)
. (3.24)

En fait, la correspondance entre le théorème 3.2.1 et 3.2.4 est donnée par

(f2, f2∗′ , F, g) →
(
(f2 − τF1)eτx1 , f2∗′eτx1 , Feτx1 , geτX0

)
.

Les théorèmes 3.2.1 et 3.2.4 sont alors complètement équivalents, et on se concentre donc
uniquement sur ce dernier.

3.3 Construction de la paramétrice dans le cas d’une bande

L’objectif de cette section est de construire explicitement la solution w de (3.22) pour
τ ⩾ 1, (f2, f2∗′ , F, g) tel que décrit dans (3.17), en supposant que le domaine Ω est une
bande comme décrit dans (3.15), et que les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈ Rd vérifient λ1 = 0,
(3.18) et (3.19).

Pour ce faire, on prend la transformée de Fourier partielle par rapport à la variable
x′ ∈ Rd−1 de (3.22) avec la variable duale ξ′ ∈ Rd−1 :

(∂1 − τ)2ŵ −
d∑
j=2

(1 − x1λj)ξ2
j ŵ = f̂2 + f̂2∗′ + ∂1F̂1 + i

d∑
j=2

ξjF̂j pour (x1, ξ
′) ∈ Ω,

ŵ (X0, ξ
′) = ĝ(ξ′), pour ξ′ ∈ Rd−1,

ŵ (X1, ξ
′) = 0, pour ξ′ ∈ Rd−1.

(3.25)
On démontre ensuite ce qui suit :

Proposition 3.3.1. Soit Ω comme dans (3.15), et supposons que les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈
Rd vérifient λ1 = 0, (3.18) et (3.19). On introduit la fonction ψ : Ω → R définie par

ψ(x1, ξ
′) =

√√√√√ d∑
j=2

(1 − x1λj)ξ2
j , x1 ∈ [X0, X1], ξ′ ∈ Rd−1. (3.26)

Pour tout τ ⩾ 1, pour tout (f2, f2∗′ , F, g) comme dans (3.17), la solution w de (3.22)
satisfait formellement

w = Kτ,0(f2 +f2∗′)+Kτ,1(F1)+
d∑
j=2

Kτ,j(Fj)+Rτ (w)+Gτ (g)+Hτ ((∂1w−F1)(X1, ·)), (3.27)

où, en utilisant la transformée de Fourier partielle (3.14), les opérateurs Kτ,j, pour j ∈
{0, · · · , d}, et Rτ sont formellement définis pour f dépendant de (x1, x

′) ∈ Ω, par

K̂τ,jf(x1, ξ
′) =

∫
y1∈(X0,X1)

kτ,j(x1, y1, ξ
′)f̂(y1, ξ

′) dy1, (x1, ξ
′) ∈ Ω, (3.28)

R̂τf(x1, ξ
′) =

∫
y1∈(X0,X1)

rτ (x1, y1, ξ
′)f̂(y1, ξ

′) dy1, (x1, ξ
′) ∈ Ω, (3.29)
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avec les noyaux donnés, pour (x1, y1, ξ
′) ∈ [X0, X1]2 × Rd−1, par

kτ,0(x1, y1, ξ
′) = −1ψ(x1,ξ′)>τ

∫ min{x1,y1}

X0
e

−τ(y1−x1)−
∫ x1

x̃1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ y1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 dx̃1

+ 1ψ(x1,ξ′)⩽τ1y1>x1

∫ y1

x1
e

−τ(y1−x1)+
∫ x̃1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ y1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dy1 dx̃1, (3.30)

kτ,1(x1, y1, ξ
′) = −1ψ(x1,ξ′)⩽τ1y1>x1e

−τ(y1−x1)+
∫ y1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1

+ 1ψ(x1,ξ′)>τ1y1<x1e
τ(x1−y1)−

∫ x1
y1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 + kτ,0(x1, y1, ξ
′)(τ + ψ(y1, ξ

′)),
(3.31)

kτ,j(x1, y1, ξ
′) = iξjkτ,0(x1, y1, ξ

′), j ∈ {2, · · · , d}, (3.32)
rτ (x1, y1, ξ) = kτ,0(x1, y1, ξ

′)∂1ψ(y1, ξ
′).

Les opérateurs Gτ et Hτ sont formellement donnés en Fourier pour g0 ∈ S (Rd−1) par

Ĝτg0(x1, ξ
′) = gτ (x1, ξ

′)ĝ0(ξ′), (x1, ξ
′) ∈ Ω, (3.33)

Ĥτg0(x1, ξ
′) = hτ (x1, ξ

′)ĝ0(ξ′), (x1, ξ
′) ∈ Ω,

où gτ et rτ sont donnés, pour (x1, ξ
′) ∈ [X0, X1] × Rd−1, par

gτ (x1, ξ
′) = 1ψ(x1,ξ′)⩾τe

τ(x1−X0)−
∫ x1

X0
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1

, (3.34)

hτ (x1, ξ
′) = 1ψ(x1,ξ′)>τ

∫ x1

X0
e

−τ(X1−x1)−
∫ x1

x̃1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ X1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 dx̃1

− 1ψ(x1,ξ′)⩽τ

∫ X1

x1
e

−τ(X1−x1)+
∫ x̃1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ X1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 dx̃1.

Remarque 3.3.2. Nous soulignons que la proposition 3.3.1 est formelle. On démontre
plus tard, dans le théorème 3.4.1, la proposition 3.4.3 et dans la proposition 3.6.2, que les
opérateurs Kτ,0, (Kτ,j)j∈{1,··· ,d}, Rτ , Gτ et Hτ appartiennent respectivement à L (L2(Ω) +
L

2d
d+2 (Ω);L2(Ω)), (L (L2(Ω);L2(Ω)))d, L (L2(Ω);L2(Ω)), L (H1(Ω);L2(Ω)), L (H 1

2 (∂Ω);L2(Ω)),
et L (H− 1

2 (Ω);L2(Ω)). Un argument de densité simple permettra alors de justifier rigoureu-
sement la formule (3.27).

Démonstration. La preuve de la proposition 3.3.1 repose sur la factorisation de l’opérateur
(∂1 − τ)2 −∑d

j=2(1 − x1λj)ξ2
j :

(∂1 − τ)2 −
d∑
j=2

(1 − x1λj)ξ2
j = (∂1 − τ − ψ(x1, ξ

′)) (∂1 − τ + ψ(x1, ξ
′)) − ∂1ψ(x1, ξ

′),

où ψ est la fonction introduite dans (3.26), et où le dernier terme doit être vu comme un
terme de correction.

On pose donc

Ĥ(x1, ξ
′) = f̂2(x1, ξ

′)+f̂2∗′(x1, ξ
′)+i

d∑
j=2

ξjF̂j(x1, ξ
′)+∂1ψ(x1, ξ

′)ŵ(x1, ξ
′), x1 ∈ [X0, X1], ξ′ ∈ Rd−1,
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de sorte que l’équation (3.25)(1) peut être réécrite comme

(∂1 − τ − ψ(x1, ξ
′)) (∂1 − τ + ψ(x1, ξ

′)) ŵ = Ĥ + ∂1F̂1, dans Ω.

En conséquence, en introduisant l’inconnue supplémentaire ẑ(x1, ξ
′) = (∂1−τ+ψ(x1, ξ

′))ŵ(x1, ξ
′),

l’équation (3.25) peut être réécrite comme un système de deux EDOs du premier ordre in-
dexées par ξ′ ∈ Rd−1 :

(∂1 − τ + ψ(x1, ξ
′)) ŵ(x1, ξ

′) = ẑ(x1, ξ
′) dans Ω,

(∂1 − τ − ψ(x1, ξ
′)) ẑ(x1, ξ

′) = Ĥ(x1, ξ
′) + ∂1F̂1(x1, ξ

′) dans Ω,
ŵ(X0, ξ

′) = ĝ(ξ′), sur Rd−1,
ŵ(X1, ξ

′) = 0 sur Rd−1.

(3.35)

Soit ξ′ ∈ Rd−1. On résout (3.35)2 en considérant la différence (ẑ − F̂1)(·, ξ′). On obtient
alors par la formule de Duhamel, pour x1 ∈ (X0, X1),

ẑ(x1, ξ
′) = e

−τ(X1−x1)−
∫ X1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1(∂1ŵ − F̂1)(X1, ξ

′) + F̂1(x1, ξ
′)

−
∫ X1

x1
e

−τ(y1−x1)−
∫ y1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1

(
Ĥ(y1, ξ

′) + (τ + ψ(y1, ξ
′))F̂1(y1, ξ

′)
)

dy1, (3.36)

où nous avons également remarqué en utilisant (3.35)(1,4), que ẑ(X1, ξ
′) = ∂1ŵ(X1, ξ

′).
On se concentre ensuite sur les équations (3.35)(1,3,4) donnant ŵ(·, ξ′) en fonction de

ẑ(·, ξ′). Il convient de noter ici que (3.35)(3,4) donnent deux conditions aux limites pour
une équation du premier ordre. Par conséquent, on fait un choix lors de la résolution de
(3.35)(1) en se basant sur le fait qu’on veut des formules ne contenant que des exponentielles
de nombres négatifs. Pour faire un tel choix, on analyse le signe de la fonction x1 7→ −τ +
ψ(x1, ξ

′). En raison des conditions (3.18) et (3.19), la fonction x1 7→ ψ(x1, ξ
′) est strictement

décroissante sur [X0, X1]. Par conséquent, la fonction x1 7→ −τ + ψ(x1, ξ
′) peut s’annuler

seulement une fois sur [X0, X1], et si elle s’annule en un point xτ,ξ′ ∈ [X0, X1], elle est
positive dans [X0, xτ,ξ′) et négative pour x1 ∈ (xτ,ξ′ , X1].

En conséquence, pour x1 ∈ [X0, X1] tel que ψ(x1, ξ
′) ⩽ τ , on utilise la formule

ŵ(x1, ξ
′) = −

∫ X1

x1
e

−τ(x̃1−x1)+
∫ x̃1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1

ẑ(x̃1, ξ
′) dx̃1,

tandis que pour x1 ∈ [X0, X1] tel que ψ(x1, ξ
′) > τ , on utilise la formule

ŵ(x1, ξ
′) = e

τ(x1−X0)−
∫ x1

X0
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1

ĝ(ξ′) +
∫ x1

X0
e
τ(x1−x̃1)−

∫ x1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1
ẑ(x̃1, ξ

′) dx̃1.

Ces deux formules peuvent être écrites en une seule sous la forme

ŵ(x1, ξ
′) = −1ψ(x1,ξ′)⩽τ

∫ X1

x1
e

−τ(x̃1−x1)+
∫ x̃1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1

ẑ(x̃1, ξ
′) dx̃1

+ 1ψ(x1,ξ′)>τ

(
e
τ(x1−X0)−

∫ x1
X0

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1
ĝ(ξ′) +

∫ x1

X0
e
τ(x1−x̃1)−

∫ x1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1
ẑ(x̃1, ξ

′) dx̃1

)
.

(3.37)

Les formules données par la Proposition 3.3.1 sont ensuite déduites en rassemblant les
formules (3.36) et (3.37). Les détails sont laissés au lecteur.

107



3.4 Estimations Hilbertiennes

L’objectif de cette section est de prouver le résultat suivant :

Théorème 3.4.1. Soit Ω donné par (3.15) avec X0 < 0 < X1 et max{|X0|, |X1|} ⩽ 1, et
supposons que les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈ Rd satisfont λ1 = 0, (3.18) et (3.19).

Alors, il existe des constantes C > 0 et τ0 ⩾ 1 dépendant de c0, m∗ et M∗ (indépendant
de X0, X1) telles que pour tout τ ⩾ τ0, pour tout (f2, F, g0, g1) ∈ L2(Ω) × L2(Ω; Cd) ×
H

1
2 (Rd−1) ×H− 1

2 (Rd−1), la fonction w donnée par

w = Kτ,0(f2) +Kτ,1(F1) +
d∑
j=2

Kτ,j(Fj) +Gτ (g0) +Hτ (g1), (3.38)

où (Kτ,j)j∈{0,··· ,d}, Gτ et Hτ sont donnés par la proposition 3.3.1, satisfait :

τ
3
2 ∥w∥L2(Ω)+τ

1
2 ∥∇′w∥L2(Ω) ⩽ C∥f2∥L2(Ω)+Cτ∥F∥L2(Ω)+Cτ∥g0∥

H
1
2 (Rd−1)

+Cτ∥g1∥
H− 1

2 (Rd−1)
.

(3.39)
De plus, pour w ∈ L2(Ω) satisfaisant ∇′w ∈ L2(Ω), pour tout τ ⩾ τ0, Rτ (w) introduit dans
la proposition 3.3.1, satisfait

τ
3
2 ∥Rτ (w)∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥∇′Rτ (w)∥L2(Ω) ⩽ C∥∇′w∥L2(Ω). (3.40)

Remarque 3.4.2. L’inégalité (3.39) ci-dessus donne des estimations sur la norme des
opérateurs Kτ,j pour j ∈ {0, · · · , d} en tant qu’opérateurs dans L (L2(Ω), L2(Ω)), et sur la
norme des opérateurs Gτ et Hτ respectivement dans L (H 1

2 (Rd−1), L2(Ω)) et L (H− 1
2 (Rd−1), L2(Ω)),

mais sans prétendre à l’optimalité. En fait, comme nous le verrons plus tard dans le théo-
rème 3.4.4, l’estimation sur la norme de l’opérateur Gτ n’est pas précise. Au contraire, celles
sur Kτ,j pour j ∈ {0, · · · , d} sont précises, voir par exemple [LRLR22a, Part 1, Theorem
4.4 and Theorem 4.10] concernant Kτ,0.

Dans cette section et dans la section 3.6, toutes les constantes C dépendent uniquement
des constantes c0,m∗,M∗ introduites en (3.18) et (3.19) ; cela ne sera plus mentionné par la
suite.

Démonstration. On remarque d’abord que w tel que dans (3.38) satisfait par construction
la version suivante de (3.35) :

(∂1 − τ + ψ(x1, ξ
′)) ŵ(x1, ξ

′) = ẑ(x1, ξ
′) pour (x1, ξ

′) ∈ Ω1,τ ,

(∂1 − τ − ψ(x1, ξ
′)) (ẑ − F̂1)(x1, ξ

′)
= f̂2(x1, ξ

′) + i
∑d
j=2 ξjF̂j(x1, ξ

′) + (τ + ψ(x1, ξ
′))F̂1(x1, ξ

′) pour (x1, ξ
′) ∈ Ω,

ŵ(X0, ξ
′) = ĝ0(ξ′), si ψ(X0, ξ

′) > τ,
ŵ(X1, ξ

′) = 0 si ψ(X1, ξ
′) ⩽ τ,

(ẑ − F̂1)(X1, ξ
′) = ĝ1(ξ′), pour ξ′ ∈ Rd−1,

(3.41)
où Ω1,τ = ({ψ(x1, ξ

′) > τ} ∩ Ω) ∪ ({ψ(x1, ξ
′) < τ} ∩ Ω). Remarquons que, étant donné ξ′ ∈

Rd−1, en raison des conditions (3.18) et (3.19), il existe au plus un élément x∗
1(ξ′) ∈ [X0, X1]

tel que ψ(x∗
1(ξ′), ξ′) = 0. Par conséquent, étant donné ξ′ ∈ Rd−1, {x1 ∈ (X0, X1), (x1, ξ

′) ∈
Ω1,τ} est soit l’intervalle entier (X0, X1), soit l’union de deux intervalles disjoints (X0, x

∗
1(ξ′))∪

(x∗
1(ξ′), X1).
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Puisque ce système est maintenant une famille d’EDO indexées par le paramètre de
Fourier tangentiel ξ′ ∈ Rd−1, désormais, on considère ξ′ ∈ Rd−1 comme un paramètre libre.

On effectue ensuite des estimations sur ẑ(·, ξ′) en utilisant (3.41)(2,5) en posant z̃(·, ξ′) =
ẑ(·, ξ′) − F̂1(·, ξ′), qui satisfait :

(∂1 − τ − ψ(x1, ξ
′)) z̃(x1, ξ

′)
= f̂2(x1, ξ

′) + i
∑d
j=2 ξjF̂j(x1, ξ

′) + (τ + ψ(x1, ξ
′))F̂1(x1, ξ

′) dans Ω,
z̃(X1, ξ

′) = ĝ1(ξ′), sur Rd−1.

On utilise alors une approche par multiplicateur, en prenant le carré des deux côtés et en
intégrant en x1∫ X1

X0

(
|∂1z̃(x1, ξ

′)|2 +
(
(τ + ψ(x1, ξ

′))2 + ∂1ψ(x1, ξ
′)
)

|z̃(x1, ξ
′)|2
)

dx1 + (τ + ψ(X0, ξ
′))|z̃(X0, ξ

′)|2

= (τ + ψ(X1, ξ
′))|z̃(X1, ξ

′)|2 +
∫ X1

X0

∣∣∣∣∣∣f̂2(x1, ξ
′) + i

d∑
j=2

ξjF̂j(x1, ξ
′) + (τ + ψ(x1, ξ

′))F̂1(x1, ξ
′)
∣∣∣∣∣∣
2

dx1

⩽ (τ + ψ(X1, ξ
′))|ĝ1(ξ′)|2 + (d+ 1)

∫ X1

X0
|f̂2(x1, ξ

′)|2 dx1

+ (d+ 1)
d∑
j=2

∫ X1

X0
|ξjF̂j(x1, ξ

′)|2 dx1 + (d+ 1)
∫ X1

X0
(τ + ψ(x1, ξ

′))2|F̂1(x1, ξ
′)|2 dx1.

Notons que, dans le cadre du théorème 3.4.1, la fonction ψ définie comme dans (3.26) est
telle qu’il existe C1 > 0 dépendant uniquement de c0,m∗,M∗, tel que

∀x1 ∈ [X0, X1], ∀ξ′ ∈ Rd−1,
|ξ′|
C1

⩽ ψ(x1, ξ
′) ⩽ C1|ξ′|, −C1|ξ′| ⩽ ∂1ψ(x1, ξ

′) ⩽ −|ξ′|
C1

.

(3.42)
Par conséquent, pour τ ⩾ τ0 suffisamment grand, il existe C > 0 telle que pour tout ξ′ ∈ Rd−1

et x1 ∈ [X0, X1],
1
C

(τ + |ξ′|)2 ⩽ (τ + ψ(x1, ξ
′))2 + ∂1ψ(x1, ξ

′) ⩽ C(τ + |ξ′|)2,

1
C

(τ + |ξ′|) ⩽ τ + ψ(x1, ξ
′) ⩽ C(τ + |ξ′|).

Par suite, l’estimation ci-dessus entraine∫ X1

X0
(τ + |ξ′|)2|z̃(x1, ξ

′)|2 dx1 ⩽ C(τ + |ξ′|)|ĝ1(ξ′)|2 + C
∫ X1

X0
|f̂2(x1, ξ

′)|2 dx1

+ C
d∑
j=2

∫ X1

X0
|ξjF̂j(x1, ξ

′)|2 dx1 + C
∫ X1

X0
(τ + |ξ′|)2|F̂1(x1, ξ

′)|2 dx1.

En rappelant que z̃(·, ξ′) = ẑ(·, ξ′) − F̂1(·, ξ′), on obtient∫ X1

X0
(τ + |ξ′|)2|ẑ(x1, ξ

′)|2 dx1 ⩽ C(τ + |ξ′|)|ĝ1(ξ′)|2 + C
∫ X1

X0
|f̂2(x1, ξ

′)|2 dx1

+ C
d∑
j=2

∫ X1

X0
|ξjF̂j(x1, ξ

′)|2 dx1 + C
∫ X1

X0
(τ + |ξ′|)2|F̂1(x1, ξ

′)|2 dx1.

109



On déduit ensuite les estimations sur ŵ(·, ξ′) à partir de l’équation (3.41)(1,3,4), en prenant
à nouveau le carré des deux côtés de (3.41)(1) et en faisant une intégration par parties.
Pour tout x1 ∈ [X0, X0], ψ(x1, ξ

′) ̸= τ , on fait le calcul, une fois en effectuant l’intégration
par parties sur (X0, X1), et s’il existe x∗

1(ξ′) ∈ [X0, X1] tel que ψ(x∗
1(ξ′), ξ′) = τ (rappelons

qu’un tel x∗
1(ξ′) est nécessairement unique), on effectue les calculs sur [X0, x

∗
1(ξ′)) et sur

(x∗
1(ξ′), X1], et on ajoute les estimations. Dans ce dernier cas, ∂1ŵ devrait être interprété

comme 1x1<x∗
1(ξ′)∂1ŵ(x1, ξ

′) + 1x1>x∗
1(ξ′)∂1ŵ(x1, ξ

′). Il n’y a priori aucune raison que cela
coïncide avec la dérivée de ŵ(·, ξ′) au sens de D ′(X0, X1)

∫ X1

X0

(
|∂1ŵ(x1, ξ

′)|2 +
(
(τ − ψ(x1, ξ

′))2 − ∂1ψ(x1, ξ
′)
)

|ŵ(x1, ξ
′)|2
)

dx1

+ (ψ(X1, ξ
′) − τ)|ŵ(X1, ξ

′)|2 − (ψ(X0, ξ
′) − τ)|ŵ(X0, ξ

′)|2 =
∫ X1

X0
|ẑ(x1, ξ

′)|2 dx1.

En conséquence, en utilisant les conditions aux limites (3.41)(3,4) et (3.42),

∫ X1

X0

(
|∂1ŵ(x1, ξ

′)|2 +
(
(τ − ψ(x1, ξ

′))2 + |ξ′|
)

|ŵ(x1, ξ
′)|2
)

dx1

⩽ C(ψ(X0, ξ
′) − τ)1ψ(X0,ξ′)>τ |ĝ0(ξ′)|2 + C

∫ X1

X0
|ẑ(x1, ξ

′)|2 dx1.

Par conséquent, il existe C > 0 telle que pour tout τ ⩾ τ0 et ξ′ ∈ Rd−1,
∫ X1

X0

(
|∂1ŵ(x1, ξ

′)|2 +
(
(τ − ψ(x1, ξ

′))2 + |ξ′|
)

|ŵ(x1, ξ
′)|2
)

dx1

⩽ C(ψ(X0, ξ
′)−τ)1ψ(X0,ξ′)>τ |ĝ0(ξ′)|2+C 1

τ + |ξ′|
|ĝ1(X1, ξ

′)|2+C 1
(τ + |ξ′|)2

∫ X1

X0
|f̂2(x1, ξ

′)|2 dx1

+ C
|ξ′|2

(τ + |ξ′|)2

d∑
j=2

∫ X1

X0
|F̂j(x1, ξ

′)|2 dx1 + C
∫ X1

X0
|F̂1(x1, ξ

′)|2 dx1.

On utilise finalement le fait qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout ξ′ ∈ Rd−1,
τ ⩾ τ0, et x1 ∈ [X0, X1],

(
(τ − ψ(x1, ξ

′))2 + |ξ′|
)
⩾

1
C

(
τ + |ξ′|2

τ

)
, (ψ(X0, ξ

′) − τ)1ψ(X0,ξ′)>τ ⩽ C|ξ′|,

1
τ + |ξ′|

⩽
1

1 + |ξ′|
,

1
(τ + |ξ′|)2 ⩽

1
τ 2 ,

|ξ′|2

(τ + |ξ′|)2 ⩽ 1,

ce qui implique que
∫ X1

X0

(
τ |ŵ(x1, ξ

′)|2 + |∂1ŵ(x1, ξ
′)|2 + 1

τ
|ξ′|2|ŵ(x1, ξ

′)|2
)

dx1

⩽ C|ξ′||ĝ0(ξ′)|2+C 1
1 + |ξ′|

|ĝ1(ξ′)|2+C 1
τ 2

∫ X1

X0
|f̂2(x1, ξ

′)|2 dx1+C
d∑
j=1

∫ X1

X0
|F̂j(x1, ξ

′)|2 dx1.

En intégrant par rapport à ξ′ ∈ Rd−1 et en utilisant l’identité de Parseval, on déduit (3.39).
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Pour prouver (3.40), on remarque simplement que R̂τw = K̂τ,0f2 avec

f̂2(x1, ξ
′) = ∂1ψ(x1, ξ

′)ŵ(x1, ξ
′),

ce qui satisfait clairement ∥f2∥L2(Ω) ⩽ C∥∇′w∥L2(Ω). En conséquence, les estimations sur
Kτ,0 dans (3.39) fournissent immédiatement (3.40).

Au vu des calculs ci-dessus, pour w tel que dans (3.38), on a de bonnes estimations sur
∂1ŵ dans L2(Ω1,τ ), où

Ω1,τ = {(x1, ξ
′) ∈ Ω, avec ψ(x1, ξ

′) > τ} ∪ {(x1, ξ
′) ∈ Ω, avec ψ(x1, ξ

′) < τ}. (3.43)

En effet, à partir des calculs ci-dessus, pour w tel que dans (3.38), on a

τ∥∂1ŵ∥L2(Ω1,τ ) ⩽ C∥f2∥L2(Ω) +Cτ
d∑
j=1

∥Fj∥L2(Ω) +Cτ∥g0∥
H

1
2 (Rd−1)

+Cτ∥g1∥
H− 1

2 (Rd−1)
. (3.44)

En particulier, si l’on sait que w ∈ H1(Ω), on obtient une estimation sur ∂1w dans L2(Ω).
Notons que la preuve ci-dessus et la remarque précédente donnent immédiatement le

résultat suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur, puisque toutes les solutions w
de (3.22) avec les termes sources (f2, f2∗′ , F, g) tels que dans (3.17) appartiennent à H1(Ω),
et les termes ∥∇′w∥2

L2(Ω) provenant de Rτ (w) et (3.40) peuvent être facilement absorbés en
prenant τ suffisamment grand :

Proposition 3.4.3. Soit Ω défini dans (3.15) avec X0 < 0 < X1 et max{|X0|, |X1|} ⩽ 1,
et supposons que les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈ Rd satisfont λ1 = 0, (3.18) et (3.19).

Alors, il existe des constantes C > 0 et τ0 ⩾ 1 dépendant de c0, m∗ et M∗ (indépendentes
de X0, X1) telles que pour tout (f2, f2∗′ , F, g) comme dans (3.17) avec f2∗′ = 0, si la solution
w de (3.22) satisfait (∂1w − F1)(X1, x

′) = 0 dans Rd−1, alors pour tout τ ⩾ τ0,

w = Kτ,0(f2) +Kτ,1(F1) +
d∑
j=2

Kτ,j(Fj) +Rτ (w) +Gτ (g),

où les opérateurs (Kτ,i)i∈{0,··· ,d}, Rτ et Gτ sont définis dans la proposition 3.3.1, et

τ
3
2 ∥w∥L2(Ω) + τ∥∂1w∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥∇′w∥L2(Ω) ⩽ C∥f2∥L2(Ω) + Cτ∥F∥L2(Ω) + Cτ∥g∥

H
1
2 (Rd−1)

.

On vérifie maintenant que l’estimation sur Gτ peut effectivement être améliorée :

Théorème 3.4.4. Soit Ω tel que décrit dans (3.15) avec X0 < 0 < X1 et max{|X0|, |X1|} ⩽
1, et supposons que les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈ Rd satisfont λ1 = 0, (3.18) et (3.19), et
soit Gτ l’opérateur dans (3.33) et (3.34).

Alors, il existe une constante C > 0 dépendant de c0, m∗ et M∗ (indépendentes de X0, X1)
telle que pour tout τ ⩾ 1, pour tout g ∈ H

1
2 (Rd−1),

τ
3
4 ∥Gτ (g)∥L2(Ω) + ∥∂̂1Gτ (g)∥L2(Ω1,τ ) + τ− 1

4 ∥∇′Gτ (g)∥L2(Ω) ⩽ C∥g∥
H

1
2 (Rd−1)

,

où Ω1,τ est défini par (3.43).
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Remarque 3.4.5. Notons que les estimations dans le théorème 3.4.4 fournissent de meilleures
estimations que celles du théorème 3.4.1 sur les normes L (H 1

2 (Rd−1), L2(Rd)) des opérateurs
Gτ et ∇′Gτ , et sont en accord avec celles obtenues dans [IP03].
Démonstration. Pour τ ⩾ 1 et ξ′ ∈ Rd−1 tel que ψ(X0, ξ

′) > τ , introduisons x∗
1(ξ′) ∈ (X0, X1]

comme étant l’unique solution de ψ(x∗
1(ξ′), ξ′) = τ si elle existe, ou x∗

1(ξ′) = X1 sinon, et
calculons∫ x∗

1(ξ′)

X0
|gτ (x1, ξ

′)|2 dx1 et
∫ x∗

1(ξ′)

X0
|ξ′|2|gτ (x1, ξ

′)|2 dx1, et
∫ x∗

1(ξ′)

X0
|∂1gτ (x1, ξ

′)|2 dx1.

Pour cela, on rappelle que, dans le cadre du théorème 3.4.4, nous avons

∃C > 0, ∀ξ′ ∈ Rd−1, ∀(x1, y1) ∈ [X0, X1]2 avec y1 < x1, ψ(y1, ξ
′) ⩾ ψ(x1, ξ

′) + 1
C

|ξ′||x1 − y1|,

∃C > 0, ∀ξ′ ∈ Rd−1, ∀τ ⩾ 1, ∀x1 ∈ [X0, x
∗
1(ξ′)], 1

C
|ξ′||x∗

1(ξ′) − x1| ⩽ τ − ψ(x1, ξ
′),

de sorte que∫ x∗
1(ξ′)

X0
|gτ (x1, ξ

′)|2 dx1 ⩽
∫ x∗

1(ξ′)

X0
e

2τ(x1−X0)−2
∫ x1

X0
ψ(y1,ξ′) dy1 dx1

⩽
∫ x∗

1(ξ′)

X0
e2(τ−ψ(x1,ξ′))(x1−X0)−|ξ′|(x1−X0)2/C dx1

⩽
∫ x∗

1(ξ′)

X0
e−2|ξ′|(x∗

1(ξ′)−x1)(x1−X0)/C−|ξ′|(x1−X0)2/C dx1

⩽
∫ (X0+x∗

1(ξ′))/2

X0
e−2|ξ′|(x∗

1(ξ′)−x1)(x1−X0)/C dx1 +
∫ x∗

1(ξ′)

(X0+x∗
1(ξ′))/2

e−|ξ′|(x1−X0)2/C dx1

⩽
∫ (X0+x∗

1(ξ′))/2

X0
e−|ξ′|(x∗

1(ξ′)−X0)(x1−X0)/(2C) dx1 +
∫ x∗

1(ξ′)

(X0+x∗
1(ξ′))/2

e−|ξ′|(x∗
1(ξ′)−X0)(x1−X0)/C dx1

⩽ 2
∫ (X0+x∗

1(ξ′))/2

X0
e−|ξ′|(x∗

1(ξ′)−X0)(x1−X0)/(2C) dx1

⩽ C min
{

1
|ξ′||x∗

1(ξ′) −X0|
, |x∗

1(ξ′) −X0|
}
.

Il est alors facile de vérifier que, pour τ ⩾ 1 et ξ′ ∈ Rd−1 tel que ψ(X0, ξ
′) > τ ,∫ x∗

1(ξ′)

X0
|gτ (x1, ξ

′)|2 dx1|g(ξ′)|2

⩽ C

(
sup

ψ(X0,ξ′)>τ

{
min

{
1

|ξ′|2|x∗
1(ξ′) −X0|

,
|x∗

1(ξ′) −X0|
|ξ′|

}})
|ξ′||g(ξ′)|2 ⩽

C

τ
3
2
|ξ′||g(ξ′)|2.

En intégrant par rapport à ξ′ ∈ Rd−1 et en utilisant l’identité de Parseval, on obtient que

τ
3
4 ∥Gτ (g)∥L2(Ω) ⩽ C∥g∥

H
1
2 (Rd−1)

.

De même, on prouve que∫ x∗
1(ξ′)

X0
|ξ′|2|gτ (x1, ξ

′)|2 dx1|g(ξ′)|2

⩽ C

(
sup

ψ(X0,ξ′)>τ

{
min

{
1

|x∗
1(ξ′) −X0|

, |ξ′||x∗
1(ξ′) −X0|

}})
|ξ′||g(ξ′)|2 ⩽ Cτ

1
2 |ξ′||g(ξ′)|2,

112



de sorte qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout g ∈ H
1
2 (Rd−1),

τ− 1
4 ∥∇′Gτ (g)∥L2(Ω) ⩽ C∥g∥

H
1
2 (Rd−1)

.

On vérifie ensuite que
∂1gτ (x1, ξ

′) = (τ − ψ(x1, ξ
′))gτ (x1, ξ

′).
Ensuite, si ξ′ ∈ Rd−1 est tel que ψ(X0, ξ

′) > τ et ψ(X1, ξ
′) < τ , en utilisant que pour tout

x1 ∈ [X0, x
∗
1(ξ′)), τ − ψ(x1, ξ

′) ⩽ C|ξ′||x∗
1(ξ′) − x1|, on obtient∫ x∗

1(ξ′)

X0
|∂1gτ (x1, ξ

′)|2 dx1 ⩽
∫ x∗

1(ξ′)

X0
(τ − ψ(x1, ξ

′))2e
2τ(x1−X0)−2

∫ x1
X0

ψ(y1,ξ′) dy1 dx1

⩽ C
∫ x∗

1(ξ′)

X0
|ξ′|2(x∗

1(ξ′) − x1)2e−2|ξ′|(x∗
1(ξ′)−x1)(x1−X0)/C−|ξ′|(x1−X0)2/C dx1

⩽ C
∫ (X0+x∗

1(ξ′))/2

X0
|ξ′|2(x∗

1(ξ′) −X0)2e−2|ξ′|(x∗
1(ξ′)−X0)(x1−X0)/C dx1

+ C
∫ x∗

1(ξ′)

(X0+x∗
1(ξ′))/2

|ξ′|2(x∗
1(ξ′) − x1)2e−|ξ′|(x∗

1(ξ′)−X0)(x1−X0)/(2C) dx1

⩽ C
∫ (X0+x∗

1(ξ′))/2

X0
|ξ′|2(x∗

1(ξ′) −X0)2e−|ξ′|(x∗
1(ξ′)−X0)(x1−X0)/(2C) dx1

⩽ C min
{
|ξ′|(x∗

1(ξ′) −X0), |ξ′|2(x∗
1(ξ′) −X0)3

}
⩽ C min

{
ψ(X0, ξ

′) − τ,
(ψ(X0, ξ

′) − τ)3

|ξ′|

}
.

En particulier,∫ x∗
1(ξ′)

X0
|∂1gτ (x1, ξ

′)|2 dx1|g(ξ′)|2

⩽ C

(
sup

ψ(X0,ξ′)>τ

{
min

{
ψ(X0, ξ

′) − τ

|ξ′|
,
(ψ(X0, ξ

′) − τ)3

|ξ′|2

}})
|ξ′||g(ξ′)|2 ⩽ C|ξ′||g(ξ′)|2.

Des estimations similaires peuvent être obtenues pour ξ′ ∈ Rd−1 tel que ψ(X1, ξ
′) ⩾ τ , et

les détails sont laissés au lecteur.
On a ainsi obtenu qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout g ∈ H

1
2 (Rd−1) et

τ ⩾ 1,
∥∂1Ĝτ (g)∥L2(Ω1,τ ) ⩽ C∥g∥

H
1
2 (Rd−1)

.

Ceci conclut la démonstration du théorème 3.4.4.

3.5 Théorèmes de restriction de Fourier et applications

Dans cette section, on rappelle d’abord le théorème classique de restriction de Fourier,
puis nous présentons une version adaptée à notre cas. Nous expliquons ensuite comment
ce résultat peut être appliqué pour estimer les normes d’opérateurs de certaines formes
spécifiques, englobant ceux apparaissant dans la paramétrice fournie dans la proposition
3.3.1.

Dans cette section, n ⩾ 2 et, pour une fonction f ∈ S (Rn), la transformée de Fourier
f̂ ∈ S (Rn) est donnée par la formule

f̂(ξ) = 1
(2π)n/2

∫
x∈Rn

e−ix·ξf(x) dx, ξ ∈ Rn,
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et est prolongée par dualité aux distributions tempérées u ∈ S ′(Rn) comme d’habitude.
Nous verrons plus tard que n correspond en fait à d − 1 dans les applications qui nous
intéressent

3.5.1 Théorèmes de restriction de Fourier

Commençons par rappeler le théorème classique de Stein Tomas sur la restriction de
Fourier :

Théorème 3.5.1 ([Tom75], voir aussi [SM93, Théorème 2, page 352]). Soit n ⩾ 2, et Sn−1

la sphère unité de Rn.
Alors l’application {

L1(Rn) → L2(Sn−1)
f 7→ f̂

∣∣∣
Sn−1

peut être prolongée par continuité à L
2(n+1)
(n+3) (Rn), et il existe une constante C > 0 telle que

pour tout f ∈ L
2(n+1)
(n+3) (Rn),

∥f̂∥L2(Sn−1) ⩽ C∥f∥
L

2(n+1)
(n+3) (Rn)

.

Remarque 3.5.2. Notons que les théorèmes de restriction de Fourier ont plusieurs applica-
tions ; par exemple, elles peuvent être appliquées pour obtenir les estimations de Strichartz
pour les solutions de certaines équations aux dérivées partielles (voir par exemple [Str77]),
ainsi que pour obtenir des inégalités de Sobolev [KRS87], voir aussi les travaux récents
[JKL22, HKL21]. Voir [Tao04] pour un cadre général de ces estimations.

Il est bien connu que ce théorème de restriction peut être prolongé à toute hypersurface
de courbure gaussienne non nulle, (voir, par exemple, [Sog17, Corollaire 2.2.2]).

En considérant les formules de la proposition 3.3.1, il est intéressant pour nous d’analyser
les théorèmes de restriction de Fourier sur la famille de surfaces

Σa = {ξ ∈ Rn, ψ(a, ξ) = 1}, a ∈ [X0, X1], (3.45)

où par analogie avec la fonction ψ dans (3.26) et les conditions (3.18), on a défini

ψ(a, ξ) =
√√√√ n∑
j=1

(1 − aλj)ξ2
j , a ∈ [X0, X1], ξ ∈ Rn, (3.46)

où la famille de coefficients (λj)j∈{1,··· ,n} satisfait à la condition

∃c0 > 0, ∀a ∈ [X0, X1], ∀ξ ∈ Rn,
1
c0

|ξ|2 ⩽
n∑
j=1

(1 − aλj)|ξj|2 ⩽ c0|ξ|2. (3.47)

Remarquons qu’en vertu de la condition (3.47), pour tout a ∈ [X0, X1], la surface Σa est un
ellipsoïde et donc [Sog17, Corollaire 2.2.2] s’applique et garantit que l’application f 7→ f̂

∣∣∣
Σa

envoie L
2(n+1)
(n+3) (Rn) dans L2(Σa).

En fait, pour le présent travail, on a besoin d’une version légèrement plus raffinée de ce
résultat, garantissant que la norme de cette application est indépendante de a ∈ [X0, X1].
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Théorème 3.5.3. Soit n ⩾ 2. Supposons que la famille de coefficients (λj)j∈{1,··· ,n} satisfait
(3.47) pour un certain c0 > 0. Alors, il existe une constante C > 0 dépendante uniquement
de c0 (et de n) telle que pour tout a ∈ [X0, X1], pour tout f ∈ L

2(n+1)
(n+3) (Rn), on a

∥f̂∥L2(Σa) ⩽ C∥f∥
L

2(n+1)
(n+3) (Rn)

. (3.48)

Notons que la preuve ci-dessous suit celle du théorème classique 3.5.1 et repose princi-
palement sur le lemme de phase stationnaire.

Démonstration. Pour a ∈ [X0, X1], on note par Ta l’application Ta : f ∈ L1(Rn) 7→ f̂
∣∣∣
Σa

∈
L2(Σa). Ensuite, on considère son opérateur adjoint T ⋆a : L2(Σa) → L∞(Rn) : Pour g ∈
L2(Σa),

T ⋆a g(x) =
∫
ω∈Σa

eix·ωg(ω) dΣa(ω), x ∈ Rn.

L’opérateur T ⋆aTa agit alors de L1(Rn) dans L∞(Rn) et, pour f ∈ L1(Rn),

T ⋆aTaf(x) =
∫

Rn

∫
ω∈Σa

ei(x−x̃)·ω dΣa(ω)f(x̃) dx̃, x ∈ Rn. (3.49)

Ensuite, on démontre que l’opérateur T ⋆aTa peut en fait être prolongé comme un opérateur
de L

2(n+1)
(n+3) (Rn) dans L

2(n+1)
(n−1) (Rn), uniformément par rapport à a ∈ [X0, X1]. Cela prouvera

(3.48) puisque

∥T ⋆aTa∥
L (L

2(n+1)
(n+3) (Rn),L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

= ∥Ta∥2

L (L
2(n+1)
(n+3) (Rn),L2(Σa))

.

Pour commencer, nous paramétrons l’hypersurface Σa au moyen d’un certain nombre de
cartes. On remarque d’abord que Σa peut être liée avec la sphère Sn−1 comme suit. Pour
ω ∈ Σa, on définit ξ = Ga(ω) par

∀j ∈ {1, · · · , n}, ξj = ωj
√

1 − aλj.

On choisit ensuite une calotte sphérique

Cn =
{
ξ ∈ Sn−1; ξn ⩾

1√
2n

}
.

Il est facile de vérifier que, si, pour ϵ ∈ {−1, 1} et j ∈ {1, · · · , n}, Rϵ,j désigne la rotation
qui associe le vecteur de base en à ϵej et laisse tous les vecteurs ek pour k ̸= j, n inchangés,
alors la famille de Rϵ,jCn pour ϵ ∈ {−1, 1} et j ∈ {1, · · · , n} couvre toute la sphère. Par
conséquent, il existe une partition de l’unité (χϵ,j)ϵ∈{−1,1},j∈{1,··· ,n} de la sphère Sn−1 telle que
pour chaque ϵ ∈ {−1, 1} et j ∈ {1, · · · , n}, la fonction χϵ,j est lisse et à support compact
dans Rϵ,jCn. Puisque par construction, ∑ϵ,j χϵ,j(ξ) = 1 pour tout ξ ∈ Sn−1, on a

∀ω ∈ Σa,
∑

ϵ∈{−1,1}, j∈{1,··· ,n}
χϵ,j(Ga(ω)) = 1.

Par conséquent,

T ⋆aTaf(x) =
∑

ϵ∈{−1,1}, j∈{1,··· ,n}

∫
Rn

∫
ω∈Σa

χϵ,j(Ga(ω))ei(x−x̃)·ω dΣa(ω)f(x̃) dx̃, x ∈ Rn.
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De plus, pour tout ϵ ∈ {−1, 1} et j ∈ {1, · · · , n}, χϵ,j ◦ Ga est supporté dans l’ensemble
des points ω ∈ Σa tels que ϵωj

√
1 − aλj ⩾ 1/

√
2n, c’est-à-dire l’image inverse de la calotte

Rϵ,j(Cn) par Ga, qu’on note Cϵ,j. Il est clair que cet ensemble peut être paramétré par Rn−1

comme suit. En notant ξ̌j = (ξ1, · · · , ξj−1, ξj+1, · · · , ξn), on obtient facilement

Cϵ,j =


(
ξ1, .., ξj−1, ϵhj(a, ξ̌j), ξj+1, .., ξn

)
;

n∑
k=1
k ̸=j

(1 − aλk)ξ2
k ⩽ 1 − 1

2n

 ,
où la fonction hj est définie par la formule

hj(a, ξ̌j) = 1√
1 − aλj

√√√√√1 −
n∑
k=1
k ̸=j

(1 − aλk)ξ2
k, a ∈ [X0, X1], ξ̌j ∈ Va,j,

avec Va,j donné par

Va,j =

ξ̌j ∈ Rn−1;
n∑
k=1
k ̸=j

(1 − aλk)ξ2
k ⩽ 1 − 1

2n

 .
Par conséquent, l’étude de T ⋆aTa est réduite à l’étude de la famille d’opérateurs

f 7→
(
x 7→

∫
Rn

∫
ξ̌j∈Va,j

χϵ,j(Ga(Hϵ,j(a, ξ̌j)))ei(x̌j−y̌j)·ξ̌j+ϵi(xj−x̃j)h(a,ξ̌j)
√

1 + |∇hj(a, ξ̌j)|2dξ̌jf(y) dy
)
,

où Hϵ,j(a, ξ̌j) =
(
ξ1, .., ξj−1, ϵhj(a, ξ̌j), ξj+1, .., ξn

)
, pour tout j ∈ {1, · · · , n} et ϵ ∈ {−1, 1}.

Ainsi, en renumérotant les coefficients, on peut se concentrer sans perte de généralité
sur l’opérateur correspondant à ϵ = 1 et j = n. En conséquence, on introduit la notation
x′ = (x1, · · · , xn−1) et ξ′ = (ξ1, · · · , ξn−1), et on considère l’opérateur, défini pour f ∈ L1(Rn)
à L∞(Rn) par

Taf(x) =
∫

Rn

∫
ξ′∈Rn−1

χ(Ga(ξ′, hn(a, ξ′)))ei(x′−x̃′)·ξ′+i(xn−x̃n)hn(a,ξ′)
√

1 + |∇hn(a, ξ′)|2dξ′f(x̃) dx̃,
(3.50)

où χ est une fonction lisse sur la sphère Sn−1 à support compact dans la calotte sphérique
Cn et χ(Ga(·, hn(a, ·)) est prolongée par 0 pour ξ′ /∈ Va,n.

On a réduit la preuve du théorème 3.5.3 à la preuve du fait que les applications Ta
définies dans (3.50) appartiennent à l’espace L (L

2(n+1)
(n+3) (Rn), L

2(n+1)
(n−1) (Rn)) uniformément par

rapport à a ∈ [X0, X1].
Afin de montrer cette propriété, pour a ∈ [X0, X1] et δ ∈ R, on introduit la famille

d’opérateurs, définie de L1(Rn−1) vers L∞(Rn−1) par

Ta,δf(x′)

=
∫

Rn−1

∫
ξ′∈Rn−1

χ(Ga(ξ′, hn(a, ξ′)))ei(x′−x̃′)·ξ′+iδhn(a,ξ′)
√

1 + |∇hn(a, ξ′)|2 dξ′f(x̃′) dx̃′,

pour lesquels on montre qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout a ∈ [X0, X1]
et δ ∈ R,

∥Ta,δ∥
L (L

2(n+1)
(n+3) (Rn−1),L

2(n+1)
(n−1) (Rn−1))

⩽ C|δ|−
n−1
n+1 . (3.51)
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En effet, si l’estimation (3.51) est vérifiée, alors le théorème de Hardy Littlewood Sobolev
(rappelé en annexe dans le théorème 3.9.1) implique que, pour f ∈ L1(Rn) ∩ L

2(n+1)
(n+3) (Rn),

∥Taf∥
L

2(n+1)
(n−1) (Rn)

⩽

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∫

x̃n∈R
Ta,xn−x̃n

f(·, x̃n) dx̃n
∥∥∥∥
L

2(n+1)
(n−1)

x′ (Rn−1)

∥∥∥∥∥∥
L

2(n+1)
(n−1)

xn (R)

⩽

∥∥∥∥∥∥
∫
x̃n∈R

∥∥∥Ta,xn−x̃n
f(·, x̃n)

∥∥∥
L

2(n+1)
(n−1)

x′ (Rn−1)
dx̃n

∥∥∥∥∥∥
L

2(n+1)
(n−1)

xn (R)

⩽ C

∥∥∥∥∥∥∥
∫
x̃n∈R

|x̃n − xn|−
n−1
n+1 ∥f(·, x̃n)∥

L

2(n+1)
(n+3)

x̃′
(Rn−1)

dx̃n

∥∥∥∥∥∥∥
L

2(n+1)
(n−1)

xn (R)

⩽ C

∥∥∥∥∥∥∥∥f(·, x̃n)∥
L

2(n+1)
(n+3)

x̃′
(Rn−1)

∥∥∥∥∥∥∥
L

2(n+1)
(n+3)

x̃n
(R)

= C ∥f∥
L

2(n+1)
(n+3) (Rn)

,

puisque
n− 1
n+ 1 = 1 −

(
n+ 3

2(n+ 1) − n− 1
2(n+ 1)

)
.

On se concentre donc sur la preuve de l’estimation (3.51), qui, comme expliqué précé-
demment, conclurait la démonstration du théorème 3.5.3. Cela se fait en trois étapes.

Dans la première étape, on vérifie que Ta,δ envoie L2(Rn−1) dans lui-même avec des
estimées uniformes. En effet, en prenant la transformée de Fourier x′ → ξ′ de Rn−1, on
obtient facilement :

T̂a,δf(ξ′) = χ(Ga(ξ′, hn(a, ξ′)))eiδhn(a,ξ′)
√

1 + |∇hn(a, ξ′)|2f̂(ξ′),

de sorte que par l’identité de Parseval,

∥Ta,δ∥L (L2(Rn−1)) ⩽
∥∥∥∥χ(Ga(ξ′, hn(a, ξ′)))eiδhn(a,ξ′)

√
1 + |∇hn(a, ξ′)|2

∥∥∥∥
L∞

ξ′ (Rn−1)
.

On obtient alors immédiatement qu’il existe une constante C > 0 dépendant uniquement
de c0 dans (3.47) telle que pour tout a ∈ [X0, X1] et δ ∈ R,

∥Ta,δ∥L (L2(Rn−1)) ⩽ C. (3.52)

Dans une deuxième étape, on vérifie que Ta,δ envoie de manière continue L1(Rn−1) dans
L∞(Rn−1) et obtient une estimation de sa norme. En fait, on a clairement que

∥Ta,δ∥L (L1(Rn−1),L∞(Rn−1))

⩽ sup
δ′∈Rn−1

∣∣∣∣∫
Rn−1

eiδ
′·ξ′+iδhn(a,ξ′)χ(Ga(ξ′, hn(a, ξ′)))

√
1 + |∇hn(a, ξ′)|2 dξ′

∣∣∣∣ . (3.53)

Notre objectif est alors de prouver qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout
a ∈ [X0, X1] et δ ∈ R,

sup
δ′∈Rn−1

∣∣∣∣∫
Rn−1

eiδ
′·ξ′+iδhn(a,ξ′)χ(Ga(ξ′, hn(a, ξ′)))

√
1 + |∇hn(a, ξ′)|2 dξ′

∣∣∣∣ ⩽ C

|δ|n−1
2
. (3.54)
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Pour δ′ ∈ Rn−1 et δ ∈ R, on définit λ > 0 et ω ∈ Sn−1 par

λ =
√

|δ′|2 + δ2 et ω = 1
λ

(δ′, δ).

En conséquence,∫
Rn−1

eiδ
′·ξ′+iδhn(a,ξ′)χ(Ga(ξ′, hn(a, ξ′)))

√
1 + |∇hn(a, ξ′)|2 dξ′ =

∫
Rn−1

eiλΦ(ω,a,ξ′)χ̃(a, ξ′) dξ′,

où

Φ(ω, a, ξ′) = ω′ · ξ′ + ωnhn(a, ξ′), et χ̃(a, ξ′) = χ(Ga(ξ′, hn(a, ξ′)))
√

1 + |∇hn(a, ξ′)|2.

On en déduit immédiatement que∣∣∣∣∫
Rn−1

eiλΦ(ω,a,ξ′)χ̃(a, ξ′) dξ′
∣∣∣∣ ⩽ sup

a∈[X0,X1]
∥χ̃(a, ·)∥L1(Rn−1), (3.55)

de sorte qu’on s’intéresse uniquement aux grandes valeurs de δ. Il est alors clair qu’on doit
utiliser le lemme de la phase stationnaire pour obtenir une estimation appropriée de cette
quantité. Comme on doit quantifier correctement en termes des paramètres a ∈ [X0, X1]
et δ ∈ R, on utilise la version affinée de [ABZ17, theorem 1], rappelée en annexe dans le
théorème 3.9.2.

Soit Ωn ∈ (0, 1
2) tel que

Ωn sup
a∈[X0,X1]

∥∇ξ′hn(a, ξ′)∥L∞
ξ′ (Va,n) ⩽

1
2
√

1 − Ω2
n.

Alors
∀ω ∈ Sn−1 avec |ωn| ⩽ Ωn, inf

a∈[X0,X1], ξ′∈Va,n

|∇ξ′Φ(ω, a, ξ′)| ⩾ |ω′|
2 .

Par conséquent, si ω ∈ Sn−1 avec |ωn| ⩽ Ωn, en faisant une intégration par parties basée sur
la formule

eiλΦ(ω,a,ξ′) = 1
iλ|∇ξ′Φ(ω, a, ξ′)|2 ∇ξ′Φ(ω, a, ξ′) · ∇ξ′eiλΦ(ω,a,ξ′),

on obtient que, pour tout k ∈ N, il existe Ck > 0 et une fonction décroissante Fk : R → R
telle que∣∣∣∣∫

Rn−1
eiλΦ(ω,a,ξ′)χ̃(a, ξ′) dξ′

∣∣∣∣ ⩽ Ck
|λ|k

Fk(∥Φ(ω, ·, ·)∥Wk+1,∞([X0,X1]×Va,n))∥χ̃∥Wk+1,∞([X0,X1]×Va,n).

Par conséquent, pour tout k ∈ N, il existe une constante Ck > 0 telle que pour ω ∈
Sn−1 avec |ωn| ⩽ Ωn et a ∈ [X0, X1],∣∣∣∣∫

Rn−1
eiλΦ(ω,a,ξ′)χ̃(a, ξ′) dξ′

∣∣∣∣ ⩽ Ck
|δ|k

. (3.56)

Il reste à analyser ce qui se passe lorsque ω ∈ Sn−1 satisfait |ωn| ⩾ Ωn. Là, on utilise que

(Hess ξ′Φ)(ω, a, ξ′) = ωn(Hess ξ′hn)(a, ξ′).
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Puisqu’il existe a0 > 0 tel que

inf
a∈[X0,X1]

inf
ξ′∈Va,n

|det(Hess ξ′hn)(a, ξ′)| ⩾ a0,

une application directe du théorème 3.9.2 donne l’existence d’une constante C > 0 telle que
pour tout a ∈ [X0, X1], pour tout ω ∈ Sn−1 avec |ωn| ⩾ Ωn,∣∣∣∣∫

Rn−1
eiλΦ(ω,a,ξ′)χ̃(a, ξ′) dξ′

∣∣∣∣ ⩽ C

|λ|n−1
2

⩽
C

|δ|n−1
2
. (3.57)

En combinant (3.55)–(3.56)–(3.57), on obtient (3.54), et donc de (3.53), l’existence d’une
constante C telle que pour tout a ∈ [X0, X1] et δ ∈ R,

∥Ta,δ∥L (L1(Rn−1),L∞(Rn−1)) ⩽
C

|δ|n−1
2
. (3.58)

Dans la troisième et dernière étape, on conclut l’estimation (3.51) par le théorème d’in-
terpolation de M.Riesz ([Sog17, Theorem 0.1.13]) en combinant (3.52) et (3.58). Cela achève
la preuve du théorème 3.5.3.

3.5.2 Les multiplicateurs de Fourier

Le but de cette section est de démontrer comment le théorème 3.5.3 peut être appliqué
pour obtenir des estimations sur certaines familles de multiplicateurs de Fourier.

Pour être plus précis, pour X0 < X1 et des coefficients (λj)j∈{1,··· ,n} satisfaisant (3.47),
on définit ψ comme dans (3.46) et Σa l’ellipsoïde défini pour a ∈ [X0, X1] par (3.45).

Pour a ∈ [X0, X1] et k ∈ L∞(R+, L
∞(Σa)), on considère des opérateurs donnés comme

suit :

Ka,k : L2(Rn) → L2(Rn), donné par K̂a,k(f)(ξ) = k

(
ψ(a, ξ), ξ

ψ(a, ξ)

)
f̂(ξ), ξ ∈ Rn.

(3.59)
On montre le résultat suivant :

Proposition 3.5.4. Soit n ∈ N, n ⩾ 2. Soient X0 < X1, et les coefficients (λj)j∈{1,··· ,n}
satisfaisant (3.47). Pour a ∈ [X0, X1], soit ψ et Σa comme dans (3.45)–(3.46). Alors il existe
une constante C > 0 telle que, pour tout a ∈ [X0, X1], pour tout k ∈ L∞(R+, L

∞(Σa)), on a
— Le multiplicateur de Fourier Ka,k dans (3.59) applique L2(Rn) dans lui-même et

∥Ka,k∥L (L2(Rn)) ⩽ ∥k∥L∞(R+,L∞(Σa)). (3.60)

— Si de plus k satisfait ∫ ∞

0
∥k(λ, ·)∥L∞(Σa) λ

n−1
n+1 dλ < ∞,

alors le multiplicateur de Fourier Ka,k dans (3.59) appartient à L (L
2(n+1)
(n+3) (Rn), L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

et
∥Ka,k∥

L (L
2(n+1)
(n+3) (Rn),L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

⩽ C
∫ ∞

0
∥k(λ, ·)∥L∞(Σa) λ

n−1
n+1 dλ. (3.61)
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— Si k satisfait ∫ ∞

0
∥k(λ, ·)∥2

L∞(Σa) λ
n−1
n+1 dλ < ∞,

alors le multiplicateur de Fourier Ka,k dans (3.59) appartient à

L (L
2(n+1)
(n+3) (Rn), L2(Rn)) ∩ L (L2(Rn), L

2(n+1)
(n−1) (Rn)),

et

∥Ka,k∥
L (L

2(n+1)
(n+3) (Rn),L2(Rn))

⩽ C

√∫ ∞

0
∥k(λ, ·)∥2

L∞(Σa) λ
n−1
n+1 dλ, (3.62)

∥Ka,k∥
L (L2(Rn),L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

⩽ C

√∫ ∞

0
∥k(λ, ·)∥2

L∞(Σa) λ
n−1
n+1 dλ. (3.63)

Remarque 3.5.5. Les estimations de la proposition 3.5.4 joueront un rôle similaire aux
estimées sur la projection spectrale de Sogge [Sog88] pour le Laplacien sphérique afin de
prouver des estimations de Carleman en Lp dans le cas elliptique comme dans [Jer86, Sog90,
KT01], ou la projection spectrale pour l’opérateur d’Hermite [Tha98, KT05b] afin de prouver
les estimations de Carleman Lp dans le cas parabolique comme dans [Esc00, EV01, KT09].

Démonstration. La preuve de (3.60) découle immédiatement de l’identité de Parseval.
La preuve de (3.61) est plus subtile et se déroule en plusieurs étapes. Tout d’abord, en

se basant sur le théorème 3.5.3, on analyse, pour λ > 0, l’application Ta,λ : f ∈ L1(Rn) 7→
f̂
∣∣∣
Σa,λ

, où Σa,λ = {ξ ∈ Rn, ψ(a, ξ) = λ}. On explique ensuite comment cela conduit à
l’estimation (3.61).

La première étape repose sur le fait que pour a ∈ [X0, X1] et λ > 0, pour f ∈ L1(Rn),

T ⋆a,λTa,λf(x) =
∫
x̃∈Rn

∫
ξ∈Σa,λ

ei(x−x̃).ξ dΣa,λ(ξ)f(x̃) dx̃, x ∈ Rn.

Puisque la fonction ξ 7→ ψ(a, ξ) est homogène de degré 1, en utilisant un argument de
scaling, on obtient

T ⋆a,λTa,λf(x) = λn−1
∫
x̃∈Rn

∫
ω∈Σa,1

eiλ(x−x̃)·ω dΣa,1(ω)f(x̃) dx̃

= λ−1
∫
x̃∈Rn

∫
ω∈Σa,1

ei(λx−x̃)·ω dΣa,1(ω)f
(
x̃

λ

)
dx̃, x ∈ Rn.

On obtient ainsi(
T ⋆a,λTa,λf

)
(x) = λ−1

(
T ⋆a,1Ta,1

(
f
( ·
λ

)))
(λx), x ∈ Rn.

À partir de cette identité, un simple argument de scaling montre que pour tout a ∈ [X0, X1]
et tout λ > 0,∥∥∥T ⋆a,λTa,λ∥∥∥

L (L
2(n+1)
(n+3) (Rn),L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

⩽ λ
n−1
n+1

∥∥∥T ⋆a,1Ta,1∥∥∥
L (L

2(n+1)
(n+3) (Rn),L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

.
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Puisque T ⋆a,1Ta,1 = T ⋆aTa est l’opérateur défini dans (3.49), et puisque Ta appartient à
L (L

2(n+1)
(n+3) (Rn), L2(Rn)) d’après le théorème 3.5.3, on en déduit qu’il existe C > 0 telle

que pour tout a ∈ [X0, X1], pour tout λ > 0,
∥∥∥T ⋆a,λTa,λ∥∥∥

L (L
2(n+1)
(n+3) (Rn),L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

⩽ Cλ
n−1
n+1 ,

∥Ta,λ∥
L (L

2(n+1)
(n+3) (Rn),L2(Σa,λ))

=
∥∥∥T ⋆a,λ∥∥∥

L (L2(Σa,λ),L
2(n+1)
(n−1) (Rn))

⩽ Cλ
(n−1)

2(n+1) ).

La deuxième étape consiste ensuite à réécrire l’opérateur Ka,k comme suit :

Ka,k =
∫
λ>0

T ⋆a,λMa,k(λ,·)Ta,λ dλ,

où Ma,k(λ,·) est l’opérateur défini de L2(Σa,λ) vers lui-même comme suit : pour g ∈ L2(Σa,λ),

Ma,k(λ,·)g(ξ) = k

(
λ,

ξ

ψ(a, ξ)

)
g(ξ), ξ ∈ Σa,λ.

En conséquence, on a

∥Ka,k∥
L (L

2(n+1)
(n+3) (Rn),L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

⩽
∫
λ>0

∥∥∥T ⋆a,λMa,k(λ,·)Ta,λ
∥∥∥

L (L
2(n+1)
(n+3) (Rn),L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

dλ

⩽
∫
λ>0

∥∥∥T ⋆a,λ∥∥∥
L (L2(Σa,λ),L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

∥∥∥Ma,k(λ,·)

∥∥∥
L (L2(Σa,λ))

∥Ta,λ∥
L (L

2(n+1)
(n+3) (Rn),L2(Σa,λ))

dλ

⩽
∫
λ>0

∥k(λ, ·)∥L∞(Σa)λ
n−1
n+1 dλ,

où on a utilisé l’estimation∥∥∥Ma,k(λ,·)

∥∥∥
L (L2(Σa,λ))

⩽ ∥k(λ, ·)∥L∞(Σa).

Ceci conclut la preuve de l’estimation (3.61).
Les estimées (3.62)–(3.63) sont basées sur l’estimation (3.61) et les faits que l’opérateur

Ka,k satisfait K⋆
a,k = Ka,k ( calcul de l’adjoint par rapport au produit scalaire L2(Rn)), et

K⋆
a,kKa,k = Ka,|k|2 . Par conséquent,

∥Ka,k∥2

L (L
2(n+1)
(n+3) (Rn),L2(Rn))

=
∥∥∥Ka,k

∥∥∥2

L (L2(Rn),L
2(n+1)
(n−1) (Rn))

=
∥∥∥Ka,|k|2

∥∥∥
L (L

2(n+1)
(n+3) (Rn),L

2(n+1)
(n−1) (Rn))

=
∫ ∞

0
∥k(λ, ·)∥2

L∞(Σa) λ
n−1
n+1 dλ,

ce qui conclut la preuve de la proposition 3.5.4, en échangeant k et k dans les formules
ci-dessus.
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3.6 Estimations de Lp sur la paramétrice et preuves du théorème
3.2.1 et du théorème 3.2.4

Cette section est consacrée à démontrer des estimations sur les normes des différents opé-
rateurs apparaissant dans la proposition 3.3.1, notamment dans les espaces L (Lp(Ω), Lq(Ω))
pour des valeurs appropriées de p et q. On utilisera en particulier les résultats de la propo-
sition 3.5.4 avec n = d− 1 et le théorème de Hardy-Littlewood-Sobolev (théorème 3.9.1).

On utilisera également à plusieurs reprises le lemme simple ci-dessous, dont la preuve
est laissée au lecteur.

Lemme 3.6.1. 1. Pour tout α ∈ R et a ∈ [1
2 , 2], il existe C > 0 telle que pour tout µ > 1,∫ µ

1
eaλλα dλ ⩽ Ceaµ(1 + µ)α.

2. Pour tout α > −1, il existe C > 0 telle que pour tout µ > 0,
∫ µ

0
eλλα dλ ⩽ Ceµ

µα+1

1 + µ
.

3. Pour tout α > −1, il existe C > 0 telle que pour tout γ > 0,
∫
λ>γ

e−λλαdλ ⩽ Ce−γ(1+
γ)α.

4. Pour tout α < −1, il existe C > 0 telle que pour tout γ > 0,
∫
λ>γ

e−λλαdλ ⩽

Ce−γ γ
α+1

1 + γ
.

5. Pour tout α ∈ (−3, 0) et a ∈ [1
2 , 2], il existe C > 0 telle que pour tout γ > 0,∫

λ>γ
(λ− γ)2e−aλλα dλ ⩽ C

e−aγ

1 + γ−α .

Dans l’ensemble de cette section, on se met dans le cadre du théorème 3.2.1. Avec ψ
définie comme dans (3.26), il existe c1 > 0 dépendant uniquement de c0 donnée par (3.18)
telle que

∀(x1, y1) ∈ [X0, X1]2, ∀ξ′ ∈ Rd−1,
1
c1
ψ(y1, ξ

′) ⩽ ψ(x1, ξ
′) ⩽ c1ψ(y1, ξ

′). (3.64)

On rappelle également que toutes les constantes C dépendent uniquement de c0,m∗,M∗
introduites dans (3.18) , (3.19).

3.6.1 Estimations sur l’opérateur Kτ,0 dans (3.28)–(3.30)

L’objectif de cette section est d’estimer la norme de l’opérateur Kτ,0 dans (3.28)–(3.30),
plus précisément :

Proposition 3.6.2. Soit Ω tel que défini en (3.15) avec X0 < 0 < X1 et max{|X0|, |X1|} ⩽
1. Supposons que les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈ Rd satisfont λ1 = 0, (3.18) et (3.19). Alors,
il existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 indépendants de X0, X1 (et dépendant uniquement de c0, m∗ et M∗

), tels que pour tout τ ⩾ τ0, pour tout f ∈ L
2d

d+2 (Ω),

∥Kτ,0f∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
4 + 1

2d ∥Kτ,0f∥L2(Ω) + ∥∂1K̂τ,0f∥L2(Ω1,τ ) + τ− 1
4 + 1

2d ∥∇′Kτ,0f∥L2(Ω)

⩽ C∥f∥
L

2d
d+2 (Ω)

, (3.65)
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et, pour tout f ∈ L2(Ω),

τ
3
4 + 1

2d ∥Kτ,0f∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
2 ∥Kτ,0f∥L2(Ω) + τ∥∂1K̂τ,0f∥L2(Ω1,τ ) + τ

1
2 ∥∇′Kτ,0f∥L2(Ω)

⩽ C∥f∥L2(Ω), (3.66)

avec Ω1,τ tel que défini en (3.43).

Remarque 3.6.3. Dans les estimations ci-dessus, nous soulignons que les bornes L (L2(Ω), L
2d

d−2 (Ω))
et L (L

2d
d+2 (Ω), L2(Ω)) de l’opérateur Kτ,0 sont estimées par une puissance du paramètre de

Carleman qui dépend de la dimension de l’espace d. Ce fait, qui ne se produit pas pour
les estimations hilbertiennes, a déjà été observé dans plusieurs cas, et nous renvoyons par
exemple à [BKRS88, Sog89, KT01, KT05a].

Démonstration. Au vu des résultats de la proposition 3.5.4, nous estimons d’abord les
normes pondérées de kτ,0(x1, y1, ·) pour x1 et y1 dans [X0, X1] (rappelons la définition de
kτ,0 dans (3.30)). Nous identifions également ξ′ ∈ Rd−1 avec les paires (λ, ω′) ∈ R+ × Σx1 , où
Σx1 = {ω′ ∈ Rd−1, ψ(x1, ω

′) = 1}, à travers la formule ξ′ = λω′, ou de manière équivalente
λ = ψ(x1, ξ

′) et ω′ = ξ′/ψ(x1, ξ
′). Avec un léger abus de notation, nous désignons kτ,0 de

manière similaire qu’il soit écrit en termes de ξ′ ∈ Rd−1 ou en termes de (λ, ω′) ∈ R+ × Σx1 ,
c’est-à-dire

kτ,0(x1, y1, λ, ω
′) = kτ,0(x1, y1, λω

′).
Nous commençons par le lemme suivant :

Lemme 3.6.4. Il existe des constantes C > 0 et C1 > 0 indépendantes de X0, X1 (et
dépendant uniquement de c0, m∗ et M∗ ), telles que pour tout x1 et y1 dans [X0, X1], pour
tout τ ⩾ 1, et λ > 0,

— Si λ ⩽ τ , alors le noyau kτ,0 défini dans (3.30) satisfait

∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ⩽


C|y1 − x1|e−τ |y1−x1|, si λ|y1 − x1| ⩽ 1,
C

λ
e−(τ−λ)|y1−x1|−λ(y1−x1)2/C1 , si λ|y1 − x1| ⩾ 1.

(3.67)
— Si λ ⩾ τ , alors kτ,0 satisfait

∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ⩽


C

λ
e−(λ−τ)|x1−y1|−λ(x1−y1)2/C1 , si y1 < x1,

C

λ
e−(λ/C+τ)|y1−x1|, si y1 > x1.

(3.68)

En posant, pour x1 et y1 dans [X0, X1], ξ′ ∈ Rd−1,

kτ,0,∂1(x1, y1, ξ
′) = −1x1<y1e

−τ(y1−x1)−
∫ y1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1

− 1ψ(x1,ξ′)>τ (τ − ψ(x1, ξ
′))
∫ min{x1,y1}

X0
e

−τ(y1−x1)−
∫ x1

x̃1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ y1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 dx̃1

+ 1ψ(x1,ξ′)⩽τ1x1<y1(τ − ψ(x1, ξ
′))
∫ y1

x1
e

−τ(y1−x1)+
∫ x̃1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ y1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 dx̃1,

kτ,0,∂1 satisfait les bornes suivantes :
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— Si λ ⩽ τ ,

∥kτ,0,∂1(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ⩽ Ce−(λ/C+τ)|y1−x1| + (τ − λ)∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ).
(3.69)

— Si λ > τ ,

∥kτ,0,∂1(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ⩽


C

λ
(λ− τ)e−(λ−τ)|x1−y1|−λ(x1−y1)2/C1 , si y1 < x1,

Ce−(λ/C+τ)(y1−x1), si y1 > x1.
(3.70)

Remarque 3.6.5. Le noyau kτ,0,∂1 correspond au noyau de ∂1Kτ,0 dans le sens suivant :
pour tout f ∈ L2((X0, X1);L2(Rd−1)), et tout (x1, ξ

′) ∈ Ω1,τ ,

∂1K̂τ,0f(x1, ξ
′) =

∫
y1∈(X0,X1)

kτ,0,∂1(x1, y1, ξ
′)f̂(y1, ξ

′) dy1. (3.71)

Démonstration du lemme 3.6.4. Commençons par prouver (3.67) correspondant à λ ⩽ τ .
Soit ξ′ ∈ Rd−1 et x1 ∈ [X0, X1] tel que λ = ψ(x1, ξ

′) ⩽ τ . On doit alors estimer, pour
y1 > x1, ∫ y1

x1
e

−τ(y1−x1)+
∫ x̃1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ y1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 dx̃1.

Pour y1 ∈ [x1, X1], introduisons l’application

ρ(x1, x̃1, y1, ξ
′) =

∫ x̃1

x1
ψ(ỹ1, ξ

′) dỹ1 −
∫ y1

x̃1
ψ(ỹ1, ξ

′) dỹ1,

qui satisfait clairement ρ(x1, y1, y1, ξ
′) = −ρ(x1, x1, y1, ξ

′) ⩾ |y1−x1|λ/c1, et ∂x̃1
ρ(x1, x̃1, y1, ξ

′) =
2ψ(x̃1, ξ

′) et ∂2
x̃1
ρ(x1, x̃1, y1, ξ

′) = 2∂1ψ(x̃1, ξ
′) < 0 par (3.19). Par conséquent, par concavité

en x̃1, pour x1 < y1 et x̃1 ∈ [x1, y1],

ρ(x1, x̃1, y1, ξ
′) ⩽ ρ(x1, y1, y1, ξ

′) − 2ψ(y1, ξ
′)|y1 − x̃1| ⩽

∫ y1

x1
ψ(ỹ1, ξ

′) dỹ1 − 2
c1
λ|y1 − x̃1|,

où la dernière estimation découle de (3.64). Ainsi, on obtient∣∣∣∣∣∣
∫ y1

x1
e

−τ(y1−x1)+
∫ x̃1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ y1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 dx̃1

∣∣∣∣∣∣ ⩽ e−τ(y1−x1)
∫ y1

x1
e
∫ y1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−2λ|y1−x̃1|/c1 dx̃1

⩽ e
−τ(y1−x1)+

∫ y1
x1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 min
{

|y1 − x1|,
c1

2λ

}
.

On utilise ensuite le fait que la fonction ỹ1 7→ ψ(ỹ1, ξ
′) est concave, de sorte que pour

x1 < ỹ1, on a ψ(ỹ1, ξ
′) ⩽ ψ(x1, ξ

′) + ∂1ψ(x1, ξ
′)(ỹ1 − x1). En utilisant (3.47) et (3.19), il

existe une constante c2 > 0 dépendante uniquement de c0, m∗ et M∗ telle que ∂1ψ(x1, ξ
′) ⩽

−c2ψ(x1, ξ
′) = −c2λ. Par conséquent, pour y1 > x1,∫ y1

x1
ψ(ỹ1, ξ

′) dỹ1 ⩽ (y1 − x1)λ− c2λ(y1 − x1)2,

et (3.67) suit immédiatement.
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On démontre ensuite (3.68) correspondant à λ > τ . Soit ξ′ ∈ Rd−1 et x1 ∈ [X0, X1] tel
que λ = ψ(x1, ξ

′) > τ . On doit alors estimer, pour y1 ∈ [X0, X1], la quantité

∫ min{x1,y1}

X0
e

−τ(y1−x1)−
∫ x1

x̃1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ y1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 dx̃1.

Comme précédemment, il est facile de vérifier que l’application x̃1 7→ −
∫ x1
x̃1
ψ(ỹ1, ξ

′) dỹ1 −∫ y1
x̃1
ψ(ỹ1, ξ

′) dỹ1 a pour dérivée 2ψ(x̃1, ξ
′) et est donc strictement croissante et concave. Par

conséquent, pour tout x̃1 ∈ [X0,min{x1, y1}],

−
∫ x1

x̃1
ψ(ỹ1, ξ

′) dỹ1 −
∫ y1

x̃1
ψ(ỹ1, ξ

′) dỹ1

⩽ −
∫ max{x1,y1}

min{x1,y1}
ψ(ỹ1, ξ

′) dỹ1 + 2ψ(min{x1, y1}, ξ′)(x̃1 − min{x1, y1})

⩽ −
∫ max{x1,y1}

min{x1,y1}
ψ(ỹ1, ξ

′) dỹ1 − 2
c1
λ(min{x1, y1} − x̃1).

En conséquence,

∫ min{x1,y1}

X0
e

−τ(y1−x1)−
∫ x1

x̃1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ y1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 dx̃1

⩽ e
−τ(y1−x1)−

∫ max{x1,y1}
min{x1,y1} ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 min

{
c1

2λ, | min{x1, y1} −X0|
}
.

Si y1 > x1, on utilise simplement

−
∫ max{x1,y1}

min{x1,y1}
ψ(ỹ1, ξ

′) dỹ1 ⩽ − 1
c1

(y1 − x1)λ.

Si y1 < x1, on utilise le fait que ψ est décroissante et concave, donc pour tout ỹ1 ∈ [y1, x1],
ψ(ỹ1, ξ

′) ⩾ ψ(x1, ξ
′) + (ỹ1 − x1)∂1ψ(y1, ξ

′). Mais il existe une constante c3 > 0 dépendant de
c0, m∗ et M∗ telle que ∂1ψ(y1, ξ

′) ⩽ −ψ(x1, ξ
′)/c3, donc on obtient facilement

−
∫ max{x1,y1}

min{x1,y1}
ψ(ỹ1, ξ

′) dỹ1 ⩽ −(y1 − x1)λ− 1
c3

(y1 − x1)2λ

dans ce cas. En combinant les trois dernières estimations, on obtient immédiatement (3.68).
La preuve des estimations (3.69)–(3.70) découle du fait que, pour y1 > x1,

∥e−τ(y1−x1)−
∫ y1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1∥L∞

ω′ (Σx1 ) ⩽ e−(τ+λ/c1)(y1−x1),

et des estimations déjà prouvées ci-dessus. Les détails sont laissés au lecteur.

Utilisant les estimées du lemme 3.6.4, nous prouvons le lemme suivant :
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Lemme 3.6.6. Il existe une constante C > 0 indépendante de X0, X1 (et dépendant uni-
quement de c0, m∗ et M∗), telle que pour tout x1 et y1 dans [X0, X1], pour tout τ ⩾ 1,∫

λ>0
∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) λ

1− 2
d dλ ⩽

C

|x1 − y1|1− 2
d

, (3.72)

(∫
λ>0

∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥2
L∞(Σx1 ) λ

1− 2
d dλ

) 1
2
⩽ Ck̃τ,0(x1 − y1), (3.73)

avec k̃τ,0 ∈ L
d

d−1 (R) et ∥k̃τ,0∥
L

d
d−1 (R)

⩽ Cτ− 3
4 − 1

2d ,(∫
λ>0

∥kτ,0,∂1(x1, y1, λ, ·)∥2
L∞(Σx1 ) λ

1− 2
d dλ

) 1
2
⩽ C

1
|x1 − y1|1− 1

d

, (3.74)

(∫
λ>0

∥λω′kτ,0(x1, y1, λ, ω
′)∥2

L∞
ω′ (Σx1 ) λ

1− 2
d dλ

) 1
2
⩽ C

(
1

|x1 − y1|1− 1
d

+ ǩτ,0(x1 − y1)
)
,

(3.75)
avec ǩτ,0 ∈ L

d
d−1 (R) et ∥ǩτ,0∥

L
d

d−1 (R)
⩽ Cτ

1
4 − 1

2d .

Démonstration du Lemme 3.6.6. On commence par remarquer qu’on peut toujours imposer
que la constante C1 du Lemme 3.6.4 soit suffisamment grande pour que, pour tout (x1, y1) ∈
[X0, X1]2, on ait |x1 − y1|2/C1 ⩽ |x1 − y1|/4. Cela peut être fait en supposant, par exemple,
que C1 ⩾ 8 puisque |X0|, |X1| ⩽ 1. Cela facilitera la preuve de certaines des estimations
ci-dessous. Pour plus de commodité, cette constante C1 sera ensuite notée C, de même que
les constants génériques qui dépendent uniquement de la dimension et des paramètres c0,
m∗ et M∗ .

Preuve de (3.72). On décompose l’intégrale du membre de gauche de (3.72) en trois
termes plus adaptés pour utiliser les résultats du Lemme 3.6.4. Le premier est facilement
estimé comme suit :∫ min{τ,1/|y1−x1|}

0
∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) λ

1− 2
d dλ

⩽ C
∫ min{τ,1/|y1−x1|}

0
|y1 − x1|e−τ |y1−x1| λ1− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|e−τ |y1−x1| min
{
τ,

1
|y1 − x1|

}2− 2
d

⩽ C|y1 − x1|−1+ 2
d e−τ |y1−x1| min {τ |y1 − x1|, 1}2− 2

d ⩽ C|y1 − x1|−1+ 2
d .

Puis, si 1/|y1 − x1| < τ , alors τ |y1 − x1| > 1, on obtient∫ τ

1/|y1−x1|
∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) λ

1− 2
d dλ ⩽ C

∫ τ

1/|y1−x1|
e−(τ−λ)|y1−x1|−λ|y1−x1|2/C1λ− 2

d dλ

⩽ Ce−τ |y1−x1|
∫ τ

1/|y1−x1|
eλ|y1−x1|λ− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|−1+ 2
d e−τ |y1−x1|

∫ τ |y1−x1|

1
eλλ− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|−1+ 2
d

1
(1 + τ |y1 − x1|)

2
d

⩽ C|y1 − x1|−1+ 2
d ,
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où, de la quatrième à la cinquième ligne, on a utilisé le Lemme 3.6.1 point 1. Enfin, on a
également, pour y1 > x1,∫

λ>τ
∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) λ

1− 2
d dλ ⩽ C

∫
λ>τ

e−(λ/C+τ)(y1−x1)λ− 2
d dλ

⩽ Ce−τ(y1−x1)
∫
λ>0

e−λ(y1−x1)/Cλ− 2
d λ

⩽ Ce−τ(y1−x1)|y1 − x1|−1+ 2
d ⩽ C|y1 − x1|−1+ 2

d .

Par conséquent, l’estimation (3.72) est valide pour y1 > x1. Ensuite, pour y1 < x1, il ne
reste plus qu’à prouver l’estimation suivante, dans laquelle nous utilisons le Lemme 3.6.1
point 3 :
∫
λ>τ

∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) λ
1− 2

d dλ ⩽ C
∫
λ>τ

e−(λ−τ)(x1−y1)−λ(x1−y1)2/C1λ− 2
d dλ

⩽ Ceτ(x1−y1)
∫
λ>τ

e−λ(x1−y1)λ− 2
d dλ

⩽ C |x1 − y1|−1+ 2
d eτ(x1−y1)

∫
λ>τ(x1−y1)

e−λλ− 2
d dλ ⩽ C |x1 − y1|−1+ 2

d .

Cela conclut la preuve de (3.72) pour y1 < x1 également.
Preuve de (3.73). Bien sûr, la preuve de (3.73) est très similaire à celle de (3.72). On a

d’abord
∫ min{τ,1/|y1−x1|}

0
∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥2

L∞(Σx1 ) λ
1− 2

d dλ

⩽ C
∫ min{τ,1/|y1−x1|}

0
|y1 − x1|2e−2τ |y1−x1| λ1− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|2e−2τ |y1−x1| min
{
τ,

1
|y1 − x1|

}2− 2
d

⩽ Cτ− 2
d

(
(τ |y1 − x1|)

2
d e−2τ |y1−x1| min {τ |y1 − x1|, 1}2− 2

d

)
.

Ensuite, si 1/|y1 − x1| < τ , c’est-à-dire τ |y1 − x1| > 1, en utilisant le lemme 3.6.1, point 1,
on a ∫ τ

1/|y1−x1|
∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥2

L∞(Σx1 ) λ
1− 2

d dλ

⩽ C
∫ τ

1/|y1−x1|
e−2(τ−λ)|y1−x1|−2λ(y1−x1)2/C1λ−1− 2

d dλ

⩽ Ce−2τ |y1−x1|
∫ τ

1/|y1−x1|
e2λ(|y1−x1|−(y1−x1)2/C1)λ−1− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|
2
d e−2τ |y1−x1|

∫ τ |y1−x1|

1
e2λ(1−|y1−x1|/C1)λ−1− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|
2
d

e−τ(y1−x1)2/C

(1 + τ |y1 − x1|)1+ 2
d

⩽ Cτ− 2
d
e−τ(y1−x1)2/C

(1 + τ |y1 − x1|)
.
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Enfin, on a également, pour y1 > x1,∫
λ>τ

∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥2
L∞(Σx1 ) λ

1− 2
d dλ ⩽ C

∫
λ>τ

e−2(λ/C+τ)(y1−x1)λ−1− 2
d dλ

⩽ Ce−2τ(y1−x1)
∫
λ>τ

e−2λ(y1−x1)/Cλ−1− 2
d dλ

⩽ Ce−2τ(y1−x1)
∫
λ>τ

λ−1− 2
d dλ ⩽ Ce−2τ(y1−x1)τ− 2

d .

D’autre part, pour x1 > y1, on a∫
λ>τ

∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥2
L∞(Σx1 ) λ

1− 2
d dλ ⩽ C

∫
λ>τ

e−2(λ−τ)(x1−y1)−2λ(x1−y1)2/C1λ−1− 2
d dλ

⩽ Ce2τ(x1−y1)
∫
λ>τ

e−2λ((x1−y1)+(x1−y1)2/C1)λ−1− 2
d dλ

⩽ Ce2τ(x1−y1)|x1 − y1|
2
d

∫
λ>τ |x1−y1|

e−2λ(1+(x1−y1)2/C1)λ−1− 2
d dλ,

Ainsi, en utilisant l’item 4 du lemme 3.6.1, pour x1 > y1, on obtient∫
λ>τ

∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥2
L∞(Σx1 ) λ

1− 2
d dλ ⩽ Cτ− 2

d
e−2τ(x1−y1)2/C1

1 + τ(x1 − y1)
.

Par conséquent, en combinant les estimations ci-dessus, on a(∫
λ>0

∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥2
L∞(Σx1 ) λ

1− 2
d dλ

) 1
2
⩽ Ck̃τ,0(x1 − y1),

avec
k̃τ,0(z1) = 1|z1|<1/ττ

− 1
d + 1|z1|>1/ττ

− 1
d

(
(τ |z1|)

1
d e−τ |z1| + e−τ |z1|2/C

(τ |z1|)
1
2

)
. (3.76)

On vérifie, par un simple calcul, que

∥k̃τ,0∥
L

d
d−1 (R)

⩽ Cτ− 3
4 − 1

2d

comme annoncé.
Preuve de (3.74). on a∫

λ>0
e−2(λ/C+τ)|y1−x1|λ1− 2

d dλ ⩽ e−2τ |y1−x1||y1 − x1|−2+ 2
d ⩽ |y1 − x1|−2+ 2

d .

on a également, comme précédemment,∫ min{τ,1/|y1−x1|}

0
(τ − λ)2|y1 − x1|2e−2τ |y1−x1| λ1− 2

d dλ

⩽ τ 2
∫ min{τ,1/|y1−x1|}

0
|y1 − x1|2e−2τ |y1−x1| λ1− 2

d dλ

⩽ Cτ 2|y1 − x1|2e−2τ |y1−x1| min
{
τ,

1
|y1 − x1|

}2− 2
d

⩽ C|y1 − x1|
2
d τ 2e−2τ |y1−x1| min {τ |y1 − x1|, 1}2− 2

d

⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d (τ |y1 − x1|)2e−2τ |y1−x1| min {τ |y1 − x1|, 1}2− 2

d ⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d .
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Si 1/|y1 − x1| < τ , c’est-à-dire τ |y1 − x1| > 1, nous distinguons les cas 1/|y1 − x1| ⩽ τ/2 et
1/|y1 − x1| ⩾ τ/2.
Si 1/|y1 − x1| ∈ [τ/2, τ ], on a

∫ τ

1/|y1−x1|
(τ − λ)2e−2(τ−λ)|y1−x1|−2λ(y1−x1)2/C1λ−1− 2

d dλ

⩽ Ce−2τ |y1−x1|
∫ τ

τ/2
(τ − λ)2e2λ(|y1−x1|−(y1−x1)2/C1)λ−1− 2

d dλ

⩽ Ce−2τ |y1−x1|τ−1− 2
d

∫ τ

τ/2
(τ − λ)2e2λ(|y1−x1|−(y1−x1)2/C1) dλ

⩽ Ce−2τ |y1−x1| τ
−1− 2

d e2τ(|y1−x1|−(y1−x1)2/C1)

|y1 − x1|3

⩽ C
τ−1− 2

d e−2τ(y1−x1)2/C1

|y1 − x1|3

⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d (τ |y1 − x1|)−1− 2

d e−2τ(y1−x1)2/C ⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d .

Si 1/|y1 − x1| ⩽ τ
2 , on décompose l’intégrale en deux parties,

∫ τ
2

1/|y1−x1| et
∫ τ

τ
2
. La seconde

intégrale a été estimée précédemment, et en utilisant le lemme 3.6.1 point 1, la première est
estimée comme suit∫

λ∈(1/|y1−x1|,τ/2)
(τ − λ)2e−2(τ−λ)|y1−x1|−2λ(y1−x1)2/Cλ−1− 2

d dλ

⩽ e−2τ |y1−x1|τ 2
∫ τ

2

1/|y1−x1|
e2λ(|y1−x1|−(y1−x1)2/C)λ−1− 2

ddλ

⩽ Ce−2τ |y1−x1|τ 2|y1 − x1|
2
d

∫ τ |y1−x1|/2

1
e2λ(1−(y1−x1)/C)λ−1− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|
2
d τ 2e−τ |y1−x1|(τ |y1 − x1|)−1− 2

d

⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d (τ |y1 − x1|)1− 2

d e−τ |y1−x1| ⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d .

Il reste à estimer, pour y1 < x1,∫
λ>τ

(λ− τ)2e−2(λ−τ)(x1−y1)−2λ(x1−y1)2/Cλ−1− 2
d dλ

⩽ Ce2τ(x1−y1)
∫
λ>τ

(λ− τ)2e−2λ((x1−y1)+(x1−y1)2/C)λ−1− 2
d dλ

⩽ Ce2τ(x1−y1)|x1 − y1|−2+ 2
d

∫
λ>τ |x1−y1|

(λ− τ |x1 − y1|)2e−2λ(1+(x1−y1)/C)λ−1− 2
d dλ.

On utilise maintenant l’item 5 du lemme 3.6.1 et on obtient pour x1 > y1,

∫
λ>τ

(λ− τ)2e−2(λ−τ)(x1−y1)−2λ(x1−y1)2/Cλ−1− 2
d dλ ⩽

C|x1 − y1|−2+ 2
d e−2τ(x1−y1)2/C

1 + (τ |x1 − y1|)1+ 2
d

⩽ C|x1 − y1|−2+ 2
d .
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Preuve de (3.75). On a∫ min{τ,1/|y1−x1|}

0
∥λω′kτ,0(x1, y1, λ, ω

′)∥2
L∞

ω′ (Σx1 ) λ
1− 2

d dλ

⩽ C
∫ min{τ,1/|y1−x1|}

0
|y1 − x1|2e−2τ(y1−x1) λ3− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|2e−2τ(y1−x1) min
{
τ,

1
|y1 − x1|

}4− 2
d

⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d e−2τ(y1−x1) min {τ |y1 − x1|, 1}4− 2

d ⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d .

Si 1/|y1 −x1| < τ , c’est-à-dire τ |y1 −x1| > 1, en utilisant le lemme 3.6.1, point 1, on obtient∫ τ

1/|y1−x1|
∥λω′kτ,0(x1, y1, λ, ω

′)∥2
L∞

ω′ (Σx1 ) λ
1− 2

d dλ

⩽ C
∫ τ

1/|y1−x1|
e−2(τ−λ)|y1−x1|−2λ(y1−x1)2/Cλ1− 2

d dλ

⩽ Ce−2τ |y1−x1|
∫ τ

1/|y1−x1|
e2λ(|y1−x1|−(y1−x1)2/C)λ1− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d e−2τ |y1−x1|

∫ τ |y1−x1|

1
e2λ(1−|y1−x1|/C)λ1− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d e−τ(y1−x1)2/C(τ |y1 − x1|)1− 2

d

⩽ Cτ 1− 2
d e−τ(y1−x1)2/C |y1 − x1|−1.

Enfin, en utilisant le lemme 3.6.1, point 3, on a également, pour y1 > x1,∫
λ>τ

∥λω′kτ,0(x1, y1, λ, ω
′)∥2

L∞
ω′ (Σx1 ) λ

1− 2
d dλ ⩽ C

∫
λ>τ

e−2(λ/C+τ)(y1−x1)λ1− 2
d dλ

⩽ Ce−2τ(y1−x1)
∫
λ>τ

e−2λ(y1−x1)/Cλ1− 2
d dλ

⩽ Ce−2τ(y1−x1)|y1 − x1|−2+ 2
d

∫
λ>τ(y1−x1)

e−2λ/Cλ1− 2
d dλ

⩽ Ce−2τ(y1−x1)|y1 − x1|−2+ 2
d (1 + (τ |y1 − x1|))1− 2

d

⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d .

De la même façon, pour x1 > y1,∫
λ>τ

∥λω′kτ,0(x1, y1, λ, ω
′)∥2

L∞
ω′ (Σx1 ) λ

1− 2
d dλ ⩽ C

∫
λ>τ

e−2(λ−τ)(x1−y1)−2λ(x1−y1)2/Cλ1− 2
d dλ

⩽ Ce2τ(x1−y1)
∫
λ>τ

e−2λ((x1−y1)+(x1−y1)2/C)λ1− 2
d dλ

⩽ Ce2τ(x1−y1)|x1 − y1|−2+ 2
d

∫
λ>τ |x1−y1|

e−2λ(1+(x1−y1)/C)λ1− 2
d dλ,

Ainsi, en utilisant le lemme 3.6.1, point 3, on obtient, pour x1 > y1,∫
λ>τ

∥λω′kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥2
L∞(Σx1 ) λ

1− 2
d dλ

⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d e−2τ(y1−x1)2/C(1 + τ |y1 − x1|)1− 2

d

⩽ C
(
1|y1−x1|⩽1/τ |y1 − x1|−2+ 2

d + 1|y1−x1|⩾1/ττ
1− 2

d |y1 − x1|−1e−2τ(y1−x1)2/C
)
.
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Par conséquent, en combinant les estimations ci-dessus, on obtient
(∫

λ>0
∥λω′kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥2

L∞(Σx1 ) λ
1− 2

d dλ
) 1

2
⩽ C

(
1

|x1 − y1|1− 1
d

+ ǩτ,0(x1 − y1)
)
,

avec ǩτ,0(z1) = 1|z1|>1/ττ
1
2 − 1

d e−τz2
1/C |z1|−

1
2 . On vérifie là aussi, par un simple calcul, que

∥ǩτ,0(z1)∥
L

d
d−1 (R)

⩽ Cτ
1
4 − 1

2d ,

comme annoncé. Cela conclut la preuve du Lemme 3.6.6.

On est maintenant en mesure de conclure la preuve de la proposition 3.6.2. Tout d’abord,
à partir de la proposition 3.5.4 avec n = d − 1, de l’estimation (3.72) et de l’inégalité de
Hardy-Littlewood-Sobolev unidimensionnelle (rappelée dans le théorème 3.9.1), on a, pour
f ∈ L

2d
d+2 (Ω),

∥Kτ,0f∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽

∥∥∥∥∥∥Kτ,0f(x1, ·)∥
L

2d
d−2
x′ (Rd−1)

∥∥∥∥∥
L

2d
d−2
x1 (X0,X1)

⩽

∥∥∥∥∥∥
∫ X1

X0

(∫
λ

∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 )λ
1− 2

d dλ
)

∥f(y1, ·)∥
L

2d
d+2
y′ (Rd−1)

dy1

∥∥∥∥∥∥
L

2d
d−2
x1 (X0,X1)

⩽ C

∥∥∥∥∥∥
∫ X1

X0

1
|x1 − y1|1− 2

d

∥f(y1, ·)∥
L

2d
d+2
y′ (Rd−1)

dy1

∥∥∥∥∥∥
L

2d
d−2
x1 (X0,X1)

⩽ C

∥∥∥∥∥∥∥f(y1, ·)∥
L

2d
d+2
y′ (Rd−1)

∥∥∥∥∥∥
L

2d
d+2
y1 (X0,X1)

= C ∥f∥
L

2d
d+2 (Ω)

.

En utilisant l’estimation (3.73) dans la proposition 3.5.4, et l’inégalité de Young, on a , pour
f ∈ L

2d
d+2 (Ω),

∥Kτ,0f∥L2(Ω) ⩽
∥∥∥∥∥Kτ,0f(x1, ·)∥L2

x′ (Rd−1)

∥∥∥∥
L2

x1 (X0,X1)

⩽

∥∥∥∥∥∥
∫ X1

X0

(∫
λ

∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥2
L∞(Σx1 )λ

1− 2
d dλ

) 1
2

∥f(y1, ·)∥
L

2d
d+2
y′ (Rd−1)

dy1

∥∥∥∥∥∥
L2

x1 (X0,X1)

⩽ C

∥∥∥∥∥∥
∫ X1

X0
k̃τ,0(x1 − y1) ∥f(y1, ·)∥

L
2d

d+2
y′ (Rd−1)

dy1

∥∥∥∥∥∥
L2

x1 (X0,X1)

⩽ C
∥∥∥k̃τ,0∥∥∥

L
d

d−1 (R)

∥∥∥∥∥∥∥f(y1, ·)∥
L

2d
d+2
y′ (Rd−1)

∥∥∥∥∥∥
L

2d
d+2
y1 (X0,X1)

⩽ Cτ− 3
4 − 1

2d ∥f∥
L

2d
d+2 (Ω)

.

De même, pour f ∈ L2(Ω), on obtient

∥Kτ,0f∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ τ− 3
4 − 1

2d ∥f∥L2(Ω) . (3.77)
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En utilisant la relation (3.71), l’estimation (3.74) dans la proposition 3.5.4, et le théorème
de Hardy-Littlewood-Sobolev (théorème 3.9.1), on obtient, pour tout f ∈ L

2d
d+2 (Ω),

∥∂1K̂τ,0f∥L2(Ω1,τ ) ⩽ C ∥f∥
L

2d
d+2 (Ω)

.

En utilisant l’estimation (3.75) dans la proposition 3.5.4, le théorème de Hardy-Littlewood-
Sobolev (Théorème 3.9.1) et l’inégalité de Young, on obtient, pour tout f ∈ L

2d
d+2 (Ω),

∥∇′Kτ,0f∥L2(Ω) ⩽ Cτ
1
4 − 1

2d ∥f∥
L

2d
d+2 (Ω)

.

Les estimations ci-dessus permettent de conclure l’estimation (3.65).
L’estimation (3.66) consiste simplement en la combinaison de (3.77), du théorème 3.4.1,

et de l’estimation (3.44).

3.6.2 Estimations sur l’opérateur Kτ,1

Le but de cette section est d’estimer la norme de l’opérateur Kτ,1 dans (3.28)–(3.31),
plus précisément :

Proposition 3.6.7. Soit Ω comme dans (3.15) avec X0 < 0 < X1 et max{|X0|, |X1|} ⩽ 1.
Supposons que les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈ Rd satisfont λ1 = 0, (3.18) et (3.19). Alors, il
existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 indépendants de X0, X1 (et dépendant uniquement de c0, m∗ et M∗
), tels que pour tout τ ⩾ τ0 et pour tout f ∈ L2(Ω),

τ− 1
4 + 1

2d ∥Kτ,1f∥
L

2d
d−2 (Ω)

+τ 1
2 ∥Kτ,1f∥L2(Ω)+∥∂1K̂τ,1f∥L2(Ω1,τ )+τ− 1

2 ∥∇′Kτ,1f∥L2(Ω) ⩽ C∥f∥L2(Ω).

Démonstration. On va utiliser les mêmes notations que dans la preuve de la proposition
précédente. À partir de la définition de kτ,1 dans (3.31), en adaptant la preuve du lemme
3.6.6 à kτ,1, on peut facilement déduire le résultat suivant, dont la preuve est laissée au
lecteur .

Lemme 3.6.8. Il existe une constante C > 0 indépendante de X0, X1 (et dépendant uni-
quement de c0, m∗ et M∗ ), telle que pour tout x1 et y1 dans [X0, X1], pour tout τ ⩾ 1 et
λ > 0,

∥kτ,1(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ⩽ Ce−|τ−λ||y1−x1|−λ(y1−x1)2/C + C(τ + λ)∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ).
(3.78)

On va ensuite prouver le lemme suivant .

Lemme 3.6.9. Il existe une constante C > 0 indépendante de X0, X1 (et dépendant uni-
quement de c0, m∗ et M∗), telle que pour tout x1 et y1 dans [X0, X1], pour tout τ ⩾ 1,

(∫
λ>0

∥kτ,1(x1, y1, λ, ·)∥2
L∞(Σx1 ) λ

1− 2
d dλ

) 1
2
⩽ C

1
|x1 − y1|1− 1

d

+ k̃τ,1(x1 − y1), (3.79)

avec k̃τ,1 ∈ L
d

d−1 (R) et ∥k̃τ,1∥
L

d
d−1 (R)

⩽ Cτ
1
4 − 1

2d .
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Démonstration. En utilisant l’item 2 du lemme 3.6.1, on obtient∫ τ

0
e−2(τ−λ)|y1−x1|−2λ(y1−x1)2/Cλ1− 2

d dλ ⩽ Ce−2τ |y1−x1|
∫ τ

0
e2λ(|y1−x1|−(y1−x1)2/C)λ1− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d e−2τ |y1−x1|

∫ τ |y1−x1|

0
e2λ(1−|y1−x1|/C)λ1− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d e−2τ(y1−x1)2/C (τ |y1 − x1|)2− 2

d

1 + τ |y1 − x1|
⩽ Cτ 1− 2

d |y1 − x1|−1e−2τ(y1−x1)2/C .

De même, en utilisant l’item 3 du lemme 3.6.1, on obtient∫ ∞

τ
e−2(λ−τ)|y1−x1|−2λ(y1−x1)2/Cλ1− 2

d dλ ⩽ Ce2τ |y1−x1|
∫ ∞

τ
e−2λ(|y1−x1|+(y1−x1)2/C)λ1− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d e−2τ |y1−x1|

∫ ∞

τ |y1−x1|
e−2λ(1+|y1−x1|/C)λ1− 2

d dλ

⩽ C|y1 − x1|−2+ 2
d e−2τ(y1−x1)2/C(1 + τ |y1 − x1|)1− 2

d

⩽ C
(
1|y1−x1|⩽1/τ |y1 − x1|−2+ 2

d + 1|y1−x1|⩾1/ττ
1− 2

d |y1 − x1|−1e−2τ(y1−x1)2/C
)
.

Maintenant, à partir de (3.73), (3.75), (3.78) et de la formule explicite de k̃τ,0 dans (3.76),
on obtient(∫

λ>0
(τ + λ)2∥kτ,0(x1, y1, λ)∥2 λ1− 2

d dλ
) 1

2
⩽

1
|x1 − y1|1− 1

d

+ τ k̃τ,0(x1 − y1) + ǩτ,0(x1 − y1).

Cela conduit alors facilement à (3.79).

Nous concluons maintenant la preuve de la proposition 3.6.7. Comme dans la démons-
tration de la proposition 3.6.2, l’estimation (3.79) implique facilement qu’il existe C > 0
telle que pour tout τ ⩾ 1 et pour tout f ∈ L2(Ω),

τ− 1
4 + 1

2d ∥Kτ,1f∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ C∥f∥L2(Ω).

Les estimations sur Kτ,1 et ∇′Kτ,1 en tant qu’opérateurs de L2(Ω) vers L2(Ω), et sur ∂1K̂τ,1
de L2(Ω) vers L2(Ω1,τ ), peuvent alors être déduites immédiatement du théorème 3.4.1 et de
(3.44).

3.6.3 Estimations sur l’opérateur Kτ,j pour j ⩾ 2

L’objectif de cette section est d’estimer la norme de l’opérateur Kτ,j dans (3.28)–(3.32)
pour j ⩾ 2, plus précisément

Proposition 3.6.10. Soit Ω tel que dans (3.15) avec X0 < 0 < X1 et max{|X0|, |X1|} ⩽ 1.
Supposons que les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈ Rd satisfont λ1 = 0, (3.18) et (3.19). Alors, il
existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 indépendants de X0, X1 (et dépendant uniquement de c0, m∗ et M∗
), tels que pour tout j ∈ {2, · · · , d}, pour tout τ ⩾ τ0 et pour tout f ∈ L2(Ω),

τ− 1
4 + 1

2d ∥Kτ,jf∥
L

2d
d−2 (Ω)

+τ 1
2 ∥Kτ,jf∥L2(Ω)+∥∂1K̂τ,jf∥L2(Ω1,τ )+τ− 1

2 ∥∇′Kτ,jf∥L2(Ω) ⩽ C∥f∥L2(Ω).
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Démonstration. On commence par remarquer qu’il existe une constante C > 0 telle que
pour tout j ∈ {2, · · · , d}, pour tout x1 et y1 dans [X0, X1], pour tout τ ⩾ 1 et λ > 0,

∥kτ,j(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ⩽ Cλ∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ).

À partir de (3.75), il existe une constante C > 0 telle que pour tout x1 et y1 dans [X0, X1],
pour tout τ ⩾ 1, et λ > 0, pour tout j ∈ {2, · · · , d},(∫

λ>0
∥kτ,j(x1, y1, λ, ·)∥2

L∞(Σx1 ) λ
1− 2

d dλ
) 1

2
⩽ C

1
|x1 − y1|1− 1

d

+ ǩτ,0(x1 − y1),

avec ǩτ,0 ∈ L
d

d−1 (R) et ∥ǩτ,1∥
L

d
d−1 (R)

⩽ Cτ
1
4 − 1

2d .

Par conséquent, il existe C > 0 telle que pour tout j ∈ {2, · · · , d}, pour tout τ ⩾ 1 et pour
tout f ∈ L2(Ω),

τ− 1
4 + 1

2d ∥Kτ,jf∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ C∥f∥L2(Ω).

On conclut ensuite la proposition 3.6.10 en combinant cette estimation avec celles du théo-
rème 3.4.1 et de (3.44).

3.6.4 Estimations sur l’opérateur Gτ dans (3.33)–(3.34)

Proposition 3.6.11. Soit Ω comme dans (3.15) avec X0 < 0 < X1 et max{|X0|, |X1|} ⩽ 1.
Supposons que les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈ Rd satisfont λ1 = 0, (3.18) et (3.19). Alors, il
existe C > 0 indépendant de X0, X1 (et dépendant uniquement de c0, m∗ et M∗ ), tel que
pour tout τ ⩾ 1, pour tout g ∈ H

1
2 (Rd−1),

τ
3
4 ∥Gτ (g)∥L2(Ω) + ∥∂̂1Gτ (g)∥L2(Ω1,τ ) + τ− 1

4 ∥∇′Gτ (g)∥L2(Ω) + ∥Gτg∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ C∥g∥
H

1
2 (Rd−1)

.

(3.80)

Démonstration. Notons que tous les termes dans (3.80) impliquant des normes Hilber-
tiennes ont déjà été estimés dans le théorème 3.4.4, donc seule l’estimation de la norme
L (H 1

2 (Rd−1), L
2d

d−2 (Ω)) de Gτ reste à prouver.
Pour g ∈ H

1
2 (Rd−1), on introduit g0 ∈ L2(Rd−1) tel que ĝ0(ξ′) = |ξ′| 1

2 ĝ(ξ′), et on remarque
que Gτ (g) = Gτ,0(g0), où Gτ,0 est donné comme suit :

Ĝτ,0g0(x1, ξ
′) = gτ,0(x1, ξ

′)ĝ0(ξ′), (x1, ξ
′) ∈ [X0, X1] × Rd−1,

avec gτ,0(x1, ξ
′) = gτ (x1, ξ

′)/|ξ′| 1
2 , et gτ comme dans (3.34). Il est alors clair que la norme

L (H 1
2 (Rd−1), L

2d
d−2 (Ω)) de Gτ coïncide avec la norme L (L2(Rd−1), L

2d
d−2 (Ω)) de Gτ,0.

Pour estimer la norme L (L2(Rd−1), L
2d

d−2 (Ω)) de Gτ,0, on calcule G∗
τ,0, où l’adjoint est

donné par rapport au produit scalaire L2(Ω) : Pour f ∈ L2(Ω),

Ĝ⋆
τ,0f(ξ′) =

∫
x1∈[X0,X1]

gτ,0(x1, ξ
′)f̂(x1, ξ

′) dx1, ξ′ ∈ Rd−1.

En conséquence, pour f ∈ L2(Ω),

̂Gτ,0G⋆
τ,0f(x1, ξ

′) =
∫
y1∈[X0,X1]

gτ,0(x1, ξ
′)gτ,0(y1, ξ

′)f̂(y1, ξ
′) dy1, (x1, ξ

′) ∈ Ω.
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Notre prochain objectif est de vérifier que l’opérateur Gτ,0G
⋆
τ,0 appartient effectivement à

L (L
2d

d+2 (Ω), L
2d

d−2 (Ω)).
Pour ce faire, comme précédemment, on vérifie d’abord qu’il existe une constante C telle

que pour tout x1 ∈ [X0, X1], pour tout λ ⩾ 0,

∥gτ,0(x1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ⩽ 1λ>τ
C

λ
1
2
e−(λ−τ)(x1−X0)−λ(x1−X0)2/C . (3.81)

Par conséquent, pour x1 ∈ [X0, X1] et y1 ∈ [X0, X1],

∥Gτ,0G
⋆
τ,0f(x1, ·)∥

L
2d

d−2 (Rd−1)

⩽
∫
y1∈[X0,X1]

∫ ∞

τ
∥gτ,0(x1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ∥gτ,0(y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) λ

1− 2
ddλ∥f(y1, ·)∥

L
2d

d+2 (Rd−1)
dy1

⩽
∫
y1∈[X0,X1]

∫ ∞

τ
e−(λ−τ)((x1−X0)+(y1−X0))−λ((x1−X0)2+(y1−X0)2)/Cλ− 2

ddλ∥f(y1, ·)∥
L

2d
d+2 (Rd−1)

dy1

⩽
∫
y1∈[X0,X1]

((x1 −X0) + (y1 −X0))−1+ 2
d

e−τ((x1−X0)2+(y1−X0)2)/C

1 + (τ(x1 −X0 + y1 −X0))
2
d

∥f(y1, ·)∥
L

2d
d+2 (Rd−1)

dy1,

où on a utilisé le lemme 3.6.1, point 3. On obtient alors

∥Gτ,0G
⋆
τ,0f(x1, ·)∥

L
2d

d−2 (Rd−1)
⩽
∫
y1∈[X0,X1]

(y1 − x1)−1+ 2
d ∥f(y1, ·)∥L2d/(d+2)(Rd−1) dy1,

et ensuite le théorème de Hardy-Littlewood-Sobolev (Théorème 3.9.1) implique que

∥Gτ,0G
⋆
τ,0f∥

L
2d

d−2 (Ω)
⩽ C∥f∥

L
2d

d+2 (Ω)
.

Il s’ensuit que la norme L (L2(Rd−1), L
2d

d−2 (Ω)) de Gτ,0 est bornée par une constante indépen-
dante de τ comme annoncé, et donc c’est aussi le cas pour la norme L (H 1

2 (Rd−1), L
2d

d−2 (Ω))
de Gτ .

Remarque 3.6.12. On peut se demander pourquoi la preuve ci-dessus ne repose pas di-
rectement sur l’estimation (3.63). En fait, cela correspondrait à un cas limite. En effet, à
partir de l’estimation (3.81) et de la proposition 3.5.4, pour x1 ∈ [X0, X1],∥∥∥Ĝτ,0g0(x1, ·)

∥∥∥
L

2d
d−2 (Rd−1)

⩽ C∥g0∥L2(Rd−1)

√∫ ∞

τ
∥gτ,0(x1, λ, ·)∥2

L∞(Σx1 ) λ
1− 2

d dλ

⩽ C∥g0∥L2(Rd−1)

√∫ ∞

τ
e−2(λ−τ)(x1−X0)−2λ(x1−X0)2/Cλ− 2

d dλ

⩽ C∥g0∥L2(Rd−1)|x1 −X0|−(d−2)/(2d) e−τ(x1−X0)2/C

1 + (τ(x1 −X0))
1
d

,

où on a utilisé l’item 3 du lemme 3.6.1. Cependant, la fonction

x1 7→ |x1 −X0|−(d−2)/(2d) e−τ(x1−X0)2/C

1 + (τ(x1 −X0))
1
d

n’appartient pas à L
2d

d−2 (X0, X1), et donc nous ne pouvons pas conclure directement que
Gτ,0g0 appartient à L

2d
d−2 (Ω).
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3.6.5 Estimations sur l’opérateur Rτ dans (3.29)

Pour f ∈ H1(Ω), en utilisant que Rτ (f) = Kτ,0(g) avec ĝ(x1, ξ
′) = ∂1ψ(x1, ξ

′)f̂(x1, ξ
′), et

donc avec ∥g∥L2(Ω) ⩽ C∥∇′f∥L2(Ω), on déduit immédiatement de (3.66) le résultat suivant :
Proposition 3.6.13. Soit Ω comme dans (3.15) avec X0 < 0 < X1 et max{|X0|, |X1|} ⩽ 1.
Supposons que les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈ Rd satisfont λ1 = 0, (3.18) et (3.19). Alors il
existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 indépendants de X0, X1 (et dépendant uniquement de c0, m∗ et M∗
), tels que pour tout τ ⩾ τ0, pour tout f ∈ H1(Ω),

τ
3
4 + 1

2d ∥Rτf∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
2 ∥Rτf∥L2(Ω) + τ∥∂1R̂τf∥L2(Ω1,τ ) + τ

1
2 ∥∇′Rτ,0f∥L2(Ω) ⩽ C∥∇′f∥L2(Ω).

3.7 Preuve du théorème 3.1.1 : cas général

Ici, nous fournissons une preuve du théorème 3.1.1 en utilisant des techniques de Fourier
comme nous l’avons fait précédemment, en suivant l’approche développée dans [DE22] et
adaptée au cas des termes sources dans H−1(Ω) et dans L

2d
d+2 (Ω). Cette approche repose sur

un argument de localisation et un argument de recollement, comme cela se fait généralement
pour les estimations de Carleman. L’originalité ici est que nous allons localiser les fonctions
dans des boules de rayon τ− 1

3 , c’est-à-dire, en fonction du paramètre de Carleman τ . Faire
ce choix permet d’approcher en quelque sorte la fonction poids φ par son approximation
quadratique, et de réduire le problème par un changement de variables approprié, au cas
d’une bande, avec des coefficients linéaires, comme dans le théorème 3.2.4 (voir lemme 3.7.1
et sa preuve).

Pour τ ⩾ 1, on introduit
w = eτφu, f̃2 = eτφ(f2 − τ∇φ · F ), f̃2∗′ = eτφf2∗′ , F̃ = eτφF, g̃ = g,

de sorte que la fonction u résout (3.4) si et seulement si w résout{
∆w − 2τ∇φ · ∇w + τ 2|∇φ|2w − τ∆φw = f̃2 + f̃2∗′ + div (F̃ ), dans Ω,
w = g̃ sur ∂Ω. (3.82)

3.7.1 Estimations locales

Notre première étape consiste à introduire une version locale de (3.82). Plus précisément,
pour x0 ∈ Ω\ω, on introduit ηx0(x) une fonction troncature, qui sera précisée plus en détail
dans (3.86), et on pose

wx0(x) = ηx0(x)w(x), x ∈ Ω.
Cette fonction résout{

∆wx0 − 2τ∇φ · ∇wx0 + τ 2|∇φ|2wx0 = f2,x0 + f2∗′,x0 + div (Fx0), dans Ω,
wx0 = g̃x0 sur ∂Ω, (3.83)

où
f2,x0 = ηx0 f̃2 − ∇ηx0 · F̃ + τ∆φwx0 + 2∇ηx0 · ∇w + ∆ηx0w − 2τ∇φ · ∇ηx0w,

f2∗′,x0 = ηx0 f̃2∗′ , Fx0 = ηx0F̃ , gx0 = ηx0 g̃.

Nous prétendons qu’avec une localisation suffisamment forte, nous pouvons obtenir une
estimation de Carleman locale .
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Lemme 3.7.1. Il existe des constantes C > 0 et τ0 ⩾ 1 (dépendantes uniquement de α, β,
∥φ∥C3(Ω)) telles que pour tout τ ⩾ τ0, pour tout x0 ∈ Ω \ ω, et pour tout

f2,x0 ∈ L2(Ω), f2∗′,x0 ∈ L
2d

d+2 (Ω), Fx0 ∈ L2(Ω; Cd), et gx0 ∈ H
1
2 (∂Ω),

et wx0 satisfaisant à (3.83) et supporté dans B(x0, τ
− 1

3 ) ∩ Ω, on a

τ
3
2 ∥wx0∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥∇wx0∥L2(Ω) + τ

3
4 − 1

2d ∥wx0∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ C
(

∥f2,x0∥L2(Ω) + τ
3
4 − 1

2d ∥f2∗′,x0∥
L

2d
d+2 (Ω)

+ τ∥Fx0∥L2(Ω) + τ
3
4 ∥gx0∥

H
1
2 (∂Ω)

)
, (3.84)

et

τ
3
4 + 1

2d ∥wx0∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
2 ∥wx0∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥∇wx0∥L2(Ω)

⩽ C
(

∥f2,x0∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d ∥f2∗′,x0∥
L

2d
d+2 (Ω)

+ τ∥Fx0∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d ∥gx0∥
H

1
2 (∂Ω)

)
. (3.85)

La preuve du Lemme 3.7.1 est reportée à la prochaine section et sera basée sur un
changement de variables approprié et l’estimation de Carleman du le théorème 3.2.4.

Ensuite, on choisit la localisation comme suit

ηx0(x) = η(τ 1
3 (x− x0)), x ∈ Rd, (3.86)

où η est une fonction radiale positive, dans C ∞
c (Rd), à support dans le disque unité, et telle

que η(ρ) = 1 pour |ρ| ⩽ 1
2 . Ainsi le lemme 3.7.1 s’applique à wx0 et les estimations (3.84) et

(3.85) sont uniformément valables pour tout x0 ∈ Ω \ ω.
Il reste donc à prouver le lemme 3.7.1 ( voir la section 3.7.2) et à montrer comment

recoller les estimations de ce lemme pour conclure la preuve du théorème 3.1.1. Cela sera
présenté dans la section 3.7.3.

3.7.2 Preuve du lemme 3.7.1 : Un changement de coordonnées adapté

La preuve du lemme 3.7.1 se réduit principalement à un changement de variables appro-
prié permettant de relier les estimations de Carleman (3.84) et (3.85) dans de petits disques
autour de x0 avec les estimations de Carleman (3.23)-(3.24) dans la bande établies dans le
théorème 3.2.4.

On choisit x0 ∈ Ω \ ω et on définit le vecteur L1 et la matrice A1 par

L1 = ∇φ(x0) ∈ Rd, A1 = Hessφ(x0) ∈ Rd×d.

La forme bilinéaire
ξ ∈ Rd 7→ (Hessφ(x0))ξ · ξ

est symétrique sur Rd et sur Span {L1}⊥. En conséquence, il existe une famille de vecteurs
orthogonaux (Lj)j∈{2,··· ,d} de Span {L1}⊥ qui diagonalise cette forme, que nous normalisons
de sorte que pour tout j ∈ {2, · · · , d}, |Lk| = |L1|. Puisque la famille (Lj)j∈{2,··· ,d} de
Span {L1}⊥ diagonalise la forme ξ 7→ (Hessφ(x0))ξ · ξ dans Span {L1}⊥, pour tout j ∈
{2, · · · , d}, il existe αj et µj dans R tels que

(Hessφ(x0))Lj = µjLj + αjL1, j ∈ {2, · · · , d}.
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Notons qu’en raison de la symétrie de Hessφ(x0), on a nécessairement

(Hessφ(x0))L1 = µ1L1 +
∑
k⩾2

αkLk,

où
µ1 = 1

|L1|2
(Hessφ(x0))L1 · L1 = 1

|∇φ(x0)|2
(Hessφ(x0))∇φ(x0) · ∇φ(x0).

Pour j ∈ {2, · · · , d}, on introduit alors la matrice auto-adjointe Aj ∈ Rd×d définie par
AjL1 = −αjL1 − µjLj,
AjLk = αkLj − αjLk, if k ∈ {2, · · · , d} \ {j},
AjLj = −µjL1 +

∑
k⩾2

αkLk.
(3.87)

(Il est facile de vérifier que la matrice Aj définie de cette manière est effectivement symé-
trique.)

On introduit alors le changement de coordonnées suivant pour x dans un voisinage de
x0 :

y1(x) = φ(x) − φ(x0),

pour j ∈ {2, · · · · · · , d}, yj(x) = Lj · (x− x0) + 1
2Aj(x− x0) · (x− x0).

Par construction, il existe un voisinage, dont la taille dépend uniquement de la norme C2

de φ, tel que x 7→ y(x) soit un difféomorphisme local entre un voisinage V de x0 dans Ω \ ω
et un voisinage de 0, qu’on appelle Ωy, et qui peut donc contenir l’image d’une partie de
∂Ω. S’il existe, on le note Γy = y(∂Ω ∩ V).

Pour τ suffisamment grand, on peut garantir que la boule de centre x0 et de rayon τ− 1
3 ,

lorsqu’elle est intersectée avec Ω, est incluse dans un ensemble sur lequel x 7→ y(x) est un
difféomorphisme, et son image est incluse dans une boule B(0, Cτ− 1

3 ).
Par conséquent, pour wx0 résolvant (3.83), on définit

w̌(y) = wx0(x) for y = y(x),

Des calculs explicites montrent alors que w̌ satisfait

d∑
j,k=1

bj,k(x)∂yj
∂yk

w̌(y(x))+∇yw̌(y(x))·∆xy(x)−2τ
d∑
j=1

cj(x)∂yj
w̌(y(x))+τ 2|∇φ(x)|2w̌(y(x))

=
(
∆wx0 − 2τ∇φ · ∇wx0 + τ 2|∇φ|2wx0

)
(x), for x ∈ Ω ∩B(x0, τ

− 1
3 ),

avec

bj,k(x) = ∇xyj(x) · ∇xyk(x), et cj(x) =
d∑
i=1

∂iφ(x)∂iyj(x).

On remarque ensuite que cj(x) = bj,1(x) et que bj,k(x) = bk,j(x) pour tout x. On analyse
maintenant brièvement les coefficients bj,k. Par construction des coordonnées (yj)j∈{1,··· ,d},
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On vérifie facilement que pour (j, k, ℓ) ∈ {1, · · · , d}3,

bj,k(x0) = |L1|2δj,k,

∂ℓbj,k(x0) =
d∑
i=1

(∂ℓ∂iyj(x0)∂iyk(x0) + ∂iyj(x0)∂ℓ∂iyk(x0))

=
d∑
i=1

(Ajei · eℓ)(Lk · ei) + (Lj · ei)(Akei · eℓ) = (AjLk + AkLj) · eℓ.

On a ainsi en particulier

Lℓ · ∇bj,k(x0) = (AjLk + AkLj) · Lℓ.

Pour plus de commodité, on écrit séparément

|∇φ(x0)|2 = |L1|2, et ∂ℓ(|∇φ|2)(x0) = 2
∑
i

∂ℓ∂iφ(x0)∂iφ(x0) = 2A1L1 · eℓ.

On peut ainsi analyser bj,k/|∇φ|2 près de x = x0 :

bj,k
|∇φ|2

(x0) = δj,k,

Lℓ · ∇
(

bj,k
|∇φ|2

)
(x0) = 1

|L1|2
((AjLk + AkLj) · Lℓ − 2δj,kA1L1 · Lℓ) .

En particulier, puisque AjLk + AkLj = 0 pour tous les j, k ∈ {1, · · · , d} avec j ̸= k, on a

∀j, k ∈ {1, · · · , d} avec j ̸= k, ∀ℓ ∈ {1, · · · , d}, Lℓ · ∇
(

bj,k
|∇φ|2

)
(x0) = 0.

Lorsque j = k = 1, il est évident que

∀ℓ ∈ {1, · · · , d}, Lℓ · ∇
(

b1,1

|∇φ|2

)
(x0) = 0.

Lorsque j = k ⩾ 2, les choix (3.87) donnent

Lℓ · ∇
(

bj,j
|∇φ|2

)
(x0) = 0 lorsque ℓ ∈ {2, · · · , d},

et
L1 · ∇

(
bj,j

|∇φ|2

)
(x0) = − 2

|L1|2
(A1Lj · Lj + A1L1 · L1).

Grâce à un développement de Taylor de bj,k/|∇φ|2 près de x = x0, on en déduit

bj,k(x)
|∇φ(x)|2 = δj,k(1 − λjy1(x)) + O(|x− x0|2),

avec
λ1 = 0, λj = 2

|L1|2
(A1Lj · Lj + A1L1 · L1) pour j ∈ {2, · · · , d}. (3.88)
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En conséquence, en définissant

b̌j,k(y) = bj,k(x)
|∇φ(x)|2 pour y = y(x),

on obtient

b̌j,k(y) = δj,k(1 − λjy1) + O(|y|2) et ∇y(b̌j,k(y) − δj,k(1 − λjy1)) = O(|y|).

Ainsi, en utilisant le fait que w̌ est supporté dans B(0, Cτ− 1
3 ) et en écrivant

d∑
j,k=1

b̌j,k(y)∂yj
∂yk

w̌(y) −
d∑
j=1

(1 − λjy1)∂2
yj
w̌

=
d∑

j,k=1
∂yj

((
b̌j,k(y) − δj,k(1 − λjy1)

)
∂yk

w̌
)

−
d∑

j,k=1
∂yj

(b̌j,k(y) − δj,k(1 − λjy1))∂yk
w̌,

on obtient que

d∑
j,k=1

b̌j,k(y)∂yj
∂yk

w̌(y) −
d∑
j=1

(1 − λjy1)∂2
yj
w̌ = f̌2,a + div (F̌a),

où

f̌2,a(y) = −
d∑

j,k=1
∂yj

(b̌j,k(y)−δj,k(1−λjy1))∂yk
w̌, F̌a,j(y) =

d∑
k=1

(
b̌j,k(y) − δj,k(1 − λjy1)

)
∂yk

w̌,

satisfont

∥f̌2,a∥L2(Ωy) ⩽ Cτ− 1
3 ∥∇yw̌∥L2(Ωy), et ∥F̌a∥L2(Ωy) ⩽ Cτ− 2

3 ∥∇yw̌∥L2(Ωy).

De même, on a

−2τ
d∑
j=1

b̌1,j(y)∂yj
w̌(y) + 2τ∂y1w̌(y) = f̌2,b(y),

avec
∥f̌2,b∥L2(Ωy) ⩽ Cτ

1
3 ∥∇yw̌∥L2(Ωy).

Enfin, on a
f̌2,c(y) = − 1

|∇φ(x(y))|2 ∇yw̌(y) · ∆xy(x(y)),

où x(y) désigne l’inverse du changement de variables x 7→ y(x), satisfait également

∥f̌2,c∥L2(Ωy) ⩽ C∥∇yw̌∥L2(Ωy).

On définit alors
ρj,k(y) = ∂xk

yj(x(y))
|∇φ(x(y))|2 ,
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et on introduit

f̌2(y) = 1
|∇φ(x(y))|2f2,x0(x(y)) −

∑
j,k

∂yj
ρk,jFx0,k(x(y)) + f̌2,a(y) + f̌2,b(y) + f̌2,c(y),

f̌2∗′(y) = 1
|∇φ(x(y))|2f2∗′,x0(x(y)),

F̌j(y) =
d∑

k=1
ρk,j(y)Fx0,k(x(y)) + F̌j,a(y), j ∈ {1, · · · , d}.

On obtient alors que w̌ satisfait dans Ωy

d∑
j=1

(1 − λjy1)∂2
yj
w̌ − 2τ∂y1w̌ + τ 2w̌ = f̌2 + f̌2∗′ + divy F̌ .

Si Γy n’est pas vide, alors on rappelle simplement que la fonction poids φ a été choisie
de telle sorte que φ = 0 sur la frontière de ∂Ω. En particulier, l’ensemble Γy est simplement
paramétré par y1(x) = Y0 pour un certain Y0 = −φ(x0) ⩽ 0, et Ω peut être localement
défini par y1 > Y0. Ainsi, dans ce cas, l’équation vérifiée par w̌ devrait être complétée par

w̌(Y0, y
′) = ǧ(y′), pour y′ ∈ Rd−1,

où
ǧ(y′) = gx0(x(Y0, y

′)), pour y′ ∈ Rd−1 tel que (Y0, y
′) ∈ Γy.

En raison de la forme de Ωy et du fait que nous considérons des fonctions qui sont
supportées dans des ensembles inclus dans des boules de la forme B(0, Cτ− 1

3 ), nous pouvons
alors simplement étendre tous les termes sources dans une bande de la forme [Y0, Y1]×Rd−1,
où les fonctions sont prolongées par 0 à l’extérieur de Ωy, et w̌ satisfait alors

∆yw̌ − y1
∑d
j=2 λj∂

2
yj
w̌ − 2τ∂y1w̌ + τ 2w̌ = f̌2 + f̌2∗′ + divy F̌ dans (Y0, Y1) × Rd−1,

w̌ (Y0, y
′) = ǧ(y′), pour y′ ∈ Rd−1,

w̌ (Y1, y
′) = 0, pour y′ ∈ Rd−1,

∂y1w̌ (Y1, y
′) = 0, pour y′ ∈ Rd−1.

Dans la suite, par souci de commodité, nous écrivons également Ωy pour la bande
(Y0, Y1) × Rd−1. Maintenant, revenons à la définition de λj dans (3.88) et remarquons que
la condition (3.3), prise en x = x0, est équivalente à la condition (3.19). Par conséquent, les
estimations de Carleman dans le théorème 3.2.4 s’appliquent : pour τ ⩾ τ0, on a

τ
3
2 ∥w̌∥L2(Ωy) + τ

1
2 ∥∇w̌∥L2(Ωy) + τ

3
4 − 1

2d ∥w̌∥
L

2d
d−2 (Ωy)

⩽ C
(

∥f̌2∥L2(Ωy) + τ
3
4 − 1

2d ∥f̌2∗′∥
L

2d
d+2 (Ωy)

+ τ∥F̌∥L2(Ωy) + τ
3
4 ∥ǧ∥

H
1
2 ({Y0}×Rd−1)

)
,

et

τ
3
4 + 1

2d ∥w̌∥
L

2d
d−2 (Ωy)

+ τ
3
2 ∥w̌∥L2(Ωy) + τ

1
2 ∥∇w̌∥L2(Ωy)

⩽ C
(

∥f̌2∥L2(Ωy) + τ
3
4 + 1

2d ∥f̌2∗′∥
L

2d
d+2 (Ωy)

+ τ∥F̌∥L2(Ωy) + τ
3
4 + 1

2d ∥ǧ∥
H

1
2 ({Y0}×Rd−1)

)
.
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On remarque alors simplement qu’à partir des expressions de f̌2, f̌2∗′ , F̌ et ǧ,

∥f̌2∥L2(Ωy) + τ
3
4 − 1

2d ∥f̌2∗′∥
L

2d
d+2 (Ωy)

+ τ∥F̌∥L2(Ωy) + τ
3
4 ∥ǧ∥

H
1
2 ({Y0}×Rd−1)

⩽ C
(

∥f2,x0∥L2(Ω) + τ
3
4 − 1

2d ∥f2∗′,x0∥
L

2d
d+2 (Ω)

+ τ∥Fx0∥L2(Ω) + τ
3
4 ∥gx0∥

H
1
2 (∂Ω)

+ τ
1
3 ∥∇yw̃∥L2(Ωy)

)
,

et

∥f̌2∥L2(Ωy) + τ
3
4 + 1

2d ∥f̌2∗′∥
L

2d
d+2 (Ωy)

+ τ∥F̌∥L2(Ωy) + τ
3
4 + 1

2d ∥ǧ∥
H

1
2 ({Y0}×Rd−1)

⩽ C
(

∥f2,x0∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d ∥f2∗′,x0∥
L

2d
d+2 (Ω)

+ τ∥Fx0∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d ∥gx0∥
H

1
2 (∂Ω)

+ τ
1
3 ∥∇yw̃∥L2(Ωy)

)
.

En conséquence, en prenant τ0 ⩾ 1 plus grand si nécessaire, on obtient pour tout τ ⩾ τ0,

τ
3
2 ∥w̌∥L2(Ωy) + τ

1
2 ∥∇w̌∥L2(Ωy) + τ

3
4 − 1

2d ∥w̌∥
L

2d
d−2 (Ωy)

⩽ C
(

∥f̌2∥L2(Ωy) + τ
3
4 − 1

2d ∥f̌2∗′∥
L

2d
d+2 (Ωy)

+ τ∥F̌∥L2(Ωy) + τ
3
4 ∥ǧ∥

H
1
2 ({Y0}×Rd−1)

)
,

et

τ
3
4 + 1

2d ∥w̌∥
L

2d
d−2 (Ωy)

+ τ
3
2 ∥w̌∥L2(Ωy) + τ

1
2 ∥∇w̌∥L2(Ωy)

⩽ C
(

∥f̌2∥L2(Ωy) + τ
3
4 + 1

2d ∥f̌2∗′∥
L

2d
d+2 (Ωy)

+ τ∥F̌∥L2(Ωy) + τ
3
4 + 1

2d ∥ǧ∥
H

1
2 ({Y0}×Rd−1)

)
.

En revenant aux variables originales dans le membre de gauche, on déduit facilement les
estimations (3.84) et (3.85).

Le fait que les constantes ci-dessus ne dépendent pas de x0 ∈ Ω \ ω peut être suivi dans
la preuve ci-dessus : cela provient des propriétés uniformes du difféomorphisme x 7→ y, et
repose fortement sur les estimées uniformes (3.2)–(3.3), sur le fait que φ ∈ C3(Ω), et que
les constantes dans le théorème 3.2.4 dépendent uniquement de c0, m∗ et M∗ dans (3.18),
et (3.19) pour X0 < 0 < X1 avec |X0|, |X1| ⩽ 1. Cela conclut la preuve du lemme 3.7.1.

3.7.3 Fin de la preuve du Théorème 3.1.1 : Un argument de recollement

Nous procédons ensuite à un argument de recollement, qui consiste essentiellement à inté-
grer les estimations de Carleman locales (3.84) et (3.85), ou plutôt le carré de ces estimations,
par rapport à x0 ∈ Ω\ω, afin de déduire les estimations (3.5) et (3.6), respectivement. Nous
expliquerons seulement comment déduire l’estimation (3.5) à partir de l’estimation (3.84)
car l’autre argument est complètement similaire.

En partant de (3.84), il existe des constantes C > 0 et τ0 ⩾ 1 telles que pour tout
x0 ∈ Ω \ ω et τ ⩾ τ0,

τ 3∥wx0∥2
L2(Ω) + τ

3
2 − 1

d ∥wx0∥2
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ∥∇wx0∥2
L2(Ω)

⩽ C
(

∥f2,x0∥2
L2(Ω) + τ

3
2 − 1

d ∥f2∗′,x0∥2
L

2d
d+2 (Ω)

+ τ 2∥Fx0∥2
L2(Ω) + τ

3
2 ∥gx0∥2

H
1
2 (∂Ω)

)
.
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Utilisant les expressions explicites des termes sources, on obtient alors

τ 3∥wx0∥2
L2(Ω) + τ

3
2 − 1

d ∥wx0∥2
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ∥∇wx0∥2
L2(Ω)

⩽ C
(

∥ηx0 f̃2∥2
L2(Ω) + τ

3
2 − 1

d ∥ηx0 f̃2∗′∥2
L

2d
d+2 (Ω)

+ τ 2∥ηx0F̃∥2
L2(Ω) + τ

3
2 ∥ηx0 g̃∥2

H
1
2 (∂Ω)

)
+C

(
∥∇ηx0 · F̃∥2

L2(Ω) + τ 2∥wx0∥2
L2(Ω) + ∥∇ηx0 · ∇w∥2

L2(Ω) + ∥∆ηx0w∥2
L2(Ω) + τ 2∥|∇ηx0|w∥2

L2(Ω)

)
.

En prenant éventuellement τ0 ⩾ 1 plus grand (ce qui peut être fait de manière uniforme
pour tout x0 ∈ Ω \ ω), on peut absorber le terme τ 2∥wx0∥2

L2(Ω), et on obtient pour tout
x0 ∈ Ω \ ω, pour tout τ ⩾ τ0,

τ 3∥wx0∥2
L2(Ω) + τ

3
2 − 1

d ∥wx0∥2
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ∥∇wx0∥2
L2(Ω)

⩽ C
(

∥ηx0 f̃2∥2
L2(Ω) + τ

3
2 − 1

d ∥ηx0 f̃2∗′∥2
L

2d
d+2 (Ω)

+ τ 2∥ηx0F̃∥2
L2(Ω) + τ

3
2 ∥ηx0 g̃∥2

H
1
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)
+ C

(
∥∇ηx0 · F̃∥2

L2(Ω) + ∥∇ηx0 · ∇w∥2
L2(Ω) + ∥∆ηx0w∥2

L2(Ω) + τ 2∥|∇ηx0|w∥2
L2(Ω)

)
.

Maintenant, en intégrant sur x0 dans Ω \ ω et en utilisant l’identité de Fubini pour les
normes hilbertiennes, on obtient

τ 3
∫

Ω
ρ0(x)|w(x)|2 dx+ τ

∫
Ω
ρ0(x)|∇w(x)|2 dx+ τ

3
2 − 1

d

∫
Ω\ω

∥ηx0w∥2
L

2d
d−2 (Ω)

dx0

⩽ C
(∫

Ω
ρ0(x)|f̃2(x)|2 dx+

∫
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(τ 2ρ0(x) + ρr,1(x))|F̃ (x)|2 dx

)
+ C

(
τ

3
2 − 1

d

∫
Ω\ω

∥ηx0 f̃2∗′∥2
L

2d
d+2 (Ω)

dx0 + τ
3
2

∫
Ω\ω

∥ηx0 g̃∥2
H

1
2 (∂Ω)

dx0

)

+ C
(∫

Ω
(ρr,2(x) + τ 2ρr,1(x))|w(x)|2 dx+

∫
Ω
ρr,1(x)|∇w(x)|2 dx

)
,

où les poids ρ0, ρr,i sont définis comme suit

ρ0(x) =
∫

Ω\ω
|ηx0(x)|2 dx0, ρr,1(x) =

∫
Ω\ω

|∇ηx0(x)|2 dx0, ρr,2(x) =
∫

Ω\ω
|∆ηx0(x)|2 dx0.

Prenons un ouvert ωa tel que ω ⊂ ωa et ωa ⊂ ω1, il est facile de vérifier à partir du choix
(3.86) que

∀x ∈ Ω \ ωa, |ρ0(x)| ⩾ τ− d
3

3 ∥η∥2
L2 ,

∀x ∈ Ω, |ρ0(x)| ⩽ Cτ− d
3 , (3.89)

∀x ∈ Ω, |ρr,1(x)| ⩽ Cτ
2
3 − d

3 , (3.90)
∀x ∈ Ω, |ρr,2(x)| ⩽ Cτ

4
3 − d

3 .

143



Ainsi, pour τ suffisamment grand,

τ 3
∫
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|w(x)|2 dx+ τ
∫

Ω\ωa

|∇w(x)|2 dx+ τ
3
2 + d

3 − 1
d
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⩽ C
∫

Ω
|f̃2(x)|2 dx+ C

(
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∫
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d

∫
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2d
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)

+ C

(
τ

3
2 + d

3
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∥ηx0 g̃∥2
H

1
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dx0 + τ
8
3

∫
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|w(x)|2 dx+ τ
2
3

∫
ω

|∇w(x)|2 dx
)
.

Nous ajoutons ensuite

τ 3
∫
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|w(x)|2 dx+ τ
∫
ωa

|∇w(x)|2 dx+ τ
3
2 + d

3 − 1
d

∫
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∥ηx0w∥2
L
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d−2 (Ω)

dx0

des deux côtés de l’estimation précédente, ce qui donne
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)
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d−2 (Ω)
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. (3.91)

Considérons le lemme suivant dont la preuve est donnée dans l’annexe 3.9.2.

Lemme 3.7.2. Avec ηx0 comme dans (3.86), il existe une constante C > 0 telle que pour
tout τ ⩾ τ0 et g ∈ H

1
2 (∂Ω),

τ
3
2 + d

3

∫
Ω\ω

∥ηx0g∥2
H

1
2 (∂Ω)

dx0 ⩽ τ
3
2 ∥g∥2

H
1
2 (∂Ω)

+ τ 11/6∥g∥2
L2(∂Ω). (3.92)

On a donc la borne

τ
3
2 + d

3

∫
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∥ηx0 g̃∥2
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1
2 (∂Ω)

dx0 ⩽ τ
3
2 ∥g̃∥2

H
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2 (∂Ω)

+ τ 11/6∥g̃∥2
L2(∂Ω).

Maintenant, g̃ est la trace de la fonction w ∈ H1(Ω). En prenant X ∈ W 1,∞(Ω; Rd) tel que
X · n = 1 sur ∂Ω, on peut écrire

∥g̃∥2
L2(∂Ω) =

∫
Ω

div (X|w|2) dx =
∫

Ω
div (X)|w|2 dx+ 2

∫
Ω
X · ∇ww dx

⩽ C∥w∥2
L2(Ω) + ∥w∥L2(Ω)∥∇w∥L2(Ω).

Il s’ensuit que le terme τ 11/6∥g̃∥2
L2(∂Ω) peut être absorbé dans le membre de gauche de (3.91)

en prenant τ0 assez grand ; et on obtient
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On revient ensuite à la variable u et obtient l’estimation suivante

τ 3∥eτφu∥2
L2(Ω) + τ∥eτφ∇u∥2

L2(Ω) + τ
3
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3 − 1
d
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L
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dx0
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∥ηx0ue
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L
2d

d−2 (Ω)
dx0

)
. (3.93)

Finalement on explique comment éliminer le terme τ∥eτφ∇u∥2
L2(ωa) dans le membre de droite

de (3.93). Pour ce faire, on choisit un sous-ensemble ouvert ωb de Ω tel que ωa ⊂ ωb et
ωb ⊂ ω1, et une fonction régulière à support compact ηω, prenant la valeur 1 dans ωa et
s’annulant dans Ω \ ωb. Ensuite, on multiplie (3.4) par ηωue2τφ, ce qui donne∫

Ω
ηω|∇u|2e2τφ dx =

∫
Ω
ηωf2ue

2τφ dx+
∫

Ω
ηωf2∗′ue2τφ dx−

∫
Ω
F · ∇(ηωe2τφ)u dx

−
∫

Ω
F · ∇u ηωe2τφ dx+ 1

2

∫
Ω

∆(ηωe2τφ)|u|2 dx.

En utilisant l’estimation∣∣∣∣∫
Ω
F · ∇uηωe2τφ dx

∣∣∣∣ ⩽ 1
2∥Feτφ∥2

L2(Ω) + 1
2

∫
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ηω|∇u|2e2τφ dx,

on obtient facilement
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L2(Ω)
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∣∣∣∣∫
Ω
ηωf2∗′ue2τφ dx

∣∣∣∣ .
Seul le dernier terme est inhabituel. Pour l’estimer, on remarque que, pour tout x ∈ ωb
(rappelons que ω1, donc ωb, est à une distance positive de ∂Ω), en prenant τ0 ⩾ 1 assez
grand, pour tout τ ⩾ τ0, ∫

x0∈Ω
ηx0(x)2 dx0 = ∥η∥2

L2(Rd)τ
− d

3 .

En conséquence,∫
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.

On obtient alors facilement que
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ce qui conclut la preuve de (3.5) puisqu’on a évidemment

∥ηx0ue
τφ∥2

L2
x0 (Ω;L

2d
d−2
x (ωb))

⩽ ∥ηx0ue
τφ∥2

L2
x0 (ω1;L

2d
d−2
x (ω1))

pour τ0 suffisamment grand de telle sorte que τ
1
3

0 ⩾ 1/d(ωb,Ω \ ω1).

3.8 Preuve du théorème 3.1.3 : Prolongement unique quantitatif

Tout d’abord, en restreignant ω si nécessaire, on peut supposer que c’est un sous-
ensemble ouvert non vide de Ω avec ω ⊂ Ω. Ensuite, pour ω0 sous-ensemble ouvert non
vide tel que ω0 ⊂ ω, il existe une fonction φ satisfaisant aux conditions (3.2)–(3.3) dans ω0,
de sorte que les estimations de Carleman (3.5)–(3.6) dans le théorème 3.1.1 avec ω1 = ω
soient vérifiées.

Pour V ∈ Lq0(Ω), W1 ∈ Lq1(Ω; Cd), et W2 ∈ Lq2(Ω; Cd), on considère des décompositions
de la forme

V = V d
2

+ Vd + V∞, avec V d
2

∈ L
d
2 (Ω), Vd ∈ Ld(Ω), V∞ ∈ L∞(Ω),

W1 = W1,d +W1,∞, avec W1,d ∈ Ld(Ω; Cd), W1,∞ ∈ L∞(Ω; Cd),
W2 = W2,d +W2,∞, avec W2,d ∈ Ld(Ω; Cd), W2,∞ ∈ L∞(Ω; Cd),

ce qui sera précisé ultérieurement.
En particulier, en appliquant (3.5) pour u solution de (3.4), avec f2∗′ = V d

2
u + Vdu +

W1,d · ∇u, f2 = V∞u + W1,∞ · ∇u, et en utilisant (3.8) et (3.11), on obtient l’existence de
C1 > 0 tel que pour τ ⩾ τ0 :

τ
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De même, en appliquant (3.6) avec f2∗′ = V d
2
u+W1,d · ∇u, f2 = Vdu+ V∞u+W1,∞ · ∇u, on

obtient l’existence d’une constante C2 > 0 telle que pour τ ⩾ τ0,

τ
3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2
η,τ (Ω)

⩽ C2
(
∥V∞∥L∞(Ω) + τ∥W2,∞∥L∞(Ω)

)
∥eτφu∥L2(Ω)

+ C2
(
∥W1,∞∥L∞(Ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥W1,d∥Ld(Ω)

)
∥eτφ∇u∥L2(Ω) (3.95)

+ C2

(
∥Vd∥Ld(Ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

+ τ∥W2,d∥Ld(Ω)

)
∥eτφu∥

L
2d

d−2
η,τ (Ω)

+ C2τ
3
2 ∥eτφu∥

L
2d

d−2 (ω)
.
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Ainsi, si nous avons

2C1
(
∥V∞∥L∞(Ω) + τ

3
4 − 1

2d ∥Vd∥Ld(Ω) + τ∥W2,∞∥L∞(Ω)
)
⩽ τ

3
2 , (3.96)

2C1
(
∥W1,∞∥L∞(Ω) + τ

3
4 − 1

2d ∥W1,d∥Ld(Ω)

)
⩽ τ

1
2 , (3.97)

2C2

(
∥Vd∥Ld(Ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

+ τ∥W2,d∥Ld(Ω)

)
⩽ τ

3
4 + 1

2d , (3.98)

les estimations (3.94)–(3.95) donnent

τ
3
2 ∥eτφu∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥eτφ∇u∥L2(Ω) ⩽ 2C1

(
τ

3
4 − 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

+ τ∥W2,d∥Ld(Ω)

)
∥eτφu∥

L
2d

d−2
η,τ (Ω)

+ 2C1τ
3
2 ∥eτφu∥

L
2d

d−2 (ω)

et

τ
3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2
η,τ (Ω)

⩽ 2C2
(
∥V∞∥L∞(Ω) + τ∥W2,∞∥L∞(Ω)

)
∥eτφu∥L2(Ω)

+ 2C2
(
∥W1,∞∥L∞(Ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥W1,d∥Ld(Ω)

)
∥eτφ∇u∥L2(Ω) + 2C2τ

3
2 ∥eτφu∥

L
2d

d−2 (ω)
.

Ensuite, sous les conditions (3.96)–(3.97)–(3.98), on a également

τ
3
2 ∥eτφu∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥eτφ∇u∥L2(Ω)

⩽ 4C1C2τ
− 3

4 − 1
2d

(
τ

3
4 − 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

+ τ∥W2,d∥Ld(Ω)

) (
∥V∞∥L∞(Ω) + τ∥W2,∞∥L∞(Ω)

)
∥eτφu∥L2(Ω)

+ 4C1C2τ
− 3

4 − 1
2d

(
τ

3
4 − 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

+ τ∥W2,d∥Ld(Ω)

) (
∥W1,∞∥L∞(Ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥W1,d∥Ld(Ω)

)
∥eτφ∇u∥L2(Ω)

+ 2C1

(
C2

(
τ

3
4 − 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

+ τ∥W2,d∥Ld(Ω)

)
τ

3
4 + τ

3
2

)
∥eτφu∥

L
2d

d−2 (ω)
.

Notons que cette estimation fournit une estimation d’observation si les conditions supplé-
mentaires suivantes sont également satisfaites

8C1C2τ
− 3

4 − 1
2d

(
τ

3
4 − 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

+ τ∥W2,d∥Ld(Ω)

) (
∥V∞∥L∞(Ω) + τ∥W2,∞∥L∞(Ω)

)
⩽ τ

3
2

(3.99)

8C1C2τ
− 3

4 − 1
2d

(
τ

3
4 − 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

+ τ∥W2,d∥Ld(Ω)

) (
∥W1,∞∥L∞(Ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥W1,d∥Ld(Ω)

)
⩽ τ

1
2 .

(3.100)

En effet, dans ce cas, on obtiendrait

τ
3
2 ∥eτφu∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥eτφ∇u∥L2(Ω)

⩽ 2C1

(
C2

(
τ

3
4 − 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

+ τ∥W2,d∥L∞(Ω)

)
τ

3
4 + τ

3
2

)
∥eτφu∥

L
2d

d−2 (ω)
. (3.101)

Par conséquent, notre prochaine étape est de comprendre comment, étant donné V ∈ Lq0(Ω),
W1 ∈ Lq1(Ω; Cd) et W2 ∈ Lq2(Ω; Cd), on peut minimiser la valeur de τ pour laquelle on
peut trouver des décompositions telles que les conditions (3.96)–(3.97)–(3.98)–(3.99)–(3.100)
soient satisfaites.
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Avant d’aller plus loin, notons que (3.96)–(3.97)–(3.98)–(3.99)–(3.100) sont satisfaites
pourvu que, pour c0 > 0 suffisamment petit,

∥V∞∥L∞(Ω) ⩽ c0τ
3
2 , ∥Vd∥Ld(Ω) ⩽ c0τ

3
4 + 1

2d , ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

⩽ c0,

∥W1,∞∥L∞(Ω) + ∥W2,∞∥L∞(Ω) ⩽ c0τ
1
2 , τ

1
4 − 1

2d

(
∥W1,d∥Ld(Ω) + ∥W2,d∥Ld(Ω)

)
⩽ c0,

τ
1
2 ∥W1,d∥Ld(Ω)∥W2,d∥Ld(Ω) ⩽ c0.

(3.102)
Le cas V ∈ Lq0(Ω) avec q0 ∈ (d2 , d]. Pour V ∈ Lq0(Ω) avec q0 ∈ (d2 , d] et λ0 > 0 à

choisir ultérieurement, on pose V d
2

= V 1|V |>λ0 , Vd = V 1|V |⩽λ0 , V∞ = 0, pour lesquels on a
les estimations suivantes

λ
q0− d

2
0 ∥V d

2
∥

d
2

L
d
2 (Ω)

⩽ ∥V ∥q0
Lq0 (Ω), ∥Vd∥dLd(Ω) ⩽ λd−q0

0 ∥V ∥q0
Lq0 (Ω).

De même, pour W1 ∈ Lq1(Ω) et W2 ∈ Lq2(Ω) et λ1, λ2 des nombres positifs à choisir
ultérieurement, on pose W1,d = W11|W1|>λ1 , W1,∞ = W11|W1|⩽λ1 , et W2,d = W21|W2|>λ2 ,
W2,∞ = W21|W2|⩽λ2 , pour lesquels on a les estimations λq1−d

1 ∥W1,d∥dLd(Ω) ⩽ ∥W1∥q1
Lq1 (Ω), ∥W1,∞∥L∞(Ω) ⩽ λ1,

λq2−d
2 ∥W2,d∥dLd(Ω) ⩽ ∥W2∥q2

Lq2 (Ω), ∥W2,∞∥L∞(Ω) ⩽ λ2.
(3.103)

Les conditions (3.102) sont donc satisfaites à condition que

λ
1− q0

d
0 ∥V ∥

q0
d

Lq0 (Ω) ⩽ c0τ
3
4 + 1

2d , λ
1−2 q0

d
0 ∥V ∥

2q0
d

Lq0 (Ω) ⩽ c0,

λ1 + λ2 ⩽ c0τ
1
2 , τ

1
4 − 1

2d (λ1− q1
d

1 ∥W1∥
q1
d

Lq1 (Ω) + λ
1− q2

d
2 ∥W2∥

q2
d

Lq2 (Ω)) ⩽ c0,

τ
1
2λ

1− q1
d

1 ∥W1∥
q1
d

Lq1 (Ω)λ
1− q2

d
2 ∥W2∥

q2
d

Lq2 (Ω) ⩽ c0.

(3.104)

On choisit alors λ0 = τα0∥V ∥Lq0 (Ω), λ1 = τα1∥W1∥Lq1 (Ω) et λ2 = τα2∥W2∥Lq2 (Ω) pour certains
paramètres réels α0, α1, α2, de sorte que les conditions (3.104) soient satisfaites

τα0(1− q0
d

)− 3
4 − 1

2d ∥V ∥Lq0 (Ω) ⩽ c0, τα0(1−2 q0
d

)∥V ∥Lq0 (Ω) ⩽ c0,

τα1− 1
2 ∥W1∥Lq1 (Ω) + τα2− 1

2 ∥W2∥Lq2 (Ω) ⩽ c0,

τ
1
4 − 1

2d
+α1(1− q1

d
)∥W1∥Lq1 (Ω) + τ

1
4 − 1

2d
+α2(1− q2

d
)∥W2∥Lq2 (Ω) ⩽ c0,

τ
1
2 +α1(1− q1

d
)+α2(1− q2

d
)∥W1∥Lq1 (Ω)∥W2∥Lq2 (Ω) ⩽ c0.

(3.105)

Pour q0 ∈ (d2 , d], q1 > (3d − 2)/2, q2 > (3d − 2)/2 avec 1
q1

+ 1
q2

<
4(1− 1

d
)

3d−2 , on choisit
α0 = (3

4 + 1
2d)

d
q0

, α1 = (3
4 − 1

2d)
d
q1

, α2 = (3
4 − 1

2d)
d
q2

, de sorte que le système (3.105) est
satisfait pour un certain C suffisamment grand,

τ
(2− d

q0
)( 3

4 + 1
2d

) ⩾ C∥V ∥Lq0 (Ω),

τ
1
2 −( 3

4 − 1
2d

) d
q1 ⩾ C∥W1∥Lq1 (Ω), τ

1
2 −( 3

4 − 1
2d

) d
q2 ⩾ C∥W2∥Lq2 (Ω),

τ
1− 1

d
−( 3

4 − 1
2d

)( d
q1

+ d
q2

) ⩾ C∥W1∥Lq1 (Ω)∥W2∥Lq2 (Ω),
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c’est-à-dire, avec les notations du théorème 3.1.3,

τ ⩾ C
(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω) + ∥W1∥δ(q1)
Lq1 (Ω) + ∥W2∥δ(q2)

Lq2 (Ω) + (∥W1∥Lq1 (Ω) ∥W2∥Lq2 (Ω))
ρ(q1,q2)

)
. (3.106)

Pour q0 ∈ (d2 , d], q1 > 3d/2 et q2 > 3d/2, on peut choisir alternativement α0 = (3
4 +

1
2d)

d
q0

, α1 = 3d
4q1

, α2 = 3d
4q2

, de sorte que le système (3.105) soit satisfait pour un certain C
suffisamment grand.

τ
(2− d

q0
)( 3

4 + 1
2d

) ⩾ C∥V ∥Lq0 (Ω), τ
1
2 − 3d

4q1 ⩾ C∥W1∥Lq1 (Ω), τ
1
2 − 3d

4q2 ⩾ C∥W2∥Lq2 (Ω),

Pour q0 ∈ (d2 , d], q1 > 3d/2 et q2 > 3d/2, on peut choisir alternativement α0 = (3
4 +

1
2d)

d
q0

, α1 = 3d
4q1

, α2 = 3d
4q2

, de sorte que le système (3.105) soit satisfait pour un certain C
suffisamment grand,

τ
(2− d

q0
)( 3

4 + 1
2d

) ⩾ C∥V ∥Lq0 (Ω), τ
1
2 − 3d

4q1 ⩾ C∥W1∥Lq1 (Ω), τ
1
2 − 3d

4q2 ⩾ C∥W2∥Lq2 (Ω),

c’est-à-dire, avec les notations du théorème 3.1.3,

τ ⩾ C
(

∥V ∥γ(q0)
Lq0 (Ω) + ∥W1∥δ̃(q1)

Lq1 (Ω) + ∥W2∥δ̃(q2)
Lq2 (Ω)

)
. (3.107)

En prenant τ suffisamment grand pour saturer la condition (3.106), respectivement la condi-
tion (3.107), en encadrant la fonction poids eτφ par valeurs inférieures et supérieures dans
(3.101), nous déduisons facilement le théorème 3.1.3 item 1, respectivement item 2 pour
q0 ∈ (d2 , d].

Le cas V ∈ Lq0(Ω) avec q0 ∈ [d,∞]. Pour V ∈ Lq0(Ω) avec q0 ∈ [d,∞] et λ0 > 0 à
choisir ultérieurement, on pose V d

2
= 0, Vd = V 1|V |>λ0 , V∞ = V 1|V |⩽λ0 , pour lesquels on a

les estimations suivantes

λq0−d
0 ∥Vd∥dLd(Ω) ⩽ ∥V ∥q0

Lq0 (Ω), ∥V∞∥L∞(Ω) ⩽ λ0.

Les potentiels W1 ∈ Lq1(Ω) et W2 ∈ Lq2(Ω) sont décomposés comme précédemment W1 =
W1,d +W1,∞, W2 = W2,d +W2,∞ avec les estimations (3.103) pour les paramètres positifs λ1
et λ2 à choisir ultérieurement. De même, comme précédemment, les conditions (3.102) sont
donc satisfaites pourvu que

λ
1− q0

d
0 ∥V ∥

q0
d

Lq0 (Ω) ⩽ c0τ
3
4 + 1

2d , λ0 ⩽ c0τ
3
2 ,

λ1 + λ2 ⩽ c0τ
1
2 , τ

1
4 − 1

2d (λ1− q1
d

1 ∥W1∥
q1
d

Lq1 (Ω) + λ
1− q2

d
2 ∥W2∥

q2
d

Lq2 (Ω)) ⩽ c0,

τ
1
2λ

1− q1
d

1 ∥W1∥
q1
d

Lq1 (Ω)λ
1− q2

d
2 ∥W2∥

q2
d

Lq2 (Ω) ⩽ c0.

(3.108)

Comme précédemment, pour q0 ∈ [d,∞], q1 > (3d − 2)/2, q2 > (3d − 2)/2 avec 1
q1

+ 1
q2
<

4(1− 1
d

)
3d−2 , on choisit α0 = (3

4 − 1
2d)

d
q0

, α1 = (3
4 − 1

2d)
d
q1

, α2 = (3
4 − 1

2d)
d
q2

, et λ0 = τα0∥V ∥Lq0 (Ω),
λ1 = τα1∥W1∥Lq1 (Ω) et λ2 = τα2∥W2∥Lq2 (Ω). On en déduit alors que le système (3.108) est
satisfait pour un certain C suffisamment grand,

τ
(2− d

q0
)( 3

4 − 1
2d

) ⩾ C∥V ∥Lq0 (Ω),

τ
1
2 −( 3

4 − 1
2d

) d
q1 ⩾ C∥W1∥Lq1 (Ω), τ

1
2 −( 3

4 − 1
2d

) d
q2 ⩾ C∥W2∥Lq2 (Ω),

τ
1− 1

d
−( 3

4 − 1
2d

)( d
q1

+ d
q2

) ⩾ C∥W1∥Lq1 (Ω)∥W2∥Lq2 (Ω),
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c’est-à-dire, (3.106) avec les notations du théorème 3.1.3.
Encore une fois, pour q0 ∈ [d,∞], q1 > 3d/2 et q2 > 3d/2, on peut choisir alternativement

α0 = (3
4 − 1

2d)
d
q0

, α1 = 3d
4q1

, α2 = 3d
4q2

, de sorte que les conditions (3.108) sont impliquées par

τ
( 3

2 − d
q0

)( 3
4 + 1

2d
) ⩾ C∥V ∥Lq0 (Ω), τ

1
2 − 3d

4q1 ⩾ C∥W1∥Lq1 (Ω), τ
1
2 − 3d

4q2 ⩾ C∥W2∥Lq2 (Ω),

c’est-à-dire (3.107) avec les notations du théorème 3.1.3.
On déduit alors immédiatement le théorème 3.1.3 dans le cas q ⩾ d à partir de (3.101)

comme dans le cas q ⩽ d.

Remarque 3.8.1. En fait, si on se concentre sur les conditions
λ1 + λ2 ⩽ c0τ

1
2 , τ

1
4 − 1

2d (λ1− q1
d

1 ∥W1∥
q1
d

Lq1 (Ω) + λ
1− q2

d
2 ∥W2∥

q2
d

Lq2 (Ω)) ⩽ c0,

τ
1
2λ

1− q1
d

1 ∥W1∥
q1
d

Lq1 (Ω)λ
1− q2

d
2 ∥W2∥

q2
d

Lq2 (Ω) ⩽ c0,
(3.109)

qui apparaissent dans les deuxième et troisième lignes du système (3.104) et (3.108), et
en choisissant λ1 = τα1∥W1∥Lq1 (Ω) et λ2 = τα2∥W2∥Lq2 (Ω), on peut trouver τ suffisamment
grand pour que le système (3.109) soit satisfait pourvu que
α1 <

1
2 , α2 <

1
2 ,

α1

(
q1

d
− 1

)
>

1
4 − 1

2d, α2

(
q2

d
− 1

)
>

1
4 − 1

2d, α1

(
q1

d
− 1

)
+ α2

(
q2

d
− 1

)
>

1
2 .

(3.110)
En effet, dans ce cas, il suffit de prendre, pour une constante suffisamment grande C,

τ ⩾ C
(

∥W1∥
aq1 (α1)
Lq1 (Ω) + ∥W2∥

aq2 (α2)
Lq2 (Ω) +

(
∥W1∥Lq1 (Ω)∥W2∥Lq2 (Ω)

)b(α1,α2)
)
, (3.111)

avec

aq(α) = max


1

1
2 − α

,
1

α
(
q

d
− 1

)
− 1

4 + 1
2d

 , bq1,q2(α1, α2) = 1

α1

(
q1

d
− 1

)
+ α2

(
q2

d
− 1

)
− 1

2

.

Bien qu’il soit assez facile de vérifier que le système (3.110) admet des solutions (α1, α2) si
q1 et q2 satisfont q1 > 3d/2 − 1, q2 > 3d/2 − 1 et q1 + q2 > 3d, il n’est pas clair comment
choisir α1 et α2 satisfaisant (3.110) pour minimiser τ dans (3.111). On a donc décidé dans
la preuve ci-dessus du théorème 3.1.3 de nous limiter au cas où les deux termes de aq(α)
sont égaux (ce choix correspond à l’item1 du théorème 3.1.3), ou de considérer, au lieu de
(3.109), les conditions suffisantes

λ1 + λ2 ⩽ c0τ
1
2 , τ

1
4 (λ1− q1

d
1 ∥W1∥

q1
d

Lq1 (Ω) + λ
1− q2

d
2 ∥W2∥

q2
d

Lq2 (Ω)) ⩽ c0,

ce choix conduisant à l’item 2 du théorème 3.1.3.

3.9 Appendice

3.9.1 Rappel de quelques résultats classiques en analyse harmonique

On commence par rappeler le théorème classique de Hardy-Littlewood-Sobolev.
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Théorème 3.9.1 ([Hö03, Theorem 4.5.3.] Théorème de Hardy-Littlewood-Sobolev). Pour
(p, q, r) ∈ (1,∞)3 tels que

1
r

= 1 −
(

1
p

− 1
q

)
,

il existe une constante Cp,q telle que pour tout f ∈ Lp(Rn),∥∥∥∥x 7→
∫

Rn
|x− y|−

n
r f(y) dy

∥∥∥∥
Lq(Rn)

⩽ Cp,q∥f∥Lp(Rn).

Dans ce chapitre, on a également utilisé le lemme de la phase stationnaire. Bien qu’il
s’agisse d’un lemme très classique d’analyse harmonique, on a utilisé la version suivante
prouvée dans [ABZ17], qui présente l’avantage de quantifier précisément les constantes.

Soit Φ ∈ C∞
(
Rd; R

)
, b ∈ C∞

0

(
Rd; R

)
. Pour λ ∈ R, introduisons

IΦ,b(λ) :=
∫

Rd
eiλΦ(ξ)b(ξ)dξ.

Définissons K = supp b et soit V un voisinage ouvert de K, et utilisons les notations
suivantes :

— Md+2 := ∑
2⩽|α|⩽d+2 supξ∈V

∣∣∣Dα
ξ Φ(ξ)

∣∣∣,
— Nd+1 := ∑

|α|⩽d+1 supξ∈K
∣∣∣Dα

ξ b(ξ)
∣∣∣.

Théorème 3.9.2 ([ABZ17, Théorème 1] Lemme de la phase stationnaire). Supposons qu’il
existe a0 > 0 tel que pour tout ξ ∈ V , | det(Hess Φ(ξ))| ⩾ a0, où Hess Φ(ξ) désigne la matrice
hessienne de Φ en ξ.

Il existe une constante C indépendante de (Φ, b), telle que pour tout λ ⩾ 1,

|IΦ,b(λ)| ⩽ C

a1+d
0

(
1 + M

d
2 +d2

d+2

)
Nd+1λ

− d
2 .

3.9.2 Preuve du lemme 3.7.2

La preuve du lemme 3.7.2 repose sur une estimation d’interpolation appropriée.
Tout d’abord, pour τ ⩾ τ0, on définit l’opérateur

Λτ : L2(∂Ω) → L2(Ω \ ω;L2(∂Ω)), défini par Λτg(x0) = ηx0,τ (·)g(·), x0 ∈ Ω \ ω,
(3.112)

où on rappelle que ηx0,τ est la fonction donnée par ηx0,τ (x) = η(τ 1
3 (x − x0)) pour x ∈ Rd,

pour une fonction lisse à support compact η.
En utilisant (3.89)–(3.90), il est facile de vérifier qu’il existe une constante C > 0 telle

que

∀g ∈ L2(∂Ω), ∥Λτg∥2
L2(Ω\ω;L2(∂Ω)) ⩽ Cτ− d

3 ∥g∥2
L2(∂Ω),

∀g ∈ H1(∂Ω), ∥Λτg∥2
L2(Ω\ω;H1(∂Ω)) ⩽ Cτ− d

3
(
∥g∥2

H1(∂Ω) + τ
2
3 ∥g∥2

L2(∂Ω)

)
.

On peut alors déduire facilement l’estimation (3.92). Plus précisément, par interpolation,
Λτ agit de H

1
2 (∂Ω) dans L2(Ω \ ω;H 1

2 (∂Ω)). Pour estimer l’opérateur dans cette norme
avec des puissances appropriées de τ , nous procédons comme suit. Soit (Φj)j∈N la base de
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fonctions propres de l’opérateur Laplace Beltrami −∆ sur ∂Ω, associées aux valeurs propres
(λ2

j)j∈N, qui sont non négatives et tendent vers l’infini. En conséquence, pour g = ∑
j ajΦj,

les normes L2(∂Ω), H1(∂Ω) et H 1
2 (∂Ω) de g peuvent être lues comme, respectivement,

∥(aj)∥ℓ2(N), ∥(aj(λj + 1))∥ℓ2(N), et ∥(aj(λj + 1) 1
2 )∥ℓ2(N).

En écrivant g ∈ H
1
2 (∂Ω) sous la forme g = ∑

j∈N ajΦj, on introduit ensuite la fonction

f(z) =
∑
j∈N

aj(λj + 1 + τ
1
3 ) 1

2 −zΛτΦj, z ∈ C avec ℜ(z) ∈ [0, 1].

La fonction f est holomorphe dans {z ∈ C avec ℜ(z) ∈ (0, 1)} à valeurs dans L2(Ω \
ω;L2(∂Ω)), f(1

2) = Λτg, et

∀β ∈ R, ∥f(iβ)∥2
L2(Ω\ω;L2(∂Ω)) ⩽ Cτ− d

3
∑
j

|aj|2(λj + 1 + τ
1
3 ),

∀β ∈ R, ∥f(1 + iβ)∥2
L2(Ω\ω;H1(∂Ω)) ⩽ Cτ− d

3
∑
j

|aj|2(λj + 1 + τ
1
3 ).

Puisque L2(Ω \ ω;H 1
2 (∂Ω)) = [L2(Ω \ ω;L2(∂Ω)), L2(Ω \ ω;H1(∂Ω))] 1

2
, on déduit des esti-

mations ci-dessus qu’il existe C > 0 telle que pour tout g ∈ H
1
2 (∂Ω) et τ ⩾ τ0,

∥Λτg∥2
L2(Ω\ω;H

1
2 (∂Ω))

⩽ Cτ− d
3

(
∥g∥2

H
1
2 (∂Ω)

+ τ
1
3 ∥g∥2

L2(∂Ω)

)
.

Ceci conclut la preuve du lemme 3.7.2.
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Chapitre 4

Quantification du prolongement unique
pour l’opérateur de Laplace avec des
potentiels irréguliers

Dans ce chapitre, on établit des estimations de quantification du prolongement unique.
Ce travail a été réalisé en collaboration avec Pedro Caro et Sylvain Ervedoza et devrait
être finalisé prochainement : Quantification of unique continuation for the Laplace operator
with rough potentials. [CET24].
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions les estimations quantitatives de la propriété de prolonge-
ment unique pour les solutions d’une équation elliptique ∆u = V u + W1 · ∇u + div (W2u)
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dans un sous-ensemble ouvert et connexe de Rd, où d ⩾ 3. Ici, V ∈ Lq0 , W1 ∈ Lq1 et W2 ∈ Lq2

avec q0 > d/2, q1 > d, et q2 > d. Notre objectif est de fournir une quantification explicite de
la propriété de prolongement unique en fonction des normes des potentiels. Pour ce faire,
nous revisitons les estimations de Carleman établies dans [DET23] et prouvons une version
affinée de celles-ci. Nous les combinons ensuite avec un argument dû à T. Wolff, introduit
dans [Wol92], pour la preuve de la propriété de prolongement unique pour les solutions
d’équations de la forme ∆u = V u+W1 · ∇u.

Abstract

In this work, we investigate the quantitative estimates of the unique continuation pro-
perty for solutions of an elliptic equation ∆u = V u + W1 · ∇u + div (W2u) in an open,
connected subset of Rd, where d ⩾ 3. Here, V ∈ Lq0 , W1 ∈ Lq1 , and W2 ∈ Lq2 with q0 > d/2,
q1 > d, and q2 > d. Our aim is to provide an explicit quantification of the unique conti-
nuation property with respect to the norms of the potentials. To achieve this, we revisit
the Carleman estimates established in [DET23] and prove a refined version of them, and
we combine them with an argument due to T. Wolff introduced in [Wol92] for the proof of
unique continuation for solutions of equations of the form ∆u = V u+W1 · ∇u.

4.1 Introduction

Résultat principal.

Notre objectif principal est de prouver le résultat quantitatif de prolongement unique
suivant.

Theorem 4.1.1. Soit d ⩾ 3, Ω ⊂ Rd un domaine borné, et ω et O des sous-ensembles
ouverts non vides de Ω avec ω ⊂ ω ⊂ O ⊂ O ⊂ Ω. De plus, supposons la condition
géométrique suivante :

(GC) Pour tout y ∈ O, il existe x0 ∈ ω, ry > 0 et un chemin lisse γy de longueur finie tel
que γy(0) = x0, γy(1) = y, et ∪s∈[0,1]Bγy(s)(ry) ⊂ Ω, où Bγy(s)(ry) est la boule centrée
en γy(s) et de rayon ry.

Alors, il existe des constantes C = C(ω,O,Ω) > 0 et α ∈ (0, 1) ne dépendant que de ω, O
et Ω telles que pour toute solution u ∈ H1(Ω) de

∆u = V u+W1 · ∇u+ div(W2u) dans D′(Ω), (4.1)

où

V ∈ Lq0(Ω) avec q0 ∈
(
d

2 ,∞
]
, et Wj ∈ Lqj (Ω; Cd) avec qj ∈ (d,∞] , pour j ∈ {1, 2},

(4.2)

nous avons

∥u∥H1(O) ⩽ Ce
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥W1∥δ(q1)
Lq1 (Ω)+∥W2∥δ(q2)

Lq2 (Ω)

)
∥u∥αH1(ω) ∥u∥1−α

H1(Ω) , (4.3)
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avec

γ(q) =



1
3
2

(
1 − d

2q

)
+ 1

2q

si q ⩾ d,

1(3
4 + 1

2d

)(
2 − d

q

) si q ∈
(
d

2 , d
]
,

et δ(q) = 2

1 − d

q

, si q > d.

(4.4)
Avant d’aller plus loin, notons que la condition géométrique (GC) supposée dans le

théorème 4.1.1 est une condition technique très légère. Cette condition peut être violée dans
certains ensembles de type fractal, mais elle est certainement satisfaite pour la plupart des
configurations géométriques. En particulier, cette condition géométrique (GC) est satisfaite
lorsque ω, O et Ω sont des boules concentriques, cas dans lequel (4.3) se réduit à l’estimation
habituelle de type 3-boules, avec une quantification explicite par rapport aux termes d’ordre
inférieur.

Bien sûr, une application directe du théorème 4.1.1 permet d’obtenir la propriété de
prolongement unique suivante pour l’opérateur de Laplace : Si u ∈ H1(Ω) satisfait (4.1)
avec les potentiels V , W1 et W2 comme dans (4.2) et u = 0 dans ω, alors u = 0 dans tout
ensemble O satisfaisant O ⋐ Ω et (GC). Le théorème 4.1.1 est une quantification de cette
propriété car il stipule que, si u ∈ H1(Ω) est petit dans ω et satisfait (4.1) avec les potentiels
V , W1 et W2 comme dans (4.2), alors u est petit dans O, avec une quantification précise en
fonction des normes des potentiels.

Il est bien connu que le prolongement unique est valide pour des potentiels généraux
V ∈ Lq0(Ω), W1 ∈ Lq1(Ω; Cd), et W2 ∈ Lq2(Ω; Cd), où q0 ⩾ d/2, q1 ⩾ d, et q2 ⩾ d
(voir [Wol93]). De plus, un prolongement unique forte a même été prouvée dans les cas où
q0 > d/2, q1 > d, et q2 > d (voir [KT01]). Ces classes d’intégrabilité pour les potentiels
sont optimales, comme le montre [KT02]. Cependant, établir des résultats de prolongement
unique nécessite l’utilisation d’une estimation de Carleman et un argument délicat dû à
T. Wolff, voir [Wol92], comme discuté également dans [KT01]. Cet argument nécessite de
choisir une fonction poids dans l’estimation de Carleman dépendant de la solution u elle-
même. La question de quantifier la propriété de prolongement unique en fonction des normes
des potentiels est donc assez délicate, et c’est la principale nouveauté de notre travail.

Nous mentionnons également le travail [MV12], qui quantifie les propriétés de prolon-
gement unique pour l’opérateur de Laplace avec des termes d’ordre inférieur dans la classe
d’intégrabilité optimale. Cependant, il ne fournit pas de quantification explicite en fonction
des normes des potentiels. Encore une fois, étant donné que ce travail s’appuie sur [KT01],
comme mentionné précédemment, il reste incertain comment la preuve dans [MV12] peut
être rendue quantitative en fonction des normes des potentiels.

Lors de la tentative de quantification de la propriété de prolongement unique en fonc-
tion des normes des termes d’ordre inférieur, les résultats connus reposent uniquement sur
l’utilisation d’une estimation de Carleman telle que celle présentée dans [DET23, Théo-
rème 1.1], qui, comme le souligne [BKRS88], ne permet pas de dépasser W1 ∈ L

3d−2
2 (Ω; Cd).

Cela correspond à ce qui est fait dans [DZ19, Dav20, DET23] en utilisant des estimations
de Carleman Lp. Les résultats de [DZ19] décrivant l’ordre maximal d’annulation des so-
lutions d’équations elliptiques nécessitent que V et W1 soient respectivement dans Lq0(Ω)
avec q0 > d(3d − 2)/(5d − 2) et dans Lq1(Ω; Cd) avec q1 > (3d − 2)/2, et W2 = 0. Ceci a
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été amélioré dans [DET23] en utilisant de nouvelles estimations de Carleman Lp permet-
tant de traiter V et W1 respectivement dans Lq0(Ω) avec q0 > d/2 et dans Lq1(Ω; Cd) avec
q1 > (3d − 2)/2, montrant la même dépendance en ∥V ∥Lq0 (Ω) que dans [Dav20], qui était
limité au cas W1 = W2 = 0.

Nous soulignons également que les estimations de Carleman L2 ne permettent pas d’at-
teindre la classe d’intégrabilité optimale pour les potentiels et les termes d’ordre inférieur,
voir par exemple [SS82] où il est montré qu’on peut obtenir des résultats de prolongement
unique quantifiés pour des potentiels V ∈ Lq0(Ω) avec q0 > 2d/3. En fait, même en utilisant
des estimations de Carleman Lp, on peut obtenir des résultats de prolongement unique pour
des potentiels V dans la classe d’intégrabilité optimale (V ∈ Lq0(Ω) avec q0 > d/2), mais
sous des conditions d’intégrabilité restrictives sur W1 et W2, voir par exemple [BKRS88] et
[Wol93].

Le théorème 4.1.1 constitue une amélioration de [DET23, Théorème 1.3]. Le théorème
4.1.1 permet des termes d’ordre inférieur non triviaux W1 ∈ Lq1(Ω; Cd) et W2 ∈ Lq2(Ω; Cd)
avec q1 > d et q2 > d, tandis que le Théorème 1.3 de [DET23] est limité à des classes
d’intégrabilité plus élevées. En effet, le Théorème 1.3 de [DET23] affirme que si W1 ∈
Lq1(Ω; Cd) et W2 ∈ Lq2(Ω; Cd) avec q1 > (3d − 2)/2, q2 > (3d − 2)/2 et 1/q1 + 1/q2 <
4(1 − 1/d)/(3d− 2), alors toute solution u ∈ H1(Ω) de (4.1) satisfait

∥u∥H1(O) ⩽ Ce
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥W1∥δ̃(q1)
Lq1 +∥W2∥δ̃(q2)

Lq2 +(∥W1∥Lq1 ∥W2∥Lq2 )γ(q1,q2)
)

∥u∥αH1(ω) ∥u∥1−α
H1(Ω) , (4.5)

avec
δ̃(q) = 2

(1 − (3d−2)
2q )

et γ(q1, q2) = 1
(1 − 1

d
) − (3

4 − 1
2d)(

d
q1

+ d
q2

)
.

En conséquence, la dépendance en fonction des normes des potentiels W1 et W2 est
également plus faible dans (4.3) que dans (4.5), puisque δ donnée par (4.4) est plus petite
que δ̃, même pour q > (3d− 2)/2.

En fait, cela suggère également d’analyser l’optimalité des coefficients γ et δ dans (4.4),
mais cette question est, à notre connaissance, entièrement ouverte, sauf dans le cas où
W1 = W2 = 0 et V ∈ L∞(Ω). En effet, dans ce cas, il est connu que la dépendance de la
constante dans la quantification du prolongement unique est de la forme C exp(C∥V ∥

2
3
L∞),

voir [Mes91, DZZ08]. Cela coincïde avec notre estimation puisque γ(∞) = 2/3.
Notre preuve ne permet pas de dériver une estimation jusqu’à la frontière de Ω. Cela est

dû à un fait technique, venant d’une part de l’utilisation de l’argument de Wolff et d’autre
part de l’utilisation de l’estimation de Carleman dans [DET23]. En effet, comme nous le
verrons, en gros, l’argument de Wolff nécessite la possibilité de manipuler (le gradient de) la
fonction poids dans l’estimation de Carleman. Mais l’estimation de Carleman dans [DET23],
que nous utiliserons et revisiterons dans ce travail, exige que la frontière du domaine soit
un ensemble de niveaux de la fonction poids. Ces deux conditions sont donc incompatibles
et posent problème lorsqu’on travaille dans un voisinage de la frontière.

Nous souhaitons également souligner que les opérateurs de Schrödinger dans (4.1) in-
cluent également la considération de potentiels V ∈ W−1,d+ϵ(Ω), où ϵ > 0. En effet,
tout potentiel de ce type peut être représenté sous la forme V ≡ V0 + div (W ), avec
V0 ∈ Ld+ϵ(Ω) ⊂ L

d
2 +ϵ(Ω) et W ∈ Ld+ϵ(Ω,Cd) (voir, par exemple, [AF03, Théorème 3.9]).

Par conséquent, on peut réécrire V u sous la forme V u = V0u+ div (Wu) −W · ∇u.
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Plan du chapitre.

Nous commenterons brièvement la structure de ce chapitre. Dans la section suivante,
nous rappellerons d’abord un résultat auxiliaire dû à T. Wolff dans [Wol92] (cf. Lemma
4.2.1), suivi de la présentation de certaines estimations améliorées de type Carleman Lp

(cf. Théorème 4.18 dans la Section 4.2), inspirées de [DET23]. Ensuite, la Section 4.3 sera
consacrée à la preuve de ces estimations de Carleman. Puis, dans la Section 4.4, nous
établirons une quantification locale du prolongement unique dans un cadre géométrique
spécifique (cf. Lemma 4.4.1). Enfin, dans la Section 4.5, nous utiliserons cela pour établir une
estimation des trois boules, ce qui donne directement le résultat quantitatif de prolongement
unique énoncé dans le théorème 4.1.1, après quelques manipulations classiques.

Notations.

Enfin, introduisons certaines des notations que nous utiliserons tout au long de ce cha-
pitre :

— Pour chaque x ∈ Rd, x = (x1, . . . , xd), nous posons x = (x1, x
′), où x′ = (x2, . . . , xd) ∈

Rd−1.
— Pour x ∈ Rd et r > 0, Bx(r) désigne la boule centrée en x ∈ Rd et de rayon r > 0.
— Les notations ∇ et ∆ désignent respectivement le gradient et le Laplacien par rapport à

x = (x1, . . . , xd), et ∇′ = (∂2, . . . , ∂d) et ∆′ = ∑d
j=2 ∂

2
j sont, respectivement, le gradient

vertical et les opérateurs Laplaciens verticaux.
— La transformée de Fourier est toujours prise par rapport à x′ = (x2, . . . , xd), et sa

variable duale ξ′ ∈ Rd−1 est indexée par ξ′ = (ξ2, . . . , ξd). Notons que pour une fonction
f définie sur Rd (ou une bande verticale (X0, X1) × Rd−1) telle que f(x1, ·) ∈ S (Rd−1),
f̂(x1, ·) désigne la transformée de Fourier partielle par rapport à x′, c’est-à-dire :

f̂(x1, ξ
′) = 1

(2π) d−1
2

∫
Rd−1

e−ix′·ξ′
f(x1, x

′) dx′, ξ′ ∈ Rd−1. (4.6)

— Pour un ensemble mesurable E de Rd, nous notons par |E| sa mesure de Lebesgue.

4.2 Résultats auxiliaires

Dans cette section, nous commencerons par rappeler le lemme de Wolff, puis nous pré-
senterons une version affinée des estimations de Carleman Lp, inspirée du Théorème 3.1.1.
Ces résultats sont essentiels pour la démonstration du théorème 4.1.1.

4.2.1 Lemme de Wolff

Nous commençons par présenter le lemme de Wolff, introduit dans [Wol92] :

Lemma 4.2.1 ([Wol92, Lemme 1]). Soit µ une mesure positive dans Rd ayant une décrois-
sance plus rapide que exponentielle, au sens où

lim
T→∞

T−1 log(µ{x ∈ Rd | |x| ⩾ T}) = −∞. (4.7)
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Soit C ⊂ Rd un ensemble convexe compact. Alors, il existe une famille (kj)j∈J d’éléments
de C et une famille de ensembles convexes disjoints (Ekj

)j∈J contenus dans Rd tels que les
mesures dµkj

, définies par dµkj
(x) = ekj ·x dµ(x), sont concentrées dans Ekj

, c’est-à-dire,

µkj
(Rd \ (1 + T )Ekj

) ⩽ 1
2e

−T/CW ∥µkj
∥, ∀T ⩾ 0, (4.8)

et tel que ∑
j

|Ekj
|−1 ⩾ C−1

W |C|, (4.9)

où CW est une constante positive ne dépendant que de d, et (1 + T )Ekj
désigne la dilation

de Ekj
autour de son barycentre par un facteur de 1 + T .

Le lemme de Wolff, tel qu’énoncé dans [Wol92], est un élément clé dans la démons-
tration des résultats de prolongement unique pour les potentiels V et W1 dans la classe
d’intégrabilité optimale. Notons que dans [Wol92], W2 n’est pas considéré.

4.2.2 Estimations de Carleman

Nous présentons d’abord les estimations de Carleman obtenues dans [DET23, Théorème
1.1] et présentées au Chapitre 3, Théorème 3.1.1 :

Theorem 4.2.2 ([DET23, Théorème 1.1], Théorème 3.1.1 Chapitre 3). Soit d ⩾ 3. Consi-
dérons un domaine borné Ω ⊂ Rd de classe C3, et des sous-ensembles ouverts non vides ω0
et ω de Ω avec ω0 ⋐ ω ⋐ Ω. Soit φ ∈ C3(Ω) telle que

∀x ∈ ∂Ω, φ(x) = 0 et ∂nφ(x) < 0, (4.10)

et il existe α, β > 0 pour lesquels
inf

Ω\ω0
|∇φ| > α, (4.11)

et

∀x ∈ Ω \ ω0, ∀ξ ∈ Rd avec |∇φ(x)| = |ξ| et ∇φ(x) · ξ = 0,
(Hessφ(x))∇φ(x) · ∇φ(x) + (Hessφ(x))ξ · ξ ⩾ β|∇φ(x)|2, (4.12)

où Hessφ désigne la matrice Hessienne de φ.
Alors il existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 (dépendant seulement de α, β, ∥φ∥C3(Ω), et de la confi-

guration géométrique de Ω, ω, et ω0) tels que pour tout u ∈ H1
0 (Ω) satisfaisant

−∆u = f2 + f2∗′ + divF dans D′(Ω), (4.13)

avec (f2, f2∗′ , F ) satisfaisant

f2 ∈ L2(Ω), f2∗′ ∈ L
2d

d+2 (Ω), F ∈ L2(Ω; Cd), (4.14)

nous avons, pour tout τ ⩾ τ0,

τ
3
2 ∥eτφu∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥eτφ∇u∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥eτφf2∥L2(Ω) + τ∥eτφF∥L2(Ω)

+τ 3
4 − 1

2d ∥eτφf2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

+ τ
3
2 ∥eτφu∥L2(ω) + τ

3
4 ∥eτφu∥

L
2d

d−2 (ω)

)
, (4.15)
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et

τ
3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ C
(

∥eτφf2∥L2(Ω) + τ∥eτφF∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d ∥eτφf2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

+τ 3
2 ∥eτφu∥L2(ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2 (ω)

)
. (4.16)

Remarque 4.2.3. Les notations 2∗ et 2∗′ proviennent de l’injection de Sobolev H1(Ω) ⊂
L2∗(Ω), avec 2∗ = 2d/(d− 2) et L2∗′(Ω) ⊂ H−1(Ω), avec 2∗′ = 2d/(d+ 2).

Pour obtenir le théorème 4.1.1, nous prouvons la version affinée du théorème 4.2.2, dont
la démonstration sera donnée dans la Section 4.3.

Theorem 4.2.4. Soit d ⩾ 3. Considérons un domaine borné Ω ⊂ Rd, et des sous-ensembles
ouverts non vides ω0 et ω de Ω avec ω0 ⋐ ω ⋐ Ω. Soit φ ∈ C3(Ω) satisfaisant les conditions
(4.11)–(4.12).

Alors, pour tout sous-ensemble compact K de Ω, il existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 (dépendant
seulement de α, β, ∥φ∥C3(Ω), et de la configuration géométrique de Ω, ω, ω0 et K) tels
que pour tout u ∈ H1(Ω) satisfaisant suppu ⊂ K et (4.13) avec (f2, f2∗′ , F = F2 + F2∗′)
satisfaisant

f2 ∈ L2(Ω), f2∗′ ∈ L
2d

d+2 (Ω), F2 ∈ L2(Ω; Cd), et F2∗′ ∈ L
2d

d+2 (Ω; Cd)∩L2(Ω; Cd), (4.17)

nous avons, pour tout τ ⩾ τ0,

τ
3
2 ∥eτφu∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥eτφ∇u∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥eτφf2∥L2(Ω) + τ∥eτφF2∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥eτφF2∗′∥L2(Ω)

+τ 3
4 − 1

2d

(
∥eτφf2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥eτφF2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)

)
+ τ

3
2 ∥eτφu∥H1(ω)

)
, (4.18)

et, pour tout ensemble mesurable E de Ω,

τ
3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
4 + 1

2d min
{

1
τ |E| 1

d

, 1
}(

τ∥eτφu∥L2(E) + ∥eτφ∇u∥L2(E)
)

⩽ C
(

∥eτφf2∥L2(Ω) + τ∥eτφF2∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d

(
∥eτφf2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥eτφF2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)

+∥eτφF2∗′∥L2(Ω)
)

+ τ
3
2 ∥eτφu∥H1(ω)

)
. (4.19)

Remarque 4.2.5. Le théorème 4.2.4 présente plusieurs nouvelles caractéristiques par rap-
port au théorème 4.2.2 :

— L’une des principales différences entre le théorème 4.2.4 et le théorème 4.2.2 est que le
théorème 4.2.4 permet un terme source de la forme div (F2∗′) avec F2∗′ ∈ L

2d
d+2 (Ω; Cd)∩

L2(Ω; Cd), et quantifie l’estimation sur la solution u de (4.13) en fonction de la norme
L

2d
d+2 (Ω; Cd) ∩ L2(Ω; Cd) de F2∗′. Notons que la norme L2(Ω; Cd) de F2∗′ apparaissant

dans les membres de droite de (4.18)–(4.19) apparait avec une puissance du para-
mètre de Carleman qui est strictement inférieure à celle apparaissant pour les normes
L2(Ω; Cd) de F2. En quelque sorte, pour F2∗′, la perte d’ellipticité de l’opérateur de
Laplace conjugué eτφ∆(e−τφ·) apparait dans la norme L

2d
d+2 (Ω; Cd) de F2∗′ et non dans

sa norme L2(Ω; Cd).
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— L’estimation (4.19) présente également une estimation de la norme H1 de u sur des
ensembles mesurables E. Des améliorations similaires apparaissent dans le travail
[Wol92, Section 6]. Notons que ces estimations sont particulièrement pertinentes lorsque
|E| ≲ τ−d, c’est-à-dire sur des sous-ensembles mesurables petits, pour lesquels on ob-
tient de (4.19) une estimation sur τ 7

4 + 1
2d ∥eτφu∥L2(E) + τ

3
4 + 1

2d ∥eτφ∇u∥L2(E). Cette esti-
mation est raisonnable et doit être comparée au terme τ 3

4 + 1
2d ∥eτφu∥

L
2d

d−2 (Ω)
car, d’après

l’estimation de Hölder,

τ
7
4 + 1

2d ∥eτφu∥L2(E) ⩽ τ
3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2 (E)

(τ |E|
1
d ) ≲ τ

3
4 + 1

2d ∥eτφu∥
L

2d
d−2 (Ω)

.

Cependant, notons que pour les grands ensembles E, l’estimation dans (4.19) de la
norme L2 de eτφu est pire que l’estimation donnée par (4.18).

— Concernant les termes d’observation, c’est-à-dire les termes impliquant des normes
sur ω, les estimations (4.18) et (4.19) impliquent la norme H1(ω) de u au lieu de
normes plus faibles comme dans (4.15) et (4.16). En fait, nous l’écrivons pour plus de
commodité, car cela n’aura aucun impact sur le résultat énoncé dans le théorème 4.1.1.

— Dans ce travail, nous nous concentrons sur la dérivation d’estimations locales de Car-
leman (en d’autres termes, nous considérons uniquement des fonctions u à support
compact). Néanmoins, il convient de noter que, suivant la démonstration du théorème
4.2.2 dans [DET23] (en particulier la sous-section 6.4), le théorème 4.2.4 peut être
étendu aux fonctions u ∈ H1(Ω) avec des conditions aux limites de Dirichlet possible-
ment non homogènes.

4.3 Estimations de Carleman améliorées : Preuve du théorème
4.2.4

Cette section est consacrée à la preuve du théorème 4.2.4.
Bien que le théorème 4.2.4 semble assez proche du théorème 4.2.2, il sera nécessaire

de revoir en profondeur la preuve du théorème 4.2.2 donnée dans [DET23] et d’incorporer
certaines modifications en cours de route.

L’étape clé de la preuve du théorème 4.2.2 consiste à démontrer des estimations appro-
priées sur l’inverse d’un opérateur de la forme

∆ − x1

d∑
j=2

λj∂
2
j − 2τ∂1 + τ 2, (4.20)

dans une bande verticale

Ω = (X0, X1) × Rd−1, avec X0 < 0 < X1 et max{|X0|, |X1|} ⩽ 1, (4.21)

où les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈ Rd satisfont λ1 = 0,

∃c0 > 0, ∀x1 ∈ [X0, X1], ∀ξ ∈ Rd,
1
c2

0
|ξ|2 ⩽

d∑
j=1

(1 − x1λj)|ξj|2 ⩽ c2
0|ξ|2, (4.22)

et
0 < m∗ ⩽ min

j∈{2,··· ,d}
λj ⩽ max

j∈{2,··· ,d}
λj ⩽M∗. (4.23)
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Ici, τ ⩾ 1 joue le rôle du paramètre de Carleman, puisque l’opérateur dans (4.20) coincïde
avec

eτx1

∆ − x1

d∑
j=2

λj∂
2
j

 (e−τx1 ·).

Ceci constitue vraiment l’étape principale de la preuve du théorème 4.2.2, car on peut ensuite
utiliser le caractère local des estimations de Carleman pour retrouver le théorème 4.2.2
dans toute sa généralité (voir [DET23] pour plus de détails ; cette stratégie sera brièvement
rappelée dans la Section 4.3.2).

Notre preuve du théorème 4.2.4 suit la même démarche, et l’estimation clé est une
estimation affinée de l’inverse de l’opérateur (4.20) dans une bande, ce qui sera fait dans la
sous-section 4.3.1. Une fois ceci accompli, la preuve du théorème 4.2.4 pourra être déduite
de manière similaire à [DET23] via un processus de localisation adéquat, qui est rapidement
expliqué dans la sous-section 4.3.2 pour la commodité du lecteur.

4.3.1 Étape principale : Estimations de Carleman pour les solutions dans une
bande.

Dans toute cette section, Ω est une bande de la forme (X0, X1) × Rd−1 comme dans
(4.21).

Notre objectif dans cette sous-section est de prouver l’estimation de Carleman suivante,
qui est une version affinée de [DET23, Théorème 2.2].

Theorem 4.3.1. Soit Ω = (X0, X1) × Rd−1 comme dans (4.21), avec d ⩾ 3, et supposons
que les coefficients (λj)j∈{1,··· ,d} ∈ Rd satisfassent λ1 = 0, (4.22) et (4.23). Alors il existe des
constantes C > 0 et τ0 ⩾ 1 dépendant de c0, m∗ et M∗, tous indépendants de X0, X1, tels
que pour tout τ ⩾ τ0, pour tout w ∈ H1(Ω) à support compact dans Ω et satisfaisant

∆w − x1

d∑
j=2

λj∂
2
jw − 2τ∂1w + τ 2w = f2 + f2∗′ + div (F2 + F2∗′), dans Ω, (4.24)

avec

f2 ∈ L2(Ω), f2∗′ ∈ L
2d

d+2 (Ω), F2 ∈ L2(Ω; Cd), et F2∗′ ∈ L
2d

d+2 (Ω; Cd) ∩ L2(Ω; Cd), (4.25)

on a

τ
3
2 ∥w∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥∇w∥L2(Ω)

⩽ C
(

∥f2∥L2(Ω) + τ∥F2∥L2(Ω) + τ
3
4 − 1

2d (∥f2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

+ τ∥F2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

) + τ
1
2 ∥F2∗′∥L2(Ω)

)
,

(4.26)

et, pour tous les sous-ensembles mesurables E de Ω,

τ
3
4 + 1

2d ∥w∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
4 + 1

2d min
{

1
τ |E| 1

d

, 1
}(

τ∥w∥L2(E) + ∥∇w∥L2(E)
)

⩽ C
(

∥f2∥L2(Ω) + τ∥F2∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d

(
∥f2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥F2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)

)
+ τ

3
4 + 1

2d ∥F2∗′∥L2(Ω)

)
.

(4.27)
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La démonstration du théorème 4.3.1 est bien sûr très proche de celle du [DET23, Théo-
rème 2.2], puisque le théorème 4.3.1 est une version améliorée du Théorème 2.2 dans [DET23]
en ce qui concerne les mêmes points que dans la Remarque 4.2.5.

Elle nécessitera plusieurs étapes :
1. Construction d’une paramétrice explicite donnant w résolvant (4.24) en termes des

termes sources (f2, f2∗′ , F = F2 + F2∗′), basée sur [DET23, Proposition 3.1], que nous
rappellerons dans la Sous-sous-section 4.3.1.1.

2. Estimations des opérateurs impliqués dans la paramétrice, qui correspondra également
principalement à celles de la Section 6 de [DET23], que nous rappellerons également.
De nouvelles estimations seront également nécessaires pour obtenir les estimations
complètes du théorème 4.3.1, reposant sur la décomposition de F2∗′ en ses composantes
de basse et haute fréquence, voir la Sous-sous-section 4.3.1.2.

3. Une combinaison appropriée des estimations sur les divers opérateurs impliqués dans
la paramétrice, voir la sous-section 4.3.1.3.

En particulier, nous nous appuierons sur la paramétrice explicite suivant donnant w
comme solution de (4.24) en termes des termes sources (f2, f2∗′ , F = F2 + F2∗′).

4.3.1.1 Une paramétrice explicite

Nous utilisons la paramétrice construite dans le travail [DET23]. Pour ce faire, nous
introduisons la fonction ψ : Ω → R définie comme suit :

ψ(x1, ξ
′) =

√√√√√ d∑
j=2

(1 − x1λj)ξ2
j , x1 ∈ [X0, X1], ξ′ ∈ Rd−1. (4.28)

Selon [DET23, Proposition 3.1], nous avons alors la paramétrice explicite suivante :

Proposition 4.3.2 ([DET23, Proposition 3.1]). Dans le même cadre que le théorème 4.3.1.
Pour tout τ ⩾ 1, si w est à support compact et satisfait (4.24) avec les termes sources
(f2, f2∗′ , F2, F2∗′) comme dans (4.25), alors

w = Kτ,0(f2 + f2∗′) +
d∑
j=1

Kτ,j((F2 + F2∗′) · ej) +Rτ (w), (4.29)

où la famille de vecteurs (ej)j∈{1,··· ,d} est la base canonique de Rd et, en utilisant la transfor-
mée de Fourier partielle, les opérateurs Kτ,j, pour j ∈ {0, · · · , d}, et Rτ sont définis pour f
dépendant de (x1, x

′) ∈ Ω par

K̂τ,jf(x1, ξ
′) =

∫
y1∈(X0,X1)

kτ,j(x1, y1, ξ
′)f̂(y1, ξ

′) dy1, (x1, ξ
′) ∈ Ω, (4.30)

R̂τf(x1, ξ
′) =

∫
y1∈(X0,X1)

rτ (x1, y1, ξ
′)f̂(y1, ξ

′) dy1, (x1, ξ
′) ∈ Ω, (4.31)
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avec des noyaux donnés, pour (x1, y1, ξ
′) ∈ [X0, X1]2 × Rd−1, par

kτ,0(x1, y1, ξ
′) = −1ψ(x1,ξ′)>τ

∫ min{x1,y1}

X0
e

−τ(y1−x1)−
∫ x1

x̃1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ y1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 dx̃1

+ 1ψ(x1,ξ′)⩽τ1y1>x1

∫ y1

x1
e

−τ(y1−x1)+
∫ x̃1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ y1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dy1 dx̃1, (4.32)

kτ,1(x1, y1, ξ
′) = −1ψ(x1,ξ′)⩽τ1y1>x1e

−τ(y1−x1)+
∫ y1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1

+ 1ψ(x1,ξ′)>τ1y1<x1e
τ(x1−y1)−

∫ x1
y1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 + kτ,0(x1, y1, ξ
′)(τ + ψ(y1, ξ

′)),
(4.33)

kτ,j(x1, y1, ξ
′) = iξjkτ,0(x1, y1, ξ

′), j ∈ {2, · · · , d}, (4.34)
rτ (x1, y1, ξ) = kτ,0(x1, y1, ξ

′)∂1ψ(y1, ξ
′). (4.35)

La clé pour prouver la Proposition 4.3.2 est de remarquer que la transformée de Fourier
partielle de l’opérateur dans (4.20) est de la forme

(∂1 − τ)2 −
d∑
j=2

|ξj|2(1 − x1λj) = (∂1 − τ − ψ(x1, ξ
′))(∂1 − τ + ψ(x1, ξ

′)) − ∂1ψ(x1, ξ
′).

Il est alors clair que l’ensemble dans lequel les estimations peuvent se dégénérer est
l’ensemble {(x1, ξ

′) ∈ (X0, X1)×Rd−1, avec ψ(x1, ξ
′) = τ}. En conséquence, il est intéressant

d’utiliser un type d’opérateur de projection Phf,τ sur les composants haute fréquence agissant
sur L2(Ω) et donné en Fourier, pour f ∈ L2(Ω), par la formule

P̂hf,τf(x1, ξ
′) = η

(
ψ(X1, ξ

′)
τ

)
f̂(x1, ξ

′), (x1, ξ
′) ∈ (X0, X1) × Rd−1, (4.36)

où η est une fonction lisse dans C ∞([0,∞),R), prenant la valeur 0 dans [0, 2], prenant la
valeur 1 en dehors de [0, 3], et bornée par 1.

Notons que puisque l’opérateur Phf,τ correspond à une convolution dans la variable x′

avec un noyau L1 x′ 7→ τ d−1η1(τx′) où η1(z′) =
∫

Rd−1 ez
′·ξ′
η(ψ(X1, ξ

′)) dξ′, on peut vérifier à
l’aide d’un simple argument de changement d’échelle que, pour tout p ∈ [1,∞], il existe Cp
tel que pour tout f ∈ Lp(Ω),

∥Phf,τf∥Lp(Ω) ⩽ Cp∥f∥Lp(Ω).

Cet opérateur présente l’avantage de localiser dans les fréquences ξ′ telles que pour tout
x1 ∈ (X0, X1), ψ(x1, ξ

′) ⩾ ψ(X1, ξ
′) ⩾ 2τ , et donc loin de l’ensemble critique {(x1, ξ

′) ∈
(X0, X1) × Rd−1, avec ψ(x1, ξ

′) = τ}. Il est également facile de vérifier qu’il commute avec
tous les opérateurs (Kτ,j)j∈{0,··· ,d} et Rτ .

Cet opérateur peut être utilisé en particulier sur F2∗′ , que nous écrirons comme
F2∗′ = Phf,τF2∗′ + (I − Phf,τ )F2∗′ .

En utilisant les notations F ′
2∗′ pour désigner les dernières d − 1 composantes de F2∗′ et

div ′ pour désigner l’opérateur de divergence sur Rd−1
x′ , il est facile de vérifier que div ′((I −

Phf,τ )F ′
2∗′) appartient à L2(Ω), et ainsi l’identité (4.29) peut être écrite comme

w = Kτ,0(f2 + f2∗′ + div ′((I − Phf,τ )F ′
2∗′)) +Kτ,1((F2 + Phf,τF2∗′) · e1)

+Kτ,1(((I − Phf,τ )F2∗′) · e1) +
d∑
j=2

Kτ,j((F2 + Phf,τF2∗′) · ej) +Rτ (w). (4.37)
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C’est l’une des formules que nous utiliserons par la suite. Notons qu’elle implique tous les
opérateurs Kτ,j et Rτ apparaissant dans la Proposition 4.3.2, de sorte que le théorème 4.3.1
sera dérivé en utilisant les estimations connues sur ces opérateurs obtenues dans [DET23]
et les gains appropriés que nous aurons en considérant comment ces opérateurs agissent à
basse et haute fréquence.

4.3.1.2 Bornes des opérateurs Kτ,j

Notre preuve sera basée sur les estimations pour chacun des opérateurs (Kτ,j)j∈{0,··· ,d}.

Estimations connues. Plusieurs estimations ont déjà été obtenues dans [DET23] (cf Cha-
pitre 3) et sont rappelées ici :

Proposition 4.3.3 (Proposition 3.6.2 dans Chapitre 3). Dans le même cadre que le théo-
rème 4.3.1. Il existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 indépendants de X0, X1 (et dépendant seulement de
c0, m∗ et M∗ dans (4.22) et (4.23)) tels que pour tout τ ⩾ τ0, pour tout f ∈ L

2d
d+2 (Ω),

∥Kτ,0f∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
4 + 1

2d ∥Kτ,0f∥L2(Ω) + ∥∂1K̂τ,0f∥L2(Ω1,τ ) + τ− 1
4 + 1

2d ∥∇′Kτ,0f∥L2(Ω)

⩽ C∥f∥
L

2d
d+2 (Ω)

, (4.38)

et, pour tout f ∈ L2(Ω),

τ
3
4 + 1

2d ∥Kτ,0f∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
2 ∥Kτ,0f∥L2(Ω) + τ∥∂1K̂τ,0f∥L2(Ω1,τ ) + τ

1
2 ∥∇′Kτ,0f∥L2(Ω)

⩽ C∥f∥L2(Ω), (4.39)

avec
Ω1,τ = {(x1, ξ

′) ∈ (X0, X1) × Rd−1, avec ψ(x1, ξ
′) ̸= τ}. (4.40)

Proposition 4.3.4 (Propositions 3.6.7 et 3.6.10 dans Chapitre 3). Dans le même cadre que
le théorème 4.3.1. Il existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 indépendants de X0, X1 (et dépendant seulement
de c0, m∗ et M∗ dans (4.22) et (4.23)) tels que pour tout j ∈ {1, · · · , d}, pour tout τ ⩾ τ0
et pour tout f ∈ L2(Ω),

τ− 1
4 + 1

2d ∥Kτ,jf∥
L

2d
d−2 (Ω)

+τ 1
2 ∥Kτ,jf∥L2(Ω)+∥∂1K̂τ,jf∥L2(Ω1,τ )+τ− 1

2 ∥∇′Kτ,jf∥L2(Ω) ⩽ C∥f∥L2(Ω).

Proposition 4.3.5 (Proposition 3.6.13 dans Chapitre 3). Dans le même cadre que le théo-
rème 4.3.1. Il existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 indépendants de X0, X1 (et dépendant seulement de
c0, m∗ et M∗ dans (4.22) et (4.23)) tels que pour tout τ ⩾ τ0 et pour tout f ∈ H1(Ω),

τ
3
4 + 1

2d ∥Rτf∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
2 ∥Rτf∥L2(Ω) + τ∥∂1R̂τf∥L2(Ω1,τ ) + τ

1
2 ∥∇′Rτ,0f∥L2(Ω) ⩽ C∥∇′f∥L2(Ω).

Il est naturel d’obtenir de meilleures estimations pour les opérateurs (Phf,τKτ,j)j∈{0,··· ,d}
par rapport aux opérateurs (Kτ,j)j∈{0,··· ,d}, puisque l’opérateur de projection haute fréquence
Phf,τ est une projection qui projette sur la partie où l’opérateur conjugué dans (4.20) est
elliptique. Bien que de telles estimations soient connues et plutôt classiques dans le cadre
hilbertien, cela doit être précisé lorsqu’il s’agit d’obtenir des estimations sur ces opérateurs
de Lp(Ω) à Lq(Ω) lorsque p ou q diffèrent de 2 (nous renvoyons à [KT01] pour des estimations
de ce type dans un contexte étroitement lié). C’est précisément notre objectif suivant.
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Estimations pour les hautes fréquences. Nous listons ci-dessous les nouvelles estimations
que nous obtenons pour les opérateurs (Kτ,j)j∈{0,··· ,d} aux hautes fréquences, à comparer avec
celles des Propositions 4.3.3 et 4.3.4. Celles-ci seront démontrées par la suite.

Proposition 4.3.6. Dans le même cadre que le théorème 4.3.1. Il existe C > 0 et τ0 ⩾ 1
indépendants de X0, X1 (et dépendant seulement de c0, m∗ et M∗ dans (4.22) et (4.23)) tels
que pour tout τ ⩾ τ0, pour tout f ∈ L

2d
d+2 (Ω),

τ∥Phf,τKτ,0f∥L2(Ω) + ∥∇Phf,τKτ,0f∥L2(Ω) ⩽ C∥f∥
L

2d
d+2 (Ω)

, (4.41)

et, pour tout f ∈ L2(Ω),

τ∥Phf,τKτ,0f∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ 2∥Phf,τKτ,0f∥L2(Ω) + τ∥∇Phf,τKτ,0f∥L2(Ω) ⩽ C∥f∥L2(Ω). (4.42)

Remarque 4.3.7. Il est intéressant de comparer les estimations dans la Proposition 4.3.6
avec celles de la Proposition 4.3.3. En particulier, on observe que pour les estimations hilber-
tiennes, c’est-à-dire pour la norme L (L2(Ω), H1(Ω)) de PhfKτ,0, les estimations (4.42) sont
meilleures que celles dans (4.39) pour Kτ,0 par un facteur τ 1

2 . Cette amélioration est plus
faible pour les estimations dans les normes L (H1(Ω), L

2d
d−2 (Ω)) et L (L

2d
d+2 (Ω), H1(Ω)) de

PhfKτ,0, mais reste meilleure d’un facteur τ 1
4 − 1

2d par rapport aux normes L (H1(Ω), L
2d

d−2 (Ω))
et L (L

2d
d+2 (Ω), H1(Ω)) de Kτ,0.

Proposition 4.3.8. Dans le même cadre que le théorème 4.3.1. Il existe C > 0 et τ0 ⩾ 1
indépendants de X0, X1 (et dépendant seulement de c0, m∗ et M∗ dans (4.22) et (4.23)),
tels que pour tout j ∈ {1, · · · , d}, pour tout τ ⩾ τ0 et pour tout f ∈ L2(Ω),

∥Phf,τKτ,jf∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ∥Phf,τKτ,jf∥L2(Ω) + ∥∇Phf,τKτ,jf∥L2(Ω) ⩽ C∥f∥L2(Ω). (4.43)

Remarque 4.3.9. Ici encore, comme dans la remarque 4.3.7, en comparant les estimations
dans la Proposition 4.3.8 avec celles de la Proposition 4.3.4, nous voyons que, pour j ⩾ 1, il
y a encore un gain d’un facteur τ 1

4 − 1
2d lorsqu’on considère la norme L (L2(Ω), L

2d
d−2 (Ω)) de

l’opérateur Phf,τKτ,j par rapport à la norme de Kτ,j, et un facteur τ 1
2 lorsqu’on considère

les normes L (L2(Ω), H1(Ω)).

Avant de passer aux démonstrations des Propositions 4.3.6 et 4.3.8, nous soulignons que
chaque opérateurKτ,j pour j ∈ {0, · · · , d} est un opérateur de multiplication de Fourier dans
la variable verticale. Nous pouvons donc utiliser le Théorème de Restriction de Stein-Tomas
[Tom75] pour estimer leur comportement en tant qu’opérateur de Lp(Rd−1) à Lq(Rd−1)
pour certaines valeurs de p et q. Cette approche a été utilisée pour montrer, par exemple, la
Proposition 3.6.2 avec une paramétrisation appropriée de l’espace de phase ξ′ ∈ Rd−1 comme
ξ′ 7→ (ψ(a, ξ′), ξ′/ψ(a, ξ′)) pour ψ comme dans (4.28) et a ∈ [X0, X1] adapté aux noyaux
apparaissant dans la Proposition 4.3.2. Les détails complets se trouvent dans Section 3.5 du
chapitre 3.

Démonstration de la Proposition 4.3.6. Compte tenu des résultats de la Proposition 3.5.4,
nous estimons d’abord les normes pondérées de kτ,0(x1, y1, ·) pour x1 et y1 dans [X0, X1]
(voir la définition de kτ,0 dans (4.32)). Nous identifions également ξ′ ∈ Rd−1 avec les paires
(λ, ω′) ∈ R+ × Σx1 , où Σx1 = {ω′ ∈ Rd−1, ψ(x1, ω

′) = 1}, par la formule ξ′ = λω′, ou
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équivalent, λ = ψ(x1, ξ
′) et ω′ = ξ′/ψ(x1, ξ

′). Avec un léger abus de notation, nous notons kτ,0
de manière similaire qu’il soit écrit en termes de ξ′ ∈ Rd−1 ou en termes de (λ, ω′) ∈ R+×Σx1 .

D’après [DET23, Lemme 6.4], il existe une constante C > 0 telle que pour tout τ ⩾ 1,
λ > τ , et tous x1, y1 ∈ [X0, X1], nous avons

∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ⩽


C

λ
e−(λ−τ)|x1−y1|−λ(x1−y1)2/C1 , si y1 < x1,

C

λ
e−(λ/C+τ)|y1−x1|, si y1 > x1.

(4.44)

En raisonnant comme dans [DET23, Lemme 6.6], nous déduisons

(∫ ∞

2τ
∥kτ,0(x1, y1, λ, .)∥2

L∞(Σx1 ) λ
1− 2

d dλ
) 1

2
⩽ Ce−τ |y1−x1|τ− 1

d . (4.45)

En conséquence, en utilisant la Proposition 3.5.4, l’inégalité de Young et le fait que pour
tout x1 ∈ [X0, X1], λ = ψ(x1, ξ

′) ⩾ ψ(X1, ξ
′) ⩾ 2τ en raison de (4.23), nous avons, pour

f ∈ L
2d

d+2 (Ω) et τ ⩾ 1,

∥Phf,τKτ,0f∥L2(Ω) ⩽
∥∥∥∥∥Phf,τKτ,0f(x1, ·)∥L2

x′ (Rd−1)

∥∥∥∥
L2

x1 (X0,X1)

⩽

∥∥∥∥∥∥
∫ X1

X0

(∫ ∞

2τ
∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥2

L∞(Σx1 )λ
1− 2

d dλ
) 1

2
∥f(y1, ·)∥

L
2d

d+2
y′ (Rd−1)

dy1

∥∥∥∥∥∥
L2

x1 (X0,X1)

⩽ C

∥∥∥∥∥∥
(
y1 7→ e−τ |y1|τ− 1

d

)
⋆y1 ∥f(y1, ·)∥

L
2d

d+2
y′ (Rd−1)

∥∥∥∥∥∥
L2

x1 (X0,X1)

⩽ C
∥∥∥y1 7→ e−τ |y1|τ− 1

d

∥∥∥
L

d
d−1 (R)

∥∥∥∥∥∥∥f(y1, ·)∥
L

2d
d+2
y′ (Rd−1)

∥∥∥∥∥∥
L

2d
d+2
y1 (X0,X1)

= Cτ−1 ∥f∥
L

2d
d+2 (Ω)

.

(4.46)

De même, nous obtenons que pour tout f ∈ L2(Ω) et τ ⩾ 1,

∥Phf,τKτ,0f∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ Cτ−1 ∥f∥L2(Ω) . (4.47)

De même, en argumentant comme dans [DET23, Lemme 6.6], nous obtenons

(∫ ∞

2τ
∥λω′kτ,0(x1, y1, λ, ω

′)∥2
L∞

ω′ (Σx1 ) λ
1− 2

d dλ
) 1

2
⩽ C|y1 − x1|−1+ 1

d . (4.48)

En utilisant la Proposition 3.5.4, le théorème de Hardy-Littlewood-Sobolev en 1-d, nous
obtenons alors, pour tout f ∈ L

2d
d+2 (Ω) et τ ⩾ 1,
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∥∇′Phf,τKτ,0f∥L2(Ω) ⩽
∥∥∥∥∥∇′Phf,τKτ,0f(x1, ·)∥L2

x′ (Rd−1)

∥∥∥∥
L2

x1 (X0,X1)

⩽

∥∥∥∥∥∥
∫ X1

X0

(∫ ∞

2τ
∥λkτ,0(x1, y1, λ, ·)∥2

L∞(Σx1 )λ
1− 2

d dλ
) 1

2
∥f(y1, ·)∥

L
2d

d+2
y′ (Rd−1)

dy1

∥∥∥∥∥∥
L2

x1 (X0,X1)

⩽ C

∥∥∥∥∥∥
(
y1 7→ |y1|−1+ 1

d

)
⋆y1 ∥f(y1, ·)∥

L
2d

d+2
y′

(Rd−1)
∥∥∥∥∥∥
L2

x1 (X0,X1)

⩽ C

∥∥∥∥∥∥∥f(y1, ·)∥
L

2d
d+2
y′ (Rd−1)

∥∥∥∥∥∥
L

2d
d+2
y1 (X0,X1)

= C ∥f∥
L

2d
d+2 (Ω)

. (4.49)

Nous concluons l’estimation (4.41) en combinant (4.46), (4.49) et (4.38) pour l’estimation
de ∂1Phf,τKτ,0f pour f ∈ L

2d
d+2 (Ω).

Pour conclure (4.42), en considération de (4.47), nous avons seulement besoin d’estimer
les normes L (L2(Ω)) et L (L2(Ω), H1(Ω)) de Phf,τKτ,0. Celles-ci sont plus simples car l’es-
timation (4.44) indique qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout τ ⩾ 1, λ > 2τ ,
et tous x1, y1 ∈ [X0, X1], nous avons

(τ + λ)∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ⩽ Ce−τ |x1−y1| (4.50)

Nous obtenons alors immédiatement, par l’inégalité de Young, que pour f ∈ L2(Ω) et τ ⩾ 1,

τ∥Phf,τKτ,0f∥L2(Ω) + ∥∇′Phf,τKτ,0f∥L2(Ω)

⩽ τ
∥∥∥∥∥Phf,τKτ,0f(x1, ·)∥L2

x′ (Rd−1)

∥∥∥∥
L2

x1 (X0,X1)
+
∥∥∥∥∥∇′Phf,τKτ,0f(x1, ·)∥L2

x′ (Rd−1)

∥∥∥∥
L2

x1 (X0,X1)

⩽ C

∥∥∥∥∥
∫ X1

X0
e−τ |x1−y1| ∥f(y1, ·)∥L2

y′ (Rd−1) dy1

∥∥∥∥∥
L2

x1 (X0,X1)
⩽ Cτ−1 ∥f∥L2(Ω) . (4.51)

Cette estimation, ainsi que (4.47) et l’estimation (4.39) pour l’estimation de ∂1Phf,τKτ,0f
pour f ∈ L2(Ω), donne l’estimation (4.42).

Démonstration de la Proposition 4.3.8. Nous ne faisons qu’esquisser la preuve de la Propo-
sition 4.3.8 car elle repose sur des arguments similaires à ceux utilisés dans la preuve de la
Proposition 4.3.6.

Expliquons les principales étapes pour obtenir l’estimation (4.43). En utilisant [DET23,
Lemma 6.8], nous obtenons une constante C > 0 indépendante de X0, X1 (et ne dépendant
que de c0, m∗ et M∗ dans (4.22) et (4.23)), telle que pour tout x1 et y1 dans [X0, X1], pour
tout τ ⩾ 1, et λ > 0,

∥kτ,1(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ⩽ Ce−|τ−λ||y1−x1|−λ(y1−x1)2/C + C(τ + λ)∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ).
(4.52)

et, pour j ∈ {2, · · · , d},

∥kτ,j(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ⩽ Cλ∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ). (4.53)
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L’estimation (4.48) permet alors de démontrer l’existence d’une constante C > 0 telle
que pour tout τ ⩾ 1, j ∈ {2, · · · , d}, et tous x1, y1 ∈ [X0, X1],(∫ ∞

2τ
∥kτ,j(x1, y1, λ, .)∥2

L∞(Σx1 ) λ
1− 2

d dλ
) 1

2
⩽ C|y1 − x1|−1+ 1

d . (4.54)

De manière similaire, on peut déduire de (4.52) que cela est également valable pour j = 1.
En utilisant la Proposition 3.5.4 et le théorème de Hardy-Littlewood-Sobolev, nous en

déduisons qu’il existe C > 0 tel que pour tout j ∈ {1, · · · , d}, pour tout τ ⩾ 1 et pour tout
f ∈ L2(Ω),

∥Phf,τKτ,jf∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ C∥f∥L2(Ω).

Les estimations sur les normes L (L2(Ω)) de Phf,τKτ,j et ∇′Phf,τKτ,j peuvent être réa-
lisées plus facilement et sont laissées au lecteur, et la norme L (L2(Ω)) de ∂1Phf,τKτ,j suit
de la Proposition 4.3.4.

Estimations à basse fréquence. Dans nos arguments qui suivent, nous devrons également
comprendre le comportement de l’opérateur (I − Phf,τ )Kτ,1 et montrer comment il agit sur
L

2d
d+2 (Ω) :

Proposition 4.3.10. Dans le cadre du théorème 4.3.1. Il existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 indépen-
dants de X0, X1 (et ne dépendant que de c0, m∗ et M∗ dans (4.22) et (4.23)) tels que pour
tout τ ⩾ τ0 et pour tout f ∈ L

2d
d+2 (Ω),

∥(I − Phf,τ )Kτ,1f∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
4 + 1

2d ∥(I − Phf,τ )Kτ,1f∥L2(Ω)

+ ∥∂1 ̂(I − Phf,τ )Kτ,1f∥L2(Ω1,τ ) + τ− 1
4 + 1

2d ∥∇′(I − Phf,τ )Kτ,1f∥L2(Ω) ⩽ Cτ∥f∥
L

2d
d+2 (Ω)

, (4.55)

où Ω1,τ est l’ensemble défini dans (4.40).

Démonstration. De manière similaire aux preuves précédentes, nous utiliserons des bornes
appropriées sur le noyau kτ,1. Notamment, nous utiliserons la borne (4.52), la borne (4.44)
et la borne suivante, obtenue dans [DET23, Lemma 6.4] : Il existe des constantes C > 0
et C1 > 0 indépendantes de X0, X1 (et ne dépendant que de c0, m∗ et M∗ dans (4.22) et
(4.23)) telles que pour tout x1 et y1 dans [X0, X1], pour tout τ ⩾ 1, et λ ⩽ τ , le noyau kτ,0
défini dans (4.32) satisfait

∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ⩽


C|y1 − x1|e−τ |y1−x1|, si λ|y1 − x1| ⩽ 1,
C

λ
e−(τ−λ)|y1−x1|−λ(y1−x1)2/C1 , si λ|y1 − x1| ⩾ 1.

(4.56)

En suivant [DET23, Lemma 6.9], nous pouvons alors obtenir qu’il existe une constante
C > 0 indépendante de X0, X1 (et ne dépendant que de c0, m∗ et M∗ dans (4.22) et (4.23))
telle que pour tout x1 et y1 dans [X0, X1], pour tout τ ⩾ 1,

(∫
λ>0

∥kτ,1(x1, y1, λ, ·)∥2
L∞(Σx1 ) λ

1− 2
d dλ

) 1
2
⩽ C

1
|x1 − y1|1− 1

d

+ k̃τ,1(x1 − y1), (4.57)

avec k̃τ,1 ∈ L
d

d−1 (R) et ∥k̃τ,1∥
L

d
d−1 (R)

⩽ Cτ
1
4 − 1

2d .
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En utilisant ensuite la Proposition 3.5.4, le théorème de Hardy-Littlewood-Sobolev et
l’inégalité de Young, nous déduisons que la norme L (L

2d
d+2 (Ω), L2(Ω)) de (I−Phf,τ )Kτ,1 est

bornée par Cτ 1
4 − 1

2d .
Pour obtenir une borne sur la norme L (L

2d
d+2 (Ω), L

2d
d−2 (Ω)) de (I−Phf,τ )Kτ,1 (rappelons

que I − Phf,τ se localise à la fréquence ξ′ telle que ψ(X1, ξ
′) ⩽ 3τ), nous montrons d’abord

qu’il existe une constante C > 0, telle que pour tout x1 et y1 dans [X0, X1], pour tout τ ⩾ 1,

∫ 3c1τ

0
∥kτ,1(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 )λ

1− 2
d dλ

⩽ C
∫ 3c1τ

0
e−|τ−λ||y1−x1|−λ(y1−x1)2/Cλ1− 2

d dλ+ τC
∫ 3c1τ

0
∥kτ,0(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 )λ

1− 2
d dλ

⩽ Cτ |x1 − y1|−1+ 2
d ,

où nous avons utilisé [DET23, Lemma 6.6] pour borner le second terme à droite et c1 est
défini par

c1 = sup
x1∈[X0,X1]

sup{ψ(x1, ξ
′), t.q. ψ(X1, ξ

′) = 1}.

En utilisant ensuite la Proposition 3.5.4 et le théorème de Hardy-Littlewood-Sobolev, la
norme L (L

2d
d+2 (Ω), L

2d
d−2 (Ω)) de (I − Phf,τ )Kτ,1 est bornée par Cτ .

Pour l’estimation de la norme L (L
2d

d+2 (Ω), L
2d

d−2 (Ω)) de ∇′(I−Phf,τ )Kτ,1, le point crucial
est de prouver qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout x1, y1 ∈ [X0, X1], et pour
tout τ ⩾ 1,

(∫ 3c1τ

0
∥λω′kτ,1(x1, y1, λ, ω

′)∥2
L∞

ω′ (Σx1 ) λ
1− 2

d dλ
) 1

2
⩽ Cτ

5
4 − 1

2d |x1 − y1|−1+ 1
d . (4.58)

En utilisant encore une fois la Proposition 3.5.4 et l’inégalité de Hardy-Littlewood-
Sobolev, la norme L (L

2d
d+2 (Ω), L

2d
d−2 (Ω)) de ∇′(I − Phf,τ )Kτ,1 est bornée par τ 5

4 − 1
2d .

Pour prouver l’inégalité (4.58), nous utilisons [DET23, Lemma 6.8]. En utilisant (4.52),
nous pouvons borner le terme sur le côté gauche comme suit

C
(∫ 3c1τ

0
e−|τ−λ||y1−x1|−λ(y1−x1)2/Cλ3− 2

d dλ
) 1

2
+ Cτ

(∫ 3c1τ

0
∥λω′kτ,0(x1, y1, λ, ω

′)∥2
L∞

ω′ (Σx1 )λ
1− 2

d dλ
) 1

2
.

Puis, en utilisant [DET23, Lemma 6.6], nous obtenons l’estimation souhaitée sur le se-
cond terme. Un calcul simple donne la même borne sur le premier terme.

Pour estimer la norme L (L
2d

d+2 (Ω), L
2d

d−2 (Ω)) de ∂1(I − Phf,τ )Kτ,1, c’est plus technique.
Tout d’abord, nous rappelons que le noyau de l’opérateur ∂1Kτ,1, noté par kτ,1,∂1 , prend la
forme suivante : pour tout (x1, ξ

′) ∈ Ω1,τ et tout y1 ∈ (X0, X1),

kτ,1,∂1(x1, y1, ξ
′) = −1ψ(x1,ξ′)⩽τ1y1>x1(τ − ψ(x1, ξ

′))e−τ(y1−x1)+
∫ y1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1

+ 1τ<ψ(x1,ξ′)1y1<x1(τ − ψ(x1, ξ
′))eτ(x1−y1)−

∫ x1
y1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1

+ kτ,0,∂1(x1, y1, ξ
′)(τ + ψ(y1, ξ

′)), (4.59)
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où kτ,0,∂1 est défini pour x1, y1 dans [X0, X1] et ξ′ ∈ Rd−1, par

kτ,0,∂1(x1, y1, ξ
′) = −1x1<y1e

−τ(y1−x1)−
∫ y1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1

− 1ψ(x1,ξ′)>τ (τ − ψ(x1, ξ
′))
∫ min{x1,y1}

X0
e

−τ(y1−x1)−
∫ x1

x̃1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ y1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 dx̃1

+ 1ψ(x1,ξ′)⩽τ1x1<y1(τ − ψ(x1, ξ
′))
∫ y1

x1
e

−τ(y1−x1)+
∫ x̃1

x1
ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1−

∫ y1
x̃1

ψ(ỹ1,ξ′) dỹ1 dx̃1.

Le noyau de ∂1(I − Phf,τ )Kτ,1, noté par kτ,1,∂1,ℓf , est alors donné en Fourier par

kτ,1,∂1,ℓf (x1, y1, ξ
′) =

(
1 − η

(
ψ(X1, ξ

′)
τ

))
kτ,1,∂1(x1, y1, ξ

′). (4.60)

Un calcul fastidieux (similaire à ceux de [DET23, Section 6]) montre alors qu’il existe
une constante C > 0 indépendante de X0 et X1, telle que pour tout x1 et y1 dans [X0, X1],
pour tout τ ⩾ 1, et 0 < λ < 3c1τ ,

∥kτ,1,∂1,ℓf (x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 ) ⩽ Cτ
(
e−|τ−λ||y1−x1|−λ(y1−x1)2/C + ∥kτ,0,∂1(x1, y1, λ, ·)∥L∞(Σx1 )

)
.

En conséquence, en utilisant [DET23, Lemma 6.6] pour borner le second terme sur le
membre de droite de la dernière inégalité, nous pouvons prouver

(∫ 3c1τ

0
∥kτ,1,∂1(x1, y1, λ, ·)∥2

L∞(Σx1 ) λ
1− 2

d dλ
) 1

2
⩽ Cτ |x1 − y1|−1+ 1

d . (4.61)

L’utilisation de l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev montre alors que la norme
L (L

2d
d+2 (Ω), L

2d
d−2 (Ω)) de ∂1(I − Phf,τ )Kτ,1 est bornée par Cτ . Cela conclut la preuve de la

Proposition 4.3.10.

4.3.1.3 Preuve du théorème 4.3.1

Avec les diverses estimations établies dans les propositions présentées dans la sous-section
précédente, nous sommes maintenant en mesure de prouver le théorème 4.3.1, c’est-à-dire
les estimations de Carleman dans la bande.

Démonstration du théorème 4.3.1. En utilisant la Proposition 4.3.2, si w est à support com-
pact et satisfait (4.24) pour certains termes sources (f2, f2∗′ , F2, F2∗′) comme dans (4.25),
alors

w = Kτ,0(f2 + f2∗′) +
d∑
j=1

Kτ,j((F2 + F2∗′) · ej) +Rτ (w).

Rappelons que l’opérateur Phf,τ commute avec tous les opérateurs (Kτ,j)j∈{0,··· ,d} et Rτ .
En conséquence, la partie haute fréquence de whf,τ = Phf,τw satisfait

whf,τ = Phf,τKτ,0(f2 + f2∗′) +
d∑
j=1

Phf,τKτ,j((F2 + F2∗′) · ej) +Rτ (whf,τ ).
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En utilisant les diverses estimations des Propositions 4.3.6, 4.3.8, et 4.3.5, à haute fréquence,
nous obtenons

τ
3
2 ∥whf,τ∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥∇whf,τ∥L2(Ω)

⩽ C
(
τ−1/2∥f2∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥f2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ

1
2 ∥F2 + F2∗′∥L2(Ω)

)
+ C∥∇′whf,τ∥L2(Ω), (4.62)

et nous avons également (en utilisant aussi (4.38) et le fait que)

τ
3
4 + 1

2d ∥whf,τ∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ C
(
τ− 1

4 + 1
2d ∥f2∥L2(Ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥f2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

+ τ
3
4 + 1

2d ∥F2 + F2∗′∥L2(Ω)

)
+C∥∇′whf,τ∥L2(Ω).

(4.63)
En conséquence, il existe un τ0 > 0 tel que pour tout τ ⩾ τ0,

τ
3
2 ∥whf,τ∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥∇whf,τ∥L2(Ω)

⩽ C
(
τ−1/2∥f2∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥f2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ

1
2 ∥F2 + F2∗′∥L2(Ω)

)
, (4.64)

et donc

τ
3
4 + 1

2d ∥whf,τ∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ C
(
τ− 1

4 + 1
2d ∥f2∥L2(Ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥f2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

+ τ
3
4 + 1

2d ∥F2 + F2∗′∥L2(Ω)

)
.

(4.65)

Nous définissons alors la partie basse fréquence wℓf,τ = (I − Phf,τ )w de w : En utilisant
(4.37), nous obtenons

wℓf,τ = Kτ,0((I − Phf,τ )(f2 + f2∗′) + div ′((I − Phf,τ )F ′
2∗′)) +Kτ,1((I − Phf,τ )F2 · e1)

+ (I − Phf,τ )Kτ,1(F2∗′ · e1) +
d∑
j=2

Kτ,j((I − Phf,τ )F2 · ej) +Rτ (wℓf,τ ).

En appliquant l’inégalité de Bernstein (voir, par exemple, [BCD11, Lemma 2.1.]), nous
obtenons que div ′((I − Phf,τ )F ′

2∗′) appartient à L
2d

d+2 (Ω) et

∥div ′((I − Phf,τ )F ′
2∗′)∥

L
2d

d+2 (Ω)
⩽ Cτ∥F2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
.

Nous utilisons alors les Propositions 4.3.3, 4.3.4, 4.3.5, et 4.3.10 pour obtenir

τ
3
2 ∥wℓf,τ∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥∇wℓf,τ∥L2(Ω)

⩽ C
(

∥f2∥L2(Ω) + τ∥F2∥L2(Ω) + τ
3
4 − 1

2d

(
∥f2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥F2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)

))
+C∥∇′wℓf,τ∥L2(Ω),

(4.66)
et

τ
3
4 + 1

2d ∥wℓf,τ∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ C
(

∥f2∥L2(Ω) + τ∥F2∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d

(
∥f2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥F2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)

))
+C∥∇′wℓf,τ∥L2(Ω).

(4.67)
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Comme précédemment, nous pouvons alors absorber le terme ∥∇′wℓf,τ∥L2(Ω) dans le
membre de droite de (4.66) en choisissant τ suffisamment grand : En prenant τ0 ⩾ 1 plus
grand si nécessaire, nous avons, pour τ ⩾ τ0,

τ
3
2 ∥wℓf,τ∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥∇wℓf,τ∥L2(Ω)

⩽ C
(

∥f2∥L2(Ω) + τ∥F2∥L2(Ω) + τ
3
4 − 1

2d

(
∥f2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥F2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)

))
, (4.68)

et, en conséquence,

τ
3
4 + 1

2d ∥wℓf,τ∥
L

2d
d−2 (Ω)

⩽ C
(

∥f2∥L2(Ω) + τ∥F2∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d

(
∥f2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥F2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)

))
.

(4.69)
En combinant les estimations (4.64) et (4.68), nous déduisons l’estimation de Carleman

(4.26). De même, en combinant les estimations (4.65) et (4.69), nous déduisons l’estimation
de Carleman (4.27) à l’exception des estimations localisées sur l’ensemble E.

Pour finaliser la preuve de (4.27), nous nous concentrons donc sur les estimations loca-
lisées au sein du sous-ensemble E ⊂ Ω. Pour ce faire, d’une part, à basses fréquences, nous
utilisons les estimations de Hölder et de Bernstein :

τ∥wℓf,τ∥L2(E) + ∥∇′wℓf,τ∥L2(E) ⩽ |E|
1
d

(
τ∥wℓf,τ∥

L
2d

d−2 (E)
+ ∥∇′wℓf,τ∥

L
2d

d−2 (E)

)
⩽ C|E|

1
d τ∥wℓf,τ∥

L
2d

d−2 (Ω)
.

En conséquence, en multipliant l’estimation ci-dessus par τ 3
4 + 1

2d et en utilisant (4.69), nous
déduisons

τ
3
4 + 1

2d

(
τ∥wℓf,τ∥L2(E) + ∥∇′wℓf,τ∥L2(E)

)
⩽ C|E|

1
d τ
(
∥f2∥L2(Ω) + τ∥F2∥L2(Ω)

+τ 3
4 + 1

2d (∥f2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

+ τ∥F2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

)
)
.

D’autre part, les estimations (4.64) donnent

τ
3
4 + 1

2d

(
τ∥whf,τ∥L2(E) + ∥∇′whf,τ∥L2(E)

)
⩽ τ

3
4 + 1

2d

(
τ∥whf,τ∥L2(Ω) + ∥∇′whf,τ∥L2(Ω)

)
⩽ C

(
τ− 1

4 + 1
2d ∥f2∥L2(Ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥F2 + F2∗′∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d ∥f2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

)
.

Enfin, sur la base des Propositions 4.3.3–4.3.5, nous pouvons déduire l’estimation sui-
vante pour le terme ∂1w :

τ
3
4 + 1

2d ∥∂1w∥L2(E) ⩽ τ
3
4 + 1

2d ∥∂1w∥L2(Ω)

⩽ C
(
τ− 1

4 + 1
2d ∥f2∥L2(Ω) + τ

3
4 + 1

2d ∥F2 + F2∗′∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d ∥f2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

)
.

En combinant les trois dernières estimations, nous concluons que

τ
3
4 + 1

2d min
{

1
τ |E| 1

d

, 1
}(

τ∥w∥L2(E) + ∥∇w∥L2(E)
)

⩽ C
(

∥f2∥L2(Ω) + τ∥F2∥L2(Ω) + τ
3
4 + 1

2d

(
∥f2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥F2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)

)
+ τ

3
4 + 1

2d ∥F2∗′∥L2(Ω)

)
,

et la preuve du théorème 4.3.1 est ainsi complétée.
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4.3.2 Preuve du théorème 4.2.4

L’objectif de cette section est de déduire le théorème 4.2.4 dans le cas d’une géométrie
générale à partir du théorème 4.3.1 qui ne considère que le cas d’une bande.

Pour ce faire, nous nous appuyons sur deux étapes principales :
— Un processus de localisation, qui permet, par un changement de variables approprié,

d’utiliser le théorème 4.3.1 pour déduire une estimation locale de Carleman.
— Un argument de raccordement pour assembler ces estimations locales.

C’est la stratégie utilisée dans [DET23, Section 7]. Nous ne faisons qu’en esquisser les grandes
lignes ci-dessous pour la commodité du lecteur, car celle-ci n’implique aucune difficulté
nouvelle par rapport à [DET23].

4.3.2.1 Estimations locales de Carleman

Pour τ ⩾ 1, nous introduisons

w = eτφu, f̃2 := eτφ(f2−τ∇φ·F ), f̃2∗′ := eτφf2∗′ , F̃ = F̃2+F̃2∗′ := eτφF2+eτφF2∗′ ,

de telle sorte que la fonction u résout (4.13) si et seulement si w résout

∆w − 2τ∇φ · ∇w + τ 2|∇φ|2w − τ∆φw = f̃2 + f̃2∗′ + div (F̃ ) dans Ω, (4.70)

Nous introduisons maintenant une version locale de (4.70). À savoir, pour x0 ∈ Ω \ ω, nous
introduisons ηx0(x) une fonction de coupure définie par

ηx0(x) = η(τ 1
3 (x− x0)), x ∈ Rd, (4.71)

où η est une fonction radiale lisse non négative (dans C ∞
c (Rd)) telle que η(ρ) = 1 pour

|ρ| ⩽ 1/2 et s’annule en dehors de la boule unité. Nous posons

wx0(x) = ηx0(x)w(x), x ∈ Ω,

qui résout

∆wx0 − 2τ∇φ · ∇wx0 + τ 2|∇φ|2wx0 = f2,x0 + f2∗′,x0 + div (Fx0), dans Ω, (4.72)

où

f2,x0 = ηx0 f̃2 − ∇ηx0 · F̃2 + τ∆φwx0 + 2∇ηx0 · ∇w + ∆ηx0w − 2τ∇φ · ∇ηx0w, (4.73)
f2∗′,x0 = ηx0 f̃2∗′ − ∇ηx0 · F̃2∗′ , Fx0 = ηx0F̃ . (4.74)

Rappelons que u est supposé être à support compact dans un certain ensemble compact
K, tel que K ⋐ Ω. En conséquence, il existe ε > 0 tel que Kε = {x ∈ Rd, d(x,K) ⩽ ε} est
un sous-ensemble de Ω.

Nous dérivons alors le lemme suivant, dont la preuve est similaire à celle dans [DET23,
Lemme 7.1].

Lemma 4.3.11. Il existe des constantes C > 0 et τ0 ⩾ 1 (dépendant seulement de α, β,
∥φ∥C3(Ω), K, ω et Ω) telles que pour tout τ ⩾ τ0, pour tout x0 ∈ Kε \ ω0, et pour tous
(f2,x0 , f2∗′,x0 , Fx0 = F2,x0 + F2∗′,x0) satisfaisant

f2,x0 ∈ L2(Ω), f2∗′,x0 ∈ L
2d

d+2 (Ω), F2,x0 ∈ L2(Ω; Cd), et F2∗′,x0 ∈ L
2d

d+2 (Ω; Cd) ∩ L2(Ω; Cd),
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and wx0 satisfying (4.72) and supported in Bx0(τ− 1
3 ), we have

τ
3
2 ∥wx0∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥∇wx0∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥f2,x0∥L2(Ω) + τ∥F2,x0∥L2(Ω)

+τ 3
4 − 1

2d

(
∥f2∗′,x0∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥F2∗′,x0∥

L
2d

d+2 (Ω)

)
+ τ

1
2 ∥F2∗′,x0∥L2(Ω)

)
, (4.75)

et, pour tous les ensembles mesurables E de Ω,

τ
3
4 + 1

2d ∥wx0∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
4 + 1

2d min
{

1
τ |E| 1

d

, 1
}(

τ∥wx0∥L2(E) + ∥∇wx0∥L2(E)
)

+ τ
3
2 ∥wx0∥L2(Ω) + τ

1
2 ∥∇wx0∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥f2,x0∥L2(Ω) + τ∥F2,x0∥L2(Ω)

+τ 3
4 + 1

2d

(
∥f2∗′,x0∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥F2∗′,x0∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ ∥F2∗′,x0∥L2(Ω)

))
. (4.76)

Esquisse de la preuve. L’idée principale est de construire un changement de coordonnées
approprié qui permet d’écrire l’équation (4.72) sous la forme (4.24) à quelques termes d’ordre
inférieur près qui peuvent être gérés en utilisant les propriétés de localisation de wx0 .

Pour x0 ∈ Kε \ ω0, nous introduisons L1 ∈ Rd et A1 ∈ Rd×d comme suit :

L1 = ∇φ(x0) ∈ Rd, A1 = Hessφ(x0) ∈ Rd×d.

La forme bilinéaire
ξ ∈ Rd 7→ (Hessφ(x0))ξ · ξ

est symétrique sur Rd et sur Span {L1}⊥. En conséquence, il existe une famille de vecteurs
orthogonaux (Lj)j∈{2,··· ,d} de Span {L1}⊥ qui diagonalise cette forme, que nous normalisons
de sorte que pour tout j ∈ {2, · · · , d}, |Lj| = |L1|. Puisque la famille (Lj)j∈{2,··· ,d} de
Span {L1}⊥ diagonalise la forme ξ 7→ (Hessφ(x0))ξ · ξ dans Span {L1}⊥, pour tout j ∈
{2, · · · , d}, il existe αj et µj dans R tels que

(Hessφ(x0))Lj = µjLj + αjL1, j ∈ {2, · · · , d}.

Remarque : par la symétrie de Hessφ(x0), nous avons alors nécessairement

(Hessφ(x0))L1 = µ1L1 +
∑
k⩾2

αkLk,

où
µ1 = 1

|L1|2
(Hessφ(x0))L1 · L1 = 1

|∇φ(x0)|2
(Hessφ(x0))∇φ(x0) · ∇φ(x0).

Pour j ∈ {2, · · · , d}, nous introduisons alors la matrice autosymétrique Aj ∈ Rd×d définie
par 

AjL1 = −αjL1 − µjLj,
AjLk = αkLj − αjLk, si k ∈ {2, · · · , d} \ {j},
AjLj = −µjL1 +

∑
k⩾2

αkLk.

(Il est facile de vérifier que chaque matrice Aj définie de cette manière est bien symé-
trique.)
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Nous définissons alors le changement de coordonnées suivant pour x dans un voisinage
de x0 :

y1(x) = φ(x) − φ(x0),

yj(x) = Lj · (x− x0) + 1
2Aj(x− x0) · (x− x0) pour j ∈ {2, · · · , d}.

Par construction, il existe un voisinage, dont la taille dépend uniquement de la norme
C2 de φ, tel que x 7→ y(x) est un difféomorphisme local entre un voisinage V de x0 dans
Ω \ ω et un voisinage de 0, que nous appelons Ωy.

Pour τ suffisamment grand, nous pouvons nous assurer que la boule de centre x0 et
de rayon τ− 1

3 , lorsqu’elle est intersectée avec Ω, est incluse dans un ensemble sur lequel
x 7→ y(x) est un difféomorphisme, et son image est incluse dans une boule B0(Cτ− 1

3 ).
Ainsi, pour wx0 résolvant (4.72), nous posons

w̌(y) = wx0(x) pour y = y(x),

Des calculs fastidieux, détaillés dans [DET23, Section 7.2], montrent que w̌ satisfait alors

∆yw̌ − y1

d∑
j=2

λj∂
2
yj
w̌ − 2τ∂y1w̌ + τ 2w̌ = f̌2 + f̌2∗′ + divy F̌ dans (Y0, Y1) × Rd−1,

où les coefficients (λj)j∈{2,··· ,d} sont donnés par

λj = 2
|L1|2

(A1L1 · L1 + A1Lj · Lj)

= 2
|∇φ(x0)|2

((Hessφ(x0))∇φ(x0) · ∇φ(x0) + (Hessφ(x0))Lj · Lj) , (4.77)

les termes sources sont

f̌2(y) = 1
|∇φ(x(y))|2f2,x0(x(y)) −

∑
j,k

∂yj
ρk,jFx0,2,k(x(y)) + f̌2,a(y) + f̌2,b(y) + f̌2,c(y),

f̌2∗′(y) = 1
|∇φ(x(y))|2f2∗′,x0(x(y)) −

∑
j,k

∂yj
ρk,jFx0,2∗′,k(x(y)),

F̌j(y) =
d∑

k=1
ρk,j(y)Fx0,2,k(x(y)) + F̌j,a(y)︸ ︷︷ ︸

=:F̌j,2

+
d∑

k=1
ρk,j(y)Fx0,2∗′,k(x(y))︸ ︷︷ ︸

=:F̌j,2∗′

, j ∈ {1, · · · , d},

dans lequel ρ est défini comme

ρj,k(y) = ∂xk
yj(x(y))

|∇φ(x(y))|2 ,

et f̌2,a, f̌2,b, f̌2,c et F̌a satisfont, en raison de la localisation de w dans Bx0(τ− 1
3 ) (équivalem-

ment, de w̌ dans B0(Cτ− 1
3 )),

∥f̌2,a∥L2(Ωy) ⩽ Cτ− 1
3 ∥∇yw̌∥L2(Ωy), ∥f̌2,b∥L2(Ωy) ⩽ Cτ

1
3 ∥∇yw̌∥L2(Ωy),

∥f̌2,c∥L2(Ωy) ⩽ C∥∇yw̌∥L2(Ωy), ∥F̌a∥L2(Ωy) ⩽ Cτ− 2
3 ∥∇yw̌∥L2(Ωy).
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En raison de la forme de Ωy et du fait que nous considérons des fonctions qui sont supportées
dans des ensembles inclus dans des boules de la forme B(0, Cτ− 1

3 ), nous pouvons alors
simplement étendre tous les termes sources dans une bande de la forme [Y0, Y1] × Rd−1, où
les fonctions sont étendues par 0 en dehors de Ωy, et w̌ satisfait alors

∆yw̌ − y1

d∑
j=2

λj∂
2
yj
w̌ − 2τ∂y1w̌ + τ 2w̌ = f̌2 + f̌2∗′ + divy F̌ dans (Y0, Y1) × Rd−1,

Dans ce qui suit, pour des raisons de commodité, nous écrivons également Ωy pour la
bande (Y0, Y1) × Rd−1. Maintenant, la condition (4.12) implique que tous les λj dans (4.77)
sont positifs, c’est-à-dire que la condition (4.23) est satisfaite. En conséquence, les estima-
tions de Carleman dans le théorème 4.3.1 s’appliquent, et nous pouvons aisément déduire
les estimations dans le Lemme 4.3.11. Concentrons-nous par exemple sur la preuve de l’esti-
mation de Carleman (4.76) (la preuve de l’estimation de Carleman (4.75) est complètement
similaire et en fait plus facile, et est laissée au lecteur).

Pour τ ⩾ τ0, nous avons d’après (4.26) et (4.27) que

τ
3
4 + 1

2d ∥w̌∥
L

2d
d−2 (Ωy)

+ τ
3
4 + 1

2d min
{

1
τ |Ey|

1
d

, 1
}(

τ∥w̌∥L2(Ey) + ∥∇w̌∥L2(Ey)
)

+ τ
3
2 ∥w̌∥L2(Ωy) + τ

1
2 ∥∇w̌∥L2(Ωy) ⩽ C

(
∥f̌2∥L2(Ωy) + τ∥F̌2∥L2(Ωy)

+τ 3
4 + 1

2d

(
∥f̌2∗′∥

L
2d

d+2 (Ωy)
+ τ∥F̌2∗′∥

L
2d

d+2 (Ωy)
+ ∥F̌2∗′∥L2(Ωy)

))
.

Nous remarquons alors simplement que, d’après l’expression de f̌2, f̌2∗′ , et F̌ = F̌2 + F̌2∗′ ,

∥f̌2∥L2(Ωy) + τ∥F̌2∥L2(Ωy) + τ
3
4 + 1

2d

(
∥f̌2∗′∥

L
2d

d+2 (Ωy)
+ τ∥F̌2∗′∥

L
2d

d+2 (Ωy)
+ ∥F̌2∗′∥L2(Ωy)

)
⩽ C

(
∥f2,x0∥L2(Ω) + τ∥F2,x0∥L2(Ω) + τ

3
4 + 1

2d

(
∥f2∗′,x0∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥F2∗′,x0∥

L
2d

d+2 (Ω)

+∥F2∗′,x0∥L2(Ω)
)

+ τ
1
3 ∥∇yw̌∥L2(Ωy)

)
,

En conséquence, en choisissant τ0 ⩾ 1 plus grand si nécessaire, nous obtenons pour tout
τ ⩾ τ0,

τ
3
4 + 1

2d ∥w̌∥
L

2d
d−2 (Ωy)

+ τ
3
4 + 1

2d min
{

1
τ |Ey|

1
d

, 1
}(

τ∥w̌∥L2(Ey) + ∥∇w̌∥L2(Ey)
)

+ τ
3
2 ∥w̌∥L2(Ωy) + τ

1
2 ∥∇w̌∥L2(Ωy) ⩽ C

(
∥f2,x0∥L2(Ω) + τ∥F2,x0∥L2(Ω)

+τ 3
4 + 1

2d

(
∥f2∗′,x0∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ∥F2∗′,x0∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ ∥F2∗′,x0∥L2(Ω)

))
.

En inversant le changement de variables sur le côté gauche, nous déduisons facilement
les estimations (4.76).

Le fait que les constantes ci-dessus ne dépendent pas de x0 ∈ Kε \ω0 peut être suivi dans
la preuve ci-dessus : cela provient des propriétés d’uniformité du difféomorphisme x 7→ y, et
repose largement sur les bornes uniformes (4.11)–(4.12), sur le fait que φ ∈ C3(Ω), et que
les constantes dans le théorème 4.3.1 dépendent seulement de c0, m∗ et M∗ dans (4.22), et
(4.23) pour X0 < 0 < X1 avec |X0|, |X1| ⩽ 1. Cela termine la preuve du Lemme 4.3.11.
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4.3.2.2 Un argument de recollement

Ici encore, la preuve suit de près celle de [DET23, Section 7.3] et nous nous concen-
trons sur la preuve de l’estimation (4.19), car l’estimation (4.18) peut être faite de manière
similaire et est donc laissée au lecteur.

Nous partons de (4.76) : Il existe des constantes C > 0 et τ0 ⩾ 1 telles que pour tout
x0 ∈ Kε \ ω0 et τ ⩾ τ0, et wx0 solution de (4.72),

τ
3
2 + 1

d ∥wx0∥2
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
2 + 1

d min
{

1
τ |E| 1

d

, 1
}2 (

τ 2∥wx0∥2
L2(E) + ∥∇wx0∥2

L2(E)

)
+ τ 3∥wx0∥2

L2(Ω) + τ∥∇wx0∥2
L2(Ω) ⩽ C

(
∥f2,x0∥2

L2(Ω) + τ 2∥F2,x0∥2
L2(Ω)

+τ 3
2 + 1

d

(
∥f2∗′,x0∥2

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ 2∥F2∗′,x0∥2

L
2d

d+2 (Ω)
+ ∥F2∗′,x0∥2

L2(Ω)

))
. (4.78)

En utilisant les expressions explicites des termes sources (4.73) et (4.74), nous obtenons

Côté droit de (4.78) ⩽ C
(
∥ηx0 f̃2∥2

L2(Ω) + τ 2∥ηx0F̃2∥2
L2(Ω)

+τ 3
2 + 1

d

(
∥ηx0 f̃2∗′∥2

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ 2∥ηx0F̃2∗′∥2

L
2d

d+2 (Ω)
+ ∥ηx0F̃2∗′∥2

L2(Ω)

))
+ C

(
∥∇ηx0 · F̃2∥2

L2(Ω) + τ 2∥wx0∥2
L2(Ω) + ∥∇ηx0 · ∇w∥2

L2(Ω) + ∥∆ηx0w∥2
L2(Ω)

+τ 2∥|∇ηx0|w∥2
L2(Ω) + τ

3
2 + 1

d

∥∥∥∇ηx0F̃2∗′

∥∥∥2

L
2d

d+2 (Ω)

)
.

En prenant τ0 ⩾ 1 plus grand si nécessaire (ce qui peut être fait uniformément en x0 ∈
Kε \ω0), nous pouvons absorber le terme τ 2∥wx0∥2

L2(Ω) par le côté gauche de (4.78). Ensuite,
en intégrant par rapport à x0 sur Kε \ ω0, en utilisant l’identité de Fubini pour les normes
hilbertiennes, nous obtenons

τ
3
2 + 1

d

∥∥∥∥∥∥ηx0w∥
L

2d
d−2
x (Ω)

∥∥∥∥∥
2

L2
x0 (Kε\ω0)

+ τ
3
2 + 1

d min
{

1
τ 2|E| 2

d

, 1
}(

τ 2∥ρ
1
2
0w∥2

L2(E) + ∥ρ
1
2
0 ∇w∥2

L2(E)

)

+ τ 3∥ρ
1
2
0w∥2

L2(Ω) + τ∥ρ
1
2
0 ∇w∥2

L2(Ω)

⩽ C

(
∥ρ

1
2
0 f̃2∥2

L2(Ω) + ∥(τ 2ρ0 + ρr,1)
1
2 F̃2∥2

L2(Ω) + τ
3
2 + 1

d

∥∥∥∥∥ηx0F̃2∗′∥
L

2d
d+2 (Ω)

∥∥∥∥2

L2
x0 (Kε\ω0)

)

+ Cτ
3
2 + 1

d

∥∥∥∥∥∥ηx0 f̃2∗′∥
L

2d
d+2
x (Ω)

∥∥∥∥∥
2

L2
x0 (Kε\ω0)

+ τ 2
∥∥∥∥∥∥ηx0F̃2∗′∥

L
2d

d+2
x (Ω)

∥∥∥∥∥
2

L2
x0 (Kε\ω0)

+ ∥ρ
1
2
0 F̃2∗′∥2

L2(Ω)


+ C

(
∥(ρr,2 + τ 2ρr,1)

1
2w∥2

L2(Ω) + ∥ρ
1
2
r,1∇w∥2

L2(Ω)

)
,

où les poids ρ0, ρr,i sont définis comme suit :

ρ0(x) =
∫
Kε\ω0

|ηx0(x)|2 dx0, ρr,1(x) =
∫
Kε\ω0

|∇ηx0(x)|2 dx0, ρr,2(x) =
∫
Kε\ω0

|∆ηx0(x)|2 dx0.

L’inégalité intégrale de Minkowski ([Ste16, p.271]) pour les normes non hilbertiennes donne
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alors :

τ
3
2 + 1

d ∥ρ
1
2
0w∥2

L
2d

d−2 (Ω)
+ τ

3
2 + 1

d min
{

1
τ 2|E| 2

d

, 1
}(

τ 2∥ρ
1
2
0w∥2

L2(E) + ∥ρ
1
2
0 ∇w∥2

L2(E)

)
+ τ 3∥ρ

1
2
0w∥2

L2(Ω) + τ∥ρ
1
2
0 ∇w∥2

L2(Ω)

⩽ C
(

∥ρ
1
2
0 f̃2∥2

L2(Ω) + ∥(τ 2ρ0 + ρr,1)
1
2 F̃2∥2

L2(Ω) + τ
3
2 + 1

d ∥ρ
1
2
r,1F̃2∗′∥2

L
2d

d+2 (Ω)

)
+ Cτ

3
2 + 1

d

(
∥ρ

1
2
0 f̃2∗′∥2

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ 2∥ρ

1
2
0 F̃2∗′∥2

L
2d

d+2 (Ω)
+ ∥ρ

1
2
0 F̃2∗′∥2

L2(Ω)

)
+ C

(
∥(ρr,2 + τ 2ρr,1)

1
2w∥2

L2(Ω) + ∥ρ
1
2
r,1∇w∥2

L2(Ω)

)
,

Il est facile de vérifier à partir du choix (4.71) que, pour τ suffisamment grand,

ρ0(x) = τ− d
3 ∥η∥2

L2 , ∀x ∈ K \ ω, ρ0(x) ⩽ Cτ− d
3 , ∀x ∈ Ω,

ρr,1(x) ⩽ Cτ
2
3 − d

3 , ∀x ∈ Ω, et ρr,2(x) ⩽ Cτ
4
3 − d

3 , ∀x ∈ Ω.

Ainsi, pour τ assez grand,

τ
3
2 + 1

d ∥w∥2
L

2d
d−2 (Ω\ω)

+ τ
3
2 + 1

d min
{

1
τ 2|E| 2

d

, 1
}(

τ 2∥w∥2
L2(E∩(K\ω)) + ∥∇w∥2

L2(E∩(K\ω))

)
+ τ 3∥w∥2

L2(Ω\ω) + τ∥∇w∥2
L2(Ω\ω)

⩽ C
(

∥f̃2∥2
L2(Ω) + τ 2∥F̃2∥2

L2(Ω) + τ
3
2 + 1

d

(
∥f̃2∗′∥2

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ 2∥F̃2∗′∥2

L
2d

d+2 (Ω)
+ ∥F̃2∗′∥2

L2(Ω)

))
+ C

(
τ

8
3 ∥w∥2

L2(ω) + τ
2
3 ∥∇w∥2

L2(ω)

)
,

Nous ajoutons alors

τ
3
2 + 1

d ∥w∥2
L

2d
d−2 (ω)

+ τ
3
2 + 1

d min
{

1
τ 2|E| 2

d

, 1
}(

τ 2∥w∥2
L2(ω) + ∥∇w∥2

L2(ω)

)
+ τ 3∥w∥2

L2(ω) + τ∥∇w∥2
L2(ω)

à chaque côté de l’estimation précédente et nous obtenons

τ
3
2 + 1

d ∥w∥2
L

2d
d−2 (Ω)

+ τ
3
2 + 1

d min
{

1
τ 2|E| 2

d

, 1
}(

τ 2∥w∥2
L2(E) + ∥∇w∥2

L2(E)

)
+ τ 3∥w∥2

L2(Ω) + τ∥∇w∥2
L2(Ω)

⩽ C
(

∥f̃2∥2
L2(Ω) + τ 2∥F̃2∥2

L2(Ω) + τ
3
2 + 1

d

(
∥f̃2∗′∥2

L
2d

d+2 (Ω)
+ τ 2∥F̃2∗′∥2

L
2d

d+2 (Ω)

+∥F̃2∗′∥2
L2(Ω)

)
+ τ

3
2 + 1

d

(
τ 2∥w∥2

L2(ω) + ∥∇w∥2
L2(ω) + ∥w∥2

L
2d

d−2 (ω)

))
.

Cela conclut la preuve du théorème 4.2.4.
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4.4 Un cadre géométrique spécifique

Dans cette section, nous allons nous concentrer sur un cadre géométrique spécifique
impliquant une boule de rayon R > 0 (rappelons que B0(r) désigne la boule centrée en 0 et
de rayon r). Dans ce contexte, nous visons à prouver le lemme suivant sur le prolongement
unique quantitatif, comme présenté dans le théorème 4.1.1.
Lemma 4.4.1. Soit R > 0 et d ⩾ 3. Nous considérons le cadre géométrique suivant (voir
Figure 4.1) :

Ω = B0(2R)∩
{
x1 < −R

4

}
, O = B0

(3R
2

)
∩
{
x1 < −R

3

}
, et ω = (B0(2R)\B0(R))∩

{
x1 < −R

4

}
,

Il existe des constantes C = C(R, d) > 0 et α ∈ (0, 1) dépendant seulement de R et d
de sorte que toute solution u ∈ H1(Ω) de (4.1) avec (V,W1,W2) comme dans (4.2) satisfait
l’estimation de prolongement unique quantitatif (4.3) avec γ et δ comme dans (4.4).

0

ω

x1

R

2R

3R
2

−R
3 −R

4

O

Figure 4.1 – Le cadre géométrique du Lemme 4.4.1 : Propagation de la petitesse de gauche à
droite.

Notre objectif est d’expliquer comment nous pouvons combiner les estimations de Car-
leman établies dans le théorème 4.2.4 et l’argument de Wolff (Lemme 4.2.1) afin d’obtenir
l’estimation de prolongement unique quantitatif (4.3).

Une remarque clé est que le lemme de Wolff s’applique à des fonctions poids linéaires de
la forme y 7→ k · y pour k ∈ Rd, tandis que nos estimations de Carleman sont valables sous
des conditions de sous-ellipticité appropriées sur la fonction poids ((4.11)–(4.12)), alors que
le paramètre τ est un nombre réel positif.

Pour utiliser simultanément les deux outils, nous construisons une famille de fonctions
poids qui satisfont aux conditions de sous-ellipticité (4.11)–(4.12) et à l’argument de Wolff.
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Lemma 4.4.2. Dans le même cadre que dans le Lemme 4.4.1, pour k ∈ Rd, nous posons

φk(x) = k1x
2
1 + k′ · x′, x ∈ Ω. (4.79)

Alors, il existe ϵ > 0 tel que
1. Pour tout k ∈ Be1(ϵ), la fonction φk satisfait (4.11) et (4.12) avec certaines constantes

positives α > 0 et β > 0 indépendantes de k ∈ Be1(ϵ), et sa norme C3 sur Ω est bornée
indépendamment de k ∈ Be1(ϵ).

2. Il existe ρ > 0 tel que

inf
k∈Be1 (ϵ)

inf
x∈O

{φk(x)} ⩾ (1 + ρ) sup
k∈Be1 (ϵ)

 sup
x∈Ω∩{x1∈(− 7R

24 ,−
R
4 )}

{φk(x)}
 . (4.80)

3. En posant Σϵ = {k ∈ Rd \ {0} tel que |k/|k| − e1| ⩽ ϵ}, la famille (φk)k∈Σϵ satisfait
la propriété suivante : Si f est une fonction positive à support compact dans Ω, nous
définissons la famille dµk(x) = eφk(x)f(x) dx, alors pour C ⊂ Σε un ensemble convexe
compact, il existe une famille (kj)j∈J d’éléments de C et des ensembles disjoints deux à
deux (Ekj

)j∈J inclus dans Ω de sorte que les mesures dµkj
satisfont (4.8) avec T = 0 et

la famille (Ekj
)j∈J satisfait (4.9) avec CW une constante positive dépendant uniquement

de d et Ω.

Démonstration. Les item 1 et 2 peuvent être vérifiés directement à l’aide de calculs immé-
diats, le fait que φe1(x) = x2

1 satisfait (4.11) et (4.12) :

inf
x∈O

{φe1(x)} = R2

9 > sup
x∈Ω∩{x1∈(− 7R

24 ,−
R
4 )}

{φe1(x)} =
( 7

24

)2
R2.

Il reste à vérifier l’item 3. Pour ce faire, notons par Y : x 7→ y le difféomorphisme donné
par y1(x) = x2

1, et y′ = x′ (ceci est clairement un difféomorphisme de Ω vers Y (Ω) puisque
Ω est éloigné de {x1 = 0}), et X l’inverse de la fonction Y . Remarquons alors que pour tout
k ∈ Rd

φk(x) = k1x
2
1 + k′ · x′ = k · Y (x).

Posons alors f une fonction positive à support compact dans Ω. Ainsi, dans les nouvelles
coordonnées y, la famille de mesures dµk(x) = eφk(x)f(x) dx devient

dµ̃k(y) = ek·yf(X(y))| Jac(X)| dy, (4.81)

où Jac(X) est le jacobien de la fonction X. Par conséquent, d’après le Lemme 4.2.1, pour
C ⊂ Rd, il existe une famille (kj)j∈J d’éléments de C et des ensembles convexes disjoints
(Ẽkj

)j∈J tels que les familles (dµ̃kj
)j∈J , (kj)j∈J , et (Ẽkj

)j∈J satisfont aux propriétés (4.8)
et (4.9) avec C̃W une constante positive ne dépendant que de d. Par conséquent, nous
considérons les ensembles Ekj

= X(Ẽkj
), qui sont disjoints (pas nécessairement convexes)

et satisfont
|Ekj

| ⩽ ∥ Jac(X)∥∞|Ẽkj
|.

En utilisant cette inégalité, la propriété de sommation (4.9) pour les ensembles Ekj
est satis-

faite, avec la constante CW = ∥ Jac(X)∥−1
∞ C̃W . D’autre part, la propriété de concentration

(4.8) avec T = 0 sur Ekj
pour chaque dµkj

découle de la propriété de concentration (4.8)
pour la famille dµ̃kj

sur Ẽkj
et de l’identité (4.81).
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En conséquence du résultat précédent, notons que le théorème 4.2.4 est valable pour tout
φk avec k ∈ B(e1, ϵ), avec des constantes qui sont uniformes par rapport à k ∈ Be1(ϵ). Par
conséquent, en appliquant le théorème 4.2.4, nous déduisons facilement le résultat suivant :

Lemma 4.4.3. Soit d ⩾ 3. Soit

Ω=B0(2R)∩
{
x1<−R

4

}
, O=B0

(3R
2

)
∩
{
x1<−R

3

}
, et ω=(B0(2R)\B0(R))∩

{
x1<−R

4

}
,

Alors, pour tout sous-ensemble compact K de Ω, il existe C > 0 et τ0 ⩾ 1 tels que pour
tout u ∈ H1(Ω) satisfaisant suppu ⊂ K et (4.13) avec (f2, f2∗′ , F = F2 +F2∗′) comme dans
(4.17), nous avons, pour tout k ∈ Σϵ avec |k| ⩾ τ0, avec φk comme dans (4.79),

|k|
3
2 ∥eφku∥L2(Ω)+|k|

1
2 ∥eφk∇u∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥eφkf2∥L2(Ω) + |k|∥eφkF2∥L2(Ω) + |k|

1
2 ∥eφkF2∗′∥L2(Ω)

+|k|
3
4 − 1

2d

(
∥eφkf2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ |k|∥eφkF2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)

)
+ |k|

3
2 ∥eφku∥H1(ω)

)
, (4.82)

et, pour tous les ensembles mesurables E de Ω,

|k|
3
4 + 1

2d ∥eφku∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ |k|
3
4 + 1

2d min
{

1
|k||E| 1

d

, 1
}(

|k|∥eφku∥L2(E) + ∥eφk∇u∥L2(E)
)

⩽ C
(

∥eφkf2∥L2(Ω) + |k|∥eφkF2∥L2(Ω) + |k|
3
4 + 1

2d

(
∥eφkf2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ |k|∥eφkF2∗′∥

L
2d

d+2 (Ω)

)
+|k|

3
4 + 1

2d ∥eφkF2∗′∥L2(Ω) + |k|
3
2 ∥eφku∥H1(ω)

)
. (4.83)

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le Lemme 4.4.1.

Démonstration du Lemme 4.4.1. Pour plus de clarté, nous divisons la preuve en plusieurs
étapes.

Étape 1 : Application des estimations de Carleman. Pour u ∈ H1(Ω) avec

∆u = V u+W1 · ∇u+ div (W2u) dans Ω,

nous posons v = ηu, où η est une fonction de coupure lisse qui vaut 1 dans B0(3R/2)∩{x1 <
−7R/24} et s’annule dans un voisinage de ∂Ω, de sorte que nous avons

∆v = V v +W1 · ∇v + div (W2v) + fη dans Ω,

où fη est défini par

fη = 2∇η · ∇u+ ∆ηu−W1 · ∇ηu−W2 · ∇ηu, (4.84)

et satisfait ainsi
Supp fη ⊂ ω ∪ (Ω ∩ {x1 ∈ (−7R/24,−R/4)}). (4.85)

Maintenant, pour V ∈ Lq0(Ω), W1 ∈ Lq1(Ω; Cd), et W2 ∈ Lq2(Ω; Cd), avec q0 > d/2,
q1 > d, et q2 > d, nous allons effectuer une décomposition de la forme

V = V d
2

+ Vd + V∞, avec V d
2

∈ L
d
2 (Ω), Vd ∈ Ld(Ω), V∞ ∈ L∞(Ω),

W1 = W1,d +W1,∞, avec W1,d ∈ Ld(Ω; Cd), W1,∞ ∈ L∞(Ω; Cd),
W2 = W2,d +W2,∞, avec W2,d ∈ Ld(Ω; Cd), W2,∞ ∈ L∞(Ω; Cd).
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Nous expliquerons plus tard, à l’Étape 4 de la preuve, la décomposition précise que nous
choisirons.

Nous appliquons ensuite le Lemme 4.4.3. L’estimation de Carleman (4.82) avec f2∗′ =
V d

2
v + Vdv +W1,d · ∇v, f2 = V∞v +W1,∞ · ∇v + fη, F2∗′ = W2,dv, et F2 = W2,∞v donne que

pour tout k ∈ Σε avec |k| ⩾ τ0,

|k|
3
2 ∥eφkv∥L2(Ω)+|k|

1
2 ∥eφk∇v∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥V∞∥L∞(Ω)∥eφkv∥L2(Ω) + ∥W1,∞∥L∞∥eφk∇v∥L2(Ω)

+ ∥eφkfη∥L2(Ω) + |k|∥W2,∞∥L∞∥eφkv∥L2(Ω) + |k|
1
2 ∥W2,d∥Ld(Ω)∥eφkv∥

L
2d

d−2 (Ω)

+ |k|
3
2 ∥eφkv∥H1(ω) + |k|

3
4 − 1

2d

(
∥Vd∥Ld(Ω)∥eφkv∥L2(Ω) + ∥V d

2
∥
L

d
2 (Ω)

∥eφkv∥
L

2d
d−2 (Ω)

)
+|k|

3
4 − 1

2d

(
∥eφkW1,d · ∇v∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ |k|∥eφkW2,dv∥

L
2d

d+2 (Ω)

))
.

En conséquence, il existe c0 > 0 tel que si(
∥V∞∥L∞(Ω) + |k|

3
4 − 1

2d ∥Vd∥Ld(Ω)

)
⩽ c0|k|

3
2 , et

(
∥W1,∞∥L∞(Ω) + ∥W2,∞∥L∞(Ω)

)
⩽ c0|k|

1
2 ,

(4.86)
pour tout k ∈ Σε avec |k| ⩾ τ0,

|k|
3
2 ∥eφkv∥L2(Ω)+|k|

1
2 ∥eφk∇v∥L2(Ω) ⩽ C1

(
∥eφkfη∥L2(Ω) + |k|

3
2 ∥eφku∥H1(ω)

+
(

|k|
1
2 ∥W2,d∥Ld(Ω) + |k|

3
4 − 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

)
∥eφkv∥

L
2d

d−2 (Ω)

+ |k|
3
4 − 1

2d

(
∥eφkW1,d · ∇v∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ |k|∥eφkW2,dv∥

L
2d

d+2 (Ω)

))
. (4.87)

De même, l’estimation de Carleman (4.19) avec f2∗′ = V d
2
v + W1,d · ∇v, f2 = V∞v + Vdv +

W1,∞ · ∇v + fη, F2∗′ = W2,dv, et F2 = W2,∞v donne que pour tout k ∈ Σε avec |k| ⩾ τ0, et
pour tout ensemble mesurable E ;

|k|
3
4 + 1

2d ∥eφkv∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ |k|
3
4 + 1

2d min
{

1
|k||E| 1

d

, 1
}(

|k|∥eφkv∥L2(E) + ∥eφk∇v∥L2(E)
)

⩽ C
(

∥V∞∥L∞(Ω)∥eφkv∥L2(Ω) + ∥Vd∥Ld(Ω)∥eφkv∥
L

2d
d−2 (Ω) + ∥W1,∞∥L∞(Ω)∥eφk∇v∥L2(Ω) + ∥eφkfη∥L2(Ω)

+ |k|
3
4 + 1

2d

(
∥V d

2
∥
L

d
2 (Ω)

∥eφkv∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ ∥eφkW1,d · ∇v∥
L

2d
d+2 (Ω)

+ |k|∥eφkW2,dv∥
L

2d
d+2 (Ω)

)
+|k|∥W2,∞∥L∞(Ω)∥eφkv∥L2(Ω) + |k|

3
4 + 1

2d ∥W2,d∥Ld(Ω)∥e|k|φkv∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ |k|
3
2 ∥eφku∥H1(ω)

)
.

En conséquence, il existe c1 > 0 tel que si
∥V d

2
∥
L

d
2 (Ω)

⩽ c1, ∥Vd∥Ld(Ω) ⩽ c1|k|
3
4 + 1

2d , et ∥W2,d∥Ld(Ω) ⩽ c1, (4.88)

pour tout k ∈ Σε avec |k| ⩾ τ0, et pour tout ensemble mesurable E ;

|k|
3
4 + 1

2d ∥eφkv∥
L

2d
d−2 (Ω)

+ |k|
3
4 + 1

2d min
{

1
|k||E| 1

d

, 1
}(

|k|∥eφkv∥L2(E) + ∥eφk∇v∥L2(E)
)

⩽ C2
((

∥V∞∥L∞(Ω) + |k|∥W2,∞∥L∞(Ω)
)

∥eφkv∥L2(Ω) + ∥W1,∞∥L∞(Ω)∥eφk∇v∥L2(Ω) + ∥eφkfη∥L2(Ω)

+ |k|
3
4 + 1

2d

(
∥eφkW1,d · ∇v∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ |k|∥eφkW2,dv∥

L
2d

d+2 (Ω)

)
+|k|

3
2 ∥eφku∥H1(ω)

)
. (4.89)
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À partir de maintenant, nous supposerons que les conditions (4.86) et (4.88) sont satis-
faites.

Étape 2 : Application de l’argument de Wolff. Soit n ∈ R plus grand que τ0/(1 − ϵ), avec
ϵ comme dans le Lemme 4.4.2. Nous posons C̃n = {k ∈ Rd, tel que |k−ne1| ⩽ ϵn}, de sorte
que C̃n = nBe1(ϵ) ⊂ Σϵ. Pour tout k ∈ C̃n, nous définissons la mesure

dµk =
(
|eφk(x)W1,d(x) · ∇v(x)|

2d
d+2 + |(1 + ϵ)neφk(x)W2,d(x)v(x)|

2d
d+2
)

dx

= eφ2dk/(d+2)(x)
(
|W1,d(x) · ∇v(x)|

2d
d+2 + |(1 + ϵ)nW2,d(x)v(x)|

2d
d+2
)

dx.

Puis, le Lemme 4.4.2 (appliqué à Cn = 2dC̃n/(d + 2)) implique l’existence d’une constante
CW > 0 telle que pour tout n ∈ N, il existe un ensemble d’indices Jn, une famille (kj,n)j∈Jn

d’éléments de C̃n et une famille correspondante d’ensembles disjoints (Ekj,n
)j∈Jn tels que

pour tout j ∈ Jn, nous avons

∥|eφkj,nW1,d · ∇v|
2d

d+2 + |n(1 + ϵ)eφkj,nW2,dv|
2d

d+2 ∥
d+2
2d

L1(Ω)

⩽ 2∥|eφkj,n
(x)W1,d(x) · ∇v(x)|

2d
d+2 + |n(1 + ϵ)eφkj,n

(x)W2,d(x)v(x)|
2d

d+2 ∥
d+2
2d

L1(Ekj,n
) (4.90)

et ∑
j∈Jn

|Ekj,n
|−1 ⩾

1
CW

(
2d
d+ 2

)d
nd. (4.91)

Nous allons prouver que si les conditions
∥W1,d∥dLd(Ω) +

(1 + ϵ

1 − ϵ

)d
∥W2,d∥dLd(Ω) <

1
CW (16C2(1 + ϵ))d

(
2d
d+ 2

)d
,

8C2

(
∥W1,d∥Ld(Ω) + 1 + ϵ

1 − ϵ
∥W2,d∥Ld(Ω)

)
⩽ 1,

(4.92)

(où C2 est la constante dans (4.89)) sont satisfaites, alors pour tout n ∈ N, il existe j∗,n ∈ Jn
tel que

8C2

(
∥W1,d∥Ld(Ekj∗,n

) + 1 + ϵ

1 − ϵ
∥W2,d∥Ld(Ekj∗,n

)

)
⩽

1
|kj∗,n,n||Ekj∗,n,n

| 1
d

. (4.93)

En effet, sinon, pour tout j ∈ Jn, nous aurions

|Ekj,n
|−1 ⩽ (16C2(1 + ϵ)n)d

(
∥W1,d∥dLd(Ekj,n

) +
(1 + ϵ

1 − ϵ

)d
∥W2,d∥dLd(Ekj,n

)

)
,

(où nous utilisons l’estimation élémentaire (a+ b)d ⩽ 2d(ad + bd) pour a, b ⩾ 0).
En sommant ces estimations sur j ∈ Jn et en tenant compte du fait que les ensembles

(Ekj,n
)j∈Jn sont disjoints deux à deux, nous obtiendrions

1
CW

(
2d
d+ 2

)d
nd ⩽

∑
j∈Jn

|Ekj,n
|−1 ⩽ (16C2(1 + ϵ)n)d

(
∥W1,d∥dLd(Ω) +

(1 + ϵ

1 − ϵ

)d
∥W2,d∥dLd(Ω)

)
,

ce qui contredirait (4.92).

183



Nous supposons donc la condition (4.92). Pour n ⩾ τ0/(1 − ϵ), nous posons kn = kj∗,n ,
où kj∗,n est tel que (4.93) soit vérifiée, et nous posons En = Ekj∗,n

. Nous déduisons alors de
(4.89) que

|kn|
3
4 + 1

2d min
{

1
|kn||En| 1

d

, 1
}(

|kn|∥eφknv∥L2(En) + ∥eφkn ∇v∥L2(En)
)

⩽ C2
((

∥V∞∥L∞(Ω) + |kn|∥W2,∞∥L∞(Ω)
)

∥eφknv∥L2(Ω)

+ ∥W1,∞∥L∞(Ω)∥eφkn ∇v∥L2(Ω) + ∥eφknfη∥L2(Ω) + |kn|
3
4 + 1

2d

(
∥eφknW1,d · ∇v∥

L
2d

d+2 (Ω)

+|kn|∥eφknW2,dv∥
L

2d
d+2 (Ω)

)
+|kn|

3
2 ∥eφknu∥H1(ω)

)
. (4.94)

En utilisant ensuite les estimations classiques |a|α + |b|α ⩽ 2(|a| + |b|)α et (|a| + |b|)α ⩽
|a|α + |b|α pour α ∈ [0, 1] et a, b ∈ R, nous obtenons que

∥eφknW1,d · ∇v∥
L

2d
d+2 (Ω)

+ |kn|∥eφknW2,dv∥
L

2d
d+2 (Ω)

⩽ 2∥e
2d

d+2φkn

(
|W1,d · ∇v|

2d
d+2 + (n(1 + ϵ))|W2,dv|

2d
d+2
)

∥
d+2
2d

L1(Ω)

⩽ 4∥e
2d

d+2φkn

(
|W1,d · ∇v|

2d
d+2 + (n(1 + ϵ))|W2,dv|

2d
d+2
)

∥
d+2
2d

L1(En)

⩽ 4∥eφknW1,d · ∇v∥
L

2d
d+2 (En)

+ 4n(1 + ϵ)∥eφknW2,dv∥
L

2d
d+2 (En)

⩽ 4
(
∥W1,d∥Ld(En)∥eφkn ∇v∥L2(En) + n(1 + ϵ)∥W2,d∥Ld(En)∥eφknv∥L2(En)

)
⩽

1
2C2

min
{

1
|kn||En| 1

d

, 1
}(

(1 − ϵ)n∥eφknv∥L2(En) + ∥eφkn ∇v∥L2(En)
)
,

où nous avons utilisé (4.90), et le fait que, d’après (4.93),

4∥W1,d∥Ld(En) ⩽
1

2C2

1
|kn||En| 1

d

, et 4(1 + ϵ)∥W2,d∥Ld(En) ⩽
1 − ϵ

2C2

1
|kn||En| 1

d

et, d’après (4.92)(2),

4∥W1,d∥Ld(En) ⩽ 4∥W1,d∥Ld(Ω) ⩽
1

2C2
, et 4(1+ϵ)∥W2,d∥Ld(En) ⩽ 4(1+ϵ)∥W2,d∥Ld(Ω) ⩽

1 − ϵ

2C2
.

En conséquence, d’après (4.94), nous déduisons que

|kn|
3
4 + 1

2d

(
∥eφknW1,d · ∇v∥

L
2d

d+2 (Ω)
+ |kn|∥eφknW2,dv∥

L
2d

d+2 (Ω)

)
⩽ 2C2

((
∥V∞∥L∞(Ω) + |kn|∥W2,∞∥L∞(Ω)

)
∥eφknv∥L2(Ω) + ∥W1,∞∥L∞(Ω)∥eφkn ∇v∥L2(Ω)

+∥eφknfη∥L2(Ω) + |kn|
3
2 ∥eφknu∥H1(ω)

)
. (4.95)

Étape 3 : Combinaison des estimations de Carleman (4.87) et (4.89), et de l’estimation
(4.95). En utilisant (4.87), (4.89) et (4.95), nous obtenons qu’il existe une constante C > 0
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telle que pour tout n ⩾ τ0/(1 − ϵ),

|kn|
3
2 ∥eφknv∥L2(Ω) + |kn|

1
2 ∥eφkn ∇v∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥eφknfη∥L2(Ω) + |kn|

3
2 ∥eφknu∥H1(ω)

+
(

|kn|
1
2 ∥W2,d∥Ld(Ω) + |kn|

3
4 − 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

)
∥eφknv∥

L
2d

d−2 (Ω)

+ |kn|−
1
d

((
∥V∞∥L∞(Ω) + |kn|∥W2,∞∥L∞(Ω)

)
∥eφknv∥L2(Ω) + ∥W1,∞∥L∞(Ω)∥eφkn ∇v∥L2(Ω)

+∥eφknfη∥L2(Ω) + |kn|
3
2 ∥eφknu∥H1(ω)

)
, (4.96)

et

|kn|
3
4 + 1

2d ∥eφknv∥
L

2d
d+2 (Ω)

⩽ C
((

∥V∞∥L∞(Ω) + |kn|∥W2,∞∥L∞(Ω)
)

∥eφknv∥L2(Ω)

+∥W1,∞∥L∞(Ω)∥eφkn ∇v∥L2(Ω) + ∥eφknfη∥L2(Ω) + |kn|
3
2 ∥eφknu∥H1(ω)

)
. (4.97)

Notez en particulier qu’à la vue des hypothèses (4.86), nous obtenons de (4.96) qu’il existe
τ1 ⩾ τ0/(1 − ϵ) tel que, pour tout n ⩾ τ1,

|kn|
3
2 ∥eφknv∥L2(Ω) + |kn|

1
2 ∥eφkn ∇v∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥eφknfη∥L2(Ω) + |kn|

3
2 ∥eφknu∥H1(ω)

+
(

|kn|
1
2 ∥W2,d∥Ld(Ω) + |kn|

3
4 − 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

)
∥eφknv∥

L
2d

d−2 (Ω)
. (4.98)

Ainsi, en combinant (4.97) et (4.98), nous obtenons, pour tout n ⩾ τ1,

|kn|
3
2 ∥eφknv∥L2(Ω) + |kn|

1
2 ∥eφkn ∇v∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥eφknfη∥L2(Ω) + |kn|

3
2 ∥eφknu∥H1(ω)

+
(

|kn|
1
2 ∥W2,d∥Ld(Ω) + |kn|

3
4 − 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

)
|kn|−

3
4 − 1

2d

((
∥V∞∥L∞(Ω) + |kn|∥W2,∞∥L∞(Ω)

)
∥eφknv∥L2(Ω)

+∥W1,∞∥L∞(Ω)∥eφkn ∇v∥L2(Ω) + ∥eφknfη∥L2(Ω) + |kn|
3
2 ∥eφknu∥H1(ω)

)
. (4.99)

Avec les contraintes (4.86), (4.88) et (4.92), il existe C tel que(
|kn|

1
2 ∥W2,d∥Ld(Ω) + |kn|

3
4 − 1

2d ∥V d
2
∥
L

d
2 (Ω)

)
|kn|−

3
4 − 1

2d ⩽ C|kn|−
1
d ,

et (
∥V∞∥L∞(Ω) + |kn|∥W2,∞∥L∞(Ω)

)
⩽ 2c0|kn|

3
2 , et ∥W1,∞∥L∞(Ω) ⩽ c0|kn|

1
2 .

En conséquence, nous déduisons de (4.99) qu’il existe τ2 ⩾ τ1 tel que pour tout n ⩾ τ2,

|kn|
3
2 ∥eφknv∥L2(Ω) + |kn|

1
2 ∥eφkn ∇v∥L2(Ω) ⩽ C

(
∥eφknfη∥L2(Ω) + |kn|

3
2 ∥eφknu∥H1(ω)

)
. (4.100)

Étape 4 : Quantification. Pour quantifier la propriété de prolongement unique, nous devons
simplement choisir des valeurs appropriées pour n (rappelons que kn est de l’ordre de n) et
des décompositions adéquates de V , W1 et W2 sous la forme V d

2
+ Vd + V∞, W1,d + W1,∞,

W2,d +W2,∞.
Nous rappelons donc les contraintes nécessaires jusqu’ici (voir (4.86), (4.88), (4.92)), que

nous résumons comme suit :
∥V d

2
∥
L

d
2 (Ω)

≪ 1, |n|
3
4 − 1

2d ∥Vd∥Ld(Ω) ≪ n
3
2 , ∥V∞∥L∞(Ω) ≪ n

3
2 , (4.101)

∥W1,d∥Ld(Ω) ≪ 1, ∥W1,∞∥L∞(Ω) ≪ n
1
2 , (4.102)

∥W2,d∥Ld(Ω) ≪ 1, ∥W2,∞∥L∞(Ω) ≪ n
1
2 . (4.103)
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Respect des conditions (4.102)–(4.103). Pour W1 ∈ Lq1(Ω) et W2 ∈ Lq2(Ω), avec q1 et q2 dans
[d,∞], et pour des nombres positifs λ1, λ2 à déterminer, nous posons W1,d = W11|W1|>λ1 ,
W1,∞ = W11|W1|⩽λ1 , W2,d = W21|W2|>λ2 , et W2,∞ = W21|W2|⩽λ2 . Les conditions (4.102)–
(4.103) deviennent alors :

λ
1− q1

d
1 ∥W1∥

q1
d

Lq1 (Ω) ≪ 1, λ1n
− 1

2 ≪ 1

λ
1− q2

d
2 ∥W2∥

q2
d

Lq2 (Ω) ≪ 1, λ2n
− 1

2 ≪ 1.

Si nous choisissons λ1 et λ2 de sorte que λ1−
qj
d

j ∥Wj∥
qj
d

Lqj (Ω) = λjn
− 1

2 (j ∈ {1, 2}), c’est-à-dire

λ1 = ∥W1∥Lq1 (Ω)n
d

2q1 et λ2 = ∥W2∥Lq2 (Ω)n
d

2q2 ,

alors cela entraine les conditions
n

1
2 − d

2q1 ≫ ∥W1∥Lq1 (Ω), et n
1
2 − d

2q2 ≫ ∥W2∥Lq2 (Ω). (4.104)
Respect des conditions (4.101). Nous considérons maintenant les deux cas suivants pour le
potentiel V :

Cas V ∈ Lq0(Ω) avec q0 ∈ [d,∞]. Pour λ0 > 0 à choisir plus tard, nous posons V d
2

= 0,
et Vd = V 1|V |>λ0 , V∞ = V 1|V |⩽λ0 , de sorte que les conditions (4.101) deviennent

λ
1− q0

d
0 ∥V ∥

q0
d

Lq0 (Ω) ≪ n
3
4 + 1

2d , λ0 ≪ n
3
2 .

Avec le choix λ0 = ∥V ∥
q0
d

Lq0 (Ω)n
( 3

4 − 1
2d

) d
q0 , cela donne

n
(2− d

q0
)( 3

4 − 1
2d

) ≫ ∥V ∥Lq0 (Ω). (4.105)
Cas V ∈ Lq0(Ω) avec q0 ∈ (d/2, d]. Pour λ0 > 0 à déterminer plus tard, nous posons

V∞ = 0, et V d
2

= V 1|V |>λ0 , Vd = V 1|V |⩽λ0 , de sorte que les conditions (4.101) deviennent

λ
1− 2q0

d
0 ∥V ∥

2q0
d
Lq0 ≪ 1, λ

1− q0
d

0 ∥V ∥
q0
d
Lq0 ≪ n

3
4 + 1

2d .

Avec le choix λ0 = ∥V ∥Lq0n
( 3

4 + 1
2d

) d
q0 , cela donne

n
(2− d

q0
)( 3

4 + 1
2d

) ≫ ∥V ∥Lq0 (Ω). (4.106)
Dans ce qui suit, nous supposons que les conditions (4.104)–(4.106) sont satisfaites,

c’est-à-dire, avec les notations (4.4),

n ⩾ τ3(V,W1,W2) := C
(
1 + ∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω) + ∥W1∥δ(q1)
Lq1 (Ω) + ∥W2∥δ(q2)

Lq2 (Ω)

)
,

pour une constante C suffisamment grande, de sorte que, en particulier, l’estimation (4.100)
est valable pour tout n ⩾ τ3(V,W1,W2).

Étape 5. Obtention d’une estimation de stabilité. Nous commençons par estimer le terme
∥eφknfη∥L2(Ω) comme suit (rappelons (4.84)–(4.85)) : pour n ⩾ τ3(V,W1,W2),

∥eφknfη∥L2(Ω) ⩽ C
(
1 + ∥W1∥Lq1 (Ω) + ∥W2∥Lq2 (Ω)

)
∥eφknu∥H1(ω)

+ C
(
1 + ∥W1∥Lq1 (Ω) + ∥W2∥Lq2 (Ω)

)
e

sup
x1∈(− 7R

24 ,− R
4 ){φkn }

∥u∥H1(Ω)

⩽ C|n|
1
2 ∥eφknu∥H1(ω) + C|n|

1
2 e

sup
x1∈(− 7R

24 ,− R
4 ){φkn }

∥u∥H1(Ω),
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où nous avons utilisé les propriétés de localisation du gradient de la fonction de coupure
η et la borne (4.104).

En bornant la fonction poids eφkn par le haut et par le bas dans (4.100), nous obtenons
pour tout n ⩾ τ3(V,W1,W2) que

einfO{φkn }∥v∥H1(O) ⩽ C|n|esupω{φkn }∥u∥H1(ω) + Ce
sup

x1∈(− 7R
24 ,− R

4 ){φkn }
∥u∥H1(Ω).

En utilisant ensuite les propriétés (4.80), nous déduisons qu’il existe deux constantes
positives A et B telles que pour tout n ⩾ τ3(V,W1,W2),

∥u∥H1(O) ⩽ CeAn∥u∥H1(ω) + Ce−Bn∥u∥H1(Ω).

En optimisant le membre de droite par rapport à n ⩾ τ3(V,W1,W2), nous obtenons

∥u∥H1(O) ⩽ C∥u∥
B

A+B

H1(ω)∥u∥
A

A+B

H1(Ω) exp(Cτ3(V,W1,W2)).

Ceci conclut la preuve du lemme 4.4.1.

Remarque 4.4.4. Il est clair d’après la preuve ci-dessus que, si V est la somme finie de po-
tentiels Vi ∈ Lpi(Ω), l’estimation (4.3) reste valable en remplaçant ∥V ∥γ(p)

Lp(Ω) par ∑i ∥Vi∥
γ(pi)
Lpi (Ω) .

4.5 Autres géométries et preuve du théorème 4.1.1

Cette section est consacrée à la preuve du théorème 4.1.1. Nous allons le faire en utilisant
plusieurs configurations géométriques, jusqu’à une estimation quantitative des trois boules.

4.5.1 Une boule observée depuis un voisinage de sa frontière

Lemma 4.5.1. Soit R > 0 et d ⩾ 3. Nous considérons la configuration géométrique suivante
(voir la Figure 4.2) :

Ω = A0

(
R

4 , 2R
)
, O = A0

(
R

2 , 2R
)
, ω = A0 (R, 2R) .

(Ici, A0(r1, r2) désigne la couronne B0(r2) \B0(r1).)
Il existe des constantes C = C(R, d) > 0 et α ∈ (0, 1) dépendant uniquement de R et d

de sorte que toute solution u ∈ H1(Ω) de (4.1) avec (V,W1,W2) comme dans (4.2), satisfait
l’estimation de prolongement unique quantitative (4.3) avec γ et δ comme dans (4.4).

Démonstration. La preuve du Lemme 4.5.1 découle directement du Lemme 4.4.1. Soit x0 ∈
Sd−1, et appliquons le Lemme 4.4.1 avec

Ωx0 = B0(2R) ∩
{
x · x0 < −R

4

}
, Ox0 = B0

(3R
2

)
\
{
x · x0 < −R

3

}
,

ωx0 = (B0(2R) \B0(R)) ∩ Ωx0 .

En conséquence, pour tout x0 ∈ Sd−1, il existe une constante Cx0 > 0 telle que

∥u∥H1(Ox0 ) ⩽ Ce
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥W1∥δ(q1)
Lq1 (Ω)+∥W2∥δ(q2)

Lq2 (Ω)

)
∥u∥αH1(ωx0 ) ∥u∥1−α

H1(Ωx0 )

⩽ Ce
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥W1∥δ(q1)
Lq1 (Ω)+∥W2∥δ(q2)

Lq2 (Ω)

)
∥u∥αH1(ω) ∥u∥1−α

H1(Ω) .
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O

ω

0

R

2R

R/4

R
2

Figure 4.2 – La configuration géométrique du Lemme 4.5.1 : Propagation de la petitesse depuis
un voisinage d’une boule vers son intérieur.

La constante Cx0 est en fait indépendante de x0 en raison de l’invariance par rotation du
problème. Par conséquent, nous la notons simplement C dans ce qui suit. En conséquence, le
membre de droite de l’estimation précédente ne dépend pas de x0. En prenant le carré et en
intégrant cette inégalité par rapport à x0 sur la sphère Sd−1, nous obtenons une estimation
sur ∫

x∈B0( 3R
2 )\B0(R

3 )
(|u|2 + |∇u|2)ρR(x) dx,

où ρR(x) =
∫
x0∈Sd−1 1x·x0<− R

3
(x0) dx0. Il est alors facile de vérifier que ρR est une fonction

radiale, s’annulant pour |x| ∈ (0, R/3), et croissante. Par conséquent, nous en déduisons

∥u∥H1(B0( 3R
2 )\B0(R

2 )) ⩽
C√
ρR(R2 )

e
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥W1∥δ(q1)
Lq1 (Ω)+∥W2∥δ(q2)

Lq2 (Ω)

)
∥u∥αH1(ω) ∥u∥1−α

H1(Ω) .

L’estimation de u dans H1(B0(2R) \ B0(3R/2)) est simple puisque B0(2R) \ B0(3R/2) ⊂
ω ⊂ Ω.

4.5.2 Une estimation de trois boules

Dans cette partie, nous prouvons une inégalité quantitative des trois boules :

Lemme 4.5.1 (Estimation des trois boules). Soit R > 0 et d ⩾ 3. Nous considérons la
configuration géométrique suivante (voir la Figure 4.3) :

Ω = B0(4R), O = B0(2R), et ω = B0(R);

Alors, il existe des constantes C = C(R, d) > 0 et α ∈ (0, 1) dépendant uniquement de
R et d de sorte que toute solution u ∈ H1(Ω) de (4.1) avec (V,W1,W2) comme dans (4.2),
satisfait l’estimation de prolongement unique quantitative (4.3) avec γ et δ comme dans
(4.4).
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O

0

2R0

4R0

R0

Figure 4.3 – La configuration géométrique du Lemme 4.5.1 : Propagation de la petitesse d’une
boule vers son extérieur.

Démonstration. Étape 1 : Réflexion conforme. Tout d’abord, nous considérons la configu-
ration géométrique suivante

Ω0 = A0

(
R

2 , 4R
)
, O0 = A0

(
R

2 , 2R
)
, ω0 = A0

(
R

2 , R
)
.

Nous notons par T la réflexion conforme par rapport à la sphère S0(R), donnée par :

Rd \ {0} ∋ x 7→ x̃ = T (x) := R2

|x|2
x, (4.107)

L’images des ensembles Ω0, O0 et ω0 sont alors données par :

Ω̃ = TΩ0 = A0

(
R

4 , 2R
)
, Õ = TO0 = A0

(
R

2 , 2R
)
, ω̃ = Tω0 = A0 (R, 2R) . (4.108)

Par conséquent, pour u ∈ H1(Ω) une solution de (4.1) avec (V,W1,W2) comme dans (4.2),
nous considérons la transformation de Kelvin de u (voir, par exemple, [Wer81]),

ũR(x) =
(
R

|x|

)(d−2)

u

(
R2

|x|2
x

)
, x ∈ Ω̃. (4.109)

Par un calcul classique détaillé dans l’appendice 4.6.1, en utilisant la règle de chaîne, nous
pouvons vérifier que pour tout i ∈ {1, · · · , d},

∂xi
ũR(x) = −(d− 2)xi

|x|2
ũR(x) +

(
R

|x|

)d d∑
j=1

(
δij − 2xixj

|x|2

)
∂xj

u

(
R2

|x|2
x

)
, x ∈ Ω̃,

et

∆ũR(x) =
(
R

|x|

)(d+2)

∆u
(
R2

|x|2
x

)
, x ∈ Ω̃.
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Nous considérons ensuite les potentiels suivants

W̃R,j(x) := R2

|x|2

(
Wj

(
R2

|x|2
x

)
− 2x ·Wj

(
R2

|x|2
x

)
x

|x|2

)
, j ∈ {1, 2},

ṼR(x) := R4

|x|4

(
V

(
R2

|x|2
x

))
︸ ︷︷ ︸

=:ṼR,1

+(d− 2)
|x|2

x ·
(
W̃R,1(x) + W̃R,2(x)

)
.

En conséquence, u ∈ H1(Ω) est une solution de (4.1) avec (V,W1,W2) si et seulement si uR
donné par (4.109) résout

∆ũR = ṼRũR + W̃R,1 · ∇ũR + div
(
W̃R,2ũR

)
dans Ω̃.

Étape 2 : Application du Lemme 4.5.1. En appliquant le Lemme 4.5.1 à ũR avec la
configuration géométrique définie dans (4.108) (accompagnée de la Remarque 4.4.4), il existe
C > 0 dépendant uniquement de d et R tel que

∥ũR∥
H1(Õ)

⩽ Ce
C

(
∥ṼR,1∥γ(q0)

Lq0 (Ω̃)
+∥W̃R,1∥γ(q1)

Lq1 (Ω̃)
+∥W̃R,2∥γ(q2)

Lq2 (Ω̃)
+∥W̃R,1∥δ(q1)

Lq1 (Ω̃)
+∥W̃R,2∥δ(q2)

Lq2 (Ω̃)

)
∥ũR∥αH1(ω̃) ∥ũR∥1−α

H1(Ω̃) ,

avec γ et δ tels que définis dans (4.4). Ensuite, en utilisant le changement de variables
y = (R/|x|)2x, on peut vérifier que∥∥∥W̃R,j

∥∥∥
Lqj (Ω̃)

≃ ∥Wj∥Lqj (Ω0) , j ∈ {1, 2},∥∥∥ṼR,1∥∥∥
Lq0 (Ω̃)

≃ ∥V ∥Lq0 (Ω0) ,

∥ũR∥
H1(Π̃) ≃ ∥u∥H1(T−1Π) , Π ∈ {Ω̃, Õ, ω̃},

où nous avons utilisé que le Jacobien 1 de l’inversion T−1 (= T ) est borné dans Ω̃.
Puisque γ(q) ⩽ δ(q) pour tout q ∈ (d,∞], il existe une constante positive C dépendant

uniquement de d et R, telle que

∥u∥H1(O0) ⩽ Ce
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω0)+∥W1∥δ(q1)
Lq1 (Ω0)+∥W2∥δ(q2)

Lq2 (Ω0)

)
∥u∥αH1(ω0) ∥u∥1−α

H1(Ω0)

⩽ Ce
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥W1∥δ(q1)
Lq1 (Ω)+∥W2∥δ(q2)

Lq2 (Ω)

)
∥u∥αH1(ω) ∥u∥1−α

H1(Ω) .

Pour conclure le Lemme 4.5.1, il faut également obtenir une estimation similaire pour
∥u∥H1(B0(R/4)) ; cette dernière estimation est évidente puisque B0(R/4) ⊂ ω ⊂ Ω. La preuve
du Lemme 4.5.1 est donc terminée.

4.5.3 Le cas général : Preuve du théorème 4.1.1

Démonstration du théorème 4.1.1. La stratégie suit les mêmes lignes que celle de [LRLR22a,
Théorème 5.6], voir aussi [ELB23, Théorème 1.2], et est basée sur les idées classiques selon
lesquelles les estimations des trois boules permettent de propager l’information.

1. Les coefficients aij(y) du Jacobien de l’inverse T −1 sont donnés par : (R/|y|)2 (δij − 2yiyj/|y|2
)
.
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Étape 1 : Propagation de la petitesse dans les voisinages des points y dans O. Rappelons
la condition géométrique (GC) : Pour tout y ∈ O, il existe x0 ∈ ω, ry > 0 et un chemin
lisse γy de longueur finie tel que γy(0) = x0, γy(1) = y, et ∪s∈[0,1]Bγy(s)(ry) ⊂ Ω.

En conséquence, pour y ∈ O, nous prenons un tel chemin γy et définissons Ry =
min{ry/4, r0}, où r0 est tel que Bx0(r0) ⊂ ω.

Nous définissons une séquence (x(j))j, pour j ⩾ 0, par x(j) = γy (tj) où t0 = 0 et, pour
j ⩾ 1,

tj =
{

inf Aj si Aj ̸= ∅,
1 si Aj = ∅, où Aj =

{
σ ∈ (tj−1, 1] ; γy(σ) /∈ Bx(j−1)(Ry)

}
.

La séquence (x(j))j est finie puisque la longueur de γy est finie. Soit
(
x(0), · · · , x(Ny)

)
une telle

séquence avec x(Ny) = y. Notons que nous avons Bx(j+1)(Ry) ⊂ Bx(j)(2Ry) ⊂ Bx(j)(4Ry) ⊂ Ω
pour j = 0, · · · , Ny − 1, en raison du choix que nous avons fait pour Ry ci-dessus. Par le
Lemme 4.5.1, il existe C > 0 et α ∈ (0, 1) tels que

∥u∥
H1
(
Bx(j+1) (Ry)

) ⩽ ∥u∥
H1
(
Bx(j) (2Ry)

)
⩽ Ce

C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥W1∥δ(q1)
Lq1 (Ω)+∥W2∥δ(q2)

Lq2 (Ω)

)
∥u∥1−α

H1(Ω)∥u∥αH1(Bx(j) (Ry)),

pour j = 0, . . . , Ny − 1. En itérant cette estimation, nous obtenons

∥u∥H1(By(Ry))

⩽ C
∑Ny

j=0 α
j

e
C

(∑Ny
j=0 α

j

)(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥V2∥γ2(p2)
Lp2 (Ω)+∥W1∥δ(q1)

Lq1 (Ω)+∥W2∥δ(q2)
Lq2 (Ω)

)
∥u∥1−αNy

H1(Ω) ∥u∥αNy

H1
(
Bx(0) (Ry)

)
⩽ Cye

Cy

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥V2∥γ2(p2)
Lp2 (Ω)+∥W1∥δ(q1)

Lq1 (Ω)+∥W2∥δ(q2)
Lq2 (Ω)

)
∥u∥1−αy

H1(Ω)∥u∥αy

H1(ω).

Étape 2 : Argument de compacité. En raison de la compacité de O, nous pouvons choisir
un nombre fini de boules (Byj

(Ryj
/2))j∈{1,··· ,p} avec yj ∈ O et Ryj

comme ci-dessus, de sorte
que O ⊂ ∪j∈{1,··· ,p}Byj

(Ryj
/2). Nous construisons ensuite une partition de l’unité de O en

choisissant des fonctions lisses (χj)0⩽j⩽N , chacune étant supportée dans Byj
(Ryj

), telles que

p∑
j=1

χj = 1 dans un voisinage de O, 0 ⩽ χj ⩽ 1.

Par conséquent,

∥u∥H1(O) ⩽ C
p∑
j=1

∥u∥H1(suppχj) ⩽ C
p∑
j=1

∥u∥H1(Byj (Ryj ))

⩽ Ce
C

(
∥V ∥γ(q0)

Lq0 (Ω)+∥V2∥γ2(p2)
Lp2 (Ω)+∥W1∥δ(q1)

Lq1 (Ω)+∥W2∥δ(q2)
Lq2 (Ω)

)
∥u∥1−αN

H1(Ω)∥u∥αN

H1(ω),

avec α = minj∈{1,··· ,p}{αyj
}. Cela conclut la preuve du théorème 4.1.1.
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4.6 Appendice

4.6.1 À propos de transformation de Kelvin

Pour tout R > 0, nous considérons la transformée de Kelvin de u : Rd 7→ C (voir, par
exemple [Wer81]),

ũR(x) =
(
R

|x|

)(d−2)

u

(
R2

|x|2
x

)
.

Il est bien connu que si u est une fonction harmonique, alors ũR est harmonique. C’est
due à la suivante relation :

∆ũR(x) =
(
R

|x|

)(d+2)

∆u
(
R2

|x|2
x

)
. (4.110)

Notre objectif dans cette partie est de démontrer cette égalité utilisée dans la preuve du
Lemme 4.5.1. Dans les calculs suivants, nous prendrons hR(x) =

(
R
|x|

)d−2
.

On dérive ũR(x) = hR(x)u
(
R2

|x|2x
)

par rapport à xi, pour tout i ∈ {1, .., d},

∂xi
ũR(x) = (∂xi

hR)(x)u
(
R2

|x|2
x

)
+ hR(x)

d∑
j=1

(∂xj
u)
(
R2

|x|2
x

)
∂xi

(
xj
R2

|x|2

)
.

Puisque, (∂xi
hR)(x) = − (d−2)xi

|x|2
(
R
|x|

)d−2
et ∂xi

(
xj

R2

|x|2
)

= R2

|x|2
(
δij − 2xixj

|x|2
)
, on a alors

(∇ũR)i(x) = −(d− 2)xi
|x|2

ũR(x) +
(
R

|x|

)d d∑
j=1

(
δij − 2xixj

|x|2

)
∂xj

u

(
R2

|x|2
x

)

= −(d− 2)xi
|x|2

ũR(x) +
(
R

|x|

)d
(∇u)i

(
R2

|x|2
x

)
−
(
R

|x|

)d d∑
j=1

(
2xixj
|x|2

)
∂xj

u

(
R2

|x|2
x

)
.

D’autre part, on a pour tout f ∈ C1(Ω; Cd)

div (fũR)(x) = div (f)ũR(x) + f · ∇ũR(x).

On dérive une nouvelle fois par rapport à xi pour obtenir

∂2
xixi

ũR(x) =∂2
xi
hR(x)u

(
R2

|x|2
x

)
+ 2∂xi

hR
d∑
j=1

(∂xj
u)
(
R2

|x|2
x

)
∂xi

(
xj
R2

|x|2

)

+ hR(x)
d∑

j,k=1
∂xj

∂xk
u

(
R2

|x|2
x

)
∂xi

(
xj
R2

|x|2
xj

)
∂xi

(
xk
R2

|x|2
xj

)

+ hR(x)
d∑
j=1

(∂xj
u)
(
R2

|x|2
x

)
∂2
xi

(
R2

|x|2
xj

)
.
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Notez que hR est harmonique, et on a ∂xi

(
xj

R2

|x|2
)

= R2

|x|2
(
δij − 2xixj

|x|2
)
. Ensuite, nous calculons

séparément

− 2
(
R

|x|

)d−2 (d− 2)
|x|2

d∑
i,j=1

xi∂xi

(
xj
R2

|x|2

)
(∂xj

u)
(
R2

|x|2
x

)

= 2
(
R

|x|

)d (d− 2)
|x|2

d∑
j

xj(∂xj
u)
(
R2

|x|2
x

)
= 2

(
R

|x|

)d (d− 2)
|x|2

x · (∇u)
(
R2

|x|2
x

)
,

et
d∑

j,k=1
∂xj

∂xk
u

(
R2

|x|2
x

)
d∑
i=1

∂xi

(
xj
R2

|x|2
xj

)
∂xi

(xk
R2

|x|2
xj)

=
d∑

j,k=1
∂xj

∂xk
u

(
R2

|x|2
x

)
δjk

(
R

|x|

)4

=
(
R

|x|

)4

∆u
(
R2

|x|2
x

)
.

Finalement, nous devons calculer ∑d
i=1 ∂

2
xi

(
R2

|x|2xj
)

d∑
i=1

∂2
xi

(
R2

|x|2
xj

)
= R2

d∑
i=1

∂xi

(
δij|x|2 − 2xixj

|x|4

)

= R2
d∑
i=1

(2δijxi − 2 (δij + 1)xj) |x|4 − (δij|x|2 − 2xixj) 4|x|2xi
|x|8

= R2 (−2d+ 4)xj
|x|4

.

En combinant tous ces résultats, nous concluons la relation (4.110).
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