université j
“BORDEAUX

N/
b Qi p gl | S50
FACULTE DES SCIENCES DETUNIS

Institut de ENIT LAMSIN
Mathématiques de ‘
Bordeaux

THESE EN COTUTELLE PRESENTEE

POUR OBTENIR LE GRADE DE
DOCTEUR
DE L’UNIVERSITE DE BORDEAUX
ET DE L’UNIVERSITE DE TUNIS EL MANAR

ECOLE DOCTORALE MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE
ECOLE DOCTORALE MATHEMATIQUES, INFORMATIQUE,
SCIENCES ET TECHNOLOGIE DE LA MATIERE

Mathématiques appliquées et calcul scientifique

Par Lotfi Thabouti
Estimées de Carleman LP globales

Sous la direction de Belhassen Dehman et Sylvain Ervedoza

Soutenue le mercredi 18 décembre 2024.
Membres du jury :

M. GMATTI Nabil Professeur des universités Université de Tunis El Manar Président
Mme. SAKJI BHOURI Imen Professeure des universités Université de Monastir Examinatrice
M. DEHMAN Belhassen Professeur des universités Université de Tunis El Manar Directeur

M. DOS SANTOS FERREIRA David Professeur des universités Université de Lorraine Rapporteur
M. ERVEDOZA Sylvain Directeur de recherche CNRS  Université de Bordeaux Directeur

M. LAURENT Camille Directeur de recherche CNRS  Université de Reims Rapporteur






Remerciements

Tout d’abord, je tiens & exprimer ma plus profonde gratitude a mes chers directeurs de these,
les Professeurs Belhassen Dehman et Sylvain Ervedoza. Nos discussions mathématiques ont tou-
jours été riches et passionnantes, et j’ai énormément appris a leurs c6tés. Je suis particulierement
reconnaissant envers Belhassen, avec qui j’ai entamé un véritable voyage dans le monde de ’ana-
lyse microlocale des mon mémoire de master. Je remercie également Sylvain pour son soutien
indéfectible, qu’il s’agisse de m’aider avec mes documents administratifs, de m’envoyer des invita-
tions quand nécessaire, ou encore pour son accueil chaleureux des mon arrivée a l'aéroport. Je ne
I’oublierais jamais. Tous deux ont su m’écouter, m’aider et m’encourager, méme lorsque mes idées
étaient encore confuses ou parfois un peu farfelues. Merci mille fois, chers professeurs, pour votre
patience, vos conseils avisés et votre aide précieuse. Je suis immensément fier d’avoir été votre
éleve et je n’oublierai jamais tout ce que vous avez fait pour moi.

J’ai eu le privilege d’avoir les Professeurs David Dos Santos Ferreira et Camille Laurent comme
rapporteurs de ma these. Je vous remercie chaleureusement pour votre lecture attentive, ainsi que
pour vos avis et commentaires, dont ’enthousiasme m’a profondément touché. Je tiens également
a exprimer ma gratitude aux Professeurs Nabil Gmati et Imen Sakji Bhouri pour avoir accepté
d’étre membres du jury de ma these. C’est un immense honneur pour moi de défendre ce travail
devant vous.

Je souhaite également profiter de cette occasion pour remercier tous les professeurs qui ont
marqué ma scolarité et éveillé en moi une véritable passion pour les mathématiques. Un remer-
ciement tout particulier & Mourad Bellassoeud, qui m’a transmis son intérét pour les estimées
de Carleman lors d’un cours de M2. J’ai eu la chance de suivre un master international, ou j’ai
bénéficié de cours exceptionnels. De I’Université d’Orsay, le cours d’analyse microlocale de Nicolas
Burq et Claude Zuily, ainsi que celui de Patrick Gérard et Julien Sabin, furent particulierement
enrichissants. De I’Université Cadi Ayyad, j’ai beaucoup appris grace aux cours donnés par Lahcen
Maniar et Khalil Ezzinbi. Merci a vous tous. Je tiens également & exprimer ma gratitude envers
Nader Masmoudi et Tarek M. Elgindi pour les différentes présentations et cours qu’ils ont donnés
a la Faculté des Sciences de Tunis, ou j’ai énormément appris sur les fluides. J’en profite aussi pour
remercier encore Sylvain et Jasmin Raissy pour leur geste lors de mon dernier déménagement, et
tout particulierement Sylvain pour son aide précieuse dans la gestion de mes logements. Merci
également a Armand Koenig, qui a assisté aux répétitions avec Sylvain et m’a toujours offert des
remarques constructives. Merci a Lauri Oksanen et Yavar Kian pour leur récente invitation a un
workshop a Rouen, qui fut une expérience particulierement enrichissante.

Je tiens également a remercier les membres permanents de 1I’Université de Tunis El Manar avec
qui j’ai eu de nombreux échanges enrichissants, notamment Mourad Bellassoued, Lassaad Aloui,
Moncef Mahjoub et Maher Moakher. Mes remerciements s’adressent également aux membres de
I'IMB, entre autres : Vincent Bruneau, El Maati Ouhabaz, Kévin Le Balc’h (ancien membre de
I'IMB), Mouez Dimassi et Jean-Frangois Bonny.



Je tiens a remercier chaleureusement mes amis et collegues du LAMSIN, en particulier Anis,
Hatem et Anoir, pour le partage de logement et tous les moments précieux que nous avons vécus
ensemble. Un immense merci également a mes amis et collegues de I'IMB pour tous les moments
partagés qui ont enrichi mon parcours, tant sur le plan professionnel que personnel. A Bilel, Issa,
Chadi et Khaoula, merci pour les sorties, les échanges inspirants et tous ces instants inoubliables.
A mes anciens camarades de 'IMB, Badreddine Benhellal, Jiacheng Zhang, Raul Kazan da Cunha
Araujo et Pei Su, je suis profondément reconnaissant pour votre amitié et votre soutien indéfec-
tible. A Jiacheng, Chadi, Adrien, Tom et Audrey, merci pour les moments de complicité et de
bienveillance partagés au sein de notre bureau. Je tiens également a exprimer ma gratitude envers
les membres des groupes de travail, Nacer Aarach, Magalie Bénéfice, Florent Noisette, Matthieu
Pauron, Thomas Normand, Adrien Tendani-Soler et Pero Jaramillo, pour leur enthousiasme com-
municatif. Etudier et découvrir de nouvelles perspectives & vos cotés a été un véritable plaisir. A
Saber (Sabroch), Bahaeddine (Behjoujma) et Najem Ddine, mes chers amis, cela fait longtemps
que nous ne nous sommes pas rencontrés. A vous tous, un immense merci d’avoir transformé ce
parcours en une expérience si riche et inoubliable.

Je tiens a exprimer ma profonde gratitude a I’ensemble du personnel administratif du LAMSIN,
en particulier & Raoudha et Abd Elwahed, pour leur soutien constant et leur disponibilité. Mes re-
merciements vont également a 1’équipe administrative de 'IMB, et tout particulierement a Karine,
Catherine, Nadia et Ida, pour leur efficacité remarquable et leur aide précieuse. Un immense merci
a I’équipe de la cellule info, notamment & Thomas, pour leur réactivité exemplaire face aux diverses
problématiques rencontrées par les doctorants, ainsi qu’a Sylvain, dont I’assistance a été précieuse
lors de la création de ma page web. Je suis également trés reconnaissant envers Cyril Mauvillain,
qui m’a aidé a plusieurs reprises a obtenir des articles et des ouvrages difficiles a trouver. Je lui suis
particulierement redevable pour avoir retrouvé les cinq pages de I'article original de Carleman de
1939, grace a sa persévérance et a ses démarches minutieuses aupres de différentes bibliotheques.

Je ne pourrais conclure sans exprimer ma profonde gratitude envers ma famille, a qui je dois
tout. A mes parents, Najia (Najnouja) et Mohamed Elarbi (Arbouch), un immense merci pour le
soutien moral et la motivation que vous m’avez apportés tout au long de mon parcours académique.
Votre appui infaillible m’a permis de surmonter les défis de ces longues années d’études. A mes
freres et & ma soeur, merci d’avoir toujours été mes piliers, sur qui je pouvais compter a chaque
étape. A ma femme, my Paulinka, merci d’avoir bouleversé ma vie d’'une maniére si extraordinaire.
Tu remplis chaque jour de ma vie de joie et de bonheur. Merci pour ta patience (les 10 mois!) et ta
capacité a me faire sourire méme dans les périodes les plus éprouvantes. Je vous aime infiniment !
Enfin, je remercie Dieu (Al Rahman, Al Rahim) d’avoir rendu tout cela possible. Et ma réussite
ne dépend que de Lui.






Résumé

Dans cette these, on étudie des inégalités de Carleman LP pour des problemes ellip-
tiques et leurs applications a la quantification du prolongement unique par rapport aux
perturbations du laplacien.

On s’intéresse d’abord aux inégalités de Carleman LP sur une bande de R? (d > 3), notée
S :=(0,1) x R¥1, pour le Laplacien. Grace a la transformée de Fourier et une factorisation
de l'opérateur conjugué, nous réduisons la démonstration de ces inégalités a la construction
d’une paramétrice pour le probléme du Laplacien avec des conditions au bord. En utilisant
cette paramétrice, on redémontre d’abord des inégalités classiques de Carleman L? pour
le Laplacien. Ensuite, en appliquant des techniques d’analyse harmonique, notamment le
théoreme de restriction de Fourier pour établir des résultats de continuité de type LP — L9,
on obtient des estimations LP — L9 sur cette paramétrice.

On applique ensuite ces méthodes au cas qui nous intéresse, a savoir les inégalités de
Carleman L? pour le Laplacien défini sur €, un ouvert borné et régulier de R? (d > 3), avec

un second membre fy + for + divF, fo € L*(Q), fow € L%(Q), F € L*(Q;C%), et une
condition de Dirichlet ¢ € H %(GQ). On montre deux estimations de Carleman globales :
une sur la norme H' de la solution et une sur sa norme Ld%7 en termes de normes L? &

poids de fy et F, de la norme Lz de fow et de la norme H 2 de g. Cela nous permet,
par exemple, d’obtenir une quantification du prolongement unique pour les solutions de
Au = Vu+ Wy - Vu + div (Wau) en fonction des normes de V' dans L%®(Q2), de W, dans
L1 (Q) et de Wy dans L%2(2) pour gy € (d/2, 0] et gy et gy satisfaisant soit q1, g2 > (3d—2)/2
et -~ + - <4(1—3)/(3d —2), soit q1, go > 3d/2.

qDans une troisieme partie, on étudie une quantification du prolongement unique des
solutions de I'équation Au = Vu + W; - Vu + div (Wau) mais avec des potentiels d’ordre
un plus singuliers dans la classe limite d’intégrabilité. En particulier, on considere le cas
Wi € Lt et Wy € L%, avec q; > d et ga > d. En utilisant le lemme de T. Wolff sur les mesures
euclidiennes et une version raffinée des estimations de Carleman, on obtient des résultats de
quantification du prolongement unique pour les solutions u de Au = Vu+W;-Vu+div (Wau)
en fonction des normes des potentiels.

Mots clés : Estimations de Carleman, probleme aux limites, équations elliptiques, théo-
remes de restriction de Fourier, multiplicateur de Fourier.



Abstract

In this thesis, we study LP Carleman inequalities for elliptic problems and their appli-
cations to the quantification of unique continuation with respect to perturbations of the
Laplacian.

We first focus on LP Carleman inequalities on a strip of R? (d > 3), denoted S :=
(0,1) x R4, for the Laplacian. Using the Fourier transform and a factorisation of the
conjugate operator, we reduce the proof of these inequalities to the construction of a para-
metrix for the Laplacian problem with boundary conditions. Utilising this parametrix, we
first reprove classical L? Carleman inequalities for the Laplacian. Then, applying harmonic
analysis techniques, particularly the Fourier restriction theorem to establish L” — L9 type
continuity results, we obtain LP — L? estimates for this parametrix.

We then apply these methods to the case of interest, namely LP Carleman inequalities
for the Laplacian defined on ©, a bounded and regular open subset of R? (d > 3), with a
right-hand side fo + fou +div F, fo € L?(Q), fow € L%(Q), F € L?(9;C%), and a Dirichlet
condition g € H %(89). We establish two global Carleman estimates : one on the H' norm
of the solution and another on its L2 norm, in terms of weighted L? norms of f, and
F'| the L7 norm of foxr, and the H 2 norm of g. This allows us, for example, to obtain a
quantification of unique continuation for solutions of Au = Vu + W; - Vu + div (Wau) in
terms of the norms of V' in L% (Q), Wy in L% (Q), and Wy in L%(2) for ¢y € (d/2, 0] and ¢
and ¢ satisfying either ¢, ¢» > (3d —2)/2 and qil + q% <4(1-2)/(3d—2), or q1, g2 > 3d/2.

In the third part, we study a quantification of unique continuation for solutions of the
equation Au = Vu + Wy - Vu + div (Wau) but with first-order potentials that are more
singular in the limit integrability class. In particular, we consider the case where Wy € L%
and Wy € L% with ¢ > d and ¢ > d. Using T. Wolft’s lemma on Euclidean measures and a
refined version of Carleman estimates, we obtain unique continuation quantification results
for solutions u of Au = Vu+ Wy - Vu + div (Wau) in terms of the norms of the potentials.

Keywords : Carleman estimates, boundary value problem, elliptic equations, Fourier res-
triction theorems, Fourier multiplier.
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Chapitre 1

Introduction

Ce chapitre présente les motivations de la these et donne un apercu général des objectifs
et des résultats.

Contents

1.1 Cadregénéral. . . . . . . . . . i i i i i it e e e e e e e 11
1.1.1 Prolongement unique . . . . . . . . .. .. L L e 12
1.1.2 Estimations de Carleman, cadre Hilbertien . . . . .. ... .. ... ... 13
1.1.2.1 Estimations de Carleman locales . . . . . .. ... ... .. ... 13
1.1.2.2 Estimations de Carleman globales . . . . . ... ... ... ... 16
1.1.3 Estimations de Carleman LP . . . . . .. ... ... ... ... ...... 18
1.1.3.1 Estimations de Carleman L? a partir de I'inégalité Hilbertienne 18
1.1.3.2 Estimations de Carleman L”, approche directe . . . . . ... .. 20
1.1.4 Espaces LP optimaux pour le prolongement unique. . . . ... ... . .. 22
1.2 Principaux résultats de la thése, partie I . . .. ... ... .. ..... 23
1.2.1 Estimations de Carleman LP globales pour 'opérateur Laplacien . . . . . 23
1.2.2  Quantification du prolongement unique . . . ... .. ... ... ..... 25
1.2.3 Stratégie de preuve . . . . . . ..o 26
1.3 Principaux résultats de la thése, partie IT. . . . .. ... ... ..... 30

1.3.1 Quantification du prolongement unique avec des potentiels d’ordre un dans
des classes presque optimales . . . . . . .. ..o 30
1.3.2 Ingrédients . . . . . . . . . 32
1.3.2.1 Lemmede Wolff . . . . ... .. ... .. ... .......... 32
1.3.3 Estimations de Carleman LP améliorées . . . . . . .. .. .. ... .... 34
1.3.4 Stratégie de preuve . . . . . ... 35
1.4 Problemes ouverts et perspectives . . . ... ... ... . 0000 37
1.5 Organisationde lathése .. ... ... ... ... 39

1.1 Cadre général

L’objectif principal de cette these consiste a établir des inégalités de Carleman LP pour
des équations elliptiques, y compris avec des conditions au bord non homogenes, afin d’en
déduire des résultats de quantification de la propriété du prolongement unique pour le La-
placien perturbé par des potentiels d’ordre un et zéro dans des classes d’intégrabilité - de
type LP - optimales.

11



1.1.1 Prolongement unique

Considérons un ouvert connexe € de R?, P un opérateur différentiel défini sur et w un
sous-ensemble non vide et ouvert de (2.
La propriété de prolongement unique est définie comme suit :

Définition 1.1.1 (Prolongement Unique). On dit que P vérifie la propriété de prolongement
unique (faible) sur un espace fonctionnel E si, pour tout u € E, on a

= u=0 dans Q. (1.1)

uw =0 dans w

{Pu:O dans 2

Dans les cas ot (1.1) est obtenue, il est intéressant de quantifier ce prolongement unique,
c’est-a-dire de la mesurer ou I’évaluer, plus précisément on souhaiterait avoir la propriété
suivante :

Si Pu est "petit" dans ), et u est "petit” dans w, alors u est "petit" dans Q. (1.2)

Analytiquement, cette derniére se traduit par une inégalité "uniforme" de type

lullg < F(l[Pullg, [lull,), (1.3)

pour une certaine fonction f a déterminer, et ou les normes |||, ||-||, sont également a
préciser.

La quantification est dite globale lorsqu’on peut estimer la solution u sur tout le domaine
Q. C’est le cas de I'inégalité (1.3) ci-dessus. Parfois, cette estimation peut étre difficile a
atteindre et on s’intéresse alors a l'estimation de w sur un sous-domaine O C 2. Dans ce
cas, on dit que la quantification est locale.

Cette propriété peut se comprendre aussi comme un résultat de stabilité dans le sens
suivant

Si uy et ug sont deux solutions de Pu = 0 dans ) et proches dans w C €, alors elles sont
également proches dans €.

Conformément a la terminologie de la théorie du controle, I'inégalité (1.3) est appelée
estimation d’observabilité. Cela signifie que ’on peut estimer u dans §2 en I'observant dans
un ensemble restreint w C 2.

Il existe aussi d’autres notions de prolongements uniques, notamment le prolongement
unique fort. Briévement on a :

Définition 1.1.2 (Prolongement unique fort). On dit que P vérifie la propriété du prolon-
gement unique fort sur un espace fonctionnel E si, pour tout u € E, on a

{ Pu =0 dans = u =0 dans Q. (1.4)

daxg € Q tel que u s’annule d’ordre infini en xg,

Ici, u s’annule d’ordre infini en xq signifie qu’il existe R > 0 tel que, pour chaque entier N,
il existe ¢, tel que

Vr € (0, R), /B o) lu|? do < exr?Y.
r{Z0

12



Cas d’opérateurs a coefficients analytiques.

Supposons que P un opérateur différentiel elliptique a coefficients analytiques et u €
D'(2) une distribution. Si Pu est analytique, alors u est analytique, voir | , Théoréme
7.5.1]. Ainsi, dans ce cas, la propriété du prolongement unique découle simplement d’argu-
ments d’analyse complexe. Pour des opérateurs plus généraux, voir également le théoréme
d’Holmgren | , Théoreme 5.3.1].

1.1.2 Estimations de Carleman, cadre Hilbertien

Le premier résultat qui s’affranchit de I’hypothese d’analyticité a été obtenu par Carle-
man | | en 1939, qui a démontré le prolongement unique pour une équation elliptique
bidimensionnelle. La technique qu’il a introduite, maintenant connue sous le nom d’inégalité
de Carleman, est devenue un outil efficace pour établir ce prolongement.

Avant d’explorer ces inégalités, il est important de mentionner d’autres approches per-
mettant d’obtenir ce résultat sans recourir aux estimations de Carleman, telles que la mé-
thode de la fonction monotone introduite par Garofalo et Lin en 1986, cf | ].

1.1.2.1 Estimations de Carleman locales
L’idée de Carleman repose sur des inégalités a poids de la forme
T e™ul| x ) < Clle™ Pully ), Vue C°(f), VT assez grand, (1.5)

ou P est un opérateur différentiel linéaire, ¢ est une fonction a valeurs réelles bien choisie,
appelée fonction poids, v et C sont des constantes indépendantes de 7 et u et 2 est un
domaine de R?, et les normes || - || x(), || - [[y() sont, respectivement, des normes sur des
espaces fonctionnels X (£2) et Y(£2) sur 2. On dira qu’il s’agit d’un cadre Hilbertien lorsque
les espaces X (Q2) et Y () sont des espaces de Hilbert. Le fait que 7 puisse étre pris arbi-
trairement grand est une caractéristique importante des inégalités de Carleman (locales et
globales) et permet notamment de propager la zone d’annulation des solutions de Pu = 0
dans la direction de —V.

Carleman a prouvé une telle estimation avec v = 0 lorsque P est un systeme du premier
ordre a deux variables. Cette méthode, désormais connue sous le nom d’inégalité de Carle-
man, a permis de démontrer le prolongement unique sous certaines conditions de pseudo-
convezité (détaillées ultérieurement), grace aux contributions de nombreux mathématiciens.

On citera en autres auteurs C. Miiller | ], N. Aronszajn | |, A.-P. Calderén | ],
L. Hérmander | , : ], V. Isakov | |, F. Treves | ], et A. Plis | B
K. Miller | ], et S. Alinhac | | pour des résultat de non prolongement unique. On
renvoie aussi a l'article de J. Le Rousseau et G. Lebeau | ], qui constitue une intro-
duction pédagogique aux inégalités de Carleman elliptiques et aux manuels de D. Tataru
[ ], N. Lerner | |, C Laurent, M Léautaud | ], J. Le Rousseau, G. Lebeau et
L. Robbiano | , ].

Idée générale de preuve de ces inégalités.

Pour mieux comprendre ces estimées L?, on se met dans le cas simple ott P = A. Comme
il est difficile de prouver une estimation avec un poids, il est plus pratique d’abord d’éliminer
le poids exponentiel 7%, en introduisant la fonction v := e™u et 'opérateur conjugué,

P, =P Ae %,
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ce qui revient alors a montrer
T”||UH%2(Q) < C’HPSOUH%QQ), Yo € C5°(R2), V1 assez gand,

A premiére vue, une telle inégalité peut sembler étre une estimation standard. Cependant,
on note que méme si le Laplacien est un opérateur elliptique, le conjugué ne 'est plus. Par
conséquent, il n’est pas immédiatement évident d’obtenir les bornes inférieures souhaitées.
Pour comprendre 1’origine de ces bornes, on sépare les parties symétriques et antisymétriques
de l'opérateur conjugué P,. En effet, un calcul simple montre que

P,=A—-27Vyp-V+ 7 Vp|* — TAp.

Son symbole principal, en identifiant le paramétre 7 a une dérivée (cela peut étre rendu
rigoureux a l'aide de 'analyse semi-classique, cf | ]), est donné par

Pe(@,€) = —[¢* + 7% |Vp|® = 2iTVp - €. (1.6)
Si p, =0, alors £ L Vo et |{|* = 72|Vp|?. Ainsi p, s’annule sur 'ensemble caractéristique
B, ={(2,§) € Ax R, Vp-£=0, [ =7*|Vp[*}. (1.7)

La premiere condition signifie que £ se trouve sur un plan perpendiculaire a Vi, et la
deuxieme condition signifie que £ se trouve sur une sphere. Cependant, 'intersection d’une
spheére avec un plan passant par 'origine n’est pas triviale. Ainsi, P, n’est pas elliptique.
Ensuite, on définit les parties symétriques et antisymétriques respectivement données par

S=A+7|Vy|?, A =-27Vp- -V —7Ap.
En calculant la norme || P, v[|72q,, on obtient
| Py U||%2(Q) = | SU“%Q(Q) + || AUH%Q(Q) + ([S, Alv, U)L2(Q) : (1.8)

ou le commutateur [S, A] = SA — AS. La seule contribution qui pourrait étre non positive,
ne peut provenir que du commutateur [S, A]. On cherche alors a garantir que le symbole
principal de [S, A] soit positif, pour 7 grand, lorsque les symboles principaux s(z,§) et
a(x,§), respectivement de S et A, s’annulent. Ici s(x, ) et a(z, &) sont donnés par

s(x,§) = =g + T Ve(@)]*,  al@,§) = =2irVe(z) - €.

En terme symbolique, via I'inégalité de Garding | , Théoreme 8.1], l'identité (1.8)
ramene a ’étude de la positivité du symbole

S, € + ol € + s, a} (e, €)

ou {s,a} désigne le crochet de Poisson de s et de a (donné par {p,q}(z,&) = Vep(x,§) -
Vaq(z,8) — Vap(z,£) - Veq(x,£)), ce qui donne ici

1
{50} (2,6) = 4 (7 (Hess(9)) Vo - Vo + 7(Hess(9))€ -€) (1.9)
et correspond au symbole principal de 'opérateur [S, A].
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En fait, pour étre tout a fait précis, et pour remettre les opérateurs a la méme échelle
semi-classique, il s’agit plutot d’étudier la positivité du symbole

1 1

= (s(z,9)* + a(x,)?) + ~{s,a}(x,9).

T 7

Quoiqu’il en soit, cela impose que lorsque les symboles s et a s’annulent, le crochet %{s, a}(x,§)
doit étre positif, ce qui requiere dans notre cas ’existence d'une constance ¢, > 0 telle que :

Vr > 1,V(2,8) € %, 7 (Hess(9))V - Vo + 7(Hess(0))E - € = c. (72 + [€]?). (1.10)

En posant ¢ = £/, cette condition est donc équivalente a la suivante : Il existe ¢, > 0 tel
que
V(z,0) €%, ((Hess(¢)) V- Vo + (Hess())¢ - ¢) = cu(1+ [Vil?), (1.11)

avec

2 ={(z,¢) € A x R[] = [Vyl*, Vi - ¢ = 0}.

Cette condition est une condition nécessaire et suffisante (voir | |) pour obtenir
I'inégalité de Carleman locale suivante : Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
7 > 1, pour tout u € C§°(2),

7'3”67—(‘0'&”%2(9) + T||€T('DVU,||%2(Q) < C||€T¢AU||%2(Q) (112)

Cette condition est appelée condition de sous-ellipticité de Hormander par rapport a
l'opérateur Laplacien, et nous allons 1'utiliser dans la suite de notre travail, dans les chapitres
3 et 4.

Une autre facon d’écrire cette condition est la suivante :

Définition 1.1.3 (Sous-ellipticité de Hérmander). Soit Q un ouvert borné de R%. On dit
que la fonction poids ¢ EﬁCC’O(Rd, R) satisfait ’hypothése de sous-ellipticité sur Q pour le
laplacien si [Vo| > 0 sur $) et si

_ 1
V(z,8) € QxRIVT =1, pu(2,6) =0= —1{Repy, Imp, }(x, &) > 0, (1.13)
T

ou p, est le symbole principal de l'opérateur conjugué e’ A(e”7%-) défini en (1.6).

Remarque 1.1.4. e La forme (1.13) permet la généralisation a des opérateurs ellip-
tiques P d’ordre deux plus généraux que le Laplacien. Ainsi, la condition de sous-
ellipticité d’Hormander ci-dessus, convenablement modifiée en remplacant p, par le
symbole semi-classique de l'opérateur e™?P(e~7¢-), est également une condition néces-
saire et suffisante pour obtenir une inégalité de Carleman locale de la forme (1.12), cf

[ /

o [l n’est pas difficile de vérifier l'existence d’une fonction ¢ satisfaisant la condition
(1.13) pour un opérateur p elliptique. Il suffit, par exemple, de définir ¢ = e’?, avec
(Vo] > 0 sur Q et A > 0 choisi suffisamment grand. Ce processus est souvent appelé
convexification.

e Si on cherche ¢ sous la forme ¢ = (x1), la condition de sous-ellipticité pour le
Laplacien (1.9) se réécrit

@) (¢ (@) +61) = e>0, (&g (@) =0} N {[¢)* = 72/ (21)]*}.

Il suffit alors de choisir " strictement positive et ' ne s’annulant pas.
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e Lorsque la condition de sous-ellipticité dégénere, on peut encore récupérer une inéqgalité
de Carleman, mais avec des puissances du parameétre T plus petites. Un tel exemple a
été utilisée en particulier dans les travauz de Kenig et al. [ ], qui ont introduit la
notion de poids Carleman limite (en anglais, limiting Carleman weights), qui satisfont
la propriété suivante :

V(z,8) € QxRY pu(z,8) = 0= {Rep,, Imp,}(z,&) = 0.

Une caractéristique importante de cette propriété est que si @ est un poids limite pour
P, alors —¢ l'est également. On renvoie a [ | et [ , Chapitre 4,
section 4.2.] pour plus de détails.

1.1.2.2 Estimations de Carleman globales

Dans les années 90, motivées par des applications en théorie du controle des équations
aux dérivées partielles, les inégalités de Carleman dans L? ont été utilisées pour quantifier
les propriétés de prolongement unique dans des domaines bornés. Des travaux décisifs, tels
que ceux de Lebeau et Robbiano en 1995 | | ainsi que de Fursikov et Imanuvilov en 1996
[ ], ont étudié les propriétés de controlabilité de I’équation de la chaleur. Dans tous ces
travaux, la difficulté réside dans le développement des inégalités de Carleman pres des bords
d’un domaine. Contrairement aux inégalités de Carleman locales mentionnées précédemment
pour obtenir des propriétés de prolongement unique, ces inégalités seront appelées inégalités
de Carleman globales dans la suite. De plus, globale signifie ici que ces inégalités peuvent
étre appliquées aux fonctions définies sur 'ensemble du domaine, y compris sur la frontiere.
Essentiellement, ces inégalités sont de la forme

e ullx@ < Cle™ Pully@) + e ullx,,w) + e Bully,e), Yu € C*(Q), V7> 1,

obs

terme d’observation termes de bord

(1.14)

Ici, w est un sous-ouvert non-vide de €, et les normes |- || x ), || [lv@)s ||| xo.0)> |- llvo00)
sont, respectivement, des normes sur des espaces fonctionnels X (2) et Y (£2) sur 2, X,ps(w)
sur w et Yp(02) sur 0S2.

On remarque la présence des termes d’observation et des termes de bord dans cette
inégalité globale, qui sont absents dans les versions locales, cf (1.5).

Sous cette forme, le lien avec le prolongement unique apparait clairement : En effet, si u
est une solution de P u = 0 dans (2 satisfaisant Bu = 0 sur 9¢2 et © = 0 dans w, alors u = 0
dans 2.

Dans le cas de 'opérateur Laplacien, Imanuvilov et Puel ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme 1.1.5 (Imanuvilov et Puel | ]). Soit Q un domaine borné régulier de R?, et
w un sous ouvert non-vide de Q. Soit 1 € C*(Q) tel que v = 0 sur 9, ¥(x) > 0 pour
tout x € Q, et |Vi(z)| > 0 pour tout x € Q\ w (de telles fonctions existent), et posons
o =M@ pour A € R.

Alors il existe des constantes C' > 0, A > 1 et 19 > 1 telles que VY7 > 7y, toute solution
ue HY Q) de

—Au= f+divF dans ),
u=gq sur 052,
avec

fel*Q), Fel*(CY), geH09)
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satisfait

[ vutereae 72 [ uptetreds <. (rher gl
Q Q

1 2 271
H§<69>+?/Q’f’ errde

d
+ZT/ ]Fj\QeQWd:c—l—/ <\Vu|2 —|—72]u\2) eQT‘de) . (1.15)
j=1 Q w

Il ne s’agit ici que d'un exemple d’une inégalité de Carleman globale pour le Laplacien
et des conditions au bord de type Dirichlet. De nombreux travaux utilisent des inégalités
de Carleman globales pour le Laplacien ou d’autres opérateurs, conditions au bord, etc. On
peut par exemple citer :

e Dans le contexte de la théorie du contrdle, outre les travaux de Lebeau et Rob-
biano | |, et de Fursikov et Imanuvilov [F196] sur la nulle-contrélabilité de la
chaleur, les résultats de contrdlabilité aux trajectoires pour la chaleur semi-linéaire
[ , ]), pour les équations de Navier-Stokes incompressibles par Fernandez-
Cara, Guerrero, Imanuvilov et Puel | |, ou encore pour I’équation de la chaleur
en présence d’'une interface par Le Rousseau et Robbiano | ].

e Dans le contexte de la stabilisation de I’équation des ondes amorties (sans controle
géométrique), les travaux de Lebeau | |, Robbiano | |, et Burq | ].

e En problemes inverses, pour obtenir des estimations de stabilité de la quantité inconnue
recherchée (par exemple, un coefficient ou un terme source) en fonction de mesures ef-
fectuées sur la solution de 'EDP, voir par exemple | , , , , ].

Notons que I'inégalité de Carleman présentée dans le Théoreme 1.1.5 permet non seule-
ment d’établir la propriété de prolongement unique

Au=0 dans
u=20 sur 0f) = u =0 dans ,
u=0 dansw

mais aussi d’établir une quantification globale de cette propriété de prolongement unique.
A ce titre, ce sera 'outil de prédilection que ’on choisira dans la suite de cette these pour
établir des résultats de quantification de prolongement unique.

Un point important des inégalités de Carleman est le fait que le parametre 7 puisse
étre pris arbitrairement grand. En particulier, cela permet d’ absorber des termes d’ordre
inférieur facilement. Ainsi, si on considére u € H} () solution de

(1.16)

Au = Vu+ Wy - Vu+ div(Wau) dans Q
u = 0 sur 0f) ’

pour V € L>(Q), Wy € L*(Q) et Wy € L>(Q), on peut poser f = Vu+W;-Vu, F = Wau
et appliquer l'inégalité de Carleman (1.15). On obtient alors que pour C' et A bien choisis,
pour tout 7 = 7y,

1 1
/ ]Vu]262wdx+7'2/ lu?e?™#da < C (Hvugo/ lue? ™ da + fuwlugo/ Vul2e? da
Q Q T Q T Q

d
+ZTHW2HC2>O/ |u\262wdx+/ (\Vu|2+72]u|2) eQT‘de). (1.17)
j=1 @ w
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En particulier, en prenant 7 suffisamment grand pour avoir
T3> VIR, T WL, T3> WL,

les termes de droite de I'inégalité (1.17) contenant les normes des potentiels V', Wy, et W,
peuvent étre absorbés par le membre de gauche de l'inégalité (1.17) et on obtient :

/ |Vul?e’™dz + 7'2/ lu?e*™?dz < C (/ (|Vu|2 + 7'2|u]2) ezwdx> : (1.18)
Q Q w

On obtient alors, en bornant le poids Carleman e*™® et en choisissant 7 de lordre de
C(IVIIZ? + [|Wh]|%, + |[Wa|%) Dinégalité suivante : u solution de (1.16) satisfait I'inéga-
lité
lull g3y < Cexp(CUVIEE + W% + [1Wall3)) ull 1 - (1.19)
C’est ce type d’inégalités qu’on appelera dans la suite quantification du prolongement
unique pour les solutions d’une équation elliptique par rapport aux termes d’ordre inférieur.
Une question naturelle au vu de l'inégalité (1.16) est I'optimalité de la classe des po-
tentiels d’ordre 0 et 1 considérés dans (1.19). En effet, il est bien connu que l'opérateur
Laplacien, muni des conditions au bord de Dirichlet sur un domaine borné régulier, est
un isomorphisme entre Hj(Q) et H (). En conséquence, il est naturel de considérer des
termes d’ordre inférieurs tel que I'opérateur

est compact en tant qu’opérateur de Hj(2) dans H~'(€2). En dimension d > 3, en utilisant
les injections de Sobolev, H}(Q2) C L%(Q) et Ld%(ﬂ) C H7Y(Q), on voit qu’il est naturel
de considérer les potentiels V', Wi et W5 dans les classes

d
Ve L*(Q), avec qp > 3 Wy € L(Q), avec ¢1 > d, Wy € L2(Q), avec ¢u > d.
(1.20)

Problématique générale de la these.

Cette these part de la remarque qu’a notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature
de quantification du prolongement unique de la forme (1.19) pour les solutions de (1.16)
pour des potentiels V', Wi, et W5 dans les classes limites d’intégrabilité présentées dans
(1.20), et il s’agit de l'objectif principal poursuivi dans cette these.

1.1.3 Estimations de Carleman L”

1.1.3.1 Estimations de Carleman L? a partir de ’inégalité Hilbertienne

Une premiere remarque est que, en utilisant le Théoreme 1.1.5 et en jouant avec les
injections de Sobolev, on peut traiter une classe légérement plus grande de potentiels V/,
correspondant a L% () avec ¢y > 2d/3.

D’une part, le membre de gauche de (1.15) et I'injection de Sobolev H! < L7 donne

||ewu||L%(Q) < Clle™ullp) < OTlle™?ul|r2(0) + Clle™Vul| 12(q)- (1.21)
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D’autre part, si on prend fo, € L%(Q), pour 7 > 0, on peut résoudre

—Az, = €"% fy, dans ,
z; = 0 sur 012,

et on a, par la propriété d’isomorphisme du Laplacien entre H} () et H~1(Q), et 'injection
de Sobolev L2 () < H~1(1), on obtient
V2 lz2) < Clle™ faullr-siay < e Sl g o

En conséquence, en écrivant
fow =€ 77div(Vz,) =div (e "¥Vz,) + 1e "*Vp - Vz,,

on déduit du Théoreme 1.1.5 la propriété suivante :
Pour d > 3, il existe des constantes C' > 0, et 79 > 1 telles que V7 > 7y, toute solution
ue HY Q) de
—Au = fou + f+divFE dans €,
u=g sur 0,
avec

fow € Li2(Q), feI2(Q), FelI2(CY, ge HY2(09),

satisfait

/|Vu|2 2y + 12 /|u|2 edr + e ull?
2(Q)

d
27 2 - 2 27¢p 12 27
<O (e ol g+ 1 v 3o B e
+7'||6wf2*'|’i%(m +/w (|Vu|2—|—7'2\u|2) eQT“"dx>. (1.22)

Montrons comment une telle inégalité permet d’établir le prolongement unique pour les
solutions u de (1.16) avec V € L%(Q) pour gy > 2! et, pour simplifier Wy = 0 et W, = 0.

Dans ce cas, 'estimée (1.22) donne alors, en écrivant V' = Vo + Vy/o avec Vo € L>(€2)
et Vajo € LY%(2), pour tout 7 > 7,

C
rleeull @ Hle ull p < Sl Viull @+ Crt e Vil e +Crleull .
Ld=2(Q) 732 Ld+2(Q)
< lVeellz@) - . .
! ||6 “ull L2 o) + CTQ||Vd/2|| )||€ ¢U||Ld%dz(m + O7lle™ull i)
En particulier, pour
733> [Vicllzg) et 72|[Vagall 4 <L (1.23)

on pourra absorber les termes faisant intervenir les potentiels Voo et Vo par le membre de
gauche.
Pour faire cela, on choisit

da
A= [V]zow@7o, and Ve =Viyr, Vie=V9ysa,
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si bien que les conditions (1.23) deviennent

3_d
72 w0 3> [V Lo (o),

qui ne peuvent étre satisfaites que si gy > %d
Cela donne notamment le prolongement unique pour l'opérateur —A + V' avec des po-
tentiels dans L%(€2), avec qo > 22 et une quantification du prolongement unique global

3
en )
Cexp (cnvnmm) -

Remarquons aussi qu’on peut adapter 'argument présenté ci-dessus a partir de (1.22)
pour obtenir le prolongement unique pour l'opérateur —A + V' + Wy - V - +div (Ws-) pour
des potentiels V' € L®(Q), Wy € L1 (), et Wy € L2(Q)), avec qq > %‘l, g1 > 2d, g > 2d, et
on obtient une quantification du prolongement unique global en

2 2 2
Cexp (CIIVIILqO o T C||W1||Lq1(g + CIIWQIIqum)) :

Ce résultat correspond au seuil d’intégrabilité obtenu par des arguments similaires dans
'article de Saut et Scheurer | | pour le prolongement unique en utilisant des inégalités de
Carleman Hilbertiennes couplées avec des arguments d’interpolation. Ce résultat ne permet
néanmoins pas d’atteindre l'intégrabilité limite ¢y > %, q1,q2 > d que 'on attendrait. Pour-
tant, il est connu que les puissances du parametre 7 en face de chaque terme de I'estimée
(1.15) sont optimales, cf | , Chapitre 4].

Des lors, il est naturel de se tourner vers des inégalités de Carleman plus générales, dans
des classes d’intégrabilité LP appropriées.

1.1.3.2 Estimations de Carleman L?, approche directe

Comme nous ’avons vu précédemment, les estimées de Carleman dans un cadre Hilber-
tien ne semblent pas permettre de considérer des termes d’ordre inférieur dans des classes
d’intégrabilité optimales.

Ce probleme a été étudié en particulier pour les questions de prolongement unique et
prolongement unique fort pour 'opérateur Laplacien. Amrein, Berthier et Georgescu (1981)
[ ] ont prouvé le prolongement unique fort pour —A + V(z), lorsque V' € LP(R?),
p>d/2, pour d =2,3,4 (cela a été amélioré a p = d/2, d = 3,4 par E.T. Sawyer | D,
tandis que pour des d plus grands, les meilleurs résultats étaient ceux de L. Hormander
(1983) | ], qui a établi le prolongement unique pour V € LP(RY), p > 4d — 2/7, d > 4.

Ensuite, les estimations de Carleman L” locales suivantes ont été introduites par D.
Jerison et C. E. Kenig en 1985.

Théoréme 1.1.6 (Jerison-Kenig | ). Soit d = 3. Il existe C > 0 tel que pour tout
7> 0, dist(r;N + 452) = 1, u e C°(R?\ {0})
e 77wl g o SC M2 77 Aw] e (1.24)

Notons tout de suite que le Théoréme 1.1.6 permet d’obtenir le prolongement unique

fort pour 'opérateur —A + V avec V € Lloc(Rd).
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L’estimation (1.24) correspond & la fonction poids suivante

p(x) = —Infz],

qui satisfait une condition de sous-ellipticité dégénérée, et qui est invariante par changement
d’échelle. Il est intéressant de comparer cette estimée a 1'estimée (1.22), qui donne pour tout
u € C(Q\ w), et pour tout 7 > 7o,

l€7u|| 2a <CT%\|eTmuy|L (1.25)

_2d_
172 (9) 72 (9)
On constate en particulier les différences de puissance de 7 dans l'estimée (1.24) et (1.25).
C’est précisément cette différence qui fait que l'estimée (1.24) permet d’obtenir un résultat
d
de prolongement unique pour opérateur —A + V avec V € L (R?).

La démonstration de 'estimation (1.24) constitue une grande avancée de D. Jerison et C.
Kenig; leur argument initial était basé sur une analyse précise des normes L” des fonctions
de Bessel sur la sphere. Une autre approche, basée sur la construction d’une paramétrice de
l'opérateur conjugué |z|~"A(|z|™-) et les estimées sur les projecteurs spectraux du Laplacien
sphérique, est donné dans | , Chapitre 5], voir aussi | |. En fait, on s’inspirera
plutot dans cette derniere approche dans notre travail.

En raffinant ces estimées de Carleman L, Barcelo-Kenig-Ruiz-Sogge | | arrive a

d
2 (Rd)

loc

démontrer le prolongement unique pour l'opérateur —A +V +W; -V avec V € L
3d—2
et Wy € L,,2 (RY). De plus, | | démontre également qu'une méthode basée sim-
plement sur les estimations de Carleman ne peut pas permettre d’obtenir des résultats de
prolongement unique pour des potentiels d’ordre 1 Wy € L (R?) avec ¢; < %.

Pour atteindre des résultats de prolongement unique pour des potentiels d’ordre 1 dans
des classes d’intégrabilité plus faibles, T. Wolff a introduit un argument supplémentaire sur
des propriétés de concentration de mesures, qui ont permis d’atteindre la classe optimale,
cf [ |, voir Lemme 1.3.2 ci-apres.

En revisitant 'approche de Wolff et les inégalités de Carleman LP, le résultat de prolon-

gement unique fort le plus abouti pour les opérateurs elliptiques est le suivant :

Théoréme 1.1.7 (Koch-Tataru | ]). Soit P un opérateur différentiel elliptique de la
forme

Pu = div(g(z)Vu) + Wi - Vu + div(Wau) + Vu,

ou les coefficients g, W;, V' sont définis dans une boule B = B(xg, R). Supposons que g*
satisfait la condition d’ellipticité uniforme

el < DS 976 < Ol pour € € RT\ {0}

1<ij<d
et que g € Wh(B), W; € LYB) et V € Lt(B). Alors P a la propriété de prolongement
unique fort (1.4) sur H'.
Solution fondamentale et parametrice

Les estimées de Carleman L” sont basées sur des estimées d'une paramétrice de 'opéra-
teur conjugué P, = e"¥Pe™"%,
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Pour étre plus précis, rappelons qu’'une paramétrice pour l'opérateur Q sur €2 est une
distribution E = E(x,y) définie pour x,y € ) telle que

Q(z,D)E(-,y) = 6, + hy, dans 2'(Q), (1.26)

ou h,, est une fonction réguliere. Si E(-,y) vérifie (1.26) avec h = 0, alors E est une solution
fondamentale de Q. On peut obtenir beaucoup d’informations sur les solutions de Qu =
f, dés qu’une solution fondamentale ou paramétrice est connue. En effet, dans le cas ou
FE est une solution fondamentale, on obtient qu'une solution v de Qu = f est donnée
(formellement) par u(z) = [,cq E(z,y)f(y)dy, et on peut donc obtenir des informations
précises sur les solutions v de Qu = f si connait bien la solution fondamentale. Bien
entendu, cette approche s’adapte dans le cas ou on connait seulement une approximation
de la solution fondamentale, donc notamment dans le cas d’une paramétrice. On verra par
la suite que beaucoup de nos travaux font intervenir de facon explicite une paramétrice.

1.1.4 Espaces L? optimaux pour le prolongement unique.

Comme nous 'avons vu, le prolongement unique pour 'opérateur P = —A+V +W;-V-
+div (Ws-) est valable pour V € L®(Q), Wy € L©(Q; CY) et Wy € L%2(; CY), avec qo = d/2,
G = det g > d (voir | ]). De plus, le prolongement unique fort a méme été prouvé
dans les cas ol gy = d/2, ¢4 = d et g2 > d (voir | ]). Ces classes d’intégrabilité pour les
potentiels sont optimales.

En effet en dimension d > 3, pour p < ¢ et ¢ < d, le travail de Koch-Tataru | ]

2
construit des potentiels et des solutions non triviales a support compact pour 1’équation

Au = Vu dans R?, (1.27)
avec V € LP et pour I’équation
Au =W -Vu dans R (1.28)
avec W € LA,
Cela fait suite a des travaux antérieurs, par exemple | ] et | |, certains aussi

valides en dimension d = 2.
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A w V Outils
Holmgren | ] analytique | analytique | analytique Analyticité de u
Carleman | |, Hérmander| ] W koo L*> L L? — [? Carleman
Jerison et Kenig | ] Id 0 L: LP — [P’ -Carleman
Barcelo-Kenig-Ruiz-Sogge | ] Id L% LS LP — [P -Carleman
Thomas Wolff | ] Id L? L: LP — LV -Carleman +
Koch et Tataru [ ] Wiee L4 L2 argument de Wolff
VelLietWe (L)? sont les espaces optimaux pour obtenir le prolongement unique.
PLig [D1i63] Miller [V1171] C s<1 0 0
Kenig-Nadirashvili [ ] Id L1 g <2 L Produit Weierstrass
Koch-Tataru | ] Id L, g<d | IPp< g Solution fondamentale

TABLE 1.1 — Bilan des résultats de prolongement unique pour opérateur P = —div (AV:) + V +
W . V..

1.2 Principaux résultats de la these, partie I

1.2.1 Estimations de Carleman L” globales pour 'opérateur Laplacien

Dans la premiere partie de cette these, on établit des estimations de Carleman globales
L? pour l'opérateur de Laplace plat dans un domaine borné régulier de R? (d > 3), avec une
fonction poids générale satisfaisant les conditions strictes de sous-ellipticité de Hérmander.
En application, nous montrerons comment celles-ci peuvent étre utilisées pour obtenir des
résultats de quantification du prolongement unique pour les solutions d’équations elliptiques,
par rapport aux normes des potentiels.

Théoréme 1.2.1 (Dehman-Ervedoza-Thabouti | ]). Soitd >3, Q C R un domaine
borné de classe C3, et w un sous-ensemble ouvert non vide de Q avec w C Q. Soit p € C3(Q)
tel que

Vo € 09, p(x) =0 et O,p(z) <0, (1.29)

et il existe a,, B > 0 tels que
inf [Vy| > a, (1.30)
Q\w

et

Vo € Q\ w, V¢ € R avec V()| = |€]| et V(x) - € =0,
(Hess o(x))Vip(z) - Vip(2) + (Hess o(2))¢ - € = BIVe(a)*, (1.31)

ot Hess ¢ désigne la matrice hessienne de . Soit wy un sous-ensemble ouvert de €2 tel que
WCw et CK,etneE ‘KC"O(RC[) radiale, non négative s’annulant a ['extérieur du disque
de rayon 1 et égale a un dans le disque de rayon %

Alors, il existe C > 0 et 19 = 1 (dépendants uniquement de «, 3, ngHCB@, n et de la
configuration géométrique ), w et wy) tels que pour tout u € H'(Q) solution de

{—Au = fo+ fow + divF dans €, (132)

u=gq sur 052,
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avec

fo € LX(Q), fow € Li2(Q), Fe LXCY, et ge H2(0Q),

on a, pour tout T = T,

w3 e ull 2@ + 7Vl 2oy < C <||6wf2||L2ﬂ)+T4 B ool g,
7]T

+711€7 Fll 2oy + 73119113 o) + 72 €7 Ul 20y + 75 €7 ) , (1.33)

7d
H2 BQ 7‘71 (wl)

et

L <c<||ve2HL2<m+ri Bl o]
LT L

2 (@)

e Pl + 743l g + 7N Ul 7S T g, ) (1.34)
n,7 (W1

H2(69)
Ici, les mormes || - ||z (q) sont définies pour p € [1,00] et f € LP(S2) par la formule
d 1
11 @ =4 [ In(rd = 20)f () doo.
z0

Remarque 1.2.2. Les notations 2% et 2%’ découlent de l'injection de Sobolev H'(Q) C
L*(Q), avec 2% = 2d/(d — 2) et L*'(Q) ¢ H-Y(Q), avec 2+ = 2d/(d + 2).

L’estimation de Carleman (1.33) coincide avec celle obtenue dans (1.15) de | | a
2d

'exception des termes impliquant la norme L3 (Q). Ce terme et Iestimation (3.6) sur
2d

u dans Lj;* () sont les principales nouveautés de notre résultat et nous permettent de
quantifier efficacement les propriétés de prolongement unique pour les solutions d’équations
elliptiques par rapport aux normes des potentiels en LP().

Pour mieux comprendre les normes L _(€2), il est intéressant de pointer les deux estimées
suivantes : Pour p > 2, il existe C telle que

1
Vf e Q) FlIfl@ <1l < Ol
et pour pour p < 2, il existe C' tel que
1_1)d
vie LX), ——=—Ilfller@ <Ifllez.@ <Clflr@

Il est intéressant de comparer (1 22) avec les estimées (1.33)—(1.34) : les puissances du

parametre 7 devant les normes LG“r2 (€2) sont plus petites dans (1.33) (71~2¢) que dans (1.22)
(7 apres multiplication par 7 de (1.22)). Ce gain est dii a des estimées plus précises sur les
projecteurs spectraux du Laplacien tangentiel (on verra plus tard précisément en quel sens),
et permet notamment d’obtenir des résultats de quantification du prolongement unique pour
des potentiels V' € L%®(Q) pour ¢y > d/2.

Soulignons également que le Théoreme 1.2.1 présente des estimations de Carleman glo-
bales dans L , valables pour des fonctions u ayant éventuellement une trace non nulle sur
le bord. A notre connaissance, ceci est nouveau, car toutes les estimations de Carleman LP
avec p # 2 qu’on a rencontrées dans la littérature sont valables pour des fonctions a support
compact.
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1.2.2 Quantification du prolongement unique

Comme conséquence des estimations de Carleman du théoreme 1.2.1, nous prouverons

dans la Section 3.8 le résultat suivant :

Théoréme 1.2.3 (Dehman-Ervedoza-Thabouti |

1). Soit d =3, Q C R un domaine

borné de classe C® et w un sous-ensemble ouvert non vide de 0 avec @ C Q. Alors il existe
une constante C = C(Q,w) > 0 telle que pour toute solution u € H}(Q) de

Au = Vu+ Wy - Vu + div(IWau)

avec

Ve L*Q), W;e L"(Q;C%,

on a :

1. Siqy € (g,oo], q1 € (%,oo] et qu € (342

T’OO] et

dans €2,

E@E € [ﬁ2“);cd%

1 1 1-12
— 4+ — <4 <,
G <3d - 2)
la fonction u satisfait
C (VI ey HIWAI G ) HIW2IIS 20 +UIWL a1 | Wel a2 ) )1 92)
||U||L2(Q) < Ce ( ) ||u||L%(w)>
(1.35)
avec
1 , 2
3 d T sa=d, )=—=7=72
Zl1== - 1-—
2 ( 2q> * 2q 2q
v(q) = ) | p |
3 1 N Stacl\gdls plane) = = a TN
R | ) R 1 (2=
(4 2d)< q) d <4 2d)<(h +QQ)
2. Siqo € (,00], 1 € (3, 00] et go € (3, 0], la fonction u satisfait
& (V500 WIS ) T 1582,
[ull 20y < Ce ( ) HUHL%M (1.36)
avec 9
5((]) = 3d"
1 - ==
2q

Plusieurs remarques s’imposent.

D’abord, le prolongement unique est connu pour étre valide pour des potentiels V' &

L©(Q), Wy € L% (Q;CY), et Wy € L®2(Q;C?) lorsque g
travaux | ] et [

>d/2, ¢ > det g > d, voir les

| ot méme le prolongement unique fort est prouvé pour gy > d/2,
¢1 > d et g > d. (Ces classes d’intégrabilité pour les potentiels sont optimales, voir |

J)

Ces résultats de prolongement unique nécessitent 1'utilisation d’une estimation de Carle-

man et d'un délicat argument d’analyse harmonique inspiré par |
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Dans cet argument, la fonction poids dans I'estimation de Carleman dépend de la solution,
ce qui rend difficile le suivi de la quantification du prolongement unique par rapport aux
normes des potentiels. Un autre résultat connexe est I'article | |, qui quantifie les pro-
priétés de prolongement unique pour 'opérateur laplacien avec des termes d’ordre inférieur
dans la classe d’intégrabilité optimale, mais pas par rapport aux normes des potentiels. En

fait, puisque ce travail est basé sur | |, comme mentionné ci-dessus, il n’est pas clair
comment la preuve dans | | peut étre rendue quantitative par rapport aux normes des
potentiels.

Par conséquent, lorsqu’on essaie de quantifier la propriété de prolongement unique par
rapport aux normes des termes d’ordre inférieur, il n’est pas clair que 1’on puisse atteindre
les mémes échelles d’intégrabilité critiques pour les termes d’ordre inférieur. En fait, les
résultats connus reposent uniquement sur 'utilisation d’une estimation de Carleman, ce

qui, comme indiqué dans | |, ne permet pas d’aller au-dela de W; € L#(Q) Cela
correspond a ce qui est fait dans | , | en utilisant une estimation de Carleman
LP. Mais les résultats de | | décrivant I'ordre maximal d’annulation des solutions des

équations elliptiques nécessitent respectivement V € L () avec ¢y > 4(3d — 2)/(5d — 2)
et Wy € L1(Q) avec ¢1 > (3d — 2)/2, et W5 = 0. Notons également que le théoreme 1 de
[ |, qui s’applique lorsque W7 = Wy = 0, présente la méme dépendance par rapport a
la norme L%(Q2) de V que dans le Théoreme 1.2.3.

Notons enfin que nous ne savons quelle est la dépendance optimale de la constante d’ob-
servabilité par rapport aux normes des potentiels dans le cadre général. On sait juste que
lorsque le potentiel V' € L>(Q) et W = W5 = 0, la constante d’observabilité est nécessai-

rement en exp(C ||V||i/j @) of [ | et [ ], ce qui correspond & notre résultat.

1.2.3 Stratégie de preuve

Pour démontrer le théoreme 1.2.1, on commence par le cas géométrique simple dune
bande verticale, avec une fonction poids linéaire = — x1, et un opérateur du second ordre
de la forme A — Z;ZZQ Aja]?, voir la section 3.2 pour les énoncés.

Bien que cela puisse sembler étre un cas tres spécifique, on montrera dans la section 3.7
que ce n’est pas le cas, notamment en raison des deux faits suivants :

e Premierement, si on localise les fonctions dans une boule de rayon suffisamment petit,
on peut effectuer un changement de variables (dans 'esprit des coordonnées géodé-
siques normales), de telle sorte que 'opérateur conjugué e A (e~ 7#-) peut étre refor-
mulé en un probleme dans la bande avec un opérateur de la forme A — z; 2?22 Ajaf
et la fonction poids linéaire x — 1.

e Deuxiemement, on peut recoller les estimations de Carleman locales et sur le bord
obtenues de cette maniere, et les termes de localisation introduits par les troncatures
peuvent étre absorbés par ce processus si la localisation n’est pas trop forte.

Par conséquent, nous devons équilibrer les deux processus et choisir le taux de localisation de
maniere appropriée. Il s’avere qu’une localisation dans des boules de taille 773 fonctionne.
En conséquence, la majeure partie du Chapitre 3 se concentre en fait sur la preuve d’une
estimation de Carleman dans la bande pour un opérateur de la forme A — Z?ZQ )\jajz avec
une fonction poids linéaire x — x7.
Ainsi, on considere le cas d’'une bande de la forme

Q= (Xo, X1) x R, (1.37)
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et le probleme elliptique suivant

Av — x4 Z?:z XjOjv = fo+ fow +divF  dans €,

v (Xo,2') = g(2'), pour x’ € R4, (1.38)
v (X, 2") =0, pour 7’ € R,
01\1 2d 1
f2 € L*(Q), fow € L#2(Q), F e L*(CY, et ge H2(RM. (1.39)

Pour pouvoir résoudre le probléme elliptique (1.38), nous supposons la coercivité de
lopérateur —A + x Z;l:z /\]6]2 dans (), c’est-a-dire que

d

Jeo >0, VY, € [Xo, X4, V€ € RY, 7 <D (1 =2\ < Gl (1.40)
7j=1

ol on a posé A; = 0 pour plus de commodité. Sous la condition (1.40) et les hypotheses

d’intégrabilité et de régularité (1.39), le probleme (1.38) admet une solution unique v €

HY(Q).

Pour estimer cette solution, en raison du cadre géométrique spécifique, il est utile d’uti-
liser une transformation de Fourier dans les variables tangentielles (qui sont transverses au
gradient de la fonction poids, c¢’est-a-dire a la direction e;), et construire explicitement une
paramétrice, voir la section 3.3. En fait, cette approche est inspirée par [ , ] et
par les travaux récents sur les estimations de Carleman pour 'opérateur de Laplace avec
des conductivités discontinues, par exemple | ]

En effet, si ¢’ € R¥! est le parametre de Fourier correspondant & la variable tangentielle
2’ € R&1 le probléme (1.38) fait intervenir 'opérateur

d
@1 =71 = (1 =a210)& = (O =7 = (21,€)) (O — 7+ P(21,€)) — Np(w1,€), (1.41)
Jj=2

ol

d
@Z)(Jfl,fl) = Z(]_ — xl/\j) ]27 xr1 € [Xo,Xl], 5/ € Rd_l, (142)

j=2

Il est dés lors facile de résoudre

(01 =7 = (21,£)) (O = 7+ ¥(21,¢))

ce qui permet de construire une paramétrice explicite pour l'opérateur (1.38) : cette para-
métrice est naturellement donnée sous la forme

v=K.o(fo+ for) + Koa(F1) + > K j(Fj) + R (v) + G- (9) + H (010 — F1) (X1, ),

=2

ou les opérateurs K j, R;, G, et H. sont des multiplicateurs de Fourier dans la variable &’
et des opérateurs a noyau dans la premiere variable. Par exemple, on aura que les opérateurs
K, ;, pour j € {0,--- ,d} sont formellement définis pour f dépendant de (xq,2) € €2, par

o~

KT,jf(xhgl) = / kT,j<x17y1’§,) (yl,g,) dyh (1]1,5/> € Q’ (143>
y1€(X0,X1)
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pour un noyau k- ;.
Au vu de I'équation (1.41), il est naturel de décomposer 'espace des £’ € R*! en

5/
¢<$1, 5/)
ot 3., est lellipsoide donné par X,, = {& € R (xy,€') = 1}. Cette décomposition va

nous permettre d’utiliser les estimées de Stein Tomas (voir | 1 , theorem 2, page
352], ou | , Corollary 2.2.2]) pour obtenir des estimées LP — L7 sur ces opérateurs.

5/ € Rd_l = <¢(l’1,§/), ) € R+ X Ema

Théorémes de Restriction et applications.
Commencgons par rappeler le théoreme classique de Stein Tomas sur la restriction de
Fourier :

Théoréme 1.2.4 (] |, voir aussi [ , Théoréme 2, page 352]). Soit n > 2, et S
la sphére unité de R™.
Alors Uapplication
LY(R") — L3(S" 1)
f=f

Sn—1

2(n+1)
peut étre prolongée par continuité a L+3 (R™), et il existe une constante C' > 0 telle que

2(n+1)
pour tout f € L=+ (R"),

[ Flzise) < CISI tmen

E2NGO)

Il est bien connu que ce théoreme de restriction peut étre prolongé a toute hypersurface
de courbure gaussienne non nulle, voir par exemple | , Corollaire 2.2.2].

En considérant les formules (1.43) et la forme des multiplicateurs de Fourier que nous
devons estimer, il est intéressant pour nous d’analyser les théoremes de restriction de Fourier
sur la famille de surfaces

Se = {€ €R", Y(a, &) = 1}, a € [Xo, X1, (1.44)

ou par analogie avec la fonction ¢ dans (1.42) et les conditions (1.40), on a défini

1

- Jiu e, 0 € [Xo. X), EER, (1.45)

<

ot la famille de coefficients (A;);c(1,... n) satisfait a la condition
1 n
dep >0, Va e [Xo, Xy, V€ € R", C—]£|2 Z (1 —aX)|§° < colél”. (1.46)
0 j=1

Remarquons qu’en vertu de la condition (1.46), pour tout a € [ X, X3], la surface 3, est un

ellipsoide et donc | , Corollaire 2.2.2]

. 2(n+1) 5
envoie L+ (R") dans L*(%,).
En fait, pour le présent travail, on a besoin d’une version légerement plus raffinée de ce
résultat, garantissant que la norme de cette application est indépendante de a € [ Xy, X1].
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Théoreme 1.2.5. Soit n > 2. Supposons que la famille de coefficients (\;)jeq1,... ny Satisfait
(1.46) pour un certain ¢y > 0. Alors, il existe une constante C' > 0 dépendante uniquement

2(n+1)
de ¢y (et de n) telle que pour tout a € [Xo, X1], pour tout f € L=+ (R™), on a
1Fllz2on) S OIS 2osny (1.47)
L (nF3) (Rn)

En conséquence, cela permet d’obtenir des estimations sur certaines familles de multi-
plicateurs de Fourier. Pour étre plus précis, pour X < X; et des coeflicients (\;)jeq1,... n}
satisfaisant (1.46), on définit ¢» comme dans (1.45) et X, Uellipsoide défini pour a € [ X, Xi]
par (1.44).

Pour a € [Xo, Xi] et k € L>®(Ry, L>®(%,)), on considére des opérateurs donnés comme
suit :

—

Ko s LARY) = LR, donné par Koa()(6) = (4061

M) 1), §eR™

(1.48)
On montre le résultat suivant :

Proposition 1.2.6. Soit n € N, n > 2. Soient Xo < Xy, et les coefficients (N;)jeq1, n}
satisfaisant (1.46). Pour a € [Xo, X1], soit ¢ et ¥, comme dans (1.44)—(1.45). Alors il existe
une constante C' > 0 telle que, pour tout a € [Xg, X1], pour tout k € L*(Ry, L>(%,)), on a

o Le multiplicateur de Fourier K,y dans (1.48) applique L*(R™) dans lui-méme et
HKa,ng(p(Rn)) < |y 2o (0))- (1.49)
o Si de plus k satisfait
IO )l AR dA < oo,

2(n+41) 2(n41)

alors le multiplicateur de Fourier K,y dans (1.48) appartient a £ (L™ (R"), L™=1 (R"))
et
1Katll, s e 0/ RO gy AT AN, (1.50)

e Si k satisfait
o0 n—1
A|wxm;%¢ww<m,

alors le multiplicateur de Fourier K,y dans (1.48) appartz'ent a

S (R),

L(L (RY), L2(R™) N L(LARY),

et

1l O[T )
Z(L (n+3) (R™), L2 Rn))

K] ot ¢/ kO AT aX (152)

X(LQ(R") I (n— 1)

Dans la preuve, on utilisera ensuite Proposition 1.2.6 et les inégalités de Hardy-Littlewood-
Sobolev en dimension un d’espace pour estimer les normes de chacun des opérateurs K ;,
R., G, et H.. On renvoie au Chapitre 3 pour plus de détails.
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1.3 Principaux résultats de la these, partie 11

Dans la deuxieme partie de cette these, on s’intéresse a traiter le cas avec des potentiels
d’ordre un dans des espaces plus singuliers. Plus précisément, notre objectif principal est de
prouver le résultat quantitatif de prolongement unique suivant.

1.3.1 Quantification du prolongement unique avec des potentiels d’ordre un
dans des classes presque optimales

Théoréme 1.3.1 (Caro-Ervedoza-Thabouti | ]). Soit d > 3, Q C R* un domaine
borné, et w et O des sous-ensembles ouverts non vides de €2 avec w Cw C O C O C ().
Supposons en outre la condition géométrique suivante :

(GC) Pour tout y € O, il existe zg € w, 1, > 0 et un chemin lisse v, de longueur finie tel
que v, (0) = xo, 1(1) =y, et Usco,11 By, (5)(Ty) C Q, ot By, (5)(1y) est la boule centrée
en v, (s) et de rayon ry.

Alors, il existe des constantes C' = C'(w,0,Q) > 0 et a € (0,1) dépendant uniquement de

w, O et Q) telles que pour toute solution u € H'(Q) de

Au=Vu+ Wy -Vu+div(Wau) dans D'(Q), (1.53)
ou
d
Ve L), W;eL%;Ch, avec q € (2,001 . qj € (d,00], pour j e {1,2}, (1.54)
nous avons
~(a0) 5(a1) 5(az)
lullino < Oe(}(HVHLqO(Q)HlWllqul(Q)—&-\\Wz“y&(n)) Hu”?{l(w)nu“}{_l?g)a (1.55)
avec
1
> d,
3 d 1 sd
Sl 2 )4 =
2 2q)  2q 2
v(q) = . J et d(q) = —g Si4> d. (1.56)
. d d
(3+1) ,_d S“"€<2’]’ q
4 2d q

Notons que la condition géométrique (GC) supposée dans le théoreme 1.3.1 est une
condition technique tres légere. Cette condition peut étre violée dans certains ensembles
de type fractal, mais elle est certainement satisfaite pour la plupart des configurations
géométriques. En particulier, cette condition géométrique (GC) est satisfaite lorsque w, O
et € sont des boules concentriques, cas dans lequel (1.55) se réduit a 'estimation habituelle
de type 3-boules, avec une quantification explicite par rapport aux termes d’ordre inférieur.

Bien siir, une application directe du théoreme 1.3.1 permet d’obtenir la propriété de
prolongement unique suivante pour l'opérateur de Laplace : Si u € H'(Q) satisfait (1.53)
avec les potentiels V, W; et Wy comme dans (1.54) et u = 0 dans w, alors u = 0 dans
tout ensemble O satisfaisant O € Q et (GC). Le théoréme 1.3.1 est une quantification de
cette propriété car il stipule que, si u € H'(Q) est petit dans w et satisfait (1.53) avec les
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potentiels V', Wy et W5 comme dans (1.54), alors u est petit dans O, avec une quantification
précise en fonction des normes des potentiels.

Il est bien connu que le prolongement unique est valide pour des potentiels généraux
Ve Lo(Q), W, € Lu(;CY), et Wy € L®2(Q;CY), ot qo = d/2, ¢ > d, et ¢» > d
(voir | ]). De plus, un prolongement unique forte a méme été prouvée dans les cas ou
qo > d/2, ¢ > d, et ¢ > d (voir | ]). Ces classes d’intégrabilité pour les potentiels
sont optimales, comme le montre | |. Cependant, établir des résultats de prolongement
unique nécessite 'utilisation d’une estimation de Carleman et un argument délicat di a
T. Wolff, voir | |, comme discuté également dans | |. Cet argument nécessite de
choisir une fonction poids dans I'estimation de Carleman dépendant de la solution u elle-
méme. La question de quantifier la propriété de prolongement unique en fonction des normes
des potentiels est donc assez délicate, et c’est la principale nouveauté de notre travail.

Nous mentionnons également le travail | |, qui quantifie les propriétés de prolon-
gement unique pour 'opérateur de Laplace avec des termes d’ordre inférieur dans la classe
d’intégrabilité optimale. Cependant, il ne fournit pas de quantification explicite en fonction
des normes des potentiels. Encore une fois, étant donné que ce travail s’appuie sur | ],
comme mentionné précédemment, il reste incertain comment la preuve dans | | peut
étre rendue quantitative en fonction des normes des potentiels.

Lors de la tentative de quantification de la propriété de prolongement unique en fonction
des normes des termes d’ordre inférieur, les résultats connus reposent uniquement sur l'uti-
lisation d’'une estimation de Carleman telle que celle présentée dans la premiere partie 1.2,

cf (1.2.1), qui, comme le souligne | |, ne permet pas de dépasser W; € L (©;CY).
Cela correspond a ce qui est fait dans | , , ] en utilisant des estimations
de Carleman LP. Les résultats de | | décrivant 'ordre maximal d’annulation des so-

lutions d’équations elliptiques nécessitent que V' et W soient respectivement dans L%((2)
avec qo > d(3d — 2)/(5d — 2) et dans L9(Q;CY) avec q; > (3d — 2)/2, et Wy = 0. Ceci a
été amélioré dans | ] (voir Théoreme 1.2.3 et sa preuve au Chapitre 3) en utilisant de
nouvelles estimations de Carleman LP permettant de traiter V' et W respectivement dans
L®(Q) avec gy > d/2 et dans L% (€); C?) avec q; > (3d—2)/2, montrant la méme dépendance
en ||V Lo que dans | |, qui était limité au cas Wy = Wy = 0.

Nous soulignons également que les estimations de Carleman L? ne permettent pas d’at-
teindre la classe d’intégrabilité optimale pour les potentiels et les termes d’ordre inférieur,
voir par exemple | ] ot il est montré qu’on peut obtenir des résultats de prolongement
unique quantifiés pour des potentiels V' € L%(§2) avec gy > 2d/3. En fait, méme en utilisant
des estimations de Carleman LP, on peut obtenir des résultats de prolongement unique pour
des potentiels V' dans la classe d’intégrabilité optimale (V € L%(Q) avec gy > d/2), mais
sous des conditions d’intégrabilité restrictives sur Wj et W, voir par exemple | ] et

[Wolo3].

Le théoréme 1.3.1 constitue une amélioration du Théoreme 1.2.3 présenté dans la partie
1.2. Le théoréme 1.3.1 autorise des termes d’ordre inférieur non triviaux W, € L (Q; CY) et
Wy € L%2(Q2;C?) avec q; > d et g» > d, tandis que le Théoréme 1.2.3 est limité & des classes
d’intégrabilité plus élevées. En effet, le Théoréme 1.2.3 affirme que si Wi € L9 (£2;C?) et
W, € L%(Q;C%) avec ¢1 > (3d —2)/2, o > (3d —2)/2 et 1/q1 +1/q, < 4(1 —1/d)/(3d — 2),
alors toute solution u € H'(Q2) de (1.53) satisfait
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En conséquence, la dépendance en fonction des normes des potentiels W; et Wy est
également plus faible dans (1.55) que dans (1.57), puisque § donnée par (1.56) est plus
petite que d, méme pour ¢ > (3d —2)/2.

En fait, cela suggere également d’analyser 'optimalité des coefficients vy et ¢ dans (1.56),
mais cette question est, a notre connaissance, entierement ouverte, sauf dans le cas ou
Wy =Wy =0et Ve L®(). En effet, dans ce cas, il est connu que la dépendance de la

2
constante dans la quantification du prolongement unique est de la forme C exp(C/||V||}),
voir | : |. Cela coincide avec notre estimation puisque v(oco) = 2/3.

Notre preuve ne permet pas d’obtenir une estimation jusqu’a la frontiere de Q2. Cela est
dii & un fait technique, venant d'une part de I'utilisation de 'argument de Wolff et d’autre
part de l'utilisation de l'estimation de Carleman dans | ]. En effet, comme nous le
verrons, en gros, 'argument de Wolff nécessite la possibilité de manipuler (le gradient de) la
fonction poids dans I'estimation de Carleman. Mais 'estimation de Carleman dans | ]
(présentée au Théoreme 3.1.1), que nous utiliserons et revisiterons dans ce travail, exige
que la frontiere du domaine soit un ensemble de niveau de la fonction poids. Ces deux
conditions sont donc incompatibles et posent probleme lorsqu’on travaille dans un voisinage
de la frontiere.

Nous souhaitons également souligner que les opérateurs de Schrodinger dans (1.53)
incluent également la considération de potentiels V € W=14<(Q) ot ¢ > 0. En effet,
tout potentiel de ce type peut étre représenté sous la forme V = Vj + div (W), avec
Vo € LH(Q) € La+(Q) et W € L(Q,C%) (voir, par exemple, | , Théoreme 3.9]).
Par conséquent, on peut réécrire Vu sous la forme Vu = Vou + div (Wu) — W - Vu.

1.3.2 Ingrédients

1.3.2.1 Lemme de Wolff

L’argument de T. Wolff | , Lemme 1] est une technique purement issue de I'analyse
harmonique. Associé aux estimations de Carleman, il est utilisé pour établir la propriété de
prolongement unique pour 'opérateur de Schrodinger —A+W -V, y compris dans le cas du
terme de potentiel de gradient dans l’espace invariant d’échelle W € L?. Plus précisément,
on a le résultat suivant :

Lemme 1.3.2. Supposons que ji est une mesure positive dans R? qui décroit plus vite qu’ex-
ponentiellement au sens suivant :

Tlim T log(p{z € R : |z| = T}) = —oc0. (1.58)
—00

Pour k € RY, définissons une mesure . par duy(z) = e**du(z). Supposons que C C R? soit
un ensemble convexe compact. Alors il existe une suite {k;} C C et des ensembles convezes
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disjoints {Ey;} C RY tels que les mesures dp; soient concentrées dans Ey;,

1
pay (RO (L4 T)By) < e 7/ g |, T > 0. (1.59)
et tel que
> BT = Gylel, (1.60)
J

ot Cy est une constante positive dépendant uniquement de d, et (14+T)Ey, est la dilatation
de Ey,; autour de son barycentre par un facteur de 1 +T.

Remarque 1.3.3. La propriété (1.59) signifie que pour tout v = vy = 1, il existe un T, > 1
tel que pour tout T' > T',, nous avons

p({z €RY Jo| > T}) < e

La propriété (1.60) peut étre remplacée par Y, |Ey, NC|™ = CR'(C|, comme présenté dans
[ , Théoréme 3.1], ce qui donne un résultat légérement plus fort.

Exemple 1.3.1. Pour illustrer le Lemme 1.53.2, on considére le cas des mesures Gaus-
siennes, correspondant a du(zr) = e~ 17/2qy. Alors, pour k € RY, la famille

dpg(z) = ehre o2y = o3k o lr—kI/2 g

se composent des gaussiennes translatées centrées en k, et la majeure partie de la masse de
. est concentrée pres de k. En particulier, si Ey, = B(k,1), alors

pe(RY) < Cru(Ey), (1.61)

pour une constante C' indépendante de k. Si |ky — kao| > 2, alors les Ey, et Ey, sont des
ensembles disjoints. Ainsi, si nous nous limitons aux vecteurs k tels que |k| € [M,2M], nous
pouvons obtenir un ensemble d’indices J, des (kj)jcs dans [M,2M], tel que les ensembles
disjoints Ey,, = B(k;, 1) satisfont (1.61), et tels que |J| ~ |[M|%, si bien que

7]
> BT 2 M?.

j=1

Note que cette discussion concerne le cas T = 0 dans (1.59), mais que la discussion ci-dessus
s’applique bien sur également dans le cas T > 0.

L’idée de Wollff.

Si on vise a établir un résultat quantitatif de prolongement unique avec des potentiels
Wy e Li et Wo € L2 oud < ¢4 < % et d < g2 < %, on sait, d’apres les résultats
de prolongement unique, qu’atteindre cet objectif uniquement a travers des estimations
de Carleman n’est pas possible. En effet, pour appliquer la méthode de Carleman comme
précédemment, il faudrait développer une estimation de Carleman pour le terme gradient

Vu de la forme, pour tout u € C§°(Q2) et pour tout 7 suffisamment grand

e VullLr o) < CHewAUHLp’(Q)v (1.62)
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= 1 Jerison | , Proposition 1 et Proposition 2| et Barcelo-Kenig-Ruiz-Sogge

ou 1
'

1
[ ¢ , Théoréme 2] ont observé que cette stratégie rencontre des problémes lorsque ¢
rapproche de I'exposant optimal d. Ils ont montré qu’aucune estimation de Carleman avec
gradient ne peut étre obtenue avec des poids linéaires ¢ a moins que r < p/, en particulier
r = p/ = 2. En d’autres termes, il n’y a aucun gain en exposant. En revanche, ils ont prouvé le
. 3d—2 d . . .

prolongement unique pour A € L™z et V € L2 en établissant une estimation de Carleman
avec le poids convexe ¢ = x; + x%. De plus, ils ont démontré que pour toute fonction poids
réguliere ¢ : 2 — R, lestimation (1.62) ne peut pas étre satisfaite uniformément en 7 et u
sauf si L — % < Bd%

L’idée de Wolff est de dire que pour certains choix de parameétres, ou de fonctions poids,
le terme source exp(7y)Au se concentre sur un ensemble de mesure petit. On peut alors
utiliser des inégalités de Carleman raffinées (voir Théoreme 1.3.4 ci-apres) pour utiliser que

ce terme est essentiellement concentré sur un ensemble de mesure petit.

1.3.3 Estimations de Carleman L? améliorées

Pour appliquer I'argument de Wolff et obtenir le Théoréme 1.2.3, nous prouvons une
version raffinée du Théoreme 1.2.1, dont la démonstration sera donnée dans la Section 4.3.

Théoréme 1.3.4 (Caro-Ervedoza-Thabouti | ], ¢f Theorem 4.2.4 au Chapitre 3).
Soit d > 3. Considérons un domaine borné Q0 C R?, et des sous-ensembles ouverts non vides
wo et w de Q avec wy € w € Q. Soit p € C3(Q) satisfaisant les conditions (1.30)—(1.31).
Alors, pour tout sous-ensemble compact K de Q, il existe C > 0 et 7o > 1 (dépendant
uniquement de o, B, [[¢llos @), et de la configuration géométrique de 2, w, et K) tels que pour

tout u € HY(Q) satisfaisant suppu C K et (1.32) avec (fo, fow, F = Fy + Fyu) satisfaisant

fo € LX), fow € LT3(Q), Fye L2(%CY), and Fyw € L7 (Q;C%) N LA(Q;CY,
(1.63)

on a, pour tout T = 19,
3 1 1
72 [l ul| (@) + T2 €7 Vul| 2y < C (€7 fall2) + Tlle™ Fallra@) + 72 11€7 Faull 2@

3_L T T 3 7
+74 24 (He L‘Df2*/||L%(Q) + T||€ L‘DFQ*/HL% ) + 72 ||€ SD’LL”Hl(W)) s (164)

(@)

et, pour tout ensemble mesurable E de €2,

rita|eul e 712 min { |

1
_— TP TQ
(@) T E|é’1} (T”e ez + lle C““LQ(E))

- - 341
<O (7% allizey + e Fallizay + 730 (1L faoll g o + 7Pl g o+ 1Pl

+72 e ull i) - (1.65)

Remarque 1.3.2. Le théoreme 1.3.4 présente plusieurs nouvelles caractéristiques par rap-
port au théoréme 1.2.1 :
e L’une des principales différences entre le théoréeme 1.5.4 et le théoréme 1.2.1 est que le
théoréme 1.5.4 permet un terme source de la forme div(Fow) avec Fyu € Ld%(Q; cHn
L*(Q; CY), et quantifie 'estimation sur la solution u de (1.32) en fonction de la norme
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L%(Q; CY) N L% CY) de Fao. Notons que la norme L*(€;C?) de Fy apparaissant
dans les membres de droite de (1.64)—(1.65) apparait avec une puissance du para-
metre de Carleman qui est strictement inférieure a celle apparaissant pour les normes
L*(Q; CY) de Fy. En quelque sorte, pour Fy., la perte d’ellipticité de l'opérateur de
Laplace conjugué €™ A(e~"%-) apparait dans la norme L%(Q; C%) de Fy. et non dans
sa norme L?(£2; C9).

e L’estimation (1.65) présente également une estimation de la norme H' de u sur des
ensembles mesurables E. Des améliorations similaires apparaissent dans le travail
/ , Section 6]. Notons que ces estimations sont particuliérement pertinentes lorsque
|E| < 774, c’est-a-dire sur des sous-ensembles mesurables petits, pour lesquels on ob-
tient de (1.65) une estimation sur T£+2*1d||ewu||L2(E) +7itea €™V u|| 2y - au lieu de
Vestimée sur 72 le™ul| 2 () + T2 €™V u|| 2(q) donnée par (1.64). Cette estimation est
raisonnable et doit étre comparée au terme T%Jrz*ld”ewuHLdzid car, d’aprés [’estima-

2(Q)
tion de Holder,

Tit3 || e7u)| o) < 7-%+ﬁ||ewu||L%(E)(r|E|5) < T%+2%||@Wu||L

2 (0)°
Cependant, notons que pour les grands ensembles E, ['estimation dans (1.65) de la
norme L? de e"™Pu est pire que l'estimation donnée par (1.64).

e Concernant les termes d’observation, c’est-a-dire les termes impliquant des normes
sur w, les estimations (1.64) et (1.65) impliquent la norme HY(w) de u au lieu de
normes plus faibles comme dans (1.33) et (1.34). En fait, nous 'écrivons pour plus de
commodité, car cela n’aura aucun impact sur le résultat énoncé dans le théoréme 1.5.1.

e Dans ce travail, nous nous concentrons sur la dérivation d’estimations locales de Car-
leman (en d’autres termes, nous considérons uniquement des fonctions u d support
compact). Néanmoins, il convient de noter que, suivant la démonstration du théo-
réeme 1.2.1 (en particulier la sous-section 6.4), le théoréme 1.5./ peut étre étendu aux
fonctions uw € H'(Q) avec des conditions auz limites de Dirichlet possiblement non
homogénes.

1.3.4 Stratégie de preuve

Dans cette section, on présente une esquisse de preuve du Théoreme 1.2.3. La preuve
complete se trouve dans le Chapitre 4. La preuve repose sur les estimations de Carleman
présentées au Théoreme 1.3.4 et le lemme de Wolff (lemme 1.3.2). L’essentiel du travail
consiste a prouver le théoreme 1.2.3 dans un cadre géométrique spécifique impliquant une
boule de rayon R > 0 (rappelons que By(r) désigne la boule centrée en 0 et de rayon r). Dans
ce contexte, nous visons a prouver le lemme suivant sur le prolongement unique quantitatif,
comme présenté dans le Théoreme 1.2.3.

Lemma 1.3.3. Soit R > 0 et d > 3. Nous considérons le cadre géométrique suivant (voir
Figure 1.1) :

0= BO(QR)ﬂ{xl < —f} , O =B,y <32R>ﬂ{a:1 < —];} ,etw = (BO(QR)\B()(R))Q{% < —Z)} ;

I existe des constantes C' = C(R,d) > 0 et a € (0,1) dépendant seulement de R et d de
sorte que toute solution u € H*(Q) de (1.53) avec (V, W1, W) comme dans (1.54) satisfait
Uestimation de continuité unique quantitative (1.35) avec 7y et § comme dans (1.56).
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FIGURE 1.1 — Le cadre géométrique du Lemme 1.3.3 : Propagation de la petitesse de gauche a
droite.

Notre objectif est d’expliquer comment nous pouvons combiner les estimations de Car-
leman établies dans le théoreme 1.3.4 et Pargument de Wolff (Lemme 1.3.2) afin d’obtenir
'estimation de prolongement unique quantitatif (1.35).

Une remarque clé est que le lemme de Wolff s’applique a des fonctions poids linéaires de
la forme y — k -y pour k € R?, tandis que nos estimations de Carleman sont valables sous
des conditions de sous-ellipticité appropriées sur la fonction poids ((1.30)—(1.31)), alors que
le parametre 7 est un nombre réel positif.

Pour utiliser simultanément les deux outils, nous construisons une famille de fonctions
poids qui satisfont uniformément aux conditions de sous-ellipticité (1.30)—(1.31) et a 'argu-
ment de Wolff.

Lemma 1.3.4. Dans le cadre géométrique du Lemme 1.5.3, pour k € R, nous posons
or(x) = ki + K - o, x € (L (1.66)

Alors, il existe € > 0 tel que

1. Pour tout k € B, (¢), la fonction yy, satisfait (1.30) et (1.31) avec certaines constantes
positives a > 0 et 3 > 0 indépendantes de k € B, (¢), et sa norme C* sur Q est bornée
indépendamment de k € B, (€).

2. Il existe p > 0 tel que

inf inf{er(z)} > (1+p) sup { sup {gpk(x)}} : (1.67)

kEBe, (e) €0 k€Be, (€) | weQn{aie(—ZE,~£)}
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3. En posant ¥, = {k € R4\ {0} tel que |k/|k| — e1| < €}, la famille (pr)res. satisfait
la propriété suivante : Si f est une fonction positive a support compact dans €2, nous
définissons la famille duy(x) = e?*@ f(2)dw, alors pour C C X, il eviste une famille
(kj)jes d’éléments de C et des ensembles disjoints deuz a deux (Ey,)jes inclus dans €
de sorte que les mesures dpuy, satisfont (1.59) avec T' = 0 et la famille (Ey, ) e satisfait
(1.60) avec Cy une constante positive dépendant uniquement de d et €.

Dans la preuve, on utilisera ensuite Lemme 1.3.3 pour montrer ’estimation de quantifi-
cation 1.36 dans un cadre géométrique impliquant une boule observée depuis un voisinage
de sa frontiere, puis une estimation de trois boules. Enfin, on utilisera ce dernier pour établir
le cas général et terminer la preuve du Théoreme 1.3.1. On renvoie au Chapitre 4 pour plus
de détails.

1.4 Problémes ouverts et perspectives

Nous fournissons ci-apres quelques probléemes ouverts liés a cette these.

e Quantification globale du prolongement unique : Le Théoreme 1.3.1 permet de
quantifier le prolongement unique local pour des opérateurs elliptiques de la forme A +V -
+W7 - V- +div (Ws-) pour des classes quasi-optimales de potentiels V', Wy et W,. Toutefois,
nous ne sommes pas en mesure de dominer enticrement la norme |||y ), c’est-a-dire
d’estimer u jusqu’au bord de 2. La difficulté vient de la combinaison délicate de I'argument
de Wolff et des estimations de Carleman (Lemme 1.3.2 et Théoreme 1.3.4), qui requiérent
des conditions différentes sur le poids : d’une part, le Théoréme 1.3.4 requiert que le bord du
domaine soit une ligne de niveau du poids; d’autre part, le Lemme 1.3.2 demande de jouer
avec la fonction poids, en autorisant notamment des modifications de son gradient V. Il
serait intéressant de réussir a contourner ces deux exigences contradictoires, afin d’obtenir
une quantification globale du prolongement unique.

e Optimalité des coefficients v et §. Une question importante et entierement ou-
verte, sauf en des cas particuliers, est concernant 1'optimalité des coefficients v et § dans
(1.56). En effet, dans le cas W, = Wy =0et V € L*>®(Q), il est connu que la dépendance de

2
la constante dans la quantification du prolongement unique est de la forme C' exp(C/||V||3 ),
voir | ]. Cela coincide avec notre estimation car y(o0) = 2/3.

e Prolongement unique : cas d’une métriqgue W', Soit A(x) = (a;;())1<ij<n €
Wh4(Q, Myyq) uniformément elliptique !. Considérons 1'équation suivante

div (A(x)Vu) =0, dans Q.

Lorsque A est isotrope, c’est-a-dire lorsque A(x) = a(z)lgxq, avec a une fonction réelle
strictement positive, I’équation ci-dessus se réécrit sous la forme

Au+W -Vu=0, dans, (1.68)
avec W := Vlog(a). En particulier, si a € W4 et est elliptique, W € L? et les résultats
classiques de prolongement unique (par exemple | |) s’appliquent (le notre également
sia e Wh'),

1. 1l existe 6 > 0 tel que pour tout & € Rt tout z € Q, ijzl aij(x)&:€; > 0)€2.

37



Gréce au résultat de T. Wolff en 1992 | |, le prolongement unique est alors valide
pour cette équation pour W € L4(Q).

On aimerait développer la machinerie développée dans le cadre de la these pour le La-
placien dans le cadre de métriques A = A(z) € W elliptiques plus générales, par exemple
dans le cadre W1 correspondant au cadre classique pour les inégalités de Carleman Hilber-
tiennes (voir | ]), voire des métriques plus singulieres dans W14 comme dans le travail

[

e Prolongement unique pour le probléme de Stokes stationnaire. La propriété
de prolongement unique est bien établie pour I'opérateur de Stokes

—Au+a-Vu+Vp=0 dans(,
div(u) =0, dans €2,

pour un ouvert  C R, lorsque a € L>®(2; C%), cf Fabre et Lebeau en 1996 | ]. Au vu
des résultats sur le prolongement unique et le prolongement unique fort, il est naturel de
conjecturer que le prolongement unique pour 'opérateur de Stokes est aussi vrai lorsque
a € L4Q;C% (ou a € L4 (€2;C%)), comme conjecturé par exemple dans | , Conjecture
11.28].

e Controlabilité de la chaleur avec des potentiels singuliers. Tout d’abord,
énongons un résultat concernant la controlabilité de la chaleur avec des potentiels singu-
liers. Une application de nos estimations de Carleman L? elliptiques globales dans le tra-
vail [ | est la controlabilité de la chaleur avec des potentiels indépendants du temps.
En suivant la stratégie de Lebeau-Robiano | ], il est possible de montrer que, pour

Ve L%(Q), le systéme
Opu— Du+V(w)ut,x) = 1.f, dans (0,7) x O, (1.69)
w=0, sur 052, '

est controlable a zéro.
Parmi les problémes ouverts, on peut se demander si le systeme (1.69) perturbé avec des
opérateurs d’ordre un u — Wy - Vu + div (Wau) est controlable a zéro lorsque :

o W, et W5 ne dépendent que de I'espace et sont dans une classe L4(Q) avec ¢ € (d, 2d].
En effet, si W, et Wy sont dans L°((0,T); L?47(€2)), les estimées de Carleman globales
de | ] permettent de conclure. Notons également que I'approche de Lebeau-Robiano
dans | | s’applique difficilement lorsque l'opérateur A est perturbé avec un opé-
rateur non autoadjoint de la forme Wy - Vu + div (Wu) (on rappelle Particle [ ],
qui montre que cela marche en dimension un et deux d’espace, mais pas au-dela).

e les potentiels V', Wy et W5 dépendent du temps et de 'espace et sont des classes op-

timales L{LP pour le prolongement unique, comme dans | |. Pour cela, on sera
amené a développer des inégalités de Carleman L2 globales dans un cadre parabo-
lique.

e Une métrique Lipschitz présentant des sauts a une interface. Une ques-
tion intéressante serait d’obtenir des résultats de prolongement unique pour des opérateurs
elliptiques du second ordre plus généraux, de la forme

L(z,d) = div (A(2)V), (1.70)
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dans un domaine ouvert 2 de R?, ol A est une matrice dont les coefficients présentent un
saut a travers une interface, et dont les coefficients sont réguliers de part et d’autres de
I'interface.

Un tel modele a été étudié dans les travaux récents | , ] & Taide d’inégalités
de Carleman dans un cadre Hilbertien. Nous souhaiterions développer des inégalités de Car-
leman L? pour ce type de modeles, dans I'espoir de démontrer des résultats de prolongement
unique quantifié dans des classes quasi-optimales d’intégrabilité des potentiels. Pour cela,
on peut également citer 'approche développée dans | ], basée sur des calculs assez
similaires a ceux que nous faisons, en particulier utilisant une approche purement Fourier et
une factorisation de 'opérateur conjugué construisant une paramétrice, voir aussi | ]
pour les applications au prolongement unique quantifié.

e L’équation de Schrodinger et l’équation des ondes avec des potentiels sin-
guliers. On peut aussi considérer respectivement l’équation de Schrodinger et 1’équation
des ondes

Ls = 1i0u+ Au, dans (0,7) x €, (1.71)
L, = du — Au, dans (0,7) x €, (1.72)

ou des questions similaires se posent :

e Prolongement unique avec des potentiels singuliers d’ordre un. La propriété
de prolongement unique sous des conditions géométriques bien précisées est bien établie
pour ces deux opérateurs perturbés avec des opérateurs d’ordre zéro u — V (¢, x)u, pour
V e L5 ((0,T) x Q) dans le cas d’équation de Schridinger et pour V € L ((0,T) x
Q) dans le cas d’équation des ondes, voir, e.g., | , , , , .
Une question naturelle (et probablement tres difficile) serait d’adapter 'argument de
Wolff | | et de démontrer le prolongement unique en perturbant ces opérateur
Ls et L, avec des opérateurs d’ordre un u — Wy - Vu + div (Wau), pour Wy et Wy €
L0, T)xQ; C?) dans le cas d’équation de Schrédinger et pour Wy et Wy € LA+2((0,T) x
Q); C?%) dans le cas de I’équation des ondes.

e Controlabilité avec des potentiels singuliers. Une réponse satisfaisante a la
question précédente amenerait naturellement des résultats de contrélabilité pour les
équations de Schrodinger et des ondes dans des cadres géométriques convenables, en
présence de potentiels d’ordre 0 et 1 dépendant du temps et de 1’espace.

1.5 Organisation de la these

Le reste de la these s’organise autour de trois parties qui peuvent étre lues de maniere
indépendante.

e Dans le chapitre 2, on établit des inégalités de Carleman pour le Laplacien dans la
bande S = (0,1) x R4~ avec un poids qui ne dépend que de z;, d’abord dans le cadre
hilbertien L?, puis dans le cadre L” pour certains exposants p bien choisis.

e Dans le chapitre 3 on établit les estimations de Carleman L” globales présentées dans
le Théoreme 1.2.1 et on fournit une application de quantification du prolongement
unique, cf Théoreme 1.2.3. Ce travail a été réalisé en collaboration avec Belhassen
Dehman et Sylvain Ervedoza | ).
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e Le Chapitre 4 étudie la quantification du prolongement unique pour le Laplacien per-
turbé par des potentiels dans des espaces LP optimaux, et établit le Théoreme 1.3.1.
Ce travail a été réalisé en collaboration avec Pedro Caro et Sylvain Ervedoza | -
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Chapitre 2

Estimées de Carleman elliptiques L”
sur une bande de R?

Contents
2.1 Introduction . . . .. . . . . i i i i i i i it e e e e e e 41
2.1.1 Notations . . . .. . . . L 42
2.2 Inégalité de Carleman L% . . . . . . . . o v v v v ittt et 42
2.2.1 Estimation a priori . . . . . ... 42
2.2.2 Inégalité de Carleman avec un poids linéaire . . . . . . . ... ... .. .. 45
2.2.3 Optimalité . . . . . ... 52
2.2.4 Inégalité de Carleman avec un poids strictement convexe. . . . . . .. .. 53
2.2.5 Optimalité . . .. . .. L 61
2.3 Inégalité de Carleman H ' . . . ... . ... ...t tueunneenenn.. 62
2.3.1 Estimation a priori . . . . .. ..o 62
2.3.2 Inégalité de Carleman avec un poids linéaire . . . . . . . . .. .. .. ... 64
2.4 Théoréme de restriction et le multiplicateur de Fourier ... ... .. 66
2.4.1 Théoréme de restriction Stein-Tomas . . . . . . . ... ... ... .. ... 66
2.4.2 Multiplicateurs radiaux de Fourier . . . . . ... ... ... ... .. ... 68
2.5 Inégalité de Carleman LP . . . . . . . . . . i v i it vttt v v v v v 70
2.5.1 Estimation a priori LP — L 70
2.5.2 Inégalité de Carleman L? avec un poids linéaire . . . . . . .. .. ... .. 72
2.5.3 Application au prolongement unique . . . . . . ... .. ... ... ... 79
2.5.4 Inégalité de Carleman LP? avec un poids strictement convexe . . . . . . . . 81

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les inégalités de Carleman pour le Laplacien sur la
bande S = (0,1) x R¥™! avec un poids ne dépendant que de la variable z1, d’abord dans le
cadre hilbertien L?, puis dans le cadre LP pour certains exposants p bien choisis. Les inégali-
tés de Carleman elliptiques (en particulier celles du Laplacien) sont a présent bien comprises
dans le cadre hilbertien. L’objectif de ce travail est d’introduire une méthode pouvant étre
adaptée au cadre LP. Les méthodes classiques, notamment celles basées sur les intégrations
par parties ou les techniques d’analyse microlocale basées sur I’étude du commutateur des
parties symétriques et antisymétriques de l'opérateur conjugué et l'inégalité de Garding, ne
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peuvent pas étre appliquées dans un cadre non-hilbertien. Nous suivons donc une approche
différente en nous inspirant des travaux | : , , | et ceux plus récents
[ , , |. Nous construisons une paramétrice pour le Laplacien conjugué
par le poids A, 1= e""¥Ae™¥ ou ¢ est une fonction qui ne dépend que de la variable normale
x1 € (0,1). Pour ce faire, suivant une idée de A.-P. Caldero6n | |, on factorise I'opérateur
conjugué en un produit de deux opérateurs d’ordre un. Ensuite, en exploitant la structure
particuliere de ces opérateurs, on construit la paramétrice en appliquant la transformée
de Fourier sur les variables verticales. Ensuite, on démontre les estimations souhaitées sur
ces formules exactes. Dans le cadre hilbertien, on utilise I'identité de Plancherel et estime
les noyaux de la paramétrice. Dans un cadre non hilbertien, on revisite le théoreme de
restriction de Fourier pour établir des estimations sur des opérateurs de multiplication de
Fourier, et on les combine avec le théoreme de Hardy-Littlewood-Sobolev pour démontrer
des estimations de Carleman LP.

2.1.1 Notations

On commence par fixer les notations. On notera par x = (1, Zs, .., t4) = (x1,2’) le point
courant de R? et pour une fonction f définie sur R? telle que f(z1,-) € LY(R*™!), on définit
la transformation de Fourier partielle par

~ 1 sl !
flxy, &) = (2? " e T fxy,2)) da’, ¢ e RL (2.1)
) 2 -

On a la formule d’inversion de Fourier
1 R VAR
f(ZEl,fL’) = T d-1 ezx * f(xlygl) dglv f(xh ) € S(Rd_l)'

(2m)"z JRI!

Ainsi, on montre que la transformée de Fourier réalise un isomorphisme sur S(R?"1!). Par
dualité, elle réalise aussi un isomorphisme sur S’'(R%1).

Dans l'ensemble de ce chapitre, nous désignons par S une bande de RY, définie comme
(0,1) x RE1,

2.2 Inégalité de Carleman >

2.2.1 Estimation a priori

Notre point de départ est ’estimation a priori suivante

ull 720y < Ol fllz2 ()

ol u est la solution de I’équation de Laplace Au = f sur un ouvert  borné (dans une
direction au moins), avec une condition au bord Dirichlet homogene. Cette estimation est
classique et sa démonstration bien connue. Notre objectif ici est de fournir une preuve qui
utilise une formule explicite de la solution u en fonction de la source f, obtenue a l'aide
d’une paramétrice du Laplacien. Le théoréme que nous obtenons est le suivant :

Théoréme 2.2.1. Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction f € L*(S),
le systéme

{Au =f dans S, (2.2)

u(0,)=wu(l,-)=0 sur RO
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admet une unique solution u € H*(S) vérifiant
lullgs) < Ol fllzes). (2.3)
Démonstration. On commence par décomposer le Laplacien sous la forme suivante
Au=0pu+ Nu sur S =(0,1) x R
En appliquant alors la transformée de Fourier partielle a I’équation (2.2), nous obtenons :

{alla(xlvgl) - |£/‘2ﬁ($17£/) = f<x17§l> (xlvgl) € (07 1) X Rdil?

a(0,¢) =0 =a(1,¢) ¢ e Ri-1. (2.4)

En utilisant la méthode de variation de la constante, nous obtenons formellement une for-
mule explicite de u,

T1 —~ 1 —~
@@ﬁ7g)zfé Gl@h'—yh|€DfYUu§Udyl—ZA Ga(w1, y1,1§') f(y1,€) dyn, (2.5)
ou les fonctions G; et G5 sont données par

_ sinh(xyp) _ sinh(zyp) sinh((1 — y1)u)

G1<ZE1,,U> _Tv GQ(xbyl’/J’) - /,LSlIlh(,u) ) (:u7x17y1) € R+ X (O, 1>2

On souhaite démontrer que si f € L*(S), alors u € H*(S) et satisfait I'inégalité (2.3). Pour
commencer, démontrons d’abord 'existence d'une constante C' > 0 telle que

ull 20,1y 2 Re-1)) < C| fllz2(s)- (2.6)

Cela découlera de I'inégalité suivante

(L+1EPNC N0 < CIFCEz0n € €R, (2.7)

avec C' > 0 une constante indépendante de &'
Pour établir I'estimée (2.7), nous allons examiner deux cas distincts. Dans un premier
temps, nous allons démontrer que pour les basses fréquences (lorsque |£’| est borné), la norme

L?(0,1) de (-, &) est controlée par celle de f (+,&) . Ensuite, pour les hautes fréquences, on
établit 'inégalité suivante

C .
1a(, € r200) < Eﬂng(néﬁﬂL%an‘ (2.8)

Dans le cas ou 0 < [£'| < 1, en utilisant l'inégalité = < sinh(x) < sinh(1)z pour tout
x € [0, 1], on obtient :

Na(-, &) e20.1)
<Hg%ma—thnﬂm£%wl

+
L3, (0.1)

1 ~
+ | [Gatorn €17, €) dy
2, (0,1) 0 2, (0,1)
z1 —~ 1 ~
<o(|[ -l tan] [ a0 wlfoenan], )

< CNFC 20, (2.9)
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Lorsque [£'| > 1, nous allons démontrer (2.8). Pour ce faire, nous réexprimons (-, &) de
la maniere suivante :

u(ry,¢) / Galz1,y1, [€) f(y1,€) dyy

+ [T (Gler = I€D) = Galarn i, [€D) Flon, €) . (2:10)

Nous allons estimer la norme L?(0,1) du premier terme du membre de droite de (2.10).
Nous avons

el€'l
L2,(0,1) |§ | sinh([¢'])

L’intégrale dans la norme du membre de droite dans I'inégalité précédente peut étre majorée
par un produit de convolution

—|y1—x1|l¢’ ||f(y1 §)| dy

i, 1€ F(y, &) dy

/xl ol fy, )| dyy = /1[a:11 ()| (1, ) Loy ([yr — @] )e =€ dyy
< (Lo OIFC ) 1oy (e HED) (o).

En utilisant ensuite I'inégalité de convolution de Young, il existe C' > 0 tel que pour tout
¢ € R, nous avons

1 -~ C@|6,| ’ -~
/ ! < —z1[¢’| 1 .g! 2
/1'1 GQ(x17y17|£|)f(y17£)dy1 . X |§’|smh(|§’\)”€ HLzl(O,l)Hf( aé)HL (0,1)
]£’P||f( 20,1y

Poursuivons avec le deuxiéme terme de (2.10). De maniére similaire, 1'idée consiste a
utiliser I'inégalité de Young. Nous commengons par majorer le deuxieme terme du membre
de droite de (2.10) par une convolution

[ Gatar = 116D = Galr s )P0, €) dyy

/:,31 4 {(6(1 yi—z)lE'] 4 o=(I=yi—e)l€| _ p(tyr1—z)l€'| _ o=(I+y1—a1 \5’} ’\<y &)
o sinh(|¢|) €|

o 4 {(e—(l—m)lﬁ'\ _ e(l—zl)\f'\)(eyl\i'l _ €_y1|£/‘):| ]?(yl %)
B /o sinh(|¢'[) €]

Ce|§/| 1 S~
< o [ e nen I fly, ) du,
@[simn(e]) Jo £y, €] dyn

En appliquant ensuite I'inégalité de Young, il existe C' > 0 tel que pour tout & € R¥!, nous
avons

| [ Galar = 1€ = Gl 1€ F 01 €) d ez o1

Cel€'l , R
<— el el < ‘
€' sinh(|¢]) le™ =z, 0 llF G )l z200) < |5,‘2 1720

dy

dy

44



A partir des estimations de ces deux termes, nous pouvons déduire I'inégalité (2.8) pour
tout & € R4 tel que |¢'| > 1. En combinant (2.8) avec (2.9), nous obtenons (2.7). Par
conséquent, nous parvenons a l'inégalité (2.6).

Maintenant, on multiplie (2.4) par @ et on integre sur [0, 1]; on obtient alors pour tout

¢ e Rd-1 .

1 1 1
| 1orien, € ey + I [ fatan )P day = = [ flar, €)a@n,¢) day,
On multiplie cette égalité par (1 + |[£'|?) puis en utilisant 'inégalité de Holder, on a

(IFC N0 + (1 + €12 €120 )

A+ Mlonal, &)z < C
< CIFC 00

ce qui implique en utilisant I'identité de Parseval que
o € L*((0,1); HY(R)). (2.11)

D’autre part, on a par (2.4)

f(,€) ||L2 o,1) T |f| la(-, )“%2(0,1))
C (1€
ClIFC 200y (2.12)

10117(-, €172 0.1y

//\ //\

De (2.11) et (2.12) on a
oiu € L2(8>, Vi € {1, ...,d},

ce qui implique le résultat voulu. O

2.2.2 Inégalité de Carleman avec un poids linéaire

L’objectif de cette section est d’utiliser la méthode élaborée dans la sous-section précé-
dente pour démontrer des inégalités de Carleman de type L? avec un poids linéaire de la
forme z — —xy.

Théoréme 2.2.2. [l existe une constante C > 0 telle que, pour toute f € L*(S), la solution
u € H?(S) N HY(S) du probléeme (2.2) vérifie, pour tout T > 1, l'inégalité de Carleman
sutvante

Tlle” ™ ul[p2(s) + [leTT Vul| 2y < C (HefmeL?(S) + 70| 9ru 0, ')HHé(Rdfl)) , (213)
avec 0 € {—1,0,1}.

On peut également avoir une estimée sur les dérivées d’ordre deux de u : Il existe C' > 0
tel que pour tout T > 1,

—TXT —TXT 1 —TX
Tlle” ™ ul| L2 sy + |le” T V| p2s) + ;He LD 2s)

<@ (Ie= Pz + Hou(0, )| 214

H% (Rd—1)> :
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Remarque 2.2.3. I est classique que l'application trace normale u — O,u est bien définie
sur lensemble {u € HY(Q), with Au € L*(Q)}, ou la dérivée normale est a interpréter dans
H=Y2(0Q). 1 est donc naturel, pour estimer u dans H*(Q) de considérer Au € L*(Q) et
Opu € H™V2(0Q), correspondant a Uinégalité (2.13) avec @ = —1/2 (mais bien entendu les
cas correspondants a 0 > —1/2 sont aussi admissibles).

Toutefois, pour récupérer une estimée sur v dans H*(Q), il est naturel, au vu du théoréme
de trace affirmant le caractére continu et surjectif de u € H?*(Q) — d,u € H%(GQ) de
considérer Opu dans Hz(0).

Démonstration. Construction d’une paramétrice de l'opérateur conjugué. Pour (zq,z’) €
(0,1) x R4"L, on définit les fonctions conjuguées

Ulxy,2') = e ™ u(xy, 2),
F(xy,2") = e 7 f(xy,2).

On note aussi A, le conjugué du Laplacien par la fonction poids qui est donné par

AT - e*Tx1AeT:v1 — e*T:m (all + A/)e‘rwl — 811 + 27'81 +T2 + A/.
On a alors le systeme d’ équations suivant
U + 210U + 72U + N'U =F dans S,

U0,2")=0=U(1,2) sur R4 (2.15)
U (0,2") = gy (2" sur R

Ici, nous avons ajouté la troisiéme équation qui décrit la trace de la dérivée normale notée par
gn. L’idée est d’exprimer la solution U en fonction de la donnée F' et de gy. On applique la
transformation de Fourier partielle en 2" pour passer a la résolution d'un systeme d’équations
différentielles. En notant U la transformée de Fourier de U, on obtient alors

((0h + 7')2 —&HU =F dans S,
U(O ') =0=1a(1,¢) sur R, (2.16)
U (0, ) an (&) sur RIL

On factorise alors cet opérateur de la fagon suivante :
(@ +7)* =€) = @+ 7 +[EN0 + 7= []).
Ainsi, on introduit la fonction W donnée par
W(x1,&) = (0, +7 —|€)U(x,€) dans (0,1) x R*.
On parvient ainsi a un systeme d’équations d’ordre un, avec des conditions aux bords

Oy +7—|¢NU=W dans &,
(O + 7+ €)W ﬁ dans S,
U(o,m—o:U( L&) sur R

W(0,¢) = gn(¢) sur R,
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Soit ¢ fixé dans R4~!. On commence par résoudre le systéme formé par la deuxiéme et la
quatrieme équation. En utilisant la formule de Duhamel, on obtient explicitement

I//I\/(Q;hé/) — §N(5 —(|¢'[+7)z1 +/ —(|€/|+7) (1 —z1) 7.

On consideére ensuite le systéme

{@w—\g’\ﬂ- ¢)=W(.¢) dans (0,1), (2.17)

U(0,§") =0=0U(L¢).

C’est une équation différentielle d’ordre un avec une donnée au bord sur chaque coté de
'intervalle (0,1). On peut donc la résoudre de deux fagons a priori différentes, soit en
utilisant la condition au bord U(0, ") = 0, soit en utilisant la condition au bord U(1,¢') =
(les deux formules donnent le méme résultat car il y a des données de compatibilités cachées
dans l'information Au € L?(2)).

On déterminera la formule que 'on utilisera en regardant le signe de 7 — ||, ¢’est-a-dire
que 'on va utiliser des formules différentes en fonction de la fréquence |£’| par rapport au
parametre de Carleman 7.

Les basses fréquences : si ['| < 7. L’équation (2.17) est « bien posée » en résolvant de
gauche a droite, au sens ou la formule de résolution ne fait intervenir que des exponentielles
plus petites que un. Cela donne

R T1 ~ ’ o
O €)= [ W@, ) 0 gz,
0
N(f/)e_(T_‘Efl)z / _2|§ |1 dl’l—l—/ / yl 5 \5|$1+y1 271)—7(z1—Y1) dy, dz,
’ ! o '|(z
(€t |)$1/ o—20€ da?1+/0 F(y,,&)e 7k “(ﬂ“—yl)/ e 21w 4 dy,y

0 Y1

(ks 0, €1) + [ Py, €)kue(or = 0,16 dyn, (2.18)

)

)

ou la fonction k; est définie par

T Sinh(xl ’5/ |)
I3 -

Les hautes fréquences : si |£'| > 7. L’équation (2.17) est « bien posée » lorsqu’on la résout
de droite a gauche. Par conséquent, nous obtenons

ky - (z1,[€]) = (z1,&) € (0,1) x R, (2.19)

~ 1 o
U(l’hf’) == _/ W(fl,fl)e*( —1€')(x1— x1 dl‘
z1
! ml ,\

— —§N(§')€_(T_|£ [z1 / —2|¢'[z1 dz, —/ / y 5 —2|€|a:1 1) o= (=€ D(@1-v1) dy, A7,

1
— _§N(§')67(T*|5/|)$1 / 672\5 |1 diy — /1 F(yl, €/>67T($1*y1) /1 67\£/|(2§17y17x1) o,

1 0 max{z1,y1}

1
= =G (ka0 1) = [ Flon, ko (. Iy, (220)
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ou la fonction ks est donnée par

—2|¢'|(1—max{z1,
kor (1, 41, |f/’) — e T@i—y) =g |lz1—yi| (1 — el " yl})> )

21¢'|
Y(z1,y1,&) € (0,1)* x R (2.21)

Estimation sur la paramétrice : On cherche & établir des estimations L? — L? sur la
paramétrice. En utilisant I'identité de Plancherel, nous allons d’abord travailler dans I’espace
L/(RY1; L2 (0,1)) pour ensuite déduire cette estimation dans L*(S).

Estimation sur la partie de la paramétrice impliquant le terme d’observation gy. On com-
mence par estimer le noyau k; dans L? (0,1). Pour cela, on discute selon la fréquence.

Cas 1.a : |¢'| < 1. Dans ce cas, en utilisant I'inégalité sinh(u) < sinh(1)p pour tout
w € (0,1}, il est facile de montrer qu’il existe C' indépendant de £ et 7 tel que

1 1 =271 o} h2 / 1 C
[ e P, = D gy <o [ eraatan < &
0 0 €] 0 T

Cas 1.b : 1 < |¢'| < 7. On décompose 'intégrale [ = (‘)glrl +fé/‘_1. En utilisant a nou-
veau l'inégalité sinh(u) < sinh(1)p pour tout p € [0, 1], et I'inégalité sinh(pu) < e pour

@ > 1, on obtient

! - €, e
[t lePn < ([© e natan v [ S
0 0 e ¢

dl’l.

C /1 o2z
e €2

< —
3

Cette deuxieme intégrale est majorée ainsi :

1 672(7—7|£/|)$1 6727-/'5/' 1—|€l‘71
—2(1—|¢'|)z
Jom TR <O ), (dn

e=27/1¢| { 1 }
<C——min{l,—
€2 T =g
C ’ : 1
< = <T/> e~ 271 min {T, — - }
NS L= g/

<« Cmindr—L
R ST

On obtient alors

' ¢ . 1
I €D < S5 min{ e |- (222

Cas 2 : |¢'| > 7. Dans ce cas, il est facile de montrer qu’il existe C' > 0 (indépendant de
7 et &) tel que

C

k T '7Oa ' 22 < T2/ — 0 (e
” 2, ( ‘5 ’)”L (0,1) ’£/’2(T+ ‘5/‘)
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Ensuite, on définit une fonction &' +— a(£’) donnée par

Ver (- 1D &<
a / = / (071) ,
(©) { Voo (0, ooy 1€ > 7,

pour laquelle nous avons d’apres les estimées précédentes

1 . 1 €] <
—minq 7, ——— < T,
-3 7’1_|5/’/T T

1

&P (r + 1)
Puis, pour § € {—1/2,0,1/2}, on pose
Co(T) = sup ag(£), et ag(¢') := (1 +1¢'*) " a(¢)).

f/GRd_l

a(¢)? <O (2.23)

Un analyse simple montre qu’il existe C' > 0 indépendant de 7, tel que

C C C
071/2(7') = = .

En particulier, on en déduit que le terme au bord dans les deux formules (2.18) et (2.20)
est estimé par

[an (&) (R 1D erer = o (-0, 1€ D Ljgr15r)

£2(S) g Cg(T)HgNHHG(Rd—1). (224)
Estimation sur la partie de la paramétrice impliquant le terme source F. On commence par
estimer le deuxiéme terme dans la formule (2.18), en utilisant 'inégalité de Young, ce qui
donne

[ P ko=l an| | < CIFCE el €D a0,

Lz,(0,1)

Comme le cas avec la norme L? par un calcul explicite, il existe C' > 0 (indépendant de 7
et &) tel que pour tout & avec |¢'| < T,

C 1
ki (- 1€ < — mi S —
|| 1,7( ) |§ |)||L1(071) 2 1111 {Tv 1— ‘€/|/T} ’

D’autre part, dans les hautes fréquences ['| > 7, pour estimer le deuxiéme terme dans
(2.20), il existe C' > 0 tel que

—(|&'|-7)|z1—y1]
T [l | R Yo ——

2|¢'|
Ensuite, en utilisant 1'inégalité de Young, on obtient, pour ¢ > 7,
[ Bl ko € < S BCe)| ,,  le e,
o Y1, 2,7\%1, Y1, Y1 L2 )\ 1€'| £2(0,1) L}, (-22)
1 ~
<C — | F(-, ¢ :
e ] L
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On définit alors une fonction & +— a(¢') donnée par

Smindr b |¢l<
mins<s 7 X7,
2Tl

Q¢ =C 1 1 (2.25)
min ¢ ——— — €' > .
{(|§’\ —7)[¢| !5’|}
On en déduit que pour tout & € R*1,
T1 [N
H1|£/|<T/ F(yr, &)k (z1 — w1, [§]) dyr — 1|5’\>f/ E(yr, §)kar (21,91, [€]) dyr
0 0 12(S)

T Co -
< Stcllp{a(C’)}llFllL%& < ClFlzas) (2:26)

FEstimation de U. En utilisant les estimées (2.24), (2.26), les formules (2.18) et (2.20) et
'identité de Plancherel, on obtient pour 6 € {—1/2,0,1/2}, et pour tout 7 > 1,

TUll2es) < C (70 Nlgnllao ey + [ Fll2gs) ) - (2.27)

Estimée de ||VU| 2. En multipliant (2.15), par U et en effectuant une intégration par
parties, on obtient

VU a5y + 7N sy = [ F(@)U () da
Ensuite, en utilisant l'inégalité de Holder et (2.27), on obtient

1 _
IVU | 25y < C <T|yU||L2(S) + T||F||Lz($)) < C (7 Nlgn ooy + 1 Fllz2s)) - (2.28)

Ceci conclut la preuve de la premiere inégalité du théoreme (2.13).

Estimée de | D2U|| 12 lorsque gy € H2(R). On passe maintenant a la deuxiéme inéga-
lité (2.14). Pour ce faire, il suffit de démontrer

_ _1
DU ags) < C (7 Mgl 3 gy + IFlls)) - (229)

Pour cela, on commence par remarquer que les formules (2.18) et (2.20) et les définitions
de a et @ dans (2.23) et (2.25) donnent, pour tout & € R41,

1T (- 720,y < 2a(€)?|Gn (€N + 2a(E )1 (- €Tz (0,09
En conséquence
(L EPPITC a0 < 2a(€)(L+ €12 ((L+1€)21av (E)P)
+2(1+ ')A€ E €20,
On vérifie alors que

sup {a(@)’(1+1¢P):} <Or et swp {(1+[¢1)aE)’} < o,

§/eRrd—t £'eRd-1
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si bien qu’on obtient, pour tout 7 > 1 et ¢ € R4 1,
L+ IEPPITC 0 < O (L + €2 lan(E)F) + CTNEC )2y (230)
Par Plancherel, on obtient
Ul 220012 R < C (\/FHQNHH;(RM) + THFHL2(5>) :
En particulier, on obtient que pour tout i,j € {2, ..,d},
N0, lzzis) < € (v Hgwl 3 sy + 1P l120s)) -
Maintenant, on va estimer 9;;U dans L?*(S). Pour commencer, on rappelle (cf (2.15)) que
811U + 2T81U + T2U + A/U =F dans S
On en déduit
T 00U z2gs) < C (7Ullzas) + 101U | z2gs) + 71U 2o, 2oy + [ Fll2gs) ) -
En utilisant (2.27), et (2.28), on obtient
_ _1
Y0 lzzis) < € (7ol s oy + 1P lzzes)).-
Pour déduire (2.29), il reste & démontrer que pour tout j € {2, ..., d}
oVl < € (7 Hlgnl i gacsy + 1 Fllzas) )
Pour cela, il suffit de prouver que
A+ IEDIRT (N0 < C (P21 + € an @)+ TIFC D zon) . (231)
En multipliant (2.16) par U et en intégrant par parties, on obtient
! 77 (2 2 b o / 2 12 1 s (2
| 100G &) der + 72 [0, ) day = I [ 10(@1,)
_/ xl; xhg)dxh
en multipliant par (1 + [¢'|?), on obtient :
1 ~
A+ 1ER) [ 100 @, )P day
<A+ ERER =) [ 10, &) dey + (1 +1€T)
1 .
< (@ +1EPer - + 4Py [ O+ [ 1F @, )P ar,
1 1
CO+IE? [ 106 )P der+ [P &) dan.

(551,5 )ﬁ(mlafl) dml

On déduit alors I'inégalité (2.31) de (2.30), ce qui conclut la démonstration du théoreme. [
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2.2.3 Optimalité

L’objectif de cette partie est de démontrer 'optimalité des puissances du facteur 7 qui
apparaissent dans I'inégalité de Carleman L? (2.13). Plus précisément, on montre qu’on ne
peut pas avoir 7° devant le premier terme de I'inégalité (2.13) avec 8 > 1.

Proposition 2.2.4. Soit § € R. §il existe une constante C' > 0 telle que pour tout T > 1
et tout u € HE(S) on ait

TﬁHue*T’“HLz(s) < CHe*mlAuHLz(S), (232)
alors § < 1

Démonstration. Soit 8 € R. Supposons qu’il existe C' > 0 tel que pour tout 7 > 1 et tout
u € H2(S), l'estimation (2.32) est vraie. Notons que U(zy,&') = e "™4(xy, ') vérifie

(B11 + 270, + 72 — |€'P)U (21, €') = F(21,€)  dans S,

avec F(zy,2') = e ™ Au(xy,2'). Pour n € HZ(0,1) et € > 0 introduisons U, tel que

(&2 -72)2

Uc(wr, &) = nlr)e
Nous avons alors
Fi(x1,&) = (0 + 2701+ 7° = | ).
— (Oun(ar) + 2r0m(an) + n(a) (72 — |E1)) e~
En injectant U, dans l'inégalité (2.32), il vient

¢’ I (s \

Tl Z201)le” ||L2 ri-ty < |l (dun+ 270+ (x> — [¢)) e ||L2

Ensuite, on en déduit

Ié\

1(72 = 1€'[)e”
Tzﬁ“ﬁ”%?(o,l) < C | ||0un+ 278177”%2(071) + ||77||%2(0,1) (|§\ 2

On va montrer que le dernier terme a droite tend vers 0 quand € tend vers 0. Pour cela, on va
(\?—7?)

Je

HL2(Rd 1

||L2(Rd 1)

calculer I'intégrale en coordonnées sphériques et faire le changement de variable p =
pour obtenir

(\&\ (r2=x?)?
172 =l ) T Paguanny = [Sacal [ (72 = 02227 n2an,

= Iu-a] [ (nvere Ve (u/e ) T an

3d4

E€E2T .
~ [Si2] / e dy,
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ol ~, désigne I'équivalence entre deux normes ou voisinage ¢ = 0. De la méme facon, on
€E—
obtient

_UgE-r)? B d=3
e 2oy = 1Susl / e et (w/e+77) T du

A= oo ,
/ e 2 dp.

%o ’Sd*z,

En passant a la limite € — 0, on en déduit que

(72 — [¢)e

_(g12=r2)2 \2*7
e

On constate alors qu’il existe une constante positive C' telle que pour tout 7 > 1 et tout
n € H(0,1),

”L2 RYD o,

e—0

”L2 Rd—1)

2 2 2 201,112
T ﬁHnHL?(o,l) < C|0un + 276177”1:2(0,1) <Ot H77HH2(0,1)-
Pour terminer, en prenant 1 # 0 et en faisant tendre 7 vers 400, on obtient nécessairement
que /< 1. O
2.2.4 Inégalité de Carleman avec un poids strictement convexe.

L’objectif de cette section est de démontrer des inégalités de Carleman de type L? avec
un poids strictement convexe qui ne dépend que de la variable normale x;. Plus précisément,
le théoreme que 1’on obtient est le suivant :

Théoréme 2.2.5. Soit ¢ une fonction dans C*([0,1]), strictement décroissante et stricte-
ment convexe, c¢’est-a-dire qu’il existe o > 0 et § > 0 tels que

sup @' (r1) < —a, inf ¢"(z1) =8 et p(0)=0.
.1‘16[0,1] xle[orl]

Alors, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout 7 > 1 et tout uw € H*(S) vérifiant
u(l,-) =0, on a

72| 2(s) + 77 PV 2y < O ([l Aul|pags)

S l_S/
471 ||u(0, .)”H%(Rd—l) + 7177 ||01u(0, )|

HS'(Rd1)> , (2.33)

avec s’ € {0, —5}.

Remarque 2.2.6. Pour une fonction u € H*(S) vérifiant u(1,-) = 0 et de plus ,u(0,-) =

0, en choisissant s = %, on obtient la méme puissance de T devant le terme ||u(0

que celle trouvée dans le travail d’Imanuvilov et Puel [IP05].
Notons que notre approche peut également s’adapter pour traiter le cas des fonctions u €
H?(S) qui ne s’annulent pas en {x1 = 1}. Dans ce cas, nous obtenons, comme Imanuvilov

et Puel [IP05], qu’il faut modifier (2.33) en ajoutant un terme C71|lu(1,-)e™®|
dans le membre de droite de (2.33).

) .)HH%(Rd—l)

H2 Rd 1)
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Démonstration. Factorisation de l'opérateur et construction d’une paramétrice. On va construire
une paramétrice pour Uopérateur conjugué A, := e™@) Ae=7¢@1) En posant F = e™#1) Ay
dans S, la fonction conjuguée U(zy, ') = e™¥@Vu(zy, ') vérifie

(= 7¢)* + AU = F, dans (0,1) x R, (2:34)

En appliquant la transformée de Fourier partielle en 2/, elle devient

~

(01— 1) = [€P)U(21,€) = F(21,€), (21,€) € (0,1) x R

On factorise notre opérateur
(O —7¢") = |E1) = (01 — 7 (1) + [€'1)(O1 — 7' (1) — €]) + 7"
Puis, on introduit les fonctions suivantes
W=@—1¢—EDU,  Uy=U(0,"), Wo=aU(0,-)—(r(0) + €T

On a alors le systeme d’équations

(01 —7¢" — |§l‘)[7 =W dans 8,
(Aal -1y +A|§'|)W = F dans S, (2.35)
U0,8)=0o(¢), U1LE)=0 sur R,
W(0,¢) = Wy(¢) sur R

avec F = F +7¢"U, Cest-d-dire F = F + 1¢(x1)U.
Soit &' fixé R%™!. On résout d’abord le systéme
(0 = 7 (1) + DWW (&) = F( &) dans  (0,1),
W(0,€) = Wo(€).

Par la formule de Duhamel, on obtient
W (w1, &) = Wo(€)elre@=I'len) +/ F(&, &)elrela)-lele)-re@)-I€E) g7, (2.36)

On résout ensuite, pour ¢ fixé dans R, le systéme

{(@—w’(m)—|§/|>6'<-,£’>:W<~,£’> dans (0, 1),
U(0,¢) =Uo(), U(1,€) =

C’est une équation différentielle d’ordre un avec des données aux bords des deux cotés
de l'intervalle de l'intervalle (0,1). Comme précédemment, on peut donc construire deux
formules pour retrouver U , soit en faisant le choix de résoudre en utilisant la condition au
bord U(0,&") = Uy(£'), soit en faisant le choix de résoudre en utilisation la condition au
bord U(1,¢') =

Pour faire ce choix, on va utiliser que le terme

(2.37)

O (Te(r1) + [¢]w1) = 7 (21) + |¢]
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s’annule au plus une fois dans (0, 1), en changeant alors de signe. On examine la situation
en comparant la fréquence || avec le parametre de Carleman 7 et on distingue 3 cas.

i) Pour tout x; € [0,1] tel que |£'| < —7¢'(x1). Le systeme d’équation (2.37) est « bien
posée » en résolvant de la gauche vers la droite, et on a la formule

ﬁ(xhg/) — ew(rl)HE/ImlU / (31, &)e (ro(x1)+]¢ |21)— (T (@1)+]€"|71) 47,

— 7R T () 4 T () / " o@D prela)HIE o) —(re@)HE ) g7,
0

i /0 b (re(@)+HE 21— (T (@) € |71) /0 Py, €)el e @€ E=(ren)—Ilv) 4y, 47,

Ensuite, par le théoreme de Fubini, on a

O (21, €) = em?@HER T () 4 Ty (&) ereta)+len) / e g7,
0

1 / / T1 1 (>
. /0 F(yn, €)emeen+e o= (reun)+lm) / e~ 2€1@ =) 4z, dy,
Y1

= TG () 4 W€ hear (@0,0,16') + [ Flon & k(v €] dys, - (2:38)

ot le noyau k; est donné par, pour tout x1,1y; tel que 0 < y; <1 < 1 et tout pu = 0,

sinh(p(z1 — y1))
. :
i) Pour tout x; € [0, 1] tel que |'| > —7¢'(x1). Dans ce cas, on résout I’équation (2.37)

de la droite vers la gauche, et on a alors

kjl,’r(l‘h Y1, :u) = eT(t,D(z1)—t,0(y1)) (239)

U2, &) = — / (51, &) elre@n Il —(reG+E ) g7,

= —W(E)elree e [ L2 gz,
71

_ / ' / g Py, €)e 21 ool e le)—(rolu)—Ilon) gy, d7, .
z1 JO
Ensuite, par le théoreme 1de Fubini, on a
ﬁ(dil,fl) _ —Wo(§ ) (ro(z1)+1€"|21) /1 e—2|€/|51 dz, — /01 ﬁ(yhg,)k%-(xl,yl; |§/|) dyi, (2'40>
1
ou le noyau ks est donné par, pour tout z1,y; € [0, 1] et tout pu > 0,
kor (21, 41, 1) = 7P@)=plo)—lz1—u / i} 47, (2.41)
0

ii1) Jonction des deuz solutions. En vertu de la convexité de la fonction x; — 7p(x1) +
||z, il existe au plus un unique point zg € [0, 1] tel que |{'| = —7¢'(x¢). Les formules
(2.38) et (2.40) sont alors utilisées respectivement d'un coté et de 'autre de ce point xer.
Plus précisément, pour (x1,&’) € (0,1) x R4, la formule explicite de U est donnée par

U(21,€) = Ljg.ap(z1) (e"PHEMT (&) + Wo () k1 (21,0, [€))

_ , 1 i~
+/ yl, /{31 T(Il, Y1, |£ |) dyl) + 1[%, 1] (ml) (—Wo(é‘/)@(‘rtp(m)—l-m \xl)/ e 21€ |z d7,

~ [ ey €Dy ) - 242
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Maintenant, a l'aide de cette formule, on va démontrer une inégalité L? — L? pour la
fonction U(+, '), puis on en déduit une inégalité pour U. L’idée est d’obtenir des estimations
sur U (+, &) séparément dans les hautes fréquences, les basses fréquences et pres de la variété
caractéristique

X7, ={¢ eR 1¢(m) + 1€ =0},
avec x1 € [0,1], et 7 > 1. Dans la suite, nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 2.2.7. Soit h € C?*([0,1]) une fonction strictement convexe i.e h” > [ > 0, alors
pour tout x1,y; € [0,1], on a

() ~ (o) < W) — w1) = Sl — il (2.43)

On va utiliser le premier terme du membre droite dans cette inégalité pour estimer les
hautes et les basses fréquences. En revanche, pres de la variété caractéristique, on utilisera
le terme —f|z; — y1|*/2 dans l'inégalité (2.43).

Démonstration du lemme 2.2.7. Soit h € C*([0,1]) tel que A" > 8 > 0 et soit x; € [0, 1]
fixé, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, on obtient pour tout y; € [0, 1]

Y1
h(yy) = h(z) + B (2) (g1 — 1) + / R () (g1 — t) dt.
Ce qui implique

ha1) = h(gn) = @)y —y) = [ @) - t)dt.

1

On discute les deux cas suivants : Si y; < x1, on a alors

(1) = hwn) = ()=o) = [ R0 =) de

< W (zy)(xy — ) — 5/ (t—y1)dt

= W (z1)(z1 — 1) — B/2(x1 - y1)2-

Si 1 <y, on a alors

hws) = h(y) = W ()=o) = [ @) -t

xT

<o) =) =8 [ -ty
= h/(Il)(Jcl — ) — B/2(xy — 91)2‘

Ceci conclut la preuve du Lemme 2.2.7. O

Estimation dans les basses fréquences |{'| < 7. On commence par estimer le noyau k.
Comme sup ¢’ < —a, on a alors pour 0 < y; < 27 < 1 et pour u > 0,

(ol —o() SR (21 = 91))
1
N )
< e—a(m—yl)TSln <($L yl)ﬂ) — kl,T(xl - yl,,u). (2.44)

kir(z1, 51, p0) =€

56



En utilisant cette estimation, il existe C' > 0 (indépendant de &’ et 7) tel que, pour [£'| < 7,

||%1('7 €D 20,1y < 07_27 (2.45)
1k (5 1€ D220,y < CT72 (2.46)

En utilisant I'inégalité de Young et ces estimées, il existe C' > 0 (indépendant de &’ et 7) tel
que pour [¢'| < 7,

||U(',§')||L§1(o,1)
, ~ o~ T1
T T(E) + Wal€ ear @1, 0,16') + [ Flon, &) r(r,ya, 1€ dyn

12,0)
<C TUo(&)] Wo (&) N IE () r20,1)
(ar —|¢']) 32 T2
To(E)] 1000, 1 F ()l 2(0,0)

olt nous avons utilisé que (9,0 — 7¢'(0)U)(0,&") = 8,a(0,£") = Wy + || Us.
Estimation dans hautes fréquences |€'| > 27a/, ot o = sup |¢’|. On va estimer le premier
[0,1]
terme en (2.40). Pour ce faire, on vérifie qu’ il existe une constante C' > 0 telle que, pour
|€'| = 27a’ et pour tout x; € (0, 1),

1 ~
eroHelen) [1 -2 gz« € o—tratighn ¢ € —ieler

2 €] s

on en déduit alors, pour |£'| > 27¢/,

S 1 3
2,00 [+ Ta)z e

Ensuite, pour |£'| > 27¢/, on peut majorer le deuxieme terme de (2.40) de la fagon suivante :

(et [7 -2 az, ()l o o)l

1

1 .

1 T1 . . et
L2 (0,1) < @ ’/0 |F(y1,&)le (plan) =)~ llzr—ml gy,
fL‘l ’

1 )
- / By, )]0 —o)—I¢ lei-ul g,
1

LZ,(0,1)

!/

Comme —a’ < ¢’ < —a, il existe o’ > 0 tel que pour tout & € R¥! tel que |¢'| > 27/,
¥

T(e(x1) — (1)) = €|z — | < (a7 + [£'])z1 — 1| < =a”|€]|zr =], w1 < 2,

T(e(x1) —p(y1) = 1€z — | < = (€] = 7)) |21 — 1] < =" |€||z1 — 3], =1 <1

En utilisant les inégalités précédentes, puis en appliquant l'inégalité de Young, il existe
C' > 0 (indépendant de £ et 7) tel que, pour || > 27/,

< C||F('af/)||L2(o,1) <C

L2,(0.) &2 T

IE (&) 20

2

L.
[ Pl € ko (oan 1€ d
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On a alors, pour £ € RT! tel que |¢'| = 27/,

e L

Ik €]
@MOUI\WQ@IIWhﬂhmm>
<C + =+ , 2.48
( €|z €]z €2 24

ol nous avons utilisé que 9,40, &) = Wy + |€']a(0, ).

Estimations prés de la variété caractéristique ¥ - & < [€'| < 270/, Pour £ € R,
si || € [ra, 7], alors il existe un unique zg € [0,1] tel que [¢'| = —71¢'(x¢), si || €
[Ta/2, Tal], on pose ze =1, et si [€'] € [Ta/, 27|, on pose xg = 0.

Par construction, on a, pour tout z; € [0, z¢], T7¢'(z1) + |'| < 0. Comme 'application
x1 = Tp(x1)+|E'|z1 est convexe, en utilisant le lemme 2.2.7, ona pour 0 < y; < 27 < 7 < 1

(To(@1) + [ ]21) = (To(y1) + 1€ y1)
< (21— y) (7' (1) +[€]) —
On a alors pour 0 < y; <71 <2 < 1,

sinh(|¢'|(z1 — 11)) e~ TB/2(x1—11)?
€| h €|

k?1,7(9617y17 |§l|) = GT(SD(II)_SD(M)) = %1,7(% — Y1, |§/|)-

(2.50)

En utilisant cette estimation, il existe C' > 0 (indépendant de & et 7) tel que, pour || €
[%, 27'0/},

= C
kir r <, 2.51
> C C
kl,‘r( ‘6 D L1(0,1) ‘5/’7_% g 7-7%” (252)
eTP(@1)+[E |z < COr 1. (2.53)

L2,(0,1)

En utilisant ces estimées et I'inégalité de Young, il existe C' > 0 tel que pour tout 7 > 1 et
tout ¢ € R tel que 72 < |¢'] < 27,

, ~ ~— T1
HW“%W%W%H%WMAmn%M+A Py, €k (21,31, 1€'1) dys

<00%@wum@n+Wms

L92”1 (O,Igl)

LQ(O’”) . (2.54)

D’autre part, il existe C' > 0 (indépendant de 7 et &) tel que, pour zy € [zg, 1],

oleo| ~—

5
T4 T4 T

L ~(ar+¢er ~arm
6(7'(,0(%'1)"“5/@1)/ 6—2|f/‘l‘1 d"fl < 067/ < 0677
” €] T
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on en déduit

HWO p(rola) +e ) /1

Z1

p— ! I~ ~
e 2[¢|x1 dz,

N

W /
Vol °<§)|. (2.55)
L2 (zer1) T2

Passons au deuxiéme terme, on a pour tout z; € [zg,1], T7¢'(x1) + |¢]

> 0. Comme
lapplication x; — 7T¢(x1) + ['|z1 est convexe, en utilisant le lemme 2.2.7, on a pour
0z <1<y <1

(To(w1) + 1€ |21) —

(To(y1) + 1€ 1y1) < (@1 = y) (1 (1) + [€]]) — 25@1 —y)?  (2.56)
<o —my (2.57)
On a alors

H / ' By, €)elreten =) -l o] / e
0

L3 (z¢r,1)

<@ V (g1, €[ PE) @)1 el gy
¢l ’

L3 (z¢r,1)
)|6 (p(@1)—p(y1))—1€|lm1— y1|dy1

If’

L%l (wer,1)

—(|¢'|H+Ta)z —1B,2
|§,|HF( &)llz20,1) (H€ (&) 1||L;1(x£/1 +llem "L @ 1))
< JECO o _

F
\ NP0 .
&2 T2
En combinant (2.55) et (2.58), on obtient alors, pour tout 7 > 1 et tout & € R%! tel que
= < |¢] < 2ral,
_ Wo(¢' F(-, 8|12
1T, E)r2wgn) < C (‘ 3(;)‘ L T)g”L “”“) . (2.59)

En conclusion de cette partie concernant les fréquences intermédiaires, on a obtenu, pour
/ TQ /
|€ | € [?727—04]’

||U<-,5'>||L2(01><c('@<0 )1, 1@0.€)]  IEC

1
T

ot

T

)§|L2(°1 ) . (2.60)

(2.60), il existe une constante

-
Finalement, en combinant les estimées (2.47), (2.48)
C > 0 telle que pour tout 7 > 1

3 3 _g
T2 [|U]|L2s) < C (“ 10,3 gacry + 7510160, )] g Ra-1) + HFHLQ(S)) ,
avec s’ € {0, —1}.

Estimation du gradient ||VU||L2

. L’idée est d’utiliser les inégalités qu’on a montrées
pour U sur les trois différentes reg10ns de fréquences

99



Pour & € R tel que |€'] < 72, on déduit de I'inégalité (2.47)
(7 + MU N2

<0(<1+\s'|2>%m<o,s'>\2+r-1-28’<1+|5’\2>S’\81a<o,s'>12+” e T>”L2<°1) 201

Pour € € R4 tel que |€'] > 27/, on déduit de l'inégalité (2.48)
(T + €PN 120,

2yt~ "2 —1-24 1n2\s' | a ~ N2 ||]3(-,£’)||2L2(0’1)
<O @+ [E7)2a0,8)" +7 (L+[€71°) [01a(0, &))" + = . (2.62)

Enfin, pour & € R*™! tel que |£'| € [Z,27¢/], on déduit de I'inégalité (2.60)

(T +IEPNT 7200

< (T%mrm 50,08 + (14 P laao, e + 10 ”'““) (2.63)

En utilisant ces trois derniéres estimées, on obtient pour tout i € {2,--- | d},

3 1
T2 HU”LQ(S) —+ 72 H&UHLQ(S)

3 1o
<O (P03 gy + 741000y + [ Fllogs) - (264)

1
H?2 (Rdfl)

Pour terminer la preuve du théoreme, il reste a montrer une estimation sur le terme 0,U.
Pour cela, on utilise (2.35),, et on obtient que pour tout £’ € R,

72|00, €)llr20,) < O (T2NT ) 20 + T2 E T C 20 + 72 IW (20 -

De plus, a partir de la formule explicite (2.36) de W, on obtient facilement que
C —~ C

IWCElazon < WW‘)@/)' T €] ¢ z20)
C P / C|§/| ~ / /
< ———101u(0, — (0, 1
PO OO gl

On déduit alors de ces deux dernieres estimées et des estimées (2.61)—(2.62)—(2.63), que

1 3 1_g
010 29 < C (710, My gocsy + 74 10000, g sy + | Flls) ) -

Pour conclure, il suffit de rappeler que e™?u = U, e"¥Vu = VU — 7VU, et que F' =
e"?Au 4+ Tpe™Pu. On conclut la démonstration du théoreme en absorbant le terme 7¢e ™ u

par le membre de gauche de (2.64). O

60



2.2.5 Optimalité

Dans cette partie, nous allons montrer 'optimalité de certaines puissances du facteur 7
qui apparaissent dans I'inégalité de Carleman L? (2.33). Plus précisément, on va montrer
qu’on ne peut pas avoir 77 devant le premier terme de I'inégalité (2.33) avec 3 > 3/2.

Proposition 2.2.8. Soit § € R. Supposons qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour
tout 7 > 1 et pour tout u € HZ(S), on a

T’BHUBTSD(M) HLQ(S) g CHeﬂp(Il)AUHLQ(S). (265)
Alors on a nécessairement 3 < 3/2.

Démonstration de la proposition 2.2.8. On commence par choisir une fonction 7 € Cé’o((—%, %))
non nulle. Pour 7 > 0, on teste l'inégalité (2.65) avec
1
/ —
v (2)

pour des parametres av > 0, 7 > 1 grand et € > 0 petit, et on lui associe U, , . la fonction
donnée par

1 1
Uy ae(a1,€) = e 770y (Ta (371 - 2)) exp (—(|f'!2 — %) ) ,avec L =T
€

Y

U‘r,a,s (xla :C/) = eiTw(xl)uT,ag(xla .77/).

On obtient d’une part que

HuTozse el HL2(S 0~ anHLQ(OJ)

exp (207 = 12) )

LQ(Rd—l)’
et d’autre part que
||6T‘p(x1)AuT,a,5HL2(S)
g Hallﬁr,a,sHLQ(S) + H27-90/81[77,a,5HL2(5 + HT()O”[/j‘rasHLQ
+ (172 (21)* = ' (1/2)°) Ur el 22 + (1% = 1€'1P) Ur el 2s) -
1 2
exp (—<(€F = 122) )
15 L2(Rd—1
HIre r all 201 + 172(8' (21)* = @' (1/2) 0l 2200

= ey (<20 - )|, Ieallizon,

| (||31177¢,a||L2(0,1) + 127¢'01nr all 20,1

ou nous avons noté 7., la fonction définie par

1
<o (a- )
Comme dans la preuve de la Proposition 2.2.4, on remarque que
(2 = 112 exp (=L(I€' — 2) )
lim :
0 flexp (2R~ p2) )

LQ(Rd—l) _ O

L2(Rd*1)
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On en déduit que

TB_%H??HL?(OJ)

<0 (||311777,a||L2(0,1) + (279" 0vnr all 220,0) + 170"l 220,0) + [72(¢ (21)% = 90,(1/2)2)777,a||L2(0,1)) :
En utilisant alors que |¢'(z1)? — ¢'(1/2)?| < Clz; — 1/2], on déduit alors que I'inégalité
P2 <C (7’37& + 72 e 7'2_37&)
doit étre vérifiée pour tout 7 grand. On en déduit que pour tout o > 0,
f < max{2a,1+ a,2 — a}.

Il est facile de voir qu’en prenant a = 1/2, cela implique que 8 < 3/2 comme annoncé. [

2.3 Inégalité de Carleman H !

Dans cette section, on établit une estimation de Carleman avec un terme source dans
H~'. On utilise la méthode développée dans les sections précédentes, essentiellement basée
sur la factorisation de 'opérateur conjugué.

Nous commencons d’abord par rappeler un résultat de décomposition dune fonction de
I'espace de Sobolev H™™ en termes des dérivées des fonctions de I'espace L2.

Théoréme 2.3.1 (Théoreme 12.1, page 71 | ]). Soient m € N et Q un ouvert de R%.
Alors tout élément f de H™™(Q)) peut se représenter, de fagon non unique, par

f= Y D% avec fo € L*().

|a|<m

De plus, sur cet espace H™™, on a la norme suivante

%
| fll—m (e = inf ( > ||fa||%2(9)) (2.66)

lal<m
ot linfimum est pris sur l'ensemble de toutes les familles {f,}a telles que f = Z D*f,.
|a|<m

Remarque 2.3.2. On note que nous avons une caractérisation similaire pour les éléments
de 'espace WP (Q), voir par exemple [ , Theorem 3.9] ou [ , Theorem 111.2.2/.].

2.3.1 Estimation a priori

On commence par une simple estimation a priori pour la solution du Laplacien avec
un terme source dans H~! afin de mieux comprendre la construction et les estimations de
la solution de 'opérateur conjugué dans le contexte des estimations de Carleman.

Théoréme 2.3.3. Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction f € H (S),
le systéme

{ —Au=f dans S, (2.67)

u(0,)=0=wu(l,-) sur R
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admet une unique solution u € H}(S) vérifiant

j=d
[ullmis) < € (II(&U(O, )+ 110D -4 gamy + Hfollzzs) + 22 ||fj||L2(s>) o (2.68)

j=1
j=d

avec fo+ > 0;f; = f et fj € L*(S) pour tout j € {0,1, ..., d}.
=1

Remarque 2.3.4. 1. On rappelle que par le théoréeme de Lax-Milgram, le probleme de
Cauchy (2.67) admet une unique solution u € Hy(S) vérifiant

ull sy < CNflla-1s)-

Cette derniére inégalité est évidemment plus forte que l'inégalité (2.68) qui fait inter-
venir la dérivée normale de u (ou plutét la norme de d1u(0,-) + f1(0,-) ). Toutefois,
la preuve que nous présentons ci-dessous du Théoréeme 2.3.3 nous semble instructive
car la preuve des inégalités de Carleman que nous ferons ensuite en sera directement
inspirée.

2. Dans l'estimation (2.68), le terme 01u(0,-) + f1(0,-) est bien dans H-Y/?(R?¥"1) en
vertu du résultat classique suivant :
Si R € L?(Q;C%) et divR € L*(Q), alors R -n est bien défini en tant qu’élément de
H=2(09), voir [ , Theorem I11.2.43].

Démonstration. En appliquant la transformée de Fourier, I’équation (2.67) devient

=
(01 — |€P)u(z1,8) = —fo — O1f1 — i &G (21,€) €(0,1) x RI-1
j=2

(2.69)
u(0,¢") =0=1a(L,¢) ¢ eR
On factorise 'opérateur comme suit
(O =€) = (D + €N = [€]).
On pose alors @ = (0; — |£'|)u,
(01 — [€])t(21,€') = D(21,€) (z1,€) € (0,1) x RT,
O+ €N (@ (21, &)+ f1) = €11 = fo—iD & fi (1,€) € (0,1) x RTY,
i (2.70)
a(0,€') = 0= (1, ¢ e R
(@(0,€') + 1(0,6) = G (&)
Par la formule de Duhamel, en résolvant 1'équation (2.70), et (2.70),, on a
(21, &) + fi(z1,€) = gn(&)e €
T R N j=d R , ~
+/0 <|f/|f1(517§/) — fo(Z1,€) — (Zlfjfj(flyfl))) e ¥l 4z,
=2
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Puis, en résolvant I’équation (2.70), et (2.70),, on a

u(z,8') = _/; 0(2y, €)e 1@ gz,

1

Les deux formules ne contiennent que des exponentielles décroissantes. En utilisant 'inéga-
lité de Young, on peut alors en déduire

e c o,
a0y < m\\w('f )z20,1)
© (1fc.e gw ()l €]
ST+e) <|!f1(.,£)HLz<o,1>+ eI 1+|§/‘Hf1( 201y

fo( €l 200, LI G20
D *Z L+ 1) )

Cela implique

NP Gx () 1ol )z
(1+1¢ !)||U(>€)HL2(0,1)<C((1+|£,D;+ 1+ 1¢) +Z||f] |L201)-

On conclut alors
J:
lull 220,121 (Ro-1)) < C (||9N”H—%<Rd1> + 1 follz2 (o1 a1y + 2 ||fj||L2<s>> - (27
=)

Pour terminer la preuve de (2.68), il suffit d’estimer dyu dans L?. Pour cela, on utilise
I'équation (2.69) pour obtenir

1 1 1
/0 \81@(1’175,”2(1351 + |f/’2/ |ﬂ($1>f/)\2dﬂf1 :/ fo(ﬂv"l;f,)ﬂ(il?l,f/) dz,

- [ A€ot € dx1+zz/ &, €, ) doy.

Ensuite, on utilise I'inégalité de Holder et (2.71), et on déduit

(1+1¢'])

ce qui implique le résultat voulu. O

||ala<~,£/>um<o,n<C(”f°<"““”<°’”+<1+|§'\>Ha< ||L201+Z||f] Hmm),

2.3.2 Inégalité de Carleman avec un poids linéaire

On montre ici notre résultat concernant I'inégalité de Carleman de type H~! avec un
poids linéaire sous la forme e™™' ou 7T > 1.

Théoréme 2.3.5. [l existe une constante C' > 0 telle que pour tout f € H-Y(S), la solution
u € H}(S) du probleme (2.67), vérifie, pour tout 7 > 1, linégalité de Carleman swivante

rllue™™ |l ags) + lle™ Vul2a(s)

C(\/F||(81u(0,-)+f1( D -3 ga-ry T 1€ follz2cs) +TZH€ " illeas ) (2.72)

7j=1
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j=d
avec [ = fo+ Y 0;f; et f; € L*(S) pour tout j € {0,1, ..., d}.

j=1
Démonstration. Notons tout d’abord les fonctions conjuguées
Ulxy, o) = e ™ u(xy, '),
Fij(x1,2") = e ™ fi(x1,2"), Vj€{0,1,...,d}.
Si u vérifie (2.67), alors U vérifie

j=d
811U+27'(91U—|—7'2U+A,U:—Fo—(al—f—T)Fl—Zaij dans S,

= (2.73)
U,2")=0=U(1,2) sur R

On applique la transformée de Fourier partielle en x’, puis on factorise I'opérateur sous la
forme ((0;+7)*—|¢')?) = (O +7+|¢']) (01 +7—¢|). De la méme fagon que dans les sections
précédentes, en utilisant la formule de Duhamel, on retrouve la formule explicite de U

01, €) = Ler ((A00.€) + B(0.)) (0.8 = [ By, e 000 ay
J=

+/Ox1 (|5'|ﬁ1(f1>§') — Fo(#1,¢) - ZZSJ (1, ¢ )) kir (1 —71,8) dfl)

7j=2

~ ~ 1 .
—1|§'|>T((31U(0,§/)+F1(07§/)) ko (21,0,€) — / Fy(@,,)e” D@00 g3,

—/01 (li’lﬁl(fl, ") — Fy(@, € i L(F, € ) kQT(:cl,xl,g)dfl) . (2.74)

ou les noyaux ky et ko sont définis respectivement dans (2.19) et (2.21).
Notre objectif maintenant est de démontrer les estimations sur cette formule explicite.

i) Cas |'| < 7. En utilisant I'inégalité de Young, il existe C' > 0 (indépendant de £’ et
7) tel que, pour || < T,

15 €D 20,1

1U(, &)l 201y < C (yalﬁ(o,gf) + F (0, ) |k1 - (&) |l ez o) +

(1+7—1¢)
—i—H’@\E(-,f’) szj || 2 Ol)Hle( : /)HLl(O,l)) 7
Or, il existe C' > 0 tel pour tout || < 7
k(- €0y < @(€) <Ot
ke (€2 0,0) < a(€) < Ot

avec ¢ — a(¢') défini par (2.23), ¢ — a(¢’) défini par (2.25). On en déduit, pour tout
<7

1T, &)l r20,1) < C (7_1|816(0a§/) + F(0,8)] + 7 Fo, )l r20y + |l ZF &I, 1)) -

j=1
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it) Cas |€'| > 7. En utilisant 'inégalité de Young, on obtient de la méme de fagon, pour
tout |¢'| > 7.

1T 200y < C (7_1|81U(0,f/) + F1 (0,80 + 7 Fors )l n20n) + €D ”Fj(‘af/)HLQ(OJ)) :
j=1

On déduit des estimées obtenues dans le cas [¢'| < 7 et [£'| > 7 et de l'identité de
Plancherel, que

J=1

1 i=d
THUHL?(S) <C <T2||81U(0, ) + Fl(o, .)’|H_%(Rd71) —+ HF0”L2(S) + TZ HF}”L?(S)) . (275)

Maintenant, on va estimer la norme L? de VU, pour cela, on multiplie I'équation (2.73)
par U, en intégrant par partie, on a

j=d
—IVU gy + T2 2a(s) = —/SFD(Q;)U(.I) da:—T/SFl(a:)U(a:) dx+j2::1/sﬂ-(x)8jU(x) dz.

eb?

En utilisant les inégalités de Holder et de Young (ab < % + ), on obtient

1 j=d 1
VU725 < C (TZHU|12L2<3) + ;I!FoHiz(a +> HFjH%m) + §HVUH%2(5)-

Jj=1

Ainsi par (2.75), on a

j=d
HVUH%Q(S) <C (THalU(O, -) + F1(0, ')HZ_%(Rd,l) + HFOH%Q(S) +7hy HFJ'HQLQ(S)) :

=1

Ceci termine la preuve de I'inégalité (2.72). O

2.4 Théoréme de restriction et le multiplicateur de Fourier

Dans cette section, nous étudions les opérateurs donnés par multiplication en Fourier,
que nous appellerons multiplicateurs, en particulier lorsque le facteur multiplicatif est radial.
On commence par rappeler le théoreme de restriction de la transformée de Fourier sur la
sphére unité (Stein-Tomas 1975), puis on applique ce théoréme pour montrer des résultats
de continuité du type L? — L¥ pour ce type de multiplicateurs. Dans toute cette section, on
noten € Netn > 2.1

2.4.1 Théoréme de restriction Stein-Tomas

Commencgons par rappeler des propriétés basiques pour la transformée de Fourier. Si
f € LY(R™), alors la transformée de Fourier f : R® — C est définie par la formule

~ 1

f(&) = (27r)3/Rn flz)e ™ da.

1. Dans cette section, la dimension courante est notée n, parce qu’elle correspondra ensuite & d = n + 1 dans les
autres sections.
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On a d’abord que f appartient a I'espace Cy(R™) des fonctions continues qui tendent vers
zéro a l'infini, qui est un sous-espace de L>®°(R™). En effet, d’apres I'inégalité triangulaire, il
est évident que R

HfHLOO(R") < HfHLl(Rn)-

Si f € LY(R™) N L?*(R™), alors le théoréeme de Plancherel nous dit que nous avons 'identité
HfHL2(R") = Hf”L?(Rn)-

Pour cette raison, on peut prolonger de maniere unique la transformée de Fourier f — f de
LY(R")N L*(R™) & L*(R™). Par abus de notation, on continue de noter cette extension de la
transformée de Fourier par f — f. Grace A ces inégalités et au théoréme d’interpolation de
Riesz-Thorin, on obtient également I'inégalité de Hausdorff-Young

[l mny < [l 2oRm),

pour tout 1 < p < 2 et f € LY(R") N L%R"), o 2 < p/ < oo est I'exposant dual de p,
défini par la formule usuelle ]% + ]% = 1. En conséquence, la transformée de Fourier peut
également étre prolongée de maniere unique en tant qu’application linéaire continue de
LP(R™) — L (R™).

Le probléeme de restriction consiste a déterminer, pour un exposant donné 1 < p < 2
et un sous-ensemble S de R", s’il est possible de restreindre de maniere significative la
transformée de Fourier f d’une fonction f € LP(R™) a l'ensemble S. Si S a une mesure de
Lebesgue positive, la réponse est affirmative, car f appartient a Lp/(R”) et peut donc étre
restreinte a S (& des ensembles de mesure nulle pres). Mais qu’en est-il si S a une mesure
nulle ? R

Sip =1, alors f € Cy(R") est continue et peut donc étre restreinte a tout ensemble S.
A lautre extréme, si p = 2 et f est une fonction quelconque dans L?*(R™), alors d’aprés le
théoreme de Plancherel, f est également une fonction quelconque dans L?*(R™) et n’a donc
pas de restriction bien définie & un ensemble S de mesure nulle.

Elias M. Stein a observé que pour certains sous-ensembles de mesure nulle S de R”, tels
que la spheére S"7! := {£ € R" : [¢| = 1}, on peut donner du sens & la trace sur S"~! des
transformées de Fourier des fonctions f € LP(R™) pour certains p compris entre 1 et 2.

Théoréme 2.4.1 (| ] et | ]). Soit n € N tel que n > 2. Il existe une constante
2(n+1)
C > 0 telle que pour tout f € L w13 (R™), on a
1Fllz2n-1) S OIS 2miny (2.76)
L n+3 (Rn)

Remarque 2.4.2. 1. Ce théoreme nous dit qu’on peut prolonger de manicre unique l’opé-
rateur de restriction T : f € S (R") — fignmr € C® (S™71) en tant qu’opérateur borné
2(n+1)
de L=+ (R™) dans L* (S"71).

2(n+1)
2. L’espace L ¥ est lespace critique, dans le sens ou [’estimation (2.76) échoue si
d 2(n+1) 2(n+1)
on prend p > 7,73 (n+3)
Fourier d’une fonction f € LP, avec p € [1,2], en général, on ne peut pas restreindre

sa transformée de Fourier a n’importe quel ensemble S de mesure nulle.

au lieu de ; Méme si l'on peut définir la transformée de

En particulier, la transformée de Fourier d’une fonction dans LP pour p > 1 ne peut
pas étre restreinte a un hyperplan.
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3. Les estimations de restriction ont plusieurs applications; En effet, elles peuvent étre
efficacement appliquées pour obtenir des estimations de type Strichartz pour des solu-

tions de certaines équations aux dérivées partielles, (voir par exemple [ 1), ainsi
que pour obtenir des inégalités de Sobolev [ . Pour un cadre plus général sur ces
estimations, voir [ /.

Ensuite, pour A > 0, F, la restriction de Fourier sur la sphere de rayon \ est définie sur
L'(R™) par, pour x € R,

Exf(x) = F* (5(1¢] - 0= [ eSO f@) dx (2.77)

Corollaire 2.4.3. Soitn € N tel que n > 2 et soient p = 22D ¢f pf = 2("+1 . 1l existe une

constante C' > 0 telle que pour tout A € RY., l'opérateur E,\ndeﬁm dans (2 77) vérifie

_ 2
HEAHE(LP(R"LLP’(R")) < O, (2.78)

Démonstration. Nous prouverons ce Corollaire en travaillant sur F; et en utilisant un argu-
ment de scaling. Tout d’abord, remarquons que £y =TT, ou T : f + fign-1, est 'opérateur
de restriction sur la sphere unité, dont le conjugué T™ est défini par

2(n+1)

T L2(S"Y) e LU (R, T g(x) ;:/S g (w) du.

On déduit alors du théoréme 2.4.1 que E; est borné de LP(R") a L (R™).
Enfin, on écrit que pour tout A > 0,

E\f(z) = A" / ) /|g:1 eNeDEdS, (€) f(T) di = A7 / ) /m:l M DEGS (6) f(T/N) da

de sorte que, pour tout & € R™,

(92 (1)

A partir de cette identité, nous déduisons facilement que

,\n/p n/p'-1 /\1 2/( n+1)

||E>\||L(LP(R"),LP'(Rn ||E1||L Lp(R™),LP' (R™)) HElHL LpP(R™),LP' (R™))

ce qui implique l'estimation (2.78). O

2.4.2 Multiplicateurs radiaux de Fourier

Notre objectif dans cette partie est d’étudier les opérateurs de multiplication de Fourier
donnés en Fourier par un facteur multiplicatif dépendant uniquement de |&|.

Plus précisément pour p € L*(Ry,C) et pour f € L*(R"), on note M, 'opérateur défini
par

Myf(@) = [ pNEf (@), (2.79)
dont on vérifie facilement qu’il agit en Fourier de la facon suivante :
M, (&) = p(IE) (&), Vf € L*(R").

On va étudier des propriétés de continuité de type LP — L7 de ces opérateurs pour

(.0) € {(2:2), (U5 5P) . (B 2) (2550 )
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Corollaire 2.4.4. Soit n € N tel que n > 2 et soient p = % etp = 2(”+1) . L’opérateur
M, défini dans (2.79) vérifie les estimations suivantes

HMpHc(L2(Rn),L2(Rn < ol ry)s (2.80)
(YA P — 0/|p|Anﬂw (2.81)

1

[eS) 2 3
IMpll 2oy r2@eyy = 1Mol £ (p2gey 1o gey) < C pVPATTT AN ) (2.82)

(R™) (L2(Rm),L7 (R™)) ;

Dans les deux dernieres estimations, on suppose implicitement que le membre de droite est
find.
Démonstration du Corollaire 2.4.4. L’estimation (2.80) est triviale par définition de I'opé-
rateur M, en Fourier et l'utilisation de Plancherel.

L’estimation (2.81) découle immédiatement du corollaire 2.

On vérifie alors facilement que opérateur M) = M5 et M; M, = M,M; = M,,2. Donc
Si p est une fonction telle que

[ o)A da < o0,
0

en vertu de (2.81) , M, est continu de LP(R™) dans L¥'(R™). Par conséquent, pour tout
f e L*R")NLP(R"), on a

Mo ey = [ MyMpffdz= [ Migpffdo
<11 Miga Fll o o ey < © [ I N A [y

Par densité de L?(R™") N LP(R") dans LP(R™), on en déduit que M, est continu de LF(R™)
dans L?(R"™) avec 'estimation suivante

1
o0 2 3
||MPHL(LP(RH)7L2(Rn)) < C (/0 |P(>\)‘2)\1 nt1 d)\)
Enfin, par dualité, on peut écrire

HM Hc (LP(R™),L2(R")) HM ”ﬁ(LQ R"),LP’(R")) :

On en déduit par interpolation les trois résultats suivants.

2(n+1)
n+3

et p' = 2(::1). On a les

Corollaire 2.4.5. Soit n € N tel que n > 2 et soient p =
estimations suivantes :

1. Pour 6 € [0,1] et (=, 1) wf 9(% D+ (1-6)(35,1), ona

Po’ Qg

1M, ||£(LP9(Rd) LY’ (R™)) CGHPHLae( ), \l-7ET an’ (2.83)
2. Pour 6 €[0,1] et (i, aie) =l «9(19l )+ (1-0)(3,0), ona

HM “ L2 Rn LPG(R") QHpHLO‘O ) /\1*%_“ d/\) (284>
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3. Pour 8 € [0,1] et (pi L Ly'= 9(%,p,,%)+(1 —0)(3,1,0), on a

0’ Py’ ap

’ 2 .
LPo (R™),L"0 (R™ L0 ((0,00), A'TAHT d))

Démonstration du Corollaire 2.4.4. On se limite & la preuve de la premiere inégalité, les
deux autres étant similaires.

On utilise pour cela le théoréme d’interpolation multilinéaire | , théoreme 4.4.1]. On
note M : (p, f) = M, f, avec

M :L'(Ry, A" dA) x LP(R™) — LY (R™),
M :L2(Ry, A7 dA) x L2(R™) — LP (R).

Cet opérateur est bilinéaire et continu. Le théoréme d’interpolation multilinéaire permet
alors de conclure. O]

2.5 Inégalité de Carleman L*

L’objectif de cette partie est de montrer une inégalité de Carleman LP toujours sur la
bande S = (0,1) x R¥! avec un poids linéaire. Les estimations qu'on a montrées dans
la section précédente constituent le principal ingrédient technique dont nous avons besoin.
On utilise ces résultats dans un premier temps pour redémontrer une estimation a priori
L? — L¥ pour le Laplacien. Ensuite, on montrera les inégalités de Carleman de type L? — L¥'
pour le Laplacien avec un poids linéaire dans la section suivante.

2.5.1 Estimation a priori L* — L

Théoréme 2.5.1. Soit d € N tel que d > 3 et soit f € L%(S). Le systéme suivant

{Au:f dans € S,

2.85
uw(0,-)=0=wu(l,2") sur RT™1, (2.85)

admet une unique solution u € L%(Q) De plus, il existe une constante C telle que pour

tout f € L%(Q), la solution u de ’équation ci-dessus satisfait

lullzrisy < ClA A s)- (2.86)

Il existe différentes facons de prouver ce théoréme. On peut, par exemple, utiliser les
injections de Sobolev pour dire que si f € L%(Q), alors f € HY(Q), ce qui implique que
u € H}(Q) et donc u € L%(Q) Cependant, dans le but de montrer des estimations de
Carleman affinées dans le contexte LP, nous souhaitons développer une démonstration de
I'estimation (2.86) en contournant l'utilisation des espaces de Hilbert, et en nous basant sur
la formule explicite de v donnée dans (2.5).

Démonstration. Nous rappelons d’abord la formule explicite de u obtenue dans le para-
graphe 2.2.1. En appliquant la transformée de Fourier inverse, formellement, nous avons

1
ulay, o) :/0 /Rd_l k(s 2 y1,9) f(yn, ) dyn dy (2.87)
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ou le noyau k;, est donné par

N ie'-(a—y) S0 ([€']z1) sinh([€'](1 — 1)) 1
Ry sinh([¢') e
i (o sinh (€y) sinb (€1 — )
+ 1y1<ac1 /F\’d*1 € Y ( Slnh(’£ |(231 yl)) + Slnh<|§,|) |£,| df

(2.88)

Pour appliquer les résultats du corollaire 2.4.4, en faisant l'identification de & € R%~! avec
pw, p> 0, w € S92, on ré-écrit cette formule sous la forme

w (1, @ / /R+ (1,70, N E [f (71, )] (2) dFy dA (2.89)

ou E) est l'opérateur défini dans (2.77) en dimension n = d — 1, et le noyau k est donné par

1 sinh (A (1 — 7)) sinh (z1A) 1
S men sinh(\) A

+ 13, <2, <— sinh (A (2, — 1)) + sinh (A (1 S_inil();;inh (xl)\)> i\

%(Ih Z1, )\)

Pour tout z; € [0, 1], la norme Lis (Rdil) de u (x1,-) est majorée par

|lu (21, -) ||LP Ri-1) / / 9:1,551,/\)‘ | Ex[f (71, )] (')HLP(Rdfl) A\ d7y
g C/ /R k(:c17§17>\)‘ )\17% Hf (f17 .)HLPI(Rd71) d)\ d%l
+

<0 [ () o W) 17 @l ey

En utilisant ensuite I'estimation que pour tout A > 0 et x1,7; € (0,1),
_ “Az1-21]
’k(xlafl,)\)’ < C%,
on obtient que pour tout z;,7; € (0, 1),
/R % (@1, 71, )| N AN Ol — 3|7
.

Par conséquent, pour tout x; € (0,1),

1 1.2 ~ S
| (1, ')HLp(Rd—l) < C/O |2y — & ||f($1>')||Lp(Rd—1) dz, dz;.

Le théoreme de Hardy-Littlewood-Sobolev | , Théoreme 0.3.2] implique alors que
)" - < C H )" / - ’
(TGRS I e [FICHDT e I
ce qui, bien siir, coincide avec I'estimation (2.86). ]
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2.5.2 Inégalité de Carleman [P avec un poids linéaire

On démontre ici les inégalités de Carleman de type LP — L* avec un poids linéaire pour
le laplacien dans la bande S = (0, 1) x R4~L.

Théoreme 2.5.2. Soit d € N tel que d > 3. 1l existe une constante C' > 0 telle que pour
tout T > 1 et tout u € HlﬂHQHWQ’dH(S), on a

—TX1 —TI1

UHLQ(S) + T%Jr% H@

rle all 2
< 0l Bl + 100, )y e )+ (290)
T%JriHe’mluHLz(S) + ||e7T ul] 2a

Ld-2(S)

1,1

TT1 5+ . 1
<C (Il dal gy o+ OO, i)+ (29D

De plus, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout 7 > 1 et tout u € W2’d+2( YN H?(S)
vérifiant u(0,-) =0 on a

—TX1

T%Jr%“e ullr2(s) + ||e_”1u||Ld27d <C <7'_§_5l||€_mlfz||L2 +1]e7 faur || 2 L (s

—2(5)

+7id|le Ty (2.92)

1,1
+r2ta||0pu(0 1, H2(Rd 1)>

bl ) ||H—%(Rd71)

avec Au = fo+ fou et fo € L*(S) et fou € Ld%(s)'

Remarque 2.5.3. L’estimée sur la norme L*(S) de e dans (2.90) a déja été démontrée
dans l'inégalité (2.13) avec une approche purement Fourier.

Remarque 2.5.4. Avant de commencer la preuve, rappelons que l’espace WQ’d%(S) s’in-
jecte dans 'espace H'(S).

Démonstration. La démonstration suit toujours I’approche que nous avons développée dans
les sections précédentes. Etant donné que nous devons prouver des estimations sur e~ ™ u(xy, z')
en fonction de e Auw, il sera pratique de noter

U(xy,2') = e ™ u(xy,2"), F=eAu, w(a)=eTu(l,z') et gy(z)=0u(0,2).
En utilisant la section 2.2.2, on a la formule explicite
Ulay, o) = K- [Fl(z1,2') + G- [gn](z1, 2') + G [ua] (w1, 27), (2.93)
ou les opérateurs K, G et G’ sont donnés par
KlF) )= [ [ F@a) [ e (e - 3 ) g i
Rd-1 |£/‘<T
- / / F (G, 7) / &)y (21,7, |€]) dE ATy AT, (2.94)
0 JRi-1 &[>
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Grlonl(ana) = [ o) ([, b o leag
~Je ei<m/*“’;’)'5/k2j(x1,0, |§’|)d§'> dz’, (2.95)

et
G [u](z1, 2") :/ ul(%/)/ @ =T = (=1 =a1) e’ 47 (2.96)
Rd-1 €|

avec les noyaux ki, et ko, sont données respectivement par les formules (2.19) et (2.21).
Nous avons les estimations suivantes.

Lemme 2.5.5. Sous les conditions énoncées dans le théoreme 2.5.2, il existe C' > 0 tel que,
pour tout T > 1, Dopérateur K, satisfait les estimations suivantes :

2d_

||K7[f]||L%(S) <C ||f|IL%($)7 Vf e Lz (S),
C

K- ]| 2s) < ; £l z2s) Vf e L*(S),

1Kl 2 s) < I %Hfl\ 25 Vfe L@ (S),

K. ¢ Ve LS

VA, ) < o éufnm J € L%(S),

Lemme 2.5.6. Sous les conditions énoncées dans le théoréeme 2.5.2, il existe C' > 0 tel que,
pour tout T = 1, l'opérateur G, satisfait les estimations suivantes :

Tl1G-[fllz2s) + 72 G- LA SOTly s gany  VFEHZR.

2d_

Li-2(s)

Lemme 2.5.7. Sous les conditions énoncées dans le théoréeme 2.5.2, il existe C' > 0 tel que,

pour tout T > 1, lopérateur G satisfait :
1

T2 G [z + NG, 2

1 pd-1
=2(8) < C||f||H%(Rd71)’ Vf € H (R )

Nous admettons temporairement ces estimations, qui seront prouvées plus loin dans ce
paragraphe, et nous terminons la preuve du Théoreme 2.5.2. Pour cela, il suffit d’utiliser la
formule explicite de la solution U, donnée par (2.93), et les trois précédents lemmes 2.5.5 |
2.5.6, et 2.5.7. O]
Preuves des lemmes 2.5.5 , 2.5.6, et 2.5.7

Démonstration du lemme 2.5.5. Pour appliquer le corollaire 2.4.4, on réécrit 'opérateur K,
en fonction de 'opérateur F), :

K [f] (2, @ // (@1, 31, Ny [f (1, )] A day,

avec
kr(ry, @1, N) = 15, Lok o (@1 — T, A) = Lasrho (21, 21, 1))
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Il est facile de montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour tout (xq, ;) € [0, 1]?,

et A€ Ry

by (21, 71, M)| < §€|AT|M;;I|‘

En appliquant (2.81), on obtient alors pour tout z; € [0, 1],

LY ICIDIRET. O// e R @ g A

Rd

7 (rR)

On va montrer 'estimée, valable pour tout z; et Z; dans [0, 1],
o0 ~ 2
/0 e Pl BN =E Ay < Olay — 3|71

En effet, on a d'une part
s T
0 )\d M%
<Cloy — 3™ Ea
et, d’autre part,
00 1 dA 00 d
/ 6_(>‘_T)|$1_$1‘—2 _ / ot M ‘-Tl . 371’
T Ad 0 M+T|5’f'1—951|)
00 d 142 142
< </ B_H/;) |JJ1 — Zf1| 1+Z == C|ZL’1 — X1 1+3 .
0 IuE

On a donc que pour tout z; € [0, 1],

I 1t gy < € b =B 1 @10, g )

1 )
Le théoreme de Hardy-Littlewood-Sobolev donne donc
U, 2 o S OIS 22

Ld 2(8)

Pour montrer I'estimation de la norme £(L?(S)) de K, on écrit

inh (A (z; — 2 ~
kr(z1,71,\) = 15, .0, sinh ( <§1 xl))e”(“ﬂ“) pour A < T,

et
~ 1 —A=7)|z1—2
T\, ) X N ' :
|kr (21, Z1,A)] < G A=)z pour A > 7

On vérifie facilement que pour tout (z1,7;) € [0,1]? et tout 7 > 1,

C

HKT<:C17 gl? ‘)”LOO(RJr) S ?

(2.97)

Finalement, on obtient 'estimation L? — L? : il existe C' > 0 tel que pour tout 7 > 1,

C
1Kl 2 s) < ;llfHL?(S)
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Nous dérivons maintenant des estimations sur K, comme un opérateur de L7+ (R?) dans
L?(RY). Pour ce faire, on estime

0 ) 1/2
(/ |kT(x1,a?1,>\)|2>\1‘dd>\)
0

En particulier, on va montrer ci-apres qu'il existe C' > 0 (indépendant de 7) tel que pour
tout x1,7; € (0,1)

9) 1/2
(/ ks (1, 1, A) 2 AL d)\) < ¢ . (2.98)
0

7'é+5 |l’1 —f1|

On obtient alors : pour tout z; € (0,1),

HF $1, (Rd 1) dfl

BT Mz (romry < —13 5/ \/ﬁ

Finalement, 'inégalité de Young implique

K- [f]llz2s) < [Kal s

_d_
Ld-1(0,1)

I,

n.\»—-

1,
2

lz1 — 1

L’estimation sur la norme de K, dans £(L*(S) ,L%(S)) est exactement similaire et est

laissée au lecteur.

Preuve de (2.98). Pour ce faire, on décompose (0, 00) en (0, 7] et (7, 00). D'une part, sur
'intervalle (0, 7], on a

- rlz1—71 d
/0 [k (21, @1, V) AT A\ = e 7l “|/| . sinh () — ,u !331—331‘d
putt
C|LE1—%1|E, si T|ZL’1—%1’<2
< ~ 2 T:Elf;l /2 1 h 2d Txlfﬂxvl 2Md
h 6_27‘m1_$1|\x1—51]3 /| | w | N e ;u . siTle — 3| =2,
0 ILL1+E T‘$171’1|/2 ILL1+E
C|$1—:f1|%, si Tl — 7] <2
< —2T|:v —E| ~ |2 T|ac _E’ 62T|x1 :c1| . ~
e Uy — Zq|d | C €T 4 ——7 |, SsiTlz—T[>2
(7 21— 24]) "¢
C|I1—§1’%, SiT’SL’l—fﬂ <2,
S 5 siTlxy — ] = 2,
7'1+3 |§L’1—f1|
o C
b 7'1+% ’xl—fﬁﬂ.
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D’autre part, sur (7,00), on a

h dA
/ |]€2,T <x17f17)\ )\177 d)\ </ _2(>\ T |ZE1 $1|

ALtE
d 2
</ e & T2 |21 — Zq |4
(+ 7oy — 3 [)""
< |ZL‘1 — .I'1|d . 1
= ~ itz 142 =1
e 1) I E R
Ceci termine la preuve de l'estimée (2.98). O

Démonstration du lemme 2.5.6 : Estimée de l'opérateur G, défini en (2.95). Onrappelle que
le résultat (2.13) donne déja que, pour tout 7 > 1,

TG ez < CTe Nl g gy V€ H 2R,

1l reste donc & démontrer I'estimée sur la norme £(H~3(R41), Li2(S)). Pour cela, on

réécrit 'opérateur G, en fonction de 'opérateur F),

o0

G fl(z1,2") = /0 (icrki o (@1, A) = Lisrka(@1,0, X)) Ex(f)(2) dA.

Il n’est pas tres commode d’estimer cet opérateur directement en tant qu’opérateur de
L(H2(R* b, L73(S)). Pour cela, on va utiliser « Uargument TT* » 2. On préfere estimer
Popérateur G, défini pour f € LQ(Rd 1) par

G [f](z1, 2) = /OOO(1 ) (Laar ks (21, M) — Lisrka(2, 0, ) Ex(F)(a') d,

dans la norme £(L*(RY), L7 (S)), puisque

-~
~ ~ =~ o~

G f] =G, our - "e R
1= Gelf) po i) = o €. €

Maintenant, on calcule éj, dont on sait que la norme £(L d+2(
norme L£(L*(R41), Ld%(S)) de G,. Ainsi, on a que la norme £(La+2
est le carré de la norme £(L2(R%1), L72(S)) de G,.

Par Plancherel on voit facilement que, puisque k; et ko sont a valeurs réelles, que

), L2(R971)) est égale a la
5(8),174() e .G

/601 / +)\ % 1)‘<7k1,7(x17>‘) 1)\>Tk2<x1,0 /\)) EA( (xl,'))d)\dl'h
z1

On en déduit que

GGl )= [ | o W VB @01, ) A,

2. L’idée du TT™ est ancienne! Elle est utilisée par exemple comme premiére étape dans la preuve du théoréme
de restriction de Fourier Stein-Tomas en 1975 | ], puis comme un outil puissant dans la preuve des estimations
de Type Strichartz (voir | , D.
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avec

%T(l‘17 /\) = (1 + )‘>% (1)\<’rk1,7'(x17 )\) - 1)\>7—]{?2(ZL‘1, 07 A)) :
On en déduit que, pour tout x; € (0,1),

|G- Glg)(an,))

< a .
sty SO o pelonmlan ), s g 01

avec

pr(T1,91) = / ke (1, Nk (1, )\)‘ AZ A

A€(0,00)

La fin de la preuve consiste donc essentiellement a estimer p,, pour lequel on va démontrer
qu’il existe une constante C' > 0 telle que

v(xlayl) € (Oa 1>27 ,07(951791) < C\xl - yl|71+%- (2-99>

~ ~ d d
On aura alors pour conséquence immédiate que G,G% a une norme E(Lﬁ(S),Lﬁ(S))
bornée indépendamment de 7, et donc l'existence d’une constante C' telle que pour tout
T2>1,

TGS, sy ) < CTEIS Vf e H 3(RE).

1
L H™2(Ri=1)’

Démontrons donc l'estimée (2.99). Aux hautes fréquences, on a

PT,hf(xh?h) :/

A>T

<C kg (21,0, Nkar (1,0, A)| A2~ 7 dA

A>T

2

e (@0, A(ys, A)| A7 dA

<C e~ =)zl +w) \ =5 4\
A>T

e’} 2 2
<O [Tt ol + ) ] + o)
< C(|aa] + lya)) " < Clay — |12,

Aux basses fréquences, on a

prof(T1, 1) = /O
<O [ Pour (o1 Mo (g, W] (1 M)A
0

e (1, A (ys, A)| A7 dA

<C /T e~ (@1l +y]) sinh(Azy) sinh(Ay;) (1 + /\))\—1—% d\.
0

Par symétrie de p; (et prpr), dans la suite on suppose sans perte de généralité que
0 <z <y <1, et on distingue les cas 721 < 2 et 71 > 1.
SiTr; <2,ona

pTvbf(x17y1) < Cl’l /T e_T|yl\e>\y1<1 + )\))\_% d)\
0

< C'zymin
hn



SiTry>2,0na

Prvf (21, Y1)
< Oy / v et (1 4 NATEAA+ O [ emTErrmMNertu \-1-F g
0

1/x1
—7(x1+y1) L A -2 1 -1-2
< Cze ™ yl/ e (1+ AN adA+C T
0 1+

9_2

-
3l 1+
142 1
< Cay ™ 4 C 778 < Clay — M
1+
Ceci conclut la preuve de l'estimée (2.99). O

Démonstration du Lemme 2.5.7. Estimée de Uopérateur G'. - Hz(R&™Y) — L2(S) défini en
(2.96). On écrit

— ~

G f(1,€) = Lgpsre WUV R (2,8 €36,
si bien que pour tout z; € (0,1),

o ! / C NN\ 27 ¢! /
/g,ERdl G2 f(21,€)* A€’ < /gfeRdl(l +IEDIFEN? ag.

T

Intégration par rapport a x; implique que, pour tout 7 > 1 et f € H%(Rd_l),
1
AL iz < Ol sy
Estimée de Uopérateur G.. : H2(R™') — L%(S) défini en (2.96). On veut montrer
que Vopérateur G : Hz(R*1) — Ld%(S) est continu. Pour f € Hz(R%!), on introduit
f e LAR™Y) tel que f(&) = (1+|¢))2f(€), et on remarque que G.f = G.f, ot G- est
donné par

— o~ (€/1-1)(1—21) ~

élff(l"bf/) = 1|5'|>rwf(f/)a (33175/) € S>

Tl est clair que la norme .2 (H 3 (R4-1), L72 (Q)) de G". coincide avec la norme .Z(L2(R41), La2 (Q))
de G".. Maintenant, on calcule G*, dont on sait que la norme E(LC%(S), L*(R471)) est égale

a la norme L£(L*(R%71), L%(S)) de G'.. Ainsi, on a que la norme E(L%(S),L%(S)) de
GG est le carré de la norme L(L2(R4Y), L72(S)) de G.. Pour f € L*(S), on a

(g1 (1-a1) _

Crfe)=[ s (01.)drr, € R

#1e0.) (1+1¢))
En conséquence, pour f € L*(S), on a

e~ 1=m)2—z1—y1) _

(y1,€') du, (x1,&") € S.

655155&:~ x1,§) = ,/[ Ligrj>r
f( 1 f) ne(©.1) 1€"1> <1+|§/D
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Notre prochain objectif est de vérifier que l'opérateur C:"TC:"T* appartient effectivement a
d d ~ o~

X(L%H(Q),L%(Q)) Pour cela, on réécrit G.G!* en fonction de 'opérateur Ej, sous la

forme suivante

GGz ey = [ [T MEA(Tw ))) dhdn,

ol
o~ (=) (2—21-11)

(1+X)

Ensuite, comme précédemment, en appliquant (2.81), on obtient alors pour tout x; € (0,1),

1 poo
C [ [ e tmE AR AN (g1, gy
0 Jr -

da+2 (Rd 1)

gT('Ilv Y1, )‘) = 1>\>T

|GG () (@0,

17 (Ra-1)
Or on a, pour tout x; et y; dans (0, 1),
/OO e~ A=NC-mv) \~F 4\ < C'|zy — | 1. (2.100)

En effet, on a

o0 dA 00 d
/ e Oy CX _ / o p (2= 2y — )
! ! (h+7(2 =21 —1))°

oo du 142 142
< </ e u2) 2y — | = Cfay — |70
0 [
Par conséquent, pour x; € (0, 1), on obtient

e </ _ -1+2 .
GG 1o M gy < o =2l R0

et ensuite le théoreme de Hardy-Littlewood-Sobolev implique que
1GLG2 A1, a0 < O

Il s’ensuit que la norme .Z(L2(R%Y), Li=2 (Q)) de G". est bornée par une constante indépen-
dante de 7 comme annoncé, et donc c’est aussi le cas pour la norme .Z(Hz (R*1), = (Q))

de G~. O

2.5.3 Application au prolongement unique

Le corollaire suivant présente un résultat de prolongement unique pour 'opérateur A+V,
ou V appartient a L" pour r € (g, d]. Ce résultat est connu depuis les travaux de Jerison et
Kenig | ].

Corollaire 2.5.8. Soit V € L"(S), r € (£,d]. Alors toute fonction u € WZ%(S) solution
du systeme

Au=Vu dans S,
u(0,) =0 sur R,
01u(0,-) =0  surR?

satisfait w =0 dans S.



Remarque 2.5.9. En fait, le Theoreme 2.5.2 permet d’obtenir un résultat de prolongement
unique également dans le cas d’un potentiel V. € L"(S) pour r > d, en décomposant le
potentiel V' sous la forme V = V4 + Vo avec Vg = V1jysa et Voo = V19yi<a, et en jouant
avec le paramétre N\ par rapport au parametre 7. De telles preuves seront faites dans les
Chapitres suivants, et nous les omettons pour le moment par souci de simplicité.

2d

On rappelle également ici que le cas d’un potentiel V € L"(S) pour r > 5 beut étre

traité a laide des inégalités de Carleman L? standard, voir l'introduction du manuscrit.

Démonstration. Pour p € 2, 24], 7 > 1 et u € L*N L%(S), on utilise I'inégalité d’inter-
polation

1-0,
2d

0
)y LT2(s)”

—Tx1 ’

—mlu‘

—ron < Cr ) (i
He uHLp(S) SO (7 L2(S)

avec 6, € [0, 1] tel que
)

;-2 (3-g):
(

Ainsi, I'inégalité de Carleman (2.92) donne pour tout u € WQ’%(S)HH 2(8) vérifiant
u(0,-)=0,7>1letpe [Q,d%], on a

T HeimluHLp(g)

<C (e aull gy +THHI0000, )y sy + 7T ey )+ (2101

2d_
d+2 (S)
_ 1,1
avec oy, = 0, (2 + d).
En conséquence si on considere u comme dans le Corollaire 2.5.8, on obtient, pour tout

7 > 1 et p donné par % =1+ 21— 1 (notons que p € [2, 2%), car r € (d/2,d)),

rorlle sy <O (Jle™ Val gy, o+l ()]

3 H%(Rdl)) ‘
On utilise alors I'inégalité de Holder

He_ml Vu’ e ™

L#2(s) < WVl H L (s)’

et on choisit 7 > 1 suffisamment grand pour avoir 7% > [|V||r(s). On obtient donc que
pour tout 7 assez grand,

_ 1
T |le” ™ ul| osy < CTidle Tu(l,-)HH%(Rd_l).

Ensuite, pour tout 0 < a < 1 et tout 7 > 1, nous avons

7™ [ul| Lo ((0,0) xra-1) < T[[€TT | Lo (0,0 xre-1) < CTeT |u(1, ‘)”H%(Rd,l)-
Puis, en faisant tendre 7 vers 400, nous obtenons alors pour tout a < 1
[l 2o ((0,0) xRe-1) = 0.
On en déduit que u =0 sur S. O
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2.5.4 Inégalité de Carleman [P avec un poids strictement convexe

Dans cette partie, on démontre des estimations de Carleman toujours de type LP, mais
avec une fonction poids strictement convexe. On considere I’équation elliptique suivante

—Au = fo+ four dans S, (2.102)

avec fo € L%(8S) et fow € L%(S ). Notre résultat principal alors dans cette partie est :

Théoréme 2.5.10. Soit ¢ une fonction dans C*([0,1]), strictement décroissante et stric-
tement conveze, c’est-a-dire qu’il existe 31 > 0 et By > 0 tels que

sup ¢'(z1) < =B1, inf ¢"(x1) =28, et p(0)=0. (2.103)

z1€[0,1] z1€[0,1]

11 existe une constante C' > 0 telle que pour tout T > 1 et tout u € H*N Wit (S) solution
de Uéquation (2.102) vérifiant u(1,-) =0, on a

3lemull as) < c(||e folliaesy + T €7 foul] g

+Tz|\u(0,.)HH%(Rdl 71|91u(0, >”H%(Rd—1)>7 (2.104)

et

34 Ly 7 T T
i eeul gy < C (1€ ol + T el
3,1 3,1
FTE (0, )3 o 7 [O1000, .)||H%(Rd_1)> . (2.105)

Remarque 2.5.11. Dans le cadre hilbertien, il est bien connu qu’on obtient de meilleures
estimations avec des poids convezes, qu’avec des poids linéaires. Pour le cas « limite »

Lavz — La—2 pour le Laplacien, il n’y a aucune différence entre les deux poids . En re-

2d_ 2d
vanche, l'amélioration se manifeste au niveau des estimations L* — La-2 et La+z — L2, et
bien sir L? — L.

Remarque 2.5.12. On verra dans la suite du manuscrit (voir Théoréeme 3.2.1) que les
estimées (2.104) et (2.105) peuvent étre complétées d’une estimée sur e™*Nu dans L*(S).

Le Théoréeme 3.2.1 permet également de considérer des conditions au bord non-homogénes
sur le bord {1} x R, Nous renvoyons vers le Théoréme 3.2.1 pour plus de détails.

Démonstration du théoréeme 2.5.10. De la section 2.2.4, en posant Fy, = €™%fy et Fhy =
€ fo., on rappelle que U = e™u qui s’écrit sous la forme

U= K,[Fy + Fou] + GLIU}] + G-[Uo] + R-(U), (2.106)
ou lopérateur K, = K, + Ks, est défini formellement pour toute fonction f(zy,2’), par
/ x1 =T (21) ,
Kiglf](@1,a') = / | R VB, )@ dAdy, (2.107)

Karlflana) == [ [ arlan i VB, )@ drdin (2.108)
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Ici les noyaux k; . et ko, sont donnés respectivement par (2.39) et (2.41) et l'opérateur

G = G, + Gy, est défini formellement pour toute fonction g(z') par
, , —7¢' (1) ,
ol = [ k(0,0 Bafgl@') (2.109)
400
belol(enal) == [ ol 0.0 Bxlgl(a) d, (2.110)
-1 (z1

I'opérateur GG, est défini par

—7¢! (21)
Grlgllan,a) = [ e tn g gl(at) ax, (2111)

et Popérateur R.[U] := K, [1¢"(x1)U].

Nous avons donc construit une solution fondamentale de 1'opérateur conjugué. Pour
prouver les inégalités énoncées dans le Théoreme 2.5.10, il suffit d’estimer précisément les
trois opérateurs K, G/ et G,. Nous avons alors les estimations suivantes :

Proposition 2.5.13. Sous les conditions énoncées dans le théoreme 2.5.10, il existe une
constante C' > 0 telle que, pour tout T > 1, l'opérateur K, satisfait les estimations suivantes,

Vf e LXS),

341 3
T4+2d||KT[f]||L%(S) + 2 G [l 2 < CllSll2s),s (2.112)

et pour tout f € L%(S)

VKA1, 2ty ) + 77 Nl < OIS (2.113)

_2d_ .
L 43 (5)
Proposition 2.5.14. Sous les conditions énoncées dans le théorézne 2.5.10, il existe une
constante C > 0 telle que pour tout T > 1, on a, pour tout f € H-2(R¥1),

IGLII 2a 473G Fllz2s) < CIFIL -3 s (2.114)
La-2(S) H 2R

)
Proposition 2.5.15. Sous les conditions énoncées danls le théoreme 2.5.10, il existe une
constante C > 0 telle que pour tout T > 1 et tout f € H2(R4™Y), on a

3

IGo A, 25 5, + THIG N9 < O oy 2.115)
Remarque 2.5.16. Dans le cadre hilbertien, les puissances de T dans les deux premiers
termes du membre de gauche de (2.115) ont été obtenues par Imanuvilov et Puel [1P03]
et sont optimales. On verra plus tard au chapitre 3 que nous pouvons également obtenir

, c , ., 1/5d—1 2d_
v GT||$(H%(Rd1),LdQ—d2(3)) < =. L’estimée que nous avons sur la norme & (H2 (Re1), La—= (8))
est donc meilleure d’un facteur Ti par rapport 4 ce que donnerait le simple injection de So-

bolev HY(S) — LT3 (S).

Nous admettons temporairement ces estimations, qui seront prouvées plus loin dans ce
paragraphe, et nous terminons la preuve du Théoréme 2.5.2. Pour cela, il suffit d’utiliser la
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formule explicite de la solution U, donnée par (2.106), et les trois propositions précédentes
2.5.13, 2.5.13, et 2.5.15. Comme R,(U) = K,(1¢"U), la proposition 2.5.13 montre que

341 3
T RAUN g o+ T2 B Ull2s) < OTIU ] 2o,

—2(S5)
si bien que le terme R, (U) peut étre absorbée en prenant le parametre 7 suffisamment grand

et ne perturbe pas l'estimée. O

Pour montrer ces propositions 2.5.13, 2.5.13, et 2.5.15, nous allons utiliser les proprié-
tés de continuité de 'opérateur £, établies dans la section précédente. Nous allons alors
commencer par estimer les noyaux de chacun de ces opérateurs dans les normes L*(R,) et

L"(R,, \=2 d)\) avec r € {1,2}. Plus précisément, nous avons :

Lemme 2.5.17. Il existe C > 0 tel que pour tout 7 > 1, et tout (z1,y1) € [0,1)* tel que
y1 <1 ona

C (e
1517 (21, Y1, )l e (0,7 (@) < —e Pa(w1 =) (2.116)

et pour r € {1,2}, on a

/(1)
/ o |k1,7($17y17)\>|T)\1_% d)\
0

C 72*%@1 — U , si — 19 (z1)|21 — | < 2,
erham—)’ rlor=3 g 7l s — 1 (2| — | > 2.

’ T

N

Lemme 2.5.18. I] existe C' > 0 tel que pour tout 7 > 1, et tout (x1,y1) € [0,1]* on ait
C

—7B2(x1—y1)?
HkQJ('xl?yl")HLKO(]—T(,O’(Il),—l-OO]) < ?e 52( 1 y1) )

et pour r € {1,2}, on a

_ —1)2 —142 .
e BQT(xl y1) |x1_y1| +d S1Tr = 17

_ )2 12 _ .
—7¢! (21 e~ 2Py =10 ) — | TY sir =2

/oo : g (1, 91, N)|"AY T dX < O{

Pour démontrer ces deux lemmes, on va utiliser le caractére strictement convexe de la
fonction poids Lemme 2.2.7.
Nous allons maintenant prouver les deux lemmes 2.5.17 et 2.5.18.

Démonstration du Lemme 2.5.17. Soient z; et y; dans [0, 1] tel que y; < x;. On commence

sinh(A(z1—y1))
A

par remarquer que la fonction A — est croissante sur [0, —7¢'(x;)]. Ensuite, on

écrit simplement

sinh(A(21 — y1))
A

eT(e(@1)=¢(y1))

Hkr,l(Il,yl,/\)||L§°([0,—w'(x1)]) =
L([0,=7¢/ (z1)])

ol —py) SIR(=T¢"(21) (21 — 31))
—7¢ (1)
C

< = eTlpl@)—p(y1) ¢ (z1)(@1-y1))
-

<
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Puis, en utilisant le lemme 2.2.7, on obtient (2.116).
Passons au deuxiéme point, en faisant le changement de variable p = A(x; — 1), on
obtient

_—rcp/(x ) —Ttpl(ct )
/ 1 ey (1, 1, A" AT A = GTTW(“)_“’(M))/ 1 sinh”(A(z — 1))\ dA
0 0

_ rrlelen)—pun) / e () — Y
0 prtta

Ensuite, afin d’obtenir une estimation précise du dernier terme, examinons les deux cas
suivants :

Si —1¢'(x1)|r1 — 11| < 2, en utilisant le fait que sinh" () < C'u” pour tout p € (0,2), on
obtient

r—2+%

=7 (z)|lzi-y1|  d
(2.117) < Ceff(so(m)—ﬂm))/ Tﬁ%ul —
0 il d
< C’e”(‘p(ml)_‘p(yl))|xl — y1|7‘7-2—% < Clzy — y1|T7—2—§,

Si —7¢'(x1)|x1 — 1| = 2, on a

! d =7 (x1)|z1-y1 | d
2117) < oot [ o s e
0 /J, d 1 ILL d

Ensuite, en utilisant le fait que

puis le lemme 2.2.7, il suit que

— / —
e ¢ (@1)z1—u1]

T

(2.117) < eTT(%D/(fl)h?l—yl\—52|331—y1|2) C+
(=2 (@) |21 — 31])

_912
r1+3> |2y — g |24

6—7“7/32(961—y1)2

7_7"—14—%‘:61 _ y1|‘

Cela termine la preuve du Lemme 2.5.17. O]

Démonstration du Lemme 2.5.18. Soit (x1,41) € (0,1)2, on a

- 1) e_)“xl_yl‘
12, (@1, Y1, )| 3o (= rip () o) < CeTFED W(yl))Hf”LT(}—ﬂp’(ml),—&—m[)
< G ortelen e/ @oler—ub,
-

Ensuite, en utilisant le lemme 2.2.7 et le fait que ¢’ < 0, on obtient pour tout z1 > y;

7 (p(@1) = p(yr) + & (@)er — i) < 7 (29 (21) (21 = 1) = Balr — 1)?)
< —7Ba(x1 — 1),
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et pour tout x; < ¥y,
T((x1) = (y1) + @' (@1)|er = wi]) < =7Ba(x1 — 31)°.
On en déduit alors qu’il existe C' > 0 telle que pour tout (z1,y;) € (0,1)? et tout 7 > 1

C
||k:2,7'(x17y17')HLOO(]chp’(xl),Jroo[) < ?6 Pa(@1—y1) .

Passons a la deuxieme estimée, on a

+o0 2
/ ) |]€2,‘r(:€17y17>‘)‘74)\17E dA

—T¢ (21

00 — ,—2X(1—-max{z1, r
_ i@ —emn)) / 0 ] (1 A wl})) A2 0,
—7¢ (1) 2

On va distinguer le cas r =1 et le cas r = 2. Pour r = 1, on obtient

+o0 2
/ |k2,‘r(x17y17)\>’)\17E dA

_TSDI(CEl)
o] _ ,—2X(1—max{z1,

_ el —p(n) /+ JE Y- (1 e~ 2A(1-max{ 1y1})) a

—7¢'(21) 2 )\g

+oo d

< Cem(e@)—e(um) / LR
—7¢' (1) |e1—y1 d

< Cem e —ely))+7¢' (@1)ler—u| 1 g — y1’71+§

(14 7|2y —91])4

< 06—527($1—y1)2/2 ! 2 |1‘1 - y1|_1+%a
(14 7|xy —w1])2

ot nous avons utilisé qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout A > 0,

0o .\
/ 6‘“df/f < G 7
A Wl (1+ A)a

Pour le cas r = 2,

+o00 )
/ [, (21, y1, M)PATT 2 dA
_T<Pl(l'1)

< e27(e(z1)=¢(y1)) e 6—2)\|x1—y1|)\—1_% d\

—7¢' (1)

< C2ela o) / oo o2
—7¢' (z1)|w1—Y1] ptta
1

Ta(14 7)1 — 1))

—27B2|x1—
< Ce Ba|x1—y1

2
|21 — yp |4

< Ce2m (@) =p(y1))+27¢" (z1)|z1—y1]

‘2 ]_
T%(l + 7|x1 — 1))

‘2 ].
T
Tz -y

ou nous avons utilisé qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout A > 0,

—24
[T O
A ptta T Aa(1+ A)

Ce qui termine la preuve du Lemme 2.5.18.

—27B2|x1—
< Ce B2|z1—y1
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Estimée de 'opérateur K,.. On rappelle que K, est donné par (2.107) et (2.108).

Démonstration de la proposition 2.5.13. On commence par estimer 'opérateur K ,

x1 —W"(ﬂﬁ)
Kilflwna) = [ 7 b VB ) @) dAdy.

Estimation L* — L* : Grace au lemme 2.5.17, on a une estimation sur le noyau ki, dans
L. 11 suffit alors d’utiliser (2.80), pour obtenir

T1
1 L], ) 2 rary < /0 1k (@1, 15 ) Lo 0,~r @D [ (W15 )l 2(Ra-1) Ay
C ! —7B2(x1—
g ?/0 e 132( 1 yl)Q”f(yl’.)HLQ(Rd71) dyl

Ensuite, I'inégalité de Young permet de conclure

C ! —T 1‘2
1ol Fllles) < = [ e danl| e <

|Q

1 fllz2s)-

Njw

T

Estimation L2 — L72 : De la méme fagon, en utilisant 'inégalité (2.81), on obtient

x1 _T@l(wl) 2
A Mty e <L LT sy NINTE AN P )l g o, i

_2d_
Ld—2 (Rd—l d+2 (Rdfl)

Du lemme 2.5.17, on peut montrer facilement qu’il existe C' > 0 telle que pour tout z1,y; €
(0,1), on a
—7¢' (1) 1_2 142
/0 s (1, 50, VATE X < Clay — 3|71

En utilisant ensuite l'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev | , Théoreme 0.3.2], on
conclut que

1K1l 21, 5, < OIS

2d_ 2d_ .
Ld-2(S La+2(S)

Estimation Ltz — [? et L?> — L2 : On va montrer une estimation sur

1
*T(,D/(xl) L
(/ |k51,7(3717y1,)\)\2)\1_% d)\> .
0

Du lemme 2.5.17, on peut montrer que

7/ (1) bz \P -
/0 lvr (21, 51, VPATE AN < Frolan — 1),

avec kyy € L%(R) satisfaisant H%TJHL%(R)

En effet, on a

kri(z1) = 17721<17-17§‘Zl‘ + 1T21>1€7T62Z%T7%7%’z1|7%7
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si bien que

[k L(R) <C / |Z1|d ! d2’1+C 7' 3 % (/f 21| R d21+/ e Bzm%|21|_% dZ1>

_d_ 1
< Cr~ 1+d 14+ C (7— % %)‘Fl (T_2+4(d—1) +7—4(d—1)_2)
142 3 N7 3 N7
SC(T +d—|—7’42d) <0(742d)

En utilisant ensuite 'inégalité de Young, on déduit qu’il existe C' > 0 telle que

C
||K1,T[f]||L2(S) < EHJC”L% S

C

1Kl ) < =g I e

Passons maintenant aux estimations concernant l'opérateur K -

Ko [ fl(z1, 2 // . k27—xluyl,/\)E)\[f<yla')](x/)d)‘dyl‘
T (z1)

FEstimation L*> — L? : Grace au lemme 2.5.18, on a une estimation sur le noyau ks » dans
Lo, 11 suffit alors d’utiliser (2.80), pour obtenir

1
HKQ,T[f](l’b ')HL?(Rd—l) < /0 Hk2,7(951,y1> ')HLOO([frw’(xl),Jroo])Hf(yla ')HLQ(Rd—l) dy,

C '
= e V(AR P 7

N

T

L’inégalité de Young permet d’écrire

\Q

C o,
Hmﬂmm@<?4e*%wmmm<\ 51/ lzs)

T2

Estimation L — L3 : En utilisant I'inégalité (2.81) et le lemme 2.5.18, on obtient

1 +00 ,
177 .
=2 C/O /;Tcp’(xl) ‘kzﬂ'(‘xhylu )\)’)\ d d)\“f(?/l’ )HL% - dyl

K2 [f](1,)]] e

2 (Ri-1) (Rd-1)
1 _d-2
S e e {0 P 7
Ensuite, I'inégalité Hardy-Littlewood-Sobolev implique
1B A1l 2 ) < CUSN,

Estimation L2 — [? et L2 — Li-2 : De maniére similaire, en utilisant I'inégalité (2.81)
et le lemme 2.5.18, on obtient

1 +oo 9 %
[ Ko [f](1, )] 2 Ri—1) < C/O </ ka7 (21, y1, A)PA 74 d>\> 1f (w1, ) L2 re-1y Ay

La=2( =7/ (1)

1 p—ha(z1-11)?
<C [ g I .
0 712 d’xl y1|2
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On utilise ici I'inégalité de Young, et on obtient :

e—Tﬂzac%
OF Y] I fllz2(s),
T2 AXT L d=T(0,1)
—T $2
La fonction z; — h(z;) = ¢ Bf * appartient a l'espace Ld%l(O, 1) pour tout d > 2. Pour
2

Zi
estimer cette fonction, effectuons le changement de variable z; = /721, ce qui conduit &

d—1
ﬁde% d
1 VT e a1 41
(L ——— / Ty,
a—1 =+= s
L 7274 0 2(d-1)
21
d—1
Bodz? a
1 1 o0 7 Td-1 C
< T,1 a2 / —dz < 3,1
7274 7744 0 2(d—1) T4"2d
21
Cela termine la démonstration de la proposition 2.5.13. O

Estimée de 'opérateur G... On rappelle que G~ est donné par (2.109) et (2.110).

Démonstration de la Proposition 2.5.1/. Les estimées Hilbertiennes sont déja démontrées
dans la preuve du Théoreme 2.2.5. On se concentre donc sur 'estimée de G/, vu comme un

opérateur de H—2(R%1) — L%(S).
Preuve de Uestimation (2.114) de G~ comme un opérateur de H~2(R41) — Lffdz(g),
Pour ce faire, on va utiliser « 'argument T7* ». Notre objectif est de démontrer que G~

est continu de H~2(R%1) dans L%((O, 1) x R¥71) et on rappelle que G’ est donné par la
formule suivante

G [ fl(zr,2') = /Rd,1 /RH (1ge1<—rp@nykr (21,0, 1¢))
y/ El
~ e —rerphar (21,0, €])) €€ f(y) dE dy,

pour tout f € H~z(R41).
Notons tout de suite que cet opérateur s’écrit en Fourier sous la forme

Gg—[zﬂ(mla gl) - (1{|§'|<—T<,0’(I1)}k177(l‘17 07 |€,|) - 1{|E’\>—7'50’(5131)}k2,7(x17 07 |£/|)) f(gl)

On note par (I + |D,|)2 Popérateur de multiplication de Fourier par (1 4 [€'])z, et on
introduit 'opérateur G, donné par

é;[f](xlax,) = (G’/T © (]+ |D$’|)%) [f](xlax,)7 Vf € LZ(Rd_l)a (xlaxl) € (07 1) X Rd_la

si bien que

—

G )1, = (1 1ENF (g rprenybre (@, 0, 1€1) = Ljgis—rpy ko (@1, 0, 1€')) F(€).
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L’objectif de cette modification est de démontrer la continuité de G : L*(R*1) — Lis (S),
plutdt que celle de G : H—3(R4-1) — L2 (S).

En fait, on va plutot étudier la norme de G.(G)* vu comme un opérateur de L%(S)
dans Li=2 (S), car on a par dualité que la norme E(Lﬁd2 (S), L*(R%1)) de (G")* coincide avec
la norme de £(L*(R™1), L72(S)) de G, et avec la racine de la norme £(L72(S), Li=2(S))
de GL.(G])*. o

Au vu des formules ci-dessus, un calcul facile montre que 'opérateur G (G )* s’écrit en
fait

s [T ,
& (G o(x, 7 :// (21,0, ks (21, 0, ) (1 + ) Ex[u(z1, )] (') A\ dzy

_/ / ooy 27 @0 0 V2 (21,0, )L+ X By v, (') dAdzy
T min{¢’(x1)
—7 min{¢’ g;l) @ (21)}
—rmax{¢’(z1),¢’ (21

(2.118)

On démontre alors le lemme suivant :

Lemme 2.5.19. Soit d > 3. Il existe une constante C > 0 telle que G'.(G)* défini par
(2.118) satisfait l'inégalité suivante pour tout f € L%?(S) et >1,

A (Y \*
< . .
1G(@ AN, gy g, < OIS, 2.119)
Démonstration. En utilisant alors (2.81), on obtient pour tout x; € [0, 1]

||GT(GT) [U(xlu )] ||L%(Rd71)

—7rmax{¢’ (z1),¢ (21)}

ki 7 (21,0, Ak 7 (21,0, A) (1 + M)A dA

+o00o 2
o Fa,r (21,0, N)ka,r (21,0, A) (1 M)A~ dA

—7 min{¢’(z1),¢'(21)}

—7min{e’(z1),¢'(21)} . -2
/ ki (max{zy, 21}, 0, ko (min{zy, 21}, 0, \)(L + M)A d

—7max{y’(z1), ’(Zl)}

<o, M, g gy 51

Ensuite, on va démontrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout zq,2; € (0,1), on a

—1max{y’(21),¢’(21)}
/ kl,‘r(xl,(), )\)klﬁ(zl?O,)\)(l + )\))\1_7 d)
0

+oo
+/ R (1,0, Mk (21,0, A) (1 + M)A dX
—7 min{y’(z1),¢'(21)}
—7min{¢’(z1),’(21)} . 1-2
+ kl,r(max{xla 21}, Ov /\)kQ,T(mln{xla Zl}v O’ )‘)(1 + )‘>/\ 4 dA
—7max{¢’ (1), (z1)}
C

<— (2.120)
|21 — 21|74
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Une fois que l'estimée (2.120) sera démontrée, on déduira immédiatement 1'estimée (2.119)
en utilisant 'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev.

Preuve de (2.120). Sans perdre de généralité et en utilisant la symétrie du noyau en
(21, 21), on va supposer que 1 > x; > z; > 0, et on va distinguer les parties correspondantes
aux basses fréquences A < —7¢'(z1), aux hautes fréquences A\ > —7¢'(21) et aux fréquences
intermédiaires —7¢'(x1) < A < —7¢/(21).

Basses fréquences A < —1¢'(x1). Comme ¢’ est croissante, on a

_Tmax{ l(-rl), /(Zl)} 2
I ST ke @1,0, A ) (21,0, ) (14 AN

0

—7¢' (1) 2
_ erlelan)te=) / " sinh(z1A) sinh(z210) (1 + M)A E d,
0

Si —1¢'(x1)x; < 1. Dans ce cas-1a, on a tout simplement

—7¢'(z1) ,
eT(Plan)+e(=1) / 1 sinh(21\) sinh (21 A) (1 4+ A)A ™1 7@ dA
0

=7’ (21) 1-2 3_2
< C’/ (I+ M)A "ddAryzy < Coyzym 4.
0

Si —7¢'(x1)x; = 1. En décomposant I'intégrale, on obtient

eristeete) [ ey

sinh(z1\) sinh(z,A) (1 + M)A~ dA
0

< erlel@)tez) /E sinh(z1A) sinh(zA)(1 + )\))\_1—3 d\
0

—7¢'(z1) )
+ TPl te(z)) 1 sinh(z1\) sinh(2;A) (1 + M)A ™12 dA
@1

< QTP g 2 /E(l + )\)Al*% dA
0

+ Certteeta [ et
1

sinh(z1\) sinh(z; A)A ™4 dA

2|

< C:v1_2+%zl + CemP@)+e(=1) /l—w (x1)

e\ =T g\

zq
< Cxl_H% 4 Cemleletelz) |y o | TG e rteTe! (@) < Cxl_H% +Clmy + 2|,
otl nous avons utilisé le lemme 2.2.7 et le fait que ¢ est croissante pour avoir
e(x1) +(21) < ¢'(21) (21 + 21).

En utilisant le fait que 7 < Cxy', 7 < C27l, 7 < Cloy — 21|74 et |21 — 21| < |21 + 4] car
z1 et xq sont tout deux positifs, on en déduit que

/*T max{¢’(z1),¢"(21)

} 2 2
]{'177—(1’1, O, )\)l{:17T(zl, O, )\)(1 + )\))\1_E d)\| < C’|.CE1 — y1]_1+3
0

Hautes fréquences X > —7¢'(z1). On cherche maintenant a démontrer

C

< ———.
T r

+o0 5
| / o,r (1, 0, Nz (21,0, \)AZ~8 dA

—7min{¢’(z1),¢'(z1)}
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Pour cela, en utilisant que ¢’ est croissante, on a

+oo 2
‘/ Ko (21,0, \kar (21,0, A)(1 4+ M)A 7 dA

—7rmin{¢’(z1),¢'(21)}

< Cerel@)Te() /°° o Marta) y -2 )

—7¢'(21)

< Cle(Pl@)te(z1) /oo e_A/\_% dA(zy + 21)_1+%
0

< C|$1 — Zl|_1+%.

Fréquences intermédiaires —7¢' (1) < A < —7¢'(z1). Enfin, on a

} 2
Far (21,0, Aka,p (1, 0, A) (1 A4 d

—7rmax{¢/(z1),¢'(21)} ‘
——-

‘/—T min{¢’ (1)’ (21)

< Cerlela)ela) / sinh(z1\)e A~ d.

=79 (z1)

SiTry < 2,

} 2
Far (21,0, Aka (1, 0, A) (1 A4 d

—7rmax{¢/(z1),¢' (21)} ‘

‘/—T min{e’ (1)’ (21)

—7¢'(21) —142
< 0/ ANTEAN < Cor? i < O
—7¢' (z1)

Sitry = 2et 720 <1,

} 2
Far (21,0, Akap (1, 0, A) (1 A4 d

—7rmax{¢/(z1),¢' (21)} ‘

‘/—T min{¢’ (1)’ (21)

—7¢'(21)

< e 2T ae M )
—7¢'(21)
942 —7¢'(21)71
< Czyxy Tare@) M=de= A d\
—71¢! (x1)x1

e 1-2 1-2 % 1 —1+3
< Czzy” H(rxy) "da < CO(1z1) "dzfw] < Cxy 9.

Sitey > 2et 720 > 1,

}
klﬂ'(’zl? 0, )\>k2,7<x1, 0, )\)(1 + )\))\17% d\

—7 max{¢’(z1),¢'(21)}

‘/T min{¢’(z1),¢' (21)

< CeT‘P(xl)JFW(Zl)/ M A"de M@= 4\
—7¢! (1)
2 -t (z)(z1—21) 5
< Cloy — 2 1+deT‘p(”“)”“”(Zl)/ A de M dA.
=7’ (z1)(T1—21)

On vérifie alors que si 7|z; — 21| < 1,

SHIN)
)

-t (z1)(m1—21) 5
/ ST AR e an < Cr(zy — 21)*(7(21 — 21))~

—7¢ (z1)(21—-21)
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et que si 7(x; — 2z1) > 1 (en utilisant le lemme 2.2.7)

eT¢“”)+T¢@I)][T¢(m)uHZﬂlk_ie‘“<iA < eTPEATEE) (1) — z)))Ta e @)E=2)

=79 (z1)(21—21)

ISYIN)

< COr(ar— ) F <O

Ceci permet donc de conclure que, dans toutes les situations, on a

—7min{¢(x1),¢"(21)}
‘/ kl,T(Zla 0, )‘)k:Z,T(l'l, 0, /\)(1 + /\))\1_% d)\ < O|JZ1 _ 21|—1+%.

—7 max{¢’(z1),¢'(21)}
On déduit 'inégalité (2.120), et la preuve du Lemme 2.5.19 est compléte. ]

Cela conclut la démonstration de la proposition 2.5.14. m

Estimée de 'opérateur G.. On rappelle que G, est donné par (2.111).

Démonstration de la Proposition 2.5.15. Estimation de ||G[f]||12s). Soit z1 € (0,1) fixé,
en utilisant (2.80) du corollaire 2.4.4, on obtient

o (ple)—p(1) A1)

(1+ )2

||GT[f] (xla '>||L2(Rd—1) <C

|| f”H%(Rd—l) :
LY (=7¢! (21),00)
eT(p(z)—¢(1))=A(1—=z1)

1
(143)2
conséquent, en utilisant le lemme 2.2.7, on obtient

La fonction A —

est décroissante sur [—7¢'(x1),00) pour tout 7 > 1. Par

eT(p(z1)—p(1)—A(1-=z1)

(1+N)2

67'(50(11)*80(1))+T§0/(11)(1*$1) 6*T(17x1)2

X

1
L3 (=g (21),00) (1 —=7¢(21))>

X

En)suite, en prenant la norme L2 (0,1) et en faisant le changement de variable p = /7(1 —
I1), on a

1G-[f]l]L2(s) <

1 Q

171 74 gacy- (2.121)

Estimation Hz(R&) — LF%(S). Pour ce faire, on va a nouveau utiliser « I’argument

TT* ». Notre objectif est de démontrer que G est continu de Hz(R*!) dans L%((O, 1) x
R4-1). On rappelle que G, est donné par la formule suivante

GT[f] (xl’ iL’/) _ /Rd—1 /Rd_l 1{‘5/‘>_T@,(m1)}67'(90(961)*90(1))*‘{’\(1711)61'(33’,3/’)‘5’f(y/> dfl dy',
v’ ¢

pour tout f € H %(Rdfl). On note par |Dx/|_% Iopérateur de multiplication de Fourier par
|£’|_%, et on introduit 'opérateur G, donné par

G )@, ') = (G- o | Dyl %) [fi(z1,2), Vf € L*RTY), (21,2') € (0,1) x R,
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L’objectif de cette modification est de se ramener a démontrer que G, : L2(R4™1) — L (S)
est continu, plutdt que de montrer la continuité de G, : Hz(R41) — Lo (S). On écrit alors
que G, est donné en Fourier de la fagon suivante :

f[éf[f](ﬂfl,-)](f) = Lie/|>—ro(a1) |;| e (50(171)_W(l))_|§,|(1—zl)‘r[f](é—/).

Il est alors facile de vérifier que l'opérateur éT(éT)* s’exprime simplement en fonction
de I'opérateur E), comme suit

Gr(Gr) f(x1,2)

-~ / / A ler(ela) e 200 -AC=21=e)) B [ £(y )|(2) dAdz. (2.122)
Tmin{¢’ (1), (21)}

Lemme 2.5.20. Soit d > 3. I existe une constante C' > 0 telle que éT(éT)* défini par
(2.122) satisfait l'inégalité suivante : il existe C' > 0 tel que pour tout f € Ld%(S) et pour
tout T > 1,

IGH G Al pa < ClAN, 2 ) (2.123)

LT3(5)

Démonstration. En utilisant alors (2.81) du Corollaire 2.4.4, on obtient pour tout z; € [0, 1]

1GH (G o, ) s,

L (Rd—l)

<C / / @) 26 -AE=21-10) A~ q\[[u(z1, )| e ds.
7 min{e’ $1)<p(21)} PN pdR (R

Ensuite, on va démontrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout xq,z; € (0,1), on a

/+oo 67’((,0(%1)+<p(21)—2(p(1))—)\(2—z1—zl)))\—% d) < LQ (2'124)
—rmin{g’ (z1),¢" (1)} |2y — 21|74

En effet, si on admet un instant (2.124), I'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev donne

directement qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout f € Ld%(S) et pour tout
T>1,

IGG A, 2, o S CUAIL 2,

LT3 (8)

Preuve de (2.124). Grace au lemme 2.2.7 et le fait que ¢’ est croissante, on a

/+oo TP +e(21)=20(1)-A2=z1—21)) \ =3 ]
—7 min{¢’(z1),¢'(z1)}
< loy<a /+OO o~ (7€' (21)+2) 2—21—21) = for((1-21)*+(1-21)) \ = F 1)\
T et (=)
+ Llo<a /+OO o~ (7@ (@) +0) 2—1—21)=Far((1—21)*+(1-21)%) \ = F )\
—7¢! (1)
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En effectuant le changement de variable p = (7¢'(21) + A)(2 — x; — 21), on obtient

Lo / T RN a1 —m) () H(1-2)) y -2 g\
—7¢' (1)
—+00 efl'b

—Bar((1—21)2+(1—21)2) /

Ap(2 — 2y — z)"1a,
0 [p—T¢(21)(2— 71— 21)] H )

= 1Zl <z €

BRI

Ensuite, notons que pour tout xy, z; € [0, 1],

(2—x1 — 21)_1+% < xy — 21|_1+%

-‘rOO 6_/1' +OOe 14
/ \/ _du<C.
0 [p—T1¢(21)(2— 71— 21)]4 pd

On conclut alors qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout 7 > 1, et pour tout
x1,21 € (0,1),

N

21 /+OO 6_(T§0'(z1)+)\)(2—x1—z1)—527((1—351)24‘(1—21)2))\_% d\ < LZ
—Tgo’(Z1) |x1 - Zl’lia

Par symétrie, on déduit I'inégalité de (2.124). Ainsi, la preuve du Lemme 2.5.20 est compleéte.

O
Enfin, du lemme 2.5.20, on déduit 'inégalité suivante
G112t ) < NNy gy
pour tout 7 > 1 et f € Hz(R),
Cela acheve donc la preuve de la proposition 2.5.15. O

L’intérét principal du résultat présenté dans le Théoreme 2.5.10 est qu’il permet d’établir
des résultats de prolongement unique quantifiés (dans 'esprit du Corollaire 2.5.8) pour des
opérateurs elliptiques qui sont des perturbations du Laplacien, dans un cadre géométrique
plus général. On renvoie au Chapitre 3 pour plus de détails, et notamment au Théoreme
3.1.3.

On trouvera ensuite, dans le Chapitre 4, une version raffinée du Théoreme 2.5.10 qui,
combinée avec le Lemme de Wolff, permettra de quantifier le prolongement unique pour des
opérateurs elliptiques qui sont des perturbations du Laplacien, avec des termes inférieurs
d’ordre zéro et un dans des classes optimales d’intégrabilité, ¢f Théoreme 4.1.1.
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Chapitre 3

Estimées de Carleman L? pour des pro-
blemes aux limites elliptiques et appli-
cations a la quantification de prolonge-
ment unique

Dans ce chapitre, on établit des estimations de Carleman L” globales et on fournit une

application de quantification du prolongement unique. Ce travail a été réalisé en

collaboration avec Belhassen Dehman et Sylvain Ervedoza et a fait I'objet de ’article : L?

Carleman estimates for elliptic boundary value problems and applications to the

quantification of unique continuation | ].
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Résumé

L’objectif de ce chapitre est de démontrer des estimations de Carleman L? globales pour
I'opérateur Laplacien en dimension d > 3. Notre stratégie repose sur des estimations de
Carleman sur des bandes puis un recollement approprié des estimations locales et au bord
obtenues grace a un changement de variables. L’essentiel du travail consiste a prouver des
estimations de Carleman dans la bande avec une fonction poids linéaire pour un opérateur du
second ordre a coefficients dépendant linéairement de la variable normale. Cela est réalisé par
la construction d'une paramétrice explicite pour I'opérateur conjugué, qui est estimée grace
a 'utilisation des théoremes de restriction de Stein-Tomas. En application, nous déduisons
des versions quantifiées de la propriété de prolongement unique pour les solutions de Au =
Vu + Wy - Vu + div (Wau) en termes des normes de V' dans L%(2), de W, dans L% ()
et de W dans L%2(€2) pour gy € (£,00] et ¢ et go satisfaisant soit g1, ¢» > (3d — 2)/2 et

q% + q% <4(1—1%)/(3d — 2), soit g1, g2 > 3d/2.

Abstract

This chapter aims to prove global LP Carleman estimates for the Laplace operator in
dimension d > 3. Our strategy relies on precise Carleman estimates in strips, and a suitable
gluing of local and boundary estimates obtained through a change of variables. The delicate
point and most of the work thus consists in proving Carleman estimates in the strip with
a linear weight function for a second-order operator with coefficients depending linearly on
the normal variable. This is done by constructing an explicit parametrix for the conjugated
operator, which is estimated through the use of Stein Tomas restriction theorems. As an
application, we deduce quantified versions of the unique continuation property for solutions
of Au=Vu+ W - Vu+div(Wau) in terms of the norms of V' in L%(Q), of W in L7 (Q)
and of Wy in L%(Q) for gy € (d/2,00] and ¢, and ¢y satisfying either ¢y, g2 > (3d — 2)/2
and - + - < 4(1 - 3)/(3d —2), or 1, g2 > 3d/2.

3.1 Introduction
Résultat principal.

Le but de ce chapitre est de démontrer des estimations de Carleman globales L” pour
I'opérateur de Laplace plat dans un domaine borné régulier de R? (d > 3), avec une fonc-
tion poids générale satisfaisant les conditions strictes de sous ellipticité de Hérmander. En
application, nous montrerons comment celles-ci peuvent étre utilisées pour obtenir des ré-
sultats de quantification du prolongement unique pour les solutions d’équations elliptiques
par rapport aux normes des potentiels.

Pour étre plus précis, notre principal résultat est le suivant :

Théoréme 3.1.1. Soitd > 3,2 C R? un domaine borné de classe C3, et w un sous-ensemble
ouvert non vide de Q avec w C Q. Soit ¢ € C3(Q) tel que

Vo € 09, p(x) =0 et d,p(z) <0, (3.1)
et il existe a,, B > 0 tels que
inf |Vy| > a, (3.2)
Q\w
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et

Vo € Q\ w, V¢ € R avec V()| = |€]| et V(x) - € =0,
(Hess ¢(2)) V() - Vip(x) + (Hess o(2))€ - € = B[Vp(a)®, (3.3)

ou Hess ¢ désigne la matrice hessienne de . Soit wy un sous-ensemble ouvert de €2 tel que
WCw etw CQ, etne €RY radiale, non négative s’annulant da lextérieur du disque
de rayon 1 et égale a un dans le disque de rayon %

Alors, il existe C > 0 et 1o > 1 (dépendants uniquement de «, 3, H<p||03@), n et de la

configuration géométrique ), w et wy) tels que pour tout u € H'(Q) solution de

(3.4)

—Au = fo+ four + divE  dans €,
u=g sur 051,

avec

fo € L2(Q), fow € Li2(Q), FeLX0CY, et ge H2(0N),

on a, pour tout T = 19,

3 1 3_ 1
4¢P ull 2@y + 74| Vall 2y < C <”6”f2||L2(9> FTE ] g
n, T

. 3
e Pl + 79l 13

NI 30 1o
) + 72 ||€7ul| 120y + 1€ u||L%( 1)) , (3.5)

mT

et

ENI I o By
T4 2d||€ U’H % <C<|l€ f2||L2(Q)+7_4 2"lHt‘E f2*/||Ld2"l’i2(Q)

T mT

- 3,1 30 - 3,1, 4
7€ Fllzagay + 74391y gy + THI Pl 2y + 7S e wunﬁ(m)) . (3.6)

Ici, les normes || - ||z () sont définies pour p € [1,00] et f € LP(S2) par la formule

d
HfH%g,T(Q) =73 /

Zo

€N Hn(T%( - xo))f('ﬂﬁp(g) dZBO.

Remarque 3.1.2. Les notations 2% et 2%’ découlent de l'injection de Sobolev H'(Q) C
L*(Q), avec 2% = 2d/(d —2) et L*'(Q) ¢ H-Y(Q), avec 2+ = 2d/(d + 2).

Avant d’aller plus loin, notons que 'existence d’'une fonction satisfaisant les conditions
(3.1)—(3.2)—(3.3) pour n'importe quelle configuration géométrique arbitraire est due a Fur-
sikov et ITmanuvilov | , Lemma 1.1] (voir aussi | , Proposition 3.31]). Les condi-
tions (3.2)—(3.3) sont les conditions de sous ellipticité de la fonction poids ¢ par rapport a
I'opérateur Laplacien. Elles sont connues pour étre des conditions nécessaires et suffisantes
pour obtenir une estimation de Carleman locale en L? (c’est-a-dire (3.5) pour des fonctions a
support compact u, et avec fo. = 0) pour l'opérateur Laplacien avec les mémes puissances

du parametre de Carleman 7, voir | , Chapitre XXVIII|] et par exemple | ,
Section 3.6 et Section 4.1.2] pour une perspective plus récente.
L’estimation de Carleman (3.5) coincide avec celle de | ] & lexception des termes

impliquant la norme
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Ce terme et 'estimation (3.6) sur

2d

u dans L (Q)

sont les principales nouveautés de notre résultat et nous permettent de quantifier efficace-
ment les propriétés du prolongement unique pour les solutions d’équations elliptiques par
rapport aux normes des potentiels en LP(2).

Notons que I'estimation (3.5) implique une estimation sur 72 ||e™u| H1(Q) & partir du

membre de droite de (3.5), donc sur 2 ||ewu||L%(Q). Par conséquent, 'estimation (3.5) ne
permet pas de retrouver directement l'estimation (3.6) a partir des injections de Sobolev

classiques.

Les estimations de Carleman locales (pour les fonctions a support compact) dans L?
ont été obtenues dans de nombreuses situations, mais elles concernent généralement des
questions liées au prolongement unique. Nous devons notamment citer 'article novateur
[ | obtenu pour un poids radial log(|z|), qui correspond plutot & un poids de Carleman
limite au sens ou la seconde condition (3.3) est satisfaite avec § = 0 (voir aussi les résultats

précédents [ , |). Plus tard, plusieurs travaux ont été consacrés a l'obtention
d’estimations de Carleman locales avec certains poids strictement convexes spécifiques, voir
par exemple [ , , |, qui ont ensuite été revisités et améliorés dans les
travaux | : ]. Nous soulignons également les travaux plus récents | : ]

pour des estimations de Carleman locales avec un poids strictement convexe spécifique. Ici,
nous insistons sur le fait que nous considérerons des fonctions poids générales satisfaisant
les conditions strictes de sous ellipticité (3.2)—(3.3), de manieére similaire a | ]. En fait,
larticle | | prouve que, pour tout ¥y € R?, si ¢ est pseudo-convexe en zy (c’est-a-
dire |Vp(zo)| # 0 et la condition (3.3) en z = zy), il existe un voisinage K de x, tel que
I'estimation de Carleman locale HeTsﬂU/HL% < C’He”"AuHLdzTg2 est vérifiée pour tout u a
support compact dans K. Les estimations (3.5)—(3.6) étendent donc le résultat de | ]
pour 'opérateur Laplacien en fournissant une estimation de Carleman globale, permettant
des termes sources dans H~1(€2) et des conditions limites dans Hz(8(2), avec une estimation
de u en norme H'(Q).

Enfin, soulignons également que le théoreme 3.1.1 présente des estimations de Carleman
globales dans L? , valables pour des fonctions u ayant éventuellement une trace non nulle
sur le bord. A notre connaissance, ceci est nouveau, car toutes les estimations de Carleman
en LP avec p # 2 qu’on a rencontrées dans la littérature sont valables pour des fonctions a
support compact.

Propriétés des normes L ().

Pour comprendre les normes L? (€2), commengons par remarquer que pour p = 2, et f €
L%J(Q), par le théoreme de Fubini, on a , pour 7 suffisamment grand,

||f||%zw(m < ||77||%2(Rd)||f||%2(§2)7

2 2 . d
19135 o > 17 ey (int 75 [ ot

Wl

(0= a0)? dz) > .|/ [0
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Ici, ¢, > 0 est indépendant de 7 > 7y si 7y est choisi de telle sorte que 79 > ¢4 3 olteg >0
est tel que pour tout € € (0,¢0] et x € €, il existe une boule de rayon /8 contenue dans
B(x,e/2)NSQ (il n’est pas difficile de vérifier qu'un tel € > 0 existe par compacité et régularité
du bord 99). Les normes L7 (2) sont donc équivalentes & la norme L*(2) habituelle de
maniére uniforme par rapport au parametre 7.

Pour d’autres valeurs de p € [1,00), ces normes sont moins faciles a décrire, car elles
codent en quelque sorte des informations moyennes sur les normes LP localisées dans des
boules de rayon 7~ 3 comme on peut le voir en les écrivant sous la forme

1

o3 (@ = 2)) ()

||f||L£’TQ —7'6 .
1 ( ) L:;(Q) L%O(Q)

En fait, pour p € (1,00), encore une fois par le théoreme de Fubini, il existe C' > 0, tel
que pour T = 19 et f € LP(Q),

LLmL&Q §w—m»ﬂdexmh<um;m)

d
<Crs / /
€N CEDEQ

c’est-a-dire que la norme || f[|zr(q) est équivalente a la norme

W\H

(x —x9)) f(x)|P do dzo, (3.7)

(75 (2 — o)) f ()]

LE@ 2y @)

Cela implique en particulier que, pour p > 2,

d 1
1 lzg 0 = 78 |27 (2 = o)) £ ) 22|z (o)
d 1 . (l_%)é
<07t [lne3 @ =2 f @] g, ) <OTT N (39
D’autre part, pour p > 2, par I'inégalité intégrale de Minkowski (] |, page 271), on a ,

pour C' indépendant de 7 > 79,

Hf“Lp(Q) - (/xGQ ()P dx); e (/er (T
<ord </360€Q (/er In(

De maniere similaire, pour p < 2, en utilisant l'inégalité intégrale de Minkowski et
I’équivalence de norme (3.7), on obtient qu’il existe une constante C' indépendante de 7 > 7,

1 (1 1ya
57 ||f||LP(Q) 111z @) < Cll o) - (3.10)

3=

wla,
Lo\»—t

(2 — 20)) f(2) dx())g d:v)

L&Jm

(@ = a) )P ds) dn) = Clflig, 0 (39

Wl

Remarquons que les estimations (3.8), (3.9), et (3.10) peuvent étre utilisées pour simpli-
fier les normes L7 dans les estimations de Carleman (3.5) et (3.6) et les remplacer par les
normes classiques LP.
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Enfin, notons que, pour p, ¢, r dans [1,00] tels que % + % = %, pour V € L(Q) et
u € LP(€2), nous avons 'estimation de type Holder suivante

Vil o < g0 90V 3} < Iz @V line— (3:11)
x0

Application a la quantification du prolongement unique par rapport aux
termes d’ordre inférieur.

Comme conséquence des estimations de Carleman dans le théoreme 3.1.1, nous allons
prouver (dans la Section 3.8) le résultat suivant :

Théoréme 3.1.3. Soitd > 3, Q C R un domaine borné de classe C® et w un sous-ensemble
ouvert non vide de Q0 avec w C §2. Alors il existe une constante C = C(Q,w) > 0 telle que
pour toute solution u € H}(Q) de

Au=Vu+W;-Vu+div(Wau)  dans Q,

avec
VeLrQ), WyeL®(Q;CY, W,ec L®2(Q;C%,
on a .

1. Siqo € (§,00], 1 € (¥52,00] et g5 € (242, 00] et

1 1 1-1
+ — <4 d),
@ <3d—2

la fonction u satisfait

[N\

Ty WA+ W2 3620+ <\|W1||Lq1(Q)||Wz||Lq2<Q>>P(q1v%>) Jull,
3 ()
(3.12)
avec
1 2
3 d 1 sig>d o(a) | 3d-2
2\ T 2g) T 2q
v(q) = ) ( o .
st - =
<3+1>2 d =\ P e 1 (3 1) d_ d
4 2d q d 4 2d) \q @
2. Siqo € (2,00], 1 € (3, 00] et g € (2, 0], la fonction u satisfait
c ||V||2<(1%0(>Q>+HW1\li(;f(m-i‘llwlH(SL(;f)Q)
[ull 2 < Ce ( ) lll  2a, ) (3.13)
avec 2
5(Q)__ B §g
2q
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Remarque 3.1.4. Notons que les conditions de l’item 1 et celles de l'item 2 ne se recouvrent
pas au sens ou il existe des cas ou les conditions de l'item 2 sont satisfaites, tandis que celles
de l'item 1 ne le sont pas (par exemple ¢y = qo = 3d/2+¢€ avec € > 0 petit), et réciproquement
(par exemple ¢ = (3d — 2)/2 + € avec € > 0 petit et g = 00).

Plusieurs remarques s’imposent.

D’abord, le prolongement unique est connu pour étre valide pour des potentiels V €
L®©(Q), W, € Lu(Q;CY), et Wy € L2(Q; CY) lorsque gy > d/2, ¢1 > d et g > d, voir les
travaux | ] et [ | ott méme le prolongement unique fort est prouvé pour gy > d/2,
q1 > d et go > d. (Ces classes d’intégrabilité pour les potentiels sont optimales, voir | 1)

Ces résultats du prolongement unique nécessitent 'utilisation d’une estimation de Carle-
man et d'un délicat argument d’analyse harmonique inspiré par | ], voir aussi | .
Dans cet argument, la fonction poids dans I'estimation de Carleman dépend de la solution,
ce qui rend difficile le suivi de la quantification du prolongement unique par rapport aux
normes des potentiels. Un autre résultat connexe est I'article | |, qui quantifie les pro-
priétés de prolongement unique pour I'opérateur laplacien avec des termes d’ordre inférieur
dans la classe d’intégrabilité optimale, mais pas par rapport aux normes des potentiels. En

fait, puisque ce travail est basé sur | |, comme mentionné ci-dessus, il n’est pas clair
comment la preuve dans | | peut étre rendue quantitative par rapport aux normes des
potentiels.

Par conséquent, lorsqu’on essaie de quantifier la propriété de prolongement unique par
rapport aux normes des termes d’ordre inférieur, il n’est pas clair que 1’on puisse atteindre
les mémes échelles d’intégrabilité critiques pour les termes d’ordre inférieur. En fait, les

résultats connus reposent uniquement sur l'utilisation d’une estimation de Carleman, ce
3d—2

qui, comme indiqué dans | |, ne permet pas d’aller au-dela de W; € L7z (Q). Cela
correspond a ce qui est fait dans | , | en utilisant une estimation de Carleman
LP. Mais les résultats de | | décrivant I'ordre maximal d’annulation des solutions des

équations elliptiques nécessitent respectivement V € L% () avec ¢o > 4(3d — 2)/(5d — 2)
et Wy € L9(Q) avec ¢; > (3d — 2)/2, et W5 = 0. Notons également que le théoreme 1 de
[ |, qui s’applique lorsque W7 = Wy = 0, présente la méme dépendance par rapport a
la norme L% () de V' que dans le Théoreme 3.1.3.

En outre, en prenant des estimations de Carleman L?, on ne peut pas atteindre la méme
classe d’intégrabilité que dans notre cas, voir par exemple | ].

Enfin, notons qu’en utilisant une inégalité de Caccioppoli quantitative avec des termes
d’ordre inférieur singuliers ( voir par exemple | , Lemma 5]) et une injection de Sobolev,

on peut montrer que les inégalités (3.12) et (3.13) restent vraies en remplagant HuHL EL
e (w
par ||ul|z2(.,) pour w; un sous-ensemble ouvert satisfaisant @ C wy (puisque w est n’importe

quel ensemble ouvert non vide dans le théoreme 3.1.3, cela est bien sfir une condition sans
conséquence).

Signalons également que 1'on peut étre légérement plus précis dans les estimées (3.12) et
(3.13) du théoréme 3.1.3, en utilisant la borne intermédiaire dans (3.11) au lieu de U'extrémale
dans la preuve du théoreme 3.1.3.

Stratégie de la preuve du théoréme 3.1.1.

Pour démontrer le théoreme 3.1.1, on commence par le cas géométrique simple dune
bande verticale, avec une fonction poids linéaire = — x1, et un opérateur du second ordre
de la forme A — ¢ Z;l:z /\jc?jz, voir la section 3.2 pour les énoncés.
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Bien que cela puisse sembler étre un cas tres spécifique, on montre dans la section
3.7 que ce n’est pas le cas, notamment en raison des deux faits suivants. Premierement,
si on localise les fonctions dans une boule de rayon suffisamment petit, on peut effectuer
un changement de variables (dans Iesprit des coordonnées géodésiques normales), de telle
sorte que l'opérateur conjugué e™?A (e~ 7¢-) peut étre reformulé en un probleme dans la
bande avec un opérateur de la forme A — x; 2?22 )\]6]2 et la fonction poids linéaire x +— 1.
Deuxiemement, on peut recoller les estimations de Carleman locales et sur le bord obtenues
de cette maniere, et les termes de localisation introduits par les troncatures peuvent étre
absorbés par ce processus si la localisation n’est pas trop forte. Par conséquent, nous devons
équilibrer les deux processus et choisir le taux de localisation de maniere appropriée. Il
s’avere qu'une localisation dans des boules de taille 773 fonctionne.

En conséquence, la majeure partie de I'article se concentre en fait sur la preuve d’une
estimation de Carleman dans la bande pour un opérateur de la forme A — x; 2?22 )\jﬁ? avec
une fonction poids linéaire x — x1. Nous le faisons en plusieurs étapes.

Tout d’abord, en raison du cadre géométrique spécifique, on peut effectuer une trans-
formation de Fourier dans les variables tangentielles (qui sont transverses au gradient de la
fonction poids, c’est-a-dire a la direction e;), et construire explicitement une paramétrice,
voir la section 3.3. En fait, cette approche est inspirée par | , | et par les travaux
récents sur les estimations de Carleman pour 'opérateur de Laplace avec des conductivités
discontinues, par exemple | -

Une fois cela fait, il est clair que nous devrons obtenir des estimations sur les opérateurs
apparaissant dans la paramétrice. Traiter les normes hilbertiennes peut se faire en utilisant
des arguments classiques de type multiplicateur et 1'identité de Parseval, voir la section 3.4.

Il reste donc a comprendre comment obtenir des estimations sur les opérateurs appa-

raissant dans la paramétrice dans & (Ld%(Q), LC%(Q)) par exemple, et d’autres normes
d’opérateur impliquant des espaces non hilbertiens. Pour ce faire, nous nous appuierons sur
le théoreme de restriction de Fourier de Stein Tomas, rappelé dans le théoreme 3.5.1, voir
par exemple | ], [ , theorem 2, page 352], ou | , Corollary 2.2.2]. De méme,
comme dans | , ], cette approche nous permettra de donner une maniere

efficace d’estimer la norme dans & (L%(Rd_l), L%(Rd_l)) (entre autres) des opérateurs
donnés en Fourier, voir la section 3.5.2.

En utilisant ces résultats et la formule explicite obtenue pour la paramétrice, nous par-
venons a obtenir des estimations de Carleman en LP dans la bande pour un opérateur de la
forme A — 2 Z?ZQ )\]0]2 avec une fonction poids linéaire x — xy.

Enfin, soulignons qu’on a fait le choix de présenter les preuves de maniére (espérons-le)
pédagogique, et donc de donner tous les détails techniques nécessaires pour suivre I’ensemble
des preuves. Par conséquent, certaines parties, par exemple celles concernant les estimations
hilbertiennes ou les théoremes de restriction de Fourier, peuvent sembler classiques, néan-
moins on a fait le choix de les présenter , car nous ne les avons pas trouvées dans la littérature
dans la version précise dont nous avions besoin.

Plan.

Le reste de 'article se présente comme suit. La section 3.2 est consacrée a 1’énoncé des
estimations de Carleman (& savoir les théoremes 3.2.1 et 3.2.4) dans le cas spécifique d’une
bande verticale, avec une fonction poids linéaire x + x; et pour un opérateur de la forme
A — 1 2?22 )\j@?. Dans la section 3.3 , on donne une paramétrice de 'opérateur conjugué
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(A — 1y Z?:g A;07)(e~™ +). La section 3.4 explique comment obtenir des estimations
hilbertiennes sur la paramétrice. La section 3.5 rappelle ensuite les théoremes de restriction
de Fourier et explique comment ils peuvent étre utilisés dans notre contexte pour estimer

les normes (L2 (R4L), L#3 (R-1)) (entre autres) d’opérateurs donnés en Fourier. Dans
la section 3.6, on établit toutes les estimations nécessaires sur les opérateurs apparaissant
dans la paramétrice et on conclut la preuve des théoremes 3.2.1 et 3.2.4. Dans la section
3.7, on explique comment obtenir la preuve du théoréeme 3.1.1 a partir du théoreme 3.2.4.
On fournit ensuite dans la section 3.8 la preuve du théoreme 3.1.3. Enfin, dans I’annexe, on
rappelle quelques résultats classiques, a savoir le théoreme de Hardy-Littlewood-Sobolev et
le lemme de phase stationnaire (dans sa version raffinée empruntée a | ]). On donne
également la preuve d'un résultat technique d’interpolation utilisé dans la section 3.7.

Notations.

Nous rappelons ici quelques notations.

Pour tout x € RY, x = (1, ..,24), on pose & = (z1,7'), ot 2’ = (2, ..,14) € R,

Les notations V et A désignent respectivement le gradient et le laplacien par rapport a
r = (T1,..,2q), et V' = (0a,..,04) et A’ = 2?22 832 sont, respectivement, les opérateurs de
gradient et de laplacien tangentiels.

Dans tout le chapitre sauf en Section 3.5, la transformée de Fourier est toujours prise par
rapport a x’ = (x3,..,x4), et sa variable duale ¢ € RT! est alors indexée par £ = (&, .., &4).

La transformée de Fourier d’une fonction f € L'(R4"!) sera notée I

el 1 —ix’-¢’ / / / d—1
f(g)_(zw)d?/mle fl) dz’ SerRT

~

Pour une fonction f définie sur R? telle que f(z1,-) € LY(R?), f(z1,-) désignera la transfor-
mée de Fourier partielle par rapport a x’, ¢’est-a-dire :

fla1,€) = (27321 /Rd ) e7 7 f(xy, 2) da, ¢ e R (3.14)

3.2 Estimation de Carleman dans une bande
Dans cette section, on se concentre sur le cas d’'une bande de la forme
Q= (Xo, X;) x R, (3.15)
et sur le probleme elliptique suivant

Av — x4 Z;’LQ /\]0]21) = fo+ fow +divE dans €,

v (Xo,2') = g(2'), pour ' € R4L, (3.16)
v (Xy,2") =0, pour 2’ € R,
Ol\l 2d 1
f2 € L*(Q), fow € L#2(Q), F e L*(CY, et ge H2(RT). (3.17)

Pour pouvoir résoudre le probleme elliptique (3.16), nous supposons la coercivité de
lopérateur —A + x4 Z?ZQ )\]0]2 dans (2, c’est-a-dire que

d
3o >0, VY, € [Xo, X4], V€ € RY, <D (1 =\ < Gl (3.18)
7j=1
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ou on a posé A\; = 0 pour plus de commodité. Sous la condition (3.18) et les hypotheses
d’intégrabilité et de régularité (3.17), le probléeme (3.16) admet une solution unique v €
HY(Q).
Notre objectif est de prouver 'estimation de Carleman suivante :

Théoréme 3.2.1. Soit Q0 donné par (3.15) avec Xy < 0 < X; et max{|Xol|,|X1|} < 1, et
supposons que les coefficients (\;)jeq1,. ay € R? satisfont A\; = 0, (3.18) et qu’il existe des
constantes positives m, et M, telles que

0<m,< min ) max \; < M,. (3.19)

36{27 '7d} 36{27 ] }

Alors, il existe une constante C > 0 dépendant de cy, m. et M, (indépendante de Xy, X1)
telle que pour tout (fa, fow, F,g) comme dans (3.17), si la solution v de (3.16) satisfait
(01v — F1)(X1,2') = 0 pour 2’ € R4L, alors on a, pour tout 7 > 1,

e ey + T loe™ iy < O (2™ o + 74 Bl o™ g

2(Q)
rIFE™ @ + 79N gy ) (3:20)
et
T4+2d||ve leLﬁ(Q) <l (HfgemlHLz(Q + T4+24||f2 /em1|| T
_'_T“FeTleLQ(Q) —+ T4+2ngeTX0||H2({X R 1)) . (3.21)

Remarque 3.2.2. Une solution v de (3.16) avec (fa, fow, F,g) comme dans (3.17) appar-
tient a priori seulement a H'(QY). Par conséquent, les théorémes de trace ne permettent pas
de définir directement sa trace normale. Cependant, Vv — F satisfait Vv — F € L*(Q; C%)
et div(Vo — F) € LA(Q) + L#2(Q) et il est facile de vérifier que si R € L2(Q;CY) et
divR € L*(Q) + L%(Q), alors R -n est bien défini en tant qu’élément de H=2(0S), voir
[ , Theorem II1.2.43]. Par conséquent, la trace (Vv — F) - n est bien définie en tant
qu élément de H2(09).

Remarque 3.2.3. La stricte positivité des coefficients (X)) ez, .ay garantie par la condition
(3.19) est la condition de sous ellipticité stricte pour 'opérateur —A + xq 2?22 )\30]2 par
rapport a la fonction poids x — x1, voir par exemple | , Part 1, Définition 3.30).
Théoréme 3.2.4. Soit Q tel que (3.15) avec Xy < 0 < X et max{|Xo|,|X:1|} < 1, et
supposons que les coefficients (\j)jeq1,... ap € R satisfont Ay = 0, (3.18), et (3.19). Alors, il
existe des constantes C' > 0 et 19 > 1 dépendant de ¢y, m, et M, (indépendante de Xg, X1),
telles que pour tout (fa, fow, F, g) comme dans (3.17), si la solution w de

Aw — 1 Z?:z AjOfw — 210w + TPw = fo + fou + divF dans €,
w (Xo,2") = g(2'), pour ¥’ € R¥™1, (3.22)
w (X, 2') =0, pour z' € R4~1,

satisfait (Oyw — Fy) (X1, 2") = 0 pour 2’ € R¥L, alors pour tout 7 > 79,
3 1
Hullzae) + 7HIVulle < € (Wallso + 7 H0aell g,

3
47l Pl + 790t ey ) 3:29)
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et

3,1
riti ||w”Ld2d2 @) sC (“f2||L2(Q> + T4+2d\|f2*'HLﬁdz(Q)

+7 || Fll 20y + 73 21lg]] 4 (3.24)

H2({X I xRd- 1)) '

En fait, la correspondance entre le théoreme 3.2.1 et 3.2.4 est donnée par

(fos fow, Fr g) — ((f2 —1F)e™, fz*/eml,Feml,geTXO) _

Les théoremes 3.2.1 et 3.2.4 sont alors complétement équivalents, et on se concentre donc
uniquement sur ce dernier.

3.3 Construction de la paramétrice dans le cas d’une bande

L’objectif de cette section est de construire explicitement la solution w de (3.22) pour
T =2 1, (fa, fow, F, g) tel que décrit dans (3.17), en supposant que le domaine € est une
bande comme décrit dans (3.15), et que les coefficients (););eq1,...aqy € R? vérifient A\; = 0,
(3.18) et (3.19).

Pour ce faire, on prend la transformée de Fourier partielle par rapport a la variable
7' € R¥1 de (3.22) avec la variable duale ¢ € R¥™1 :

d
(91—7' Zl-l‘l)\ SUJ—fQ"‘fQ*"i‘alFl"i_ZZg] pour (fﬂl,f,)EQ,
Jj=2
& (X0, &) = 5(€), pour & € R,
@ (X, &) =0, pour & € RéL,

(3.25)
On démontre ensuite ce qui suit :

Proposition 3.3.1. Soit Q comme dans (3.15), et supposons que les coefficients (A;)jeq1,.. ay €
RY vérifient A = 0, (3.18) et (3.19). On introduit la fonction 1 : Q — R définie par

d
Y(z,¢) = Z —x1))§ 71 € [Xo, X4], £ €RTL (3.26)

Pour tout 7 = 1, pour tout (fs, fow, F,g) comme dans (3.17), la solution w de (3.22)
satisfait formellement

w = K;o(fot fou )+ K1 (F1)+ > K j(F))+ R (w)+ G, (9)+ Hy (Ovw—F) (X4, ), (3.27)

=2

ou, en utilisant la transformée de Fourier partielle (3.14), les opérateurs K, ;, pour j €
{0,---,d}, et R, sont formellement définis pour f dépendant de (z1,2") € QQ, par

Ko f(a1,€) = /y o) k(21 y1,€) F (1, €) dyn, (21,€) €9, (3.28)
1’:?7_\]0(1’1,5/> = /@/1€(Xo XI)TT(‘rbylafl) A(ylafl) dyh (xhg,) € Qv (329>
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avec les noyauz donnés, pour (x1,y1,&") € [Xo, X1]> x R, par

min{z1,y1} —r(y1—x1)— ! $(@1,E") dg1— (v1 $@e) dgn .
k‘r,O(xb Y1, 6/) = _1w(zl & /X € J;l ' le ' dz,
0
W (e [T G - [P G A
+ 1¢($17§')<71y1>x1/ € s le ' ' f‘”l ' ' dzq, (330)
1

—7(yr—z1)+ [T 9 (y1.¢") dy:
kT’l(xl’yl’él) = _1¢($17§')<T1y1>x16 T le u Y1

r(z1—11)— [“Y (¥ £ dy;
 Lperenyor Lyame ™ 7T I PO €+ (. €)),
(3.31)

kw‘(xl»yhf,) = igjkT,O(xlaylvgl)a ] € {27 e 7d}, (332)
TT('r17 Y1, 5) = kT,O(SEh Y1, 5/)81¢<y1; 5/)

Les opérateurs G, et H, sont formellement donnés en Fourier pour gy € .7 (RY) par

—

GTQO(xb 5,) = gT(xb £,)§0<5/)7 (xb 6,) S Q7 (333)
E’E)(xbg,) = h7-<$1, €/>AU(€/)7 ($1,£,> € Q>

ot g, et r. sont donnés, pour (z1,€') € [Xo, X1] x R, par

xr1— I I SN AN
gT(ZEhg,) = 1¢(x1,§/)>TeT( 1—Xo) fxo Y(y1.8) dyl7 (3'34)
1 —7(Xy—x1)— ¥(71,¢") dy: @€ di
hT(ml’gl) = 1¢(x1,£’)>7—/ e e f ! 1= f 1 1dI1
Xo
X1 Xyt [T @) di [ 9 E) dy
_ 1¢($1 5) / e ( 1 1)+fz1 d}(yl 6) Y1 le w(yl 5) Y1 d%l
1

Remarque 3.3.2. Nous soulignons que la proposition 3.3.1 est formelle. On démontre
plus tard, dans le théoreme 5.4.1, la proposition 3.4.3 et dans la proposition 3.6.2, que les
opérateurs K.o, (K j)jeq1, ap, R, G- et H. appartiennent respectivement a £ (L*(Q2) +

L (Q); LA(Q), (L(LA(Q); L)%, L(LA(Q); LA(), L(H'(Q); LA(), L(H(09); LA(1)),
et X(H’%(Q); L*(Q2)). Un argument de densité simple permettra alors de justifier rigoureu-
sement la formule (3.27).

Démonstration. La preuve de la proposition 3.3.1 repose sur la factorisation de l'opérateur

(00— 7)* = TI(1 — 21 0))E2

d

(O —7)? Zl—m = (01 — 7 — (21, €)) (O — T+ U(21,€)) — Db(21,€),

ou ¢ est la fonction introduite dans (3.26), et ou le dernier terme doit étre vu comme un
terme de correction.
On pose donc

H(x1,&) = o1, &)+ fou (21, € ‘Hng (21, &) +0(xr, € )(21,€), @1 € [Xo, Xi], € € RTH

Jj=2
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de sorte que I'équation (3.25)(1) peut étre réécrite comme

(0 =7 = (@, €) (@ = 7+ ¥, €)= H + O F,  dans Q.

En conséquence, en introduisant I'inconnue supplémentaire z(x1, &) = (O —7+¢(x1,&))w(21, €'),
I'équation (3.25) peut étre réécrite comme un systeme de deux EDOs du premier ordre in-
dexées par ¢ € R :

0~ 7+ (1, €) B, &) = 2(w1€) dans
(81 - T = ¢($17§/)) 2(1'1,5/) = H('Thg/) + alFl(xl’ gl) dans Q’
@(Xo, &) = 9(¢), sur R*,
w(X1,£¢) =0 sur R,

(3.35)

Soit & € R, On résout (3.35), en considérant la différence (2 — F)(-,€'). On obtient
alors par la formule de Duhamel, pour z; € (X, X1),

~ —7(X1—x1)— X1 ~1, 4 d~1 ~ s Fa
Z(x1,) =e ( oL v a (O — F1) (X1, &) + Fi(x,€)

X1 Y1 0 (7 eI\ A7 o~ ~
_ : e T(y1—x1) le Y(y1,€") dya (H(yhf/) + (T+¢(y1,§/))F1(y17§/)) dyh (336)
oll nous avons également remarqué en utilisant (3.35).4), que 2(Xy, ) = 01w (X4,&).

On se concentre ensuite sur les équations (3.35)(1,34) donnant @(-,£’) en fonction de
Z(+,¢'). 11 convient de noter ici que (3.35)(34) donnent deux conditions aux limites pour
une équation du premier ordre. Par conséquent, on fait un choix lors de la résolution de
(3.35)(1) en se basant sur le fait qu’on veut des formules ne contenant que des exponentielles
de nombres négatifs. Pour faire un tel choix, on analyse le signe de la fonction 1 — —7 +
(xq,&"). En raison des conditions (3.18) et (3.19), la fonction z1 +— (x4, ') est strictement
décroissante sur [ Xy, X;]. Par conséquent, la fonction x; — —7 + 9(z1,£’) peut s’annuler
seulement une fois sur [Xo, Xj], et si elle s’annule en un point =, € [Xo, Xq], elle est
positive dans [Xo, z,¢) et négative pour 1 € (x, ¢, Xi].

En conséquence, pour x; € [ Xy, X1] tel que ¢(x1, &) < 7, on utilise la formule

X1 G-z o Y1 )~ ~
@(x17€/) — _/ e ( 1 1)+le w(ylvf)dylz<x1’é~l) dxl,

1

tandis que pour x; € [ Xy, X;] tel que ¥(x1,&') > 7, on utilise la formule

T(x1— — [P (1. dyy Tl r(xp—m2q)— (<1 N,’dNAN _
By, €) = O TIGEO gy o [T IO W ) a,
0

Ces deux formules peuvent étre écrites en une seule sous la forme
X1

—r(T1—2 S (e Yl y e -
@(x1,§') — —1¢($17§,)<T/ e (z1 1)Jrfz1 w(yl’é)d“z(xl,é’) dz,

1

T(z1—Xo0)— [Z1 (a1,€") dyi ~ 1 p(z—z1)— [SY e dyn _
 Lygere)or (e (1—Xo) fxow(yl,mdylg(g) e (@1=21)= [Z1 (01.8) ylz(x1’§,> d:1:1>.
0

(3.37)

Les formules données par la Proposition 3.3.1 sont ensuite déduites en rassemblant les
formules (3.36) et (3.37). Les détails sont laissés au lecteur. O
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3.4 Estimations Hilbertiennes

L’objectif de cette section est de prouver le résultat suivant :

Théoréme 3.4.1. Soit Q donné par (3.15) avec Xy < 0 < Xy et max{|Xo|, |X1|} <1, et
supposons que les coefficients (N;)jeq,.. ay € R* satisfont Ay = 0, (3.18) et (3.19).

Alors, il existe des constantes C > 0 et 1o > 1 dépendant de co, m, et M, (indépendant
de Xo, X1) telles que pour tout 7 > 7o, pour tout (fo, F,go,g1) € L*(Q) x L?(9;CY%) x
H2(R¥1) x H=2(RY), la fonction w donnée par

w = Kro(fo) + Kra(F1) + Y K. j(F)) + Gr(g0) + Hr (1), (3.38)

Jj=2

ot (K+j)jefo,.ay, Gr et Hy sont donnés par la proposition 3.3.1, satisfait :

3 1
72wl 2@+ 72 (IV'wll20) < Cllf2ll 2+ O Fll 2@ +C7l goll Ol

H*%(Rdfl)'
(3.39)
De plus, pour w € L*(Q) satisfaisant V'w € L*(Q), pour tout T > 19, R, (w) introduit dans

la proposition 3.3.1, satisfait

H3 (Ri-1

72| Re(w) | 2 () + 72 | V' Re(w)]] 120y < Ol V0] 120 (3.40)

Remarque 3.4.2. L’inégalité (3.39) ci-dessus donne des estimations sur la norme des
opérateurs K, ; pour j € {0,--- ,d} en tant qu’opérateurs dans £(L*(Q), L*()), et sur la
norme des opérateurs G, et H, respectivement dans £ (Hz2(R¥1), L2(Q)) et L (H~2(R1), L2(Q)),
mais sans prétendre a 'optimalité. En fait, comme nous le verrons plus tard dans le théo-

reme 3.4.4, lestimation sur la norme de l'opérateur G, n’est pas précise. Au contraire, celles

sur K. ; pour j € {0,---,d} sont précises, voir par exemple [ , Part 1, Theorem

4.4 and Theorem 4.10] concernant K.

Dans cette section et dans la section 3.6, toutes les constantes C' dépendent uniquement
des constantes g, my, M, introduites en (3.18) et (3.19) ; cela ne sera plus mentionné par la
suite.

Démonstration. On remarque d’abord que w tel que dans (3.38) satisfait par construction
la version suivante de (3.35) :

(O = 7+ (21, £)) W(x1, ) = Z(21,£) pour (x1,&) € 1,
(z1,€

(01— 7 V(@1,€)) (2 - F)(a1,€) )
= fo(21, &) + i 205 & (01, &) + (7 4+ ¢(21, &) Fi(21,€)  pour (21,€) € Q,
ZE(XO?g/) = %(gl ) si ¢<X07€/) >,
B(X1,6) =0 si (X1,¢) <7,
(2 - F1)(X1, &) = g1(&), pour £ € R™,
(3.41)

ou Q.= {¢(z1,€) > 71N Q) U ({¢(x1,&) < 7} N Q). Remarquons que, étant donné &' €
R?~1 en raison des conditions (3.18) et (3.19), il existe au plus un élément x5(¢’') € [Xo, X1
tel que ¥ (2%(£),€&') = 0. Par conséquent, étant donné & € R4 {x; € (X, X1), (21,&) €
.+ } est soit U'intervalle entier (X, X1), soit I'union de deux intervalles disjoints (X, z}(£'))U

(27(£'), X1).
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Puisque ce systéme est maintenant une famille d’EDO indexées par le parametre de
Fourier tangentiel £ € R?~!, désormais, on consideére ¢’ € R comme un parameétre libre.
On effectue ensuite des estimations sur 2(-,{’) en utilisant (3.41) (5 en posant Z(-,{') =

zZ(-,¢&) — ﬁ’l(~,£’), qui satisfait :
N ECR )
= fo(x1,&) +i2?:2 §iFj(x1,8) + (T +¢(x1,8)Fi(21,&) dans Q,
Z2(X1,€) = a1(&), sur R4 1.

On utilise alors une approche par multiplicateur, en prenant le carré des deux cotés et en
intégrant en x;

/. X (10121, )P + (7 + ¥(@1, ) + b1, €)) 221, €)]7) dan + (7 + (X, €))|E(Xo, &)

d
Fox1, &)+ &F (21, &) + (1 + (21, &) Fi(21, €)| day

j=2

<O+ UG ENREP + @+ 1) [ oo O da

— (U ENECL P+ [

X1

d X1 ~ ~
DY [ NG E R doy+ @+ 1) [+ o, €)1 Filan, € da.
j=2"0

Xo

Notons que, dans le cadre du théoreme 3.4.1, la fonction ) définie comme dans (3.26) est
telle qu’il existe C; > 0 dépendant uniquement de ¢y, m., M,, tel que

Vo € [Xo, Xu], V& € R, |é‘ <P(1,8) <GIEN, —GllE] < np(an,€) < _|él|,
1
(3.42)

Par conséquent, pour 7 > 7, suffisamment grand, il existe C' > 0 telle que pour tout & € R%!
et 1 € [Xo,Xl],

ST HIEN < (7 + 0l €)) + 0, €) < O + €D,

S+ IEN) <7 (o, €) < O + i)

Par suite, I’estimation ci-dessus entraine

X1 Xl o~
|1 R day < O+ IENGENE +C [ ol &) day
+03 [ B OF an+e [+ )R OF @
= Xo JLg\4&1, 1 Xo 1\+41, 1-
En rappelant que Z(-, &) = 2(-, &) — Fi(-,£'), on obtient

X1 X1
@D R P dey < O+ EDGEN +C [ ol € day

SRS i |2 X N2| (2
+O3. [ 6 OF dn+0 [+ PR ¢)F don
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On déduit ensuite les estimations sur @(-,¢’) a partir de I'équation (3.41)(;34), en prenant
a nouveau le carré des deux cotés de (3.41)(1) et en faisant une intégration par parties.
Pour tout 7 € [Xo, Xo], ¥(x1,¢&') # 7, on fait le calcul, une fois en effectuant l'intégration
par parties sur (Xo, X7), et s’il existe 23(&') € [Xo, Xi] tel que ¥(x7(¢'),£') = 7 (rappelons
qu'un tel z3(£') est nécessairement unique), on effectue les calculs sur [Xy, z7(£')) et sur
(x5(¢'), X1], et on ajoute les estimations. Dans ce dernier cas, Oy devrait étre interprété
comme 1y, <or(enNW(71,§") + loysar(@)01@0(z1,€). 11 0’y a priori aucune raison que cela
coincide avec la dérivée de w(-,¢’) au sens de 2'( Xy, X1)
X1
S (10u(a )P + (7 = 00, €))* = (. ) [@(ar. €)) dy
X1
+ (X1, ) = D)X, &) = (X0, &) — 7)[@(Xo, €)]* = /XO |22, &) day.

En conséquence, en utilisant les conditions aux limites (3.41)34) et (3.42),
X ~ "2 2
/ Oaw@h@|+(v—wuh@>+mo|<m,n)dm
Xo
< C(V(Xo, &) = T)Ly(xoen>r1Go(E)] + C/ 2(z1,&)? day.

Par conséquent, il existe C' > 0 telle que pour tout 7 > 7y et £ € R,

/&Q&wmbwﬁ+(v—wuma»—wsorom &)F) dy

Xo
1

T+ \€’| (T +1¢'])?

12
+C TE||§’ QZ/ j(1,€ d$1+0/ |Fy (21, €))7 day.

< C((Xo, &) =T)1y(xp.e157190(E) P +C 91(X1,€)*+C

B o

On utilise finalement le fait qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout & € R,
T 2 70, et T c [Xo,Xl],

/2
(= vl +16D) > & (7+EL) 0000, 6) - e < Ol
L L1 gep
e STREr GrEE S G St

ce qui implique que

X, 1
7 (e, ©F + oraten, )P + e Pl €)P) der
Xo T

N (¢! = 1 X
< OGN+ C i |3 €1P+05 [ 1l €) dm+0§:/ (a1, &) da.

1
+ 1€

En intégrant par rapport a & € R¥! et en utilisant I’identité de Parseval, on déduit (3.39).
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Pour prouver (3.40), on remarque simplement que R/T\w = K, f2 avec

fol21,€) = 01(1, € )b(21, €),

ce qui satisfait clairement ||fa||r2() < C||V'w||r2(q). En conséquence, les estimations sur
K. dans (3.39) fournissent immédiatement (3.40). O

Au vu des calculs ci-dessus, pour w tel que dans (3.38), on a de bonnes estimations sur
Oyw dans L*( ), on

Ql,‘r = {($175/) € Qa avec w<x1a€/) > 7—} U {(xhg,) S Q7 avec ¢($17€/) < 7—}' (343)

En effet, a partir des calculs ci-dessus, pour w tel que dans (3.38), on a

d
7|01 20,y < Cll follL2)+C7 D 1 Fjll 20y +Crllgoll

J=1

+C7lull, - (3.44)

H%(Rdfl) —* Rd 1
En particulier, si 'on sait que w € H'(€2), on obtient une estimation sur d;w dans L?(Q).

Notons que la preuve ci-dessus et la remarque précédente donnent immédiatement le
résultat suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur, puisque toutes les solutions w
de (3.22) avec les termes sources (f2, fowr, F, g) tels que dans (3.17) appartiennent a H'(Q),
et les termes ||V’ wH%Q(Q) provenant de R (w) et (3.40) peuvent étre facilement absorbés en
prenant 7 suffisamment grand :

Proposition 3.4.3. Soit Q2 défini dans (3.15) avec Xo < 0 < X; et max{|Xo|, | X1|} <1
et supposons que les coefficients (\;)jeq,.. ay € R? satisfont Ay = 0, (3.18) et (3.19).

Alors, il existe des constantes C > 0 et 19 > 1 dépendant de co, m. et M, (indépendentes
de Xy, X1) telles que pour tout (fa, four, F, g) comme dans (3.17) avec for = 0, si la solution
w de (3.22) satisfait (Oyw — Fy)(X1,2") = 0 dans R, alors pour tout T > 7o,

w = Kro(fa) + Ko (F1) + ) Ko j(Fy) + Re(w) + G- (9),

J=2

ot les opérateurs (KTJ-)Z'G{O,...,d}, R, et G, sont définis dans la proposition 3.5.1, et

72wl 2y + TIOww 2@y + T2 V0l 20y < Cllfallzz@) + CTIF @) + Crligl 3 (Ri-1)’

On vérifie maintenant que l'estimation sur G, peut effectivement étre améliorée :

Théoréme 3.4.4. Soit () tel que décrit dans (3.15) avec Xy < 0 < X et max{|Xo|, |X1|} <
1, et supposons que les coefficients (\;)jeq1,.ay € R? satisfont \; = 0, (3.18) et (3.19), et
soit G, lopérateur dans (3.33) et (3.34).
Alors, il existe une constante C' > 0 dépendant de cg, m, et M, (indépendentes de Xg, X1)
telle que pour tout T > 1, pour tout g € H2 (Rd_l),
|G- (9) | 20) + 101G (9) |20,y + 7 V' G(9) |20y < Cllgll

H2 Rd 1)

ou 1, est défini par (3.43).
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Remarque 3.4.5. Notons que les estimations dans le theoreme 3.4.4 fournissent de meilleures
estimations que celles du théoréme 3.4.1 sur les normes £ (Hz (R4, L2(R%)) des opérateurs
G, et V'G,, et sont en accord avec celles obtenues dans [11°03].

Démonstration. Pour 7 > 1 et & € R tel que ¢( Xy, &) > 7, introduisons x5 (¢) € (Xo, X1

comme étant 'unique solution de ¥ (x3(£'),&') = 7 si elle existe, ou z7(¢') = X; sinon, et
calculons

* ! U

1 (¢) z3(£') z7(£)
[ g R dan et [ Pl )P dan, et [ | org(an, €)1 dan.
Xo Xo Xo

Pour cela, on rappelle que, dans le cadre du théoreme 3.4.4, nous avons
1
3C >0, V&' € R, V(zy,11) € [Xo, Xa]? avee y1 < a1, (y1,€) = ¢(a1,€) + €z =,

1
3C >0, V& e R"Y ¥r > 1, Vz, € [Xo, 27 (&), 5|€'||x*{(§') — x| <7 — (2, &),

de sorte que

x5 (&) (€ o L m )
/Xl g (21, )| doy < /X1 ) 2 [ (g dm dz,
0 0

< E) ar(a1,€)) (@1~ Xo) 1€/ (21— X0)? /€ Az,
Xo

< e A€ 1@ (€)—a1) (w1 = X0) /C= ¢/ (21 - X0)*/C .
Xo

< /(X0+x1(£ ))/2 6_2‘5/‘(m( )—xl)(fﬂl XO)/C dx1+/ ‘5/‘(-'”1—)(0)2/0 dxl
Xo (Xotai€)/2

N € X0 a1 -X0)/00) gy 4 [T

(Xo+z7(€))/2
</,
Xo (Xo+z1(£))/2

1€ (€)= X0) @1 -X0)/C g

< 2/(X0+06f(§ ))/2 6_‘5/‘(:C»{(gl)_XO)(m—Xo)/(QC) d;(;l
Xo

| 1 o
<Cmm{wnxf(e)—Xd”““ X°‘}'

Il est alors facile de vérifier que, pour 7 > 1 et & € R¥! tel que ¢(X,, &) > 7,

* U

1 (&)
. el € dmlg(€)P

: 1 |x>{(§l) — X0| }}) / / c
X C ) X 3
<o sw o b MO €9(€)P < Il

En intégrant par rapport a & € R! et en utilisant 'identité de Parseval, on obtient que

3
TG (92 < Cligll 4

De méme, on prouve que

3 (RI-1)"

xi(él) !/ / /
S 1€ Plge € dalg(€)

. 1 / * (¢l / ’ % / ,
=° <w<§o‘?§%>7 {m {|(§)—X| i€ Xol}}) €lla(€)l* < Orella(e)P
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de sorte qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout g € H %(Rd_l),

T V'G(9) |2y < Cllgll s

HE (RA—1)"
On vérifie ensuite que
O1gr(21,€) = (1 — ¥(21,£))gr (21, €).
Ensuite, si ¢ € R4 est tel que (X, &) > 7 et (X1, €) < 7, en utilisant que pour tout
21 € [Xo,27(£)), 7 — ¥(21,&) < C¢][21(§') — 21, on obtient

*

z7(§) x3(€') 27 (21— Xo)—2 ) d
/X |8lgr($17 />|2 d9§'1 < /X ( '(/}(xl 5))2 1—Xo) fX (y1,§") dyr dl’l
0

/ |§| FE(E) — )2 2N €)= (@1 =X0) [O—lE |01 =X0)*/C )

(XO+$ (E / * (¢l
< C/X ' |§| (z*(&) — Xo)2e 2 NEEN—Xo) @1 =X0)/C gy,
0
z1(¢) (2 (€
+0 [ 2 (2 (&) — m)%e 1@ E)-X0)(e1=X0)/2C) qp)
(Xo+:v1(€’ )/2

(Xo+z3 ("))
< C/X 07Ty | /| ( ( ) X0)2 —1&' (23 (¢")—Xo)(z1—X0)/(2C) da}l
0

< Cmin {|¢](23(€') — Xo), [€P(#1(€)) — X0)*} < C'min {w(XO, ) 7, WX &) = 7) } |

€]
En particulier,

* (¢!

z3 (&)
J. e €O derlg(@)”
n AN 3
<c( e {min{¢(x°’5) T $Xo) =) }}) €9 < CleNlg(@)

W(Xo.€") 1| &7

Des estimations similaires peuvent étre obtenues pour £ € R4™! tel que ¥(X1,&) > 7, et
les détails sont laissés au lecteur. )

On a ainsi obtenu qu'’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout g € Hz(R41) et
T2 1,

10:G- (@) lz20..0) < Cllgl,y

Ceci conclut la démonstration du théoreme 3.4.4. OJ

H2Rd1

3.5 Théorémes de restriction de Fourier et applications

Dans cette section, on rappelle d’abord le théoréme classique de restriction de Fourier,
puis nous présentons une version adaptée a notre cas. Nous expliquons ensuite comment
ce résultat peut étre appliqué pour estimer les normes d’opérateurs de certaines formes
spécifiques, englobant ceux apparaissant dans la paramétrice fournie dans la proposition
3.3.1.

Dans cette section, n > 2 et, pour une fonction f € .(R"), la transformée de Fourier
f € #(R") est donnée par la formule

_ 1 ,
f(€) = O /IGRH e~ () da, ¢ e R,
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et est prolongée par dualité aux distributions tempérées u € .#’(R") comme d’habitude.
Nous verrons plus tard que n correspond en fait a d — 1 dans les applications qui nous
intéressent

3.5.1 Théorémes de restriction de Fourier

Commencgons par rappeler le théoreme classique de Stein Tomas sur la restriction de
Fourier :

Théoréme 3.5.1 (] |, voir aussi | , Théoréme 2, page 352]). Soit n > 2, et S*~!
la sphére unité de R™.
Alors Uapplication

L'(R") = L2(S")
{fo

Snfl
peut étre prolongée par continuité a L™+3 (R™), et il existe une constante C' > 0 telle que

2(n+1)
pour tout f € L+ (R™),

1 Fllzaser) < SO 2o

) (Rm)

Remarque 3.5.2. Notons que les théoréemes de restriction de Fourier ont plusieurs applica-
tions ; par exemple, elles peuvent étre appliquées pour obtenir les estimations de Strichartz

pour les solutions de certaines équations aux dérivées partielles (voir par exemple [ 1),
ainsi que pour obtenir des inégalités de Sobolev [ |, woir aussi les travauz récents
[ ) |. Voir [ | pour un cadre général de ces estimations.

Il est bien connu que ce théoreme de restriction peut étre prolongé a toute hypersurface
de courbure gaussienne non nulle, (voir, par exemple, | , Corollaire 2.2.2]).

En considérant les formules de la proposition 3.3.1, il est intéressant pour nous d’analyser
les théorémes de restriction de Fourier sur la famille de surfaces

S, = {€ €R™, P(a, &) = 1}, a € [Xo, X1, (3.45)

ou par analogie avec la fonction ¢ dans (3.26) et les conditions (3.18), on a défini

M=

Y(a, &) = \J (1 —aX)& a € [Xo, X1], £ €R", (3.46)

1

<.
Il

oll la famille de coefficients (A;);jeq1,... ny satisfait a la condition

n

1
Jeg >0, Va € [Xo, X1, V€ € R, ;|§|2 Z 1 —a))|&1? < eolé”. (3.47)
0

Remarquons qu’en vertu de la condition (3.47), pour tout a € [ Xy, X3], la surface 3, est un

ellipsoide et donc | , Corollaire 2.2.2]

. 2(n+1) 5
envoie L+ (R") dans L*(%,).
En fait, pour le présent travail, on a besoin d’une version légerement plus raffinée de ce
résultat, garantissant que la norme de cette application est indépendante de a € [ Xy, X1].
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Théoreme 3.5.3. Soit n > 2. Supposons que la famille de coefficients (\;)jeq1,... ny Satisfait
(3.47) pour un certain ¢y > 0. Alors, il existe une constante C' > 0 dépendante uniquement

2(n+1)
de ¢y (et de n) telle que pour tout a € [Xo, X1], pour tout f € L=+ (R™), on a

1l S CIAIL 2onsny (3.48)
[ (n+3) (Rn)

Notons que la preuve ci-dessous suit celle du théoreme classique 3.5.1 et repose princi-
palement sur le lemme de phase stationnaire.

Démonstration. Pour a € [Xy, X1], on note par T, I'application T, : f € L*(R") f

S
Za
L*(%,). Ensuite, on considére son opérateur adjoint T : L*(X,) — L>®(R") : Pour g €
L*(3,),

Trg(x) = / e g(w) dX, (w), r € R"
wWEY,
L’opérateur T*T, agit alors de L*(R™) dans L>°(R"™) et, pour f € L'(R"),
T*T, f(z) = / / =D 4y (W) f(F) dF, r € R, (3.49)
R™ JweXl,

Ensuite, on démontre que 'opérateur 77T}, peut en fait étre prolongé comme un opérateur
2(n+1) 2(n+1)
de L™ (R™) dans L™=D (R"), uniformément par rapport a a € [Xo, X;1]. Cela prouvera
(3.48) puisque

| TxT, || 2(nt1) 2(nt1) = HTCLH2 2(nt1) .
2(L (n+3) (Rn),L (n=1) (Rn)) L(L(F3) (Rn),L2(Z,))

Pour commencer, nous paramétrons I'hypersurface ¥, au moyen d’un certain nombre de
cartes. On remarque d’abord que Y, peut étre liée avec la sphére S"~! comme suit. Pour
w € X4, on définit £ = G,(w) par

VjE{]_,"'ﬂ’L}, fj:wjul—a/\j.

On choisit ensuite une calotte sphérique

_ 1, L
%—{565 , wﬂ_}.

Il est facile de vérifier que, si, pour € € {—1,1} et j € {1,--- ,n}, R.; désigne la rotation
qui associe le vecteur de base e, a ee; et laisse tous les vecteurs e, pour k # j,n inchangés,
alors la famille de R, ;%, pour e € {—1,1} et j € {1,--- ,n} couvre toute la sphere. Par
conséquent, il existe une partition de 'unité (e j)eef—11},je{1, 1 de la sphére S"1 telle que
pour chaque € € {—1,1} et j € {1,--- ,n}, la fonction x.; est lisse et & support compact
dans R, ;%,. Puisque par construction, >, X.;(§) = 1 pour tout & € S" ! ona

Yw € X, > Xe,j(Ga(w)) = 1.

66{7171}7 ]6{17 J’L}

Par conséquent,

LA = Y [ Xe(Galw)e T a8, () f(@) d r R

EG{—I,I}, ]6{17 7n}
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De plus, pour tout € € {—1,1} et j € {1,---,n}, xc; o G, est supporté dans I'ensemble
des points w € 3, tels que ew;y/1 —a); > 1/4/2n, c’est-a-dire I'image inverse de la calotte
R. ;(%,) par G,, qu’on note €. ;. Il est clair que cet ensemble peut étre paramétré par R" !

comme suit. En notant fj = (&, ,&-1,&41, -, &), on obtient facilement
. n 1
Gy =3 (&G ehi(@, &), Gins 0 6) s D (1—a\)gE <1 - o (0
k=1
k#j

ou la fonction h; est définie par la formule

v 1 n
)= ———— [1= 3 (1 —aM)&
(Cl, 6]) 1 _ CL)\]' iil( a k)’flm

avec V, ; donné par

h; € [Xo, Xq], 53' € Vays

. n 1
VaJ = £j € Rnil; Z(l — (l)\k)fg < 1 —
P 2n

kj

Par conséquent, ’étude de 7T, est réduite a I'étude de la famille d’opérateurs

v

fe <x ” /n /é.ev e (GalHe j(a, &)))eltFs &t eilemihle) V14 V(0. &) Pdé £ () dy) )
J a,j

ou H j(a, &) = ({1, &1, ehi(a, &), &, ..,fn), pour tout j € {1,--- ;n}eteec {-1,1}.

Ainsi, en renumérotant les coefficients, on peut se concentrer sans perte de généralité
sur 'opérateur correspondant a ¢ = 1 et j = n. En conséquence, on introduit la notation
¥ = (1, ,rp1) et & = (&, , & 1), et on considére I'opérateur, défini pour f € LY(R™)
a L>(R™) par

:/n //eRn1 X(Ga (CL 5))) i(x' —2")-&' i (xn—2n ) hn(a,E) \/1+ |Vh (a fl)|2df f( )

(3.50)

ol x est une fonction lisse sur la sphére S*~! & support compact dans la calotte sphérique
Gn t X(Go(-, hn(a,-)) est prolongée par 0 pour £ ¢ V, .

On a réduit la preuve du théoréeme 3.5.3 a la preuve du falt que les applications 7,

définies dans (3.50) appartiennent a 'espace £ (L L (R™), Lo (R™)) uniformément par
rapport a a € [Xo, X1].

Afin de montrer cette propriété, pour a € [Xo, X1] et § € R, on introduit la famille
d’opérateurs, définie de L'(R"™!) vers L>(R""!) par

Tasf(x
- / / hu(a, €)= 1 4 [Vh (0, €) 2 g f(7) AT,
Rn—1 J¢reRn—1

pour lesquels on montre qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout a € [ Xy, Xi]
et 0 €R,

n—1
| Tasll  2t1) 2(nt1) < C|d] . (3.51)
2(L (n+3) (R=1)L (n—1) (Rn—1))
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En effet, si I'estimation (3.51) est vérifiée, alors le théoreme de Hardy Littlewood Sobolev

2(n+1)
(rappelé en annexe dans le théoréme 3.9.1) implique que, pour f € L*(R") N L@+ (R"),

ITaf | swens <[ T 5 FF0) | e
L (n=1) (Rn) n€R GTn—E Lz(ln—l) (Rn-1) LZ(;;T)) ®
S /N Hy n*~nf('7£n)‘ 2(n+1) dz,
A AR
~ _n—1 ~ ~
<O|[ 1o —wal TN 2
zn€R L~(n+3) (Rn-1) 2(n+11)
@ L"Y (R)
S CYIFCZDN 20m =CIfIl 20en
L~<”+3) (Rn—l) 2(n+1) L (n+3) (Rn)
o L (R)

puisque

n—1 ) n+3 n—1
n+1 2(n+1) 2(n+1))
On se concentre donc sur la preuve de l'estimation (3.51), qui, comme expliqué précé-
demment, conclurait la démonstration du théoreme 3.5.3. Cela se fait en trois étapes.
Dans la premicre étape, on vérifie que 7,5 envoie L?*(R"!) dans lui-méme avec des

estimées uniformes. En effet, en prenant la transformée de Fourier ' — & de R™™!, on
obtient facilement :

T F(€) = X(Gal€, haa, ))& @\ [T 4 |Why (a, €02 F(€),

de sorte que par l'identité de Parseval,

e oy < [X(Gal€' Bl €)™ T4 [Thfa, )P

L (R™1)

On obtient alors immédiatement qu’il existe une constante C' > 0 dépendant uniquement
de ¢g dans (3.47) telle que pour tout a € [Xo, Xi] et § € R,

||<Z,§ |g(L2(Rn—1)) <C. (352)

Dans une deuxiéme étape, on vérifie que 7, s envoie de maniére continue L'(R"~!) dans
L>(R™1) et obtient une estimation de sa norme. En fait, on a clairement que

||%,6||$(L1(Rn71)7Loo(Rnfl))

Jo €Ol DL [V, € A

< sup
§’eRn-t

. (3.53)

Notre objectif est alors de prouver qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
a € [Xo,Xl] et o € R,

C

< .
o

sup
§’cRn—1

[ IO Gl s €))L+ Va0, € d€

(3.54)
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Pour & € R* ! et § € R, on définit A > 0 et w € S*! par

A= /|02 +0% et w= i(d’,&).

En conséquence,

/Rn 1 16/£’+z6hna§ ( (f h a/£ \/1+ |Vh (a 5/)’2 df / Z)\‘I>(wa,£) (CL f) 5

—1

N

ou

B(w,a,) = W' - & + waha(a,€), et (a,€) = X(Gal€', hnla, €1+ [Vhn(a, €2

On en déduit immédiatement que

/Rnl oA (w,a.8") Y(a, &) d¢'| < sup ||i(a’7'>HL1(R"*1)7 (3.55)

aE[X(),Xl]

de sorte qu’on s’intéresse uniquement aux grandes valeurs de J. Il est alors clair qu’on doit
utiliser le lemme de la phase stationnaire pour obtenir une estimation appropriée de cette
quantité. Comme on doit quantifier correctement en termes des parametres a € [Xo, Xi]
et 6 € R, on utilise la version affinée de | , theorem 1], rappelée en annexe dans le
théoreme 3.9.2.

Soit £2,, € (0, %) tel que

1
Q. sup | Veha(a, &)y < 5y1— Q0
aG[Xo,Xl] ¢ 2
Alors W
n—1 <0 inf @ N>
Vw € S avec |w,| ns ae[Xo,)l<rll],§'eVa,n Ve ®(w,a, ') 5

Par conséquent, si w € S ! avec |w,| < §,, en faisant une intégration par parties basée sur
la formule

1 ; /
i (w,a,8") (I) NV iAP(w,a,E")
c iNVe®(w,a 5’)]2 (w,a,8) - Vee ’

on obtient que, pour tout k € N, il existe C}, > 0 et une fonction décroissante F, : R =+ R
telle que

/Rn71 ez)\<1>(w a,¢’) ( f )

Par conséquent, pour tout k € N, il existe une constante C} > 0 telle que pour w €
S™ 1 avec |w,| < Q, et a € [Xo, X1],

o _
|/\|kfk(”q)( s Dl oo (10,3170 V) IX T WR41,00 (10, X0 Vi) -

< G

< (3.56)

AP (w,a,&’)
| e f(a.€) d¢

Il reste & analyser ce qui se passe lorsque w € S"! satisfait |w,| > Q,. La, on utilise que

(Hess ¢ ®@)(w, a,&") = wy(Hess by, ) (a, &').
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Puisqu’il existe ag > 0 tel que

inf  inf |det(Hess¢hy,)(a,&')| = ao,

CLE[XO Xl] &eVan

une application directe du théoreme 3.9.2 donne 'existence d’une constante C' > 0 telle que
pour tout a € [Xy, X1], pour tout w € S" ! avec |w,| = Qp,

IO (w,a,&) ~ C C
| e %a,e) ag| <

< (3.57)
A"z 8

En combinant (3.55)—(3.56)—(3.57), on obtient (3.54), et donc de (3.53), l'existence d'une
constante C' telle que pour tout a € [ Xy, Xi] et § € R,

C
H%,6Hj(Ll(R’rtfl),Loo(Rnfl)) < w@ (3.58)

Dans la troisieme et derniere étape, on conclut 'estimation (3.51) par le théoreme d’in-
terpolation de M.Riesz ([ , Theorem 0.1.13]) en combinant (3.52) et (3.58). Cela acheve
la preuve du théoreéme 3.5.3. m

3.5.2 Les multiplicateurs de Fourier

Le but de cette section est de démontrer comment le théoreme 3.5.3 peut étre appliqué
pour obtenir des estimations sur certaines familles de multiplicateurs de Fourier.

Pour étre plus précis, pour Xy < X; et des coefficients ()\;);eq1,.. ) satisfaisant (3.47),
on définit ¢ comme dans (3.46) et X, Uellipsoide défini pour a € [Xo, X;] par (3.45).

Pour a € [Xo, Xi] et k € L>®(R;, L>®(X%,)), on considére des opérateurs donnés comme
suit :

—

K,y : L*(R") — L*(R™), donné par K,x(f)(&) =k <w(a,§), S

¥(a,§)

)f@» £ eRm
(3.59)

On montre le résultat suivant :

Proposition 3.5.4. Soit n € N, n > 2. Soient Xy < Xy, et les coefficients (X\;)jcq1, n}
satisfaisant (3.47). Pour a € [Xo, X1], soit ¢ et ¥, comme dans (3.45)—(3.46). Alors il existe
une constante C' > 0 telle que, pour tout a € [Xo, X1], pour tout k € L>®(Ry, L>(%,)), on a

— Le multiplicateur de Fourier K,y dans (3.59) applique L*(R™) dans lui-méme et
||Ka,k||g(L2(Rn)) < &l LRy 220 (20))- (3.60)

— Si de plus k satisfait
IO ) e AR dA < oo,

2(n+1) 2(n+1)
alors le multiplicateur de Fourier K,y dans (3.59) appartient a £ (L G (R™), L = (R™))
et
1Kot aon  wwen <O [T IR ey AT (3.61)
Z(L (n+3) (Rn) [, (n—1) Rn
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— Si k satisfait
| ROy A dA < o0,

alors le multiplicateur de Fourier K, dans (3.59) appartient a

2(n+1) 5 9 2(n41)
LU R, LR 0 2R, L R,

et
o0 n—1
1Kokl 2041 < C’\// Hk()\,-)HQOO(Ea) Antt dA, (3.62)
j(L (n+3) (Rn)7L2(Rn)) 0
S n—1
| Ko | 2(nt1) < C’\// \|k(/\,~)\|%oo(2a))\n+l dA. (3.63)
Z(L2(R™),L ("=1) (R)) 0
Remarque 3.5.5. Les estimations de la proposition 3.5.4 joueront un role similaire aux
estimées sur la projection spectrale de Sogge | | pour le Laplacien sphérique afin de
prouver des estimations de Carleman en LP dans le cas elliptique comme dans | , ,
/, ou la projection spectrale pour l'opérateur d’Hermite [ , [ afin de prouver

les estimations de Carleman LP dans le cas parabolique comme dans [

; : ]

Démonstration. La preuve de (3.60) découle immédiatement de l'identité de Parseval.
La preuve de (3.61) est plus subtile et se déroule en plusieurs étapes. Tout d’abord, en
se basant sur le théoréme 3.5.3, on analyse, pour A\ > 0, application T, : f € L*(R") —

ﬂz K ou X, = {¢€ € R, ¥(a,§) = A}. On explique ensuite comment cela conduit a

I'estimation (3.61).
La premicre étape repose sur le fait que pour a € [Xo, X;] et A > 0, pour f € L*(R"),

LiToaf@)= [ [ e an, @ 5@) az, R
x a,\

Puisque la fonction £ — (a,&) est homogene de degré 1, en utilisant un argument de
scaling, on obtient

rER"™

_ ! /NER /EE ei(/\:cf:f)-w dEaJ(w)f (i) dz, xr €R™
TzeR™ Jwediq

ToaTuaf (@) =X [ [ D ds, () /() 4
’ wEEaJ

On obtient ainsi

(TesTnd) @) = 2 (T Tan (£(5) ) ) O v ER"

A partir de cette identité, un simple argument de scaling montre que pour tout a € [Xo, X1]
et tout A > 0,

’ 2(n+1) 2(n+1)

n—1
2(n+1) 2(n+1) < A+l .
L(L T (Rr),L D) (Rm))

‘,?(L (nF3) (Rn),L (n=1) (Rn))

*
Ta,/\Tav)\

*
Ta,lT‘Ll
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Puisque 7T, = T;T, est 'opérateur défini dans (3.49), et puisque T, appartient a

2(n+1)

L (L@ (R"), L*(R™)) d’apres le théoreme 3.5.3, on en déduit qu’il existe C > 0 telle
que pour tout a € [Xo, X;], pour tout A > 0,

ITasll  2ein = |7z,
ZL(L (nF3) (R"),L2(34,1))

*
a,)\Tav)\

n—1
‘ 2(n+1) 2(n+1) < CAn1 ,
g(L (n+3) (Rn)’L (n—1) (Rn))
(n—1) )
‘ 2(nt1) < ON2dDy/
‘Z(L2(Za,)\)7L (n=1) (Rn))

La deuxieme étape consiste ensuite a réécrire 'opérateur K, ; comme suit :

Kop= | TiaMasonTan A,

A>

ott My k() est Popérateur défini de L?(X, ) vers lui-méme comme suit : pour g € L*(3,,),

M, pxn9(6) =k <)\7 w(if)> q(&), § €Y.

En conséquence, on a

Kokl 20ty 2(nt1)
2(

< o lm
A>0

n—1
< RO e AT A,
A>0

2(n+1) 2(n+1) d)\

Ty \MagnyTax
LT (R),L 0T ()

n My kix. T, n dA
‘X(LQ(EG,A%LQ((TLJT)) (R")) H kA, )HX(LZ(EE,A)) ” 7)\H$(L2(<n:31)> (R),L2(Z, 1))

ou on a utilisé 'estimation

HMa,k(A,)

‘.y(L?(zM)) SRS o=

Ceci conclut la preuve de l'estimation (3.61).

Les estimées (3.62)—(3.63) sont basées sur I'estimation (3.61) et les faits que 'opérateur
K, satisfait Ky, = K, 3 ( calcul de I'adjoint par rapport au produit scalaire L?(R™)), et
K; K, 5= Kok Par cbnséquent,

a

2
2(n+1)
Z(L*(R™),L ("=1) (R™))

& n=1
o = [T ROy AT AN,
2(L ) (R, L =D (Rm)) SO

1Kkl 200 = | K.z
L(L (n+3) (R™),L2(R™)) '

= HKaW

ce qui conclut la preuve de la proposition 3.5.4, en échangeant k et k dans les formules
ci-dessus. O]

121



3.6 Estimations de L? sur la paramétrice et preuves du théoreme
3.2.1 et du théoreme 3.2.4

Cette section est consacrée a démontrer des estimations sur les normes des différents opé-
rateurs apparaissant dans la proposition 3.3.1, notamment dans les espaces £ (LP(Q2), L1(Q2))
pour des valeurs appropriées de p et q. On utilisera en particulier les résultats de la propo-
sition 3.5.4 avec n = d — 1 et le théoreme de Hardy-Littlewood-Sobolev (théoréme 3.9.1).

On utilisera également a plusieurs reprises le lemme simple ci-dessous, dont la preuve
est laissée au lecteur.

Lemme 3.6.1. 1. Pourtoutaa € Reta € [%, 2], il existe C' > 0 telle que pour tout > 1,
n
/ PN A\ < Ce(1 + p)°.

1

o a+1
2. Pour tout o > —1, il existe C' > 0 telle que pour tout u > 0, / e’ d) < Cert
0

L+p
3. Pour tout a > —1, il existe C' > 0 telle que pour tout v > 0, e AN < Ce (14
A>y
7).
4. Pour tout a < —1, il existe C' > 0 telle que pour tout v > 0, e M\ <
A>y
a+1
Cer
I+~
5. Pour tout a € (—3,0) et a € [3,2], il existe C > 0 telle que pour tout v > 0,
ay
/ (A —7)2e ™A dA < O
A>y 1+ Y

Dans I'ensemble de cette section, on se met dans le cadre du théoreme 3.2.1. Avec ¥
définie comme dans (3.26), il existe ¢; > 0 dépendant uniquement de ¢y donnée par (3.18)
telle que

v(xlvyl) € [X07X1]27 vfl € Rdil? Cl w(ylagl) < ¢(1’1,5/) < Cl¢(y17£/)' (364>

1
On rappelle également que toutes les constantes C' dépendent uniquement de cg, m,, M,
introduites dans (3.18) , (3.19).

3.6.1 Estimations sur lopérateur K., dans (3.28)—(3.30)

L’objectif de cette section est d’estimer la norme de l'opérateur K, dans (3.28)—(3.30),
plus précisément :

Proposition 3.6.2. Soit Q) tel que défini en (3.15) avec Xy < 0 < X et max{| X, | X1|} <
1. Supposons que les coefficients (\;)jeq,.. ay € R? satisfont Ay = 0, (3.18) et (3.19). Alors,
il existe C' > 0 et 19 > 1 indépendants de Xy, Xy (et dépendant uniquement de co, m, et M,

), tels que pour tout T > 19, pour tout f € Ld%(Q),

3, 1 - 1,1
+ 71424 || Ko fl 1200y + 101 Ko f | 2200) + 773724 |V Ko f] 1200
<C||f||L%(Q)7 (3.65)

1Krofl, 2t
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et, pour tout f € L*(Q),

3 — 1
+ 72| Ko f 2@y + T Ko 2@ ) + 72V Krof l20)
<Ol N2y, (3.66)

§+L
Tit32d ”KT’OfHLd%dZ(Q)

avec Qy , tel que défini en (3.43).

Remarque 3.6.3. Dans les estimations ci-dessus, nous soulignons que les bornes £ (L*(Q), L (Q))

et X(L%(Q), L*(Q)) de lopérateur K, sont estimées par une puissance du paramétre de
Carleman qui dépend de la dimension de l'espace d. Ce fait, qui ne se produit pas pour
les estimations hilbertiennes, a déja été observé dans plusieurs cas, et nous renvoyons par
exemple d [ , , , /.

Démonstration. Au vu des résultats de la proposition 3.5.4, nous estimons d’abord les
normes pondérées de k,o(x1,y1,-) pour x; et y; dans [Xo, X;] (rappelons la définition de
k.o dans (3.30)). Nous identifions également & € R4~ avec les paires (\,w’) € Ry x ¥, oul
Y., = {w € R (z,w') = 1}, & travers la formule £ = A\w’, ou de maniere équivalente
A= (x1,8) et W =& JP(x1,£). Avec un léger abus de notation, nous désignons k, o de
maniére similaire qu’il soit écrit en termes de £’ € R*! ou en termes de (\,w’) € Ry x X,,,
c’est-a-dire
kro(z1, 91, A w') = kro(z1, 91, Aw).
Nous commencons par le lemme suivant :

Lemme 3.6.4. [l existe des constantes C > 0 et C7 > 0 indépendantes de Xo, X7 (et
dépendant uniquement de co, m, et M, ), telles que pour tout x1 et y; dans [Xo, X1], pour
tout > 1, et A >0,

— Si A< 7, alors le noyau k;o défini dans (3.30) satisfait

Clyy — xy]e "=, si Ay — x| < 1,
. 0o <
||k7,0($17y17A7 )HL (Ezl) X (;e—(‘r—k)lyl—m—/\(yl—x1)2/C’1’ 57: )\|y1 _ l'll > 1
(3.67)
— St A =71, alors k. satisfait
§€<AT>|x1yl|A(my1>2/a, sy <,
Kz 0@, y1, As ) Loz, < (3.68)
' C —oo+ny—anl :
Xe ) Sty > T1.

En posant, pour xy et y, dans [X07X1], ¢ e Rd_17
(g —z1)— Y1 N,'dN

kJT,O,31 (wla y17€,) = _1$1<y1€ (y1—21) fll P(y1,€") dy1
min{z1,y1} —T(yl—xl)—fjl B(AE) d&—f”l CEE) Ao

- 17,[)(:E1,§’)>T(T - w(xla fl)) /X e ES1 P dl'l

0

v —T(yl—lefEl P(1,€) dy— [Fr ) dn
+ 1¢($175')<7’1I1<y1 (T - 10(3717 6,)) / € o1 31

diL‘l,

1

kro.0, satisfait les bornes suivantes :
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— SiA<T,

15000 (T1, 1, A M| Loo(2,,) < Ce~WCHnl—al 4. (7 = M Ero(@1, 91, A, )l ez,

(3.69)
— SiA>T,
€= me O mlaml Mmoo gy <o,
k7000 (15 Y1, A, ')HLoo(zzl) < A ’ ’
C’e—(>\/C+T)(Z/1—561)7 siy > 2.
(3.70)

Remarque 3.6.5. Le noyau k;p, correspond av noyau de 01K, dans le sens suivant :
pour tout f € L*((Xo, X1); L2(R?™Y)), et tout (z1,£) € 1,

o~

alir,()\f(xb 5,) = / kr,0,81 (xla Y1, 6,) (yla 6,) dyl (371)

y1€(X0,X1)

Démonstration du lemme 3.6.4. Commengons par prouver (3.67) correspondant a A < 7.
Soit ¢ € R et z1 € [Xo, X1] tel que A = ¢¥(x,€) < 7. On doit alors estimer, pour
Y1 > T, -

/yl T[T E) din- [ e dn
xX

1

dz;.

Pour y; € [z1, X3], introduisons 'application

1

p(x1, T1,91,€) 2/ Y, ¢) dgn — /Ny1 Y71, ¢ A,

1 1

QUi satisfait clairement p<x17 Y1,Y1, gl) = _p(‘rla Z1,Y1, 5,) > |y1_$1|>\/617 et aglp(xh %17 Y1, 5/) =
2(71, &) et 8§1p(x1, T1,y1,&) = 2019 (71, &) < 0 par (3.19). Par conséquent, par concavité

en Iy, pour x; < y1 et T1 € [z1, 1],

Y1
p(l’h‘%l)ylafl) < p(xlayhyl:g/) - 277/}(y1a§/)|y1 - i1| < /

1

- _ 2 .
$(E:.€) djr = Ay = T,
ou la derniere estimation découle de (3.64). Ainsi, on obtient

/y1 e*T(y1*w1)+f;11 P(y1,€) dfﬁl*f»fll P(y1,¢') dyi
xX

1

dfl < e*T(ylfxl) /yl 6]:11 D(y1,E") dy1—2M|y1—z1|/c1 dfl
T

1

o (— Y1 (7 ey g0 . C
<e T wt [y P dn {|?J1 — 1, 2;} :

On utilise ensuite le fait que la fonction 7; — 9(71,£’) est concave, de sorte que pour
r1 < Y1, on a Y(y1, &) < Y(r,&) + h(x, &) (g1 — 1). En utilisant (3.47) et (3.19), il
existe une constante ¢, > 0 dépendante uniquement de ¢q, m, et M, telle que 019 (x1,&") <
—coth(1,&") = —ea\. Par conséquent, pour y; > x,

[ 06 di < (= 20A — M — )

1

et (3.67) suit immédiatement.
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On démontre ensuite (3.68) correspondant a A > 7. Soit & € R¥™! et z; € [X,, X;] tel
que A = ¢(x1,&") > 7. On doit alors estimer, pour y; € [Xo, Xi], la quantité

dz;.

[ e O )

Xo

Comme précédemment, il est facile de vérifier que I'application T — — ffll (g1, &) dyy —
ffll »(y1,&') dyy a pour dérivée 24)(71,&’) et est donc strictement croissante et concave. Par
conséquent, pour tout T; € [Xo, min{xy, 1},

- /;1 Y, &) din — /; Y(7,¢) din

max{z1,y1}

< - Y(H1,€") Ay + 2 (min{xy, y1 }, &) (T — min{z, y1})

min{z1,y1}
max{z1,y1}

<- w@LGMWr—ZMmmhmw}—%)

min{z1,y1}

En conséquence,
min{enyil —r(yr—a)— 21 p@ng) dp— 2 g dn
/ o 1—%1 fw1 1 1 fw1 1 1d£L‘1
Xo

max{w1,y1} o~ oy o~
— —z1)—| . ') d . C1 .
<e T(y1—a1) fmm{u,yl} Ylurd’) dn min {2/\, | min{zy,y1} — X0|} .

Si y; > x1, on utilise simplement

max{z1,y1} _ B 1
_/ Y(91,€) dgn < ——(y1 — x1) A

min{z1,y1} C1

Si y; < x1, on utilise le fait que v est décroissante et concave, donc pour tout 7; € [y, z1],
V(1,&) = (x, &)+ (g1 — 21)01¢(y1, £'). Mais il existe une constante ¢ > 0 dépendant de
co, My et M, telle que 019 (y1,&") < —(x1,&)/c3, done on obtient facilement

max{z1,y1}

_ M%&dﬁé%m—mﬂ—;%—%fA

min{z1,y1}

dans ce cas. En combinant les trois dernieres estimations, on obtient immédiatement (3.68).
La preuve des estimations (3.69)—(3.70) découle du fait que, pour y; > 1,

—(T+A/e1)(y1—=1)

N YL en g
lle o= ¢(y1’€)dy1||Lz<;(zzl) <e ;

et des estimations déja prouvées ci-dessus. Les détails sont laissés au lecteur. O]

Utilisant les estimées du lemme 3.6.4, nous prouvons le lemme suivant :
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Lemme 3.6.6. [l existe une constante C' > 0 indépendante de Xy, X; (et dépendant uni-
quement de co, m. et M,), telle que pour tout xy et y; dans [Xo, X1], pour tout 7 > 1,

_2 C
/ Hkﬂo(‘rhyl: )‘7 ')HLOO(Ezl) )‘1 4 dX < —2 (372)
A0 w1 — ]!
3 -
(//\>0 [Kro(@1, 91, A, '>||2Loo(211) A d/\> < Chro(ry —y1), (3.73)
=~ d_ = 31
avec ko € La-1(R) et HkT’OHLﬁ(R) <COr 12,
3 1
([ Wenanemn A e,y NEaN) <oy, (3.74)
A0 |21 —yu|' 7

1

2 1
(] oo A ) sy ME )" <O (
A>0 w 1 |CL’1 .

y1|1_%

+ lva,O(l'l - yl)) ;
(3.75)

avec k. € L%(R) et ”ET’OHLﬁ(R) < Cria,

Démonstration du Lemme 3.6.6. On commence par remarquer qu’on peut toujours imposer
que la constante C du Lemme 3.6.4 soit suffisamment grande pour que, pour tout (z1,y;) €
[Xo, X1]2, on ait |z; —y1|>/Cy < |71 — y1|/4. Cela peut étre fait en supposant, par exemple,
que C; > 8 puisque |Xp|,|X:1| < 1. Cela facilitera la preuve de certaines des estimations
ci-dessous. Pour plus de commodité, cette constante ' sera ensuite notée C', de méme que
les constants génériques qui dépendent uniquement de la dimension et des parametres cy,
my et M, .

Preuve de (3.72). On décompose l'intégrale du membre de gauche de (3.72) en trois
termes plus adaptés pour utiliser les résultats du Lemme 3.6.4. Le premier est facilement
estimé comme suit :

min{7,1/|y1—z1|} _2
/ Hkr,o(ffhyh)\a‘)HLoo(zzl) AT dA

min{7,1/|y1—z1|}
¢,

0

~X

_ _ _2
[yr — xyfe TN AN

1 >~a
< Cly; — zy]e ™M=l min {7’, H}
h— T

< Clys —aa] e min {7y — 2], 1177 < Clyy — a7

Puis, si 1/|y1 — 21| < 7, alors 7|y; — x1| > 1, on obtient

/ Hkno(xbyl’ )\’ .)”LOO(E ))\1_% d\ < C 6_(7'—)\)“/1_$1|_)\|y1_$1|2/01)\_% dA
Vi " 1/ly1—=1|
< C€7T|y17w1| " e)‘|y1*$1|)\7% d)
1/lyr1—=z1]
Tly1—z1]
< Cly —$1|71+§677|91*x1|/ . A3 do
1
1
< C’|Z/1 — l'1|_1+% - < C|y1 _ $1|_1+%,
(1 + T‘yl - fﬂlDE
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ou, de la quatrieme a la cinquieme ligne, on a utilisé le Lemme 3.6.1 point 1. Enfin, on a
également, pour y; > 1,

/A> | Ero(21, Y1, A, ')HLOO(Zzl) MidygC e~ MCH—e) \ =7 g\

A>T

N

e—Tn—e1) / e Mu—21)/C\=3 §
A>0

C
Ce ™ W=Dy — o |75 < Clyy — a| i,

/&

Par conséquent, 'estimation (3.72) est valide pour 3; > x7. Ensuite, pour y; < xy, il ne
reste plus qu’a prouver l'estimation suivante, dans laquelle nous utilisons le Lemme 3.6.1
point 3 :

/ ||kr,0($1,y1,/\7 ')HL‘”(Zzl) )\1—% d\< C 6—(/\—7)(3:1—y1)—A(zl—y1)2/C1)\—% d\
A>T

A>T

< CGT(wl—yﬂ/ e~ M=y =%

A>T

2 2
< Clay — g ertmw e AT AN < Clay — | e
A>T(r1—Yy1)

Cela conclut la preuve de (3.72) pour y; < z; également.
Preuve de (3.73). Bien sir, la preuve de (3.73) est trés similaire a celle de (3.72). On a
d’abord

min{7,1/|y1—z1|} 9 _2
/0 ||k7',0(x17y17)‘7')HLOO(ZII) AT dA

~X

min{r,1/|y1—@1}
O/o |Zl1 - x1]26*2ﬂy17x1\ )\1% QI

1 >7a
< Clyy — ZL‘1|26_2T‘y1_$1| min {T, }
|yl - fEl’

< Cr—i ((T\yl — x1])36—27|y1—x1| min {7|y; — 1], 1}27%) )

Ensuite, si 1/|yqn — 21| < 7, c’est-a-dire 7|y; — x1| > 1, en utilisant le lemme 3.6.1, point 1,
on a

) k"' L1, 7)‘7' 200 )\17% d)
[ ]
<ol e Nmmla w13 gy
1/lyr—1|
< Ce—2T|y1—CIJ1| T 62)\(\y1—z1|_(y1_$1)2/01)>\_1_% O
1/ly1—1|

2 o T|y1 —z1] e 2
< Clys — afae ™ “'/ A=l =aal/CON=1=3 )\
1
6—T(y1—11)2/0 9 e—T(y1—$1)2/C

a .
(1+7|lys — 1))

<

2
(L+7|lyy — a4])'Fa
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Enfin, on a également, pour y; > x1,
/ ka,o(wlayh)\f)uioo(z ) Mrdr< o e AN =) \~1=F g\
A>T 1 A>T

g 06727@1711) 672)\(y17x1)/0)\flf% d\
A>T

< Cera) [ \T=3 g\ < Ce i,
A>T

D’autre part, pour z; > y;, on a

//\> ||]{;T70($17 Y1, \, ')HQLOC(Ezl) /\1_% A< C 6_2(>‘_T)($1—y1)_2>\($1_y1)2/clA_l_% d\

A>T

< CGQT(II_QI)/ 6—2/\((1‘1—y1)+(m1_y1)2/01))\_1_% dA
A>T

< CePT @y — | / e A+ @I=y)?/C0) \=1-3 4\

A>T|z1—y1|
Ainsi, en utilisant 'item 4 du lemme 3.6.1, pour x; > y;, on obtient
e~ 27(z1—y1)?/C1

1+ 7(xy —y1)

A> ||kT,0<x17y17A7 >||ioo(2z1) /\1_% dA < OT_%

Par conséquent, en combinant les estimations ci-dessus, on a

1
3 ~
([ Mol n A s,y N ) < Chrglar = ),
avec

—7lz1|?/C

T (&

kro(z1) = 1|z1|<1/77*5 + 1|zl\>1/77*5 ((T’ZlD‘lieT'le + ) . (3.76)
(7]z1])2

On vérifie, par un simple calcul, que

N

7 _3_
HkT’OHLd%l(R) <(Cr 1

comme annonce.
Preuve de (3.74). on a

_ _ _2 |y — 942 942
/ e 2N/ CHT)lyi—zi N\ 13 1\ <e 27|y1 961||y1 _1’1’ 2+2 < |y1 —l’1| 2+5
A>0
on a également, comme précédemment,
min{7,1/|y1—z1|} 5
/ (7 — N2y — aq|Pe ==l X173 q\

0

Corlyr— _2
<7 1 — a1 |Pe 2 —ml N1 d\

9 /min{7,1/|y1 —z1|}
0

1 >7a
< CTQ|y1 — 3:1\26_27|y1_“| min {7’, }
‘3/1 - 9151|
< Clyr — $11372€72T|y17m| min {7|y; — x4, 1}2_%
<

(Tlyy — x1])2e 7= min {7|y; — 24, 1}2—% < Clyr — x1‘72+%'
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Si 1/|y1 — x| < 7, clest-a-dire T|y; — z1| > 1, nous distinguons les cas 1/]y; — z1| < 7/2 et

Uy, — x| = 7/2.
i 1/l — 1] € [1/2,7], on a

/T (7— _ )\)26*2(7*)\)@1*11|*2>\(y1*931)2/01 /\flf% d\
1

/ly1—z1]

< Ce—?fr\yl—xl\ /T (7_ . )\)262/\(|y1—m1|—(y1—a:1)2/C1))\—1—% d\
T/2

< 06*27\1/1*901\7-*1*% /T (r — )\)2e2>\(|y1*$1\*(y1*x1)2/01) d\
/2

<C —27—\?!1—901\7'_1_%6’27(““7961|7(y17$1)2/cl)

< Ce

|y1 - $1|3
ro1-d e 2rln-2)*/Cy

<C

|?J1 —951|3
2 EE o2
< Clys — @[ (rlys — a1 |) I ae 0O Oy — |72

Si 1/|y1 — 1| < 3, on décompose l'intégrale en deux parties, f1§/|y1—x1\ et f% La seconde
intégrale a été estimée précédemment, et en utilisant le lemme 3.6.1 point 1, la premiere est
estimée comme suit

/ (r — )\)2672(77)\)\3/179:1\72)\(y1711)2/0)\flf% d
Ae(1/|lyr—z1],7/2)

3 2
< el 2 / 2 oA (y1—z1| = (y1—21)%/C) \ ~1-2 1y
L/l —a1]

B 2 [Tlyr—z1]/2 e 42
< Ce ¥Inn m1|7'2|y1—x1|d/ e (=(y1=21)/C) \=1=3 4\
1
2 5 2
Clyr — m|ar?e ™= (|yy — a]) 17

<
< Clyn = | A (el — ) < Ol — a2

Il reste a estimer, pour y; < xq,

/ ()\ _ 7—)2672()‘*7')(11*1/1)72)‘(931*241)2/0)\*1*% d)
A>T

< Ce?r@i—m) (= 7)2e M @-v)+@-3)*/O) \-1-F )
A>T

< Oz, — y1’72+%/ o ATl = yp|)2eA0H@—p)/O) N 1T g ),
A>T|T1—Y1

On utilise maintenant 'item 5 du lemme 3.6.1 et on obtient pour x; > 1,

_912 _ )2
C|l‘1 _y1| 2+ 5 e 27(x1—11)?/C

2
1+ (1] —y])'ta
’72+%_

/ (A — 7)2e 20N @1y)=2Mm—1)?/C\=1-3 )\
A>T

< Cley —
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Preuve de (3.75). On a

min{7,1/|y1—z1|} 2 _2
/0 ||)\w/kfr70(x1ay17/\7w/)||[,3<;(211) )\1 7 dA

min{r,1/|y1—1[}
S C/O |y1 - I1|26_2T(y1—m1) )\3_% d\

R
< Clyr —m ]2 T(W1=21) i {T, }

’yl _-Tl‘
< C|y1 _ x1’*2+g€*27(y17m1) min {7_|y1 B x1” 1}4—% < C!yl B 1}1‘72+%

Sil/|yy —x1| < 7, cest-a-dire 7|y, — 1| > 1, en utilisant le lemme 3.6.1, point 1, on obtient

i 2 _2
/1 ) ||)\w’k:7,0(a:1,y1,)\,w’)HLZg(gll) MTa d)

/ly1—z1]
.

g C 672(7'7)\)\3/17331|72/\(y17361)2/6')\17% d\
1/ly1—1]

—27|y1—x1
< Ce 2l |
1/ly1—z1|

o2 B T|y1—1] o 9
<C|yl—x1| 243270 11\/1 e2AA=ly1=z1]/C) \1=3 9

2 2
< Clys — oy 2HE =)

2A(Jy1—21|—(y1—21)%/C) \1-3 9\

_2
(Tlyr — 1))
Enfin, en utilisant le lemme 3.6.1, point 3, on a également, pour y; > xq,

/,\>T A k70 (21, 91, )\MI)HiZ‘}(Ex ))‘1_% dA< C e 2V/CHNn=m) \1=G )

A>T

< Ce2rn—on) / ~2A@-21)/C\1-3 )
A>T

Ce —27(y1—x1) ‘yl _xl’—2+%/ 6—2/\/0)\1—% d\
A>T(y1—1)

C

C

N

e%mxwm—mrﬂaruﬂw—mm“%
‘yl —1’1’

NN

De la méme facon, pour x; > ¥y,

/ A"k (21, 51, X )P sy AT AN S C e 2O @mi) =2 @)/ C -G g\
)\>T w

A>T

< 0627(061—3/1)/ e_2>‘(($1_yl)+($1_yl)2/o))\1_% dX
A>T

<c&mﬂwm—mﬂ%/

A>T|z1—y1|
Ainsi, en utilisant le lemme 3.6.1, point 3, on obtient, pour z; > y1,

| I (@1,90 A s,y A A
A>T

< Clyr — x|” HHaem2n- ml) /C(l + Tl — 2 |)

e~ H@—u)/0) \1=F gy

< C <1|y1 x1|<1/7'|y1 - ‘/Ell +d + 1|y1 x1\>1/7’7— |y1 - x1| 1 27—(7!1_1'1)2/0) M
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Par conséquent, en combinant les estimations ci-dessus, on obtient

|21 — y|'

1
2 2 1 v
(/A>0 A B0 (@1, 51, A Mo,y AT d)‘> <C <1 + kro(z1 — y1)> :

v 1.1 .o _1 RPN . .
avec kro(21) = 12y >1/-72 7 de 741/C| 21|72, On vérifie 1 aussi, par un simple calcul, que
Ji < Cri—m

4 2d

lrolel, iy g < CTH,

comme annoncé. Cela conclut la preuve du Lemme 3.6.6. O

On est maintenant en mesure de conclure la preuve de la proposition 3.6.2. Tout d’abord,
a partir de la proposition 3.5.4 avec n = d — 1, de l'estimation (3.72) et de l'inégalité de
Hardy-Littlewood-Sobolev unidimensionnelle (rappelée dans le théoreme 3.9.1), on a, pour

f e LTz (Q),

_2d_
LT (X0,X1)

X1 )
(ol A Mamis, A E A 170,
Xo A

1Ko fl, 2t g <

T,Of(x17 )H A
ﬂ')

?(Ri-1)

2d
L{? (Xo0,X1)

X1 1
<C / e (R o | T
Xo |y —y)td L RNl g x
SO g oy =M,
y L32(X0,X))

En utilisant Pestimation (3.73) dans la proposition 3.5.4, et I'inégalité de Young, on a , pour
f e L (Q),

1Ko ) < 1Ko ol o

2, (Xo0,X1)

X1 2 3
([ Wheolrs A M A AN 100
Xo A L

L3, (X0,X1)

X1~
<O [ heolan =) 1F )l e, i
Xo LA (RA-1)
Y L2 (Xo,Xl)
z
_s_a
< Ot 10, gt | oy SO
L2 (Xo0,X1)
De méme, pour f € L?(Q), on obtient
3_
1Ko fll 20 <7737 % || £l 2y - (3.77)

L2 ()
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En utilisant la relation (3.71), I'estimation (3.74) dans la proposition 3.5.4, et le théoreme
de Hardy-Littlewood-Sobolev (théoréme 3.9.1), on obtient, pour tout f € L%(Q),

||31KT,0f||L2(Q1,T) <C HfHL%(Q)

En utilisant 'estimation (3.75) dans la proposition 3.5.4, le théoréme de Hardy-Littlewood-
Sobolev (Théoreme 3.9.1) et I'inégalité de Young, on obtient, pour tout f € L%(Q),

IV Ko ez < CTH3 11 g -

Les estimations ci-dessus permettent de conclure l'estimation (3.65).

L’estimation (3.66) consiste simplement en la combinaison de (3.77), du théoréme 3.4.1,
et de 'estimation (3.44). O

3.6.2 Estimations sur 'opérateur K ;

Le but de cette section est d’estimer la norme de opérateur K,; dans (3.28)—(3.31),
plus précisément :

Proposition 3.6.7. Soit 2 comme dans (3.15) avec Xy < 0 < X; et max{|Xol,|X1|} <1
Supposons que les coefficients (\;)jeq1,...ay € R satisfont Ay = 0, (3.18) et (3.19). Alors, il
existe C' > 0 et 19 > 1 indépendants de Xy, X1 (et dépendant uniquement de co, m. et M,
), tels que pour tout T > 1o et pour tout f € L*(),

1 - 7 _1
7 2d||Kr1f|| ot 151 fll 2@ IO K fll 2o, +7 2 IV K fllize) < Cllfllzz)

Démonstration. On va utiliser les mémes notations que dans la preuve de la proposition
précédente. A partir de la définition de k,; dans (3.31), en adaptant la preuve du lemme
3.6.6 a k.1, on peut facilement déduire le résultat suivant, dont la preuve est laissée au
lecteur .

Lemme 3.6.8. [l existe une constante C' > 0 indépendante de Xy, X1 (et dépendant uni-

quement de cy, m. et M, ), telle que pour tout x1 et y, dans [Xo, X1], pour tout 7 > 1 et
A>0,

s (2,1, A, ey < CeITAIM=a1=300=20%C 4 O 4 0|21, 31, A, ) ).
(3.78)

On va ensuite prouver le lemme suivant .

Lemme 3.6.9. [l eziste une constante C' > 0 indépendante de Xy, X; (et dépendant uni-
quement de cq, m, et M,), telle que pour tout x1 et y; dans [Xo, X1], pour tout 7 > 1,

1
_2 2 1
(/M|ykT,1(x1,y1,A,.)Him%) A ddA) <07|x1_y1|1_7+kﬂ(x1 v, (3.79)

avee Fry € LET(R) et [foal] o, < O7H7H
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Démonstration. En utilisant 'item 2 du lemme 3.6.1, on obtient

/T€_2(T—)\)|y1—zl|—2>\(y1—x1)2/0/\1—% d) < 06—27\341—;131‘ /T 62)\(\y1—z1|—(y1—$1)2/0)>\1—% d\
0 0

5,2 . Tly1—z1] o 2
< Cly — a1 2Hie2n x1|/ 2A1—ly1—a1]/C) \1-3 4
0

_2
T(y1—21)%/C (T|y1 — 1’1|)2 ¢
1+ 7lyr — 21

1-2 —1_—27(y1—x1)2%/C
< CT d|y1 — :L‘1| e T(yl C5‘1) / .

< Clyl o m1|72+3672

De méme, en utilisant 'item 3 du lemme 3.6.1, on obtient
/006_2()\—7-)|y1—xl|—2)\(y1—x1)2/c’)\1—% d\ g 062T|y1_11| /oo 6_2)\(‘3/1—331H—(yl—xl)?/c’))\l—% d)
2 o0 2
< Clyy — @y | *Fae 2=l / e~ PUF—al/OYN1=5 4 )\
Tly1—x1]

Ol — #3011 g, — '

<
_942 1—-2 1 _9 22O
<C (1|y1—m1|<1/7’y1 - 1'1‘ T + 1|y1—m1|>1/77— d’yl - 1'1‘ e o —m)®/ ) .

Maintenant, & partir de (3.73), (3.75), (3.78) et de la formule explicite de ko dans (3.76),
on obtient

1
(/}\>O(T + X2 kro(z1, y1, N2 A d)\> ’ < ————— +Thro(@1r — 1) + kro(zr — 41).

Cela conduit alors facilement & (3.79). O

Nous concluons maintenant la preuve de la proposition 3.6.7. Comme dans la démons-
tration de la proposition 3.6.2, I'estimation (3.79) implique facilement qu’il existe C' > 0
telle que pour tout 7 > 1 et pour tout f € L*(Q),

—i,1
T K Sl g S ClS -

Les estimations sur K, et V'K, en tant qu'opérateurs de L2(Q) vers L2(), et sur 8, K,
de L?(2) vers L*(Qy,), peuvent alors étre déduites immédiatement du théoréme 3.4.1 et de
(3.44). O

3.6.3 Estimations sur 'opérateur K, ; pour j > 2

L’objectif de cette section est d’estimer la norme de 'opérateur K ; dans (3.28)—(3.32)
pour j > 2, plus précisément

Proposition 3.6.10. Soit Q) tel que dans (3.15) avec Xy < 0 < X; et max{| X, |X1|} < 1.
Supposons que les coefficients (\;)jeq1,.ay € R satisfont Ay = 0, (3.18) et (3.19). Alors, il
existe C > 0 et 19 = 1 indépendants de Xo, X (et dépendant uniquement de co, m, et M,
), tels que pour tout j € {2,--- ,d}, pour tout T = 7y et pour tout f € L*(2),

1,1 1 - = _1
T 4+2d||KT,jf||L%( 72| K flla@ +100K i fllzz@n ) +7 2 IV K fllze) < Cllfllzg)-

Q)
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Démonstration. On commence par remarquer qu’il existe une constante C' > 0 telle que
pour tout j € {2,--- ,d}, pour tout x; et y; dans [Xo, X1], pour tout 7 > 1 et A > 0,

k7 j (1,91, A )z, < CMkro(@1, Y1, Ay )| Lo (., -

A partir de (3.75), il existe une constante C' > 0 telle que pour tout z; et y; dans [Xo, Xi],
pour tout 7 > 1, et A > 0, pour tout j € {2,--- ,d},

1
_2 2 1 v
(/ ||kT,j(wlaylaA7')”ioo(2 ) )\1 d d)\) <0771 k; (xl_yl)
A>0 1 ‘xl — y1!1 d
avec ko € L1 (R) et ||kl o < Cri—a,
’ T LITL(R)
Par conséquent, il existe C' > 0 telle que pour tout j € {2,--- ,d}, pour tout 7 > 1 et pour
tout f € L*(),
1,1
T Ko fl| e < Cllfllz@)-
On conclut ensuite la proposition 3.6.10 en combmant cette estimation avec celles du théo-
reme 3.4.1 et de (3.44). O

3.6.4 Estimations sur 'opérateur G, dans (3.33)—(3.34)

Proposition 3.6.11. Soit Q comme dans (3.15) avec Xy < 0 < X; et max{|Xo|, |X1|} <1
Supposons que les coefficients (\;)jeq1,..ay € R satisfont Ay = 0, (3.18) et (3.19). Alors, il
existe C' > 0 indépendant de Xo,Xl (et dépendant uniquement de co, m, et M, ), tel que
pour tout T > 1, pour tout g € H: (R4,

3 — 1
TG (@)@ + 101G (9|20 ) + T2 IV G (92 @ + [1Gogll 20 < Cligll 4

2(Q) H2 (Rd-1)"

(3.80)

Démonstration. Notons que tous les termes dans (3.80) impliquant des normes Hilber-
tiennes ont déja été estimés dans le théoreme 3.4.4, donc seule 'estimation de la norme

Z(Hz(RTY), L%(Q)) de G reste a prouver.
Pour g € Hz(R™), on introduit gy € L2(R) tel que §o(€') = |€']2g(¢), et on remarque
que G.(g9) = G- 0(g0), ou G, est donné comme suit :

G/T,()E)('rlagl) = 97,0(131,5/)@0(5,), (1’1,5/) € [X(),Xl] X Rdil,

avec gro(x1,&) = g-(21,€)/|€|2, et g, comme dans (3.34). 11 est alors clair que la norme
Z(H3(RY), L2 (Q)) de G, coincide avec la norme .Z(L2(R41), Li=2 (Q)) de Gro.-

Pour estimer la norme .Z(L*(R%1), L%(Q)) de G, on calcule G7 , ou 'adjoint est
donné par rapport au produit scalaire L?(2) : Pour f € L*(),

~

Giﬁf(f/) - /ZIG[XO Xq] gT’O<$1>£/) (xbgl) dxl’ fl € Rdil-

En conséquence, pour f € L*(Q),

o~

CroGrof@n€) = [ groler.€)grolmn. ) F i €) dyr (a1,€) €Q

y1€[X0,X1]
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Notre prochain objectif est de vérifier que 'opérateur G, Gy, appartient effectivement a
L(L73(Q), L2 (9)).

Pour ce faire, comme précédemment, on vérifie d’abord qu’il existe une constante C' telle
que pour tout x; € [Xo, X1], pour tout A > 0,

C ) (=X A1 —
[970(01: 0, g, ) € Loy e O or X0 Nen Ko, (3.81)

Par conséquent, pour x; € [Xo, X1] et 11 € [Xo, X1,
1GroGTof (21,)]] 20,

Rd 1)
. 1 d

< o L Mol A 1700 Al ey XN 01, )
< / 7 e O (@1 = Xo) Hn = X0) =A@ = Xo) = X0))/C \=F g 1 £y d

elXo.x1] Jr 1 G Mty sy B
< (= Xo) + (g — Xy 1+3 TR ) d
X T — + - d ; 2d

y1€[X0,X1] ! 0 n 0 1+ (T(;pl — Xo+uy1 — Xo))% o La+2 (Rd-1)
ou on a utilisé le lemme 3.6.1, point 3. On obtient alors

—1+2
1Gr0Grof (@ 2y sy < /ylE[XO,Xﬂ (Y1 — 1) f (s )l pearara) ga-y dys,

et ensuite le théoréeme de Hardy-Littlewood-Sobolev (Théoréme 3.9.1) implique que
GG 0f 1, 2t ) < CUSN, 2t -

Tl s’ensuit que la norme Z(L2(R4-1), L3 (Q)) de G est bornée par une constante indépen-

dante de 7 comme annoncé, et donc c’est aussi le cas pour la norme Z(Hz (R*1), Lo (Q))
de G. ]

Remarque 3.6.12. On peut se demander pourquoi la preuve ci-dessus ne repose pas di-
rectement sur ’estimation (3.63). En fait, cela correspondrait a un cas limite. En effet, d
partir de l'estimation (3.81) et de la proposition 3.5.4, pour x1 € [Xo, X1],

HGT,ogo(ﬂfl,')‘Ld%(Rd_l) < CHQOHLQ(Rdl)\//T Hg‘r,0<xla)‘7')HL°°(Ewl))\1 @ dA

< CHgoHLz(Rd—l)\//oo e20=T)(@1=X0)=2M@1-X0)?/C A~ T )\
e—T(xl—Xo)Q/C
L+ (r(w1 = X))

ot on a utilisé l’item 3 du lemme 3.6.1. Cependant, la fonction

< Ollgollp2re-—1ylzr — Xo|d-2/Cd)

Y
Ty - |2 _XO‘—( —2)/(2d) T
1+ (T(ZCl - X()))d

n’appartient pas a L%(Xo,Xl), et donc nous me pouvons pas conclure directement que
G090 appartient a L%(Q)
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3.6.5 Estimations sur 'opérateur R, dans (3.29)

Pour f € H'(Q), en utilisant que R.(f) = K,o(g) avec g(xy, &) = oz, €) fa1,€), et
donc avec ||g[|z2(0) < C||V' f|lr2(q), on déduit immédiatement de (3.66) le résultat suivant :
Proposition 3.6.13. Soit Q2 comme dans (3.15) avec Xy < 0 < X; et max{| X, |X1|} < 1.
Supposons que les coefficients (A\;)jeq1,. ap € R satisfont Ay = 0, (3.18) et (3.19). Alors il
existe C' > 0 et 1o > 1 indépendants de Xy, X1 (et dépendant uniquement de co, m. et M,
), tels que pour tout T > 9, pour tout f € H*(Q),

3.1 3 = 1
T4+2d\|RTfHLd%(Q) + 72| Re flle2) + TN R flle2n ) + T2 IV Brofll20) < CIV fllz2)-

3.7 Preuve du théoreme 3.1.1 : cas général

Ici, nous fournissons une preuve du théoreme 3.1.1 en utilisant des techniques de Fourier
comme nous l'avons fait précédemment, en suivant ’approche développée dans | | et
adaptée au cas des termes sources dans H () et dans = (€2). Cette approche repose sur
un argument de localisation et un argument de recollement, comme cela se fait généralement
pour les estimations de Carleman. L’originalité ici est que nous allons localiser les fonctions
dans des boules de rayon T’%, c’est-a-dire, en fonction du parametre de Carleman 7. Faire
ce choix permet d’approcher en quelque sorte la fonction poids ¢ par son approximation
quadratique, et de réduire le probleme par un changement de variables approprié, au cas
d’une bande, avec des coefficients linéaires, comme dans le théoréme 3.2.4 (voir lemme 3.7.1
et sa preuve).

Pour 7 > 1, on introduit

w=eu,  f=¢(fp=1Vp F),  fuw=e%fu, F=¢¥F  g=g
de sorte que la fonction u résout (3.4) si et seulement si w résout

Aw — 27V - Vw + 72|V *w — 1Apw = fo + fow + div (F), dans Q,
_ (3.82)
w=g sur 0f).

3.7.1 Estimations locales

Notre premiere étape consiste a introduire une version locale de (3.82). Plus précisément,
pour zg € 2\ w, on introduit 7,,(x) une fonction troncature, qui sera précisée plus en détail
dans (3.86), et on pose

wwo(x) = nmo(‘r)w<x)7 z €.
Cette fonction résout

Aw,, — 27V @ - Vg, + 72|V Pwey = foug + forrwy +div (Fy,), dans Q,
N ! : (3.83)
Wzo = Yo sur 0f),

ou
foze = TIxOJ?z — Vi, F TApw,, + 2Vn,, - Vw + Angw — 217V - Vg, w,
f2*’,xo - 771@f2*’> F:t:o = 77:0015, Gzy = 77:co§-

Nous prétendons qu’avec une localisation suffisamment forte, nous pouvons obtenir une
estimation de Carleman locale .
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Lemme 3.7.1. [l existe des constantes C' > 0 et 19 = 1 (dépendantes uniquement de «, f3,
el s @) telles que pour tout T = 19, pour tout xo € Q\ w, et pour tout

Fomg € L2(Q),  fowa, € L#2(Q), Fy, € L2(Q;CY), et g, € H2(9),

et wy, satisfaisant d (3.83) et supporté dans B(xzo,773) N, on a

gl + 7 Vgl + 74 H | g,

3
(HfMOHLz ) + 7372 four o | dd(Q)+THFMHL2(9)+T4ng0HH;(m)), (3.84)
et

3,41
T4+2d ||w$0||Ld27 2 () —+ 7'2 ngm”[p + T2 vaIOHL2
3

34 1
C (I ool + 7 fawanll, g, o+ 1ol + 7 g3 ) (3:85)

La preuve du Lemme 3.7.1 est reportée a la prochaine section et sera basée sur un
changement de variables approprié et ’estimation de Carleman du le théoreme 3.2.4.
Ensuite, on choisit la localisation comme suit

Moo () = (73 (2 — 20)), z € RY, (3.86)

ot  est une fonction radiale positive, dans €>°(R?), & support dans le disque unité, et telle
que 17(p) = 1 pour |p| < 5. Ainsi le lemme 3.7.1 s’applique & wy, et les estimations (3.84) et
(3.85) sont uniformément valables pour tout g € Q \ w.

11 reste donc a prouver le lemme 3.7.1 ( voir la section 3.7.2) et a& montrer comment
recoller les estimations de ce lemme pour conclure la preuve du théoreme 3.1.1. Cela sera
présenté dans la section 3.7.3.

3.7.2 Preuve du lemme 3.7.1 : Un changement de coordonnées adapté

La preuve du lemme 3.7.1 se réduit principalement a un changement de variables appro-
prié permettant de relier les estimations de Carleman (3.84) et (3.85) dans de petits disques
autour de xy avec les estimations de Carleman (3.23)-(3.24) dans la bande établies dans le
théoreme 3.2.4.

On choisit zg € Q \ w et on définit le vecteur Ly et la matrice A; par

Ly = Vo(xg) € RY, A = Hess p(xg) € R,
La forme bilinéaire

€ € R — (Hess ()€ - €

est symétrique sur R? et sur Span {L;}*. En conséquence, il existe une famille de vecteurs
orthogonaux (L;)je(a,- 4y de Span {L;}+ qui diagonalise cette forme, que nous normalisons
de sorte que pour tout j € {2,---,d}, |Ly| = |Li]. Puisque la famille (L;);cqo,.. ay de
Span {L;}* diagonalise la forme & +— (Hess ¢(z0))¢ - € dans Span {L;}*, pour tout j €
{2,---,d}, il existe «; et p; dans R tels que

(Hess ¢(z0))Lj = p;L; + i Ly, j€A{2,---,d}.
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Notons qu’en raison de la symétrie de Hess p(x(), on a nécessairement

(Hess p(x0)) L1 = pn Ly + Z oLy,

k>2
ol 1
= H Ly Ly = o (H V(o) - V(o).
i |L1|2( ess@(xg)) Ly - Ly |Vgp(m0)|2( ess 0(z0)) Ve (zo) - Vo(zo)
Pour j € {2, ,d}, on introduit alors la matrice auto-adjointe A; € R%*? définie par

A_yLl = —Oéle — /L]LJ,
A;Lp = oqLj —ajLy, ifke{2,---,d}\{j},
Aij = —,U,le + Z OékLk.

k>2

(3.87)

(Il est facile de vérifier que la matrice A; définie de cette maniere est effectivement symé-
trique.)

On introduit alors le changement de coordonnées suivant pour x dans un voisinage de
X -

yi(r) = w(x) — p(x0),

. 1
pourj € {27 """ 7d}7 y]<$) = Lj ’ (iIZ’ - .CE()) + §AJ(:E - l‘o) ’ (LIZ' - l’o)-

Par construction, il existe un voisinage, dont la taille dépend uniquement de la norme C?
de ¢, tel que x — y(z) soit un difféomorphisme local entre un voisinage ¥V de xq dans Q\ w
et un voisinage de 0, qu’on appelle €2, et qui peut donc contenir I'image d'une partie de
0Q. 'l existe, on le note I'y = y(9N2NV).

Pour 7 suffisamment grand, on peut garantir que la boule de centre xy et de rayon T’%,
lorsqu’elle est intersectée avec Q, est incluse dans un ensemble sur lequel z — y(z) est un
difféomorphisme, et son image est incluse dans une boule B(0, C73).

Par conséquent, pour w,, résolvant (3.83), on définit

W(y) = weo(x)  for y=y(x),
Des calculs explicites montrent alors que w satisfait
d d
j;l bjx(2)0y, aykw(y(x))+vyw(y($))'Aa:y(x)—QTjz:l cj(2) 0y, W (y(2))+7° |V (z) P (y(z))
- (wao — 27V Vwg, + T2|Vgp|2wm0) (x), forxeQn B(mO,T_%),
avec

bir(w) = Voy;(x) - Vaye(z), et c¢i(x) = ;ai¢($)3iyj($)~

On remarque ensuite que ¢j(x) = bj1(x) et que b;x(x) = by j(x) pour tout z. On analyse
maintenant brievement les coefficients b; ;. Par construction des coordonnées (y;)je1, .
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On vérifie facilement que pour (j,k,¢) € {1,---,d}?,

bik(zo) = [L1]?6;k,
d

aébj,k(x()) = Z(ﬁg@iyj(xo)&yk(xo) + 37:%(%)3@@%(%0))

-
I
—

I
M= T

(Ajei - e)(Li - €) + (Lj - e1) (Awei - e0) = (Aj Ly + ArLy) - e

-
Il
—

On a ainsi en particulier
Lg . Vbj7k<$0) = (Aij + AkLJ> . Lg.
Pour plus de commodité, on écrit séparément

IVo(zo))? = |Li]?, et 0(|Ve|*)(20) = 22345180(130)3190(900) =2A1Ly - e

On peut ainsi analyser b;;/|V|? prés de z = 2 :

bj k
o (0 = Ok
bi g 1
L,-V (’VZOP) (330) ’L ‘2 ((A Lk—{-AkL ) 5—25j7kA1L1 -Lg).

En particulier, puisque A;L; + AiL; = 0 pour tous les j,k € {1,--- ,d} avec j # k, on a

b
Vi ke {l,---,d}avec j #k, Vle{l,---,d}, Lg'V( Jj)(xo)zo.
Lorsque 7 = k =1, il est évident que

vee {1, ,d}, Lg.v<‘é“’2>( 0) = 0.

Lorsque j = k > 2, les choix (3.87) donnent

b
Le.V< r >($o)—010rsqu€£€ {2, d},

Vel
et ) 5
L-V (|22 = AL - Lj+ ALy - L
3 () 0 = it L
Grace & un développement de Taylor de b;./|V|? preés de = xo, on en déduit
bjx(x) 2

BRI s (1 — s Oz —

’v¢<l_)’2 JJC( Jyl(x)) + (|$ 950| )a
avec 5

AL = 0, )‘j |L ’2 (AlL L -+ A1L1 Ll) pour ] € {2, R ,d} (388)
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En conséquence, en définissant

bjx()

W pour y = y(z),

Bj,k(y) =
on obtient
bin(y) = 01— Nyn) + O(y) et Vy(binly) — 6u(1 — Njyn)) = O(|y)).

Ainsi, en utilisant le fait que w est supporté dans B(0, CT_%) et en écrivant

Z Bj,k(y) Z jyl

d 5 d ]
=3 0y, ((biwly) = 0ix(1 = M) By b)) = 3 0y, (byx(y) — 61(1 = Ajy))y 10,
Jik=1 g k=1
on obtient que
a d 5
ol
v d v
Fra(y) = = D 0y, (bjr(y) =056 (1=Aj91)) 0y, 10, )= (biuly) = 851 = ) 0,0,
Jk=1 k=1
satisfont
I foallzz@y) < CT7 3Vl 2@y, et [1Fullz,) < CT 3| Vyd]|2y)-
De méme, on a
—QTZ b1j (4)0,,0(y) + 270, 0(y) = fas(y),

avec

v l -«
[ fopllz2,) < CT3| VL2,

Enfin, on a
1

Velz(y)?

ou z(y) désigne I'inverse du changement de variables x — y(x), satisfait également

f270<?/) = Vi (y) - Ay(z(y)),

| focllz2(0,) < ClIVyt| 120
On définit alors @)
33: Y;\ Ty
Pik(y) = S g
’ Veo(z(y))[?
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et on introduit

v 1 v v v
fo(y) = Wﬁ o ]z];ayjpk,y o,k (T(Y) + fo.a(V) + fou(y) + fac(v),
v 1
fow(y) = WfQ*’,xo (z(v)),

Zpkd 9307 (y))—i_ﬁ},a(y)» ] S {1,"' ,d}

On obtient alors que w satisfait dans €2,

d
Y (1= Xjy1) 5 b — 270y, + 720 = fo + fou + div, F.

Jj=1

Si I'y n’est pas vide, alors on rappelle simplement que la fonction poids ¢ a été choisie
de telle sorte que ¢ = 0 sur la frontiere de 9€2. En particulier, ’ensemble I', est simplement
paramétré par yi(x) = Yy pour un certain Yy = —p(xg) < 0, et  peut étre localement
défini par y; > Yj. Ainsi, dans ce cas, I’équation vérifiée par w devrait étre complétée par

(Yo, y') =g(y'), poury € R"Y,
ou
3y = guy(2(Yy,y')), pour i € R tel que (Yo,7) € r,.

En raison de la forme de €, et du fait que nous considérons des fonctions qui sont

supportées dans des ensembles inclus dans des boules de la forme B(0, CT_%), nous pouvons
alors simplement étendre tous les termes sources dans une bande de la forme [Yp, Y;] x R*™1,
ou les fonctions sont prolongées par 0 a I'extérieur de €2, et w satisfait alors

Ayt — yy Yoy N2 — 270,10 + 720 = fo + fow +div, F' dans (Y5, Y1) x R

w (Yo, ') = g(y), pour y € R,
w (Yy,y') =0, pour 3 € R,
Dy (Y1,9') = 0, pour ¢ € R4~

Dans la suite, par souci de commodité, nous écrivons également 2, pour la bande
(Yo, Y1) x R*!. Maintenant, revenons a la définition de \; dans (3.88) et remarquons que
la condition (3.3), prise en x = ¢, est équivalente a la condition (3.19). Par conséquent, les
estimations de Carleman dans le théoreme 3.2.4 s’appliquent : pour 7 > 79, on a

Pl + 7900, + 750l g5,
Yy

v g_i v v
<O (Ifllzzay + 70wl g o+ 7IF 200 + TG i)

. 3., o 1 v
Wl g, o )+ T2 1020 + T2V 200,
"/
3 34

3,1 na 1.
(HfQHLQ(Qy) Tt dHfZ*/H d—d Qy)—i_THFHLQ(Qy)—i_ Tt ngH %({Yo}XRd 1))

141



On remarque alors simplement qu’a partir des expressions de fo, fo.r, F' et g,

v 3 1 v
| Folzzio + 750 el g o+ 71 Flloo) + 7,

Y

<C (Izealzza + 745 ool 2

H ({Yo} xRd—1)

1 ~
Bl + 7900l gy + 7 IV, )

(
et

1f2llz2,) + 7320 | fow | e, + 7l Flla,) + 7020 |9

2(Qy) HE ({Yp}xR-1)

1 ~
<O (Mol + T80 facall gy ) + 71 Froll iz + 74 Bl 3 oy + 71V, )

En conséquence, en prenant 7 > 1 plus grand si nécessaire, on obtient pour tout 7 > 7y,

n.""

l01]

30 v 1 “ 3_
2 |[@llza@y) + T2 IVOllra@y) + T D] e
Y

<€ (Wl + 7551l gy o+ Tty + 73083 gy )
et
341 0
T4+2d’|w|’L%(Qy)+T2”w”L2 _|_7-2”vaLQ Q)
<€ (Wolz + 750 ol gy o+ 7IF ) + 7203 ) )

En revenant aux variables originales dans le membre de gauche, on déduit facilement les
estimations (3.84) et (3.85).

Le fait que les constantes ci-dessus ne dépendent pas de xg € Q \ w peut étre suivi dans
la preuve ci-dessus : cela provient des propriétés uniformes du difféomorphisme = +— y, et
repose fortement sur les estimées uniformes (3.2)—(3.3), sur le fait que ¢ € C3(Q), et que
les constantes dans le théoréme 3.2.4 dépendent uniquement de ¢y, m, et M, dans (3.18),
et (3.19) pour Xy < 0 < X; avec | Xyl,|X:| < 1. Cela conclut la preuve du lemme 3.7.1.

3.7.3 Fin de la preuve du Théoréme 3.1.1 : Un argument de recollement

Nous procédons ensuite a un argument de recollement, qui consiste essentiellement a inté-
grer les estimations de Carleman locales (3.84) et (3.85), ou plutdt le carré de ces estimations,
par rapport a zy € Q\ w, afin de déduire les estimations (3.5) et (3.6), respectivement. Nous
expliquerons seulement comment déduire I'estimation (3.5) & partir de I'estimation (3.84)
car l'autre argument est completement similaire.

En partant de (3.84), il existe des constantes C' > 0 et 79 > 1 telles que pour tout
79 € Q\wet 7> 7,

3_1
7—3||w$0||%2(9) +72 d||wxo||i%(ﬂ) + T||wao||%2(9)

3 _1
<C (||f2,zo||iz( | fowzoll” 24, - + 72| Faol 7200y + 72 1902,

l\J

HY asz))
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Utilisant les expressions explicites des termes sources, on obtient alors
3.1
Pl ey + 74 P g, )+ 71V
- S ~
C (H/r]a;onH%Q(Q) + 72 danon*/Hi%( ) + 7_2||779voF'||L2 (Q) + 72 ||77x09||22 89))

+C (V00 - Fllia) + 7 llwao 2 + 1 V00 - Vol + [0, wll720) + 7V [wl|Z20) ) -

En prenant éventuellement 75 > 1 plus grand (ce qui peut étre fait de maniere uniforme
pour tout 29 € Q \ w), on peut absorber le terme 7°[wy,||72(q), et on obtient pour tout

1o € 0\ w, pour tout 7 > 7,

Py ey + 75 g+ IV e

C (o Folliey + 73 e fool g, 7 Py + 73 ol

2(Q) H? 8Q)>
+ O (1Y - FllZa() + 1V - Veolfaga) + |00 wl[Z2(0) + 7 Vitsg [0l|Z2(0) -

Maintenant, en intégrant sur xo dans 2\ w et en utilisant 'identité de Fubini pour les
normes hilbertiennes, on obtient

3 2 d / 2 d éil/ T 2 d
7 [ p@)w@) dz+7 [ po(a)|Vw@) do+7i o 1ol 2 A0

<O ([ m@IR@F do+ [ (7p() + () @) de)
+C

3_1 3
(” d/ [ s L) dxg +72/ ”779009HH2 o) da:())
+0( [ (prala) + Ppra@)lw@P do+ [ pra(a) Vi@ dz),

ou les poids pg, p,; sont définis comme suit
pol) = [ Ineo(@)P dzo, pra(e) = [ 1V (@) dro, prala) = [ 180w o

Prenons un ouvert w, tel que @ C w, et W, C wy, il est facile de vérifier a partir du choix
(3.86) que

CV\Q.

Vr € Q\wa, [po(2)] > HnIILz,
Ve eQ, |po(z)| gcff%, 3.89
VzeQ, |palz)] <Crivs, 3.90)
Ve €Q, |palz) <Cris



Ainsi, pour 7 suffisamment grand,

3 /Q\wa w(z)? dz +T/Q\wa |Vw(x)|? dz + - /Q\w anowHQA(Q dg
< C/Q|f2(x)|2 de +C (TQ/QIIIT’(x)I2 dr 4+ 727 %/ [k 2o dxo)

+C (72 i / 920113 gy A0+ 73 [ @) dz+73 [ Vo) da:) |
Nous ajoutons ensuite
[ @) do+ T/wa Vu(a)P o+ i [ el g, )

des deux cotés de 'estimation précédente, ce qui donne

3,4
3

2 2 344 1 2 7 2
/\w ) dx+7/|Vw )2 do + 73F d/g””mow”Lf%(m dx0<0/9|f2(x)\ do

3,d_1 i 344 =
( / |F |2 dx-}-frz 3 d/ HT}IOfQ*/Hz%(Q) dx() +7—2+3 /Q\w ”7]9:09”2%(89) de)

44 [ w2 dx0>. (3.91)

_2d_
Wa Ld=2 (Q)

+C(T () da:—l—T/ V(o) dz + 7
Considérons le lemme suivant dont la preuve est donnée dans I'annexe 3.9.2.
Lemme 3.7.2. Avec n,, comme dans (3.86), il existe une constante C' > 0 telle que pour

tout T > 1y et g € H2(09),

3,.d
P ey gy A0 < TRy )+ 200 (3.92)

On a donc la borne

11/6() =12

3
P T2 gy 0 S TR 3 )+ G0y

H2 (59)
Maintenant, g est la trace de la fonction w € H'(Q). En prenant X € W1*°(Q;R?) tel que
X -n =1 sur 0f), on peut écrire
19117200) = /le (X |wl|?) d:l:—/dlv )|wl? d:)s+2/ X - Vww dz
< Cllwlizzg) + lwllzz@ | Vel 2@

Il s’ensuit que le terme 71Y/9||g|2. (o0 Peut étre absorbé dans le membre de gauche de (3.91)
en prenant 7y assez grand ; et on obtient

3

[ w@P et 7 [ V@) de+ 5 gl
Q Q
O [ VR a2 [IF@F a3l ot /Q Ml g o)

Li+2(Q

[ el g, dwo).

w\&
m.\»—-

+C(T3 w@)? de+7 [ (Ve do+rit

Wa
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On revient ensuite & la variable u et obtient 1’estimation suivante
Pl + Tl Vulfay + 75 [ e g
3,.d 1
< C (17 fallaey + 743 / [ o™ I g o+ 72||eWF||L2 brileregl,y

AT ula iy + 7l Vb + THE [ et g, dao). (393)

Finalement on explique comment éliminer le terme 7|e™Vul|7,, | dans le membre de droite
de (3.93). Pour ce faire, on choisit un sous-ensemble ouvert w, de Q tel que w, C wy et
W, C wi, et une fonction réguliere a support compact 7,,, prenant la valeur 1 dans w, et
s’annulant dans Q \ w,. Ensuite, on multiplie (3.4) par n,ue’™, ce qui donne

/ Ne|Vu|*e®™ dr = / N foue*™ dx +/ N fowue®™ dx — / F-V(n.e)u do
Q Q Q Q
1
—/ F-Vun,e®™ dz + f/ A(n,e* ) |ul* dz.
Q 2 Ja
En utilisant 'estimation

1 TY |2 1 2 21
<SIFe ey + 5 | nalVule?™ da,

/ F - Vun,e*™@ dx
Q

on obtient facilement
e ulZay < Cllfoe™ sy €™ 120 + CIFE 22
+ CT||Fe™ || 20 |ue™ || 2wy + CT?HUGWH%?(%) +C ‘/anfg*/uezw dx|.

Seul le dernier terme est inhabituel. Pour 'estimer, on remarque que, pour tout x € wy
(rappelons que wy, donc wy, est a une distance positive de 0f2), en prenant 75 > 1 assez
grand, pour tout 7 > 7o,

d
3

[ @) dzo = [l

En conséquence,

d
2T _ T3 2T 2
N fowrue™™ dor = ———— N fowrue™ 1, (2)° dz dxg

Q HnHL2 Ra) J20€Q JaeQ

d
<Ot [ oo™l g, o Inasue™ | e day

x0 ( (wb)

d
<Crs e’ ue™ )
X ||77:Jco f2* H 2 L dQﬁQ @) Hnmo HLg%O(Q;L;jQ @)

On obtient alors facilement que

3,4
3

T T 3441 T
TWWVW§@@<C(M@b%mn+ﬂ o fove™? W+WW€”W3®

+72]|e¢g|?

30,70, (12 244 1 To(|2
2 s omy Ul + 7 e sz(%))),
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ce qui conclut la preuve de (3.5) puisqu’on a évidemment

7o ue™ || s <l ue™|? 2

2, (VLI (wp)) L2 (wi;Ly

? (w1))

-

pour 7y suffisamment grand de telle sorte que 75 > 1/d(wp, Q \ wy).

3.8 Preuve du théoreme 3.1.3 : Prolongement unique quantitatif

Tout d’abord, en restreignant w si nécessaire, on peut supposer que c’est un sous-
ensemble ouvert non vide de €2 avec W C (). Ensuite, pour wy sous-ensemble ouvert non
vide tel que Wy C w, il existe une fonction ¢ satisfaisant aux conditions (3.2)—(3.3) dans wy,
de sorte que les estimations de Carleman (3.5)—(3.6) dans le théoréme 3.1.1 avec w; = w
soient vérifiées.

Pour V € L®(Q), Wy € L% (£;C%), et Wy € L2(Q;CY), on considere des décompositions
de la forme

V= Vi+ Vit Vi, avee Vs € L2(Q), Vy € LUQ), Vi € L®(Q),
Wi =Wig+ Wi, avec Wy 4 € L4Q;CY), Wi € L®(Q;CY),
Wy =Wy g+ Wa oo, avec Waq € LU (Q;CY), Wyo € L®(Q;CY),

ce qui sera précisé ultérieurement.
En particulier, en appliquant (3.5) pour u solution de (3.4), avec fo. = Vg u~+ Vyu +

Wia-Vu, fo = Veu+ Wi o - Vu, et en utilisant (3.8) et (3.11), on obtient I'existence de
C1 > 0 tel que pour 7 > 7 :
72|l 2(0) + 72|Vl 120

< Ol (Vaott + Wi oo - V)| 20y + Cit 20 [ (Vi + Viu + Wi g - V)| 20

Lyt (@)
+ C1 7)€ (Waqu + Wa o) || r2¢0) + Ch (TgHe‘“PuHLz( +T4|]ewu|| Td( ))
Ly w
< 1 (IVaollze@y + 73722 | Vall oy + T Wayoellze@ ) €™l 2y (3.94)
+ G (HWLOOHLN(Q) + 7573 [ Wyall oy ) €7 Vaull 2oy

_L T
+ 0y (TR g )+ TIWalze ) le™ull

N1

+ Cyr2 le™ul|| 24 .
L2 (w)

L;,t ()

De méme, en appliquant (3.6) avec for = Vau+ Wy 4-Vu, fo = Vou+ Veu+ Wi o - Vu, on
2
obtient 'existence d’une constante Cy > 0 telle que pour 7 > 79,

3,1
TZ‘*’%H@’F‘PuH %(Q) < 02 (HVOOHLOO(Q) —I— THWQ’ooHLoo(Q)) ||e7'¥’u||L2(Q)

T

341 -
+ C (W ool o) + 74722 Waall Loy ) €7 Vull 2o (3.95)

+C2(||vd||Ld + 7|V +T||w2,d||Ld(m)y|ewu||Ld2_d2(m+cW||e¢u|| .

L% (@) - L2 (w)
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Ainsi, si nous avons

2C1 (||Vaoll oo + 737 2| Vall Lagey + 71 Waso (@) < 72, (3.96)
201 ([Wheollzoo( + 7572 Wi al o) < 72, (3.97)
205 <||vd ey + 7520 [V || g +T||W2,d||m(m> < rit (3.98)

les estimations (3.94)—(3.95) donnent
T T 3_L
72(|e7ul| 2y + 72 eVl 20y < 2C) <T4 |Vall 40, +T||W2,d||Ld(Q> le” wUHLd 29

+20172||e “ul| 2
Ld—2 2( )

et
Tt | emeul| 2 <20, (IVaoll oo + TIWasoll (@) ll€”#ul z2(@y
"
+ 20, (HWLOOHLOO(Q) + ritaa ||W1,dHLd(Q)) ||€WVU||L2(Q) + 2027'% ||€WUHLd2—E2(
Ensuite, sous les conditions (3.96)—(3.97)—(3.98), on a également
73 [|emul| 2y + 72 |7Vl 120

<4CiCyr i (v

L@ (IVaollzos @) + T Wasoll ooy ) €™ ull 2oy

3

_3_1 [ 3_1 3,1 .
+ 40 Cyr i3 (T“ ([ Vall g o) + TIIW2dll ey > W ecll ooy + 73722 [ Wi all ey ) €™Vl 20
3

+ruw2dum )t ) leul g

120, ((JQ( AN =

a a
2'"'L2

L2(Q)

Notons que cette estimation fournit une estimation d’observation si les conditions supplé-
mentaires suivantes sont également satisfaites

1

8C, Cyr 172 (Ti;iHVgHLg(Q) + THW2,dHLd(Q)> (HVooHLw(Q) + T||W2,oo”L°°(Q)) <72

g~

8C,Cyr i~ (Ti_;d“Vng

2

1
o TIWaalisey ) (IWacellze@ + 743 Waala) < 74,
3

En effet, dans ce cas, on obtiendrait
T2He “ull 20 +T2\|equHL2
3_1 3 3 .
<20, (02 (74 1Vl 40 +T|yw2,d||m(m) 4 Tz> el g, - (3:101)

Par conséquent, notre prochaine étape est de comprendre comment, étant donné V'€ L%(Q),
W, € L9 (Q;C%) et Wy € L%(Q;C%), on peut minimiser la valeur de 7 pour laquelle on
peut trouver des décompositions telles que les conditions (3.96)—(3.97)—(3.98)—(3.99)—(3.100)
soient satisfaites.
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Avant d’aller plus loin, notons que (3.96)—(3.97)—(3.98)—(3.99)—(3.100) sont satisfaites
pourvu que, pour ¢y > 0 suffisamment petit,

3
2

Voo ”LO@(Q CoT ||VdHLd(Q) COT4+2d < o,

Vel 4 g
1
IWisollzoe@) + [Weollzeq < cor?, 7372 ([Wiall oy + [Waallow)) < co,

72||W1d||Ld Q)||W2d||Ld(Q Co-

(3.102)
Le cas V € L®(Q) avec ¢y € (4,d]. Pour V € L®(Q) avec gy € (£,d] et Ao > 0 &
choisir ultérieurement, on pose Vg = V19ivisae, Va = V19vi<ags Voo = 0, pour lesquels on a

les estimations suivantes
d d
-4 g d—
Ao QIIVgIIz% < MV lI %0 (g Vallfay < 20 IV 150 @)

De méme, pour Wy € L7(Q) et Wy € L2(Q) et A, Ay des nombres positifs a choisir
ultérieurement, on pose W14 = Wil sa, Wi = Wil <n,, et Waoa = Waljw,sa.,
Wa.0o = Waljwy, <., pour lesquels on a les estimations

—d
MW all ) < WAl T 0, [Wiesllzee(0) < A, (3.103)
M Wadllfa < IWalfaay IWaollze) < o
Les conditions (3.102) sont donc satisfaites a condition que
1-49 40 3,1
Ao ||V||Ld<10(Q) <corita, #é ||V||qu(9) ‘o,
1 11 ,1-4 a _a2 2
M+ Seort, 7 w(Al Wl iy + 2s [ Wallfoaga) < o (3.104)
N
T2\ ||W1||Lq1( HWZHqu(Q Co-
On choisit alors A\g = 7%°||V|| Lao (), M1 = 7% ||Wi| Lar () €t Ag = 7% ||Wy|| a2 () pour certains

parametres réels ag, oy, as, de sorte que les conditions (3.104) sment satlsfaltes

700D 1721 ||V|| pao () < o, 72DV 1o (@) < o,

1
T W || () + T2 | Wal L o) < Co,
[Willza o) [ Wall Loz (o) (3.105)

i satoa _%)HWIHL‘M )_|_7—i—i+0‘2 =) D[Well @) < e,

rater(l-)tas(1-3) Wil @) [Wal| Le2(0) < co.

Pour qo € (4,d], ¢ > (3d —2)/2, 2 > (3d — 2)/2 avec qi + i < 4;1;?, on choisit

a = (3 + ;d);é, a = (3 - %) 4oy = (32— Q—d) 4 de sorte que le systeme (3.105) est

satisfait pour un certain C sufﬁsamment grand,

d
@630 > OV Loy,
1
1

Q‘&

)L
q

Q."‘

-4
3a)

»MLO

1_(3_
cuwlnm 721 > C||Wal| g (@),

1—

l_(é_i)(i
7 d T T2 g > Cl|[Whll o @) [[Wal| Lo o)
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c’est-a-dire, avec les notations du théoreme 3.1.3,

> C (VI + W k) + W2l 30y + (Wil o ) [Wall e )" @%) . (3.106)

Pour qo € (£,d], ¢i > 3d/2 et g > 3d/2, on peut choisir alternativement ag = (2 +

AV o) = 3 qy = 3% de sorte que le systéme (3.105) soit satisfait pour un certain C
0 4q1 4q2

suffisamment grand.
2= (G+2q) - 1
T a0 20) CHV“qu T2 4q1 CleHqu T2 4q2 CHWQHqu

Pour ¢y € (§,d], ¢ > 3d/2 et ¢ > 3d/2, on peut choisir alternativement oy = (% +
i)%, o = %, g = %, de sorte que le systéme (3.105) soit satisfait pour un certain C'
suffisamment grand,

(2_i)(%+i) 2 1 2—437(1
T 90 2 CHV”qu(Q), T a1 > C||W1||Lq1 T a2 2 CHWQ”LQQ(Q)

c’est-a-dire, avec les notations du théoreme 3.1.3,
<||VHZq%° + HVVlHLqI(Q + ||W2||Lq2(g)> (3.107)

En prenant 7 suffisamment grand pour saturer la condition (3.106), respectivement la condi-
tion (3.107), en encadrant la fonction poids €™ par valeurs inférieures et supérieures dans
(3.101), nous déduisons facilement le théoreme 3.1.3 item 1, respectivement item 2 pour
qo € (%, d]

Le cas V € L®(Q) avec ¢y € [d,00]. Pour V € L®(Q) avec gy € [d,0] et Ag > 0 a
choisir ultérieurement, on pose Vg =0, Va= V1 Voo = V1<, pour lesquels on a
les estimations suivantes

—d
A MVallZae < IWVlITw @, IVallz=@ < Xo.

Les potentiels Wy € L9 () et Wy € L%(Q) sont décomposés comme précédemment Wy =
Wia+ Wi oo, Wo = Wa g+ Wa o avec les estimations (3.103) pour les parametres positifs A\
et A2 & choisir ultérieurement. De méme, comme précédemment, les conditions (3.102) sont
donc satisfaites pourvu que

-4 0 3,1 3
Ao ||V||qu(g) S cTiT2, Ao < ¢oT 2,

1 11 ,,1-4 4
A+ Ao < cor2, TiTzA()\] ¢ ||I/V1||qu1 + )\2 2 ||V[/2||Lq2(Q ) < co, (3.108)
1,1-4 a 1_7
T2\ ||W1||Lq1( HW2||Lq2(Q €o-

Comme précédemment, pour gy € [d, 0], ¢1 > (3d —2)/2, g2 > (3d — 2)/2 avec qi + L <
4 _1

D o coisit a0 = (3 — )L, a1 = (&~ )2, as = (3~ Z)2, et do = 19V [ o
A= T WA || La ) et Ao = 7| Wa|Le2 (). On en déduit alors que le systeme (3.108) est
satisfait pour un Certain C suffisamment grand,

2 —*)(z—zd) > CHV”L‘IO(Q

1
727

Q."‘

£
3a)

o
Q‘&

)L
q

1_(3_
> C||Wh | Lo o 721 > C||Wal| g (@),

1— d

%—(%—ﬁ)(r i) > oW W
T el > O 1HL‘H(Q)H 2|2 ()
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c’est-a-dire, (3.106) avec les notations du théoreme 3.1.3.
Encore une fois, pour gy € [d, 00|, 1 > 3d/2 et g5 > 3d/2, on peut choisir alternativement

oy = (% — 2—1d)i o = f{i g = fT’ de sorte que les Condltlons (3.108) sont impliquées par

1

(*—*)(

2 0

1_3d 1_ 3d
2 > OV, 72 > C|Willpn@, 72 % > C|Wal e,

»MCAJ

c’est-a-~dire (3.107) avec les notations du théoreme 3.1.3.
On déduit alors immédiatement le théoreme 3.1.3 dans le cas ¢ > d a partir de (3.101)
comme dans le cas ¢ < d.

Remarque 3.8.1. En fait, si on se concentre sur les conditions

A1+A2<cr% BT A o+ AT [ Wall ) < c
Q) 2 2 L2(Q)) 0> (3 109)

1,i

1
7'2)\1 HW1||L‘11 Q)>‘2 ||W2||Lq2 < Co,

qui apparaissent dans les deuxiéme et troisiéme lignes du systéme (3.104) et (3.108), et
en choisissant Ay = 7 ||Wi||La (o) et Ao = 7°||Wa||pa2(q), on peut trouver T suffisamment
grand pour que le systéme (3.109) soit satisfait pourvu que

¢ L1 (Q2 ) 11 (fh ) <QQ ) 1

L) >-— = Z_1)>-—— ELR £_q
O‘l(d ) 1 2 4 172 “\a )Ty 2
(3.110)

En effet, dans ce cas, il suffit de prendre, pour une constante suffisamment grande C,

agq (a1

a b(an,a2)
r 2 (Wl + IWalials + (Wil Walia@) ™), @11

avec

1 1 1

aq(a) = max 1 ) q 1 1 ) bq1,q2(a17a2) = a1 Q2 1
- — =—1 = -1 = -1
o ¢ <d ) 1724 o (d ) o <d > 2

Bien qu’il soit assez facile de vérifier que le systeme (3.110) admet des solutions (ay, o) si
q1 et qo satisfont ¢ > 3d/2 — 1, g > 3d/2 — 1 et q1 + q2 > 3d, il n’est pas clair comment
choisir ay et g satisfaisant (3.110) pour minimiser T dans (3.111). On a donc décidé dans
la preuve ci-dessus du théoréme 3.1.3 de nous limiter au cas ou les deuz termes de a ()
sont égaux (ce choix correspond d litem1 du théoréme 3.1.3), ou de considérer, au lieu de
(3.109), les conditions suffisantes

1 1,,.1-4 a@ 1-22 2
Mt <orz, i T Willfa g + A2 CIIWellfe@) < .
ce choiz conduisant a litem 2 du théoréeme 3.1.5.
3.9 Appendice

3.9.1 Rappel de quelques résultats classiques en analyse harmonique

On commence par rappeler le théoreme classique de Hardy-Littlewood-Sobolev.
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Théoréme 3.9.1 (] , Theorem 4.5.3.] Théoréme de Hardy-Littlewood-Sobolev). Pour
(p,q,7) € (1,00)3 tels que

1 (1 1)

o122,

r p q

il existe une constante C,, telle que pour tout f € LP(R™),

T = / ’I‘ - y’_%f(y) dyH < Op,quHLP(R”)-
Rn La(Rm)

Dans ce chapitre, on a également utilisé le lemme de la phase stationnaire. Bien qu’il
s'agisse d'un lemme tres classique d’analyse harmonique, on a utilisé la version suivante
prouvée dans | |, qui présente l'avantage de quantifier précisément les constantes.

Soit & € O (Rd; R), be CyF (Rd; R). Pour A € R, introduisons
Top(\) = / MO (g de.
Rd

Définissons K = suppb et soit V un voisinage ouvert de K, et utilisons les notations
suivantes :

— Mat2 = Yoqjal<d+2 SUDgey ’Dg‘@({) ;

— Ny = Y jal<d+1SUPgek ’D?b(g)"

Théoréme 3.9.2 (| , Théoréme 1] Lemme de la phase stationnaire). Supposons qu’il
existe ag > 0 tel que pour tout € € V, | det(Hess ®(£))| = ag, ot Hess (&) désigne la matrice
hessienne de ® en &.

Il existe une constante C' indépendante de (®,b), telle que pour tout A > 1

C
10V < i (1+Md+2 ) Nprh

3.9.2 Preuve du lemme 3.7.2

La preuve du lemme 3.7.2 repose sur une estimation d’interpolation appropriée.
Tout d’abord, pour 7 > 73, on définit 'opérateur

AT : LQ(aQ) - L2(Q \ W L2<8Q))7 défini par ATg(xO) = 779&0,7’(')9(')7 T € \ W,
(3.112)
ot on rappelle que 7,,., est la fonction donnée par 1y, -(z) = n(73(z — x,)) pour z € RY,
pour une fonction lisse a support compact 7.
En utilisant (3.89)—(3.90), il est facile de vérifier qu’il existe une constante C' > 0 telle
que

d
3

Vg e L*(09), [Ar9l22wrzo0) < CT 5 9ll7200),
<

d 2
Vg e H'(09), HATQHLQ @\wi90) < CT73 (HQH%ﬂ(aQ) +73 HQH%2(89)> :

On peut alors déduire facilement 'estimation (3.92). Plus précisément, par interpolation,
A, agit de H2(09) dans L*(Q \ w; Hz(d9)). Pour estimer l'opérateur dans cette norme
avec des puissances appropriées de 7, nous procédons comme suit. Soit (®;);en la base de
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fonctions propres de 'opérateur Laplace Beltrami —A sur 0€2, associées aux valeurs propres
(A?) jeN, qui sont non négatives et tendent vers l'infini. En conséquence, pour g = 37, a;®;,

les normes L2(8), H'(09) et H2(9Q) de g peuvent étre lues comme, respectivement,
1
@) llemy, [1(a; (A + D) llem), et [(a;(A; +1)2)llew)
En écrivant g € H2(0Q) sous la forme g = 3= ;cy a;®;, on introduit ensuite la fonction

f(z)=> a;(N+1+ T%)%’ZAffIJj, z € C avec R(z) € [0, 1].
jeN
La fonction f est holomorphe dans {z € Cavec R(z) € (0,1)} & valeurs dans L*(Q\
w; L(09)), f(3) = Arg, et

. Wy .
VB ER,  f(iB)Tr@uizony < CT73 Xl (A +1+77),

J

. 4 1
VBeR, [f(L+iB)lla@wmon) < CT73 ) lai (A +1+75).
J

Puisque L2(Q\ w; H2(0Q)) = [L2(Q\ w; L2(09)), LA\ w; H'(9))]1, on déduit des esti-
mations ci-dessus qu’il existe C' > 0 telle que pour tout g € H %(89) et 7 = 19,

_d
IAsgll <o (Il

i 2
L2(Q\w; H? (99) HE(09) + 73 HgHL2(8§2)> .

Ceci conclut la preuve du lemme 3.7.2.
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Chapitre 4

Quantification du prolongement unique
pour l’opérateur de Laplace avec des
potentiels irréguliers

Dans ce chapitre, on établit des estimations de quantification du prolongement unique.
Ce travail a été réalisé en collaboration avec Pedro Caro et Sylvain Ervedoza et devrait
étre finalisé prochainement : Quantification of unique continuation for the Laplace operator
with rough potentials. |
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions les estimations quantitatives de la propriété de prolonge-
ment unique pour les solutions d’une équation elliptique Au = Vu + Wy - Vu + div (Wau)

153



dans un sous-ensemble ouvert et connexe de R%, ot d > 3. Ici, V € L% W, € L9 et W, € L%
avec qo > d/2, q1 > d, et qga > d. Notre objectif est de fournir une quantification explicite de
la propriété de prolongement unique en fonction des normes des potentiels. Pour ce faire,
nous revisitons les estimations de Carleman établies dans | ] et prouvons une version
affinée de celles-ci. Nous les combinons ensuite avec un argument dia a T. Wolff, introduit
dans | |, pour la preuve de la propriété de prolongement unique pour les solutions
d’équations de la forme Au = Vu + W; - Vu.

Abstract

In this work, we investigate the quantitative estimates of the unique continuation pro-
perty for solutions of an elliptic equation Au = Vu + Wy - Vu + div (Wsu) in an open,
connected subset of RY, where d > 3. Here, V € L%, W, € L%, and W, € L% with ¢y > d/2,
q1 > d, and ¢ > d. Our aim is to provide an explicit quantification of the unique conti-
nuation property with respect to the norms of the potentials. To achieve this, we revisit
the Carleman estimates established in [ | and prove a refined version of them, and
we combine them with an argument due to T. Wolff introduced in | | for the proof of
unique continuation for solutions of equations of the form Au = Vu + W; - Vu.

4.1 Introduction

Résultat principal.

Notre objectif principal est de prouver le résultat quantitatif de prolongement unique
suivant.

Theorem 4.1.1. Soit d > 3, Q C R un domaine borné, et w et O des sous-ensembles

ouverts non vides de Q avec w C @ C O C O C Q. De plus, supposons la condition

géométrique suivante :

(GC) Pour tout y € O, il existe xg € w, r, > 0 et un chemin lisse v, de longueur finie tel

que vy(0) = x9, (1) = y, el Usepo By, (5)(ry) C Q, 0t B, (5)(ry) est la boule centrée
en v,(s) et de rayon r,.

Alors, il existe des constantes C' = C(w,0,8) > 0 et a € (0,1) ne dépendant que de w, O

et Q telles que pour toute solution u € H'(Q) de

Au=Vu+ Wi - Vu+div(IWou) dans D'(Q), (4.1)
ot
d
Ve L*(Q) avec qy € <2,oo] , et W; € L%(9;C% avec q; € (d,00], pour j € {1,2},
(4.2)
nous avons

5 )
c(nvn“qo) WGy 52)

HUHHl(O) < Ce L90(Q) LI1(Q) Lq2(9)) ||u’|?‘{1(w) ||U||11LI_1?Q) ’ (4_3)
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avec

1

g =

AT siq>d.

2 2q 2q 2 )

1(g) = ) p et Og)=—7 sig>d

. ¢ a 1 - =

Cr Dyt ”“(2’]’ g

4 2d q

(4.4)

Avant d’aller plus loin, notons que la condition géométrique (GC) supposée dans le
théoreme 4.1.1 est une condition technique tres légere. Cette condition peut étre violée dans
certains ensembles de type fractal, mais elle est certainement satisfaite pour la plupart des
configurations géométriques. En particulier, cette condition géométrique (GC) est satisfaite
lorsque w, O et €2 sont des boules concentriques, cas dans lequel (4.3) se réduit a I’estimation
habituelle de type 3-boules, avec une quantification explicite par rapport aux termes d’ordre
inférieur.

Bien siir, une application directe du théoreme 4.1.1 permet d’obtenir la propriété de
prolongement unique suivante pour l'opérateur de Laplace : Si u € H'(Q) satisfait (4.1)
avec les potentiels V', W, et W5 comme dans (4.2) et u = 0 dans w, alors u = 0 dans tout
ensemble O satisfaisant O € Q) et (GC). Le théoreme 4.1.1 est une quantification de cette
propriété car il stipule que, si u € H'(£2) est petit dans w et satisfait (4.1) avec les potentiels
V, Wy et Wy comme dans (4.2), alors u est petit dans O, avec une quantification précise en
fonction des normes des potentiels.

Il est bien connu que le prolongement unique est valide pour des potentiels généraux
Voe L*(Q), Wy € L1(Q;CY), et Wy € L2(;C%), ott qo = d/2, 1 = d, et qu > d
(voir | ]). De plus, un prolongement unique forte a méme été prouvée dans les cas ou
qo > d/2, ¢ > d, et ¢ > d (voir | ]). Ces classes d’intégrabilité pour les potentiels
sont optimales, comme le montre | |. Cependant, établir des résultats de prolongement
unique nécessite 'utilisation d’une estimation de Carleman et un argument délicat di a
T. Wolff, voir | |, comme discuté également dans | ]. Cet argument nécessite de
choisir une fonction poids dans 'estimation de Carleman dépendant de la solution u elle-
méme. La question de quantifier la propriété de prolongement unique en fonction des normes
des potentiels est donc assez délicate, et c’est la principale nouveauté de notre travail.

Nous mentionnons également le travail | |, qui quantifie les propriétés de prolon-
gement unique pour 'opérateur de Laplace avec des termes d’ordre inférieur dans la classe
d’intégrabilité optimale. Cependant, il ne fournit pas de quantification explicite en fonction
des normes des potentiels. Encore une fois, étant donné que ce travail s’appuie sur | ],
comme mentionné précédemment, il reste incertain comment la preuve dans | | peut
étre rendue quantitative en fonction des normes des potentiels.

Lors de la tentative de quantification de la propriété de prolongement unique en fonc-
tion des normes des termes d’ordre inférieur, les résultats connus reposent uniquement sur

'utilisation d’une estimation de Carleman telle que celle présentée dans | , Théo-
reme 1.1], qui, comme le souligne | |, ne permet pas de dépasser W, € L%;Z(Q; C%).
Cela correspond a ce qui est fait dans | , ] en utilisant des estimations

de Carleman LP. Les résultats de | | décrivant I'ordre maximal d’annulation des so-
lutions d’équations elliptiques nécessitent que V' et W; soient respectivement dans L% ()
avec qo > d(3d — 2)/(5d — 2) et dans L9 (Q;C%) avec q; > (3d — 2)/2, et Wy = 0. Ceci a
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été amélioré dans | ] en utilisant de nouvelles estimations de Carleman LP permet-
tant de traiter V et W) respectivement dans L% (Q) avec gy > d/2 et dans L9 (Q; C?) avec
¢1 > (3d — 2)/2, montrant la méme dépendance en ||V||Lw @) que dans | ], qui était
limité au cas Wy = W, = 0.

Nous soulignons également que les estimations de Carleman L? ne permettent pas d’at-
teindre la classe d’intégrabilité optimale pour les potentiels et les termes d’ordre inférieur,
voir par exemple [ | ot il est montré qu’on peut obtenir des résultats de prolongement
unique quantifiés pour des potentiels V' € L%(Q2) avec gy > 2d/3. En fait, méme en utilisant
des estimations de Carleman LP, on peut obtenir des résultats de prolongement unique pour
des potentiels V' dans la classe d’intégrabilité optimale (V' € L% () avec gy > d/2), mais
sous des conditions d’intégrabilité restrictives sur W; et W, voir par exemple [ | et
[ ]

Le théoreme 4.1.1 constitue une amélioration de | , Théoreme 1.3]. Le théoréme
4.1.1 permet des termes d’ordre inférieur non triviaux W, € L% (Q;C%) et Wy € L%(§); C%)
avec q1 > d et go > d, tandis que le Théoreme 1.3 de | | est limité a des classes
d’intégrabilité plus élevées. En effet, le Théoreme 1.3 de | | affirme que si W; €
L1 (Q;C%) et Wy € L®(Q;CY) avec ¢ > (3d — 2)/2, ¢ > (3d —2)/2 et 1/q1 + 1/q2 <
4(1 —1/d)/(3d — 2), alors toute solution u € H*(2) de (4.1) satisfait

5 5
C (VI I 12 W52 (W g [ Wl 70172

«@ 11—«
[ull 10y < Ce [l ) 1wl ziqy - (4.5)

avec
~ 2 1

0(q) = — @iz o @)= :
(1 - G2) DO+ D

En conséquence, la dépendance en fonction des normes des potentiels W; et Wy est
également plus faible dans (4.3) que dans (4.5), puisque ¢ donnée par (4.4) est plus petite
que &, méme pour ¢ > (3d — 2)/2.

En fait, cela suggere également d’analyser 'optimalité des coefficients 7 et § dans (4.4),
mais cette question est, a notre connaissance, entierement ouverte, sauf dans le cas ou
Wy =Wy =0et Ve L*°). En effet, dans ce cas, il est connu que la dépendance de la

2
constante dans la quantification du prolongement unique est de la forme C exp(C/||V||3),
voir | : ]. Cela coincide avec notre estimation puisque y(oco) = 2/3.

Notre preuve ne permet pas de dériver une estimation jusqu’a la frontiere de €2. Cela est
di & un fait technique, venant d’une part de I'utilisation de 'argument de Wolff et d’autre
part de 'utilisation de l'estimation de Carleman dans | ]. En effet, comme nous le
verrons, en gros, 'argument de Wolff nécessite la possibilité de manipuler (le gradient de) la
fonction poids dans I’estimation de Carleman. Mais 'estimation de Carleman dans | ],
que nous utiliserons et revisiterons dans ce travail, exige que la frontiere du domaine soit
un ensemble de niveaux de la fonction poids. Ces deux conditions sont donc incompatibles
et posent probléme lorsqu’on travaille dans un voisinage de la frontiere.

Nous souhaitons également souligner que les opérateurs de Schrodinger dans (4.1) in-
cluent également la considération de potentiels V' € W=14t¢(Q), ou ¢ > 0. En effet,
tout potentiel de ce type peut étre représenté sous la forme V = V; + div (W), avec
Vo € Le(Q) C LE(Q) et W € LA¢(, C4) (voir, par exemple, [ , Théoreme 3.9]).
Par conséquent, on peut réécrire Vu sous la forme Vu = Vou + div (Wu) — W - Vu.
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Plan du chapitre.

Nous commenterons brievement la structure de ce chapitre. Dans la section suivante,

nous rappellerons d’abord un résultat auxiliaire dit & T. Wolff dans | ] (cf. Lemma
4.2.1), suivi de la présentation de certaines estimations améliorées de type Carleman LP
(cf. Théoreéme 4.18 dans la Section 4.2), inspirées de | |. Ensuite, la Section 4.3 sera

consacrée a la preuve de ces estimations de Carleman. Puis, dans la Section 4.4, nous
établirons une quantification locale du prolongement unique dans un cadre géométrique
spécifique (cf. Lemma 4.4.1). Enfin, dans la Section 4.5, nous utiliserons cela pour établir une
estimation des trois boules, ce qui donne directement le résultat quantitatif de prolongement
unique énoncé dans le théoreme 4.1.1, apres quelques manipulations classiques.

Notations.

Enfin, introduisons certaines des notations que nous utiliserons tout au long de ce cha-
pitre :

— Pour chaque x € RY, x = (1,...,74), nous posons x = (z1,2'), ot 2’ = (13,...,74) €
Rd-1,

— Pour x € R et r > 0, B,(r) désigne la boule centrée en x € R? et de rayon r > 0.

— Les notations V et A désignent respectivement le gradient et le Laplacien par rapport a
x=(x1,...,2q),et V' = (Dg,...,0y) et A’ = ?:2 832 sont, respectivement, le gradient
vertical et les opérateurs Laplaciens verticaux.

— La transformée de Fourier est toujours prise par rapport a =’ = (za,...,%4), et sa
variable duale & € R est indexée par & = (&, ..., &,;). Notons que pour une fonction
f définie sur R? (ou une bande verticale (X, X1) x R¥1) telle que f(xy,-) € .Z(R41),

~

f(zq,+) désigne la transformée de Fourier partielle par rapport a ', c’est-a-dire :

fz1,€) = (275%1 /RIH e " fay,2) da, ¢ eRI (4.6)

— Pour un ensemble mesurable £ de R?, nous notons par |E| sa mesure de Lebesgue.

4.2 Résultats auxiliaires

Dans cette section, nous commencerons par rappeler le lemme de Wolff, puis nous pré-
senterons une version affinée des estimations de Carleman LP, inspirée du Théoréme 3.1.1.
Ces résultats sont essentiels pour la démonstration du théoreme 4.1.1.

4.2.1 Lemme de Wolff

Nous commencons par présenter le lemme de Wolff, introduit dans | ] :

Lemma 4.2.1 (| , Lemme 1]). Soit u une mesure positive dans R ayant une décrois-
sance plus rapide que exponentielle, au sens ou

Tlim T log(u{xr € RY||z| = T}) = —o0. (4.7)
—00
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Soit C C R* un ensemble convexe compact. Alors, il existe une famille (k;)jc; d’éléments
de C et une famille de ensembles convexes disjoints (Ey,)jes contenus dans R tels que les
mesures dyy,, définies par dug,(x) = e"* du(x), sont concentrées dans Ey,, c’est-d-dire,

1
Mkj(Rd \ (1 + T)'Ek]) < ie_T/CWH:uij: VT > 0, (48>
et tel que
> 1B T = Cylel, (4.9)
J

ot Oy est une constante positive ne dépendant que de d, et (14 T)Ey, désigne la dilation
de E; autour de son barycentre par un facteur de 1 +T.

Le lemme de Wolff, tel qu’énoncé dans | ], est un élément clé dans la démons-
tration des résultats de prolongement unique pour les potentiels V' et W; dans la classe
d’intégrabilité optimale. Notons que dans | |, W5 n’est pas considéré.

4.2.2 Estimations de Carleman

Nous présentons d’abord les estimations de Carleman obtenues dans | , Théoreme
1.1] et présentées au Chapitre 3, Théoreme 3.1.1 :
Theorem 4.2.2 (] , Théoreme 1.1}, Théoreme 3.1.1 Chapitre 3). Soit d > 3. Consi-

dérons un domaine borné Q C R? de classe C3, et des sous-ensembles ouverts non vides wy
et w de Q avec wy Ew € Q. Soit p € C3(Q) telle que

Vo € 09, p(x) =0 et O,p(z) <0, (4.10)
et il existe a,, 5 > 0 pour lesquels
inf |Vy| > a, (4.11)
QN\wo

et
Vo € O\ wo, V€ € R avee |Vp(2)| = [€] et V(z) - € =0,
(Hess ¢(2)) V() - Vip(2) + (Hess p(x))€ - € = BIVp(2)?, (4.12)

ou Hess ¢ désigne la matrice Hessienne de .
Alors il existe C' > 0 et 7o > 1 (dépendant seulement de «, B, |[¢||csmy, €t de la confi-

guration géométrique de ), w, et wy) tels que pour tout u € HY(Q) satisfaisant
—Au = fo+ fow + divF dans D'(Q), (4.13)
avec (fa, four, F') satisfaisant
fo € L2(Q), fow € LT2(Q), F e LX(Q;CY), (4.14)
nous avons, pour tout T = Ty,
72 [le%ul 2y + 721l Vul| 2@y < C (€7 fall o) + 7ll€™ Fll 2oy

3 TP 3 TP
o F el + el ) (415)

3_ 1
TR Lo
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et

Pl g <O (16 e + I Pl + 751 facl

2@) (ﬂ)

3leTe R
8 [l pay + THle u||Ld2_dQ(w)>. (4.16)

Remarque 4.2.3. Les notations 2% et 2+' proviennent de l'injection de Sobolev H'(Q2) C
L?(9)), avec 2% = 2d/(d — 2) et L*(Q) C HY(Q), avec 2+ = 2d/(d + 2).

Pour obtenir le théoreme 4.1.1, nous prouvons la version affinée du théoreme 4.2.2, dont
la démonstration sera donnée dans la Section 4.3.

Theorem 4.2.4. Soit d > 3. Considérons un domaine borné Q C R?, et des sous-ensembles
ouverts non vides wy et w de Q avec wy € w € Q. Soit ¢ € C3(Q) satisfaisant les conditions
(4.11)—(4.12).

Alors, pour tout sous-ensemble compact K de Q, il existe C' > 0 et 19 > 1 (dépendant
seulement de o, f3, HQOHC;;(ﬁ), et de la configuration géométrique de Q, w, wy et K) tels
que pour tout u € H'(Q) satisfaisant suppu C K et (4.13) avec (fa, fowr, F = Fy + Fou)
satisfaisant

fo € L2(Q), fow € Li2(Q), Fye LA(CY, et Fyo € Laiz(Q:CHNLA(Q; CY), (4.17)

nous avons, pour tout T = 1y,

73|67 ul| 120y + 72|V 12() < C (HvezuLz + 7)€ Fyl| 2y + 72 [|€7% Fau | 1200

2 = ) TP 5 TY
13 (| foul g, + Tl Fz*,||Ld2+d2(m)+Tz||e iy ). (418)

et, pour tout ensemble mesurable E de €2,

T%Jr?id“ewu”]di + it min{

1
o 31} (el + 17 Tl

T|E|4
s¢ <||€wf2||L2 )+ Tl By |2y + T3 e <||€T<Pf2*'||Ld2¥‘i2(Q) +rlle™ Forll g,

30 o7
—|—H€T<PFQ*IHL2(Q)) —|—T2He SDUHHHW)) . (419)

Remarque 4.2.5. Le théoreme 4.2.4 présente plusieurs nouvelles caractéristiques par rap-
port au théoreme 4.2.2 :

— L’une des principales différences entre le théoreme 4.2.4 et le théoréeme 4.2.2 est que le
théoréme 4.2.4 permet un terme source de la forme div(Faw) avec Fou € Ld%(Q; cHn
L*(Q;CY), et quantifie I’estimation sur la solution u de (4.13) en fonction de la norme
L%(Q; C4) N L3 CY) de Fyo. Notons que la norme L*(€;C?) de Fy apparaissant
dans les membres de droite de (4.18)—(4.19) apparait avec une puissance du para-
metre de Carleman qui est strictement inférieure a celle apparaissant pour les normes
L*(Q; CY) de Fy. En quelque sorte, pour Fy., la perte d’ellipticité de l'opérateur de
Laplace conjugué €™ A(e~"%-) apparait dans la norme L%(Q; C%) de Fy. et non dans
sa norme L?(£2; C9).
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— L’estimation (4.19) présente également une estimation de la norme H' de u sur des
ensembles mesurables E. Des améliorations similaires apparaissent dans le travail
/ , Sectz’on 6/. Notons que ces estimations sont particuliérement pertinentes lorsque
|E| < 774, c’est-a-dire sur des sous- ensembles mesurables petz'ts pour lesquels on ob-
tient de (4.19) une estimation sur Ti+2a||e” “ul| 2(m) + T4+2d||eT“"Vu||Lz . Cette esti-

mation est raisonnable et doit étre comparée au terme Tita ||eT“"u||Lﬁ(Q) car, d’aprés

l’estimation de Holder,

TR ul| gy < TVl gy (7IB|) S T U],
Cependant, notons que pour les grands ensembles E, 'estimation dans (4.19) de la
norme L? de e™Pu est pire que [’estimation donnée par (4.18).

— Concernant les termes d’observation, c’est-a-dire les termes impliquant des normes
sur w, les estimations (4.18) et (4.19) impliquent la norme HY(w) de u au lieu de
normes plus faibles comme dans (4.15) et (4.16). En fait, nous ’écrivons pour plus de
commodité, car cela n’aura aucun impact sur le résultat énoncé dans le théoreme 4.1.1.

— Dans ce travail, nous nous concentrons sur la dérivation d’estimations locales de Car-
leman (en d’autres termes, nous considérons uniquement des fonctions u d support
compact). Néanmoins, il convient de noter que, suivant la démonstration du théoréme
4.2.2 dans [ | (en particulier la sous-section 6.4), le théoréme 4.2.J peut étre
étendu aux fonctions u € H'(Q) avec des conditions auzx limites de Dirichlet possible-
ment non homogenes.

4.3 Estimations de Carleman améliorées : Preuve du théoréme
4.2.4

Cette section est consacrée a la preuve du théoreme 4.2.4.

Bien que le théoreme 4.2.4 semble assez proche du théoreme 4.2.2, il sera nécessaire
de revoir en profondeur la preuve du théoréme 4.2.2 donnée dans | ] et d’incorporer
certaines modifications en cours de route.

L’étape clé de la preuve du théoreme 4.2.2 consiste a démontrer des estimations appro-
priées sur 'inverse d’un opérateur de la forme

d
A=) NOF =270 +7°, (4.20)
j=2
dans une bande verticale
Q = (Xo, X1) x R¥™! avec Xy < 0 < X, et max{|Xo|,|X1|} <1, (4.21)

ol les coefficients (A;)jeq1,.a} € R? satisfont A\; = 0,

d
Jeo >0, VY, € [Xo, X4], V€ € RY, 7 <D (1 =z < Gl (4.22)
7j=1
et
0<m, < min ) max A < M, (4.23)
je{2,-,d} J€{2 ,d}
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Ici, 7 > 1 joue le role du parametre de Carleman, puisque I'opérateur dans (4.20) coincide
avec

7'1( _xlz)\aQ) 71'9:1)

Ceci constitue vraiment 1’étape principale de la preuve du théoreme 4.2.2, car on peut ensuite
utiliser le caractére local des estimations de Carleman pour retrouver le théoreme 4.2.2
dans toute sa généralité (voir | ] pour plus de détails; cette stratégie sera brievement
rappelée dans la Section 4.3.2).

Notre preuve du théoreme 4.2.4 suit la méme démarche, et I'estimation clé est une
estimation affinée de l'inverse de 'opérateur (4.20) dans une bande, ce qui sera fait dans la
sous-section 4.3.1. Une fois ceci accompli, la preuve du théoreme 4.2.4 pourra étre déduite
de maniére similaire a | | via un processus de localisation adéquat, qui est rapidement
expliqué dans la sous-section 4.3.2 pour la commodité du lecteur.

4.3.1 Etape principale : Estimations de Carleman pour les solutions dans une

bande.

Dans toute cette section, {2 est une bande de la forme (Xj, X;) x R¢"! comme dans
(4.21).

Notre objectif dans cette sous-section est de prouver I'estimation de Carleman suivante,
qui est une version affinée de | , Théoréme 2.2].

Theorem 4.3.1. Soit Q = (Xy, X;) x R¥™ comme dans (4.21), avec d > 3, et supposons
que les coefficients (N;)jeq,.ay € R? satisfassent Ay = 0, (4.22) et (4.23). Alors il existe des
constantes C' > 0 et 19 = 1 dépendant de cq, my et M,, tous indépendants de Xy, X1, tels
que pour tout T = Ty, pour tout w € H(Q) da support compact dans Q et satisfaisant

d
Aw — T Z )\Jajzw — 27'8111) -+ 7'2'11} = f2 -+ fg*/ —+ div <F2 —+ FQ*/), dans Q, (424)
j=2
avec
fo € LX), fow € LT3(Q), Fy e L2(CY), et Fyy € Laz(Q;CH N LA(Q;CY), (4.25)

on a

3 1
T2 Hw\lm(n) + 72| Vw220

3

3_ 1 1
< C (el + T Balloey + 74 (1ol gy g + 7IFeell gy ) + 7 | Fovl12ge))
(4.26)

et, pour tous les sous-ensembles mesurables E de €,

3,1 3,1 1
17724 ||w||L%<Q) + T4 2d 1IN {T‘E‘}i s 1} (THWHLQ(E) —|— ||V7«UHL2(E))
34 L
< C (Mallzaoy + 7l Eallzaiey + 73 (Ifaw gty + Iy ) + 75 Frlzze )

(4.27)
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La démonstration du théoreme 4.3.1 est bien str treés proche de celle du | , Théo-
reme 2.2], puisque le théoreme 4.3.1 est une version améliorée du Théoreme 2.2 dans | ]
en ce qui concerne les mémes points que dans la Remarque 4.2.5.

Elle nécessitera plusieurs étapes :

1. Construction d'une paramétrice explicite donnant w résolvant (4.24) en termes des
termes sources (fa, fou, F' = Fy + Fy.), basée sur | , Proposition 3.1], que nous
rappellerons dans la Sous-sous-section 4.3.1.1.

2. Estimations des opérateurs impliqués dans la paramétrice, qui correspondra également
principalement a celles de la Section 6 de | |, que nous rappellerons également.
De nouvelles estimations seront également nécessaires pour obtenir les estimations
completes du théoreme 4.3.1, reposant sur la décomposition de Fb, en ses composantes
de basse et haute fréquence, voir la Sous-sous-section 4.3.1.2.

3. Une combinaison appropriée des estimations sur les divers opérateurs impliqués dans
la paramétrice, voir la sous-section 4.3.1.3.

En particulier, nous nous appuierons sur la paramétrice explicite suivant donnant w
comme solution de (4.24) en termes des termes sources (fo, fow, F' = Fy + Fo,).

4.3.1.1 Une paramétrice explicite

Nous utilisons la paramétrice construite dans le travail | |. Pour ce faire, nous
introduisons la fonction ¢ : 2 — R définie comme suit :

d

(1, &) = Z(l — 1), 21 € [Xo, Xi), ¢ €RT. (4.28)
=2
Selon | , Proposition 3.1], nous avons alors la paramétrice explicite suivante :
Proposition 4.3.2 (| , Proposition 3.1]). Dans le méme cadre que le théoréme 4.3.1.

Pour tout 7 > 1, si w est a support compact et satisfait (4.24) avec les termes sources
(fa, fowr, Fo, Fou) comme dans (4.25), alors

d
w = KT’O(fQ -+ f2*/) + Z KT’j((FQ + F2*1> . 6]') + RT(IU), (429)

=1

ot la famille de vecteurs (e;)jecq,...ay est la base canonique de RY et, en utilisant la transfor-
mée de Fourier partielle, les opérateurs K ;, pour j € {0,--- ,d}, et R, sont définis pour f
dépendant de (x1,2') € Q par

Kfene)= [ o ksl €T d) dn, (m€)e0, (430
Rfn )= [ el ) dp, (0,8) €0, (431)
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avec des noyaux donnés, pour (z1,y1,&) € [Xo, X1]2 x R¥L, par

min{z1,y1} 7 (g —z1)— 21 p@,e) dgi— Y1 v@e ) din .
kT,O(ml,ylyfl) _ _lw(x1,§’)>f /X . (y1—z1) le ¥(y1,€") dyr le »(y1,€") dy1 47,
0

Y1 —r(y1—x o1 1,¢) dyi— [P y(m1,¢) d
i 1w(x17€/)<71y1>m1/ . (1 1)+f11 Y(y1,€") dyr le Y(y1,¢") dyr di,, (4.32)

1

—ry—z)+ [ (G, dys
kT’l(xl’yl’gl) = _1¢(9E1,§')<le1>x16 T fxl n n

r(@1—y1)— [P (g1,¢") dy:
_|_ 11p(x1,§’)>7-1y1<:c1€ ( 1 yl) fyl w(ylﬁ) Y1 + kT,O(x17yla€/)(7— —f-??[)(yl,f/)),

(4.33)
k”'uj(xh Y1, 5,) = Z.gjkT,O(xb Y1, §,)7 ] S {2; e ,d}, (434)
TT(wla Y1, 6) = kT,0<x17 Y1, f/)81¢(91, £/> (435)

La clé pour prouver la Proposition 4.3.2 est de remarquer que la transformée de Fourier
partielle de 'opérateur dans (4.20) est de la forme

(O —7)% — Z_; 121 — 21 ) = (0 — 7 — (21, €)) (01 — T + (21,£")) — (1, ).

Il est alors clair que I'ensemble dans lequel les estimations peuvent se dégénérer est
'ensemble {(z1,&") € (Xo, X1)xRI¥™1 avec 1(z1,&') = 7}. En conséquence, il est intéressant
d’utiliser un type d’opérateur de projection P, sur les composants haute fréquence agissant
sur L*(Q) et donné en Fourier, pour f € L*(Q), par la formule

Pogrf(1,€) =1 (W) fa1,€), (21,€) € (Xo, X1) x R, (4.36)

ou 7 est une fonction lisse dans €*°([0, 00), R), prenant la valeur 0 dans [0, 2], prenant la
valeur 1 en dehors de [0, 3], et bornée par 1.

Notons que puisque 'opérateur Py, correspond a une convolution dans la variable 2’
avec un noyau L' 2’ +— 7971, (727) ot 1 (2') = Jra1 €7 € n(v(X1,€)) A€’ on peut vérifier &
'aide d’un simple argument de changement d’échelle que, pour tout p € [1, 00, il existe C,,
tel que pour tout f € LP(),

| Prsr fllze) < Cpll fllze)-

Cet opérateur présente I'avantage de localiser dans les fréquences £’ telles que pour tout
1 € (Xo, X1), ¥(21,&) = ¥(X1,£) = 27, et donc loin de I'ensemble critique {(z1,{') €
(X0, X1) x R avec (1, &) = 7}. 1l est également facile de vérifier qu’il commute avec
tous les opérateurs (KT,j)jE{O,--'7d} et R,.

Cet opérateur peut étre utilisé en particulier sur Fy,/, que nous écrirons comme

Fou = Py Fow + (I — Pryr) Fou.

En utilisant les notations Fj,, pour désigner les dernieres d — 1 composantes de Fy. et
div’ pour désigner I'opérateur de divergence sur Rifl, il est facile de vérifier que div'((I —
Phy-)F3.) appartient & L*((2), et ainsi I'identité (4.29) peut étre écrite comme

w=K.o(fo+ fou + diV/(([ — th,r)le*/)) + K1 ((Fy + th,TFz*/) -e1)

+ KTJ(((I — thﬂ—)FQ*/) . 61) =+ Z KT’]'(<F2 + thﬂ—Fg*l) . 6]') =+ RT(’UJ) (437)

Jj=2
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C’est 'une des formules que nous utiliserons par la suite. Notons qu’elle implique tous les
opérateurs K, ; et IR, apparaissant dans la Proposition 4.3.2, de sorte que le théoreme 4.3.1
sera dérivé en utilisant les estimations connues sur ces opérateurs obtenues dans | ]
et les gains appropriés que nous aurons en considérant comment ces opérateurs agissent a
basse et haute fréquence.

4.3.1.2 Bornes des opérateurs K, ;

Notre preuve sera basée sur les estimations pour chacun des opérateurs (K ;);co,- d}-

Estimations connues. Plusieurs estimations ont déja été obtenues dans | | (cf Cha-
pitre 3) et sont rappelées ici :

Proposition 4.3.3 (Proposition 3.6.2 dans Chapitre 3). Dans le méme cadre que le théo-
réme 4.3.1. Il existe C > 0 et 19 > 1 indépendants de Xy, Xy (et dépendant seulement de

co, My et M, dans (4.22) et (4.23)) tels que pour tout T > 19, pour tout f € Ld%(Q),

- 7 1,1
1Krof 28, o + 7 BN o o) + 10K o] e, )+ 73V Ko 2o
<O, g e (439)

et, pour tout f € L*(Q),

3 1
Tt TofH A JrT2||KT0J‘1HL2 o) + 7101 TofHL2 Q1) +TQHVKTofHL%Q)
<O\ fll2), (4.39)

avec

Q= {(01,€) € (Xo, X1) x R, avee (a1, &) # 7}, (4.40)

Proposition 4.3.4 (Propositions 3.6.7 et 3.6.10 dans Chapitre 3). Dans le méme cadre que
le théoréme 4.3.1. Il existe C' > 0 et 79 > 1 indépendants de Xo, X1 (et dépendant seulement
de co, m, et M, dans (4.22) et (4.23)) tels que pour tout j € {1,--- ,d}, pour tout T > 79
et pour tout f € L*(Q),

1,1

TRNE S +TZ||K,Jf||L2 @ HIOE |20 7NV Kol < Clfllezce)

Proposition 4.3.5 (Proposition 3.6.13 dans Chapitre 3). Dans le méme cadre que le théo-
réme 4.3.1. Il existe C > 0 et 19 > 1 indépendants de Xy, X; (et dépendant seulement de
co, M. et M, dans (4.22) et (4.23)) tels que pour tout T > 79 et pour tout f € H'(Q),

341
TR S 2 )+T2HR @) + TIOR 2@ + 72V Reofllize) < CIV fllzey

Il est naturel d’obtenir de meilleures estimations pour les opérateurs (Pyy, K- j)jcqo,.a}
par rapport aux opérateurs (K ;)jcqo,. 4}, Puisque l'opérateur de projection haute fréquence
Py, est une projection qui projette sur la partie ou l'opérateur conjugué dans (4.20) est
elliptique. Bien que de telles estimations soient connues et plutot classiques dans le cadre
hilbertien, cela doit étre précisé lorsqu’il s’agit d’obtenir des estimations sur ces opérateurs
de LP(Q) a L1(Q2) lorsque p ou ¢ different de 2 (nous renvoyons a | | pour des estimations
de ce type dans un contexte étroitement 1ié). C’est précisément notre objectif suivant.
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Estimations pour les hautes fréquences. Nous listons ci-dessous les nouvelles estimations
que nous obtenons pour les opérateurs (K ;);c(o,. 4} aux hautes fréquences, a comparer avec
celles des Propositions 4.3.3 et 4.3.4. Celles-ci seront démontrées par la suite.

Proposition 4.3.6. Dans le méme cadre que le théoréeme 4.5.1. Il existe C > 0 et 79 > 1
indépendants de Xo, X (et dépendant seulement de co, m, et M, dans (4.22) et (4.23)) tels

que pour tout T = Ty, pour tout f € L%(Q);

7| PrgrEKrofllr2) + IV P Krof |2y < Clf] (4.41)

2d
LT+2 ()
et, pour tout f € L*(Q),

T||th,TKr,of||L%(Q) + 7 Popr Ko f 2 + TV Prgr Krofll2) < Cllf 2@ (442)

Remarque 4.3.7. [ est intéressant de comparer les estimations dans la Proposition 4.3.6
avec celles de la Proposition 4.3.3. En particulier, on observe que pour les estimations hilber-
tiennes, c’est-d-dire pour la norme £ (L*(Q), H*(Q)) de Pyy K., les estimations (4.42) sont
meilleures que celles dans (4.39) pour K. o par un facteur 73. Cette amélioration est plus
faible pour les estimations dans les normes £ (H (), L%(Q)) et X(L%(Q),HI(Q)) de
Py K, o, mais reste meilleure d’un facteur 7172 par rapport auz normes £ (H (), = (Q))

et L(L#3(Q), HY(Q)) de K.

Proposition 4.3.8. Dans le méme cadre que le théoreme 4.3.1. Il existe C' > 0 et 19 > 1
indépendants de Xo, Xy (et dépendant seulement de cy, m, et M, dans (4.22) et (4.23)),
tels que pour tout j € {1,---  d}, pour tout T > 7y et pour tout f € L*(2),

1Phpr Ko F |y ) + TW P B flla@) + IV Phpe Krjif 2oy < Cllf e (4:43)

Remarque 4.3.9. Ici encore, comme dans la remarque 4.3.7, en comparant les estimations
dans la Proposition 4.3.8 avec celles de la Proposition 4.5.4, nous voyons que, pour j = 1, il

y a encore un gain d’un facteur 732 lorsqu’on considére la norme £(L*(R), L%(Q)) de

Vopérateur Pry.K.; par rapport a la norme de K ;, et un facteur T3 lorsqu’on considere
les normes £ (L*(2), H'(2)).

Avant de passer aux démonstrations des Propositions 4.3.6 et 4.3.8, nous soulignons que
chaque opérateur K, ; pour j € {0, -, d} est un opérateur de multiplication de Fourier dans
la variable verticale. Nous pouvons donc utiliser le Théoreme de Restriction de Stein-Tomas
[ ] pour estimer leur comportement en tant quopérateur de LP(R?!) a L4(RI1)
pour certaines valeurs de p et g. Cette approche a été utilisée pour montrer, par exemple, la
Proposition 3.6.2 avec une paramétrisation appropriée de I’espace de phase ¢’ € R%~! comme
& — (Y(a,&),&/1(a,&)) pour ¢ comme dans (4.28) et a € [Xy, X;| adapté aux noyaux
apparaissant dans la Proposition 4.3.2. Les détails complets se trouvent dans Section 3.5 du
chapitre 3.

Démonstration de la Proposition 4.5.6. Compte tenu des résultats de la Proposition 3.5.4,
nous estimons d’abord les normes pondérées de k,o(x1,y1,-) pour z; et y; dans [Xo, Xi]
(voir la définition de k.o dans (4.32)). Nous identifions également £’ € R¥~1 avec les paires
(A w) € Ry x By, ou B,, = {w € R ¢p(xy,w') = 1}, par la formule & = A/, ou
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équivalent, A = ¢(z1, ') et w’ = &' /1P(21, ). Avec un léger abus de notation, nous notons kg
de maniére similaire qu’il soit écrit en termes de £’ € R¥™! ou en termes de (\,w') € Ry xX,,.

D’apres | , Lemme 6.4], il existe une constante C' > 0 telle que pour tout 7 > 1,
A > T, et tous z1,y1 € [Xo, X1, nous avons

c o A — 2 )
= e~ A=mz1—y1|=A(z1—y1) /C'1’ sty < a1,

1Ero(@, y1s A )l poes,,) < é (4.44)
76—(>\/C+7)\y1—w1\’ siy > .

En raisonnant comme dans | , Lemme 6.6], nous déduisons

1
(/ZT Hk‘r,O(xlayla)\a-)Hioo(zzl))\lid)\)2 < Cemmnml—g, (4.45)

En conséquence, en utilisant la Proposition 3.5.4, 'inégalité de Young et le fait que pour
tout z1 € [Xo, Xi], A = ¥(21,&) = (X1,&') > 27 en raison de (4.23), nous avons, pour

feLim(Q) et >1,

thfﬂ'KT,Of”LQ(Q) g HHth,TKT,Of(xly '>HL2/(Rd—1)

L%, (Xo0,X1)

X1 o0 2 %
2 1-2
< (L Moot A s N ) U0,
v’ L%I(X(),Xl)
~7ly1l —% )
<C (v = e 7) s, 1 (w1, M, 2 s
y’ LQI(Xo,Xl)
~7ly1l—3 : — O}
<Ol e I ) e AN,
Y Ly1+2 (X07X1)
(4.46)
De méme, nous obtenons que pour tout f € L?(Q) et 7 > 1,
-1
1PasrFrof gy g < O 1 ey (1.47)
De méme, en argumentant comme dans | , Lemme 6.6], nous obtenons
1
o / N2 1-2 2 14l
/2 I B, 1, A, ) [,y A H X)) < Clgy — |7, (4.48)

En utilisant la Proposition 3.5.4, le théoreme de Hardy-Littlewood-Sobolev en 1-d, nous
2d
obtenons alors, pour tout f € La+2(Q) et 7 > 1,

166



9" PugoErof i@y < IV PagrFro f 1), o

L3, (X0,X1)

< 2d dy1

||L;,+2 (Ri-1)

X1 oo 2 1-2 3
S o A B N F ) (o)

Xo T

L3, (Xo0,X1)

14l _
<O 7)1l e, (RE)

L3, (Xo0,X1)

< COYf(yss-) (4.49)

| 2a
LT (Ri-1)

Nous concluons l'estimation (4.41) en combinant (4.46), (4.49) et (4.38) pour l'estimation
de 01 Phs K. of pour f € L%(Q)

Pour conclure (4.42), en considération de (4.47), nous avons seulement besoin d’estimer
les normes £ (L*(Q)) et L(L*(Q), H'(Q)) de Pys. K, . Celles-ci sont plus simples car I'es-
timation (4.44) indique qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout 7 > 1, A > 27,
et tous z1,y; € [Xo, X1], nous avons

(7 + M kro(@1, 91, A, ')HL“’(EZI) < CeTlz1=ul (4.50)
Nous obtenons alors immédiatement, par I'inégalité de Young, que pour f € L?(Q) et 7 > 1,

TN Prgr Ko fll22@) + IV Prpr Kro fll 220

< T Hth,TKT,Of(:C17 .>HL,2./(Rd71)

9 B Ko i

L3, (Xo0,X1 L2, (X0,X1)

<ot ||f||L2(Q) : (4.51)
L3, (Xo0,X1)

X1
<C H e, e, sy
XO y’

Cette estimation, ainsi que (4.47) et l'estimation (4.39) pour l'estimation de 0y Py, K, of
pour f € L*(€), donne I'estimation (4.42). O

Démonstration de la Proposition 4.5.8. Nous ne faisons qu’esquisser la preuve de la Propo-
sition 4.3.8 car elle repose sur des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve de la
Proposition 4.3.6.

Expliquons les principales étapes pour obtenir 'estimation (4.43). En utilisant | ,
Lemma 6.8], nous obtenons une constante C' > 0 indépendante de Xy, X; (et ne dépendant
que de ¢g, my et M, dans (4.22) et (4.23)), telle que pour tout x; et y; dans [Xo, X;], pour
tout 7 > 1, et A > 0,

||k:’7',1(w1) U1, A, ')HLO"(Ezl) < C€—|T—>\||y1—:c1|—)\(?/1—a:1)2/0 + C(T + /\)”kﬂo(xl’ Y1, A\, ')HL“(Ezl)'
(4.52)
et, pour j € {2,--- ,d},
[hrj (1,91, A )lzoe .,y < CMkro(@1, Y1, Ay )l Lo, - (4.53)
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L’estimation (4.48) permet alors de démontrer l'existence d'une constante C' > 0 telle
que pour tout 7 > 1, j € {2,--- ,d}, et tous x1,y; € [Xo, X1,

1
(/2 Hkm(xl,yl,)\,.)Hiw(le))\1Zd)\> < Clys — 1| 4. (4.54)

De maniére similaire, on peut déduire de (4.52) que cela est également valable pour j = 1.

En utilisant la Proposition 3.5.4 et le théoréeme de Hardy-Littlewood-Sobolev, nous en
déduisons qu'il existe C' > 0 tel que pour tout j € {1,---,d}, pour tout 7 > 1 et pour tout
feL*(9Q),

1 Psr sl gty o) < I 1200

Les estimations sur les normes £ (L*(Q2)) de Py, K. ; et V' Py, K, ; peuvent étre réa-
lisées plus facilement et sont laissées au lecteur, et la norme Z(L*(Q2)) de &1 Py K. ; suit
de la Proposition 4.3.4. O

Estimations & basse fréquence. Dans nos arguments qui suivent, nous devrons également
comprendre le comportement de 'opérateur (I — Pys.)K ;1 et montrer comment il agit sur

L#¥3(Q) -

Proposition 4.3.10. Dans le cadre du théoreme 4.3.1. Il existe C' > 0 et 79 > 1 indépen-
dants de Xy, Xy (et ne dépendant que de cy, m. et M, dans (4.22) et (4.23)) tels que pour
tout T = 1y et pour tout f € L%(Q),

I = Pryr) Ko £l e, +T4 32| (I = Pugr) Ko fll 2@
+ (|0 (I — thr) TlfHL2 1)+ 713 ||V (L — Pop) Koo flliz) < C7Ilf LS @) (4.55)

ot 2y, est 'ensemble défini dans (4.40).

Démonstration. De maniere similaire aux preuves précédentes, nous utiliserons des bornes
appropriées sur le noyau k. ;. Notamment, nous utiliserons la borne (4.52), la borne (4.44)
et la borne suivante, obtenue dans | , Lemma 6.4] : 1l existe des constantes C' > 0
et C1 > 0 indépendantes de Xy, X; (et ne dépendant que de ¢g, m, et M, dans (4.22) et
(4.23)) telles que pour tout z; et y; dans [Xo, X;], pour tout 7 > 1, et A < 7, le noyau k- g
défini dans (4.32) satisfait

Clyy — xy|e =l si Alyr — x| <1
kro(@1, y1, A )| eesa) <4 C 4.56
[Fero Mz Vs Xe—(T—/\)Im—mI—A(y1—x1)2/6‘1’ si A|yp — @] > 1. ( )
En suivant | , Lemma 6.9], nous pouvons alors obtenir qu'il existe une constante

C' > 0 indépendante de Xy, X; (et ne dépendant que de ¢y, m, et M, dans (4.22) et (4.23))
telle que pour tout z; et y; dans [ Xy, X;], pour tout 7 > 1,

_2 3 1 ~
(/}\>0 ||k77',1(x17y17 )‘a )Hi"o(zzl) >\1 ’ dA) S OW + k?le(ZL‘l - yl)u (457)

avec fry € LTT(R) et [fntl] o < O

168



En utilisant ensuite la Proposition 3.5.4, le théoreme de Hardy-Littlewood-Sobolev et
I'inégalité de Young, nous déduisons que la norme X(L%(Q), L*(Q)) de (I — Py, ) K, est
bornée par Cri—m.

Pour obtenir une borne sur la norme X(L%(Q), L%(Q)) de (I — Pyy,)K ;1 (rappelons
que I — Py, se localise a la fréquence ¢ telle que ¢ (X;,¢’) < 37), nous montrons d’abord
qu’il existe une constante C' > 0, telle que pour tout x; et y; dans [ Xy, Xi], pour tout 7 > 1,

31T
/ “kr,l(Il,yh/\a')||L°°(zzl))\1—§ d)\
0

3c1T

3c1T
< C/O €_|T_>‘||y1_$1|_)‘(91_1’1)2/c)\1_% dA + 7—0/0 ||k:7',0(l‘17 Y1, >\’ ) ||L°°(Ez1))\1_% dA
<Ctlry — Z/1|71+%>

ol nous avons utilisé | , Lemma 6.6] pour borner le second terme a droite et ¢; est
défini par
ci= sup sup{v(z1,&), t.q. (X1, &) =1}

x1€[X0,Xﬂ
En utilisant ensuite la Proposition 3.5.4 et le théoreme de Hardy-Littlewood-Sobolev, la
2d 2d
norme £ (La+2(Q2), La-2(Q)) de (I — Pyy,) K, est bornée par Cr.
Pour I'estimation de la norme ,,?(L%Q (Q), Ld%(Q)) de V(I — Pys.)K; 1, le point crucial
est de prouver qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x1,y; € [Xo, X1], et pour
tout 7 > 1,

1
2

3elT
</0 ||/\(,u’kj7_71(:L‘1,y17 A’w,)HiO‘;(Ezl) /\1_% d)\) < CT%_TldL/pl — y1|_1+$, (458)

En utilisant encore une fois la Proposition 3.5.4 et l'inégalité de Hardy-Littlewood-
Sobolev, la norme X(Ld%(Q), L%(Q)) de V/(I = Pys+) K1 est bornée par 74 2.

Pour prouver 'inégalité (4.58), nous utilisons | , Lemma 6.8]. En utilisant (4.52),
nous pouvons borner le terme sur le coté gauche comme suit

[

2

3e1T 3 31T
C (/0 ' €*|Tf/\||ylfz1|*)\(y1711)2/0)\37% d)\>2 + O (/0 ! ”)\w/kT,O(leayh)‘?wl)H%o‘?(Zzl))\li% d)\)

Puis, en utilisant | , Lemma 6.6], nous obtenons 'estimation souhaitée sur le se-
cond terme. Un calcul simple donne la méme borne sur le premier terme.

Pour estimer la norme X(Ld%(ﬂ), L%(Q)) de 01(I — Pusr) K1, c’est plus technique.
Tout d’abord, nous rappelons que le noyau de l'opérateur 0y K- 1, noté par k. 5,, prend la
forme suivante : pour tout (x,&’) € Q. et tout y; € (Xo, X1),

—r(y1—z1)+ 1 1,E") dy:
Fron (21,51, €) = —Liy(orener Ly (7 — (a1, €))7 ey w8040

T(x1— _[*1 ~’ , d~
+ ]-T<’l/)(x1,§/) 1y1<$1 (7' - ¢($1’ 5/))6 (z1—y1) fyl Y(y1,E") dyr
+ k7,0,61 (xla Y1, 5/)(7- + w(yla 5/))’ (459>
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ot k., est défini pour z1, y; dans [Xo, Xi] et & € R*!, par

*T(yrzl)*fzyll P(y1.€) dyy

k7,0781 (Il, Y1, fl) = _1x1<y1€
min{z1,y1} 7y —a1)— [C1G,¢) dyi— [L (e din
— Ly > (T — ¢(21,€)) /X e 5 L dz
0
Y —7(y1—z1)+ -1 Y€ dpn— [Lrp(yng) dyn |
+ Ly ,ey<r Ly <y (T — (21, £)) / e le le dz,.
1

Le noyau de 01(I — Pyy,) K, 1, noté par kr1,.f, est alors donné en Fourier par

w(Xla 5,)

T

krtoyer(x1,y1,8) = <1 - ( >> kr1o,(@1,91,8). (4.60)

Un calcul fastidieux (similaire a ceux de | , Section 6]) montre alors qu’il existe
une constante C' > 0 indépendante de X et X, telle que pour tout z; et y; dans [ Xy, Xq],
pour tout 7 > 1, et 0 < A < 3¢y7,

k100,07 (@1, 91 Ay ) o(sa,y < OT (e—\T—)\HZh—zl|—>\(?J1—x1)2/C + o0, (21, y1, A, .)||LOO(E$1)) ,

En conséquence, en utilisant | , Lemma 6.6] pour borner le second terme sur le
membre de droite de la derniere inégalité, nous pouvons prouver

1
2

3e1T
(/0 s (21, 91 A )P ) N5 d/\> < Crlay — |1, (4.61)

L’utilisation de l'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev montre alors que la norme
2d 2d
L (L#2(Q), L32(Q)) de O1(I — Pyyr) K1 est bornée par C'1. Cela conclut la preuve de la
Proposition 4.3.10. O

4.3.1.3 Preuve du théoréme 4.3.1

Avec les diverses estimations établies dans les propositions présentées dans la sous-section
précédente, nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoreme 4.3.1, c’est-a-dire
les estimations de Carleman dans la bande.

Démonstration du théoréeme 4.3.1. En utilisant la Proposition 4.3.2, si w est a support com-
pact et satisfait (4.24) pour certains termes sources (fa, fow, Fo, Fow) comme dans (4.25),

alors
d

w = KT,0<f2 + f2*’) + ZKT,j((FQ + FQ*’) : 6]') + RT(w)

=1

Rappelons que opérateur P s, commute avec tous les opérateurs (K ;) je{0, .4y et Ry
En conséquence, la partie haute fréquence de wy s, = Pps,w satisfait

d
Whtr = PrprKro(fo+ fow) + Y PuprKrj((Fo + Fow) - €5) + Re(whyr).

=1
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En utilisant les diverses estimations des Propositions 4.3.6, 4.3.8, et 4.3.5, a haute fréquence,
nous obtenons

3 1
72| whsrllL2) + T2 Vwng -l 22

1 1
< C (7'_1/2Hf2||L2(Q) + 72 ||f2*,||L ) + 72 HF2 -+ F2*’||L2(Q)) + C||v/whf,THL2(Q)7 (462)

_2d_
d+2 (
et nous avons également (en utilisant aussi (4.38) et le fait que)

34 1
T4+2d ||whf’THLdZTdQ(Q)

1,1 341 341
<O (Tl + TH ol g, o+ TN + Faclliag )+ CIV wng ez
(4.63)

En conséquence, il existe un 7 > 0 tel que pour tout 7 > 7o,
3 1
T2 |[wngellr2() + T2 Vwng [ 20
_ 1 1
<O (r 2 ol + H 2ol iy oy + TP+ Prollzzey ) (4:64)
et donc

1.1 341 St
<C (7' 21| fo| 20 + T4+2d||f2*'HL Q) + a2 Fy 4 F2*’||L2(Q)) :

(4.65)

3,1
T1 2d||whf,THLd2Td2 ¢

(@)

Nous définissons alors la partie basse fréquence wys, = (I — Pps)w de w : En utilisant
(4.37), nous obtenons

Wepr = Kro((I = Pugr)(fo+ fow) + div'((I = Pagr)Fo)) + Kra(I = Pogr)Fa - e1)

d
+ (I = Pupr) Koy (Fow - 1) + ) Ko j (I = Pigr) Fa - €5) + Re(wey,r).
=2
En appliquant I'inégalité de Bernstein (voir, par exemple, | , Lemma 2.1.]), nous

obtenons que div'((I — Py, )Fs,) appartient a Ld%(Q) et

v/ (7 = Pag ) o)l asy < CrllBoll g

| 2
Ld+2(Q) ()

Nous utilisons alors les Propositions 4.3.3, 4.3.4, 4.3.5, et 4.3.10 pour obtenir

3 1
T2 ||w€f,r\|L2(Q) + 72([Vwgy , L2(Q)

3_1
< € (Wfallzzey + T Ballziey + 745 (Ifow o + 7IF2l, g o ) )+CIT w2,
(4.66)
et
ritoa|

werell 2

341
<€ (Wfallzzey + TN Balley + 745 (Ifow gy o + 7IFell gy o ) )HCIV sl )
(4.67)
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Comme précédemment, nous pouvons alors absorber le terme ||[V'w.||12(q) dans le
membre de droite de (4.66) en choisissant 7 suffisamment grand : En prenant 75 > 1 plus
grand si nécessaire, nous avons, pour 7 > Ty,

3 1
75||wzf,r||L2(Q) + 72||Vwesr || 120

§,L
< C (Mol + T Pollzzier + 7473 (ol gy + 7IFoel g, )) - (4.68)

et, en conséquence,

] LR BT <Hf2”” 7 Pellzao) + 785 (”f2 M o) T||F2*'”Lf+dz<m)> |
(4.69)
En combinant les estimations (4.64) et (4.68), nous déduisons l'estimation de Carleman
(4.26). De méme, en combinant les estimations (4.65) et (4.69), nous déduisons ’estimation
de Carleman (4.27) a 'exception des estimations localisées sur ’ensemble E.
Pour finaliser la preuve de (4.27), nous nous concentrons donc sur les estimations loca-
lisées au sein du sous-ensemble E C ). Pour ce faire, d’une part, a basses fréquences, nous
utilisons les estimations de Holder et de Bernstein :

1
lwssellzacey + 1V g oy < BV (rllwnsal, g, o+ 1905l g4, )

2(E)

< CIBJr g, |, g,
En conséquence, en multipliant I’estimation ci-dessus par 7 T1t2a et en utilisant (4.69), nous
déduisons
3,1 / 1
T4 " 2d (Twaf,THLQ(E) + HV wgfyTHLQ(E)> g ‘ |d (Hf2”L2 +THF2HL2(Q

3

341
P ool gy g+ TIFe g )

d

D’autre part, les estimations (4.64) donnent

3,1 34 1
Tit 2 (THwhf,THL? gy + | V'wny - L?(E)) < 7t (THwhf,THL?(Q) + ||V/whf;r||L2(Q))

341
<O (Tl + THHNE + Pl + 7H o g )

Enfin, sur la base des Propositions 4.3.3-4.3.5, nous pouvons déduire ’estimation sui-
vante pour le terme Jyw :

3 1 3 1
TZ—’—% ||81U)||L2(E) < 7'1+% ||811U||L2(Q)

3

1
< C (r i ol + THHEF + Foulliag + 7 oo w‘(m)'

En combinant les trois dernieres estimations, nous concluons que

341 . 1
e mm{ﬂE'é , 1} (7wl e + 190 ]2

3,1
C (I1fallez@) + T Fsll sz + 7572 ol ;) + Tl F2l 22 + 7372 P 2@ )
(Q)

et la preuve du théoreme 4.3.1 est ainsi completee.
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4.3.2 Preuve du théoréme 4.2.4

L’objectif de cette section est de déduire le théoreme 4.2.4 dans le cas d'une géométrie
générale a partir du théoreme 4.3.1 qui ne considere que le cas d'une bande.
Pour ce faire, nous nous appuyons sur deux étapes principales :

— Un processus de localisation, qui permet, par un changement de variables approprié,
d’utiliser le théoréme 4.3.1 pour déduire une estimation locale de Carleman.

— Un argument de raccordement pour assembler ces estimations locales.
C’est la stratégie utilisée dans | , Section 7]. Nous ne faisons qu’en esquisser les grandes
lignes ci-dessous pour la commodité du lecteur, car celle-ci n’implique aucune difficulté
nouvelle par rapport a | .

4.3.2.1 Estimations locales de Carleman

Pour 7 > 1, nous introduisons
w = e %u, fo =€ (fo—TV - F), four = €7% fou, F = Fyt+Eyy = ¢ Fyte ™ Fp,
de telle sorte que la fonction u résout (4.13) si et seulement si w résout
Aw — 27V - Vw + 72|VoPw — 1Apw = fo + for +div(F)  dans Q, (4.70)

Nous introduisons maintenant une version locale de (4.70). A savoir, pour zg € 2\ w, nous
introduisons 7,,(x) une fonction de coupure définie par

Nao () = (75 (2 — 10)), z €RY, (4.71)

ot  est une fonction radiale lisse non négative (dans €>°(R?)) telle que n(p) = 1 pour
|p| < 1/2 et s’annule en dehors de la boule unité. Nous posons

Wy () = Ny (T)w(2), x € Q,
qui résout
Awgy — 27V - Vwg, + 72 |VoPway = fou + fou .z + div (Fy,), dans Q, (4.72)
ou
fomo = Moo fo — Vil - Fo 4+ TAQw,, + 2V, - Vw + Angw — 27V - Vi, w, (4.73)
Fourwo = Teofowr = Vlay - Fours  Foy = F'. (4.74)

Rappelons que u est supposé étre a support compact dans un certain ensemble compact
K, tel que K € €. En conséquence, il existe ¢ > 0 tel que K, = {x € RY, d(z, K) < &} est
un sous-ensemble de 2.

Nous dérivons alors le lemme suivant, dont la preuve est similaire & celle dans | ,
Lemme 7.1].

Lemma 4.3.11. [l existe des constantes C > 0 et 19 > 1 (dépendant seulement de o, f3,
Hg0||cg(§), K, w et Q) telles que pour tout T = 19, pour tout xy € K.\ wy, et pour tous

(fomos forr wos Fog = Fomg + Fow ay) Satisfaisant

Fomo € LX), forray € LT2(Q), Fouy € LA CY), et Foug, € L7 (Q;C4 N LA(Q; CH),
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and w,, satisfying (4.72) and supported in BIO(T’%), we have

TQHMJCOHL2 +T2||Vw960||L2 < (||f2aco||L2 +T||F2960||L2

7—4 2d (”fQ* HDOH Td —|— THFQ*’ roH fQ(Q)) —+ 7—2||F2*’,.’L'0HL2(Q)> , (475)

et, pour tous les ensembles mesurables E de (1,

3
its

NS

T3 g | g

T Y
@ + 71724 mln{ 7 5 1} (7'||wxo||L2(E) + ||wao||L2(E)>

7| Bl
3

72 [y |2 + T2V [l220) < C (I foumolliz@) + 7l Faao 220

00 (1 il gty + TPl 2 )+HF2*/,MHL2<Q>))- (1.76)

Esquisse de la preuve. L’idée principale est de construire un changement de coordonnées
approprié qui permet d’écrire I’équation (4.72) sous la forme (4.24) a quelques termes d’ordre
inférieur pres qui peuvent étre gérés en utilisant les propriétés de localisation de wy,.

Pour xy € K. \ wy, nous introduisons L; € R? et A; € R™? comme suit :

Ly = Vo(xg) € RY, A = Hess p(xg) € R,

La forme bilinéaire
£eRl— (Hess p(x0))€ - &

est symétrique sur R? et sur Span {L;}*. En conséquence, il existe une famille de vecteurs
orthogonaux (L;)je(a,.- 4y de Span {L;}+ qui diagonalise cette forme, que nous normalisons
de sorte que pour tout j € {2,---,d}, |Lj| = [Li1]. Puisque la famille (L;);cqo,.. ay de
Span {L;}* diagonalise la forme & +— (Hess¢(z0))¢ - € dans Span {L;}*, pour tout j €
{2,---,d}, il existe «; et p; dans R tels que

(Hess (o)) L; = p1;L; + oLy, je{2,---,d}.
Remarque : par la symétrie de Hess p(z¢), nous avons alors nécessairement

(Hess p(x0)) L1 = pn Ly + Z oLy,

k>2
ou . X
=z Ly Ly = ————(H V(o) - V(o).
Ha |L1|2( ess (o)) 1 |Vg0(x0)|2( ess o(x))V(xo) - Vo(xg)
Pour j € {2, ,d}, nous introduisons alors la matrice autosymétrique A; € R définie
par

Ale = —O{le - ILL]L],
Aij :aij —Oéij, sike {2, ,d}\{j},
Aij = —,ule + Z OékLk.

k>2

(I est facile de vérifier que chaque matrice A; définie de cette maniére est bien symé-
trique.)
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Nous définissons alors le changement de coordonnées suivant pour x dans un voisinage
de xg :

yi(z) = ¢(x) — p(x0),
yj(x) =L; - (x —x0) + ;Aj(x —x9) - (z — x0) pour j € {2,---,d}.

Par construction, il existe un voisinage, dont la taille dépend uniquement de la norme
C? de o, tel que z + y(z) est un difféomorphisme local entre un voisinage V de x, dans
Q \ w et un voisinage de 0, que nous appelons Q.

Pour 7 suﬂisamment grand nous pouvons nous assurer que la boule de centre z et
de rayon 7~ 3 lorsqu’elle est intersectée avec (2, est incluse dans un ensemble sur lequel
z — y(z) est un difféomorphisme, et son image est incluse dans une boule By(C773).

Ainsi, pour w,, résolvant (4.72), nous posons

W(y) = wy,(r) pour y=y(z),

Des calculs fastidieux, détaillés dans | , Section 7.2], montrent que w satisfait alors
d v v v
Ay —y1 Y N0y 0 — 270,00 + 740 = fo + fou + divy F dans (Yp, ¥;) x R,
=2

olt les coefficients (\;)jeya,...qp sont donnés par

A = |L2’2 (A\Ly - Ly + AL - L)
= ooy (e () Vilan) - Velan) + (Hessplan))Ly- L) (477
les termes sources sont
R0) = e (e D)= 32000 sl ) + Foals) + Foalo) + Fe),
fouly) = mf (v(y)) - Z Oy P Fon v (2(1)

Zpk?,] 9002k’ ( +Zpk] x0,2*’k( (y))7 ] € {17 7d}7

= j,2 ::Fj,Z*’
dans lequel p est défini comme

oy Onyi(a(y)
P = (e

et fg,[“ ‘]E/27b, fQ,C et [, satisfont, en raison de la localisation de w dans By, (7'_%) (équivalem-
ment, de @ dans By(C773)),

¥ ¥ 1 .

| foall 20,y < CT73| V|20, [ fonllz2,) < CT3|Vyi0| 220y,
v ~ _2 v

| foellz2,) < CIVy@|l2@,), [ Fullz2,) < CT 3|V 2oy
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En raison de la forme de 2, et du fait que nous considérons des fonctions qui sont supportées

dans des ensembles inclus dans des boules de la forme B(O,CT_%), nous pouvons alors
simplement étendre tous les termes sources dans une bande de la forme [Yp, Y;] x R%1, on
les fonctions sont étendues par 0 en dehors de €, et w satisfait alors

d
Ay'lj} — U1 Z )\]azj’lj) — 278y111) -+ TQ'JJ = f2 -+ fg*/ -+ diVy F dans (Yb, Yi) X Rdil,
j=2

Dans ce qui suit, pour des raisons de commodité, nous écrivons également €2, pour la
bande (Y, Y;) x R¥!. Maintenant, la condition (4.12) implique que tous les \; dans (4.77)
sont positifs, c’est-a-dire que la condition (4.23) est satisfaite. En conséquence, les estima-
tions de Carleman dans le théoreme 4.3.1 s’appliquent, et nous pouvons aisément déduire
les estimations dans le Lemme 4.3.11. Concentrons-nous par exemple sur la preuve de ’esti-
mation de Carleman (4.76) (la preuve de I'estimation de Carleman (4.75) est complétement
similaire et en fait plus facile, et est laissée au lecteur).

Pour 7 > 79, nous avons d’apres (4.26) et (4.27) que

3
343

NS

. 3,1 . 1 . .
TS| ag, A TTVE mln{ 1,1} (7Bl 2z, + V@l 2205, )

Ld=2(Qy) ‘E ’7
+ 72 [ 20,y + T2 V| 120, < C (||f2||L2(Qy) + 71 Fall 2oy

7+7 n "
4747 2d <||f2*/|l 2d , —f-T“FQ*/“L%(Qy) + ||F2*/||L2(Qy)>> .

LA+ (Q,)

Nous remarquons alors simplement que, d’apres l'expression de fo, four, et F' = Fy + Fou,

I f2llz2(,) + Tl F2llL2@,) + 7372 <||f2*'||Ld2+d2 ,t T“FQ*'“L%(%) + ||F2*’||L2(Qy))

<||f2*/7ac0H %(Q) THFQ*/ CUO” dfd(Q)
P l2@) + 74198l )

g~ 5
<

3
34

C (I aaollzzier + 7N Faollizioy + 7

En conséquence, en choisissant 75 > 1 plus grand si nécessaire, nous obtenons pour tout
T 2 70,

3,1 3,1 . . .
T4 2 ||w||Ldzfdz(Qy) + 7172 min {T‘ B} 1} (T||w||L2(Ey) + ||vw||L2(Ey))
3
+ 72 |[B]|2(0y) + 72| VBl 20,y < C (HfmoHLm) + 71 P20l 22(0)
#7431 (| fo, xon oy TIFseaell g o+ [Fovalz ) ).

En inversant le changement de variables sur le coté gauche, nous déduisons facilement
les estimations (4.76).

Le fait que les constantes ci-dessus ne dépendent pas de zg € K.\ wy peut étre suivi dans
la preuve ci-dessus : cela provient des propriétés d'uniformité du difféomorphisme x — y, et
repose largement sur les bornes uniformes (4.11)—(4.12), sur le fait que ¢ € C3(Q), et que
les constantes dans le théoreme 4.3.1 dépendent seulement de ¢q, m, et M, dans (4.22), et
(4.23) pour Xy < 0 < X avec |Xo|,|X1| < 1. Cela termine la preuve du Lemme 4.3.11. [
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4.3.2.2 Un argument de recollement

Ici encore, la preuve suit de pres celle de | , Section 7.3] et nous nous concen-
trons sur la preuve de I'estimation (4.19), car l'estimation (4.18) peut étre faite de maniére
similaire et est donc laissée au lecteur.

Nous partons de (4.76) : Il existe des constantes C' > 0 et 79 > 1 telles que pour tout
xo € K.\ wo et T > 79, et wy, solution de (4.72),

2
3,1, 1
Pt g, et i (el + 190 )

7w 720y + 7V 7200y < C (Il f2wollZz) + 721 Fomol 20y

+¢ﬁd(wamﬂﬁf Bl g, I Frvale) ) - (478)
En utilisant les expressions explicites des termes sources (4.73) et (4.74), nous obtenons

Coté droit de (4.78) < C' (|[nay foll32(0) + 721IMa0 2720

3.1 ~
A (o Forl? gy + 710 P2 g

d+2

o+ Pl )
+ (I Pl + 7l + [Vl + 1m0l

72 [V |02y + 7548 |Vt P

)
Ld+2(Q)

En prenant 79 > 1 plus grand si nécessaire (ce qui peut étre fait uniformément en xy €
K. \wp), nous pouvons absorber le terme 72||wy, [|72(q) par le coté gauche de (4.78). Ensuite,

en intégrant par rapport a xy sur K. \ wp, en utilisant I'identité de Fubini pour les normes
hilbertiennes, nous obtenons

3
2

-

+

+

Il g,

2
3 . 1 3 3
- 7272 min {2, 1} <72||p§UJ||%2(E) + [l pg vw”%%E))

L2, (K<\wo) T?|Ela

1 1
+ T pdwl|Z2(q) + Tlld V|22

1 1 3,1
c(wwmam+m#m+mn2up o4 i Pl

2 (@) Lzo%\wo))

2 1
+ [lpg Faw H%Q(Q))

2

d+2 (Q) FZ*I H[/éﬁ%

+033meﬁw W

2, (K\wo) L2, (K< \wp)

1 1
= <||(Pr,2 + 72 pr1) 2wl 720 + ||p3,1Vw||iQ<m> ’

ou les poids pg, p; sont définis comme suit :

po() = [ o) dro, pea@) = [ V@) dro, prale) = [ Ay (@) dao

E\WO

L’inégalité intégrale de Minkowski (| , p-271]) pour les normes non hilbertiennes donne
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3,1 . 1 1 1
P ofull a7 mn{|E| 1} (Pllpwliace) + o Vuliam)

1 1
+ 72\l pg w20y + 7llod V|72

1 -
C(“ﬂéﬁ”%m + (7200 + pra)? |72 72 d||/)r1F2*’|| 2 ))

La+2(

1o
+ O (g ol g+ 700 Pl g, o+ 0 P */HLQ)

1 1
+C (Ipra + 7 pea) bl + 105 Vil )

Il est facile de vérifier a partir du choix (4.71) que, pour 7 suffisamment grand,

d
3

po() =775 |nll2., Vre K\w, po(z) <CT75, VaeqQ,
pra(x) < OT%_%, YV € €, et pra(x) < Crs~ ., VreQ.

wla, -

Alinsi, pour 7 assez grand,

2 §+l . ]- 2 2 2
riti|w +727dming ———, 1 (77w o T [Vw w
el (L} ol + 19 cn)
+ 7wl + 71Vl
< O (Il + 71 Pl + 744 (1ol g o + 72 g+ P )

2
+C (75 kumw) + 73|Vl .

Nous ajoutons alors

3,1 2 34L . 1 2 2 2
T27"4d HwHL%(w) + 7274 min {7—2|E’|3 s 1} (T H'UJ”LQ(W) + ”VU)HLz(w))

+ T3||w||%2(w) + T”va%Q(w)

a chaque coté de l'estimation précédente et nous obtenons

341 2 341, 1 2 2 2
T2 deHLdszQ(Q) 4+ 72"d min {7-2|E|3 3 ].} (7' ||wHL2(E) + HVUJ”LQ(E))

+ 7 wllL20) + TIIVwHia(Q

C (Il ze@ + 71 Falfa@ + 72 Hfz*'|!2 +T2HF2*'||
#2 (@)

o 341
HIFaelEa) + 734 (ﬁnwumw) * ku%a(w) + |rwujdz_d2(w))) .
Cela conclut la preuve du théoreme 4.2.4.

178



4.4 Un cadre géométrique spécifique

Dans cette section, nous allons nous concentrer sur un cadre géométrique spécifique
impliquant une boule de rayon R > 0 (rappelons que By(r) désigne la boule centrée en 0 et
de rayon r). Dans ce contexte, nous visons a prouver le lemme suivant sur le prolongement
unique quantitatif, comme présenté dans le théoreme 4.1.1.

Lemma 4.4.1. Soit R > 0 et d > 3. Nous considérons le cadre géométrique suivant (voir
Figure 4.1) :
3R

0= BO(ZR)ﬂ{xl < —f} , O = B,y <2>ﬂ{a:1 < —];)} ,etw = (BO(QR)\Bo(R))ﬂ{l’l < —f} ;

Il existe des constantes C' = C(R,d) > 0 et a € (0,1) dépendant seulement de R et d
de sorte que toute solution u € H' () de (4.1) avec (V, W1, Ws) comme dans (4.2) satisfait
Uestimation de prolongement unique quantitatif (4.3) avec v et § comme dans (4.4).

I

FIGURE 4.1 — Le cadre géométrique du Lemme 4.4.1 : Propagation de la petitesse de gauche a
droite.

Notre objectif est d’expliquer comment nous pouvons combiner les estimations de Car-
leman établies dans le théoreme 4.2.4 et 'argument de Wolff (Lemme 4.2.1) afin d’obtenir
I'estimation de prolongement unique quantitatif (4.3).

Une remarque clé est que le lemme de Wolff s’applique a des fonctions poids linéaires de
la forme y — k -y pour k € R?, tandis que nos estimations de Carleman sont valables sous
des conditions de sous-ellipticité appropriées sur la fonction poids ((4.11)—(4.12)), alors que
le parameétre 7 est un nombre réel positif.

Pour utiliser simultanément les deux outils, nous construisons une famille de fonctions
poids qui satisfont aux conditions de sous-ellipticité (4.11)—(4.12) et a 'argument de Wolff.
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Lemma 4.4.2. Dans le méme cadre que dans le Lemme 4.4.1, pour k € R, nous posons
or(r) = kial + K - o, x € Q. (4.79)

Alors, il existe € > 0 tel que

1. Pour tout k € B, (¢), la fonction yy, satisfait (4.11) et (4.12) avec certaines constantes
positives a > 0 et 3 > 0 indépendantes de k € B, (¢), et sa norme C? sur §) est bornée
indépendamment de k € B, (€).

2. Il existe p > 0 tel que

inf inf{pr(z)} > (1+p) sup { sup {gpk(x)}} . (4.80)

kEBel(6) zeO keBel (E) Ieﬂﬂ{.’ble(*%,fg)}

3. En posant ¥, = {k € R4\ {0} tel que |k/|k| — e1| < €}, la famille (pr)res, satisfait
la propriété suivante : Si f est une fonction positive a support compact dans ), nous
définissons la famille duy(x) = e#*® f(x) dz, alors pour C C . un ensemble conveze
compact, il existe une famille (k;)jc; d’éléments de C et des ensembles disjoints deux d
deur (Ey;)jes inclus dans ) de sorte que les mesures djuy,, satisfont (4.8) avec T =0 et

la famille (Ey;)jes satisfait (4.9) avec Cy une constante positive dépendant uniquement
de d et €.

Démonstration. Les item 1 et 2 peuvent étre vérifiés directement a 1’aide de calculs immé-
diats, le fait que ., () = z? satisfait (4.11) et (4.12) :

) R? 7\2

i {ea@} =5 > s {ea@}=(5;) R

z€O 9 zeQN{z1€ —%,—g)} 24

Il reste a vérifier I'item 3. Pour ce faire, notons par Y : x — y le difféomorphisme donné
par y;(z) = 22, et ¥ = 2’ (ceci est clairement un difféomorphisme de € vers Y (2) puisque
2 est éloigné de {z; = 0}), et X l'inverse de la fonction Y. Remarquons alors que pour tout
k e R?

or(r) =kl + K -2’ =k Y(x).

Posons alors f une fonction positive a support compact dans €2. Ainsi, dans les nouvelles

coordonnées y, la famille de mesures dy(z) = @ f(z) dr devient

djin(y) = " F(X(y)] Jac(X)| dy, (4.81)

ou Jac(X) est le jacobien de la fonction X. Par conséquent, d’apres le Lemme 4.2.1, pour
C C R4, il existe une famille (k;);c; d’éléments de C et des ensembles convexes disjoints

(Ekj>jej tels que les familles (dfi,)jecs, (kj)jes, et (E’kj)je; satisfont aux propriétés (4.8)
et (4.9) avec Cw une constante positive ne dépendant que de d. Par conséquent, nous

considérons les ensembles £, = X (Ej,), qui sont disjoints (pas nécessairement convexes)
et satisfont

| By | < | Jac(X) oo B |
En utilisant cette inégalité, la propriété de sommation (4.9) pour les ensembles Ej; est satis-

faite, avec la constante Cy = || Jac(X)||<!Cy. D’autre part, la propriété de concentration
(4.8) avec T' = 0 sur Ej; pour chaque duy; découle de la propriété de concentration (4.8)

pour la famille dfi, sur Ey; et de I'identité (4.81). O
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En conséquence du résultat précédent, notons que le théoréme 4.2.4 est valable pour tout
vk avec k € B(ey,€), avec des constantes qui sont uniformes par rapport a k € B, (€). Par
conséquent, en appliquant le théoreme 4.2.4, nous déduisons facilement le résultat suivant :

Lemma 4.4.3. Soitd > 3. Soit

3R

0= ern{n <) 0= (M)afe <~ T} o= @mer\BRN]n <1}

Alors, pour tout sous-ensemble compact K de §2, il existe C > 0 et 19 > 1 tels que pour
tout uw € H'(Q) satisfaisant suppu C K et (4.13) avec (fa, fowr, F' = Fy + Fy.) comme dans
(4.17), nous avons, pour tout k € X, avec |k| = 19, avec ¢y comme dans (4.79),

3 1 1
]2 [|e2 ]| 2o+ KL 2 [e#* Vel 20y < C (Jle? foll oy + [Fllle? Fall 2y + [K2 [ Faull 2@
3_ 1 3
R (e faoll, g o+ P Foul gy ) + e ulingy ) (4.82)
et, pour tous les ensembles mesurables E de (1,

1
(k|| B’

341
< C (e follzaioy + lle™ Fallaay + K143 (e foul g, llle™ Pl g, )

La+2
k|42 | €2 Fau |20 + k|2 e ull ) - (4.83)

3,1 3,1 .
Bl g min {1 (bl e + 17l

()

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le Lemme 4.4.1.

Démonstration du Lemme 4.4.1. Pour plus de clarté, nous divisons la preuve en plusieurs
étapes.

Etape 1 : Application des estimations de Carleman. Pour u € H'(Q) avec
Au=Vu+W; - Vu+div(Wou) dans Q,

nous posons v = nu, ou 7 est une fonction de coupure lisse qui vaut 1 dans By(3R/2)N{x; <
—T7R/24} et s’annule dans un voisinage de 0f2, de sorte que nous avons

Av=Vo+W;-Vv+div(Wyv)+ f, dans €,
ou f, est défini par
fo=2Vn-Vu+ Anu— Wy - Vnou — Wy - Vnu, (4.84)

et satisfait ainsi
Supp f, CwU QN {z; € (—TR/24,—R/4)}). (4.85)

Maintenant, pour V € L%(Q), W, € L9(Q;C%), et W, € L%2(Q;CY), avec qo > d/2,
q1 > d, et go > d, nous allons effectuer une décomposition de la forme

V =Vi+Vi+ Ve, avec Va € L2(Q), Va € L), Vi € L¥(9),
Wy =Wia+ Wi, avec Wy 4 € LY(Q;CY), Wy € L®(Q;CY),
Wy =Wo g+ Wa oo, avec Wy € LY (Q;CY), Wy € L®(Q;CY).
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Nous expliquerons plus tard, & I'Etape 4 de la preuve, la décomposition précise que nous
choisirons.

Nous appliquons ensuite le Lemme 4.4.3. L’estimation de Carleman (4.82) avec fo =
ng + Voo +Wiq-Vou, fo =Vev+ Wi -Vo+ [, Fow = Wy v, et Fy = Wy v donne que

pour tout k € X, avec |k| > 7,

3 1
k]2 ([0 20+ (I Z e Vo 20y < C ([Vaoll e €70 200y + Wi ool e l|€2 V0| 20y

+ e full 2y + [Kl[[Wa,ol [ Lo [[€7*v]| L2(q) 6@’“U||L%(Q)
3 3_1
(b1l ol + 113 (1Vallsaoyleollza) + 1Vl g g el 25, )

3_ 1 © ©
k| (He Wia- Vol g, o+ IRl Wao] dd(m))
En conséquence, il existe ¢y > 0 tel que si

3_ 1 3 1
(HVOOHLOO(Q) + ’k‘|4 2d H%HL%Q)) < COU{,‘|2’ et (HWLOOHL‘X’(Q) + HWQ,OO”LOO(Q)) < Co’kﬁv
(4.86)
pour tout k € X, avec |k| > 7,

3 1 3
kI ([0 2+ K2 €7 V0 20y < Cr (e fyll 2@ + K2 e ullm )

1
(IR Waall ooy + 3V g ) P oll, g

3_1
+ k)i (He“"’“Wld Vol g, o + Rl Wa o] dd(m)). (4.87)

De méme, l'estimation de Carleman (4.19) avec fou = VdU +Wia- Vo, fo = Vv + Vou +

Wi - Vu+ fp, Four = W v, et Fy = W v donne que pour tout k € X, avec |k| > 7o, et
pour tout ensemble mesurable E;

b
Ik

k|43 |l e o)
Ld

+ \k\%?*ld min {
—2(Q)

,1} (Kl vl 2ey + e Tl 2y

<C <||Voo||L°°(Q)||6<pkvl|L2(Q) +Vall o lle™ vl 2@ + [Wieoll e @lle™ Vol| L2@) + €7 fyll ()

341
R (Vg g el g, o+ N Waa Dol g+ IRl Waaol g, )

2(Q)
HEWa ol @l 0 2oy + [k]3F Td||W2,d||Ld(Q)He‘k‘(pkUHL%(Q) + |k|2|le‘p’“UI|H1(w>> :
En conséquence, il existe ¢; > 0 tel que si
3,1
||Vd|| Cl, ||Vd||Ld(Q) < Cl|k’|4+2d, et ”WQdHLd Cl, (488)

pour tout k € 25 avec |k| > 79, et pour tout ensemble mesurable F ;

3+l ek 359 mi S Pk L
|k|1t2d]|e v||L%(Q)+|k|4 2d mm{ngE‘}i’l} <|k‘|||e V|| 2p) + |le VUHLQ(E))
< Co ((IVaollzoe @) + [kl Wasoll ooy ) e vl 2@y + [ Wasoll (o€ Voll 2y + 1€ £l 2@y

3 1 3
R (e W Vol g, o+ € Waavlae, ) +HEkEleullim) - (489)
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A partir de maintenant, nous supposerons que les conditions (4.86) et (4.88) sont satis-
faites.

Etape 2 : Application de Uargument de Wolff. Soit n € R plus grand que T0/(1 =€), avec
e comme dans le Lemme 4.4.2. Nous posons C, = {k € R, tel que |k —ne;| < en}, de sorte
que C, = =nB., (€) C .. Pour tout k € C,, nous définissons la mesure

djai = (e OWra(w) - To(@)| 72 +[(1+ e O Wa(e)o(@)|#2) da
= e#2a/a@2) @) (| Iy () - Vo(@)| 52 + |(1+ e)nWaa(2)o()|72) du.

Puis, le Lemme 4.4.2 (appliqué a C,, = Qdal/ (d 4 2)) implique D'existence d’une constante
Cw > 0 telle que pour tout n € N, il existe un ensemble d’indices .J,,, une famille (k;,,) e,

d’éléments de C, et une famille correspondante d’ensembles disjoints (Ey, ,)jes, tels que
pour tout j € J,, nous avons
Pk W % 1 Pk W % %
[l W g - Vol#r2 + [n(1 4 €)™ Wa qu] 72 || g,
d+2
< 2|[[e?5n PWy g(x) - Vo) + (1 + ) )Wz,d(w)v($)|%||ﬁldwk. ) (4.90)
J.mn

et 4
_ 1 2d
Z |Ek?]n| t> @ <d+2> n’. (4.91)

J€Jn

Nous allons prouver que si les conditions

Wl +(”6) : )
rallzae) + {7 (16C5(1+€) \d+2) ~ (4.92)

C
1+
8C, (||W1,d||Ld(Q) ) <1,

(ot Cy est la constante dans (4.89)) sont satisfaites, alors pour tout n € N, il existe j.,, € J,

tel que
1

|Ek]*nn’d

1
re (4.93)

3Ca (IWaallage,, ) + T Waallusis, ) <

~X
‘ ]*ﬂv

En effet, sinon, pour tout j € J,, nous aurions

, 1+e
Bl < 16Ca(1 -+ 9 (IWsalie, 4 (1) IWaaltis, )

(ot nous utilisons I'estimation élémentaire (a + b)¢ < 2%(a? + b?) pour a,b > 0).

En sommant ces estimations sur j € J,, et en tenant compte du fait que les ensembles
Ey. )ics. sont disjoints deux a deux, nous obtiendrions

j,m /] n J

1 [ 2d \* B 1+e
@ <d+2> < Z |Ek 16C2< ) )d (HWLdH%d(Q) + (1 ) HW2 d”Ld(Q)

jE€JIn

ce qui contredirait (4.92).
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Nous supposons donc la condition (4.92). Pour n > 7,/(1 — €), nous posons k, = kj, ,
ou kj, . est tel que (4.93) soit vérifiée, et nous posons E,, = Ej, . Nous déduisons alors de

J*,m

(4.89) que

3,1 1
1+ min{ e (el + 1 Pl

< Oy (IIVaollzos) + [Fnl IWasolloe o) ) e 0]l 2oy
341
+ Wl e Tollzam + €2 fylloey + el (e Wi Voll g,
3
ke Waaoll gy ) +Hhkal 2l ullmo)) (494

En utilisant ensuite les estimations classiques |a|® + [b]* < 2(|a|] + [b])* et (|a] + |b])* <
la|® + [b|* pour a € [0, 1] et a,b € R, nous obtenons que

Pkn . Pkn
He k Wl,d VUHL%(Q) + ’knme k WQ,dUHL%(Q)

d+2
< 2Yje e (Wi Vol &5 + (a1 + €) [ Waav|#2) | g

d+2
Alle = (|Wag - Vol#2 + (n(1+ )| Waao|#2) || A
AP Wi g - VU“L%(&L) +an(l + e)l[e? Waqu| | 20

NN

(En)
<A (W all a2 Vol 2, + 11 + ) Waall e |7 0]l 2e,) )
1

1
S G ming ————, 1 1 —€)n|le?*nv + ||e¥*n Vv )
ou nous avons utilisé (4.90), et le fait que, d’apres (4.93),

1 1 1—ce€ 1
<o, et A1+ 6)||Wal L, <
2Gs [l | Bl e oWale) < 56, T J1B02

AW all L,

et, d’apres (4.92)(a),

1—¢
205

1
A Wiallpae,) < 4Wiallpag) < TR A(1+6)[Wadl s,y < 4(1+€)[Waal @) <

En conséquence, d’apres (4.94), nous déduisons que

1

3+ ¢ ) ¢
a2 (He o Wia VOl g o)+ hallle knWQ’dU”Lﬁa(m)

< 20 (Voo ll L@ + Vil [Wassoll (@ ) €2 vl () + W ocll ooy | €25 V0 | 20y
3
e foll 2 + [l 2lle? ull e ) - (4.95)

Etape 3 : Combinaison des estimations de Carleman (4.87) et (4.89), et de lestimation
(4.95). En utilisant (4.87), (4.89) et (4.95), nous obtenons qu’il existe une constante C' > 0
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telle que pour tout n > 15/(1 — €),
3 1 3
[kl 2 €7 0ll 2y + Rl 2| €7 Vol g0y < © (e fyll 2 + [Ral 2lle?ull e
1 3_ 1
+ (o F Wl + el H1V g o ) ool
_1
[l =0 (Vaollzoo ) + Frnl Waocll e ) e vl 20y + [Wasoll ooy €95 Vol 20
3
ek fyll 2@y + [Fnl 2 e ull ), (4.96)
et
3,1
LR ] N ((IVaollzoe(@) + [nl [Wasoll ey ) e ]l 20y
3
H Wi ool (@ [[€7 Vol 2y + €7 fy |2y + [kl 2lle ul i) - (4.97)

Notez en particulier qu’a la vue des hypotheses (4.86), nous obtenons de (4.96) qu’il existe
71 = 10/ (1 — €) tel que, pour tout n > 7,

3 1 3
[kl 2 €7 0ll 2y + Rl 2| €7 Vol 20y < © (e fyll 2y + [Ral 2lle? ull o
1 3_ 1
(o F Wl + ol =1Vl g o ) NePooll e - (498)

Ainsi, en combinant (4.97) et (4.98), nous obtenons, pour tout n > 7,

3 1 3
[Ral2lle? 0 200) + [Ral2l|€7 V0l 2y < C (Il foll ey + Rl 2l ull o)

1 3_1 _3_1
(o FNWaatlley + ol F 1V g ) =33 (Il + el Waellzeion) €9 ol o

3
H Wi ool (@ [[€7 Vol 2y + €2 fy |20y + Rl 2lle ul i) - (4.99)
Avec les contraintes (4.86), (4.88) et (4.92), il existe C tel que
! 3_ 1 3.1 1
(ol BVl ooy + Wl =31V g g ) Tl =43 < Cllal 2,
et , )
(WVacllimr + Bl W le(en) < 260lkalf, et [Waellieio) < colkal?.
En conséquence, nous déduisons de (4.99) qu'il existe 75 > 71 tel que pour tout n > 7,

3 1 3
|2 [|€25n 0] 2y + (2 (|95 V0| 20y < C (Jle? ol 2@ + [l 2 e ull ) - (4.100)

Etape J : Quantification. Pour quantifier la propriété de prolongement unique, nous devons
simplement choisir des valeurs appropriées pour n (rappelons que k,, est de l'ordre de n) et
des décompositions adéquates de V', Wi et Wy sous la forme V% +Va+ Voo, Wig + Wi,
W27d + WQ,OO.

Nous rappelons donc les contraintes nécessaires jusqu’ici (voir (4.86), (4.88), (4.92)), que
nous résumons comme suit :

IVall g0 << 1, 0|52 | Vall gy << 0%, [ Vaol e () << 02, (4.101)
HWLdHLd(Q) X 1, W1 0l Lo (o) <K nf, (4.102)
1
[Woallpa) << 1, [[Wan|lzee) << n2. (4.103)
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Respect des conditions (4.102)—~(4.103). Pour W, € L% (Q) et Wy € L%(Q), avec ¢, et g, dans
[d,00], et pour des nombres positifs A\, Ay a déterminer, nous posons Wi g = Wiljw, s,
Wl,oo = W11|W1‘<)\1, W27d = ng‘w2|>)\2, et W27oo = W21\W2|<)\2' Les conditions (4102)*
(4.103) deviennent alors :

MH

_a1 a
M d||W1||fq1(Q <1, il
Do

”WQHqu « 1, P 1

, o
Si nous choisissons A\ et Ay de sorte que A;_VJHVVJHEQ @ = )\jn_% (7 € {1,2}), c’est-a-dire

d 4
)\1 = leHqu (Q)n2q1 et )\2 = HWQ|’LQ2(Q)n2q2,
alors cela entraine les conditions
1_ d 1_d
nH 3 [Willimy, et 0% 3 [Wallmo. (4.104)

Respect des conditions (4.101). Nous considérons maintenant les deux cas suivants pour le
potentiel V' :
Cas V € L1(Q) avec qo € [d,00]. Pour A\g > 0 & choisir plus tard, nous posons Vg = 0,
2

et Vi=V1ysay, Vo = V1|V|<)\0, de sorte que les conditions (4.101) deviennent

o HVHqu(Q) «nitu, N

1 3
2,

a 3_1yd
Avec le choix \g = \H/HL%,O(Q)H(Z 20)35 | cela donne

e-2)G-%
n a0’ 4 2’1 > ||VHqu (4105)

Cas V € L®(Q) avec qo € (d/2,d]. Pour A\g > 0 & déterminer plus tard, nous posons
Ve =0, et V% = V9visag, Va = V1<, de sorte que les conditions (4.101) deviennent

1-200 20 3,1
>\ ‘ HVHL(‘ilO K 17 d HVHqu K nZ 2d,
Avec le choix N\ = HVHLqu(4 50)3g , cela donne
_dy3 41
n(2 qo)(4+2,j S>> ||VHL‘10(Q)' (4106)

Dans ce qui suit, nous supposons que les conditions (4.104)—(4.106) sont satisfaites,
c’est-a-dire, avec les notations (4.4),

n 2wV, Wi Wa) = C (14 [V + IWAll58 ) + IW2I15E )

pour une constante C' suffisamment grande, de sorte que, en particulier, 'estimation (4.100)
est valable pour tout n > 73(V, Wy, Ws).

Etape 5. Obtention d’une estimation de stabilité. Nous commencons par estimer le terme
|e%n fy |l L2() comme suit (rappelons (4.84)-(4.85)) : pour n > 13(V, Wy, Ws),

le?sn fyllz2g@y < C (14 Wil @) + 1Wall oz ) e ull o)

R %){‘Pkn}

sup 7R
+C (14 Willza@) + Wellzm) e =<C# o]l 11

TR

sup {SO 71,}
S C‘”‘%”e%”uﬂm(@ + C\n\%e ae(-H-4)"

|ull 1 (@)
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ou nous avons utilisé les propriétés de localisation du gradient de la fonction de coupure
n et la borne (4.104).

En bornant la fonction poids e#*» par le haut et par le bas dans (4.100), nous obtenons
pour tout n > 73(V, Wy, Ws) que

7R 7%){‘!’%}

. sup
o tr []| 110y < Clnles™s 2o [ul| ) + Ce sre( -5 ||| (o)

En utilisant ensuite les propriétés (4.80), nous déduisons qu’il existe deux constantes
positives A et B telles que pour tout n > 73(V, Wy, Ws),

lull o) < Ce™llullmw) + Ce™ " [lull ey

En optimisant le membre de droite par rapport a n > 73(V, Wi, Ws), nous obtenons

[ull (o) < CIIUHR)IIUIIQT?Q) exp(C3(V, Wi, Wa)).
Ceci conclut la preuve du lemme 4.4.1. O

Remarque 4.4.4. [l est clair d’apres la preuve ci-dessus que, si V' est la somme finie de po—
tentiels V; € LPi(Q)), l'estimation (4.3) reste valable en remplagant ||V|| Q) pary; || Vi zp’zz

4.5 Autres géométries et preuve du théoreme 4.1.1

Cette section est consacrée a la preuve du théoréme 4.1.1. Nous allons le faire en utilisant
plusieurs configurations géométriques, jusqu’a une estimation quantitative des trois boules.

4.5.1 TUne boule observée depuis un voisinage de sa frontiere

Lemma 4.5.1. Soit R > 0 etd > 3. Nous considérons la configuration géométrique suivante
(voir la Figure 4.2) :

R

Q= AO( 2R), 0=4(5
(Ici, Ao(r1,12) désigne la couronne By(ra) \ Bo(r1).)

Il existe des constantes C' = C(R,d) > 0 et a € (0,1) dépendant uniquement de R et d

de sorte que toute solution u € H*(Q) de (4.1) avec (V, Wy, Ws) comme dans (4.2), satisfait

Uestimation de prolongement unique quantitative (4.3) avec v et § comme dans (4.4).

,2R>, w= Ay (R,2R) .

Démonstration. La preuve du Lemme 4.5.1 découle directement du Lemme 4.4.1. Soit xq €
S%1 et appliquons le Lemme 4.4.1 avec

R 3R R
onng(QR)ﬂ{x-x0<—4}, OxO—Bo(2>\{$'JJ()<—3},
way = (Bo(2R) \ Bo(R)) N Qe

En conséquence, pour tout xo € S, il existe une constante C,, > 0 telle que

~(a0) 5(q1) 5(q2)
. Cec(uvum(m+||wl\\Lq1<m+||wa||Lqm))

[l 20, el oy Nl

< e (VIR AR o W50 ) e iy
w
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FIGURE 4.2 — La configuration géométrique du Lemme 4.5.1 : Propagation de la petitesse depuis
un voisinage d’une boule vers son intérieur.

La constante C,, est en fait indépendante de xy en raison de l'invariance par rotation du
probléme. Par conséquent, nous la notons simplement C' dans ce qui suit. En conséquence, le
membre de droite de ’estimation précédente ne dépend pas de x. En prenant le carré et en
intégrant cette inégalité par rapport & x( sur la sphere S, nous obtenons une estimation
sur

/46630(3R)\B( )(‘u| +’VU| )pr(x) dz,

2

ot pr(z) = [yesi-1 1ypye_ k(7o) dxg. Il est alors facile de vérifier que pr est une fonction
3
radiale, s’annulant pour |z| € (0, R/3), et croissante. Par conséquent, nous en déduisons

5 S
C ec(||V||z<q%°3Q>+HW1HL‘;J()Q)+||W2H;$§<Q))
R
PR(@)

Il 3y ) < el Ml

L’estimation de u dans H'(By(2R) \ By(3R/2)) est simple puisque By(2R) \ By(3R/2) C
w C Q. O
4.5.2 Une estimation de trois boules

Dans cette partie, nous prouvons une inégalité quantitative des trois boules :

Lemme 4.5.1 (Estimation des trois boules). Soit R > 0 et d > 3. Nous considérons la
configuration géométrique suivante (voir la Figure 4.3) :

Q= By(4R), O = By(2R), et w = By(R);

Alors, il existe des constantes C' = C(R,d) > 0 et a € (0,1) dépendant uniquement de
R et d de sorte que toute solution u € H'(Q) de (4.1) avec (V, Wy, W) comme dans (4.2),
satisfait estimation de prolongement unique quantitative (4.3) avec v et § comme dans

(4.4).
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FIGURE 4.3 — La configuration géométrique du Lemme 4.5.1 : Propagation de la petitesse d’une
boule vers son extérieur.

Démonstration. Etape 1 : Réflexion conforme. Tout d’abord, nous considérons la configu-
ration géométrique suivante

— A ( 4R) -y ( QR) wo = Ay @,R).

Nous notons par 7" la réflexion conforme par rapport a la sphere Sy(R), donnée par :

RZ
RIN{0} 22— T=T(z) = Wx,

(4.107)

L’images des ensembles €2y, Oy et wy sont alors données par :
Q=T = A < 2R> O =TO, = Ay ( 23) &= Two = Ao (R,2R). (4.108)

Par conséquent, pour u € H'(Q) une solution de (4.1) avec (V, Wy, W) comme dans (4.2),

nous considérons la transformation de Kelvin de u (voir, par exemple, | D,
(d—2) 2
R R ~
ug(r) = () u (:17) , x € (L (4.109)
|z |2

Par un calcul classique détaillé dans I’appendice 4.6.1, en utilisant la regle de chaine, nous
pouvons vérifier que pour tout i € {1,--- ,d},

=1

et



Nous considérons ensuite les potentiels suivants

—~ R? R? R? T
Wri(z) = — (W, 2 - W, = e {1,2
nal?) |x|2< j<|x|2 ) " ( >|x|2>’ Jenz

|z[?
Va(z) := Iflt <v <|f|22x>> +(d|;|22)x - (Wha(@) + Waa()) -
:1‘7&1

En conséquence, u € H'(Q) est une solution de (4.1) avec (V, Wy, Ws) si et seulement si ug
donné par (4.109) résout

AﬁR = VR’IIR + WRJ : VTLR -+ div (WR’QaR) dans Q

Etape 2 : Application du Lemme 4.5.1. En appliquant le Lemme 4.5.1 & Gy avec la
configuration géométrique définie dans (4.108) (accompagnée de la Remarque 4.4.4), il existe
C' > 0 dépendant uniquement de d et R tel que

||aR||H1(5)

v(a2)
L92(Q)

v(a1)
L91(Q)

v(ag)

< S Il W

W nal o 1 ma | el )

LI1(Q) L92(Q) HuR“Hl(w HuRHH1 @)’

avec 7y et J tels que définis dans (4.4). Ensuite, en utilisant le changement de variables
y = (R/|z|)?z, on peut vérifier que

e = Wil s 5 € {12},
= (V]| oo

HaRHHl(ﬁ) =l T e {9,0,3},

W]

‘7
V] e

ol nous avons utilisé que le Jacobien! de I'inversion T~! (= T) est borné dans Q.

Puisque v(q) < d(q) pour tout ¢ € (d, 00], il existe une constante positive C' dépendant
uniquement de d et R, telle que
Co €IV I IS I ) »

HUHHl(oo) <

~(a0) 4(q1) 5(q2)
< Cec(Hvum(m+||wl||m(m+uw2||Lq2(Q))

HHl(wO HUHHl (Q0)

a 11—«
HUHHl(w) HUHHl(Q)‘

Pour conclure le Lemme 4.5.1, il faut également obtenir une estimation similaire pour
[wll 711 (o)) 5 cette derniere estimation est évidente puisque Bo(R/4) C w C Q. La preuve
du Lemme 4.5.1 est donc terminée. [

4.5.3 Le cas général : Preuve du théoréeme 4.1.1

Démonstration du théoréme 4.1.1. La stratégie suit les mémes lignes que celle de | ,
Théoreme 5.6], voir aussi | , Théoreme 1.2], et est basée sur les idées classiques selon
lesquelles les estimations des trois boules permettent de propager 'information.

1. Les coefficients a;;(y) du Jacobien de I'inverse T~! sont donnés par : (R/|y|)? (6i]~ — 2y¢yj/|y|2).
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Etape 1 : Propagation de la petitesse dans les voisinages des points y dans O. Rappelons
la condition géométrique (GC) : Pour tout y € O, il existe 29 € w, 7, > 0 et un chemin
lisse 7, de longueur finie tel que 7, (0) = zq, V,(1) = v, et Useo,11By,s)(1y) C L.

En conséquence, pour y € O, nous prenons un tel chemin v, et définissons R, =
min{r,/4,70}, ol ry est tel que By, (ry) C w.

Nous définissons une séquence (x(;));, pour j > 0, par z(jy = v, (t;) ot t; = 0 et, pour
J =21

infA; siA;#0, .
tj:{l ; siAj-i@, ot A; = {0 € (t;1,1]37,(0) ¢ Buy, ,,(R)}.

La séquence (z(;)); est finie puisque la longueur de 7, est finie. Soit (x( 0), " 5 X Ny)) une telle
séquence avec x(y,) = y. Notons que nous avons B, (R,) C By, (2R,) C B, (4R,) C Q
pour j = 0,---, N, — 1, en raison du choix que nous avons fait pour R, ci-dessus. Par le
Lemme 4.5.1, il existe C' > 0 et o € (0, 1) tels que

U < u
|| ||H1(Bz(j+1)(Ry)) = || ||H1<Bz<v (2Ry))
€ (VI HIW IS HIWI )
S Ce \H0Ee T e Full oy 1wl i, -
pour j =0,..., N, — 1. En itérant cette estimation, nous obtenons

[l 1 (5, (r,))
) Ny (a0) ) ) 5(a2)
< Czﬁoagec@ :j:yoaf) (HVH’IY“I%O(Q)+”V2‘Z2P2p<29)+||wl||L‘;111(Q)+HW2”L;22(Q)” Hl a yH ”a
Hl(Bz (R ))
0\

5 5
Cu (VIS HIVRI BT + WIS o+ IWl 820 ) 1y 1
[l 'y el 5

< Cye

Etape 2 : Argument de compacité. En raison de la compacité de O, nous pouvons choisir
un nombre fini de boules (By,(Ry,/2));eq1,.. py avec y; € O et R, comme ci-dessus, de sorte

que O C Ujeqi,. py By, (R y]./2). Nous construisons ensuite une partition de 'unité de O en
choisissant des fonctions lisses (x;)o<j<n, chacune étant supportée dans B, (R, ), telles que

p
Z X; = 1 dans un voisinage de 0, 0< x; < L

Par conséquent,

P
HUHHl(O) < C]z_:l Hu”Hl(supr] sz:l HUHH1 By (Ry ))
< Cec(||V||z<(;100(>ﬂ)+HV2IIZQP(QP(% +HW1\\i(cflf)ﬂ)+llwzlli(§22<m) l|ul| 3 Q)HUHHl
avec a = Minje(y,... py{ay, }. Cela conclut la preuve du théoreme 4.1.1. O
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4.6 Appendice

4.6.1 A propos de transformation de Kelvin

Pour tout R > 0, nous considérons la transformée de Kelvin de u : R? — C (voir, par

exemple [WerS1]),
) = <|f|>(d_2)“ o)

Il est bien connu que si u est une fonction harmonique, alors ugr est harmonique. C’est

due a la suivante relation :
(d+2) 2
Atg(z) = ( R) Au <|R|2x> : (4.110)
T

|z]

Notre objectif dans cette partie est de démontrer cette égalité utilisée dans la preuve du

d—2
Lemme 4.5.1. Dans les calculs suivants, nous prendrons hr(x) = (ITR\) :

On dérive ug(x) = hg(z)u (%x) par rapport a x;, pour tout ¢ € {1,..,d},

2

oninlo) = @ (o) +nto) X0 () 0 (55

Puisque, (0;,hg)(z) = —(d‘jg“ (ﬁ)d_Q et O, (xj%) = % ((5,~j - 2&%) , on a alors
d
~ d—2)x; _ R 2w, R?
vt =~ o)+ (g7) 32 (3~ T o (1)

e (2] ) () 258 (1)

D’autre part, on a pour tout f € C1(2;CY)

div (fug)(x) = div (f)ug(z) + f - Vag(x).

On dérive une nouvelle fois par rapport a x; pour obtenir

~ R2 R2 R?

j= 1

R? R? R?
+ Z%%Ww)%@w@%@w%>

]k 1
2 2
hale) 30, ()2 (1)
7j=1
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. 2 2 2z .
Notez que hy est harmonique, et on a 0, (93] \RP) = ‘fﬁ (51-]- - m? ) Ensuite, nous calculons
séparément

() o () ()
el A (2

et

d 2 R2
> a“‘ﬂa““<r E )Za“< e )a“(“w‘”j)

7,k=1
R? R\* R\* R?
MZP%%“Q E )5“‘ (m) - <||> Au (\I)

Finalement, nous devons calculer Z 82 <|x|2xj)

R2 2 d 5Z-j|ac|2—2xixj
2 (fgpm) = Son (M

_ B i (2055w — 2 (655 + 1) @) |a|* — (dyla]* — 22i)) ]2

En combinant tous ces résultats, nous concluons la relation (4.110).
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