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Notations

t
Q(h Qt

0ufo, Orflo
ath7 aFQt
FO) Ft

x, X
u, v, u

F.F'.D

E E

P, fda Fd

U, v

TABLE 1 — Notations pour un systéme continu

temps

configuration initiale, configuration déformée a l'instant
t

bord de 92y pour les conditions de Dirichlet et Neumann
bord de 0€2; pour les conditions de Dirichlet et Neumann
bord potentiel de contact de 00y et 9,

position sur la configuration déformée et initiale
champ de déplacement, vitesse et accélération

tenseur du gradient des déformations, sa transposée,
tenseur des vitesses des déformations

tenseur des déformations de Green-Lagrange et sa
dérivée temporelle

tenseur des déformations et sa dérivée sous I’hypothése
de petites perturbations

tenseur des contraintes symétrique de Cauchy

second et premier tenseur des contraintes de Piola-
Kirchhoff

opérateur gradient et divergence, V nommé nabla
est opérateur différenciel vectoriel par rapport aux
coordonnées en indice

masse volumique, forces extérieures volumiques, forces
extérieures surfaciques

les espaces de fonction des solutions et des fonctions
tests
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TABLE 2 — Notations pour un systéme discret

h : pas de temps

M, K :  matrice de masse et de rigidité

Fexi, Fine :  contributions intégrées des forces extérieures et
intérieures de dimension le nombre de degrés de liberté

U,V : vecteurs globaux de taille le nombre de degrés de liberté

du déplacement et de la vitesse

TABLE 3 — Notations continues pour le contact unilatéral et frottant

g(x) :  gap normal & la position x

n, t : direction normale et tangentielle au solide rigide

UN, VT :  vitesse relative normale et tangentielle au solide rigide

F.n, Fer : force normale due au contact unilatéral et tangentielle
due au contact frottant

A :  multiplicateurs de Lagrange comprenant les forces

associées au contact unilatéral et frottant

I . coefficient de frottement
<->,, <->_ : valeur positive et négative

TABLE 4 — Notations discrétes pour le contact unilatéral et frottant

g : vecteur comprenant les gaps normaux des différents
nceuds potentiels de contact

Ly, Ly . opérateur de projection de la direction normale et
tangentielle de contact sur les vecteurs globaux
ren,Ter :  impulsion normale et tangentielle locales dues au contact

unilatéral et frottant

R. . vecteur de taille le nombre de degrés de liberté
comprenant les impulsions normales dues au contact
unilatéral et tangentielles dues au contact frottant

H . opérateur de Delassus
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TABLE 5 — Notations continues pour le comportement élastique endommageable
de l'interface

gn, g1 : raideur normale et tangentielle de I'interface de contact

ey Uy . limite élastique et de rupture de l'interface

o, &, v, : endommagement, vitesse d’évolution de
I’endommagement et vitesse limite d’endommagement

d :  état de 'endommagement

[u] : saut de déplacement, soit le déplacement relatif entre le
solide déformable et le solide rigide

f, f : norme du saut de déplacement et sa dérivée temporelle

TABLE 6 — Notations discrétes pour le comportement élastique endommageable
de l'interface

o4n, Oqr : vecteur de contrainte normale et tangentielle associés au
comportement élastique endommageable des différents
nceuds de contact potentiel

R, . vecteur global de taille le nombre de degrés de liberté
comprenant les impulsions associées au comportement
élastique endommageable

%% : matrice comprenant sur sa diagonale les poids
d’intégration des nceuds de Iinterface
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Abstract

Keywords : Non-smooth contact dynamics, Explicit time-integrators, Inter-
face, Cohesive Zone Model, Symplectic time-integrators, Delayed damage model

The tire is a complex product subject to numerous constraints, and must find
a compromise between cost, performance, safety and recyclability. It is composed
of a multitude of overlayed layers of different materials, from textiles to metal
components. The well known rubber is just one example of the final layer that
comes into contact with the road surface. This manufacturing process leads to
increasingly complex behaviors that are difficult to study. In this way, the choice of
numerical simulation provides a better understanding of these behaviors. Indeed,
using only experimental methods would be costly, potentially wasteful in terms
of raw materials and time-consuming. While numerical simulation can be used
to study the impact of all the manufacturing steps. An important stage in tire
manufacturing, and the inspiration for this research work, is the unmolding tire
process. A special attention is paid to this process because, numerically, it is
a multi-components problem. Indeed, this non-regular problem is associated to
frictional contact, damage and fast dynamics, rarely combined together in simulati-
on. It is more specifically associated to interface problems, in particular with the
use of cohesive zone models describing interface behaviors.

To solve numerically this kind of problem, explicit time-integrators are of
interest. In fact, they can be used to solve fast-dynamics problems. While implicit
non-linear schemes encounter problems with control and convergence speed, and
some explicit schemes encounter difficulties in terms of numerical dissipation, the
idea here, is to use a numerical symplectic scheme to solve the problem. Previous
works on the so-called CD-Lagrange explicit dynamic scheme show good energy
properties when contact problems are solved. It verifies the discrete conservation
equations (resultant, moment, energy). Thus, in this work, the study is focused
on the contact interface between a deformable solid, which could be a tire, and
a rigid solid, which could be a mold. The aim is to provide a method to solve
fast-dynamics problems implying a damageable interface between this two solids.
To achieve this, a thermodynamically and explicit based approach is proposed.
This resolution is intended to be modular, easily applicable to a large scale of
behaviors for a deformable solid, or to new interface laws.

First, the contact problem is introduced with the virtual work principle.
Then, a presentation is given on the local treatment of non-linearities and non-
regularities with formulations based on the thermodynamic framework of generali-
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zed standard materials and non-regular mechanics. In a second phase, the focus is
set on the RCCM (Raous-Cocu-Cangémi-Monerie) cohesive zone model evolution
laws (thermodynamically speaking), with a focus on the time non-locality instead
of the space non-locality to limit the damage localization. Delayed damage models
are then introduced. Moreover, the modular aspect of the thermodynamic and
explicit framework proposed in this resolution is shown. Finally, the approach
feasibility is highlighted by integrating it into a semi-industrial code, MEF++-.
Applications to large transformation problems are provided. The work is illustrated
with numerous test cases.
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Introduction

Le contexte industriel

Le pneumatique est un produit complexe soumis a de nombreuses contrain-
tes, il doit répondre & un compromis entre cotit, performance, sécurité et recyclabi-
lité. Son cahier des charges est complexe, il doit permettre a la fois d’étre endurant,
en s’usant le moins vite possible, mais également doit adhérer a plusieurs types
de route, d’environnement, de condition, que ce soit de la pluie, de la neige, en
visant une adaptation a I’ensemble des véhicules constituant le parc automobile.
D’un pays a un autre les conditions de circulation n’étant pas identiques, avec des
routes de plus ou moins bonnes qualités, il est également important de s’intéresser
au comportement de la chaussée pour réaliser les pneus les plus performants et
agréables a la conduite.

Aujourd’hui, en ce qui concerne la catégorie des véhicules de particulier,
la recrudescence de véhicules de plus en plus lourds, électriques, et de tailles
différentes entrainent continuellement de nouveaux challenges pour 'entreprise
Michelin. Un exemple concret est 1'utilisation des véhicules électriques. Alors que
les véhicules sont alourdis, le pneu doit conserver sa résistance et son endurance
malgré une charge plus conséquente. D’autre part, le bruit du contact du pneumati-
que sur la chaussée n’étant plus couvert par le moteur, pour le confort des automo-
bilistes, il est soumis a un cahier des charges comprenant une limitation des
nuisances sonores produites. Ces nouveaux challenges entrainent de nouvelles
réglementations et plus de complexité pour trouver le meilleur compromis de
fabrication.

Concrétement, les pneumatiques contiennent une multitude de couches super-
posées et composées de matériaux différents, allant du textile & des composants
métalliques. La gomme, connue de tous et toutes, n’est alors qu’'un exemple de la
derniére couche qui est par la suite en contact avec la chaussée lors du roulage. Ce
processus de fabrication entraine des comportements de plus en plus complexes et
difficiles a étudier. Ainsi, le choix de I'utilisation de la simulation numérique par
Michelin est justifié. Effectivement, utiliser uniquement de I'expérimental pour
comprendre les impacts du processus de fabrication sur le produit fini, ou encore
le comportement d’un nouveau produit devant une multitude de scénarios aurait
une durée et un colt trés importants. Les itérations nécessaires pour réaliser
le meilleur produit possible entraineraient un potentiel gaspillage important de
matiéres premiéres. La simulation va alors permettre d’étudier 'impact de I’ensem-
ble des étapes de la fabrication, tels que le choix des matériaux qui composent

7
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le pneumatique, la maniére de superposer les couches, les paramétres du moulage
et du démoulage ou encore les conditions de stockage sur le produit fini. Elle
apporte alors un caractére modulaire pour tester les pneus de demain, a moindre
colit par rapport a de I'expérimental et permettre un gain de temps, la durée de
fabrication des expériences étant diminuée. Lors de la simulation numeérique, pour
un potentiel scénario, seules les conditions aux limites sont & modifier.

Une étape importante de la fabrication d'un pneumatique, inspirant ce sujet
de thése, est le procédé de démoulage de pneumatiques. Le pneumatique, dit "cru",
c’est-a-dire qui n’a pour I'heure été soumis & aucune transformation thermique,
est dans un premier temps chauffé et gonflé dans le moule. De cette maniére,
le pneumatique prend la forme souhaitée. C’est ce que 'on nomme 'étape de
moulage. Passé un certain temps dans cette configuration, le moule s’ouvre alors
en une fraction de seconde. C’est le démoulage. Lors de ce procédé il arrive que
le pneumatique sorte avec des défauts, tels qu'un logo mal imprimé, des bouts
de gomme restant collés dans le moule, ou alors le flanc du pneumatique abimé.
Des problémes avec le moule peuvent également étre observés avec des lamelles,
solide rigide formant une partie de ce dernier, arrachées ou abimées. Cependant,
dans ce procédé complexe, il est difficile d’insérer des capteurs pour comprendre
l'origine de ces imperfections. C’est un milieu chaud, confiné qu’il est difficile
d’étudier expérimentalement sans étre intrusif. C’est alors que la modélisation
numérique intervient, avec ’objectif de comprendre les phénoménes mis en jeu
afin de perfectionner ce procédé. Avec la simulation, un autre avantage recherché
est de tester la faisabilité du démoulage avec de nouvelles géométries complexes,
notamment non réguliéres et observer le comportement sur le pneumatique. Elle
permet donc de dimensionner de nouveaux moules, en optimisant son choix, ce
qui permet donc de limiter la production de moule inutilisable ensuite.

N

Un intérét est porté a ce procédé car numériquement c’est un probléme a
multiples composantes. Effectivement il est associé a des thématiques de contact,
d’endommagement et de dynamique rapide, rarement combinées ensemble dans
le cadre de la simulation. Les problémes de contact sont depuis longtemps a
I'ordre du jour chez Michelin. Ils sont notamment abordés tout simplement avec
le cas pneumatique-chaussée, mais également dans le cadre de contact tel qu’avec
un trottoir pour observer les effets de tels impacts sur le pneumatique et son
usure. C’est un probléme non-régulier. Le procédé du démoulage de pneu est plus
précisément associé a des problémes d’interface, notamment avec I'utilisation d’un
modéle de zones cohésives [22| permettant de décrire ce type de comportement.
En effet, lors de 'ouverture du moule de cuisson, la gomme n’a pas encore atteint
son état de cuisson complet, et elle posséde un comportement encore visqueux,
entrainant un contact adhérent avec le moule. C’est pourquoi un intérét est
porté aux modéles d’interface. Une fois la gomme arrachée, avec les déformations
du pneumatique dues a l'ouverture rapide du moule, des contacts peuvent étre
observés entre le pneumatique et le moule.

Pour résoudre numériquement ce type de probléme, il existe deux principaux
types de schéma d’intégration temporelle en simulation numérique : les schémas dit
implicites, et les autres dit explicites. Les premiers sont réputés pour résoudre des
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problémes quasi-statiques, ce sont des méthodes robustes et inconditionnellement
stables. Au contraire, les schémas explicites permettent de résoudre des problémes
de dynamique rapide, alors que les schémas implicites non-linéaires rencontrent
des problémes dans le controle et la vitesse de convergence |76, 87, 5|. Cependant
certains schémas explicites rencontrent des difficultés en terme de dissipation
numérique [82, 70, 80, 27, 53]. L’idée est alors d’utiliser un schéma numérique
explicite symplectique basé sur la différence centrée [48] pour résoudre le probléme
du démoulage et ainsi conserver numériquement ’énergie, et vérifier au sens discret
les équations de conservation de facon optimale (résultante, moment, énergie).

Sujet de I’étude

Ainsi, dans cette thése, les travaux portent sur ’étude de linterface de
contact entre un solide déformable, qui pourrait étre un pneu, et un solide rigide,
qui pourrait étre un moule. L’objectif est de fournir une méthode de résolution
numérique en dynamique rapide d’une interface endommageable entre ces deux
solides dans le cadre de probléme non-régulier et non linéaire. Pour ce faire, un
cadre de résolution basé sur une approche thermodynamique [52] et explicite
[24, 31| est proposé. Cette résolution a vocation a étre modulaire, applicable
facilement a de nouvelles lois de comportement pour le solide déformable, ou
bien a de nouvelles lois d’interface. Elle a également vocation a étre utilisée dans
le cadre de modéles matériaux en grandes transformations.

Le but n’est donc pas ici de traiter le probléme réel d’application, mais a
montrer la faisabilité de la démarche. Les exemples traités sont donc inspirés par
la problématique a plus long terme mais visent ici a valider I'approche. Pour
ce faire, les développements ont été d’abord réalisés dans un code prototype
interne au laboratoire LaMCoS (Laboratoire de Mécanique du Contact et des
Structures) de 'INSA (Institut Nationale des Sciences Appliquées) de Lyon, utilisé
comme une boite a outils pour valider I'intégration de nouveaux comportements,
d’interface puis de volume. La résolution est ensuite implémentée dans le cadre du
schéma explicite CD-Lagrange, basé sur la différence centrée (CD), en minimisant
Iintrusivité et en préservant la modularité, et au maximum le caractére "matrix-
free" de I'approche. L’objectif de cette approche est de faciliter I'accélération des
calculs, notamment par un processus de parallélisation plus simple a mettre en
place de part I'indépendance des noeuds de calcul entre eux. Pour cela, 'accent est
mis sur le calcul explicite de la configuration et de I’état, au sens thermodynamique.
Dans un premier temps, une présentation est réalisée sur le traitement local des
non linéarités et non régularités sans pénalisation, avec des formulations basées sur
le cadre thermodynamique des matériaux standards généralisés et de la mécanique
non réguliére. Dans un second temps, l'intérét est porté sur les lois d’évolution de
I’état en privilégiant la non localité en temps plutot qu’en espace pour limiter la
localisation des endommagements.

Enfin, la faisabilité est mise en avant en réalisant 'intégration de ’approche
dans un code semi industriel, code prototype utilisé par Michelin.
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Plan du manuscrit

Le manuscrit de thése est organisé en quatre chapitres distincts. Le premier
est un chapitre d’introduction a la mécanique du contact avec la présentation de
I’ensemble des notations et des équations associées. Ce probléme est introduit a
I’aide du principe des puissances virtuelles sous I’hypothése de petites perturbati-
ons et également en grandes transformations. La discrétisation spatiale et tempo-
relle sont présentées, notamment avec la présentation de la résolution par la
méthode des éléments finis. Ensuite le schéma numérique explicite en temps, le
CD-Lagrange, basé sur la différence centrée est présenté ainsi que sa résolution
conformément aux travaux antérieurs réalisés [32, 31, 24]. Pour terminer ce premier
chapitre, une illustration sur un cas test de 'utilisation de ce schéma est réalisée.

Le deuxiéme chapitre présente avec originalité la résolution d’un modéle
de zones cohésives en dynamique explicite adaptée au cadre présenté. Dans un
premier temps le cadre de résolution thermodynamique dans lequel s’inscrit la
résolution proposée dans ce manuscrit est présenté : c’est le cadre des matériaux
standards généralisés [52|. Dans un second temps, le modéle d’interface choisi, le
modéle RCCM (Raous, Cocu, Cangémi et Monerie) |72, 74, 75, 73, 22, 71, 57| du
nom de ses créateurs, est présenté et introduit dans ce cadre thermodynamique,
puis dans le cadre de résolution explicite choisi avec le schéma CD-Lagrange.
Pour finir ce chapitre, plusieurs applications résolues avec ’hypothése de petites
perturbations sont réalisées pour observer le comportement du modéle en explicite.

Le troisiéme chapitre a pour objectif d’améliorer le modéle RCCM standard
présenté au chapitre précédent résolu en dynamique. La présentation de plusieurs
modéles a effet retard est réalisée avec leur introduction dans le cadre thermodyna-
mique des matériaux standards généralisés. La résolution explicite proposée dans
ce manuscrit de thése avec le schéma temporel explicite CD-Lagrange est ensuite
appliquée. Plusieurs cas tests sont présentés et comparés aux résultats obtenus
dans le chapitre précédent. Dans une derniére partie, de nouvelles lois de comporte-
ment matériau sont utilisées et également introduites dans le cadre thermodynami-
que. L’objectif est de regarder I'impact du comportement du solide déformable
sur 'endommagement de l'interface, et de valider la modularité du cadre de
développement et de modélisation choisi.

Le quatriéme et dernier chapitre propose une généralisation des travaux
des chapitres précédents présentés sous I’hypothése de petites perturbations avec
une extension au cadre des grandes transformations. Les modifications apportées
a la résolution explicite sont présentées. Dans un second temps, des modéles de
comportement pour le solide déformable dans le cadre des grandes transformations
sont présentés. Les résultats sont ensuite comparés aux résultats obtenus dans
le cadre des petites perturbations. L’objectif est de mettre en avant I'impact
des grandes transformations sur I'’endommagement de l'interface et d’illustrer
I’avantage du cadre explicite utilisé pour traiter efficacement ces modéles a différen-
tes sources de non linéarités et non régularités. Pour finir ce manuscrit de thése,
un cas test visant une application plus proche de la problématique industrielle du
démoulage de pneu est présenté. Il simule ’arrachement d’un solide déformable
au comportement hyper-élastique, d’une lamelle dont l'interface est & géométrie
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complexe et non réguliére. Cette application est présentée avec le code prototype
utilisé jusqu’ici dans les chapitres précédents et un code semi-industriel utilisé par
Michelin, MEF++-.

11
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Chapitre 1

Un probléme de contact en
dynamique résolu avec un schéma
explicite

Ce premier chapitre est une introduction générale & la mécanique du contact
avec une résolution du probléme en dynamique rapide explicite. Cette résolution
sera la base des travaux réalisés par la suite, appliquée sur le cas du contact entre
un corps déformable et un corps rigide.

Dans une premiére partie, les grandeurs générales nécessaires a la résolution
du probléme de mécanique ciblé sont mises en avant. Elles sont présentées dans le
cadre des grandes transformations. Dans une seconde partie, ’écriture de 1’équati-
on de la dynamique est introduite & ’aide du principe des puissances virtuelles.
Ensuite un bref rappel est fait concernant la méthode des éléments finis et I’écriture
des différentes grandeurs avec cette méthode pour résoudre numériquement les
équations de la mécanique.

Dans un quatriéme temps, un intérét est porté a I'écriture du contact ainsi
que les contraintes associées et leur insertion dans les équations a résoudre. Pour
finir, une derniére partie sera consacrée a la discrétisation temporelle et & 'intro-
duction du schéma explicite CD-Lagrange basé sur la différence centrée. Une
présentation des algorithmes de résolution en dynamique explicite d’un probléme
de contact est réalisée. De maniére a illustrer le chapitre, une simulation numérique
avec un cube possédant un comportement élastique linéaire isotrope en contact
avec une surface rigide est présentée comme cas test.

1.1 Les grandeurs du probléme

Le probléme a résoudre est composé de deux corps. Le premier est un solide
déformable, le second un solide rigide. Dans le cadre d’'un démoulage de pneu,
le premier serait le pneu, le second le moule. Pour des raisons de généralité,
le probléme est décrit dans le cadre des grandes transformations. Au cours de
'intervalle de temps [to; ¢f] de la simulation, avec ¢, I'instant initial et ¢; 'instant
final, le premier solide se déforme et se déplace. Ainsi deux états distincts sont
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possibles pour ce solide déformable : un premier nommé la configuration initiale,
supposée a déformation nulle et vierge de contrainte, le second est nommé configu-
ration déformée qui est obtenue aprés application de forces extérieures sur le solide.
La figure 1.1 illustre ce propos.

O Sy

0,2 ‘/\&QO Ir o

Iy
I

FIGURE 1.1 — Evolution de la configuration initale €}y vers la configuration
déformeée €,

Soit ©y C R? la configuration initiale & t = t,, et €, C R? la configuration
déformée a linstant ¢ € [to,t;] C R. 0,02 correspond au bord sur lequel les
conditions de Dirichlet sont imposées, c’est-a-dire des conditions sur le déplacement
u qui est alors imposé a tout instant ¢ sur ce bord. dr€) correspond au bord ou les
conditions de Neumann sont appliquées, c¢’est-a-dire qu’une force Fy est imposée
sur ce bord a tout instant t. Pour finir il reste le bord I' qui correspond au bord du
solide déformable sur lequel le contact peut avoir lieu, et donc ot les conditions de
contact seront résolues, voir la section 1.4. Le bord total 02 du solide déformable
s’écrit alors

00 = 0,QU0pQUT (1.1)

avec

0.02NIEN=0,0NT =9pQNT = 0. (1.2)

Soit X € R? la position sur la configuration non déformée d’un point du
solide déformable a I'instant initial donc a t = t5. A 'instant ¢ ce point devient
x € R3 sur la configuration déformée. En formulation lagrangienne, ces deux
points sont liés par la formule suivante :

(X, 1) = X +u(X, 1) (1.3)

avec u(X,t) € R? le déplacement associé au point X et au temps t.

Pour résoudre le probléme en grandes transformations, c’est-a-dire pour des
grands déplacements et/ou des grandes rotations, la méthode du lagrangien total
|8] est utilisée. Elle revient a ramener I'ensemble des grandeurs de la configu-
ration déformée du solide déformable sur la configuration initiale pour réaliser les
calculs. Il existe également la méthode du lagrangien actualisé ol ’on pose comme
configuration initiale au cours du calcul une configuration déformée calculée. Cette
méthode peut étre intéressante dans le cas ou le solide déformable subit de trés
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grandes déformations. Ainsi pour suivre I’évolution du solide déformable, il est
nécessaire d’introduire des quantités liées aux déformations du solide déformable
pour récupérer les quantités sur la configuration initiale.

Pour ce faire, soit F le tenseur du gradient de la transformation tel que [34] :

F = me =1+ Vxll (14)

avec I € R3 x R3 le tenseur identité et V I'opérateur gradient. Ce tenseur permet
de faire la transition entre la configuration déformée et non déformée avec la
relation suivante :

de =F -dX (1.5)

avec dx une variation élémentaire de position sur la configuration déformée et dX
la variation élémentaire de position associée sur la configuration non déformée ou
initiale. Soit F~! I'inverse du gradient des déformations et J son déterminant tel
que

J = det(F) (1.6)

et dont la valeur est positive, J > 0, assurant une bijection entre 2y et €.
La mesure de déformation peut alors étre introduite. Soit E le tenseur de
Green-Lagrange qui s’écrit :
1 1

E = 5(FTF—I) =5(C-1) (1.7)

avec C = FTF le tenseur de Cauchy-Green. Dans le cadre de ’hypothése de petites
perturbations, il est possible d’introduire le tenseur linéarisé des déformations €
de la maniére suivante :

€= % (Vxu+ Vxu') (1.8)

qui n’est autre que le tenseur de Green-Lagrange en négligeant les termes de
second ordre dus aux petits déplacements. Le tenseur de Green-Lagrange, ou
des déformations, est notamment impliqué dans les lois matériaux. Il permet
de relier le tenseur des contraintes aux déformations par l'intermédiaire des lois
de comportement. Des exemples de lois peuvent étre le modéle de Kelvin-Voigt
ou encore de Maxwell dans le cas d’un solide déformable visco-élastique [52].
Différentes lois de comportement seront présentées dans les prochains chapitres.

Soit o le tenseur symétrique des contraintes de Cauchy sur la configuration
déformée et son homologue sur la configuration initiale le second tenseur des
contraintes, symétrique, de Piola-Kirchhoff S. Ce dernier permet de relier les
contraintes de la configuration déformée sur la configuration initiale par la formule
suivante :

S=JF'.0-F7 (1.9)

Il existe également le premier tenseur non symétrique de Piola-Kirchhoff I1T
dont la formulation est :
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M=Jo -F7 (1.10)

Ainsi, dans cette partie les grandeurs principales pour étudier les lois matéri-
aux et également les quantités principales mises en jeu pour les grandes transforma-
tions ont été présentées briévement. La partie suivante présente les équations
régissant le probléme de mécanique. Pour ce faire, elles seront introduites a 1'aide
du principe des puissances virtuelles.

1.2 Le principe des puissances virtuelles

Maintenant que I’ensemble des quantités permettant de décrire notre systéme,
a savoir principalement les déplacements, les déformations et les contraintes ont
été introduites, il est temps de présenter le probléme mécanique en dynamique
transitoire que nous allons étudier. Ici, nous supposons provisoirement que I' = (),
le contact n’est pas pris en compte.

Pour ce faire, il nécessaire d’introduire les espaces dans lesquels les solutions
des équations sont définies, basés sur I'espace de Sobolev H;(Q2), Q C R3, défini
comme :

ou
8@»

avec LLy(£2) 'ensemble des fonctions de carré intégrable, c’est-a-~dire :

H,(Q) = {u € Ly(Q) | €Ly(Q),1<i< 3} (1.11)

Ly(Q) = {u Q=R | /Q\u(a:)|2du < +oo} (1.12)

avec R 'ensemble des réels.
Les solutions sont alors définies dans les espaces :

{ U ={uec i) | uXt)=uyX,?)sur 0,0} (1.13)

t
U, ={veH(Q) | v(Xt) (X, t) sur 0,0}

avec uy le déplacement imposé sur le bord de Dirichlet du domaine et 1, la vitesse
associée, complété de 'espace :

V={we H(Q) | w(X,t)=0sur d, 0} (1.14)

Le probléme est introduit a I’aide du principe des puissances virtuelles [52]
présenté a chaque instant comme la puissance virtuelle des forces d’accélération
du systéme qui est égale a la somme des puissances des forces intérieures et des
forces extérieures. Ainsi Vv* € V il s’écrit :

P*

acce

= pr

int

+P; (1.15)

ext

*

avec P} . la puissance virtuelle des forces d’accélération, P;, la puissance virtuelle
des forces intérieures dans laquelle la loi de comportement du matériau du solide
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*

déformable s’applique et P_, la puissance virtuelle des forces extérieures dans
laquelle nous retrouvons I'impact des conditions de Dirichlet et de Neumann.

Il est donc nécessaire ici d’introduire le concept de mouvement virtuel. En
régle générale, un mouvement virtuel est défini a tout instant par un vecteur vitesse
virtuelle v* € V dépendant du point matériel & si la configuration courante €2,
est utilisée et X si la configuration initiale 2y est utilisée [52].

Pour introduire la puissance virtuelle des forces intérieures, il est nécessaire
d’introduire le tenseur d’ordre deux des vitesses de déformations D*, tenseur
Eulérien qui s’écrit de la maniére suivante Vv* € V :

D* = % [Vav' + (Vav')] (1.16)

La puissance virtuelle des forces intérieures P; , s’écrit alors dans la configura-
tion déformée €, Vv* € V de la maniére suivante [52] :

P, = —/ o :D"dv (1.17)
Q

avec o le tenseur symétrique des contraintes de Cauchy présenté précédemment
(1.9) et dv un élément de volume de €.
La puissance virtuelle des forces extérieures s’écrit Vv* € V :

Pl = / £, - vidv + / F,-v'ds (1.18)
Q Or

avec f; les forces extérieures appliquées dans le volume du solide déformable et
F, les forces extérieures sur le bord dr(); regroupant les conditions de Neumann
et ds un élément de surface du solide déformable dans la configuration déformée.
F, est introduit comme :

F,=0'n (1.19)

avec n la normale extérieure au bord 0p€); de €.
Pour finir, la puissance virtuelle des forces d’accélération s’écrit Vv* € V :

dv
P..= / p— - Vidv (1.20)
o, dt
avec p la masse volumique du matériau du solide déformable, v(X,t) le vecteur
vitesse associé a la position initiale X a Uinstant ¢ et d/dt 'opérateur de dérivée
totale par rapport au temps.

Ainsi, 'équation du mouvement fournie par le principe des puissances virtuel-
les (1.15) est donnée par 1’équation suivante Vv* € V :

d
—/ o :D*dv —i—/ f;-vidv —|—/ F, -vids = / p—v - v¥dv (1.21)
Qt Qt 8FQt Qt dt

A Paide du théoréme de la divergence [34], on obtient [52] :
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—/U:D*dv:—/ o‘~v*-nds+/(Vm-a)-v*dv (1.22)
Qy Or Q

avec V- Uopérateur divergence par rapport & la configuration déformée. Ainsi
I’équation d’équilibre (1.21) se transforme de la maniére suivante :

d
—/ a-v*~nds—i—/ (Vm-a)-v*dv—i—/ fd-v*dv—i—/ Fd-v*ds:/ p—v'v*dv
OS2t Q Q OF S Q dt
(1.23)
ce qui donne alors Vv* € V :

d
/ ((Vm o)+ 1 — p—v) -vidv + / (Fg—o-n) -vids=0 (1.24)
Qt dt aFQt

[’équation d’équilibre (1.24) du principe des puissances virtuelles est égale-
ment appelée formulation faible du probléme, formant notamment la base de
travail de la méthode des éléments finis qui sera présentée dans la section suivante.

Ainsi sur la configuration déformée €);, le probléme mécanique de dynamique
a résoudre est le suivant :

Ve o tfy—p = 0 (1.25)

oc-n= Fy (1.26)

Dans le cadre de cette thése les forces extérieures seront appliquées unique-
ment en surface sur le bord 0r(2, donc f; = 0. Effectivement, les travaux sont
principalement axés sur le contact. Le systéme a résoudre sur la configuration
déformée devient alors :

Ve o= pcji—: sur € X [to, ty] (1.27)

o= f(E) surQ x[to,y] (1.28)

u(x,t) =uy(x,t) sur 9,8 X [to, tf] (1.29)
v(z,t) = du(z,t)/dt  sur Q; x [to, t/] (1.30)
o-n=Fy(x,t) sur g X [to,tf] (1.31)

avec f une fonction de la mesure de déformation donnant la loi de comportement
du matériau du solide déformable. L’équation du moment angulaire s’écrit o =
ol sur Q, par symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy. Si la vitesse est
réguliére et continue, alors il est possible de poser 1 = dv/dt = d*u/dt>.

Pour résoudre ce probléme, la méthode du Lagrangien total étant utilisée, il
est donc nécessaire de réécrire chaque intégrale sur la configuration initiale. Il est

important de rappeler quelques notions pour ce changement de référentiel avec :
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dv = JdV (1.32)

avec J le déterminant du gradient de la transformation (1.6) et dV un élément
de volume de la configuration initiale associé a un élément de volume dv de la
configuration déformée. FEn se qui concerne le changement de surface, la formule
de Nanson [34] donne :

nds = JF~1 . NdS (1.33)

avec dS un élément de surface de la configuration initiale €2y, n la normale externe
a 0r(); et N la normale externe associée & 0p€).
La puissance virtuelle des forces intérieures en volume (1.17) devient alors :

pPr. = —/ o :D*dv
Qy

= —/ S:E dV (1.34)
Qo

= —/ Tr(S - E)dV
Qo

car S = S par symétrie du second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff et

= _IF . . FT
{ o=J F-5 (1.35)

D=FT.E.F!

avec Tr(.) l'opérateur trace, soit la somme des composantes sur la diagonale. La
dérivée temporelle du tenseur de Green-Lagrange E s’écrit V(u,v) € U x U, :

B % Vv + (Vxv)'] + % (V)" Vxut (Vxw) V] (136)

Dans le cadre de 'hypothése des petites perturbations, les termes de second
ordre sont négligés et le tenseur des vitesses de déformation € peut étre introduit
de la maniére suivante :

€= % [va + (VXV)T} (1.37)

avec € ~ D introduit a I’équation (1.16), car sous I'hypothése de petites perturba-
tions, la configuration initiale et déformée sont confondues.

Pour la puissance virtuelle des forces dues a 'accélération (1.20), en utilisant
(1.32) on obtient Vv* € V :

dv dv
Pro= | p—  vidv= — .vid 1.
/Qtpdt vidv /Qopodt vV (1.38)

avec pg = Jpla masse volumique du matériau du solide déformable sur la configura-
tion initiale.
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Pour finir, il nous reste a réécrire sur la configuration initiale €2y la puissance
virtuelle des forces extérieures en utilisant (1.33) (1.32), ce qui donne Vv* € V :

Pl = / f,-vidv +/ F, v'ds
Qy Or

(1.39)
= / (IT-N) - v*dS
OrQo
car f; = 0 ici et en utilisant (1.26) (1.10) (1.33), Vv* € V on obtient :
/ F, vids = / o-n-vids= / (IT-N) - v*dS (1.40)
BFQt BFQt 6FQO

Ainsi, sur la configuration initiale, 'équation d’équilibre (1.21) fournie par
le principe des puissances virtuelles devient Vv* € V :

d S
/ pO_V.V*dv:_/ Tr(S-E)dV—l—/ (IT-N) - v*dS (1.41)
QO dt QO 6FQO

Une formulation équivalente a (1.41) en utilisant (1.10) et (1.9) Vv* € V
est :

d
/ po_v VAV =— | TI:Vyv*dV +/ (IT- N) - v*dS (1.42)
Qo dt Qo [

Ainsi sur la configuration initiale 2y les équations du probléme s’écrivent :

dv

Vx -II= pogy Sur Qo X [to, ty] (1.43)
II=f(E) surQyx [to,tf] (1.44)
u(X,t) =ug(X,t) sur 9,8 X [to, tf] (1.45)
v(X,t) =du(X,t)/dt sur Qy x [to, tf] (1.46)
II-N = JSFd sur OFQO X [to, tf] (147)
avec J, le jacobien surfacique tel que
J
Js = (1.48)

\/(F-FT-n)-n

De la méme maniére que pour la configuration déformée, f est une fonction
de la mesure de déformation donnant la loi de comportement du matériau du solide
déformable. L’équation du moment angulaire s’écrit ici TIF? = FII? d’aprés
la symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy o et I'équation (1.10). Les
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deux derniéres équations font référence aux conditions de Dirichlet avec I’équation
(1.45) et de Neumann avec I’équation (1.47).

Les équations de (1.27) & (1.31) et de (1.43) & (1.47) sont appelées formulation
forte du probléme. Pour les résoudre, la formulation faible obtenue grace au
principe des puissances virtuelles sera utilisée (1.41). Effectivement, le probléme
est résolu sur la configuration initiale. Il est important de remarquer que dans
le cas de ’hypothése des petites perturbations, €2y et €); sont confondues. Ainsi
il n’est pas nécessaire de calculer les tenseurs de Piola-Kirchhoff, la méthode des
éléments finis, présentée dans la partie suivante, peut-étre directement appliquée
sur la configuration courante €, avec (1.21).

1.3 Reésolution avec la méthode des éléments finis

L’objectif de cette section est d’expliquer briévement la méthode des élé-
ments finis et 'écriture des différentes quantités présentées précédemment de
maniére a pouvoir calculer en tout point de I’espace la solution de I’équation (1.41).
Résoudre (1.41) signifie trouver le vecteur vitesse v en tout point de I'espace. Nous
verrons plus tard que c’est la vitesse qui est cherchée et non l'accélération 1 car
I'idée finale est de résoudre un probléme de contact, or a I'impact la dérivée de la
vitesse n’est pas définie car la vitesse n’est pas réguliére [59]. Ainsi pour résoudre en
tout point de I'espace, il est nécessaire de discrétiser ce dernier en éléments comme
le montre la figure 1.2. La discrétisation spatiale de la configuration initiale est
mise en avant, et )y devient )y, de la maniére suivante :

Q_Oh = UeQ_Oe (149)

avec . les éléments du maillage. Si une solution trés précise est recherchée, alors
il est nécessaire de raffiner le maillage et donc d’augmenter le nombre d’éléments
mais généralement aussi le temps de calcul.

au QO

Lo
FIGURE 1.2 — Discrétisation de la configuration initiale €2

Le choix des éléments est adapté au probléme traité. Dans le cas d’un
maillage 1D, les éléments sont généralement des segments, dans le cas d’un maillage
2D les plus courants sont des ¢léments quadrilatéres ou triangulaires et pour
finir dans le cas 3D ce sont souvent des tétraédres ou des hexaédres. Le choix
des éléments peut avoir des impacts sur la solution discréte. Des compléments
d’information non expliqués ici sur ces choix peuvent étre trouvés dans [8]. Dans
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le cas de la figure 1.2 dont le domaine est en 2D, la discrétisation choisie est basée
sur des quadrilatéres.

L’objectif de cette méthode est de calculer en chaque point, et donc en chaque
nceud, les quantités d’intéréts. Les coordonnées des noeuds sont les points X. Parmi
les quantités nous retrouverons pour chaque nceud le déplacement u € U qui est
un vecteur comprenant les déplacements dans les trois directions d’un nceud de
position X et le vecteur vitesse v € U, formé de la méme maniére que le vecteur
déplacement. D’autres quantités seront définies sur les points d’intégration, com-
me notamment les variables internes des modéles utilisés que nous expliciterons
plus tard, notamment présentes dans la loi de comportement du matériau du solide
déformable. Ainsi la solution continue est approximée par une solution discrétisée
sur ce maillage avec les quantités évaluées aux noeuds.

Pour utiliser la méthode des éléments finis il est nécessaire d’écrire la formula-
tion faible de notre probléme obtenue grace au principe des puissances virtuelles
(1.41). La vitesse virtuelle v* € V est appelée dans la méthode des éléments finis,
la fonction test ou fonction de forme. La discrétisation spatiale étant réalisée, il est
donc nécessaire maintenant de discrétiser les espaces de définition des solutions.
Cela est réalisé a I'aide des fonctions de forme nommeées ¢; avec 1 < i < N avec
N le nombre de nceuds. Les espaces U, U, et V sont discrétisés en dimension finie
par les espaces Uy, U, et V,. La base de ces espaces est composée des fonctions
de forme ¢, ;. telle que

¢, (X) = ¢i(X)ey, (1.50)

avec k € {x,y, z} en dimension trois et e les vecteurs de la base canonique associés
aux coordonnées cartésiennes. Les fonctions ¢; valent 1 au nceud 7 et 0 aux autres.
Elles forment une partition de I'unité et sont a support compact. Ainsi dans cet
espace discrétisé, la solution continue du probléme en un point X est approximeée
par vy, € Uy, telle que :

VX D) R VXt = )Y o) (X) (1.51)

Les coordonnées [v; ,(t) v;, () v; .(t)] correspondent aux coefficients d’interpo-
lation associés au point d’interpolation <. Ainsi ces coefficients se situent au niveau
des nceuds du maillage et forment le nombre de degrés de liberté (ddl) du systéme
avec trois degrés de liberté par noceud, la résolution étant en dimension trois.
Soit 'V le vecteur comprenant tous les degrés de liberté en vitesse et U ceux
en déplacement. Les fonctions de forme sont généralement des fonctions polyno-
miales d’ordre 1. Plus on augmente le degré du polynome, plus il y aura de nceuds
a calculer sur la géométrie. Dans notre cas des polynomes d’ordre 1, donc linéaires
par morceaux, sont choisis, les sommets des éléments sont alors également appelés
neceuds de calcul.

Ainsi, avec les approximations (1.51), il est possible d’écrire la formulation
faible (1.41) obtenue avec le principe des puissances virtuelles sous la forme
matricielle de la maniére suivante :
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dV
ME + Fint - Fext (152)

avec M la matrice de masse, Fy; le vecteur de taille le nombre de degrés de liberté
dont les composantes sont les forces intérieures généralisées & chaque nceud du
maillage. De la méme maniére Fqyy est le vecteur de taille le nombre de degrés de
liberté dont les valeurs sont les forces extérieures généralisées a chaque nceud du
maillage pour chaque composante. Ainsi pour un nceud 7, 'ensemble des variables
s’écrivent :

1 00
M 3 3i 12 :(/ P0¢i¢jd90h) 010 (1.53)
3j..3j + 2 Qon 00 1
-Ent,ix
Fint 3i.3i42 = | Fintiy (1.54)
_Ent,iz
-Fext,iac
Fextisi+2 = | Fextiy (1.55)
_Fext,iz
avec
P = [ To (8- B0 Vxe) dV (1.56)
Qon
et
Fext,ik :/ Fq-¢,,ds (1.57)
OrQon

avec k € {z,y,z} les degrés de liberté associés aux composantes du nceud i. Le
calcul de F peut étre réalisé sur la configuration déformée et non initiale quand
il dépend de quantités déja connues sur la configuration déformée. Il n’est alors
pas nécessaire de faire un changement de variable, ce qui alourdirait les calculs.

Il est possible d’accéder aux composantes du déplacement et de la vitesse a
chaque nceud ¢ de la maniére suivante :

U3i...3i+2 = [sz Uy Uzz} (1-58)

Usi.sir2 = Vi si40 = [Viz Viy Vi) (1.59)

Pour terminer le processus de mise en place de la méthode des éléments finis,
il est nécessaire de calculer sur chaque élément les grandeurs précédentes par une
intégration numérique des intégrales. Nous avons choisi la méthode de quadrature
de Gauss-Legendre [34]. Ensuite grace a la formule suivante,

f(X)av = Z/Q f(X)av (1.60)

ch
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la contribution de chaque élément est ajoutée sur chaque noeud de calcul. Cette
manipulation s’appelle la phase d’assemblage [34]. Il est & noter que dans un
premier temps, I'ensemble des calculs est réalisé sur un élément dit de référence,
sur lequel les fonctions d’interpolation sont définies. Cette manipulation permet
de ne pas définir ces fonctions sur chaque élément, ce qui serait cotiteux. Une
transformation géométrique permet de résoudre ensuite sur 1’élément réel. Le
probléme semi discrétisé en espace devient alors

dv
ME + Fint = Fexy  sur Q avec t € [to, tf] (1.61)
U(t) = Uy(t) sur 0,02 avec t € [to, t] (1.62)
V(t) = dUy(t)/dt  sur 0,8 avec t € [to, ] (1.63)
V(t) =dU(t)/dt avect € [ty,tf] (1.64)

avec V| les conditions initiales du probléme que I’on souhaite résoudre. L’équation
(1.62) permet de forcer les conditions de Dirichlet sur le déplacement avec Uy le
déplacement imposé aux degrés de liberté de 0,2.

Maintenant que la discrétisation spatiale des équations de la mécanique a
été briévement présentée, nous allons passer a I’ajout du contact au probléme de
mécanique et sa résolution.

1.4 L’étude du contact

Cette section est consacrée a ’écriture des conditions de contact. Il existe
deux types de contact : sur la figure 1.3, le schéma de droite fait référence au
contact déformable-déformable entre deux corps; le schéma de gauche fait référen-
ce au contact rigide-déformable. Dans ce manuscrit de thése nous nous concentrons
sur les formulations de contact rigide-déformable. Effectivement, 'application
visée ultérieurement dans le projet est la simulation numérique du procédé de
démoulage de pneu, entre un corps déformable, le pneu, et un corps rigide, le
moule.

FIGURE 1.3 — Les différents types de contact
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Soit n la normale extérieure au bord de contact potentiel I'; du solide
déformable. C’est le bord ou le contact est possible et les conditions de contact
seront étudiées sur chaque noeud de ce bord. Sur l'illustration de gauche de la
figure 1.3, nous retrouvons bien les différents bords de Dirichlet, de Neumann et de
contact comme dans la figure 1.1. Dans le cas d'un contact déformable-déformable,
le contact aura lieu entre les bords de contact de chaque solide déformable comme
le montre l'illustration de droite de la figure 1.3 avec I';; et I';;. Chacun des
solides peut étre soumis a des conditions de Neumann et de Dirichlet sur les
bords associés Opy 4, Op€la, et 0,821 4, 0, 22,. Il est & noter que sur chacun des
solides les conditions (1.1) et (1.2) doivent étre vérifiées.

Dans le cas d'un contact déformable-déformable entre deux corps €2; ; et €2,
les conditions de contact sont écrites entre I'y 4 et I'y ;.

1.4.1 Les conditions de contact

L’intérét est donc porté sur le contact rigide-déformable. Dans un premier
temps, pour décrire le contact il est nécessaire de savoir si les deux corps sont en
contact actif. Pour cela il est important d’introduire le gap g, qui correspond a la
distance entre les deux corps de la maniére suivante :

g(1) = (x1 — z2(x1)) 'm0 (1.66)

en notant x, la position sur le solide déformable avec laquelle le gap est cherché,
x5 la position la plus proche correspondante sur le solide rigide et n la normale
extérieure au solide rigide. Il existe de nombreuses méthodes pour la détection du
contact mais elles ne seront pas étudiées dans ce travail. Ici le choix d’un corps
rigide statique permet de connaitre la valeur du gap pour chaque position du corps
déformable aisément.

Pour décrire le contact, il est nécessaire de connaitre la valeur de la vitesse
relative entre les deux corps. La vitesse se décompose en deux parties, sa partie
normale vy et sa partie tangentielle vy. La vitesse relative normale entre les deux
corps s’écrit :

un(x1) = [v(xr) — v(zs)] -1 (1.67)

avec v(x) la vitesse du point du corps déformable avec lequel le gap a été calculé
et v(xy) la vitesse du point du second corps associé. La vitesse relative tangentielle
entre les deux corps, notamment utile dans le cas d’un contact frottant, est définie
telle que :

vr(xy) = [v(z1) — v(z2)] — vn(T1)n (1.68)

avec vy la vitesse relative normale entre les deux corps obtenue a partir de
I'équation (1.67).

Dans notre étude, le corps rigide est statique, donc cette vitesse est nulle et
v(x2) = 0. A noter, la vitesse normale pour un point est un scalaire alors que la
vitesse tangentielle est un vecteur a deux coordonnées.
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Maintenant les variables définies, les conditions de contact peuvent étre
introduites [18]|. La premiére consiste a exprimer la non pénétrabilité entre les
deux corps. En utilisant le gap (1.66) elle s’exprime de la maniére suivante :

Y(z,t) € Ty x [to.ts], g(z1) >0 (1.69)

Ainsi lorsque le gap est nul, cela signifie que les deux corps sont en contact
actif. A Dlinverse si il est positif, il n’y a pas de contact.

La deuxiéme condition concerne la contrainte normale du contact. Celle-ci
doit étre seulement compressive (en 1’absence d’adhésion), ce qui se traduit par :

V(x,t) € Iy x [0,t7], Fen=—(on)-n>0 (1.70)

avec F¢ la force de contact produite par le solide rigide sur le solide déformable
et Fo v sa partie normale, n étant la normale entrante au solide déformable.

Pour finir il reste la condition de complémentarité s’écrivant de la maniére
suivante :

Y(z,t) € T, x [0,t;], Fonxxg=0 (1.71)

Cette condition permet de forcer I’état du contact a actif ou non actif.
Effectivement, si il y a contact alors le gap est nul, donc la condition (1.71) est
bien vérifice. Si il n’y a pas de contact, alors la force produite par le contact est
nulle donc la condition est de nouveau vérifiée.

Ces trois conditions (1.69),(1.70) et (1.71) sont plus généralement connues
sous le nom de conditions de KKT (Karush-Kuhn-Tucker), ou bien de HSM (Hetz-
Signorini-Moreau) [32] ou encore simplement les conditions de Signorini [10]. Elles
peuvent s’écrire de maniére contractée comme suit :

V(x,t) €Ty x[0,t;], 0<gL Fon>0 (1.72)

Il existe une autre écriture de cette équation (1.72) introduite par Moreau
|32, 59] qui consiste a I'exprimer en fonction de la vitesse :

Si g > 0, Fon =0

Sinon g =0, 0<wvy L Feny >0 (1.73)

V(x,t) € 'y x [0,4], {

Ces conditions (1.73) sont également appelées conditions unilatérales de con-
tact. Effectivement seule la partie normale du contact est traitée. Seulement il peut
y avoir un comportement sur la partie tangentielle, tel qu'un contact frottant.

Pour cela, il est nécessaire d’introduite la direction tangentielle t du contact
qui est définie comme la direction opposée de la vitesse tangentielle v, et orthogo-
nale a la normale n du contact, de la maniére suivante :

vr

t=—T  gi|lvel| £0 (1.74)

vl

La force de contact tangentielle Feo 1 est introduite de la maniére suivante :
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For=Fcort (1.75)

Ainsi, le comportement du contact sur la direction tangentielle peut s’exprimer
avec la loi de Coulomb :

Si Fen =0, Fer=20 (1.76)
Si FC,N >O, OS (,UFC’N—FC,T)J_ HVTH 20 )
avec For = —agvy, as € RY, p le coefficient de frottement dépendant des

surfaces des matériaux rentrant en contact. Cette loi de Coulomb, loi parmi les
plus utilisées, permet de décrire deux états du contact, soit un contact dit adhérent
(si For < puFen) avec une vitesse tangentielle nulle (||vy|| = 0), soit un contact
dit glissant (For = pFe ) et donc une vitesse tangentielle non nulle ||vy|| > 0.

Les équations (1.72) et (1.76) a résoudre sont des problémes dits linéaires
de complémentarité (LCP) [1] dont nous donnerons les solutions plus tard dans
ce chapitre.

1.4.2 Résolution des équations de la mécanique avec la ges-
tion du contact

Pour écrire la formulation faible du probléme avec le contact, il est nécessaire
d’ajouter au principe des puissances virtuelles (1.15) la contribution des puissances
virtuelles des forces dues au contact de la maniére suivante :

P;cc = P;knt + PZXt + onntact (177)

avec P’

. . o . .
contact 1@ puissance virtuelle des forces de contact qui s’écrit Vv* € V :

:ontact = / Fontact -v'ds (178)
T

avec F oniact les forces liées au contact du solide rigide sur le solide déformable et
v* la vitesse virtuelle introduite au niveau de (1.16). Cette formulation du principe
des puissances virtuelles (1.77) est valable du moment de I"impact jusqu’au moment
du relachement du contact. Le reste du temps comme il n’y a pas de contact, il
n’y a pas de force associée, et donc Py ... = 0.

Ainsi le probléme (1.52) semi discrétisé en espace devient :

dV
ME + Fint - Fext + Fcontact (179)

Une méthode pour introduire les forces de contact Feoniact €st d’utiliser le
formalisme variationnel du Lagrangien [54]. Cette méthode est appliquée dans
I’espace déja discrétisé Uy,. Dans un premier temps, cette méthode est présentée
sans le contact pour des raisons de clarté. Ce dernier sera rajouté ensuite. Le
Lagrangien représente l'action du systéme et ce dernier s’écrit :

L(U,V) = %VTMV —V(U) (1.80)
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Soit

1
2
I’énergie cinétique associée au probléme et

T(V) = -V'MV (1.81)

V(U) = Vi (U) = Ve (U) (1.82)

avec Vi l'énergie potentielle associée aux forces intérieures Fiy et Viye celle
associée aux forces extérieures Fo telle que

v (U)
U

Le principe de Hamilton exprime la recherche pour tout systéme mécanique
de la stationnarisation de I'action, soit la stationnarisation du Lagrangien (1.80).
Cela se traduit par la formulation suivante :

= Fext — Fing (183)

tr
5/ L(U,V)dt=0 (1.84)
to
ce qui donne alors VOU € V}, :
s oL oL
SUT = +6VI—= ) dt=0 1.85
/to ( au " av) (1.85)
ce qui par une intégration par partie du second terme donne [31] :
Ly oL d (0L
UM = —-— (=) ) d=0 1.86
/to (HU dt <8V)> (1.86)
Ainsi une réécriture de équation (1.52) est ’équation d’Euler-Lagrange, tel
que :
OL d (0L
R (e 1.87
ou dt (8V> (1.87)

Le contact peut maintenant étre rajouté car il influe sur 'action du systéme
et donc sur le Lagrangien (1.80). Sur les nceuds de contact potentiel présents sur
le bord de contact Iy, il est introduit un nouveau Lagrangien L’ en utilisant la
méthode des multiplicateurs [45, 50] de Lagrange, et il est obtenu :

L'(U,V,A\) =T(V) =V (U) + ATg,(U) (1.88)

avec T I'énergie cinétique présentée dans (1.81) et V 1’énergie potentielle des forces
extérieures et intérieures (1.82). A est un vecteur contenant les multiplicateurs de
Lagrange permettant de forcer les conditions de contact sur I'; avec A € (R)4
et d le nombre de noeuds potentiels en contact sur I'y. Soit g, (U) le vecteur de
taille d répertoriant I’ensemble des gaps normaux pour chaque nceud potentiel
de contact calculé a partir de ’équation (1.66). Lors de I'application du principe
de Hamilton de stationnarisation de I'action, le terme d’accélération U = dV /dt
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apparait et il est nécessaire qu’il soit défini. Cependant, lors du contact entre le
solide déformable et le solide rigide, la vitesse n’est pas réguliére ni continue et
donc I'accélération n’est plus définie. Effectivement lors du contact la vitesse peut
admettre deux sauts. Un premier & I'impact et un second lorsque 1’on relache le
contact. Ces discontinuités peuvent étre possibles pour chaque nceud potentiel de
contact. Ainsi, il est posé t; € [to,ts] I'instant ou le contact a lieu. L’accélération
est alors définie sur U'intervalle de temps [to, t;[U]t;, t¢] et non définie en ¢;. Pour
des raisons de clarté d’écriture des équations, il est choisi un seul temps de contact
t;. L’application du principe d’Hamilton (1.84) sur L’ donne alors :

) (/ L/(U,V) dt + AtigN(U(tz‘))> =0 (1.89)
[tots[Ulti tr]

Ce qui apreés calculs, voir [24], donne :

oL d OL
/[ t3[Ultat £] (5UT (ﬁ dtov + <VgN)T)‘> + 5)‘TgN(U)) dt
to,ti[U)tit s

i

+
+ (St[L17 +dUT(VghN,)) + 0N gy (U, 1) =0

t

avec t; l'instant juste aprés 'impact au temps ; et ¢; 'instant juste avant. Ainsi
le systéme d’équations obtenu & partir de (1.90) est |24, 31] :

OL dOL

Vt € [to,ti[U]ti,th gN(U) >0 (192)
+
aLr‘ .
9LV _ (T, (1.93)
), = e
or1"
L+ VT—l =0 (1.94)
e,

En remplagant avec les grandeurs dans la formule du Lagrangien (1.88), le
probléme peut également s’écrire :

Vi e [t07ti[u}ti7tf]7 MU =Fep — Fipy + LTA (196)
M (V(t]) = V(t;)) =L"X, (1.97)
+
1 b
{§VTMV} =0 (1.98)
t
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avec L = Vg, l'opérateur de projection du domaine global sur l'interface de
contact I'y; X et Ay, définis selon I’équation (1.100).

Il est important de remarquer que dans le cas ou il n'y a pas de contact,
A = 0. Effectivement, dans ce cas il n’y a pas de forces dues au contact et donc
ce terme s’annule. L’équation (1.98) rappelle que I’énergie cinétique est conservée
entre I’entrée en contact et la sortie du contact. De maniére & unifier les équations
(1.96) et (1.97), Moreau [59, 60| et Jean [41] ont proposé de poser les variables
suivantes :

[ Uat, t € [to, t:[Uti, t]
V=4 Vieh v, 15+ Y
dr_{ Adt, ifgmti[u]tiatﬂ (1.100)

avec V(t;7) la vitesse juste aprés 'impact et V(¢;7) celle juste avant. Soit r € R?
le vecteur de taille le nombre de degrés de liberté associé au nombre de noeuds de
contact potentiel comprenant les valeurs des multiplicateurs de Lagrange obtenues
aprés résolution des conditions de contact. Ces multiplicateurs sont également
appelés impulsions. 11 faut différencier A qui est une force nodale (en N), et A,
qui est une impulsion (en N.s).

L’équation de la dynamique non réguliére devient alors

MdV = (Fe — Fini(U))dt + L dr (1.101)

avec les conditions HSM pour chaque nceud ¢ du bord de contact potentiel I'y
défini tel que

{ Si (gN(U))z: >0, (r)i = 0_ | (1.102)

avec

v=LV (1.103)

Les conditions de contact (1.72) sont ici introduites en vitesse et impulsion.
Cette derniére n’est autre que la force de contact, quand celle-ci est bien définie
pour un nceud ¢, intégrée sur un intervalle de temps tel que :

to
V(t1, 62) € [to, i ou W(tr, t2) €lts, 1] et ts > t1, (r)s = / (Feomac)i dt (1.104)

t1

[’ensemble des équations du probléme de la mécanique a été présenté. Il
reste maintenant la discrétisation temporelle pour pouvoir résoudre les équations
de la mécanique dans un probléme de dynamique transitoire non-réguliére. Dans la
prochaine section, nous expliquerons le choix du schéma numérique pour résoudre
ce probléme.
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1.5 La discrétisation temporelle : le schéma expli-
cite CD-Lagrange

Dans les sections précédentes la discrétisation spatiale a été présentée pour
connaitre la solution du probléme en chaque point de I'espace. Le probléme étant
en dynamique transitoire non-réguliére, il est maintenant nécessaire de le discréti-
ser temporellement de maniére & connaitre la solution a chaque instant ¢ € [to, ¢].
Discrétiser le temps revient a découper l'intervalle [to, t¢] en une grille dont chaque
piquet de temps t,, (un instant) est séparé par un pas de temps h, constant dans
notre étude, h = t,,,1 —t,, comme le montre la figure 1.4. Pour calculer la solution
du probléme discrétisé en temps, I'utilisation d’un schéma numérique est nécessaire
pour calculer la solution a chaque piquet de temps t,,.

| gyt
| | | | | |

tO tn tn—l—l tf

FIGURE 1.4 — Discrétisation du temps sur Uintervalle [to, ¢ /]

Un schéma numérique posséde plusieurs propriétés. Une premiére est sa
stabilité. Dire qu’un schéma est stable signifie qu'une petite variation de 1’état
initial méne a un changement borné sur la solution finale. Une seconde propriété
est la précision. Un schéma d’intégration temporelle approxime ce qu’il se passe
dans le temps continu. Ainsi il est possible de calculer une erreur par rapport a
une solution continue, si elle existe, ou une solution obtenue avec un trés petit pas
de temps h. Cette solution s’appellera solution de référence. Si, pour le choix de
plusieurs pas de temps plus grands que celui utilisé pour la solution de référence,
Ierreur par rapport & cette solution en fonction du pas de temps en échelle log-log
est une droite linéaire alors le schéma est d’ordre le coefficient directeur de cette
derniére. Le schéma peut-étre d’ordre un ou plus encore. Ainsi il est vérifié que si
le pas de temps augmente et donc que le temps est discrétisé de maniére grossiére,
la solution est toujours représentative mais moins précise. Il est a noter que la
simulation prend en compte tous les phénoménes qui ont un temps caractéristique
supérieur au pas de temps choisi. Ainsi plus le pas de temps choisi est grand, moins
de phénomeénes seront représentés. Pour finir, la derniére propriété est I'efficacité.
Cette derniére est associée au cotit de calcul de la résolution d’'un incrément de
temps. Une famille de schéma réunissant ces paramétres est la famille des schémas
d’intégration temporelle de Newmark [62]. Le schéma utilisé pour la résolution
des problémes de contact dans ce manuscrit est basé sur un des schémas de cette
famille, c’est pourquoi ils sont présentés par la suite.

1.5.1 La famille des schémas de Newmark

Il existe deux grandes familles de schéma numérique pour la résolution d’un
probléme en dynamique : les schémas dits implicites, et les schémas dits explicites.
La premiére famille implique la résolution d’un systéme d’équations couplées et
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peut donc étre trés cotteux en terme de calculs notamment avec 'utilisation de
méthodes itératives pour résoudre le systéme linéaire ou non-linéaire. Dans le cas
de problémes non-linéaires, une méthode connue pour la résolution est ’algorithme
itératif de Newton-Raphson [34]. Cependant un avantage de ce type de schéma est
qu’ils sont inconditionnellement stables, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de contrainte
sur le pas de temps. A linverse, la seconde famille, les schémas explicites, ne
requiert pas de résoudre de systéme linéaire, ni non-linéaire, mais nécessite le
choix d’un pas de temps respectant la condition de stabilité CFL [17] (Courant-
Friedrichs-Lewy). Ainsi, pour la résolution d’un pas de temps donné, le schéma
explicite sera plus rapide du fait qu’il s’agit d’un probléme "matrix-free", ce qui
permet notamment de résoudre le probléme en parallélisant les calculs, puisque
chaque équation du systéme est indépendante des autres.

Ainsi, suivant les phénoménes que 'on souhaite modéliser, un schéma sera
plus adapté qu'un autre, notamment par le contenu fréquentiel du chargement
extérieur. La famille des schémas de Newmark permet, suivant le choix des para-
métres, d’utiliser un schéma explicite ou implicite. La formule générale de ce
schéma est [62] :

1 . .

Vi = Vot (1= )0, 4+ 90,4 (1.106)

[’équation (1.105) permet de mettre a jour le déplacement a I'instant ¢,
en fonction de la vitesse V a l'instant ¢,, et de 'accélération U aux instants t, et
tnt1. De la méme maniére 'équation (1.106) permet de mettre a jour la vitesse
a l'instant ¢,,.1. Le choix d’un schéma de Newmark se fait donc par la nécessité
de choisir un couple de paramétres (v, 5). Selon le choix de ces paramétres, les
propriétés du schéma temporel sont différentes. Il peut étre par exemple soit
explicite soit implicite. Pour fermer le systéme, il est nécessaire d’ajouter aux
équations (1.105) et (1.106) l’équation de la dynamique discrétisée telle que

MU, = F"4 — Fi (Upig, Vi) (1.107)

ext

soit, dans le cas ol les forces intérieures sont linéaires et sans amortissement,
c’est-a~dire qu’elles ne dépendent pas de V41 :

MU, = F'' — KU, (1.108)

ext

avec K la matrice de rigidité associée au comportement volumique du solide
déformable. Ainsi le systéme & résoudre est donc le suivant :

MU, ,, = R(U,,V,,U,) (1.109)

avec
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M = [M + Bh°K] (1.110)
.. 1 ..
R(U,,V,, U, =F' - K (Un + hV,, + h? (5 — 5) Un) (1.111)

La mise en ceuvre peut ainsi se faire conformément a 'algorithme (1).

Algorithm 1 Résolution du schéma de Newmark

Inputs : Un,Vn,Un

1. Résoudre (1.109) pour obtenir U,
2. Résoudre (1.105) pour obtenir U,
3. Résoudre (1.106) pour obtenir V,
Outputs : U,,.1, V11, I"JnH

La matrice M n’étant pas diagonale, la résolution de 1’équation (1.109)
nécessite I'usage de la résolution d’un systéme. Si le systéme est non linéaire,
alors des algorithmes tel que celui de Newton-Raphson peuvent étre utilisés. Si g >
%7 > % dans le régime linéaire sans amortissement, le schéma est inconditionnelle-
ment stable, c’est & dire que le choix du pas de temps est libre [36]. Dans le cas
contraire, la condition de stabilité s’écrit :

o=l (-1 e

1
7—520 et ($2>0 (1.113)

avec Wypq, la fréquence naturelle la plus grande du systéme discret (1.107).

Dans le cas de la dynamique transitoire non-réguliére, notamment pour la
vitesse, il est souhaitable de ne pas avoir de systéme a résoudre et donc d’avoir
I'usage d’un schéma temporel explicite pour mieux décrire les phénoménes. Effecti-
vement, pour observer ce qu’il se passe en dynamique rapide, il est nécessaire
de choisir des pas de temps petits et la gestion des non régularités est plus
complexe a réaliser en implicite. Il faut notamment faire appel & des algorithmes
de pénalisation [16, 6] par exemple. C’est pourquoi un intérét est porté au schéma
de la différence centrée suite a des études précédentes sur le contact [32, 31, 24|.
Ce dernier correspond dans le cadre de la famille des schémas de Newmark & 5 =0
et v=1/2.

Ainsi le systéme d’équations composé de (1.105), (1.106) et (1.107) devient :

et

MU, = F"H — Fino (Upgr, Vi) (1.114)
1
Vo = ﬁ(UM -U,) (1.115)
.. 1
Uni1 = 753 (Unse = 2Uni1 + U) (1.116)
33

These accessible a I'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2024ISAL0098/these.pdf © [P. Larousse], [2024], INSA Lyon, tous droits réservés



Cette résolution demande la connaissance de trois pas de temps différents
avec U, 49, U, et U,.
Ainsi en posant :

1
V32 = E(Un+2 —U,i1) (1.117)

le systéme d’équations (1.114), (1.115) et (1.116) devient :

Uni1 =Unp+ AV (1.118)

M (Vn+3/2 — Vn+l/2) =h (FZ}II — Fint(Upa, Vn+1/2)) (1.119)
1

Vi = 3 (Visssz + Vigay2) (1.120)

. 1

Upp = 7 (Vissz = Vigya) (1.121)

La seule inconnue est alors V,, 3/ et la résolution est donc bien explicite et
I’équation de la dynamique devient :

MV, 132 = MV, 15 + MFex(tns1) = Fint (Ung1, Vigiy2)) (1.122)

avec une matrice de masse M lumpée de maniére a avoir un systéme dit "matrix
free", c’est a4 dire que chaque équation est indépendante tout en assurant la
conservation de la masse [40, 8|. Dans I’écriture de 'équation discrétisée (1.122),
dans les forces intérieures la vitesse V est choisie au pas de temps n + 1/2.
Cela s’explique dans l'objectif de garder explicite la résolution. Une preuve a
été donnée dans [8]. Il devient alors possible de résoudre des problémes non
linéaires en dynamique explicite. Cependant, un effet secondaire de ce choix est
une légére diminution du pas de temps critique, voir [36]. Dans le cas linéaire et
sans amortissement, le pas de temps critique (1.123) devient :

2

horr = (1.123)

max
Une généralisation du pas de temps critique est la formule de Courant-
Friedrichs-Levy [17], connu sous le nom de condition CFL, qui exprime le pas
de temps critique de la maniére suivante :

hC’FL S mine (l—e) (1124)
Ce

avec [, une longueur caractéristique qui en trois dimensions peut correspondre a

un multiple du rayon inscrit dans le volume de I’élément e, ou encore a la distance

entre deux nceuds, et ¢, la vitesse de propagation des ondes élastiques. Ainsi en

prenant la plus petite valeur, le pas de temps critique convient & tous les éléments

du maillage.
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Le choix de ce schéma pour la résolution de nos problémes mécaniques
en dynamique transitoire n’est pas un hasard. Une propriété intéressante de ce
schéma est qu’il est symplectique |54, 79, 43|. Un schéma est dit symplectique si :

ATJA =] = det(A) =1 (1.125)

avec A la matrice d’amplification du schéma numérique associée aux équations
(1.105), (1.106), (1.107) et

7= [_01 é] (1.126)

Aprés calcul de la matrice d’amplification des schémas de la famille de
Newmark, la seule solution pour obtenir det(A) = 1 correspond aux coefficients
v =1/2 et f = 0, soit les coefficients correspondant au schéma de la différence
centrée. Ainsi, d’aprés le théoréme de Noether [33], ce modéle permet de conserver
la résultante, le moment, et posséde de bonnes propriétés de conservation de
I'énergie. C’est en cela que le schéma de la différence centrée [24] nous intéresse.

1.5.2 Résolution d’un probléme de contact

Pour résoudre les équations de la mécanique (1.101) et (1.102) comprenant
la résolution du contact, le schéma numeérique choisi est donc basé sur la différence
centrée, notamment pour la propriété symplectique du schéma. Il faut donc rajou-
ter le contact et sa résolution au schéma de Newmark précédent, c’est pour cela
que l'utilisation du schéma CD-Lagrange s’est imposée. Ce schéma a été introduit
dans [31] et est basé sur les conditions HSM en vitesse-impulsion.

Maintenant que les impulsions ont été introduites, et que l'utilisation d’un
schéma explicite a été évoquée, conduisant a une résolution indépendante pour
chaque nceud, il est nécessaire d’introduire certaines notations :

V = Ve, NTD + UC,Tt
PITC’NH+TC7Tt <1127>
Ver = Uc,Tt
rer = rc,Tt

avec n la normale extérieure au solide rigide sur lequel le nceud du solide déforma-
ble est en contact, et t la direction tangentielle. Soit v le vecteur de vitesse relative
entre les deux solides associé a un nceud de contact ¢, r 'impulsion associée a ce
noeud de contact. v est la vitesse normale associée a la direction normale n, v,
est la norme de la vitesse tangentielle v associée a la direction tangentielle t. Le
vecteur composé par la vitesse normale et tangentielle correspond a v. De la méme
manieére 7.y correspond a l'impulsion normale et r.r la norme de I'impulsion
tangentielle r.p, soit r. Ces quantités sont calculées et intégrées au nceud ¢ de
contact potentiel sur le bord I';.

Ainsi, pour chaque nceud de contact potentiel, localement les conditions de
contact normal HSM (1.73) s’écrivent & partir de 'équation (1.102) :
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Si Gnt1 >0, rennts =0 (1.128)
Sinon  go41 <0, 0 <7 Nnt3/2 L Venmesz >0 '

avec g1 le gap associé au noeud ¢, soit (g (U)); dans (1.102). Le gap est choisi
négatif ou nul pour des raisons de précision numérique. Il s’agit d’un point essentiel
basé sur les concepts de Jean-Jacques Moreau [59]. Ainsi, la détection des instants
de contact n’est pas nécessaire (time stepping). On peut remarquer qu’il n’y a
pas de pénalisation sur ce modéle, mais le déplacement peut entrainer une légére
pénétration car le schéma est piloté en vitesse ce qui peut conduire éventuellement
a un critére de précision sur le pas de temps. Il est & noter qu’une contribution
tangentielle de contact est possible que si il y a de la compression et donc une
impulsion de contact normal non nulle.

De la méme maniére, localement, les conditions de contact sur la direction
tangentielle (1.76) s’écrivent :

{ Si TeNnt32 =0, Ternize =0
Sinon 7. npi32 >0, 0< (NTC,N,n+3/2 - Tc,T,n+3/2) 1 HVT,n+3/2|| >0
(1.129)
avec 11 le coefficient de frottement. Comme dans (1.102), la loi de Coulomb étant
utilisée, 'équation r.r = —avy avec a € R ou discrétisée r.r,13 /2 = —aVTn13/2
est vérifiée. Malgré le fait que les impulsions sont calculées au pas de temps n+3/2,
la résolution reste explicite comme le montre la résolution des problémes linéaires
de complémentarité avec les algorithmes (2) et (3) introduits ci-aprés.

Les conditions de contact sont donc écrites localement aux nceuds et les
impulsions sont calculées uniquement au niveau des nceuds de contact potentiel.
Pour résoudre les équations de la dynamique, dont les vecteurs sont définis sur
I’ensemble des noeuds, il est donc nécessaire de projeter ces impulsions sur le
domaine global qui contient tous les noecuds du maillage. Pour ce faire, soit R,
le vecteur comprenant l’ensemble des impulsions normales et tangentielles des
nceuds de contact et possédant la taille du vecteur de déplacement U pour pouvoir
résoudre ’équation de la dynamique (1.101). Ainsi, pour construire R, il est
nécessaire d’introduire les opérateurs de projection Ly et Ly qui permettent de
replacer sur le vecteur global des noeuds les impulsions locales. 1l est important de
noter que les directions normale et tangentielle sont orthogonales, donc LyLL =
LyL% = 0. Ainsi 'impulsion globale est écrite de la maniére suivante :

R. = LyR.x + LIR. 1 (1.130)

avec R n le vecteur des impulsions normales de la taille du nombre de nceuds
de contact potentiel. R, 7 est le vecteur des impulsions tangentielles. La direction
normale et tangentielle étant orthogonales, ce vecteur est de taille deux fois le
nombre de nceuds de contact potentiel. Soit Ly la matrice dont le nombre de
lignes correspond au nombre de nceuds de contact potentiel, et le nombre de
colonnes correspondant au nombre de degrés de liberté, alors :
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Y i = [(nz)i (ny)i (n2)d] (1.131)

avec [(ng); (ny)i (n.)i] les coordonnées de la normale extérieure au solide rigide
au niveau du nceud 7. Les autres coefficients sont nuls. De la méme maniére,
I'opérateur de projection tangent L; est une matrice dont le nombre de lignes
correspond a 2 fois le nombre de nceuds de contact potentiel du bord I'; et le
nombre de colonnes est également le nombre de degrés de liberté. Ainsi pour
Iopérateur tangent il est obtenu :

Lz, = [(t1z)i (t1y)i (t12)i] (1.132)
Lz 2% +1 = {(t%)i (t2y)i (t2z)i] (1.133)

avec [(t1z)i (t1y)i (t12):] les coordonnées du premier vecteur tangent et [(tay); (t2y);
(t2.)i] les coordonnées du second. Ainsi en chaque noeud de contact est associé
un repére orthogonal [n;, t1;,te]. Ce schéma introduit dans [31], et également
utilisé dans [24], utilise la formulation HSM en vitesse et en impulsion introduite
par Moreau et Jean [59] comme présenté précédemment (1.101). Avec I'ajout du
contact, le systéme global d’équations (1.101) devient :

Un+1 - Un + hVn+1/2 (1134)
M (Vigsz = Vigaz) = b (Fod! = Fit ' (Unsr, Vigo)) (1.135)

+ L%RC,N,TL+3/2 + Lch,T,n+3/2

Pour résoudre 1'équation de la mécanique (1.135) il est donc nécessaire de
résoudre les deux problémes linéaires de complémentarité associés aux équations
(1.72) pour le probléme normal et les équations (1.76) pour le probléme tangent.
Pour rappel les directions de contact normal et tangentiel sont orthogonales, donc
les problémes de contact peuvent étre résolus I'un aprés l'autre. Pour résoudre
ces problémes, il est nécessaire d’introduire la vitesse sans contact que nous
nommerons V g, qui correspond a V,,; 3/, lorsqu’on résout (1.135) sans les contri-
butions des impulsions de contact. Ainsi :

Vireemts2 = Viri2 + AM™HFLE — Fitt) (1.136)

ext int

Il est donc nécessaire maintenant d’introduire les vitesses normales associées
a chaque nceud de contact. Pour ce faire, 'opérateur Ly va étre utilisé. Soit Vv
le vecteur vitesse de taille le nombre de noeuds de contact potentiel stockant les
vitesses normales de ces mémes nceuds de la maniére suivante :

Vinnts2 = LyViais2 = VN free + HyRe N ng3)/2 (1.137)

avec
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VN,free - LNVfree,n+3/2 (1138)
Hy =LyM 'L} (1.139)

avec 'opérateur Hy connu sous le nom d’opérateur de Delassus [23] qui est défini
et positif. La matrice de masse étant lumpée et les conditions de contact locales,
et donc indépendantes entre elles, cette opérateur est diagonal, ce qui nous permet
de garder une résolution explicite et indépendante pour chaque nceud de contact.
Localement, la vitesse normale s’écrit :

UNn+3/2 = UN, free + HN,locrc,N,n—i-S/Q (1140)

avec Hy o = (Hn);; pour le nceud de contact i considéré, vy 432 = (V)i
UN, free = (VN,free)i et Te,Nn+3/2 = (RC,N,TL+3/2>Z"

Ainsi, pour chaque nceud de contact, le probléme linéaire de complémentarité
associé a I'équation (1.128) est localement résolu par 'algorithme (2).

Algorithm 2 Résolution du contact dans la direction normale
Entrées : Gn+1; UN free, HNJOC
if g,.1 > 0 then
UN,n+3/2 = UN free
Te.Nnt3/2 = 0

else
UNn+3/2 =< UN free >+
—1
Te,Nn+3/2 = _HN,loc < Ue,N free ~—
end if

Sorties : Uy ,43/2, Te,Nnt3/2

Lorsque le gap est négatif, la vitesse normale du noeud est donnée comme la
valeur positive de la vitesse sans contact vy fre.. Effectivement, si le noeud entre en
contact alors il cherche & pénétrer le solide rigide avec lequel il entre en contact. Sa
vitesse est alors négative car opposée a la normale au solide rigide. Ainsi la valeur
positive donne bien une valeur nulle pour la vitesse, et ainsi le solide déformable ne
cherche pas a pénétrer le solide rigide. Le noeud n’a alors plus de vitesse. Lorsque
que le noeud "redécolle", sa vitesse est positive et 'impulsion est bien nulle car
elle dépend de la valeur négative de la vitesse sans contact et il n’y a bien plus de
contact. Ainsi cet algorithme vérifie bien les conditions de Signorini de (1.128).

De la méme maniére pour résoudre le probléme de contact sur la partie
tangente, il est nécessaire de connaitre la vitesse des noeuds potentiels de contact
sur la partie tangente. Pour ce faire, soit V1 le vecteur contenant ’ensemble des
valeurs de la vitesse tangentielle de ces nceuds. Il est ainsi obtenu de la méme
maniére que pour le probléme normal (1.137) mais avec I'opérateur Ly :

Vrinise = LoV = Vrgee ¥ HrRe1n43/2 (1.141)

avec
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VT,free = LTVfree,n+3/2 (1142)
H;y = LM 'L (1.143)

avec Hp lopérateur de Delassus également défini et positif. La matrice de masse
étant lumpée, 'opérateur est donc également diagonal. Localement il est alors
obtenu :

VTnt3/2 = VT, free T HTocTe T nt3)2 (1.144)

avec Hrpyoe = (Hr)i it14.i+1 Vopérateur de Delassus local au noeud ¢ étudié,
VT free = (VT,free)i..i-i—l et ernt+3/2 = (RC,T,nJrS/Q)i..i—I—l-

La résolution pour la partie tangentielle s’écrit alors localement comme dans
'algorithme (3)

Algorithm 3 Résolution du contact dans la direction tangentielle
Entrées : vy e, Te,Nnt3/2, Hrloc

- -1
rr = _HTJOCVT,free
if ||rTH < HTe,Nn+3/2 then

Term+3/2 =TT

Vrnys2 =0
else

t — VT free

[[VT freell
LeTnt3/2 = UTe,Nnt3/2b
VT n+3/2 = VT free + HT,locrc,T,n+3/2

end if

Sorties : Vr,13/2, e Tnt3/2

Cet algorithme vérifie bien les équations (1.129). Effectivement il sépare bien
les deux cas possibles pour le contact tangentiel. Il existe la phase d’adhérence
représentée par la premiére condition, avec une vitesse tangentielle nulle mais
bien une impulsion. Puis si cette condition n’est pas vérifiée, nous sommes dans
le cas d'un glissement avec une vitesse tangentielle de glissement non nulle. On
pourra noter que le vecteur tangent t est aussi calculé explicitement comme la
configuration courante est connue a l'instant ¢, .

Pour compléter, il reste a introduire l'algorithme de résolution du schéma
CD-Lagrange avec les différentes étapes de résolution. Ceci est présenté dans
lalgorithme (4).

Il est intéressant de remarquer qu'un avantage particulier de ce schéma
comme le montre 1'algorithme (4) est que la configuration est connue et donc
directement applicable en grandes transformations. Effectivement U, | est la
premiére chose qui est calculée. Ainsi, il est aisé de calculer les forces intérieures
et les impulsions permettant de garder le schéma explicite et ainsi la possibilité
de calculer noeud par neeud les solutions.
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Algorithm 4 Algorithme de résolution pour un pas de temps d’un probléme de
contact avec le schéma CD-Lagrange
Entrées : V, 5, U,
. Résolution explicite du déplacement : U,y = U, +hV /.
. Caleul de : FIA L FREN(Uyir, Vi)

1
2
3. Calcul de la vitesse sans le contact Ve

4. Résolution pour chaque noeud de contact des algorithmes (2), (3).
d

6

S

. Reconstruction du vecteur des impulsions (1.130).
. Résolution de la dynamique (1.135).
orties : Vn+3/27 Un+17 Rc7n+3/2

Maintenant que le schéma numérique de résolution est présenté, pour clore ce
chapitre un cas test est proposé dans la section suivante pour illustrer ['utilisation
du schéma.

1.5.3 Illustration en compression et cisaillement

Pour tester la résolution du contact en dynamique explicite et pour montrer
les avantages de cette résolution, un premier cas test a été mis en place. La
résolution est sous ’hypothése de petites perturbations. Ainsi dans ce cas test, la
configuration initiale et déformée sont confondues pour les calculs. Un cube dont le
comportement est élastique linéaire isotrope est soumis a4 une compression et a une
pression latérale. L’objectif ici est donc de tester le contact avec la compression.
Le fait d’ajouter une pression latérale en méme temps que la compression permet
d’activer le frottement sur les composantes tangentielles. Le cube est posé sur un
support rigide infini. Le cas étudié est donc celui présenté sur la figure 1.5.

Déplacement imposé
Pression imposée

FIGURE 1.5 — Déplacement et pression imposés sur le cube

Pour réaliser les calculs, un maillage élément finis a été généré avec le logiciel
Cast3M (https://www-cast3m.cea.fr/) et le probléme a donc été résolu avec la
méthode des éléments finis avec un code prototype académique codé sur Matlab
de maniére a pouvoir implémenter la résolution du contact. C’est un pavé droit de
10 métres de longueur par 10 métres de largeur par 8 métres de hauteur discrétisé
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par 7 x 7 x 7 Ql-éléments cubiques avec 8 nceuds chacun sur chaque sommet,
ce qui donne 1536 degrés de liberté. La taille du cube et la discrétisation ont été
choisies arbitrairement. Le choix du module d’Young pour le solide déformable est
de 10 Pa pour un coefficient de Poisson v = 0.3 et un coefficient de frottement
n=0.05.

Le focus est ici placé sur le comportement du contact et non les lois matériaux
du solide déformable. Sur la figure 1.6 sont présentées les conditions aux limites
imposées sur le cube.

Déplacement (m)

60 80
Temps (s)

Pression (Pa)
: o
o
w

0 20 40 60 80
Temps (s)

FIGURE 1.6 — Evolution du déplacement et pression imposés sur le cube en
fonction du temps

Dans un premier temps, durant les 20 premiéres secondes de la simulation,
aucun déplacement et aucune pression ne sont appliqués de maniére a vérifier
que le systéme est bien en équilibre si rien ne se passe. Dans un second temps,
de t = 20 secondes (s) & t = 40 s de simulation, aucune pression n’est appliquée,
mais de maniére & compresser le cube, un déplacement perpendiculaire & la surface
supérieure du cube est appliqué aux noeuds de cette surface. L’objectif ici est que
I’impulsion de contact normal soit activée. Le déplacement imposé maximal est
appliqué a t = 40 s et est ensuite maintenu constant de maniére a conserver la
compression. Dans une troisiéme partie de la simulation de t = 40 s a t = 60 s,
une pression extérieure est appliquée aux nceuds perpendiculairement & une face
latérale du cube. L’objectif ici est donc de faire glisser le cube pour observer ce
qu’il se passe d’un point de vue des impulsions tangentielles. La pression augmente
jusqu’a t = 60 s. A partir de ce moment, la pression et le déplacement imposés
sont maintenus constants.

Un avantage de cette méthode est de connaitre la direction tangentielle de
contact. Dans un premier temps lors de la compression, la figure de gauche de
la figure 1.7 montre que lors de la compression et sans aucune autre contrainte,
les impulsions tangentielles de contact sont orientées vers le centre de la surface
en contact du cube. Cela s’explique par un coefficient de Poisson non nul. Les
figures du milieu et de droite de la figure 1.7 montrent I’évolution de la direction
des forces tangentielles au cours du temps. Lorsque le cube commence & glisser,
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FIGURE 1.7 — Evolution de la direction de I'impulsion tangentielle (m.s~'.kg™!)
at=40s (4 gauche), a t = 45 s (au milieu) et & t = 60 s (& droite)

la direction de glissement est alignée avec les forces extérieures.

— Surface glissante
— Surface adhérente

-
o

N~
> o o =

Fraction de surface

<
(V)

o

FIiGURE 1.8 — Etat de la surface de contact obtenu avec un maillage de 7x7x7
elements

Effectivement la figure 1.8 montre qu’a partir de ¢ = 45 s le cube commence
a glisser, ce qui confirme ce que montre la direction des impulsions tangentielles.
Quelques remarques sont nécessaires par rapport a la figure 1.8. Dans un premier
temps durant les vingt premiéres secondes de simulation il ne se passe rien, ce qui
est logique puisque rien n’est appliqué sur le cube. Cependant, durant la deuxiéme
partie de la simulation entre ¢ = 20 s et ¢t = 40 s, de nombreuses variations entre
I’état de glissement et ’état d’adhérence apparaissent. Cela s’explique par le choix
d’un coefficient de Poisson non nul et le choix d’un coefficient de frottement p
qui est trés faible. D’autre part, le choix d’un module d’Young FE trés faible,
entrainant alors un comportement fortement déformable, contribue également a
ces variations. Ainsi un effet dynamique apparait a cause du transport des ondes
dia au choix d’'un comportement linéaire élastique sans amortissement pour le
solide déformable qu’est le cube. De maniére a prouver que ce ne sont pas des
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— Surface glissante
— Surface adhérente
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FIGURE 1.9 — Etat de la surface de contact obtenu avec un maillage raffiné de
14x14x14 elements

effets numériques, le choix de faire le calcul avec un maillage deux fois plus raffiné
a été réalisé et les résultats obtenus se trouvent sur la figure 1.9.

Cette derniére figure montre bien que ce ne sont pas des effets numériques.
Effectivement les variations sont obtenues aux mémes instants avec un maillage
plus raffiné. Cela s’explique simplement par le fait que comme les conditions aux
limites du probléme sont identiques, la vitesse des ondes reste la méme, ainsi les
variations apparaissent aux meémes instants. Les résultats ne dépendent donc que
trés peu de la discrétisation temporelle.

Maintenant qu’un contact simple avec frottement a été résolu, I'objectif de
ces travaux de recherche est d’ajouter un comportement plus complexe a ce contact
au travers de I’ajout d’un modéle de zones cohésives. Pour ce faire, dans le prochain
chapitre, une formulation thermodynamique et explicite est présentée de maniére
a pouvoir résoudre ce type de probléme, dans un cadre assez générique.
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Chapitre 2

Résolution d’un modéle de zones
cohésives en dynamique explicite

Dans le premier chapitre, 'objectif était d’introduire la résolution d’un
probléme en dynamique transitoire non réguliére avec du contact dans un cadre
explicite avec le schéma numérique CD-Lagrange [24]. Dans ce deuxiéme chapitre,
I’objectif est d’ajouter au contact unilatéral et au contact frottant un comporte-
ment supplémentaire en utilisant un modéle de zones cohésives pour prendre en
compte des phénomeénes tels que Padhésion [35] ou encore de I'endommagement
[22] a 'interface de contact. Pour ce faire, un cadre thermodynamique dans lequel
les modeéles doivent s’inscrire est introduit, notamment pour que la résolution
soit physiquement motivée : le cadre des matériaux standards généralisés [52].
Le modéle RCCM (Raous-Cangémi-Cocu-Monerie) est étudié dans ce chapitre
[74, 72, 22, 75]. Ensuite, un formalisme explicite pour la résolution numérique
basé sur ce cadre thermodynamique est présenté avec 'utilisation du schéma CD-
Lagrange. Effectivement, comme vu précédemment ce dernier permet notamment
d’assurer au sens discret certaines équations de conservation car il est symplectique
[31]. Avec ce formalisme il sera donc possible de résoudre explicitement des problé-
mes de contact avec des modéles de zones cohésives en dynamique non réguliére
avec un schéma explicite conservatif, au sens ou la dissipation d’énergie est celle
du modéle physique et non pas une dissipation numérique due au schéma. Pour
cela, il est montré dans ce chapitre que la résolution présentée dans le chapitre 1
s’'inscrit bien également dans ce cadre.

Pour étre intégrés dans le cadre des matériaux standards généralisés, les
modéles utilisés doivent respecter les deux premiers principes de la thermodynami-
que [52], que ce soit pour les lois de comportement d’interface (contact unilatéral,
contact frottant, modéle de zones cohésives) ou encore les lois volumiques (élasti-
que, visco-élastique, ...). Respecter les deux premiers principes de la thermodyna-
mique signifie que les modéles conservent ’énergie et que le taux d’entropie produit
est toujours plus grand ou égal au taux de chaleur divisé par la température [52].

Dans un premier temps le cadre thermodynamique dans lequel s’inscrit le
probléme est introduit, avec une présentation des deux premiers principes de la
thermodynamique et l'inégalité de Clausius-Duhem qui en découle. Ensuite le
modéle RCCM est présenté et introduit dans le formalisme thermodynamique
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des matériaux standards généralisés. Dans un second temps, 'implémentation de
I’algorithme de résolution en dynamique explicite est introduit. Pour conclure ce
chapitre, sous I’hypothése de petites perturbations, des applications avec différents
cas tests mettant en valeur I'ensemble des comportements des modéles sont présen-
tés.

2.1 Le cadre thermodynamique du probléme

Dans cette premiére section une présentation plus détaillée des deux premiers
principes de la thermodynamique est réalisée. L’objectif est de mettre en équations
ce que signifie respecter ces deux premiers principes. Dans un dernier temps, les
concepts de loi d’état et d’évolution seront présentés |52|. Ces lois formeront une
base pour l'écriture du cadre de résolution explicite avec le schéma numérique
CD-Lagrange.

2.1.1 Premier principe de la thermodynamique

Le premier principe de la thermodynamique exprime la conservation de
I'énergie [52]. Soit F I'énergie interne d’un systéme dont 'expression est la suivante :

E = /wpe av (2.1)

avec w C €2 avec e I’énergie interne spécifique du systéme étudié sur le domaine
Q, p la masse volumique et dV un élément de volume de (2.
Soit E. I'énergie cinétique définie de la maniére suivante :

1
Ec:§/pv-vdV (2.2)

avec v le vecteur vitesse d'un point & du domaine €). Ensuite, soit () le taux de
chaleur recu dans la région €. Il s’exprime alors sous la forme :

Q:/wrdV—/awq'ndS (2.3)

avec r la densité volumétrique de la production interne de chaleur, q le flux de
chaleur, 092 le bord du domaine avec dS un élément de surface de ce bord, n la
normale associée & un point @ de ce bord 0f).

Ainsi, le premier principe de la thermodynamique s’écrit de la maniére
suivante [52] :

%(E + Ec) = Pext + Q (24)

avec d/dt la dérivée totale en temps et P, la puissance des forces extérieures
(1.18) présentée dans le chapitre 1. Ainsi une variation dans le temps de I’énergie
est égale & la somme de la puissance des forces extérieures et du flux de chaleur.
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En développant 'équation (2.4), en utilisant (2.1), (2.2), (2.3) et la formulation
de la puissance des forces extérieures (1.18), il est obtenu :

d

di J,

p(e—l—%vwr) dV:/w(f(yv—i—r) dV—i—/aw(Fd~v—q~n) ds (2.5)

Pour rappel, dans le cas de notre étude, les forces extérieures appliquées en
volume f; sont choisies comme nulles.

D’aprés le principe des puissances virtuelles (1.15) et dans le cas particulier
ou v* = v, la relation P.y = Pa.. — Pint est obtenue, avec Pj,; la puissance des
forces intérieures exprimée avec I'équation (1.17) et P, la puissance des forces
d’accélération exprimée par I'équation (1.20).

Ainsi :

d

E(E + EC) = Pacc - Pint + Q (26)
d dE,

—(E+ F =— —P; 2.
dE

avec :

Q:/rdV—/q-ndS:/rdV—/Vw-qu (2.9)
w Ow w w

Ainsi, du premier principe de la thermodynamique, en utilisant (1.17), il en
découle que notre modéle doit respecter I’équation suivante :

d

pn pedV:/a:DdV—l-/rdV—/Vm-qu (2.10)

avec o le tenseur des contraintes de Cauchy introduit avec I'équation (1.9) et
D le tenseur des vitesses de déformation introduit avec ’équation (1.16). Cette
formule, Vw C Q, peut étre écrite localement de la maniére suivante [52] :

de
Pat
Dans ce chapitre, les lois de comportement utilisées s’inscrivent dans le cadre
de 'hypothése de petites perturbations. Ainsi ’équation (2.11) devient [52] :

=o0:D+r—-V,-q (2.11)

d
pd—::a:é+r—Vw-q (2.12)
=Tr(oc-€)+r—V,-q (2.13)

avec Tr(-) Popérateur trace, € le tenseur des vitesses des déformations, qui sous
I’hypothése de petites perturbations est introduit avec 1’équation (1.37).
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Les problémes de thermique n’étant pas traités dans ce manuscrit, ainsi
localement en chaque point & du domaine €2, les lois de comportement doivent
respecter I’équation :

de
— =Tr(o - € 2.14
P (o-¢€) (2.14)
pour vérifier le premier principe de la thermodynamique. Maintenant que le premi-
er principe (2.14) a été introduit en équation, dans la section suivante, c’est le

second qui est présenté.

2.1.2 Deuxiéme principe de la thermodynamique

Le second principe de la thermodynamique introduit la notion d’entropie
[52]. Elle fait référence a une variation d’énergie associée & une variation de
température 1. Son expression S est la suivante :

S :/ps av (2.15)

avec w C () et s représentant ’entropie spécifique par unité de masse. L’énoncé du
second principe est que le taux de production d’entropie est toujours plus grand
ou égal au taux de chaleur ) divisé par la température T'. Ainsi, en équation, le
second principe de la thermodynamique s’écrit [52] :

ds Q
2.16
dt = T (2.16)
qui, en utilisant les équations (2.15) et (2.9), peut étre réécrit de la maniére

suivante :
,03 av > / —dV — 48 s (2.17)
dt B
Alinsi, on obtient :
/ b T v, 3 av>o (2.18)
Pat — T ©T - ‘

Cependant, cette formule est valable Vw C (). Ainsi, localement elle peut
étre écrite de la maniére suivante [52] :

ds r q

- 4V, —

P T VET

En utilisant le premier principe de la thermodynamique et donc ’équation
(2.11), la formulation précédente (2.19) devient localement :

>0 (2.19)

ds q 1 de
i e S | 0 > 9.9
pdt—i—Vw T T(dt oc:D+V, )_O (2.20)
En utilisant [52] :
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a_ Va-q q-V,T

R 2.21
v T T T2 ( )
et en multipliant par la température 7', Uinégalité (2.20) devient [52] :
ds de V.T
T— — — :D—q- >0 2.22
P ( dt dt) o 7 = (222)

Le potentiel d’énergie libre nommé W est introduit pour réécrire I’équation
(2.22). C’est une fonction d’état dont la variation permet d’obtenir le travail utile
qui peut étre fourni par un systéme fermé, & température constante, au cours
d’une transformation réversible. Il est alors introduit de la maniére suivante [52] :

UV=e—-Ts (2.23)
dv  de Tds drT

Sl 9.24
at ot dt Cdt (2.24)
En utilisant Péquation (2.24), il est alors possible d’écrire :
ds de dv dT
2= - 2.2
@i dl <dt+8dt) (2.25)

Ainsi I'écriture du deuxiéme principe de la thermodynamique (2.22) peut
étre résumeée avec 1'équation suivante [52] :

dv dr VT
D — — — | —q- > 2.2
o p(dt +Sdt) a9 — >0 (2.26)

L’équation (2.26) est I'inégalité de Clausius-Duhem |52| que le modéle maté-
riau doit respecter en chaque point  du domaine 2. Cela est valable a la fois
pour le comportement de l'interface et pour le comportement en volume du solide
déformable. Comme dans le cas du premier principe de la thermodynamique
(2.14), avec I’hypothése de petites perturbations, et sans prendre en compte les
phénomeénes thermiques, 'inégalité de Clausius Duhem s’écrit :

dv
a:é—p(%) >0 (2.27)

Alinsi, respecter les deux premiers principes de la thermodynamique conduit
a vérifier I'inégalité (2.26).

Dans la section suivante, 'objectif est de présenter une condition suffisante
pour vérifier I'inégalité de Clausius-Duhem, au travers des potentiels d’énergie
libre et de dissipation.

2.1.3 Modéle de comportement phénoménologique : les lois
d’état et d’évolution

Un phénoméne physique peut étre décrit avec précision suivant le choix
et le nombre de variables d’état que I'on prend pour le décrire. Un phénomeéne
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défini de cette maniére sera thermodynamiquement admissible quand l'inégalité
de Clausius-Duhem (2.26) est vérifice pour tous les trajets de transformation
possible. Ainsi nos modéles matériaux devront la vérifier pour étre physiquement
admissible. Les variables d’état sont composées de variables observables (tempéra-
ture, déformation, contrainte,...) et de variables internes, qui sont des variables
ajoutées pour décrire notre modéle et qui sont en général plus difficilement observa-
bles expérimentalement [52]. Dans le cadre des modéles décrivant des matériaux
standards généralisés, ces variables peuvent étre définies & partir d’un potentiel
d’énergie libre (2.23) convexe, c¢’est ce que I'on nomme les lois d’état. Sous I'hypo-
theése de petites perturbations, le potentiel d’énergie libre peut étre généralisé sous
la formulation suivante [52] :

U =U(e T, €% €, V) (2.28)

avec 1" la température, € le tenseur des déformations introduit avec I’équation
(1.8), qui sont des variables observables, les variables internes €° et € sont les
déformations associées respectivement au comportement élastique et plastique, et
Vi représentant les k autres variables internes.

Ainsi, dans le cas d’un matériau possédant un comportement visco-plastique
[52], le potentiel d’énergie libre s’écrit alors W(e®, T, V}) et sa dérivée totale par
rapport au temps [52] est donnée par (2.29) :

AV OV de¢ 9VdT OV dVy
@ " dedt oTdi v di
En intégrant (2.29) dans l'inégalité de Clausius-Duhem (2.26), en posant
€° = de®/dt, elle devient :

(2.29)

(a’—p%) :é€+a:ép—p<s+g—§>T—pg—ZW—%~VaﬂTzO (2.30)
avec € = €° + €”.

Cette inégalité est valable pour tous problémes physiquement admissibles,
pour toutes transformations. Ainsi, en se placant dans certains cas particuliers, les
lois d’état écrites a partir du potentiel d’énergie libre vont pouvoir étre formulées,
et le modéle choisi les vérifiera par respect de I'inégalité (2.30).

Dans un premier temps, une transformation a température constante, unifor-
me et réversible est choisie. Elle permet de ne pas produire de déformation plasti-
que € [52], les variables internes et la température restent constantes dans le
temps. Traduit en équation, on obtient :

dr - .
C = 2.31
o 0 (2.31)
V,T =0 (2.32)
€ oo (2.33)
a ¢ '
v, -
— T pu— 2.4
Y _vi-0 (2.31)
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Ainsi, I'inégalité de Clausius-Duhem a vérifier devient :

oV )
— e >0 2.35
(U paee> €= ( )
Or, cela est valable Ve, donc :

ov
Oe¢
correspondant donc a la premiére loi d’état que doit vérifier le modéle choisi.
Pour trouver les autres lois, le cas d’une transformation purement élastique,
a température uniforme non forcément constante, dans laquelle € =0, V}, = 0 et
V.T = 0, est choisi. Ainsi, 'inégalité de Clausius-Duhem (2.26) s’écrit alors :

o=y

(2.36)

U\ .
—p <s + g—T> T>0 (2.37)

Cependant, T peut étre choisi de maniére arbitraire, donc avec le méme
raisonnement que pour I’équation (2.36), on obtient :

_ov
aT

Pour finir, les forces thermodynamiques associées aux variables internes sont

définies par [52] :
ov
A =p| = 2.
= (5) (239

Ainsi, pour résumer, les lois d’état que les modeéles choisis [52] doivent
respecter sont :

S =

(2.38)

ov

T =Py (2.40)
ov
ov

Les expressions (2.40), (2.41) et (2.42) forment le gradient du potentiel .
Que ce soit pour les lois de comportement d’interface ou de volume, il doit exister
un potentiel d’énergie libre W convexe propre a chaque loi permettant ainsi de
vérifier 'inégalité de Clausius-Duhem pour que ces lois soient thermodynamique-
ment admissibles.

Maintenant que les lois d’état sont définies, il est nécessaire de définir com-
ment évoluent les variables d’état au cours d’une transformation. Ce sont les lois
d’évolution. Pour ce faire, elles sont introduites a I’aide du potentiel de dissipation
. Ce potentiel doit étre convexe, positif ou nul et passer par 'origine.

Ainsi, en écrivant de nouveau I'inégalité de Clausius-Duhem (2.26) en prenant
en compte les lois d’état (2.40), (2.41) et (2.42), 'équation (2.30) devient [52] :

o1
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dP=0c:e—AV,—g - =>0 (2.43)

Nle

en posant pour plus de clarté :

g=V,T (2.44)

et avec ® la dissipation. '
Le potentiel de dissipation ¢(e?, V,, ) doit vérifier par le principe de normali-

té [52] :
dyp
R (2.46)
Vi
0
g = ——;0 (2.47)
T

Les équations (2.45), (2.46) et (2.47) sont les composantes du vecteur Vo
normal & la surface ¢ = constante dans I'espace des variables d’évolution. Ainsi
pour obtenir les lois d’évolution associées aux variables d’état, il est nécessaire de
calculer les quantités duales de ¢. Pour ce faire, la transformation de Legendre-
Fenchel permet de définir le potentiel p*(o, —Ax, —g), potentiel dual de . La
définition du potentiel ¢* est alors la suivante [52] :

o (o, Ay, 8) = sup ((0’ L €P — ALV, — g - ﬂ) —p <ép, Vk, g)) (2.48)
(& Vi 2) T T

Dans le cas ot le potentiel ¢* est différentiable, alors les lois complémentaires
d’évolution (2.49), (2.50) et (2.51) s’écrivent simplement de la maniére suivante

[52] :

., Oy
p_
€ e (2.49)

V= A, (2.50)
q _0p"

1 _ 2.51
T~ og (2.51)

Cependant, dans le cas ou ¢* est non différentiable, il est nécessaire de
calculer le sous différentiel dp* qui s’exprime de la fagon suivante [52] :

0p* (o) ={€" | ¢*(o) > ¢*(o0) + € : (0 —0p),Vo} (2.52)

Le potentiel px doit étre positif ou nul, convexe et doit passer par 'origine.
Dans ce cas, avec ’écriture des lois d’état en fonction d’un potentiel d’énergie
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libre ¥ convexe, c’est une condition suffisante pour vérifier ’équation de Clausius-
Duhem, mais pas nécessaire. La thermodynamique du modéle est alors vérifiée.
On parle alors de modéle matériau standard généralisé.

Ainsi dans cette premiére section il a été montré ce que doit vérifier la loi
de comportement de notre modéle pour étre thermodynamiquement admissible.
Cela se fait soit par la vérification de l'inégalité de Clausius-Duhem, soit par le
calcul des potentiels d’énergie libre U et du potentiel de dissipation ¢ ou son
dual p*. Dans la section suivante, un modéle de zones cohésives [22] & été choisi
pour décrire le contact, et une mise en application de la vérification du cadre
thermodynamique est réalisée pour ce modéle.

2.2 Un modeéle de zones cohésives pour décrire le
contact

Dans le premier chapitre, la gestion du contact dans le cadre d’une résolution
explicite avec le schéma numérique CD-Lagrange a été présentée. L’écriture de
I'équation de la mécanique est alors introduite en impulsion-vitesse [24] (HSM).
Les forces de contact unilatéral et de frottement sont prises en compte et formulées
sous forme d’impulsion. Ainsi, I'idée dans ce chapitre est d’ajouter au contact un
comportement supplémentaire, de nouveau sous forme d’impulsion en ajoutant la
contribution d’un modéle de zones cohésives [30, 64, 19]. Un intérét particulier
est apporté sur le phénoméne d’adhésion ou plus précisément de décohésion. Ce
phénoméne est étudié depuis longtemps et dispose de nombreuses définitions [44].
Sa modélisation s’étend de I’échelle microscopique a 1’échelle macroscopique. Ce
choix de dimension dépend du niveau de détail recherché et de 'application visée.
A D’échelle microscopique le détail est recherché pour comprendre ce qui se passe
précisément physiquement [9, 26, 55, 67, 39, 69|, notamment d’un point de vue
des interactions. Dans le cas de notre projet, ultérieurement 'application est le
procédé de démoulage de pneu, ainsi une modélisation a I’échelle macroscopique
est recherchée pour décrire le phénomeéne. Il existe plusieurs théories concernant
I’adhésion, tels que la théorie de I’absorption d’Eley, ou encore la théorie d’adhésion
de Johnson-Kendall-Roberts [37]. Dans cette thése, une attention particuliére est
portée a la définition de 'adhésion de Frémond [35, 83| qui consiste & quantifier
I’adhésion par un paramétre S qui caractérise "'intensité d’adhésion"”, et qui est
donc directement relié & un parameétre d’endommagement. Il existe ainsi des
modéles basés sur cette définition a ’échelle macroscopique, et une attention
particuliére est portée au modéle RCCM |71, 74| et plus précisément sur la version
développée par Michel Raous et Gianpietro Del Piero [22] en 2010. Dans un
premier temps ce modéle est présenté, puis il est intégré au cadre thermodynamique
des matériaux standards généralisés présenté précédemment.

2.2.1 Le modéle RCCM

Le modéle RCCM est un modéle d’interface couplant les phénomeénes d’adhé-
sion et de friction. Il est caractérisé par une transition continue entre adhésion
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totale et une loi de Coulomb classique avec un contact unilatéral. Ce dernier
peut-étre modélisé par le modéle rhéologique présenté sur la figure 2.1. La partie
adhésion, modélisée par le ressort et la fléche, est présente sur les deux directions.
En paralléle, sur la partie normale on retrouve un contact unilatéral, et sur la

partie tangentielle un contact frottant.

—d

i

FIGURE 2.1 — Modéle rhéologique du modéle RCCM

Dans un premier article, ¢’est le modéle RCC (Raous-Cangémi-Cocu) qui
a vu le jour en 1999 [72]. 1l considérait l'interface comme une surface matérielle.
Une condition de contact unilatéral et la loi de Coulomb sont strictement imposées
sans utiliser aucune pénalité. Dans ce modéle, I’adhésion est caractérisée par une
intensité d’adhésion [ dont I’évolution comprend des effets de la viscosité. La
perte d’adhésion est considérée dans ce modéle comme de I'endommagement [14].
Dans un second temps en 2002, le modéle RCCM (Raous-Cangémi-Cocu-Monerie),
évolution du modéle RCC, a vu le jour et dans I'article [74], il est introduit une
fonction caractérisant la friction. Cette derniére a pour objectif d’obtenir une
meilleure transition de 'adhésion a la friction. Cette fonction est notée f(5) =
1 — (3 dans [74] et plus généralement suivant U'interface f(5) = 1 — 5™ dans [73].
Si B = 0 alors il n’y a pas d’adhésion lors du contact. A l'inverse, si 8 = 1 alors
I’adhésion est totale. Ainsi il n’y a pas de friction si 'adhésion est totale.

Dans le cadre de cette thése, le choix du modéle RCCM s’est basé sur [22, 74].
Ce modéle est donc composé de trois parties. Une premiére, le contact unilatéral
exprimé dans le premier chapitre, dont les conditions présentées avec 1’équation
(1.73) s’écrivent :

Si g(x) >0, r.n=0
(@, 1) € Ty x [to. 1], { - ggwg S S SN X
avec pour rappel I'; le bord de la configuration déformée €2, ou le contact est
susceptible d’avoir lieu, et a la position d’'un point appartenant a ce bord et
donc sur lequel les conditions de contact doivent étre étudiées. Soit g le gap,
soit la distance entre ce point @ du solide déformable et le solide rigide défini
avec 'équation (1.66), vy la vitesse normale relative entre les deux solides (1.67)
et r.y l'impulsion normale du contact (1.104). Pour rappel, lors du contact, la
force associée est potentiellement infinie, la formulation en impulsion et vitesse
introduite par Moreau et Jean [59, 41] est donc utilisée. La solution de ce systéme

d’équation est fournie par algorithme (2) présenté dans le chapitre 1.
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La deuxiéme partie de ce modéle est le calcul des forces de contact sur la
direction tangentielle pour ajouter la contribution sur le systéme global du contact
frottant. Pour ce faire, de nombreuses lois existent, mais dans le cadre de cette
thése, une des plus courantes est retenue : la loi de Coulomb. De la méme maniére
que pour la résolution du contact sur la partie normale, ’écriture du systéme a
résoudre est introduite en impulsion et vitesse. Ainsi, les conditions pour le contact
frottant introduites avec 1'équation (1.76) se réécrivent de la maniére suivante :

{ Si ren =0, 1.7 =0 (2.54)

Sinon r.ny >0, 0<(ureny —7rer) L ||lvel] >0

avec 1.7 la norme de I'impulsion tangentielle comme énoncé dans les notations
(1.127), et ||vr|| la norme de la vitesse relative tangentielle entre les deux corps
pour un point & de U'interface de contact I'; comme écrit dans 1'équation (1.127).
Il est important de remarquer qu’il y a une impulsion tangentielle & condition qu’il
y ait également un contact sur la partie normale. Soit © € R™ le coefficient de
frottement. Suivant la valeur du coefficient de frottement le solide déformable glisse
plus ou moins facilement. Plus ce coefficient est grand, plus la surface en contact
du solide déformable sur le solide rigide est en adhérence. Pour que le glissement ait
lieu, il faut alors une force sur la direction tangentielle t plus grande. La résolution
de ces conditions (2.54) est donnée par 'algorithme (3) dans le chapitre 1.

La nouveauté du modéle RCCM par rapport au cas résolu dans le chapitre
précédent est 'apparition du phénoméne d’adhésion, modélisé au travers d’une
partie élastique endommageable. Pour ce faire il est nécessaire d’introduire une
nouvelle quantité qui sera nommeée le saut de déplacement [u](x,?). Dans le
cas d’un contact unilatéral, c’est-a-dire dans une seule direction, cette quantité
représente "’épaisseur" de 'interface entre le solide déformable et le solide rigide
sur le bord de contact I';. Une illustration de cette quantité est donnée sur la
figure 2.2.

] 3 1
2

F1GURE 2.2 — [llustration du saut de déplacement dans le cas du contact unilatéral
entre le solide déformable (1) et le solide rigide (2).

En d’autres termes, c’est le déplacement relatif des points & de l'interface
I'; du solide déformable & partir de 'instant d’impact ¢ = ¢; entre les deux solides.
Dans le cas d’un contact unilatéral, le saut de déplacement correspond donc au
gap énoncé dans le chapitre précédent avec 1’équation (1.66). Dans le cas ou le
contact n’est pas uniquement unilatéral, accompagné d’un contact frottant par
exemple, il est alors nécessaire de calculer le saut de déplacement tangentiel d’un
point & de I';. Pour ce faire il est nécessaire de garder en mémoire la position x;, a
I'instant d’impact et ensuite calculer le déplacement par rapport a cette position
dans la direction tangentielle t. Ainsi, en trois dimensions, une généralisation du
saut de déplacement est :
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Y(z,t) € Ty x [toty],  [u](z,t) = [u]xn + [u]rt (2.55)

avec [u]y la partie normale du saut de déplacement avec n la normale au solide
rigide au point de contact @, et [u]r la norme de la partie tangentielle du saut de
déplacement associée a la direction tangentielle t.

Pour simplifier les calculs, dans les cas tests ou le contact n’est pas unique-
ment unilatéral, les solides rigide et déformable sont considérés en contact a
Iinstant initial ¢ = ty. Ainsi, il n’est pas nécessaire de garder en mémoire la
position x;, qui correspond a l'instant d’impact entre les deux solides. Avec cette
hypothése, dans le cas o 'interface I'; posséde plusieurs nceuds de contact potenti-
els, les sauts de déplacement peuvent alors s’écrire de la maniére suivante :

[U]N = LNU (256)
[u]y = LU (2.57)

avec Ly et Ly les opérateurs de projection présentés a 'aide des équations (1.131),
(1.132) et (1.133), U le vecteur global de déplacement. [u]y est donc un vecteur
de taille le nombre de nceuds potentiels de contact comprenant ’ensemble des
valeurs des gaps normaux associés a ces nceuds et [u|r un vecteur de taille deux
fois le nombre de nceuds de contact potentiels contenant les déplacements de ces
neeuds suivant chaque direction de la tangente t.

Maintenant que le saut de déplacement est présenté, il est également nécessai-
re d’introduire une autre variable dite d’endommagement, nommée o € R,
homogéne & un déplacement et défini localement en chaque point de I'interface.
Ce paramétre ne peut étre négatif avec oy sa valeur initiale & 'instant ty. Il a un
impact sur la valeur de la raideur de 'interface que 'on note gy pour la raideur
dans la direction normale et gr pour celle dans la direction tangentielle. En chaque
point d’une interface, il peut y avoir une raideur différente dans chaque direction,
mais le paramétre « est le méme pour chacune d’elles. Ainsi, lorsque le paramétre
a augmente, la raideur reste constante si o < ae, avec a. la limite élastique et
diminue si o, < a < u,, avec u, la limite de rupture de I'interface. La raideur est
nulle dans toutes les directions si @ > u,. Un exemple d’évolution de la raideur
en fonction de 'endommagement « sera proposé ultérieurement.

Le saut de déplacement et 'endommagement sont introduits, il est mainte-
nant possible de présenter la contribution de l'interface élastique endommageable
sur le solide déformable au travers d’une contrainte qui sera nommeée, contrainte
d’endommagement o,. La valeur de cette contrainte dépend de I’état de l'interface.

Dans un premier temps, pour des raisons de simplicité, le cas d’une interface
élastique endommageable avec une seule direction d’endommagement possible est
présentée. Soit gy la raideur de cette interface, a le paramétre d’endommagement
associé, et [u]x le saut de déplacement normal associé. Dans [22] un comportement
est proposé pour la contrainte o4 comme le montre la figure 2.3 oti le comportement
de la partie élastique endommageable est observé au cours d’un essai de traction.
Effectivement lorsque ce type d’essai est réalisé, le saut de déplacement augmente
car le solide déformable cherche a s’arracher dans le sens de la normale n du solide
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rigide. Ce comportement est également lié¢ & I’évolution de la raideur en fonction
de endommagement car la contrainte d’endommagement est de la forme [22] :

oa = gn(a)[u]n (2.58)

Pour un essai de traction jusqu’a rupture sans relaxation au cours de ’essali,
le comportement retenu est une interface possédant une contrainte linéaire, soit un
comportement élastique. Au cours de 'essai, 'interface va commencer a s’endom-
mager et donc la raideur d’interface associée a cette derniére va diminuer jusqu’a
étre nulle, et donc annuler 'effet de l'interface sur le solide déformable. Il est
important de noter que dans le modéle RCCM, le paramétre o ne peut pas
diminuer, ce n’est pas un modéle avec possibilité de recollement [3, 28| (effet
"post-it").

0 (e Uy > [u}

FIGURE 2.3 — Evolution de la contrainte o4 en fonction du saut de déplacement

[u]

Sur la figure 2.3, les pointillés verts forment un repére pour la valeur de la
contrainte correspondant sur ’axe des abscisses & a,, correspondant a la limite
élastique de Uinterface. Il est noté les valeurs f(«) et f([u]) pour faire référence aux
valeurs de la contrainte o4. Effectivement comme 'endommagement « ne peut pas
diminuer, lorsque I'essai de traction est soumis a un relachement avant la rupture
totale, alors il y a un relachement de I'interface, et la courbe en pointillés bleus est
le trajet retour vers une situation au repos jusqu’a ce que le saut de déplacement
soit nul. La contrainte o4 est alors nulle, et I'interface n’a plus d’effet sur le solide
déformable car elle n’est plus sollicitée. Ensuite, lors du redémarrage de I'essai de
traction, la contrainte suit la courbe en pointillés bleus jusqu’a atteindre la valeur
d’endommagement précédent. Lorsque 'endommagement augmente de nouveau,
alors la courbe rouge est suivie par la contrainte. Ainsi, la loi d’évolution associée
a la partie élastique endommageable pour le paramétre d’endommagement o, et
présentée dans [22], est la suivante :

{ Si [u] =a et a <u, alors@=<uwvy >y (2.59)

Sinon & =0

Tant que le saut de déplacement est inférieur a la limite élastique a., le
comportement de l'interface reste élastique avec donc une raideur d’interface
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constante. Ensuite, si le saut de déplacement est inférieur & I'endommagement
actuel, alors il n’évolue pas, ce qui est traduit par & = 0. a évolue donc a condition
que le saut de déplacement soit égal a 'endommagement actuel et inférieur a la
limite de rupture u,. Sa valeur est alors la valeur positive < - >, de la vitesse
relative entre les deux solides vy. Une fois la limite de rupture passée, I'interface
est totalement endommagée et donc la raideur gy est nulle, ainsi a n’évolue plus.

Dans le cas en trois dimensions avec plusieurs directions d’endommagement
possibles, il est nécessaire de prendre en compte I’ensemble du saut de déplacement.
Pour ce faire, il est introduit la fonction f représentant la norme du saut de
déplacement en un point x tel que

F([u]) = /[ + (]l (2.60)

en utilisant les notations de (2.55) avec [u]r = [u]rt.
Ainsi, la réécriture de la loi d’évolution (2.59) en trois dimensions est :

(2.61)

Si f(lu]) =aet a <u, alorsa=< >
Sinon & =0

avec [ la dérivée de la norme du saut de déplacement qui est donc homogéne a
une vitesse et s’écrit :

f(lu]) = ——=—= (2.62)

avec [v] la vitesse relative entre les deux solides du point associé x. Dans notre
cas, la condition initiale est que les deux solides sont en contact, soit le gap g = 0,
ainsi la vitesse relative entre les deux solides correspond a la vitesse v du point .

En ce qui concerne la contrainte (2.58) associée a la raideur de interface,
en trois dimensions elle devient :

oan = gn(a)[uly (2.63)
oqr = gr(a)[u)r (2.64)

Il y a donc ainsi une contrainte pour chaque direction associée au méme
endommagement « pour l'interface.

Pour finir, le comportement de 'interface a un impact sur le coefficient de
frottement u utilisé dans le calcul de la loi de Coulomb (2.54). Il peut étre modélisé
sous la forme d’une loi mixte, entre micro-fissure et des surfaces partiellement
micro-élastiques, et la formulation est la suivante :

p(Q) = Hing (1 - z];((g)) ) (2.65)

avec [1;, f le coefficient de frottement lorsque I'interface n’est plus cohésive. L’évolu-

tion du coefficient de frottement dépend de I’évolution de la raideur d’interface
normale. Il est & noter que gy (0) = g, la raideur de l'interface non endommagée.
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Si 'endommagement de l'interface augmente, alors le coefficient de frottement
également. Effectivement lorsque l'interface est totalement endommagée, il reste
plus que le comportement de contact frottant avec u;,y comme coefficient de
frottement.

D’autres versions de ce modéle existent, notamment Monerie [66] a écrit un
modéle de zones cohésives frottant (MZCF), en se basant sur le modéle RCCM.
Les modéles de zones cohésives sont également étudiés dans [41], notamment avec
une présentation des différentes approches pour I’étude des matériaux cohésifs.

Dans la partie suivante 'objectif est d’intégrer I’ensemble de ce modéle de
zones cohésives dans le cadre thermodynamique présenté précédemment.

2.2.2 Intégration du modéle RCCM dans le cadre thermo-
dynamique

Dans la premiére section de ce chapitre il a été montré que pour qu'un modéle
vérifie le cadre thermodynamique, il doit respecter les deux premiers principes de
la thermodynamique. Pour cela les équations du modéle doivent respecter soit
I'inégalité de Clausius-Duhem, soit les variables d’état peuvent étre écrites en
fonction du potentiel d’énergie libre, ¥, et les variables d’évolution en fonction du
potentiel dual ¢* du potentiel de dissipation. Dans le cadre du modéle RCCM,
cette vérification devra étre réalisée pour chaque partie du modéle, c’est a dire
pour la partie concernant le contact unilatéral, la partie concernant le contact
frottant avec la loi de Coulomb et enfin la partie concernant le comportement
élastique endommageable.

2.2.2.1 La partie normale du contact

Dans cette premiére sous section, I'objectif est de vérifier que le comporte-
ment du contact unilatéral est bien inscrit dans le cadre thermodynamique. Pour
ce faire les conditions de contact unilatéral sont les suivantes :

Si g(x) >0, Fon =0
r . o 2.
V(CE?t) S t X [t()’tf]? { SIHOH g(w) — O, 0 S uN J_ FC,N 2 O ( 66)
en posant uy le déplacement relatif entre le corps déformable et le corps rigide
sur la normale n au contact. Pour vérifier que les conditions (2.66) respectent
le cadre thermodynamique, 'objectif est de les écrire en fonction des potentiels
thermodynamiques. Soit W, le potentiel d’énergie libre associé au contact normal :

0 si uN Z 0
+o00  sinon

U, = Ip+ (uy) = { (2.67)

avec I+ l'indicatrice de 'ensemble R, 'ensemble des réels positifs. Le potentiel
W, est défini, positif et convexe.

Soit W# le dual du potentiel d’énergie libre (2.67) :
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0 si FC,N Z 0
+00  sinon

U =g+ (Fon) = { (2.68)

Ce potentiel est également défini, positif et convexe. Les conditions de contact
(2.66) peuvent alors étre écrites de la maniére suivante en fonction des sous-
différentiels des potentiels ¥ et son dual ¥* :

. Si Fon > 0,ux =0

un € Ok Ve (Fon) = { Si Fon— 0. un € R* (2.69)
Si uy > 0,Foy=0

Fe € Ouy Welun) = { Si uy =0, Foy € R* (2:70)

Le déplacement relatif suivant la direction normale uy et la force de contact
normale Fo ny s’écrivant en fonction d'un potentiel d’énergie libre défini, positif et
convexe, les équations (2.69) et (2.70) forment les lois d’état thermodynamique du
contact unilatéral (2.66). Le déplacement relatif normal entre les deux corps uy
est égale au gap entre les deux solides (1.66), et donc pour chaque point € I,
uy = 4g.

De nouveau en utilisant le lemme de viabilité de Moreau [59], et en se basant
sur les travaux réalisés [31, 24|, les conditions de contact (2.66) s’écrivent en vitesse
et impulsion de la maniére suivante :

Si g(x) >0, rey=0

Sinon g(x) =0, 0 <oy Lr.n>0 (2.71)

V(x,t) € Ty x [to, ], {

Ainsi les conditions de contact (2.71) sont bien équivalentes au contact
unilatéral (2.53) proposé par le modéle RCCM et ce dernier est donc bien inclus
dans le cadre thermodynamique.

2.2.2.2 La partie tangentielle du contact

Dans cette seconde sous partie, 'objectif est d’intégrer la partie du modéle
RCCM concernant la gestion du contact dans la direction tangentielle dans le
cadre thermodynamique. Autrement dit, I'objectif est de vérifier que la loi de
Coulomb dont la formulation est la suivante :

Si  Fen=0, For=0
Si FQN > O7 0 < (,UFC,N — FC’,T) 1 ||VT|| > 0 (272)
Et vy =—a; For avecap € RY

s’inscrit dans le formalisme thermodynamique proposé. La loi de Coulomb est
une loi non-associée qui ne rentre pas dans le cadre. C’est pourquoi la méthode du
bi-potentiel, notamment introduite dans [84], est utilisée. C’est une généralisation
du potentiel de dissipation. Ainsi soit b le bi-potentiel qui s’écrit V(vr,Feor) €
(R+)2 x (RF)?
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b(—vr,For) =Ik,(Fer) + plonl|| — vrl| (2.73)

avec For = Fort avec t la direction tangentielle, vy la vitesse tangentielle telle
que vr = vrt, u le coefficient de frottement et I, I'indicatrice de K, avec

K, ={(Fen,Fer), |[Forll—puFen <0} (2.74)

avec ||[For|| = For. K, est nommé le cone de Coulomb.
Pour vérifier le cadre thermodynamique, ce bi-potentiel b doit étre bi-convexe
et doit vérifier la propriété suivante :

b(—VT, FC,T) Z —VT7 - FC,T (275)

Le potentiel (2.73) est bien bi-convexe [84] et la condition (2.75) est bien
vérifiée car le bi-potentiel est positif et d’aprés la loi de Coulomb, —v¢-Fer > 0.
Concernant la loi de Coulomb, ses variables d’état peuvent étre écrites en fonction
de ce bi-potentiel avec

—Vr € 8F07Tb(—vT, FC,T) = —Vp € 8F07T]IK# (FQT) (276)

avec la notation suivante pour les forces de contact F¢ :

Fo = FC7NII + Fth (277)
et

Si ||Fer|| < pFen, v =0
FC’T < aiva(_VT’ FC’T) - { Si HFQTH = ,UFQNaVT = —alFC,T, avec ay € RT
(2.78)
Donc les variables d’état concernées par la loi de Coulomb s’écrivent bien en
fonction d’un seul potentiel b vérifiant les conditions du cadre thermodynamique.
Ainsi la loi de Coulomb utilisée dans le modéle RCCM est bien inscrite dans le
cadre thermodynamique. De la méme maniére que pour le contact unilatéral, en
utilisant le lemme de viabilité de Moreau et les travaux de [24], il est possible
d’écrire (2.78) avec une formulation en impulsion et vitesse :

Si 7’67]\[:0, ’f’cyT:O
Sinon 7r.n >0, 0<(uren —7rer)L||vel] >0 (2.79)
r.r = —avy avec a € RT

Les formulations (2.78) et (2.79) étant équivalentes, le cadre thermodynamique
est vérifié.

2.2.2.3 La partie élastique endommageable de ’interface

Pour finir avec I'intégration du modéle RCCM dans le cadre thermodynami-
que, il est nécessaire de vérifier que le comportement élastique endommageable
utilisé dans le modéle en fait partie. Pour les comportements du contact unilatéral
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et de la loi de Coulomb, ce sont des méthodes avec les potentiels d’énergie libre et
de dissipation qui ont été utilisées. Pour ce dernier comportement, 'objectif est
de calculer I'inégalité de Clausius-Duhem et de regarder a quelle condition elle est
vérifiée.

Dans un premier temps le premier principe de la thermodynamique (2.4) est
donc appliqué a 'interface, soit :

d
G (B+E) =P+ Q (2:80)

avec sur l'interface pour I’énergie interne FE :

E:/ e dI’ (2.81)
It

avec e ’énergie interne locale d’'un point « sur le bord de contact I'.
En ce qui concerne ’énergie cinétique, 'interface ne possédant pas de masse,
il est obtenu :

E.=0 (2.82)

Pour la puissance des forces extérieures, en se basant sur I’équation (1.18),
sa valeur dans le cas de l'interface est :

Pea)t = / 4V dFt (283)
Iy

avec 04 = 04N + 047t le vecteur contrainte dit au comportement de l'interface.
En ce qui concerne le flux de chaleur @), il est considéré comme nul, I'interface
RCCM ne possédant pas ici de comportement thermique.
Ainsi, appliqué a I'interface, le premier principe de la thermodynamique (2.4)
devient localement en chaque point & € I'; de 'interface :
%e =04V (2.84)

Le premier principe appliqué a 'interface, il reste maintenant a appliquer le
second (2.16) avec I'inégalité de Clausius-Duhem. Ainsi il est obtenu :

s Q

at — T
car le flux de chaleur est @ = 0. En utilisant (2.15), localement I'inégalité de
Clausius-Duhem s’écrit :

0 (2.85)

ds 1de 1
Z Ty e v .
I Tdt+Tad v>0 (2.86)

En multipliant (2.86) par la température T, I’équation (2.86) devient :

ds de
e v > )
Tdt dt—i—o‘d v>0 (2.87)
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En appliquant le potentiel d’énergie libre W, défini avec 'équation (2.23),
I'équation (2.87) se transforme en :

AV
—d—td—l—ad-VZO (2.88)

Le potentiel d’énergie libre ¥, dépend, dans le cadre de la partie élastique
endommageable du modéle RCCM, des deux paramétres qui caractérisent 1’état
de l'interface, a savoir le saut de déplacement [u] et 'endommagement «. Ainsi la
dérivée totale en temps du potentiel d’énergie libre s’écrit :

0w, L 00,
—m [U]+a—a()é

avec [u] la dérivée totale en temps du saut de déplacement, ce qui correspond
dans le cas étudié a la vitesse v associée au point x € I'; et « fait référence a
I'évolution de 'endommagement définie avec 1’équation (2.61).

Ainsi en combinant les équations (2.88) et (2.89), l'inégalité de Clausius-
Duhem finalement obtenue avec application sur 'interface est :

Uy([ul, @) (2.89)

oV oV, .
%) vy = 2a > )
(O'd 8[u]) VoG 0 (2.90)
et on pose :
A
= —= 2.91
T (291)
ov,
=2 2.92
5a (2.92)

En appliquant (2.92) & l'inégalité de Clausius-Duhem (2.90), la dissipation
®, peut alors étre introduite et sa valeur est :

& = — B (2.93)

L’inégalité de Clausius-Duhem a vérifier pour le comportement de U'interface
est :

@, >0 (2.94)

ce qui est en accord avec le second principe de la thermodynamique d’avoir une
dissipation d’énergie positive.

Dans le modéle RCCM, la contrainte associée a un comportement élastique
endommageable est introduite de la maniére suivante :

oaN = gn(o)[uln (2.95)
oy = gr(a)[ulr (2.96)

avec o471 = 0qrt. Le potentiel d’énergie libre associé a ce comportement est :
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1 1
Va([u), @) = Son(@)[ufz + Sgr(e)([ulr)" [u]r (2.97)
avec [u]r = [u]rt associé & un point  du bord de contact potentiel I'; en utilisant
les notations (2.55).
Ce potentiel est convexe et positif et passe par l'origine. Les lois d’état de
notre modéle d’interface élastique endommageable s’écrivent alors en utilisant
(2.92) :

oan = gn(a)[uln (2.98)
our = gr(a)u)r (2.99)
5 = in(@)lul + (o) () (fulr) (2.100)

Ainsi, pour vérifier 'inégalité de Clausius-Duhem (2.94), il est donc nécessaire
de vérifier les conditions :

gn(a) <0 et gr(a) <0 (2.101)

soit que les dérivées des raideurs normale et tangentielle de l'interface soient
inférieures ou égales a zéro car & > 0 comme le montre la loi d’évolution présentée
dans le modéle RCCM (2.61).

Pour la suite et la réalisation des cas tests, il a été choisi que les raideurs
normale et tangentielle soient égales, donc gy = gr. LLe comportement de la raideur
d’interface présenté a la figure 2.3 est associé a la contrainte présentée sur la figure

2.4.
6e+11 .
- I — Raideur
1
£ 5e+11 -
E | | e
= ' __u
w e+l ! ! r
|9 1
\":U 1 |
2 3e+11 \ I
k= i
j - 1 I
D 2e+11 | ! I
g
5 | I
1e+11 ¢ |
' [
1
0 L 1

0  0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006
o (m)

FIGURE 2.4 — Evolution de la raideur d’interface en fonction de 'endommagement.

L’évolution de la raideur en fonction de I’endommagement a est obtenue
avec la formulation (2.102), avec g, la raideur initiale, soit gn(0) = gr(0) = ge :
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Si a < a, alors gy = ge

. (o — a)?
Sia>a.eta<u, alorsgy=ge|1l———"" (2.102)
Sinon gy =0

Le comportement proposé en figure 2.4 respecte bien I'inégalité de Clausius-
Duhem, avec une dérivée de la raideur égale ou inférieure a 0. La partie constante
avec a < . et ou la raideur gy = gr = g. correspond bien & la partie linéaire
observée sur la figure 2.3 lorsque [u] < a, avec un coeflicient directeur égal a g..

Ainsi, de par ’écriture des variables d’état en fonction d’un potentiel d’éner-
gie libre ¥, défini, positif et convexe, et de par une loi d’évolution qui vérifie
I'inégalité de Clausius-Duhem (2.94) avec le comportement choisi en figure 2.4 avec
une dérivée de la raideur de I'interface négative, la partie élastique endommageable
du modéle RCCM vérifie donc le cadre thermodynamique. Le modéle global vérifie
donc le formalisme thermodynamique. Il est & noter que dans le cadre de cette
thése un intérét particulier est porté au modéle RCCM, notamment pour une
ultérieure modélisation du démoulage d’un pneu. Cependant d’autres modéles
peuvent étres utilisés & condition qu’ils vérifient le cadre thermodynamique.

Dans la section suivante, le deuxiéme axe de ces travaux de recherche est
abordé. Il s’agit de I’écriture de la résolution explicite du probléme basé sur le
cadre thermodynamique.

2.3 Reésolution dans le formalisme explicite du CD-
Lagrange

Pour réaliser des simulations physiquement fondées, les modéles choisis res-
pectent donc les deux premiers principes de la thermodynamique, que ce soit pour
les modéles de comportement en volume ou de 'interface. Comme dans le premier
cas test présenté au chapitre 1, c’est un comportement élastique linéaire isotrope
qui est choisi pour le solide déformable et qui est également inscrit dans le cadre
thermodynamique [52| au méme titre que le modéle RCCM.

Pour présenter le cadre de résolution explicite, on se place dans le cadre de
la méthode des éléments finis, voir la partie 1.3, avec une discrétisation en temps
présentée sur la figure 1.4, voir également la section 1.5 pour plus de détails. Pour
rappel, le schéma CD-Lagrange utilisé s’écrit de la maniére suivante (1.135) :

Un+1 = Un + hVn+1/2 (2103)
M (Voisz — Virie) = h (Fodt = Fit') + Rogs) (2.104)

avec M la matrice de masse lumpée, voir équation (1.53), U le vecteur de déplace-
ment global sur I’espace discrétisé dont la taille est le nombre de degrés de liberté,
V le vecteur vitesse associé sur le méme espace. Soit Fo. et Fiy les forces
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extérieures et intérieures appliquées au domaine (), correspondant a ’espace (2,
discrétisé, et de taille également le nombre de degrés de liberté, voir les équations
(1.55) et (1.54). Pour finir, soit R le vecteur global comprenant les impulsions
dues au comportement d’interface qui s’écrivent :

R =R.+R, (2.105)

avec R. les impulsions dues au contact unilatéral et au comportement frottant du
contact présenté avec 1’équation (1.135). L’impulsion R, correspond a 'ajout du
comportement élastique endommageable dans le modéle RCCM.

Le cadre de résolution explicite est simple a mettre en place. Il s’agit d’expri-
mer toutes les variables d’état, ou dites de configuration, a un pas de temps
t,+1 comme pour le déplacement par exemple. Ainsi avec 'utilisation du schéma
numérique CD-Lagrange ’ensemble de la configuration est connue explicitement.
Soit [u] le saut de déplacement associé & un noeud du bord de contact potentiel, o
I’endommagement associé a ce nceud et le déplacement U, les variables d’état du
domaine. Une fois discrétisées, ces variables correspondent donc a [ul,41, qpe,
U, 1. L’endommagement est indépendant pour chaque noeud du bord de contact
potentiel I';, ainsi & chaque nceud est associé un endommagement ;1.

Pour les lois d’évolution et ainsi que toutes les variables exprimant des
vitesses, a savoir la vitesse d’endommagement & définie en chaque noeud du bord
de contact potentiel et dont la valeur en chaque nceud est indépendante des autres,
le vecteur vitesse ou encore les impulsions, sont exprimées au demi pas de temps
tnt3/2. Ainsi la vitesse d’endommagement s’écrit cv,13/9, le vecteur vitesse V,, 13/
et les impulsions R, 3/5.

Ces choix s’expliquent par la volonté de conserver le caractére symplectique
du schéma CD-Lagrange. Effectivement dans la famille des schémas de Newmark,
seul le schéma de la différence centrée permet cette propriété [31]. Alors la conser-
vation de I'énergie est assurée, seules les dissipations du modéle de comportement
sont présentes sans artefact numérique di au schéma d’intégration.

Ainsi localement en chaque noeud ¢ du bord de contact potentiel I';, les
variables d’état se calculent de la maniére suivante :

Upy1 = Uy + Wvpgao

Qpy1 = Qp + i g10
[Wni1 = W

Inr1 = go + [u]n

avec u, = (U,); le vecteur déplacement du nceud 4, v,11/2 = (Vn41/2); le vecteur
vitesse associé au neeud i. L’équation (2.108) est vraie, dans le cas ot la condition
initiale impose le contact pour chaque noeud du bord de contact I'; entre le solide
déformable et le solide rigide. Soit gy le gap initial et [u]y = [u] - n.

Il reste donc a discrétiser les lois d’évolution. En respectant le formalisme
du CD-Lagrange, pour le contact unilatéral il est obtenu :
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{ Si In+1 > Oa Te,Nn+3/2 = 0 (2110)

Sinon  gny1 <0, 0< 7. Npni3/2 L UNngge =0

L’algorithme (2) permet de résoudre ce probléme de complémentarité (2.110).
Résolue aprés I'impulsion de contact normal . n ,43/2, la discrétisation temporelle
de la loi de Coulomb dans le formalisme du CD-Lagrange est :

{ Si Te,Nn+3/2 = 07 Te,Tin+3/2 = 0
Sinon 7T Np3/2 >0, 0< (MTC,N,n+3/2 - 7’c,T,n+3/2) 1 HVT,n+3/2|| >0
(2.111)
Ce probléme de complémentarité (2.111) est quand a lui résolu avec 'algo-
rithme (3). Ainsi les valeurs du vecteur des impulsions de contact R, de 'équation
(2.105) s’écrivent pour le noeud de contact i :

(LvRenissz)i = (ReNnise)i = TeNnts)2 (2.112)
(LrRenyss2)i = Rernts/2)i = rermss/ati (2.113)

avec t; la direction tangentielle au noeud de contact <.
Pour finir, il reste & discrétiser la loi d’évolution de la vitesse d’endommage-
ment (2.61) qui s’écrit donc pour chaque nceud du bord T :

{ Si f([uns1) > angr et apr <up,  alors duyyse =< frgpse >4
Sinon  dy,43/2 =0

(2.114)
avec [ la norme du saut de déplacement présentée avec I’équation (2.60) et fn+3/2
la dérivée de cette norme qui discrétisée s’écrit :

[‘42{-3/2 [u],+1

Farap([U]ns) = (2.115)

[U]gﬂ [u)ns1

avec pour le noeud i, [v] = (LyVyqs/2)in + [[(LrVigs/2)iita|[t, avec n et t la
direction normale et tangentielle associées au noeud de contact ¢. La premiére
condition sur le saut de déplacement dans I’équation (2.114) n’est pas une égalité,
pour des raisons de précision numérique, de la méme maniére qu’'une pénétration
entre les deux solides est possible.

Il est donc maintenant nécessaire d’introduire I'impulsion élastique endom-
mageable R, présentée dans ’équation (2.105) qui prend donc en compte le
comportement de I'interface sur le solide déformable. Soit oy n .1 € RY, avec
d le nombre de nceuds présents sur le bord de contact potentiel I';, dont la valeur
calculée au noeud 7 est la contrainte normale élastique endommageable associée.
De la méme maniére, soit 047,41 € R2? un vecteur de taille deux fois le nombre
de nceuds de contact potentiel, dont les valeurs calculées au nceud ¢ sont les
contraintes dans chaque direction de la tangente. Ainsi & chaque nceud 7 de I'; :
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(Tannt1)i = gn(Qins1) (LnUpi1)i (2.116)
(Garn+1)i = 97(Vims1) (L Upia)i (2.117)

avec Ly et Lp respectivement 'opérateur normal et tangent de projection du
domaine global sur les degrés de liberté concernés par le contact.
Ainsi 'impulsion globale R, s’écrit :

Ranise = AW (Lyoan a1 + Lroarnii) (2.118)

avec W la matrice carrée de taille le nombre de degrés de liberté et qui est
construite par l'intégration aux noceuds (poids d’intégration pour la quadrature
choisis aux noeuds) des forces généralisées associées & une pression uniforme
unitaire sur la surface de contact I';. L’orientation de ces forces est la direction
normale a la surface I'; et 'amplitude correspond alors au poids des nceuds
d’intégration. Les poids des nceuds forment les coefficients de la diagonale de
la matrice W construite par la méthode des éléments finis appliquée a 1’équation
(2.83). Sous I’hypothése de petites perturbations, la configuration déformée et
initiale étant identiques, il est nécessaire de calculer une seule fois cet opérateur
au début de la résolution.

Ainsi ’équation de la dynamique a résoudre avec I'application du cadre de
résolution explicite avec le schéma CD-Lagrange est :

M (V132 — Visrps) = b (F2E — F2H)

ext int

+ LyRenntase + LERer i/ (2.119)
+Rypnis/2

Il est important de remarquer que pour la résolution des problémes linéaires
de complémentarité, dans les algorithmes de résolution du probléme normal (2) et
du probléme tangent (3) du contact, la vitesse sans contact Ve, est modifiée.
Elle prend maintenant en compte I'impulsion due au comportement élastique
endommageable de l'interface et on note alors pour la résolution d’un pas de
temps :

Vfree = Vn+1/2 + hMil (Fn+1 - F~n+1) + Mile,n%}/g (2120)

ext int

Pour résoudre sur un pas de temps h I’équation de la dynamique, le cadre de
résolution explicite est basé sur I'algorithme (5). Il montre donc la résolution d’un
probléme en dynamique explicite avec une interface possédant un comportement
a la fois régulier, pour la partie élastique endommageable, et a la fois non régulier
avec le contact unilatéral avec frottement. On remarque que la mise & jour de la
vitesse d’endommagement ¢, 3,2 dépend de la dérivée du saut de déplacement
fn+3 /2 qui dépend elle-méme du vecteur vitesse global V,,,3/,. Ainsi I’algorithme
reste explicite car la dynamique (2.119) est résolue avant la loi d’évolution de
I'endommagement (2.114).
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Algorithm 5 Résolution d’un pas de temps
Entrées : U, V, 1/, ay, Qpy1/2
1. Calcul de la configuration explicite :
U,41 (2.103), g, (2.109), [u]nq1 (2.106), cnyr (2.107), Fextnta
2. Calcul des lois d’état :
Calcul de Fip 11 avec la loi choisie pour le corps déformable
Calcul de 04,11 avec (2.116) et (2.117) pour chaque nceud de contact
3. Dynamique explicite :
Calcul de Ry p,43/2 avec (2.118)
Calcul de Ve avec (2.120)
Résolution explicite des problémes linéaires de complémentaire avec les
algorithmes 2 et 3 pour obtenir R 3/2
Résolution de I'équation de la dynamique (2.119) pour obtenir V3
4. Loi d’évolution :
Résolution locale de (2.114) pour obtenir cy,,3/2 pour chaque noeud de
contact
Sorties : U, 1, Vii3/2, Qng1, Gngs)o

L’avantage de cet algorithme est le caractére modulaire de la résolution.
Effectivement que ce soit pour la loi de comportement du solide déformable, ou
bien celle de l'interface, elles peuvent étre modifiées tant que 1'on choisit des lois
thermodynamiques admissibles. D’autre part la configuration est connue, ainsi
il devient facile de calculer les forces intérieures comme toutes les quantités sont
connues. Pour finir, ’avantage de 'usage du schéma CD-Lagrange est qu’il permet
également d’assurer le caractére symplectique du schéma.

Dans la partie suivante 'objectif est de présenter différents cas tests et
d’observer le comportement du modéle.

2.4 Applications

Dans cette partie plusieurs cas tests sont présentés, allant d’'un cas a un
seul degré de liberté pour observer le comportement du modéle, notamment d’un
point de vue des énergies, jusqu’a plusieurs cas en trois dimensions avec différentes
configurations.

Mais, notre cadre de résolution numeérique est réalisé avec un schéma dit
explicite. Ainsi, ce dernier n’est pas inconditionnellement stable, il dépend donc
du choix d’un pas de temps h pour résoudre le probléme. Effectivement si le pas
de temps h choisi est trop grand, alors I’algorithme est instable et aucune solution
n’est obtenue. Pour ce faire, le pas de temps critique hc,y est introduit, et le pas
de temps choisi pour la résolution doit respecter [8] :

2

h < hegs = (2.121)

max

Lors du premier chapitre, les équations (1.123) et (1.124) donnent des valeurs
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du pas de temps critique dans le cadre de la famille des schémas de Newmark et
plus généralement avec la condition CFL [17].

Dans le cadre d’un systéme masse ressort sans interface a un seul degré de
liberté avec un comportement élastique linéaire pour le matériau, la pulsation
maximale wpy,, est obtenue facilement en calculant la plus grande valeur propre
A du systéme associée a équation de la dynamique (2.119), avec w2, = \. Dans
ce cas précis il n’y a pas de forces extérieures donc fe; = 0, d’autre part c¢’est un
matériau élastique linéaire, donc les forces intérieures fi,; = ku, avec k la rigidité.

De plus il n’y a ni impulsion de contact, ni élastique endommageable. Ainsi [11] :

k
Winax = A\ 4— (2.122)
m

avec m la "masse" du degré de liberté tel que :

E
k== i (2.123)
m=p sl (2.124)

avec p la masse volumique du matériau, £ le module d’Young, [. une longueur
caractéristique qui dans le cas en trois dimensions est reliée au rayon de la sphere
inscrite dans un élément de maillage et s une surface. Dans le cas ou le systéme
contient plusieurs degrés de liberté, et donc plusieurs valeurs propres, la pulsation
Wmax Utilisée correspond a la valeur propre la plus grande pour respecter la
condition CFL [17].

Maintenant, en ajoutant le contact avec le modéle RCCM comme comporte-
ment, la partie sur le contact unilatéral n’a aucun effet sur le pas de temps critique
dans le cas d'un seul degré de liberté. Dans le cas a plusieurs degrés de liberté,
le comportement frottant n’influe également pas sur le pas de temps critique.
Cependant, la contrainte élastique due au comportement élastique endommageable
de l'interface avec le modéle RCCM, entraine une modification du pas de critique
de la forme [11] :

k kinter face kinterface ?
ax = | — |2 4 —2Enace 4 — 2.125
Wna 2t +\/ + ( ’ (2.125)
avec Kinterface 1a raideur associée a l'interface telle que
Einterface = S m(?X(gN(Oé), gT(a>) (2126)

dans le cas en trois dimensions.

Alinsi, il est important de remarquer que le comportement élastique endom-
mageable de l'interface a un impact non négligeable sur le pas de temps critique.
Plus l'interface va s’endommager, plus le pas de temps critique va augmenter.
Etant donné que les travaux sont réalisés avec un pas de temps constant, il est
donc nécessaire de choisir la valeur de la raideur de l'interface la plus grande
possible pour calculer le pas de temps critique.
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2.4.1 Le cas d’'un modéle & un degré de liberté

Pour cette premiére application numérique du modéle RCCM, le choix est
porté sur un modele & un seul degré de liberté. La figure 2.5 présente le modéle
étudié.

iyl

i &
FIGURE 2.5 — Modéle rhéologique du cas test a un degré de liberté.

Soit k la rigidité associée au comportement élastique linéaire du degré de
liberté, qui dans ce cas fait référence au solide déformable et m sa masse. Etant
donné que le cas test posséde un seul degré de liberté, I'application du modéle
RCCM donne a l'interface du solide déformable un comportement avec un contact
unilatéral, modélisé en bas & gauche de la figure 2.5, et un comportement élastique
endommageable avec le paramétre o quantifiant ’endommagement de I'interface.
L’évolution de la raideur de l'interface gy en fonction de '’endommagement «
est la méme que celle introduite a la figure 2.4. Effectivement ce choix est appuyé
notamment pour le respect du cadre thermodynamique. En se basant sur I’équation
de la mécanique a résoudre (2.119) dans le cadre de l'application du modéle
RCCM, le systéme a résoudre pour ce cas test est donc le suivant :

Upt1 = Up + AUp11/2 (2.127)

[U]pt1 = Unta (2.128)

i1 = Oy + Aty (2.129)

I = kg (2.130)

M (Unis/a — Ung1y2) = h(fo" = i) + renmts/z + Tan43/2 (2.131)

Etant donné que les deux solides démarrent en contact, I’équation (2.128) est
vérifiée. Pour obtenir ¢, /5 c’est la loi d’évolution de la vitesse d’endommagement
(2.59) qui est utilisée, qui sous forme discrétisée est :

Si [Uln41 > Qngr et [ulppr < up,  alors duggn =< Vngge >4 (2.132)
Sinon 4372 =0 '

Pour résoudre 1’équation de la dynamique (2.131), il suffit donc d’appliquer
'algorithme (5) avec comme valeurs initiales :
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uy =0 (2.133)
vy =0 (2.134)
ap =0 (2.135)
Gjp = 0 (2.136)

et les paramétres de la table (2.1) oa l'on retrouve . la limite élastique de
Iinterface et u, la limite de rupture.

TABLE 2.1 — Choix des paramétres du cas test avec 1 degré de liberté
m (kg) s (m?) E(N/m?) a. (m) u, (m) hey (s) h(s) go (m)
1 1.5 x 1074 0 0.1 0.3 0.063  0.001 0

Pour observer uniquement le comportement de I'interface, le choix a été fait
d’annuler le comportement élastique linéaire du solide déformable en choisissant
une rigidité nulle, £ = 0. Le choix de l'ordre de grandeur de a. et u, est réalisé
arbitrairement en fonction des autres paramétres comme la surface s de maniére
a pouvoir observer '’endommagement de l'interface sur le cas test.

La figure 2.6 présente I’évolution des forces extérieures en fonction du temps.
L’idée du choix de cette force est de tester 'ensemble des parties du code, a savoir
le calcul de I'impulsion due au contact unilatéral r. x et celle d’endommagement
Td-

2
SN
n
g
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—
K]
<
o -1r
n
()
o
e 2
3 . . . .
0 5 10 15 20 25

Temps (s)

FIGURE 2.6 — Evolution des forces extérieures en fonction du temps appliquées
au degré de liberté.

Effectivement, dans un premier temps, 'objectif est de tester le comporte-
ment élastique endommageable de I'interface en imposant une traction progressive
sur le degré de liberté représenté par la masse. Dans un second temps, a t = 10 s,
une traction brutale est appliquée de maniére a dépasser avec certitude la limite de
rupture u, de l'interface. Maintenant l'interface cassée, la raideur associée a cette
derniére est donc nulle. Ainsi le seul comportement encore actif dans le modéle
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RCCM est celui du contact unilatéral. Ainsi, pour tester 'impact, a mi-temps de
la simulation, une compression brutale est imposée au degré de liberté comme le
montre la figure 2.6.

Dans un premier temps, pour étudier les résultats, un intérét est porté
a I'évolution de 'endommagement « au cours du temps. Pour quantifier I’état
d’endommagement, une variable notée d € [0, 1] est introduite [13] telle que :

o
g1 ) (2.137)

gn(0)
Sid =1, alors l'interface est totalement endommagée et a I'inverse si d = 0
I'interface n’est absolument pas endommagée. La figure 2.7 montre 1’évolution de
cette variable d’endommagement ainsi que I’évolution du paramétre a au cours

du temps.

0.35 0.02
1 —d M
------------ H 0.3
- —a(m) ‘GEJ 0.015
g 08 --u(m Ho2s £
o e a_(m) g\ 0.01
20.6 02 — ®©
© E E
E 0.15 s E
504 : _g 0.005
© C
uC) 0.1 [J]
- 02 "5 0
3 005 o
T}
0 : : : : 0 -0.005 ‘ ‘ ‘ : 0
0 5 10 15 20 25 0 2 4 6 8 10
Temps (s) Temps (s)

FIGURE 2.7 — Evolution de 'endommagement au cours du temps (4 gauche) et
zoom (& droite) pour le modéle a un degré de liberté.

Dans un premier temps, la figure 2.7 montre que 'interface n’est pas endom-
magée. Effectivement la variable d est nulle le temps que a < a,. Cela s’explique
car le temps que 'endommagement est inférieur a la limite élastique a. la raideur
est constante. Ainsi lorsque o > v, ’état d’endommagement d augmente. A ¢ =
10 s lorsque les forces extérieures évoluent avec un saut en traction, I’endommage-
ment o augmente également brusquement en réponse aux forces extérieures. Paral-
lélement I'état d’endommagement d augmente brusquement. Lorsque « atteint
u,, U'interface est bien totalement endommagée, avec un état d’endommagement
d = 1. 1l est & noter que dans le modéle RCCM, 'endommagement « ne peut pas
diminuer, ce qui explique pourquoi apres la rupture il est constant et égal a la
limite de rupture. D’autre part, sur la figure 2.7 on remarque que ’endommagement
a est en forme de créneau. Cela s’explique par le comportement élastique de
I'interface. Pour expliciter ce comportement, un intérét est porté a I’évolution de
la vitesse v et du déplacement u au cours du temps ¢ avec la figure 2.8.

Le déplacement et la vitesse oscillent jusqu’a ¢t = 10 s, c’est-a-dire avant
I’application d’un saut brutal aux forces extérieures. Cela s’explique par ’applicati-
on d’un chargement non régulier, comme le montre la figure 2.6, et également au
comportement élastique sans amortissement associé a l'interface qui entraine des
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FIGURE 2.8 — Evolution du déplacement et de la vitesse au cours du temps pour
le cas test & un degré de liberté.

effets de dynamique rapide. Ainsi I’évolution en créneau de I'endommagement
a s’explique par ce comportement oscillatoire. La vitesse d’endommagement ¢
évolue seulement si la vitesse v est positive, comme le montre la loi d’évolution
discrétisée (2.132). Ainsi en oscillant, la vitesse est périodiquement négative, et
donc la vitesse d’endommagement associée est nulle et donc a n’évolue pas.

Lors de la rupture de l'interface, la vitesse de la masse ponctuelle ne fait que
croitre et donc le déplacement également. Effectivement I'interface est totalement
endommagée, donc la masse ponctuelle n’est plus retenue. A t = 12.5 s, la masse
ponctuelle est soumise a une compression brutale, voir figure 2.6, et la masse entre
donc en contact avec le solide rigide. Il y a alors impact, la vitesse s’annule car il
y a contact et donc le déplacement revient a sa position initiale.

@ 0.0005
= 0
_5—0.0005 r
v -0.001
2-0.0015 | | i
) —Impulsion élastique
£ 0002 E 3
0 5 10 15 20 25
Temps (s)
Th? 4 [ _ ] Tn‘ 002 | T - T
Z 5 |—Impulsion contact | 1 = 060(1)? b ‘—Impulsmn contact
§ 2 § 0.005 |
o 1 %) 0r—
2 0 2-0.005 |
£ ‘ ‘ ‘ ‘ £ -0.01
0 5 10 15 20 25 = 14 16 18 20 22 24
Temps (s)

Temps (s)

FIGURE 2.9 — Evolution des impulsions dues au contact unilatéral (en bas) et au
comportement élastique endommageable (en haut) au cours du temps pour le cas
test a un degré de liberteé.

Pour finir, la figure 2.9 montre I’évolution de I'impulsion associée au contact
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unilatéral et celle associée au comportement élastique endommageable. Dans un
premier temps, le comportement élastique endommageable sans amortissement est
retrouvé. Effectivement le graphique du haut de la figure 2.9 montre I’évolution de
I'impulsion due a ce comportement. Cette derniére oscille. Plus on avance dans le
temps, plus les oscillations sont faibles. Cela s’explique par 'endommagement de
I'interface avec une raideur qui diminue au fur et & mesure que I’endommagement
a augmente. La valeur de I'impulsion est négative, en effet c’est une force opposée
aux forces extérieures, I'interface "retient" la masse ponctuelle. Lorsque I'interface
est totalement arrachée, 'impulsion est nulle. Cela est di & la valeur de la raideur
de l'interface qui est également nulle lorsque oo = u,., voir la figure 2.4.

En ce qui concerne I'impulsion associée au contact unilatéral, lorsque les
forces extérieures sont positives et réalisent donc une traction, elle est nulle.
Effectivement le gap ¢ est alors positif. A t = 15 s, 'impulsion admet une valeur
due a I'impact de la masse ponctuelle sur le solide rigide puis est légérement
positive de maniére & contrer les forces extérieures.

Pour compléter I'étude du comportement du modéle RCCM résolu avec le
schéma explicite CD-Lagrange, un intérét est porté a I'étude de la conservation
d’énergie du systéme [31]. Effectivement, une propriété et avantage de ce schéma
est son caractére symplectique, qui implique donc de trés bonnes propriétés énergé-
tiques.

Le bilan d’énergie associé a un tel schéma calculé a partir de I’équation de
la dynamique (2.119) s’écrit [32] :

AI/Vcin,nJrl + AI/Vcomp,n+1 + A‘/Vint,nJrl - AVVext,nJrl - AVVIO,n+1 =0 (2138)

avec AWein 541 'énergie cinétique du systéme, AW oy, 1 Une énergie complémen-
taire numeérique due au schéma de la différence centrée [40], AWiy 11 le travail
des forces intérieures, AWy 41 le travail des forces extérieures et enfin AWy 41
le travail des impulsions.

Les différents termes sont introduits a partir des notations suivantes, proposés
en trois dimensions pour étre dans le cas général. Il est ainsi obtenu :

1 n+1

[§VTMV} =<V, >M[V,] (2.139)
U,] = (U, —U,) (2.140)

1
V] =< W, > (2.142)

h

U,]=h<V,> _Z[Wn] (2.143)
Woi1 = Vo — Vagie (2.144)

1
R, = §(Rn+3/2 + Rn+1/2) (2~145)

1
A Q(Vn+3/2 + Viii2) (2.146)
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avec V le vecteur vitesse, M la matrice de masse, U le vecteur déplacement et
R = R, + R, 'impulsion généralisée du systéme étudié. Les équations (2.145)
et (2.146) permettent d’introduire la formulation de I'impulsion et de la vitesse
au temps entier ¢, 1. Soit W la différence en vitesse entre avant et aprés impact.
Cette variable permet de quantifier ’énergie due a 'impact et donc la vitesse qui
est nulle. Dans le cadre du cas test de la masse ponctuelle ici présent, on note :

V=u (2.147)
U=u (2.148)
R=r.ny+r4 (2.149)
M =m (2.150)

car il y a uniquement un seul degré de liberté.

Les équations (2.140) et (2.141) font référence respectivement a la différence
et a la moyenne. En utilisant ces notations, les différents termes du bilan d’énergie
(2.138) s’écrivent [31] :

1 n+1
AWeinnt1 = {ﬁVTMV} (2.151)
1 " n+1
AWeompmns1 = {—ngMW] (2.152)
AI/Vint,n-‘,-l = [Un]T < Fint,n > (2153)
AVVext,n+1 - [Un]T < Fext,n > (2154)
1
AWicni = E[UH]T <R, > (2.155)

Les figures 2.10 et 2.11 montrent 1’évolution des différentes énergies du
systéme & un seul degré de liberté au cours du temps t. A chaque pas de temps, ce
sont les travaux cumulés qui sont calculés sur ces figures. Ainsi, sont donc ajoutés
pour chaque quantité énergétique les travaux des pas de temps précédents pour
obtenir I'énergie. La seconde figure est un zoom du premier graphique de maniére
a mieux observer ce qu’il se passe.

Il est important de noter que dans ces figures 1’énergie des forces intérieures
n’est pas calculée car cette derniére est nulle. Effectivement, pour observer unique-
ment le comportement de I'interface, la rigidité du matériau de la masse ponctuelle
est imposée nulle, donc il n’y a pas de travail associé et donc I’énergie est nulle.

Jusqu’a t = 10 s les énergies associées aux forces extérieures, & 'impulsion
élastique endommageable et ’énergie cinétique oscillent. Cela est di au caractére
élastique sans amortissement de 'interface, effectivement cela entraine des variati-
ons périodiques de la vitesse et donc du déplacement. Dans cette premiére partie,
la dissipation d’énergie, I’énergie associée a I'impulsion élastique étant négative,
est compensée par I’énergie cinétique et I’énergie des forces extérieures. A t = 10s,
lorsque les forces extérieures admettent un saut, 'interface atteignant la rupture,
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la dissipation associée augmente jusqu’a la rupture. Ensuite sur les figures 2.10 et
2.11 I’énergie associée est constante. L’interface étant cassée, elle ne dissipe plus.

10

e

— Energie cinétique
—Energie complémentaire
5 1 Energie forces extérieures
- -Energie impulsion contact

Energie ())

Energie impulsion élastique|
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FIGURE 2.10 — Evolution du bilan d’énergie au cours du temps pour le cas test &
un degré de liberté.
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FIGURE 2.11 — Zoom sur I’évolution du bilan d’énergie en fonction du temps pour
le cas test a un degré de liberté.

Ensuite 'énergie cinétique admet de grandes variations dues au changement
de signe des forces extérieures et au caractére élastique sans amortissement de
Iinterface. Au moment de I'impact a ¢ = 15 s, la vitesse s’annule brutalement,
I’énergie cinétique est alors dissipée et transférée en énergie de dissipation avec
I'impulsion de contact. Le saut de vitesse induit donc une énergie complémentaire
au moment de 'impact. Il est important de remarquer que le bilan d’énergie est
respecté. Effectivement la courbe en tirets noirs sur les figures 2.10 et 2.11 faisant
référence a 'équation (2.138) est nulle.

Ce premier cas test de la masse ponctuelle a permis de mettre en avant le
comportement de 'interface avec le modéle RCCM, notamment en annulant les
effets du solide déformable, ce dernier possédant une rigidité nulle. Ainsi les cas
tests suivants présentent des cas en trois dimensions plus complet.
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2.4.2 Le cube avec interface RCCM

Dans cette partie, I'objectif est de présenter un cas test en trois dimensions,
faisant donc appel a toutes les parties du modéle RCCM, & savoir le contact
unilatéral sur la partie normale du contact, le contact frottant sur la partie
tangentielle et enfin le comportement élastique endommageable. Pour ce faire
le choix pour le solide déformable est un cube dont le comportement est élastique
linéaire isotrope. Un schéma du cas test est donné sur la figure 2.12. Dans le cadre
du premier cas test en traction, la structure du solide déformable est donc un cube
de 1 mx1mx1m et maillé avec 343 Q1-éléments hexaédriques a 8 nceuds. 1l y
a au total 512 nceuds.

Déplacements imposés

FIGURE 2.12 — Configuration cas test cube RCCM.

Pour rappel, au début de la simulation le solide rigide, qui n’est autre ici
qu’un plan infini sans comportement, et le solide déformable, qui sera appelé cube
RCCM par la suite, sont en contact. Le comportement de I'interface avec le modéle
RCCM est appliqué sur la surface du bas du cube, celle en contact avec le solide
rigide. Les conditions aux limites seront appliquées en déplacement sur les nceuds
de la surface du haut du cube RCCM.

Dans la suite de cette partie, deux cas tests sont présentés. Un premier en
traction, avec donc un déplacement imposé sur les degrés de liberté de la surface
du haut correspondant a la direction z et un second en traction et cisaillement.
Pour cela un déplacement est imposé sur les degrés de liberté de la surface du haut
du cube correspondant aux directions des axes x et z. Ces déplacements imposés
sont modélisés par les fléches jaunes pour les degrés de liberté sur z et vertes pour
les degrés de liberté en x sur la figure 2.12.

TABLE 2.2 — Paramétres pour les cas tests associées au Cube RCCM

E (Pa) p(kg/m®)  pins Qe (m)
108 1000 0 0.0001
Uy (H’l) hcrit (S) h (S) Jo (m)

0.0003 234 x107° 1x10° —1x1071°
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Les paramétres choisis pour la réalisation de ces simulations sont présentés
dans la table 2.2. Soit E le module d’Young utilisé pour le comportement élastique
linéaire du solide déformable. Sa valeur est choisie de maniére & étre proche du
module d’un élastomére. Le coefficient de frottement p;,¢ associé a I’équation (2.65)
est choisi nul. Les cas tests présentés étant en traction, il n’y a alors pas de contact
unilatéral et donc pas de contact frottant. La figure 2.4 donne le comportement de
la raideur de l'interface en fonction de 'endommagement o avec a, la valeur de la
limite élastique et u, la limite de rupture. Le pas de temps critique h, est obtenu
a partir de la pulsation calculée a I’équation (2.125). Le pas de temps h constant
a ensuite été choisi en respectant (2.121). Pour finir, le gap initial gy est choisi
trés légérement négatif de maniére a imposer le contact sur 'ensemble des nceuds
potentiels de contact pour la suite de la simulation. Cela permet notamment
d’avoir des résultats reproductibles d’'une machine de calcul & une autre, en évitant
I’état incertain d’un contact affleurant.

2.4.2.1 Sollicitation de traction

Dans un premier temps c’est le chargement en traction seulement qui est
présenté. L’objectif ici est d’arracher progressivement l'interface située sur la
surface du bas du cube RCCM, et voir ce qu’il se passe au niveau de chaque noeud.
Pour cela, le déplacement présenté sur la figure 2.13 est imposé sur I'ensemble des
degrés de liberté associés a la direction z sur les noeuds de la surface du haut
du cube RCCM. Le coefficient de Poisson v = 0.3 est choisi non-nul de maniére
a observer de multiples déplacements dus & des déformations dans différentes
directions dans le solide déformable et avoir des contraintes dans les différentes
directions.

o
3

o o o
%) w ~

Déplacement (m)

o
o

O L L L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Temps (s)

FIGURE 2.13 — Conditions aux limites avec I’évolution du déplacement imposé en
fonction du temps pour une sollicitation en traction du cube RCCM.

Dans un premier temps, comme le montre la figure 2.13 le déplacement
imposé augmente progressivement puis reste constant. Le choix du déplacement
maximal, U; = 0.45 m, est empirique et choisi avec les observations expérimentales.
Il est important de remarquer que la durée de la simulation est de seulement 0.03
s, ce qui permet donc de rentrer dans des phénoménes de dynamique rapide.
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Pour observer le comportement du solide déformable et plus particuliérement
de I'interface du cube RCCM, le choix est porté sur ’analyse de deux paramétres.
Un premier qui est ’évolution de 'endommagement de chaque nceud de l'interface
au cours du temps comme le montre la figure 2.14. Un second qui quantifie I’état de
I'interface suivant trois possibilités, la fraction de l'interface dans un état élastique
non endommagée, la fraction qui se trouve entre la limite élastique et la limite
de rupture, donc élastique endommagée, et pour finir la fraction de l'interface
totalement endommagée comme le montre la figure 2.15.

r

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.08
Temps (s)

FIGURE 2.14 — Evolution de 'endommagement a pour chaque nceud de I'interface
en fonction du temps pour une sollicitation du cube RCCM en traction.
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FIGURE 2.15 — Evolution de 'é¢tat de Uinterface au cours du temps pour une
sollicitation du cube RCCM en traction.

La figure 2.14 montre que lorsque le déplacement imposé augmente progressi-
vement, les noeuds de 'interface s’endommagent au fur et & mesure mais pas tous
au méme rythme. Cela s’explique par le choix d’un coefficient de Poisson non nul,
avec des contraintes qui sont donc différentes selon ot ’on se trouve dans le cube.
L’évolution en créneau de ’endommagement s’explique de la méme maniére que
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pour la masse ponctuelle avec le comportement élastique linéaire du cube RCCM
qui se comporte comme un ressort. A la moitié¢ de la simulation, & t = 0.015
s, 'ensemble des o« ont dépassés la limite de rupture, ce qui signifie donc que
I'interface est totalement endommagée.

La figure 2.15 confirme les observations de la figure 2.14 avec une interface
totalement endommagée a la moitié¢ de la simulation. Les créneaux présents sur
les différentes courbes s’expliquent de la méme maniére par le transport des ondes
dans le cube RCCM, étant donné qu’il n’y a pas d’amortissement, ainsi que le
comportement élastique de I'interface.

Sur la figure 2.14, on remarque que ’ensemble des o ont dépassé la limite
de rupture u, de 'interface. Or, normalement ’endommagement n’est plus sensé
évoluer aprés la rupture de 'interface. Cela s’explique par une vitesse d’endomma-
gement non bornée lorsque le pas de temps tend vers 0, comme le montre les
tangentes aux courbes des évolutions des a. Avec un schéma explicite, I’état peut
donc largement dépasser le seuil. Pour corriger cela, il semblerait donc intéressant
physiquement d’introduire une vitesse limite pour la vitesse d’endommagement c.
Cela sera étudié dans le chapitre suivant.

N W W W — — —
—— — — — — — —
e S T d—

0 0.166
.

0414 058 0.628
.

FIGURE 2.16 — Déplacement (m) du cube RCCM & t = 0.0115 s pour une
sollicitation en traction.

Pour illustrer le phénoméne de transport des ondes da au comportement
du solide déformable, la figure 2.16 montre le déplacement a ¢t = 0.0115 s de la
simulation sur l’ensemble du cube.

Des ondulations sont clairement visibles, et il est possible d’observer que
I'interface s’arrache progressivement en accord avec les figures 2.14 et 2.15. Les
premiers neeuds a s’arracher sont ceux des coins de I'interface étant soumis a une
contrainte plus grande du fait de la déformation du cube avec un coefficient de
Poisson non nul. Dans le cas d’un coefficient de Poisson nul, I'interface s’arrache
de maniére homogéne.
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Pour finir ce premier cas test, ’évolution des différentes énergies est étudiée
de maniére a vérifier le caracteére symplectique du schéma CD-Lagrange. La figure
2.17 montre les énergies présentées précédemment (2.155) et le bilan d’énergie
associé (2.138). Une premiére observation importante est que les bonnes propriétés
énergétiques dues au caractére symplectique du schéma CD-Lagrange sont mises
en avant avec un bilan d’énergie respecté. Les variations d’énergie interne et
cinétique s’expliquent par le comportement élastique linéaire du cube qui agit
donc comme un ressort.

%108

—Energie Cinétique
—Energie Complementaire
Energie Force Int
---Energie Force ext
Energie Impulsion contact
Energie Impulsion élastique, - - - - - - - - o o o]
10 f---Bilan Energie I

MY
§

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Temps (s)

15

FIGURE 2.17 — Evolution des énergies cumulées en fonction du temps pour le cas
test du cube RCCM sollicité en traction.
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FIGURE 2.18 — Evolution des énergies cumulées associées aux impulsions en
fonction du temps pour le cas test du cube RCCM sollicité en traction.

En ce qui concerne I’énergie associée a I'impulsion de contact, comme le
montre la figure 2.18, elle est nulle, ce qui s’explique par le fait qu’il n’y a
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tout simplement pas de contact actif. Effectivement, le cube subit uniquement
une traction. Cependant I’énergie associée a I'impulsion due au comportement
élastique de I'interface est bien non nulle et négative. Effectivement ’arrachement
de linterface dissipe bien I’énergie, qui est convertie en énergie cinétique. Des
oscillations sont observées sur la figure 2.18 qui illustre également le comportement
élastique de l'interface. Lorsque 'interface est totalement endommagée, I’énergie
cumulée associée a 'impulsion élastique n’évolue plus, ce qui est cohérent, il n’y
a plus rien a endommager. Dans la sous-partie suivante, un autre chargement est
appliqué au cube RCCM.

2.4.2.2 Sollicitation de traction et cisaillement

Pour finir avec le cube RCCM, un dernier cas test est présenté avec un
chargement différent. Pour cette simulation le cube présenté en figure 2.12 est
de taille 0.01 m x 0.01 m x 0.01 m et discrétisé en 512 éléments hexaédriques
a 8 nceuds également. En ce qui concerne les valeurs de la limite élastique et la
limite de rupture, il est choisi o, = 5.107® m et u, = 4.107° m. Cependant le
comportement de la raideur de I'interface en fonction de 'endommagement reste
le méme que celui présenté en figure 2.4. Seuls «. et u, sont modifiés. D’autre part,
cela change également le pas de temps critique, un maillage plus raffiné implique
un pas de temps critique plus petit. Le pas de temps choisi est h = 1.107° s, avec
heris = 2.1079 s avec Péquation (2.125).

5 — V.|
w4 —V
£
2,

&
=
O L
0 5 10
Temps (s) %107

FIGURE 2.19 — Evolution des conditions aux limites en fonction du temps pour
le cas test du cube RCCM sollicité en traction et cisaillement.

La figure 2.19 présente les conditions aux limites en vitesse sur les degrés
de liberté concernant la direction x permettant d’ajouter le comportement de
cisaillement et concernant la direction z pour le comportement de traction. Pour
ce cas test, le coefficient de Poisson est choisi nul. Sur la direction z le déplacement
imposé est de 5 m.s~! aprés le premier pas de temps et de 2 m.s~! sur la direction
x. Dans les deux cas la vitesse imposée est non réguliére, mais cela n’est pas un
probléme avec la résolution explicite a ’aide du schéma CD-Lagrange.

Le temps de l'expérience simulée est de 0.001 s, ce cas test s’inscrit donc
également dans le cadre de phénoménes de dynamique rapide. Comme dans le cas
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précédent, I’évolution de chaque endommagement a de chaque noeud est étudiée en
fonction du temps. Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 2.20. Le choix
d’avoir imposé un déplacement aussi fort et irrégulier entraine un endommagement
rapide de l'interface.

x107®

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps (s) %1073

FIGURE 2.20 — Evolution de I'endommagement en chaque nceud en fonction du
temps pour le cube RCCM sollicité en traction et cisaillement.
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FIGURE 2.21 — Evolution des états de U'interface en fonction du temps pour le
cube RCCM sollicité en traction et cisaillement.

Sur la figure 2.20 on remarque que 'interface est arrachée au fur et & mesure,
il y a plusieurs nceuds qui ont le méme comportement et le méme endommagement.
La surface s’arrache par groupe de nceuds. Cela s’explique par le choix d’un
coefficient de Poisson nul et d’une sollicitation uniforme dans une seule direction.
De la méme maniére que les cas précédents, I’évolution en créneaux des endomma-
gements « s’explique par le comportement élastique du solide déformable et de
I'interface.

La figure 2.21 confirme les observations faites sur la figure 2.20. Effectivement,
la courbe en pointillés rouges représentant ’arrachement de l'interface au cours
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du temps augmente en créneau. L’endommagement et la rupture de I'interface se
fait donc par rangée de noeuds.

Pour illustrer ces résultats, la figure 2.22 montre les déplacements sur I’ensem-
ble du cube RCCM.

‘L
Y X
0 0.00297 0.00593

FIGURE 2.22 — Déplacement cube RCCM a ¢t = 1,4.107* s sollicité en traction et
cisaillement.

Ainsi, on peut observer que le cube s’arrache par ligne de noeud suivant 1'axe
y de gauche & droite. A noter que si la vitesse était uniquement imposée sur les
degrés de liberté suivant I'axe x , alors seul un phénoméne de cisaillement serait
observé. Cela entrainerait une entrée en contact du cube RCCM avec le solide
rigide. En effet cela produirait une rotation du cube autour de I'axe y possible
par le comportement élastique du solide déformable. Il y aurait alors un contact
impliqué par cette rotation sur les arétes situées au bord du cube RCCM, soit sur
l’aréte de droite sur le cube représenté sur la figure 2.22.

Pour terminer I’étude de ce cas test, une convergence en espace-temps est
réalisée sur le cube RCCM avec ce chargement. Pour ce faire, il est nécessaire de
calculer une grandeur observable a chaque pas de temps h que ’on peut comparer
suivant les différents maillages. Le choix est porté sur la moyenne du déplacement
suivant chaque direction, soit :

O(t) = %Zuik(t), ke (a2} (2.156)

avec donc k faisant référence aux degrés de liberté de la direction choisie pour le
calcul de la moyenne, et donc 0k(t) est la moyenne du déplacement pour chaque
direction k au temps t.

Pour vérifier la reproductibilité des résultats et réaliser la convergence espace-
temps, les calculs sont réalisés dans un premier temps avec un code prototype sur
Matlab et ensuite avec le logiciel de simulation éléments finis MEF++ (https:
//giref .ulaval.ca/) développé par le GIREF (Groupe Interdisciplinaire de Re-
cherche en Eléments Finis) & I'université de Laval au Canada et créé pour résoudre
des applications industrielles avec un grand nombre de degrés de liberté. Pour
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pouvoir réaliser ces calculs avec ce logiciel, 'algorithme (5) a été développé dedans.
L’utilisation d’un logiciel de simulation comme MEF-++ a notamment permis de
réaliser des calculs avec des maillages plus raffinés.

Pour réaliser la convergence en espace-temps, il est nécessaire d’obtenir une
solution de référence pour pouvoir ensuite se comparer aux résultats obtenus avec
des maillages plus grossiers. Pour ce faire, la stratégie a été de diviser par deux
la taille du maillage jusqu’a obtenir des résultats "proches" entre deux tailles de
maillage. Diminuer la taille de maille implique une diminution du pas de temps
critique A, ce dernier étant proportionnel a une longueur caractéristique [, des
éléments. Ainsi diviser la taille de maille par deux avec des éléments hexaédriques,
revient & diminuer la valeur du pas de temps critique par deux. Dans la table 2.3
les paramétres choisis pour les différents maillages sont présentés :

TABLE 2.3 — Paramétres calcul pour les différents maillages
Maillage (Nbre Eléments) — 2x2x2 Ax4x4 8x8x8

heorte (3) 2107 1107  5.10°
Maillage (Nbre Eléments) 16x16x16 32x32x32 64x64x64
herts (3) 2510° 1,2510°° 6,25.107

La figure 2.23 montre les résultats obtenus pour le déplacement moyen des
degrés de liberté de l'axe z et la figure 2.24 les résultats pour le déplacement
moyen des degrés de liberté sur I'axe z. La vitesse imposée étant supérieure en
traction qu’en cisaillement, il est normal d’observer des déplacements plus grand
suivant I’axe z que 'axe z.
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—maillage 2x2 matlab
- -maillage 2x2 MEF++
2 H—maillage 4x4 matlab
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FIGURE 2.23 — Déplacement moyen des degrés de liberté suivant ’axe x des noeuds
de I'interface.

86

These accessible a I'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2024ISAL0098/these.pdf © [P. Larousse], [2024], INSA Lyon, tous droits réservés



x10 ™3

6 T
—maillage 2x2 matlab
- -maillage 2x2 MEF++
5 H—maillage 4x4 matlab
— ||—maillage 8x8 matlab
E - ‘maillage 16x16 MEF++ A 47\
S41 maillage 32x32 MEF++ 2, /1/
5‘ - -maillage 64x64 MEF++ f\: “ ,/
1S / ‘
N3 { / \ ]
c
8
@2 i
O
©
31
[m)
0 | |
0.4 0.6 0.8 1
Temps (s) x1073

FIGURE 2.24 — Déplacement moyen des degrés de liberté suivant I'axe z des noeuds
de I'interface.

Ces comportements oscillatoires s’expliquent toujours par le comportement
élastique linéaire isotrope sans amortissement du solide déformable. Les figures
2.23 et 2.24 montrent que plus le maillage est raffiné, plus les solutions obtenues
sont proches. La solution de référence choisie est donc celle obtenue avec le maillage
en 64x64x64 éléments. Ainsi le schéma numérique semble converger vers cette
solution. Pour confirmer cette observation, la distance en norme IL; est calculée
de la maniére suivante :

ek—hZ’Uk - refk’(t)|> ke {IE,Z} (2'157)
avec h le pas de temps associé au maillage le plus raffiné, a savoir le maillage
en 64x64x64 éléments, (NJ,qef,k(ti) correspond a la solution associée & ce maillage
au temps discrétisé t;, N correspond au nombre de pas de temps discret associé
a Pintervalle [to,t/] et Uy(t;) correspond & la solution associée au maillage plus
grossier que 'on compare a la référence. Cette solution est interpolée linéairement
sur la grille discrétisée en temps associée au pas de temps du maillage raffiné. Ce
calcul est donc réalisé pour chaque configuration présentée dans la table 2.3 et la
figure 2.25 montre les résultats obtenus.

La figure 2.25 montre la reproductibilité des résultats avec des solutions
obtenues par deux résolutions différentes (Matlab et MEF-++) qui sont similaires.
D’autre part, cette figure montre que le schéma converge a 'ordre 1 comme dans
le benchmark réalisé par [24]|. On remarque également une pente d’ordre 2 pour les
maillages les plus raffinés. Cela peut s’expliquer par un contact absent sur ce cas
test, entrainant alors un probléme suffisamment régulier pour vérifier la propriété
de convergence a l'ordre 2 en déplacement du schéma de la différence centrée.

87

These accessible a I'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2024ISAL0098/these.pdf © [P. Larousse], [2024], INSA Lyon, tous droits réservés



1078

H—CD-Lagrange X
H-—CD-Lagrange Z
CD-Lagrange X Matlab
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F1GURE 2.25 — Convergence espace-temps du cas Traction Cisaillement.

Les résultats pour le maillage en 32x32x32 éléments n’ont pas été réalisés sur le
prototype Matlab pour des raisons de temps de calcul trop long.

Dans la derniére partie, un dernier cas test est présenté avec ce modéle
RCCM.

2.4.3 Le cas test du peeling

Pour finir ce chapitre 2, un dernier cas test est présenté, c’est celui du Peeling,
ou plus précisément de I’arrachement d'un solide déformable d’un solide rigide.
Pour ce faire, le solide déformable choisi est un parallélépipéde rectangle de coté
1 métre x 1 métre et de longueur 4 métres.

» Pression imposée

FIGURE 2.26 — Configuration cas test du Peeling.
Pour réaliser ce cas test une pression tangentielle est appliquée sur les degrés
de liberté z d’un coté du rectangle. Une illustration du cas test est fournie en

figure 2.26. La pression appliquée sur le coté du rectangle est une distribution
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parabolique. Les valeurs de la pression appliquée sur 'aréte du haut et du bas
du coté de la face du coté du rectangle sont nulles. La figure 2.27 montre donc
I’évolution de la pression au cours du temps pour les degrés de liberté associés
a la direction z situés au milieu de la face du coté du rectangle. Ensuite une
interpolation est réalisée pour obtenir une distribution parabolique.

3e+07

2.5e+07 |

2e+07 |

1.5e+07

Pression (Pa)

1e+07 |

5e+06 |

0

0 0.005 0.01 0.015 0.02
Temps (s)

FIGURE 2.27 — Pression imposée au cours du temps au milieu d’une face latérale
du rectangle.

Pour ce cas test le module d’Young est choisi a 10® Pa et le coefficient de
Poisson est v = 0.3. Le rectangle est discrétisé en éléments hexaédriques avec
7x7x28 éléments. Le pas de temps critique calculé est Ao = 2,34.107° 5. 11 est
identique au premier cas tests avec le cube RCCM car les éléments sont de la
méme taille. Le pas de temps choisi est alors h = 1.107° s. De la méme maniére
que pour les cas tests précédents, les deux solides sont en contact a ’instant initial.
Ainsi, pour limiter les arrondis numériques et ainsi forcer le contact, la gap initial

est fixé & go = —1.1071% m. L’ensemble des paramétres utilisés sont présentés dans
la table 2.2.

0 0126 022 0358 0504 065 0756 0882
eSS

FIGURE 2.28 — Déplacement (m) a t = 0.014 s pour le cas test du peeling.

L’objectif de ce cas test est d’activer dans un cas en trois dimensions plusieurs
composantes du modéle RCCM, a savoir le comportement élastique endommageable
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et le contact. Dans ce cas, le coefficient de frottement est i,y = 0, il n’y a donc
pas d’intéraction sur 'interface liée a la loi de Coulomb.

La figure 2.28 montre le déplacement obtenu avec la pression appliquée sur
le coté du rectangle. Ainsi au cours du temps, un arrachement du rectangle est
observé. Cela est confirmé par la figure 2.29 montrant ’évolution de 'endommage-
ment « de chaque nceud de l'interface RCCM du rectangle au cours du temps.

%107

0 0.005 001 0015  0.02
Temps (s)

FIGURE 2.29 — Evolution de 'endommagement au cours du temps pour les nceuds
de l'interface pour le cas test du peeling.

La figure 2.29 montre un endommagement progressif de 'interface de contact
avec encore une bonne partie de I'interface RCCM du rectangle qui reste élastique
comme le montre la figure 2.30. De la méme maniére que pour les cas avec le
cube RCCM, la vitesse d’endommagement n’est pas bornée, ce qui entraine un
dépassement de la limite de rupture u, pour les endommagements « de chaque
neeud.

—Surface élastique non-endommagée
—Surface elastique endommagée
- - -Surface cassée

-
~
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Fraction de I'état de la surface
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FIGURE 2.30 — Evolution des états de I'interface en fonction du temps pour le cas
test du peeling.
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Pour finir, en arrachant 'interface RCCM, le rectangle est soumis a un couple
de flexion. Ainsi, comme le montre la figure 2.31, I'interface est soumise a un
contact avec le solide rigide.

0 0085 0165 0248 033 0413 045 0578 066 0743 08%5

FIGURE 2.31 — Impulsions de contact normal (m.s™'.kg) a ¢ = 0.014 s pour le cas
test du peeling.

Pour conclure, plusieurs cas tests ont été présentés a la fin de ce chapitre
avec pour objectif d’observer le comportement du modéle RCCM résolu avec le
schéma CD-Lagrange en dynamique explicite. Les figures d’évolution d’endom-
magement « des noeuds des interfaces ont montré un défaut. En effet la vitesse
d’endommagement peut tendre vers l'infini, ce qui n’est pas physiquement fondé.
Ainsi dans le chapitre suivant I'objectif est la création d’'un modéle a effet retard
basé sur le modeéle RCCM pour controler cette vitesse d’endommagement c.
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Chapitre 3

L’effet retard pour controler la
vitesse d’endommagement

Dans les cas tests du chapitre précédent présentant des cas d’arrachement
de l'interface avec un modéle de zones cohésives, le modéle RCCM |22, 74], qui
pour la suite sera nommé le modéle RCCM standard, nous avons observé que
les vitesses d’endommagement des noeuds de l'interface & n’étaient pas bornées.
Cependant, physiquement, cela n’est pas envisageable. Cette évolution s’explique
par différents aspects. D’une part, la dynamique est résolue avec un schéma
explicite piloté en vitesse. Ainsi, suivant le pas de temps choisi, la précision sur le
résultat peut étre plus ou moins élevée. Un manque de précision en vitesse entraine
une erreur en déplacement également, ce qui explique notamment pourquoi les
paramétres d’endommagement a de chaque noeud dépassent la limite de rupture
dans les cas tests précédents. D’autre part, dans le modéle RCCM standard,
la loi d’évolution de I'endommagement n’intégre pas de controle de la vitesse
d’endommagement. Ainsi, pour rendre le modéle plus physique et donc contréler
cette vitesse d’endommagement, un intérét est porté a l'intégration d’un effet
retard |2, 86| dans le modéle RCCM standard respectant le cadre thermodynamique
des matériaux standards généralisés présenté au chapitre 2.

La localisation de 'endommagement [49, 65], ou une dépendance de ce
dernier au maillage [21] sont des problématiques rencontrées avec des modéles
d’endommagement standards [81, 52|. Ainsi avantage d’implémenter des modéles
d’endommagement a effet retard [47] est de pouvoir s’affranchir de ces phénomeénes.
Il existe d’autres méthodes pour éviter ces comportements numériques, comme des
modéles avec des limiteurs de localisation [61, 68] mais ils ne seront pas étudiés
dans ces travaux.

L’objectif de ce chapitre est également de mettre en avant I’aspect modulaire
de la résolution présentée dans ces travaux. Effectivement, dans un premier temps,
deux modéles a effet retard sont présentés ainsi que leur implémentation dans la
résolution proposée. Dans un dernier temps, pour mettre en avant l’avantage de
cette résolution, ’aspect modulaire de la résolution pour les lois de comportement
pour le solide déformable sera mis en avant avec des cas tests avec des lois de
comportement matériau volumiques différentes.
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3.1 Un modéle i effet retard avec terme de rappel

Dans cette premiére partie un premier modéle & effet retard basé sur le
modéle RCCM standard est présenté. Pour étre intégré a la résolution proposée,
il est nécessaire dans un premier temps de vérifier qu’il respecte le cadre des
matériaux standards généralisés en vérifiant I'inégalité de Clausius-Duhem. Pour
conclure cette premiére partie, ce modeéle, nommé modéle RCCM a effet retard
avec rappel, sera comparé aux résultats obtenus avec le modéle RCCM standard.

3.1.1 Présentation du modéle

Le modéle a effet retard avec rappel proposé est basé sur le modéle RCCM.
Effectivement, c’est la vitesse d’endommagement & que l'on cherche & controler.
Ainsi, avec ce nouveau modéle, les lois d’état et d’évolution pour le contact
unilatéral (2.71) obtenues a I’aide du potentiel d’énergie libre, et le contact frottant
avec la loi de Coulomb (2.79) obtenues avec la méthode du bi-potentiel, restent
les mémes et 'appartenance au cadre thermodynamique des matériaux standards
généralisés est montrée au chapitre 2.

Ce qui differe du modéle RCCM standard est donc la partie élastique endom-
mageable du modéle, et donc la loi d’évolution (2.61) associée a la vitesse d’endom-
magement & pour un nceud appartenant au bord de contact potentiel I';.

Basée sur la loi d’évolution (2.61) du modéle RCCM standard, la loi d’évolu-
tion proposée pour ce premier modéle RCCM a effet retard est la suivante :

(3.1)

Si f([u]) =a et a <u,, alors d:<f—% >4
Sinon & =0

avec f([u]), la norme du saut de déplacement [u], définie avec I’équation (2.60), «
I’endommagement d’un noeud de l'interface de contact, u, la limite de rupture de
I'interface élastique endommageable et f la dérivée en temps de la norme du saut
de déplacement introduit avec I’équation (2.62). Soit 7 un temps caractéristique
caractérisant I'effet retard. Il représente une variable d’état propre au matériau
du solide déformable. «/7 est le terme de rappel de 1'évolution de la vitesse
d’endommagement. Il est important de remarquer que pour un temps caractéristi-
que infini, 7 — 400, la loi d’évolution du modéle & effet retard avec rappel tend
vers celle du modéle RCCM standard (2.61).

Pour appliquer la résolution en dynamique explicite proposée, il est nécessaire
que la loi d’évolution de I'endommagement du modéle (3.1) respecte le cadre
thermodynamique proposé au chapitre 2. Pour ce faire, il suffit de se baser sur
I'inégalité de Clausius-Duhem (2.94) écrite sur l'interface et introduite lors de
I’insertion du modéle RCCM standard. En choisissant la méme évolution de raideur
d’interface que pour le modéle standard, présenté en figure 2.4 et dont la dérivée
en temps est négative ou nulle, alors pour que I'inégalité de Clausius-Duhem (2.94)
soit vérifiée il est nécessaire que I’évolution de 'endommagement soit positive ou
nulle. Or, d’aprés I’équation (3.1), & > 0. Donc l'inégalité de Clausius-Duhem et
I’ensemble du modéle RCCM a effet retard avec rappel respecte le cadre thermody-
namique des matériaux standards généralisés.
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Pour résoudre I’équation de la dynamique (2.119) du probléme étudié, il
est donc nécessaire d’appliquer le cadre explicite présenté précédemment, voir la
section 2.3, a la loi d’évolution (3.1) et on obtient :

{ Si f([u]pt1) > ang1 et gy < up,  alors dypge =< fryge — 25 >,
Sinon  cq3/2 =0
(3.2)

Pour résoudre I’équation de la dynamique (2.119) avec ce modéle d’interface
a effet retard, il suffit simplement d’appliquer comme avec le modéle RCCM
standard D'algorithme (5). Ainsi la seule modification est l'implémentation de
la nouvelle loi d’évolution (3.1) & la place de celle du modéle RCCM standard
(2.61) mais il n’y a pas de modification de 'algorithme général. Ainsi, le caractére
modulaire de la résolution est illustré a travers I'intégration de cette nouvelle loi
de comportement pour 'interface.

Pour observer I'impact de ce modéle & effet retard par rapport au modéle
RCCM standard, les cas tests sur le cube RCCM présentés au chapitre 2 sont
réalisés avec ce nouveau modéle d’interface et ensuite comparés aux résultats
précédents.

3.1.2 Comparaison au modéle RCCM standard

Avant de se comparer au modéle RCCM standard, il est nécessaire d’identifier
le temps caractéristique 7 associé a 'interface élastique endommageable. De mani-
ére a pouvoir comparer les résultats, la loi de comportement choisie pour le solide
déformable est toujours élastique linéaire isotrope. Ces travaux ne possédant pas
de partie expérimentale, le temps caractéristique est fixé numériquement. Pour
ce faire, le cas test du cube RCCM, voir la section 2.4.2.1, avec un déplacement
imposé sur les degrés de liberté z, voir figure 2.13, de la face du haut du cube est
réalisé avec différents temps caractéristiques. Les temps caractéristiques choisis
sont ceux présentés en table 3.1.

TABLE 3.1 — Test pour le choix du temps caractéristique
T (s) m(s) T3(s) Ta(s) 75 ()
0.035 0.032 0.03 0.028 0.02

Pour choisir le temps caractéristique le plus adapté a la modélisation, c’est a
dire permettant une limitation de la vitesse d’endommagement et que I’endomma-
gement ne dépasse pas la limite de rupture de linterface wu,, la moyenne des
endommagements des nceuds de I'interface a,, est étudiée. Soit :

Zi\il Qi
Oy = = (3.3)
avec N le nombre de noeuds de contact potentiel que posséde l'interface entre le
solide déformable et le solide rigide et «; 'endommagement o du nceud i. Son
évolution est ensuite observée au cours du temps.
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La figure 3.1 montre I’évolution de la moyenne des endommagements des
nceuds de interface au cours du temps. Un effet retard est en effet observé pour
chaque valeur de 7 de la table 3.1, avec une interface qui s’endommage plus tard
dans le temps.

-4

4 xX10 .
—7,=0.035
[
35— 7,=0.032 ‘
2
75 =0.03 /ﬁj
8H—74=0.028 Hﬂ —————————————————————————
5= 0.02 f(
2.5 |- RCCM Standard )

2,
___u
E Ll e
E
15
1,
ol /

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Temps (s)

FIGURE 3.1 — Evolution de la moyenne de ’endommagement au cours du temps
pour différents temps caractéristiques pour le cas test du cube RCCM en traction.

Effectivement lorsque le temps caractéristique diminue, les courbes d’endom-
magement se décalent sur la droite, et donc dans le temps. Cependant, sur la figure
3.1, on remarque que 'endommagement moyen «,, est supérieur a u, = 0.0003
m a la fin de la simulation. Ainsi il semble qu’un effet retard soit bien observé
avec ce modeéle mais la vitesse d’endommagement ne semble pas étre clairement
limitée. Pour confirmer cette observation, un intérét est porté a la comparaison
de I’évolution de 'endommagement « de tous les nocuds de contact de 'interface
au cours du temps, comme le montre la figure 3.2. Sur la gauche de cette figure
sont illustrés les résultats obtenus avec le modéle RCCM standard, et sur la figure
de droite ceux obtenus avec le modéle a effet retard avec rappel avec un temps
caractéristique 7 = 0.02 s.

x10% x10™

0 001 002 003 0 001 002 003
Temps (s) Temps (s)

FIGURE 3.2 — Evolution de 'endommagement de I'interface en fonction du temps

pour le modéle RCCM standard (a gauche) et le modéle RCCM a effet retard avec
rappel avec 7 = 0.02 s (a droite).
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Comme évoqué pour la figure 3.1, la vitesse d’endommagement n’est pas
vraiment, contrdlée. Effectivement, les courbes tangentes a celles de la figure 3.2
au moment du saut sont des droites a la fin de la simulation, ainsi les vitesses
d’endommagement ¢ ne sont de nouveau pas bornées. Cependant ce modéle a
effet retard permet de gagner en précision avec des valeurs d’endommagement plus
faibles et proches de la limite de rupture u, qu’avec le modéle RCCM standard.

—Surface élastique non-endommagée
—Surface élastiqgue endommagée
- --Surface cassée

—Surface élastique non-endommagée
—Surface élastique endommagée
- - -Surface cassée
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FIGURE 3.3 — Evolution de I’état de l'interface en fonction du temps pour le
modéle RCCM standard (a gauche) et le modéle RCCM a effet retard avec rappel
avec 7 = 0.02 s (& droite).

La figure 3.3 compare I’évolution de I’état de l'interface suivant que son
comportement soit élastique non endommagé (o < «.), élastique endommagé
(e < a < u,) ou dans un état de rupture par rapport aux résultats obtenus avec
le modéle RCCM standard. Il est aisé d’observer l'effet retard. En comparant le
graphique de droite avec celui de gauche, on remarque une proportion de 'interface
qui reste élastique plus longtemps et une rupture plus tardive de l'interface avec
le modéle a effet retard.

x10
12
10 - 1
8 7/ —Energie Cinetique .
. // —Energie Complementaire
2 5l ) Energie Force Int \
) --Energie Force Ext
= K Energie Impulsion contact
GCJ 4+ / Energie Impulsion endommagement
i /' --Bilan Energie
2+ g b
0 ==
2

“0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Temps (s)

FIGURE 3.4 — Evolution des différentes énergies au cours du temps pour un temps
caractéristique 7 = 0.02 s pour le cas test du cube RCCM en traction .
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Pour finir cette comparaison des résultats entre les deux modéles, un intérét
est porté & l’évolution des énergies au cours du temps. Les figures 3.4 et 3.5
montrent les différentes énergies au cours du temps. La figure 3.4 peut étre
comparée & la figure 2.17 présentée dans le chapitre 2 dans le cadre du modéle
RCCM standard. L’énergie cinétique produite par le systéme se déclenche plus
tard sur la figure 3.4 que sur la figure 2.17. Cela s’explique par un arrachement
de 'interface plus tardif.

fffEnergie‘ Impulsion ‘contact ‘
o | —Energie Impulsion endommagement | |
-5000 N
=
Qo
>
2-10000 N
LU
-15000 r N
-20000 ; ! ' ! !
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Temps (s)

FIGURE 3.5 — Evolution des énergies associées aux impulsions au cours du temps
pour un temps caractéristique 7 = 0.02 s pour le cas test du cube RCCM en
traction.

N’étant pas a la méme échelle, la figure 3.5 propose un zoom sur les énergies
associées aux différentes impulsions. On remarque que 1’énergie associée au compor-
tement élastique endommageable de I'interface, en bleu sur la figure 3.5, est activée
plus tard que dans le cas de la résolution avec le modéle RCCM standard comme
le montre la figure 2.18. Ce comportement explique le retard observé par rapport
au modéele RCCM standard sur I'énergie cinétique, avec également I’énergie des
forces intérieures qui réagit plus tard avec le comportement élastique linéaire du
solide déformable.

Il est important de noter que la conservation d’énergie (2.138) est de nouveau
respectée comme le montre la figure 3.4. Le modéle a effet retard proposé respectant
le cadre thermodynamique et explicite, aucune dissipation numérique n’est obser-
vée.

Ainsi ce premier modéle permet de mettre en avant un effet retard, permet-
tant notamment de gagner en précision sur les résultats avec des endommagements
a plus proches de la limite de rupture wu, associée a l'interface. Cependant, la
vitesse ne semble pas étre controlée. Dans la partie suivante, un nouveau modéle a
effet retard est proposé et son objectif est de mieux controler la vitesse d’endomma-
gement.
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3.2 Un modéle i effet retard a vitesse limite

Le premier modéle a effet retard présenté dans la partie précédente n’a pas
permis de résoudre le probléme de la vitesse d’endommagement non bornée. Ainsi,
dans cette partie, un second modeéle a effet retard de nouveau basé sur le modéle
RCCM standard est présenté dans I'objectif de la controler. Ce modéle est basé
sur 'ajout d’une variable interne au modéle, nommée v,, qui correspond a la
vitesse maximale a laquelle 'endommagement de chaque noeud & peut évoluer
comme proposé dans [2]. De la méme maniére que pour le modéle précédent,
pour appliquer I’algorithme de résolution en dynamique explicite (5), la nouvelle
loi d’évolution du modéle RCCM & effet retard proposée doit respecter le cadre
thermodynamique des matériaux standards généralisés. Le modéle proposé est
nommé modéle RCCM a effet retard a vitesse limite.

Dans la deuxiéme partie de cette section, les résultats obtenus avec ce
nouveau modéle a effet retard sont comparés a ceux obtenus avec le modéle RCCM
standard.

3.2.1 Présentation du modéle

Ce modéle est basé sur le modéle RCCM standard. Ainsi, de la méme
maniére que pour le modéle proposé précédemment, il est composé de trois parties.
Une premiére avec le contact unilatéral dont le comportement vérifie le cadre
thermodynamique des matériaux standards généralisés, voir la section 2.2.2.1. La
seconde partie est le contact frottant dont le comportement thermodynamique
est vérifié a 'aide de la méthode du bi-potentiel, voir la section 2.2.2.2. Pour
finir, la troisiéme partie, comme dans le cas précédent, concerne le comportement
élastique endommageable de U'interface. Pour vérifier son appartenance au cadre
thermodynamique, ce dernier doit vérifier I'inégalité de Clausius-Duhem (2.94).

Basée sur les travaux de [2], la loi d’évolution proposée pour I'endommage-
ment est la suivante :

Si f([u]) =aet a<u, alors &@=uv, [1 — exp (—i <f >+>} (3.4)
Sinon & =0 '

avec v, € RT le nouveau paramétre matériau qui représente la vitesse maximale
d’endommagement, f([u]) correspond a la norme du saut de déplacement [u] entre
les deux corps et f sa dérivée. On remarque que si la vitesse maximale tend
vers l'infini, v, — +o0, alors le modéle RCCM standard est retrouvé grace au
développement limité de ezp au voisinage de 0.

En ce qui concerne ’évolution de la raideur d’interface en fonction de I'endom-
magement, elle est choisie comme dans les modéles précédents, avec 1’évolution
proposée en figure 2.4. Ainsi la dérivée de la raideur d’interface par rapport au
temps est négative ou nulle. Pour vérifier 'inégalité de Clausius-Duhem, il est donc
de nouveau nécessaire que la vitesse d’endommagement soit positive ou nulle. Or,
dans la loi d’évolution proposée pour ce modeéle a effet retard (3.4), on a bien
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& > 0. Le cadre thermodynamique des matériaux standards généralisés est vérifié
pour ce modéle. Le formalisme explicite présenté dans 1'algorithme (5) peut étre
appliqué et on obtient :

Si f([u],.;) > ans1 et a1 <up,  alors dpyse = vy [1 — exp (—i < fni3)2 >+)]
Sinon  cv,43/2 =0
(3.5)

De nouveau le caractére modulaire de la résolution est démontré ici, avec le
changement de modéle pour l'interface mais aucune modification de I’algorithme
général de résolution & part I'implémentation de la loi d’évolution.

Pour observer le comportement de ce nouveau modéle, des cas tests sont
réalisés et les résultats sont comparés avec ceux obtenus avec le modéle RCCM
standard. Une présentation du choix de la vitesse maximale d’endommagement v,
est réalisée.

3.2.2 Comparaison au modéle RCCM standard

Comme pour le premier modéle & effet retard avec rappel (3.1), ou il était
nécessaire de choisir un temps caractéristique, pour ce modéle a effet retard
avec vitesse limite, il est nécessaire de déterminer une vitesse d’endommagement
maximale v, associée au comportement élastique endommageable de l'interface.
Pour ce faire, ne possédant pas de banc expérimental, le paramétre v, est choisi
numériquement. De la méme maniére que pour le modéle précédent avec rappel,
le cas test du cube RCCM (présenté en section 2.4.2.1) est appliqué avec un
déplacement imposé sur les degrés de liberté z de la face supérieure du cube
suivant ’évolution présentée en figure 2.13. Le cas test est réalisé avec plusieurs
vitesses maximales comme le montre la table (3.2).

TABLE 3.2 — Test pour la vitesse d’endommagement v,
vy (ms™!) v (mes™!) vy (mus™h) vy (mes™h) vy (ms™h)
0.3 0.5 0.7 1.5 5

Pour comparer les résultats entre les différentes vitesses maximales d’endom-
magement, de la méme maniére que pour le premier modéle a effet retard avec
rappel, la moyenne de 'endommagement «,, (3.3) des noeuds i de l'interface est
calculée au cours du temps.

La figure 3.6 montre les résultats obtenus en fonction des différentes vitesses
d’endommagement maximales choisies dans la table 3.2. La courbe violette "pas
retard" correspond aux résultats obtenus avec le modéle RCCM stantard. Comme
attendu, plus la vitesse maximale est grande, plus la surface s’endommage vite.
Les vitesses d’endommagement étant alors grandes, I'endommagement o dépasse
plus facilement la limite de rupture u, de l'interface. A l'inverse, plus la vitesse
maximale d’endommagement diminue, plus ’évolution des vitesses d’endommage-
ment ¢ est réguliére. D’autre part, la figure 3.6 montre 'apparition d’un effet
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retard plus prononcé & mesure que la vitesse maximale d’endommagement diminue.
Le choix d’une vitesse d’endommagement maximale petite, comme le montre la
courbe bleue sur la figure 3.6 avec v, = 0.3 m.s~!, augmente fortement 1'effet retard
et entraine une évolution plus lente de I’endommagement. Pour endommager
totalement l'interface il serait alors nécessaire d’augmenter les forces extérieures
appliquées au cube RCCM ou la vitesse de chargement pour augmenter les déplace-
ments et les déformations dans le solide déformable.

x107*
—v =03
r
35—V, =05
v, = 0.7
3 f—v, = pas_retard |-------
v, = 1.5
2.5 v =5
.

E ---u,

I
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
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FIGURE 3.6 — Evolution de la moyenne de 'endommagement au cours du temps
pour différentes vitesses maximales d’endommagement v,.

Ainsi, pour la suite des cas tests, la vitesse maximale d’endommagement
choisie est v, = 0.5 m.s~!. Cette vitesse permet notamment de borner 1’évolution
des endommagements « des nceuds de l'interface proches de la limite de rupture
u, comme le montre la figure 3.6.

3.2.2.1 Le cube RCCM sollicité en traction

Dans ce premier cas test, les résultats obtenus avec le modéle & effet retard
avec une vitesse limite v, = 0.5 m.s~! vont étre comparés & ceux obtenus avec
le modéle RCCM standard. Pour cela, c’est le cas présenté en section 2.4.2.1 sur
lequel est appliqué un déplacement imposé comme présenté en figure 2.13 sur les
degrés de liberté associés a la direction z de la face supérieure du cube qui est
réalisé avec en interface ce modéle RCCM a effet retard. La raideur d’interface
est choisie identique a I’évolution présentée en figure 2.4, et les paramétres du cas
test sont ceux présentés dans la table 2.2.

La figure 3.7 montre les résultats d’évolution de ’endommagement au cours
du temps obtenus avec chaque modéle d’interface. On remarque que 'endommage-
ment total de I'interface arrive plus tard avec le modéle RCCM a effet retard
comme attendu avec le controle de la vitesse maximale d’endommagement. D’autre
part, avec ce nouveau modeéle, on remarque que 'endommagement de 'interface
ne dépasse que trés peu la limite de rupture contrairement aux résultats observés
avec le premier modéle a effet retard avec terme de rappel, voir figure 3.2. Ainsi
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ce nouveau modéle permet de controler la précision. Il faut noter que pour un
paramétre physique v, fini choisi, le choix du pas de temps permet alors de ne
pas trop dépasser u,. C’est alors un critére de précision pour le choix du pas de

temps.
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FIGURE 3.7 — Evolution de 'endommagement de l'interface en fonction du temps
pour le modéle RCCM standard (a gauche) et le modéle RCCM a effet retard a
vitesse limite (& droite).

Quant a la figure 3.8, elle permet de mettre en évidence l'effet retard obtenu
avec ce nouveau modéle en montrant I’évolution de I’état de I'interface au cours du
temps. On remarque que 'instant du début d’endommagement reste le méme, ce
qui s’explique par une loi de comportement identique pour le solide déformable et
des conditions aux limites identiques entre les deux simulations. Effectivement, le
transport des ondes élastiques dans le solide déformable reste le méme avant que
Iinterface soit sollicitée. Ensuite de la méme maniére qu’avec le modéle RCCM
a effet retard avec rappel, voir figure 3.3, on remarque que I’endommagement
total de l'interface arrive de maniére plus tardive. Les évolutions sont toujours en
créneaux, ce qui s’explique notamment par 'utilisation d’'un maillage grossier et
le transport des ondes dans le solide déformable. Plus la vitesse v, choisie sera
petite, plus l'interface mettra du temps & s’endommager.
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FIGURE 3.8 — Evolution de I’état de linterface en fonction du temps pour le
modéle RCCM standard (& gauche) et le modéle RCCM a effet retard avec vitesse
limite (a droite).
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FIGURE 3.9 — Evolution des énergies en fonction du temps pour le cas test du
cube RCCM en traction et cisaillement.
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FIGURE 3.10 — Evolution des énergies associées aux impulsions en fonction du
temps pour le cas test du cube RCCM en traction et cisaillement.

Pour finir la comparaison des modéles d’interface sur le cas test de traction,
un intérét est porté a I'évolution des différentes énergies au cours du temps
avec les figures 3.9 et 3.10. Comme avec 'utilisation du modéle a effet retard
avec rappel pour Uinterface, I’énergie cinétique oscille plus tardivement qu’avec
le modéle RCCM standard, voir figure 2.17. Cela s’explique par l'effet retard et
c’est en adéquation avec I’évolution de I'énergie associée a I'impulsion élastique
endommageable de l'interface. Effectivement, avec une interface totalement endom-
magée, les nceuds de linterface n’étant plus retenus par linterface, le solide
déformable n’est alors plus contraint par une force relative a l'interface. Alors
seules les forces extérieures influent sur le solide déformable. L’énergie associée
aux forces intérieures augmente, et donc I'énergie cinétique également. Le bilan
d’énergie étant respecté, le bon comportement énergétique du schéma est vérifié.
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Ainsi le caractére modulaire de la résolution, & condition de respecter le cadre
thermodynamique et explicite, est mis en avant. Effectivement, cette résolution
proposée avec 'algorithme (5) permet de changer facilement de modéle d’interface.

3.2.2.2 Le cube RCCM sollicité en traction et cisaillement

Pour compléter I'étude du modéle RCCM 4 effet retard avec vitesse limite,
le cas test avec traction et cisaillement présenté dans la section 2.4.2.2 est réalisé
avec cette nouvelle loi d’interface. La vitesse maximale d’endommagement v, =
0.5 m.s™! est de nouveau choisie pour ce cas test. Cette vitesse est propre au
comportement de l'interface, elle ne dépend pas des dimensions ou du comporte-
ment du solide déformable.

Pour rappel, dans ce cas test la limite de rupture de l'interface est fixée
A u, = 4.107° m. La figure 3.11 montre la comparaison entre I’évolution des
endommagements « de 'interface sans modéle a effet retard et avec. L’ajout de ce
dernier met en évidence son intérét. Effectivement, on remarque un endommage-
ment plus tardif dans le temps. D’autre part, un gain en précision est observé,
avec des endommagements « qui évoluent et dont le maximum correspond bien a
la limite de rupture u,.
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FIGURE 3.11 — Evolution de ’endommagement de I'interface en fonction du temps
avec le modéle RCCM standard (a gauche) et le modéle RCCM & effet retard a
vitesse limite v, = 0.5 m.s™! (a droite).

La mise en évidence de 'effet retard sur 'endommagement de 'interface est
d’autant plus illustré avec la figure 3.12 qui montre les évolutions des différents
états de l'interface au cours du temps entre le modéle RCCM standard et le
modéle RCCM a effet retard avec vitesse limite. Avec le modéle RCCM standard,
'interface est totalement cassée au bout de ¢t = 2.10™* s contre environ t = 4.10~%
s avec leffet retard.

Pour conclure avec ce cas test en traction et cisaillement, une derniére mise
en donnée est réalisée. L’objectif ici est de mettre en évidence les différences
suivant le choix de la vitesse maximale d’endommagement. Ainsi un résultat est
calculé avec v, = 0.1 m.s™! et la figure 3.13 compare les résultats obtenus avec
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le cas & v, = 0.5 m.s™! en terme d’évolution d’endommagement « des nceuds

d’interface au cours du temps.
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FIGURE 3.12 — Evolution de I'état de Uinterface en fonction du temps avec le
modéle RCCM standard (& gauche) et le modéle RCCM & effet retard a vitesse
limite v, = 0.5 m.s™! (& droite).
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FIGURE 3.13 — Evolution de I'endommagement de I'interface en fonction du temps
pour le modéle RCCM a effet retard a vitesse limite v, = 0.5 m.s™! (a gauche) et
v, = 0.1 m.s™! (a droite).

Sur la figure 3.13, on remarque que les courbes d’endommagement sont moins
inclinées lorsque la vitesse maximale d’endommagement diminue. Cela s’explique
car la tangente a ces courbes correspond a la vitesse d’endommagement ¢. Ainsi,
les courbes étant paralléles pour le cas avec v, = 0.1 m.s™%, on peut en conclure
que chaque noeud évolue a la vitesse maximale d’endommagement. D’autre part,
on remarque que plus 'effet retard est important, plus les courbes d’évolution
de 'endommagement des nceuds de 'interface est réguliére, ce qui provoque un
arrachement plus régulier.
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FIGURE 3.14 — Evolution de I’état de linterface en fonction du temps pour le
modéle RCCM a effet retard a vitesse limite v, = 0.5 m.s™! (& gauche) et v, =
0.1 m.s™! (a droite).

La figure 3.14 montre les états des interfaces obtenus avec chaque vitesse
maximale d’endommagement. Logiquement, plus la vitesse maximale d’endomma-
gement est faible, plus 'interface est endommagée tardivement.

0 0.00297 0.00593
|————— ==

FIGURE 3.15 — Norme du déplacement (m) observée a t = 2,4.10™* s pour le
modeéle RCCM a effet retard & vitesse limite v, = 0.5 m.s™! (& gauche) et v, =
0.1 m.s™* (a droite).

La figure 3.15 conclue ce cas test et montre la norme du déplacement sur le
cube avec le modéle RCCM & effet avec une vitesse limite de v, = 0.5 m.s~! pour
I'interface et celui avec une vitesse limite de v, = 0.1 m.s~!. Au méme pas de
temps, on remarque un arrachement d’interface décalé, voire qui n’a pas débuté
pour le modéle RCCM avec effet retard avec la plus petite vitesse limite.

3.2.2.3 Le test du Peeling

Pour finir, le cas test du peeling, c’est-a-dire de 'arrachement d’un parallélé-
pipéde rectangle, présenté dans la section 2.4.3 est mis en place. La mise en donnée
est la méme, seul le modéle RCCM & effet retard avec une vitesse limite v, =
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0.5 m.s~! est choisi a la place du modéle RCCM standard pour le comportement
de l'interface. L’objectif est ici de regarder 'impact de ce nouveau modéle sur
la partie unilatérale du contact du modéle, le coefficient de frottement ¢ étant
choisi nul dans ce cas test.

La figure 3.16 montre les résultats obtenus avec le modéle RCCM standard
et celui a effet retard avec vitesse limite. De nouveau les mémes phénoménes
sont observés. Effectivement, les endommagements o des noeuds de contact sont
quasiment bornés a la limite de rupture de I'interface, u,. D’autre part, on observe
que les pentes des courbes d’endommagement sont plus réguliéres et moins incli-
nées, ce qui s’explique par le choix de cette vitesse limite pour la vitesse d’endom-
magement & de chaque nceud.
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FIGURE 3.16 — Evolution de I’endommagement de I'interface en fonction du temps
pour le modéle RCCM standard (a gauche) et le modéle RCCM a effet retard a
vitesse limite v, = 0.5 m.s™! (a droite).

La figure 3.17 montre quant a elle I’évolution des états possibles de I'interface
au cours du temps. On y retrouve les résultats obtenus avec le modéle RCCM
standard et ceux obtenus avec le modéle RCCM 4 effet retard avec vitesse limite.
Comme dans les cas présentés précédemment avec le cube RCCM, on remarque
que l'interface est moins endommagée a la fin de 'expérience, ce qui s’explique
seulement par un effet retard. Ces résultats étaient donc attendus.

Pour finir, dans le chapitre précédent, voir la partie 2.4.3, le cas test du
peeling s’est montré intéressant car ’application de la pression tangentielle sur
une face du coté du rectangle, voir la figure 2.26, entraine une rotation globale du
solide déformable, ainsi des impulsions de contact sont observées sur l'interface.
L’objectif ici est d’observer 'impact du changement de modéle pour 'interface
sur ’apparition des impulsions de contact.

La figure 3.18 montre I’évolution de I’énergie due aux impulsions de contact
au cours du temps pour différentes vitesses maximales d’endommagement. On
remarque que le choix de la vitesse maximale d’endommagement v, ne semble pas
avoir d’influence sur les rotations observées dans le solide déformable avec des
évolutions sensiblement similaires pour les impulsions de contact.
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FIGURE 3.17 — Evolution de I’état de I'interface en fonction du temps pour le
modéle RCCM standard (& gauche) et le modéle RCCM a effet retard & vitesse
limite v, = 0.5 m.s™* (& droite).
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FIGURE 3.18 — Evolution de I’énergie associée a I'impulsion de contact pour
différentes vitesses maximales d’endommagement pour le cas test du peeling.

Pour la suite de ce chapitre, ¢’est bien ce modéle a effet retard avec vitesse
limite qui est choisi en modéle d’interface. Effectivement son comportement avec
cette vitesse maximale d’endommagement semble plus physique. D’autre part, il
permet de gagner en précision pour les résultats en terme d’endommagement, avec
un endommagement des nceuds qui ne dépasse que faiblement la limite de rupture
u, de l'interface. Une étude expérimentale de ce parameétre serait intéressante,
notamment dans l'objectif de comparer ces résultats a des expériences réelles.

Ainsi, & travers ces différents modéles a effet retard, le caractére modulaire
de la résolution a été présenté pour les lois de comportement de I'interface.
Maintenant, dans la partie suivante, I’objectif est de montrer ce caractére avec un
changement de comportement pour le solide déformable. Des lois de comportement
comprenant de la visco-élasticité ou de I’endommagement seront a I'étude.
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3.3 Applications a d’autres lois de comportement
pour le solide déformable

Jusqu’a présent les avantages de la résolution proposée basée sur le cadre
thermodynamique des matériaux standards généralisés et la résolution en dynami-
que explicite avec le modéle CD-Lagrange se sont concentrés sur les lois de compor-
tement de l'interface, notamment avec le modéle RCCM standard, et les différents
modeéles a effet retard. Dans la derniére partie de ce chapitre, 'accent est de
nouveau porté sur le caractére modulaire de la résolution. Effectivement dans la
partie précédente, il a été montré la facilité de changement et d’implémentation
de la loi de comportement de 'interface. De la méme maniére ici, I’objectif est
de présenter la facilité d’implémentation et d’intégration dans la résolution d’une
nouvelle loi de comportement pour le solide déformable.

Dans un premier temps un focus est réalisé sur les lois de comportement
visco-élastique [52]. Effectivement, dans 1’ensemble des cas précédents, le choix
d’un matériau élastique linéaire isotrope entraine un transport des ondes élastiques
important, provoquant ainsi des oscillations en déplacement sur les résultats.
[’idée d’utiliser un matériau visqueux est d’amortir le transport de ces ondes
élastiques. I’objectif ici est également de présenter comment conserver la propriété
explicite dans la résolution avec une loi matériau qui dépend de la vitesse. Plus
précisément, les forces intérieures dépendront alors de la vitesse.

Dans un dernier temps, un modéle avec endommagement en volume pour le
solide déformable sera présenté et intégré au cadre thermodynamique. L’objectif
ici est d’ajouter de la non régularité également dans le comportement du solide
déformable. Il est important de noter que les lois matériaux présentées dans ce
chapitre sont écrites sous ’hypothése de petites perturbations.

3.3.1 Un modeéle visco-élastique : le modéle de Kelvin-Voigt

Dans la littérature il existe une multitude de lois de comportement matériau
visco-élastiques [20], ¢’est-a-dire dont les forces intérieures dépendent de la vitesse
des déformations observées dans le solide déformable. Dans ces travaux, un intérét
est porté au modeéle de Kelvin-Voigt, correspondant & un amortissement du modele
élastique linéaire isotrope [52] utilisé jusqu’a présent pour les simulations.

3.3.1.1 Présentation du modéle

Dans un premier temps, 'objectif est de présenter le modéle de Kelvin-
Voigt et de vérifier son intégration au cadre des matériaux standards généralisés.
Contrairement au modéle de Maxwell [52], celui de Kelvin-Voigt met en paralléle
le comportement visqueux au comportement élastique du solide déformable. Le
modéle rhéologique présenté en figure 3.19 illustre ce modéle. Soit E le module
d’élasticité du solide déformable et n le coefficient de viscosité associé.

Ainsi, ce modéle peut étre présenté sous la forme suivante :

oc=0°+o0c™ (3.6)
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FIGURE 3.19 — Rhéologie du modeéle de Kelvin-Voigt.

Soit o€ la partie élastique de la contrainte correspondant a celle du modéle
élastique linéaire et o la partie associée a la viscosité dans le modéle, soit a
I’amortissement.

Pour définir les lois d’état associées a chacune de ces contraintes, il est
nécessaire d’introduire les invariants du tenseur des déformations e (1.8) et ceux
du tenseur de la vitesse des déformations € (1.37). Soit €, €2, et ez les trois
invariants du tenseur des déformations tels que :

€1 = Tr(e) (3.7)
€ = % (Tr(e)® — Tr(€?)) (3.8)
e3 = det(e) (3.9)

De la méme maniére, soit €1, €5, et é3 les trois invariants du tenseur des
vitesses de déformations tels que :

é1 = Tr(é) (3.10)
- % (Tr(e)? — Te(&2) (3.11)
é5 = det(€) (3.12)

avec Tr(-) Popérateur trace et det(-) 'opérateur déterminant.

La contrainte associée au comportement élastique o correspond a la loi
d’état du comportement élastique linéaire isotrope [52|, ce qui revient donc a
I’exprimer en fonction du potentiel d’énergie libre ¥ introduit comme :

U= (%)(Ae% + 2€ : €) (3.13)

avec p la masse volumique du solide déformable, ¢, le premier invariant du tenseur
des déformations présenté en équation (3.7) et € le tenseur des déformations (1.8).
Soit A\ et pu les coefficients de Lamé définis respectivement par :

Ev

A U= ) (3.14)
= ﬁ (3.15)
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avec v le coefficient de Poisson et F le module d’Young du solide déformable. Il est
important de remarquer que v ne peut pas avoir une valeur de 0.5, cela reviendrait
au cas d’un matériau incompressible. Cette problématique n’est pas traitée dans
ces travaux. Ainsi le coefficient de viscosité 1 qui caractérise la viscosité dans le
modéle de Kelvin Voigt présenté en figure 3.19 s’écrit [52] :

n=A(1-2v)0+2ub, (3.16)

avec 0, > 0 et 6, > 0 deux coefficients de relaxation caractérisant la viscosité du
solide déformable.

En ce qui concerne la partie visqueuse de la contrainte o, elle dépend de la
vitesse de déformation €. Pour I'introduire dans le cadre des matériaux standards
généralisés, il est nécessaire d’exprimer cette quantité en fonction d’un potentiel de
dissipation ¢. Dans le cadre du modéle de Kelvin-Voigt [52], ce potentiel s’écrit :

1
o(€) = i(AGAéf + 2ub € : €) (3.17)

avec €; le premier invariant du tenseur des vitesses de déformation présenté en
équation (3.10) et éy le second introduit avec léquation (3.11). Ce potentiel
(3.17) est bien convexe. C’est une condition suffisante pour respecter I'inégalité
de Clausius-Duhem ; le modéle vérifie donc le cadre thermodynamique.

Les contraintes o€ et %" s’écrivent respectivement en fonction d’un potentiel
d’énergie libre et d’un potentiel de dissipation tous les deux convexes. Le formalisme
des lois d’état et d’évolution permet alors d’écrire :

o = p(0V/0e) = \T'r(e)l + 2ue (3.18)
o = 0p/0€ = N\ Tr(€)l + 2ub,€ (3.19)

avec I le tenseur identité de dimension trois. On remarque que si 6, = 0, = 0, le
modéle de comportement élastique linéaire est retrouvé [52.
Ainsi le modéle de Kelvin-Voigt s’écrit de la maniére suivante :

o= \NTr(e) +6,\Tr(€)l+2u(e+0,€) (3.20)

Ce modéle vérifie donc le cadre thermodynamique des matériaux standards
généralisés. Dans la partie suivante, le cadre de résolution explicite proposé est
appliqué a ce modeéle avec la présentation de 'ajout de la viscosité.

3.3.1.2 Reésolution d’un modéle visco-élastique

Dans cette sous-section, le comportement du modéle de Kelvin Voigt est
étudié. Dans un premier temps il est montré comment introduire un tel modéle
dans le cadre explicite. Dans un second temps les résultats sont comparés a ceux
obtenus avec le modéle élastique linéaire isotrope. Enfin, I'impact de la viscosité
sur le comportement de 'interface est étudié.
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Application du cadre de résolution explicite

Le modeéle de Kelvin Voigt est inscrit dans le cadre thermodynamique des
matériaux standards généralisés présenté dans le chapitre 2. Ainsi, 'objectif est
de mettre en place l'algorithme (5). Dans cet algorithme, en changeant de modéle
matériau, c’est le calcul des forces intérieures F,;,+1 qui change. Appliquer le
cadre de résolution revient a calculer les variables d’état au piquet temporel ¢,
et les variables d’évolution au piquet temporel ¢, 3/5.

Alinsi, le tenseur des déformations, introduit dans le chapitre 1 avec I’équation
(1.8) dans le cadre de ’hypothése de petites perturbations, discrétisé est :

1
€ntr1 = 5 (Vmun-i-l + Vmungl) (321)

avec u le déplacement d’un point & du domaine ;.

De la méme maniére, le tenseur des vitesses de déformations €, introduit
avec I’équation (1.37) dans le cadre de I'hypothése de petites perturbations, étant
une variable d’évolution, est discrétisé de la facon suivante :

, 1
€n+1/2 = 5 (van+1/2 -+ vaz;rl/z) (322)
avec v le vecteur vitesse associé 4 un point & du domaine ;.
Ainsi, dans le cadre du modéle de Kelvin-Voigt, la contrainte (3.20) discrétisée

décrivant le comportement du solide déformable est la suivante :

On1 = NTr(€ny1) + O\Tr(€ny1y2)) L+ 2p(€ng1 + 0u€pniy2) (3.23)

Il est important de remarquer que le tenseur des vitesses de déformation €
est choisi au piquet de temps t,,1/2 et non t,43/2; ¢’est ’hypothése proposée
par Belytschko [8]. Effectivement, cette manipulation permet de conserver la
résolution explicite du modéle dans 'algorithme (5). Un inconvénient de cette
technique pour conserver le caractére explicite du modéle est son impact sur
le pas de temps critique. Effectivement ce dernier se verra dégradé [8]. Plus
lamortissement est prononcé, c’est a dire plus 0y et 6, sont grands, plus le pas
de temps critique sera petit. Ainsi Palgorithme (5) peut étre appliqué et il reste
explicite.

Application au cube RCCM sollicité en traction

Dans cette deuxiéme sous partie, 'objectif est de comparer les résultats
obtenus avec le modéle de Kelvin-Voigt sous ’hypothése de petites perturbations
en réalisant le cas test en traction sur le cube RCCM présenté dans la section
2.4.2.1.

Le méme maillage et les mémes paramétres sont choisis. Seul le chargement
est modifié de maniére a mettre plus en évidence les effets de la viscosité sur
I'interface et le solide déformable avec un chargement non régulier favorisant
I’apparition des ondes élastiques. La figure 3.20 présente I’évolution de la vitesse
imposée choisie pour les degrés de liberté z de la face supérieure du cube.
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FiGURE 3.20 — Conditions aux limites sur la vitesse imposée pour le cas test du
cube RCCM sollicité en traction pour un matériau visco-élastique.

Le pas de temps choisi pour la réalisation de cette simulation reste h =
1.107° s. Les coefficients de relaxation sont quand & eux choisis égaux et 6, =
0y = 1.1072 s. Le modéle d’interface choisi est le modéle RCCM a effet retard
avec vitesse limite v, = 0.4 m.s™! présenté a la section 3.2.
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FIGURE 3.21 — Evolution de ’endommagement de I'interface en fonction du temps
pour le modéle visco-élastique (& droite) et le modeéle élastique linéaire (& gauche).

La figure 3.21 compare les résultats obtenus pour un solide déformable
possédant un comportement visco-élastique avec le modéle de Kelvin-Voigt ou
possédant un comportement élastique linéaire. L’évolution de I'endommagement
est sensiblement différente entre les deux modéles. Effectivement, avec le modéle
de Kelvin-Voigt, 'interface réagit plus rapidement mais de maniére plus réguliére.
D’autre part, I'interface semble s’endommager légérement plus rapidement comme
le montre la figure 3.22.

Ce comportement de l'interface s’explique par la formulation de la contrain-
te du modéle de Kelvin-Voigt présentée avec I’équation (3.20). Ainsi, avec ce
modéle, & un meéme temps t,, les contraintes appliquées sur 'interface sont plus
grandes avec I'effet de la viscosité et donc I'interface s’endommage plus vite car les
conditions aux limites sont imposées en vitesse. Avec un modéle élastique linéaire,
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seul o = o, serait appliqué sur 'interface. Or avec le modéle de Kelvin-Voigt,

T .n €st

(3.19).
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FIGURE 3.22 — Evolution de I’état de Uinterface en fonction du temps pour le
modéle visco-élastique (& droite) et le modéle élastique linéaire (a gauche).
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FIGURE 3.23 — Evolution des énergies au cours du temps pour le modéle élastique
linéaire pour le cas test du cube RCCM sollicité en traction.

Pour finir cette comparaison entre les deux comportements du solide défor-
mable, la comparaison des évolutions des différentes énergies met en avant I’amor-
tissement dans le solide déformable comme le montrent les figures 3.23 et 3.24.

On remarque sur la figure 3.24 que l'énergie cinétique et celle des forces
intérieures sont bien plus amorties en utilisant le modéle de Kelvin-Voigt comme
comportement pour le solide déformable, notamment avec des courbes qui oscillent
moins comparées a celles obtenues avec le modéle élastique comme le montre la

figure 3.23.
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FIGURE 3.24 — Evolution des énergies au cours du temps pour le modéle visco-
élastique avec 0, = 0, = 1.107% s pour le cas test du cube RCCM sollicité en

traction.
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FIGURE 3.25 — Evolution des énergies associées aux impulsions au cours du temps
pour le modéle visco-élastique avec 6, = 6, = 1.107% (a droite) et le modeéle
élastique linéaire (a gauche) pour le cas test du cube RCCM sollicité en traction.

Pour conclure, la figure 3.25 montre 1’évolution des énergies au cours du
temps des énergies associées a I'impulsion élastique endommageable de 'interface
et de contact. On remarque sur le graphique de droite de la figure 3.25 que
pour arracher I'interface, moins d’énergie est nécessaire. D’autre part cette figure
confirme un arrachement plus tot obtenu avec le comportement visco-élastique du
solide déformable.
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Etude de I’impact de la viscosité sur P’interface élastique endommageable

Dans cette derniére sous-section sur le modéle de Kelvin-Voigt en compor-
tement pour le solide déformable, 'objectif est d’observer 'impact de la valeur
des coefficients de relaxation sur l'interface. Pour ce faire, les résultats obtenus
avec 0y =0, = 1.1072 s sont comparés avec des résultats obtenus avec 0y = 0, =
1.107* s. Le pas de temps choisi pour les calculs reste le méme avec h = 1.1075 s,

La figure 3.26 montre les résultats obtenus pour les deux choix des coefficients
de relaxation. Logiquement, plus les coefficients sont grands, plus 'endommage-
ment est important rapidement sur U'interface. La régularité sur les courbes est
maintenue.

_-Ur

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0 0.005 0.01 0.015 0.02

Temps (s) Temps (s)

FIGURE 3.26 — Evolution de I'endommagement de I'interface au cours du temps
pour le modeéle visco-élastique avec 6y = 6, = 1.1073 (a gauche) et 6y = 0, =
1.107* (a droite).
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FIGURE 3.27 — Evolution des énergies au cours du temps pour le modéle visco-
élastique avec 6y, = 6, = 1.107% s (& gauche) et 6, =0, = 1.10* s (& droite).

La figure 3.27 montre I’évolution des énergies au cours du temps des énergies
associées aux impulsions élastique endommageable et de contact. On remarque
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de nouveau logiquement que plus les coefficients de relaxation sont grands, plus
I’énergie nécessaire pour arracher 'interface est petite. Effectivement, des coeffici-
ents de relaxation plus grands entrainent une contrainte plus grande (3.20) sur
I'interface, et donc plus de facilité a s’arracher et donc moins d’énergie nécessaire
pour 'arrachement. Effectivement, la figure 3.27 montre qu’avec des coefficients
plus grands, I'interface s’endommage plus rapidement. D’autre part, la viscosité
amortissant les ondes élastiques, 'interface est alors moins sollicitée par le solide
déformable, d’oti une énergie plus faible.

Alinsi, cette section a montré comment implémenter un modéle visco-élastique
dans le cadre de résolution proposé. Effectivement, elle montre la possibilité de
résoudre en explicite des problémes dont les forces intérieures dépendent de la
vitesse. D’autre part, aprés avoir montré le caractére modulaire de la résolution
en changeant facilement de modéle d’interface, ici, il est montré qu’il est également
trivial de changer de loi de comportement matériau pour le solide déformable.

Pour conclure ce chapitre, une derniére loi de comportement en volume est
étudiée, elle intégre également de ’endommagement dans le comportement du
solide déformable.

3.3.2 Modéle d’endommagement

Dans un premier temps, un probléme rencontré avec I’endommagement dans
le volume est de savoir comment ce dernier peut étre quantifié. Effectivement, un
matériau endommagé pourrait par exemple présenter des initiations de fissures.
Cependant, ce cas n’est pas traité ici. Dans cette partie, un modéle simple d’endom-
magement est étudié, 1'objectif étant de montrer le caractére modulaire de la
résolution proposée. Ainsi, pour quantifier 'endommagement, il est nécessaire
d’introduire une variable interne [52], de la méme maniére que pour U'interface avec
(2.137). Soit d € [0, 1] une variable donnant localement I’état de 'endommagement.
Si d = 0 alors le volume n’est pas endommagé, & I'inverse si d = 1 alors il est
totalement endommagé. Pour étre thermodynamiquement admissible, ce modéle
doit vérifier le cadre thermodynamique des matériaux standards généralisés.

Pour ce faire, en ce basant sur le modéle élastique [52], le potentiel d’énergie
libre W, convexe, est introduit :

(e, d) = %e (1—d)C: e (3.24)

avec C l'opérateur de Hooke, tenseur d’ordre 4 |34, 52|, utilisé pour le modéle
¢lastique. L’¢tat de I'endommagement est borné et d € [0,1]. Si d = 0 alors le
potentiel d’énergie libre associé au comportement élastique linéaire est retrouvé
[52], le solide déformable n’est pas endommagé. Si d = 1, alors le volume est
totalement endommagé, cela revient & avoir une contrainte nulle (0 = 0). Le
calcul de la loi d’état associée au potentiel d’énergie libre (3.24) permet d’obtenir
la contrainte de Cauchy o du matériau de la maniére suivante :

ov

=5 =(1-dC:e=(1-do. (3.25)

o
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avec o, la contrainte associée au modéle élastique linéaire isotrope présenté avec
I'équation (3.18), et € le tenseur des déformations.

Le potentiel d’énergie libre (3.24) dépendant également de la variable interne
donnant I’état de 'endommagement d, une seconde variable d’état Y est introduite
et associée a d et s’exprime sous la forme suivante :

Y=—=—€:C:¢€ (3.26)

Physiquement, la variable —Y est appelée le taux de relachement d’énergie
¢lastique [52]. Il reste maintenant & connaitre la maniére dont I’état de I'endomma-
gement d évolue. Pour que ce modéle vérifie le cadre thermodynamique, il est
nécessaire que le second principe de la thermodynamique soit respecté. Or, la
seule dissipation ® observée est associée a I'état de 'endommagement dans le
volume. Ainsi en appliquant I'inégalité de Clausius Duhem (2.26), on obtient :

d=-Yd>0 (3.27)

Ainsi, pour que l'inégalité de Clausius-Duhem (3.27) soit respectée, il est
nécessaire que la loi d’évolution de I'endommagement respecte d >0, avec d la
variable quantifiant la vitesse de 'endommagement dans le solide déformable, soit
la dérivée totale en temps de ’état de 'endommagement, car —Y > 0. Elle joue
le méme role que & pour 'endommagement de I'interface.

L’évolution de I’état de 'endommagement est basée sur les travaux de Allix
et Deii en 1997 [2]. Une fonction & seuil fy est introduite, dépendant notamment
de I’énergie Y, nécessaire a ce qu’une fissure débute dans le solide déformable, de
la maniére suivante :

VY - VY

fY(Y) \/}7

(3.28)

avec Yy I'énergie initiale.

Ainsi de la méme maniére que pour le modéle d’interface RCCM a effet
retard avec vitesse limite, pour éviter une localisation de 'endommagement avec
une dépendance en maillage, I’évolution proposée pour d comprend un effet retard
et est définie de la maniére suivante [2] :

(3.29)

d=1L L1 —eroshhMmd>+] 6i d <1
d= 1 sinon

avec 7. un temps caractéristique caractérisant 'effet retard volumique, a un para-
métre matériau [2| et < - >, l'opérateur correspondant a la valeur positive.

Avec la loi d’évolution de I'état de 'endommagement d présentée avec I’équa-
tion (3.29), la condition d > 0 est bien respectée, et donc I'inégalité de Clausius-
Duhem (3.27) est vérifice. Le modéle fait donc partie intégrante du cadre thermo-
dynamique des matériaux standards généralisés. Physiquement, il ne faut pas que
d se rapproche trop de 1, sinon des éléments & contrainte nulle seraient présents,
mais les fissures ne sont pas prises en compte avec ce modéle. Ainsi une valeur
d’endommagement critique d,. est imposée :
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d<d.<1 (3.30)

Pour le cas test, le choix de la valeur maximale d’endommagement est d, =
0.8 [12]. Dans la sous partie suivante, le cadre explicite est mis en place.

Application du cadre de résolution explicite

Pour mettre en place le cadre de résolution explicite proposé, il est nécessaire
que les variables d’état soit calculées a un piquet de temps t,,; alors que les
variables d’évolution a un piquet correspondant a un demi pas de temps, t,,3/2.
Ainsi en appliquant le schéma CD-Lagrange, la variable d’état quantifiant I’état
de 'endommagement d, & un noeud ¢ du maillage, s’écrit :

{ Si dpy1 < dey, dpyr =dy+h dn+1/2 (3.31)

sinon d,q = d.

avec h le pas de temps. Pour le calcul du pas de temps critique heyy (2.125), il
suffit de prendre la raideur initiale du solide déformable (en effet elle diminue par
la suite dans le volume avec 'endommagement).

D’autre part, la loi d’évolution (3.32) discrétisée s’écrit :

{ Sl dTL+1 < dC> dn+3/2 - TLC[]' - 6*a<fY(Yn+l)*dn+1>+] (3 32)

Sinon dn+3/2 =0

Dans la sous partie suivante, un cas test est présenté avec ce modéle et
comparé aux résultats précédents avec un matériau élastique linéaire isotrope.

Application au cube RCCM en traction

Pour finir ce chapitre, le cas test présenté est le méme que celui réalisé avec
le modéle de Kelvin-Voigt dans la partie 3.3.1.2. La vitesse imposée appliquée aux
degrés de liberté associés a la direction z des noeuds de la face supérieure du cube
est présentée en figure 3.20. Le modéle choisi pour 'interface est le modéle RCCM
avec effet retard avec vitesse limite v, = 0.4 m.s~!. Les paramétres choisis pour le
modéle d’endommagement sont ceux présentés dans la table 3.3.

TABLE 3.3 — Choix des paramétres pour le modéle d’endommagement volumique
Yo (Pa) Y. (Pa) 7.(s) a d.
5.10  2,3.10° 2.107° 10 0.8

La figure 3.28 montre I’évolution de 'endommagement de l'interface pour
chaque nceud de l'interface au cours du temps, pour le modéle élastique linéaire,
et le modéle élastique avec endommagement.

La différence de résultat est remarquable. Effectivement avec I’endommage-
ment en volume, 'interface n’est pas du tout cassée. Cela s’explique par le compor-
tement volumique du solide déformable. La figure 3.29 montre I’évolution de
I’endommagement moyen sur I’ensemble des nceuds du volume au cours du temps.
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FIGURE 3.28 — Evolution de l'endommagement de linterface au cours du
temps pour le modéle élastique linéaire (a gauche) et le modéle élastique avec
endommagement (& droite).
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FIGURE 3.29 — Evolution de I’endommagement moyen dans le volume.

Avec les figures 3.28 et 3.29, on remarque que plus le volume s’endommage,
plus les vitesses d’endommagement des nceuds diminuent et donc moins 'endom-
magement de 'interface évolue. Cela s’explique simplement par une diminution
de la raideur dans le volume proposée dans le modéle (3.24), ce qui diminue donc
les contraintes appliquées & l'interface. Le volume étant rapidement totalement
endommagé comme le montre la figure 3.29, cela implique une diminution de la
raideur de 80% a cet instant car d. = 0.8. Ainsi, par rapport au cas élastique il
y a moins de contraintes appliquées sur l'interface. Ainsi cette derniére n’est pas
endommagée, o < a, comme le montre la figure 3.30 présentant 1’évolution des
3 états possibles de l'interface avec 'utilisation du modéle élastique linéaire ou
élastique endommageable pour le comportement du solide déformable. Effective-
ment sur la figure 3.28, on remarque sur le graphique de droite que ’ensemble
des endommagements « associés a chaque noeud de 'interface sont en dessous de
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la limite élastique a, = 0.0001 m. C’est pourquoi sur le graphique de droite de
la figure 3.30 l'interface est toujours totalement élastique pendant la simulation.
L’interface n’est pas suffisamment endommagée et donc la raideur associée est
toujours égale a sa valeur initiale, voir la figure 2.4.
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— Surface élastique non-endommagée ® —Surface élastique non-endommagée

8 1.2  |—Surface élastique endommagée S12f —Surface elast|gue endommagée i
8 — -Surface cassée = — -Surface cassée
a | - --- I
s :

0.8 I |
3 % 0.8
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5 0.6 © 0.6 J
> )
© 04 To4} |
5 S
£02 S 02} |
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2 i
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0 0.005 0.01 0.015 0.02 0 0.005 0.01 0.015 0.02
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FIGURE 3.30 — Evolution de I'é¢tat de linterface au cours du temps pour le
modéle élastique linéaire (a gauche) et le modéle élastique avec endommagement
(a droite).

Ainsi ce chapitre a permis de mettre en avant ’avantage de cette résolution.
Effectivement le caractére modulaire de cette derniére a été montré, notamment
avec I’application de nouveaux modéles d’interface avec de nouvelles lois d’évoluti-
on pour la vitesse d’endommagement. Ainsi, les modéles non-locaux en temps sont
facile d’adaptation. Cependant pour les modéles non-locaux en espace, comme
pour les modéles avec des limiteurs de localisation |61, 68|, des études restent
a réaliser, notamment pour voir si il est possible de conserver une résolution
sans matrices pour appliquer la résolution proposée ici. D’autre part, la facilité a
changer de loi de comportement pour le solide déformable a également été mise en
avant, avec 'application du modéle de Kelvin-Voigt ou encore le modéle élastique
avec endommagement. [.’application de ces modéles a la résolution a permis de voir
comment gérer la viscosité dans I'implémentation explicite des forces intérieures,
ou encore l'ajout et la gestion de nouvelles variables internes comme |’état de
I’endommagement du solide déformable.

Dans le chapitre suivant, 'objectif est de montrer comment intégrer cette
résolution dans le cadre des grandes transformations.
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Chapitre 4

Extension de la résolution aux
grandes transformations

Dans les chapitres précédents, la présentation d’une résolution explicite basée
sur le cadre des matériaux standards généralisés a été présentée. Son aspect
modulaire a été mis en avant. Effectivement la simplicité d’implémentation d’un
changement de loi matériau pour l'interface entre le solide déformable et le solide
rigide a été montrée par ’application de lois de comportement a effet retard. Pour
ce chapitre, le modéle d’interface choisi est le modéle RCCM 4 effet retard avec
vitesse limite v,., voir la section 3.2. Il permet d’apporter une approche physique au
modéle et également de controler la précision de ’évolution de ’état de I'interface.
Dans le chapitre précédent, il a également été montré la facilité de changement de
loi de comportement pour le solide déformable, avec ’ajout d’'un comportement
visqueux a l'implémentation et également le traitement de nouvelles variables
internes avec 'ajout de 1’état de 'endommagement du volume.

Cependant, 'application de ’ensemble de ces lois a été réalisé dans le cadre
de ’hypothése de petites perturbations. Ultérieurement, ’application visée avec
ces travaux est le procédé de démoulage de pneu. Or, c’est un procédé dans lequel
de grands déplacements sont observés et aussi de grandes déformations. Ainsi,
I'objectif de ce dernier chapitre est de présenter 'adaptation de la résolution
proposée aux grandes transformations [56].

Dans un premier temps, c’est I'adaptation aux grandes transformations du
cadre de résolution explicite qui est présentée avec une introduction de ’algorithme
de résolution (5) dans ce nouveau cadre. Dans un second temps, la résolution
sera appliquée au modéle de comportement de Saint-Venant-Kirchoff qui est une
généralisation du modéle élastique linéaire en grandes transformations. Les cas
avec et sans viscosité sont traités. Les résultats obtenus sont comparés a ceux
obtenus avec I’hypothése de petites perturbations. Pour finir, un cas test simplifié
de 'arrachement d’une lamelle d’un pneu est présenté avec une application dans
un code semi-industriel, MEF+-+.
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4.1 Adaptation du cadre de résolution aux grandes
transformations

Dans cette premiére partie, 'objectif est de proposer une généralisation
de l'algorithme de résolution (5) au cadre des grandes transformations. Il est
important de noter que l'algorithme peut étre utilisé a condition que les lois de
comportement pour le solide déformable et pour I'interface soient thermodynami-
quement, admissibles, soit pour étre plus précis, qu’elles vérifient 1'inégalité de
Clausius-Duhem, voir le chapitre 2.

Dans le chapitre 1, I'écriture de 1’équation de la dynamique est basée sur
le principe des puissances virtuelles. Ainsi, dans ce formalisme, I’ensemble des
puissances, & savoir la puissance des forces d’accélération (1.20), la puissance
des forces intérieures (1.17) et la puissance des forces extérieures (1.18) ont été
introduites. Ces équations sont écrites sur la configuration déformée €, car dans
le cas de probléme sous I'hypothése de petites perturbations, la configuration
déformée est considérée identique a la non déformée €y pour les calculs. Ainsi
I’ensemble des calculs sont réalisés sur cette configuration, et c’est dans cette
logique que s’inscrit I'implémentation de I'algorithme de résolution proposé (5).

Dans le cadre des grandes transformations, il y a une distinction entre la
configuration déformée €2; et non déformée €2y. Pour ces travaux, c’est la méthode
du Lagrangien total [34] qui est utilisée. Elle implique de réaliser I'ensemble
des calculs sur la configuration initiale pour appliquer la méthode des éléments
finis. En utilisant les équations (1.34), (1.39) et (1.38), le principe des puissances
virtuelles s’écrit alors avec I'équation (1.41) sur la configuration initiale. L’écriture
de I’équation de la dynamique est alors basée sur cette équation (1.41).

Ainsi, pour calculer sur la configuration non déformée les grandeurs corres-
pondantes au solide déformable, le second tenseur de Piola-Kirchoff S (1.9) est
introduit. Ce tenseur symétrique permet de décrire les contraintes de Cauchy
observées sur la configuration déformée, sur la configuration initiale. Il permet
ainsi de décrire le comportement du solide déformable sur cette configuration.
Les forces intérieures (1.56) sont alors écrites en fonction de ce tenseur. Dans le
cadre des grandes transformations, le second tenseur de Piola-Kirchoff est décrit
a partir d’un descripteur de déformation. Dans ces travaux, c’est le tenseur des
déformations de Green-Lagrange E (1.7) qui est utilisé et qui s’écrit Yu € U sous
la forme suivante :

1 1
E= [qu +(Vxw)'| + 5 (Vxu)' Vxu (4.1)

avec U l'ensemble défini comme (1.13), u le vecteur déplacement associé a un
point X de la configuration initiale. Le déplacement étant une variable d’état, en
appliquant le cadre de résolution explicite, le tenseur des déformations de Green-
Lagrange discrétisé s’écrit :

1 1
E,.1= 5 [VXun+1 + (VXun+1)T] + B (qun+1)T Vxu, (4.2)

Dans le cadre d’une loi de comportement visqueuse pour le solide déformable,
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la dérivée temporelle du tenseur des déformations de Green-Lagrange E, tenseur
objectif, doit étre introduite, et V(u,v) € U x Uy, elle s’écrit :

o % (Vv + (vxv)] + % (V) Vxu + (Vxu) Vxv] (4.3)

avec v le vecteur vitesse associé & un point X de la configuration initiale.
La vitesse étant une variable d’évolution, la dérivée temporelle du tenseur
des déformations de Green-Lagrange discrétisée s’écrit :

: T
E (Wpt1, Vigsy2) = [VXVn+3/2 =+ (VXVn+3/2) ]

N | —

1 (4.4)
T T
+3 [(VXVn+3/2) Vit + (Vi) Van+3/2}

Ainsi, & partir des formulations (4.2) et (4.4), les forces intérieures peuvent
étre calculées. Dans ces travaux, en ce qui concerne les forces extérieures, d’un
point de vue implémentation, aucun changement n’est observé. Effectivement les
conditions aux limites étant exprimées au bord de Dirichlet 0,£2; avec une vitesse
imposée, elles sont directement appliquées aux degrés de liberté associés sur le
vecteur vitesse assemblé dans la méthode des éléments finis.

Il reste maintenant a étudier comment sont calculées les impulsions élastiques
endommageables et de contact associées au modéle d’interface, soit le modéle
RCCM avec effet retard avec vitesse limite, voir section 3.2. Pour rappel les
impulsions associées au contact sont obtenues par la résolution de deux problémes
de complémentarité résolus a l'aide des algorithmes (2) pour 'impulsion normale
associée au contact unilatéral, et (3) pour l'impulsion tangentielle associée au
contact frottant. Ces impulsions sont calculées localement aux noeuds de I'interface
et nécessitent donc la connaissance de la normale n et de la tangente t en chacun
de ces noeuds. Or, le schéma CD-Lagrange fournit la configuration, elle est connue
a t,11, il est donc possible de connaitre ces directions. Ainsi, aucune modification
n’est nécessaire pour le calcul des impulsions de contact. Cela est possible car
la matrice de masse M (1.53) est lumpée, ainsi il est possible de calculer les
valeurs des impulsions aux nceuds. D’autre part, M est la méme sur chacune des
configurations. Pour rappel, dans le cadre de ces travaux, en condition intiale, le
contact est imposé a tous les nceuds de 'interface entre le solide déformable et le
solide rigide. Sous 'hypothése de petites perturbations, de faibles déplacements
sont observés. Cependant dans le cadre des grandes transformations, de grands
déplacements sont observés. Ainsi, dans le cas ou il y a plusieurs interfaces orientées
différemment, il est nécessaire d’utiliser un algorithme de détection de contact a
partir de la configuration U,,; déja connue grace a l'utilisation du schéma CD-
Lagrange. Cela permet de recalculer le gap pour savoir si un nceud est en contact
ou non et avec quelle interface. Il existe une multitude d’algorithmes de détection
de contact en explicite et [25, 38, 42, 46| en présentent certains.

Pour finir, il reste a calculer 'impulsion associée au comportement élastique
endommageable (2.118) de I'interface. En grandes transformations I'interface est
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soumise a des déplacements plus grands, ainsi elle se déforme. Sous ’hypothése de
petites perturbations, ces phénoménes n’ayant pas lieu, il n’était alors nécessaire
de calculer qu’une seule fois la matrice W (2.118) concentrant sur sa diagonale
les poids des nceuds de linterface calculés sur la configuration non déformée
de l'interface. Maintenant, il est nécessaire de calculer la matrice W a chaque
pas de temps pour obtenir I'impulsion généralisée liée au comportement élastique
endommageable de 'interface. Les quantités étant connues, 'impulsion est calculée
sur la configuration déformée.

Pour résumer, 1'algorithme (6) présente une généralisation de I'algorithme
(5) dans le cadre des grandes transformations.

Algorithm 6 Résolution d'un incrément de temps dans le cadre des grandes
transformations
Entrées : Un; Vn+1/2; (07 dn+1/2
1. Calcul de la configuration explicite :
U, (2.103), g1 (2.109), [u],41 (2.106), apgr (2.107), Fegt 1
Calcul de E,1; (4.2) et E(u,11,Vyi1/2) (4.5) suivant la loi matériau
choisie
2. Calcul des lois d’état :
Calcul de S et Fiy 11 avec la loi choisie pour le corps déformable
Calcul de 04,11 avec (2.116) et (2.117) pour chaque nceud de contact
3. Dynamique explicite :
Calcul de la matrice de poids W,, |
Calcul de Ry ,43/2 avec (2.118)
Calcul de Viee avec (2.120)
Détection de contact pour les nceuds de l'interface
Résolution explicite des problémes linéaires de complémentarité avec les
algorithmes (2) et (3) pour obtenir R 3/
Résolution de I'équation de la dynamique (2.119) pour obtenir V,,;3/,
4. Loi d’évolution :
Résolution locale de (3.5) pour obtenir ¢, 3/ pour chaque nceud de
contact
Sorties : Un+1, Vn+3/2; (@7 dn+3/2

Ainsi, le cadre de résolution explicite proposé s’adapte facilement au cadre
des grandes transformations. Le calcul des impulsions restant inchangé avec pour
le contact les algorithmes (2) et (3) et I’équation (2.118) pour I"impulsion élastique
endommageable, les directions de contact étant déja connues grace au schéma
CD-Lagrange. Le calcul de la dérivée du tenseur de Green-Lagrange discrétisé est
réalisé de la maniére suivante :

: T
E (Wpq1,Vay1/2) = [VXVn—i-l/Q + (VxVit1y2) ]

1 T
3 [(VXVn+1/2) Vxp1 + (Vi) + Vv

1
2
T3

(4.5)
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en appliquant ’hypothése de Belytschko [8] sur la vitesse qui est choisie comme
Vit1/2 €t non v, 3/, pour conserver le caractére explicite de la résolution. Il
est important de remarquer que les impulsions dépendant de quantités locales et
étant intégrées aux nceuds, sont calculées sur la configuration déformée. Cependant
pour les forces intérieures, il est nécessaire de réaliser le calcul sur la configuration
initiale a aide du second tenseur de Piola-Kirchoff S (1.9).

Dans la partie suivante, 'algorithme (6) est mis en place et appliqué a
deux lois matériaux différentes. Les résultats sont comparés a ceux obtenus avec
I’hypothése de petites perturbations pour observer les effets de la prise en compte
des grandes transformations sur l'interface avec les cas tests précédents.

4.2 Le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff

Dans cette section, I'objectif est de présenter des modéles qui sont une
généralisation du modéle élastique linéaire et du modeéle de Kelvin Voigt dans le
cadre des grandes transformations. Ensuite les résultats obtenus avec ces modéles
de comportement pour le solide déformable sont comparés aux résultats obtenus
avec les modéles sous ’hypothése de petites perturbations utilisés jusqu’a présent.
L’impact des grandes transformations sur 1’état de l'interface est alors étudié.

Dans un premier temps le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff [34] est étudié.
Il offre une généralisation du modéle élastique linéaire en petites perturbations.
Dans un second temps, un effet visqueux est ajouté a ce modéle pour étudier son
impact. Ces modéles sont présentés dans le cadre thermodynamique des matériaux
standards généralisés. La résolution explicite proposée dans l'algorithme (6) est
alors mise en place.

4.2.1 Un matériau hyper-élastique

Le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff permet de décrire le comportement
de matériaux hyper-élastiques [7, 85]. D’autres modéles décrivent ce type de
matériaux, tels que le modeéle de Mooney-Rivlin [58], ou bien celui d’Ogden [63]
prenant notamment en compte la propriété d’incompressibilité. Cependant, cette
derniére n’est pas étudiée ici.

Dans le cadre des grandes transformations, les lois d’état et d’évolution
permettant de vérifier le respect du cadre thermodynamique sont écrites sur la
configuration initiale. Ainsi pour présenter le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff,
le potentiel d’énergie libre convexe Wgy gk est introduit de la maniére suivante :

1
Uy = — (AE} 4+ 2uE : E) (4.6)
2po
avec po la masse volumique du solide déformable en configuration initiale définie
comme (1.38), A et u les coefficients de Lamé introduits respectivement avec les

équations (3.14) et (3.15). Ey et Ey correspondent aux deux premiers invariants
du tenseur des déformations de Green-Lagrange E définis tels que :
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E, = Tr(E) (4.7)
By = - (Tr(E)* — Tx(E?)) (4.8)

La loi d’état (2.40) écrite dans le cadre des grandes transformations est
introduite comme :

OVsyk
OE

avec S le second tenseur symétrique des contraintes de Piola Kirchhoff (1.9)
et I la matrice identité. Le potentiel (4.6) étant convexe, le modéle de Saint-
Venant-Kirchhoff décrit par I’équation (4.9) donnant les contraintes en fonction
des déformations vérifie le cadre thermodynamique des matériaux standards géné-
ralisés. Ainsi le cadre explicite de résolution peut étre appliqué et on obtient :

S = po

= ATr(E)I + 2uE (4.9)

Sn+1 - )\Tr(En_'_l)I[ + 2/,6En+]_ (410)

Avec la loi de comportement du solide déformable discrétisée, 1’algorith-
me (6) est appliqué. Pour rappel le modeéle d’interface est appliqué de la méme
maniére que dans les cas sous 'hypothése de petites perturbations car les calculs
sont réalisés sur la configuration déformée. La matrice de masse est invariante,
seule la matrice des poids d’intégration W, 1 est a recalculer a chaque pas de
temps pour prendre en compte la déformation de linterface. Dans la suite de
cette section, deux cas tests sont présentés.

Sollicitation en traction

Pour observer le comportement du modéle de Saint-Venant-Kirchhoff, le
premier cas test étudié correspond & celui du cube RCCM présenté en section
2.4.2.1 avec les paramétres proposés dans la table 2.2. Seules les conditions aux
limites sont différentes. La figure 4.1 présente la vitesse imposée aux degrés de
liberté de la direction z sur les noeuds de la surface supérieure du cube. Le cadre
de la dynamique rapide est bien respecté avec un temps d’expérience simulée de
0.02 s avec un fort chargement.

Le modéle d’interface choisi est le modeéle RCCM avec effet retard avec
vitesse limite d’endommagement v, = 0.4 m.s™!, voir la partie 3.2. Les résultats
obtenus sont comparés avec ceux du modéle élastique linéaire sous I’hypothése
de petites perturbations. La figure 4.2 montre les résultats obtenus en terme
d’évolution de 'endommagement des nceuds de I'interface au cours du temps pour
les deux modéles.

L’utilisation d’une loi élastique linéaire dans le cadre des grandes transforma-
tions avec le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff pour le solide déformable a un
impact non négligeable sur I’endommagement de I'interface par rapport a 'utilisa-
tion du modéle élastique linéaire sous I’hypothése de petites perturbations. Effecti-
vement, sur la figure 4.2, alors que les nceuds de l'interface ne sont pas totalement
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endommagés pour le modéle sous 'hypothése de petites perturbations, ils le sont
avec le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff.

40

30

20

Vitesse (m/s)

0 0.005 0.01 0.015 0.02
Temps (s)

FIGURE 4.1 — Conditions aux limites avec I’évolution de la vitesse imposée en
fonction du temps pour le cas test du cube RCCM sollicité en traction pour un
matériau hyper-élastique.
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FIGURE 4.2 — Evolution de I’endommagement de U'interface en fonction du temps
pour le modéle élastique linéaire sous I'hypothése de petites perturbations (&
gauche) et le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff (a droite).

Ces résultats sont confirmés par la figure 4.3 présentant 1’état de I'interface
au cours du temps pour les deux modéles. Sur le graphique de droite de la figure
4.3 montrant les états de l'interface au cours du temps pour le modéle de Saint-
Venant-Kirchhoff, on remarque une surface qui est progressivement totalement
endommagée. Cependant, pour le modéle sous I’hypothése de petites perturbations,
on remarque sur le graphique de gauche de la figure 4.3 que la majorité des nceuds
ne sont pas endommageés (o < a.) et pour le reste I'endommagement est inférieur
au seuil de rupture wu,. Les créneaux obtenus sur les courbes de la figure 4.3
s’expliquent par un arrachement se réalisant par groupe de nceud et le transport
des ondes élastiques.

Ces résultats s’expliquent par l'utilisation du tenseur des déformations de
Green-Lagrange E (4.2) plutot que son approximation dans le cadre des petites
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FIGURE 4.3 — Evolution de I’état de linterface en fonction du temps pour le
modéle élastique linéaire sous ’hypothése de petites perturbations (& gauche) et
le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff (& droite).

perturbations € (3.21) pour la loi de comportement du solide déformable pour
le calcul des contraintes. Effectivement les cas tests présentés contiennent des
grands déplacements, ainsi 'approximation de petites perturbations n’était pas
appropriée. Cependant, pour observer un arrachement de I'interface, il est nécessai-
re d’'imposer en conditions aux limites des grands déplacements. C’est dans ce
cadre que s’intégre l'algorithme (6) et son intérét est présenté ici. Les termes
quadratiques du tenseur des déformations de Green-Lagrange ne sont pas néglige-
ables.
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FIGURE 4.4 — Evolution des différentes énergies pour le modéle élastique linéaire
sous ’hypothése de petites perturbations pour le cas test du cube RCCM sollicité
en traction.
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Pour finir la comparaison entre les deux modéles, la figure 4.4 montre 1’évolu-
tion des énergies au cours du temps dans le cadre du modéle élastique linéaire sous
I’hypothése de petites perturbations, et la figure 4.5 dans celui du modéle de Saint-
Venant-Kirchhoff. On remarque que I’énergie mobilisée avec I'utilisation du modéle
de Saint-Venant-Kirchhoff est plus grande. Cela s’explique par des déformations
plus importantes dans le solide déformable avec le modéle s’inscrivant dans le cadre
des grandes transformations. Les oscillations observées sur les énergies associées
aux forces intérieures et I’énergie cinétique s’expliquent par le transport des ondes
élastiques, les deux modéles étant élastiques linéaires. Pour le modéle de Saint-
Venant-Kirchhoff, les fortes variations d’énergie observées pour ces grandeurs sont
dues a l'arrachement de l'interface qui n’a pas lieu dans le cadre du modéle
élastique linéaire sous ’hypothése de petites perturbations.
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FIGURE 4.5 — Evolution des différentes énergies pour le modéle de Saint-Venant-
Kirchhoff pour le cas test du cube RCCM sollicité en traction.

On remarque que le bilan d’énergie (2.138) est respecté avec les deux modéles
de comportement volumique. Le caractére symplectique du modéle est donc bien
respecté dans le cadre de la résolution en grandes transformations.

Dans la sous partie suivante, c’est le cas test de I’arrachement d’un parallélé-
pipéde rectangle qui est réalisé, dans ’objectif d’observer des grandes rotations
dans le solide déformable.

Le cas test du Peeling

Pour finir cette partie sur le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff, c’est le cas
test du peeling qui est étudié. Il correspond a ’arrachement d’un parallélépipéde
rectangle. Sa mise en donnée est présentée dans la section 2.4.3. Pour le comporte-
ment de l'interface, le choix est porté sur le modele RCCM avec effet retard avec
vitesse limite v, = 0.5 m.s~'. Pour le solide déformable c’est le modéle de Saint-
Venant-Kirchhoff qui est choisi comme loi de comportement. Les résultats sont

131

These accessible a I'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2024ISAL0098/these.pdf © [P. Larousse], [2024], INSA Lyon, tous droits réservés



comparés a ceux obtenus avec le modéle élastique linéaire résolu sous I’hypothése
de petites perturbations.

La figure 4.6 montre I’évolution des endommagements « des nceuds de
Iinterface avec 'utilisation de chaque modéle. Comme dans I'analyse des résultats
avec le cas test du cube RCCM sollicité en traction, on remarque qu’avec le
modeéle de Saint-Venant-Kirchhoff, 'interface s’endommage plus vite qu’avec le
modeéle sous 'hypothése de petites perturbations. Cela s’explique de nouveau
car ce cas test admet de grands déplacements, ainsi avec I’hypothése de petites
perturbations, les déformations associées ne sont pas totalement prise en compte
étant donnée que les termes quadratiques du tenseur de Green-Lagrange (4.2) sont
négligés.
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FIGURE 4.6 — Evolution des endommagements des nceuds de l'interface au cours
du temps pour le modéle élastique linéaire (& gauche) et le modéle de Saint-
Venant-Kirchhoff (& droite).
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FIGURE 4.7 — Evolution des états de I'interface au cours du temps pour le modéle
élastique linéaire (a gauche) et le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff (a droite).

Ces résultats sont confirmés par la figure 4.7 présentant I’évolution de I’état
de l'interface au cours du temps pour les deux modéles. On remarque que la
proportion de surface élastique non endommagée est plus importante avec I'utilisa-
tion du modéle élastique linéaire sous I’hypothése de petites perturbations qu’avec
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le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff. A I'inverse, la proportion de surface totale-
ment endommagée est plus grande a la fin de la simulation pour le modéle de
Saint-Venant-Kirchhoff.

L’arrachement du rectangle proposé par ce cas test permet d’observer des
rotations dans le solide déformable. Ainsi, lorsque que la rotation est suffisante,
le rectangle entre en contact avec le solide rigide, voir la figure 2.31. La figure
4.8 montre ’évolution de ’énergie associée a I'impulsion de contact pour chaque
modéle. Cette figure confirme dans les deux cas qu’il y a bien un contact di a
la rotation du rectangle. Cependant, le contact est plus tardif avec le modéle de
Saint-Venant-Kirchhoff.

0
-0.2 +
>
@ -04r
>
[0}
c
w-0.6 +
-0.8
— =-Energie Impulsion Contact SVK
——Energie Impulsion Contact HPP
E ; i .
0 0.005 0.01 0.015 0.02

Temps (s)

FIGURE 4.8 — Evolution des énergies associées a l'impulsion de contact pour
chaque modéle pour le cas test du peeling.
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FIGURE 4.9 — Evolution des différentes énergies au cours du temps avec le modéle
de Saint-Venant-Kirchhoff.
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Pour finir, la figure 4.9 montre I’évolution des différentes énergies du systéme
au cours du temps. On remarque que I’ensemble des énergies augmentent progressi-
vement, ce qui s’explique par 'arrachement progressif de 'interface, voir la figure
2.28. Tl est important de noter que la balance d’énergie (2.138) est respectée grace
aux bonnes propriétés énergétiques du schéma CD-Lagrange. Ainsi, la conservation
du moment, propriété du schéma symplectique est vérifiée, avec I'observation de
rotations dans le solide déformable.

Dans la partie suivante, au modéle de Saint-Venant-Kirchhoff est ajouté un
comportement visqueux.

4.2.2 Le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff avec viscosité

Dans cette derniére partie concernant I'implémentation de modéles de loi de
comportement en grandes transformations, 'objectif est d’utiliser pour le solide
déformable le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff en y ajoutant un comportement
visqueux. Pour ce faire, la loi proposée se base sur le modéle de Kelvin-Voigt, voir
la section 3.3.1, présenté dans le cadre de ’hypothése de petites perturbations.
Ce modéle permet un amortissement des ondes élastiques qui se propagent dans
le solide déformable. Ce modéle est présenté dans le cadre thermodynamique des
matériaux standards généralisés de maniére a pouvoir mettre en place 1’algorithme
de résolution explicite (6) proposé. Soit S le second tenseur de Piola-Kirchhoff
(1.9) permettant de décrire les contraintes évaluées sur la configuration initiale
du modéle de Saint-Venant-Kirchhoff avec viscosité. En se basant sur 'équation
(3.6), il est introduit comme :

S =S, + San (4.11)

avec S. correspondant a la partie élastique de la contrainte sur la configuration
initiale, qui correspond donc au modéle de Saint-Venant-Kirchhoff classique intro-
duit avec l'équation (4.9), et S,, correspondant a la partie anélastique, dans
laquelle le comportement visqueux est exprimé.

Dans la partie précédente, il est montré que le modéle de Saint-Venant-
Kirchhoff vérifie le cadre thermodynamique des matériaux standards généralisés,
donc le comportement élastique associé a S, le vérifie. Il reste donc a exprimer
S.n dans ce cadre. Pour ce faire, le potentiel de dissipation pgy i est introduit de
la maniére suivante :

1 : o
psvi =5 (A@AEf +2u0,B ; E) (4.12)
avec \ et i les coefficients de Lamé introduit avec les équations (3.14) et (3.15), 0,
et 0, les coefficients de relaxation caractérisant la viscosité avec 'équation (3.16).
E, et E5 les deux premiers invariants de la dérivée temporelle du tenseur des

déformations de Green-Lagrange E (4.4) qui s’expriment de la maniére suivante :
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E, = Tr(E) (4.13)

Ea::%(TuEUQ—fﬁxEﬁ) (4.14)
Le potentiel de dissipation @gy i est convexe. C’est une condition suffisante
pour respecter I'inégalité de Clausius-Duhem et donc le cadre thermodynamique
des matériaux standards généralisés. Ainsi, de la méme maniére que pour le modéle
de Kelvin-Voigt avec les équations (3.18) et (3.19), les lois d’état et d’évolution
associées au modéle de Saint-Venant-Kirchhoff avec viscosité s’écrivent :

Se = po(0Wgy ik /OE) = ATr(E)I + 2uE (4.15)
San = Opsvi /OB = Ny Tr(E)I + 240,E (4.16)

avec Uy i le potentiel d’énergie libre associé au modéle de Saint-Venant-Kirchhoff
et défini avec I’équation (4.6) et I la matrice identité.

Alinsi le second tenseur de Piola-Kirchhoff S caractérisant ce modéle de Saint-
Venant-Kirchhoff avec un comportement visqueux proposant une généralisation du
modéle de Kelvin-Voigt en prenant en compte les grandes transformations est :

S = ATr(E)I + 2uE + Mo, Tr(E)I + 240,E (4.17)

En appliquant le cadre de résolution explicite proposé dans l’algorithme (6),
le second tenseur de Piola-Kirchhoff de ce modéle s’écrit :

Snt1 = ANTr(Ep )T+ 20E 1 + MNATr(Ep 1 /0)T + 200, E, 1/ (4.18)

avec E, 1 le tenseur des déformations de Green-Lagrange discrétisé défini avec
Péquation (4.2) et B,/ sa dérivée définie avec 'équation (4.5) avec I'utilisation
de ’hypothése de Belytschko [8] permettant de conserver le caractére explicite de
la résolution. L algorithme (6) peut donc étre appliqué a cette loi de comportement
pour le solide déformable.

Pour tester le comportement de ce modéle avec le cadre de résolution explicite
proposé, le cas test du cube RCCM sollicité en traction est de nouveau étudié, voir
la section 2.4.2.1, avec les paramétres de la table 2.2 pour le solide déformable. La
discrétisation spatiale est la méme ainsi que le pas de temps h = 1.1075 s. En ce qui
concerne le modéle d’interface, c’est également le modéle RCCM a effet retard avec
vitesse limite qui est choisi, avec v, = 0.4 m.s~*. Pour les conditions aux limites, la
vitesse est imposée sur les degrés de liberté associés a la direction z des noeuds de
la face supérieure du cube avec I’évolution au cours du temps présentée en figure
4.1. Dans un premier temps, les résultats sont comparés avec ceux obtenus avec le
modele de Kelvin-Voigt. Les coefficients de relaxation sont choisis identiques pour
le comportement du solide déformable avec le modeéle de Kelvin-Voigt et celui de
Saint-Venant-Kirchhoff avec viscosité, et 6y = 6, = 1.107% s.
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La figure 4.10 présente les évolutions des parameétres d’endommagement «
des nceuds de linterface pour les deux modéles. Les mémes remarques qu’avec
la comparaison entre le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff et le modéle élastique
linéaire sous I'hypothése de petites perturbations peuvent étre faites. En effet,
I'utilisation d’'un modéle prenant en compte les grandes transformations accélére
I’endommagement de l'interface. Cela est da une fois de plus & la non prise en
compte des termes quadratiques du tenseur de Green-Lagrange E et de sa dérivée
E avec le modéle sous I’hypothése de petites perturbations. D’autre part, Ieffet
de T'utilisation d’'un modéle visqueux est illustré avec ces graphiques pour les
deux modéles. Effectivement, on remarque sur la figure 4.10 que I’évolution des
paramétres d’endommagement est plus réguliére que sans la viscosité, voir la figure

4.2,
g0t ‘ ‘ 4 x107
- U - -u,
3 ____________________ 3 ———————— ’
Eal =)
S] 3
1 1r
0= : ‘ 0 : ‘
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0 0.005 0.01 0.015 0.02
Temps (s) Temps (s)

FIGURE 4.10 — Evolution des endommagements des nceuds de 'interface au cours
du temps pour le modéle de Kelvin-Voigt (& gauche) et le modéle de Saint-Venant-
Kirchhoff avec viscosité (& droite).
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FIGURE 4.11 — Evolution des états de I'interface au cours du temps pour le modéle
de Kelvin-Voigt (& gauche) et le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff avec viscosité
(a droite).

Ces résultats sont également appuyés par la figure 4.11 présentant les évoluti-
ons des états de l'interface au cours du temps. Dans le cas d’'un comportement
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respectant le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff avec de la viscosité, on remarque
que plus de 60% de l'interface est endommagée et méme une petite partie totale-
ment endommagée, ce qui représente moins de 5% dans le cas de 'usage du modéle
de Kelvin-Voigt pour le solide déformable et rien de totalement endommagé.

Pour terminer ’étude du comportement de ces lois, les résultats entre un
solide déformable respectant le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff et un autre
respectant ce modéle avec de la viscosité sont comparés. La figure 4.12 présente
les différences de résultats obtenus entre les deux simulations. Contrairement au
cas avec les modéles en petites perturbations, ’ajout de la viscosité n’accélére pas
I’endommagement de l'interface, au contraire I'interface s’endommage moins vite
dans ce cas. Cependant I'ajout d’un comportement visqueux permet de régulariser
les évolutions des endommagements de I'interface.
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FIGURE 4.12 — Evolution des endommagements des nceuds de U'interface au cours
du temps pour le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff (& gauche) et le modéle avec
viscosité (& droite).
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FIGURE 4.13 — Evolution des états de I'interface au cours du temps pour le modéle
de Saint-Venant-Kirchhoff (& gauche) et le modéle avec viscosité (& droite).

La figure 4.13 présentant 1’évolution des états de l'interface au cours du
temps pour chacun des modéles pour le solide déformable confirme les conclusions

de la figure 4.12. Effectivement, alors que l'interface est totalement endommagée
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dans le cas d’un solide déformable dont le comportement respecte le modéle de
Saint-Venant-Kirchhoff, elle ne I'est pratiquement pas lorsque que 'on ajoute le
comportement de viscosité.
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FIGURE 4.14 — Evolution des énergies au cours du temps pour le modéle de Saint-
Venant-Kirchhoff avec viscosité.

Pour finir cette comparaison, un intérét est porté a I'évolution des énergies
au cours du temps avec la figure 4.14. Cette derniére peut étre comparée a la
figure 4.5. On remarque que dans le cas du modéle de Saint-Venant-Kirchhoff
avec viscosité, lorsque que la vitesse imposée devient nulle, voir figure 4.1, ’énergie
cinétique diminue, voire s’annule. On peut en conclure que pour arracher I'interface
avec ce modéle comprenant de la viscosité pour le solide déformable, il est nécessaire
d’appliquer plus longtemps la vitesse imposée sur les nceuds de la face supérieure
du cube dans la direction z. De nouveau, la balance d’énergie est vérifiée, donc le
caractére symplectique du schéma est bien conservé.

Pour conclure, dans cette partie deux modéles s’inscrivant dans le cadre
des grandes transformations et vérifiant le cadre thermodynamique des matériaux
standards généralisés sont étudiés. L’application de ces lois matériaux pour le
comportement du solide déformable et son implémentation dans la résolution
explicite proposée par Ialgorithme (6) mettent de nouveau en avant le caractére
modulaire de la résolution proposée. D’autre part, les résultats obtenus montrent
que I'impact des grands déplacements sur 'interface n’est pas négligeable lorsque
celle-ci s’arrache.

Pour conclure ce manuscrit, un dernier cas test est étudié, et 'objectif est
de choisir une géométrie plus complexe et plus représentative d'un démoulage de
pneu (seulement une partie du probléme pour simplifier). Dans un premier temps
la mise en donnée du cas test est présentée ainsi que sa résolution. Le cas test est
ensuite implémenté dans un code semi-industriel.
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4.3 Application industrielle : arrachement d’une
lamelle

Dans cette derniére partie, ’objectif est de présenter un cas test plus comple-
xe, notamment avec une interface possédant une géométrie non-réguliére. Ce cas
test permet de solliciter I'ensemble des composantes nécessaires a la résolution
en dynamique explicite en grandes transformations de ce type de probléme. Le
but est de se placer dans le cadre du contexte du démoulage d’un pneu. Ainsi le
cas test mis en place correspond lors du démoulage & ’arrachement d’un bout de
gomme d’une piéce métallique du moule. Cela est appelé : 'arrachement d’une
lamelle.

L,

Vitesse imposée

FIGURE 4.15 — Cas test : arrachement d’une lamelle.

La figure 4.15 permet d’illustrer le cas test, avec en rouge le solide déformable
a arracher de la lamelle. Pour ’arracher, une vitesse est imposée sur les degrés de
liberté correspondant a la direction z de la face supérieure du solide déformable.
Le solide déformable est en contact avec la lamelle au début de la simulation.
L’interface est donc bien irréguliére, elle dispose notamment de plusieurs arétes.

Dans un premier temps, la mise en donnée du cas test est présentée, avec le
maillage choisi, ’algorithme de détection du contact utilisé, le choix de la normale
locale pour résoudre le contact en chaque nceud de 'interface. Les résultats obtenus
sont ensuite présentés. Dans un second temps, une présentation du logiciel industri-
el utilisé par la Manufacture Francaise de Pneumatiques Michelin est réalisée. La
mise en donnée dans cet environnement est également présentée ainsi que les
résultats obtenus.

4.3.1 Mise en donnée et résolution

A Tinstant initial les deux corps sont en contact actif, comme dans le cas
du processus de démoulage. Ainsi, le gap initial gg associé & chaque nceud de
I'interface est choisi légérement négatif, de maniére a imposer le contact avec
certitude. L’ensemble des paramétres matériaux et de simulation sont présentés
dans la table 4.1.
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TABLE 4.1 — Parameétres pour le cas test associé a I'arrachement d’une lamelle

E (Pa) p(kg/m®)  fir @ (m) v
108 1000 0.2 0.0001 0
U (M) ey () h (s) go (m)

0.0003 2.34x 107> 1x10° —1x1071

En ce qui concerne I’évolution de la raideur de l'interface en fonction de
I’endommagement, les raideurs normale gy et tangentielle gr sont choisies égales
et leur évolution est celle présentée en figure 2.4. Pour ce cas test, il est choisi
d’ajouter du frottement avec un coefficient pj,¢, correspondant au coefficient de
frottement de l'interface totalement endommagée, non nul. En ce qui concerne la
loi de comportement de I'interface, c’est le modéle RCCM avec effet retard avec
vitesse limite, voir la section 3.2, avec v, = 0.4 m.s™!, qui est utilisé.

50

0 L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02
Temps (s)

FIGURE 4.16 — Evolution de la vitesse imposée pour obtenir 'arrachement du
solide déformable d’une lamelle.

La figure 4.16 présente ’évolution de la vitesse imposée en fonction du temps
sur les degrés de liberté de la face supérieure du solide déformable dans la direction
z. Cette vitesse est choisie de maniére a observer un arrachement total progressif
de la lamelle. La vitesse imposée étant élevée, et 1’expérience ayant lieu sur une
durée de 0.02 s, le cadre d’un probléme de dynamique rapide est justifié.

Le maillage du solide déformable

La figure 4.17 présente le maillage choisi pour le solide déformable que 1’on
souhaite arracher de la lamelle. Comme dans les cas tests précédents, ce sont des
éléments hexaédriques a 8 nceuds, situés au sommet de chaque élément, qui sont
utilisés. Le maillage est régulier, chaque élément est de méme taille. Les dimensions
associées au maillage sont présentées dans la table 4.2. A noter, la lamelle fait 1
m d’épaisseur sur la direction y.

Les dimensions présentés dans la table 4.2 ne sont pas représentatives d’une
vraie lamelle, cependant I'objectif ici est de tester ’ensemble des phénoménes

140

These accessible a I'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2024ISAL0098/these.pdf © [P. Larousse], [2024], INSA Lyon, tous droits réservés



TABLE 4.2 — Dimensionnement du maillage du solide déformable
L1 (m) L2 (m) L3 (m) L4 (m) L5 (I'Il)
1.0 1.0 0.4 1.0 1.6

FIGURE 4.17 — Maillage du solide déformable.

associés a un arrachement, comme par exemple, le solide déformable qui rentre en
contact plusieurs fois avec le solide rigide, soit la lamelle, aprés arrachement.

La détection du contact

Dans le cadre des grandes transformations, il est nécessaire d’utiliser un
algorithme de détection de contact. Effectivement, a l'instant initial, les deux
solides sont en contact. Lorsque 'effort de traction est appliqué sur la face supérieu-
re du solide déformable, 'interface entre les deux solides va s’endommager jusqu’a
ce que les noeuds s’arrachent de linterface. A ce moment la, le solide rigide,
soit la lamelle, n’étant pas horizontale et le solide déformable étant soumis a
de grands déplacements et au transport des ondes élastiques, la gomme étant un
matériau hyper-élastique, ce noeud peut alors entrer en contact de nouveau avec
le solide rigide. Mais, en ce lieu la normale au solide rigide nécessaire au calcul
de l'impulsion de contact n’est pas forcément identique a celle de la partie de
Iinterface ot le nceud s’est arraché. C’est pour cela qu’il est nécessaire d’avoir un
algorithme de détection de contact.

Dans ces travaux, pour réaliser un algorithme de détection du contact,
I'interface est divisée en cinq parties, comme le montre la figure 4.18, associées
respectivement aux normales n, ny, n3, ny et ns. Ces interfaces sont modélisées
par cinq plans orthogonaux. Soit € = 1.10~* m, une tolérance choisie inférieure a
la taille de maille permettant d’éviter la non détermination de la normale dans
les coins, voir figure 4.18. Ainsi dans ces derniers, la normale au solide rigide est
forcée suivant les normales ni,n3 ou ns. Effectivement, dans le cas contraire, les
opérateurs de Delassus (1.139) associés a chaque direction de chaque interface
ne seraient plus diagonaux. Ainsi le probléme ne serait plus explicite, ni "matrix-
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free". Il est donc nécessaire que chaque nceud de linterface soit associé & une seule
normale. Avec le schéma CD-Lagrange, la configuration est connue au début du
pas de temps, ainsi pour savoir si un nceud est en contact avec une des interfaces,
le gap normal de ce nceud est calculé suivant la normale de chacune des cingq
interfaces. Si le gap est négatif ou nul, alors le nceud est en contact avec 'interface
associée. C’est alors cette normale qui est utilisée pour calculer 'impulsion normale
et tangentielle de contact associées a ce noeud avec les algorithmes (2) et (3).

ng
0 €
/7
/
T—
ny A ny
/ z
m Pe ¢ 1
S 77 77777 S 77 77777 YV X

FIGURE 4.18 — Modélisation du solide rigide pour la détection du contact.

L’équation de la dynamique (2.119) a résoudre devient :

M (Vn+3/2 - Vn+1/2) =h (F”+1 - F.n+1)

ext int
5

+ Z (LIJ\}7ch,N,j,n+3/2 + Lg,ch,T,j,nJrB/?)

j=1 (4.19)
+ > Rajnis
j=1
avec
Roujnts2 = hWn1(Ly ;04N 01 + L7001 041) (4.20)

avec les opérateurs de projection Ly ; et Lp; entre 'interface j et les vecteurs
globaux définis comme (1.131), (1.132) et (1.133), W, 1 la matrice des poids
d’intégration associée a chaque interface j recalculée a chaque pas de temps et les
contraintes o'y n jn+1 €t 041, n+1 introduites avec les équations (2.116) et (2.117).

Au niveau des arétes, application de 1’équation de la mécanique (4.19)
implique que 'on calcule 'impulsion élastique endommageable associée a chaque
interface formant I'aréte, puis elles sont sommées. Ainsi les contributions des deux
interfaces sont prises en compte.

Les résultats

Dans un premier temps, le premier cas test est réalisé avec un solide déforma-
ble avec comme loi de comportement le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff sans
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viscosité, voir la section 4.2.1. La résolution du probléme est donc réalisée dans le
cadre des grandes transformations, et c’est 1’algorithme (6) qui est mis en place.

La figure 4.19 montre I’évolution des endommagements o des nceuds de
I'interface. On remarque que ’ensemble des nceuds sont totalement endommagés a
pratiquement la moitié de la simulation. Alors que certains nceuds s’endommagent
rapidement, la majorité s’endommagent en méme temps.

%107

=

0 0.005 0.01 0.015 0.02

Temps (s)

FIGURE 4.19 — Evolution des endommagements de chaque nceud de I'interface de
la lamelle pour le cas test de ’arrachement d’une lamelle.

De maniére a observer comment s’arrache le solide déformable de la lamelle,
la figure 4.19 montre la norme du déplacement sur la lamelle et sa déformée a
t =0.0121 s.

VANV

0469 0528 0586

0 O 017 06 0% 0 0 04
: - =

FIGURE 4.20 — Norme du déplacement (m) du solide déformable & ¢ = 0.0121 s
pour le cas test de 'arrachement d’une lamelle.

Les premiers nceuds & s’arracher sont ceux situés au niveau de l'interface
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associée a la normale njz sur la figure 4.18. Cela s’explique par la fine épaisseur
entre cette interface et les noeuds ot la vitesse est imposée. Dans un second temps,
ce sont simultanément les nceuds des interfaces associés aux normales n; et ns de
la figure 4.18 qui s’endommagent du bord extérieur du solide déformable vers
la lamelle comme le montre la figure 4.20. Cela s’explique par un comportement
d’adhésion et de frottement sur les interfaces associées aux normales n, et ny de la
figure 4.18 comme le montre la répartition des impulsions élastiques endommage-
ables de la figure 4.21. Ainsi de plus grands déplacements et donc de plus grandes
déformations sont appliquées a l'extérieur du solide déformable ce qui explique
pourquoi ces nceuds s’arrachent en premier.

0

FIGURE 4.21 — Corrections en vitesse associées aux impulsions (M 'Rg) (m.s™!)
dues au comportement élastique endommageable a ¢t = 0.0077 s.

La figure 4.21 montre les impulsions associées au comportement élastique
endommageable de l'interface. Cette figure présente la valeur des corrections en
vitesse associées aux impulsions dues au comportement élastique endommageable
de l'interface a un instant précédent la norme du déplacement présentée en figure
4.20. L’endommagement progressif de 'extérieur du solide déformable vers la
lamelle est vérifié sur les interfaces associées aux normales n; et ns avec des
corrections décroissantes et de plus en plus inclinées a 'approche des angles de la
lamelle. Cela s’explique par des rotations qui ont lieu dans le solide déformable
dues aux grands déplacements observés a 'extérieur du solide déformable et au
comportement adhésif sur les interfaces associées aux normales n, et ny. Sur les
neeuds associés a l'interface associée a la normale ng, il n’y a pas d’impulsions
a cet instant, car ces noeuds sont totalement endommagés. Ils correspondent aux
noeuds totalement endommagés avant ¢ = 0.005 s sur la figure 4.19.

Pour finir, les nceuds des interfaces associées aux normales ny et ny sont
soumis & des impulsions associées au comportement élastique endommageable
principalement dans la direction tangentielle. Cela s’explique par une vitesse
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imposée colinéaire a la direction tangentielle de ces interfaces. Ces impulsions
sont inclinées car il y a également une contribution due au comportement élastique
endommageable dii aux rotations dans le solide déformable entrainant une légére
traction sur ces nceuds. Le transport des ondes élastiques participe a ce comporte-
ment dans le solide déformable, le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff simulant
des matériaux hyper-élastiques. Pour finir, les impulsions observées sur 'interface
associée a la normale n, sont symétriques a celles observées sur I'interface associée
a la normale ny car le coefficient de Poisson est v = 0.

o
N
oo
P=23
P=1
oo
o
=
oo
-~
o
I~

0 154 151 28 LN 37 42

||
it
il

FIGURE 4.22 — Corrections en vitesse dues aux impulsions (M™'R..) (m.s™') dues
au contact a ¢ = 0.0135 s.

z
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FIGURE 4.23 — Norme du déplacement (m) du solide déformable & ¢ = 0.0150 s
pour le cas test de I'arrachement d’une lamelle.
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Pour finir, le transport des ondes élastiques et la présence de rotations
dans le solide déformable entrainent des contacts aprés arrachement des interfaces
associées aux normales n; et ns et 'arrachement total de 'interface. C’est & ces
instants que l'utilisation de l'algorithme de détection du contact entre en jeu.
Ces contacts sont observés sur la figure 4.22 présentant les corrections de vitesse
associées aux impulsions liées au contact. On remarque que ces corrections sont
dans les deux directions, normale et tangentielle, ce qui s’explique par 1'utilisation
d’un comportement de contact frottant sur la direction tangentielle avec le coeffici-
ent de frottement pu;,¢ choisi non nul dans la table 4.1. D’autre part, sur la norme
du déplacement du solide déformable proposée en figure 4.23, on remarque que le
solide déformable est en contact avec la lamelle sur le haut de 'interface associée
a la normale ny. Un comportement symétrique est observé sur 'interface associée
a la normale ny.

x104

T
—Energie Impulsion contact
- - -Energie Impulsion endommagement

)

2 gl

9]

c

Yoot

q2 b

A4 b

-16 +

-18 L L I

0.005 0.01 0.015 0.02
Temps (s)
FIGURE 4.24 — Evolution des énergies associées aux impulsions élastique

endommageable et de contact au cours du temps pour un solide déformable
vérifiant le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff.

Pour appuyer 'apparition du contact du solide déformable sur la lamelle,
la figure 4.24 présente I’évolution de I’énergie au cours du temps des différentes
impulsions. On remarque bien dans un premier temps que c’est 'impulsion élasti-
que endommageable qui est activée. Ensuite, ’énergie due au contact frottant
augmente de maniére réguliére, c’est di aux contacts induits par les rotations
entrainant aussi un contact frottant. Dans un second temps, les sauts admis par
I’énergie des impulsions de contact unilatéral et frottant s’explique par un solide
déformable qui vient taper la lamelle comme le montre la figure 4.23.

Pour compléter les résultats, ce cas test est réalisé avec un solide déformable
suivant comme loi de comportement le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff avec
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un comportement visqueux, voir la section 4.2.2. De maniére a comparer les
résultats précédemment obtenus avec le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff, les
paramétres de la table 4.1 sont conservés. Les coefficients de relaxation choisis
pour caractériser la viscosité (3.16) sont 6, =6, = 1.107° s.

x10™

0 70.005 0.01 0.015 0.02
Temps (s)

FIGURE 4.25 — Evolution de I'endommagement des nceuds de l'interface au
cours du temps pour le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff avec un comportement

visqueux.
1 %104
— Energie Impulsion contact
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FIGURE 4.26 — Evolution des énergies associées aux impulsions élastique

endommageable et de contact au cours du temps pour un solide déformable
vérifiant le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff avec viscosité.

La figure 4.25 présente I’évolution des endommagements des nceuds de l'inter-
face au cours du temps, elle est a comparer avec le figure 4.19 donnant les
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résultats obtenus avec le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff classique. Il n’y a
pas de différence majeure entre les deux résultats.

Pour finir la comparaison, la figure 4.26 présente les résultats obtenus en
terme d’évolution des énergies associées aux différentes impulsions au cours du
temps. Cette figure est a comparer avec la figure 4.24 obtenus dans le cas d’un
solide déformable possédant le comportement du modéle de Saint-Venant-Kirchhoff
classique. L’effet de la viscosité est aisément observable. Effectivement la viscosité
amortit les ondes, et ainsi le solide déformable n’entre pas en contact avec la
lamelle aprés ’arrachement total, ce qui explique la non apparition de saut pour
I’énergie. D’autre part, les valeurs sont plus faibles, ce qui s’explique par des
déplacements plus faibles dans le solide déformable da a la viscosité.

Ainsi dans cette partie, les résultats obtenus avec un cas test plus complexe
sont présentés. Dans la suite, I'objectif est de réaliser ce cas test dans un code
semi-industriel et regarder la mise en donnée mise en place pour réaliser de tels
calculs.

4.3.2 Implémentation dans un code semi-industriel : MEF 4+

Dans cette derniére partie, I'objectif est de réaliser le cas de 'arrachement
d’un solide déformable de la lamelle avec un code déja introduit lors de la conver-
gence espace-temps dans le cadre d’un cube avec interface RCCM sollicité en
traction et cisaillement, voir section 2.4.2.2. Ce logiciel semi-industriel de simulati-
on est nommé MEF++, pour Méthode des Eléments Finis, et est développé au
sein du GIREF, Groupe Interdisciplinaire de Recherche en Eléments Finis, a
I'université de Laval au Canada (https://giref.ulaval.ca/). Il permet notam-
ment de résoudre des problémes de mécanique des fluides, de structures, en trans-
fert de chaleur, des problémes instationnaires et/ou fortement couplés. Ainsi il
peut étre utilisé dans de nombreux domaines et applications. D’autre part MEF++
vise un niveau de performance élevé par son parallélisme. C’est un logiciel qui
a pour objectif d’étre trés modulaire pour l'utilisateur tout en garantissant des
performances logicielles industrielles (qualité de code, validation, parallélisme,
compatibilité ..). La qualité logicielle est assurée par des compilations multi plate-
formes et des tests de validations sur I’ensemble de chacune des fonctionnalités,
effectuées chaque nuit. C’est cette qualité, sa polyvalence et sa rapidité qui font
que les équipes de Michelin ont choisi ce logiciel.

Le logiciel MEF++ est codé dans le langage C++, il permet de résoudre
des problémes allant de une a trois dimensions. Pour la résolution d’un probléme,
le logiciel prend en entrée un maillage, comme celui proposé a la figure 4.17,
réalisé avec le logiciel GMSH (https://gmsh.info/) qui est un générateur de
maillage libre accés. Ensuite, & 'aide du logiciel MEF++, le fichier de maillage
est converti en un fichier ".mail" contenant le maillage (position des noeuds...)
et un fichier ".enti", contenant les entités nécessaires aux calculs, notamment les
labels identifiants des parties du maillage, comme celui permettant de désigner la
surface de contact, ou encore la surface sur laquelle des conditions aux limites sont
appliquées. Ainsi, un fichier contenant les conditions aux limites dont ’extension
est ".CL" peut étre attendu. Elles peuvent également étre directement écrites
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dans le fichier permettant la mise en donnée du calcul, nommé fichier champs,
dont I'extension est ".champs".

Une particularité du logiciel MEF-++ est de n’exposer a I'utilisateur que les
champs. IIs représentent des grandeurs, que ce soit des scalaires, des vecteurs, des
tenseurs que I'on peut ensuite interpoler en fonction d’un schéma d’intégration
choisi. Ainsi ces données sont accessibles en n’importe quel point de I'espace a
I’aide des fonctions d’interpolation du schéma d’intégration. C’est a ’aide de ces
champs que 'on définit I’ensemble des grandeurs nécessaires, notamment celles
pour la loi de comportement matériau pour le solide déformable. Ensuite, pour
définir un probléme, 'utilisateur peut renseigner des termes de formulation dans
le fichier .champs. Ils correspondent aux termes de la forme faible de 1’équation
de la dynamique (2.119) par exemple. Pour illustrer ces propos, des exemples de
fichiers .champs sont présentés dans la suite.

Dans le cadre d’un probléme avec du contact, un fichier .champs par corps est
nécessaire. Un premier concernant le solide déformable et les termes de formulation
permettant de résoudre I’équation de la dynamique avec l'initialisation des champs
globaux. Un second pour la peau, synonyme de I'interface entre les deux solides,
dont l'extension est "-peau.champs", associé au comportement des nceuds de
contact potentiel entre les deux corps. Ainsi ce fichier .champs de peau permet
de résoudre localement les quantités reliées au contact. Il est ensuite nécessaire
de transmettre ces champs locaux sur les champs globaux. Dans MEF -+ cela est
réalisé a l’aide d’interpolation. Il est important de ne pas oublier ces transitions
de champs locaux a globaux sous peine de perdre des informations. L utilisation
de deux fichiers .champs permet une mise en donnée fine a ’'utilisateur.

Pour illustrer la mise en donnée sous MEF+-+, une partie des fichiers .champs
du probléme global et de peau sont présentés dans cette partie. La figure 4.27
montre comment choisir la loi matériau du solide déformable. De maniére a
faire comme avec le code prototype, voir la section 4.3.1, c¢’est une loi de Saint-
Venant-Kirchhoff qui est choisie, comme le montre le mot clé "loi svk". Comme
paramétres, on retrouve E le module d"Young, "nu" le coefficient de Poisson choisi
nul, "rho" pour la masse volumique et enfin "LameMu" et "LameLambda" les
coefficients de Lamé introduits précédemment avec respectivement les équations
(3.15) et (3.14). Le mot clé "propmat" permettra d’accéder aux propriétés du
matériau, notamment pour mettre en place les termes de formulations permettant
de résoudre I'équation de la dynamique (2.119).

[ Caoutchouc
scalaire E 1.E8
scalaire nu @.
scalaire rho 1@
scalaire LameMu f(E,nu)=E/2/(1+nu)
scalaire LameLambda f(E,nu)=E*nu/(1+nu)/(1-2%nu)

loi svk propmat

e

FIGURE 4.27 — Implémentation des paramétres matériaux dans le fichier .champs
global.
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La figure 4.28 montre comment faire appel a un terme de formulation. Dans
le cadre du cas test de I'arrachement de la lamelle étudié, il n’y a pas de forces
extérieures appliquées a la lamelle, seule une vitesse est imposée sur les noeuds de
la surface du haut du solide déformable. Cette condition de Dirichlet est mise en
place sous forme de conditions aux limites comme le montre la figure 4.29. Les
impulsions étant locales et donc calculées sur la peau, dans le fichier .champs global
il reste deux termes & calculer, & savoir celui concernant les forces intérieures,
et celui concernant la matrice de masse pour posséder 'ensemble des grandeurs
nécessaires a la résolution de I’équation de la dynamique (2.119). Pour la matrice
de masse M, le terme de formulation associé est le "tfmassegenv3d" qui permet
de calculer la matrice lumpée introduite a ’équation (1.53).

//Défintion probleme EF global
problemeef probEFglobal
//Définition des TFs stationnaires
//Cas Grandes def

[ probEFglobal

tfgduuoptim(PasMmatrice) 1TFUU [champgeo, u, propmat E, grad def u, propmat S, schema int, true]

1
I

//Définition des TFs instationnaires
[ probEFglcbal inst
tfmassegenv3d 1TFMasse [champgeo, u, u, rho, schema int, defaut]
1
]

//Détinition des quantités pour contact

{corps
booleen  auto contact false
chainecar type detection voisin projection

chainecar type reconstruction geometrie champgeo
chainecar entite pour peau SC1

——

FIGURE 4.28 — Implémentation des termes de formulation dans le fichier .champs
global.

En ce qui concerne les forces intérieures associées au comportement du solide
déformable, le terme de formulation associé est le "tfgduuoptim". On remarque
qu’il prend en argument "propmat_ S" permettant d’accéder au second tenseur de
Piola-Kirchhoff introduit avec I’équation (4.9), avec "propmat" le mot clé introduit
sur la figure 4.27. De la méme maniére, "propmat_ E" permet d’appeler le tenseur
des déformations de Green-Lagrange introduit a l’équation (4.2). Lors de leurs
appels, ces tenseurs sont calculés et assemblés par la méthode des éléments finis
[34]. Contrairement au code prototype ou les forces intérieures sont calculées a
I’aide du second tenseur de Piola-Kirchhoff S et de la dérivée du tenseur des
déformations de Green-Lagrange E appliquée aux fonctions de forme comme
introduit dans 1’équation (1.54), dans MEF++ un calcul équivalent est réalisé
et s’écrit |34] :

Qo

avec F le tenseur du gradient de la déformation introduit avec I'équation (1.4), Qg
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la configuration initiale. Effectivement la méthode du lagrangien total est utilisée,
et ¢ sont les fonctions de forme choisies pour la méthode des éléments finis.

On remarque que sur le terme de formulation associé aux forces intérieures,
il y a le mot clé "PasMatrice". Il permet de ne pas calculer la matrice résidu
nécessaire dans le cas d’une résolution a ’aide d’un schéma implicite, notamment
pour itérer dans un algorithme de type Newton-Raphson [34] pour obtenir une
solution au probléme.

Pour finir avec la figure 4.28, dans la partie aprés l'instanciation des termes
de formulation, des mots clés sont introduits pour la gestion de la détection du
contact. Ainsi, le choix est fait de ne pas gérer ’auto-contact du solide déformable.
La détection du contact est réalisée par le calcul du gap par projection sur le
solide déformable. La détection est réalisée uniquement sur 'entité "SC1" faisant
référence a la surface du solide déformable en contact avec le solide rigide au début
de la simulation, voir le schéma 4.15. Tl est & noter que les termes de formulation
sont associés & un probléme éléments finis dans MEF -+, visible avec le mot clé
"probEFglobal", permettant d’instancier les champs associés.

L’implémentation des termes de formulation met en avant un avantage du
logiciel MEF++-. Effectivement le caractére modulaire du code permet de choisir
facilement les termes de formulation, avec un changement de loi matériau trivial.
Comme montré avec la figure 4.27, il suffit de choisir le mot clé¢ associé a la
loi de comportement voulue et fournir les variables et parameétres associés a cette
derniére. Ensuite grace a la formulation sous forme de champs, les tenseurs peuvent
étre calculés en n’importe quel point, permettant ainsi d’assembler les matrices et
vecteurs éléments finis avec le schéma d’intégration voulu.

//Déplacement imposé - dérivée en temps
scalaire DPrimeX uPrimex
scalaire DPrimeY uPrimeY
scalaire DPrimez f(t) = 25@0%t
empilementv3d DPrime [DPrimex,DPrimeY,DPrimez]
//Champ portant les CLs de Dirichlet pour la vitesse
{Dirichlet_racesc2
scalaire divx  f(DPrime)=DPrimeX
scalaire divy  f(DPrime)=DPrimey
scalaire divz  f(DPrime)=DPrimez
empilementv3d dirichlet_vit [divX,divy,divz]
}
//conditions par défaut en vitesse
{Dirichlet_defaut
scalaire divx  f(uPrime)=uPrimex
scalaire divy  f(uPrime)=uPrimey
scalaire divz  f(uPrime)=uPrimez
empilementv3d dirichlet_vit [divX,divy,divz]

¥

champssurgeom defaut=Dirichlet_defaut sc2=Dirichlet_Facesc2

FIGURE 4.29 — Implémentation des conditions aux limites dans le fichier .champs
global.

La figure 4.29 montre une facon de mettre en donnée les conditions aux
limites dans MEF++-. Dans le cas de l'utilisation du schéma CD-Lagrange, les
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conditions aux limites sont imposées en vitesse. On remarque que seule sur la
composante z avec "DPrimeZ" une vitesse est imposée avec ¢ le temps courant.
Cette évolution correspond a la figure 4.16. Deux blocs de conditions se distinguent
sur la figure 4.29 avec "Dirichlet  FaceSC2" et "Dirichlet defaut". Le premier
correspond aux conditions de Dirichlet appliquées sur la face "SC2", la face
supérieure du solide déformable, voir 4.15, avec chaque composante détaillée.
Le deuxiéme correspond aux conditions appliquées a tous les autres noeuds du
maillage. En 'occurrence rien n’est appliqué ici, si ce n’est la propre vitesse des
nceuds obtenue aprés résolution de 1'équation de la dynamique (2.119) nommée
"uPrimeK" avec K la composante associée.

Ainsi, maintenant les quantités globales présentées, il reste & implémenter
les quantités locales et cela a ’aide du fichier .champs de peau. Dans un premier
temps, la figure 4.30 montre comment implémenter les variables associées a 'en-
dommagement et son évolution. La premiére ligne avec la variable "endommage-
ment" correspond a son initialisation. C’est un champ de scalaire, dont les valeurs
sont accessibles n’importe ou dans ’espace. La vitesse limite d’endommagement v,
est retrouvée et sa valeur est toujours 0.4 m.s~!. La dérivée du saut de déplacement
dans le cas en trois dimensions est implémentée avec la variable "SautU _point"
avec la formulation (2.115). Dans un second temps, I’évolution de I’endommage-
ment est implémentée avec la variable "endommagement evol" et correspond
donc & &. La premiére formulation en commentaire correspond au modéle RCCM
standard introduit avec I’équation (2.114). La seconde, utilisée pour la résolution
du cas test avec la lamelle, correspond au modéle RCCM avec effet retard a vitesse
limite introduit dans I’équation (3.5).

{ Endommagement
scallin endommagement @.

alias ur=corpsEndommagement::u_r

//Effet retard : vitesse limite endommagement

scalaire v_r 0.4

scalaire SautU_point_N produit_scalaire(Vv3D(uPrime),v3D(u))
scalaire SautU_point_D sqrt(produit_scalaire(v3D(u),Vv3D(u)))
scalaire SautU_point max(SautU_point_N/SautU_point_D,@)

scalaire NormeU SautU_point_D

//scalaire endommagement_evol if(NormeU >= endommagement & endommagement < ur, max(SautU_point,e), @)
scalaire endommagement_evol if(NormeU >= endommagement & endommagement < ur, v_r*(l-exp((-max(SautU_point,@)/v_r))) , @)

FIGURE 4.30 — Implémentation de I’endommagement dans le fichier .champs de
peau.

Une fois 'endommagement défini, pour résoudre un probléme de contact avec
endommagement de l'interface, il est d’abord impératif dans MEF+-+ d’ajouter un
probléme normal de contact. Ce choix est réalisé, car il est estimé qu’une interface
ne peut s’endommager qu’a condition qu’elle soit en contact avec un autre corps.
Ensuite dans un second temps, il est nécessaire de définir un probléme éléments
finis associé au calcul de 'impulsion d’endommagement.

Un exemple de probléme d’endommagement est introduit sur la figure 4.31.
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problemeef probEFpeauNEndommagement
{probEFpeauNEndommagement

scallin impEndommagement @.

alias normale_endommagement=probEFpeaul: :normalelLCP
alias ae=corpsEndommagement::alpha_e

alias ur=corpsEndommagement::u_r

alias endommagement=Endommagement: :endommagement

//evolution de la raideur en fonction de 1'endommagement

scalaire raideur_P1 if(endommagement < ae,g init, g init*(1-((endommagement-ae)*(endommagement-ae))/((ur-ae)*(ur-ae))))
scalaire raideur_interface if(endommagement < ur, raideur P1,0)

//déplacement suivant la normale

scalaire SautU produit_scalaire(Vv3D(u),v3D(normale_endommagement))

scalaire poidshoeuds produit_scalaire(Vv3D(champsPoids), V3D(normalenDef))

FIGURE 4.31 — Implémentation du probléme d’endommagement normal dans le
fichier .champs de peau.

Il est associé & I’endommagement normal de l'interface du solide déformable. Il
est important de remarquer qu’avec MEF+4—+ il n’est pas nécessaire de découper
I'interface en cing parties, comme sur la figure 4.18. L’utilisation de projection
sur le solide rigide pour réaliser la détection du contact, permet de connaitre la
normale du contact. Dans ce probléme, on retrouve I’évolution de la raideur de
Iinterface avec la variable "raideur interface" qui correspond bien a I’évolution
présentée en figure 2.4, le calcul du saut de déplacement normal avec la variable
"SautU" permettant ensuite de mettre a jour 'impulsion normale avec I’équation
(??). Si l'on souhaite ajouter un endommagement tangentiel, il est nécessaire
d’ajouter un nouveau probléme éléments finis comme celui-ci, en implémentant
le saut de déplacement associé a cette direction pour pouvoir calculer I'impulsion
d’endommagement associée. Ainsi, techniquement, dans MEF-++ il n’est pas néces-
saire de différencier les problémes normaux et tangentiels, il suffit de choisir une
direction d’endommagement et calculer le saut de déplacement associé a cette
direction pour obtenir 'impulsion associée. Il est choisi de différencier I'impulsi-
on normale et tangentielle dans le cas test de 'arrachement de la lamelle pour
rester proche du code prototype. Pour réaliser le calcul de I'impulsion, il est
nécessaire de récupérer le poids d’intégration des nceuds en implémentant la
variable "poidsNeuds". Au cours de la thése, 'algorithme (6) appelant le probléme
élément finis présenté en figure 4.31 a été développé en étendant dans MEF-++
la résolution explicite déja implémentée avec le schéma CD-Lagrange durant la
thése de Jean Di Stasio [24].

Pour mettre a jour le poids d’intégration des nceuds a chaque pas de temps, il
est nécessaire d’introduire le concept de PP, plus précisément, de "PréPostTraite-
ment" comme le montre la figure 4.32.

Les PréPostTraitement correspondent a des objets, des marqueurs, que 1’on
place & un certain endroit du calcul, comme ici au début du pas de temps, et qui
seront donc appliqués a cet instant. Dans le cas du poids d’intégration des nceuds,
il est nécessaire de les recalculer a chaque pas de temps, 'interface se déformant.
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// Ajout des PPs au probléme

{probEFglobal
ajoutePrePostTraitement [PPAssemblagePoids, DebutPasDeTemps]
ajoutePrePostTraitement [PPCopiePoids, DebutPasDeTemps ]
b

FIGURE 4.32 — Implémentation des PP dans le fichier .champs de peau.

Ainsi ce PP est associé au calcul d’une pression uniforme sur la surface de contact.

De la méme maniére, une fois les impulsions de contact et d’endommagement
calculées sur la peau, elles sont interpolées sur le domaine global. Ensuite un PP
vient mettre a jour la correction de vitesse associée a ces impulsions avec I’équation
de la dynamique (2.119) aprés le calcul des termes de formulation.

Les résultats obtenus

Dans cette derniére partie, les résultats obtenus avec le logiciel MEF++ sont
présentés et comparés aux résultats obtenus avec le code prototype. La détection
du contact entre les deux codes étant différente, un premier choix de champs de
normale décrivant l'interface du solide rigide est réalisé. Ce champ de normale est
lissé et normé sur la surface du solide rigide comme le montre la figure 4.33. Sur
cette figure, la valeur du gap initial est également affichée. La norme du gap est
de go = —1.107m sur I'ensemble de 'interface, sauf sur les arétes du bas de la
lamelle ou la norme est légérement inférieure, ce qui s’explique par une pénétration
p = 1.1071% m sur les composantes x et z entre les deux solides & ces endroits.
On remarque que les normales a la lamelle ne sont ni horizontales, ni verticales
proche des arétes, a I'inverse du cas précédent implémenté dans le code prototype
avec une détection du contact proposée par la figure 4.18. Sur la figure 4.33, en
bas a droite se trouve la légende pour la valeur du gap et en haut a droite celle
associée au champ de normales.
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FIGURE 4.33 — Champ de normales MEF+-+ et gap initial.
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FIGURE 4.34 — Impulsions normales et tangentielles d’endommagement
(m.s7'.kg) au temps ¢ = 0.0077 s obtenues avec MEF++ .

Pour observer les résultats obtenus, les impulsions normales et tangentielles
dues a 'endommagement sont étudiées. La figure 4.34 montre la répartition et la
valeur des impulsions d’endommagement (2.118) au méme pas de temps que sur la
figure 4.21. L’échelle des valeurs de 'impulsion tangentielle élastique endommagea-
ble se situe en haut a droite et pour I'impulsion normale en bas a droite de
la figure 4.34. Ces résultats doivent étre comparés a ceux obtenus sur la figure
4.35 correspondant aux impulsions associées aux corrections de vitesse observées
sur la figure 4.21. On remarque que la répartition et 'ordre de grandeur des
différentes impulsions sont similaires. Cependant elles ne sont pas égales. Cela
peut s’expliquer en partie par un champ de normale différent choisi pour calculer
les impulsions.

il

z
G
0 0.724 1.45 2.53 3.62 0 0.864 1.73 3.02 4.32
FIGURE 4.35 — Impulsions normales et tangentielles d’endommagement
(m.s71.kg) au temps ¢t = 0.0077 s associées a la figure 4.21 obtenues avec le code
prototype.
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La figure 4.36 montre les impulsions de contact obtenues dans la direction
normale et tangentielle au solide rigide au méme moment que celles obtenues sur
la figure 4.22. On remarque que moins de contacts sont obtenus, avec seulement
une seule rangée de nceud contre trois dans le cadre de la résolution avec le code
prototype. Ces différences s’expliquent par un champ de normale différent et donc
des résultats de détection du contact différent. Effectivement, sur la figure 4.33,
on remarque que les normales sur les surfaces du solide rigide proches des arétes
sont légérement inclinés, ainsi les calculs de gap sont légérement différents.

— 0.0e+00

FIGURE 4.36 — Impulsions normales et tangentielles de contact (m.s~'.kg) au
temps t = 0.0135 s obtenues avec MEF++ avec le champ de normales introduit
en figure 4.33.

— 0.0e+00

FIGURE 4.37 — Norme du déplacement (m) & ¢ = 0.0150 s obtenu avec MEF++
avec le champ de normales introduit en figure 4.33.

La figure 4.37 montre la norme du déplacement observée a t = 0.015 s de la
simulation. On remarque un comportement oscillatoire dans le solide déformable
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comme sur la figure 4.23 qui s’explique par le comportement hyper-élastique
modélisé par le modéle de Saint-Venant-Kirchhoff pour la loi de comportement du
solide déformable. Malgré un champ de normales différent, entrainant une valeur
des impulsions légérement différentes & un pas de temps donnée, le comportement
général du solide déformable est conservé. Dans un premier temps, le solide
déformable s’arrache de 'extérieur de la lamelle vers 'intérieur. Pendant ce temps
des impulsions de contact apparaissent sur les surfaces rigides de l'intérieur de
la lamelle. Une fois la lamelle totalement arrachée, des impulsions de contact
apparaissent lorsque le solide déformable retape le solide rigide.

Pour approcher les résultats obtenus avec le code prototype Matlab, un autre
champ de normales est choisi pour réaliser les calculs avec MEF++ comme le
montre la figure 4.38. Ce sont les normales au point correspondant par projection
qui sont choisies. Ce champ de normales évolue donc au cours du temps suivant
la position des noeuds de l'interface, mais les normales au solide rigide restent soit
horizontales, soit verticales comme sur la figure 4.18.

Avec ce nouveau champ de normales, la figure 4.39 présente les résultats
obtenus pour les impulsions normales de contact, prises au méme pas de temps
que les figures 4.22 et 4.36. Contrairement a la figure 4.36 dont les résultats sont
obtenus avec le champ de normales lissé, présenté en figure 4.33, la répartition des
impulsions est analogue a celle obtenue avec le code prototype comme le montre
la figure 4.22.
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FIiGURE 4.38 — Choix d’un champ de normales non lissé extérieur a la lamelle
pour la simulation MEF-++.

Cependant, la figure 4.40 présente également les résultats obtenus pour les
impulsions de contact (2.112),(2.113) au méme pas de temps que les résultats
obtenus sur la figure 4.39, et on remarque que les valeurs ne sont pas exactement
les mémes. Ainsi, le comportement global est vérifié entre les deux codes, seules
les valeurs différent.
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FIGURE 4.39 — Impulsions de contact normal (m.s~!.kg) a t = 0.0135 s obtenus
avec MEF+-+ avec le champ de normales non lissé.

Pour comparer le comportement global entre les trois simulations proposées,
un intérét est porté a la figure 4.41 montrant les évolutions de la moyenne sur
I’endommagement des nceuds sur l’ensemble de linterface au cours du temps.
Ainsi, au début de la simulation, ’endommagement moyen augmente légérement
plus rapidement avec le code prototype et finit par s’endommager légérement
moins vite. Dans le cas de MEF+-+, suivant le choix du champ de normales, les
résultats ne différent que de trés peu.
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FIGURE 4.40 — Impulsions de contact normal (m.s™'.kg) a t = 0.0135 s obtenus
avec le code prototype.

Il est important de remarquer que ’ensemble des trois courbes évoluent de la
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méme maniére avec un effet retard validé, notamment avec des endommagements
qui restent & la limite de rupture u, = 3.107% m & la fin de la simulation.
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FIGURE 4.41 — Comparaison de 1’évolution de la moyenne de I’endommagement
au cours du temps.

Pour conclure, une adaptation du code prototype dans un code semi-industri-
el est réalisée. Cependant de légéres différences sont observées sur les résultats.
Cela peut s’expliquer par plusieurs facteurs. Dans un premier temps, dans le code
prototype, seuls des vecteurs sont utilisés, contrairement & MEF-++4 ou des champs
sont calculés et ensuite les vecteurs nécessaires sont calculés a ’aide de fonction
d’interpolation, pouvant mener a des écarts numériques qui se propagent entre les
deux codes.

Dans un deuxiéme temps, le choix de la normale de contact et d’endommage-
ment n’est pas identique et n’évolue pas de la méme maniére. Ainsi, des impulsions
de contact qui interviennent & un certain pas de temps dans MEF+—+, peuvent
ne pas intervenir dans le code prototype, et inversement, comme le montrent les
résultats obtenus avec le cas du choix d’un champ de normale lissé, voir la figure
4.33.

Dans un troisiéme temps, une erreur de troncature peut étre observée sur le
calcul des forces intérieures qui est différent entre les deux codes. Dans le domaine
continu, les formulations (1.54) et (4.21) sont équivalentes, mais dans le domaine
discrétisé, le calcul de (4.21) demande une opération supplémentaire par rapport a
celui réalisé dans le code prototype avec I’équation (1.54). Dans MEF++, le calcul
des forces intérieures avec I’équation (4.21) revient a calculer le premier tenseur de
Piola-Kirchhoff, ce qui n’est pas réalisé dans le code prototype. Cependant, malgré
ces différences, la figure 4.41 montre que les résultats ont des comportements
similaires indépendamment des choix de modélisation.
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Conclusion et perspectives

Un cadre de résolution explicite

Dans ce manuscrit, plusieurs notions sont abordées. Dans un premier temps,
les travaux se basent sur la résolution du contact en dynamique explicite a 1’aide
du schéma temporel explicite CD-Lagrange introduit dans les travaux antérieurs
|31, 24]. Les conditions de contact sont alors présentées avec le formalisme non
régulier mis en place par Moreau [59] qui introduit ces conditions, dites aussi
de HSM (Hertz-Signorini-Moreau), en impulsion et vitesse, plutot qu’en force
et déplacement. Basé sur cette écriture des conditions de contact, I’équation de
la dynamique est alors écrite en impulsion et vitesse pour prendre en compte
la résultante associée aux forces de contact sans recours a une régularisation
numérique. Dans ce manuscrit, 'objectif est de traiter la simulation numérique
d’une interface entre un solide déformable et un solide rigide en dynamique explici-
te, de probléme associant du contact, des comportements d’endommagement et
d’adhésion a I'aide de modéles de zones cohésives. Ainsi, 'idée est d’ajouter une
nouvelle impulsion associée & ces comportements d’endommagement, d’adhésion,
pour conserver une résolution avec le formalisme du schéma explicite CD-Lagrange.

Dans ces travaux, cette approche est basée sur deux composantes. La premié-
re concerne le caractére physiquement fondé de la résolution proposée. Effective-
ment elle est basée sur le cadre thermodynamique des matériaux standards généra-
lisés. Ainsi, les lois de comportement matériau pour le solide déformable, tels que
la loi élastique linéaire, ou le modéle de Kelvin-Voigt, ou les lois de comportement
d’interface, comme le modéle RCCM choisi dans ce manuscrit, doivent vérifier
ce cadre. Pour ce faire, elles doivent vérifier 'inégalité de Clausius-Duhem qui
est associée au respect des deux premiers principes de la thermodynamique. Une
condition suffisante est d’introduire les lois d’état et d’évolution des lois de compor-
tement avec un potentiel d’énergie libre convexe et un potentiel de dissipation
convexe.

La seconde composante de cette approche est donc 'usage du schéma tempo-
rel explicite CD-Lagrange basé sur le schéma de la différence centrée. Il est choisi
car ¢’est un schéma dit symplectique, c’est-a-dire qu’il posséde de bonnes propriétés
énergétiques. La dissipation numérique discréte observée est alors trés limitée par
les propriétés du schéma. L’application du cadre thermodynamique au schéma
temporel revient a écrire 'ensemble des variables d’état a des piquets de temps
entiers, ¢,.1, alors que les variables associées aux lois d’évolution sont calculées a
des demis pas de temps, Z,,11/2.
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Un premier avantage de cette approche est que la résolution est "matrix-
free", notamment avec 'usage d’une matrice de masse lumpée et car les cas étudiés
utilisent soit une géométrie analytique (plan infini), soit un solide rigide maillé
et avec un maillage compatible aux interfaces. Ainsi les grandeurs calculées en
chaque nceud du maillage sont indépendantes des autres nceuds et peuvent donc
étre calculées séparément. Cela permet une résolution en paralléle facile a mettre
en place et donc une efficacité de calcul réelle. Un second avantage est la gestion
des non régularités, notamment sur l'interface, comme avec le contact. Cela peut-
étre également étendu aux différentes lois de comportement matériau. Un autre
avantage de la résolution proposée est son caractére modulaire.

Une résolution modulaire

Pour mettre en avant I’aspect modulable de la résolution, un premier focus
est réalisé sur les lois d’interface. Effectivement, le modéle RCCM standard, présen-
té dans [22], admet certaines limites en dynamique explicite. Les vitesses d’endom-
magement n’étant pas bornées, des nceuds de l'interface possédent alors, lorsque
que l'interface s’arrache totalement, des valeurs de saut de déplacement possible-
ment largement supérieures a la limite de rupture u, de l'interface. Pour éviter
ce comportement, le choix fait est d’étendre le modéle RCCM standard & des
approches avec effet retard. L’objectif étant aussi d’éviter la localisation de I'en-
dommagement. Deux modéles sont présentés, et c¢’est le modéle RCCM avec effet
retard avec vitesse limite qui est retenu. Pour intégrer ces modéles a la résolution,
il est nécessaire dans un premier temps de vérifier le cadre thermodynamique
des matériaux standards généralisés pour les lois de comportement du nouveau
modele d’interface. Une fois cette vérification validée, les lois d’état et d’évolution
du modéle sont discrétisées suivant le schéma CD-Lagrange. Ainsi Papplication
des modéles a effet retard consiste & seulement modifier la loi d’évolution de
I’endommagement. L’algorithme général de résolution proposé, lui, ne change pas.
Changer de loi de comportement d’interface n’est donc pas intrusif.

Dans un second temps, le caractére modulaire de la résolution est également
montré avec 'utilisation d’autres lois de comportement pour le solide déforma-
ble, avec I’application de modéles en grandes transformations. Des exemples sont
montrés avec l'introduction de la loi matériau de Saint-Venant-Kirchhoff décrivant
des comportements hyper-élastiques et son extension avec I’ajout d’un comporte-
ment visqueux. De la méme maniére que pour le changement de loi de comporte-
ment du modéle d’interface, le changement de comportement volumique n’est pas
intrusif dans l'algorithme général de résolution. Il est seulement nécessaire de
changer le calcul du second tenseur de Piola-Kirchhoff permettant de décrire les
contraintes observées sur la configuration initiale. D’autre part, 'utilisation de
lois de comportement possédant de la viscosité montre la capacité de la résolution
proposée a traiter les non linéarités. Dans le cadre de matériaux visqueux, seul un
impact sur le pas de temps est observé.

162

These accessible a I'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2024ISAL0098/these.pdf © [P. Larousse], [2024], INSA Lyon, tous droits réservés



Perspectives

La résolution proposée permet de résoudre des problémes d’interface dans le
cadre de probléme de dynamique rapide. Son caractére modulable est montré. Ce-
pendant, dans le cadre de problématique de type pneumatique, le comportement
incompressible [29, 51] de ce dernier ne peut étre ignoré. Ainsi, un travail d’adapta-
tion a cette propriété pourrait étre intéressant.

En ce qui concerne les lois de comportement pour 'interface, il serait intéres-
sant d’appliquer la résolution & d’autres modéles que le RCCM utilisé dans ce
manuscrit, voir 'annexe A2, A3. En effet, d’autres effets non-linéaires peuvent étre
pris en compte. Dans les travaux réalisés, I'impulsion associée a I’endommagement
de l'interface posséde un comportement élastique. Il serait alors intéressant de
réaliser des cas tests en trois dimensions |28| avec des comportements plastiques ou
encore visco-plastiques, voir 'annexe A1. D’autre part, un modéle avec recollement
|77, 78], comme un effet post-it peut étre mis en place. Effectivement, dans le
cadre du démoulage de pneu on peut penser que lorsque 'interface est totalement
endommagée, lors d’un nouveau contact avec la lamelle, un léger recollage avec
le moule dii au caractére visqueux de la gomme encore chaude, est observé.
D’autre part, le démoulage est un procédé ou la température change au cours du
temps, ainsi il pourrait étre intéressant d’appliquer la résolution proposée avec des
problémes couplés thermo-mécanique. Il serait également intéressant d’étudier les
cas de maillages incompatibles & 'interface dans le cadre de contact déformable-
déformable.

Pour finir, en ce qui concerne le modéle d’interface RCCM avec effet retard
avec vitesse limite, une étude du sens physique, a travers des expériences, de la
vitesse d’endommagement limite pourrait étre intéressante, de maniére a réaliser
des simulations plus proches d’un réel démoulage de pneu avec comme comporte-
ment volumique pour le solide déformable, celui de la gomme.
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Annexes

A1l : Dynamique explicite et plasticité en volume

Pour illustrer le fait que les modéles puissent s’intégrer au cadre de résolution
de l'algorithme (5) facilement, on considére un modéle élasto-plastique classique,
sous I’hypothése de petites perturbations, présentant des non-régularités avec un
seuil de plasticité sans viscosité [52]. Par ailleurs, une version de comportement
parfaitement plastique est décrite pour le modéle d’interface dans [28].

La configuration partitionne la déformation de la maniére suivante :

e=¢€"+¢€

avec €° correspondant & la déformation associée au comportement élastique et €”
au comportement plastique.
Les lois d’état thermodynamique du modéle [52] sont alors décrites comme :

ou C est le tenseur d’élasticité d’ordre 4 associé a un matériau élastique linéaire
isotrope [34] et G est une fonction croissante, i.e. G' = % > 0.

Pour décrire le comportement élasto-plastique, il est également nécessaire
d’introduire la fonction seuil suivante :

fle.R)=le”|| - R—oy

Pll=1/3

avec ||o \/20P : 0P, oy le seuil maximal de la contrainte et o le tenseur

déviatorique associé a la contrainte tel que

1
ol =0 - §Tr(0')I

avec I la matrice identité.
Pour compléter le modeéle, il est nécessaire d’introduire les lois d’évolution

thermodynamique dont les formulations sont [52] :

165

These accessible a I'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2024ISAL0098/these.pdf © [P. Larousse], [2024], INSA Lyon, tous droits réservés



p_
€ /\30'

of
=A%,

avec A un multiplicateur plastique [52] et p la déformation plastique cumulée. Pour
décrire le comportement, il est nécessaire d’ajouter la relation de complémentarité
écrite sous une forme similaire au cas de la non-linéarité de contact tel que :

sif=0, 0<AL—f>0
sinon A=0

avec dans le cas particulier de f =0:

. 0
f:<—fC:é>,
Jo
<g—£C€>+

A= -
Of (v. OF . 9F (I
735C 50 T 550 o

Ainsi, I'algorithme associé pour un incrément de temps est détaillé dans (7).

Algorithm 7 Résolution d’un incrément de temps pour un comportement élasto-
plastique
Entrées : Una Vn+1/27 Pns pn+1/27 Gﬁa éI:LJrl/Q
U, < U, + 0V > Configuration explicite
Dn+t1 < Pn + hpn+1/2
€1 < €+ e
Ont1 — C (€41 — GZH) > Lois d’état
Ryt1 < G(pns1)
fas1 < f(ont1, Ros1)
Vigs2 < Vi + M_I(Ffﬁl ~Blo,,1) > Dynamique Matrix-free
if f,.1 <0 then
/\n+3/2 0
Pntsj2 < 0 > Lois d’évolution
: «—0

p
€nt3/2
else

Anisjz S (< %‘”+1C D €ny3) >+>/<%|n+lc : %’nn% +
0 : 0
ﬁ];|n+1Gn+3/2#;|n+1)

Dnt3/2 _)‘n+3/2%|n+1 > Loi d’évolution

-p of
€nq3/2 < >\n+3/28_a.|n+1
end if

N : P P
Sorties : Un+1a Vn+3/27 Pn+1s Pnt3/2s €pq1s €7L+3/2
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A2 : Dynamique explicite et modéle d’usure d’Ar-
chard

Bien que les modéles d’usure soient principalement utilisés dans les cas
quasi-statiques, certaines situations peuvent mettre en jeu les aspects dynamique
transitoire. Effectivement, pour des sollicitations vibratoires non périodiques, a
fréquence assez élevée, ou du contact interlittent (décollement, impact) par exemple
dans les engrennements a haute vitesse, mettent en évidence ces aspects. La
difficulté réside alors dans une dynamique en temps long, pour laquelle on souhaite
peu de dissipation numérique, afin de bien représenter les effets dissipatifs physi-
ques. C’est un intérét de 'utilisation de la résolution explicite présentée dans cette
these.

Dans le cadre de la dynamique explicite, on vise donc & coupler la non
régularité (aux impacts en particulier) a un modéle d’usure de type Archard [4]. Ce
dernier décrit le volume de masse usé par unité de surface e, c’est-a-dire 'opposé
de la variation de I’épaisseur é de l'interface de contact décrit par

e = —p|lv
Hp T

(en fait pour un coté de linterface : si les deux matériaux s’usent, il y a deux
valeurs) ol v est la vitesse tangentielle de glissement relatif, p la pression de
contact, H la dureté et C' un coefficient phénoménologique a identifier par essais
(d’unité inverse d’une pression) relatif a un coté de l'interface, mais dépendant du
couple de matériaux en contact. On pourrait donc dire qu’il est caractéristique
des deux cotés de l'interface, et donc relatif a I'interface directement.

Dans le cadre de la dynamique explicite non-réguliere CD-Lagrange, les
actions au contact sont représentées par des répartitions d’impulsion r. En effet,
lors d’'un impact, la convergence temporelle quand h — 0 est effective pour
I'impulsion, mais pas pour la répartition de force f = r/h — oo, la force a
I'impact n’est pas définie.

Cependant, lorsque le contact est maintenu, r/h converge vers une valeur
finie, et plus précisément vers la pression de contact sur la partie normale. Il est
donc nécessaire d’avoir une variable interne en plus de ’épaisseur e pour mémoriser
le statut de contact, permettant de séparer les cas d’impact (ot é = 0) des cas de
contact maintenu.

La dynamique s’écrit donc :

M(Voi3/2 — Vigi/2) = hF et g1 + Rugs o
avec , voir le chapitre 2,
R13/2 = LJT\rRN,n+3/2 + LgRT,n-H%/Q
L’incrément de pas de temps est donc décrit dans I’algorithme (8). Bien sur,

d’autres modéles plus complexes existent, par exemple en prenant en compte la
recirculation des débris d’usure sur le trajet de glissement.
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Algorithm 8 Résolution d’un incrément de temps pour un comportement d’usure
d’Archard
Entrées : Una Vn+1/27 €ns én+1/27 In
U1 < U, +h Vi > Configuration explicite
€ny1 < €, + Nepyii)o
81 ¢ 8, +LnUnyi +eni
Résolution des algorithmes locaux (2) et (3) pour obtenir R, 3/
Va2 < Voo + MTHESY 4+ Rogs)o) > Dynamique Matrix-free
if g,.1 <0 then > Loi d’évolution local en chaque noeud
Cnt3/2 < %TN’"%WHVT@%,&H
else

én+3/2 =0
end if

Sorties : Un—f—la Vn+3/27 In+1s Ent1s én+3/2
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A3 : Interface endommageable extrinséque

En se basant sur les travaux de [15], objectif est de simuler le comportement
d’interface présenté en figure 42.

0 > [u]
FIGURE 42 — Evolution de la contrainte de 'interface en fonction du saut de
déplacement.

Dans un premier temps, la raideur k& de l'interface est infinie, puis sa valeur
suit la courbe rouge de la figure 42 lors d’un essai de traction complet. Dans le
cas d’un relachement durant l'essai, la contrainte suit les courbes en pointillés
bleus avec un coefficient directeur maximal représentant la rigidité de 'interface
k = kmax. L’objectif de cette manipulation est d’avoir une raideur d’interface pas
"trop grande", ce qui pourrait sinon avoir un impact important sur le pas de temps
critique. Ce comportement vérifie 'inégalité de Clausius Duhem. Ainsi ce modéle
rentre bien dans le cadre de résolution proposé. Un intérét de ce modeéle pourrait
étre la détection d’une initiation de fissure. Effectivement le choix d’une raideur
infinie entre les éléments ne change pas la raideur globale du solide déformable.
Lors de la phase d’endommagement, la raideur des éléments est modifiée, c’est en
ces lieux que 'on pourrait détecter une initiation de fissure.

La loi d’état du modele s’écrit alors :

Sia< Qo, k= kpax = f(o_éa0>
Sinon k= M
«Q

avec o 'endommagement de U'interface, o la valeur de 'endommagement corres-
pondant a la raideur maximale autorisée. Soit la contrainte de l'interface définie
comme :

o=fla) —k<a—[u >
avec < - >, la valeur positive et [u] le saut de déplacement entre le solide
déformable et le solide rigide.
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La loi d’évolution du modéle correspondant a la vitesse de I’endommagement
peut-étre la suivante :

Si [u] < aou a> u,, a=0
Sinon a=<[u] >,

Evidemment, une loi d’évolution avec un endommagement 4 effet retard peut
étre choisie.

Pour la résolution, on cherche toujours a avoir soit k = 0o soit k < Kpax.
Un algorithme de résolution est proposé dans (9) dans le cas d’un seul degré de
liberté en contact actif & I'instant initial avec un solide rigide.

Algorithm 9 Résolution d’un incrément de temps pour une interface
endommageable extrinseque

kmax = f(aw)/ a0

Qp, d{l/g =0

Entrées : u,, vyq1/2

Upt1 $ Up + NU11)2

Qi1 < Qp + Moy g2 > Configuration explicite

Calcul de la loi d’état associée au comportement de 'interface

if On+1 > Qg then

k= fla)/a
else

k= kmax
end if

Ont+1 = f(an+1) —k < opp1 — [U]m-l >4

Calcul de I'impulsion élastique endommageable 74,3/

Calcul de vypee = Vypy1/2 + milh(fext,n—&—l — fintnt1) + Tdn+3/2

Résolution de l'algorithme (2) pour obtenir 7., 3/

Untsja = Ungijz + M R(fSY — filf)) + m™ (rengsja + Tants2) > Dynamique
Mise a jour de la vitesse d’endommagement cv,3/2

Sorties : U, 1, Vny3/o
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