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| Résumé

Les mécanismes associés aux e�ets indésirables sous immunothérapie et l'identi�cation de
pro�ls à risque chez les patients font à ce jour l'objet de nombreuses études. Cependant, les
données de toxicités associées à un traitement sont souvent d'une grande complexité et posent
de nombreux dé�s aussi bien en termes de recueil que d'un point de vue méthodologique.
L'objectif de cette thèse est d'explorer des approches statistiques permettant de comparer
des pro�ls de toxicité associés à un traitement. Du fait de la multi-dimensionnalité de ces
données (e.g. temporalité, récurrence, sévérité), évaluer la toxicité d'un traitement peut se faire
à travers de nombreux indicateurs donnant soit une mesure absolue du risque de toxicité étudié
(e.g. probabilités, taux), soit une mesure relative (e.g. odds ratios, hazard ratios). Une première
revue des indicateurs liés aux modèles de régression proposés dans la littérature a mis en lumière
des aspects méthodologiques fréquemment négligés dans l'évaluation du risque, en particulier
en ce qui concerne la représentation du risque absolu au cours du temps. En réponse à cette
observation, deux modèles ont ensuite été explorés au cours de ces travaux.

Le premier modèle est un modèle �exible pénalisé du taux de survenue d'un unique évè-
nement de toxicité (e.g. première apparition, grade maximum). L'intérêt de ce modèle réside
dans sa capacité à décrire de manière �exible la dynamique du taux au cours du temps en
utilisant des splines, tout en intégrant les e�ets non linéaires et non proportionnels des cova-
riables. L'utilisation de splines s'accompagne toutefois de problématiques de sur-ajustement
potentiel. Introduire une pénalisation de la vraisemblance, avec un objectif de lissage, permet
de réduire ce phénomène. Le modèle de taux pénalisé a été exploré par simulation en tenant
compte des spéci�cités du contexte des données de toxicité : échantillons de taille modeste,
risques compétitifs, non-proportionnalité, dynamique di�érente de celle rencontrée pour la sur-
venue du décès. L'application du modèle sur des données observationnelles de patients traités
par immunothérapie dans le cadre du projet Européen Qualitop a également été réalisée.

Le second modèle o�re une description de la dynamique de survenue des événements basée
sur des splines, tout en prenant en compte la possibilité d'une récurrence de ces événements.
L'indicateur utilisé est l'intensité marginale (IM), qui présente l'avantage de décrire un processus
récurrent au sein d'une population de manière synthétique. Deux approches ont été proposées
dans cette thèse pour modéliser l'indicateur avec des splines. La première, dite directe, reprend
le cadre du modèle d'IM semi-paramétrique basé sur des équations d'estimation, qui ne nécessite
pas d'hypothèses strictes sur la corrélation des événements chez un même sujet. La seconde, dite
indirecte, estime l'IM à partir d'un modèle d'intensité basé sur le processus de Poisson avec e�et
aléatoire. Les performances des deux approches sont comparées par une étude de simulation
originale, basée sur des processus de type multi-états. Les deux approches ont ensuite été
étendues au cadre pénalisé, avec objectif de lissage, a�n de limiter le sur-ajustement.

Mots clés : E�ets indésirables, Survie, Evènements récurrents, Splines pénali-
sées, Taux, Intensité marginale
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| Abstract

The mechanisms associated with adverse events under immunotherapy and the identi�cation
of risk pro�les in patients are currently the subject of numerous studies. However, toxicity data
associated with treatment are often highly complex and present many challenges both in terms
of data collection and in terms of methodological approaches. The objective of this thesis is to
explore statistical methods for comparing toxicity pro�les associated with treatment. Due to the
multidimensionality of these data (e.g., temporality, recurrence, severity), evaluating treatment
toxicity can involve numerous absolute indicators (e.g., probabilities, hazards) and relative
indicators (e.g., odds ratios, hazard ratios). A preliminary review of the indicators associated
with regression models proposed in the literature highlighted methodological aspects that are
frequently overlooked in risk assessment, particularly regarding the representation of absolute
risk over time. In response to this observation, two models were explored during this research.

The �rst model is a penalized �exible hazard model focusing on the occurrence of a single
event (e.g. �rst event, maximum grade). The value of this model lies in its ability to �exibly
describe the dynamics of the hazard according to time using splines while also accounting for
non-linear and non-proportional e�ects of covariates. However, the use of splines may lead
to over�tting issues. Adding a penalty to the likelihood, with a smoothing objective, helps
mitigate this issue. The so-called penalized hazard model was explored through simulation,
taking into account the speci�cities of adverse events data : modest sample sizes, competing
risks, non-proportionality, and dynamics di�erent from those encountered with death as the
event of interest. The model was also applied to observational data from patients treated with
immunotherapy within the European Qualitop project.

The second model also describes the dynamics of event occurrence using splines while ac-
counting for the possibility of event recurrence. The indicator used is the marginal intensity
(MI), which provides a synthetic description of a recurrent process within a population. Two
approaches were proposed in this thesis for modelling the indicator with splines. The �rst, called
direct, follows the framework of the semi-parametric MI model based on estimating equations,
which does not require strict assumptions about the correlation of events within the same sub-
ject. The second, called indirect, estimates the MI from a Poisson process intensity-based model
with a random e�ect. The performances of these two approaches are compared through an ori-
ginal simulation study based on multi-state processes. Both approaches were then extended to
the penalized smoothing framework in order to limit over�tting.

Key words : Adverse events, Survival, Recurrent events, Penalized splines, Ha-
zard, Marginal intensity
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| Contexte et objectifs de la thèse

Contexte

L'immunothérapie anti-cancéreuse a révolutionné la prise en charge de nombreux cancers
au cours des dernières années. Les inhibiteurs du contrôle immunitaire (Immune Checkpoint
Inhibitors) (ICI) constituent une famille de traitements agissant en bloquant certains récepteurs
du système immunitaire comme le cytotoxic T-lymphocyte-associated antigen 4 (CTLA-4), le
programmed death cell protein 1 (PD-1) ou le PD-ligand 1 (PD-L1). En bloquant ces récepteurs,
les ICI provoquent une réponse accrue de la part des lymphocytes T visant à éliminer les cellules
tumorales. De plus en plus de molécules ont obtenu des autorisations de mise sur le marché :
anti-PD1 (e.g. nivolumab, pembrolizumab, cemiplimab), anti-CTLA4 (ipilimumab), anti-PDL1
(e.g. atezolizumab, durvalumab). Les ICI sont utilisés pour le traitement de nombreux cancers
comme le mélanome avancé (Carlino et al., 2021), le cancer du poumon (Tang et al., 2022), la
liste des nouvelles applications s'allongeant chaque année (Yin et al., 2023). Par ailleurs, ils sont
aussi utilisés comme adjuvant (en complément d'une chirurgie). Les ICI peuvent être prescrits
en monothérapie mais aussi en combinaison avec d'autres ICI (e.g. nivolumab + ipilimumab),
de la chimiothérapie ou des thérapies ciblées.

En stimulant la réponse immunitaire des lymphocytes T pour combattre le cancer, des
réactions auto-immune peuvent alors se produire. Ces réactions sont communément appelées
e�ets indésirables immuno-médiés (immune-related adverse events ir-AEs) et peuvent a�ecter
n'importe quel organe. La fréquence d'ir-AEs est importante bien que cela dépende de l'ICI
utilisé. Par exemple, les troubles endocriniens, e.g. hyperthyroïdie, hypothyroïdie, hypophysite,
sont très fréquents sous anti-PD1 (Barroso-Sousa et al., 2018). La sévérité des ir-AEs est va-
riable, allant de symptômes bénins à des évènements fatals (e.g. pneumonites, myocardites).
A�n d'améliorer la prise en charge de ces toxicités, l'identi�cation de facteurs prédictifs des
évènements indésirables est un champ de recherche actif.

La révolution dans la prise en charge de cancers auparavant associés à un mauvais pronostic
(e.g. le mélanome métastatique) a conduit de plus en plus d'essais cliniques à considérer la
qualité de vie comme résultat d'intérêt, en complément de la survie. Certains essais cliniques
ont rapporté : une meilleure qualité de vie entre le début du traitement et la 12eme semaine chez
les patients sous pembrolizumab que sous chimiothérapie (Schadendorf et al., 2016), une plus
faible propension à la détérioration de la qualité de vie sous nivolumab que sous chimiothérapie
(Long et al., 2016), une di�érence de qualité de vie non cliniquement signi�cative en cours
de traitement comparé à l'initiation pour des thérapies adjuvantes (Bottomley et al., 2021).
L'association entre ir-AEs et qualité de vie (Malkhasyan et al., 2017) a été peu étudiée et la
plupart des études sont basées sur des patients sélectionnés pour les essais cliniques.

Cette thèse s'inscrit dans le cadre du projet européen Qualitop (QUality of Life after cancer
ImmunoTherapy, dont l'objectif général était de créer une cohorte multi-nationale de patients
traités en routine par immunothérapie anti-cancéreuse. Plusieurs sujets de recherche ont été
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abordés avec les données collectées dans cette cohorte : recherche de marqueurs prédictifs des
ir-AEs, des déterminants de la qualité de vie de ces patients et notamment son lien avec les
ir-AEs. L'un des objectifs était également d'intégrer les résultats sur une plateforme digitale.

Objectifs

L'objectif principal de cette thèse était de proposer une modélisation du risque de toxicité,
pour le décrire et identi�er des pro�ls à risque, chez des patients traités par immunothérapie
anti-cancéreuse.

Une première partie exploratoire a donc été réalisée a�n d'identi�er (i) les caractéristiques
propres aux données d'e�ets indésirables collectées à partir des dossiers patients, (ii) les pro-
blématiques statistiques associées, (iii) les modèles de régression statistiques proposés dans la
littérature permettant de gérer ces données.

Constatant que la survenue des évènements au cours du temps est rarement décrite dans la
littérature (e.g. simple présentation des temps médians d'occurrence), la seconde partie de la
thèse a donc porté sur le modèle �exible du taux. Ces derniers ont été explorés dans le contexte
des e�ets indésirables, notamment dans un cadre de risques compétitifs.

La récurrence des évènements indésirables étant souvent négligée et la modélisation limitée
au premier évènement, la troisième partie de la thèse propose une modélisation �exible de
l'intensité marginale (souvent appelée rate dans la littérature) au cours du temps.
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Partie I

Collecter et modéliser des données de
toxicité
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1 | La cohorte Qualitop

1.1 Description générale

La cohorte prospective Qualitop est une cohorte multi-centrique et multi-nationale (Vinke
et al., 2023) de patients sous immunothérapie anti-cancéreuse. Deux principales catégories de
traitements peuvent être identi�ées dans cette cohorte : les immune checkpoint inhibitors (ICI)
et les CAR-T cells 1. Les patients peuvent être inclus dans la cohorte s'ils sont âgés de plus
de 18 ans à la date de signature du consentement éclairé et durant la date de décision pour
l'immunothérapie jusqu'au début du second cycle de traitement.

La cohorte implique les populations suivants :

� Les Hospices Civils de Lyon (France)
La cohorte française inclus des patients traités par ICI (tous types de cancers) et par
CAR-T cells (lymphomes).

� University Medical Center Groningen (Pays-Bas)
Les patients inclus sont atteints d'un cancer du poumon traité par ICI (cohorte Onco-
LifeS).

� La cohorte nationale de patients traités par CAR-T (Pays-Bas)
Les patients sont traités pour un lymphome par CAR-T cells.

� Instituto Português de Oncologia, Lisboa (Portugal)
Les patients sont traités pour un lymphome par ICI ou par CAR-T cells.

� Hospital Clinic de Barcelona (IDIBAPS) (Espagne)
Cette cohorte se compose de patients atteints de mélanomes traités par ICI dans le
département de dermatologie.

1. Les traitements par CAR-T cells (Chimeric Antigenic Receptor T ) constituent un autre type d'immu-
nothérapie. Ce sont des lymphocytes T modi�és génétiquement a�n qu'ils puissent reconnaître et éliminer les
cellules cancéreuses. Le pro�l de toxicité de ces traitements est très di�érent de celui des ICI, incluant des
syndromes de neurotoxicité et de relargage cytokinique.
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1.2 La cohorte des mélanomes

Parmi les axes de recherche identi�és dans le cadre du projet, il a semblé pertinent de
faire un focus sur la cohorte des mélanomes. Cette cohorte est plutôt homogène en termes de
traitements, les patients étant principalement traités en monothérapie par anti-PD1 (nivolumab
ou pembrolizumab) pour de la première ligne ou en adjuvant. Dans la suite de cette thèse, les
modèles ont été appliqués sur les données issues de cette cohorte.

Les patients mélanomes sont inclus en France et en Espagne. En France, les patients traités
par ICI ont été inclus entre le 15 juillet 2019 et le 16 février 2024 et en Espagne, entre le 8
août 2021 et le 11 mars 2024. A la �n des inclusions, la cohorte totale comptait 423 patients
atteints de mélanomes. Dans la suite, nous en conservons 279, traités en ligne 1 ou adjuvant et
en monothérapie d'anti-PD1, comme indiqué dans le �owchart en Figure 1.1.

N= 54 N= 369

Spain France

Non adjuvant or line 1 (n = 63)

Non monotherapy(n = 32)

N= 274

N= 225

No Follow-up 

(n = 49)

N= 54

Figure 1.1 � Flowchart de la cohorte des mélanomes

Les caractéristiques des patients au début du traitement sont détaillées en Table 1.1. La
principale di�érence entre les populations des deux pays est la proportion de patients avec des
métastases distantes. En Espagne, les patients avec un mélanome non résécable sont traités dans
un autre département que celui qui réalise les recrutements et donc non inclus dans l'étude.
L'âge médian des patients de la cohorte est de 66 ans et la plupart des patients ont reçu du
nivolumab (74%).
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France,
N = 225

Espagne,
N = 54

Total,
N = 279

Sexe

Homme 127 (56%) 25 (46%) 152 (54 %)

Femme 98 (44%) 29 (54%) 127 (46%)

Age en début d'immunothérapie

68 (53 - 76) 63 (53 - 74) 66 (53 - 75)

Métastases distantes

Oui 66 (30%) 1 (2%) 67 (24 %)

Non 155 (70%) 52 (98%) 207 (76%)

Manquant 4 1 5

Historique de maladie auto-immune

Oui 25 (11%) 4 (7%) 29 (10 %)

Non 200 (89%) 50 (93%) 250 (90%)

Type d'anti-PD1

Nivolumab 170 (76%) 36 (67%) 206 (74 %)

Pembrolizumab 55 (24%) 18 (33%) 73 (26%)

Ratio neutrophiles sur lymphocytes (NLR)

2.4 (1.7 - 3.4) 2.4 (1.7 - 3.1) 2.4 (1.7 - 3.3)

Manquant 1 0 1

Table 1.1 � Caractéristiques des patients mélanomes à l'inclusion. Les variables continues sont
décrites par la médiane et l'intervalle interquartile.
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2 | Données

2.1 Mode de collecte de données

Les informations cliniques des patients ont été collectées manuellement à partir du dossier
patient de façon rétrospective. En France, le recueil des données a été e�ectué sous Easily,
une plateforme de dossiers patients informatisés développée par les Hospices Civils de Lyon.
Dans les autres centres, les données ont été collectées dans REDCap (Research Electronic Data
Capture). Il s'agit d'une plate-forme en ligne conçue pour recueillir des données de recherche.

Les données cliniques du patient ont été recueillies depuis le dossier patient jusqu'à un
maximum de 24 mois (sauf interruption de l'immunothérapie et début d'une autre ligne de
traitement). Au-delà, seul le statut vital et la date de dernière injection ont été mis à jour à
intervalles réguliers. Pour les patients sous immunothérapie, il est possible d'identi�er plusieurs
motifs de visites, conduisant à une fréquence de recueil d'information plus ou moins importante
selon les patients :

� Visites pour traitement
Elles ont lieu à chaque cycle d'immunothérapie, soit toutes les 2 à 6 semaines selon la
dose et le type de traitement. Une analyse biologique est réalisée à cette occasion avant
l'injection du traitement.

� Visites pour toxicité
Elle peut survenir entre deux cycles en cas de toxicité et peut conduire à une réduction
de la dose lors du cycle suivant voire à un arrêt temporaire ou dé�nitif du traitement.
Une hospitalisation est parfois nécessaire. Des analyses biologiques complémentaires à
celles des visites de routines peuvent être réalisées.

� Visite d'évaluation
A cette occasion, une évaluation de la réponse au traitement est réalisée a�n de décider
de la poursuite de ce dernier. Une évaluation est, en général, réalisée au bout des 6
premiers mois mais elle peut également survenir plus tôt (par exemple au bout de 3
mois ou au bout d'un certain nombre de cycles). Elle peut coïncider avec une visite pour
traitement.
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2.2 Variables collectées

Plusieurs types de variables ont été collectées dans la base de données Qualitop à partir des
dossiers patients :

� Variables démographiques : date de naissance, sexe ;
� Historique des co-morbidités : ces dernières peuvent être recueillies sous forme d'un texte

libre ou classées selon la classi�cation des maladies CIM-10.
� Caractéristiques du/des traitements : en cours et passés (doses, fréquences, molécules) ;
� Caractéristiques du cancer en début d'immunothérapie : type histologique, présence et

localisation des métastases ;
� Traitements concomitants : ces traitements sont recueillis sous forme de texte libre ;
� Résultats d'examens biologiques ;
� Résultats d'examens cliniques : poids, statut ECOG (Eastern cooperative oncology group),

pression artérielle, etc. ;
� E�ets indésirables : La section 2.3 est dédiée à la description de la collecte et de la

structure de ces derniers.

2.3 Les évènements indésirables en données observation-

nelles

Les informations associées aux évènements indésirables ont été collectées depuis le dossier
patient, incluant la date de début, la date de �n, la nécessité d'une hospitalisation. Une im-
putabilité au traitement est parfois proposée. Cependant, cette information peut être partielle,
manquante ou manquer d'objectivité (Lineberry et al., 2016).

Classiquement, les évènement ont été classés et gradés selon la Common Terminology Cri-
teria for Adverse Events (CTCAE) Version 5.0 de l'Institut National des Cancers. La sévérité
y est décrite par un grade allant de 1 (symptômes légers ou cliniques) à 5 (décès). La CT-
CAE comporte des éléments objectifs de type analyses de laboratoires (e.g. augmentation des
lipases), des évènements cliniques mesurables/observables (e.g. rash maculopapuleux) et des
évènements symptomatiques subjectifs (e.g. nausées, douleurs) (Basch et al., 2014).

Plusieurs facteurs peuvent in�uencer le niveau d'exhaustivité du dossier patient en termes
d'e�ets indésirables. En premier lieu, l'appréciation du clinicien joue un rôle central au moment
de l'évaluation lors d'une visite. En particulier, il a été observé une tendance à sous-estimer les
évènements symptomatiques, à la fois en fréquence mais aussi du point de vue de la sévérité,
par rapport aux patients (Atkinson et al., 2016). C'est pourquoi il est de plus en plus commun
d'inclure des observations rapportées par le patient (Patient Reported Outcome (PRO)) dans
les essais pour compléter les données collectées par les cliniciens. En second lieu, l'engagement
du patient pour sa santé, son âge et sa littéracie en santé (Whittaker et al., 2017) ainsi que
la communication entre l'équipe médicale et le patient sont d'autres facteurs qui in�uencent
l'identi�cation des e�ets indésirables. En�n, la fréquence des visites est un facteur majeur de
cette collecte, les évènements ponctuels entre deux visites pouvant être complètement omis.

Dans les essais cliniques, il est fortement recommandé de spéci�er les évènements indési-
rables d'intérêt dans le protocole de l'essai (Lineberry et al., 2016). En e�et, pour certains
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évènements d'intérêt, le CRF (case-report form) devrait être spécialement conçu pour capturer
certains évènements d'intérêt, qui pourrait nécessiter des investigations complémentaires non
nécessairement réalisées en routine pour en établir le diagnostic (Crowe et al., 2009). Avec des
données collectées à partir du dossier patient, on comprend que ce problème est omniprésent.

Quelques cas particuliers à l'immunothérapie

Bien que la CTCAE soit en constante évolution pour répondre aux besoins spéci�ques
des traitements les plus récents, elle n'est pas toujours optimale pour les décrire. Certains
évènements spéci�ques à l'immunothérapie, dits immuno-médiés peuvent être reportés de
façon hétérogène entre les études (Xie et al., 2021). D'une part, ils n'ont pas de terme
dédié et d'autre part établir le caractère immuno-médié de façon objective n'est pas
toujours évident.

Deux ir-AEs fréquents sous immunothérapie sont les diarrhées et les colites immuno-
médiées. La CTCAE ne prévoit pas de distinction entre les diarrhées immuno-médiée et
infectieuses. De plus, bien qu'il existe deux termes dans la CTCAE pour grader la diarrhée
et la colite, les critères présentent un fort chevauchement ce qui fait qu'en pratique les
termes peuvent être interchangés (Abu-Sbeih et al., 2020).

Dans de nombreux essais cliniques évaluant l'immunothérapie, la toxicité hépatique a été
gradée en se basant sur des anomalies des indicateurs biochimiques hépatiques sériques :
ALAT, ASAT, GGT, ALP, biliubine en utilisant la catégorisation proposée par la CT-
CAE. Le grade d'hépatotoxicité est alors le plus élevé parmi ces anormalités (Suzman
et al., 2018). Notons cependant qu'une augmentation de grade 3-4 des ALAT, ASAT
n'est pas une preuve directe d'une perte de la fonction hépatique. Souvent asymptoma-
tique et généralement sans évolution notable évaluée par imagerie (Suzman et al., 2018),
l'évaluation de la toxicité hépatique associée à l'immunothérapie à partir de la CTCAE
est donc di�cile à caractériser.

La thyroïdite est également un ir-AE fréquent. Cette dernière n'a pas de terme dédié
dans la CTCAE. Sous immunothérapie, elle se caractérise souvent par une phase (brève
et souvent asymptomatique) d'hyperthyroïdie suivie par de l'hyperthyroïdie. Ces deux
évènements existent dans la CTCAE, sont collectés en routine mais caractérisent donc
un même évènement sous-jacent. La phase d'hyperthyroïdie étant très courte, elle peut
être non diagnostiquée, créant de l'hétérogénéité entre les études. On comprend donc que
caractériser le début de la thyroïdite à partir d'un dossier patient peut être sujet à une
importante variabilité et poser des di�cultés d'inférence en cas de modélisation.
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3 | Article : Vue d'ensemble des modèles
de régression pour l'analyse des e�ets
indésirables

Ces dernières années, plusieurs revues de littérature ont souligné que l'analyse des e�ets
indésirables dans les essais cliniques n'est pas optimale. En e�et, le contexte entourant l'ana-
lyse des événements indésirables implique souvent un nombre très importants d'événements,
un manque de puissance pour trouver des associations, mais aussi un manque de formation
spéci�que concernant ces données complexes. Dans les essais contrôlés randomisés ou dans les
études observationnelles, la comparaison de la survenue d'événements indésirables en fonction
d'une covariable d'intérêt (par exemple, le traitement) est une question récurrente dans l'analyse
des données relatives à la sécurité des médicaments. Ce travail propose un tour d'horizon des
modèles de régression existants pour comparer les événements indésirables et pour discuter du
choix du modèle, en fonction des caractéristiques des événements indésirables d'intérêt. De nom-
breuses dimensions peuvent être pertinentes pour comparer les événements indésirables entre les
patients (par exemple, le moment, la récurrence et la gravité). De nouveaux modèles ont été pro-
posés récemment pour en tenir compte dans la modélisation. Pour les traitements chroniques,
l'apparition d'événements intercurrents au cours du suivi du patient nécessite généralement
l'adaptation de l'approche de modélisation (au moins en ce qui concerne leur interprétation).
En outre, l'analyse basée sur des modèles de régression ne doit pas se limiter à l'estimation
des e�ets relatifs. En e�et, les risques absolus issus du modèle doivent être présentés systéma-
tiquement pour en faciliter l'interprétation, valider le modèle et favoriser la comparaison des
études.
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4 | Discussion & Conclusion

A travers cette revue de littérature, nous avons identi�é de nombreux modèles de régres-
sion proposés pour évaluer et comparer des risques de toxicité. De nombreuses dimensions des
données de toxicité y sont prises en compte, y compris la temporalité, la sévérité, la récurrence.
Dans de nombreuses situation (e.g. les risques compétitifs), l'utilisation de plusieurs indicateurs
semble nécessaire pour permettre une description correcte du risque.

Nous avons également vu que les modèles de régression classiquement utilisés dans le cadre de
l'analyse des e�ets indésirables sont principalement semi-paramétriques. Ils ne proposent donc
pas de décrire la dynamique de survenue des évènements au cours du temps, qui pourrait être
une source d'information complémentaire très utile dans les analyses de données de toxicité.
La complexité ajoutée par la présence quasiment systématique de risques compétitifs rend
la représentation de la dynamique du taux au cours du temps d'autant plus pertinente. De
plus, l'hypothèse de proportionnalité souvent utilisée dans les modèles semi-paramétriques est
discutable lorsque l'on compare la toxicité entre des traitements très di�érents (par exemple,
chimiothérapie versus immunothérapie).

A�n de rendre compte de la complexité de la dynamique du taux, i.e. son évolution au cours
du temps, l'utilisation des splines présente de nombreux avantages (Danieli and Abrahamowicz,
2019). Plusieurs modèles �exibles du taux basés sur les splines ont été présentés ces dernière
années (Remontet et al., 2019), a�n de rendre compte de la dynamique du taux mais également
des e�ets potentiellement non-linéaires et non proportionnels des covariables. Toutefois, dans
un contexte d'inférence classique basé sur la vraisemblance, l'utilisation de modèles �exibles
s'accompagne d'un risque accru de sur-ajustement. A�n de limiter cet écueil, des modèles
pénalisés du taux ont été proposés. La partie suivante s'intéresse donc à l'utilisation des ces
modèles pénalisés dans le cadre de données de toxicité.
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Partie II

Modéliser les e�ets indésirables avec un
modèle de taux �exible
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1 | Notions théoriques

1.1 Le modèle �exible sur le logarithme du taux

1.1.1 Notations

On s'intéresse au temps jusqu'à la survenue d'un unique évènement en relation avec des
variables. Notons T ce temps d'évènement. Comme brièvement évoqué dans la première partie
de ce manuscrit, les indicateurs les plus utilisés pour ce type de données sont la fonction de
survie et le taux. On dé�nit la survie par :

S(t) = P (T > t) (1.1)

La survie est donc une fonction décroissante, donnant la proportion d'individus n'ayant pas
encore présenté l'évènement à un instant t.

Une autre quantité d'intérêt dans ce contexte est le taux :

h(t) = lim
dt→0

P (t ≤ T < t+ dt|T ≥ t)

dt
(1.2)

Le taux décrit la probabilité instantanée d'évènement par unité de temps pour un individu,
sachant que cet individu ne l'a pas encore présenté. Il est donc simplement dé�ni sur R+ sans
contrainte de monotonie. La survie et le taux sont reliés de la façon suivante :

S(t) = exp

(
−
∫ t

0

h(s)ds

)
(1.3)

En�n, la densité de T est donnée par la relation :

f(t) = h(t)S(t) (1.4)

1.1.2 Modèle du logarithme du taux

Le modèle le plus connu est le modèle de Cox à taux proportionnels, dé�ni de la façon
suivante, sur un échantillon de n individus :

{log(h(t,xi))}i=1,...,n = log(h0(t)) +Xβ (1.5)

h0 étant une fonction de base laissée non spéci�ée, X la matrice de design des variables des
individus de l'échantillon et β un vecteur de paramètres à estimer. L'exponentielle des para-
mètres du modèle s'interprète simplement comme des taux relatifs. L'une des limites de ce
modèle, déjà discutée, est l'absence d'estimation du risque absolu (taux de base h0(t)). Cela
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peut conduire à des interprétations discutables, notamment dans des contextes plus complexes,
tels que les risques compétitifs, que nous aborderons par la suite. Le taux de base peut être
modélisé de façon paramétrique à l'aide d'une loi comme celle de Weibull ou de Gompertz, par
exemple, mais cela laisse peu de �exibilité à sa dynamique, potentiellement très complexe. Une
alternative est donc de modéliser le taux de base par une spline. Au-delà de la modélisation
du taux de base, une spline peut également être utilisée pour ajuster des e�ets non-linéaires
de covariables et des interactions. En particulier, on pourra considérer des interactions avec le
temps, c'est-à-dire, des e�ets non-proportionnels des covariables.

Spline

Une fonction spline est une fonction polynômiale par morceaux, que l'on peut donc écrire
comme une combinaison linéaire :

f(x,β) =
M+D+1∑

i=0

βiBi(x)

� D est le degré des polynômes (i.e. linéaire, quadratique, cubique...),
� M correspond au nombre de noeuds de la spline,
� Bi(x) sont des fonctions de base de l'espace des polynômes,
� βi sont les coe�cients associés à la spline.

Plus le nombre de noeuds de la spline est élevé plus on pourra obtenir une forme complexe
mais cela implique une augmentation du risque de sur-ajustement. Le nombre de degrés
de liberté de la spline est égal à M + d + 1.

Pour bien comprendre, on peut par exemple dé�nir la base des puissances tronquées dont
la construction est facile à appréhender. On considère x1, ..., xM , des noeuds intérieurs
d'un intervalle [a, b]. La spline de degré D peut s'écrire :

f(x, β) =
D∑

d=0

βdx
d +

M∑
m=1

βD+mI(x ≤ xd)

où, I est la fonction indicatrice.

En pratique, des bases de splines plus e�caces lui sont préférées comme la base B-splines
ou des splines cubiques de régression (Wood, 2017) que nous utiliserons tout au long de
cette thèse. Une spline cubique ou une B-spline peuvent être erratiques aux extrémités
des intervalles (dé�nis par les noeuds extérieurs). Il est alors possible d'imposer la nullité
des dérivées d'ordre 2 et plus aux noeuds extérieurs. Les splines prennent alors le nom
de splines restreintes ou naturelles (Perperoglou et al., 2019).

Il est possible d'écrire le modèle (1.5) de façon plus générale :

log(h(t,x)) =
L∑
l=1

fl(t,x) (1.6)

où, t est le temps de suivi, x est un vecteur de covariables et fl(t,x) sont des fonctions des

38



covariables et/ou du temps (e.g. linéaire, spline, produit tensoriel).

Pour chaque fonction fl, on dé�nit une base de fonctions blk(t,x), k ∈ {1, .., Kl} permettant
d'écrire fl (ou du moins une approximation) comme une combinaison linéaire de ces fonctions,
paramétrée par le vecteur βl :

fl(t,x) =

KL∑
k=1

βlkbkl(t,x)

On peut alors écrire le modèle avec les notations matricielles suivantes, qui seront utilisées
tout au long de cette thèse :

{log(h(t,xi))}1≤i≤n = X(t)β (1.7)

où, X(t) est la matrice de design et β =


β1

...

βL

. Notons que pour un individu i, la fonction

log(h(t,xi)) est dé�nie pour tout t, pas simplement en ti, le temps d'observation pour l'individu
i. On note Xi(t) la ligne de la matrice X(t) correspondant à l'individu i.

Par exemple, si l'on souhaite étudier l'association entre l'âge et le taux, on pourra considérer
les modèles suivants :

� Modèle 1 : E�et non linéaire proportionnel de l'âge

log(h(t, age)) = f(t) + g(age)

où, f et g sont des splines

� Modèle 2 : E�et non linéaire non proportionnel de l'âge

log(h(t, age)) = f(t, age)

où, f est un produit tensoriel permettant de modéliser conjointement la non-linéarité et
la non-proportionnalité.

1.1.3 Vraisemblance du modèle

Classiquement, les analyses de survie s'accompagnent d'un phénomène de censure qui em-
pêche d'observer la réalisation du temps d'évènement. Les observations sont alors les réalisations
d'un couple de variables aléatoires (T,D). D vaut 1 si l'évènement est observé et 0 sinon. T est
le dernier temps observé pour l'individu (correspondant au temps survenant en premier entre
le temps d'évènement et le temps de censure). Dans la suite, nous supposons que la survenue
de la censure est indépendante de la survenue du temps d'évènement (censure non-informative)
sachant les covariables du modèle. Ce type de censure peut être, par exemple, de type admi-
nistratif (�n de l'étude) ou une perte de vue pour une raison non liée à l'évènement d'intérêt.

Nous observons la réalisation de n couples (T,D) indépendants que l'on notera (t1, δ1), ..., (tn, δn).
On note respectivement g et G, le taux et la fonction de répartition des temps de censure. La
probabilité d'observer le couple (ti, δi) peut donc s'écrire comme suit :
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� si l'évènement est observé :

p(ti, δi) = S(ti)h(ti)(1−G(ti))

� si l'évènement est censuré :

p(ti, δi) = S(ti)g(ti)(1−G(ti))

La log-vraisemblance du modèle peut donc s'écrire :

L(β) =
n∑

i=1

log{S(ti,β)}+ log{1−G(ti)}+ δilog(h(ti,β)) + (1− δi)log(g(ti))

comme G et g ne dépendent pas de β, on obtient :

L(β) =
n∑

i=1

δilog(h(ti,β))−
∫ ti

0

h(s,β)ds (1.8)

1.1.4 Estimation des paramètres du modèle

Approximation numérique

La maximisation de la vraisemblance demande donc d'évaluer l'intégrale du taux, appelée
taux cumulé. Une première solution est d'utiliser une méthode numérique, comme une quadra-
ture de Gauss-Legendre, pour se ramener à une somme de termes :

Li(β) = log(h(ti,xi,β))δi −
Q∑

q=1

wGL
q h(tGL

q , xi,β)

où, wGL
m et tGL

m sont respectivement les poids et les noeuds de la quadrature.

Les dérivées premières et secondes par rapport aux paramètres β sont alors calculables,
ce qui permet d'utiliser des algorithmes de recherche de maximum sur une fonction, du type
Newton-Raphson (Fauvernier et al., 2019). Cette approche est, par exemple, employée dans les
packages R mexhaz, survPen.

Le modèle exponentiel par morceaux

Une autre approche pour maximiser (1.8) est de supposer que le taux est constant par
morceaux, c'est-à-dire d'utiliser un modèle exponentiel par morceaux (Michael Friedman, 1982).
L'idée de cette approche est de découper le temps de survenue d'un évènement ti en petits
intervalles sur lesquels le temps est supposé suivre une loi exponentielle. Notons les points de
ce découpage pour l'individu i, (t[i0], t[i1], ..., t[iki]). On note hij = exp(Xijβ) la valeur du taux
pour l'individu i sur son intervalle [t[ij−1], t[ij]] et Xij est la ligne de la matrice de design de
l'individu i pour chaque intervalle [t[ij−1], t[ij]]. On peut alors écrire la contribution d'un sujet à
la log-vraisemblance du modèle :

Li(β) =

ki∑
j=1

I(j = ki) log(hij)I(δi = 1)− (t[j+1] − t[j])hij

=

ki∑
j=1

I(j = ki) log(hij)I(δi = 1)− exp

(
log(hij) + log(t[j+1] − t[j])

)
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On reconnaît dans cette expression la log-vraisemblance d'un modèle de Poisson de ki in-
dividus indépendants et d'o�set ∆ = log(t[j+1] − t[j]). Maximiser la vraisemblance du modèle
exponentiel par morceaux revient donc à maximiser celle d'un modèle de Poisson sur un jeu
de données augmenté (data-splitting), constitué de duplicata des individus associés à chaque
période d'observation.

L'intérêt de cette approche est qu'elle permet d'ajuster la régression en utilisant les outils
conçus pour le modèle de Poisson (et ses extensions mixtes ou pénalisés) et notamment du
cadre des GAM (Generalized Additive Models). Le choix du pas de découpage des données par
intervalles doit être su�samment �n pour garantir la validité de l'hypothèse de constance des
taux à l'intérieur de chaque intervalle, mais pas trop petit a�n d'éviter des temps de calcul
excessivement longs. Le package R pammtools constitue une aide à la constitution du jeu de
données augmenté.
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1.2 Modèles de taux avec fragilité

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté le modèle �exible du taux, dans un cadre
où les observations sont indépendantes conditionnellement aux covariables. Cependant, il est
souvent impossible de tenir compte de toutes les variables in�uentes dans le modèle, laissant une
hétérogénéité non observée. Ainsi, des sujets issus d'une même zone géographique, par exemple,
peuvent partager certaines caractéristiques non observées (Charvat et al., 2016). Dans ce cas,
les temps de survie peuvent être corrélés, mettant à mal l'inférence statistique issue du modèle.
Le modèle mixte permet de prendre en compte cette corrélation. En e�et, si l'on spéci�e que les
individus issus d'un même groupe (cluster) partagent un e�et aléatoire, on obtient un modèle
avec fragilité partagée (shared fraily models) permettant d'expliquer la corrélation intra-groupe.
Ce type de modèle peut également être utile lorsque l'on observe plusieurs temps d'évènements
par individus (évènements récurrents) (Balan and Putter, 2020; Rondeau et al., 2012).

Si un modèle de taux avec fragilité peut être très pertinent dans un contexte d'analyse d'évè-
nements indésirables, par exemple pour des données multicentriques, l'objectif de ce chapitre
est également d'introduire quelques notions qui nous seront utiles lorsque nous aborderons la
pénalisation et la modélisation des évènements récurrents (partie 3), comme la notion de vrai-
semblance marginale. Nous commençons par présenter le cadre des modèles linéaires mixtes,
avant d'aborder les spéci�cités associées au modèle du taux.

1.2.1 Régression linéaire à e�ets mixtes

Présentation du modèle

On considère une variable aléatoire réponse Yij pour la jième unité (j = 1,2,...,m) d'un
groupe i (i = 1,2,...,n)(par exemple, un patient j au sein d'un hôpital i). On suppose qu'il
existe une corrélation entre les observations d'un même groupe. L'hypothèse d'indépendance
des observations du modèle linéaire n'est donc plus valide. On peut introduire un e�et aléatoire
bi non observé, commun à tous les sujets du groupe i, tel que :

Yij = µ+ bi + ϵij (1.9)

où, µ est la moyenne de l'ensemble des observations, les bi et les ϵij sont iid de lois respectives
N (0, σ2

a) et N (0, σ2). De plus, les bi et les ϵij sont indépendants.

bi est un intercept aléatoire, qui caractérise la di�érence de moyennes des individus du
groupe i par rapport à la moyenne globale. Ainsi, la moyenne dans le groupe i est égale à µ+ bi.
Conditionnellement à bi, les réponses Yij sont supposées indépendantes. Les ϵij sont les erreurs
du modèle. Contrairement à un e�et �xe, bi n'est pas un paramètre du modèle. Nous cherchons
seulement à estimer µ, σ et σa.

En pratique, il est possible d'ajouter plusieurs e�ets aléatoires dans un modèle. Pour les
besoins de cette thèse et pour simpli�er les notations, nous ne considérerons que le cas de
l'intercept aléatoire. Dans la suite, nous utiliserons une écriture sous forme matricielle. On
suppose que la moyenne µ est une combinaison des valeurs des covariables du modèle et d'un
vecteur de paramètres β à estimer. On peut écrire le modèle :
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Y = Xβ + Zb+ ϵ (1.10)

b ∼ N (0, Vθ)

ϵ ∼ N (0,Wθ)

b est le vecteur des e�ets aléatoires (n× 1), Z est la matrice (nm×n) donnant la structure des
e�ets aléatoires et ϵ est le vecteur des résidus du modèle (nm×1). Vθ et Wθ sont respectivement
les matrices de variance-covariance des e�ets aléatoires et des erreurs. On note θ le vecteur des
paramètres de Vθ et Wθ.

Pour un nombre �xe de trois individus par groupe, la matrice Z a la structure suivante :

Z =



1 0 0 0 ... 0

1 0 0 0 ... 0

1 0 0 0 ... 0

0 1 0 0 ... 0

0 1 0 0 ... 0

0 1 0 0 ... 0

...

0 0 0 0 ... 1

0 0 0 0 ... 1

0 0 0 0 ... 1



On peut remarquer que le modèle (1.10) peut également s'écrire de la façon suivante :

Y ∼ N (Xβ,Λθ) (1.11)

où, Λθ est la matrice de variance-covariance des observations (nm × nm), qui dépend d'un
vecteur θ de paramètres. On peut l'écrire : Λθ = ZVθZ

T +Wθ. Dans le cas du modèle linéaire
gaussien avec intercept aléatoire gaussien, Λθ = σ2

aBnm + σ2Inm, où Inm et σ2 sont respecti-
vement la matrice identité (nm × nm) et le paramètre caractérisant la variance résiduelle du
modèle, et Bnm = ZZT (nm× nm).

Dans notre exemple précédent, Bnm prend la forme suivante :
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Bnm =



1 1 1 0 0 0 ... 0

1 1 1 0 0 0 ... 0

1 1 1 0 0 0 ... 0

0 0 0 1 1 1 ... 0

0 0 0 1 1 1 ... 0

0 0 0 1 1 1 ... 0

...

0 0 0 0 0 0 ... 1

0 0 0 0 0 0 ... 1

0 0 0 0 0 0 ... 1



Estimation des paramètres β du modèle

Pour estimer les paramètres du modèle linéaire mixte, on va chercher à maximiser la log-
vraisemblance du modèle, soit L(β,θ) = log(f(y|β,θ)). Il est possible d'estimer les paramètres
du modèle linéaire mixte de plusieurs manières plus ou moins e�caces (Foulley et al., 2002).
Nous en détaillons trois dans cette section :

(i) Par maximisation de la vraisemblance de la loi normale multivariée
En utilisant l'écriture (1.11) du modèle, on peut écrire la vraisemblance du modèle :

f(y|β,θ) = 1√
2π

n|Λθ|n/2
exp

(
−

∥y−Xβ∥2Λ−1
θ

2

)
(1.12)

où l'on notera ∥X∥2Λ−1
θ

= XTΛ−1
θ X.

La maximisation de cette vraisemblance par rapport au couple de paramètres (β,θ) n'est
pas faisable de façon analytique et nécessiterait un algorithme de type Newton-Raphson. Ce-
pendant, dans le cas linéaire gaussien, pour θ �xé :

β̂ = (XTΛ−1
θ X)−1XTΛ−1

θ y (1.13)

On peut réinjecter la formule de l'estimateur dans L(β,θ) pour obtenir la vraisemblance pro-
�lée, évitant de rechercher le maximum de vraisemblance de façon itérative. On remarque
cependant que cette méthode nécessite une inversion de la matrice Λθ de taille (nm× nm), ce
qui est donc coûteux d'un point de vue calculatoire.

(ii) En utilisant la vraisemblance marginale
Une seconde manière de procéder est de voir la vraisemblance f(y|β,θ) comme une vrai-

semblance dite marginale, dans laquelle on aura éliminé le vecteur b, en intégrant f(y,b|β,θ)
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par rapport à b :

f(y|β,θ) =
∫
b

f(y,b|β,θ)db

=

∫
b

f(y|β,θ,b)f(b)db (1.14)

En inférence Bayésienne, la vraisemblance marginale est utile pour éliminer un paramètre
de nuisance de la vraisemblance. En utilisant un développement de Taylor (exact dans ce cas)
en b̂, le maximum de f(y,b|β,θ), on a :

f(y,b|β,θ) = exp

(
log(f(y, b̂|β,θ)) + 1

2
(b− b̂)T

∂2log(f(y, b̂|β,θ))
∂bT∂b

(b− b̂)

)

comme f(y, b̂|β,θ) = f(y|β,θ, b̂)f(b̂), on peut remplacer les deux densités dans l'expression
précédente :

f(y,b|β,θ) = exp

(
− n

2
log(2π)− 1

2
log(|Wθ|)−

1

2

∥∥∥y−Xβ − Zb̂
∥∥∥2
W−1

θ

− m

2
log(2π)

− 1

2
log(|Vθ|)−

1

2
b̂
T
V −1
θ b̂

)
exp

(
1

2
(b− b̂)T [−V −1

θ − ZW−1
θ ZT ](b− b̂)

)
Ainsi,∫
b

f(y,b|β,θ)db = exp

(
− n

2
log(2π)− 1

2
log(|Wθ|)−

1

2

∥∥∥y−Xβ − Zb̂
∥∥∥2
W−1

θ

− m

2
log(2π)

− 1

2
log(|Vθ|)−

1

2
b̂
T
V −1
θ b̂

)∫
b

exp

(
1

2
(b− b̂)T [−V −1

θ − ZW−1
θ ZT ](b− b̂)

)
db

Comme l'intégrale de la densité d'une loi normale multivariée vaut 1 :∫
b

exp

(
− 1

2
(b− b̂)T [ZW−1

θ ZT + V −1
θ ](b− b̂)

)
db = (2π)m/2|ZW−1

θ ZT + V −1
θ |−1/2

En passant ensuite au logarithme :

L(β,θ) = −n

2
log(2π)− 1

2
log(|Wθ|)−

1

2

∥∥∥y−Xβ − Zb̂
∥∥∥2
W−1

θ

− 1

2
log(|Vθ|)

− 1

2
b̂
T
V −1
θ b̂− 1

2
log(|ZW−1

θ ZT + V −1
θ |)

Comme les termes de variance ne dépendent pas de β mais qu'en revanche, b̂ dépend de β,
on va donc chercher à maximiser la fonction suivante par rapport à b et β :

−1

2

∥∥∥y−Xβ − Zb̂
∥∥∥2
W−1

θ

− 1

2
b̂
T
V −1
θ b̂ (1.15)

Les b̂ ne sont pas des paramètres du modèles, on les appelle les BLUPs (Henderson,
1973)(Accronyme anglais pour le Meilleur prédicteur linéaire sans biais ou Best Linear Un-
biased Predictors).
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(iii) En utilisant le maximum a posteriori
Posons le modèle linéaire mixte gaussien dans un cadre Bayésien. On considère une loi a

priori uniforme sur les paramètres β. La loi a posteriori pour β et b est donnée par :

f(β,b|y) = f(y|β,b)f(β)f(b)
f(y)

∝ f(y|β,b)f(b)
(1.16)

en passant au logarithme, on obtient :

∝ −1

2
∥y−Xβ − Zb∥2W−1

θ
− 1

2
bTV −1

θ b (1.17)

dont le maximum (β̂, b̂) est appelé le maximum a posteriori (MAP).

On retrouve l'expression (1.15), les estimations du maximum de vraisemblance et le MAP
coïncident donc dans le cas du modèle linéaire mixte gaussien.

Par ailleurs, la loi a posteriori pour β et b est la suivante (voir Wood 2017 page 80) :b|y
β|y

 ∼ N

(b̂
β̂

 ,

ZTW−1
θ Z+ V −1

θ ZTW−1
θ X

XTW−1
θ Z XTW−1

θ X

)−1

(1.18)

Estimation du paramètre de variance θ

L'estimateur du paramètre de variance θ du modèle par maximum de vraisemblance sont
asymptotiquement sans biais mais dans un échantillon �ni, le biais peut être non négligeable.
Comme l'estimation des β interfère avec celle de θ, on aura à nouveau recours à une vraisem-
blance marginale ou REML (Restricted Maximum Likelihood) a�n d'éliminer β :

f(y|θ) =
∫
β

f(y,β|θ)dβ

=

∫
β

f(y|β,θ)f(β|θ)dβ (1.19)

où, f(y|β,θ) est la vraisemblance du modèle linéaire mixte et f(β|θ) est la loi a priori des β
sachant θ.

En considérant une loi a priori uniforme pour f(β|θ), et en notant β̂, le maximum de
vraisemblance du modèle (f(y|β,θ)), on réalise le développement de Taylor suivant autour de
β̂ :

f(y,β|θ) = f(y|β,θ)

= exp

(
log(f(y|β̂,θ)) + 1

2
(β − β̂)T

∂2 log(f(y|β̂,θ))
∂βT∂β

(β − β̂)

)
(1.20)
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Notons que ce développement est exact car les dérivées d'ordre supérieur à 2 sont toutes nulles

dans le cas linéaire gaussien. En réinjectant dans (1.19) et en remplaçant ∂2 log(f(y|β̂,θ))
∂βT ∂β

par son
expression :

f(y|θ) = f(y|β̂,θ)
∫
β

exp

(
− 1

2
(β − β̂)TXTΛ−1

θ X(β − β̂)

)
dβ

On reconnaît la densité d'une loi normale multivariée, dont l'intégrale fait 1 :

(2π)−p/2|XTΛ−1
θ X|1/2

∫
β

exp

(
− 1

2
(β − β̂)TXTΛ−1

θ X(β − β̂)

)
dβ = 1

Ce qui permet d'écrire la log-vraisemblance marginale ou log-REML de θ :

lr(θ) = L(y|β̂,θ) + p

2
log(2π)− 1

2
log(|XTΛ−1

θ X|)

=
p− n

2
log(2π)− 1

2
log(|XTΛ−1

θ X|)− 1

2
log(|Λθ|)−

1

2

∥∥∥y−Xβ̂
∥∥∥2
Λ−1

θ

(1.21)

47



1.2.2 Le modèle du taux avec terme de fragilité

Présentation du modèle

Le modèle qui nous intéresse est celui du logarithme du taux avec fragilité. Nous observons
le couple (t, δ) = {(tij, δij)}i=1,..,n,j=1,..,mi

pour chaque sujet j du groupe i.
Pour tout t, on dé�nit le modèle du taux avec fragilité par :

h(t,xij, bi) = h(t,xij)bi

bi étant l'e�et aléatoire au niveau du groupe, dont la distribution est caractérisée par le para-
mètre θ. Classiquement, cette distribution pourra être Log-Normale ou Gamma.

Comme précédemment, on dé�nit le modèle de façon �exible :

log(h(t,xij, bi)) = Xij(t)β + log(bi) (1.22)

où, Xij(t) est la ligne de la matrice de design X(t) correspondant au sujet j du groupe i.

Vraisemblance marginale du modèle

En reprenant les notations de la section précédente pour y = (t, δ), on constate qu'il n'est
plus possible d'écrire directement f(t, δ|β,θ). Nous disposons en revanche de f(t, δ|β,b,θ) et
de f(b|θ). On pourra donc se servir de l'écriture marginale de la vraisemblance par rapport
aux e�ets aléatoires pour estimer les paramètres du modèle :

f(t, δ|β,θ) =
∫
b

f(t, δ,b|β,θ)db

=
n∏

i=1

∫
bi

f(ti, δi, bi|θ,β)dbi

=

∫
bi

n∏
i=1

f(ti, δi|β, bi,θ)f(bi|θ)dbi

=

∫
bi

n∏
i=1

[
mi∏
j=1

f(tij, δij|β, bi,θ)

]
f(bi|θ)dbi (1.23)

En utilisant l'écriture de la vraisemblance du modèle de taux (1.8), on obtient :

f(t, δ|β,θ) ∝
∫
b

n∏
i=1

[
mi∏
j=1

{h(tij)b}δij exp
(
−
∫ tij

0

h(s)bds

)]
f(b|θ)db (1.24)

Calcul du maximum de vraisemblance

Contrairement au cas linéaire, l'intégrale sur b de la vraisemblance (1.24) ne s'écrit pas
de façon exacte et il faut alors recourir à une approximation. Décrivons brièvement quelques
méthodes utilisées pour réaliser cela.

(i) Approximation de l'intégrale par une quadrature : La quadrature de Gauss-Hermite
La quadrature de Gauss-Hermite permet d'approximer des intégrales de la forme :∫ +∞

−∞
f(x) exp(−x2)dx (1.25)
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par une somme dé�nie de la façon suivante :

Q∑
q

wqf(xq)

où, xq sont les noeuds de la quadrature, égaux aux racines du polynôme d'Hermite d'ordre Q 1

et wq =
2Q+1Q!

√
π

[H
′
Q(xq)]2

sont les poids associés. On peut étendre (1.25) pour n'importe quelle densité

gaussienne ϕ(x;µ, σ2) : ∫ +∞

−∞
f(x)ϕ(x;µ, σ2)dx (1.26)

en prenant w∗
q =

wq√
π
et x∗

q = µ+ 21/2σxq, ce qui permet donc d'approximer l'intégrale (1.23).

En pratique, cette quadrature demande beaucoup de points pour atteindre une bonne préci-
sion car cette méthode n'est pas spéci�que à la fonction f. Les noeuds peuvent atteindre de très
grandes valeurs qui peuvent poser des problèmes numériques. On lui préfère donc sa version
adaptative.

(ii) Approximation de l'intégrale par une quadrature : La quadrature adaptative de Gauss-
Hermite
Cette quadrature permet une généralisation de l'approximation au cadre suivant :∫ +∞

−∞
exp(p l(x))dx

où, p est un scalaire et l une fonction unimodale qui ne dépend pas de p.

(Liu and Pierce, 1994) ont proposé une redé�nition des poids et des noeuds dans ce cadre.
L'intégrale de Gauss-Hermite adaptative peut donc se dé�nir comme suit, pour un nombre de
points de quadrature Q : ∫

x

exp(p l(x))dx ≈ 21/2ŝ p−1/2

Q∑
q=1

w∗
q l(x

∗
q) (1.27)

où,

ŝ2 = −

{
∂2l(µ̂)

∂x2

}−1

x∗
q = µ̂+ 21/2ŝ p−1/2 xq

w∗
q = wq exp(x

2
q)

et µ est le mode de l.

Il existe une version multivariée de la quadrature (Jin and Andersson, 2020), permettant
d'intégrer par rapport à un vecteur :∫
x

exp(p l(x))dx ≈ 2m/2

∣∣∣∣∣ ∂2l(µ̂)

∂xT∂x

∣∣∣∣∣
−1/2 Q∑

j1,..jm=1

{
m∏
i=1

wjlexp(zjl)

}
exp(p l(21/2

∂2l(µ̂)

∂xT∂x

−1/2

zj1,...,jm+µ̂))

1. Le polynôme d'Hermite d'ordre Q est dé�ni par : HQ(x) = (−1)Qex
2/2 dQe−x2/2

dxQ
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où, zj1,...,jz = (zj1 , ...zjK )
T pour est un vecteur (m× 1)

Appliquons cela à notre modèle (1.22) en prenant un seul noeud sur la quadrature. Notre
objectif est d'approximer

∫
b
f(y|θ,β,b)f(b|θ)db. L'intégrale se fait par rapport au vecteur

aléatoire b mais comme on fait l'hypothèse que les individus sont indépendants, il est pos-
sible de se ramener à un produit d'intégrales univariées au niveau de chaque individu. Ainsi,
pour l'individu i, on va approximer

∫
bi
f(yi|β, bi,θ)f(bi|θ)dbi. On prend donc p = 1 et l =

log(f(yi|β, bi,θ)f(bi|θ)).

On note b̂i, le mode de log(f(yi, bi|β,θ)). Pour Q=1, le polynôme d'Hermite est l'identité
donc la racine z1 = 0 et le poids associé est w1 =

√
π. De plus,

−

{
∂2log(f(yi, b̂i|β,θ))

∂b2i

}−1

= (h(b̂i) + σ−2
a )−1

où, hθ(b̂i) = −d2 log(f(yi|β,b̂i,θ))
db2i

Au �nal, la formule (1.27) devient :∫
bi

f(yi|β, bi,θ)f(bi|θ)dbi ≈
√
2π(hθ(b̂i) + σ−2

a )−1/2f(yi, b̂i|β,θ)

De la même manière, en utilisant la forme multivariée sur la vraisemblance totale, on a :∫
b

f(y,b|β,θ)db ≈ f(y, b̂|β,θ)(2π)m/2|Hθ(b̂) + V −1
θ |−1/2 (1.28)

en notant, b̂ le mode de f(y,b|β,θ) et Hθ(b̂) = −∂2 log f(y|β,b̂,θ)
∂bTb

. Notons que contrairement au
modèle linéaire, le terme H peut dépendre de β.

Nous verrons que ce résultat est identique à celui obtenu par l'approximation de Laplace
(d'ordre 1) à la section suivante.

(iii) Approximation de Laplace (d'ordre 1)
Une autre manière de procéder est de considérer l'approximation de Laplace pour l'intégrale. On
dé�nit b̂ maximisant f(y|β,b,θ)f(y,b|θ), c'est-à-dire le maximum a posteriori (MAP) de la
vraisemblance de y|θ,β,b avec une distribution a priori gaussienne. On fait un développement
de Taylor à l'ordre 2 :

f(y,b|β,θ) ≈ exp

(
log(f(y, b̂|β,θ)) + 1

2
(b− b̂)T

∂2 log(f(y, b̂|β,θ))
∂bT∂b

(b− b̂)

)
Contrairement au cas du modèle linéaire gaussien, nous faisons une approximation car les
dérivées d'ordre supérieur à 2 ne sont plus nulles.

f(y|β,θ) ≈ f(y, b̂|β,θ)
∫
b

exp

(
− 1

2
(b− b̂)T (Hθ(b̂) + V −1

θ )(b− b̂)

)
db

On reconnaît à nouveau la densité d'une loi normale multivariée. En reprenant les notations de
la section précédente :

f(y|β,θ) ≈ f(y, b̂|β,θ)(2π)m/2|Hθ(b̂) +V−1
θ |−1/2
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L'expression obtenue est connue sous le nom d'approximation de Laplace. On reconnaît l'ex-
pression (1.28).

En développant un peu plus cette expression et en passant au logarithme, la log-vraisemblance
à maximiser peut donc s'écrire :

L(β,θ) = L(β, b̂,θ)− 1

2
b̂
T
V −1
θ b̂− 1

2
log(|Vθ|)−

1

2
log(|Hθ(b̂) + V −1

θ |) (1.29)

Maximum a posteriori

Si l'on reprend le cadre Bayésien dé�ni en section 1.2.1 sur le modèle linéaire mixte gaussien,
le vecteur des MAP de β,b s'obtient en recherchant pour θ �xé, le maximum de :

L(β, b̂,θ)− 1

2
b̂
T
V −1
θ b̂ (1.30)

Comme le terme 1
2
log(|Hθ(b̂)+V −1

θ |) dépend de β dans (1.29), on voit donc que le maximum
de vraisemblance et le MAP ne coïncident plus exactement. Approximer le MLE par le MAP est
cependant une technique populaire pour les modèles semi-paramétriques (penalized likelihood
method) (Balan and Putter, 2020; Ripatti and Palmgren, 2000) et notamment implémenté dans
le package R coxme. Nous verrons son lien avec la pénalisation dans le chapitre suivant.
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1.3 Pénalisation

1.3.1 Dé�nition générale

Le nombre et l'emplacement des noeuds des splines introduites dans la section 1.1.1 peuvent
avoir une forte in�uence sur le modèle. Trop de noeuds conduit à du surajustement, pas assez
à une mauvaise approximation de la fonction à modéliser. Pour aider au choix du modèle, il est
possible d'introduire un terme de pénalisation dans la log-vraisemblance du modèle :

Lp(β) = L(β)− pen(β,κ) (1.31)

où, κ est un vecteur de paramètres permettant de contrôler le niveau de pénalisation du critère
et pen est la fonction introduisant la pénalisation sur le vecteur de paramètres β.

Les fonctions de pénalisation peuvent avoir diverses propriétés de régularité permettant
d'avoir des e�ets di�érents (Antoniadis et al., 2011) : lissage, sélection de variables, dans le
contexte de la grande dimension (nombre de colonnes p ≫ nombre de lignes n), ajustement en
présence de covariables corrélées (shrinkage).

−4

−2

0

2

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
x

y

théorique κ = 0 κ = 100 κ = 10 000

Figure 2.1 � Impact du paramètre de lissage κ sur l'estimation des paramètres. Dans cet
exemple, les données y suivent une loi normale conditionnellement à la covariable continue x. La
forme fonctionnelle théorique entre y et x est représentée en rouge. On ajuste un modèle pénalisé
avec une spline cubique naturelle à 10 noeuds équirépartis, en faisant varier le paramètre de
lissage κ.

Dans notre contexte, nous cherchons à introduire des e�ets non-linéaires, tout en limitant le
sur-ajustement, c'est-à-dire à lisser les prédictions. Pour faire du lissage sur une spline f telle
que f(x) =

∑I
i=1 βiBi(x), on dé�nit une pénalité sur sa dérivée seconde :

pen(β, κ) =
1

2
κ

∫
f

′′
(x)2dx (1.32)
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Comme illustré en Figure 2.1, le paramètre κ fait un compromis entre ajustement aux données
et lissage. Ainsi, plus κ est grand plus la forme fonctionnelle tend vers la linéarité. On peut
écrire f(x) = Bβ avec βT = (β1 ... βI) et B(x) = (B1(x) ... BI(x)). En notant B

′′
(x) =

(B
′′

1(x) ... B
′′

I (x)), on obtient :∫
f

′′
(x)2dx =

∫
(βB

′′
(x))T (βB

′′
(x))dx

= βTSβ

où, S =
∫
l
′′
(x)T l

′′
(x)dx

Pénalisation et splines multidimensionnelles

Lorsque l'on souhaite modéliser des interactions entre deux variables continues, par
exemple le temps et l'âge, on s'intéresse à l'estimation d'une surface. Si on note
fx(x) =

∑I
i=1 αiai(x) et fy(y) =

∑J
j=1 βibj(y) les splines unidimensionnelles (dites margi-

nales), on peut dé�nir la spline multidimensionnelle associée à la surface par un produit
tensoriel entre les deux splines marginales :

fx,y(x, y) =
I∑

i=1

J∑
j=1

δijai(x)bj(y) (1.33)

Classiquement, à chaque dimension sera associé un paramètre de lissage. En pratique, les
matrices de pénalisation associées au tensor peuvent être dé�nies à partir des matrices
de pénalisation marginales (celles associées à fx et fy dans notre exemple.)

Cette dé�nition de la spline multidimensionnelle pénalisée se généralise au-delà du cas
bidimensionnel présenté ici.

Dans la suite, nous nous plaçons dans le cadre de régression �exible dé�ni par Wood 2004
pour les GAM, puis de façon plus générale Wood et al. 2016 pour toute vraisemblance régulière.
A chaque fonction fj, on associe une pénalisation quadratique de son vecteur des paramètres
βj composée d'un (ou plusieurs en cas de spline multidimensionnelle) paramètre de lissage κj

à déterminer et d'une matrice de pénalisation connue Sj.

On dé�nit la fonction de log-vraisemblance pénalisée de la façon suivante :

Lp(β) = L(β)− 1

2

J∑
j=1

κjβ
T
j Sjβj (1.34)

On écrira Sj sous forme d'une matrice diagonale par blocs contenant la matrice de péna-
lisation associée aux paramètres de la spline j et des zéros ailleurs. Notons que le vecteur β
contient également les autres paramètres du modèle qui ne sont pas pénalisés. La matrice de
pénalisation est donc nulle pour ces paramètres.

De façon synthétique on écrira :

Lp(β) = L(β)− 1

2
βTSκβ (1.35)
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où, Sκ =


0 κ1S1 0 0 0

0 0 κ2S2 0 0

0
. . .

0 0 0 0 κLSL



1.3.2 Vision Bayésienne de la pénalisation

Nous voyons clairement apparaître dans (1.35) le lien avec la vraisemblance a posteriori du
modèle mixte (1.30). Le vecteur des paramètres du modèle pénalisé peut être vu comme un
vecteur d'e�ets �xes (paramètres non pénalisés) et d'e�ets aléatoires (paramètres pénalisés).
Estimer le paramètre de lissage revient à estimer le paramètre de variance des e�ets aléatoires
du modèle mixte.

Un certain nombre de concepts empruntés à l'inférence Bayésienne et introduits dans le
chapitre précédent sont donc également utilisés pour estimer les paramètres et faire de l'inférence
dans le modèle pénalisé.

Vraisemblance marginale pour les paramètres de lissage

Critère LAML

Il est possible d'utiliser la vraisemblance restreinte REML pour estimer les paramètres de
lissage (Wahba, 1985). En utilisant une approximation de Laplace pour calculer l'intégrale on
peut ainsi construire le critère LAML (Laplace approximate marginal likelihood) (Wood et al.,
2016). Soit f(y|β,κ), la vraisemblance du modèle. On considère une loi a priori impropre
gaussienne sur β :

f(β|κ) = 1
√
2π

p−Mp
|Sκ|1/2+ exp

(
− 1

2
βTSκβ

)
où, p est la dimension de β, Mp est le nombre de paramètres non pénalisés et |Sκ|+ est le
produit des valeurs propres positives de la matrice de pénalisation.

On dé�nit le critère LAML par :

V(κ) = log

(∫
β

f(y|β,κ)f(β|κ)dβ

)

En notant β̂ le maximum de f(y|β,κ)f(β|κ) (et donc a fortiori de (1.35)), on procède par
un développement de Taylor en β̂ comme dans le chapitre précédent, ce qui nous conduit à
l'expression suivante :

V(κ) = L(β̂) + Mp

2
log(2π) +

1

2
log(|Sκ|+)−

1

2
log(|H|) (1.36)

en notant H l'opposé de la hessienne de la vraisemblance pénalisée (1.35).
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LAML versus GCV/LCV
Une façon alternative d'estimer les paramètres κ est par cross-validation, e.g. leave-one-out
cross-validation. En pratique, comme la cross-validation est gourmande en ressources de calcul,
des formules d'approximation de la cross-validation existent comme la GCV Generalized Cross-
Validation (Craven and Wahba, 1978).

En survie, on pourra chercher à minimiser le critère LCV (Joly et al., 1998) :

LCV (κ) = −L(β,κ) + tr

{
H−1H

}
(1.37)

où, tr(.) est la trace de la matrice, H l'opposé de la hessienne de la vraisemblance pénalisée et
H l'opposé de la hessienne de la vraisemblance (non pénalisée).

tr

{
H−1H

}
peut être vue comme une estimation des degrés de liberté e�ectifs du modèle

(Gray, 1992), ce qui fait du critère LCV un équivalent du critère AIC.

Pour de petits échantillons, Wahba 1985 ont établi par simulation que GCV et LAML
donnaient des résultats proches. Cependant, lorsque la taille augmente et asymptotiquement,
les erreurs quadratiques moyennes sont plus faibles pour GCV que pour LAML. Les deux
critères peuvent présenter plusieurs maxima locaux. Le phénomène touche davantage GCV
que LAML (Reiss and Todd Ogden, 2009). Dans le contexte particulier des modèles de taux
�exibles pénalisés, LAML a donné des résultats plus lisses que LCV par simulation (Fauvernier
et al., 2019). En�n, l'un des avantages de LAML est qu'il permet d'estimer l'incertitude sur les
paramètres de lissage.

Estimateur Bayésien empirique de la variance des paramètres

La vraisemblance pénalisée peut être vue comme une loi a posteriori du modèle avec une loi a
priori (impropre) gaussienne sur les paramètres β. Il est donc possible de construire un intervalle
de crédibilité Bayésien pour les paramètres du modèle (Wood et al., 2016) (Supplemtary B.4) :

f(β|y,κ) ∝ N (β̂,Vβ) (1.38)

où,
Vβ = (H + Sκ)

−1, (1.39)

avec H l'opposé de la hessienne de la vraisemblance du modèle.

Malgré le biais introduit dans l'estimateur des β̂ par la pénalisation, l'intervalle de crédibilité
bayésien conduit à de bonnes propriétés de couverture car il prend justement en compte ce
biais (Nychka, 1988). En particulier, il fournit une bien meilleure couverture que l'estimateur
fréquentiste dé�ni par :

VF
β = (H + Sκ)

−1H(H + Sκ)
−1 (1.40)
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1.4 Modèles à risques compétitifs

Nous avons brièvement évoqué le contexte des risques compétitifs dans la première partie
de cette thèse. Nous présentons le modèle de taux dans ce contexte de façon plus détaillée.

1.4.1 Cadre de la modélisation

Modélisation "cause-spéci�ques"

Comme dans la section 1.1.1, on s'intéresse au temps de survenue d'évènement T chez un
sujet. Cependant, dans un cadre compétitif, l'évènement associé E peut être multiple et prendra
les valeurs {0...J}. Par convention, on notera E = 0 en cas de censure.

On dé�nit alors le taux cause-spéci�que (cause-speci�c hazard) par :

hj(t) = lim
dt→0

P (t ≤ T < t+ dt, E = j|T ≥ t)

dt
(1.41)

Lorsque les évènements sont disjoints, on a donc la relation suivante entre les di�érents taux
cause-spéci�ques :

h(t) =
J∑

j=1

hj(t) (1.42)

h est le taux de sortie toutes causes pour lequel on pourra dé�nir la survie toutes causes S
comme au chapitre 1.1 :

S(t) = exp

(
−
∫ t

0

J∑
j=1

hj(u)du

)
(1.43)

On dé�nit également la fonction d'incidence cumulée pour la cause de sortie j par :

Fj(t) = P (T ≤ t, E = j) =

∫ t

0

hj(u)S(u)du (1.44)

On comprend donc que la fonction d'incidence cumulée dépend du taux cause-spéci�que hj

mais également des autres taux cause-spéci�ques via le terme S(u). Cela pose des di�cultés
d'interprétation dans ce contexte, puisque l'e�et d'une variable sur le taux cause-spéci�que n'est
pas immédiatement transposable à la fonction d'incidence cause-spéci�que 2. Cette dernière
dépend aussi de l'e�et de la variable sur les taux des autres causes (Putter et al., 2007). Il
est donc souvent recommandé de réaliser les analyses à la fois sur l'échelle de la probabilité
d'incidence cumulée et sur l'échelle du taux (Latouche et al., 2013).

La loi de probabilité du couple de variables aléatoires T et E peut s'écrire :

f(t, j) = hj(t)P (T ≥ t), j ∈ {0, ..., J} (1.45)

2. En d'autres termes, Fj(t) ̸=
∫
t
hj(s)Sj(s)ds
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Modélisation des temps latents d'évènements

Une façon alternative de présenter le cadre compétitif est de s'intéresser à la distribution
jointe des variables aléatoires temps d'évènements dits "latents" T 1, ..., T J (latent failure time
models), où T j est le temps écoulé jusqu'à la survenue de l'évènement j. On se place donc dans
un cadre hypothétique où chacun de ces temps existe pour chaque individu, mais seul l'un d'eux
est observé, censurant les autres. On s'intéresse alors à la fonction de survie jointe de ces temps
d'évènements :

S(t1, ..., tn) = P (T 1 > t1, ..., T
n > tn)

Il est alors possible de dé�nir des taux sur les temps d'évènements T j :

h̃j(t) = lim
dt→0

P (t ≤ T j < t+ dt|T j ≥ t)

dt

Sans hypothèse complémentaire sur la dépendance entre ces temps d'évènements, il s'agit d'un
problème non identi�able (in�nité de solutions) (Tsiatis, 1975). Cette dépendance peut no-
tamment être modélisée en utilisant une copule. Le principal intérêt de cette approche est de
répondre à une question de prédiction dans un contexte où l'on retirerait ou réduirait l'évène-
ment compétiteur. Ce cadre ne sera pas approfondi davantage dans cette thèse, et nous nous
concentrerons sur la modélisation "cause-spéci�que".

Risques compétitifs et censure informative

Dans une étude de survie, on dit que l'on observe de la censure lorsque l'information
sur les temps d'évènements n'est pas disponible pour certains participants de l'étude
(Leung et al., 1997). Dans un cadre de survie classique, la censure est supposée "non-
informative", c'est-à-dire que les individus censurés ont le même pro�l de risque que ceux
encore à risque. Dans un cadre de risques compétitifs, on évoque souvent la présence
d'une censure dite "informative" à travers la survenue des évènements compétiteurs.

En réalité, l'évènement concurrent peut être ou non de la censure selon la manière dont
on dé�nit le problème et de ce que l'on cherche à mesurer (Young et al., 2020). Dans le
cadre cause-spéci�que, on observe la variable aléatoire T et le type d'évènement survenu
E. L'observation du processus en lui-même n'est pas censurée même si l'intérêt réside
dans l'une des causes de sortie en particulier. En revanche, dans le cadre des temps
latents, la survenue d'un évènement empêche d'observer les autres temps d'évènement,
ce qui en fait de la censure.

1.4.2 Modèles de régression

Il existe deux modèles très connus pour faire de la régression dans un cadre semi-paramétrique :
le modèle de Cox et le modèle de Fine-Gray. Le premier est basé sur les taux cause-spéci�ques
et le second sur les taux dits de sous-répartition (subdistribution hazards).

Modèle de taux cause-spéci�ques

Modèle
Dans un cadre de risques compétitifs, on dé�nit le modèle semi-paramétrique du taux cause-
spéci�que par :

hj(t,X) = h0,j(t) exp(Xβ) (1.46)
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Plus généralement, il est possible d'utiliser un modèle �exible du taux comme présenté en
section 1.1, permettant d'obtenir une prédiction de la dynamique du taux au cours du temps.

Vraisemblance (complète) du modèle
En pratique, il est possible d'ajuster ce modèle en considérant les autres causes de sorties
au même titre que les évènements de censure (même s'ils n'en sont pas, il s'agit uniquement
d'ajuster le modèle). Pour un individu i, nous observons le couple (ti, ei). En utilisant la densité
(1.45), on peut écrire la vraisemblance du modèle du logarithme du taux :

f(t, e|β) =
n∏

i=1

f(ti, ei|β)

=
n∏

i=1

hei(ti)P (T ≥ ti)

On peut ici dé�nir la quantité suivante :

S(j)(t) = exp

(
−
∫ t

0

hj(s)ds

)
(1.47)

de telle sorte que :

S(t) =
J∏

j=0

S(j)(t)

Si les modèles sur les taux cause-spéci�ques ne font pas d'hypothèse de partage de paramètres,
on peut donc réécrire la vraisemblance :

f(t, e|β) =
J∏

j=0

n∏
i=1

hj(ti|βj)
1{ei=j}S(j)(ti|βj)

où βj sont les vecteurs de paramètres associés au taux cause-spéci�que j et 1{ei = j} est une
indicatrice prenant la valeur 1 lorsque ei = j et 0 sinon.

On identi�e ainsi, pour chaque terme du produit indicé en j, la vraisemblance d'un modèle
qui ferait l'hypothèse de censurer toutes les causes de sortie autres que la cause j. On peut
donc, en pratique, estimer les paramètres du modèle en construisant un modèle pour chaque
cause de sortie et en censurant les autres comme si elles étaient non informatives. Il s'agit d'une
astuce de calcul pour estimer les paramètres, nous ne faisons en réalité pas l'hypothèse que les
causes compétitives sont non informatives. Notons que le terme indicé par j = 0 est le terme
de censure que l'on suppose non informative et peut donc être retiré de la vraisemblance car
indépendant des paramètres.

Probabilités d'incidence cumulée
Dans un cadre semi-paramétrique, le calcul des probabilités d'incidence cumulées (et de leurs
intervalles de con�ance) peut se faire à partir des modèles cause-spéci�ques (Ozenne et al.,
2017). Cette approche est implémentée dans le package R riskRegression.

Si l'on dispose d'une estimation des taux cause-spéci�ques, il est possible de recalculer
la probabilité d'incidence cumulée en utilisant la relation (1.44). Comme il n'existe pas de
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forme analytique de l'intégrale, une estimation ponctuelle de celle-ci peut être réalisée de façon
numérique par une quadrature de Gauss-Legendre, par exemple. Pour construire l'intervalle
de con�ance de la probabilité d'incidence cumulée, il est possible d'utiliser la delta-méthode
(Kipourou et al., 2019). 3

Modèle de taux de sous-répartition de Fine-Gray

Modèle
Le modèle de Fine-Gray (Fine and Gray, 1999) relie directement l'e�et de la covariable à
la fonction d'incidence cumulée. Pour cela, on dé�nit une quantité h̃j appelée taux de sous-
répartition (subdistribution hazard) telle que :

1− Fj(t) = exp

(
−
∫ t

0

h̃j(s)ds

)
(1.48)

Une régression semi-paramétrique à taux proportionnels est ensuite réalisée pour évaluer
l'e�et des covariables :

h̃j(t) = h̃0,j(t) exp(Xβj) (1.49)

Cela signi�e qu'il n'est pas nécessaire de réaliser un modèle pour chaque évènement pour
avoir la fonction d'incidence cumulée. Il est cependant di�cile d'interpréter les coe�cients
associés aux taux de sous-répartition (Andersen and Keiding, 2012) puisqu'il s'agit du taux
instantané de sortie pour la cause j au temps t parmi les patients qui ne sont pas sortis pour
la cause j. Ainsi, tous les patients sortis pour une autre cause que j sont considérés comme
encore à risque. Par exemple, si l'on considère le décès comme une cause de sortie compétitive,
cela signi�e que l'on garde les patients décédés dans l'e�ectif à risque. En outre, le signe des
coe�cients associés aux covariables renseigne sur le sens de l'association entre la covariable et
la fonction d'incidence cumulée mais l'ampleur d'e�et est di�cile à appréhender.

Probabilités d'incidence cumulée
L'estimation de la probabilité d'incidence cumulée peut être obtenue avec un estimateur de
type Breslow pour Hj0(t) = −

∫ t

0
h̃j0(s)ds, de telle sorte que :

F̂j(t) = 1− exp[− Ĥj0(t) exp(Xβj)].

Des intervalles de con�ance pour la prédiction peuvent être obtenus par une procédure
bootstrap (Fine and Gray, 1999).

3. Le delta-méthode permet d'estimer la variance d'une fonction f d'une variable aléatoire, ici notre vecteur
des paramètres β :

ˆV ar(f(β)) = [∇f(β)]|β=β̂ Σβ
t[∇f(β)]|β=β̂

[∇f(β)]|β=β̂ = ( ∂f
∂β1

(β̂), ..., ∂f
∂βp

(β̂) est le gradient de la fonction f calculé en β̂ et Σβ est la matrice de variance-

covariance associée au vecteur de coe�cients β.
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Intervalles de con�ance de la probabilité d'incidence cumulée du modèle de
taux cause-spéci�que

Pour simpli�er les notations, on considère un cadre à deux évènements compétiteurs mais
la généralisation à plus de deux causes de sortie est immédiate. On indicera les quantités
cause-spéci�ques (incidence cumulées, taux) de la cause de sortie d'intérêt par j et celles
associées à la cause de sortie compétitive jc. Le gradient de Fj peut donc être calculé
comme suit :

� si βk est un paramètre de hj, alors :

∂Fj(t,β,x)

∂βk

=

∫ t

0

Sj(u,β,x)Sjc(u,β,x)[
∂hj(u,β,x)

∂βk

−

hj(u,β,x)

∫ u

0

∂hj(v,β,x)

∂βk

dv]du

expression que l'on peut simpli�er en utilisant l'expression du taux : hj(t, x) =
exp(P [x, t]), P [x, t] étant un polynôme.

∂Fj(t,β,x)

∂βk

=

∫ t

0

Sj(u,β,x)Sjc(u,β,x)hj(u,β,x)[
∂Pj(u,β,x)

∂βk

−
∫ u

0

hj(v,β,x)
∂Pj(v, β,x)

∂βk

dv]du

� sinon,

∂Fj(t,β,x)

∂βk

=

∫ t

0

hj(u,β,x)Sj(u,β,x)Sjc(u,β,x)[−
∫ u

0

∂hjc(v,β,x)

∂βk

dv]du

simpli�é en :

∂Fj(t,β,x)

∂βk

=

∫ t

0

hj(u,β,x)Sj(u,β,x)Sjc(u,β,x)

[−
∫ u

0

hjc(v,β,x)
∂Pj(v,β,x)

∂βk

dv]du

La construction de l'intervalle de con�ance peut se faire par approximation normale sur
la quantité log(−log(Fj)) plutôt que directement sur Fj. Cela permet notamment de
s'assurer des bornes entre 0 et 1 pour la probabilité (Pintilie, 2006). En appliquant la
delta-méthode sur log(−log(Fj)), on obtient :

ˆV ar(log(−log(Fj(t,β,x)))) =
ˆV ar(Fj(t,β,x))

(log(Fj(t, β̂,x))Fj(t, β̂,x))2

Les bornes de l'intervalle de con�ance à 100(1-α)% pour la prédiction Fj sont ensuite
obtenues par la formule :

F
exp

(
±z1−α/2

√
ˆV ar(log(−log(Fj(t,β,x))))

)
j
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2 | Application dans le cadre des e�ets
indésirables

A partir des notions théoriques détaillées dans le chapitre précédent, on se propose d'explorer
l'utilisation du modèle de taux �exible dans le cadre de données d'e�ets indésirables. L'objec-
tif peut être simplement descriptif ou d'associer les temps d'évènements avec des covariables
d'intérêt comme par exemple comparer des traitements.

2.1 Stratégie de modélisation

Evènement

Comme on s'intéresse à la survenue d'un unique évènement par patient, on pourra dé�nir
le temps d'évènement de plusieurs manières en fonction de la question de recherche : temps
d'observation du grade maximum, temps d'observation du premier évènement (tous grades)
etc.

Evènements intercurrents

Dans notre contexte, nous pouvons identi�er deux principales causes de sortie empêchant
l'occurrence de l'évènement indésirable : le décès et l'arrêt du traitement. Notons que contraire-
ment au décès, l'arrêt du traitement n'empêche pas complètement la survenue d'un évènement
indésirable. Cependant, il peut être très di�cile d'obtenir une collecte des données d'évène-
ments indésirables après arrêt du traitement (Unkel et al., 2019) (changement de traitement,
sortie d'étude...). L'estimateur de la probabilité d'incidence cumulée, calculée en l'absence de
collecte de données après arrêt du traitement peut s'interpréter de deux manières :

� La probabilité d'incidence cumulée correspondrait à celle obtenue si les données avaient
été collectées après le traitement, en supposant que les événements survenus après l'arrêt
du traitement sont négligeables ;

� La probabilité d'incidence cumulée d'évènements en cours de traitement (while on treat-
ment estimand selon l'addendum R1 aux ICH E9 (FDA, 2019)).

A�n de simpli�er la modélisation, nous regrouperons les causes de sortie compétitives pour
ne former qu'un seul évènement. Cela évite d'avoir des causes de sortie avec peu d'évènements
(Ozenne et al., 2017).
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Modèles

Deux modèles �exibles de taux (MFT) cause-spéci�ques sont donc envisagés :

{log(hEI(t,x(t)))}i=1..n = XEI(t)βEI

{log(hD−AT (t,x(t)))}i=1..n = XD−AT (t)βD−AT

où, hEI et hD−AT sont respectivement les taux cause-spéci�ques associés aux évènements indési-
rables et au décès/arrêt du traitement, βEI et βD−AT sont les vecteurs des paramètres associés
aux taux d'évènements indésirables et de décès/arrêt du traitement, XEI(t) et XD−AT (t) sont
les matrices de design des modèles d'EI et de D-AT respectivement, fonction des covariables x
et du temps. Il est possible de prévoir des paramètres communs entre les di�érentes causes de
sortie (Belot et al., 2010). Dans un contexte de régression sur des évènements indésirables, il
y a peu de chances d'avoir des e�ets communs à la survenue de l'évènement indésirable et à
l'arrêt du traitement et au décès. Nous considérons donc des vecteurs de paramètres distincts
pour les deux taux cause-spéci�ques.

Les noeuds des splines peuvent être placés au niveau des quantiles de temps d'évènements
(et des valeurs des covariables s'il y en a). La modélisation est envisagée en présence ou non de
pénalisation a�n d'en évaluer le béné�ce. Le critère LAML discuté au chapitre précédent est
utilisé pour estimer les paramètres de lissage.

Pour compléter les analyses, nous calculons également la probabilité d'incidence cumulée
(en tenant compte des risques compétitifs comme détaillé en 1.4.2).

2.2 Etude de simulation

Dans ce chapitre, nous examinons, pour la première fois à notre connaissance, le compor-
tement du modèle �exible dans un contexte de risques compétitif, en utilisant des données
simulées basées sur l'observation d'e�ets indésirables chez des patients en oncologie. En e�et,
le modèle du taux �exible a été beaucoup étudié dans le cadre de données issues de registres
de cancers qui présentent des di�érences majeures avec les données d'EI, notamment en termes
de dynamique et de nombre d'évènements observés (Uhry et al., 2020).

L'objectif de cette simulation est d'évaluer la qualité d'ajustement des taux, des taux relatifs
et des probabilités d'incidence cumulées (obtenus en tenant compte de la compétition). En
particulier, l'intérêt est porté sur l'impact du nombre de noeuds et de la pénalisation sur la
qualité d'ajustement.

2.2.1 Simuler des temps d'évènements dans un cadre de risques com-

pétitifs

Pour simuler des temps d'évènements selon n'importe quelle loi dont on connaît la fonction
de répartition F , on procède par la méthode d'inversion (Bender et al., 2005). Le principe de
la méthode est de simuler une variable aléatoire selon une loi uniforme U [0, 1] et de calculer
F−1(U) qui suivra la distribution caractérisée par la fonction de répartition F .

Dans le cadre du modèle de survie, si T suit la loi dé�nie par F , alors F (T ) ∼ U [0, 1]
mais également S(T ) ∼ U [0, 1]. Comme S(t) = exp(−

∫ t

0
h(s)ds), le temps de survie peut être
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exprimé par :
T ∼ Λ−1(− ln(U)),

en notant Λ le taux cumulé.

Une première approche consiste à simuler les temps d'évènements de chacune des causes et à
considérer le minimum des deux temps. Le problème de cette approche est qu'il faut spéci�er la
structure de dépendance entre les temps d'évènements, di�cilement appréhendable en pratique.
Ce type de simulation est plus adapté lorsque l'on souhaite étudier des modèles à temps latents.

Une seconde approche, proposée par (Beyersmann et al., 2009), consiste à utiliser les taux
cause-spéci�ques. Les étapes de simulation sont les suivantes :

� Spéci�er les taux d'évènements compétiteurs h1 et h2.
� Simuler les temps T à partir du taux de sortie toutes causes h = h1 + h2.
� Pour chaque temps T, on considère un tirage aléatoire de type Bernoulli de probabilité

h1(T )/(h1(T )+h2(T )) déterminant si la sortie est provoquée par la cause 1 (elle est donc
de cause 2 dans le cas contraire).

� Il est éventuellement possible de simuler une variable C indépendante des temps simulés
précédents pour appliquer une censure non-informative.

2.2.2 Scénarios de simulation

Design

Comme on s'intéresse au contexte spéci�que des évènements indésirables, on souhaite si-
muler des jeux de données inspirés de situations réelles issues de patients suivis en oncologie.
Dans cette étude, nous nous intéressons à une régression en présence d'une variable binaire x.
Les jeux de données seront construits avec le même nombre de patients pour chaque modalité
de x. Plusieurs tailles d'échantillons ont été considérées : 200, 400 et 1000 sujets. Pour chaque
taille d'échantillon et chaque scénario, 500 échantillons ont été simulés.

Scénarios

Les taux cause-spéci�ques théoriques en Figure 2.2 ont été obtenus à partir de données
réelles en ajustant le modèle avec une spline non pénalisée pour le scénario 1 et des polynômes
fractionnaires (Sauerbrei et al., 2007) pour le scénario 2. La question n'étant pas l'aspect mé-
dical des données ayant servi à inspirer les simulations, nous ne nous attardons pas sur leur
description. Les modèles théoriques ont ensuite été utilisés pour simuler les données comme
expliqué en 2.2.1. Dans le scénario 1, l'e�et de x a été spéci�é en proportionnel, contrairement
au scénario 2.

La forme analytique des probabilités d'incidence cumulées n'étant pas disponible, il est pos-
sible de les obtenir par intégration numérique (Figure 2.3). La compétition est particulièrement
importante sur le scénario 2 dans lequel le taux d'EI pour x = 0 est bien supérieur à celui pour
x = 1, alors que les probabilités d'incidence cumulées sont confondues. La Figure 2.4 présente
les ratios de taux théoriques obtenus pour les deux scénarios.
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Figure 2.2 � Taux cause-spéci�ques théoriques des deux scénarios de simulation

2.2.3 Modèles ajustés

Pour explorer le comportement du modèle, on considère plusieurs spéci�cations du MFT :
� Version proportionnelle

log(hAE(t)) = sAE,x=0(t) + βAE 1x=1

log(hD−AT (t)) = sD−AT,x=0(t) + βD−AT 1x=1

� Version non-proportionnelle

log(hAE(t)) = sAE,x=0(t) 1x=0 + sAE,x=1(t) 1x=1

log(hD−AT (t)) = sD−AT,x=0(t) 1x=0 + sD−AT,x=1(t) 1x=1

où, les fonctions s() sont des splines.

Pour chaque scénario, on considère :
� (i) un MFT proportionnel pénalisé avec une spline à 10 noeuds ;
� (ii) un MFT non-proportionnel pénalisé avec une spline à 10 noeuds ;
� (iii) un MFT non-proportionnel non pénalisé avec une spline à 10 noeuds ;
� (iv) un MFT non-proportionnel non pénalisé avec une spline à 5 noeuds ;

Nous sommes également intéressés par la comparaison du modèle (i) et (ii) par critère AIC
corrigé (AICc) (Wood et al., 2016). Le critère utilise une version corrigée du nombre de degrés
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Figure 2.3 � Probabilités d'incidence cumulées théoriques d'EI (haut) et de D-AT (bas)
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Figure 2.4 � Ratios de taux théoriques (entre x = 1 et x = 0)

de libertés, permettant de prendre en compte l'incertitude liée à l'estimation du paramètre de
lissage. Le modèle le plus simple est retenu tant que l'écart d'AICc entre les deux modèles est
inférieur à 2 (Burnham and Anderson, 2004).
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2.2.4 Evaluation des performances des approches

A�n de comparer les di�érents modèles, nous estimerons les statistiques suivantes sur l'en-
semble des échantillons simulés par scénario. On note S le nombre d'échantillons simulés pour
chaque scénario, f la quantité d'intérêt théorique et f̂s la quantité prédite sur l'échantillon s
(ici le taux, le taux relatif ou la probabilité d'incidence cumulée).

� La racine de l'erreur quadratique moyenne (Rooted Mean Squared Error RMSE) évaluée
pour en un temps t donné et pour une valeur de x.

RMSE(t, x) =

√√√√ 1

S

S∑
s=1

(
f(t, x)− f̂s(t, x)

)2

(2.1)

� Le biais, évalué pour un temps t donné et un vecteur de covariables x

biais(t, x) =
1

S

S∑
s=1

(
f(t, x)− f̂s(t, x)

)
(2.2)

2.2.5 Résultats

Scénario 1 Scénario 2

Taille des échantillons Méd. Min. Max. Méd. Min. Max.

n = 200 95 75 117 62 42 82

n = 400 189 154 217 123 97 154

n = 1000 472 436 518 318 278 358

Table 2.1 � Description des échantillons simulés : Médiane, minimum et maximum d'EI simulés

La Table 2.1 présente quelques caractéristiques des échantillons simulés (médiane, minimum,
maximum d'EI).

Taux d'évènements indésirables

Scénario 1 : Tous les modèles ont convergé pour le scénario 1, quelle que soit la taille de
l'échantillon. On observe un biais important en début de suivi pour le MFT pénalisé (10 noeuds)
en Figure 2.7. Le biais diminue très lentement avec la taille de l'échantillon. En regardant les
prédictions par échantillon en Figure 2.5, on observe que le modèle pénalisé lisse systématique-
ment le début de suivi même pour les tailles d'échantillon de 1000 individus, ce qui empêche
de décrire la forme en cloche et génère le biais. Sur les échantillons de taille 200, la forme de
la courbe est très bruitée pour le modèle non pénalisé à 10 noeuds. En termes de RMSE en
Figure 2.8, pour les tailles d'échantillons de 200 et 400, le modèle pénalisé est bien plus perfor-
mant que les modèles non pénalisés sauf sur les premiers temps. Pour les échantillons de taille
1000, l'erreur du modèle pénalisé sur la partie en cloche de la courbe est toujours élevée en
comparaison des modèles non pénalisés.
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Figure 2.5 � Scénario 1 : Ajustement des taux pour x = 1 par échantillon. Les échantillons
présentés ont été sélectionnés de façon aléatoire parmi les 500 échantillons simulés. Pour des
raisons de lisibilité le scénario à 400 sujets n'est pas présenté.
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Figure 2.6 � Scénario 2 : Ajustement des taux pour x = 1 par échantillon. Les échantillons
présentés ont été sélectionnés de façon aléatoire parmi les 500 échantillons simulés
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Figure 2.7 � Biais sur l'estimation du taux

Scénario 2 : Dans ce scénario, 5 modèles non pénalisés avec la spline à 10 noeuds sur les 500
ajustés ont échoué à converger pour les échantillons de taille 200. Le modèle pénalisé présente
un biais sur la �n de la période de temps. La forme en cloche n'est pas systématiquement
captée et remplacée par une tendance linéaire croissante. Sur les échantillons de taille 200, le
bruit est très important sur le modèle non pénalisé à 10 noeuds, il est donc di�cile de dégager
une tendance. En termes de RMSE, le modèle pénalisé a toujours une meilleure performance.
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Figure 2.8 � RMSE sur l'estimation du taux

Taux relatifs

Dans les deux scénarios, sur les échantillons de taille 200, les taux relatifs estimés par le
MFT non pénalisé avec 10 noeuds sont très instables. On observe des biais très importants au
début et en �n de la période de temps en Figure 2.9. Le modèle pénalisé est le plus performant
en termes de biais, quel que soit le scénario et la taille d'échantillon. Le graphique des RMSE
étant très semblable à celui du biais, il n'est pas présenté ici. Sur les prédictions par échantillons
en Figures 2.10 et 2.11, la forme des taux relatifs est très variable et parfois très éloignée de la
forme théorique pour les petits échantillons (n = 200).

Dans le scénario 1, la comparaison du modèle proportionnel et non proportionnel par critère
AICc (avec une di�érence de 2 pour être en faveur du modèle le plus complexe) conduit à
conserver le modèle non proportionnel dans respectivement 9.2%, 10.2% et 9.6% des cas pour
les tailles d'échantillons de 200, 400 et 1000. Dans le scénario 2, le modèle non proportionnel
est favorisé dans respectivement 39.6%, 57,8% et 91.4% pour les tailles d'échantillons de 200,
400 et 1000.

c
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Figure 2.9 � Biais sur l'estimation des taux relatifs. (entre x = 1 et x = 0)
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Figure 2.10 � Scénario 1 : Ajustement des taux relatifs par échantillon (entre x = 1 et x =
0). Les échantillons ont été sélectionnés de façon aléatoire parmi les 500 simulés
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Figure 2.11 � Scénario 2 : Ajustement des taux relatifs par échantillon (entre x = 1 et x =
0). Les échantillons ont été sélectionnés de façon aléatoire parmi les 500 simulés
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Figure 2.12 � Biais sur l'estimation des probabilités d'incidence cumulée d'EI

Scénario 1 : D'une manière générale, le biais observé est faible pour l'ensemble des modèles
(1%). Le biais généré par le lissage trop important du modèle pénalisé en début de la période
temps se reporte sur les probabilités d'incidence cumulées sur toutes les tailles d'échantillon et
en particulier pour une taille d'échantillons de 1000 2.12. La forme de la courbe est cependant
beaucoup plus stable que celle du taux et reste proche du théorique, même pour les petits
échantillons (Figure 2.13).

Scénario 2 : Le modèle pénalisé est toujours meilleur en termes de RMSE quelle que soit la
taille d'échantillons (Figure 2.15).
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Figure 2.13 � Scénario 1 : Ajustement des taux relatifs par échantillon (pour x = 1). Les
échantillons ont été sélectionnés de façon aléatoire parmi les 500 simulés
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Figure 2.14 � Scénario 2 : Ajustement des taux relatifs par échantillon (pour x = 1). Les
échantillons ont été sélectionnés de façon aléatoire parmi les 500 simulés

76



scenario 1

x = 0 x = 1

0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

0.00

0.02

0.04

0.06

n 
=

 2
00

 
 R

M
S

E
scenario 2

x = 0 x = 1

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

0.00

0.02

0.04

0.06

x = 0 x = 1

0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

0.00

0.02

0.04

0.06

n 
=

 4
00

 
 R

M
S

E

x = 0 x = 1

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

0.00

0.02

0.04

0.06

x = 0 x = 1

0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

0.00

0.02

0.04

0.06

n 
=

 1
00

0 
 R

M
S

E

x = 0 x = 1

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

0.00

0.02

0.04

0.06

MFT pénalisé (10 noeuds) MFT non pénalisé (10 noeuds) MFT non pénalisé (5 noeuds)

Figure 2.15 � Courbes des RMSE d'incidence cumulées d'EI
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2.3 Application : Evènements indésirables dans la cohorte

des mélanomes

2.3.1 Contexte et objectif

Nous nous intéressons aux EI observés dans la cohorte des mélanomes décrite en partie I sec-
tion 1.2. Pour commencer, on se propose de décrire le taux des évènements les plus fréquemment
associés à l'immunothérapie en utilisant le MFT.

2.3.2 Méthode

Nous considérons le temps au premier évènement tous grades confondus. Un modèle �exible
du taux avec le temps comme seule variable est ajusté sur les évènements indésirables les plus
fréquents. On considère deux modèles : un MFT pénalisé avec une spline à 10 noeuds pour
le temps et un MFT non pénalisé avec une spline à 5 noeuds pour le temps. Les noeuds ont
été placés sur les quantiles des temps d'évènements. Cependant, lorsque les valeurs de deux
quantiles étaient trop proches (<= 1 jour d'écart), l'un des deux noeuds a été retiré pour éviter
des problèmes de convergence.

2.3.3 Résultats

La Figure 2.16 présente les taux d'évènements indésirables les plus fréquemment observés
(hors fatigue et anomalies biologiques). Dans l'ensemble le modèle pénalisé et le modèle non
pénalisé proposent des dynamiques du taux similaires. On observe un écart sur le délai d'ap-
parition des dyspnées. Le modèle non pénalisé propose un léger délai sur leur apparition par
rapport au début du traitement, contrairement au modèle pénalisé qui lisse complètement la
courbe. Ce cas de �gure pourrait être similaire à celui du scénario 1 de l'étude de simulation.
Les pentes sont également plus marquées sur la survenue d'évènements à l'initiation du trai-
tement pour les nausées, les diarrhées et les maux de tête. Le modèle pénalisé propose deux
modes pour l'hyperthyroïdie, contrairement au modèle non pénalisé. Cela pourrait s'expliquer
par un manque de noeuds dans le second. Les deux modes coïncident avec les visites. L'hyper-
thyroïdie sous immunothérapie est souvent asymptomatique et donc détectée lors des examens
biologiques réalisés avant chaque prise de traitement. Dans la plupart des cas, l'hypothyroïdie
et l'hyperthyroïdie sont la manifestation d'une même pathologie : une thyroïdite médiée par les
cellules T cytotoxiques contre la glande thyroïdienne. L'hyperthyroïdie est donc un évènement
transcient, souvent asymptotique et pouvant donc être manqué (Barroso-Sousa et al., 2018). En
e�et, nous voyons sur les graphiques qu'elle survient sur une fenêtre très courte. La distribution
des évènements de type prurit et rash maculopapuleux ne semble pas présenter de mode bien
marqué.

La Figure 2.17 présente les taux d'anomalies biologiques recueillies au cours du suivi. Une
censure par intervalle est clairement observée sur l'augmentation des CPK par exemples, les
modes de la distribution coïncidant avec des dates de visites. Dans ce cas, le modèlé pénalisé et
le modèle non pénalisé fournissent des résultats plutôt di�érents. Le nombre de noeuds pourrait
ne pas être su�sant dans le modèle non pénalisé pour capter la dynamique complexe observée
du fait de la censure par intervalles.
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Figure 2.16 � Taux d'évènements indésirables
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Figure 2.17 � Taux d'évènements indésirables : examens biologiques
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2.4 Application : Evènements indésirables dermatologiques

dans la cohorte des mélanomes

2.4.1 Contexte et objectif

Nous nous intéressons aux évènements dermatologiques survenant dans la cohorte des pa-
tients atteints de mélanomes décrite en section 1.2. On souhaite identi�er des prédicteurs de ces
évènements. Les évènements dermatologiques font partie des évènements indésirables les plus
fréquents sous immunothérapie. Parmi les plus fréquents, on compte les rash maculopapuleux,
le prurit, le vitiligo, la pemphigoïde bulleuse.

Nous explorons l'association entre les évènements dermatologiques et les covariables sui-
vantes : l'âge au début du traitement, le sexe, le ratio neutrophiles sur lymphocytes, la présence
de métastases distantes, la présence d'un historique de maladie auto-immune (MAI) chez le
patient et le pays. Le choix des variables repose sur la littérature. En particulier, le ratio neu-
trophiles sur lymphocytes (NLR) est dé�ni par le compte de neutrophiles et de lymphocytes
qui sont des marqueurs de réponse in�ammatoire. Un NLR élevé en début de traitement est
souvent associé avec un mauvais pronostic (Guthrie et al., 2013), et notamment dans le cas de
l'immunothérapie (Bilen et al., 2019; Lalani et al., 2018; Wu et al., 2022). En revanche, son
association avec la survenue d'EI n'a pas été systématiquement établie (Fukihara et al., 2019;
Owen et al., 2018; Nakanishi et al., 2019; Lee et al., 2021; Eun et al., 2019). Un e�et sur les
D-AT est anticipé, on adopte donc la stratégie de modélisation proposée en section 2.1.

2.4.2 Méthode

Plusieurs modèles sont envisagés pour construire les modèles de taux pénalisé sur les EI et
les D-AT : (i) sans e�et non proportionnel, (ii) avec un e�et non proportionnel de l'âge, (iii)
avec un e�et non proportionnel du NLR :

� Modèle 1 : log(h(t)) = β0 + s(t) + s(NLR) + s(age) + βsexeI(sexe = ”Femme”) +
βmétastasesI(Métastases = ”Oui”) + βMAII(MAI = ”Oui”)

� Modèle 2 : log(h(t)) = β0 + tensor(t, age) + s(NLR) + βsexeI(sexe = ”Femme”) +
βmétastasesI(Métastases = ”Oui”) + βMAII(MAI = ”Oui”)

� Modèle 3 : log(h(t)) = β0 + tensor(t, NLR) + s(age) + βsexeI(sexe = ”Femme”) +
βmétastasesI(Métastases = ”Oui”) + βMAII(MAI = ”Oui”)

Les modèles sont ensuite comparés en utilisant un critère AIC corrigé (AICc) (Wood et al.,
2016). Les splines sont spéci�ées avec 5 noeuds répartis aux quantiles des temps d'évènements
et des valeurs de l'échantillon pour l'âge et le NLR.

2.4.3 Résultats

Le modèle 1, sans interaction, est retenu pour les EI (AICc respectifs : 1543.6, 1546.0 et
1545.7) et pour les décès/arrêts de traitement (AICc respectifs : 617.7, 620.3 et 618.3).
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Figure 2.18 � E�ets des covariables sur (gauche) le taux d'évènements indésirables, (milieu)
le taux de décès ou d'arrêt de traitement, (droite) la probabilité cumulée d'évènements indé-
sirables. A titre indicatif, la probabilité cumulée d'évènements obtenue sans tenir compte de la
compétition est tracée en pointillés.
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La Figure 2.19 présente les taux relatifs estimés pour les variables avec un e�et proportionnel.
Pour les EI, aucun e�et signi�catif n'est observé à part pour le pays. Pour le D/AT, les femmes
présentent un taux plus faible que les hommes.
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Variable

Histotique de maladie auto−immune 
 ('Oui' vs 'Non')

Sexe 
 (Femme vs Homme)

Métastases distantes 
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Pays 
  ('Espagne' vs 'France')

Taux relatifs 
 [95% ICs]
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Figure 2.19 � Taux relatifs des variables avec e�et proportionnel(gauche) sur le taux d'EI,
(droite) sur le taux de D-AT

La Figure 2.18 présente les e�ets des di�érentes covariables sur les taux d'EI, les taux de
décès et d'arrêt du traitement et la probabilité cumulée d'incidence des EIs. L'âge et le NLR ne
semblent pas impacter le taux d'EI. Un taux de D/AT plus élevé est en revanche observé pour
les âges et les NLR élevés. La compétition a en revanche un e�et modeste sur la probabilité
d'incidence cumulée, quelle que soit la variable considérée, car la majorité des évènements
surviennent tôt dans le suivi.

c
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3 | Discussion & Conclusion

Au cours de ces travaux, nous avons exploré l'utilisation de modèles de taux �exibles pour
décrire des données de toxicité, en menant une étude de simulation qui compare les versions
pénalisée et non pénalisée du modèle, ainsi que des cas pratiques sur des données de patients
traités par immunothérapie.

Performance du modèle

Dans les simulations, le modèle pénalisé surpasse presque toujours les modèles non pénalisés
en termes de RMSE. La prédiction du taux fournie par le modèle révèle une tendance globale,
bien que sa précision soit limitée dans les petits échantillons. Nous avons vu que le modèle
pénalisé tendait à trop lisser certaines parties de la courbe, notamment les formes en cloches
proches des temps initiaux. Le modèle non pénalisé à 10 noeuds donne des résultats trop bruités
pour les niveaux d'information explorés dans cette étude. En revanche, le modèle à 5 noeuds
permet de décrire le phénomène de cloche masqué par le lissage. Ajuster le modèle à 5 noeuds en
complément du modèle pénalisé à 10 noeuds, comme test de sensibilité, peut donc représenter
une option intéressante. Le lissage adaptatif pourrait également être exploré, permettant de
prendre en compte le manque d'homogénéité du taux d'évènements au cours du temps (Wood,
2017).

La forme des taux relatifs semble très instable et l'estimation est peu informative pour
les petits échantillons (n=200). Il doit donc être considéré avec précautions dans ce contexte.
L'estimation de la probabilité d'incidence dans le contexte compétitif est très correcte même
sur les petits échantillons et ce malgré la variabilité observée sur le taux.

Pertinence dans un contexte d'évènements indésirables

Le modèle propose une représentation de la dynamique d'occurrence des évènements au
cours du temps, souvent rarement proposée dans les analyses d'EI. Il permet de prendre en
compte une éventuelle censure (liée par exemple à la date de point), qui peut être présente
lorsque l'on étudie des évènements à long terme. Pour obtenir une estimation correcte de la
dynamique du taux, le nombre d'évènements doit cependant être su�sant, ce qui peut donc être
limitant dans les analyses d'évènements indésirables pour décrire par exemple les évènements
rares mais graves (e.g. grades 3-4).

En décrivant les EI de la cohorte des mélanomes, nous avons pu constater que les temps
d'évènements sont censurés par intervalle. Pour certains évènements, comme l'hyperthyroïdie,
l'information peut même être tronquée. Considérer un modèle censuré par intervalle pourrait
être une solution (Gentleman and Geyer, 1994). Cependant, dans le contexte des données obser-
vationnelles, dé�nir ces intervalles n'est pas toujours simple. La précision du temps d'événement
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peut varier en fonction du type d'événement et de sa gravité. Pour les événements identi�és
par des analyses biologiques réalisées régulièrement (par exemple, l'alanine aminotransférase
et l'aspartate aminotransférase contrôlées à chaque administration du traitement sous immu-
nothérapie), les dates des intervalles sont facilement identi�ables. En revanche, ce ne sera pas
le cas pour les anomalies biologiques détectées en fonction de la symptomatologie. Certains
événements graves, nécessitant une hospitalisation ou une consultation en urgence, auront une
date bien dé�nie. En ce qui concerne la date de début d'un symptôme (par exemple, la nausée),
elle peut être rapportée de manière plus ou moins précise par le patient lors de la consultation
avec le clinicien. Cette diversité de situations complique l'application du modèle censuré par
intervalle, surtout si le modèle est utilisé pour du descriptif.

Le modèle ne considère qu'un unique évènement. Il est courant de dé�nir le temps d'évè-
nement par le temps jusqu'au grade maximum ou le temps au premier évènement. Cependant,
lorsque l'évènement d'intérêt est récurrent, cela conduit à une perte d'information. Dans ce cas
d'autres modèles pourraient être considérés. Ce sera l'objet des développements de la troisième
partie de cette thèse.
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Partie III

Les modèles �exibles sur l'intensité
marginale dans un contexte d'évènements

récurrents
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Comme discuté dans la première partie, la prise en compte de la récurrence des e�ets in-
désirables est un aspect négligé des analyses de toxicité. Dans la partie précédente, nous avons
présenté une approche épidémiologique de l'analyse des e�ets indésirables à savoir, décrire leur
occurrence au cours du temps en fonction de certaines caractéristiques des patients. Dans ce
cadre, nous étions intéressés par la description du taux de survenue du premier évènement au
cours du temps. Ce modèle ne permet donc pas de prendre en compte un caractère éventuelle-
ment récurrent du phénomène. Nous avons déjà évoqué quelques modèles de régression pour les
évènements récurrents dans la première partie de cette thèse. Ces derniers sont des extensions
du modèle de Cox, et ils ne permettent pas de décrire le risque absolu d'évènements au cours
du temps. L'objectif de cette partie sera donc de proposer un modèle permettant de décrire le
risque absolu d'évènements au cours du temps, ainsi que les e�ets potentiellement non-linéaires
et non proportionnels des covariables.

1 | Notions théoriques

1.1 Processus de comptage

1.1.1 Dé�nitions

dN(t) = 1

0

2

4

6

0 1 2 3 4 5
Temps

N
(t

)

Figure 3.1 � Processus de comptage

Une succession d'évènements peut naturellement être décrite par un processus de comptage
N(t) (Figure 3.1), c'est-à-dire un processus constant par morceaux, continu à droite, non-
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décroissant et de pas égaux à 1, prenant la valeur 0 à l'origine. A un instant donné t, N(t)
s'interprète ainsi comme le nombre cumulé d'évènements survenus jusqu'à cet instant. Les temps
d'évènements auxquels nous nous intéresserons sont les "sauts" de ce processus. Par exemple,
N(t) peut représenter le nombre cumulé d'évènements indésirables observés entre le début du
traitement et un instant t. Chaque saut correspond à la survenue d'un nouvel évènement. En
notant T1, T2... ces temps d'évènements, Tk étant le ke temps d'évènement, on peut donc écrire :

N(t) =
K∑
k=1

I(Tk ≤ t) (1.1)

Nous considérons le temps comme une variable continue et supposerons donc que deux évène-
ments ne peuvent pas survenir au même moment. On notera N(s, t) = N(t)−N(s) le nombre
d'évènements survenus sur l'intervalle (s, t].

Comme dans le cadre à un unique évènement, un processus de comptage peut être sujet
à censure. On dé�nit donc un processus d'observation Y (t) valant 1 lorsque le processus est
observé et 0 sinon.

Intensité du processus

Pour caractériser un processus, nous aurons besoin de son historique H(t), c'est-à-dire la
�ltration naturelle à laquelle N(t) est adaptée. A l'instar du taux lorsque l'on observe un
unique évènement, on peut dé�nir l'intensité i.e. la probabilité d'évènement par unité de temps
conditionnellement à l'historique du processus :

λ(t) = lim
dt→0

P (dN(t) = 1|H(t))

dt
(1.2)

où, dN(t) = N(t+ dt)−N(t).

L'intensité permet de spéci�er complètement le processus et sera notamment indispensable
pour dé�nir une vraisemblance. Au cours de la thèse, nous serons amenés à appeler cette
quantité intensité conditionnelle pour la distinguer de l'intensité marginale qui sera dé�nie par
la suite.

Densité

Pour la modélisation, nous aurons besoin de la loi du processus, notamment pour construire
une vraisemblance. Nous observons le processus N(t) d'intensité λ(t|H(t)) sur un intervalle de
temps [τ0, τ ]. Nous dé�nissons l'évènement : "m évènements, observés aux temps t1, t2, ..., tm,
sachant H(τ0)". La densité associée à cet évènement peut alors s'écrire :

f(t1, t2, ..., tm|H(τ0)) =
m∏
k=1

λ(tk|H(tk)). exp

(
−
∫ τ

τ0

λ(s|H(s))ds

)
(1.3)

Pour une démonstration de ce résultat, on pourra consulter Cook and Lawless 2007 (p
28-30).
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Indicateurs marginaux

Il est également possible de décrire le processus par des quantités dites marginales, c'est-
à-dire pour lesquelles on ne conditionne pas sur l'historique. On peut ainsi dé�nir la moyenne
d'évènements cumulés :

µ(t) = E(N(t)) (1.4)

Une autre quantité, qui sera notre indicateur d'intérêt dans le cadre de cette thèse, est
appelé rate dans la littérature (Lin et al., 2000; Cook and Lawless, 2007) :

ρ(t) = lim
dt→0

P (dN(t) = 1)

dt
(1.5)

Il s'agit d'une intensité marginale (IM) et nous en ferons référence sous ce nom dans la suite.
L'IM n'a pas d'interprétation individuelle, elle est une moyenne d'intensités pour l'ensemble
des trajectoires d'évènements possibles dans la population. En l'absence d'évènement terminal
pour le processus (c'est-à-dire des évènement interrompant le processus comme un décès), on
a une relation directe entre l'IM et la moyenne cumulée d'évènements :

µ(t) =

∫ t

0

ρ(s)ds (1.6)

1.1.2 Quelques exemples

Avant d'aller plus loin, commençons par illustrer les quantités introduites : intensité, inten-
sité marginale (IM), moyenne cumulée sur deux cas particuliers de processus : le processus de
Poisson et le processus de type multi-états.

Le processus de Poisson

Un cas particulier très important de processus de comptage est le processus de Poisson. Il
peut être dé�ni par la propriété d'indépendance du nombre d'évènements sur des intervalles
disjoints :

si s2 < s3 alors N(s1, s2) et N(s3, s4) sont indépendants.

En termes d'intensité, cela se traduit par une indépendance à l'historique du processus,
ainsi :

λ(t) = lim
dt→0

P (dN(t) = 1|H(t))

dt

= lim
dt→0

P (dN(t) = 1)

dt
= ρ(t). (1.7)

L'intensité et l'IM sont égaux dans ce cas particulier. Lorsque ρ est constant, le processus est
dit homogène, et il est quali�é de non-homogène dans le cas contraire.

Le lien avec la distribution de Poisson provient de la propriété suivante :

N(s, t) suit une distribution de Poisson de moyenne µ(s, t) = µ(t)− µ(s) pour 0 ≤ s ≤ t.

La Figure 3.2 présente un exemple de fonction d'intensité associée à un processus de Pois-
son, ainsi que la moyenne cumulée d'incidence associée à ce processus. Les fonctions d'IM et
d'intensité sont confondues.
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Figure 3.2 � Quantités d'intérêt d'un processus de Poisson (gauche) Fonction d'intensité et
d'IM qui sont confondues pour le processus de Poisson. La fonction d'intensité est identique
pour tous les individus. (droite) Moyenne cumulée d'évènements au cours du temps.

Processus de type multi-états

La récurrence d'évènements peut être vue comme un modèle multi-états, le sujet restant
dans un état jusqu'à survenue d'un nouvel évènement, comme schématisé en Figure 3.3.

0

1
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3

4

ℎ1(𝑡) ℎ2(𝑡) ℎ3(𝑡) ℎ4(𝑡)

Figure 3.3 � Représentation du processus récurrent multi-états

Sous cette formulation, on dé�nit des taux de transition, c'est-à-dire des probabilités de
passage d'un état à un autre par unité de temps. Selon la dé�nition de l'origine du temps
considérée, il est possible de les écrire de deux manières di�érentes.

� L'origine est le début du suivi, que nous appellerons processus multi-états type "temps
calendaires" :

hk(t) = lim
dt→0

P (t ≤ Tk < t+ dt|Tk ≥ t, N(t) = k − 1)

du

� L'origine est le temps du précédent l'évènement, que nous appellerons processus multi-

90



états type "inter-temps" :

hk(w) = lim
dw→0

P (w ≤ Wk < w + dw|Wk ≥ w,N(t) = k − 1)

dw

où, Wk = Tk − Tk−1

Inter-temps

Il est également possible de décrire un processus de comptage, non pas à partir de
ses temps d'évènements mais de ses inter-temps (gap-times) W1,W2, ...,Wm tels que :
TK =

∑K
k=1 Wk. Cette formulation sera très utile quand nous simulerons un processus de

comptage.

Lorsque les inter-temps sont indépendants et suivent la même distribution, on dit que
c'est un processus de renouvellement (Renewal process). On dé�nit alors les taux d'inter-
temps :

hk(w) = lim
dw→0

P (w ≤ Wk < w + dw|Wk ≥ w)

dw
, (1.8)

L'origine w = 0 correspond au temps de survenue de l'évènement précédent. Lorsque la
distribution des inter-temps est exponentielle, le processus est un processus de Poisson
homogène (Cook and Lawless, 2007).
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Figure 3.4 � IM associée aux taux de
transition et aux fonctions d'intensités de
la Figure 3.5

Notons que lorsque les intensités sont
constantes, les deux formulations (calen-
daires et inter-temps) sont équivalentes.
L'intensité du processus est donc dé�nie
par l'ensemble de ces taux de transition.
La Figure 3.5 propose une illustration de
taux de transition pour lesquels chaque
évènement augmente les probabilités d'en
faire un suivant. A partir de ces taux de
transition, des individus ont été simulés
et l'intensité tracée pour chacun d'entre
eux. Dans ce cas, la fonction d'intensité est
continue par morceaux. L'IM, en tant que
quantité marginale, correspond ici à une
moyenne pondérée par la probabilité d'ap-
partenance à chaque état (nombre d'évè-
nements), présenté en Figure 3.4. Nous
reviendrons plus formellement sur le lien
entre l'IM et l'intensité dans ce cas parti-
culier.
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Figure 3.5 � Taux de transitions et intensités individuelles chez des sujets simulés. Les taux
de transition sont dé�nis selon les temps calendaires.
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Lien avec le cas à un seul évènement

Il est possible de dé�nir le cadre de survie classique à un unique évènement dans le
formalisme du processus de comptage. Dans ce cas particulier, N(t) ne présente qu'un
seul saut dont le temps est dé�ni par la variable aléatoire T. Tant que l'évènement n'est
pas survenu à un instant t, l'historique du processus peut être résumé par le fait qu'aucun
évènement ne s'est produit c'est-à-dire que T ≤ t.

Ainsi, l'intensité du processus, tant que l'évènement ne s'est pas produit, est :

λ0(t) = lim
dt→0

P (dN(t) = 1|H(t))

dt

= lim
dt→0

P (t ≥ T ≥ t+ dt|T ≤ t)

dt
= h(t)

où, h(t) est le taux tel que dé�ni dans la partie précédente.

Après la survenue de l'évènement, la probabilité de faire un second évènement est nulle
donc :

λ1(t) = 0

En toute rigueur, l'intensité ne correspond donc pas au taux, même si les deux sont
confondus tant que l'évènement étudié n'a pas eu lieu.

Calculer ρ revient à calculer la moyenne pondérée des intensités entre ceux qui ont fait
l'évènement et ceux qui ne l'ont pas fait. Ainsi :

ρ(t) = λ0(t)S(t) + λ1(t)(1− S(t))

= h(t)S(t)

= f(t)

où, S(t) est la fonction de survie et f(t) est la densité associée à la variable aléatoire T.
Ainsi, l'IM correspond à la densité de T.

En�n, µ(t) est l'intégrale de cette densité entre 0 et t soit, par dé�nition, la fonction de
répartition.

93



1.2 Modélisation de l'intensité

Une première approche de modélisation d'un processus à évènements récurrents est de faire
de la régression sur l'intensité. Dans la première partie de cette thèse, nous avons évoqué deux
modèles de régression semi-paramétriques basés sur l'intensité : le modèle d'Andersen-Gill (AG)
et le modèle de Prentice-William-Petersen (PWP). Nous revenons plus en détails sur ces modèles
dans cette partie. A ce stade, nous traiterons uniquement le cadre inférentiel en présence de
censure non informative. La modélisation en présence d'un évènement terminal sera discutée
ultérieurement.

1.2.1 Le modèle d'Andersen-Gill

Pour un individu i, nous observons mi évènements aux temps ti1, ti2, ..., timi
. Il peut être

soumis à censure (nous ne considérons ici que la censure à droite (τ0 = 0) mais la troncature
à gauche est également possible). On note τi le dernier temps observé pour l'individu i et on
dé�nit τ = maxi τi. Nous observons le processus d'observation yi(t) prenant la valeur 1 sur [0, τi]
et 0 sur [τi, τ ]. Dans la suite, nous noterons X la matrice de design du modèle pour l'ensemble
des individus d'un échantillon et Xi la ligne de cette matrice correspondant à l'individu i.

Le modèle d'Andersen and Gill 1982 (AG) est un modèle semi-paramétrique qui suppose
que le processus de comptage est un processus de Poisson. De plus, les e�ets des covariables sont
supposés proportionnels à une fonction d'intensité de base λ0 laissée non spéci�ée. Le modèle
d'Andersen-Gill peut donc s'écrire comme suit :

λ(t,X,β) = λ0(t) exp(Xβ) (1.9)

Comme dans la partie précédente, nous sommes intéressés par la description de l'intensité
de base par une spline. Nous considérons donc le modèle plus général suivant :

{λ(t,Xi(t),β)}i=1...n = exp(X(t)β) (1.10)

où, X(t) est la matrice de design, qui dépend à la fois des covariables et du temps.

En utilisant la densité de probabilité (1.3), on peut écrire la log-vraisemblance du modèle
comme suit :

L(β) =
n∑

i=1

[
mi∑
j=1

log (λ(tij,Xi(tij),β))

]
−
∫ τ

0

yi(u)λ(u,Xi(u),β)du

que l'on peut réécrire, en notant timi+1 = τ et ti0 = 0

=
n∑

i=1

mi+1∑
j=1

[
I(j ̸= mi + 1). log(λ(tij,Xi (tij),β))−

∫ tij

ti(j−1)

yi(u)λ(u,Xi(u),β)du

]
(1.11)

A travers la contribution d'un individu i à la vraisemblance (1.11), on reconnaît la vrai-
semblance d'un modèle de survie, dans lequel on observerait des individus distincts, tronqués
à gauche au temps de l'occurrence précédente (ou l'origine) et un individu ne présentant pas
l'évènement sur la période entre la dernière occurrence et la date de censure τi. L'estimation
ponctuelle et l'inférence sur β peut être réalisée par toute implémentation du modèle de Cox,
moyennant un travail de mise en forme du jeu de données. L'intervalle [ti(j−1), ti(j)] du je évè-
nement sera spéci�é en utilisant un temps de troncature à gauche et de censure à droite.
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En dérivant (1.11), nous obtenons la fonction score :

U(β, τ) =
n∑

i=1

Ui(β, τ)

=
n∑

i=1

[
mi∑
j=1

Xi(tij)−
∫ τ

0

yi(u).Xi(u). exp(Xi(u)β)du

]

et comme dNi(t) vaut 0 sauf sur les sauts
∑mi

j=1Xi(tij) =
∫ τ

0
yi(s)Xi(s)dNi(s), ce qui donne :

U(β, τ) =
n∑

i=1

∫ τ

0

yi(u)Xi(u)

[
dNi(u)− exp(Xi(u)β)du

]
(1.12)

On note β̂ la solution de l'équation de score suivante :

U(β, τ) = 0 (1.13)

Par la suite, pour simpli�er les notations, on notera U(β, τ) = U(β).

Soit β0, le vecteur des vraies valeurs de β. On se place dans les conditions de régularité
suivantes :

� (a) {Ni(.), Yi(.),Xi(.)} sont indépendants et identiquement distribués,
� (b) P (Yi ≥ τ) > 0, i = 1, ..., n, où τ est une constante prédéterminée,
� (c) Ni(τ), i = 1, ..., n est borné par une constante,
� (d) Xi(.), i = 1, ..., n a ses variations totales bornées.

� (e) A = E

[ ∫ τ

0
Xi(u))X

T
i (u) exp(Xi(u)β0)du

]
est dé�nie positive.

Alors, la distribution de l'estimateur β̂ est asymptotiquement normale :

β̂ ∼
n→+∞

N (β0, I(β0)
−1)

où, I est la matrice de Fisher dé�nie par :

I(β) = −E( ∂
2l(β)

∂β∂βT
)

En pratique, comme on ne connaît pas I(β0), on utilise la matrice d'information de Fisher ob-
servée, estimée au maximum de vraisemblance I(β̂) pour construire des intervalles de con�ance.
Cette dernière est dé�nie par :

I(β̂) = − ∂2l(β̂)

∂β∂βT

Dans notre cas, λ(t) = exp(X(t)β), on peut donc calculer le vecteur score et la matrice
d'information observée :

I(β, t) =
∂2l(β)

∂β∂βT
= −

n∑
i=1

∫ τ

0

yi(u).X i(u).X
T
i (u). exp(Xi(u)β)du (1.14)

En pratique, l'hypothèse d'indépendance du nombre d'évènements sur des intervalles dis-
joints est peu réaliste. Il est cependant possible d'utiliser une approche robuste pour corriger
la variance dans un cadre mal spéci�é (Lin and Wei, 1989).
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1.2.2 Le processus de Poisson avec e�et aléatoire

Dans le cadre du processus de Poisson (et donc du modèle d'Andersen-Gill), il est supposé
que l'intensité ne dépend pas de l'historique du processus, ce qui est peu réaliste. Une manière
d'incorporer cet historique est d'utiliser un terme de fragilité individuelle bi (Rondeau, 2010).
L'intensité conditionnellement à bi prend alors la forme suivante pour l'individu i :

λi(t,Xi(t),β, bi) = λ0(t) exp (Xi(t)β) bi

où, les bi sont des e�ets aléatoires non-observés communs à toutes les observations du sujet i,
indépendants et identiquement distribués. Cette distribution est classiquement une loi Gamma
ou une loi log-normale, dont on notera la densité f(b, θ), paramétrée par θ.

Nous cherchons à estimer β, θ, λ0. Comme en section 1.2.1, nous allons procéder par vrai-
semblance marginale :

f(t|β, θ) =
∫
b

f(t,b|β, θ)db (1.15)

Pour un individu i,

f(ti, bi|β, θ) = f(ti|β, θ, bi)f(bi|θ)

=

[
mi∏
k=1

λi(tik) bi

]
exp

(
−
∫ τ

0

yi(s)λi(s)bids

)
f(bi|θ)

=

[
mi∏
k=1

λi(tik) bi exp

(
−
∫ tik

ti(k−1)

yi(s)λi(s)bids

)]
f(bi|θ) (1.16)

Ce qui donne �nalement :

f(t|β, θ) =
∫
b

{
n∏

i=1

[
mi∏
k=1

λi(tik) b exp

(
−
∫ tik

ti(k−1)

yi(s)λi(s)bds

)]}
f(bi|θ)db (1.17)

L'implémentation de cette vraisemblance est disponible via le package R frailtypack
(Rondeau et al., 2012). L'intensité cumulée y est modélisée par une spline pénalisée (M-spline)
et l'intensité est obtenue par dérivation. Il a également été proposé de directement modéliser
l'intensité par une spline pénalisée en utilisant un modèle exponentiel par morceaux (Ramjith
et al., 2024) via le package R pammtools. L'ajustement peut être ensuite réalisé en utilisant
un modèle de Poisson via le package mgcv.

Interprétation

Comme dans le cadre de la survie classique, une part d'hétérogénéité entre les patients ou
fragilité est toujours présente du fait de l'absence d'une ou plusieurs variables (Balan and Putter,
2020). Dans le cadre d'un processus récurrent, une dépendance entre les évènements d'un même
sujet peut également être présente (Xu and Cheung, 2018). Dans le modèle de Poisson avec
e�et aléatoire, le terme de fragilité peut alors capter ces deux sources d'hétérogénéité (Balan
and Putter, 2020).
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Vraisemblance et troncature à gauche

En présence de troncature à gauche dans le modèle classique du taux avec fragilité,
la vraisemblance doit tenir compte du fait que les délais d'entrée sont conditionnels
à la valeur de l'e�et aléatoire (dont la distribution est dé�nie en t=0) (Charvat and
Belot, 2021; Balan and Putter, 2020). Dans ce cas, on observe également t0, le vecteur
composé des t0ij, le début d'observation de l'individu j du groupe i. En supposant que la
distribution des temps de troncature à gauche ne dépend pas des β, f(y|θ,β, bi) devient :

f(t, δ, t0,b|θ,β) ∝ f(t, δ|θ,β,b,T > t0)f(b|θ,T > t0) (1.18)

Pour un groupe i, on peut écrire les densités f(ti, δi|θ,β, bi,Ti > t0i) et f(bi|θ,Ti > t0i)
de la façon suivante (van den Berg and Drepper, 2016) :

f(ti, δi|θ,β, bi,Ti > t0i) =

ni∏
j=1

{h(tij)bi}δij exp(−
∫ tij

t0ij

h(s)bids)

f(bi|Ti > t0i, θ) =
P (Ti > t0i|bi)f(bi|θ)

P (Ti > t0i)

=

∏ni

j=1 exp{−
∫ t0ij
0

h(s, bi)ds}∫
b

∏ni

j=1 exp{−
∫ t0ij
0

h(s, b)ds}f(b|θ)db
f(bi|θ)

Pour l'ensemble des groupes, on obtient donc la vraisemblance suivante :

f(t, δ, t0|θ,β) =
m∏
i=1

∫
b

∏ni

j=1{h(tij)bi}δij exp(−
∫ tij
t0ij

h(s)vds) exp{−
∫ t0ij
0

h(s, v)ds}∫
b

∏ni

j=1 exp{−
∫ t0ij
0

h(s, u)ds}f(u|θ)du
f(v|θ)dv

=
m∏
i=1

∫
b

∏ni

j=1{h(tij)v}δij exp{−
∫ tij
0

h(s, v)ds}∫
b

∏ni

j=1 exp{−
∫ t0ij
0

h(s, u)ds}f(u|θ)du
f(v|θ)dv (1.19)

Dans le cas du processus de Poisson, nous utilisions la troncature à gauche du modèle de
taux pour dé�nir le début de l'intervalle d'un évènement. Cela permet de calculer la vrai-
semblance du processus recurrent en utilisant une implémentation de la vraisemblance
du modèle de taux. En présence d'un terme de fragilité, la vraisemblance (1.18) ne cor-
respond donc pas à celle de la vraisemblance du modèle de taux �exible avec troncature à
gauche, que l'on trouvera dans certains packages R comme mexhaz (Charvat and Belot,
2021), par exemple. Une implémentation spéci�que au modèle récurrent est nécessaire
dans ce cas.

1.2.3 Le modèle multi-états

Pour évaluer l'impact de covariables sur une intensité d'unn processus de type multi-états,
Prentice et al. 1981 ont proposé un modèle semi-paramétrique connu sour le nom de Prentice-
Williams-Petersen (PWP), extension du modèle de Cox. La période d'observation du patient
est découpée en plusieurs lignes dé�nissant les périodes entre deux évènements. L'ajustement se
fait comme un modèle de Cox classique mais en strati�ant sur le nombre d'évènements passés.
Plus formellement, le modèle s'écrit, en supposant un ratio d'intensités indépendant du nombre
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d'occurrences d'évènements :

λ(t, k,X) = λ0k(t) exp(Xβ) (1.20)

Dans le modèle PWP, conditionnellement au nombre d'évènements passés, les observations
sont supposées indépendantes. Cependant, il peut rester une hétérogénéité individuelle créant de
la corrélation entre les évènements d'un sujet. Il a donc été proposé d'ajouter un e�et aléatoire
au niveau du sujet pour tenir compte de cette corrélation individuelle (Box-Ste�ensmeier and
De Boef, 2006).
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2 | Proposition d'un cadre de modélisa-
tion �exible pour l'intensité marginale

2.1 Avant-propos

Cette partie propose un cadre d'estimation �exible de l'intensité marginale (IM). Nous
nous plaçons dans un contexte de censure non-informative. Nous discuterons néanmoins des
possibilités de modélisation en cas d'occurrence d'un évènement terminal. Dans ce cadre, nous
rappelons la dé�nition de l'IM, quel que soit le processus sous-jacent :

ρ(t) = lim
dt→0

P (dN(t) = 1)

dt
= E [dN(t)] (2.1)

En s'a�ranchissant du conditionnement à l'historique du processus, l'IM présente plusieurs
atouts intéressants. D'une part, son estimation ne requiert pas d'hypothèse sur les caracté-
ristiques du processus sous-jacent, évitant des erreurs de spéci�cation. L'inférence peut être
obtenue à l'aide d'un estimateur robuste, ne nécessitant pas davantage d'hypothèses. D'autre
part, elle propose une description synthétique du processus au niveau de la population (elle
perd, cependant, en même temps que son conditionnement, son interprétation au niveau indivi-
duel). Son utilisation est donc destinée à décrire le processus ou à évaluer l'e�et d'une variable
à l'échelle d'une population (épidémiologie) plutôt qu'à faire de la prédiction individuelle.

L'identi�cation de la quantité ciblée par la modélisation, c'est-à-dire marginale ou condi-
tionnelle, dans la littérature sur les événements récurrents est souvent �oue ou ambiguë. L'IM
est fréquemment désignée sous le nom rate, en particulier par Lin et al. 2000 puis par Cook and
Lawless 2007. Le manque de spéci�cité de ce terme (hazard rate, mortality rate, etc) nous semble
être une première source de confusion. C'est pourquoi le terme intensité marginale (marginal
intensity) lui sera préféré dans ce développement. La modélisation explorée dans ces travaux
vise à aller au-delà du cadre d'analyse traditionnel, qui semble être en grande partie respon-
sable des confusions observées au cours de ces recherches. Ce cadre traditionnel comprend les
éléments suivants :

Le modèle semi-paramétrique

A notre connaissance, le premier modèle de régression sur l'IM avec une inférence basée
sur des équations d'estimation, a été introduit par Pepe and Cai 1993. L'article proposait
de décrire le processus avec deux modèles : un modèle de taux jusqu'au premier évènement
et un modèle d'intensité marginale sur les évènements subséquents. Cette première approche
o�rait une visualisation des indicateurs au cours du temps en se basant sur des polynômes
cubiques. C'est ensuite à Lin et al. 2000 que l'on doit la formalisation rigoureuse du modèle
d'intensité marginale dans un cadre semi-paramétrique. La perte d'intérêt pour la visualisation
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de l'indicateur, dans un contexte aussi complexe qu'un processus récurrent, ne semble pas
favoriser la compréhension du sujet. Ce travail revisite la modélisation �exible de l'IM, basée
sur les équations d'estimation et que l'on appellera l'approche directe. Il l'étend également à
un cadre pénalisé permettant de lisser la forme estimée du taux a�n de faciliter la construction
du modèle.

Le processus de Poisson

L'omniprésence du processus de Poisson dans la littérature et la juxtaposition des deux
intensités (conditionnelle et marginale) dans ce cas particulier ne rend pas justice à l'IM, qui
perd dans ce cadre tout son intérêt. A titre d'exemple, bien qu'un chapitre entier lui soit
dédié dans The statistical analysis of recurrent events (Cook and Lawless, 2007), la dé�nition
de l'intensité marginale y est introduite dans le cadre du processus de Poisson. Par ailleurs,
une manière classique de prendre en compte la corrélation entre évènements intra-sujet est
d'introduire un e�et aléatoire au niveau individuel. Conditionnellement à cet e�et aléatoire,
le processus d'évènements individuel est alors de Poisson, dont les intensités conditionnelles et
marginales sont donc confondues. Dans ce contexte, il est donc courant de dé�nir l'IM au niveau
individuel (Cook and Lawless 2007 (p 76-77), Chiou et al. 2023). Cette dé�nition de l'IM ne
coïncide cependant pas avec la dé�nition (2.1) (au niveau de la population). Nous proposons
d'explorer une seconde manière d'estimer l'IM, que nous appellerons approche indirecte. Cette
approche est, cette fois-ci, basée sur un modèle d'intensité conditionnelle de type processus de
Poisson avec e�ets aléatoires. L'IM est calculée en intégrant l'intensité conditionnelle du modèle
par rapport à la distribution des e�ets aléatoires.

L'hypothèse de proportionnalité

Il existe de nombreuses études de simulation concernant le modèle de Lin et al. 2000. Ce
modèle semi-paramétrique, extension du modèle de Cox, repose donc sur une hypothèse de
proportionnalité. La simulation d'un processus nécessite de dé�nir des intensités conditionnelles.
Revenir à l'intensité marginale à partir des intensités conditionnelles est une tâche complexe,
sauf dans le cas du processus de Poisson (y compris en présence d'un e�et aléatoire). En
outre, en dehors de ces cas, la proportionnalité des intensités conditionnelles n'implique plus la
proportionnalité des intensités marginales. Les études de simulation de l'intensité marginale sont
donc réalisées dans le cas spéci�que ou intensité conditionnelles et marginales sont confondues
(ou presque) (Metcalfe and Thompson, 2006). Cette thèse propose donc une exploration de l'IM
au-delà des processus de Poisson (et ses dérivés) à travers le processus multi-états. Ce travail
est notamment rendu possible par la modélisation utilisée, gérant les e�ets non-proportionnels
des covariables.

2.2 Cadre de modélisation non pénalisé

2.2.1 Méthode directe

Dans le cadre du processus de Poisson, le modèle d'IM est un modèle d'intensité condi-
tionnelle puisque les deux quantités sont confondues. On peut donc écrire la log-vraisemblance
(1.11) pour estimer et faire de l'inférence sur les paramètres du modèle. En dehors du processus
de Poisson, spéci�er un modèle sur l'IM ne su�t pas à décrire la loi du processus (il faut revenir
au niveau de l'intensité conditionnelle pour cela), le modèle n'a donc pas de vraisemblance. Il est
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cependant possible d'utiliser la théorie des équations d'estimation pour estimer les paramètres
et construire leurs intervalles de con�ance.

En reprenant les notations du modèle sur le logarithme du taux (1.1.2), (1.7), on considère
le modèle sur le logarithme de l'IM suivant :

log(ρ(t,x)) =
∑
l

fl(t,x)

{log(ρ(t,xi))}i=1,...,n = X(t)β (2.2)

fl est une fonction multidimensionnelle du temps et des covariables et X(t) la matrice de design
du modèle (incluant la représentation des covariables sous forme de splines).

Pour un design donné (nombre et emplacement des noeuds des splines �xés), on appelle
β0 le vecteur de paramètres qui approxime le mieux la forme théorique de l'IM. On notera
log(ρ(t,x)) = X(t)β0.

On considère la fonction de score du processus de Poisson (1.12) comme fonction d'estima-
tion sous le modèle (2.2) :

U(β) =
n∑

i=1

∫ τ

0

yi(u)Xi(u)

[
dNi(u)− exp(Xi(u)β)du

]
(2.3)

=
n∑

i=1

Ui(β)

On note β̂ la solution de l'équation d'estimation : U(β) = 0. L'estimateur β̂ de β0 a les
propriétés suivantes :

Convergence de β̂

On suppose que les conditions (a)-(e) dé�nies pour le modèle d'AG, détaillées en section
1.2.1 sont véri�ées, alors :

β̂ converge presque-sûrement vers β0.

Démonstration. Ce résultat est obtenu en constatant que si Yi(t) et Ni(t) sont indépendants
(censure non informative) et que sous le modèle (2.2), E [dNi(t)|Xi(t)] = exp(Xi(u)β0), la
fonction d'estimation est non biaisée :

E (U(β0)|X(t)) = 0

De cette propriété, on déduit donc que l'estimateur β̂ solution de l'équation d'estimation
est un estimateur convergent de β0 (Pepe and Cai, 1993) (Appendix A.1).

Distribution asymptotique de β̂

β̂ − β0 → N (0,A−1ΣA−1) (2.4)
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où,

Σ = E

[
Ui(β0)Ui(β0)

]

A = −E

[
∂UT

i (β0)

∂β

]
que l'on estime respectivement avec :

Σ̂ =
1

n

n∑
i

Ui(β̂)U
T
i (β̂) (2.5)

Â = − 1

n

∂U(β̂)

∂β
(2.6)

Démonstration. Pour montrer cela, on commence par poserMi(t) = Ni(t)−
∫ t

0
exp(Xi(u)β0)du,

on peut alors réécrire (1.12) :

U(β0) =
n∑

i=1

∫ τ

0

yi(u)Xi(u)dMi(u)

On note que E(dMi(t))|Xi(t)) = 0 et comme on fait l'hypothèse que yi et Ni sont indépendants
E(yi(u)Xi(u)dMi(u)) = 0.

Pour i = 1, .., n, les Ui(β0) =
∫ τ

0
yi(u)Xi(u)dMi(u) sont indépendants et identiquement

distribués à τ �xé et centrés en 0. En utilisant le théorème central limite, on peut donc dire
que :

n−1/2U(β0)
L−→ N (0,Σ), (2.7)

la fonction de covariance étant obtenue par :

Σ = E

[
Ui(β0)Ui(β0)

T

]
En utilisant des développements de Taylor, on peut écrire :

U(β̂) ≃ ∂U(β∗)

∂β
(β̂ − β∗) = 0

U(β0) ≃
∂U(β∗)

∂β
(β0 − β∗)

et donc :
n1/2(β̂ − β0) ≃ Â−1(β∗)n−1/2U(β0)

où, β∗ est compris entre β̂ et β0 et Â(β) = − 1
n
∂U(β)
∂β

.

On remarque que Â est un estimateur convergent de A (dé�ni en hypothèse (e) en section
1.2.1). De plus, en utilisant la convergence en loi de n−1/2U(β0), on en déduit la convergence
en loi de n1/2(β̂ − β0) vers un vecteur aléatoire gaussien de moyenne nulle et de matrice de
variance-covariance :

Γ = A−1ΣA−1.
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En pratique, on pourra donc procéder comme si on ajustait un processus de Poisson. La
matrice A−1 est la variance fournie par le modèle et on pourra calculer les Ui de la matrice Σ
en utilisant une quadrature de Gauss-Legendre pour approximer l'intégrale :

Ui =

mi∑
j=1

Xi(tij)−
∫ τ

0

yi(u).Xi(u). exp(Xi(u)β)du

=

mi∑
j=1

Xi(tij)−
K∑
k=1

wGL
k yi(t

GL
k ).Xi(t

GL
k ). exp(Xi(t

GL
k )β)

où, wGL
k et tGL

k sont respectivement les poids et les noeuds de la quadrature de Gauss-Legendre.

On dé�nit ainsi l'estimateur robuste de la variance associé à log(ρ) :

V̂Robuste = XT Γ̂X (2.8)

Nous dé�nissons également l'estimateur de la variance de log(ρ) sous les hypothèses du
processus de Poisson par :

V̂Naïf = XT Â
−1
X (2.9)

2.2.2 Méthode indirecte

Il existe un lien direct entre l'intensité conditionnelle obtenue à partir d'un modèle basé
sur le processus de Poisson avec terme de fragilité et l'intensité marginale. En considérant que
l'e�et aléatoire capture à la fois la fragilité et la dépendance entre les évènements intra-sujets,
l'intensité marginale s'obtiendrait en intégrant sur la distribution des e�ets aléatoires :

ρ(t,x,β) =

∫
b

λ(t,x,β, b)f(b)db (2.10)

f(b) étant la densité de la distribution des e�ets aléatoires, associée à un paramètre de variance
θ2.

Cette méthode indirecte est donc basée sur un modèle d'intensité, ce qui nous permet de
faire l'estimation des paramètres et l'inférence en utilisant une vraisemblance (dé�nie en 1.15).
Pour les distributions Gamma et log-Normale, l'IM et l'intensité conditionnelle sont reliées par
un simple facteur multiplicatif 1 (voir encart).

Pour calculer la variance associée à l'estimateur de variance de log(ρ̂(t,X(t), β̂)), on peut
écrire :

ˆV ar(log(ρ̂(t,X(t), β̂)) = ˆV ar(log(λ̂(t,X(t), β̂))) + ˆV ar

(
θ̂2

2

)
− 2 Cov

(
log(λ̂(t,X(t), β̂)),

θ̂2

2

)
En utilisant la ∆-méthode, il vient :

ˆV ar

(
θ̂2

2

)
=

1

4
ˆV ar(exp(2 log(θ̂)))

= θ̂4 ˆV ar(log(θ̂)).

1. Cette propriété ne tient, en général, plus lorsque l'on se trouve en présence d'un évènement terminal.
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En outre, on a :

2 ˆCov

(
log(λ̂(t,X(t), β̂),

θ̂2

2

)
= ˆCov(X(t)β̂, log(θ̂)))

= X(t)TCov(β̂, exp(2 log(θ̂))),

= 2X(t)T θ̂2Cov(β̂, log(θ̂))

Finalement, en notant V̂Mixte = ˆV ar(log(ρ̂(t,X(t), β̂)) :

V̂Mixte = ˆV ar(log(λ̂(t,X(t), β̂))) + θ̂4 ˆV ar(log(θ̂))− 2X(t)T θ̂2Cov(β̂, log(θ̂)) (2.11)

Processus de Poisson et e�ets aléatoires - Distributions Log-Normale et
Gamma

Établissons le lien entre intensité marginale et intensité conditionnelle lorsque les e�ets
aléatoires suivent une distribution Gamma et Log-Normale.

Frailty Gamma On suppose que b ∼ Γ(α, ζ), de telle sorte que : E(b) = α/ζ = 1 et
V ar(b) = α/ζ2 = θ2. L'équation (2.10) devient :

ρ(t,X(t),β) =

∫
b

λ(t,X(t),β)b bα−1 ζ
αexp(−ζb)

Γ(α)
db

=

∫
b

λ(t,X(t),β)bα
ζα+1exp(−ζb)

Γ(α + 1)

Γ(α + 1)

ζΓ(α)
db

= λ(t,X(t),β)
Γ(α + 1)

ζΓ(α)

= λ(t,X(t),β) (2.12)

Frailty Gaussien

Dans ce cas, il est plus pratique de reparamétrer le modèle en λ(t,X(t),β) exp(b̃) avec
b̃ ∼ N (0, θ2). L'équation (2.10) devient :

ρ(t, β) =

∫
b

λ(t, β)exp(b)
1√
2πθ

exp

(
− b2

2θ2

)
db

=

∫
b

λ(t, β)
1√
2πθ2

exp

(
−(b− θ2)2

2θ2

)
exp

(
θ4

2θ2

)
db

= λ(t, β) exp

(
θ2

2

)
(2.13)
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2.3 Cadre de modélisation pénalisé

Dans cette section, nous introduisons une pénalisation quadratique dans les modèles, au
même titre que celle discutée en partie II.

2.3.1 Méthode directe

La pénalisation a déjà été proposée dans le modèle semi-paramétrique d'IM pour faire de
la sélection de variables. Tong et al. 2009 ont considéré le cas des fonctions de pénalisation
non-concaves comme le Lasso ou le SCAD dans le modèle semi-paramétrique de l'IM et Cai
et al. 2020 ont proposé une méthode de sélection de variables groupées. La pénalisation pour des
objectifs de lissage n'est en revanche, à notre connaissance, pas abordée pour ce modèle. Comme
la vraisemblance du modèle n'est pas disponible, la pénalisation est appliquée sur l'équation
d'estimation (2.3) :

Up(β) = U(β)− Sκβ (2.14)

Comme dans le cadre non pénalisé, on cherche β̂PEN tel que Up(β̂PEN) = 0.

Pour l'estimation des paramètres de lissage, en l'absence de vraisemblance, Tong et al. 2009
ont proposé d'utiliser un critère GCV basé sur la vraisemblance d'un processus de Poisson.
Comme précédemment, nous proposons d'utiliser le critère LAML, basé lui aussi sur la vrai-
semblance du processus de Poisson.

On note β̂PEN la solution de l'équation d'estimation : Up(β) = 0. L'estimateur β̂PEN de β0

a les propriétés suivantes :

Convergence de β̂PEN

On suppose que les conditions (a)-(e) dé�nies pour le modèle d'AG, détaillées en section
1.2.1 sont véri�ées, alors :

β̂PEN converge presque-sûrement vers β0.

Démonstration. Lorsque κ est �xé, Up(β) ne di�ère de U(β) que par le terme Sκβ. Up(β)
et U(β) partagent donc les mêmes propriétés de continuité et de dérivabilité (inversibles et
bornées, existence de dérivées partielles). Ainsi, en utilisant les mêmes arguments que Pepe and
Cai 1993 (Appendix A.1), on en déduit la convergence de β̂PEN vers β0.

Lorsque κ est obtenu par estimation, pour préserver la convergence, il faut s'assurer que le
terme de pénalisation reste petit par rapport à U(β) quand la taille de l'échantillon augmente.
On reprend alors le raisonnement de Wood et al. 2016 (Supplementary Material B.2), qui montre
qu'avec une estimation du paramètre de lissage par LAML, "the penalty is unlikely to alter the
consistency". Bien que Wood et al. 2016 travaillent dans le cas d'une vraisemblance régulière,
la démonstration se base sur l'équation de score et pas la vraisemblance en elle-même (voir
formule (2) du Supplementary Material B.2). Les résultats sont donc transposables à l'équation
d'estimation (2.14). On en déduit que β̂PEN converge presque-sûrement vers β0 lorsque κ est
estimé par LAML.
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Distribution asymptotique de β̂PEN

√
n

(
Â+

Sκ

n

)(
β̂PEN − β0 +

(
Â+

Sκ

n

)−1
Sκ

n
β0

)
L−→ N (0,Σ) (2.15)

avec Â et Σ dé�nis respectivement en (2.6) et (2.5).

Démonstration. En faisant des expansions de Taylor au voisinage de β0 et de β̂PEN :

Up(β̂PEN) ≃ Up(β
∗) +

(
∂U(β∗)

∂β
− Sκ

)
(β̂PEN − β∗) = 0 (2.16)

Up(β0) ≃ Up(β
∗) +

(
∂U(β∗)

∂β
− Sκ

)
(β0 − β∗) (2.17)

(2.17) - (2.16) donne :
Up(β0) ≃ (nÂ+ Sκ)(β̂PEN − β0)

De plus,
Up(β0) = U(β0)− Sκβ0

En combinant tout cela,

U(β0)√
n

= 1
√
n

[
(nÂ+ Sκ)(β̂PEN − β0) + Sκβ0

]

=
1√
n

(
Â+

Sκ

n

)[
(β̂PEN − β0) + (Â+

Sκ

n
)−1S

κ

n
β0

]

De plus, nous avons établi la distribution de 1√
n
U(β0) en (2.7). On en déduit la distribution

asymptotique de β̂PEN .

Nous dé�nissons la variance robuste de log(ρ) par :

V̂ ∗
Robuste

= XT

(
Â+

Sκ

n

)−1

Σ

(
Â+

Sκ

n

)−1

X (2.18)

On dé�nit également l'estimateur empirique bayésien sous l'hypothèse que le processus est
de Poisson :

V̂ ∗
Naïf

= XT

(
Â+

Sκ

n

)−1

X (2.19)

Intervalle de con�ance par bootstrap

Il est également possible de calculer les intervalles de con�ance par échantillonnage boots-
trap. A�n de prendre en compte la corrélation des évènements intra-individuels, on peut pro-
céder par ré-échantillonnage en groupes (Deen and de Rooij, 2020). De plus, l'incertitude du
paramètre de lissage est prise en compte en le réévaluant à chaque échantillon bootstrap.
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2.3.2 Méthode indirecte

Nous souhaitons ajuster le modèle d'intensité conditionnelle d'un processus de Poisson avec
e�ets aléatoires mais dans un cadre pénalisé. Le passage de l'intensité conditionnelle à l'IM
(en intégrant sur la distribution des e�ets aléatoires) n'est pas impacté par la pénalisation. Le
cadre d'estimation pénalisé, dé�ni par Wood et al. 2016, avec lequel nous avons travaillé jusqu'à
présent, permet également d'ajuster des modèles �exibles avec e�ets aléatoires. Comme détaillé
en partie II section 1.2.2, les paramètres du modèles sont estimés par maximum a posteriori,
c'est-à-dire en maximisant la loi a posteriori du modèle sous une loi a priori gaussienne (mé-
thode pénalisée). La variance de la distribution des e�ets aléatoires peut être estimée avec le
critère LAML, au même titre que les paramètres de lissage du modèle pénalisé. Ce cadre ne
permet de considérer que la distribution log-Normale pour les e�ets aléatoires.

Remarque

Dans cette thèse, nous sommes intéressés par l'exploration du cadre pénalisé dé�ni par
Wood et al. 2016, qui a l'avantage d'estimer les paramètres du modèles et de lissage de façon
simultanée. Cependant, il est possible d'envisager d'autres cadres pénalisés. Par exemple, les
paramètres du modèle peuvent être obtenus par maximisation de la vraisemblance marginale
pénalisée à paramètres de lissage �xés (Rondeau et al., 2003, 2007). Le choix de ces derniers
peut être réalisé en �xant le nombre de degrés de liberté ou par LCV pour des splines unidi-
mensionnelles. Ce cadre permet, notamment, de spéci�er une distribution des e�ets aléatoires
log-Normale ou Gamma.
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3 | Explorations du modèle

3.1 Simulation d'évènements récurrents et modèle d'inten-

sité marginale

A�n d'observer le comportement des modèles proposés, une étude de simulation a été réalisée
en section 3.2. Une attention particulière a été portée a�n de varier le processus de génération
des données entre les di�érents scénarios (Metcalfe and Thompson, 2006). En e�et, l'un des
intérêts du modèle d'IM est qu'il ne nécessite pas d'hypothèses fortes comme pour les modèles
basés sur l'intensité conditionnelle. Il devrait donc s'ajuster correctement sur divers types de
processus de comptage.

3.1.1 Simulation d'évènements récurrents

Processus de renouvellement

Le processus de comptage le plus naturel à simuler au niveau individuel est le processus de
renouvellement. Dans ce cas, les inter-temps W1,W2, ...,WK sont indépendants et il est donc
possible de les simuler de façon successive à partir de la loi des Wk. Pour un individu i, on
pourra ainsi procéder comme suit :

� Simuler le temps d'évènement 1, Ti1 = Wi1, selon la distribution choisie. Pour une dis-
tribution générale, on pourra utiliser la méthode d'inversion uniforme décrite en (Partie
2 - Chapitre 2.2.1) ;

� Simuler le temps inter-évènement Wi2 selon la distribution choisie. Le second temps
d'évènement est alors Ti2 = Ti1 +Wi2.

� On reproduit le schéma de simulation jusqu'à atteindre un temps maximum déterminé
τ , le premier Tik dépassant cette valeur étant censuré.

Il est possible de s'écarter du cadre stricte du processus de renouvellement en autorisant la
loi de Wk à varier en fonction de k. Dans ce cas, on est dans le cadre du processus multi-états
type "inter-temps" (voir section 1.1.2). En faisant varier la loi en fonction de k, on crée de la
corrélation entre évènements intra-sujets. La simulation de ce type de processus est proposée
par le package survsim (Moriña and Navarro, 2014). Plusieurs distributions sont disponibles
pour les inter-temps : Weibull, Log-Normal et Log-Logistique.

Processus de Poisson

Dans le cadre du processus de Poisson, Wk dépend uniquement du temps de survenue Tk−1.
Nous souhaitons donc caractériser la loi de Wk|Tk−1 = tk−1 (Jahn-Eimermacher et al., 2015).
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On note h̃, le taux associé à la variable aléatoire Wk|Tk−1 = tk−1 et λ l'intensité du processus
de Poisson :

h̃t(w)dw = P(w ≤ Wk < w + dw|Tk−1 = t,Wk ≥ w)

= P(w + t ≤ Tk < w + t+ dw|Tk−1 = t, Tk ≥ w + t)

= P(dN(w + t) = 1|Tk−1 = t, Tk ≥ w + t)

= λ(w + t)dw (3.1)

Le taux obtenu permet de caractériser la loi de Wk|Tk−1 = tk−1 et donc d'appliquer l'algo-
rithme de simulation ci-dessus.

Processus multi-états type "temps calendaires"

De la même manière que pour le processus de renouvellement, on peut relaxer le cadre stricte
du processus de Poisson, en faisant dépendre l'intensité du nombre d'évènements survenus. On
se retrouve alors sur un processus multi-états de type "temps calendaire" (voir section 1.1.2).
La relation (3.1) devient donc :

h̃kt(w)du = λk(w + t)du k = 1...K (3.2)

où, λk(t)dt = P(dN(t) = 1|N(t−) = k − 1)

Censure et e�ets aléatoires

Pour plus de réalisme, (Jahn-Eimermacher et al., 2015) proposent d'ajouter une variabilité
individuelle au taux de base, par l'ajout d'un e�et aléatoire W (frailty), tel que E(W ) = 1 et
V ar(W ) = θ :

λi(t) = λ0(t) wi exp(Xiβ)

Il est également possible d'appliquer une censure non informative en simulant C selon une
loi exponentielle par exemple. Si C < τ , on censure tous les évènements survenant après C.

3.1.2 Calcul de l'IM à partir des intensités du modèle multi-états

Comme évoqué en section 2.1, nous souhaitons évaluer le modèle d'IM en dehors du cas
particulier du processus de Poisson (pouvant inclure un e�et aléatoire au niveau individuel).
Nous avons vu comment simuler le processus multi-états à partir des intensités conditionnelles.
Cette section propose une manière de calculer l'IM dans ce cas.

On considère un modèle multi-états de type "temps calendaires". Les intensités condition-
nelles et marginales peuvent être reliées par la relation suivante :

ρ(t) = lim
dt→0

P (dN(t) = 1)

dt

=
∑
k

lim
dt→0

P (dN(t) = 1|N(t) = k)

dt
P (N(t) = k)

=
∑
k

λk(t)P0k−1(0, t) (3.3)

On note P0k(0, t) = P (N(t) = k), les probabilités de passage de l'état 0 (pas d'évènement)
à l'état k (k évènements) entre le début du suivi et le temps t. De façon générale, on dé�nit
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Pmn(s, t), la probabilité de passage de l'état m à l'état n entre les temps s et t pourm ∈ {0, .., K}
et n ∈ {m, ..,K}. Pour des intensités générales, il n'est pas possible de calculer ces probabi-
lités de façon analytique. Il est cependant possible de les obtenir par intégration numérique
avec une quadrature de Gauss-Legendre par exemple. Voici les expressions de certaines de ces
probabilités :

� La probabilité de rester dans l'état k entre s et t :

Pkk(s, t) = exp

(
−
∫ t

s

λk+1(u)du

)

� Pour k = 1 : la probabilité de passer de 0 à 1 évènement

P01(0, t) =

∫ t

0

P00(0, u)λ1(u)P11(u, t)du

� Pour k = 2 : la probabilité de passer de 0 à 2 évènements

P02(0, t) =

∫ t

0

∫ t

u

P00(0, u)λ1(u)P11(u, v)λ2(v)P22(v, t)dvdu

On comprend donc que les coûts de calcul augmentent rapidement avec le nombre d'évène-
ments.

En ajoutant un intercept aléatoire au niveau du sujet sur l'intensité, la relation (3.3) devient :

ρ(t) =

∫
ρ(t|b)f(b)db =

∫ ∑
k

λk(t|b)P0k(t|b)f(b)db (3.4)

Il est donc possible de calculer l'IM par intégration numérique en utilisant une quadrature de
Gauss-Hermite dans ce cas (Charvat and Belot, 2021).
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3.2 Etude de simulation

Dans cette section, nous explorons les propriétés des approches �exibles proposées au cha-
pitre précédent.

3.2.1 Scénarios

Nous considérons 6 scénarios, dont les intensités sont décrites dans la Table 3.1. Les scénarios
Poiss, PGauss et PGamma sont respectivement simulés à partir d'intensités conditionnelles d'un
processus de Poisson sans e�et aléatoire et avec e�et aléatoire de distribution log-Normale et

Gamma. Le fonction d'intensité a été dé�nie par la fonction théorique : λ(t) = exp

[
− (1+ t2

16
)

]
.

Les autres scénarios sont basés sur des processus multi-états. Pour assurer un certain réalisme
aux modèles théoriques considérés, les intensités conditionnelles théoriques ont été obtenues
en ajustant des modèles d'intensité sur des réelles. Ces modèles théoriques ont été ajustés en
utilisant une spline du temps à 5 noeuds, avec le package survPen. Le scénario ColRec a été
construit à partir des données colorectal du package R frailtypack. Les scénarios Heart
et HeartGauss ont été élaborés à partir des données hfaction_cpx12 (Heart Failure data) du
package R WA. Pour chaque scénario, l'intensité conditionnelle dépend d'une covariable binaire
x.

Scenario Type E�et aléatoire Dé�nition

Poiss Poisson λPoiss(t) exp (0.3 I(x = 1))

PGauss Poisson bi ∼ log −N (0, 0.42) λPoiss(t) exp (0.3 I(x = 1)) bi

PGamma Poisson bi ∼ Γ(2, 2) λPoiss(t) exp (0.3 I(x = 1)) bi

ColRec Multi-états λMulti(t, k) exp (0.3 I(x = 1))

Heart Multi-états λMulti(t, k) exp (0.3 I(x = 1))

HeartGauss Multi-états bi ∼ log −N (0, 0.42) λMulti(t, k) exp (0.3 I(x = 1)) bi

Table 3.1 � Liste des scénarios de l'étude de simulation

λPoiss(t) = lim
dt→0

P (dN(t) = 1)

dt λMulti(t, k) = lim
dt→0

P (dN(t) = 1|N(t−) = k − 1)

dt

k − 1 étant le nombre d'évènements survenus juste avant le temps t.

Les intensités conditionnelles sont représentées en Figure 3.6 et les IM associées, obtenues
par intégration numérique en Figure 3.7. Notons que l'e�et de la covariable x est proportionnel
sur les intensités dans chaque scénario. Cependant, en dehors des scénarios de type Poisson, la
proportionnalité n'est plus respectée lorsque l'on passe à l'IM comme le montre la Figure 3.8.

Les données sont simulées comme détaillé au chapitre précédent, en retenant comme origine
le début du suivi. Pour chaque scénario, nous considérons 3 tailles d'échantillons : 100, 400 et
800 sujets. Pour chaque sous-scénario, D = 1000 échantillons sont simulés.
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Figure 3.6 � Intensités théoriques des di�érents scénarios. Pour les scénarios PGauss,
PGamma et HeartGauss, les courbes en pointillés larges correspondent à l'intensité pour un
e�et aléatoire égal à 1 alors que celles en pointillés �ns sont obtenues pour un tirage aléatoire
de 500 valeurs de bi dans sa distribution.

3.2.2 Spéci�cation des modèles

Les caractéristiques des modèles ajustés sur les échantillons simulés des di�érents scénarios
sont résumées en Table 3.2. Les modèles associés aux scénarios Poiss, PGauss et PGamma sont
spéci�és avec un e�et proportionnel de x :

log(ρ(t, x)) = sc(t) + βx (3.5)

sc est une spline cubique naturelle du temps commune aux deux niveaux de la covariable x.

Dans les scénarios ColRec, Heart et HeartGauss, l'hypothèse de proportionnalité n'est pas
valide, le modèle suivant est donc spéci�é :

log(ρ(t, x)) = s0(t)I(x = 0) + s1(t)I(x = 1) (3.6)
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Figure 3.7 � IM théoriques des di�érents scénarios.
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Figure 3.8 � Ratios d'IM des scénarios ColRec, Heart et HeartGauss. Référence : x = 1

Cette formulation implique donc une spline du temps pour chaque niveau de la covariable x.

Tous les modèles ont été ajustés avec le package R survPen, excepté le modèle non pénalisé
avec e�ets aléatoires qui a été ajusté avec le package R mexhaz. L'ajustement du modèle
mixte pour des évènements récurrents a nécessité une modi�cation de la fonction mexhaz
qui implémente la vraisemblance tenant compte de la troncature à gauche (voir section 1.2.2).
Cette implémentation est disponible à partir de la version 2.6. Le modèle semi-paramétrique
d'Andersen-Gill avec estimateur robuste de la variance a également été ajusté à titre de référence
avec le package R survival.

Dans le cadre non pénalisé, les variances VRobuste et VNaïf ont été estimées pour log(ρ) pour
le modèle direct. Le modèle indirect a été ajusté avec la variance VMixte. La spline cubique a été
spéci�ée avec 5 noeuds pour les modèles non pénalisés. Un modèle semi-paramétrique avec une
variance robuste (que nous appellerons "modèle de Cox") a également été ajusté accompagné
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Scénario
Nb de
noeuds

E�et de x Modèles Package

Non pénalisé

Poiss, PGauss,
PGamma

5 Proportionnel
Direct survPen

Indirect mexhaz

ColRec, Heart,
HeartGauss

5
Non
proportionnel

Direct survPen

Indirect mexhaz

Pénalisé

Poiss 10 Proportionnel
Direct survPen

PGauss,
PGamma

10 Proportionnel
Direct survPen

Indirect survPen

ColRec, Heart,
HeartGauss

10
Non
proportionnel

Direct survPen

Table 3.2 � Caractéristiques des modèles ajustés sur les échantillons simulés.

du test des résidus du Schoenfeld.

Dans le cadre pénalisé, les variances robuste VRobuste∗ et bayésienne empirique sous les hy-
pothèses du processus de Poisson VNaïf∗ ont été estimées pour les modèles directs. Un intervalle
de con�ance par échantillonnage bootstrap a également été calculé pour le modèle direct. Les
bornes de l'intervalle ont été déterminées par les percentiles de la distribution des 300 échan-
tillons de boostrap. Du fait de sa mauvaise performance et des coûts de calculs très importants
du modèle pénalisé indirect, ce dernier n'a été ajusté que pour les scénarios PGauss et PGamma.
Les modèles pénalisés ont été ajustés en utilisant des splines de régression cubiques à 10 noeuds

3.2.3 Comparaison des modèles

La performance des modèles a été évaluée en estimant l'IM en di�érents temps (100 points
également répartis sur l'espace de dé�nition) pour les deux modalités de la covariable x.

On note ρ(t, x) la valeur théorique de l'IM au temps t pour la covariable x et ρ̂d(t, x) son
estimation dans le de échantillon simulé. Les indicateurs suivants sont considérés :

� Les probabilités de couverture empiriques, dé�nies comme la proportion d'intervalles de
con�ance à 95% qui incluent la valeur théorique ;

� Le biais relatif moyen dans l'estimation de l'IM : 1
D

∑D
d=1

ρ̂d(t,x)−ρ(t,x)
ρ(t,x)

;

� Le ratio d'erreurs-types estimées versus empiriques, dé�ni par :

SER =
σest

σemp
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où,
� σest =

1
D

∑D
d=1 σlog(ρ̂d(t,x)) ;

� σemp =

√
1
D

∑D
d=1

[
log(ρ̂d(t, x)− log(ρ)(t, x)

]2
;

� log(ρ)(t, x) = 1
D

∑D
d=1 log(ρ̂d)(t, x)

� La racine de l'erreur quadratique moyenne(RMSE), dé�nie par :√√√√ 1

D

D∑
d=1

[ρ̂d(t, x)− ρ(t, x)]2

3.2.4 Résultats

Les caractéristiques des échantillons simulés sont présentées en Table 3.3.

Proportions

Scenario Moyenne 0 1 2 3 4+ Max

Poiss 2.4 10.0% 22.4% 25.7% 20.2 % 21.8 % 13

PGauss 2.6 12.0% 21.7 % 22.4 % 17.5 % 26.5% 21

PGamma 2.4 21.3 % 22.9 % 18.3 % 13.1% 24.4 % 27

ColRec 1.7 19.0 % 26.9 % 16.3 % 37.8% 0.0 % 3

Heart 2.5 19.5 % 18.4 % 17.4 % 8.3% 36.5 % 5

HeartGauss 2.7 19.5 % 16.7 % 15.0 % 7.0% 41.8% 5

Table 3.3 � Moyennes, proportions d'individus selon leur nombre total d'évènements et nombre
maximum d'évènements par sujet pour les di�érents scénarios simulés

Cadre non pénalisé

Comme attendu, la méthode directe et la méthode indirecte sont équivalentes en termes
de biais (Figure 3.9). Ce dernier est faible (< 5%) dans tous les scénarios. Les probabilités
de couverture des prédictions de l'IM en di�érents temps pour une valeur de la covariable x
de 0 sont présentées en Figure 3.10. Les modèles Direct avec variance robuste et Indirect sont
proches du nominal dans tous les scénarios. Pour les scénarios Heart (processus de type multi-
états), les intervalles de con�ance du modèle Indirect présentent une légère sous-couverture sur
le début de la période de temps. La sous-couverture est aggravée par l'ajout de l'e�et aléatoire
(HeartGauss).

Dans le scénario ColRec, le modèle Indirect n'estime aucun e�et aléatoire (voir Figure
3.11). Cela peut s'expliquer par la faible corrélation introduite sur l'IM et par le faible nombre
maximum d'évènements par patient. A l'inverse, dans le scénario Poiss, un e�et aléatoire est
parfois estimé malgré l'absence de corrélation simulée.
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Figure 3.9 � Cadre non pénalisé - Biais moyen relatif sur les estimations de l'IM (pour
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du temps (pour x=0)
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du temps (x=1 vs x=0).
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La Figure 3.12 présente les probabilités de couverture pour les ratios IM des modèles Di-
rect et Indirect mais aussi pour le modèle de Cox (avec variance robuste). Les résultats sont
similaires à ceux observés sur l'IM. Les probabilités de couverture pour le modèle Direct avec
variance robuste sont les mêmes que dans le modèle de Cox malgré l'estimation additionnelle
de la dynamique de l'IM. Notons que les résidus de Schoenfeld en Table 3.4 échouent à rejeter
l'hypothèse de proportionnalité à un seuil de 5% pour les scénarios ColRec, Heart et HeartGauss
malgré le biais très important observé dans le modèle de Cox.

Proportions de rejet

Scenario n=100 n=400 n=800

Poiss 4.4 % 5.1% 6.0%

PGauss 4.8 % 5.7% 5.0 %

PGamma 5.3 % 5.5 % 4.2 %

ColRec 6.9 % 10.1 % 11.9 %

Heart 18.4 % 25.9 % 36.9 %

HeartGauss 25.3 % 42.1 % 58.0 %

Table 3.4 � Proportion de rejet du test de proportionnalité de Schoenfeld
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Figure 3.14 � Cadre pénalisé - Probabilités de couverture des estimations de l'IM
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Figure 3.15 � Cadre pénalisé - Probabilités de couverture des estimations des ratios d'IMs
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Modèles pénalisés

La Figure 3.14 présente les probabilités de couverture de l'IM pour les modèles pénalisés. Le
modèle Direct + VRobuste∗ est plus proche du nominal que le modèle Indirect + VNaïf∗ sauf pour
les scénarios Poiss et ColRec. Cependant, les probabilités de couverture sont systématiquement
inférieures à 95% dans tous les scénarios. Les intervalles de con�ance obtenus par boostrap
atteignent des probabilités de couvertures proches du nominal dans tous les scénarios. Dans les
scénarios PGauss et PGamma, les probabilités de couverture du modèle Indirect + VMixte

∗ ont de
mauvaises probabilités de couverture du fait d'un biais important, visible sur la Figure 3.13. De
plus, le biais s'aggrave avec l'augmentation de la taille des échantillons. Il n'est, en revanche,
pas observé sur l'estimation des ratios d'IM en Figure 3.15. En�n, le modèle est également
beaucoup plus long à ajuster que le modèle Direct (même avec les intervalles de con�ance de
type bootstrap). Les probabilités de couverture des ratios d'IM sont présentés en Figure 3.15.
Dans les scénario Poiss, PGauss et PGamma, la pénalisation n'impacte pas les probabilités
de couverture des modèles car ils sont proportionnels. De plus le biais important observé sur
la prédiction de l'IM dans le modèle mixte pénalisé n'impacte pas les ratios d'IM. Dans les
scénarios ColRec, Heart et HeartGauss, l'estimateur robuste conduit à une sous-couverture des
ratios d'IM. En revanche, les intervalles obtenus par échantillonnage bootstrap sont proches du
nominal.
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3.3 Application : Jeu de données Staphylococcus aureus

Le modèle Direct d'IM a été appliqué au jeu de données Staphylococcus aureus du package
pammtools (Abdulgader et al., 2019). Ces données font partie de la Drakenstein Child Health
study, une cohorte d'étude de population de 1143 couples mères-enfants de la communauté
péri-urbaine du Cap en Afrique du Sud (Zar et al., 2015). Des échantillons nasopharyngés
(NP) ont été collectés dans le but de déterminer la dynamique de portage nasopharyngé de
Staphylococcus aureus. Le jeu de données comprend 137 couples mère-enfants dans lesquels
les enfants ont atteint leur première année de vie avec un minimum de 18 échantillons NP.
Ces derniers ont servi à dé�nir des évènements d'acquisition qui sont ici l'évènement récurrent
d'intérêt. Le statut HIV, est dé�ni par le fait d'être un enfant non-infecté par le VIH, né d'une
mère infectée par le VIH. Il est étudié comme étant un potentiel prédicteur de l'acquisition. Un
total de 242 évènements d'acquisition ont été recensés dans le jeu de données.

Nous considérons les modèle d'IM pénalisé suivant :

log(ρ(t)) = s(t) + s1(t)I(hiv = 1) (3.7)
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Figure 3.16 � (gauche) : IM d'acquisition d'évènements au cours du temps, (droite) : Ratios
d'IM en fonction du temps

Dans cette situation, s est la spline sur l'e�et du temps pour hiv = 0, alors que s1 est la
spline pour la di�érence, en termes de dynamique de l'e�et du temps, entre les catégories 1 et
0. Un paramètre de lissage est associé avec s, et un autre avec s1. Cela signi�e que le modèle
pénalise la di�érence en termes de dynamique de l'e�et du temps, entre les deux catégories de
hiv. En passant à l'exponentielle, on en déduit que c'est le ratio d'IM qui est en fait pénalisé.
Cette formulation du modèle est donc di�érente de celle que nous avons utilisée dans l'étude de
simulation, dans laquelle la pénalisation est appliquée sur chaque spline de façon séparée. Dans
cet étude, nous choisissons de pénaliser les di�érences car nous avons un a priori sur le fait que
la dynamique soit similaire entre les deux groupes. On utilise des splines cubiques naturelles
avec 10 noeuds, les noeuds extérieurs étant les temps maximum et minimum et les noeuds
intérieurs sont localisés du 10 au 90e percentiles de la distribution des temps d'évènements. Les
intervalles de con�ance sont construits par bootstrap avec 300 tirages.
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Figure 3.17 � Moyenne cumulée d'évènements estimés à partir du modèle d'IM �exible (ligne
continue) et par l'estimateur non paramétrique de Nelson-Aalen (ligne pointillée). L'IC à 95%
est obtenu à partir du modèle �exible par échantillonnage bootstrap.

La Figure 3.16 (gauche) décrit la dynamique de l'IM au cours du temps pour les groupes
HIV/non HIV. Les trajectoires sont similaires dans le début du suivi mais l'IM semble plus
haut dans le groupe HIV après 4 mois. On observe cela sur la courbe des ratios d'IM, en Figure
3.16 (droite), qui semble décrire un e�et non proportionnel (test des résidus de Schoenfeld 1 -
p-value : 0.039). Pour ce qui est de l'impact de l'exposition à HIV sur l'apparition du premier
évènement, Abdulgader et al. 2019 ont conclu qu'il n'y avait pas de di�érence. En considérant
tous les évènements, une di�érence est notable entre les exposés et non exposés, avec des ratios
d'IM signi�cativement plus élevés dans le groupe HIV après 7 mois. Une IM plus élevée est
observée au cours des deux premières semaines, comme décrit par Abdulgader et al. 2019. Un
second pic d'acquisitions est dépeint par le modèle à 6 mois. La Figure 3.17 décrit la moyenne
cumulée d'évènements par enfant au cours du temps, estimée à partir du modèle �exible de
l'IM et par le modèle non-paramétrique de Nelson-Aalen. Les deux courbes sont proches l'une
de l'autre.

1. Obtenu en ajustant un modèle de Cox sur le jeu de données

122



3.4 Application : Evènements indésirables dermatologiques

dans la cohorte des mélanomes

3.4.1 Contexte & Objectifs

Nous allons reproduire l'analyse réalisée dans la partie II, section 2.4, sur les évènements
dermatologiques des patients de la cohorte des mélanomes, mais en considérant plusieurs épi-
sodes de toxicité au lieu du premier. Pour cela, nous considérons les modèles sur l'IM tels
qu'introduits dans le chapitre précédent.

3.4.2 Méthode

Un premier modèle est ajusté sans autre variable que le temps avec et sans pénalisation sur
le taux au premier évènement et sur l'IM (modèle temps).

Ensuite, les mêmes variables qu'en section 2.4 sont introduites dans le modèle. Les mêmes
trois modèles candidats ont été ajustés comparés par critère AICc (i) sans interaction, (ii)
interaction entre l'âge et le temps (iii) interaction entre le NLR et le temps.

Les intervalles de con�ance ont été estimés par bootstrap pour les modèles pénalisés et avec
l'estimateur robuste pour les modèles non pénalisé.

3.4.3 Résultats
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Figure 3.18 � (gauche) : Taux au premier évènement, (droite) : IM. Pour des raisons de
lisibilité seuls les intervalles de con�ance non pénalisés sont présentés sur cette �gure.
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La Figure 3.18 présente le taux jusqu'au premier évènement et l'IM des épisodes d'EI der-
matologiques chez les patients en cours de traitement (modèles temps). Une seconde vague
d'évènements semble survenir autour des 150 jours.
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Figure 3.19 � E�et de l'âge sur l'IM d'EI dermatologiques sur l'IM d'EI dermatologiques. Les
courbes d'IM sont prédites pour di�érents âges : 42, 58, 73 et 83 ans (quantiles 0.1, 0.33, 0.66
et 0.9)

Dans le cas de l'IM, le meilleur modèle selon l'AICc est le modèle avec une interaction entre
le temps et l'âge (Modèle 2) (AICc respectifs : 2270, 2265, 2272). La Figure 3.19 présente l'IM
pour 4 valeurs d'âges. Les courbes sont prédites pour les valeurs de référence sur les autres
variables. La dynamique d'IM semble dépendre de l'âge. Les plus jeunes présentent une IM
relativement plate alors que les plus âgés présentent une forme en cloche avec un maximum à 3
mois après le début du traitement. En Figure 3.20, l'e�et du NLR est non signi�catif, de même
que pour les variables à e�et non proportionnel (excepté le pays) comme dans le modèle à un
évènement.
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4 | Discussion et Conclusion

L'intensité marginale (IM)

Ces travaux ont permis l'exploration de la modélisation �exible de l'IM dans le but de dé-
crire la survenue d'évènements récurrents ainsi que son association avec des covariables. Deux
approches ont été considérées, l'une directe basée sur une équation d'estimation et l'autre indi-
recte basée sur un modèle d'intensité classiquement utilisé dans la littérature. D'un point de vue
pratique, l'estimation de l'IM est directement réalisable à partir d'un logiciel de survie gérant
la modélisation �exible comme survPen ou mexhaz. L'estimateur robuste de la variance a
néanmoins dû être développé.

Les principaux avantages de l'IM en tant qu'indicateur est qu'il est très synthétique, ce qui
en fait un bon candidat pour faire une description générale d'un processus à l'échelle d'une
population. En l'absence de censure informative, l'IM est directement reliée au nombre moyen
cumulé d'évènements, qui est une quantité plus familière que l'IM pour des non-statisticiens.
Présenter le nombre moyen cumulée peut ainsi favoriser la communication des résultats.

Lorsque la question de recherche vise des trajectoires individuelles, l'IM n'est évidemment
pas adaptée. De plus, elle tend à être assez plate lorsque la proportion de patients sans évène-
ment est importante. Dans ce cas, des alternatives pourraient être envisagés comme le modèle à
évènements récurrents avec excès de zéros (Ma and Crimin, 2024). L'approche à deux modèles
(un taux jusqu'au premier évènement et une IM pour les évènements suivants) proposée par
Pepe and Cai 1993 peut également être considérée, et le cadre d'estimation détaillé dans cette
thèse peut tout à fait s'accommoder de cette double modélisation.

Etude de simulation

L'une des forces de l'étude de simulation réside dans l'e�ort déployé pour prendre en compte
un processus de génération des données distinct de celui du processus de Poisson. Le proces-
sus multi-états (avec ou sans e�ets aléatoires) introduisent une corrélation intra-sujet liée au
processus lui-même, un aspect qui, à notre connaissance, n'a jamais été pris en compte pour
évaluer un modèle d'IM. La nécessité de dé�nir des intensités conditionnelles a toutefois rendu
indispensable le calcul numérique de l'IM théorique. Ce calcul est exigeant en termes de res-
sources informatiques, et cette exigence augmente avec le nombre maximal d'événements par
individu. En outre, les intégrales sur l'historique du processus deviennent impossibles à réaliser
lorsque le processus devient trop complexe.

L'approche directe

Dans le cadre non pénalisé, l'approche directe avec l'estimateur robuste de la variance a de
bonnes performances, meilleure que l'approche indirecte en termes de probabilités de couver-
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ture. Dans les scénarios proportionnels, estimer la dynamique de l'IM ne dégrade pas la précision
des estimations ponctuelles des e�ets des covariables et de leurs intervalles de con�ance. Les ra-
tios d'IM sont aussi précis que ceux du modèle semi-paramétrique. Si la dynamique de l'IM est
complexe, augmenter le nombre de noeuds conduit à un fort risque de sur-ajustement, comme
observé dans la seconde partie de cette thèse. La pénalisation est une solution intéressante pour
faire de la sélection de modèle automatique et limiter ce phénomène de sur-ajustement
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Figure 3.21 � Ratios d'erreur-type estimée sur erreur-type empirique

Dans le cadre pénalisé, l'estimateur robuste conduit à des variances systématiquement sous-
évaluées. La pénalisation réduit la RMSE mais introduit un biais, ce qui complique l'inférence.
De façon alternative, les intervalles de con�ance obtenus par bootstrap produisent des proba-
bilités de couvertures très satisfaisantes.

Nous avons observé que les probabilités de couverture de l'estimateur de la variance naïf
étaient meilleures que celles obtenues avec l'estimateur de la variance robuste dans les scénarios
Poiss et ColRec. Ce comportement s'explique par deux e�ets. Tout d'abord, nous avons constaté
qu'il n'existe pas, ou très peu (dans le cas de ColRec), de corrélation entre les événements
intra-individuels dans ces scénarios. Ainsi, l'estimateur robuste n'apporte aucune correction
par rapport à l'estimateur naïf. Le second e�et découle de la manière dont les estimateurs sont
construits. L'estimateur naïf est un estimateur Bayésien empirique (Wahba, 1985) contraire-
ment à l'estimateur sandwich robuste qui est un estimateur fréquentiste (Gray, 1992). Lorsque
l'on calcule les ratios d'erreur-type estimée sur erreur-type empirique (Figure 3.21), on re-
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marque que celui obtenu par l'estimateur naïf et l'estimateur robuste sont très proches. La
meilleure performance de l'estimateur naïf par rapport au robuste dans ces scénarios est donc
principalement expliquée par la di�érence de paradigme Bayésien/Fréquentiste. En présence de
pénalisation, les intervalles de con�ance doivent tenir compte du biais de lissage. Cette com-
posante est, en quelque sorte, prise en compte dans l'intervalle de con�ance Bayésien (Nychka,
1988), ce qui explique ses bonnes propriétés de couverture. Ainsi, constuire des intervalles de
con�ance bayésiens robustes (Armstrong et al., 2022) pourrait améliorer les estimateurs de la
variance et éviter le bootstrap.

Toujours dans le cadre pénalisé, le choix des paramètres de lissage est basé sur le critère
LAML. Ce dernier est construit à partir de la vraisemblance de Poisson, et ne tient donc
pas compte de la corrélation entre les évènements intra-sujets. Pour cette raison, le choix des
paramètres pourrait ne pas être optimal. Cependant, en pratique, le modèle donne des résultats
satisfaisants.

L'approche indirecte

La possibilité de modéliser l'IM à partir d'un modèle d'intensité de type processus de Pois-
son avec e�et aléatoire a été étudiée comme approche alternative à l'approche par équations
d'estimations (directe). Dans le cadre non pénalisé, le package mexhaz a été utilisé pour ajuster
le modèle via une maximisation de la vraisemblance marginale. L'intégrale sur la distribution
des e�ets aléatoires est réalisée avec une quadrature adaptative de Gaus-Hermite. Dans ce cas,
les estimations de l'IM sont non biaisées et les intervalles de con�ance obtenus sont plutôt
robustes à la mispéci�cation, malgré une sous-couverture dans le cas multi-états. En revanche,
dans le cadre pénalisé, le package survPen utilise une méthode pénalisée pour estimer les
paramètres du modèle mixte (Ripatti and Palmgren, 2000) (voir partie II, section 1.2.2). Du
fait du faible nombre d'évènements par individu (groupe), estimer le maximum a posteriori à la
place du maximum de vraisemblance, conduit à un biais. L'annexe B propose une illustration
de ce phénomène par une simulation issue d'une distribution de Poisson. Les estimations de la
dynamique des IM sont fortement biaisées en raison du manque de précision de la méthode pé-
nalisée lorsque le nombre d'observations par individu est faible. Par conséquent, cette méthode
ne semble pas recommandée dans ce contexte. En particulier, ce problème pourrait concerner
les modèles d'intensité à e�ets aléatoires ajustés par le package R mgcv (Wood, 2017) (e.g.
modèles exponentiels par morceaux (Ramjith et al., 2024)). Cependant, comme observé dans
l'étude de simulation, le biais introduit par le mode de calcul ne semble pas a�ecter les ratios.

IM et évènement terminal

Dans ces travaux, nous avons supposé que le mécanisme de censure éventuel était indépen-
dant du processus récurrent. Cependant, en présence d'un évènement terminal, cette hypothèse
ne tient plus.

Dans le cadre du modèle direct d'IM, l'équation d'estimation 2.3 est biaisée (E (U(β0)|X(t)) ̸=
0). Il est cependant possible de redé�nir l'indicateur conditionnellement à l'absence de survenue
de l'évènement terminal (Lin et al., 2000; Cook and Lawless, 2007)(p 222). En notant D, le
temps de survenue de l'évènement terminal :

ρ̄(t) = E[dN(t)|D ≥ t] (4.1)
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L'indicateur s'interprète donc maintenant comme une probabilité d'évènement par unité de
temps chez les individus n'ayant pas encore présenté l'évènement terminal à l'instant t. En
redé�nissant ainsi l'intensité marginale, l'équation d'estimation est à nouveau non biaisée.

E (U(β0)|X(t), D ≥ t) = 0

Le cadre direct d'estimation et d'inférence proposé précédemment tient donc toujours.

En revanche, de façon analogue au cadre des risques compétitifs avec le taux, l'IM n'est plus
directement reliée à la moyenne cumulée d'évènements mais par la relation suivante (Cook and
Lawless, 2007) :

µ(t) =

∫ t

0

S̄(s)ρ̄(s)ds (4.2)

où, S̄(t) = exp
(
−
∫ t

0
h̄(s)ds

)
et h̄(t) = lim

dt→0

P (t≤D<t+dt|D≥t)
dt

est le taux de décès marginalisé par

rapport à l'historique du processus N(t). Notons que l'on ne fait aucune hypothèse d'indépen-
dance entre N(t) et D.

Avec l'approche indirecte, l'écriture de la vraisemblance nécessite de modéliser la dépendance
entre l'évènement terminal et le processus récurrent. Cette dépendance peut, par exemple, être
prise en compte par un e�et aléatoire partagé mais cela requiert une modélisation jointe du
taux d'évènement terminal et de l'intensité du processus récurrent (Rondeau et al., 2007).
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| Conclusions et perspectives

Conclusions

L'objectif de cette thèse était de modéliser le risque de toxicité chez des patients traités
par immunothérapie anti-cancéreuse et d'identi�er des pro�ls à risque. Du fait de la complexité
des données de toxicité, la notion même de risque et d'indicateur permettant de le mesurer
a été un leitmotiv au cours de ces travaux. Le sujet a été abordé de façon très générale au
travers d'une revue de littérature des modèles de régression proposés pour modéliser le risque
de toxicité. De nombreuses mesures de risque sont employées, o�rant la possibilité de couvrir
diverses caractéristiques des événements, telles que la temporalité, la sévérité ou la récurrence.
La conclusion est qu'il semble illusoire d'évaluer et de comparer de façon �able le risque au
travers d'une seule mesure comme par exemple une probabilité globale pour un évènement
au cours de l'étude. En particulier, la dimension temporelle est fondamentale a�n d'améliorer
la comparabilité des études. Dans un premier temps, nous nous sommes donc focalisés sur la
modélisation des mesures de risque suivantes en fonction du temps : le taux, la probabilité
d'incidence cumulée, et les taux relatifs a�n de modéliser un seul événement dans un contexte
de risques compétitifs. Dans un second temps, nous avons considéré l'intensité marginale et son
ratio pour le cadre des évènements récurrents. En ce qui concerne l'intensité marginale, au-delà
des contributions théoriques à sa modélisation, ces travaux ont proposé de revisiter cette mesure
à travers des simulations s'écartant du cadre classique du processus de Poisson, soulignant ainsi
son utilité dans des contextes aussi complexes que ceux des processus récurrents.

La relative simplicité d'application des modèles proposés dans ces travaux permettrait de
les envisager en utilisation courante pour décrire l'occurrence des évènements indésirables au
cours du temps et d'enrichir leur description, dans le cadre d'un essai clinique par exemple.
La multiplicité des événements indésirables collectés nécessite, en pratique, l'utilisation d'outils
descriptifs clés en main. Le cadre pénalisé avec estimation du paramètre de lissage permet
de faciliter la construction des modèles et de réduire la variabilité, particulièrement lorsque
le nombre d'évènements observés est modeste. La représentation de la dynamique de survenue
d'évènements récurrents au cours du temps est encore moins souvent réalisée que pour un unique
évènement. Le modèle d'intensité marginale proposé o�re une représentation synthétique et
nécessite peu d'hypothèses, ce qui en fait un bon candidat pour la description de ce types
d'évènements.

Cependant, obtenir une tendance su�samment précise requiert un nombre d'évènements
qui n'est pas toujours disponible pour des données de toxicité, souvent décrites comme sous-
dimensionnées. En particulier, nous avons vu que l'estimation des taux relatifs associés à un e�et
non proportionnel d'une covariable ne permet pas de dé�nir une tendance �able pour un faible
nombre d'évènements. De plus, nous avons rencontré des dynamiques de taux complexes pour
lesquelles le lissage était trop important. En�n, si l'intérêt de la représentation de la toxicité au
cours du temps fait aujourd'hui consensus, il est à noter que la dé�nition du temps d'évènement
n'est pas toujours évidente, particulièrement dans le cadre de données observationnelles. La
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visualisation de la répartition des événements au �l du temps a révélé la présence de censure par
intervalle, qui n'est pas prise en compte par le modèle. Ce type de censure n'a�ecte pas tous les
événements de la même manière. En�n, si l'on souhaite décrire la récurrence des évènements, la
collecte et la structure des données sont également cruciaux et doivent être pensés en amont, par
exemple pour pouvoir distinguer facilement un nouvel épisode de l'évolution (e.g. aggravation)
d'un épisode antérieur.

Perspectives

Pour encourager l'utilisation des méthodes proposées dans cette thèse, le développement de
modules pour le package survPen serait une ressource précieuse. Cela inclurait un premier
module pour le calcul des probabilités d'incidence cumulées dans un cadre compétitif et un
second pour l'estimateur robuste de la variance de l'intensité marginale.

Concernant le modèle du taux �exible, une piste intéressante pour améliorer le modèle dans
le contexte des données de toxicité serait le lissage adaptatif, qui pourrait aider à éviter le lissage
excessif observé dans certaines situations, même lorsque le nombre d'événements est conséquent.
La question de la censure par intervalles mérite également d'être explorée davantage.

Le cadre de modélisation de l'intensité marginale proposé demanderait à être davantage
exploré en pratique et notamment dans un cadre avec évènement terminal. Trouver l'équivalent
de l'estimateur Bayésien empirique dans un cadre d'équations d'estimation reste également une
question ouverte, même si l'intervalle de con�ance obtenu par bootstrap reste très satisfaisant.
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B | Utilisation du MAP pour estimer les
paramètres du modèle de Poisson à
e�ets mixtes avec un petit nombre
d'observations par groupe

On se propose d'illustrer l'impact des di�érentes approximations permettant d'estimer l'in-
tégrale dans la vraisemblance marginale dans un modèle mixte non-linéaire. On considère le
modèle théorique suivant :

yij ∼ P(µi)

µi = β0 + 0.7x− 0.8x2 + 0.8ttt+ bi

bi ∼ N (0, 1)

où, β0 est l'intercept du modèle que l'on fera varier (respectivement 0.1 et 1), ttt est une
covariable binaire répartie de façon équilibrée, bi est un e�et aléatoire suivant une loi normale
centrée réduite et x est une covariable continue comprise entre 0 et 1 suivant une loi uniforme.

On simule un échantillon de n = 300 000 individus en considérant deux tailles de groupes
pour l'e�et aléatoire (respectivement 2 et 20). On ajuste le modèle sur l'échantillon avec le
package lme4, en utilisant plusieurs méthodes pour estimer la vraisemblance marginale : (i)
Quadrature de Gauss-Hermite adaptative à 10 noeuds (nAGQ = 10), (ii) Approximation de
Laplace (nAGQ = 1), (iii) Méthode pénalisée (nAGQ = 0).

La Figure B.1 présente les écarts du prédicteur linéaire entre les di�érents modèles avec pour
référence le modèle ajusté avec une quadrature de Gauss-Hermite à 10 noeuds. Les estimations
obtenues par l'approximation de Laplace et par la quadrature de Gauss-Hermite sont très
proches dans tous les scénarios. En revanche, on observe un écart entre la méthode pénalisée
et la quadrature de Gauss-Hermite. Cet écart est accru lorsque la taille des groupes est faible.
L'écart concerne principalement l'intercept. Un écart est observé sur les HR (graphique A par
exemple) mais qui est très modeste.
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Figure B.1 � Ecart de prédicteur linéaire par rapport au modèle ajusté avec une quadrature
de Gauss-Hermite. (A) 2 individus par groupe et intercept de 0.1, (B) 2 individus par groupe et
intercept de 1, (C) 20 individus par groupe et intercept de 0.1, (D) 20 individus par groupe et
intercept de 1
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