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 Titre : Adéquation Algorithme Architecture pour la gestion des réseaux électriques 

 Mots clés : marché P2P endogène, partitionnement CPU-GPU, calcul parallèle, évaluation de performance 

Résumé : L'augmentation de la production renouvelable 

décentralisée nécessaire à la transition énergétique 

complexifiera la gestion du réseau électrique. 

Une riche littérature propose de décentraliser la gestion 

pour éviter la surcharge de l'opérateur central lors de la 

gestion en temps réel. Cependant la décentralisation 

exacerbe les problèmes de passage à l'échelle lors des 

simulations préliminaires permettant de valider les 

performances, la robustesse de la gestion ou le 

dimensionnement du futur réseau. Une démarche 

Adéquation Algorithme Architecture a été suivie dans cette 

thèse pour un marché pair à pair pour résoudre le 

problème de passage à l'échelle lors de la simulation sur 

une architecture matérielle de calcul unique.  

L'influence des agents sur le réseau en grande dimension 

ne pouvant plus être négligée, l'étude a porté sur un 

marché endogène pair à pair.  

Nous avons étudié la complexité calculatoire de différents 

algorithmes. Des méthodes d’optimisation de temps de 

traitements sur des architectures type GPU ont été 

développées. 

L’évaluation des performances, en termes de temps de 

traitement et de convergence, a été réalisée.  

Ainsi, un modèle de calcul parallèle sur une architecture 

GPU a apporté une accélération substantielle lorsque la 

précision n'est pas critique. Une implémentation 

optimisée sur une architecture GPU a permis de réduire 

de plus de 98% les temps de simulation d'un marché sans 

contraintes réseau.  Comparé à un modèle de calcul sur 

une architecture conventionnelle type PC, la démarche 

d’adéquation algorithme-architecture a permis de définir 

un modèle de calcul sur GPU 1000 fois plus rapide lors 

de la simulation d'un DC-marché endogène et 10 fois 

plus rapide sur un marché AC-endogène sur un réseau 

radial. 

Les résultats de cette thèse ont permis de consolider 

l’étude menée sur les aspects algorithmiques comme sur 

les aspects d’architectures matérielles pour l’accélération 

des simulations de réseaux électriques sur des 

architectures parallèles. 

 

 

 

Title : Hardware-Software codesign for the electrical grid management 

Keywords : Endogenous P2P market, CPU-GPU Partitioning, Parallel computing, Performance evaluation 

Abstract : The growth of distributed energy resources 

raises the challenge of scaling up network management 

algorithms. This difficulty may be overcome in operating 

conditions with the help of a rich literature that frequently 

calls upon the distribution of computations. However, this 

issue persists during preliminary simulations validating the 

performances, the operation's safety, and the 

infrastructure's sizing. A hardware-software co-design 

approach is conducted here for a Peer-to-Peer market to 

address this scaling issue while computing simulations on 

a single machine. With the increasing number of 

distributed agents, the impact on the grid cannot be 

neglected anymore. Thus, this work will focus on an 

endogenous market.  

The mapping between several algorithms and different 

partitioning models on Central and Graphic Processing 

Units (CPU-GPU) has been conducted. The complexity 

and performance of these algorithms have been 

analysed on CPU and GPU. The implementations have 

shown that the GPU is more numerically unstable than 

the CPU. Nevertheless, when precision is not critical, GPU 

gives substantial speedup. Thus, markets without grid 

constraints are 98% faster on GPU. Even with the grid 

constraints, the GPU is 1000 times faster with the DC 

hypothesis and ten times faster on the AC radial grid. This 

dimension-dependent acceleration increases with the 

grid size and the agent's count.  
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Introduction

La transition énergétique pour atteindre la neutralité carbone en 2050 néces-
site d'une part la multiplication des centrales d'énergies renouvelables et d'autre
part la généralisation de la �exibilité des consommations. Ainsi, les énergies re-
nouvelables, dont la production sera majoritairement distribuée, intermittente et
imparfaitement prévisible, vont impacter de manière signi�cative le réseau et sa
gestion en devant constamment ajuster les �exibilités disponibles pour équilibrer
le réseau. De plus, la généralisation de l'électri�cation du transport, des moyens de
stockage et de l'automatisation de la gestion des particuliers va permettre la multi-
plication des agents dits "actifs". La coordination de tous ces agents nécessite une
modi�cation des mécanismes de gestions du réseau. Cette résolution risque d'être
rendue encore plus di�cile par la diversité des agents distribués (consommateur ou
producteur) qui pourraient être agrégés pour avoir un e�et signi�catif. En�n, ces
di�érentes modi�cations risquent de provoquer un �ux de puissance ascendant du
réseau de distribution vers le réseau de transport. Ce �ux risque de détériorer la
qualité de la puissance fournie et de créer des congestions, même sur les réseaux de
distribution. Ainsi, pour garantir le bon fonctionnement du réseau, celui-ci devra
soit être renforcé, ce qui consommera beaucoup de matière première, soit être plus
�nement simulé et contrôlé pour rester dans les limites opérationnelles. Le réseau
électrique fera donc face à de multiples challenges : il sera utilisé de manière plus
intensive par de nombreux acteurs et d'une manière plus complexe pour gérer la
�exibilité et les intermittences.

Jusqu'à maintenant, les marchés de l'électricité et les di�érents mécanismes
ont pu prouver leur aptitude à gérer des agents variés en garantissant l'équilibre
entre la production et la consommation. Cet équilibre est absolument nécessaire
pour éviter tout e�ondrement du réseau. Ainsi, plusieurs marchés sont tenus de
plus en plus proches de l'heure réelle pour ajuster au fur et à mesure l'équilibre
consommation-production avec la diminution des incertitudes sur les prévisions.
Actuellement, un opérateur centralisé rassemble les o�res et demande pour réaliser
le marché et la simulation du réseau pour déterminer les congestions. Cependant,
avec l'augmentation du nombre d'agents et de la complexité de leur gestion, cet
agent central risque de faire face à un verrou algorithmique, en matière de com-
plexité de calcul et de communication.

Cette situation permet l'émergence d'une riche littérature cherchant à conce-
voir de nouvelles règles de gestion pour opérer de manière sûre et e�cace le réseau.

9
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En e�et, le mécanisme de gestion actuel faisant face à des di�cultés de passage
à l'échelle devant l'augmentation du nombre d'agents participant, de nombreux
e�orts sont dédiés à la distribution du contrôle. Le problème à grande échelle est
divisé en une multitude de problèmes locaux qui sont coordonnés entre eux. Ainsi,
chaque agent réaliserait une partie du calcul jusqu'à la convergence vers la so-
lution globale en étant coordonné par des échanges d'informations. De plus, la
décentralisation des calculs devrait permettre de contrôler au mieux la �exibilité
des particuliers/agents tout en préservant leur vie privée. En e�et, la décentralisa-
tion ou distribution des calculs permet à chaque agent de gérer sa propre �exibilité.
Ainsi, des données sensibles, telles que les utilisations des di�érents appareils élec-
troménagers ou la consommation en temps réel, ne sont pas transmises à une entité
à laquelle l'agent pourrait ne pas faire con�ance.

Parmi toutes les architectures des résolutions distribuées, un marché Pair à
Pair (P2P) est complètement décentralisé du moment où il n'y a plus aucun agent
central, mais seulement des communications entre les pairs. Il permet l'introduction
de fonctionnalités spéci�ques, comme les préférences hétérogènes entre les agents
(selon di�érents critères, comme le type de production, le niveau de richesse, la
distance...). L'un de ses principaux atouts est qu'il peut être considéré comme une
généralisation formelle de tous les autres types d'architectures réseau : centralisée,
hiérarchique, communautaire, avec gestion de l'équilibre. . . Ainsi n'importe quel
type d'organisation réseau peut être représenté par un marché P2P en changeant
les liens entre les agents et leur comportement.

Ces approches ouvrent de nombreuses voies pour résoudre opérationnellement
et en temps réel les problèmes de gestion dont la complexité sera sans commune
mesure avec l'actuelle. Cependant, avant tout déploiement réel, de nombreuses
simulations sont nécessaires pour répondre entre autres aux dé�s du marché P2P.
Ainsi des simulations préliminaires - pour les chercheurs, les gestionnaires de réseau
ou les autorités normatives - sont nécessaires pour de nombreux objectifs. De
manière non exhaustive, ce sera nécessaire pour régler de manière judicieuse des
paramètres pour les mécanismes de gestion décentralisée et ainsi concevoir les
nouvelles règles de ce marché, véri�er les performances, anticiper les nouvelles
infrastructures à construire et garantir la robustesse des solutions proposées en cas
de faute dans le réseau de communication ou de puissance. Ces simulations devront
représenter le réseau réel et ainsi être réalisées dans des cas d'études à dimension
réaliste, i.e. de grande dimension. Il faudra aussi étudier les e�ets du passage à
l'échelle sur les algorithmes de gestion. De longues périodes devront être simulées
pour conserver la cohérence temporelle des données (typiquement le stockage)
tout en véri�ant le comportement durant des évènements extrêmes. Toutes ces
simulations ayant lieu avant le déploiement, elles ne peuvent pas encore se reposer
sur la future puissance de calcul distribuée de tous les agents. Ces simulations étant
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faites de manière centralisée sur une unique cible matérielle ou cluster, des temps
de calcul prohibitifs réapparaissent avec l'augmentation du nombre d'agents. Des
études sur des réseaux de dimension réelle deviennent impossibles.

L'objectif de ce travail est donc de résoudre le verrou scienti�que du temps de
calcul pour la simulation de gestion de réseau décentralisé à grande échelle. Plus
particulièrement, le problème traité sera celui d'un marché pair à pair endogène
qui permet de déterminer les échanges d'énergies optimaux des agents distribués
tout en considérant les contraintes réseau. Mais pour résoudre ce problème, on
étudiera aussi le marché pair à pair sans contraintes réseau, le problème de Po-
wer Flow et d'Optimal Power Flow. Pour accélérer les calculs, des architectures
matérielles accélératrices seront utilisées a�n de pouvoir exploiter le parallélisme
inhérent des réseaux électriques et des algorithmes décentralisés. Cependant, les
spéci�cités matérielles de ces architectures doivent être prises en compte pour l'op-
timisation des traitements et l'augmentation des performances en manière de calcul
et de convergence. Il est donc essentiel d'étudier l'interaction entre l'algorithme et
l'architecture matérielle de calcul. Le choix d'une architecture (type GPU, CPU ou
FPGA) est justi�é par son adaptation à des problèmes parallèles et des simulations
à grande échelle nécessitant des calculs intensifs (vectoriels et matriciels) et per-
mettant des optimisations mémoires (d'autres contraintes peuvent être considérées,
notamment celle relative à la consommation d'énergie). Les gains en performance
peuvent être linéaires ou même exponentiels en fonction des algorithmes étudiés
et des méthodes d'optimisations déployées. Pour cela, une démarche d'Adéquation
Algorithme Architecture sera suivie,

Ainsi, dans ce manuscrit de thèse, le réseau sera, dans le chapitre 1, modélisé et
un état de l'art sur les di�érents mécanismes de gestion et de simulation et de leur
accélération sera présenté. Ensuite, dans le chapitre 2, la démarche suivie d'Adé-
quation Algorithme Architecture sera détaillée avec la présentation des di�érents
algorithmes et des architectures matérielles dédiées pour l'accélération des calculs.
Les algorithmes appliqués aux problèmes seront ensuite présentés et validés, (cha-
pitre 3, leur complexité sera analysée et leurs traitements seront optimisés dans le
chapitre 4. En�n, les résultats comportant les e�ets de la méthode suivie, les op-
timisations réalisées et les évaluations de performance seront présentés et discutés
dans le chapitre 5 avant de pouvoir conclure et présenter les perspectives de ces
travaux de thèse.
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Nomenclature

Variable d'optimisation

∆ = (δl) Prix nodal pour la congestion de la ligne l (variable duale)

Λ = (λnm) Matrice des prix d'échange entre l'agent n et m (variable duale de
l'antisymétrie)

µ = (µn) Vecteur des variables duales pour la relation entre la puissance totale et
les échanges de l'agent n (problème local)

ρ facteur de pénalité pour l'ADMM sous forme de consensus (problème global)

ρl facteur de pénalité pour l'ADMM sous forme de partage (problème local)

ρx facteur de pénalité pour l'ADMM relaxant les contraintes réseaux

gn(pn) = an · p2n + bn · pn fonction coût de l'agent n, cas quadratique

Dimension du problème

N = |Ω| Nombre total d'agent

B = |B| Nombre de bus sur le réseau

Cb = |Cb| Nombre d'enfant du bus b

L = |L| Nombre de ligne sur le réseau

Lb = |Lb| Nombre de ligne lié au bus b

M =
∑

n∈Ω Mn Nombre total de voisin (donc nombre total d'échange possible)

Mn = |ωn| nombre de voisin de l'agent n

Nb = |Nb| Nombre d'agent sur le bus b

Marché Pair à Pair

Pagent = (pn) Vecteur des puissances totales échangées par l'agent n

Qagent = (Qn) Vecteur des autres puissances totales échangées par l'agent n dans
le cas d'un marché multi-énergies

T = (tnm) Matrice des échanges (ou trades) entre les agents n et m
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24 NOMENCLATURE

Ω ensemble des agents

Ωc Ensemble des consommateurs

Ωg Ensemble des générateurs

ωn Ensemble des voisins de l'agent n

Ωp Ensemble des consomacteurs (prosumers en anglais)

pn/pn limite haute et basse de la puissance totale échangée par l'agent n

lbn/ubn limite haute et basse de chaque échange de l'agent n

P0 Puissance objectif d'un agent

β = (βnm) Matrice des charges du réseaux entre l'agent n et l'agent m (terme
exogène ou tarif di�érencié)

Réseau électrique physique

Φ = (ϕij) = (ϕl) Flux de puissance dans la ligne l entre les bus i et j

Φpart = (ϕpart
nl ) Flux de puissance partiel induit dans la ligne l par tous les agents

j > n

Bdiag = Bll Matrice diagonale de la suceptance des lignes

Bgrid = Bij Matrice de la suceptance de la ligne entre les bus i et j

C Matrice de correspondance entre les bus et les lignes

E = (θ,V) Vecteur de la tension dans chaque bus (d'abord les déphasages puis
les amplitudes)

Ggrid Matrice de la réactance de la ligne entre les bus i et j

Pbus = (Pb) Vecteur des puissances injectée échangées sur le bus b

W = (P,Q) Vecteur de la puissance dans chaque bus (active puis réactive)

B Ensemble des bus du réseau

Cb Ensemble des "enfants" du bus b dans le cas d'un réseau radial

L Ensemble des ligne du réseau

Lb Ensemble des ligne relié au bus b

Nb Ensemble des agents sur le bus b

ϕij = ϕl Limite thermique de la ligne l entre les bus i et j (en puissance)

Ab N÷ud "ancêtre" du bus b dans le cas d'un réseau radial
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Eb = Vbe
iθb = eb + i · fb Tension complexe dans le bus b sous la forme polaire ou

cartésienne

lij Norme au carré du �ux de courant dans la ligne entre les bus i et j

Rl + i ·Xl Impédance en série de la ligne l

Yl = Gl + i ·Bl Admittance de la ligne l

Acronymes

AAA ou A3 Adéquation Algorithme Architecture

AC Alternative current (Modélisation qui prend en compte la puissance réac-
tive)

AVX Advanced Vector Extensions

CPU Central Processing Unit (processeur)

CRE Commission de la régulation de l'électricité

DC Direct current (Approximation où l'on néglige la résistance des lignes et les
chutes de tension)

DSP Digital Signal Processor (processeur de traitement de signaux numérique)

FPGA Field Programmable Gate Array (carte re-programmable)

GP −GPU General purpose - Graphic Processing Unit (processeur graphique)

GRD Gestionnaire du réseau de distribution

GRT Gestionnaire du réseau de transport (appelé RTE en France)

IA Intelligence Arti�cielle

KKT Condition de Karush-Kuhn-Tucker

MIMD Multiple Instruction Multiple Data

MPPA Massively Parallel Processor Array (Réseau de processeurs massivement
parallèles)

NPU Neural Processing Unit (Puce d'accélération de réseaux de neurones)

OPF Problème d'Optimal Power Flow

P2P (marché) Pair à Pair

PF Problème de Power Flow

PME − PMI Petites et moyennes entreprises/industries



26 NOMENCLATURE

REF, PQ, PV Représente les types de noeuds (référence, puissances connues, puis-
sance active et amplitude de tension connues)

SCADA Supervisory Control And Data Acquisition (équipement de téléconduite)

SIMD Single Instruction Multiple Data (paradigme où on applique la même ins-
truction su plusieurs données)

SoC System on Chip (système sur puces ou puces intégrées)

SSE Streaming SIMD Extensions

Algorithme

ADMM Alternating direction method of multipliers

BackPQ Power Summationn Method (méthode backward forward basée sur les
�ux de puissance)

CI Consensus + innovation

Cur Current Sommation Method (méthode backward forward basée sur le cou-
rant dans les lignes)

GS Gauss Seidel

NR Newton Raphson

OSQP Operator Splitting solver for Quadratic Programs

PAC Proximal Atomic Coordination

SLAM Simultaneous Localization And Mapping
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1 Réseau Électrique : la gestion en pratique

1.1 Fonctionnement actuel d'un réseau électrique

L'objectif de cette partie sera d'expliquer le fonctionnement du réseau élec-
trique (plus particulièrement du réseau français) et les limites relevées sur ce mode
de fonctionnement. La première partie restera assez générale a�n de permettre de
proposer un point de vue global sur le réseau électrique.

1.1.1 Constitution physique

Le développement de la production d'électricité au milieu du 20e siècle a dé-
bouché sur un système de production d'électricité centralisé. C'est-à-dire ce sont
quelques importants moyens de production (principalement l'hydraulique, et le
thermique qui a été remplacé par le nucléaire) qui produisent l'électricité pour tout

27
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le pays. Le graphique Fig. 1.1 montre la répartition de la production d'énergie par
année. On peut y voir la spéci�cité française où la production repose beaucoup sur
la production nucléaire. On peut aussi remarquer l'arrivée et l'augmentation de la
production éolienne et solaire.

Le réseau électrique a donc pour objectif de transporter l'électricité produite
dans les centrales et autres moyens de production vers les consommateurs en li-
mitant les pertes pendant le transport. On distingue principalement trois types de
réseau (entre parenthèses, les chi�res pour le réseau français) [2] : le réseau de grand
transport et d'interconnexion (45 000km), les réseaux régionaux de répartition (51
000km) et les réseaux de distribution (1 200 000km).

Le premier type de réseau permet le transport sur de longues distances de
grandes quantités d'énergie avec des pertes minimales grâce aux hauts niveaux de
tension utilisés (400 kV ou 225 kV). En e�et, les pertes par e�et Joule étant liées au
courant, pour une même quantité de puissance, une plus grande tension implique
une plus petite valeur de courant et donc d'échau�ement. Ce réseau est maillé,
fortement instrumenté et possède de la redondance pour continuer à fonctionner
malgré la perte d'un équipement.

La tension est ensuite abaissée à 225 kV, 90 kV ou 63 kV dans le réseau de
répartition grâce à des transformateurs. Ce réseau permet d'alimenter de gros
clients industriels et les réseaux de distribution dans les di�érentes régions.

Ces derniers réseaux à 20kV ou 400V desservent les consommateurs �naux,
PME-PMI, client domestique, tertiaire... L'ensemble du réseau est en triphasé, le
raccordement des particuliers est principalement en monophasé pour une tension
de 230 V. Contrairement au réseau de transport, le réseau de distribution est
faiblement instrumenté et de topologie radiale (en arbre). Le réseau européen a une
fréquence de 50Hz, et ce type d'électricité est répandu dans le monde. Cependant,

Figure 1.1 � Évolution des moyens de production d'électricité [1]
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Figure 1.2 � Tension et fréquences dans le monde [3]

les tensions et fréquences ne sont pas les mêmes partout : la carte Fig. 1.2 montre
la répartition de l'utilisation des di�érents niveaux de tension et de fréquence dans
le monde.

A�n de permettre le transport sur des distances extrêmement longues ou sur
des liaisons souterraines ou sous-marines, avec moins de pertes ou d'encombrement,
des liaisons en courant continu peuvent aussi être utilisées.

A�n de permettre la surveillance et le pilotage du réseau électrique en temps
réel, des équipements de téléconduite aussi appelés SCADA (Supervisory Control
And Data Acquisition) sont utilisés. Ces outils sont composés de di�érents modules
servant à contrôler les disjoncteurs, mais aussi à l'acquisition, le traitement, la
visualisation et la transmission de l'état du réseau électrique. Cet état correspond
aux di�érents niveaux de tensions des bus ou des �ux de puissance dans les lignes.

1.1.2 Nécessité d'un équilibre

Contrairement à d'autres domaines, la gestion de l'électricité sur le réseau élec-
trique a la particularité suivante : à tout moment, tout déséquilibre (même minime)
entre la production et la consommation d'électricité entraîne une variation de la
fréquence. Ainsi, si la puissance consommée est plus grande que la puissance pro-
duite, la conservation de l'énergie fera diminuer la fréquence (ou inversement). Tant
que l'équilibre n'est pas retrouvé, la fréquence continuera de diminuer. L'équilibre
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Figure 1.3 � Réglages de la fréquence [2]

ne faisant qu'arrêter la variation, il faut inverser momentanément le déséquilibre
pour permettre à la fréquence de retourner à sa valeur nominale de 50Hz. Ainsi,
dans la pratique, la fréquence oscille autour de 50Hz avec une précision d'au plus
0, 050Hz [4]. Pour garantir cette fréquence, di�érents réglages permettent de réagir
en allant du plus rapide (réglage primaire) où les machines synchrones sont direc-
tement contrôlées par la fréquence au plus lent (réglage tertiaire) où l'on change la
répartition de la production par zone pour équilibrer localement, Fig. 1.3. Cet équi-
libre est critique sur le réseau, car une fréquence qui s'éloigne trop de la valeur de
50 Hz risque d'endommager les di�érents systèmes reliés au réseau. Ainsi, par pré-
caution, ceux-ci peuvent se déconnecter pour se protéger. Cette déconnexion peut,
dans certains cas atténuer le déséquilibre, mais, dans d'autres cas, peut entraîner
un vrai e�et en cascade où, par exemple l'ensemble des productions renouvelables
doivent se déconnecter à cause d'une trop grosse chute de fréquence entraînant un
encore plus grand dé�cit de production.

1.1.3 Acteurs du réseau électrique

Les acteurs gérant le réseau physique sont les suivants.
Le gestionnaire du réseau public de transport (GRT) d'électricité en France

est RTE. Il est responsable de l'exploitation du réseau de transport. Il doit donc
garantir l'équilibre o�re demande, réaliser la gestion des services système et des
interconnexions avec le réseau européen. Il est donc le garant de la sécurité, de la
�abilité et de l'e�cacité du système en minimisant les pertes. Il est responsable
de la plani�cation en prévoyant di�érents futurs possibles pour la gestion et la
production de l'électricité [9], tout en étant responsable des investissements et
de l'entretien. Ils ont aussi une obligation de garantir un accès au réseau non
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discriminatoire et le respect de la con�dentialité de par son statut de monopole
naturel réglementé.

Le réseau de distribution appartient aux communes, celles-ci peuvent se regrou-
per et gérer ce réseau via une administration publique appelée syndicat d'énergie.
"Si elles n'assurent pas elles-mêmes, par le biais de régies, la gestion de leurs
réseaux de distribution, les autorités concédantes la con�ent, par contrats, à un
gestionnaire de réseau de distribution (GRD)" [2]. Le gestionnaire du réseau de
distribution est pour 95% du territoire Enedis, mais il existe aussi SER (Stras-
bourg), réséda (Metz) ; Gérédis (Deux-Sèvres) ; SRD (Vienne) ; GEG (Grenoble).
La gestion des îles étant particulière, celles-ci étant isolées, un seul acteur rem-
plit l'ensemble des missions comme cela était fait historiquement à l'échelle de la
France. Ainsi, la direction des systèmes électriques insulaires d'EDF (EDF SEI)
dessert la Corse et la plupart des départements et collectivités d'outre-mer, et
l'électricité de Mayotte. Ce gestionnaire a exactement les mêmes missions que
RTE, sauf qu'elles concernent les réseaux de distribution (exploitation, entretien,
plani�cation...). Historiquement, le gestionnaire du réseau de distribution n'avait
besoin de ne gérer que des �ux de consommations. Ainsi, le GRD n'était pas chargé
de respecter l'équilibre de puissance, contrairement à RTE. Cependant, avec l'essor
des énergies renouvelables placées sur le réseau de distribution, il peut arriver que
des �ux de puissance remontent sur le réseau de transport.

Ensuite, les acteurs qui vont intervenir sur les marchés de l'électricité sont les
producteurs : principalement EDF et ENGIE ou d'autres, plus récents, ayant
investi dans les énergies renouvelables, comme Enercoop. Ce sont des acteurs qui
possèdent et donc contrôlent des moyens de production.

Les fournisseurs d'électricité sont les acteurs qui vendent et achètent l'électricité
pour fournir l'électricité nécessaire aux consommateurs. Ils sont principalement des
producteurs (donc EDF et ENGIE).

Les consommateurs sont soit petits (consommation domestique, petite entre-
prise) et donc n'interviennent qu'à travers leur fournisseur ; soit assez grand pour
directement intervenir sur le marché.

Il existe aussi des acteurs dont le rôle n'est ni de consommer ni de produire,
mais d'intervenir �nancièrement ou administrativement sur le marché. Cela peut
concerner aussi bien des agrégateurs, les communautés, des acteurs d'e�acement.
Les agrégateurs et les communautés sont des entités juridiques qui permettent
le regroupement de consommateurs et de producteurs. Ils permettent ainsi à ces
derniers d'intervenir comme un ensemble de petits acteurs ou de réaliser de l'auto-
consommation collective en étant rémunérés sans passer par des fournisseurs. Les
acteurs d'e�acements proposent d'instrumenter et d'ajouter du contrôle sur di�é-
rents équipements des particuliers (chau�age, chau�e-eau). L'idée étant de décaler
la consommation en dehors des pics de consommations et de consommer moins
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grâce à un contrôle plus �n. Ces acteurs vendent sur le marché l'électricité non
consommée par leurs clients et donnent une compensation �nancière aux fournis-
seurs de ces clients. En e�et, l'énergie non consommée ne pouvant pas être prévue
par le fournisseur, celui-ci aura acheté de l'électricité aux producteurs sans que
celle-ci soit consommée par leurs clients.

Les gestionnaires d'équilibres sont des entités qui doivent garantir à RTE
qu'à tout instant ils sont à l'équilibre. C'est-à-dire que leur production ajoutée
à leurs achats est égale à leurs ventes et consommations. On y retrouve les gros
producteurs-fournisseurs, mais aussi des banques. S'ils ont trop acheté ou produit,
RTE rachète leurs surplus, mais à un prix inférieur au marché. Dans l'autre sens,
l'acteur doit acheter au prix fort ce qui lui manque. Ainsi, les responsables d'équi-
libre sont encouragés à être le plus proches de l'équilibre possible pour que d'un
point de vue global le système soit à l'équilibre.

Les pouvoirs publics, tels que le gouvernement ou l'autorité de la concurrence
peuvent aussi avoir une in�uence sur la gestion du réseau. En e�et, des mécanismes
de taxes, d'obligation d'achat, de tarifs sociaux ou autres lois peuvent être utilisés
pour agir sur la gestion du réseau. En�n, la Commission de régulation de l'élec-
tricité (la CRE), quant à elle, est une autorité administrative indépendante qui
"veille au bon fonctionnement des marchés de l'électricité et du gaz en France, au
béné�ce des consommateurs �naux et en cohérence avec les objectifs de la politique
énergétique" [2].

1.1.4 Marchés de l'électricité

Pour permettre l'achat et la vente d'électricité entre tous les acteurs, trois
types di�érents de mécanismes existent. Le schéma Fig. 1.4 de RTE [5] résume les
di�érents mécanismes de marché présentés dans cette partie.

Les premiers types de transactions sont les contrats bilatéraux ou de gré à gré.
Ces contrats de vente et d'achat sont conclus directement entre deux parties à des
prix �xés au moment de la transaction ou indexés sur une référence publique.

Le deuxième type d'échange est sous la forme de bourse. Le concept consiste à
rassembler toutes les propositions et exigences, puis à les comparer à l'aide d'un
�merit order � (Fig. 1.5) pour établir simultanément le prix de transaction et les
échanges qui seront réalisés. De manière simpli�ée, les moyens de production sont
triés par ordre croissant de leur coût de fonctionnement marginal (qu'est ce que
cela coûterait en plus de les faire produire par rapport à ne rien faire). Tandis
que les demandes sont triées par ordre décroissant de prix. À l'intersection des
quantités-prix, on obtient l'ensemble des transactions à réaliser. En Europe, le
choix a été fait d'avoir un seul prix unique, la marge réalisée dépend donc du prix
marginal du dernier moyen de production appelé.
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Figure 1.4 � Mécanismes de marché décrits par RTE [5]
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Figure 1.5 � Résolution d'un merit Order

Il existe di�érents types de transactions selon l'échelle de temps considérée.
La plus connue est le marché spot qui concerne l'échéance journalière (livraison
le lendemain) ou infrajournalière (produit demi horaires, horaires ou multihoraire
pour le jour même). C'est le marché le plus important, car c'est par rapport aux
estimations du prix qu'atteindra ce marché que les acteurs arbitrent sur les prix à
proposer sur les autres marchés à plus long terme. Ce prix est aussi utilisé en tant
que prix de référence pour le marché de l'électricité français. Les achats d'élec-
tricités sur de plus longues durées avant le marché spot sont appelés marché à
terme. Ils permettent d'avoir des prix moins volatils pour le gros de la consomma-
tion/production qui peut être prévue bien en avance.

La disponibilité de l'électricité à tout moment étant un enjeu stratégique ma-
jeur, di�érents mécanismes existent pour essayer de la garantir tout en permettant
une concurrence. Ainsi, il existe par exemple des marchés de capacités, Fig. 1.6.
Depuis sa création, les fournisseurs doivent être capables de garantir de pouvoir
remplir les besoins de leurs clients grâce à des moyens de production ou de l'e�ace-
ment. Pour prouver ce fait, ils doivent obtenir des contrats avec des producteurs.
Ainsi, le fait qu'une centrale puisse être disponible en cas de besoin peut être ré-
munéré. Ce marché est particulièrement utile pour rémunérer (et ainsi payer pour
les coûts d'investissement) les moyens de production qui ne sont appelés que lors
des pics de consommation.

En�n, a�n de permettre la transition énergétique, d'autres mécanismes peuvent
s'ajouter. On peut citer par exemple l'obligation d'achat des énergies renouvelables
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Figure 1.6 � Fonctionnement du marché de capacité [6]

à un prix �xe. Il est important de noter que les productions d'énergies renouvelables
ne sont pas obligées d'utiliser ce mécanisme. Ainsi, ils peuvent aussi vendre au prix
du marché spot si celui-ci est plus avantageux. De même, un surcoût à l'achat est
ajouté en fonction de la quantité de CO2 émise par quantité d'électricité produite.

La multitude des marchés et le fait qu'un acteur puisse participer dans plu-
sieurs d'entre eux en même temps complexi�ent la prise de décision. En e�et,
les incertitudes et les multiples possibilités demandent aux acteurs de réaliser de
nombreuses simulations a�n de maximiser leurs béné�ces. La bonne gestion du
réseau électrique sur le long terme repose ainsi sur la capacité des gestionnaires
à être capable de simuler avec précision les di�érents mécanismes pour connaître
l'utilisation du réseau.

1.1.5 Marchés locaux

A�n de permettre de faciliter l'intégration des moyens de productions d'énergies
renouvelables ; des marchés locaux de l'énergie sont proposés [7]. Ces marchés ont
pour objectif d'inciter et de permettre à des petits consommateurs ou producteur
à échanger directement de l'énergie entre eux. Ces échanges devraient permettre
d'équilibrer localement la consommation et la production sans nécessiter l'inter-
vention des gestionnaires de réseau. On peut distinguer trois types de mécanismes
distincts qui correspondent à des marchés locaux de l'énergie. Tout d'abord, le
marché pair à pair est un marché où les participants peuvent échanger de l'énergie
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sans aucun intermédiaire. L'objectif de ce marché est principalement de permettre
aux agents d'utiliser leur �exibilité pour faire des gains économiques (en achetant
lorsque les prix sont bas ou en vendant lorsqu'ils sont élevés). Les marchés tran-
sactifs de l'énergie (transactive energy markets) équilibrent l'o�re et la demande
dans les systèmes électriques au moyen d'une coordination décentralisée. Leur ob-
jectif est de gérer les ressources décentralisées de manière autonome en utilisant
des signaux de prix pour assurer la stabilité du système plutôt qu'un gain écono-
mique. Le dernier type de marché local repose sur une législation européenne et
s'appelle les communautés d'autoconsommation collective. Cette structure permet
à di�érents agents proches géographiquement de se rassembler en une entité appe-
lée communauté. Cette communauté permet de répartir les coûts d'investissements
pour l'installation d'infrastructure. De plus, ses membres peuvent s'échanger de
l'électricité prioritairement entre eux. Ainsi, mensuellement, les consommations
et les productions sont comparées a posteriori. Si ces événements se produisent
au cours de la même demi-heure, la communauté est considérée comme ayant
auto-consommé cette énergie et l'ayant échangée en interne. Ainsi, cette énergie
ne sera ni achetée ni vendue au fournisseur. Une détaxe peut être appliquée sur
cet échange, résultant en un gain économique à la fois pour les producteurs et les
consommateurs de la communauté. L'énergie échangée est répartis par la Personne
Morale Organisatrice avec des clés de répartitions qui peuvent permettre de viser
des objectifs sociaux en plus des gains économiques.

1.1.6 Limites et dé�s du réseau électrique

La gestion du réseau électrique est un dé� qui se complexi�era de plus en plus.
Tout d'abord, en l'état, les nombreuses imprécisions lors de la gestion pro-

voquent de grands manques à gagner. En e�et, les quantités échangées sur le
marché ne représentent qu'une prévision de ce qui sera consommé ou produit.
Les multiples marchés permettent d'être de plus en plus précis en s'approchant de
l'échéance. Mais il restera quand même une erreur à la �n du marché le plus proche
de l'échéance. En outre, les systèmes en �merit order � ne tiennent que partiel-
lement compte des non-linéarités des centrales, telles que la rampe d'activation,
ou de leur positionnement dans un réseau idéal. Ainsi, si, après la sélection des
centrales, la simulation démontre des congestions dans les lignes, il faut changer
l'appel. De plus, cette simulation est elle-même une approximation pour des raisons
de temps de calcul ou de robustesse [8]. Pour faire en sorte que le tout fonctionne,
les gestionnaires suivent des ensembles de règles pour adapter la production et le
réseau et ainsi garantir son bon fonctionnement. Ces règles permettent d'avoir un
réseau fonctionnel, aucun black-out n'ayant eu lieu depuis longtemps. Cependant,
elles ne permettent pas d'atteindre le point de fonctionnement optimal du réseau.

L'amélioration des techniques d'instrumentation et de simulation actuelles est
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donc toujours un sujet de recherche à fort enjeu énergétique et économique. De
plus à partir de la plani�cation de l'évolution du réseau fournie par RTE [9] on
peut identi�er de nouveaux dé�s.

En e�et, la neutralité carbone sur notre territoire en 2050 va provoquer de
nombreux changements. Tout d'abord, la multiplication de l'implantation d'unités
de production renouvelables va bouleverser les moyens de gestion du réseau [10].
Ces modes de production imparfaitement prévisibles et peu contrôlables vont rem-
placer les moyens de production prévisibles et contrôlables à énergie fossile. Les
simulations devront être réalisées à des pas plus �ns pour prendre en compte la
variabilité de la météo. De plus, un autre avantage des moyens de production non
renouvelables était leur utilisation de machines synchrones dont l'existence per-
mettait de physiquement augmenter l'inertie du réseau. En e�et, leurs présences
permettaient de réduire la vitesse de changement de la valeur de la fréquence lors
de déséquilibre. En�n, ces énergies renouvelables seront placées sur tout le terri-
toire. De par leur faible puissance, elles seront plus logiquement reliées directement
au réseau de distribution. Ce réseau est comparativement au réseau de transport
très peu instrumenté, et non dimensionné pour gérer des congestions. Les réseaux
ne sont pas non plus conçus pour gérer la possibilité d'avoir des �ux de puissances,
montants du réseau de distribution vers le réseau de transport, ce qui complexi�e
d'autant plus la gestion des GRT et des GRD.

La nécessité de maintenir l'équilibre entre la consommation et la production
est toujours critique. Comme la production via des énergies renouvelables est peu
�exible, RTE prévoit qu'une partie de la �exibilité viendra des consommateurs.
Ces agents dits "actifs" se serviront de leurs moyens de stockage, de l'électri�ca-
tion de leur moyen de transport [11] et de l'automatisation de la gestion de leur
domicile pour agir sur le réseau [12]. La coordination de tous ces agents n'est
pas possible à grande échelle avec le mode de gestion actuel du réseau. Cette
résolution risque d'être rendue encore plus di�cile par la diversité des agents dis-
tribués (consommateur ou producteur) qui pourraient être ou non agrégés pour
avoir un e�et signi�catif [13]. En�n, ces di�érentes modi�cations risquent de pro-
voquer un �ux de puissance ascendant du réseau de distribution vers le réseau
de transport. Ce �ux risque de détériorer la qualité de la puissance fournie et de
créer des congestions, même sur les réseaux de distribution. Ainsi, pour garantir
le bon fonctionnement du réseau, celui-ci devra soit être renforcé, ce qui consom-
mera beaucoup de matières premières, soit être plus �nement simulé et contrôlé
pour rester dans les limites opérationnelles. Le réseau électrique fera donc face à
de multiples challenges : il sera utilisé de manière plus intensive par de nombreux
acteurs et d'une manière plus complexe.
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1.2 Pistes de recherche de la littérature

La partie précédente a montré l'importance et la di�culté de la gestion du
réseau électrique. L'organisation actuelle de la production par quelques centrales
importantes permet à la gestion centralisée d'être adaptée. Bien que le résultat
des di�érents marchés dépende d'un "merit order", il est possible de les modéliser
par des problèmes d'optimisation [25]. Ainsi, quel que soit le marché considéré, la
gestion demande l'optimisation d'un problème de la forme :

min
P

∑
n∈Ω

gn(pn) (1.1a)

t.q.
∑
n

pn = 0 (1.1b)

pn ≤ pn ≤ pn n ∈ Ω (1.1c)

La gestion cherche, pour tous les agents n, les puissances P = (pn)n∈Omega que
ceux-ci doivent produire ou consommer pour minimiser le coût de fonctionnement
total. La production ou la consommation a un coût noté gn(pn). Chaque agent a
une limite sur sa �exibilité notée pn et pn. Un agent tel que pn = pn est dit non
�exible et produira ou consommera la puissance voulue, quel que soit le prix du
marché. L'équilibre entre la production et la consommation est représenté par la
contrainte

∑
n pn = 0.

A�n de répondre aux nouveaux dé�s du réseau électrique, une transformation
du réseau est nécessaire [14]. La première voie de transformation serait de continuer
à renforcer le réseau pour avoir su�samment de marge sur les contraintes pour les
ignorer. Cette solution a pour principaux défauts le coût important d'investisse-
ment nécessaire et la di�cile acceptabilité sociale des nouvelles infrastructures. La
mise en place d'un réseau plus actif et intelligent, le SmartGrid o�re une alterna-
tive intéressante. D'après la CRE, la dé�nition d'un SmartGrid est la suivante :

On désigne par Smart grid un réseau d'énergie qui intègre des technologies de
l'information et de la communication, ce qui concourt à une amélioration de son
exploitation et au développement de nouveaux usages tels que l'autoconsommation,
le véhicule électrique ou le stockage. Désormais, à la couche physique pour le transit
d'énergie des réseaux vient se superposer une couche numérique qui joue un rôle de
plus en plus important pour son pilotage. De nombreux points d'interface (capteurs,
automates etc.) relient ces deux couches. Les compteurs évolués de type Linky
pour l'électricité et Gazpar pour le gaz naturel sont une brique essentielle de cette
nouvelle architecture des réseaux en France.
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Figure 1.7 � Di�érents modes de gestion

1.2.1 Décentralisation de la gestion

La couche numérique du SmartGrid permet d'envisager d'autres manières de
gérer le fonctionnement du réseau. La décentralisation (ou distribution) de la ges-
tion consiste à diviser la résolution du problème global en di�érents sous-problèmes.
On parle de distribution lorsque les calculs sont réalisés à di�érents endroits, mais
qu'il reste une entité centralisatrice pour l'organisation de la résolution. Ce type
de gestion existe déjà, par exemple pour la gestion du réseau européen. En e�et,
même s'il existe un marché de l'électricité européen, certains calculs sont distri-
bués chez les GRT de chaque pays. On parlera de décentralisation lorsqu'il n'y
aura plus de n÷ud central pour coordonner la résolution. L'utilisation de contrat
de gré à gré est une manière de gestion décentralisée. L'absence d'entité coordi-
natrice centralisatrice permet à chaque agent d'être relié à n'importe quel autre
agent. Lorsque le marché est complètement décentralisé, on parlera de marché
pair à pair (P2P). Le schema Fig.1.7 récapitule les trois paradigmes. Il est évi-
demment possible de trouver des intermédiaires entre ces paradigmes en utilisant
des structures hiérarchiques.

La décentralisation peut se faire à di�érentes étapes de la gestion du réseau
électrique, comme lors de la résolution du marché [15] ou de la détermination de
l'état du réseau [16]. Dans les deux cas, les avantages sont les suivants [17].

� Permettre d'éviter la surcharge en temps de calcul ou en mémoire nécessaire
d'une unique unité de calcul.

� Permettre d'éviter la présence de la centralisation en un unique endroit de
toutes les données sensibles, un "single point of failure".

� Permettre que, dans l'hypothèse où l'on utiliserait la �exibilité de chaque
particulier, celui-ci garde ses informations personnelles pour lui (si c'est lui
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qui réalise l'optimisation) ou qu'il les fournisse à un tiers intermédiaire de
con�ance : une association citoyenne, une communauté, un agrégateur, etc.

� Permettre d'y ajouter des mécanismes de gestion tels que des tarifs préfé-
rentiels pour permettre de représenter d'autres volontés (écologique, phi-
lanthropique) que des volontés économiques.

Cependant, la décentralisation apporte aussi des inconvénients [18].
� Elle augmente la quantité totale de calculs et le nombre de communications.
� La convergence dans des problèmes non convexes ou dans le cas de perte

d'information peut être plus dure à garantir et à véri�er [17], [19] ;
� la véri�cation d'abus de la part de certains acteurs ou de manipulation du

marché peut être plus ardue à repérer.
� La décentralisation nécessite l'utilisation d'unité de calcul à faible consom-

mation, à forte puissance de calcul et capable d'interagir avec beaucoup de
données.

Chaque inconvénient a un ou plusieurs axes de recherche qui s'attellent à le
résoudre. Ainsi, pour les deux premiers inconvénients, on peut s'intéresser à la
recherche de meilleurs algorithmes de décentralisation [20] ou à l'utilisation de l'a-
synchronisme [21] pour limiter le temps perdu à attendre les messages ou converger
même en cas de perte de messages. L'étude de l'application de la théorie des jeux
et de l'équilibre de Nash permet d'étudier l'équilibre même en cas de présence
d'agents stratégiques cherchant à optimiser leur gain au détriment des autres [22].
En�n, la recherche s'attelle à trouver de nouvelles technologies pour les SCADA [23]
ou pour la communication et la gestion des données [24].

Di�érents algorithmes sont utilisés dans la littérature pour réaliser la décentra-
lisation. On citera les principaux qui sont la méthode des multiplieurs à direction
alternée ADMM [25], [26], le Proximal Atomic Coordination (PAC) [27]- [28] et
le Consensus + Innovation CI [20], [29].

Dans les parties suivantes, on se concentrera sur la modélisation dans la litté-
rature des di�érents problèmes que nous allons traiter.

1.2.2 Problème du marché

Le problème du marché a pour objectif de déterminer les échanges économiques
optimaux pour l'ensemble des agents. Ainsi, chaque agent souhaite acheter ou
vendre une certaine quantité. Cette volonté peut dépendre ou non du prix d'achat.
De plus, la dépendance de la volonté envers le prix peut être continue ou se pré-
senter sous forme de paliers. Comme cela a été mentionné plus tôt, le marché
peut prendre deux formes. Soit une forme centralisée pool market où l'ensemble
des o�res et demandes est regroupé pour pouvoir en déduire un prix unique et la
quantité totale échangée. Soit une forme décentralisée avec des contrats de gré à
gré où le prix et la quantité sont déterminés directement par les deux intervenants.
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Le premier type de marché n'est pas très adapté aux énergies renouvelables en rai-
son de leur petite taille et de leur incertitude [32]. Di�érents paradigmes existent
pour représenter ce type de problème [33].

� La théorie des jeux permettant de représenter les comportements coopératifs
ou compétitifs des agents [34], [35], [36].

� La théorie des enchères où l'on représente vraiment des échanges discrets
entre les agents [37]

� L'optimisation sous contrainte où le problème de marché est modélisé par
un problème mathématique d'optimisation [21] [25], [26], [38].

�
La recherche sur la blockchain vise à déterminer comment, après que
l'optimisation a été e�ectuée, réaliser des contrats de con�ance sans
entité centralisatrice.

Dans le cadre de cette thèse, on se concentrera sur ce dernier paradigme pour
représenter le marché. De plus, on choisira de résoudre un marché pair à pair. Il
a été montré que cette formulation était une généralisation de toutes les autres
[39]. En e�et, dans un marché pair à pair, n'importe quels liens peuvent exister
entre n'importe quels agents. Ainsi, en imposant certains liens et en enlevant les
autres, on peut retrouver une structure centralisée ou hiérarchisée. Le problème
d'optimisation du marché pair à pair peut donc s'écrire ainsi [21] [25], [26], [38] :

min
T,P

∑
n∈Ω

(
gn(pn) +

∑
m∈ωn

βnmtnm

)
(1.2a)

t.q. T = −tT (Λ) (1.2b)

pn =
∑
m∈ωn

tnm (µ) n ∈ Ω (1.2c)

pn ≤ pn ≤ pn n ∈ Ω (1.2d)

tnm ≤ 0 n ∈ Ωc (1.2e)

tnm ≥ 0 n ∈ Ωg (1.2f)

pn ≤ tnm ≤ pn n ∈ Ωp (1.2g)

L'objectif de cette optimisation est de trouver les échanges T = (tnm)n,m∈Ω2

optimaux entre les agents minimisant les fonctions objectifs gn(pn) dépendant de la
puissance totale P = (pn)n∈Ω de chaque agent n. Ces fonctions peuvent inclure des
préférences hétérogènes pour les échanges βnmtnm. Ce terme peut aussi représenter
un terme exogène déterminé par les gestionnaires de réseau [25]. La contrainte
(1.2b) est l'antisymétrie des échanges car ce qui est acheté doit être vendu pour
être à l'équilibre. La puissance de chaque agent est la somme de ses échanges
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(1.2c). En�n la puissance et les échanges sont bornés (1.2e)-(1.2g) selon le type
des agents avec respectivement Ωc, Ωg et Ωp les consommateurs, les producteurs
et les consomm-acteurs ou prosumers.

Le type de problème que l'on doit résoudre pour le marché dépend de la forme
des fonctions coûts. En e�et, selon qu'elles sont discrètes [40] ou dé�nies par mor-
ceau [8], convexes ou non, les algorithmes utilisables di�èrent.

1.2.3 Gestion sous contraintes opérationnelles

Que la résolution soit centralisée ou décentralisée, la prise en compte des
contraintes opérationnelles reste un dé� à résoudre.

Le problème du Power Flow permet, à partir de la connaissance de la moitié
des grandeurs caractéristiques (tension en amplitude et angle V , θ et puissances
actives et réactives P , Q) sur les bus, de déterminer l'autre moitié [41]� [50]. Parmi
les n÷uds, un est choisi pour servir de référence à la tension (V = V0) et à l'angle
(θ = θ0). Les autres n÷uds sont des n÷uds PQ si l'on connaît les puissances ou
PV si l'on connaît l'amplitude de la tension et la puissance active. En notant
Y = G + iB, l'admittance des lignes, les équations de Kirchho� nous donnent la
relation suivante :

Si = Ei ·
∑
k

Y ∗
ik · E∗

k = F (θ, V ) (1.3)

Ce qui donne l'expression des puissances actives et réactives en utilisant la
tension sous sa forme angulaire :

Pi = Vi ·
∑
k

Vk · (Gik cos θik +Bik · sin θik) (1.4)

Qi = Vi ·
∑
k

Vk(Gik sin θik −Bik cos θik) (1.5)

Di�érents algorithmes existent pour résoudre ce type de problème, on pourra ci-
ter les principaux qui sont Newton Raphson (NR) et Gauss-Seidel (GS). D'autres
formulations existent, notamment lorsque le réseau est radial. En�n, pour faciliter
la résolution, le problème peut être découplé en séparant le problème des puissances
actives et réactives. Le problème peut aussi être approximé en linéarisant les ex-
pressions. Plus de détails sur les algorithmes et seront présentés dans le chapitre
suivant.

Historiquement, l'opérateur lance la simulation d'un Power-Flow (PF) après
la résolution du marché pour véri�er si les contraintes sont respectées. Si elles ne
le sont pas, les gestionnaires de réseaux interviennent pour déplacer les points de
fonctionnement des agents du marché pour ensuite relancer la simulation. Ceci
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est réalisé tant que la solution du marché ne respecte pas toutes les contraintes.
L'ensemble marché et PF, avec l'intervention indirecte du gestionnaire de réseau,
est ce que l'on appellera un marché exogène. Dans la littérature, on peut retrouver
ce type de marché dans [25] où une pénalité est ajoutée dans le marché pour
déplacer le point de fonctionnement.

1.2.4 Optimal Power Flow et Marché endogène

Comme vu précédemment, il est possible de prendre en compte les contraintes
du réseau par des interactions entre le gestionnaire de réseau et le marché. Cepen-
dant, ce type de fonctionnement demande de réaliser plusieurs fois les di�érentes
optimisations pour atteindre un optimum qui respecte les contraintes.

Ainsi, cette section montrera les problèmes qui permettent de prendre en compte
les contraintes du réseau directement dans la résolution du marché. Dans le cas
où l'on considère un marché centralisé, un problème d'Optimal Power Flow OPF
peut être posé. Dans ce problème ni les échanges entre les agents, ni les préférences
hétérogènes, ne sont pris en compte.

De manière générale, un Optimal Power Flow est un problème cherchant à
minimiser une fonction coût à l'échelle du réseau tout en respectant les contraintes
dans les lignes ou le plan de tension. C'est un problème hautement non convexe, qui
possède donc de nombreuses relaxations ou approximations et algorithmes pour
résoudre les di�érentes fonctions coût existantes avec di�érents choix de variable
[55]- [70].

Pour la suite, on considérera que la fonction coût à minimiser sera la somme des
fonctions coûts des agents. Cependant, cela pourrait être de manière non exhaus-
tive, la minimisation des pertes dans les lignes, la minimisation des échanges de
puissances réactive... Les vraies variables de décision sont les puissances des agents
sn. Pour faciliter la résolution (par exemple, la prise en compte des contraintes),
le vecteur d'optimisation, noté X pourra aussi contenir les tensions complexes
et les puissances dans les lignes en plus des puissances des agents. Le problème
d'optimisation peut s'écrire ainsi :

min
X

∑
n∈Ω

gn(sn) (1.6a)

t.q. contraintes physiques (1.6b)

contraintes operationnelles (1.6c)
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-
Contrairement à ce qui est souvent fait dans la littérature, on considé-
rera les consommateurs �exibles. Ainsi, pour prendre en compte leur
�exibilité, chaque consommateur aura sa propre fonction coût. C'est
donc bien les fonctions coût de l'ensemble des agents qui est considéré
et pas uniquement celle des générateurs.

Les contraintes physiques correspondent à l'application des lois de Kirchho�
(et donc à l'utilisation d'un PF). Tandis que les contraintes opérationnelles cor-
respondent aux bornes sur les grandeurs physiques que l'on doit respecter pour
garantir le bon fonctionnement du réseau. Cela correspond ainsi à des bornes sur
les puissances admissibles des agents, des bornes sur la tension à chaque n÷ud à
respecter et sur les �ux de puissances dans les lignes pour éviter les congestions.
La méthode de référence pour résoudre un OPF dans le cas général est l'utilisation
d'un point intérieur (IPM) [65].

Problème décentralisé Il y a plusieurs manières de décentraliser le problème
[17]. En e�et, pour un même problème, on peut complètement décentraliser sur
chaque bus [59] ou bien décentraliser sur des zones plus ou moins grandes [60],
[61], [62]. Par souci de concision, on se concentrera dans notre cas à un problème
totalement décentralisé avec un problème par bus. Mais la plupart des algorithmes
peuvent aussi s'appliquer dans le cas où il y a plusieurs bus par zone.

Problème relaxé Une relaxation convexe inclut, dans un espace convexe, l'es-
pace des solutions faisables non convexes des équations de l'optimal Power Flow.
Elle donne une solution meilleure que celle du problème original et permet de cer-
ti�er l'infaisabilité d'un problème. En e�et, si aucune solution n'est trouvée dans
le problème relaxé, c'est qu'il n'y en a pas dans le problème original. Sous certaines
conditions, la relaxation peut être exacte. Cela signi�e que le résultat du problème
relaxé est aussi l'optimum du problème original. Cependant, même dans ce cas-là,
les variables de décision peuvent être di�érentes. Sur le schéma Fig. 1.8, la forme
verte représente les solutions respectant les contraintes du problème non convexe.
L'espace en bleue présente une relaxation possible qui inclut l'espace du problème
original. Par exemple, ici, la solution du problème relaxé est exacte lorsque l'op-
timum de la zone bleue est aussi dans la zone verte. Il y a di�érents niveaux et
manières de relaxer ; en voici plusieurs [63](sans vouloir être exhaustifs).

� Semi dé�ni :Shor relaxation, Moment/Sum-of-Squares Relaxation Hierar-
chies...

� Second Cone Order : Jabr's Relaxation, QC Relaxation ...
� Linéaire/Quadratique : Network Flow, Copper Plate, The Taylor-Hoover,

McCormick...
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Figure 1.8 � Relaxation et approximation d'un problème non convexe

Problème approximé L'approximation d'un problème permet de le rendre
convexe et de le simpli�er grandement. Ceci est principalement fait sur l'OPF,
mais peut aussi être fait sur le problème de PF. Lorsque l'on approxime le pro-
blème, on obtient un nouvel espace de solution convexe. Mais cet espace n'inclut
pas l'espace original et n'est pas inclus dans celui-ci. La �gure Fig. 1.8 montre
qu'il existe des solutions dans l'espace vert qui ne sont pas dans l'espace rouge
et inversement. Ainsi, la solution trouvée n'est pas une borne de la solution origi-
nale (on pourrait peut-être trouver mieux) et l'on ne peut rien conclure quant à
l'infaisabilité d'une solution. Tout comme pour les relaxations, il existe plusieurs
niveaux d'approximation et de manière de les réaliser [63].

� Second cone Order : Jabr's Approximation, QPAC Approximation, The Ba-
radar�Hesamzadeh Approximation...

� Linéaire/Quadratique : autour d'un point, DC-PF [29], découplage P-Q ...

Marché endogène Dans l'hypothèse où un marché P2P atteint de grande di-
mension (en nombre d'agents et en quantité de puissance échangée), il devient
important de prendre en compte les contraintes du réseau. Lorsque l'on consi-
dère le problème d'OPF avec un marché décentralisé, on appelle cela un marché
endogène. Ce problème peut s'écrire ainsi (1.7). On cherchera à résoudre ce pro-
blème sous une forme totalement décentralisée ou avec juste la partie de marché
décentralisée.

min
T,P

∑
n∈Ω

(
gn(pn) +

∑
m∈ωn

βnmtnm

)
(1.7a)

t.q. (1.2b)− (1.2g) (1.7b)

contraintes physiques (1.7c)

contraintes operationnelles (1.7d)

Ainsi, le problème que nous allons considérer est le suivant, Fig. 1.9. Le mar-
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Figure 1.9 � Organisation du marché Simulé

ché est constitué d'agents qui s'échangent des messages. Ces agents injectent leur
puissance sur le réseau. Ce réseau est monitoré par un ou plusieurs gestionnaires
de réseau qui vont intervenir sur le marché pour faire en sorte que la solution du
marché respecte les contraintes. Le gestionnaire peut aussi simuler l'état actuel du
marché pour voir ses potentiels e�ets sur le réseau et donc intervenir avant que la
puissance ne soit réellement injectée. Le fait que les contraintes soient prises en
compte pendant la résolution du marché en fait ce que l'on appelle un marché
endogène. Ce type de marché est à opposer au marché exogène où le gestionnaire
impose des pénalités ou contraintes aux agents a priori pour espérer respecter les
contraintes.

On peut remarquer que cette modélisation permet de prendre en compte l'en-
semble des problèmes précédents. En e�et, en enlevant les contraintes de réseau,
on retrouve un marché. De plus, la représentation P2P du marché permettant de
représenter n'importe quelle con�guration, cette modélisation permet de garantir
la généralisation de ce travail.

1.3 Périmètre de l'étude

1.3.1 Problématique de recherche

La simulation est un pilier indispensable pour la gestion du réseau, pour l'op-
timisation des stratégies des agents, ou pour la véri�cation de nouvelles réglemen-
tations ou gestions avant exercice. Ces simulations sont soumises à de grandes
contraintes de temps. En e�et, lors du fonctionnement, il est important que les si-
mulations soient assez rapides pour permettre de réagir en temps réel. D'un autre
côté, les simulations à long terme peuvent être réalisées indépendamment du fonc-
tionnement. Cependant, la logique combinatoire lors des dimensionnements ou la
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plage de temps à regarder pour prévoir le futur rendent di�cile le fait d'empêcher
que les temps de calcul explosent et que la simulation devienne irréalisable.

Dans le cadre de cette thèse, on se concentrera sur la résolution du verrou du
temps de calcul d'application de simulations dites o�-line. C'est-à-dire que cette
application sera indépendante de tout e�et temps réel. Ainsi, la récupération de
données, l'acquisition, l'envoi de messages et traitement à la volée sont en dehors
du périmètre de cette thèse. De manière non exhaustive, cette application per-
mettra de véri�er le comportement du réseau face à des évènements extrêmes [72]
tout en garantissant une cohérence temporelle des données. Elle permettra aussi
de véri�er la robustesse du réseau face à des accidents matériels et des problèmes
de communications [21]. Simuler de vastes réseaux sur des intervalles étendus de-
vrait permettre de valider la pertinence de nouvelles approches de gestion [7] ou de
diverses combinaisons de productions, en tenant compte de diverses architectures
du réseau. Cela devrait aider les gestionnaires de réseau à entretenir, à investir et à
réaliser la plani�cation de leur réseau. Résoudre rapidement permettra de faire des
simulations combinatoires, telles que la sécurité à N-1 ou N-k (garantie de fonc-
tionnement lorsqu'il manque k équipements), ou de régler di�érents paramètres.
L'objectif étant d'être plus rapide que du temps réel, ces simulations pourront
aussi être utilisées dans une certaine mesure pour du temps réel. En�n, le frame-
work développé pourrait permettre d'entraîner plus rapidement des intelligences
arti�cielles.

Quels que soient les travaux de recherche dans ce domaine, la décentralisation
augmentant le nombre de calculs et ralentissant la convergence, les cas d'études
sont soit petits, soit soumis à des temps de calcul augmentant rapidement avec
la taille. En e�et, les applications ne peuvent pas s'appuyer sur la puissance de
calcul distribuée et sont donc réalisées de manière centralisée sur une seule machine
de calcul ou cluster. L'objectif dans cette thèse est donc de mener une démarche
détaillée tout le long du manuscrit appelée Adéquation Algorithme Architecture
dans un but d'accélération des calculs pour la simulation de ce type de problème.
Cette accélération devrait permettre de faire de la simulation de grands cas d'étude
sur de longues périodes de temps.

Comme démontré précédemment, la modélisation d'un marché endogène per-
met de déterminer le plan de puissance optimal de manière décentralisée en prenant
en compte les contraintes du réseau. De plus, cette formulation inclut les autres
problèmes majeurs de la gestion des réseaux électriques. Le marché pair à pair
étant une généralisation des autres organisations, tous les paradigmes peuvent être
résolus par cette formulation. Ainsi, appliquer cette démarche d'Adéquation Algo-
rithme Architecture sur un marché endogène pair à pair permet d'aussi optimiser
les autres types de problèmes.

Comme l'accélération des problèmes du réseau électrique est un domaine de re-
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Figure 1.10 � Di�érentes manières de résoudre le marché endogène

cherche très récent et que des travaux sont toujours en cours, nos solutions seront
organisées par blocs, Fig. 1.10. En e�et, on peut remarquer qu'il existe plusieurs
manières de résoudre un marché Endogène. Mathématiquement, un marché endo-
gène est un OPF où l'on considère les échanges entre agents. Le fonctionnement
actuel ressemble plus à un consensus entre un marché qui prend en compte les
échanges et un OPF qui considère les contraintes réseau. On pourrait aussi, comme
dans [26] relaxer les contraintes réseau dans les fonctions coûts des agents. Cette
organisation permet d'appliquer la démarche d'Adéquation Algorithme Architec-
ture (détaillé plus tard) sur l'ensemble des problèmes indépendamment et utiliser
les algorithmes de la littérature. Ainsi, si une nouvelle recherche découvre un nou-
vel algorithme ou bibliothèque pour résoudre un des problèmes, celui-ci peut être
inclus sans modi�er le reste de l'application.

L'organisation par bloc a aussi l'avantage dans un contexte d'application d'open
source de permettre plus facilement la collaboration entre les utilisateurs ou alors
de permettre aux utilisateurs d'inclure leur propre implication lors de leur utilisa-
tion.

De plus au-delà de l'accélération des blocs, une étude sur les interactions et
propriétés de l'ensemble pourra être réalisée.

Ce type de problème considère deux plans. Le premier est le plan matériel et
considère le réseau électrique (sa topologie et les grandeurs physiques). Le second
plan est économique et considère les acteurs (aussi appelés agents) du marché
électrique et leur échange économique.

1.3.2 Modélisation du réseau

Dans le cadre de ce travail, on supposera un réseau équilibré sans harmoniques.
Ceci nous permettra de ne considérer qu'une seule phase pour le réseau. Le réseau
est composé d'un ensemble B de bus et d'un ensemble L de lignes. À chaque ligne
l est associé un unique couple de bus (i, j). De même, il y a au plus une ligne pour
chaque couple de bus. Ainsi, on notera la correspondance l = (i, j) pour la ligne
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Figure 1.11 � Modélisation d'une ligne par un modèle en Π

l allant du bus i vers le bus j. Soit Y une grandeur caractéristique de la ligne
l = (i, j), les notations Yij et Yl sont équivalentes.

On notera Lb l'ensemble des lignes qui partent ou arrivent au bus b. On peut
dé�nir une matrice C représentant la correspondance entre les bus et les lignes, tel
que (ssi signi�ant si et seulement si) :

Cil = 1 ssi l = (i, j) (1.8a)

= −1 ssi l = (j, i) (1.8b)

= 0 sinon (1.8c)

Ces mêmes informations sont aussi stockées sous la forme d'une matrice CoresLB
de taille L∗2, où la ligne de la matrice correspond aux 2 bus de la ligne représentée
(CoresLBl = [i, j] si l = (i, j)).

Chaque ligne est modélisée par un modèle en Π [73], représenté sur la Fig. 1.11.
Il est important de noter que, lorsque i n'est pas utilisé comme indice, il représente
le nombre imaginaire tel que i2 = −1. Chaque ligne possède donc une impédance
en série notée zs = rs + i · xs = 1

ys
. Chaque ligne possède aussi une admittance

en parallèle y
c
= i · bc

2
à chaque bus. Pour chaque bus, une admittance shunt peut

être ajoutée y
sh
.

Ainsi, en notant respectivement g et b la partie réelle (réactance) et imaginaire
(susceptance) des admittances, l'admittance en série est notée y

s,l
= gl+ i · bl pour

chaque ligne l. On dé�nit l'admittance parallèle de chaque bus b comme étant égale
à yp,b = ysh,b +

∑
l∈Lb

yc,l.
Ainsi, on dé�nit respectivement deux vecteurs de taille L = |L| et deux de

tailles B = |B| pour stocker respectivement les parties réelles et imaginaires des
impédances en série des lignes et admittances en parallèle des bus.
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On dé�nit aussi deux matrices de taille B·B notéesGgrid etBgrid pour représen-
ter respectivement les réactances et les susceptances des lignes et des bus. Ces ma-
trices permettent de passer des tensions aux courants avec I = (Ggrid+ i ·Bgrid)E.
Ainsi, pour ces matrices, on a respectivement des termes non diagonaux non nuls
ssi une ligne existe entre les bus i et j, et valant Gij = −gs,l et Bij = −bs,l. Les
termes diagonaux sont égaux à :

Gii = gsh,i +
∑
l∈Li

gs,l

Bii = bsh,i +
∑
l∈Li

bs,l +
bc,l
2

(1.9)

Le fait d'utiliser ces deux manières de représenter les impédances nous permet-
tra de nous adapter aux di�érents algorithmes existants.

Chaque ligne possède également une limite thermique, celle-ci sera exprimée
en courant (noté I) ou en puissance (noté ϕ). Sur chaque bus, les inconnues sont
la tension et la puissance. On notera la puissance sbus = pbus + iqbus injectée
dans chaque bus (négative si soutirée). On notera W = (pbus, qbus) le vecteur des
puissances (actives puis réactives). Pour la tension, on pourra utiliser la notation
angulaire Eb = Vbe

iθb ou une notation rectangulaire avec Eb = eb + ifb. Quelle
que soit la notation choisie, on utilisera la notation E pour représenter le vecteur
stockant la tension de tous les bus. La puissance sur la ligne l = (i, j) sera notée
Sl = Sij = Pl + i ·Ql. Selon les équipements se trouvant sur le bus, 3 types de bus
sont possibles.

� Le bus de référence (n÷ud REF), impose la référence de tension du réseau,
ainsi Eb est connu, p et q sont à déterminer.

� Les bus avec des charges ou des productions d'énergies renouvelables sont
des n÷uds PQ, i.e. les puissances p et q sont connues et Eb est à déterminer.

� Les bus avec des producteurs contrôlables sont des n÷uds PV, c'est-à-dire
que p et Vb sont connus et il reste à déterminer q et θb.

Dans le cadre de cette thèse, on considéra une intégration massive des éner-
gies renouvelables. Ainsi, on considèrera que l'ensemble des n÷uds, sauf celui de
référence, sera des n÷uds de type PQ.

Dans le cadre d'un réseau de distribution, on supposera le réseau radial. Ainsi,
dans ce cas-là, on dé�nit Ab l'unique ancêtre du bus b (qui existe pour tous les bus
sauf celui de référence) et Cb l'ensemble des "enfants" du bus b (possiblement vide).
On pourra aussi noter respectivement Sb, lb et vb le �ux de puissance arrivant au
bus b, la norme du courant au carré arrivant au bus b et la norme au carré de la
tension au bus b (vb = V 2

b ). Un schéma peut être trouvé dans la Fig. 1.12.
Il existe de nombreuses relaxations et approximations du réseau pour simpli�er

les résolutions du PF ou de l'OPF en rendant le problème convexe. Dans cette
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Figure 1.12 � Ancêtre et enfants d'un bus b

thèse, on se contentera de deux possibilités.
� Dans le cas d'un réseau radial, on utilisera la relaxation du DistFlow, celle-

ci étant exacte sous certaines conditions [59]. Cette relaxation correspond
au fait de transformer l'égalité physique vb · lb = S2

b en inégalité.
� Dans le cas d'un réseau de transport, on utilisera une approximation DC,

étant une des approximations les plus courantes et pouvant bien se justi�er
sur les réseaux de transport.

Dans la suite de cette thèse, on parlera de modélisation du réseau AC dans le
premier cas, et DC dans le dernier cas. Les hypothèses induites par cette dernière
approximation sont les suivantes :

� la résistance r de chaque ligne est négligeable devant la réactance x : donc
zl ≈ i · xl et Yl = −i/xl = Bl · i pour toutes les lignes ;

� il n'y a pas de chute de tension entre les bus, chaque tension a donc pour
amplitude la tension de base Vb = V0 ;

� la di�érence d'angle entre chaque ligne est su�samment faible pour que
cos(δkm) = 1 et sin(δkm) = δkm.

1.3.3 Modélisation des agents

On considère Ω l'ensemble des N agents répartis sur les bus. Soit b un bus �xé,
on note Nb l'ensemble des agents situés sur ce bus. En supposant qu'un agent ne
peut être situé que sur un bus, on peut générer des vecteurs de correspondances qui
permettent de passer des bus vers les agents ou inversement. On notera aussi une
matrice I telle que Ib,n = 1 si l'agent n est sur le bus b et 0 sinon. Cette notation
permet de passer de la puissance des agents Pagent à la puissance injectée dans les
bus Pbus avec Pbus = I · Pagent. Cette modélisation permet aussi d'envisager des
cas où certains agents du marché gèrent plusieurs agents physiques et ont donc
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une in�uence sur plusieurs bus du réseau. Cependant, cette possibilité ne sera pas
explorée dans cette thèse.

Les agents peuvent être des consommateurs Ωc, des producteurs Ωg ou des
consommacteurs Ωp. L'organisation de ce réseau est consommateur centrique [74].
Cela signi�e que, comme pour le réseau actuel, ce sont les consommateurs qui,
par leur consommation, imposent le niveau de puissance à produire. Ainsi, la seule
volonté des producteurs �exibles est de produire su�samment pour les consom-
mateurs tant que le prix de vente est plus grand que le coût marginal de fonction-
nement. Les producteurs renouvelables ayant un coût marginal nul chercheront à
produire le plus possible. Ils seront donc modélisés comme des consommateurs avec
des puissances positives. Dans cette thèse, on supposera que les consommateurs
sont �exibles. A�n de pouvoir supposer que cette �exibilité est continue (et ne pas
devoir considérer l'activation d'un équipement). On supposera que chaque agent
�exible a accès à un moyen de stockage. Ce moyen de stockage ne sera pas modé-
lisé. Ainsi, le surplus ou le manque de consommation par rapport à leur puissance
visée P0, sera absorbée par le moyen de stockage.

Ainsi, chaque agent a une fonction coût représentant ce qu'il souhaite consom-
mer ou produire (P0) et le coût de s'éloigner de cet optimum. Pour un producteur
�exible, la fonction représente le coût de production d'une certaine quantité d'éner-
gie. Pour un consommateur ou un producteur renouvelable, le minimum correspond
à la puissance souhaitée par l'agent. La pente autour du minimum représente la
variation de prix nécessaire pour que ces agents acceptent d'utiliser leur �exibilité.
Ainsi, lorsque les prix sont bas (dé�cit de consommation), le producteur renou-
velable accepte de moins injecter et le consommateur pourra consommer plus.
L'inverse arrive si les prix augmentent. Cette fonction coût est a priori connue
uniquement de l'agent et rien n'impose de forme particulière lors du fonctionne-
ment réel. Cependant, pour réaliser la simulation de la gestion, il faut déterminer
les fonctions coûts des agents pour être capable de simuler le comportement des
agents. Cette connaissance sera utilisée pour le choix de l'algorithme a�n d'être
le plus rapide possible. Cependant, on simulera un problème décentralisé où seul
l'agent connaitra la valeur de sa fonction coût.

En se basant sur [25], [26], [21], on supposera pendant toute la thèse une fonc-
tion coût quadratique. Lors d'une optimisation, les termes constants n'in�uent pas
sur la position de l'optimum. Ainsi, les deux expressions suivantes pourront être
utilisées pour représenter la fonction coût des agents :

g(pn) = 0.5an · p2n + bn · pn = 0.5an(pn − P0)
2 (1.10)

On peut remarquer qu'en multipliant la fonction coût par une constante, la
puissance pour laquelle la fonction est minimale ne change pas. Ainsi, la valeur de
an n'a pas en soi d'impact sur la minimisation atteinte pour un agent seul, mais
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ce qui importera sera les rapports entre les di�érents an des agents. Le coe�cient
an représente la "�exibilité" des agents. En e�et, plus il est faible, plus les agents
sont �exibles, car la valeur de la fonction coût change moins vite en s'éloignant de
l'optimum. La valeur de an sera souvent choisie arbitrairement en fonction du type
de l'agent (consommateur, producteur contrôlable ou producteur renouvelable).

De manière générale pour un consommateur, la valeur de an représente sa
�exibilité, i.e. à quel point il accepte de s'éloigner de la puissance voulue (P0).
La valeur de bn est déterminée par l'emplacement du minimum : bn = −P0 · an.
La fonction coût d'un producteur renouvelable suit le même principe que celle des
consommateurs. Pour un producteur contrôlable, bn représente le coût variable de
production et an est faible pour à la fois permettre d'être strictement convexe tout
en ayant une fonction presque linéaire. On pourrait imaginer des expressions plus
complexes pour déterminer les valeurs de an et bn des agents. Par exemple, choisir
les coe�cients pour prendre en compte leur stratégie selon leur prévision, leur
moyen de stockage. . . Chaque agent possède aussi des limites sur les puissances
totales qu'il peut échanger, notées p

n
et pn qui permettent aussi de représenter

leur �exibilité. En e�et, que les valeurs de an et bn soient élevées ou basses, si
p
n
= pn, l'agent n'est pas �exible.
Il est intéressant de noter que cette fonction coût peut être étendue dans le

cadre d'un réseau multiénergie. On peut donc aussi prendre en compte la volonté
de consommation/production d'autres puissances, comme le thermique ou le gaz,
par exemple.

Le marché peut aussi être utilisé comme un artefact d'optimisation pour at-
teindre un point de fonctionnement respectant les contraintes. On peut ainsi ra-
jouter un marché de "puissance réactive" tel que l'optimum de ce marché respecte
les contraintes physiques du réseau. Ce marché n'a pas de but économique. En
réalité, l'idée d'acheter ou de vendre de la puissance réactive n'a pas de sens, car il
ne s'agit pas réellement d'une consommation. Cet artefact permettra par exemple,
de prendre en compte de manière décentralisée les consignes du gestionnaire de
réseau pour respecter les contraintes de tension. Le fait que les énergies renouve-
lables peuvent contrôler à la fois leur puissance active et réactive rend ce type de
résolution possible.

Quelle que soit la puissance considérée, on notera celle-ci avec la lettre q. La
nouvelle fonction coût des agents peut s'écrire :

gn(pn, qn) =
1

2
apnp

2
n + bpnpn +

1

2
aqnq

2
n + bqnqn (1.11)

Dans le cadre de la thèse, on supposera que chaque agent sera relié avec tous
les autres pour pouvoir échanger la puissance q. Le fait qu'un agent cherchera à
acheter ou vendre cette deuxième puissance (i.e le signe de la puissance visée Q0)
sera indépendant du type de l'agent. Ces échanges ne seront pas soumis à des
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préférences hétérogènes βq
nm = 0. En lien avec les modélisations rencontrées dans

le domaine des PF, on désignera sous les noms de "marché DC" ou de "marché
AC" un marché P2P sur lequel s'échangent uniquement de la puissance active ou
bien de la puissance active et réactive.

Lorsque l'on devra prendre en compte les pertes dans les lignes dans le cadre
d'un marché pur, un agent devra être ajouté. Cet agent devra échanger sur le mar-
ché pour "racheter les pertes" dans les lignes. Ceci permettra de forcer l'ensemble
des agents à produire plus tout en ayant un marché à l'équilibre. Cet agent n'est
pas physiquement présent sur le réseau.

Pour rappel, la modélisation choisie pour le problème est un marché pair à
pair, car il a été prouvé que ce type de marché était une généralisation de tous
les autres types de marchés (communauté, centralisée, hétérogène). Chaque agent
peut ainsi échanger avec n'importe quel autre agent. Cependant, le lien entre 2
consommateurs ou 2 producteurs étant inutiles (ils ne peuvent pas échanger), ils
ne seront pas considérés.

2 Les puissances de calculs mises en jeu

2.1 L'accélération matérielle

Durant les débuts de l'informatique, un grand e�ort était réalisé pour implé-
menter les applications voulues sous de grandes contraintes de temps de calcul et
de mémoire disponible. En e�et, la puissance de calcul du matériel disponible était
très limitée. La loi de Moore a prévu un doublement des transistors dans les puces
puis par processeur. Cette loi s'étant véri�ée, cela a permis de grandement relaxer
ces contraintes de développement.

En e�et, lorsqu'une application avait des contraintes physiques (de temps de
calcul ou de mémoire) à respecter. Il était plus rapide de faire des applications
sans e�ort d'optimisation et d'attendre la nouvelle génération de processeur ; que
de passer du temps à optimiser une application sur un processeur particulier. En
e�et, le gain d'optimisation de l'application sur un vieil équipement est plus faible
que celui apporté par l'amélioration de l'équipement.

La di�culté de dissiper l'énergie des pertes dans les transistors de plus en plus
petits couplée avec les latences d'utilisation d'autres composants (tel que les mé-
moires) a mis un arrêt à cette évolution rapide des performances. D'un autre côté,
l'augmentation des dimensions, de la complexité et des précisions demandées aux
di�érents modèles utilisés (quel que soit le domaine étudié) appelle une demande
pour une puissance de calcul de plus en plus grande.

Pour répondre à cette demande, deux voies concurrentes ont été explorées. La
première est le développement et l'amélioration de super-computer (ou supercal-
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Figure 1.13 � Application de la loi d'Amdahl

culateur). Cette voie est particulièrement coûteuse à cause de l'équipement néces-
saire. Ce genre de système est parfaitement adapté pour des entités centralisatrices,
comme pour notre cas la gestion actuelle du réseau électrique. En e�et, ce sont
les calculs réalisés dans les super calculateurs situé dans le Centre National d'ex-
ploitation du Système (CNES) de RTE qui permettent d'ajuster à tout moment la
consommation et la production. Cependant, l'utilisation de la parallélisation dans
un supercalculateur est soumise aux mêmes limitations que dans un processeur
classique : les dissipations thermiques limitent le nombre de n÷uds dans un vo-
lume donné, la communication entre les n÷uds (accès mémoire lointain) limite les
performances. Dans tous les cas, l'application est limitée par sa partie séquentielle.
En e�et, soit p la proportion du code pouvant être parallélisé et soit s le nombre
d'unités permettant la parallélisation (c÷urs, processeurs...), la loi Amdahl nous
donne l'accélération maximale atteignable :

SpeedUp =
1

1− p+ p
s

(1.12)

Cette loi, représentée dans la Fig. 1.13 nous montre que, quel que soit le nombre
de processeurs que l'on peut utiliser, il y a une accélération maximale atteignable
dépendant de la partie qui ne peut pas être parallélisée. Ainsi si 3/4 du code
peut être parallélisé, l'accélération maximale est de 5 même avec des milliers de
processeurs.

Dans le cas où un supercalculateur ne peut pas être utilisé, d'autres moyens
sont explorés. En e�et, de nombreuses autres technologies existent. Ainsi a�n d'at-
teindre les performances voulues sans avoir besoin de supercalculateurs, concevoir
l'unité de calcul est une solution. En e�et, le fait de concevoir un système sur puce
(SoC : system on Chip) pour une application spéci�que permet de n'en garder
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que l'essentiel et ainsi être plus e�caces.
Sans vouloir être exhaustifs, trois systèmes di�érents nécessitant une puissance

de calcul embarquée seront présentés.
Dans le domaine de la téléphonie, des besoins de plus en plus importants en

traitement d'image se font ressentir. En essaie ainsi d'ajouter dans le téléphone
des options de �ltre, reconnaissance d'image, retouche, etc. L'utilisation de cartes
hétérogènes ou SoC, composées directement des di�érents composants spécialisés,
permet d'améliorer grandement les performances pour une application donnée.
Ainsi on retrouve sur cette carte par exemple une unité DSP pour le traitement
du signal, une unité pour l'analyse d'image via l'IA. Cependant, la création de
telle puce n'est pas accessible pour tous, ainsi elles ne sont pas adaptées à du
prototypage.

L'utilisation de carte FPGA permet de concevoir une carte adaptée à l'utili-
sation à des coûts plus faibles. Ces cartes sont ainsi utilisées lors de la gestion
décentralisée d'un SmartGrid [100]. Pour que cette gestion soit possible, il faut
que le réseau possède des milliers d'unités permettant de mesurer l'état du réseau,
recevoir les messages, calculer les actions à réaliser et contrôler les équipements
alentour. Le design de ces unités de calculs est critique. En e�et, les tâches à réali-
ser sont multiples. La grande quantité d'unité à déployer nécessite que le matériel
utilisé soit peu cher (coût monétaire ou en matériau) et énergiquement performant
pour que le SmartGrid permette d'e�ectivement économiser de l'électricité.

Le troisième exemple [82] est la conception de véhicule autonome. Un grand
dé� de ce système est la capacité de se localiser et d'analyser l'environnement. La
méthode du SLAM (Simultaneous Localization And Mapping) peut être utilisée
pour réaliser cette mission. Cependant, ces algorithmes sont si demandants en res-
sources qu'ils sont testés sur des ordinateurs hautes performances. Le contexte de
la voiture autonome impose de grandes contraintes sur les performances en termes
de temps de calcul, de consistance des résultats et d'e�cacité énergétique. Dans ce
cas-là, la démarche d'adéquation algorithme vise à la fois à déterminer l'algorithme
le plus adapté tout en concevant l'architecture qui respecte les contraintes.

Pour rendre plus accessible cette grande puissance de calcul au plus grand
nombre se développe en parallèle le personal super-computer depuis le début des
années 2000. Ce système est une plate-forme d'accélération de calculs générale-
ment constituée d'un processeur CPU généraliste considéré comme l'hôte d'une
ou plusieurs cartes accélératrices telles que des Graphic Processing Unit (GPU),
des Massively Parallel Processor Array (MPPA) de Kalray, des Digital Signal Pro-
cessing (DSP), des puces FPGA ou en�n des Neural Processing Unit (NPU). Ces
systèmes peuvent être directement vendus en tant que personal super-computer
comme le système Nvidia DGX. Ces systèmes sont conçus pour permettre aux
entreprises (ou structures telles que les hôpitaux ou université) d'utiliser des mé-
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thodes très demandant en termes de puissance de calcul comme l'IA. De plus,
les ordinateurs grands publics sont eux même de plus en plus performants. Ainsi
l'utilisation de CPU avec des cartes accélératrices comme un GPU est possible
directement sur ces ordinateurs.

Quel que soit le système utilisé, a�n d'atteindre les meilleures performances,
la première étape est de déterminer quelles architectures, cartes et/ou utilisations
du cluster sont optimales pour l'application voulue. En parallèle de cette étape,
il faut adapter l'application ou l'algorithme pour utiliser optimalement le système
choisi. Le tout permettant de respecter les di�érentes contraintes de temps de calcul
(rapide/temps réel), de mémoire (stockage ou �ot de données), de consommation
(batterie, thermique) ...

La détermination des contraintes, des architectures compatibles et l'adaptation
des algorithmes pour réaliser l'application optimale est une voie de recherche dans
de nombreux domaines scienti�ques.

De nombreux travaux sur l'accélération d'applications sur les di�érents com-
posants CPU, GPU et FPGA ont déjà été réalisés. Ces applications sont dans
di�érentes thématiques très variées telles que (sans être exhaustifs) les radars [75],
la génomique, la biologie moléculaire [76], l'analyse d'option �nancière [77], médi-
cal [78], le traitement d'image [79]- [80] et la cartographie [81]...

Cependant, ces applications nécessitent systématiquement un important tra-
vail spéci�que sur l'algorithme à implémenter a�n d'exploiter les spéci�cités de
l'architecture cible. S'il est possible de récupérer des règles et certains résultats
démontrés, il reste di�cile de transposer ces résultats dans un autre domaine.

Les di�érences de caractéristiques entre les cartes accélératrices par rapport
au CPU font en sorte qu'uniquement certaines opérations sont e�caces sur ces
cartes. De plus l'utilisation de carte ajoute un surcoût dû au transfert mémoire
d'autant plus important que l'on accélère lorsque l'on est à de très grande di-
mension. Ainsi, un travail d'implémentation sans une bonne méthode risque de
donner des accélérations qui auraient pu être obtenues directement sur CPU en
optimisant l'implémentation [84]. De plus, que ce soit en comparant des langages
de programmation ( [85]), des algorithmes ( [41]) ou des architectures di�érentes
( [84]), on constate que l'in�uence du programmeur et de la plateforme de test est
loin d'être négligeable. Par exemple, l'article [41] contient à la �n de celui-ci une
discussion entre les reviewers qui posent des questions et les auteurs qui y réponde.
Dans cette discussion, les reviewers s'interroge sur le fait que leur implémentation
d'un des algorithmes présentés est bien plus rapide chez eux.

Ainsi des temps de calcul seront présentés dans cette thèse a�n de permettre
d'avoir une évaluation de la vitesse du simulateur proposé. Ceci permettant au lec-
teur de savoir l'ordre de grandeur de temps de la simulation de chaque problème,
et de se comparer avec l'état de l'art. Cette comparaison permettra de pointer les
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di�érences entre les implémentations, les langages ou le matériel utilisé (notam-
ment selon l'ancienneté de l'article). Les vrais points d'études de cette thèse seront
les suivants.

� La présentation et le suivi de la méthode Adéquation Algorithme Archi-
tecture a�n de permettre la réplication et l'analyse du travail réalisé. En
e�et, celle-ci étant dans les grandes lignes indépendantes de la technologie
de la carte CPU/GPU/FPGA utilisée ou des performances de programma-
tion. L'ensemble des étapes de cette démarche sera présenté dans le chapitre
suivant.

� L'accélération entre les di�érentes versions pour démontrer l'e�et d'optimi-
sation spéci�que et la comparaison des comportements des algorithmes.

� L'évolution du temps en fonction des dimensions du problème pour véri�er
si, en e�et l'implémentation permet ou non de résoudre le verrou scienti�que
du passage à l'échelle.

2.2 L'accélération des calculs dans le domaine du réseau

électrique

Les architectures utilisées pour accélérer les calculs dans le domaine du génie
électrique dépendent fortement du problème considéré. Ainsi, dans cette partie,
les manières d'accélérer seront séparées par problème.

2.2.1 Marché

Dans le cas de la résolution d'un marché centralisé ou décentralisé, l'archi-
tecture essentiellement utilisée est le CPU. En e�et, dans le cadre d'un marché
décentralisé, le passage à l'échelle, en matière de temps de calcul, du problème de
l'implémentation réel est garanti par sa décentralisation. Ce domaine étant encore
nouveau, les articles se concentrent sur l'implémentation et non pas sur le fait de
réaliser des simulateurs. Ainsi, les dimensions des cas d'études restant assez petites
dans ces articles, les temps de calcul restent assez faibles pour ne pas nécessiter
d'accélération matérielle. Par exemple, les articles [25] et [26] considèrent un cas
d'une trentaine d'agents sur un seul pas. L'article [38] considère une simulation
sur un an, mais le cas ne contient que 12 agents et 2 bus. Dans la majorité des cas,
le temps n'est même pas indiqué, car, lors de l'implémentation réelle, les calculs
seront parallélisés sur les di�érents agents et le temps dominant risque d'être les
communications [21].

Cependant, a�n de déterminer les propriétés algorithmiques des algorithmes de
décentralisation de marché l'étude de grands cas est nécessaire. Ainsi, [20] utilise
des super-Computer pour paralléliser les calculs sur di�érents c÷urs. Sur le cluster
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du DTU, 912 c÷urs divisés en 38 n÷uds ont été utilisés sur les 2500 c÷urs dont il
est composé.

Le framework MASCEM [30] permet de simuler le fonctionnement d'un marché
en se concentrant sur les stratégies des di�érents agents se basant sur des données
historiques de la prévision ou de l'apprentissage. Chaque agent est créé sur un
thread Java permettant de paralléliser les calculs. Cet article ne fournit aucune
indication sur la durée nécessaire, mais, d'après [31], la version initiale, qui ne
tenait pas compte des stratégies les plus évoluées, mettait 1 minute pour traiter
un cas avec 24 agents. Ce temps étant beaucoup trop long pour respecter les
contraintes de temps inhérentes à de la simulation pour de la prise de décision.
L'architecture du code a été modi�ée et des heuristiques ont été ajoutées pour
pouvoir réduire le temps de calcul et être plus de 10 fois plus rapides. La nouvelle
version met 1 min pour environ 1500 agents, ce qui peut être toujours trop lent
pour certaines applications. Ainsi, un temps compris entre 4 et 20 s est atteignable
via l'utilisation d'heuristique et en diminuant le nombre d'agents.

2.2.2 Power Flow

Le problème de Power Flow est une résolution d'un système d'équations non
linéaires. Ce problème était historiquement résolu sur des super-Computer [42] qui
fonctionnaient sur des milliers de n÷uds. Pour que des chercheurs puissent résoudre
ce problème sur leurs ordinateurs personnels, de nombreuses recherches algorith-
miques ont été menées [41], [43]. Ces recherches visaient à trouver les meilleurs
algorithmes pour résoudre ce problème ou améliorer ceux existant, par exemple
en changeant l'utilisation de la mémoire. Les temps nécessaires pour résoudre des
cas de même envergure peuvent varier considérablement en fonction du matériel
utilisé et du programmeur, allant de quelques secondes à quelques minutes (voir
les commentaires des relecteurs dans la discussion de [41]).

La recherche plus récente utilise les avancées dans les cartes accélératrices de
type GPU et FPGA pour paralléliser les calculs. L'utilisation du GPU permet
d'accélérer les calculs à partir d'une certaine dimension du problème [44]. Celle-ci
peut aussi se faire grâce à l'utilisation de texture en ayant linéarisé le problème
pour faciliter la résolution [45]. Le GPU permet aussi de faire la résolution de mul-
tiple Power-Flow en simultané [46]. Une accélération de 2 pour une résolution de
200 cas avec 9241 bus en simultané est atteinte par rapport à une version sur CPU
sérialisé. Cette faible accélération montre l'importance d'optimiser le partitionne-
ment sur CPU-GPU : paralléliser ne su�t pas. Dans [47], l'évaluation de milliers de
Probalistic Power Flow est rendu 165 fois plus rapide avec l'utilisation d'un GPU
plutôt qu'une bibliothèque KLU sur CPU. En ce qui concerne l'utilisation de carte
FPGA, l'article [48] estime qu'un speed-up d'au moins 10 est atteignable avec
leur implémentation sur FPGA de l'algorithme de recherche de racine, Newton-
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Rapshon. L'article [50] montre que la méthode Jacobi tombe en désuétude pour
les applications sur CPU, mais qu'elle est extrêmement parallélisable et pourrait
devenir plus e�cace sur FPGA que les algorithmes plus usuels.

2.2.3 Optimal Power Flow

L'Optimal Power Flow est vraiment l'un des problèmes majeurs de la gestion
du réseau électrique et l'un des problèmes où le verrou calculatoire est le plus
visible. Pour rappel, même avec la puissance disponible de RTE et avec le réseau
actuel, l'OPF est trop lent pour être calculé sans approximation [8]. En e�et, le
problème d'OPF sur le réseau couple les contraintes de calculs en grande dimension
et le fait que le problème soit non convexe.

Tout comme pour le Power-Flow, la première étape d'accélération a été l'étude
des di�érents algorithmes et di�érentes formulations permettant de résoudre le
problème. De par les reviews très fournies, on peut voir les innombrables algo-
rithmes existant pour résoudre [55]- [58]. De cette riche littérature, il en ressort
que les algorithmes déterministes les plus e�caces (c'est-à-dire hors Intelligence
arti�cielle et méthodes stochastiques) sont les points intérieurs (et leur variation)
dans la plupart des cas. Cependant, les relaxations possibles, notamment dans
les réseaux de distribution, peuvent être exactes et permettent d'utiliser des al-
gorithmes plus e�caces [63]. La linéarisation DC ou le découplage P-Q sont des
approximations qui continuent d'être utilisées en raison de leur grande simplicité
et de leurs résultats robustes. À ces di�érents algorithmes se rajoute la décentra-
lisation permettant d'augmenter le parallélisme pour éventuellement réaliser une
implémentation distribuée [17].

L'utilisation de GPU pour accélérer les calculs de l'Optimal Power Flow est
un domaine très récent. Ainsi, on pourra remarquer que certains articles ont tout
juste un an. Selon l'article [64], l'utilisation d'un GPU permet d'obtenir un facteur
d'accélération de 4 lors d'un démarrage à froid (cold-start) et d'environ 100 lors
de la simulation de plusieurs pas successifs par rapport au solveur Ipopt sur CPU.
Les mêmes auteurs proposent une version en programmation mixte non linéaire
et entière sur GPU dans [40]. Dans ce type de problème, l'accélération entre GPU
et CPU est d'un facteur 4.7 sur un cas à 300 bus. Les auteurs de [65] proposent
un solveur de type point intérieur pour résoudre un AC-OPF sur Julia. Ce solveur
permet la réduction du temps de calcul des cas à partir de 104 variables. Le facteur
d'accélération atteint 5 pour le passage sur GPU de leurs méthodes. Ce facteur
atteint plus de 10 si leurs méthodes sont comparées avec les méthodes de l'état de
l'art (Ipopt, JuMP.jl, and Ma27).

Dans [66], le calcul d'un Stability Constrained OPF est accéléré jusqu'à 25 fois
pour un cas d'environ 13000 bus par rapport à une version CPU en séquentiel.
L'article montre que l'utilisation d'un CPU à plusieurs c÷urs permet de diviser
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par deux ou trois le temps de calcul (le GPU ne devenant qu'un peu plus de 6 fois
plus rapide).

L'utilisation d'une carte FPGA pour résoudre un DC-OPF est décrite en détail
dans [70]. Ils prévoient grâce à leur implémentation un speed-up d'au moins 3.

3 Conclusion sur l'état de l'art et contribution

3.1 Temps de calcul de la gestion du réseau électrique

L'objectif de cette partie est de synthétiser les principaux articles de l'état de
l'art sur lesquels se basera la thèse. On regroupe ainsi dans les tableaux séparés par
problème les di�érents travaux sur les algorithmes et les architectures en indiquant
les dimensions du problème et les matériels utilisés. Pour rappel, B indique le
nombre de bus considéré et N le nombre d'agents. Comme il est possible qu'il n'y
ait aucun agent sur un bus, ou que plusieurs soient présents sur un autre, ces deux
nombres sont indépendants.

Table 1.1 � Référence de l'état de l'art pour les problèmes de marché

Article Formulation cible taille temps

matérielle (N / B)

[25] ADMM CPU 31 /39 9.5s
[26] ADMM CPU 31 /39 59s

I5-7200U
[38] CI + CPU 12 / 2 0.1s

gradient I7-6500U
[20] CI 2 Intel Xeon 25 /0 0.1s

2650v4 300 / 0 28s
[30] MASCEM CPU 24 /0 58s
[31] MASCEM CPU 24 /0 4s

1446 / 0 65s

Le Tab. 1.1 résume les temps de calcul pour di�érentes résolutions de Marché.
Il est important de noter que les formulations MASCEM sont centralisées là où
toutes les autres sont des marchés décentralisés.

L'article [26] simule un marché sur le même cas que [25]. Cependant le premier
est un marché endogène, ce qui explique des temps de calcul plus long. Pour [38], le
temps indiqué est un temps moyen sur un an avec un pas horaire. En�n pour [20]
les temps indiqués dont dû à la communication entre les n÷uds de calculs.
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On peut voir la di�érence entre [30] et [31] qui montre l'importance d'optimiser
la simulation pour gagner du temps. L'optimisation de MASCEM nécessitant de
changer l'ensemble de l'architecture, ceci montre l'importance d'optimiser avant
l'implémentation et de privilégier une implémentation qui permet une optimisation
sans devoir tout changer. L'article [20] montre qu'en parallélisant les calculs il est
possible de réduire drastiquement le temps de calcul de telle sorte que les temps
mesurés sont les temps de transfert de données entre les n÷uds.

Cependant, il ressort de ce tableau qu'actuellement la simulation à grande
échelle de réseau pair à pair n'est pas possible. En e�et, dans le cas où l'on considère
un marché complètement connecté, le nombre d'échange a une variation quadra-
tique par rapport au nombre d'agents. Ainsi, une multiplication par 10 du nombre
d'agents implique une multiplication par au moins 100 des temps de calcul. Ainsi,
même en utilisant un supercalculateur, le calcul d'un pas de temps d'un marché de
plusieurs milliers d'agents, nécessite presque une heure. Il devient donc impensable
de simuler plusieurs dimensionnements sur plusieurs pas de temps.

Dans le tableau Tab. 1.2 peuvent être trouvés des exemples de temps de cal-
cul de di�érents PF sur des architectures CPU-GPU. Aucun temps n'est indiqué
pour des FPGA, car les articles se concentrent sur le speed-up atteignable de leur
implémentation, mais n'ont pas mesuré de temps. On peut voir avec ces exemples
que l'augmentation des dimensions du problème peut impliquer une augmenta-
tion drastique des temps de calcul. Par exemple dans [41] où une multiplication
par 2 de la taille donne un temps multiplié par 10. La di�érence entre les temps
de calcul montre que l'utilisation d'une carte accélératrice de type GPU permet
d'e�ectivement réduire les temps de calcul.

On peut cependant remarquer une grande disparité entre les temps qui ne
représentent pas la même opération pour tous les articles. On peut remarquer
que [49] met plus de temps pour calculer une fois la Jacobienne d'un cas de taille
2383 que [46] pour résoudre 200 cas de taille 9241. Les temps de [44] ne considèrent
que le calcul du pré-conditionneur de Chebyshev. On remarque aussi que [41] et [42]
ont des temps très élevés, mais cela est sûrement dû à l'ancienneté des articles et
donc aux faibles performances du matériel.

Le Tab. 1.3 donne des ordres de grandeur des temps pour la résolution d'OPF.
On peut voir que l'OPF peut exister sous di�érentes formes avec des variables
discrètes comme [40], ou non. Il peut aussi être résolu de manière décentralisée,
avec des fonctions coût quadratiques ou linéaires, etc. Quel que soit le problème
considéré, il apparait de manière assez claire que le temps de calcul augmente plus
que linéairement avec les dimensions du problème. La référence [29] nous montre
l'importance de bien choisir la formulation et l'algorithme pour réduire les temps
de calcul. En e�et les di�érents temps de cet articles sont obtenus en utilisant
di�érent algorithmes.
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Table 1.2 � Référence de l'état de l'art pour les problèmes de Power Flow

Article Formulation cible taille temps

NR 30 102s
[41] NR CPU 57 1019s

GS VAX-ll /785 30 40s
GS 118 800s

[42] NR IBM 7040 487 51.57s

DC-PF 8-core Intel 188 0.9ms
[44] via NR et Xeon E5607 2736 200ms

Gradient GPU Nvidia 188 1.5ms
Conjugué Tesla M2070 2736 4.2ms

DC - PF dual core 118 1.1s
[45] avec Pentium 4 1000 390s

Gauss GPU Nvidia 118 0.48s
Jacobi 7800 GTX 1000 93s

Intel Xeon 14 0.1s
[46] PF- NR E5-2620 9241 197s

GPU Nvidia 14 1.5s
Tesla K20c 9241 86s

CPU 14 20ms
[49] PF - NR I7-6500U 2383 865s

GPU NVIDIA 14 0,07s
GT745m 2383 20.47s

On peut remarquer que des implémentations e�caces et open sources ont pu
être présentées pour la résolution d'AC-OPF sur GPU. Toutes les citations [64]-
[67] se concentrent sur la résolution d'un OPF sur réseau maillé. Ainsi pour cette
thèse on implémentera uniquement des OPF sur réseau radiaux.
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Table 1.3 � Référence de l'état de l'art pour les problèmes de Optimal Power
Flow

Article Formulation cible taille temps

[59] décentralisé Intel Core 108 16s
via ADMM i5 2065 1153s

[29] décentralisé CPU 48 > 0, 3s
DC-OPF < 483s

OPF CPU 30 212.9s
[68] par E5-2650 300 37 000s

Essaim de GPU Nvidia 30 13.1s
particules Tesla K20c 300 2 300s

Stability Intel Xeon 678 15s
[66] Contraint E5-2650 12 951 1063s

OPF GPU Nvidia 678 7.2s
IPM Tesla K20c 12951 163s

Intel Xeon 9 4.1s
[40] OPF 6140 300 653s

MINLP GPU Nvidia 9 9.9s
Quadro 300 140s

décentralisé Intel Xeon 1354 2.4s
[64] OPF 6140 70k 469s

ADMM + GPU Nvidia 1354 2s
ExaTron [71] Quadro GV100 70k 99s

centralisé CPU 1354 0.7s
[65] OPF 30k 16.79s

IPM GPU Nvidia 1354 0.73s
30k 94.62s

MatPower 30 0.06s
[8] (MINOS) Intel 300 6.3s

C 3.3Gz 30 0.05s
PDIPM 2383 12s

Intel E5649 30 1s
[67] MatPower Westmere 2383 149s

PDIPM GPU Nvidia 30 4.3s
Tesla M2070 2383 46s
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3.2 Contributions

L'analyse de l'état de l'art nous permet de remarquer qu'aucun travail d'ac-
célération matériel n'a été proposé pour le problème de marché décentralisé. En
e�et, l'objectif étant la démonstration de l'e�cacité de mécanisme de gestion et
qu'une hypothèse est le fait que le marché P2P a une in�uence négligeable sur le ré-
seau, très peu de simulations considèrent des cas à grande dimension. L'article [20]
augmente les dimensions du marché simulé, et l'utilisation d'un supercalculateur
permet de maintenir des temps de calcul faibles. Cependant, ce type de matériel
n'est pas accessible à tous, et 300 agents restent une valeur assez faible devant les
dimensions sur réseau réel. Un marché endogène a été proposé dans [26], mais les
temps de calcul obligent à se limiter à des simulations à faible dimension. De plus,
les contraintes sont prises en compte sous la forme d'un DC Power-Flow, ce qui
peut ne pas être su�sant. Les contributions de cette thèse sont :

L'adéquation algorithme architecture d'un marché Pair à pair Thomas,
Beatrice, et al. "Hardware�software codesign for peer-to-peer energy market reso-
lution." Sustainable Energy, Grids and Networks 35 (2023) : 101122.

L'optimisation d'un partitionnement GPU d'appels kernels pour le mar-
ché Pair à Pair Thomas, Beatrice, et al. "Optimization of a peer-to-peer electri-
city market resolution on GPU." 2022 IEEE International Conference on Electrical
Sciences and Technologies in Maghreb (CISTEM). Vol. 4. IEEE, 2022

Analyse de l'algorithme PAC et de la parallélisation sur CPU avec
OpenMP pour le marché pair à pair Thomas, Béatrice. "Propriétés al-
gorithmiques des simulations de Smartgrid sur CPU-GPU." Journées couplées du
GDR SEEDS et de la conférence JCGE-Jeunes Chercheurs en Génie Electrique.
2024

Optimisation sur CPU-GPU et analyse en grande dimension d'un DC
maché endogène Thomas, B., et al. "GPU Optimisation of an Endogenous
Peer-to-Peer Market with Product Di�erentiation." 2023 IEEE Belgrade Power-
Tech. IEEE, 2023.

L'adéquation algorithme architecture d'un power Flow Thomas B, El
Ouardi A, Bouaziz Samir, Le Go� Latimier R, Ben Ahmed H. "Adéquation Al-
gorithme Architecture pour le calcul d'un AC-Power Flow." Symposium de Génie
Électrique. 2023
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Implémentation sur GPU d'un optimal power �ow Thomas, Beatrice, et
al. " Acceleration of a decentralized radial AC-OPF on GPU." 2024 IEEE Power
& Energy Society Innovative Smart Grid Technologies Conference (ISGT). IEEE,
2024

Ainsi une des premières contributions de cette thèse sera l'accélération via la
méthode d'Adéquation Algorithme Architecture d'un marché pair à pair [110]. Un
accent a été mis sur la parallélisation a�n de tirer le maximum des caractéris-
tiques matérielles du GPU [111]. Pour compléter cette étude, l'algorithme PAC
et la parallélisation avec openMP ont été testés [114]. Le partitionnement d'un
DC marché endogène avec une étude du comportement à grande échelle avec une
solution pour contrer les problèmes de précision a été proposé dans [112]. L'Adé-
quation Algorithme Architecture a ensuite été appliqué au problème de Power-
Flow [113]. L'implémentation GPU d'une résolution d'un OPF sur réseau radial a
été faite dans [115]. Le tout a permis de réaliser l'Adéquation Algorithme Ar-
chitecture sur le marché Endogène. L'étude d'un des algorithmes du marché
endogène a été proposé à PowerTech et un article présentant l'application de la
démarche sur le marché Endogène est en cours de rédaction.

Chaque code utilisé pour un article possède son propre répertoire sur gitlab
(dont le line est disponible dans l'article). Le lien https://github.com/beatho/

EndogenousP2PMarket permet d'accéder à un répertoire contenant l'ensemble des
codes de cette thèse.

3.3 Organisation du manuscrit

Même si les di�érents problèmes de marché P2P, PF, OPF sont indépendants,
l'objectif central est de réaliser un marché endogène en suivant la démarche Adé-
quation Algorithme Architecture (A3). Cette méthode ne dépendant pas du pro-
blème considéré, c'est le suivi de cette méthode qui rythmera ce manuscrit. Mais
pour les lecteurs cherchant un problème en particulier, les parties se rapportant à
chaque problème sont les suivantes :

� Marché : application des algorithmes 3.3, partitionnement 4.2.1, complexité
4.3.2, optimisation 4.4.4, résultats 5.2.1 et 5.3.1

� PF : application des algorithmes 3.2, partitionnement 4.2.2, complexité
4.3.3, optimisation 4.4.6

� OPF : application des algorithmes 3.4, partitionnement 4.2.3, complexité
4.3.4, remarques sur la convergence en Annexe 4

� Marché endogène : application des algorithmes 3.5, partitionnement 4.2.4,
complexité 4.3.5, optimisation 4.4.5, résultats 5.2.2 et 5.2.3 et 5.3.2 et 5.3.3

L'organisation du manuscrit est donc la suivante. La partie II porte sur la
présentation de la méthode Adéquation Algorithme Architecture, le choix des mé-
triques, algorithmes, architectures et cas d'étude. La partie III présentera l'ap-

https://github.com/beatho/EndogenousP2PMarket
https://github.com/beatho/EndogenousP2PMarket
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plication des algorithmes précédents sur les di�érents problèmes et leur validation
fonctionnelle sur CPU en indiquant des premiers temps de calcul. La partie IV pré-
sentera le partitionnement sur GPU des di�érentes méthodes avec l'analyse par
blocs fonctionnels de la complexité et des dépendances a�n de réaliser la réécriture
algorithmique des problèmes a�n de les adapter au GPU. La partie V présentera les
résultats pour les métriques considérées avec une étude de sensibilité. On pourra
en�n conclure sur le travail réalisé et les perspectives pour des travaux futurs.
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1 Introduction
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Tout d'abord, on peut remarquer qu'il y a deux types de but pour les articles :
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soit l'objectif est de faire une démonstration de la validité fonctionnelle de l'al-
gorithme proposé, soit l'objectif est de permettre l'utilisation d'un algorithme à
grande échelle. Dans le premier cas, la démonstration est réalisée sur un cas de
petite taille, le temps n'est donc pas une contrainte et celui-ci peut ne pas être
indiqué. Souvent, ce genre de cas repose sur le fait que l'algorithme est décentralisé
et que l'implémentation parallèle restera aussi rapide qu'à petite échelle. Dans le
second cas, un travail d'accélération des algorithmes est proposé, soit en paralléli-
sant sur CPU, GPU ou FPGA, soit en utilisant des clusters de calcul. Cependant,
ces travaux d'accélération se concentrent sur la détermination de l'état du réseau,
via principalement des PF [44]- [48] et des OPF [64]- [67].

Le problème de marché endogène que nous allons traiter dans le cadre de la
thèse fait partie de la première catégorie. C'est-à-dire qu'il y a déjà eu des articles
traitant de ce problème, mais qu'aucun travail d'accélération n'a eu lieu. Comme ce
qui a été montré, les temps de calcul posent un verrou scienti�que à la simulation à
grande échelle de la gestion du réseau électrique. L'objectif de cette thèse est donc
de suivre une démarche d'Adéquation Algorithme Architecture pour résoudre ce
verrou dans le cas d'un marché endogène.

L'Adéquation Algorithme Architecture a été théorisée pendant les années 90,
notamment dans le domaine du traitement du signal et est devenue un thème
complet du groupe de recherche (GDR) ISIS (anciennement TdSI). Cette méthode
consiste "à étudier en même temps les aspects algorithmiques et architecturaux en
prenant en compte leurs interactions, en vue d'e�ectuer une implantation optimisée
de l'algorithme (minimisation des composants logiciels et matériels) tout en rédui-
sant les temps de développement et les coûts �naux de l'application étudiée" [83].
Ceci permet de viser deux objectifs distincts : l'amélioration des techniques de
"prototypage rapide" (par exemple en prenant en compte en amont les contraintes
énergétiques d'une application embarquée) et la réalisation d'une démarche de
conception conjointe logicielle matérielle a�n d'améliorer les performances �nales
pour un moindre coût.

Cette démarche est composée de plusieurs étapes à suivre. Ce chapitre pré-
sentera ces di�érentes étapes. Ensuite, la présentation et le choix préliminaire des
métriques, algorithmes, architectures et cas d'études seront réalisés.

2 Méthodologie A3

La méthode Adéquation Algorithme Architecture comme indiqué par son nom
est une méthode consistant en l'analyse simultanée de l'algorithme et de l'architec-
ture a�n de réaliser un prototypage rapide de l'application et obtenir les meilleures
performances. L'analyse de l'algorithme comprend celle de la méthode de résolu-
tion du problème et celle de la manière de gérer la mémoire avec les variables
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utilisées. L'architecture est dé�nie par le type du matériel utilisé (par exemple,
quel type de carte accélératrice est utilisé) et la technologie utilisée. En e�et, selon
que la technologie est plus ou moins récente, le matériel aura accès à plus ou moins
de ressources physiques de calcul et de mémoire. Ces di�érences pourront impacter
les temps de calcul.

Selon l'axe de recherche du GDR ISIS sur l'A3 cette méthode repose sur 4 axes
principaux :

� la modélisation générique de l'algorithme et de l'architecture,
� la caractérisation de l'algorithme et de l'architecture pour l'exploration de

l'espace de conception,
� l'évaluation de performances et des optimisations de l'ensemble des implé-

mentations considérées,
� la génération de code et le test sur les architectures matérielles retenues.
Un schéma représentant l'ensemble de la démarche peut être vu Fig. 2.1. La

première étape (en bleue) est de choisir l'application qui est ciblée et les contraintes
qu'elle devra respecter. On identi�era aussi les verrous devant être résolus par la
démarche. Comme présenté dans le chapitre précédent, notre application est un
marché endogène. Les contraintes associées sont que l'expression du problème doit
être décentralisée avec des contraintes de respect de la vie privée des agents (c'est-
à-dire ne pas utiliser trop d'informations). De plus, l'application doit être réalisée
pour de la simulation, notamment dans le cadre de la recherche. Ainsi, les perfor-
mances doivent être atteintes sur des ordinateurs classiques, c'est-à-dire utilisant
des processeurs modernes, mais sans être des super-ordinateurs. L'optimisation
visée est principalement la réduction du temps de calcul pour être le plus rapide
possible.

La seconde étape se base sur l'état de l'art pour identi�er les métriques per-
tinentes pour déterminer les critères de sélection des algorithmes permettant de
réaliser l'application cible en respectant les contraintes. Ces métriques nous per-
mettront aussi de réaliser une évaluation et des comparaisons entre les di�érentes
applications réalisées. Une sélection des architectures utilisées et des jeux de don-
nées qui seront utilisés pour évaluer les performances �nales est aussi nécessaire.
L'ensemble de ces points sera vu dans ce chapitre.

La troisième étape consiste en l'étude de l'utilisation des algorithmes sur notre
application. Une fois la validation fonctionnelle réalisée, l'algorithme sera séparé en
di�érents blocs fonctionnels, donnant des schémas sous la forme Fig. 2.2. L'étude de
ces blocs en matière de charge de travail, de complexité, de dépendance des données
et de temps de calcul donnera des informations sur les goulots d'étranglement de
l'algorithme et sur la parallélisation possible des étapes. Cette dépendance pourra
être représentée sous la forme de graphe acyclique, Fig. 2.3.

Ces informations nous permettront de déterminer les voies d'optimisation de
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Figure 2.1 � Méthode Adéquation Algorithme appliqué à notre problème

Figure 2.2 � Séparation d'une application en blocs fonctionnels

l'application. Ainsi, on pourra optimiser l'ensemble en e�ectuant une ré-écriture
algorithmique, et en optimisant l'implémentation pour prendre en compte les ca-
ractéristiques physiques d'un partitionnement sur CPU-GPU. Pour chaque appel
kernel ayant plusieurs voies d'optimisations contradictoires, toutes les versions se-
ront implémentées et la sélection sera réalisée par un benchmark permettant de
positionner les di�érentes versions sur la Roo�ine. Plusieurs implémentations d'un
même algorithme pourront être réalisées pour permettre la comparaison des com-
portements de l'ensemble de l'algorithme et non pas des appels kernels individuels.



2. MÉTHODOLOGIE A3 73

Figure 2.3 � Représentation d'une application sous forme de graphe acyclique

Une fois l'ensemble des étapes de l'optimisation réalisé, une étude des résultats
obtenus sur les di�érents cas tests sélectionnés permettra de réaliser des comparai-
sons avec l'état de l'art et entre les di�érents couples algorithme et architecture.
La sensibilité de ces résultats pourra être évaluée en fonction des paramètres des
cas d'études, de paramètre de l'algorithme ou de l'architecture pour un même type
de matériel.

2.1 La Roo�ine

Pour analyser les performances d'un algorithme donné sur une certaine archi-
tecture, le modèle de la Roo�ine peut être utilisé. Pour cela, ce modèle s'intéresse
aux limitations matérielles et à leurs interactions avec l'application. Dans la ver-
sion la plus simpli�ée, on dé�nit une architecture par deux paramètres. Le premier
est le débit pour l'accès à la mémoire (β) en Mbytes/s. Le deuxième est le pic de
performance de l'architecture, soit le nombre maximum d'opérations par seconde
pouvant être e�ectuées, noté π.

Deux éléments sont nécessaires pour dé�nir une application : le travail W ,
qui correspond au nombre d'opérations que l'algorithme doit exécuter, et le tra�c
mémoire Q, qui correspond à la quantité de mémoire qui doit être déplacée. On
dé�nit donc l'intensité algorithmique I = W

Q
comme le nombre d'opérations par

octet de mémoire déplacé.
Par conséquent, pour illustrer les attributs des applications et du matériel,

on représente la puissance de calcul P en GFlop/s (en milliard d'opérations par
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Figure 2.4 � Exemple d'une Roo�ine

seconde) en fonction de l'intensité algorithmique. Pour un matériel donné, on peut
approximer la performance par P = min(β ∗ I, π). Ceci représente la performance
maximale atteignable par les applications sur ce matériel en fonction de leurs
intensités. En posant Ilim = π

β
, on peut identi�er deux limites pour une application

donnée. Si I ≤ Ilim, cela signi�e que l'application sera limitée par la mémoire
(memory bound). C'est-à-dire que les unités de calculs devront attendre les accès
mémoires pour calculer. À l'opposé, si I ≥ Ilim l'application sera limitée par les
calculs (compute bound). Le graphe en résultant est sur la Fig. 2.4. Ainsi, pour
optimiser le temps de calcul dans le premier cas, il vaut mieux faire plus de calculs
(recalculer une valeur que l'on stocke autre part, par exemple) si cela permet
d'économiser des transferts mémoires.

3 Choix des métriques

L'objectif de cette partie est de présenter les di�érentes métriques qui seront uti-
lisées pour caractériser tous les triptyques algorithme, architecture et cas d'étude.
On commencera par présenter des métriques utilisées dans l'état de l'art. Ensuite,
on justi�era les métriques conservées dans la suite de cette thèse. A�n de dif-
férencier plus facilement les leviers d'action agissant sur les métriques, celles-ci
seront séparées en deux catégories. On les appellera métriques algorithmiques et
métriques architecturales.

Cependant, il est important de préciser que, même si une métrique est présentée
comme algorithmique, cela ne signi�e pas qu'elle dépendra uniquement de l'algo-
rithme. Dans tous les cas, c'est bien l'ensemble du couple algorithme-architecture
sur un cas donné qui va être évalué. On étudiera aussi l'évolution de ces métriques
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avec les dimensions du problème (on parlera du passage à l'échelle de l'implé-
mentation et de l'algorithme).

3.1 Métriques algorithmiques

Dans cette partie seront évoquées les métriques dites algorithmiques, i.e. dont
la valeur dépend essentiellement de l'algorithme choisi. Leurs valeurs peuvent dé-
pendre du type d'architecture choisie, puisque les implémentations d'un algorithme
sur deux architectures di�érentes seront nécessairement di�érentes. Cependant,
sauf e�et de bord, ces métriques ne devraient pas dépendre du matériel choisi.
C'est-à-dire que les valeurs des métriques devraient être semblables si l'on réalise
les tests sur 2 CPU di�érents, par exemple.

Pour rappel, l'objectif de cette thèse est de lever le verrou scienti�que du temps
de calcul. A�n de réaliser l'optimisation, la méthode de gestion et de simulation
est �xée. Ainsi, on n'utilisera pas toutes les métriques qui servent à caractériser
les e�ets des di�érentes méthodes de gestion (équité, coût, pertes �nales, énergie
échangée, etc. [88]). En e�et, quels que soient les algorithmes implémentés, le
problème résolu étant le même, ces métriques seront identiques pour toutes les
implémentations (hors convergence vers un minimum local sur un problème non
convexe). La valeur de la fonction coût sera utilisée uniquement pour véri�er que
les di�érents algorithmes convergent bien vers le même optimum.

3.1.1 Convergence

Pour la première métrique choisie, on se concentrera sur la robustesse et la �a-
bilité de l'implémentation : est-ce que l'algorithme converge pour tous les cas [41].
On réalisera des tests sur des cas qui sont mal posés [42] ou des cas plus clas-
siques. Dans le cas où les algorithmes ne convergent pas, on s'intéressera au fait
que la solution diverge ou non. Pour la suite, pour une implémentation donnée et
un nombre d'itérations maximal donné arbitrairement, on considérera trois états
pour l'implémentation. Soit l'algorithme a un résidu su�samment faible et s'ar-
rête avant la �n. Dans ce cas-là, on considère qu'il a convergé. On considérera
qu'il a divergé lorsque le résidu ne diminue pas et que le résultat s'éloigne de la
solution. Si l'implémentation s'arrête parce que le nombre maximum d'itérations
est atteint et que les résidus ne sont pas encore sous le seuil, mais que l'ajout
d'itérations n'éloigne pas le résultat de l'optimum, alors on dira que l'algorithme
n'a pas convergé. On considéra aussi que l'algorithme n'a pas convergé lorsque
le résultat retourné n'a pas la valeur de l'optimum attendu (par exemple à cause
d'un minimum local). À partir de ces trois états, on pourra déterminer le taux de
convergence sur des cas aléatoires et les états sur des cas tests �xes.
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Cette métrique est utilisée, car, même si l'objectif principal est l'accélération
des calculs, cela n'a de sens que si le résultat obtenu est utile. En e�et, obtenir
rapidement un résultat faux ou pas assez précis par rapport à l'application que l'on
vise est inutile. Elle est principalement intéressante lorsque le problème n'est pas
convexe et que la convergence n'est donc pas garantie. Elle est donc plus particuliè-
rement utilisée lors de l'étude des PF, des OPF [8] ou des marchés endogènes [21]
en AC. Dans notre cas, on l'utilisera aussi sur des problèmes convexes lorsqu'on
limitera le nombre d'itérations maximal autorisé. Cela permettra de repérer une
sensibilité aux cas d'étude ou à certains paramètres sur la vitesse de convergence.

En�n, cette métrique aura une importance lorsque les di�érentes implémenta-
tions seront limitées par la précision de leurs calculs. En e�et, selon l'algorithme
choisi, la précision maximale ou celle qui est atteignable en un nombre d'itérations
donné sera di�érente à cause d'instabilité numérique ou de propagation d'erreurs
numériques.

3.1.2 Précision

La précision est une métrique intrinsèquement liée à la convergence. Théorique-
ment, dans le cas convexe, les di�érents algorithmes qui seront présentés convergent
tous vers l'optimum unique. Donc, pour atteindre la précision demandée, il suf-
�t de permettre une in�nité d'itérations. En pratique, la précision atteignable va
dépendre des erreurs numériques dues à la précision des nombres manipulés (�ot-
tant, double, entier. . .) et du cas d'étude choisi [41]- [42]. Ainsi, il sera possible de
déterminer, selon les algorithmes, si ceux-ci convergent avec des nombres à virgule
�ottante sur quatre octets, ou bien s'ils ont besoin de nombres en double précision
(de même, mais sur huit octets) pour une précision demandée ou dans le cas gé-
néral. En�n, les performances en matière de nombre d'itérations ou de temps de
calcul peuvent être très variables selon la précision demandée.

Cette métrique sera importante puisqu'elle déterminera les architectures et le
matériel utilisable selon les algorithmes. Par exemple, un algorithme ne conver-
geant qu'en double précision pourra di�cilement utiliser une carte accélératrice
utilisant des unités de calcul en simple précision.

3.1.3 Nombre d'itérations

Cette métrique est très proche de la métrique précédente. En e�et, elle repré-
sente le nombre d'itérations nécessaires pour converger vers la solution [88], [19],
[41], [42]. Plus la précision demandée est importante, plus ce nombre sera impor-
tant. L'idée étant que plus l'ordre de convergence de l'algorithme est élevé, plus le
nombre d'itérations sera faible.

De plus, même si l'on peut déterminer un ordre de convergence, celle-ci peut
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être irrégulière. Certains algorithmes peuvent être plus rapides pour se rapprocher
de la solution lorsqu'ils sont loin et d'autres ne sont rapides qu'une fois qu'ils sont
assez proches. Ainsi, on regardera cette valeur pour di�érents cas d'étude et pour
di�érentes précisions demandées.

En�n, dans le cadre d'une simulation d'un problème décentralisé, le nombre
de messages échangés avant convergence sera aussi calculé [19]. En e�et, même si
cette métrique a peu d'impact sur une application sur un CPU ou un GPU lorsque
les données sont déjà sur place, elle sera cruciale au moment de l'implémentation
réelle, ou si la simulation a lieu sur un cluster de calcul.

3.1.4 Complexités

Dans le cadre de cette thèse, plusieurs types de complexité seront étudiés. Ces
complexités pourront être en mémoire (l'espace mémoire nécessaire pour stocker
les di�érentes variables) et en calcul (nombre d'opérations nécessaires a�n de �nir
l'algorithme) [41]. Pour cette dernière, on s'intéressera aussi à la complexité en série
et celle en parallèle. Le théorème de Brent [89] fournit une méthode pour mesurer
la complexité théorique d'une application fonctionnant sur plusieurs processeurs
(ou unités de calcul). Soit o le nombre total de calculs à réaliser, t les opérations
ou étapes non parallélisables et p le nombre de processeurs, le théorème de Brent
dé�nit la complexité parallèle comme :

Cpara = O(
o

p
+ t) (2.1)

Un algorithme sera considéré comme parallélisable si sa complexité théorique
en parallèle est plus faible que celle en série.

L'étude des di�érents comportements asymptotiques des complexités en fonc-
tion des dimensions du problème nous permettra d'évaluer le passage à l'échelle
théorique des di�érents couples algorithmes-architecture.

Ces métriques seront à la fois déterminées analytiquement et mesurées en ap-
pliquant les algorithmes sur des cas d'étude aléatoires de di�érentes tailles.

3.2 Métriques architecturales

Dans cette partie, on présentera les métriques qui vont quant à elles fortement
dépendre de l'architecture et de la qualité du matériel choisi. L'implémentation
et l'algorithme pourront aussi in�uencer ces métriques dans une moindre mesure.
Dans le cadre de cette thèse, une même machine a été utilisée pour l'ensemble des
tests pour permettre une comparaison des résultats. Une des métriques architectu-
rales qui aurait pu être pertinente est la consommation électrique nécessaire pour
faire une simulation. Cependant, la simulation n'étant ni sur un matériel embarqué
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ni dans un cluster de calcul, la consommation électrique (et donc l'échau�ement)
n'est pas contraignante. Ainsi, cette métrique n'a pas été mesurée.

3.2.1 Ressources Mémoire

L'utilisation de mémoire est un aspect important, puisqu'elle conditionne le
matériel utilisable et peut limiter les performances. Dans notre cas, l'utilisation de
mémoire concerne à la fois l'espace de mémoire nécessaire, le nombre d'allocations
et les transferts entre di�érents matériels. Dans cette thèse, on considèrera que
le CPU et la carte accélératrice possèdent une grande quantité de stockage qui
sera su�sante pour tous les cas utilisés. Ainsi, pour cette métrique, on utilisera
la complexité en mémoire pour étudier le passage à l'échelle. En e�et, la valeur
exacte de mémoire utilisée n'est pas utile en soi.

On se concentrera dans le cas de l'utilisation d'une carte pour d'accélération
des calculs à la quantité de mémoire transférée entre le CPU et cette carte. On
s'intéressera plus précisément à l'évolution de cette valeur lors de l'augmentation de
la taille des problèmes. En e�et, quelle que soit cette carte, les transferts mémoires
depuis ou vers cette carte peuvent représenter un coût temporel non négligeable
selon le cas d'étude.

3.2.2 Temps de calcul

La métrique la plus contraignante, et donc celle sur laquelle se concentrera
cette thèse, est le temps de calcul. Cela s'explique par le fait que l'objectif de ce
travail est de permettre la simulation à grande dimension et que le verrou associé
est justement le temps de calcul. Dans notre cas, le temps de calcul commencera au
moment où le cas d'étude est fourni à l'algorithme de résolution et s'achèvera à la
récupération des résultats. On ne considérera pas le temps de créer le cas d'étude,
puisqu'il est identique pour tous les algorithmes et implémentations. Le temps
de calcul (aussi appelé temps total) [8], [88] est essentiel, puisque c'est ce qui
va être limitant pour des tests de grande envergure. Cependant, on s'intéressera
aussi à d'autres temps. Par exemple, le temps par itération pourra indiquer
si le temps pourra être réduit plutôt en accélérant les calculs ou s'il vaut mieux
réduire le nombre d'itérations [41], [42]. On étudiera aussi le temps par bloc de
l'algorithme a�n d'indiquer où le temps peut être gagné.

En�n, on pourra étudier l'accélération ou le speed-up entre deux implémen-
tations. La première sera dé�nie par le rapport entre les temps de calcul entre
les implémentations. Ce qu'on nommera speed-up est une accélération relative
dé�nie par :

S =
treference − tnouvelle

treference
(2.2)
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4 Justi�cation des choix des algorithmes

Dans cette partie, on présentera les di�érents algorithmes qui sont utilisés dans
la littérature pour résoudre les problèmes présentés dans le chapitre précédent.
Pour mémoire, les problèmes de marché endogène, d'Optimal Power Flow (OPF)
et de marché peuvent tous s'écrire sous la forme suivante :

min f(x)

t.q. h(x) = 0

g ≤ g(x) ≤ g

(2.3)

Le problème de Power Flow (PF), quant à lui, consiste en la détermination
d'inconnus du réseau. Le problème peut donc s'écrire sous la forme d'un système
d'équations potentiellement non linéaires :

F (x) = 0 (2.4)

Selon les hypothèses réalisées sur le réseau ou les agents, ce problème peut
être convexe ou non avec des contraintes linaires ou non. Cette section présentera
donc les di�érents algorithmes qu'il vaut mieux utiliser selon les hypothèses, en se
basant sur ce qui a déjà été fait dans la littérature.

Comme ce qui a déjà été montré dans le premier chapitre, avec l'augmentation
des dimensions du problème, un risque de surcharge de l'opérateur central appa-
rait. Ainsi, la première partie de cette section présentera comment il est possible
de séparer le problème initial en plusieurs sous-problèmes plus petits et potentiel-
lement plus simples à résoudre.

Dans un second temps, on présentera des méthodes permettant de résoudre les
systèmes et optimisations même lorsque ceux-ci ne sont pas convexes. En�n, on
présentera des méthodes de résolution sous des hypothèses plus fortes, comme le
fait d'avoir un problème quadratique ou des contraintes linéaires.

4.1 Algorithmes de décentralisation

4.1.1 Méthode des multiplieurs à direction alternée

Le principe de la Méthode des Multiplieurs à Direction Alternée (ADMM) [90]
pour décentraliser est le suivant : on suppose que la variable x et la fonction coût
f(x) est séparable en plusieurs parties que l'on notera x et z, et f(x) et v(z). On
écrira le problème d'optimisation ainsi :

min f(x) + v(z)

t.q. Ax+Bz = c
(2.5)
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Le Lagrangien augmenté associé vaut :

Lρ(x, z, y) = f(x) + v(z) + yT (Ax+Bz − c) +
ρ

2
||Ax+Bz − c||22 (2.6)

L'algorithme d'ADMM consiste dans les itérations suivantes :

xk+1 = argmin
x

Lρ(x, z
k, yk) (2.7a)

zk+1 = argmin
z

Lρ(x
k+1, z, yk) (2.7b)

yk+1 = yj + ρ · (Ax+Bz − c) (2.7c)

L'algorithme ainsi présenté relaxe des contraintes linaires représentant le lien
entre les variables séparées. Un cas particulier de l'application de cet algorithme
est de faire en sorte que z soit une copie des variables x. Dans ce cas là A = IN ·N ,
B = −IN ·N et c = 0N (avec IN ·N la matrice identité de taille N ·N et N le nombre
de variables).

Dans le cas où la minimisation est sous contrainte, celles-ci sont reprises dans
les sous-problèmes. Selon la forme des contraintes et sur quelles variables elles
s'appliquent, celles-ci devront être reprises dans la minimisation de x ou de z.

On peut remarquer que la résolution des minimisations précédentes dépend de
la forme de la fonction coût et des contraintes restantes. Les sections suivantes
montreront comment résoudre ces minimisations dans le cas général (Section. 4.2)
ou dans le cas quadratique (Section. 4.3).

Cet algorithme devient intéressant lorsqu'il permet de séparer un problème
complexe sous contraintes en deux sous problèmes avec moins de contraintes. Faire
ainsi permet d'utiliser des algorithmes ne pouvant être utilisés que sous certaines
hypothèses sur les contraintes (linéaire, uniquement égalité, inégalité ou borne,
etc...). Cet algorithme est notamment utilisé dans l'article [60]. Pour di�érencier
avec les autres formulations de l'ADMM, celle-ci sera appelée ADMM sous sa forme
de base.

4.1.2 ADMM sous forme de consensus

L'algorithme ADMM [90] a la particularité de pouvoir se mettre sous plusieurs
formes et ainsi grandement se simpli�er selon les problèmes traités. Dans cette
partie, on supposera que la fonction coût peut se séparer en N termes et s'écrire :

f(x) =
∑
i

fi(x) (2.8)

Ensuite, on considérera que chaque partie de la fonction coût fi(x) sera, en réalité,
e�ectuée sur une copie de x. On note chaque copie locale de la variable xi. La
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contrainte que chaque copie locale soit égale à la même valeur, notée z, est ajoutée.
Le problème global peut donc s'écrire sous la forme suivante :

min
∑
i

fi(xi)

t.q. xi = z ∀i
(2.9)

Le Lagragien augmenté s'écrit :

Lρ(x, z, y) =
∑
i

fi(xi) + yT (xi − z) +
ρ

2
||xi − z||22 (2.10)

On en déduit les étapes suivantes pour la résolution de l'optimisation :

xk+1
i = argmin

xi

fi(xi) + ykTi (xi − zk) +
ρ

2
||xi − zk||22 (2.11a)

zk+1 =
1

N

∑
i

(xk+1
i +

1

ρ
yki ) (2.11b)

yk+1
i = yki + ρ · (xk+1

i − zk+1) (2.11c)

En notant y la moyenne d'un vecteur y, on peut remarquer les faits suivants :

zk+1 = xk+1 +
1

ρ
yk = x

yk+1 = yk + ρ(xk+1 − zk+1) = 0

(2.12)

Ces relations permettent de simpli�er la résolution et ainsi on obtient les mises à
jour suivantes :

xk+1
i = argmin

xi

fi(xi) + ykTi (xi − xk) +
ρ

2
||xi − xk||22 (2.13a)

zk+1 = xk+1 (2.13b)

yk+1
i = yki + ρ · (xk+1

i − xk+1) (2.13c)

Pour toute la suite de la thèse, on appellera la résolution de l'optimisation des
xi le "problème local". En e�et, l'implémentation réelle de ce genre d'algorithme
permet de faire en sorte que chaque agent intervenant dans le problème résolve
son propre problème localement avant d'en communiquer le résultat. Et les résidus
peuvent être calculés ainsi :

||rk||22 =
∑
i

||xk+1
i − xk||22 (2.14a)

||sk||22 = Nρ2||xk − xk−1||22 (2.14b)
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Tout comme l'algorithme précédemment, si le problème initial possède des
contraintes, celles-ci seront conservées dans la minimisation de x. Pour que cela
soit possible, il faut que celles-ci soient séparables. Ainsi, chaque problème "local"
sur les xi devra respecter sa partie des contraintes. Une autre possibilité sera de
relaxer les contraintes dans la fonction coût grâce au Lagrangien. Si cette relaxation
est séparable en N termes, comme la fonction coût initial, l'algorithme peut être
utilisé.

L'intérêt de cette méthode c'est qu'elle peut être adaptée dans le cas où chaque
xi ne contient qu'une partie des variables stockées dans z. En écrivant z̃i pour
les variables qui sont copiées dans xi. Dans ce cas-là, le problème devient (après
simpli�cation) :

xk+1
i = argmin

xi

fi(xi) + ykTi xi +
ρ

2
||xi − z̃i

k||22 (2.15a)

yk+1
i = yki + ρ · (xk+1

i − z̃i
k+1) (2.15b)

avec zg qui vaut la moyenne de toutes ses copies dans les xi pour toute variable
globale g. Plus de détails sur la forme de l'algorithme et la démonstration sont
disponibles dans [90]. Cet algorithme est utilisé pour distribuer la résolution des
marchés pair à pair ou de communautés [20], [25], [26].

4.1.3 ADMM sous forme de partage

Dans le cas d'une ADMM sous la forme de partage, [90], on suppose que le
problème d'optimisation peut se mettre sous la forme :

argmin
x

∑
i

fi(xi) + v
(∑

i

xi

)
(2.16)

ò
Ce genre d'expression est assez courante lorsque l'on travaille avec les
puissances dans le réseau électrique. En e�et, la puissance totale d'un
agent est la somme des puissances (trades) qu'il échange avec ses pairs
et la puissance à un bus est la somme des puissances des agents sur ce
bus. Ce type de problème permet de représenter les cas où chaque agent
doit minimiser sa propre fonction coût (fi(xi)) et un terme dépendant
de l'ensemble des agents (par exemple dû à l'utilisation de ressources
commune comme le réseau électrique).

On va donc réécrire le problème d'optimisation sous la forme suivante :

min
∑
i

fi(xi) + v
(∑

i

zi
)

t.q. xi = zi ∀i
(2.17)
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L'utilisation de l'algorithme ADMM sous sa forme réduite (u = y
ρ
) nous donne les

trois étapes suivantes pour la résolution du problème d'optimisation :

xk+1
i = argmin

xi

fi(xi) +
ρ

2
||xi − zi + uk

i ||22 (2.18a)

zk+1 = argmin
z

v
(∑

i

zi
)
+

ρ

2

∑
i

||zi − uk
i − xk+1

i ||22 (2.18b)

uk+1
i = uk

i + xk+1
i − xk+1 (2.18c)

On remarque que la première et la troisième mise à jour peuvent être réalisées en
parallèle sur les di�érents problèmes locaux i. En ajoutant la moyenne des z, notée
z, les di�érentes étapes peuvent être simpli�ées :

xk+1
i = argmin

xi

fi(xi) +
ρ

2
||xi − xk

i + xk − zk + uk
i ||22 (2.19a)

zk+1 = argmin
z

v(Nz) +
Nρ

2
||z − uk − xk+1||22 (2.19b)

uk+1 = uk + xk+1 − zk+1 (2.19c)

Ce type d'algorithme ressemble à une résolution distribuée où l'agent central
récupère les valeurs de xi a�n de calculer la valeur de z et ui et le transmettre à tous
les agents i. Cependant ceci peut aussi être fait de manière totalement décentralisée
avec l'ensemble des agents recevant toutes les variables pour que tous calculent z.
Cette résolution peut aussi être réalisée de manière centralisée en parallélisant.

4.1.4 Proximal Atomic Coordination

L'algorithme Proximal Atomic Coordination, connu sous l'acronyme PAC [27],
[28], est une méthode alternative de décentralisation qui serait plus e�cace sur le
plan algorithmique que l'ADMM et qui o�rirait une meilleure protection de la vie
privée et des données personnelles des participants au système. En e�et, plutôt que
de transmettre directement les optimums et variables duales de chaque itération,
ce sont des valeurs modi�ées qui sont transmises. Ces modi�cations doivent per-
mettre d'éviter que des agents malveillants sur le réseau puissent déterminer des
informations sur les autres intervenants grâce à la réception des communications
et in�uencer la convergence pour en tirer un pro�l.

Pour appliquer l'algorithme, on suppose que le problème peut se mettre sous la
forme suivante avec entre parenthèses les variables duales associées aux contraintes
et H, G des matrices :

x =argmin f(x)

t.q. Gx = b (µ)

Hx ≤ d (y)

(2.20)
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Pour pouvoir relaxer la contrainte d'inégalité, on introduit la variable slack u ≥ 0
tel que la contrainte devient Hx− d+ u = 0.

Tout comme ceux vus précédemment, l'objectif de l'algorithme est de sépa-
rer l'ensemble de l'optimisation (fonction coût et contrainte) en di�érents sous-
problèmes indépendants. Lorsqu'une variable est nécessaire dans plusieurs sous-
problèmes, un des sous-problèmes "possède" vraiment cette variable et les autres
ont une "copie" de cette variable. Supposons que x ∈ RN soient les variables d'op-
timisations, et que l'on souhaite séparer le problème d'optimisation en M groupes.
On a donc :

� Lm l'ensemble des variables x que le groupe m possède
� Om l'ensemble des copies de x dont le groupe m a besoin
� Tm l'ensemble des variables possédées et copiées d'optimisation du groupe

m, Tm = Lm

⋃
Om

Pour la suite, on notera B la matrice d'incidence du graphe orienté reliant les
variables avec leur copie, et T le vecteur composé de l'ensemble des variables
possédées et copiées. On notera aussi Bm les lignes de B correspondant aux copies
du groupe m (et on notera Bm les colonnes correspondant aux variables du groupe
m), on rajoute donc la contrainte suivante pour chaque groupe m :

Bm · T = 0 (νm) ∀m (2.21)

Chaque ligne de la matrice Bm correspond à la contrainte pour la copie. Ainsi,
chaque ligne i a deux coe�cients non nuls tels que bij = 1 et bik = −1 si la
variable Ti et Tk sont respectivement une valeur copiée ou possédée. En notant ν
la variable duale associée à cette dernière contrainte, le Lagrangien de l'ensemble
du problème s'écrit :

L(T, µ, y, ν) =
∑
m∈M

fm(tm) + νT
mBmT

+ µT
k (Gmtm − bm) + yTm(Hmtm + um − dm)

=
∑
m∈M

fm(tm) + νTBmtm

+ µT
k (Gmtm − bm) + yTm(Hmtm + um − dm)

=
∑
m∈M

Lm(tm, µm, ym, ν)

(2.22)

Le Lagrangien peut être séparé sur les di�érents groupes pour décentraliser le
calcul. Pour accélérer la convergence, on peut augmenter le Lagrangien et y ajouter
les termes suivants :

Laugm
m =

ρmγm
2

(||Gmtm − bm||22 + ||Hmtm + um − dm||22 + ||Bmtm||22)

+
1

2ρm
||tm − tkm||22

(2.23)
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Les di�érentes étapes de l'optimisation sont donc les suivantes :

T k+1
m = argmin

Tm

Lm(Tm, µ̂
k, ŷk, νk) + Laugm

m (2.24a)

T̂ k+1
m = T k+1

m + αk+1
m (T k+1

m − T k
m) (2.24b)

µk+1
m = µ̂k

m + ρmγm(GmT̂
k+1
m − bm) (2.24c)

µ̂k+1
m = µk+1

m + ϕk+1
m (µk+1

m − µk
m) (2.24d)

yk+1
m = ŷkm + ρmγm(HmT̂

k+1
m + um − dm) (2.24e)

ŷk+1
m = yk+1

m + βk+1
m (yk+1

m − ykm) (2.24f)

uk+1
m = max(0, Hmt̂

k+1
m − dm − ykm) (2.24g)

νk+1
m = ν̂k

m + ρmγmBmT̂
k+1
m (2.24h)

ν̂k+1
m = νk+1

m + θk+1
m (νk+1

m − νk
m) (2.24i)

Les coe�cients α, ϕ, β et θ sont des suites dépendant de l'itération et du groupe
m. Ils permettent de brouiller les communications pour protéger la con�dentialité
du dit groupe.

Si le problème que l'on cherche à résoudre possède des contraintes non linéaires,
celles-ci devront être respectées lors de la minimisation des tm à chaque itération.
Selon la forme des contraintes restantes, di�érents algorithmes pourront être uti-
lisés.

4.1.5 Performance des algorithmes et autres possibilités

On peut remarquer que tous ces algorithmes introduisent une résolution itéra-
tive. On se demandera dans un premier temps la valeur de la complexité de chaque
itération, pour ensuite se concentrer la vitesse de convergence théorique des algo-
rithmes. Dans tous les cas, la complexité sera calculée en fonction du nombre de
variables.

Tout d'abord, les trois méthodes de l'ADMM se font en 4 étapes qui sont les
calculs de x, z, y et des résidus. La complexité des calculs de x et z dépendra du
problème et de la méthode utilisée pour le résoudre. La complexité pour calculer
y est quadratique (multiplication matrice-vecteur) dans le cas général et linéaire
dans le cas du consensus et du partage.

Tout comme pour l'ADMM, la complexité de l'algorithme de décentralisation
PAC dépend de la complexité de résoudre la minimisation du problème local tm.
L'ensemble des autres étapes est des opérations linéaires sur des vecteurs ou des
multiplications matrices-vecteurs. Ainsi, la complexité restante est, dans le cas
général, au plus quadratique.

Le taux de convergence de l'ADMM est au plus linéaire, mais peut être accéléré
jusqu'à une convergence quadratique [88] en modi�ant l'algorithme. Cependant,
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sans cette modi�cation l'ADMM a une convergence sous-linéaire dans le cas gé-
néral. L'algorithme de PAC a une vitesse de convergence linéaire si le facteur de
pénalité ρ véri�e une certaine relation [27].

D'autres algorithmes de décentralisation existent. On pourra citer Consensus-
Innovation (CI) [20] ou ALADIN [91]. Cependant, le premier nécessite le réglage
d'une suite de paramètres rendant trop dépendante la vitesse de convergence à
ce réglage. Tandis que le deuxième est une amélioration de l'ADMM pour mieux
garantir la convergence dans un cas non convexe. Dans le cadre de cette thèse,
l'ADMM ne sera utilisé que sur des cas convexes, c'est pourquoi cet algorithme
n'a pas été utilisé.

4.2 Problème non convexe

Dans le cadre de cette thèse, la résolution d'un OPF ne sera réalisée que sur des
réseaux radiaux. On utilisera donc une relaxation pour que le problème (2.3) soit
toujours convexe. Ainsi, cette partie se concentra sur la relaxation des contraintes
et sur la résolution de système non linéaire (2.4). Les algorithmes qui sont présentés
ci-après sont très utilisés dans la littérature dans le domaine de la simulation des
réseaux électriques. En e�et, les lois physiques régissant les puissances et tensions
dans le réseau ne sont pas linéaires. La principale di�culté des problèmes non
convexes provient du fait que la présence d'une solution unique n'est pas garantie.
Ainsi, quel que soit l'algorithme utilisé, la convergence n'est pas garantie dans le
cas général.

4.2.1 Relaxation des contraintes convexes

Dans cette partie, on s'intéressera sur la manière de relaxer les contraintes i.e
les enlever en rajoutant des termes dans la fonction coût. On considère qu'une
partie des contraintes h(x) = 0 et g ≤ g(x) ≤ g peuvent s'écrire sous la forme
x ∈ C avec C convexe. On notera u la variable duale mise à l'échelle (c'est-à-dire
divisée par le facteur de pénalité) associée aux contraintes. Le problème peut se
ré-écrire sous la forme suivante [90] avec g la fonction indicatrice de l'espace C :

min f(x) + g(z)

t.q. x+ z = 0
(2.25)

Le Lagrangien augmenté associé est :

Lρ(x, z, u) = f(x) + g(z) +
ρ

2
||x− z + u||22 (2.26)

La résolution du problème (2.25) peut se faire par les résolutions successives du
problème primal et du problème dual. Cet algorithme est encore une autre forme
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de l'ADMM. Les étapes de l'algorithme de l'ADMM sont les suivantes avec ΠC
représentant une projection dans C :

xk+1 = argmin
x

f(x) + (
ρ

2
||x− zk + uk||22) (2.27a)

zk+1 = ΠC(x
k+1 + uk) (2.27b)

uk+1 = uk + xk+1 − zk+1 (2.27c)

Les résidus permettant d'étudier la convergence sont les suivants :

rk = xk − zk (2.28a)

sk = ρ ∗ (zk − zk−1) (2.28b)

Les diverses sous-parties du problème de mise à jour de xk+1 ou de projection de
zk+1 peuvent être résolues par di�érents algorithmes, en fonction des spéci�cités
de la fonction coût et des contraintes qui n'ont pas été relaxées. Pour la suite,
lorsque l'on utilisera cette méthode, on dira que l'on a relaxé les contraintes.

4.2.2 Newton Rapshon

Dans cette partie, on s'intéressera à l'algorithme de Newton-Rapshon. Cet al-
gorithme permet de trouver une racine réelle d'une fonction, c'est-à-dire de trouver
un x réel tel que F (x) = 0. Ceci permet de résoudre trois problèmes distincts :

� si cet algorithme est utilisé sur les équations de KKT, il permet de trouver
itérativement l'optimum d'un problème (c'est le principe du point intérieur
[69]) ;

� l'algorithme peut être directement utilisé pour résoudre un problème de
Power Flow ;

� En ayant F (x) = dG
dx
, l'algorithme permet de trouver un extremum de la

fonction G. Toutefois, si G(x) n'est pas convexe, il n'y a aucune garantie
de trouver le minimum global.

Quelle que soit son utilisation, l'algorithme repose sur le développement limité
autour d'un point supposé proche de la racine notée x∗. On a donc :

f(x) = f(x∗) + f ′(x) · (x− x∗) = f ′(x) · (x− x∗) (2.29)

On peut noter que cette relation est valable que x soit un réel ou un vecteur. La
seule distinction est sur f ′(x), qui devient la Jacobienne de f(x) dans le cas où x
est un vecteur. En résolvant le système dé�ni par la Jacobienne, on peut trouver
itérativement la valeur de x∗. C'est-à-dire qu'en posant ∆x = (x− x∗), on obtient
la relation suivante :

∆x = f ′(x)−1 · f(x) (2.30)
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entrée : F, ϵ and kmax

sortie : xmin, variable duales, Residuals
1 Initialisation x0 ;
2 while Res > ϵ and k < kmax do
3 calcul de F (x) ;
4 calcul de f ′(x) ;
5 ∆x← f ′(x)−1 · F (x) ;
6 x← x+∆x ;
7 Res← ||F (x)||
8 end

Algorithme 1 : Algorithme de Newton Raphson

Il est important de noter que le signe −1 signi�e qu'il faut résoudre le système,
mais qu'aucune méthode spéci�que n'est imposée. On choisit le x suivant tel que :

xk+1 = xk +∆x (2.31)

L'algorithme qui en découle est Alg. 1.
Le calcul de la Jacobienne et la résolution du système sont des opérations

pouvant être coûteuses sur le plan de la complexité. Ainsi, certaines versions ne les
calculent pas toutes les itérations, mais cela ne sera pas exploré dans cette thèse.

Cet algorithme est beaucoup utilisé dans la gestion du réseau, soit en support
d'un autre algorithme pour résoudre un système, soit en tant que tel, comme vu
précédemment, pour le calcul d'un Power Flow [44], [42].

4.2.3 Gauss Seidel

De manière analogue à la méthode précédente, un système d'équations non
linéaires peut être résolu avec la méthode de Gauss Seidel. Ceci permettant de
rechercher l'extremum d'une fonction lorsque la méthode est appliquée sur la dé-
rivée. Le principe de cette méthode est d'itérativement résoudre le système en
�xant toutes les variables sauf une. Dans le cas où f est de classe C1, coercive
et strictement convexe, le problème d'optimisation admet une unique solution x∗.
De plus, la suite des solutions xk converge vers celle-ci quelque soit le point initial
choisi. Dans le cas où le système à résoudre est sous la forme Ax = b, la condition
de convergence est A symétrique dé�nie positive ou à diagonale strictement do-
minante [92]. En l'absence de convexité, il n'y a aucune garantie de convergence.
L'algorithme en résultant est Alg. 2.

La résolution de chaque étape peut être faite par di�érentes méthodes. Dans
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entrée : F, ϵ and kmax

sortie : xmin, variable duales, Residuals
1 Initialisation x0 ;
2 while Res > ϵ and k < kmax do
3 for i=1,...M do // all equations

4 xk+1
i ← résoudre Fi(xi, x

k+1
j<i , x

k
j>i) = 0 ;

5 end
6 Res← ||F (x)||;
7 end

Algorithme 2 : Algorithme de Gauss Seidel

le cas d'un système linéaire, la résolution est même sous une forme close :

xk+1
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
k+1
i −

N∑
j=i+1

aijx
k
i

)
(2.32)

4.2.4 Performance des algorithmes et autres possibilités

De même que précédemment, tous ces algorithmes introduisent une résolution
itérative. On se demandera dans un premier temps la valeur de la complexité de
chaque itération, pour ensuite se concentrer la vitesse de convergence théorique
des algorithmes.

La méthode de Newton nécessite l'évaluation de F (x), de la Jacobienne et
en�n la résolution d'un système. Dans le cas général, la résolution d'un système
a une complexité au moins cubique. Cependant, en utilisant des matrices creuses,
il est possible de diminuer la complexité jusqu'à une moyenne en O(N1.4) [86]. Si
l'algorithme converge (c'est-à-dire que le point initial est assez proche de la racine)
la convergence est quadratique. C'est-à-dire que l'erreur à une itération k peut être
majorée par un terme quadratique ϵk = |xk − x∗| ≤ K|x0 − x∗|2k.

La méthode de résolution de chaque étape de Gauss Seidel va fortement dé-
pendre de la forme de l'équation. Cependant, une seule dimension est utilisée par
minimisation, réduisant les dimensions de chaque minimisation. Dans un cas non
convexe, puisqu'il n'y a aucune garantie de convergence, on ne peut déterminer de
vitesse de convergence. Dans tous les cas, la méthode de Gauss Seidel ne reposant
que sur peu d'hypothèses n'a pas une bonne vitesse de convergence et nécessite en
général un grand nombre d'itérations pour converger.

D'autres algorithmes existent, tels que l'algorithme de Jacobi [92] ou une mé-
thode de gradient conjugué. Le premier algorithme présente des propriétés de
convergence moins favorables que GS, tout en restant similaire. C'est pourquoi
on a choisi ce dernier.
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4.3 Optimisation quadratique

Un problème d'optimisation quadratique est un problème où l'on minimise une
fonction coût quadratique sur un espace de contrainte de la forme d'un polyèdre
convexe. Ainsi, on peut dé�nir les matrices P , AI , AE et les vecteurs l, u, b, q tel
que le problème (2.3) peut s'écrire sous la forme suivante :

min 0.5xTPx+ qTx

t.q. AEx− b = 0

l ≤ AIx ≤ u

(2.33)

On notera que la fonction est convexe si la matrice P est semi-dé�nie positive,
et strictement convexe si P est dé�nie positive.

Dans le cadre de cette thèse, le problème (2.3) sera quadratique pour le pro-
blème de marché lorsque les fonctions coût sont quadratiques. Certaines versions
de l'Optimal Power Flow sont relaxées ou approximées pour être quadratiques.
Les algorithmes qui seront présentés ne sont e�caces que dans le cas où les fonc-
tions coûts sont convexes. Ainsi P sera dans la suite toujours dé�nie positive. Il
est important de noter que, puisque P est dé�nie positive, on peut en déduire que
P est inversible, ce qui signi�e que P−1 existe et peut être calculé. De plus, on
considérera que la matrice P est symétrique. E�ectivement, lorsqu'on aborde ce
type de problème, il est toujours possible d'obtenir une matrice symétrique P en
la transformant en P ′ = 0, 5(P + P T ).

On regardera dans un premier temps comment résoudre un problème d'opti-
misation quadratique dans le cas général. Ensuite, on présentera des manières de
résoudre les cas où les contraintes et fonctions coûts ont des formes particulières.
On ne s'intéressera qu'aux formes particulières qui seront utilisées dans cette thèse.

4.3.1 OSQP

L'algorithme Operator Splitting solver for Quadratic Programs OSQP [93], est
un algorithme de l'état de l'art considéré comme une référence pour la résolution
de problème quadratique dans le cas général. Une implémentation est disponible
en ligne 1 et peut donc être considérée comme le solveur par défaut pour ce type
de problème. Leur notation ne prend en compte que des inégalités entre deux
bornes, mais on peut faire en sorte que ces deux bornes soient égales à b pour que
cela devienne une contrainte d'égalité. Cet algorithme est notamment utilisé pour
résoudre les problèmes de marché [19], [21].

Pour résoudre le problème, une variable de décision notée z est ajoutée pour

1. https://github.com/oxfordcontrol/osqp

https://github.com/oxfordcontrol/osqp
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prendre en compte les contraintes. L'équation (2.33) devient :

x =argmin
1

2
xTPx+ qTx

t.q. Ax = z

l ≤ z ≤ u

(2.34)

Ensuite, la résolution nécessite les étapes suivantes :

(x̃j+1, z̃j+1) = argmin
(x̃,z̃) Ax̃=z̃

1

2
x̃TPx̃+ qT x̃

+
σ

2

∥∥x̃− xj + σ−1 · wj
∥∥2

2

+
ρl
2

∥∥z̃ − zj + ρ−1
l · y

j
∥∥2

2

(2.35)

xj+1 = α · x̃j+1 + (1− α)xj + σ−1wj (2.36a)

zj+1 = Π(αz̃j+1 + (1− α)zj + ρ−1
l yj) (2.36b)

wj+1 = wj + σ(αx̃j+1 + (1− α)xj − xj+1) (2.36c)

yj+1 = yj + ρl(αz̃
j+1 + (1− α)zj − zj+1) (2.36d)

avec Π étant la projection euclidienne dans l'espace respectant les contraintes,
c'est-à-dire la projection entre les bornes de chaque composant de zj+1. Il est
intéressant de noter que la variable w s'annule dès la première étape et que son
calcul peut donc être enlevé du système. Soit v le multiplicateur de Lagrange
associé à la contrainte Ax = z. Il peut être prouvé, [90], [93] que résoudre le
problème (2.35) est équivalent à résoudre le système suivant :(

P + σIMn AT

A −ρ−1
l IMn+1

)(
x̃j+1

vj+1

)
=

(
σxj − q

zj − ρ−1
l yj

)
(2.37)

z̃j+1 = z̃j + ρ−1
l (vj+1 − yj) (2.38)

La matrice de KKT (Karush Kuhn Truker) est celle qui dé�nit le système,
(2.37), à résoudre pour obtenir l'optimum. L'algorithme de base pour OSQP est
présenté dans l'algorithme 3. La version disponible utilise d'autres opérations pour
que la convergence soit plus rapide, comme la variation du facteur de pénalité ρl
selon la valeur des di�érents résidus [93].

La résolution du système (2.37), peut être faite au choix par une méthode
directe avec une factorisation LDLT ou indirecte avec la méthode du gradient
conjugué. Ainsi, la résolution par inverse de la matrice n'est pas implémentée et
n'est donc pas utilisable, même dans le cas où cette matrice serait constante.
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entrée : H, q, A, l, u, ϵ and kmax

sortie : xmin

1 z̃ ← 0;
2 x̃← 0;
3 x← x0;
4 z ← Ax0 ;
5 while Res > ϵ and k < kmax do
6 (x̃j+1vj+1)← solve system ;
7 z̃j+1 ← z̃j + ρ−1(vj+1 − yj) ;
8 xj+1 ← α · x̃j+1 + (1− α)xj ;
9 zj+1 ← Π(αz̃j+1 + (1− α)zj + ρ−1yj) ;
10 yj+1 ← yj + ρ(αz̃j+1 + (1− α)zj − zj+1) ;
11 r1← ∥Ax− z∥ ;
12 r2←

∥∥Px+ q + ATy
∥∥ ;

13 err ← max(r1, r2) ;
14 end

Algorithme 3 : Algorithme d'OSQP

Dans la suite, on regardera des cas particuliers qui peuvent se résoudre analy-
tiquement avec une forme fermée (closed en anglais). C'est-à-dire qu'un nombre
�ni d'opérations connues a priori permet d'obtenir la solution exacte (à opposer
aux méthodes itératives).

4.3.2 Cas P diagonale et sans inégalités

Si P est une matrice diagonale et positive, et A une matrice de rang maxi-
mal, et que toutes les grandeurs sont réelles, alors le minimum peut être trouvé
analytiquement via la relation suivante :

xmin = (P−1AT (AP−1AT )−1AP−1 − P−1)q (2.39)

Pour simpli�er la notation, on dé�nit une matrice M tel que xmin = Mq. On peut
remarquer que le calcul de la matrice M peut être assez coûteux en termes de
complexité. Cependant, la matrice P étant diagonale, son inverse peut être calculé
aisément. De même, la matrice AP−1AT qu'il faut aussi inverser a pour dimension
le nombre de contraintes d'égalité. Si ce nombre ne dépend pas de la dimension
du problème, la complexité est amoindrie. Ce type de forme est notamment utilisé
après la décentralisation, par exemple dans [59].



4. JUSTIFICATION DES CHOIX DES ALGORITHMES 93

4.3.3 Cas sans égalité et sans inégalité a�ne

Dans le cas où il n'y a pas de contraintes d'égalité ou d'égalités a�nes, mais
seulement des bornes sur les variables d'optimisation (l ≤ x ≤ u), on peut résoudre
le problème en deux étapes. La première est la résolution d'un système :

xmin = −P−1q (2.40)

Il est important de noter qu'ici on utilise la notation P−1, mais cela ne signi�e pas
que l'on doive inverser la matrice. Ainsi, toutes méthodes de résolution de système
peuvent être utilisées ici. Ensuite, on doit projeter xmin dans l'espace de dé�nition
de x. Étant donné que la fonction est convexe et que l'intervalle est un ensemble
fermé, on est assuré de trouver l'optimum global de manière certaine.

xmin = min(max(xmin, l), u) (2.41)

Dans le cas où P est diagonale on peut écrire l'optimisation comme la mi-
nimisation pour chaque coordonnée xi indépendamment. On peut donc écrire la
minimisation ainsi (avec aj > 0 ∀j) :

xi = argmin
∑
j

1

2
aj(xi − bj)

2 +
∑
j

cjxi ∀i (2.42)

�
On peut aisément enlever les termes bj pour les mettre dans la deuxième
somme. Cependant, une minimisation apparaîtra sous cette forme dans
la suite c'est pourquoi on écrit la minimisation ainsi.

Une dérivée pour trouver l'extremum nous permet de trouver le minimum pour
chaque coordonnée i après une projection dans l'espace de dé�nition de x :

xi = max(min(

∑
j bjaj −

∑
j cj∑

j aj
, u), l) (2.43)

Ce genre d'expression peut se trouver dans les problèmes de marché après avoir
décentralisé et relaxé toutes les autres contraintes.

4.3.4 Performance des algorithmes et autres possibilités

Les méthodes en forme fermée n'étant pas itératives, elles sont, sauf dans des
cas extrêmes, nécessairement meilleures que des méthodes de résolutions classiques.

Les trois méthodes nécessitent la résolution d'un système. Ainsi, la complexité
est cubique dans le cas général, et d'environ O(N1.4) dans le cas des matrices
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Table 2.1 � Synthèse des algorithmes

Algorithme utilité Complexité Convergence

ADMM relaxation et/ou décentralisation selon fn(xn) sub-lineaire
PAC décentralisation selon f(x) linéaire
NR F (x) = 0 O(N3) | O(N1.4) quadratique
GS F (x) = 0 selon F (xn) sub-lineaire

OSQP argmin 0.5xtHx+ qt O(N3) | O(N1.4) sub-lineaire
forme closed cas particuliers O(N3) | O(N1.4) instantanée

creuses. Il est important de noter que, pour la forme fermée, la taille considérée
est le nombre de contraintes d'égalité.

Dé�nir la vitesse de convergence des méthodes closed n'a pas de sens, puisque
ces méthodes atteignent une erreur de 0 dès la première itération.

La méthode d'OSQP se basant sur une ADMM, la convergence est dans le cas
général la même que pour une ADMM.

4.4 Conclusion

Dans les parties précédentes, di�érents algorithmes pour di�érents types de
problèmes ont été présentés. Tous ces algorithmes ont des complexités en ce qui
concerne la mémoire utilisée, du nombre de calculs et des types de calcul très
di�érent. De plus, ces algorithmes peuvent être plus ou moins parallélisables. En
fonction de ces particularités, leurs comportements (précision, convergence ...) et
performances (rapidité ...) peuvent dépendre de l'architecture utilisée. C'est pour-
quoi il est important de déterminer les di�érentes architectures et langages de
programmation qui seront utilisés pour implémenter ces algorithmes. De plus, ces
algorithmes ont des paramètres devant être imposés (par exemple, le facteur de
pénalité pour toutes les méthodes qui utilisent le Lagrangien) et qui in�ue plus
ou moins sur la convergence en fonction du cas d'étude. Il est donc important
de choisir des cas d'études variés a�n d'évaluer l'impact de ces paramètres et les
phénomènes de passage à l'échelle en fonction des algorithmes et de leur implé-
mentation.



5. CHOIX DES ARCHITECTURES ET OUTILS DE PROGRAMMATION 95

5 Choix des architectures et outils de programma-
tion

La partie précédente nous a permis d'expliciter les principaux algorithmes uti-
lisés dans le domaine du génie électrique. Dans cette partie, les di�érentes archi-
tectures, utilisées pour l'accélération des calculs, seront présentées. La première
partie sera consacrée aux architectures mono et multi-CPU. Ensuite seront pré-
sentées les architectures utilisées dans des personal super-computers. Ce dernier
système sera composé d'un séquenceur CPU qui sera l'hôte et d'une ou plusieurs
cartes accélératrices pour les calculs. Dans notre cas, on s'intéressera à l'utilisation
de GPU et de cartes FPGA pour accélérer les calculs.

Les architectures seront caractérisées et comparées pour en�n pouvoir montrer
l'adéquation entre ces architectures et l'utilisation que l'on vise dans le cadre de
cette thèse.

Pour chacune des architectures, les di�érents langages pouvant être utilisés
seront présentés a�n d'expliciter les choix ayant été faits.

5.1 Architectures de calcul parallèle multic÷urs

5.1.1 Présentation

L'unité centrale de calcul (ou plus communément appelé en anglais central
processing unit CPU) est connue pour son e�cacité à traiter séquentiellement des
opérations complexes. Le CPU a, en général, un faible nombre d'unités de calcul,
permettant à une très grande partie de l'architecture d'être dédiée au contrôle et
à la mémoire cache. Grâce à ses nombreux caches, la latence pour l'accès à la
mémoire est très faible. Pour ce faire, les caches utilisent la cohérence spatiale et
temporelle des programmes. C'est-à-dire que le processeur utilise le fait que dans
la majorité des cas lorsqu'une variable est calculée, c'est pour être réutilisée plus
tard (cohérence temporelle), et il faut donc la garder dans les caches. De même en
utilisant le fait que les données utiles d'un programme sont stockées physiquement
dans la même zone mémoire (cohérence spatiale), le processeur peut gagner du
temps en mettant dans le cache toute la zone mémoire autour de la variable qu'il
utilise. Le faible nombre d'unités de calcul permet d'avoir pour chacun d'entre
eux di�érents matériels dédiés aux calculs. Ceci permet au CPU d'e�ectuer des
opérations complexes rapidement. Ainsi certains CPU, peuvent être, par exemple,
aussi rapides pour des calculs sur des �ottants simple ou double précisions.

Le CPU est l'architecture de référence dans le domaine du génie électrique. Il
est utilisé pour permettre la démonstration de la validité des méthodes de gestion
proposée [26], [25]. En e�et, le CPU peut être assez rapide, même sans paral-
lélisation, avec des temps de calcul de l'ordre de la seconde sur des petits cas.
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L'amélioration continue des bibliothèques de calcul (par exemple les solvers) cou-
plée à la multitude de langages disponibles permet la validation fonctionnelle des
algorithmes en un temps d'implémentation faible.

5.1.2 Accélération des calculs sur CPU

Pour accélérer les calculs sur CPU, il existe plusieurs leviers d'action : augmen-
ter la vitesse de chaque cycle ou permettre plusieurs opérations en un cycle [94].

Si le premier point dépend plutôt de la fréquence de fonctionnement et donc
de la technologie de CPU utilisée. En réalité, les CPU modernes permettent de
booster la fréquence et ainsi dépasser la valeur maximale. Sur certains CPU, ceci
n'est utilisable que lorsque l'utilisation est sur un seul c÷ur et avec un seul thread.

Le deuxième point consiste à exploiter le parallélisme du CPU et de l'applica-
tion considérée. Il existe di�érents niveaux de parallélisme sur CPU. Le premier est
le parallélisme au niveau des instructions. En e�et, les processeurs modernes sont
capables de réaliser des exécutions superscalaires. C'est-à-dire qu'ils sont capables
de repérer les instructions indépendantes et les exécuter en parallèle. Le CPU peut
donc, par exemple, exécuter plusieurs additions pendant l'exécution d'une multipli-
cation, la dernière opération étant bien plus lente. Le compilateur peut intervenir
pour changer l'ordre des instructions ou pour les rendre indépendantes. Cette pa-
rallélisation se réalisant au niveau du processeur, elle est di�cilement exploitable
en amont de l'implémentation. Un moyen d'agir indirectement sur cette paralléli-
sation est d'éviter les embranchements (branchless programming) a�n de permettre
au processeur d'anticiper les instructions à exécuter et ainsi être plus e�cace. Une
autre manière d'agir est d'essayer d'avoir un code demandant le moins de mémoire
possible pour que l'ensemble tienne dans les caches du CPU. Ce dernier point est
bien souvent incompatible avec d'autres optimisations.

Un autre moyen de paralléliser consiste à utiliser le matériel vectoriel que pos-
sède les CPU comme il a été fait dans [95]. Là où la parallélisation précédente
e�ectuait plusieurs instructions di�érentes, ici le CPU est capable d'e�ectuer une
seule instruction sur des données di�érentes (SIMD : single instruction multiple
data). En e�et les composants Streaming SIMD Extensions (appelé SSE) et Ad-
vanced Vector Extensions (AVX) permettent au CPU d'appliquer la même ins-
truction sur plusieurs données en même temps. S'il existe des mots clés pour in-
diquer quelles parties du code sont vectorisables, le compilateur peut de lui-même
repérer ces zones. Ainsi il peut être intéressant de coder en faisant ressortir les
zones où la vectorisation peut être utilisée. Cela peut être fait, par exemple, en
séparant plusieurs calculs sur un vecteur en plusieurs boucles for successives (une
par opération).

Le dernier moyen de paralléliser consiste à exploiter la structure multic÷urs
des CPU en parallélisant sur plusieurs threads comme dans [96]. Il est important
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Figure 2.5 � Exemple d'une architecture d'un CPU dual core avec 4 unités de
calcul par c÷ur

de noter que les threads peuvent s'exécuter sur un ou plusieurs c÷urs. Dans le
cas où plusieurs threads sont sur un même c÷ur, ils sont sérialisés, mais leur
entrelacement permet de cacher la latence des accès mémoires.

La Fig. 2.5 montre un schéma d'un CPU multic÷ur possédant plusieurs uni-
tés de calcul par c÷ur. On peut y voir que chaque c÷ur possède sa propre unité
de décodage d'instruction permettant donc de faire di�érentes opérations sur les
di�érents c÷urs (MIMD : multiple instruction multiple data). Tandis que la vec-
torisation se faisant sur un seul c÷ur ne peut se faire que sur la même instruction.
Quelle que soit la manière de paralléliser, il est important de faire la distinction
entre la mémoire locale à chaque thread et la mémoire partagée accessible par tous
les threads. En e�et, tout con�it en mémoire, par exemple si plusieurs threads
doivent écrire une valeur dans une même variable, doit être évité pour maximiser
la parallélisation possible. Dans le cas où ce con�it est inévitable, il faut protéger
la variable et sérialiser les accès.

�
La gestion des accès mémoires et l'utilisation ou non des caches sont
les points majeurs limitant les performances des CPU.

5.1.3 Langage utilisé

De très nombreux langages existent et sont utilisés pour réaliser des simulations
du réseau électrique sur CPU. Ainsi on peut retrouver dans la littérature du Python
avec Pandapower [97], du Matlab avec MatPower [73]. On y trouve aussi du Julia
avec PowerModels [98] ou [21]. Python et Matlab sont des langages plus accessibles,
cependant ce sont des langages très lents et avec peu de marge de man÷uvre pour
s'adapter au matériel utilisé. Un des langages permettant d'être le plus rapide est
C++. Le langage Julia semble réussir à atteindre les mêmes performances que
C++ en termes de rapidité [99]. Ces deux langages permettent de s'interfacer
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de manière très précise avec des cartes accélératrices. Dans l'optique de réaliser
l'adéquation entre l'architecture et l'algorithme, le langage tant qu'il permet de
réaliser des optimisations permettant de s'adapter à l'architecture ne devrait pas
avoir d'impact sur la méthodologie et les résultats. Les performances en termes de
temps de calcul ou de mémoire utilisée seront évidemment dépendantes du langage,
mais devraient garder les mêmes ordres de grandeur. Ainsi dans le cadre de cette
thèse, c'est le langage C++ qui a été arbitrairement choisi.

Pour la programmation parallèle sur CPU, on pourra citer les langages d'OpenMP
pour une programmation en mémoire partagée (tous les threads ont accès à la mé-
moire globale) et MPI pour une programmation en mémoire distribuée.

5.2 Architectures pour l'accélération de calcul

5.2.1 Présentation

A�n d'accélérer les calculs, il est possible d'utiliser une carte extérieure au
CPU pour que celui-ci y distribue les calculs. De nombreux types de cartes sont
possibles, mais les plus communes sont les cartes GPU et les cartes FPGA.

GPU : L'unité de traitement graphique ou plus communément appelée en anglais
Graphics Processing Unit (GPU) a une fréquence de calcul plus faible et une plus
grande latence que le CPU. Cependant, cela est compensé par son grand nombre
d'unités de calcul, qui en fait une architecture hautement parallélisable. Dans le
cadre de cette thèse, on se concentrera sur les cartes graphiques Nvidia, celles-ci
étant les pionnières en tant que GP-GPU (General purpose GPU ). Les principes
sont les mêmes pour les autres cartes. L'architecture générale est représentée en
Fig. 2.6, les variations entre les cartes physiques proviendront de la quantité de
chaque élément, des types d'unité de calcul contenu dans les processeurs et des
modes de gestions de l'exécution.

Le GPU est donc composé de plusieurs multiprocesseurs capables d'exécuter
en parallèle des instructions di�érentes et d'une mémoire globale. Chaque mul-
tiprocesseur est composé de plusieurs processeurs (aussi appelé c÷ur cuda), de
di�érentes mémoires accessibles en lecture seule (mémoire cache et texture), ou en
lecture-écriture (la mémoire partagée). Chaque processeur a une mémoire acces-
sible par lui seul : des registres. Les processeurs sont contrôlés pour e�ectuer les
instructions demandées en fonction des données disponibles. Ils sont contrôlés par
groupe de 32 processeurs appelé warp. Les processeurs dans un warp exécutent
la même instruction (sur des données di�érentes), et accèdent à la mémoire en
même temps. Si cela n'est pas possible (instructions di�érentes ou mémoires à des
emplacements di�érents) les accès et exécutions sont sérialisés.
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Figure 2.6 � Architecture d'un GPU

FPGA Les circuits intégrés reprogrammables aussi appelé Field Programmable
Gate Array (FPGA) permettent, comme le GPU, d'accélérer les calculs grâce à leur
architecture hautement parallèle. Les FPGA ont l'avantage majeur de consommer
beaucoup moins d'énergie. Ceci permet de faire du multi-FPGA pour faire du
calcul intensif en ayant moins de contraintes thermiques. De plus là où le CPU
et le GPU ont une structure rigide, les FPGA permettent plus de souplesse grâce
à leur architecture qui peut être adaptée à l'utilisation réalisée. Ainsi les FPGA
peuvent être utilisées pour la résolution de problèmes, tel que l'Optimal Power
Flow [70].

La fréquence de fonctionnement est largement inférieure à celle d'un GPU, ren-
dant les calculs plus "lent" par essence cependant les FPGA sont capables de faire
du traitement de données à la volée permettant de travailler avec des �ux de don-
nées. Elles sont ainsi utilisées en tant que capteur dans le réseau électrique [100].
Les FPGA sont aussi très utilisées dans les domaines nécessitants des traitements
indépendants sur un grand nombre de données (traitement d'image, de signal) ou
lorsqu'il faut s'interfacer avec un système physique pouvant transférer des données
en temps réel. Par exemple, les FPGA peuvent servir pour implémenter un algo-
rithme de machine learning supervisé de classi�cation (SVM) a�n d'analyser les
communications pour chaque agent dans un SmartGrid et éviter des attaques [101].
Le FPGA permettant de traiter les données reçues tout en faisant une simulation
(en modele predictive control) avec une actualisation des données pendant la simu-
lation. Ceci permettant par exemple de contrôler la tension dans le réseau [102]
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5.2.2 Le langage

Originellement, les cartes FPGA étaient paramétrées via un langage de des-
cription tel que VHDL ou verilog. Les constructeurs proposent actuellement un
moyen de paramétrer les cartes via un outil de prototypage rapide permettant de
"coder" l'application en faisant abstraction de la carte utilisée. Des exemples de ce
type de langage sont OpenCL, OneApi et LegUp. Si la première manière permet
de concevoir �nement l'architecture, celle-ci est très chronophage et dépend de la
carte à utiliser. La deuxième méthode permet de gagner du temps, mais rend plus
di�ciles les réglages �ns.

Plusieurs langages existent pour la programmation sur GPU. Même s'il est
possible de les comparer [85], leurs performances restent dépendantes de la carte
utilisée, de l'application considérée et du programmeur. Dans notre cas, les cartes
utilisées étant exclusivement des cartes Nvidia, ce sera le langage Cuda qui sera
conservé.

Cuda est un langage de programmation de haut niveau fourni par Nvidia qui
permet d'utiliser leur carte graphique pour réaliser des opérations parallélisées tout
en faisant abstraction de l'architecture de la carte. Le principe de fonctionnement
est représenté sur la Fig. 2.7. Le code Host est le code qui est exécuté sur le CPU
et qui est ici du C++. Dans ce code-ci, on peut utiliser des fonctions nommées
kernel qui vont en réalité s'exécuter sur le GPU. Lorsque l'on utilise ces fonctions,
on doit indiquer la taille de la grid (grille), en indiquant le nombre de blocs et le
nombre de thread par bloc. Les threads d'un même bloc peuvent se synchroniser
et partager une mémoire commune : la mémoire partagée (shared memory). Sinon
tous les threads ont accès à la même mémoire globale et possèdent une mémoire
locale.

5.3 Architecture sélectionnée

5.3.1 Justi�cation

Pour rappel, l'objectif de ce travail est de réaliser une application de simulation
de gestion et fonctionnement du réseau. On se considère en amont du contrôle, en
o�-line. On travaille donc avec des données que l'on supposera entièrement connues
au moment du lancement de la simulation. On considèrera de grands cas avec plus
que des milliers d'agents ou bus. Cependant, dans cette thèse, on considèrera que la
mémoire nécessaire pour simuler ne dépassera pas la mémoire disponible du CPU
ou des cartes. Les données peuvent donc être transférées une fois pour toutes dans
les cartes. Il n'y a pas besoin, par exemple, de réaliser de traitement de données à
la volée ou de swaper la mémoire des cartes pour traiter en plusieurs fois.

Le CPU est l'architecture de référence lorsque l'on programme une application.
Dans le cadre de cette thèse, la combinaison CPU et C++ seront utilisés en tant
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Figure 2.7 � Architecture Cuda

que base pour comparer avec les autres applications. Cette base représentera la
vitesse atteignable avant l'application de la démarche A3. Elle permettra aussi
de réaliser la validation fonctionnelle de notre application. La comparaison avec
l'état de l'art pourra montrer l'in�uence conjuguée d'un changement de langage,
de matériel. Tandis que la comparaison de cette base avec l'application optimisée
montrera l'impact de la démarche. De plus, il est possible que plusieurs algorithmes
soient dans certains cas bien plus rapides sur CPU que sur d'autres architectures.
Il est donc intéressant d'étudier aussi l'implémentation sur cette architecture. Le
CPU sera aussi utilisé en tant qu'hôte pour l'utilisation des cartes d'accélération
des calculs.

La parallélisation sur CPU via OpenMP est très simple à mettre en place.
Cependant, cette simplicité d'utilisation provient du fait que le programmeur n'a
que très peu de marge de man÷uvre pour optimiser cette parallélisation. Ainsi
des méthodes utilisant openMP seront utilisées pour permettre des comparaisons,
mais l'accent ne sera pas mis dessus. D'autres langages comme Matlab et Python
seront utilisés pour faire du pré et post-traitement de données, i.e. pour mettre en
forme les �chiers de cas d'études ou pour analyser et a�cher les résultats.

Même si le GPU fonctionne à plus faible fréquence que le CPU et est donc
plus lent par essence, son très grand nombre de c÷urs permet de paralléliser son
fonctionnement. Or la simulation des problèmes du réseau électrique est intrin-
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Cuda caractéristique GPU caractéristique
Cuda driver version 11.4 Global Memory 6.144GB

Cuda capability version 8.6 Multiprocesseur 30
Nombre registre par block 65536 Coeur cuda total 3840

Taille d'un warp 32 Fréquence horloge 1.42GHz
Nombre de thread par MP 1536 Fréquence de la mémoire 7GHz
Nombre de thread par bloc 1023 Taille cache L2 3.14 MB

Table 2.2 � Caractéristique matériel du GPU utilisé
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Figure 2.8 � Roo�ine du GPU utilisé, mesuré par [103]

sèquement parallèle [87] justi�ant l'utilisation d'architecture hautement parallèle.
L'objectif étant une simulation sur une seule machine, ces communications reste-
ront à l'intérieur du GPU, et correspondront à une écriture et une lecture dans la
mémoire globale du GPU.

Le fait que le traitement des données est en place (et non pas à la volée) et
que l'on n'utilisera qu'une seule carte (donc pas de contrainte thermique), nous
permet de ne pas conserver la carte FPGA dans la suite de cette thèse.

5.3.2 Caractéristique matérielle

La carte GPU qui a été utilisée dans le cadre de ce travail de thèse (sauf
mention explicite) est une carte Nvidia GPU GeForce RTX 3060. Cette carte a
une architecture appelée Ampere (noté GA 106) avec 30MP et 3840 c÷urs Cuda.
Les caractéristiques indiquées par le script de test téléchargé avec le logiciel cuda
sont regroupées dans le Tab. 2.2. Le graphe suivant, Fig. 2.8 représente la Roo�ine
théorique [104] et celle mesurée par le benchmark de [103].
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5.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons pu voir une présentation des di�érentes architec-
tures qui peuvent être utilisées dans le cadre de ce travail. Il est important de noter
que ces architectures sont vraiment physiquement di�érentes des unes des autres.
Ainsi elles ont chacune des contraintes à respecter pour être utilisée e�cacement.
Ces contraintes vont conditionner leurs performances en fonction des algorithmes
et des optimisations qui seront accessibles. La démarche d'Adéquation Algorithme
Architecture va nous permettre d'optimiser les algorithmes et leur implémentation
en tenant en compte a priori des contraintes du matériel pour ainsi obtenir les
meilleures performances possibles.

6 Choix des jeux de données

L'objectif de cette partie sera de présenter les di�érents cas d'étude qui ont
été sélectionnés dans cette démarche d'Adéquation Algorithme Architecture. Pour
rappel, les notations sont dé�nies dans le premier chapitre. De manière très résu-
mée, nos cas d'études sont dé�nis par trois types de données qui sont la description
du réseau, la description des agents et en�n le positionnement des agents sur le
réseau. Les informations sur le réseau contiennent la topologie du réseau et les
caractéristiques physiques des lignes. Les informations sur les agents sont leurs
contraintes et leur fonction coût qui est sous la forme :

gn(pn) = 0.5apnp
2
n + bpnpn + 0.5aqnq

2
n + bqnqn

= 0.5apn(pn − P0)
2 + 0.5aqn(Qn − P0)

2 (2.44)

�
Pour rappel, il y a bien équivalence entre les deux écritures de la fonc-
tion coût, car l'objectif est de trouver le minimum. Or le terme constant
ne change pas l'emplacement du minimum, il ne change que la valeur
minimale de la fonction objectif.

Lorsque l'on ne souhaite que travailler avec la puissance active, on ne conserve
que les termes en p. En connaissant la puissance voulue (P0) par chaque agent, on
peut déterminer la valeur de bpn ainsi :

bpn = −apn · P0 (2.45)

On peut déterminer de la même manière bqn à partir de aqn et Q0.
En�n, on rajoute lorsque l'on simule le marché un terme de préférence hété-

rogène, noté β. Ce terme permet de représenter di�érentes taxes ou préférences
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des agents par une pénalité sur chaque échange. Le nouveau terme qui en découle
pour chaque agent est :

fn(Tn) =
∑

m∈ωm

βnmtnm (2.46)

avec Tn l'ensemble des échanges tnm de l'agent n, ωm l'ensemble des partenaires
économiques de l'agent n et βnm la pénalité associé à l'échange tnm telle que
βnmtnm ≥ 0.

Les consommateurs ne peuvent que consommer/acheter tandis que les produc-
teurs ne peuvent que produire/vendre. Ainsi, les consommateurs ne sont pas reliés
entre eux ; de même pour les producteurs. Les consommacteurs peuvent tout faire.
Ils sont donc reliés à tous les autres acteurs.

Dans le cas "AC", on prend en compte les pertes dans les lignes. Pour que
l'équilibre soit fait même dans le cadre d'un marché, on ajoute au cas d'étude un
agent des pertes. Cet agent est un consommateur qui à l'instar de RTE, achète la
puissance nécessaire pour compenser les pertes dans le réseau. Par convention, cet
agent sera toujours l'agent 0. De même, puisqu'à chaque agent est associé un bus,
il sera placé sur le bus 0 dans le cas d'une modélisation AC (et n'existera pas dans
le cas "DC"). Cependant, on considérera qu'il n'injectera ou ne soutirera jamais
de puissance sur le réseau. En e�et, lorsque l'on simule le réseau, les pertes sont
déjà comptées dans les lignes, l'agent 0 a une existence exclusivement économique.
Ainsi, les caractéristiques de cet agent sont a0 = 0, b0 = 0 pour la puissance active
et réactive, pn = pn = Pperte. Lorsque les pertes sont évaluées itérativement, les
limites de l'agent varient à chaque itération. Pour ne pas devoir faire aussi varier
les limites économiques des échanges, ceux-ci ne sont pas contraints (lb = − inf).
La même chose s'applique à la puissance q.

Il est important de noter que l'ensemble des cas est dé�ni en per unit.
Dans le cadre de cette thèse, les cas d'études seront séparés en trois catégo-

ries selon leur rôle dans la démarche. Les premiers cas sont des cas d'étude �xes
de petite taille. Ces cas serviront pour la validation fonctionnelle des di�érentes
implémentations. Ensuite, des études de cas �xes à plus grande échelle nous per-
mettront de comparer les di�érents couples algorithmes-architectures en grande
dimension, ou encore de nous comparer à l'état de l'art. En�n, les derniers cas
sont des cas aléatoires dans lesquels on peut faire varier les dimensions ou certains
paramètres. Ces indicateurs nous permettront d'évaluer la complexité mesurée (au-
trement dit le passage à l'échelle) de di�érentes implémentations des algorithmes.
Ils nous permettront aussi de faire des études paramétriques pour les di�érentes
implémentations.
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Table 2.3 � Dé�nition des paramètres pour le cas 2 n÷uds

Agent indice bus pn pn aP bP β Q0

Consommateur 1 0 -30 0 1 8 -1 -1
Producteur 2 1 0 60 1 4 1 0

6.1 Cas pour véri�er la convergence

6.1.1 Cas 2 bus

Ce cas simple a pour particularité d'être solvable analytiquement. Ainsi, il s'agit
d'un cas constitué de deux agents, chacun sur un bus, et reliés l'un à l'autre par
une ligne. Le cas est représenté sur la Fig. 2.9. La ligne a une admittance b = 100
(puisqu'il n'y en a qu'une seule, cette valeur n'a pas d'in�uence) et une limite
thermique en puissance de ϕ = 0, 8. Les paramètres des agents sont regroupés dans
Tab. 2.3, en se basant sur les fonctions coûts de (2.44). La fonction à minimiser se
note donc ainsi :

f(x) = 0.5a1p
2
1 + b1p1 + β12t12 + 0.5a2p

2
2 + b2p2 + β21t21 (2.47)

On remarquera que de par les contraintes d'équilibre des puissances ((1.2c) et
(1.2b) du chapitre suivant) on a p1 = t12 = −p2 = −t21 = ±ϕ ce qui nous donne
après simpli�cation :

f(x) = p21 + 2p1 (2.48)

Le minimum est donc en p1 = −1. Cependant si on prend en compte les
contraintes dans les lignes on a p1 = −ϕ = −0.8. Dans le cas sans préférences
hétérogènes, l'optimum sans contraintes de ligne est à 2.

cas dit "AC" : Dans le cas où l'on considère aussi la puissance réactive, chaque
agent a une puissance réactive objectif notée Q0. Dans ce cas là on considère que
les impédances valent r = 0.003 et x = 0.01 pour la ligne. L'agent des pertes étant
un consommateur, il n'échange qu'avec le producteur 2.

cas dit "AC" : Dans le cas où l'on considère aussi la puissance réactive, chaque
agent a une puissance réactive objective notée Q0. Dans ce cas-là, on considère que
les impédances valent r = 0.003 et x = 0.01 pour la ligne. L'agent des pertes étant
un consommateur, il n'échange qu'avec le producteur 2.

Les avantages de ce cas sont les suivants.
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Figure 2.9 � Modélisation du cas 2 bus dans le cas DC (gauche) et AC (droite)

� Le cas est petit, donc il est rapide à calculer. Dans le cas de l'étude d'un
marché, la solution est calculable analytiquement, ce qui permet de véri�er
la convergence.

� C'est un cas où les bornes des puissances minimales et maximales ne sont
pas reliées à la puissance voulue des agents. Se placer au milieu des bornes,
donne donc une très mauvaise initialisation. De même, les puissances pour le
minimum du marché ne respectent pas du tout les contraintes du réseau. Par
conséquent, cet exemple sert à tester la convergence lorsque les contraintes
sont actives et que la solution initiale est éloignée de l'optimum.

� On peut également noter que c'est un réseau radial avec de la puissance qui
"remonte" vers le bus 0.

6.1.2 Cas 3 bus

Ce cas simple est constitué de 3 bus et de 3 lignes. Le cas est représenté sur la
Fig. 2.10. Pour rappel, les agents ne font pas d'échange avec des pairs du même type
qu'eux. Contrairement au cas précédent, ce n'est pas un cas radial. Dans ce cas-ci,
on a posé Sbase = 100MVA et Vbase = 230kW pour normaliser le cas d'étude.
On ne considère pas de préférence hétérogène, β = 0 pour tous les échanges. Les
paramètres des agents sont regroupés dans Tab. 2.4, et les paramètres pour les
lignes sont dans Tab. 2.5.

�
Lorsque les limites thermiques des lignes sont notées ∞, cela signi�e
que les lignes ne sont pas contraintes. Dans le cas où l'implémentation
permet de ne considérer que certaines contraintes, celles-ci ne seront pas
considérées. Dans le cas contraire, les limites seront �xées à une valeur
arbitrairement grande (typiquement 1e6) pour que ces contraintes ne
soient jamais actives.
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Figure 2.10 � Modélisation du cas 3 bus dans le cas DC (gauche) et AC (droite)

Les avantages de ce cas sont les suivants.
� Le cas est petit et donc il est rapide.
� C'est un cas avec un bus qui n'a pas d'agent et un bus avec 2 agents ;
� C'est un cas où la puissance voulue est au milieu des bornes des puissances

minimales et maximale. Ainsi, une initialisation au milieu des bornes est
très e�cace.

6.2 Cas pour comparaisons

6.2.1 Cas Matpower

L'installation de MatPower [73] sur Matlab permet d'avoir accès à de nombreux
cas d'études. Ces cas d'études sont construits pour réaliser des Power Flow et des
Optimal Power Flow avec uniquement les producteurs comme entités �exibles.
Les cas d'études ont donc été adaptés pour pouvoir être résolus par nos di�érents
algorithmes. En e�et, dans notre cas, on se concentre sur la résolution d'un marché
et son impact sur le réseau. Ainsi, on supposera que tous les moyens de production
et toutes les charges contrôlables (ou �exibles autour d'un point) imposent les

Table 2.4 � Dé�nition des paramètres des agents pour le cas 3 bus

indice type bus pn pn P0 β Q0

0 Pertes 0 0 0 0 0 0
1 Consommateur 1 1.05P0 0.95P0 -2 0 -1.2
2 Producteur 0 0 2P0 1.3 0 0
3 Producteur 1 0 2P0 1 0.7 0
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puissances actives et réactives. On ne considère donc que des n÷uds dit PQ dans
notre problème. Pour atteindre ce point tout en restant proches du cas choisi,
les étapes suivantes ont été réalisées (le code Matlab réalisant ces opérations est
accessible avec les codes open sources).

� La numérotation est changée pour que le n÷ud de référence soit toujours
le numéro 0 (1 dans Matlab) .

� Le cas Matpower est chargé et un Power Flow est lancé tel quel.
� La valeur du déséquilibre (hors perte) est récupérée, et un agent est crée

sur le n÷ud de référence avec pour valeur de consommation/production
l'opposée de cette valeur (ainsi le bus de référence ne doit que compenser
les pertes comme si une étape du marché avait déjà été réalisée).

� La valeur des puissances �nales des n÷uds PV est récupérée pour initialiser
ces n÷uds qui sont transformés en n÷ud PQ.

� Les consommateurs (puissance active négative) et les producteurs peu �exibles
(puissance active positive ou nulle) sont créés à partir des puissances ini-
tiales indiquées sur l'ensemble des n÷uds.

� Les producteurs sont dé�nis à partir de la puissance �nale simulée et de leur
fonction coût lorsqu'elle est renseignée (plus de détails dans le Tab. 2.6).

Parmi les cas tests, le cas IEEE à 39 bus est particulier. Pour ce cas, les fonctions
coûts des agents ont été �xées, comme dans [25] et [26]. Ainsi, les agents sont bien
plus �exibles que dans les autres cas. Cependant, cela nous permet d'avoir un cas
de référence pour nous comparer avec l'état de l'art. De plus, ce cas ne considère
que la puissance active des agents.

6.2.2 Cas Européen

Ce cas réaliste représente le marché européen. Pour cela, on utilise les données
en open source DTU-ELMA/European Dataset [105]. Ce jeu de données inclut un
�chier de générateurs �exibles avec leur nom, position, type (charbon, hydraulique,
gaz, nucléaire, géothermique), capacités et coût de production. Il inclut aussi un
�chier pour la description de chaque bus (tension, position et charge en puissance)
à chaque instant avec un pas de temps de 1h pendant 3 ans.

Table 2.5 � Dé�nition des paramètres des lignes pour le cas 3 bus

indice bus avant bus après G B Yd ϕ

0 0 1 1.69 -10.19 0.09205 ∞
1 0 2 2.64 -15.93 0.0587 ∞
2 1 2 2.11 -12.74 0.07355 ∞
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Table 2.6 � Dé�nition des paramètres, lorsque non fournis par matPower

Agent �exibilité en P aP bP Flexibilité en Q

Consommateur 20% 0.1 −0.1 ∗ P 5 %
Producteur peu �exible 20% 0.1 −0.1 ∗ P 5 %
Producteur sans coût 0.1 1

Ce cas contient donc au moins 969 générateurs que l'on supposera totalement
contrôlables, et 1494 bus auxquels on associera un agent consommateur par bus.
La puissance d'un générateur est limitée par sa capacité. La puissance soutirée
de chaque bus sera considérée comme étant celle souhaitée par les agents P0. Les
consommateurs seront supposés comme �exibles à 10% autour de cette valeur.

Pour rappel, la fonction coût des agents a pour expression g(Pn) = a·P 2
n+b·Pn.

La fonction coût des consommateurs a son minimum à la puissance voulue (−P0)
et a un coe�cient directeur de 1. Pour les producteurs, le terme linéaire est égal
au coût de production linéaire et le coe�cient directeur est de 0.1. Ainsi, il est
plus important de satisfaire les consommateurs que les producteurs. Les choix des
coe�cients sont rappelés dans le tableau, Tab. 2.7.

Le cas possède aussi un �chier permettant d'avoir les informations sur les lignes
entre les bus (les bus de liaisons, la longueur, la limite et la susceptance). Le cas
contient 2156 lignes, mais 2014 d'entre elles ne sont pas contraintes. Ce qui donne
en réalité un cas à 142 lignes contraintes. N'ayant accès qu'à la susceptance des
lignes et pas à leur résistance, ce cas n'est pas utilisable pour les problèmes non
linéarisés, tels que le PF ou l'OPF en AC.

Cas Européen réduit Le cas européen contenant les 2500 agents peut être
un trop grand cas pour des implémentations non optimisées. Il peut donc être
intéressant d'avoir des cas intermédiaires possédant quelques centaines d'agents.

Table 2.7 � Dé�nition des paramètres Européen

Agent Producteur Consommateur

nombre 969 1494
pn (MW) 0 −1.1 · P0

pn (MW) capacité −0.9 · P0
a (MW−2) 0.1 1
b (MW−1) coût de production P0
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Pour cela, on peut réduire le cas européen en ne sélectionnant qu'un seul pays.
Selon le pays, le nombre de n÷uds et le rapport production - consommation ne
sera pas le même. Il peut être important de noter que les lignes avec des contraintes
de �ux de puissance étant principalement entre les pays, ce genre de cas n'a que
quelques lignes contraintes.

6.2.3 Cas Test Feeder

Ce jeu de donnée est en open source, et est fourni par le groupe de travail
IEEE PES Test Feeder [106]. Ce système est plutôt basé sur un système du style
Nord-Américain. Cependant, il est dans sa con�guration de base radiale et à faible
tension (416V phase à phase) ce qui est compatible avec un réseau de distribution
européen.

En plus de la description du réseau par la description des types de chaque
ligne, ce cas d'étude possède des séries temporelles sur une plage de 24h pour les
consommations avec un pas par minute. Si le cas possède une centaine de séries,
seuls 50 agents sont placés sur le réseau.

Le réseau possède 905 bus et donc 904 lignes. Une analyse des données montre
que la plupart des lignes sont extrêmement petites (de l'ordre du décimètre). Cela,
couplé au fait qu'il n'y ait que 55 agents, rend le cas très adaptable.

En e�et, il est possible d'augmenter le nombre d'agents du cas d'étude pour
passer à un cas d'étude plus citadin. Il est aussi possible au contraire de "fusionner"
des lignes en ajoutant leur impédance pour réduire la taille du problème tout en
simulant le même cas physique.

Ce cas pourra être utilisé pour tous les problèmes comme on a accès à toutes
les informations nécessaires du réseau.

6.3 Cas pour évaluer la complexité

Les cas générés aléatoirement n'ont pas pour objectif principal de représenter
un cas d'étude réaliste, mais plutôt d'évaluer les caractéristiques algorithmiques
des di�érentes implémentations. Ainsi, on pourra se servir de ces cas pour évaluer
la complexité réelle des algorithmes en mesurant le temps en fonction de la taille
du cas d'étude. On pourra aussi mesurer la sensibilité des performances à di�érents
paramètres, comme les fonctions coûts, le déséquilibre entre les consommateurs et
producteurs ou le fait d'avoir un marché hétérogène.

Dans les cas aléatoires, il y a plusieurs méthodes de générations possibles. Soit
tout le cas est généré, soit on part d'un réseau �xe existant et on le modi�e. Les
parties suivantes présenteront les di�érentes méthodes de génération des agents,
du réseau et du positionnement des agents sur le réseau.
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6.3.1 Génération des agents

Dans le cas de génération d'un marché P2P, les di�érents paramètres sont
tirés aléatoirement avec une loi uniforme entre deux bornes pour l'ensemble des
agents. On considérera que tous les agents sont économiquement reliés entre eux
(ils peuvent tous échanger avec tous les autres). Lors de cette étape, on ne choisit
pas sur quel bus se situe l'agent. De nombreux paramétrages sont possibles, dans
le tableau Tab. 2.8 sont regroupées les données du paramétrage qui sera utilisé.

Table 2.8 � Caractéristique d'un cas généré aléatoirement, modélisation DC

Caractéristique moyenne variation

Power (MW) 1000 400
a (MW−2) 0.07 0.02
b (MW−1) 50 20

Consomateur (%) 50 0
Consom-acteur (%) 12,5 0

On peut remarquer que le marché qui sera généré avec la méthode ci-dessus
sera très homogène. Le comportement des di�érents types d'agents est identique
tout comme leurs niveaux de puissance. Dans un objectif de pouvoir représenter
di�érents types de con�guration du réseau et ainsi pouvoir évaluer leur impact
potentiel sur les implémentations, d'autres con�gurations doivent être testées.

6.3.2 Génération du réseau physique

A�n d'étudier l'e�et du nombre de lignes contraintes (c'est à dire qui peuvent
être congestionnées) sur les performances, un cas d'étude a été généré à partir
du cas européen. Pour cela, le réseau du cas européen est créé et à partir de ce
réseau, on peut soit enlever les contraintes sur les lignes, soit prendre une ligne non
contrainte existante et y ajouter une contrainte thermique. En faisant ainsi, on ne
change pas la topologie du réseau, cependant, selon les limites que l'on rajoute,
l'optimum peut changer. À partir de ce réseau, on peut conserver les agents du
réseau européen original ou utiliser un autre générateur d'agent.

Il est possible de générer un réseau de distribution radial aléatoire. Pour cela,
on �xe une profondeur (Np) et une largeur maximale (Nl) et un nombre de bus (B).
On part du bus initial (0). Pour chaque bus que l'on génère, on décide aléatoirement
avec une probabilité de Np

B
si l'on continue une branche existante. Sinon, on crée

une autre branche. Le choix de créer une nouvelle branche n'est possible que si l'on
n'a pas dépassé la largeur visée, et l'on ne peut pas se rajouter sur une branche si
celle-ci a atteint la profondeur maximale. Le type de ligne est choisi dans le code
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selon une référence accessible sur le site de PandaPower [97], 94-AL1/15-ST1A
(r = 0.306Ω/km, x = 0.29Ω/km, b = 13.2nF/km et Imax = 0.35A) et la longueur
est tirée aléatoirement uniformément entre deux bornes pour chaque ligne.

6.3.3 Génération d'un lien entre réseau et agents

A�n de �nir de générer le cas d'étude, il faut déterminer le positionnement des
agents. Dans notre cas, on supposera que chaque agent est sur au plus un bus.
Pour réaliser la correspondance entre les agents et le réseau, plusieurs choix sont
possibles.

� Soit on positionne aléatoirement les agents sur les bus (en tirant pour chaque
agent aléatoirement son bus).

� Soit on fait comme précédemment, mais en ne tirant pas uniformément,
avec certains bus ou certaines zones plus probables ou forcer pour avoir une
répartition équilibrée ou déséquilibrée.

� On peut essayer de positionner de manière "réaliste" les agents, avec, par
exemple, les agents d'une communauté sont tous sur le même bus si l'on
ne considère que le réseau de transport, ou sont sur le réseau de distribu-
tion associé au gestionnaire de communauté si l'on considère le réseau de
transport et celui de distribution.

Par défaut, c'est la répartition uniforme qui sera choisie pour construire les
cas aléatoires. Les autres répartitions seront utilisées lors des optimisations et des
études paramétriques pour les di�érentes implémentations.

6.4 Synthèse des cas d'études

Comme ce qui a été présenté précédemment, les di�érents cas d'étude pour-
suivent di�érents objectifs. Des cas petits permettent de faire une validation fonc-
tionnelle, tandis que des cas plus grands nous permettent de nous comparer à la
littérature. En�n, les cas aléatoires nous permettent de faire une étude de passage
à l'échelle. Certains cas ou générateurs étant basés sur la littérature, ils ne sont
pas applicables à tous les types de problèmes. Ainsi, le tableau Tab. 2.9 permet
de résumer l'ensemble des cas qui seront utilisés dans l'ensemble de ce manuscrit.
Il est important de noter que, la modélisation DC étant une approximation de
la modélisation AC du réseau, tous les cas pouvant être utilisés en modélisation
AC peuvent aussi être utilisés en DC. La génération de cas aléatoire d'agent ne
permet en soit que de simuler un marché. Cependant, en la couplant à un réseau
(généré aléatoirement ou �xe), la génération peut servir pour étudier l'ensemble
des problèmes. Le tableau indique aussi si le jeu de donnée peut être simulé sur
plusieurs pas de temps consécutif (dans la colonne donnée temporelle).
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Table 2.9 � Ensemble des cas d'études utilisés

Nom modèle réseau Taille données temporelles

Cas 2 bus AC radial 2 | 2 non
Cas 3 bus AC maillé 3 | 3 non

Cas 39 n÷uds DC maillé 39 | 31 non
MatPower casB AC dépend B | dépend non

Européen DC maillé 1494 | 2463 oui
Test Feeder AC radial 905 | 50 oui
cas aléatoire AC 0 | N non

Table 2.10 � Description des cas Matpower utilisés

Nom réseau B L N Ncons Ngen,Nflex Sbase

cas9 maillé 9 9 6 3 0 100
cas10ba radial 10 9 11 9 1 10
cas30 maillé 30 41 26 20 0 100
cas69 radial 69 68 49 48 0 10
cas85 radial 85 84 60 58 1 1
cas118 maillé 118 186 153 99 0 100

Le tableau 2.10 détaille les cas Matpower qui ont été utilisés dans cette thèse.
Pour rappel, B, L et N représentent respectivement le nombre de bus, de lignes et
d'agents. Les quantités Ncons et Ngen,Nflex correspondent aux nombres de consom-
mateurs et de générateurs non �exibles.

Dans le tableau est aussi indiqué Sbase, qui est la valeur de la puissance qui est
utilisée pour normaliser les puissances. Cela est important, notamment, car plus
cette valeur est élevée, plus les coe�cients des fonctions coûts le seront.

7 Conclusion

Dans cette partie la méthodologie Adéquation Algorithme Architecture a pu
être présentée. Les métriques nous permettant d'évaluer les di�érents algorithmes
et implémentations réalisées. Le verrou scienti�que étant le temps de calcul, les
principales métriques seront le temps de calcul et la complexité, celle-ci indiquant
le comportement lors du passage à l'échelle. L'ensemble des algorithmes qui sera
utilisé a été présenté. Parmi les architectures, le choix a été le CPU en tant qu'hôte
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et le GPU en tant que carte accélératrice. Le code sera écrit en C++ et OpenMP
sera employé pour paralléliser sur les CPU, tandis que Cuda sera utilisé pour mettre
en ÷uvre sur les GPU. En�n, l'ensemble des cas d'études qui seront utilisés pour
le test des implémentations ont été détaillés.
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1 Introduction

Le chapitre précédent a pu présenter la méthodologie de l'Adéquation Algo-
rithme Architecture. Les métriques, algorithmes, architectures et jeux de données
ont été dé�nis. Ce chapitre vise à appliquer les algorithmes précédents pour ré-
soudre le problème du marché endogène. L'implémentation des di�érents al-
gorithmes en série sur CPU visera di�érents objectifs. Tout d'abord, cela nous
permettra de réaliser la validation fonctionnelle des di�érents algorithmes. Pour
cela, on étudiera leur convergence sur des cas �xes et des cas aléatoires. Ensuite,
la simulation sur des cas aléatoires permettra de montrer l'explosion des temps de
calcul avec l'augmentation des dimensions des problèmes.

Toutes les implémentations ont été réalisées en C++ et exécutées sur un CPU,
AMD RYZEN 5 5600H à une fréquence de 3.3 GHz.

1.1 Problème d'optimisation

Pour rappel, l'objectif de l'optimisation d'un marché endogène est de trouver les
échanges tnm optimums entre les agents minimisant les fonctions objectifs notées
gn = 1

2
anp

2
n + bnpn tout en respectant les contraintes de réseau. Ces fonctions

peuvent être enrichies par des préférences hétérogènes sur les échanges βnmtnm,
qui peuvent représenter un surcoût imposé par le réseau [25], une pénalité sur
la distance entre les agents ou une pénalité carbone par exemple [26]. Dans le
cas d'un réseau multiénergie, on pourra aussi rajouter une ou plusieurs autres
grandeurs échangées, qui seront notées q. Cette grandeur pourra représenter, par
exemple, la puissance réactive ou la puissance thermique. L'équation résultante est
la suivante :

min
T,P

∑
n∈Ω

(
gn(pn, qn) +

∑
m∈ωn

βnmtnm

)
(3.1a)

t.q. T = −Tt (3.1b)

Lois de la physique (3.1c)

contraintes operationnelles (3.1d)

La contrainte d'antisymétrie (T = −tT) représente le fait que le marché doit être
à l'équilibre (ce qui est acheté doit être vendu et inversement). Les contraintes
opérationnelles concernent à la fois le marché (limites physiques des agents, Section
3.3) et le réseau (plan de tension et congestion, Section 3.4). Les lois de la physique
consistent dans le respect des lois de Kirchho� (lois des mailles et lois des n÷uds
3.2).
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Figure 3.1 � Di�érentes manières de résoudre le marché endogène

ò
Un marché endogène centralisé sans préférences hétérogènes (sans les
variables d'échange) est un Optimal Power Flow.

1.2 Méthodes de résolutions

Le problème de marché décentralisé endogène est un problème complexe, mais
qui peut être résolu directement sous la forme (3.1). En e�et, sa formulation est
similaire à celle d'un OPF avec des contraintes supplémentaires pour le marché et
potentiellement des termes en plus dans la fonction coût. Ainsi, la première manière
de résoudre ce problème serait donc de résoudre un OPF dans lequel on ajoute un
marché interne. Cette manière est la plus directe pour résoudre ce problème, mais
il est di�cile de savoir à priori comment s'organiserait l'implémentation réelle de ce
type de gestion. Notamment selon l'algorithme utilisé, les échanges d'informations
nécessaires ne seront pas les mêmes. Cette résolution est représentée dans la partie
gauche de la Fig. 3.1.

Une autre manière de faire qui serait plus proche du réel est de séparer la
gestion du réseau et la résolution du marché. La séparation en deux blocs de la
résolution permet aussi de séparer les informations nécessaires à chaque bloc et
ainsi d'éviter d'avoir besoin que tous les agents du marché aient connaissance du
réseau. On peut donc soit relaxer les contraintes du réseau via une ADMM (Section
2.4.2.1). Ainsi, le marché doit communiquer avec un Power Flow pour respecter
les contraintes (partie droite de la Fig. 3.1). Cette méthode a l'avantage de limiter
la puissance de calcul nécessaire pour le gestionnaire de réseau (SO).

L'autre possibilité est de séparer le problème en deux sous problèmes avec une
autre version de l'ADMM (Section 2.4.1.1). Dans ce dernier cas, un marché et
un OPF doivent communiquer pour arriver à un consensus (partie centrale de la
Fig. 3.1).

Un des enjeux de cette thèse sera de déterminer lequel de ces trois types de ré-
solution a les meilleures performances selon nos métriques. De plus, il sera possible
de se demander comment faire interagir les blocs entre eux. En e�et, de nombreux
choix sont possibles, par exemple :
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� chaque bloc fait son optimisation complète à tour de rôle ;
� chaque bloc fait un petit nombre d'itérations (éventuellement une seule) à

tour de rôle ;
� un bloc fait une optimisation complète et l'autre ne fait que quelques ité-

rations ;
� n'importe quelle combinaison de nombres d'itérations peut aussi dépendre

de l'état de la convergence...
Cette question sera discutée dans la section 5.4.2.3.

Comme de nombreuses solutions sont possibles, il est important de faire une
sélection des algorithmes pour chaque bloc (sous problème). Pour ce faire, les di�é-
rents blocs seront implémentés séparément et on suivra la démarche d'Adéquation
Algorithme Architecture pour chacun de ces problèmes. Ainsi, les parties suivantes
présenteront les di�érentes implémentations des di�érents problèmes sur CPU pour
réaliser la validation fonctionnelle.

2 Power Flow

2.1 Mise en forme du problème

Les contraintes du réseau que l'on considère dans le marché endogène sont des
bornes sur les variables physiques du réseau (tension et puissance) et le respect
des lois de la physique (lois de Kirchho�). Le problème du Power-Flow permet de
déterminer la moitié des grandeurs caractéristiques (tension V , θ et puissance P ,
Q) sur les bus à partir de la connaissance de l'autre moitié [42]- [50]. Parmi les
n÷uds, un est choisi pour être la référence de la tension V = V0 et θ = θ0, et sera
dans notre cas toujours le premier n÷ud. Les autres n÷uds sont des n÷uds PQ
si l'on connait les puissances ou PV si l'on connait l'amplitude de la tension et la
puissance active. Les équations de Kirchho� nous donnent la relation suivante :

Sbus
i = Ei ·

∑
k

Y ∗
ik · E∗

k = F (θ, V ) (3.2)

avec Ei la tension complexe du bus i. Ce qui donne en termes de puissances actives
et réactives en exprimant la tension sous sa forme angulaire :

P bus
i = Vi ·

∑
k

Vk · (Gik cos θik +Bik · sin θik) (3.3)

Qbus
i = Vi ·

∑
k

Vk(Gik sin θik −Bik cos θik) (3.4)

Les algorithmes considérés sont les méthodes de Newton Raphson (NR) et
Gauss Seidel (GS). Ils ont été choisis, car ils ont des comportements très di�é-



2. POWER FLOW 119

rents sur une architecture basée sur un CPU [43] tout en ayant des performances
comparables sur des cas dans la littérature. Pour rappel, Newton Raphson a des
opérations très coûteuses à cause du calcul de la Jacobienne et de la résolution
du système, mais n'a besoin que de très peu d'itération (section 4.2.2). L'algo-
rithme de Gauss Seidel (section 4.2.3) a besoin de beaucoup d'itérations (et ce
nombre pourrait augmenter avec la taille du problème), mais ses opérations sont
peu coûteuses, ce qui le rend aussi rapide que l'autre algorithme. Pour un réseau
entièrement radial, l'algorithme de résolution des �ux, le backward-forward algo-
rithm [73], présente de meilleures propriétés de convergence et sera donc utilisé.

Comme le rôle du Power-Flow développé sera de faire partie d'un marché endo-
gène, on se placera pour la suite dans un cas où un marché est utilisé en parallèle
de cette résolution. C'est-à-dire que :

� l'ensemble des n÷uds est de type PQ (puisque c'est ce qui est contrôlé dans
le marché) ;

� les problèmes traités seront avec des puissances soutirées ou injectées déjà
proche de l'équilibre avec le n÷ud de référence cherchant juste à compenser
les pertes dans les lignes.

2.2 Approximation DC

Pour rappel (section 1.3.2), l'approximation DC [45] est une version simpli�ée
de ce problème qui peut donner des résultats assez proches du problème complet
lorsqu'elle est appliquée sur certains réseaux de transport.

Cette approximation négligeant les chutes de tension et considérant un faible
déphasage, on remarque que cela signi�e que, sur les contraintes de départ, seule la
contrainte sur les �ux de puissance peut encore être activée. On va donc chercher à
déterminer les �ux de puissance dans les lignes (ϕ) à partir des puissances injectées
dans les bus.

De par ces approximations les équations de départ, (3.3) et (3.4) deviennent :

P bus
i = V 2

0 ·
∑
k

Bik · θik =
∑
l∈Li

ϕl (3.5)

Qbus
i = −V 2

0 ∗
∑
k

Bik (3.6)

Ainsi en notantBdiag une matrice diagonale contenant la susceptance de chaque
ligne, Bdiag,l = 1/xl, et C la matrice d'incidences entre les bus et les lignes, on peut
remarquer que l'on a les relations suivantes :

Pbus = CBdiagC
T θ (3.7)

ϕ = BdiagC
T θ (3.8)
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Ces deux relations (qui sont en réalité deux systèmes d'équations linéaires)
nous permettent de chercher une relation directe entre la puissance dans les lignes
et les puissances injectées dans les bus. L'idée de base est de résoudre le premier
système pour obtenir les valeurs de θ pour ensuite l'injecter dans le deuxième
système pour obtenir ϕ. Cependant, avant de pouvoir faire cela, il est important
de noter qu'en cas de Power Flow, l'angle θ est imposé sur le n÷ud de référence. De
plus, en approximation DC, il n'y a pas de perte dans les lignes. Ainsi, la puissance
inconnue dans le n÷ud de référence est exactement égale au déséquilibre. On a donc
une équation de plus que le nombre de variables.

θ = (CBdiagC
T )−1Pbus (3.9)

il faut enlever la ligne correspondant au n÷ud de référence (la première ligne dans
notre cas) dans la matrice CBdiagC

T . Cela aura pour conséquence que lorsque l'on
écrit la relation suivante :

ϕ = Bdiag ·CT · (C ·Bdiag ·CT )−1 ·Pbus = Gbus
sensiP

bus (3.10)

Quel que soit le terme de ϕ choisi, celui-ci sera indépendant de la puissance
au n÷ud de référence. On appellera la matrice Gbus

sensi la matrice de sensibilité du
réseau à l'injection de puissance. Le coe�cient glb de cette matrice représente la
variation de ϕl due à une variation de Pb.

�
L'ensemble des n÷uds étant de type PQ, sauf le n÷ud de référence, les
inconnues sont donc la puissance sur le n÷ud de référence et la tension
sur tous les autres n÷uds. Dans le cas DC, la puissance au n÷ud de ré-
férence est égale à la somme de toutes les puissances injectées/soutirées
aux n÷uds et la tension vaut 1pu sur chaque n÷ud. Ainsi, l'application
de l'équation (3.10) permet de résoudre complètement le DC-PF.

2.3 Newton-Raphson NR

Cet algorithme permet en connaissant l'image d'une fonction d'en trouver l'an-
técédent. Ici, on cherchera E = (θ,V) tel que Si − Fi(θ,V) = 0 pour tous les bus,
et telle que Si est la puissance imposée par le bus i.

Pour ce faire, en posant W = (P,Q) le vecteur des puissances et dY la varia-
tion de la variable Y, on fait un développement limité au premier ordre autour de
0 et on obtient :

dW = Jac · dE (3.11)

Jac =

(
Jac1−1 Jac1−2

Jac2−1 Jac2−2

)
=

(
δP
δθ

δQ
δθ

δP
δV

δQ
δV

)
(3.12)
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La Jacobienne (3.12) peut être dé�nie par bloc. Chaque ligne d'un bloc corres-
pond à un bus. Les termes diagonaux correspondent donc à la dérivée de l'équation
d'un bus par ses variables. Tandis que les termes non diagonaux correspondent à la
dérivée par les variables des autres bus. L'ensemble des termes est regroupé dans le
tableau Tab. 3.1. Il faut ensuite inverser le système dé�ni par cette matrice, (3.11)
pour obtenir la variation de tension nous permettant de nous rapprocher de la
solution. Deux méthodes directes ont été testées, une inversion de matrice par un
pivot de Gauss et une factorisation LU avec pivot. Il est intéressant de noter que,
pour chaque bloc de la Jacobienne, le terme Jacij est non nul s'il existe une ligne
entre les bus i et j, Tab. 3.1. Ainsi, moins le réseau est maillé, plus la Jacobienne
sera creuse.

Table 3.1 � Di�érents termes de la Jacobienne

Indices diagonaux non diagonaux

1-1 −Qi −Bii · Vi · Vi Vi · Vj · (Gij · sin(dθ)−Bij · cos(dθ))
1-2 Pi/Vi +Gii · Vi Vi · (Gij · cos(dθ) +Bij · sin(dθ))
2-1 Pi −Gii · Vi · Vi −Vi · Vj · (Gij · cos(dθ) +Bij · sin(dθ))
2-2 Qi/Vi −Bii · Vi Vi · (Gij · sin(dθ)−Bij · cos(dθ))

La résolution est itérative. A�n de déterminer si l'algorithme a convergé, l'er-
reur peut être calculée :

err = ||W0−W || (3.13)

L'erreur est la di�érence entre les puissances injectées connues notées W0 (ac-
tives des n÷uds PV ou puissances actives et réactives des n÷uds PQ) avec les
puissances obtenues à partir des tensions calculées.

2.4 Gauss Seidel GS

Pour la résolution du problème en utilisant la méthode de Gauss-Seidel, il faut
remarquer que :

S∗
i = Pi − i ∗Qi

= E∗
i ·

∑
j

Y ij · Ej
(3.14)

On aboutit alors à l'équation suivante :

Pi − i ∗Qi

E∗
i

=
∑
j

Y ij · Ej (3.15)



122CHAPITRE 3. VALIDATION FONCTIONNELLE ET PASSAGE À L'ÉCHELLE

Ainsi, en �xant la tension du terme de gauche à partir de celle obtenue à
l'itération précédente, on peut résoudre le système obtenu grâce à la méthode de
Gauss-Seidel :

Ek+1
i =

1

Y ii

·
(Pi − iQi

E∗
i

−
i−1∑
l=1

Y ilE
k+1
l −

B∑
l=i+1

Y ilE
k
l

)
(3.16)

Pour cet algorithme, la tension sera représentée en coordonnées cartésiennes, ce
qui permettra d'éviter l'utilisation de fonction trigonométrique. Ainsi en séparant
la partie réelle et imaginaire de cette dernière équation, la tension peut être itéra-
tivement déterminée. Le calcul de l'erreur est identique à celui de la méthode de
Newton-Rapshon (3.13).

2.5 Méthode Backward-forward

Les algorithmes précédents ont des limites connues. En e�et NR converge
di�cilement dans les cas mal initialisés ou très peu maillés. L'algorithme GS a des
problèmes pour passer à l'échelle. Pour remplacer ces algorithmes dans des réseaux
de distribution où ils sont peu e�caces, d'autres algorithmes ont été proposés.

Ces algorithmes ne sont utilisables que dans les réseaux de distribution non
maillés. Certaines extensions permettent de prendre en compte quelques boucles,
mais elles ne seront pas implémentées ici. Ces méthodes sont basées sur celles
présentées dans le document de Matpower [73]. L'algorithme backward-forward
existe sous plusieurs formes, selon qu'il utilise le courant, le �ux de puissance ou
des impédances équivalentes. Dans notre cas, on considérera la version utilisant
le courant (Current Sommation Method Cur) et celle sur les puissances (Power
Summation Method BackPQ). Ces méthodes s'appliquant sur un réseau radial,
il y a un bus de plus qu'il y a de ligne. La numérotation entre ce document et
Matlab sera di�érente. En e�et, si, dans Matlab, la ligne k va vers le bus k, dans
notre cas, la ligne k arrive au bus k + 1. Ceci nous permet d'éviter d'avoir besoin
d'ajouter une ligne �ctive arrivant au premier bus. On stocke aussi pour chaque
bus k l'antécédent du bus dans un vecteur F tel que Fk = i = Ak.

Ces méthodes consistent à répéter les 4 étapes suivantes :
1 On calcule le courant/ la puissance pour chaque ligne k en fonction de la
puissance soutirée sd :

jk
b
= (

sk+1
d

Ek+1

)∗ + yk
d
Ek+1 (3.17)

skt = sk+1
d + (yk

d
)∗ · v2k+1 (3.18)
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2 Backward sweep : on parcourt les lignes k dans l'ordre décroissant avec i
l'indice de la ligne précédente ;

ji
b,new

= ji
b
+ jk

b
(3.19)

skf = skt + zks |
skt
Ek

|2

sit,new = sit + skf

(3.20)

3 Forward sweep : on parcourt les lignes k > 1 dans l'ordre croissant pour
mettre à jour les tensions :

Ek = Ei − zks · jkb (3.21)

Ek = Ei − zks · (
skf
vi
)∗ (3.22)

4 on calcule l'erreur sur la tension :

ϵ = ||Eiter+1 − Eiter|| (3.23)

Lorsque les tensions ne varient presque plus, l'algorithme est considéré comme
ayant convergé. Comme précédemment, le calcul est réalisé avec des nombres com-
plexes, la tension sera ici aussi représentée en coordonnées cartésiennes.

2.6 Validation fonctionnelle

Dans cette partie, on testera nos algorithmes sur les cas de Matpower qui sont
utilisés dans la littérature.

ò
Pour rappel, les cas ont été modi�és pour n'avoir que des n÷uds PQ.
Cela peut provoquer des di�érences sur les propriétés de convergences
des méthodes sur certains cas par rapport à la littérature.

La précision demandée est de 5 · 10−4 pour les méthodes NR et GS. Pour les
méthodes Cur et BackPQ la précision est de 5·10−5. En e�et comme les dernières
méthodes calculent l'erreur sur la tension, il faut demander sur certains cas plus
de précision pour obtenir les mêmes puissances.

Par défaut, les cas sont initialisés avec les valeurs contenues dans les �chiers des
cas MatPower. Dans le tableau Tab. 3.2 sont regroupés l'ensemble des résultats.
Le symbole ∗ signi�e que le cas diverge avec ce type d'initialisation. Le temps n'est
dans ce cas là pas indiqué puisque dépendant du nombre d'itérations maximales
autorisées. Le symbole X indique que la méthode n'a pas été utilisée puisque
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Table 3.2 � Temps en ms et (nombre d'itérations) pour converger pour di�érents
algorithmes et cas

Cas NR GS Cur BackPQ

(précision) simple double simple double simple simple

Cas 2 bus 0.06 (2) 0.03 (2) 0.04 (7) 0.4 (7) 0.04 (3) 0.03 (2)
Cas 3 bus 0.09 (2) 0.03 (2) 0.06 (7) 0.5 (7) X X
Matpower 9 0.09 (3) 0.08 (3) 0.2 (74) 0.9 (74) X X

Matpower 10ba 0.1 (3) 0.05 (3) 0.3 (94) 0.6 (94) 0.09 (6) 0.04 (4)
Matpower 30 0.3 (2) 0.2 (2) 1.5 (197) 2 (197) X X
Matpower 69 * 10 (2) * 790 (12015) 0.2 (5) 0.2 (3)
Matpower 85 38 (3) 38 (3) 100 (4487) 88 (4742) 0.3 (6) 0.5 (4)
Matpower 118 75 (2) 72 (2) * * X X
Matpower 300 830 (9) 740 (8) * * X X

le réseau n'est pas radial. Puisque le résultat peut dépendre de la précision des
calculs, les méthodesNR etGS ont aussi été testées avec tous les calculs en double
précision.

On peut remarquer qu'il existe des cas où les méthodes ne convergent pas. Pour
le cas Matpower 69, ceci est dû à un problème de précision dans les calculs. En
e�et, les mêmes calculs en �ottant double précision convergent.

ò
Le problème étant non convexe le choix de l'initialisation est très impor-
tant. Par exemple pour le cas 118 n÷uds si l'initialisation est proche
de la solution ou avec des tensions plates, la méthode GS converge
vers une autre solution (avec plus de puissance active et réactive sur
le n÷ud de référence) que la méthode de NR (que cela soit résolu via
notre solveur ou celui de MatPower).

2.6.1 Passage à l'échelle

L'objectif de cette partie est d'étudier le comportement des di�érents algo-
rithmes avec l'augmentation des dimensions des problèmes. A�n de pouvoir com-
parer l'ensemble des algorithmes, des réseaux radiaux seront générés. Les lignes
sont de type 94-AL1/15-ST1A 0.4. Les agents sont répartis aléatoirement sur l'en-
semble des bus. Dans notre cas, il y a autant de consommateurs que de producteurs
et leurs puissances sont égales en moyennes. Le réseau est généré de telle sorte qu'il
soit globalement deux fois plus profond que large (i.e. lors d'un placement d'un
bus, il a deux fois plus de chance d'être mis en bout de branche que de créer une
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Figure 3.3 � Temps de calcul mesuré des di�érents algorithmes

nouvelle branche). L'in�uence du réseau sera étudiée en section 4.1.1 du Chapitre
5.

Le taux de convergence des di�érents algorithmes en fonction des dimensions
du problème est représenté sur la Fig. 3.2. On peut voir que celui-ci chute avec
l'augmentation des dimensions du problème pour toutes les méthodes, sauf pour
BackPQ. Cela montre la supériorité de cette méthode dans le cas de réseau radial
dans ce type de con�guration. Lorsque l'algorithme ne converge pas, son temps de
calcul dépend en grande partie du nombre maximal d'itérations permises. Ainsi,
la Fig. 3.3 représente le temps de simulation selon la méthode et les dimensions
pour les cas ayant convergé.

On peut y voir une augmentation rapide des temps de calcul avec l'augmenta-
tion des dimensions du problème. Les temps équivalents entre NR et GS cachent
une di�érence majeure entre ces méthodes. En e�et, le nombre moyen d'itérations
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du NR varie de 2 à 4 avec l'augmentation des dimensions, alors que la méthode
de GS en nécessite en moyenne de 140 à 10 000. Même si les temps de calcul aug-
mentent rapidement pour toutes les méthodes, les méthodes Curr et BackPQ
restent bien plus rapides.

3 Marché pair à pair

3.1 Mise en forme du problème

On appelle le marché pair à pair la résolution du problème suivant :

min
T,P

∑
n∈Ω

(
gn(pn) +

∑
m∈ωn

βnmtnm

)
(3.24a)

t.q. T = −tT (Λ) (3.24b)

pn =
∑
m∈ωn

tnm (µ) n ∈ Ω (3.24c)

pn ≤ pn ≤ pn n ∈ Ω (3.24d)

tnm ≤ 0 n ∈ Ωc (3.24e)

tnm ≥ 0 n ∈ Ωg (3.24f)

pn ≤ tnm ≤ pn n ∈ Ωp (3.24g)

L'objectif de cette simulation est de trouver les échanges tnm optimaux entre les
agents qui minimisent les fonctions objectifs. Dans le cadre de cette thèse, on
supposera que les fonctions coûts sont quadratiques gn(pn) = 1

2
anp

2
n + bnpn. À

ces fonctions peuvent être ajoutées des préférences hétérogènes sur les échanges
βnmtnm. Les contraintes sont l'antisymétrie des échanges (3.24b), car ce qui est
acheté doit être vendu pour être à l'équilibre, la puissance de chaque agent est la
somme de ses échanges (3.24c), la puissance et les échanges sont bornés (3.24e)-
(3.24g) selon le type des agents.

Ce type de problème est une optimisation quadratique sous contraintes. Ainsi, il
peut être résolu de manière centralisée via OSQP (section 2.4.3.1). Cette méthode
sera désignée par l'acronyme OSQPCen. Comme il sera montré dans cette partie,
une résolution avec un algorithme centralisée d'un marché pair à pair ne passe pas à
l'échelle. On utilisera donc deux algorithmes de décentralisation, ADMM (section
2.4.1.2), et PAC (section 2.4.1.4) a�n de pouvoir les comparer. Lors de l'utilisation
de l'ADMM, il faut encore résoudre un problème de minimisation pour chaque
agent. Il y a plusieurs méthodes pour le résoudre. Les algorithmes décentralisés avec
une ADMM sont désignés sous les termes OSQP et ADMM, selon qu'ils sont
résolus localement par une autre ADMM ou par OSQP. La méthode décentralisée,
avec l'algorithme PAC, s'appellera PAC.
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3.2 Résolution centralisée via OSQP

L'équation (3.24) lorsque les fonctions coûts sont quadratiques est une minimi-
sation d'une fonction quadratique, donc strictement convexe pour les puissances
P. Pour les variables d'échange T, la fonction coût est linéaire donc convexe. Le
problème peut s'écrire ainsi :

x =argmin
1

2
xTHx+ qTx

t.q. l ≤ Ax ≤ u
(3.25)

C'est que l'on appellera une résolution centralisée. Deux choix sont possibles
ici, la variable pn et la contrainte (3.24c) sont conservées, soit on applique cette
contrainte pour substituer les puissances par les échanges dans les fonctions coûts.

Dans le premier cas, on pose x = (P,Tlin) de taille Nv = N2 +N avec Tlin la
linéarisation ligne par ligne de la matrice des échanges T. La matrice H est nulle
sauf sur les N premiers termes de la diagonale correspondante aux termes de la
puissance :

Hnn = an ssi n ≤ N (3.26a)

Hij = 0 sinon (3.26b)

De même, on peut dé�nir le vecteur qT ainsi (en considérant que l'indice i est
dé�ni telle que l'on ait xi = tnm) :

qn = bn ssi n ≤ N (3.27a)

qi = βnm sinon (3.27b)

En�n on peut dé�nir les Nc = N2 + 2 ·N = Nv +N contraintes ainsi :

ln = pn ssi n ≤ N (3.28a)

ln = 0 ssi Nv ≤ n < Nc (3.28b)

li = lbn sinon (3.28c)

un = pn ssi n ≤ N (3.28d)

un = 0 ssi Nv ≤ n < Nc (3.28e)

ui = ubn sinon (3.28f)

Et on peut dé�nir la matrice des contraintes par blocs avec respectivement IN
et 1N les matrices identités et les matrices ne contenant que des 1 de taille N ·N :

Aij = INv ssi (i, j) ≤ Nv (3.29a)

Aij = IN ssi i ≥ Nv j ≤ N (3.29b)

Aij = 1N ·N2 ssi (i, j) ≥ (N,Nv) (3.29c)

Aij = 0 sinon (3.29d)
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Dans le deuxième cas on a x = Tlin (Nv = N2), ce qui donne qT = bn + βnm,
Hij = an tel que n = i/N (ou j). Pour les contraintes on a la même forme (avec
juste Nv qui ne vaut plus la même valeur), et il n'y a pas besoin d'exprimer le fait
que la puissance est égale à la somme des échanges.

L'ensemble des valeurs prises par les vecteurs et matrice est rappelé dans les 2
premières lignes du tableau Tab. 3.3.

Table 3.3 � Valeur des matrices et vecteur par blocs

Cas taille x H q l A u

N Pn an · IN bn pn IN 0 pn
cen 1 N2 Tlin 0 βlin lbn 0 IN2 ubn

N × × × 0 −IN 1N ·N2 0
N2 Tlin an=(i,j)/N bn + βlin lbn IN2 × ubn

cen 2 N × × × pn 1N2 × pn
N Tn ρ/2 · IN βnm + 2 · (λnm − zznm) lbn IN 0 ubn

décen 1 1 pn an bn pn 0 1 pn
1 × × × 0 11·N -1 0
N Tn ρ/2 · IN βnm + 2 · (λnm − zznm) lbn IN2 × ubn

décen 2 +an1N +bn · 1N ·1
1 × × × pn 11·N × pn

3.3 Décentralisation par ADMM

On peut remarquer que le problème d'optimisation (3.24), en posant fn(T,P) =
gn(pn) +

∑
m∈ωn

βnmtnm, peut s'écrire sous la forme suivante :

Tmin = argmin
T,P

f(T,P) = argmin
T,P

∑
n

fn(T,P)

t.q. (T,P) ∈ C

(3.30)

avec T représentant l'ensemble des échanges que peuvent réaliser tous les agents et
C l'espace convexe regroupant l'ensemble des contraintes (3.24c)-(3.24g). A�n de
permettre la décentralisation, la contrainte (3.24b) est modi�ée a�n de permettre
la dé�nition de la variable slack, z et la variable duale λ associé :

T− z = 0|Λ (3.31)

A�n de pouvoir utiliser un ADMM sous forme de consensus, on va considérer
z comme l'ensemble des vecteurs des échanges. D'un autre côté, on va considérer
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que Tn contient une copie des échanges de l'agent n et des vis-à-vis. La fonction
coût ne dépend plus que de variables locales fn(Tn, pn).

Ainsi en utilisant la méthode des multiplieurs à direction alternée (ADMM),
[90] sous la forme de consensus, (3.24) et (3.24b) peuvent être ré-écrites pour
chaque agent n, et pour di�érentes itérations k avec ρ le facteur de pénalité :

Tk+1
n =argmin

Tn

gn(pn) +
∑
m∈ωn

γnmtnm

+
∑
m∈ωn

(ρ
2
(tnm −

tknm − tkmn

2
+

λk
nm

ρ
)2
)

t.q. tnm ∈ C ′

(3.32)

Tn étant le vecteur contenant les o�res d'échange de l'agent n et C ′ les mêmes
contraintes excepté celle de symétrie. La démonstration peut être trouvée en an-
nexe.

-
Pour toute la suite du document la minimisation de (3.32) sera appelé
problème local de chaque agent.

À chaque étape, les multiplicateurs de Lagrange sont mis à jour pour assurer
l'antisymétrie des échanges.

λk+1
nm = λk

nm +
ρ

2
(tk+1

nm + tk+1
mn ) (3.33)

Les résidus primaux (associé à la symétrie) et les résidus duaux (variation entre
les itérations) sont calculés comme suit :

rk+1
n =

∑
m∈ωn

(tk+1
nm + tk+1

mn )
2

sk+1
n =

∑
m∈ωn

(tk+1
nm − tknm)

2
(3.34)

3.3.1 Résolution du problème local par OSQP

On peut remarquer que comme la fonction coût est quadratique, la fonction à
minimiser (3.32) est une fonction quadratique. On peut donc résoudre la minimi-
sation du problème local avec OSQP. La formulation est très proche de celle en
centralisé mis à part le fait que la contrainte d'équilibre est relaxée, ce qui rajoute
des termes dans H et q mais réduit le nombre de contraintes. Grâce à la relaxa-
tion de la contrainte d'anti-symétrie le problème est strictement convexe pour P
et pour T . Il y a toujours le choix de laisser ou non la puissance totale en tant
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que variable à optimiser, les équations lorsque l'on garde la puissance en tant que
variable sont les suivantes :

HN+1,N+1 = an (3.35a)

Hii =
ρ

2
ssi i ≤ N (3.35b)

Hij = 0 sinon (3.35c)

qN+1 = bn (3.35d)

qm = βnm + 2 · (λnm − znm) sinon (3.35e)

En�n on peut dé�nir les Nc = N + 2 = Nv + 1 contraintes ainsi :

lN+1 = pn (3.36a)

lN+2 = 0 (3.36b)

lm = lbn sinon (3.36c)

uN+1 = pn (3.36d)

uN+2 = 0 (3.36e)

um = ubn sinon (3.36f)

L'ensemble des valeurs des di�érents termes de l'équation présentés précédem-
ment et dans le cas où pn n'est pas une variable donne les deux lignes du tableau,
Tab. 3.3. Il est important de noter que contrairement aux deux premières lignes
du tableau, celles-ci ne représentent que le problème local d'un agent.

3.3.2 Résolution du problème local par ADMM de partage

Une autre manière de résoudre le problème local se concentre sur l'exploi-
tation du parallélisme sur les échanges dans la minimisation locale (3.32) en le
re-formulant sous la forme d'un problème de partage (section 2.4.1.3).

Tk+1
n = argmin

tnm

g

( ∑
m∈ωn

tnm

)
+

∑
m∈ωn

fnm(tnm)

t.q. tnm ∈ C′
(3.37)

avec :

fnm(tnm) = βnmtnm +
ρ

2

(
tnm −

tknm − tkmn

2
+ λk

)2

g

( ∑
m∈ωn

tnm

)
= gn

( ∑
m∈ωn

tnm

) (3.38)

Selon [90], soit k l'itération globale et j l'itération de ce que l'on appellera
le problème local, ti le iime terme du vecteur Tn correspondant au iime échange
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entrée : jmax, ubn, lbn, pairs
sortie : tmin

1 while err > ϵ and j < jmax do
2 for i=1,...M do // Tous les pairs

3 tj+1
i ← (3.39a);

4 tj+1
i ← max(min(tj+1

i , ubn), lbn) ;
5 end

6 t
j+1 ← mean(tj+1) ;

7 p̃j+1 ← (3.39b) ;
8 p̃j+1 ← max(min(p̃j+1, pn/Mn), pn/Mn) ;
9 µj+1 ← (3.39c) ;
10 (sj+1, rj+1)← (3.44) ;
11 err ← max(sj+1, rj+1) ;
12 end
13 tmin ← tj ;

Algorithme 4 : Algorithme ADMM pour le problème local

de l'agent considéré, t est la valeur moyenne des échanges de l'agent n, et en�n
p̃ ≈ pn

Mn
. La solution (où p̃ = t) est atteinte itérativement en suivant les étapes

suivantes pour chaque agent n :

tj+1
i = argmin

lbn<ti<ubn

(
f(ti) +

ρl
2

∥∥∥ti − tji + t
j − p̃j + µj

∥∥∥2

2

)
(3.39a)

p̃j+1 = argmin
pn<Mnp̃<pn

(
g(Mnp̃) +

Mnρl
2

∥∥∥p̃− µj − t
j+1

∥∥∥2

2

)
(3.39b)

µj+1 = µj + t
j+1 − p̃j+1 (3.39c)

fi(ti) =
ρ

2
(ti −

tkni − tkin
2

+
λk
ni

ρ
)2 + βni · ti

g(Mnp̃) = 0.5 ·M2
n · an · p̃2 +Mnbnp̃

(3.40)

On remarque que l'on doit réaliser la minimisation de deux fonctions scalaires
de la forme : ∑

j

0.5 · aj · (y − bj)
2 +

∑
j

cj · y (3.41)

La majorité des coe�cients sont constants, en utilisant respectivement les indices
t et p pour les coe�cients des équations (3.39a) et (3.39b), les coe�cients qui
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changent selon l'itération globale (k) ou locale (j) sont les suivants :

bt1 = 0.5(tkni − tkin)−
λk
ni

ρ
(3.42a)

bt2 = tji − t
j
+ p̃j − µj (3.42b)

bp1 = µj + t
j+1 (3.42c)

Et l'ensemble des coe�cients constants sont les suivants :

at1 = ρ (3.43a)

at2 = ρl (3.43b)

ct1 = βni (3.43c)

ap1 = Mn · ρl (3.43d)

ap2 = M2
n · an (3.43e)

cp1 = Mn · bn (3.43f)

Chaque itération de la résolution du problème local est donc une forme fermée
(section 4.3.3), ce qui nous permet de résoudre. Des résidus peuvent être calculés
pour véri�er la convergence anticipée de l'algorithme :

rj+1
l =

∥∥∥tj+1 − p̃j+1
∥∥∥

sj+1
l =

∥∥tj+1
i − tji

∥∥ (3.44)

Pour prendre en compte les contraintes (3.24d)-(3.24g), les deux solutions ti
et p̃ doivent être respectivement projetées dans leur intervalle admissible [lb, ub]
(qui dépend du type de l'agent) et [pn/Mn, pn/Mn]. L'algorithme est résumé dans
Alg.4.

3.4 Décentralisation par PAC

L'algorithme de Proximal Atomic Coordination (PAC) est un autre moyen de
décentraliser sensé être algorithmiquement plus rapide que l'ADMM et protégeant
mieux la privacy des agents intervenant dans le système [27], [28]. En plus de ne
pas transmettre directement les optimums de chaque itération pour chaque agent
(mais une version modi�ée), le PAC transmet une version modi�ée également des
variables duales.

�
Dans le cas général, l'ADMM nécessite le partage des valeurs des va-
riables duales. Cependant, la symétrie de la contrainte permet de ne
transmettre que les optimums dans le cas d'un marché pair à pair.

Ici on parallélise encore sur chaque agent n constitué :
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� de leur propre variable (pn et tnm pour tous ses voisins m), noté L ;
� de leur fonction coût (gn(pn) +

∑
m βnmtnm ) ;

� de leur contraintes (1.2b), (1.2c), et les bornes sur les puissances et trades
pour l'agent, noté G ;

� des copies des variables dont ils ont besoin (amn = tmn) pour tous ses voisins
m, noté O.

L'ensemble de ces variables et des copies des variables utiles est noté xn =
(pn, tnm, amn) pour l'agent n. Lorsque un agent n a besoin de la valeur stockée par
un autre agent m, on note cela ainsi t[m]

mn. Le Lagrangien associé à ce problème
d'optimisation est le suivant :

Ln = fn(xn) + µT
nGnxn + νTBnxn

= g(pn) +
∑
m

βnmtnm + µ1(pn −
∑
m

tnm)

+
∑
p>1

µp(tnm + amn) +
Mn∑
m=1

νn
mamn − νm

n tnm

(3.45)

Ce Lagrangien peut être augmenté pour améliorer la convergence :

Laug =
ρnγn
2
||Gnxn||22 +

ρnγn
2
||Bnxn||22 +

1

2ρn
||xn − xk

n||22

=
ρnγn
2

[(pn −
∑
m

tnm)
2 +

∑
p>1

(tnp + apn)
2)]

+
ρnγn
2

[
∑
p=1

(apn − t[p]pn)
2] +

1

2ρn
[
∑
p

(xn − xk
n)

2]

(3.46)

tel que Lρ = Ln + Laug. L'équation à résoudre est une optimisation quadratique
avec pour seule contrainte des bornes sur les variables. Ainsi il su�t de trouver
le minimum et de projeter la solution dans ses bornes admissibles. On peut donc
réécrire l'équation ainsi :

x =argmin
1

2
xTHx+ qTx

t.q. l ≤ x ≤ u
(3.47)

En posant x = (pn, tnm, amn) de taille Nv = N +2M , la matrice H est symétrique
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et peut être dé�nie ainsi :

H11 = an + ρnγn + 1/ρn

H1p = Hp1 = −ρnγn 1 < p ≤ mn + 1

Hpp = 2ρnγn + 1/ρn 1 < p ≤ mn + 1

Hpp = 2ρnγn + 1/ρn mn + 1 < p ≤ 2mn + 1

Hij = Hji = ρnγn (i, j) ∈ [2,mn + 1]2 i ̸= j

Hij = Hji = ρnγn i ∈ [2,mn + 1]2 j = i+mn

Hij = 0 sinon

(3.48)

On peut remarquer que la plupart des termes proviennent de la version augmentée
de l'algorithme. Si la version augmentée n'était pas utilisée, il ne resterait que les
termes an et 1/ρn dans la matrice. La matrice H serait donc diagonale. De même,
on peut dé�nir le vecteur qT ainsi :

q1 = bn + µ̂1 − (1/ρn)p
j
n

qp = βnm − µ̂1 + µ̂p − (ν̂m)n − (1/ρn)t
j
np 1 < p ≤ mn + 1

qp+mn = µ̂p + (ν̂n)m − (1/ρn)a
j
pn − ρnγnt

[p]
pn 1 < p ≤ mn + 1

(3.49)

En�n, on peut dé�nir les Nc = mn + 1 contraintes pour chaque agent ainsi :

l1 = pn (3.50a)

lp = lbn sinon (3.50b)

u1 = pn (3.50c)

up = ubn sinon (3.50d)

On peut donc trouver la solution de manière directe, on a donc si H est dé�nie
positive :

xmin = H−1q (3.51)

Puis il faut projeter dans les bornes de x pour chaque agent :

xmin = max(min(xmin,ub), lb) (3.52)

On remarque que la matriceH est constante, on peut donc l'inverser une fois au
début pour chaque agent. En e�et tant que an, ρn, et γn ne changent pas de valeur
l'inverse de la matrice reste valide. L'algorithme en résultant est représenté dans
Alg. 5. Cependant, si γ change comme pourrait le laisser présager l'algorithme,
il faudrait inverser à chaque changement les agents concernés. La résolution du
système par factorisation pourrait être envisagée.
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entrée : G, H, d, pairs
sortie : amin

1 while err > ϵ and j < jmax do
2 for n=1,...N do // Tous les agents en parallèle

3 xj+1
n ← (3.51) ;

4 xj+1
n ← (3.52) ;

5 x̂j+1
n ← xj+1

n + αj+1
n (xj+1

n − xj
n) ;

6 µj+1
n ← µ̂j

n + ρnγn(Gnx̂
j+1
n ) ;

7 µ̂j+1
n ← µj+1

n + ϕk+1
n (µj+1

n − µj
n) ;

8 end
9 Communication x̂ ;
10 for n=1,...N do // Tous les agents en parallèle

11 νj+1
n ← ν̂j

n + ρnγnBnX̂
j+1 ;

12 ν̂j+1
n ← νj+1

n + θj+1
n (vj+1

n − vjn) ;
13 end
14 Communication ν̂ ;
15 for n=1,...N do // Tous les agents en parallèle

16 qn ← (3.49);
17 Update αn, ϕn, θn and γn ;
18 Compute err

19 end
20 end

Algorithme 5 : Algorithme PAC

3.4.1 Convergence du PAC

Pour assurer la bonne convergence de l'algorithme, la fonction coût allant de
Rn vers R doit être α fortement convexe et L fortement doux ce qui signi�e que
∀(x, y) on a :

f(x)+∇f(x)T (y−x)+
L

2
||x− y||22 ≥ f(y) ≥ f(x)+∇f(x)T (y−x)+

α

2
||x− y||22 (3.53)

Dans le cas où on a f(x) =
∑

i 0.5aix
2
i + bixi, on peut montrer que cela revient

à dire que ∀(x, y) :∑
i

L− ai
2

(xi − yi)
2 ≥ 0 ≥

∑
i

α− ai
2

(xi − yi)
2 (3.54)

On peut montrer qu'une condition su�sante est de prendre α = min(ai) et L =
max(ai) pour que cela fonctionne.

Cependant, dans notre cas, les échanges font aussi partis des variables à opti-
miser. Ainsi, en notant p les variables sur les puissances et t celles sur les échanges,
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la condition devient :∑
i

L− ai
2

(xp
i − ypi )

2 +
∑
m

L

2
(xt

im − ytim)
2 ≥ 0

≥
∑
i

α− ai
2

(xp
i − ypi )

2 +
∑
m

α

2
(xt

im − ytim)
2

(3.55)

Ainsi le fait que la fonction coût ne soit pas convexe sur les échanges empêche de
trouver une condition su�sante sur le α à choisir. En e�et, comme xp

i =
∑

m xt
im,

on pourrait trouver des xt
im et des ytim di�érents tels que leurs sommes sur m soient

égales (xp
i = ypi ). Ce qui donne 0 ≥

∑
i

∑
m

α
2
(xt

im − ytim)
2 qui n'est possible que

pour α = 0.
Pour la suite on choisira malgré tout l'heuristique suivante α = min(ai) et

L = max(ai) pour choisir les paramètres.
Pour optimiser le Strong primal rate, les coe�cients sont :

ρ∗P =
(√

γ∗
Pλmax(V1)

)−1

γ∗
P =

2αL

2λmax(V1) + λ̂min(V1)

(3.56)

Avec V1 = GTG + BTB (avec G étant la concaténation en diagonale des dif-
férentes contraintes) et λ̂min étant la plus petite racine non nulle de la matrice.
On peut remarquer qu'avec l'augmentation de la taille du problème, la taille de la
matrice V, étant en O(2(Ncons2+Ngen2)2) ≈ O(N4), explose rendant de plus en
plus coûteux de réaliser ces calculs.

.
Par exemple, le cas de la France dans le jeu de donnée Européen
contient 484 agents dont 318 consommateurs, la taille de V est d'envi-
ron 210 000 · 210 000 et Matlab n'arrive pas à déterminer ses valeurs
propres par manque de mémoire.

�
Dans le cas d'un problème de marché, les matrices G et B ne
contiennent que des 1 et des −1 dont leur positionnement ne dépend
que des dimensions du cas et de la répartition consommateurs, produc-
teurs, et consommacteurs. Ainsi on peut chercher une heuristique pour
déterminer les valeurs propres à grande dimension de la matrice V1.

Le calcul des valeurs propres en fonction du nombre d'agentsN et du nombre de
consommateurs Nc dans le cas sans consommacteurs avec uniquement un marché
de puissance active donne les Fig. 3.4.

On remarque les points suivants :
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Figure 3.4 � Valeurs propres pour la méthode PAC

� Il y a une symétrie par rapport à la droite verticale à Nc = N/2.
� On a une fonction de la forme λmax(N,Nc) = a(N)|Nc − N

2
|+ b(N).

� le terme a(N) tend vers 1 avec l'augmentation du nombre d'agent.
� b(N) varient linéairement avec le nombre d'agent ce qui donne environ

b(N) = 0.5 ∗N + 3.36
� On a une fonction de la forme λmin(N,Nc) = c(N)(Nc − N

2
)2 + d(N)

� Comme λmin tend vers 0 et qu'il n'intervient que sommé avec λmax (qui
augmente avec les dimensions du problème) ce terme peut être négligé à
forte dimension.

� Pour information les coe�cients peuvent être approximées ainsi c(N) =
c1N+c2

N2 et d(N) = log(d1N+d2)
d3N

.

�
Dans le cas où l'on ajoute une deuxième puissance à échanger où tous
les agents sont reliés entre eux, il en découle que λmax et λmin ne dé-
pendent plus du nombre de consommateurs. L'heuristique proposée,
dans ce cas-là, est donc λmax = N + 2 et λmin = 1.99N−3.3

N2

3.5 Validation fonctionnelle

L'objectif de cette partie sera de véri�er la convergence des di�érentes méthodes
sur di�érents cas. Des temps sont donnés pour indiquer un ordre de grandeur du
temps de résolution pour chacun des algorithmes. Le tableau Tab. 3.4 rassemble
l'ensemble des résultats. Les cas TestFeeder et Européen possèdent plusieurs pas de
temps. Cependant, dans le cadre de cette étude, seule la simulation sur le premier
pas de temps sera réalisée. Les paramètres pour l'ensemble de ces simulations sont
dans le Tab. 3.5, sauf pour le cas européen où ρg = 100.
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Table 3.4 � Nombre d'itération et temps (ms) pour converger pour les di�érents
algorithmes et cas

Cas OSQPCen ADMM OSQP PAC

Nom temps iter temps iter temps iter temps iter

cas 2 bus (DC) 2 25 0.2 16 0.2 16 0.3 71
cas 2 bus (AC) 0.3 21 0.8 21 1 261
cas 3 bus (DC) 0.2 50 0.1 21 0.3 21 0.3 166
cas 3 bus (AC) 0.3 21 0.9 21 1.1 196
Matpower 10 6 86 45 391 58 1061
Cas 39 n÷uds 7 100 50 161 41 136 5.1e3 27 126
TestFeeder 58.8 61 98.7 66 1e3 3371
Matpower 85 20 16 35 16 4e3 1031
Européen 1.6e6 591 2.1e6 1046

ò
La méthode OSQP n'a été implémentée que pour gérer un marché mo-
noénergie et n'arrive pas à créer un cas de la taille du réseau européen
(memory error). C'est pourquoi il n'a été testé que sur trois des cas.

Table 3.5 � Paramètres pour la simulation

Features value Features value

kmax 100 000 jmax 1000
stepg 5 stepL 5
ϵg 0.001 ϵl 0.0005
ρg 1 ρl ρg

On peut voir dans le tableau des temps très faibles pour toutes les méthodes
pour résoudre les cas les plus petits. Cependant, les temps deviennent très impor-
tants avec l'augmentation des dimensions du problème.

�
À titre de comparaison avec la littérature, le cas 39 n÷uds pour une
précision de 1e−4 converge en environ 80ms pour ρ = 1 avec l'ADMM.
C'est nettement plus rapide que la version de [25] qui est résolu en
9.5s sur Matlab. Cette di�érence peut s'expliquer par la di�érence de
matériel, de langage et du fait de résoudre les problèmes locaux avec
une ADMM de partage plutôt qu'avec un solveur de Matlab.
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Figure 3.5 � Temps de calcul mesuré (noir) et courbe de tendance selon la di-
mension du problème

3.5.1 Passage à l'échelle

L'objectif de cette partie sera de montrer le comportement des di�érents al-
gorithmes lors de l'augmentation des dimensions du problème. Pour cela, on va
générer des cas d'études aléatoirement en faisant varier la taille du problème. Pour
chaque taille de problème, plusieurs cas d'études sont générés et l'on regardera le
temps moyen pour résoudre le cas d'étude.

Dans un premier temps, on s'intéressera à la résolution d'un marché pair à
pair sous sa forme centralisée. La �g. 3.5 représente la variation du temps moyen
de simulation des cas de di�érentes tailles. Pour représenter la complexité du pro-
blème, on tracera les courbes suivantes Cα(N) = t0∗Nα avec t0 = t20/20

α le temps
mesuré à 20 agents, divisé par le nombre d'agents à la puissance de la complexité.

On y remarque un temps de plus de 250s en moyenne pour résoudre un cas
de 200 agents, ce qui montre clairement les limites du passage à l'échelle de la
résolution centralisée. Au-delà du temps de calcul qui peut être très dépendant de
la machine, ce qu'il faut remarquer ici est l'augmentation très rapide du temps de
calcul avec la dimension du problème qui présente une complexité entre O(N4) et
O(N5). Ainsi on peut voir que simuler un marché pair à pair lève dans sa forme
centralisée une barrière de complexité de calcul. En conséquence, la simulation de
marché à grande échelle est compromise à cette étape.

En réalité, comme la complexité n'est pas linaire, le fait de réduire la taille des
problèmes à optimiser en le séparant en plusieurs sous-problèmes devrait permettre
de réduire le temps de calcul même sans parallélisation. Ainsi, pour la suite, on
regardera le passage à l'échelle des algorithmes décentralisé (non parallélisé).
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Figure 3.6 � Temps de calcul mesuré des di�érents algorithmes (C++ sur CPU,
AMD RYZEN 5 5600H)

.
Les résultats suivants sont réalisés sur des cas AC (avec puissance active
et réactive). Le nombre d'agents indiqué est le nombre réel d'agents.
Par rapport à un problème en DC, la dimension (M) est au moins deux
fois plus grande pour un même nombre d'agents.

Table 3.6 � Temps moyen (s) (nombre d'itération) selon la méthode et la taille

N agents 25 125 700 1500

OSQP 0.007 (31) 0.12 (31) 0.32 (31) 35 (31)
PAC 0.312 (2317) 315 (39 975) * *

ADMM 0.008 (31) 0.14 (31) 0.33 (31) 14 (32)

Le tableau Tab. 3.6 représente les moyennes des temps de calculs pour les dif-
férentes méthodes décentralisées. On remarque que la simulation via PAC devient
rapidement impossible. En e�et, une multiplication par 5 de la taille du problème
entraine une multiplication par 100 du temps de calcul. Cependant, cela est prin-
cipalement dû à une explosion du nombre d'itérations pour converger. D'un autre
côté, la décentralisation par ADMM ne nécessite qu'une trentaine d'itérations pour
converger qu'elle soit résolue localement via une OSQP ou une ADMM sous forme
de partage. A�n de pouvoir a�cher le temps par itération de toutes les méthodes,
le nombre d'itérations maximales a été réduit à 50. On aura ainsi accès aux temps
pour la méthode PAC à plus grande dimension. Cependant, il est important de
noter que dans ce cas là, cet algorithme n'aura pas convergé. La �gure Fig. 3.6
représente le temps par itération des di�érentes méthodes.
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Le temps par itération de la méthode PAC augmente rapidement et est très
irrégulier. Une étude plus poussée sera réalisée dans le chapitre suivant pour éva-
luer où se situe l'irrégularité du temps de calcul. Pour les deux autres méthodes,
le temps par itération évolue avec une complexité proche de O(N2). Ainsi, les
temps augmentent rapidement avec les dimensions du problème rendant les simu-
lations à grande dimension impossibles. La parallélisation est donc nécessaire pour
réduire les temps de simulations. On peut cependant dès à présent remarquer la
supériorité de l'ADMM sur les autres méthodes sur CPU. C'est pourquoi, pour
la suite, la décentralisation ou la résolution d'un problème local de marché seront
respectivement résolues via une ADMM de consensus et de partage.

4 Optimal Power Flow

4.1 Mise en forme du problème

De manière générale, un Optimal Power Flow (OPF) est un problème cher-
chant à minimiser une fonction coût à l'échelle du réseau tout en respectant les
contraintes dans les lignes. C'est un problème hautement non convexe. Ainsi, pour
améliorer la robustesse des optimisations, de nombreuses relaxations ou approxi-
mations coexistent selon l'objectif ou le réseau considéré.

Dans notre cas, la fonction coût à minimiser sera la somme des fonctions coûts
des agents. Cela pourrait être, de manière non exhaustive, la minimisation des
pertes dans les lignes, la minimisation des échanges de puissances réactives, [55],
[57]... Les véritables variables de décision sont la puissance des agents. Toutefois,
pour faciliter la résolution (par exemple, la prise en compte des contraintes), le vec-
teur d'optimisation X pourra également contenir des variables du réseau, comme
les tensions complexes, les puissances ou les courants dans les lignes. Le problème
d'optimisation peut s'écrire ainsi :

min
X

∑
n∈Ω

f(sn) (3.57a)

t.q. h(X) = 0 (3.57b)

g(X) ≤ 0 (3.57c)

-
Contrairement à ce qui est souvent fait dans la littérature des OPF, ici,
tous les agents sont �exibles. Ainsi, la fonction coût de tous les agents
qui est considérée, et pas uniquement celles des générateurs. Celle des
consommateurs représente le coût d'activation de leur �exibilité.

L'ensemble de ces contraintes peut s'écrire ainsi dans le cas où les tensions sont
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en coordonnée polaire, (3.58a) et (3.58c) et que l'on considère le modèle en bus
injection (3.58f) :

Vb ≤ Vb ≤ Vb b ∈ B (3.58a)

sn ≤ |sn| ≤ sn n ∈ Ω (3.58b)

θij ≤ θij ≤ θij (δθ1−2) (i, j) ∈ L (3.58c)

Sij ≤ |Sij| ≤ Sij (δS1−2) (i, j) ∈ L (3.58d)∑
n∈Nb

sn =
∑
l∈Lb

Sl b ∈ B (3.58e)

Sl = Y ∗
l · Ei · (Ei − Ej)

∗ l = (i, j) ∈ L (3.58f)

(V0, θ0) = (V 0, θ0) reference (3.58g)

La tension peut aussi être représentée en coordonnée rectangulaire ce qui
donne :

θij ≤ arctan(
fb
eb
) ≤ θij (δθ1−2) (i, j) ∈ L (3.59a)

Vb
2 ≤ (e2b + f 2

b ) ≤ Vb
2

b ∈ B (3.59b)

Dans le cas d'un réseau radial, la contrainte (3.58f) peut être remplacée par les
contraintes suivantes que l'on appellera les équations du �ux (DistFlow ou branch
�ow equations) par opposition aux équations d'injections, avec lij la norme du
courant au carré :

Pij = Rijlij − Pj +
∑

m:j−>m

Pjm (3.60a)

Qij = Xijlij −Qj +
∑

m:j−>m

Qjm (3.60b)

V 2
j = V 2

i − 2(RijPij +XijQij) + (R2
ij +X2

ij)lij (3.60c)

lijV
2
i = P 2

ij +Q2
ij (3.60d)

�
Cette expression peut aussi être utilisée dans un réseau maillé, mais elle
n'est plus exacte en état, c'est dans ce cas une relaxation non convexe.

�
Cette expression est linéaire par rapport à la norme de la tension au
carré, un changement de variable est donc possible pour en tirer parti.
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�
La notation considère que la ligne i va vers le n÷ud i, comme il n'y
a pas de boucle, cette dé�nition est unique. On remarque donc que
S0 = 0 car on considère que le n÷ud de référence n'a pas d'ancêtres.
S'il existe une puissance injectée via le réseau de transport, celle-ci
apparaîtra dans s0.

En�n, on peut aussi noter la relation suivante sur les �ux dans les lignes :

S2
l = (G2

l +B2
l ) · V 2

i · (V 2
i + V 2

j − 2ViVj cos (θi − θj))

= (G2
l +B2

l ) · V 2
i · ((ei − ej)

2 + (fi − fj)
2)

(3.61)

Pour connaitre la forme des équations derrière les contraintes de (3.57), il faut
�xer certaines représentations. Dans un premier temps, il faut décider si l'on repré-
sente la tension sous une forme polaire (angle et amplitude) ce qui nous donne les
contraintes (3.58a) et (3.58c) ou en forme cartésienne (partie réelle ou imaginaire),
ce qui implique les contraintes (3.59b) et (3.59a). Dans tous les cas, la tension au
n÷ud de référence est �xée via la contrainte (3.58g). Ensuite, il faut contraindre les
puissances dans les lignes (3.58d) et les puissances injectées par les agents (3.58b).
Les lois de la physique impliquent que la puissance injectée dans un bus est égale
à la somme des puissances des agents sur ce bus, (3.58e).

Pour obtenir la puissance dans les lignes, on peut considérer le modèle dit "en
bus injection", (3.58f). Dans le cas d'un réseau radial, ou lorsque l'on accepte des
approximations, on pourra considérer un modèle en "équation de �ux" (3.60d).

Dans notre cas, on cherchera à résoudre spéci�quement des OPF sur des réseaux
radiaux. On s'appuiera sur l'algorithme décentralisé présenté dans [59] pour ce
faire. L'algorithme proposé sera appelé OPFADMM. Ensuite, une modi�cation
sera apportée pour prendre en compte plus facilement en compte le cas où il y
a plusieurs agents par bus. Cette seconde version sera désignée sous le nom de
OPFADMM2.

4.2 Résolution de référence

Dans le cas d'un réseau purement radial, une relaxation sur le cône de deuxième
ordre peut être réalisée. Elle correspond au fait de transformer l'égalité (3.60d) en
l'inégalité suivante [59] :

S2
i ≤ V 2

i li (3.62)

Ici, les variables d'optimisation sont l'ensemble des variables des agents (pn, qn) et
des inconnues du réseau constituées de la tension vi, des courants (au carré) li,
des puissances dans les lignes Si et des puissances dans les bus si. En utilisant le
modèle du �ux dans les branches, les angles ont été enlevés, on ne considérera donc
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pas de contraintes sur cette variable. Par dé�nition, on a vi = V 2
i l'amplitude au

carré de la tension. Le problème que l'on cherchera à résoudre est donc le suivant :

min
X

∑
n∈Ω

gn(sn) (3.63a)

t.q. X ≤ |X| ≤ X h ∈ H (3.63b)∑
n∈Ni

sn = si i ∈ B (3.63c)

vAi
− vi + ziS

∗
i + Siz

∗
i − li|zi|2 = 0 i ∈ B (3.63d)∑

j∈Ci

(Sj − ljzj) + si − Si = 0 i ∈ B (3.63e)

|Si|2 ≤ vili i ∈ B (3.63f)

(v0, S0) = (v0, 0) reference (3.63g)

Grâce à la relaxation, ce problème est convexe sous contraintes linéaires avec une
contrainte sur le cône de second ordre pour chaque bus. A�n de résoudre ce pro-
blème d'optimisation, on séparera d'un côté la minimisation des fonctions coût
avec les contraintes sur x et et |Si|2 < livi et de l'autre le respect des contraintes
avec le reste du réseau et le consensus. Pour cela, on va utiliser une ADMM (section
2.4.1.1), on notera les variables slacks y et µ sera la variable duale associée à la
contrainte x = y. L'application de cet algorithme permet de résoudre de manière
itérative ce problème :

xk+1 = argmin
x

Lρ(x, y
k, µk) (3.64a)

yk+1 = argmin
y

Lρ(x
k+1, y, µk) (3.64b)

µk+1 = µj + ρ · (x− y) (3.64c)

avec :
Lρ =

∑
i∈B

∑
n∈Ni

f(sn) +
∑
j

< µij,xi − yij > +
ρ

2
||xi − yij||22 (3.65)

L'indice j représente l'ensemble des copies de la même variable x sur les di�érents
bus. La démonstration et les détails se trouvent dans [59] et en annexe. L'idée de
cet algorithme est de résoudre toutes les minimisations avec une forme fermée. On
peut déjà remarquer que chaque minimisation peut être distribuée sur les bus. On
note x̂k, une constante dépendant de l'itération et représentant l'in�uence de yk et
µk sur la minimisation de x. De même, l'in�uence de xk+1 et µk sur la minimisation
de y sera regroupé dans un vecteur noté cT .
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On va donc réaliser 3 minimisations distinctes. En e�et, la minimisation sur x
fait intervenir 2 termes séparables. Le premier sous-problème est donc la minimi-
sation du problème dépendant de x. Pour résoudre, on commence par minimiser
en fonction de l'injection de puissance xi = (pi, qi, pn, qn) pour tous les agents n
sur le bus. Donc, ici, on rajoute le fait que la puissance injectée est la somme des
puissances des agents.

xi = argmin
xi

∑
n∈Ni

gn(pn, qn) + ρ/2(||pi − p̂i||22 + ||qi − q̂i||22)

t.q. pn ≤ pn ≤ pn ∀n ∈ Ni

qn ≤ qn ≤ qn ∀n ∈ Ni

pi =
∑
n∈Ni

pn

qi =
∑
n∈Ni

qn

(3.66)

On peut remarquer que, si l'on considère qu'un seul agent se trouve par bus,
comme c'est le cas dans [59], la minimisation est bien en forme fermée. En e�et on
a pi = pn et qi = qn que l'on peut remplacer dans la fonction coût et les contraintes
correspondantes disparaissent. On doit minimiser une fonction coût quadratique
avec uniquement des bornes en tant que contrainte, on retrouve la forme fermée
présentée dans la section 2.4.3.3.

Dans le cas où il y a plusieurs agents, on reconnait un problème de partage,
que l'on résoudra avec une ADMM de partage :

pj+1
n = argmin

pn≤pn≤pn

(
f(pn) +

ρl
2

∥∥pn − pjn + pj − p̃i
j + µj

i

∥∥2

2

)
(3.67a)

p̃i
j+1 = argmin

p̃i

(
g(Nip̃i) +

Niρl
2

∥∥p̃i − µj − pj+1
∥∥2

2

)
(3.67b)

µj+1 = µj + pj+1 − p̃i
j+1 (3.67c)

Tout comme on a fait pour la résolution locale du marché pair à pair on peut ainsi
résoudre analytiquement chaque minimisation.

La deuxième minimisation pour la variable x considère les équations de la

ligne i qui va de l'ancêtre Ai vers le bus i, on a donc xi = (Pi,Qi,
√

|Ci+1|
2

vi, li) =

(x1, x2, x3, x4).

xi = argmin
xi

∑
x2
i − 2 ∗ x̂ixi

t.q. (P 2
i +Q2

i ) ≤ livi

vi ≤ vi ≤ vi

(3.68)



146CHAPITRE 3. VALIDATION FONCTIONNELLE ET PASSAGE À L'ÉCHELLE

En faisant une distinction entre les cas où les contraintes sont actives ou non, et en
utilisant les conditions d'optimalité de KKT, on peut obtenir une expression analy-
tique de l'optimum. Cet optimum existe de manière certaine, puisque le problème

est convexe et que (0, 0,
√

|Ci+1|
2

, 0) est une solution respectant les contraintes. La
résolution passe par la détermination des racines réelles d'un polynôme de degré 3
ou 4.

�
L'annexe démontre aussi la résolution dans le cas où on a une contrainte
de la forme li ≤ li, même si cette contrainte n'a pas été utilisée dans
les tests.

Il reste la minimisation sur les variables slacks et les contraintes associées yi =
(Pi, Qi, vi, li, vAi

, (pci, qci, lci) ∀ci) :

yij = argmin
yi

yT
i Hyi + cTy yi

t.q. vAi
− vi + ziS

∗
i + Siz

∗
i − li|zi|2 = 0 i ∈ L∑

j∈Ci

Sj − ljzj + si − Si = 0 i ∈ B
(3.69)

Les contraintes de la dernière minimisation peuvent se mettre sous la forme
Ay = 0 (A est une matrice de 3 lignes), et comme H est une matrice diagonale,
on peut trouver une solution de manière directe (section 4.3.2).

Les étapes restantes de l'algorithme consistent à mettre à jour les variables
duales pour permettre la convergence :

µ = µ+ ρ · (x− y) (3.70)

et à calculer les résidus pour respectivement la convergence entre les itérations (s)
et le respect des contraintes (r) :

sk = ρ||yk − yk−1||
rk = ||xk − yk||

(3.71)

L'ensemble des étapes de l'algorithme avec la précision des communications
nécessaires pour converger est représenté sur l'Alg. 6.

4.3 Déplacement de la contrainte des puissances injectées

Une autre manière de résoudre ce type de problème est de remarquer que la
contrainte pi =

∑
n∈Ni

pn est directement distribuable sur les bus, et que l'on n'a
pas d'autres contraintes sur pi. Pour la suite on ne parlera que de puissance active,
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entrée : G, H, d, peers
sortie : amin

1 while err > ϵ and j < jmax do
2 for i=1,...B do // Tous les bus en parallèle

3 x← (3.66) & (3.68) ;
4 end
5 Communication x avec ancêtre et enfants ;
6 for i=1,...B do // Tous les bus en parallèle

7 y ← (3.69) ;
8 µ← µ+ ρ(x− y) ;
9 end
10 Communication y et µ avec ancêtre et enfants ;
11 for i=1,...B do // Tous les bus en parallèle

12 Calcul err ← (3.71)
13 end
14 end

Algorithme 6 : Algorithme ADMM pour de l'OPF

mais la même chose s'applique aux puissances réactives. Ainsi pour chaque bus on
peut enlever pi des variables et utiliser à la place la puissance de tous les agents
sur le bus. En faisant la substitution, les modi�cations sont les suivantes. Dans les
expressions de x et de y, il faut rajouter 2 ∗Ni variables (l'ensemble des pn et qn)
et en enlever 2 (pi et qi). Pour (3.69) le problème devient :

yij = argmin
yi

yT
i Hyi + cTy yi

t.q. vAi
− vi + ziS

∗
i + Siz

∗
i − li|zi|2 = 0 i ∈ L∑

j∈Ci

Sj − ljzj +
∑
n∈Ni

sagentn − Si = 0 i ∈ B
(3.72)

Le problème (3.68) demeure inchangé et le problème (3.66) devient :

xi = argmin
xi

∑
n∈Ni

[
gn(pn, qn) + ρ/2(p2n + q2n − 2p̂npn −2q̂nqn)

]
t.q. pn ≤ pn ≤ pn ∀n ∈ Ni

qn ≤ qn ≤ qn ∀n ∈ Ni

(3.73)

avec p̂n et q̂n qui sont calculés de manière analogue que p̂i ou q̂i précédemment
(en e�et, la puissance injectée n'étant connue que du bus, le consensus a lieu dans
les 2 cas dans le bus uniquement entre xi et yi). Le problème d'optimisation étant
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quadratique avec des variables indépendantes et les contraintes n'étant que des
bornes, on peut résoudre directement le problème ainsi :

pn = min(max(
ρp̂n − bn
ρ+ an

, p
n
), pn)

qn = min(max(
ρq̂n − bn
ρ+ an

, q
n
), qn)

(3.74)

On remarque que, dans le cas où l'on a qu'un seul agent par bus, cette formu-
lation n'a aucune di�érence avec la précédente. Si plusieurs agents sont présents
dans un bus, on e�ectue quelques calculs supplémentaires dans la résolution de
l'équation (3.69) en échange d'une forme fermée dans la résolution de l'équation
(3.66). En�n, dans le cas où il n'y a pas d'agent sur le bus, on réduit la taille de
la minimisation sur y.

4.4 Validation fonctionnelle

Dans cette partie, la résolution d'OPF a été réalisée sur des cas �xes. Les
versions avec ADMM ne sont faites que pour résoudre des cas radiaux. Dans notre
cas, les puissances des agents sont initialisées au milieu de leurs bornes. Les tensions
sont initialisées avec des tensions plates (ei = 1 et fi = 0 pour tous les bus i). La
précision demandée est ϵ = 1e−4.

Table 3.7 � Nombre d'itération et temps (ms) pour converger pour les di�érents
algorithmes et cas

Cas OPFADMM OPFADMM2

Nom Taille N/B temps iter temps iter

Cas 2 bus 6/2 14 1201 11 1201
Matpower 10ba 24/10 10 401 8 401
Matpower 85 122/85 262 2351 210 2351
TestFeeder 114/906 15e3 17401 10e3 15951

On peut remarquer que les deux algorithmes sont plutôt semblables à faible
dimension. La deuxième représentation est légèrement plus rapide, et l'est de plus
en plus avec l'augmentation des dimensions du problème résolu. On peut aussi voir
que le nombre d'itérations pour converger est très variable.
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Figure 3.7 � Temps de calcul mesuré des di�érents algorithmes

4.4.1 Passage à l'échelle

A�n d'étudier le passage à l'échelle de ces méthodes, le même générateur de
réseau radial sera utilisé que pour les PF. A�n que les simulations soient plus
rapides, la précision demandée est de 0.01 pour un nombre d'itérations maximal à
50 000. Le facteur de pénalité a été �xé à ρ = 2 pour toutes les simulations. Pour
ces générateurs, le nombre d'agents est �xé égal au nombre de bus. Cependant,
leur position est tirée aléatoirement, donc il peut y avoir des bus avec plus d'agents
et d'autres sans.

Les deux méthodes ont convergé sur tous les cas générés. On peut voir sur la
�gure 3.7 les temps de simulations des di�érentes méthodes. On peut y voir une
augmentation rapide des temps de calcul avec l'augmentation des dimensions du
problème. De plus, on remarque qu'une méthode passe mieux à l'échelle avec l'aug-
mentation du nombre de bus. La Fig. 3.8 montre que cela est dû à des itérations
plus rapides à calculer (puisque les deux méthodes ont besoin du même nombre
d'itérations). En e�et, les deux méthodes ont besoin d'autant d'itérations pour
converger. On peut aussi remarquer que le nombre d'itérations augmente avec les
dimensions du problème.

5 Marché endogène

Dans cette section, les algorithmes présentés précédemment seront appliqués
pour résoudre le problème de marché endogène. La première manière présentée
sera le fait de relaxer les contraintes de réseau dans la fonction coût (EndoPF).
Ensuite, on résoudra en réalisant un consensus entre un OPF et un marché pair à
pair (EndoConsensus). Pour en�n montrer une résolution directe (EndoDirect)
dans le cas d'un réseau radial.
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Figure 3.8 � Nombre d'itérations mesuré des di�érents algorithmes

5.1 Résolution avec relaxation d'un PF

Dans cette partie, on notera GPF (P
agent) ← Y la fonction qui à la puissance

des agents associe les grandeurs dans le réseau. Dans le cas général, on a donc, pour
tous les bus et lignes, GPF (P

agent) = Y = (θ, V, ϕ) . On cherche donc à respecter
les contraintes réseau en ayant |GPF (P

agent)| < Y . On va chercher à utiliser une
ADMM pour relaxer cette contrainte. Pour cela, on transforme les inégalités en
égalité grâce aux variables slack :

−GPF (P
agent) +Y − z1 = 0|∆1 , z1 ≥ 0 (3.75a)

GPF (P
agent)) +Y − z2 = 0|∆2 , z2 ≥ 0 (3.75b)

�
On peut utiliser une contrainte sous la forme |GPF (P

agent)| < Y , car les
contraintes du réseau sont symétrique. En e�et, les signes du déphasage
ou des �ux de puissances ne sont que des conventions et, pour chaque
bus, on accepte un écart avec la tension de référence (écart positif ou
négatif).

Les Lagrangiens augmentés associés aux contraintes sont (on considère un seul
facteur de pénalité pour toutes les contraintes) :

Ladd(P,∆1,∆2) =
ρ1
2
(||−G(P)+Y−z1+∆1||2+||G(Pn)+Y−z2+∆2||2) (3.76)

On peut remarquer qu'en enlevant les termes n'intervenant pas dans la mini-
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misation on peut écrire :

|| −G(P) +Y − z1 +∆1||2 =
∑
h∈H

(
Yh − z1h + δ1h −G(P )h

)2

=
∑
h∈H

(
(G(P )h)

2 − 2 ·G(P )h · (Yh − z1h + δ1h)
)

(3.77)
Avec les mises à jour suivantes :

zk+1
1 = max(0,−G(P) +Y +∆1) (3.78a)

zk+1
2 = max(0,G(P) +Y +∆2) (3.78b)

∆k+1
1 = ∆k

1 −G(P) +Y − z1 (3.78c)

∆k+1
2 = ∆k

2 +G(P) +Y − z2 (3.78d)

Dans le cas général, les expressions (G(Pn)h)
2 et G(Pn)h ne peuvent pas être distri-

buées sur les di�érents agents. L'idée ici sera de réaliser di�érentes approximations
pour être capable de résoudre l'optimisation de manière décentralisée. Les mé-
thodes qui se basent sur ce principe s'appelleront EndoPF.

5.1.1 Approximation DC

Dans cette partie, on utilise l'approximation DC pour simpli�er l'expression.
En notant I la matrice de correspondance entre les agents et les bus on obtient
que Pbus = I ·Pagent. À partir de [26] et de la partie PF on obtient que :

G(P) = ϕ = Gbus
sensiP

bus = Gbus
sensi · I ·Pagent = Gagent

sensi ·Pagent (3.79)

Ceci nous permet de simpli�er les équations précédentes :

[G(Pn)l]
2 =

(∑
n∈Ω

Glnpn
)2

=
∑
n∈Ω

(Glnpn)
2 + 2

∑
n∈Ω

∑
i>n

(Glnpn) · (Glipi) (3.80)

En considérant les termes dépendant de pi comme égaux à ceux de l'itération
précédente pkj , on peut séparer les di�érents termes relaxés sur chaque agent ce qui
donne après simpli�cation :

Tk+1
n = argmin

Tn

gn(pn) +
∑
m∈ωn

βnmtnm +
ρ

2

∑
m∈ωn

(tnm − znm + λnm)
2

+ ρ1
∑
l∈L

[
(Glnpn)

2 +
(
zk1 − zk2 + δk2 − δk1 + 2

∑
i>n

Glip
k
i

)
Glnpn

] (3.81)
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En notant toute la partie provenant du marché endogène (i.e. la deuxième
ligne) gendo(pn) on peut remarquer que l'on peut résoudre de la même manière
qu'un marché via une ADMM sous la forme de partage :

Tk+1
n = argmin

tnm

g

( ∑
m∈ωn

tnm

)
+

∑
m∈ωn

fnm(tnm)

t.q. tnm ∈ C′
(3.82)

avec :

fnm(tnm) = βnmtnm +
ρ

2

(
tnm −

tknm − tkmn

2
+ λk

)2

g

( ∑
m∈ωn

tnm

)
= gn

( ∑
m∈ωn

tnm

)
+ gendo

( ∑
m∈ωn

tnm

) (3.83)

Tout comme pour la résolution d'un marché pair à pair, on peut résoudre ce
problème de partage en suivant itérativement les étapes suivantes pour chaque
agent n :

tj+1
i = argmin

lbn<ti<ubn

(
f(ti) +

ρl
2

∥∥∥ti − tji + t
j − p̃j + µj

∥∥∥2

2

)
(3.84a)

p̃j+1 = argmin
pn<Mnp̃<pn

(
g(Mnp̃) +

Mnρl
2

∥∥∥p̃− µj − t
j+1

∥∥∥2

2

)
(3.84b)

µj+1 = µj + t
j+1 − p̃j+1 (3.84c)

fi(ti) =
ρ

2
(ti −

tkni − tkin
2

+ λk
ni)

2 + βni · ti

g(Mnp̃) = M2
n ·

[
0.5an + ρ1

∑
l∈L

G2
ln

]
· p̃2

+Mn

[
bn + ρ1

∑
l∈L

(
zk1 − zk2 + δk2 − δk1 + 2

∑
j>n

Gljp
k
j

)
Gln

)]
p̃

(3.85)

On remarque que l'on doit réaliser la minimisation de deux fonctions scalaires
de la forme : ∑

j

0.5 · aj · (y − bj)
2 +

∑
j

cj · y (3.86)

La majorité des coe�cients sont constants. En utilisant respectivement les indices
t et p pour les coe�cients des équations (3.84a) et (3.84b), les coe�cients qui vont
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changer selon l'itération globale (k) ou locale (j) sont les suivants :

bt1 = 0.5(tkni − tkin)− λk
ni (3.87a)

bt2 = tji − t
j
+ p̃j − µj (3.87b)

bp1 = µj + t
j+1 (3.87c)

cp2 =ρ1Mn

∑
l∈L

(
zk1 − zk2 + δk2 − δk1 + 2

∑
j>n

(
Gljp

k
j

)
Gln

)
(3.87d)

Et l'ensemble des coe�cients constants sont les suivants :

at1 = ρ (3.88a)

at2 = ρl (3.88b)

ct1 = βni (3.88c)

ap1 = Mn · ρl (3.88d)

ap2 = M2
n ·

[
an + 2 ∗ ρ1

∑
l∈L

G2
ln

]
(3.88e)

cp1 = Mn · bn (3.88f)

Des résidus peuvent être calculés pour véri�er la convergence anticipée de l'al-
gorithme :

rj+1
l =

∥∥∥tj+1 − p̃j+1
∥∥∥

sj+1
l =

∥∥tj+1
i − tji

∥∥ (3.89)

Pour prendre en compte les bornes sur les variables, les deux solutions ti et p̃
doivent être respectivement projetées dans leur intervalle admissible [lb, ub] (qui
dépend du type de l'agent) et [pn/Mn, pn/Mn].

Pour simpli�er les notations, les variables suivantes sont rajoutées, avec Π−

étant la projection dans les nombres négatifs :

αk
ln = Glnp

k
n (3.90)

Qtot
l =

∑
n∈Ω

αln = ϕl ;Qpart
ln =

∑
j>n

αlj (3.91)

κk
1l = ll + δk−1

l1 −
∑
n∈Ω

Glnp
k
n = ll +Π−(κk−1

1l )−Qtot
l

κk
2l = ll + δk−1

l2 +
∑
n∈Ω

Glnp
k
n = ll +Π−(κk−1

2l ) +Qtot
l

(3.92)
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Les résidus indiquant la convergence de l'algorithme sont les suivants :

rk+1 =
∥∥tk+1

nm + tk+1
mn

∥∥
sk+1 =

∥∥tk+1
nm − tknm

∥∥
xk+1 =

∥∥[Π−(κk+1
1 )− Π−(κk

1)]
2 + [Π−(κk+1

2 )− Π−(κk
2)]

2
∥∥ (3.93)

entrée : jmax, ubn, lbn, peers
sortie : tmin

1 while ((r, s, x) > ϵg,x and k < kmax) do
2 while ((rl, sl) > ϵl and j < jmax) do
3 Bt2 ← (3.87b) ;
4 T j+1 ← (3.39a) ;
5 T j+1 ← max(min(T j+1, Ub), Lb) ;
6 T ← mean(T j+1) ;
7 Bp1 ← (3.87c) ;
8 p̃← (3.39b);
9 p̃← max(min(p̃, pn/Mn), pn/Mn) ;

10 end
11 µ← (3.39c) ;
12 (sk+1

l , rk+1
l )← (3.44) ;

13 Λ, Bt1 ← (3.33), (3.87a) ;
14 pk+1

n ← T ·Mn ;
15 (αk+1

ln , Qpartial, Qtot)← ((3.90),(3.91)) ;
16 (κk

1l, κ
k
2l)← (3.92);

17 Cp2 ← (3.87d) ;
18 (rk+1, sk+1, xk+1)← (3.93) ;
19 end

Algorithme 7 : Algorithme DC - EndoPF

L'algorithme complet est présenté dans Alg. 7. Pour se représenter le fonction-
nement de cet algorithme s'il était implémenté en vrai, la �gure Fig. 3.9 représente
l'initialisation et les échanges pour chaque étape de l'algorithme. Lorsqu'un nouvel
agent rejoint le marché, Fig : 3.9a, le gestionnaire de réseau (SO) lui envoie les
constantes dont l'agent a besoin, tandis que le SO n'a besoin que de la localisation
de l'agent. Pendant le calcul Fig : 3.9b, chaque agent envoie ses échanges avec les
autres (comme un marché P2P classique) et envoie sa puissance totale au SO. Le
gestionnaire renvoie aux agents un prix de pénalité (3.87d) pour déplacer l'opti-
mum vers une solution qui respecte les contraintes dans les lignes et son résidu (ou
juste un booléen) pour indiquer s'il a convergé pour que l'ensemble s'arrête.
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Figure 3.9 � Fonctionnement du marché P2P DC-endogène

5.1.2 Approximation autour d'un point de fonctionnement

L'idée de cette partie est de remarquer que la mise à jour des variables duales
peut se faire directement par l'utilisation d'un PF. Ainsi, la di�culté est de déter-
miner l'in�uence de la puissance des agents sur les valeurs de G(P). La résolution
étant itérative, la connaissance exacte de l'in�uence est inutile, la valeur des puis-
sances allant changer dans la prochaine itération. Ainsi soit Pk la puissance des
agents déterminée à l'itération k, et soit dP = P − Pk une petite variation de
puissance permise à l'optimisation ; on a en faisant un développement limité au
premier ordre :

G(Pk + dP) = G(Pk) +
dG(Pk)

dP
· dP (3.94)

Par analogie avec l'approximation DC où l'on avait Y = G(P) = GsensiP,
on notera la dérivée dG(Pk)

dP
= Gk

sensi. Le résultat du PF à l'itération k est noté
G(Pk) = Yk. On va pouvoir substituer cette équation dans la fonction coût. On
peut remarquer que, dans l'expression, seul le terme Gk

sensi ·P a une in�uence sur
l'optimum du terme linéaire. Ainsi, on peut écrire que :

argmin
P

G(P) = argmin
P

G(Pk + dP) = argmin
P

Yk +
G(Pk)

dP
· dP

= argmin
P

GkdP = argmin
P

GkP
(3.95)
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Le terme quadratique nous donne :

[G(P k + dP )h]
2 = [Y k

h +
∑
n

Gk
hn · dPn]

2

= [
∑
n

(Gk
hndPn)]

2 + 2Y k
h

∑
n

Gk
hn · dPn

(3.96)

Le premier terme est quadratique par rapport à dP et peut donc être négligé. La
fonction à minimiser devient donc :

||Y −G(P)− z1 +∆1||2 = 2
∑
h∈H

(
Y k
h (G

kP )h − (GkP )h(Yh − z1h + δ1h)
)

(3.97)

||Y +G(P)− z2 +∆2||2 = 2
∑
h∈H

(
Y k
h (G

kP )h + (GkP )h(Yh − z2h + δ2h)
)

(3.98)

La fonction coût à optimiser devient donc :

Tk+1
n = argmin

Tn

gn(pn) +
∑
m∈ωn

βnmtnm +
ρ

2

∑
m∈ωn

(tnm − znm + λnm)
2

+
ρ1
2

∑
l∈L

[(
zk1 − zk2 + δk2 − δk1 + 4Y k

L

)
Gk

lnpn

] (3.99)

Cette fonction peut se résoudre via une ADMM de partage. Les coe�cients qui
di�èrent sont :

cp2 = ρ1Mn

∑
l∈L

(
zk1 − zk2 + δk2 − δk1 + 2Y k)Gk

ln (3.100a)

ap2 = M2
nan (3.100b)

Détermination de la sensibilité Gk Le calcul de cette dérivée n'est pas trivial
puisque l'on n'a pas accès à la relation analytique entre les grandeurs physiques
du réseau et les puissances.

En linéarisant au premier ordre on sait que dW = Jac · dE (section 2.3).
On a dPagent = IdW et en inversant la Jacobienne on peut obtenir que dE =
Jac−1dW = Jac−1 · I ·dPagent. De plus on a ∂ϕ

∂P
= ∂ϕ

∂E
· ∂E
∂P
. Ces relations nous per-

mettent de déterminer la matrice Gk. Cependant ce calcul demande une inversion
de matrice, ce qui n'est pas adapté au fait de faire une résolution itérative (celle-ci
changeant à chaque pas).

-
Dans notre cas, pour limiter les calculs, la sensibilité sera déterminée
avec une dérivée numérique. Avec la méthode d'Euler explicite. Le cal-
cul de la dérivée devient Gk = dG(Pk)

dP
= G(Pk)−G(Pk−1)

Pk−Pk−1 = Yk−Yk−1

Pk−Pk−1 .
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Cette méthode sera appelée dans la suite AC-EndoPF.

�
La formulation actuelle ne prend pas en compte les pertes dans les
lignes. Pour que cela soit le cas, il faut récupérer les pertes dans les
lignes pendant le PF et utiliser l'agent des pertes pour forcer les pro-
ducteurs à produire plus pour compenser ses pertes.

5.2 Résolution par consensus avec un OPF

Le marché endogène peut être résolu en réalisant un consensus entre un OPF et
un marché pair à pair (EndoConsensus). On considère le système suivant [21] :

� un marché P2P et un SO qui vont essayer d'atteindre un consensus sur les
puissances à injecter et à soutirer (3.101) ;

� le marché P2P résout le problème (3.24) (marché sans contraintes réseau)
auquel la relaxation de la contrainte de consensus a été ajoutée ;

� le SO résout le problème (3.57) (un OPF) avec pour fonction coût la re-
laxation de la contrainte de consensus.

La contrainte qui est ajoutée est donc la suivante :

pSOn = pP2P
n (ηSO) n ∈ Ω (3.101)

L'idée est d'utiliser une ADMM sous forme de consensus pour partager la
variable de puissance de l'agent n entre l'agent n et le SO. La variable duale
associée du point de vue de l'agent est :

ηk+1
SO = ηkSO +

1

2
(p[n]n − p[SO]

n ) (3.102)

Pour obtenir la variable duale du point de vue du SO, il faut prendre l'opposé de
celle de l'agent.

Cette résolution a plusieurs avantages.
� Elle permet la séparation concrète entre le marché décentralisé et la gestion

du réseau.
� Cette organisation permet la résolution de di�érents marchés indépendants

en parallèle avec l'OPF, qui centralise l'ensemble des résultats pour véri�er
que le réseau tienne.

� Cette résolution peut se faire, quel que soit l'algorithme utilisé, du côté du
marché ou de l'OPF.

On peut écrire que résoudre le problème de Marché revient à minimiser la
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fonction suivante :

Tk+1
n =argmin

Tn

gn(pn) +
∑
m∈ωn

βnmtnm

+
∑
m∈ωn

ρ

2

(
tnm −

tknm − tkmn

2
+

λk
nm

ρ

)2

+
ρSO
2

(pn −
pSO k
n + pkn

2
+ η

[n],k
SO )2

t.q. (3.24b)− (3.24g)

(3.103)

La résolution peut donc être la même que le marché pair de ce chapitre (section
3.3). Les seules di�érences sont les suivantes en AC :

� il faut rajouter un agent dans le marché pour acheter les pertes ;
� il faut rajouter des coe�cients ap3 et bp3

Le coe�cient ap3 est constant et prend pour valeur :

ap3 = M2
nρSO (3.104)

L'autre coe�cient variera toutes les itérations globales k :

bp3 = (
pSO k
n + pkn

2
− ηkSO)/Mn (3.105)

Le nombre de voisins de l'agent n notéMn provient du fait que l'on fait une ADMM
sous forme de partage et que donc on n'optimise pas la puissance, mais la moyenne
de cette puissance.

Pour rappel la modélisation de l'agent devant acheter les pertes se fait ainsi :
� C'est un consommateur donc il partage les caractéristiques des consomma-

teurs (relié aux producteurs, ub = 0).
� On ne cherche pas à donner un coût aux pertes donc bn = 0, an = 0,

pn = pn = Ppertes

� il n'a pas de contrainte sur la puissance échangée : lb = −∞
Comme l'in�ni est une valeur pouvant avoir de mauvais comportements en

numérique, on choisira en réalité une valeur �nie très grande qui devrait ne jamais
être atteinte en tant que perte dans les lignes. Cela nous permet de ne pas changer
la valeur maximale des échanges à chaque itération.

-
Même si l'on réalise un consensus entre le marché et l'OPF, le com-
portement n'est pas symétrique pour la gestion des pertes. En e�et,
cette puissance in�uence le marché, mais la valeur obtenue par l'agent
lors du marché n'a�ecte pas l'OPF. En e�et, on ne souhaite pas que
les producteurs incitent l'ensemble à avoir plus de pertes en ligne, pour
produire plus.
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Tandis que le problème du SO peut s'écrire ainsi (par abus de notation P
[SO]
0 =

P
[SO]
loss ) :

Pk+1 =argmin
P

ρSO
2

∑
n∈ω

(pn −
pSO k
n + pkn

2
+ η

[SO],k
SO )2

t.q. (3.58a)− (3.58g)

(3.106)

C'est un OPF tout à fait classique qui peut se résoudre de manière centralisée
ou décentralisée. Cependant, il y a plusieurs points de di�érence. Tout d'abord, le
SO n'a aucune raison de connaitre les puissances limites des agents. Ainsi, il faut
imposer des valeurs non atteignables à pn et pn. Selon l'algorithme, il peut être

plus intéressant d'enlever les contraintes correspondantes. La contrainte p
[SO]
loss =

−
∑

n p
[SO]
n doit être ajoutée.

�
Dans le cas radial, cela peut se faire en gardant la même forme de
problème que OPFADMM. Pour cela, on rajoute un "bus �ctif" qui
devra respecter la contrainte sur les puissances. Cela modi�e légèrement
les valeurs de p̂ et q̂, mais la résolution reste identique.

ò
On peut aussi imposer que p

[SO]
loss = −

∑
i zi ∗ li. Cela permet que le

calcul des pertes ne soit pas in�uencé par le déséquilibre en puissance
pendant la résolution. Cependant à cause de la relaxation, il est possible
que le courant ne soit plus lié aux puissances et donc que cette relation
soit fausse.

5.3 Résolution directe

Pour la résolution de ce problème, on se placera dans un réseau radial. On
résoudra de la même manière que le problème d'OPF présenté précédemment avec
la relaxation en Second cone order, dans la version où l'on a substitué les puissances
des bus par celle des agents. On appellera cette méthode EndoDirect. Pour rappel
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le problème à résoudre est donc :

min
T,P

∑
n∈Ω

(
gn(pn, qn) +

∑
m∈ωn

βnmtnm

)
(3.107a)

s.t. T = −tT (Λ) (3.107b)

(pn, qn) = (
∑
m∈ωn

tpnm,
∑
m∈ωn

tqnm) (µ) n ∈ Ω (3.107c)

(pn, qn) ≤ (pn, qn) ≤ (pn, qn) n ∈ Ω (3.107d)

lb ≤ tnm ≤ ub n ∈ Ωp (3.107e)

Vb ≤ Vb ≤ Vb b ∈ B (3.107f)

lij ≤ lij ≤ lij (δS1−2) (i, j) ∈ L (3.107g)

Pij = Rijlij −
∑
ninNj

pagentn +
∑

m:j−>m

Pjm (i, j) ∈ L (3.107h)

Qij = Xijlij −
∑
ninNj

qagentn +
∑

m:j−>m

Qjm (i, j) ∈ L (3.107i)

V 2
i = V 2

j − 2(RijPij +XijQij) + (R2
ij +X2

ij)lij b ∈ B (3.107j)

lijV
2
i ≤ P 2

ij +Q2
ij (3.107k)

Vref = V0 reference (3.107l)

Tout comme pour la résolution de l'OPF de la section précédente, on décen-
tralisera sur les bus. Pour cela, comme pour les OPF, on devra résoudre une
optimisation itérative. La minimisation de la variable duale Y permet de prendre
en compte les contraintes entre les bus et agents.

On pose comme variable xi = (tnm, pn, vi, Si, li) ∀i ∈ B, ∀n ∈ Nb, ∀m ∈ ωn

et xLoss = (ploss, qloss, t0n). Ainsi, par rapport à l'OPF, on rajoute les échanges
économiques.

L'algorithme de résolution est donc de la même forme que pour les OPF :

xk+1 = argmin
x∈Kx

Lρ(x, y
k, µk) (3.108a)

yk+1 = argmin
y∈Ky

Lρ(x
k+1, y, µk) (3.108b)

µk+1 = µk + ρ(xk+1 − yk+1) (3.108c)

On remarque que les di�érentes minimisations peuvent être séparées sur les
di�érents bus i, car toutes les contraintes et fonctions coûts peuvent être séparées
sur les bus. En e�et sur la minimisation de la variable slack, les contraintes entre
les bus concernent les copies des variables et chaque bus a les copies dont il a besoin
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tout comme c'était le cas lors de l'OPF. Le détail des résolutions est disponible en
Annexe.

-
Plutôt que de garder les variables des échanges dans les vecteursX et Y
pour chaque bus, elles seront stockées à part. Ceci permet de récupérer
la résolution des marchés pair à pair tel quel. En e�et, cette résolution
pour le problème duale revient à appliquer une ADMM sous forme de
consensus sur les échanges.

5.4 Validation fonctionnelle

Pour véri�er la validité de nos méthodes, celles-ci ont été testées sur des cas
�xes. Comme deux méthodes ne sont utilisables que sur des réseaux radiaux, la
majorité des tests aura lieu sur ces cas. L'ensemble des cas a été initialisé en
résolvant un marché pair à pair pour �xer les puissances et échanges des agents.
Ensuite, tout comme pour l'OPF, les tensions sont initialisées avec des tensions
plates (ei = 1 et fi = 0 pour tous les bus i). Les pertes étant faibles, les précisions
demandées sont de ϵx = 1e−4 et de ϵg = 5e−3. Le facteur de pénalité est �xé à 1
pour tous les cas, sauf pour MatPower30 et TestFeeder où il vaut respectivement
200 et 10. Le facteur de pénalité de la méthode AC-EndoPF est multiplié par 20
pour tous les cas. Ces facteurs de pénalité ne sont pas optimaux, mais permettent
la convergence. Il est important de noter que, dans le cas de non-convergence, le
changement de facteur de pénalité (à 1, 10, 15 ou 20) n'a pas l'air de changer la
convergence. La notation X indique que la résolution n'est pas possible (un réseau
maillé pour des méthodes sur réseau radial). Tandis que ∗ indique que la méthode
ne converge pas quel que soit le nombre d'itérations permises.

Table 3.8 � Nombre d'itération et temps (ms) pour converger pour les di�érents
algorithmes et cas

Cas EndoConsensus EndoDirect AC-EndoPF DC-EndoPF

Nom temps iter temps iter temps iter temps iter

Cas 2 bus 21 1613 15 1130 4 76 1.3 21
Cas 3 bus X X X X 3 10 1.4 15

Matpower 10ba 23 286 25 189 * * 2 8
Matpower 30 X X X X 50 26 230 570
Matpower 85 3.0e3 906 2.2e3 1752 1.7e5 3859 3 8
TestFeeder 2.1e5 6597 4.0e3 910 * * 12 11

On peut voir que toutes les méthodes n'ont pas du tout besoin du même nombre
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Figure 3.10 � Taux de convergence des di�érents algorithmes

d'itérations pour converger. Les méthodes EndoPF ne convergent pas vers le
même point, étant des approximations. Cependant, on peut voir que le temps de
calcul est extrêmement bas pour ces méthodes. Cette situation est en partie due au
fait que tous les cas n'ont pas de restrictions de débit dans les lignes, ce qui revient
à résoudre un marché sans contraintes de réseaux pour DC-EndoPF. La méthode
AC-EndoPF ne converge pas sur tous les cas. Notamment elle est incapable de
descendre en dessous d'une certaine précision. Par exemple, le cas MatPower30
avec ϵg = 1e−3 ne converge plus.

5.4.1 Passage à l'échelle

L'objectif de cette partie est d'étudier le passage à l'échelle des di�érentes réso-
lutions du marché endogène. Tout comme précédemment, on génèrera des réseaux
radiaux aléatoirement pour comparer les di�érentes méthodes. Dans un premier
temps, on génèrera autant d'agents que de bus. Pour éviter un temps de simulation
trop long sur des cas potentiellement infaisables, le nombre d'itérations maximal
est �xé à 10000 pour une précision demandée de 0.01.

Le taux de convergence des di�érents algorithmes en fonction des dimensions
du problème est représenté sur la Fig. 3.10. On peut y voir que la méthode DC-
EndoPF ne converge pas toujours et cela empire avec l'augmentation des dimen-
sions. Comme cette méthode est sur un problème convexe, cela est dû à un mauvais
réglage du facteur de pénalité et donc la méthode ne converge pas assez vite. Cela
se montre grâce à la Fig. 3.11. Sur cette �gure sont représentés les résidus représen-
tant l'avancement de la convergence. Dans notre cas ResR représente le respect de
la contrainte d'antisymétrie du marché, ResS représente la convergence, et ResV
le respect des contraintes du réseau (ou le consensus avec le gestionnaire de réseau).
On peut voir que, pour DC-EndoPF, les résidus n'ont pas divergé. Les résidus
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Figure 3.12 � Temps de calcul mesuré des di�érents algorithmes

trop grands sont toujours ResV , ce qui signi�e que, pour ces cas-là, le facteur de
pénalité associé aux contraintes de réseau, ρ1, est trop faible.

C'est pourquoi les résultants suivants ne concernent que les cas où les méthodes
ont convergé. La �gure 3.12 représente les temps de simulations des di�érentes
méthodes. On peut y voir une augmentation rapide des temps de calcul avec l'aug-
mentation des dimensions du problème pour les méthodes EndoConsensus et
EndoDirect. Si EndoConsensus est la méthode la plus lente à petite dimen-
sion, cette méthode devient plus rapide que EndoDirect à partir de 300 bus. Pour
les autres méthodes, la résolution est beaucoup plus rapide. Cependant, le temps
de calcul augmente aussi très rapidement.

On peut y voir aussi une grande variabilité des temps mesurés pour simuler.
Si le temps diminué pour DC-EndoPF c'est parce que l'on ne regarde que les
cas qui ont convergé. Ainsi, il su�t qu'il y ait des cas qui convergent proche du
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nombre maximal d'itérations pour que la moyenne soit bien plus haute. En e�et,
la majorité des simulations avec cette méthode convergent en quelques itérations.

6 Conclusion

Dans cette partie, les algorithmes ont pu être appliqués sur les di�érents pro-
blèmes de la gestion du réseau. L'implémentation de ces problèmes a permis d'ef-
fectuer la résolution d'un marché endogène de di�érentes manières.

L'implémentation sur CPU a démontré la fonctionnalité des algorithmes pour
atteindre les optimums pour les problèmes convexes. La méthode DC-EndoPF
est très sensible au paramétrage des facteurs de pénalité 1. Ainsi, sa convergence
peut être extrêmement lente. Dans le cas où l'optimisation n'est pas convexe (PF
et AC-EndoPF) la convergence n'est pas garantie.

Cependant, quel que soit le problème, le temps de calcul ne permet pas de
passer la simulation à l'échelle pour la plupart des algorithmes. Les exceptions
sont les PF Cur et BackForPQ qui ont besoin de moins de 0.1s pour des cas de
plus de 1500 bus. Pour tous les autres cas une parallélisation est nécessaire pour
réduire le temps de simulation et réduire l'augmentation du temps nécessaire en
fonction du nombre d'agents. A�n de permettre une parallélisation e�cace, une
analyse et une adaptation, des algorithmes sont nécessaires.

Table 3.9 � Résumé de l'ensemble des algorithmes et problème

Problème Algorithme Hypothèse Remarques

ADMM DC/AC Meilleure méthode sur CPU
Marché OSQP DC/AC Solveur open Source

PAC DC/AC beaucoup d'itérations

NR AC peu d'itération
Power-Flow GS AC beaucoup d'itérations

Curr AC + radial
BackPQ AC + radial meilleure vitesse et convergence

Optimal OPFADMM AC + radial
Power Flow OPFADMM2 AC + radial légèrement plus rapide

EndoDirect AC + radial plus rapide que EndoConsensus
Marché EndoConsensus AC + radial plus lente que EndoDirect
Endogène DC-EndoPF DC réglage de ρ et ρ1 très sensible

AC-EndoPF AC Problème de convergence

1. voir Section 4.2.1 du chapitre 5 pour plus de détail
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Le tableau 3.9 regroupe l'ensemble des algorithmes et des problèmes qui ont
été considérés. Les hypothèses sur lesquelles les algorithmes sont utilisables et les
premiers résultats sur CPU sont aussi précisés.
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1 Introduction

Dans le chapitre précédent, les di�érents algorithmes ont pu être implémentés
sur CPU pour résoudre les di�érents problèmes. À partir des métriques dé�nies
dans le chapitre 2, ces algorithmes ont pu être comparés et analysés. Il en ressort
ainsi que, pour la majorité des méthodes, un partitionnement CPU-GPU est né-
cessaire a�n de lever le verrou scienti�que du temps de calcul rédhibitoire. A�n de
réaliser le partitionnement CPU-GPU, les étapes suivantes sont nécessaires.

Tout d'abord, les di�érents algorithmes seront partitionnés en di�érents blocs
fonctionnels. Ceci nous permettra d'étudier les dépendances entre les di�érentes
opérations pour déterminer comment paralléliser. Ceci permettra aussi en me-
surant le temps passé dans chaque bloc d'identi�er les goulots d'étranglement
des fonctions. C'est sur ces goulots d'étranglement que les e�orts d'optimisation
doivent être réalisés.

Ensuite, la complexité théorique des di�érents blocs fonctionnels sera détermi-
née. Cela nous permettra d'identi�er la réduction théorique de complexité induite
par la parallélisation sur GPU.

En�n, le GPU est un matériel connu pour avoir une structure adaptée aux
applications hautement parallélisables grâce à ces milliers de c÷urs. Cependant,
a�n de tirer le maximum des capacités du GPU, il est important de prendre en
compte les caractéristiques matérielles du GPU dès la conception de l'algorithme
et continuer lors de l'implémentation. On détaillera les études et optimisations
réalisées pour optimiser les principaux blocs fonctionnels.

2 Partitionnement en bloc fonctionnel

L'objectif de cette partie est de séparer l'algorithme en di�érents blocs fonc-
tionnels. Cette opération permet de remplir plusieurs objectifs, tels que l'analyse
des dépendances entre les di�érentes parties de l'algorithme en ce qui concerne
la séquentialité et de transfert de données. Cela nous permettra ensuite, dans la
partie suivante, la détermination de la complexité en série ou parallèle en calcul et
en mémoire. L'analyse de la charge de calcul de chaque bloc par la mesure (dans
cette section) puis par le calcul, pour en déduire l'intensité algorithmique ; et en�n
l'identi�cation des goulots d'étranglement.

De manière générale, quel que soit l'algorithme, celui-ci commence par une
initialisation. Celle-ci correspond à la création, dé�nition et mise en forme des
variables et paramètres en se basant sur les cas d'études. Pour toutes les méthodes,
cela correspond à la création de vecteurs regroupant les données nécessaires. C'est
à ce stade que la sparsité des échanges du marché ou du réseau est prise en compte
pour transformer par exemple la matrice des échanges T et les caractéristiques des
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agents en vecteurs. Quelques fois, ces correspondances sont directement réalisées
lors de la création du cas d'étude. Pour la suite, on ne précisera pour chaque
méthode que ses opérations spéci�ques.

Lorsque la résolution possède plusieurs pas temporels, il n'est pas utile de refaire
l'initialisation complète. En e�et, on considèrera dans ce cas là que le réseau ne
change pas, et que seuls les agents changent. Toutes les méthodes possèdent une
manière de se mettre à jour entre deux pas temporels en changeant le moins de
variables possible.

À la �n de simulation, les résultats sont récupérés. Les résultats sont pour
toutes les méthodes (lorsque ces variables existent) :

� la valeur optimale de la variable d'optimisation,
� les variables duales des contraintes,
� le temps de simulation,
� le nombre d'itérations,
� l'évolution des résidus selon les itérations,
� et en�n la valeur de la fonction objectif.

Toutes les autres variables ne sont pas récupérées, mais sont conservées dans l'objet
jusqu'à sa destruction.

2.1 Marché pair à pair

2.1.1 Blocs fonctionnels

Dans cette partie, la résolution d'un marché pair à pair décentralisé sera étu-
diée. Les trois méthodes (ADMM, OSQP, PAC) présentées dans la section 3.3
partagent les mêmes étapes. L'organisation générale est représentée sur la Fig. 4.1.

� FB 0 est l'initialisation. La méthode d'ADMM n'a besoin d'aucune opé-
ration particulière. Pour pouvoir utiliser OSQP, des objets correspondants
doivent être créés et initialisés. Dans le cas de PAC, il faut aussi inverser
les matrices dé�nissant le problème local.

� FB 1 est la résolution du problème local de chaque agent. Pour l'ADMM
cela se fait par la répétition des trois étapes (noté a, b, c) permettant la mi-
nimisation. Pour OSQP cela consiste en l'appel du solveur correspondant.
Tandis que, pour PAC cette étape est la multiplication d'une matrice et
d'un vecteur pour chaque agent, et d'une projection du vecteur dans ses
bornes accessibles. Pour �nir, il faut calculer x̂ et µ pour chaque agent.

� FB 2 est une étape présente uniquement pour l'ADMM. Elle consiste
dans le calcul des résidus (pouvant avoir lieu à chaque itération ou moins
souvent) du problème local. Dans le cas de OSQP, cette étape est incluse
dans le solveur et n'est donc pas mesurable. L'algorithme PAC résout le
problème local avec une forme fermée et n'a donc pas besoin de calculer de
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résidus.
� FB 3 est appelé le problème global. Il consiste en la communication des

résultats des problèmes locaux et la mise à jour des variables duales pour
toutes les méthodes. C'est-à-dire la mise à jour de λ pour ADMM et
OSQP la mise à jour de ν pour PAC. Ensuite il faut mettre à jour des
variables nécessaires pour la résolution du problème local de chaque agent.
Pour l'ADMM cela consiste en la mise à jour de Bt1. Pour OSQP et
PAC, il faut calculer Q qui correspond au terme linéaire de l'optimisation
quadratique.

� FB 4 est le calcul des résidus de l'algorithme complet pour les trois mé-
thodes.

� FB 5 est la récupération et la mise en forme des résultats.

�
Le problème de marché pair à pair est simulé séquentiellement sur un
seul CPU. Ainsi, la "communication" est en réalité juste une lecture
de variable correspondante. Dans le cas de résolution parallélisée sur
une architecture unique, ces étapes de communications correspondent
à une synchronisation et à des lectures/écriture de données. Dans le
cas d'un calcul parallèle en cluster, comme celui proposé dans [20] ou
de sa mise en ÷uvre réelle, l'étape de communication exige vraiment
un échange de messages entre les unités de calcul.

Le tableau 4.1 regroupe les correspondances entre les équations étudiées dans
le chapitre précédent et les blocs fonctionnels. Tandis que la Fig. 4.1 représente les
blocs fonctionnels et les variables qui sont calculées.

Table 4.1 � Correspondance entre blocs fonctionnels et équations

Block Description ADMM OSQP PAC

FB 0 Initialisation
(3.42b) , (3.39a) (3.51)

FB 1 Problème local T n = moy(Tn) ∀n (3.32) (3.52)
(3.42c), (3.39b), (3.39c) x̂, µ

(3.44)
FB 2 Problème global (3.33) ν

(3.42a) (3.35a) (3.49)
FB 3 Résidus globaux (3.34)
FB 4 Résultats
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Figure 4.1 � Partitionnement en bloc fonctionnel pour le marché pair à pair

2.1.2 Dépendance

Quelle que soit la méthode choisie, chaque bloc fonctionnel a besoin que le
précédent soit �ni avant de pouvoir être réalisé. L'ensemble du bloc FB 1 peut se
réaliser en parallèle sur les agents. Le calcul des résidus du problème local peut
être spéci�que à chaque agent ou un seul résidu pour l'ensemble. Pour rappel,
dans notre cas, on considère un marché pair à pair synchrone. Cela signi�e que le
bloc FB 2 ne peut être e�ectué par un agent qu'une fois que l'ensemble de ses
pairs a �ni. Ce marché est complètement connecté, donc cela correspond au fait
d'attendre à chaque fois tous les agents. Pour ADMM et OSQP, le bloc FB 2b
peut être fait par chaque agent en parallèle et n'a besoin que du résultat du bloc
FB 2a de l'agent correspondant. Ce qui n'est pas le cas pour PAC où une autre
communication est nécessaire entre les deux étapes.
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(b) Cas avec 154 agents (multi-énergie)

Figure 4.2 � Répartition des temps de calcul pour les marchés P2P

Marché multiénergie Le marché considéré peut être constitué de plusieurs
énergies sans considération des couplages entre elles. Ce cas revient au fait d'avoir
plusieurs marchés pair à pair qui n'échangent pas entre eux. Dans ce cas-là, les
résolutions sont indépendantes et peuvent donc être réalisées en parallèle sans avoir
besoin de synchroniser les blocs fonctionnels.

2.1.3 Répartition de la charge de travail

La �gure Fig. 4.2 représente la répartition des temps de calcul entre les di�é-
rents blocs fonctionnels pour les di�érentes méthodes. Les temps totaux de calcul
sont ceux obtenus lors de la validation fonctionnelle dans la section 3.3.5. Ces
répartitions sont obtenues en résolvant le cas 39 n÷uds en modélisation DC (c'est-
à-dire en échangeant que de la puissance active) ou le cas Matpower 118 avec une
précision de 0, 001 1. On peut remarquer que, quelle que soit la méthode décentra-
lisée utilisée, la majorité du temps est utilisée pour résoudre le problème local. On
remarque que les répartitions sont di�érentes selon les dimensions du problème.
L'initialisation ne nécessite qu'un temps négligeable pour le cas le plus grand.

Ainsi, il est clair que le goulot d'étranglement de cet algorithme se trouve dans
la résolution de la minimisation de chaque agent. Paralléliser sur GPU, pour que les
résolutions soient réalisées en même temps, devrait réduire grandement les temps
de calcul. Cependant, cela n'est pas possible pour la méthode OSQP. En e�et,
celle-ci ne peut pas être implémentée sur GPU, utilisant un solveur sur CPU. Il
existe une version sur GPU d'OSQP mais elle ne permet pas de lancer plusieurs
résolutions en parallèle et n'est plus e�cace que sa version CPU qu'à partir d'une
taille de 105 [107].

�
La taille pourOSQP correspond au nombre de voisins de chaque agent.
Une taille de 105 ne sera jamais atteinte dans le cadre de cette thèse.

1. Voir Section 2.?? pour plus de détails sur les cas d'études
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�
La parallélisation de OSQPCen sur GPU permet bien de réduire les
temps de calcul à plus grande dimension. Mais elle reste plus lente que
les autres méthodes [110]. Elle ne sera donc pas plus étudiée dans cette
thèse.

2.2 Power Flow

2.2.1 Blocs fonctionnels

Cette section présentera le partitionnement en bloc fonctionnel des résolutions
de PF. Pour rappel on considère 4 types de méthodes qui sont NR, GS, et en
load �ow en courant (Cur) et en puissance BackPQ. Ces méthodes réalisent les
mêmes opérations, mais pas dans le même ordre. C'est pourquoi dans cette partie
on nommera les blocs plutôt que de les numéroter.

L'initialisation est globalement la même entre les di�érents algorithmes. Les
seules di�érences notables sont le besoin ou non de calculer certaines constantes
telles que 1

Y ii
et

Y ij

Y ii
pour GS. Dans notre cas les grandeurs d'entrée sont les

puissances des agents, il faut donc passer de ces puissances à celles des bus.
Le calcul de la puissance repose sur les équations (3.3), (3.4) qui peuvent être

adaptées pour être réalisées avec la tension sous sa forme cartésienne. Cependant
on peut remarquer que le terme de la somme est non nul si Gik ou Bik est non nul.
Ce qui signi�e que plutôt que de sommer sur tous les bus, il su�t de sommer sur
tous les voisins de chaque bus (dont lui même). Les méthodes Cur et BackPQ ne
réalisent ce calcul qu'une fois la convergence atteinte pour déterminer les puissances
au n÷ud de référence.

Le calcul de la tension, dans le cadre de l'algorithme de Cur ou BackPQ,
correspond à l'équation (3.21) ou (3.22). Pour l'algorithme deGS cela correspond à
chaque itération à un calcul de (3.16) pour chaque bus. Pour l'algorithme de NR,
le calcul de tension nécessite dans un premier temps le calcul de la Jacobienne
(3.12). Ensuite il faut réaliser la factorisation LU de la Jacobienne. En�n il faut
obtenir le déplacement de la tension en résolvant le système.

Le calcul du �ux de Cur ou BackPQ correspond aux équations (3.17) et
(3.19) ou (3.18) (3.20).

Le calcul de l'erreur apparaît sous deux formes dans les algorithmes. Que
l'erreur soit sur les puissances err = ||dW||∞ pour les algorithmes de NR et GS
ou sur les tensions err = ||dV||∞, c'est la norme in�nie qui a été choisie car elle
limite l'accumulation d'erreur numérique.

Le tableau 4.2 regroupe les correspondances entre les équations vues le chapitre
précédent et les blocs fonctionnels. Tandis que la Figure 4.3 représente les blocs
fonctionnels.
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Table 4.2 � Blocs fonctionnels

Bloc NR GS Cur BackPQ

Initialisation
Flux (3.17) (3.18)

(3.19) (3.20)
(3.12)

Tension Factorisation (3.16) (3.21) (3.22)
Résolution

Puissance (3.3), (3.4)
Erreur (3.13) (3.23)

2.2.2 Dépendance

Quelle que soit la méthode considérée, un bloc fonctionnel ne peut être com-
mencé que si l'entièreté du bloc fonctionnel précédent a été terminée. Contraire-
ment au calcul de la tension, le calcul du �ux n'a qu'une dépendance partielle pour
ses étapes intermédiaires. Cela signi�e que l'on pourrait commencer la deuxième
étape du calcul du �ux avant la �n de la précédente en ne calculant que les lignes
qui ont déjà été calculées. Ainsi le parallélisme devra être exploité pour chaque
étape indépendamment avec une synchronisation entre chacune.

2.2.3 Répartition de la charge de travail

La �gure Fig. 4.4 représente la répartition des temps de calcul entre les di�é-
rents blocs fonctionnels pour les di�érentes méthodes. Les temps totaux de calcul
sont ceux obtenus lors de la validation fonctionnelle dans la section 3.2.6. Cette
simulation a été réalisée sur le cas Matpower 85 (voir section 2.6.2.1) avec la même
précision que pour les tests fonctionnels. Les méthodes avec un D sont calculées
en double précision. On peut voir que la précision des variables n'a aucun e�et sur
la répartition des temps.

Il est clair que le goulot d'étranglement de NR se trouve dans le calcul de la
tension. Plus précisément, l'étape nécessitant la majorité du temps de calcul est
la résolution du système.

-
La résolution d'un système linéaire sur GPU est un domaine de re-
cherche en soi [108]. Ainsi une méthode sera implémentée a�n d'avoir
une résolution sur GPU, mais celle-ci ne sera pas optimisée, cela ayant
déjà été fait.
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Figure 4.3 � Partitionnement en bloc fonctionnel pour le Power Flow
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Figure 4.4 � Répartition des temps selon la méthode, cas Matpower 85

Pour GS le temps est partagé entre le calcul de la tension et de la puissance.

ò
Le calcul de la puissance entreNR etGS est très similaire. Cette étape
prend plus de temps pour GS à cause du grand nombre d'itérations.

En�n pour les méthodes Cur et BakPQ, le temps est assez bien réparti entre
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les blocs, avec une majorité du temps à l'initialisation.

-
Le passage sur GPU risque d'augmenter le temps d'initialisation des
méthodes Cur et BackPQ. De plus ces méthodes ont déjà été paral-
lélisées sur GPU [54]. Ainsi une implémentation GPU de ces méthodes
sera réalisée, mais ne sera pas optimisée. L'objectif de ces implémen-
tations est d'avoir un Power Flow fonctionnel sur GPU dans les cas
radiaux.

2.3 Optimal Power Flow

2.3.1 Blocs fonctionnels

Les méthodes OPFADMM et OPFADMM2 sont très proches. En ce qui
concerne les blocs fonctionnels, la seule di�érence se situe lors de la minimisation
de x.

On se basant sur l'algorithme suivant Alg. 6 de la section 3.4, on peut distinguer
di�érents blocs fonctionnels qui sont représentés sur le schéma suivant, Fig. 4.5.
Les blocs fonctionnels peuvent être dé�nis ainsi.

� Le bloc fonctionnel FB 1 correspond au calcul de x pour tous les bus. Ce
bloc peut être séparé entre la détermination de (Pi, Qi, li, vi) d'un côté et
celle de (pn, qn) de l'autre. Pour OPFADMM2, les deux étapes sont des
formes fermées. La détermination de (pn, qn) correspond, pour la méthode
OPFADMM, à la répétition de quatre étapes qui sont les trois étapes
de l'algorithme ADMM de partage et le calcul des résidus. Pour les deux
méthodes, la détermination de (Pi, Qi, li, vi) repose sur la résolution de po-
lynôme du 3e et 4e degré.

� Le suivant (FB 2) correspond à ce qui dans l'implémentation réelle sera
la communication de la variable x. Dans le cas de notre simulation cela
correspond à la copie de la valeur de variables dans notre variable augmentée
et au calcul du terme linéaire de la minimisation de y (noté cy).

� Le bloc FB 3 correspond au calcul des variables de consensus noté y. On
y ajoute aussi le calcul de la variable duale µ.

� Le bloc suivant FB 4 est aussi une communication dans l'implémentation
réelle (de y et de µ), mais dans le cadre de notre simulation il correspond
juste au calcul de grandeurs utiles, noté Ĉ pour la minimisation de x.

� En�n le bloc FB 5 contient le calcul des di�érents résidus.

2.3.2 Dépendance

Les blocs sont ordonnés par dépendance temporelle, c'est-à-dire que l'on ne
peut pas faire pour un bus donné l'étape FB N+1 avant d'avoir �ni l'étape
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Figure 4.5 � Partitionnement en bloc fonctionnel pour l'Optimal Power Flow

N. Les bus ne communiquant qu'avec leurs enfants et leur ancêtre, on pourrait
di�érencier chaque bloc fonctionnel par bus pour que les bus n'attendent que
les données nécessaires pour la suite de leur calcul. Cela reviendrait à faire de
l'a-synchronisme entre les bus. Cependant le GPU n'est pas fait pour faire de
l'a-synchronisme tout en faisant des échanges d'informations. De plus comme on
ne considère qu'un seul réseau, il existe un chemin entre chaque couple de bus,
donc si un bus est bloquant tous les bus devront attendre que ce bus ait �ni lors
de l'itération suivante. Ainsi chaque bloc aura bien lieu les uns après les autres
pour tous les bus en même temps. Les blocs FB 11 et FB 12 sont complètement
indépendants, ils peuvent être réalisés en parallèle. Les étapes de FB 11a à FB
11d (correspondant à un problème de partage) pour OPFADMM1 n'ont besoin
d'être réalisées que lorsqu'il y a plusieurs agents sur le bus considéré. Dans le cas
contraire le bloc FB 11 n'est qu'une seule opération.

Les blocs FB 1 et FB 3 n'ont besoin des informations que du bus considéré.
Le bloc FB 5 est une réduction permettant de calculer les résidus et a donc besoin
des variables x et y de tous les bus. Les blocs FB 2 et FB 4 ont besoin pour
chaque bus de respectivement les valeurs de x ou de y de l'ancêtre du bus et des
ses enfants. Les blocs FB 11a n'a besoin que des informations de chaque agent, là
où les autres parties du bloc FB 11 ont besoin des informations de tous les agents
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Figure 4.6 � Répartition des temps selon la méthode, cas TestFeeder

sur un bus donné.

2.3.3 Répartition de la charge de travail

La �gure Fig. 4.6 représente la répartition des temps de calcul entre les di�é-
rents blocs fonctionnels pour les deux méthodes. Cette simulation a été réalisée
sur les deux premières heures (avec un pas d'une minute) du cas TestFeeder avec
une précision de 0.0005. Pour rappel, ce cas est dé�ni dans la section 2.6.2.3. Le
temps total de calcul est d'environ 350s pour OPFADMM et de 250s pour OP-
FADMM2. Cette di�érence s'explique par le fait que ce cas contienne peu d'agent
par rapport au nombre de bus. Ainsi la deuxième version de l'algorithme réduit le
nombre de variable à calculer et donc diminue grandement le temps pour calculer
FB 3.

On peut remarquer que les deux méthodes ont des répartitions des temps si-
milaires. Les étapes d'initialisation et de récupération des résultats ont des temps
négligeables. La majorité du temps est utilisée pour le problème global (c'est-à-dire
le calcul de Y ).

�
Le calcul de Y correspond à B multiplications entre une matrice et un
vecteur. Cette opération est très e�cacement parallélisable sur GPU.

2.4 Marché endogène

2.4.1 Blocs fonctionnels

Le contenu des blocs fonctionnels des di�érentes méthodes va grandement dé-
pendre de la méthode considérée. Cependant, on peut représenter l'organisation
de ceux-ci de manière similaire. En e�et quelle que soit la méthode étudiée, on
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peut représenter l'algorithme comme étant une communication entre les agents et
un SO.

De la partie marché pair à pair, on a pu déterminer que l'ADMM était meilleur
pour décentraliser le problème de marché et pour résoudre le problème de partage.
Ainsi, lorsque l'on parlera de marché, on fera référence à la version ADMM. Pour
l'utilisation d'un PF ou OPF théoriquement n'importe quel algorithme pourrait
être utilisé. Dans notre cas le PF sera résolu via un NR dans le cas maillé et via
un BackPQ dans le cas radial. Pour l'OPF, ce sera OPFADMM2 légèrement
modi�é pour calculer les pertes et avoir moins d'informations sur les agents.

FB 0 : l'initialisation est assez similaire entre les méthodes. Pour toutes les
méthodes, il faut initialiser un marché. Pour EndoConsensus et EndoDirect
il faut aussi initialiser un OPF et pour AC-EndoPF un PF. En�n pour pour
DC-EndoPF il faut manipuler la matrice de sensibilité, notamment faire des
multiplications terme à terme pour obtenir G2

sensi. Les méthodes peuvent aussi
s'initialiser via la résolution d'un marché sans contraintes de réseau.

FB 1 : la résolution de chaque agent du marché endogène est ce que l'on ap-
pellera le problème local. Quelle que soit la méthode, ce problème local est une
résolution d'un problème de partage. La seule di�érence provient de la valeur des
coe�cients de la fonction à minimiser localement. Pour la méthode EndoDirect
on appellera FB 1b la mise à jour des variables locales physiques (Si, li, vi) de
chaque bus.

FB 2 : cette étape correspond à la communication du problème local vers le
problème global. Pour toutes les méthodes, cela correspond à la mise à jour des
puissances totales des agents. Pour EndoDirect il faut calculer le terme linéaire
de la minimisation du problème dual et copier les valeurs de x selon les valeurs
dont les autres bus ont besoin. Pour EndoConsensus cette étape a lieu après le
bloc FB 3 car l'OPF de l'itération k dépend du marché de l'itération k − 1.

FB 3 : le calcul du SO va dépendre de la méthode considérée. Pour AC-
EndoPF cela correspond à la résolution d'un AC Power Flow. PourDC-EndoPF
cela correspond à la résolution d'un DC-PF qui est dans notre cas une multipli-
cation entre la matrice de sensibilité et le vecteur de puissance des agents. Pour
EndoConsensus cela correspond à la résolution d'un OPF. En�n, cela correspond
à une itération d'un OPF pour EndoDirect avec la mise à jour des variables slacks
de tous les bus.
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Figure 4.7 � Partitionnement en bloc fonctionnel pour le marché endogène

FB 4 : ce bloc correspond à la mise à jour du problème local en fonction du
problème global. Pour toutes les méthodes, cela correspond à la mise à jour des
variables duales et des coe�cients de la fonction coût du problème local.

FB 5 : cette étape est le calcul des résidus qui représente la convergence de
la solution, du respect des contraintes du marché et de celle du réseau (ou du
consensus).

Le partitionnement en bloc fonctionnel des di�érentes méthodes est représenté
sur la Fig. 4.7. L'ordre des opérations n'est pas le même pour EndoConsensus
puisque l'OPF doit se mettre à jour en fonction de l'itération précédente du marché.

2.4.2 Dépendance

De manière générale, un bloc fonctionnel ne peut être réalisé que si le précédent
est �ni. Cependant pour la méthode EndoDirect, les étapes Fb1a et Fb1b sont
indépendantes. De plus pour EndoConsensus les mises à jour du marché et de
l'OPF dépendent de l'itération précédente. Ainsi les étapes FB1 et FB3 sont
indépendantes et pourraient être réalisées en parallèle.
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Figure 4.8 � Répartition des temps de simulations selon les méthodes et le cas
simulé

�
Pour EndoConsensus, l'étape FB 2 nécessite la �n de l'étape FB
1 et ne doit pas modi�er la résolution de FB 3. Ainsi il faut soit la
réaliser après le bloc FB3 soit implémenter une sorte de bu�er pour
retarder la mise à jour de l'OPF. Dans notre cas, il a été choisi de
réaliser la mise à jour du SO après sa résolution.

2.4.3 Répartition de la charge de travail

Pour étudier les répartitions des temps, la Fig. 4.8 représente les résultats sur
CPU des quatre méthodes. La simulation est réalisée sur 5pas du cas TestFeeder
(section 2.6.2.3) et sur le cas Matpower 85 (section 2.6.2.1). Les précisions deman-
dées pour les cas Matpower85 et TestFeeder sont respectivement de ϵg = 0.005
et ϵg = 0.05. La précision est plus faible que lors de la validation fonctionnelle
en section 3.5.4 résultant en des temps plus faible. Ainsi les temps des méthodes
EndoDirect, EndoConsensus, AC-EndoPF et DC-EndoPF sont respective-
ment d'environ 5s, 60s, 34s et 0.02s.

À faible dimension, Fig. 4.8a la plupart du temps de calcul est alloué pour la
résolution du problème local pour les di�érentes méthode. Pour EndoConsensus,
le problème local n'est que le deuxième bloc le plus important, la majorité du temps
de calcul est utilisée pour la résolution du SO.

On peut remarquer que la répartition est très di�érente entre les méthodes
lorsque le réseau est plus grand. Dans EndoConsensus, la majorité du temps de
simulation se situe dans la résolution de l'OPF. Ce temps pourrait donc être réduit
en ayant une résolution OPF plus rapide. Les résultats sont cohérent avec le fait
que le cas TestFeeder a beaucoup de ligne et bus (905) mais peu d'agent (55).
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ò
Pour limiter le temps de résolution de l'OPF plusieurs options sont
accessibles. Il est possible d'améliorer la méthode de résolution. Mais il
est aussi possible de faire varier la précision demandée notamment au
début, ou ne pas résoudre à toutes les itérations.

Cependant pour AC-EndoPF, c'est la résolution locale qui prend la majorité
du temps de résolution. Pour réduire ce temps, il est possible de demander moins
de précision pour le problème local. Il est aussi possible de trouver une manière
d'améliorer la convergence de cette méthode pour qu'il y ait moins d'itération.

Avec l'augmentation du nombre de bus, le calcul du SO prend une plus grande
importance pour les méthodes EndoDirect et DC-EndoPF.

3 Étude de complexité

3.1 Vision globale

3.1.1 Introduction

L'objectif de cette partie est d'analyser et de comparer la complexité asympto-
tique en termes de mémoire nécessaire et de nombre de calcul. La connaissance de
ces grandeurs nous permettra d'avoir un ordre d'idée du comportement entre les
di�érents algorithmes avec l'augmentation de la taille du problème. Cela permettra
aussi de comparer l'e�cacité de la parallélisation selon les algorithmes. Cependant,
cela ne nous permettra pas a priori de déterminer les meilleurs algorithmes par
rapport à leur vitesse de convergence puisqu'un algorithme avec une plus grande
complexité de calcul peut avoir de bien meilleures propriétés de convergence et
ainsi converger bien plus rapidement ou être capable d'atteindre de meilleures
précisions.

Pour simpli�er le calcul, on considéra comme équivalent une addition, une
multiplication ou une a�ectation lors de l'évaluation de la complexité. Par contre
on calculera à part les calculs complexes tels que les fonctions trigonométriques,
les logarithmes ou exponentielles. On négligera le temps pour accéder aux données
pour un calcul sur un matériel donné, mais les transferts entre CPU et GPU seront
identi�és.

Les paramètres qui seront pris en compte sont les dimensions du problème, qui
sont pour rappel : N le nombre d'agents,M le nombre total de voisins, B le nombre
de bus, et L le nombre de lignes. Comme le nombre d'itérations ne peut pas être
déterminé a priori et dépend plus de la précision demandée et de l'activation ou
non des contraintes que de la dimension du problème, on ne considérera que la
complexité pour une itération. Dans le cas où l'algorithme possède deux boucles
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imbriquées, on ne considérera aussi dans l'écriture de la complexité, qu'une seule
itération de cette boucle interne.

3.1.2 Complexité parallèle

Pour calculer la complexité théorique en parallèle on se basera sur le théorème
de Brent [89]. On a :

Cpara = O(
o

p
+ t) (4.1)

avec o le nombre total d'opérations (donc la complexité en série, sauf en cas de
redondance des calculs), p le nombre de processeurs sur lequel on parallélise, et t
le nombre d'étapes.

On peut remarque que p pour une parallélisation sur CPU vaut au plus le
nombre de c÷urs. Ce nombre est bien trop faible pour permettre de réduire la
complexité des calculs. Ainsi pour la suite on ne considérera que la complexité en
série sur CPU. On appellera complexité en parallèle celle sur GPU.

On notera T = NB ∗ Nt/B avec T le nombre total de thread, NB le nombre
de bloc, et Nt/B le nombre de thread par bloc. Selon le calcul et la parallélisation
choisie que l'on réalisera, le nombre de processeurs p pourra être égal au nombre
de thread ou au nombre de blocs. Sauf exception, dans tous les problèmes on a �xé
Nt/B = 512 pour que la valeur soit assez importante sans atteindre le maximum
possible.

Dans le cas où l'on a atteint les limites physiques de notre GPU, il se peut que
p ne soit plus égal au nombre de threads. Lorsque cette valeur sera atteinte, on
aura atteint pour une implémentation donnée la parallélisation maximale (ce qui
n'est pas forcément le plus rapide).

3.1.3 Résultats généraux

Le problème global consiste en la combinaison des di�érents blocs qui seront
présentés ci-après. Il est possible que chaque bloc fasse plusieurs itérations pour
chaque itération du problème global. Cependant, sauf en cas de grandes di�érences,
cela n'in�uencera pas la complexité. Soit K le nombre total d'itérations. On a donc
pour l'algorithme complet la complexité suivante :

Cglobal = K · (CMarche + CPF + COPF + Cinteraction) + Cinit (4.2)

L'initialisation (de même que la récupération des résultats) n'a lieu qu'une fois
par résolution. De plus dans le cas où l'on simule plusieurs pas temporels, son
in�uence peut être encore plus réduite en ne changeant que ce qui doit l'être. Dans
tous les cas, la complexité de cette étape (en série ou en parallèle sur GPU) est au
moins linéaire avec les dimensions du problème (pour créer et copier les di�érentes
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grandeurs). On ne présentera donc dans les parties suivantes que les opérations
qui peuvent avoir une complexité plus grande.

ò
On a pu voir dans la partie précédente que, pour la grande majorité des
méthodes et des problèmes, le temps de l'initialisation était négligeable
devant le temps de simulation. La parallélisation et l'optimisation de
ce bloc ne sont donc pas des priorités.

De nombreuses opérations se retrouvent dans les di�érents algorithmes. Les
opérations de bases seront dé�nies ici. On note temporairement pour cette partie
I une taille de vecteur et on considérera des matrices de taille J · I. Dans cette
partie on ne considérera que des vecteurs et matrices pleins. Di�érentes techniques
permettent de réduire la complexité dans le cas de matrices creuses. Elles seront
présentées lors de leurs utilisations.

Les opérations linéaires sur un vecteur ont une complexité linéaire avec
la taille du vecteur, O(I). Ces opérations concernent les additions, soustractions
de vecteur, mais aussi les multiplications et divisions terme à terme. Lorsque ce
type d'opération est parallélisé sur GPU la complexité devient en temps constant.
En e�et la simplicité de l'opération et le grand nombre de processeurs disponibles
permettent de répartir les calculs sur les di�érents threads. En ayant un thread
pour chaque opération on a o = I, p = I et t = 1 d'où Cpara = O(1).

Les réductions ont une complexité linéaire en série, O(I). Les moyennes, les
sommes ou normes d'un vecteur et la recherche de maximum/minimum dans un
vecteur sont toutes des réductions. Lorsque l'on parallélise, on peut atteindre une
complexité logarithmique en suivant la méthode de Nvidia [109]. Dans ce cas-là
on a t = log(I), o = O(I) et p = I ou p = I

log(I)
, ce qui donne Cpara = O(log(I)).

Les multiplications matrices/vecteurs ont une complexité quadratique en
série, O(2J · I). En e�et pour chaque ligne de la matrice, il faut e�ectuer la mul-
tiplication terme à terme entre cette ligne et le vecteur et réaliser la somme de
ces termes. Lors de la parallélisation sur GPU on peut associer un bloc de thread
par ligne de la matrice. Dans ce cas là, pour chaque ligne, on réalise une opéra-
tion linéaire et une réduction. On a ainsi comme précédemment t = log(I) + 1,
o = O(2J · I) et p = 512J . La complexité parallèle est donc Cpara = O(log(I)).
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.
Le résultat précédent n'est vrai que si I est du même ordre de grandeur
que le nombre de threads par bloc (512). De même il faut que le GPU
soit capable de supporter J blocs en même temps (en termes de nombre
de processeurs ou de mémoire).

La résolution d'un système linéaire peut se faire de di�érentes manières.
Que l'on passe par une factorisation LU ou un pivot de Gauss la complexité est
cubique, O(I3). Dans les deux cas les méthodes recherchent pour chaque colonne
le meilleur pivot (O(I)). Puis il faut échanger les lignes (O(I)), et ensuite on met
à jour la sous-matrice (O(I2)). Ces étapes étant réalisées pour chaque colonne,
il faut multiplier la complexité par I. Ce qui donne bien la complexité cubique
en série. Pour l'implémentation en parallèle sur GPU, la recherche du pivot est
une réduction (O(log(I)), l'échange de ligne est juste une a�ectation O(1). Pour
la dernière étape, on parallélise avec un bloc qui gère une ligne, et chaque thread
qui calcule un terme. Ce qui permet de mettre à jour la sous-matrice en temps
constant (O(1)). La complexité totale est donc en O(I · log(I)) en parallèle. On
pourrait aussi paralléliser sur les colonnes et utiliser la sparcité pour encore réduire
la complexité, comme dans [108]. La résolution du système ensuite est quadratique
en série et linéaire en parallèle. Dans le cas où l'on a inversé la matrice, la résolution
du système en parallèle est une réduction, donc logarithmique.

�
L'inverse d'une matrice correspond globalement aux mêmes étapes que
la résolution d'un système. Cependant dans cette thèse, cette opération
ne sera réalisée que pendant les initialisations. On choisira donc de
toujours la réaliser sur CPU. Ceci permet d'utiliser une bibliothèque
(Eigen) pour réaliser e�cacement et précisément ce calcul.

3.2 Marché pair à pair

Pour déterminer la complexité totale des algorithmes de marché on va évaluer
la complexité bloc par bloc. Les grandeurs importantes dans ce problème sont le
nombre d'agent N , le nombre de voisin de chaque agent Mn, et le nombre total
d'échange M . Dans le cas complètement connecté, le nombre de voisin dépend
de la répartition entre consommateur, producteur et consommateur. Sauf cas ex-
trême, on peut considérer autant dans chaque catégorie, ainsi on a Mn = O(N) et
M = O(N2). Toutes les quantités sont données en ordre de grandeur. Comme le
solveur OSQP, utilise des matrices, il est assez complexe de déterminer à priori
la complexité de la résolution. On notera donc cette complexité α, tel que la com-
plexité soit en O(Nα). Comme OSQP nécessite la manipulation de vecteur et la
résolution de système on peut s'attendre à une complexité plus élevé que linéaire
α ≥ 2 [110].
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Table 4.3 � Blocs fonctionnels et complexité en série et en parallèle des algo-
rithmes pour le marché pair à pair

Bloc OSQP ADMM PAC
Fonctionnel CPU CPU GPU CPU GPU

FB0 O(N3) O(M) O(M) O(N4) O(N4)

FB1 O(Nα+1) O(M) O(log(M)) O(N3) O(log(M))
FB2 O(M) O(M) O(1) O(M) O(log(N))
FB3 O(M) O(M) O(log(N)) O(M) O(log(N))

FB4 O(M) O(M) O(M) O(M) O(M)
FB 0 bis O(M) O(M) O(M) O(M) O(M)

FB1&2&3 O(Nα+1) O(M) O(log(N)) O(N3) O(log(N))
Total O(Nα+1) O(M) O(M) O(N4) O(N4)

Pour l'initialisation de OSQP, il faut créer N matrices de taille Mn ·Mn. Cela
signi�e une complexité O(N3). Pour PAC, l'opération dominante est l'inverse de
N matrices de tailleMn·Mn, ce qui donne une complexité de O(N4). Ces opérations
sont réalisées par la bibliothèque Eigen dans toutes les implémentations de PAC.
La complexité de cette étape est donc identique ente la version sur CPU et celle
sur GPU.

La complexité de la mise à jour du problème local dépend de l'algorithme. Ainsi
PAC a N multiplications matrice-vecteur. Lors de la version GPU, l'ensemble des
matrices peuvent être concaténées pour ne réaliser qu'une seule multiplication et
ainsi paralléliser plus e�cacement. Pour OSQP, cela consiste en N appels du
solveur, donc une complexité en O(Nα+1). Pour l'ADMM cela consiste en des
opérations linéaires sur des vecteurs et une réduction par agent. En réalisant une
réduction par bloc de thread, on peut complètement paralléliser cette réduction
comme si cela en était qu'une seule.

La mise à jour du problème global sont des mises à jour de vecteurs pour tous
les algorithmes. Tandis que le calcul des résidus globaux sont des réductions pour
toutes les méthodes.

Le tableau Tab. 4.3 regroupe les complexités des di�érents algorithmes. On peut
y voir que l'utilisation du GPU permet de réduire la complexité en parallélisant
les calculs.

La �gure Fig. 4.9 représente l'évolution de la répartition des temps avec le
passage sur GPU pour le cas Matpower 118 (section 2.6.2.1).
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Figure 4.9 � Évolution de la répartition des temps sur le cas 154 agents

�
A�n de pouvoir mesurer les temps des appels kernels sur GPU, il faut
rajouter des barrières de synchronisations. En e�et, le comportement
asynchrone entre le CPU et le GPU empêche de mesurer les bons temps
sans cela. Ainsi les temps du GPU sont légèrement surestimés puisqu'on
force le CPU à attendre le GPU avant de continuer. Ceci est vrai pour
toutes les méthodes de tous les problèmes.

On peut d'abord remarquer sur la Fig. 4.9a que la parallélisation a très forte-
ment réduit les temps de calcul. La méthode PAC est bien plus lente que les autres
méthodes mais la parallélisation réduit d'autant plus le temps. Ces résultats sont
cohérents avec la réduction de complexité démontrée précédemment. On peut voir
sur la Fig. 4.9b la nouvelle répartition des temps. On peut voir que la parallélisa-
tion de ADMMGPU a clairement permis de réduire l'importance du problème
local sur le temps total. La répartition des temps pour les méthodes décentralisant
avec PAC reste plutôt similaire. La parallélisation a permis de réduire le temps
de toutes les étapes dans les mêmes proportions.

3.3 Power Flow

Cette partie évaluera la complexité des di�érentes manières de résoudre un PF
sur CPU. Les grandeurs caratéristiques de ce type de problème sont le nombre
de bus B et le nombre de ligne L. Dans un cas radial ou peu connecté, on a
L = O(B). Dans un cas fortement connecté on a L = O(B2). Soit Lb le nombre de
ligne partant ou arrivant au bus b, ce nombre varie entre 1 et B − 1. En pratique,
même dans un réseau maillé, il n'y a que quelques lignes par bus, ainsi on pourra
aussi considérer que L = O(B). Le nombre d'agent N intervient dans un calcul de
l'initialisation pour passer des puissances des agents aux puissances des bus.
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ò
Même s'il on considère que L = O(B), on pourra dans la suite tester
le comportement de certains appels kernels dans le cas où le réseau est
complètement connecté.

L'initialisation est globalement la même entre les di�érents algorithmes. On
peut pré-calculer des constantes comme par exemple 1

Y ii
et

Y ij

Y ii
. Dans tout les cas

les calculs sont au plus linaires (O(L)). A�n de réaliser le passage des puissances
des agents à celles des bus, on ajoute séquentiellement la puissance de l'agent à la
puissance du bus sur lequel il est :

sbusb =
∑
n∈Nb

sagentn (4.3)

Le calcul est de complexité linéaire O(N). Cette opération est en réalité une ré-
duction. Ainsi sur GPU on associe un bloc par bus, et les threads du bloc réalisent
la somme des di�érentes puissances des agents sur le bus. La complexité est donc
en O(log(Nb)) . Dans l'article [51], le calcul était fait avec un thread par bus, leur
complexité est donc en O(Nb). Si notre méthode permet de mieux paralléliser, elle
demande plus de ressources. Ainsi cette méthode est plus adaptée à un fort nombre
d'agent par bus, là où la méthode de [51] est plus adaptée à l'augmentation du
nombre de bus.

Le calcul de la puissance consiste en une somme pour chaque bus, sur tous
les bus. La complexité est donc en O(B2). Cependant on peut remarquer que le
terme de la somme est non nul si Gik ou Bik est non nul. Ce qui signi�e que plutôt
que de sommer sur tous les bus, il su�t de sommer sur tous les voisins de chaque
bus (et sur lui même). L'équation devient donc (l'équation sur la puissance réactive
est similaire) :

Pi = Vi

∑
li

Vk(li)(Gli cos θik(li) +Bli sin θik(li)) (4.4)

La complexité devient donc en O(L). La méthode Cur ne réalise ce calcul qu'une
fois la convergence atteinte pour déterminer les puissances au n÷ud de référence.

Pour paralléliser sur GPU, dans un premier temps on peut calculer chaque
terme de la somme dans un thread Cpara = O(1). Ensuite on peut faire une réduc-
tion Cpara = O(log(max(Li))) avec un bloc par bus. Dans le calcul intermédiaire
sparce, l'accès aux admittances est coalescent, mais ce n'est pas le cas de l'accès
aux tensions et déphasages. Pour limiter la séquentialisation des accès mémoires, il
a été décidé de faire en sorte que chaque bloc i calcule tous les termes de la somme
associée aux puissances Pi et Qi. Chaque bloc peut charger la totalité du vec-
teur des tensions E et ainsi l'accès à la mémoire globale est coalescent, et devrait
permettre de faire gagner du temps dans le cas où le réseau est très maillé.
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Le calcul de la tension, dans le cadre de l'algorithme de Cur, correspond
à l'équation (3.21) et a une complexité en O(B). Pour l'algorithme de GS il faut
réaliser le calcul (3.16) pour chaque bus. Si on calcule tous les termes, la complexité
est en O(B2). Si comme pour le calcul des puissances, on ne procède qu'au calcul
pour les voisins (lorsque Y il est non nul), la complexité peut être réduite à O(L).
Pour l'algorithme de NR, le calcul de tension nécessite dans un premier temps
le calcul de la jacobienne (3.12). Ce calcul est en O(B2) mais peut être réduit en
O(L). Ensuite il faut réaliser la factorisation LU de la Jacobienne. Il est important
de noter que pour la version CPU, celle-ci est réalisée par la bibliothèque Eigen, la
complexité est en O(B3). Dans les 2 versions (CPU ou GPU), la sparcité n'a pas
été prise en compte. En�n il faut obtenir le déplacement de la tension en résolvant
le système, qui est un calcul en O(B2).

Pour paralléliser (3.16) sur GPU, on sépare le calcul en deux étapes. La pre-
mière pré-calcule les termes qui dépendent de l'itération précédente, c'est donc une
réduction de complexité O(log(max(Li))). La deuxième calcule séquentiellement
ce qui change pour chaque bus est de complexité en O(B) (plus de détail dans la
section 4.4.6).

Pour NR, le calcul de la Jacobienne peut être parallélisé, avec un thread qui
calcule les 4 termes (i, j), donc la complexité est en O(4). Tout comme le calcul des
puissances, chaque bloc charge tout le vecteur des tensions pour avoir des accès
coalescents en mémoire globale. Ensuite il faut réaliser la factorisation LU de la
Jacobienne. Celle-ci réalise aussi une recherche de pivot pour améliorer la stabilité
numérique de l'opération. Pour chaque colonne, on recherche le pivot O(log(B)),
on échange les lignes O(1), et ensuite on met à jour la sous-matrice en parallèle avec
un bloc qui gère une ligne, et chaque thread qui calcule un terme. La complexité
totale est donc en O(B · log(B)), on peut paralléliser sur les colonnes et utiliser la
sparcité pour encore réduire la complexité, comme dans [108]. En�n il faut obtenir
le déplacement de la tension en résolvant le système, qui est un calcul en O(B).

Le calcul du courant de Cur correspond aux équations (3.17) et (3.19). Ces
deux calculs sont en O(B).

Le calcul de l'erreur est une réduction dans tous les algorithmes. Ce calcul
a donc une complexité en O(B) sur CPU et O(log(B)) sur GPU.

L'ensemble des complexités des méthodes est regroupé dans le Tab. 4.4. La
ligne appelée "Total calcul" considère tous les blocs fonctionnels sauf l'initialisa-
tion.

La �gure Fig. 4.10 représente l'évolution de la répartition des temps avec le
passage sur GPU pour le cas TestFeeder (section 2.6.2.3).

On peut d'abord remarquer sur la Fig. 4.10a que la parallélisation n'a pas
permis de réduire les temps de calcul. Cela peut s'expliquer par le fait que le cas
est un réseau radial. Comme on a L = B, la majorité des bus n'ont que quelques
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Table 4.4 � Blocs fonctionnels et complexité en série et en parallèle des algo-
rithmes pour le Power Flow

Bloc CPU GPU
Fonctionnel Curr NR GS NR GS

init O(L+N)

tension O(L) O(B3) O(B2) O(Blog(B)) O(B)
Puissance O(L) O(log(Li))

�ux O(L)
Erreur O(B) O(log(B))

Total calcul O(L) O(B3) O(B2) O(Blog(B)) O(B)
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Figure 4.10 � Évolution de la répartition des temps sur le cas Test Feeder

lignes. Or on associe un bloc de thread par bus, pour que chaque thread calcule
une valeur associée à une ligne. Ainsi on utilise beaucoup de ressources du GPU
pour paralléliser quelques calculs.

Les méthodes NRD et NRDGPU (implémentation de NR en double préci-
sion) sont bien plus rapides que NR et NRGPU. Cela s'explique par le fait que
sur ce cas, l'algorithme de Newton-Raphson ne converge qu'en double précision.
Il y a ainsi que 2 itérations de ces méthodes contre 20 (le nombre d'itérations
maximales permises) pour les méthodes en simple précision.

ò
Sur la Fig. 4.10a, les méthode utilisant Gauss Seidel semblent plus ra-
pide. En réalité pour ce cas, seules les méthodesNRD,NRGPU, Cur
et BackPQ convergent. Le temps total des autres méthodes dépendent
uniquement du nombre d'itérations maximales.

Les trois méthodes en load �ow sont bien plus rapides que les autres. Ces
algorithmes seront donc utilisés lorsque le réseau sera radial. La version sur GPU
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est légèrement plus lente. Cela est dû à une initialisation et un calcul des résidus
plus lents à cause des transferts de mémoires.

Toutes les implémentations sur GPU sont plus lentes que leur version sur CPU
pour ce cas. L'utilisation du GPU sera donc déterminée en fonction du contexte
où est utilisé le Power Flow. Par exemple si les données sont déjà sur GPU, on
e�ectuera le calcul du PF sur GPU. Le temps perdu par la résolution sur GPU
sera compensé par le fait qu'il n'y a pas besoin de faire des transferts mémoires.

3.4 Optimal Power Flow

Pour déterminer la complexité totale des OPF on évaluera la complexité bloc
par bloc. Pour l'utilisation de cet algorithme on se base avec un réseau radial, on
a donc B = L+1, et on ne considère pas de marché donc N a un impact mais pas
M . Soit cb le nombre d'enfant d'un bus, on remarquera que chaque bus (sauf le
bus de référence) est l'enfant d'un unique ancêtre, ainsi on a

∑
b cb = B − 1 (que

l'on approximera par B). La taille d'un vecteur pour les variables x, y et µ est sera
noté ob pour chaque bus b :

ob = 3 ∗ cb + 7 OPFADMM

ob = 3 ∗ cb + 2 ∗Nb + 5 OPFADMM2
(4.5)

Ainsi leurs tailles totales sont de
∑

b ob = 10 ∗ B ou
∑

b ob = 8 ∗ B + 2 ∗N . Pour
la suite on aura besoin du calcul de

∑
b o

2
b . Globalement plus la répartition des

enfants sera déséquilibré (tous les bus reliés au bus de référence) plus cette valeur
sera proche de 9B2. Dans le cas où tous les bus n'ont qu'un seul enfant Cb = 1 (une
ligne droite) cela vaut 100 ∗ B. Le cas général se situe entre ces deux extrêmes.
Pour la méthode OPFADMM2, cette valeur varie entre O(B + N) lorsque la
répartition des enfants et des agents sont équilibrés et O(B2 + N2) lorsque tout
est sur le même bus.

Lors de l'initialisation (FB 0) il faut dé�nir les B matrices de taille ob · ob
permettant la résolution de (3.69). Dans la version sur GPU, une seule matrice est
dé�nie pour contenir toutes les matrices. Cette matrice est de taille

∑
b ob · omax

b .
Plus le cas est équilibré, plus la taille est proche sur celle sur CPU. Pour obtenir ces
matrices, il faut faire B multiplications de matrice de taille 3 ·ob. Ce qui donne une
complexité totale en O(B2). D'autres opérations sont nécessaires pour initialiser
les variables, mais ces opérations ont au plus une complexité linaire.

Quand le bloc FB 1 est une forme fermée à résoudre pour chaque bus, la com-
plexité est linéaire O(B + N) en série. En parallélisant on peut faire en sorte de
réaliser cet opération en temps constant O(1). Il peut être intéressant de noter
que les threads étant synchrones par groupe de 32 (warps), le nombre d'étape est
celui maximal du warp même si certains bus auraient pu s'arrêter avant. Lorsqu'il
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y a plusieurs agents sur un bus dans la méthode OPFADMM il faut résoudre un
problème de partage. La complexité reste linaire même si la solution devient ité-
rative en série. Lors de la parallélisation on ne peut pas garder un temps constant,
la complexité devient logarithmique O(ln(Nb)).

.
Il est important de noter que même si la résolution est en temps
constant, la recherche de racines de polynôme demande l'utilisation
de fonctions très couteuses.

Pour le bloc FB 2, on a une a�ectation par enfant et ancêtre ce qui correspond à
un calcul en série d'environ Cserie,2 = O(4·B). Chaque a�ectation est indépendante
donc en théorie on pourrait avoir chaque thread allouant une valeur. Cependant
en faisant ainsi il est assez dur d'a�ecter un thread par valeur (en sachant que
selon les cas il faut accéder à l'ancêtre du bus ou à ses enfants). Ainsi dans ce
cas là on associera un bloc de thread par bus, NB = B. Ensuite un thread par
bloc s'occupera d'a�ecter la valeur de l'ancêtre et puis cb threads a�ectent les
trois valeurs pour les enfants. En faisant ainsi on a beaucoup de threads inactifs
(dépendant de la largeur du réseau) mais on accède facilement aux données de
manière coalescente. On a donc o = 4 · B, p = B (on parallélise sur plus mais
une grande partie ne fait presque rien) et on pourrait tout faire en une étape donc
t = 1, ce qui nous donne Cpara,2 = O(1).

L'étape suivante, FB 3, correspond à B multiplications matrice-vecteur pour la
minimisation de y et le calcul de µ correspondant à B opérations sur des vecteurs.

La complexité est de O
(∑

b o
2
b

)
en série et O(ln(ob)) en parallèle.

Le calcul de Ĉ dans FB 4 correspond à des opérations sur des vecteurs pour le
calcul de P̂, Q̂, p̂, q̂, l̂. Le calcul de v̂ correspond à une réduction sur les enfants
pour chaque bus. Ainsi la complexité de ce bloc est en Cserie,4 = O(B). Pour
réaliser en parallèle l'ensemble des opérations, on associe chaque bus à un bloc de
thread. Les 6 premiers threads calculent les di�érentes constantes, puis l'ensemble
des threads réalise une réduction. Ainsi comme pour le bloc précédent on a une
complexité en Cpara,4 = O(ln(cmax

b )).
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ò
Dans ce cas là, on créera beaucoup de blocs de taille Nt/B. Si on garde
Nt/B = 512, chaque réduction sera parallélisée totalement jusqu'à 1024
enfants. Ce nombre d'enfant par bus ne sera atteint que sur un nombre
limité de bus et dans des cas extrêmement rares. Dans les cas avec moins
d'enfants on fera beaucoup de sommes inutiles (de la forme 0+0) et on
allouera de la mémoire pour rien. Il vaut donc mieux avoir un Nt/B bien
plus petit, cela permettra en plus d'avoir plus de blocs e�ectivement
exécutés en parallèle (puisqu'il y aura besoin de moins de mémoire).
On prendra ainsi Nt/B = 32 (un warp) pour ce calcul.

Le bloc FB 5 est une réduction qui est donc en O(B) en série et en O(ln(B))
en parallèle. A chaque fois que cette étape est réalisée, un transfert GPU vers CPU
permet de récupérer les valeurs des résidus, ainsi on transfère deux �ottants.

La dernière étape (FB 6) consiste dans le calcul de la valeur de la fonction
objectif qui est donc un calcul en Cserie,6 = O(N) et à la récupération du résultat
en puissance des agents (un vecteur de dimension en O(N)). Dans le cas de la
version parallélisé, le calcul est une réduction donc en Cpara,6 = O(ln(N)) avec
transfert du résultat (un �ottant) et on doit réaliser le transfert entre CPU et
GPU du vecteur des puissances de taille O(N).

Lorsque l'on résout plusieurs pas temporels consécutifs, plutôt que d'initialiser
de 0 à chaque pas, on peut adapter cette initialisation. Entre deux pas, la seule
donnée qui change est la fonction coût des agents et leurs bornes (de taille O(N)
à re-transférer). Pour avoir des meilleures propriétés de convergence, on change
les puissances des agents pour qu'elles soient au milieu de leurs nouvelles bornes
et on initialise les �ux de puissance à partir de ces puissances. On met à jour le
courant dans les lignes et on initialise les variables de consensus y = x. On n'a pas
besoin de recalculer les matrices ou les vecteurs de correspondance, ce qui fait une
complexité de Cserie,0bis = O(B +N) en série et Cpara,0bis = O(ln(cmax

b )).
Les résultats théoriques sur la complexité de la parallélisation sur GPU sont

regroupés dans le Tab. 4.5. Pour plus de clarté, on supposera dans le tableau que
les agents et enfants sont répartis de manière égale entre les bus.

La �gure Fig. 4.11 représente l'évolution de la répartition des temps avec le
passage sur GPU pour le cas TestFeeder (section 2.6.2.3). Pour obtenir ces données,
les 2 premières heures du cas d'études ont été simulées avec un pas d'une minute.

Sur la Fig. 4.11b, on peut remarquer que le calcul global nécessite une propor-
tion de temps bien plus petite. La Fig. 4.11a montre que la parallélisation a permis
de réduire le temps total de simulation.

Cependant on peut remarquer que le fait de passer sur GPU a augmenté le
temps de calcul du problème local.

Pour le bloc FB12 (calcul de Si, li, vi) cela peut s'expliquer par le fait que l'on
doivent trouver des racines de polynômes. En e�et, ces types d'opérations utilisent
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Table 4.5 � Blocs fonctionnels et complexité en série et en parallèle des algo-
rithmes pour l'optimal power Flow

Bloc ADMMOPF ADMMOPF2
CPU GPU CPU GPU

FB0 O(B2 +N) O(B2 +N) O(B2 +N2) O(B2 +N2)
FB 0 bis O(B +N) O(ln(cb)) O(B +N) O(ln(cb))
FB6 O(B +N) O(B +N) O(B +N) O(B +N)

FB1 O(B +N) O(ln(N)) O(B +N) O(1)
FB2 O(B) O(1) O(B +N) O(1)
FB3 O(B2) O(ln(cb)) O(B2 +N2) O(ln(cb +Nb))
FB4 O(B) O(ln(cb)) O(B) O(ln(cb))
FB5 O(B) O(ln(B)) O(B) O(ln(B))

FB 1->5 O(B2 +N) O(ln(N) + ln(B)) O(B2 +N2) O(ln(N) + ln(B))
Total O(B2 +N) O(B +N) O(B2 +N2) O(B2 +N2)
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Figure 4.11 � Évolution de la répartition des temps sur le cas Test Feeder

des opérateurs complexes ( 3
√
a,
√
a, cos(a)...) qui sont très lents sur GPU. De plus

les calculs étant très sensibles aux erreurs numériques, les calculs sont e�ectués en
double précision.

Pour le bloc FB11, cela s'explique par le fait que l'on ait peu d'agent et beau-
coup de bus. En e�et sur ce cas, il y a au plus 1 agent par bus. Ainsi ce bloc peut
être résolu avec une forme fermée. Cependant on parallélise avec un bloc par bus.
Il en résulte que la majorité des bus sont lancés mais ne doivent rien faire. Les
quelques blocs qui doivent calculer ne doivent faire qu'un seul calcul. Il en résulte
que la majorité des threads sont inactifs tout en utilisant les ressources du GPU.
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3.5 Marché endogène

La complexité des di�érentes méthodes du marché endogène va dépendre des
blocs choisis à l'intérieur de chaque méthode. La partie de marché pair à pair a
la même structure entre les di�érentes méthodes. Par contre la complexité de la
partie du SO va dépendre de la méthode utilisée pour résoudre sa partie.

Les dimensions importantes pour évaluer la complexité du marché endogène
sont N,M,B,L respectivement les nombres d'agents, d'échanges, de bus et de
lignes. On considèrera dans la suite pour limiter le nombre de variable que le
marché est complètement connecté et que le réseau est faiblement maillé. Ainsi on
a M = O(N2) et L = O(B).

Comme les méthodes AC-EndoPF, EndoDirect et EndoConsensus repose
directement sur des blocs des autres méthodes. On reportera directement leur
complexité dans le Tab. 4.6. On ne détaillera que DC-EndoPF et les interactions
entre les blocs.

Mise à jour du SO : correspond au calcul des puissances totales des agents
pour toutes les méthodes. Comme pn = Mn∗ p̃n, le calcul est une opération linéaire
sur un vecteur. Pour AC-EndoPF il faut calculer pb =

∑
n∈Nn

pn. L'étape Fb
2b de la méthode EndoDirect correspond à l'étape Fb 2 des OPF. En�n pour
EndoConsensus il faut mettre à jour les fonctions coûts des agents de l'OPF
à partir des variables duales de consensus. Ce qui correspond à des opérations
linéaires sur des vecteurs.

Calcul du SO : est un DC-PF pour la méthode DC-EndoPF. Cela correspond
aux calculs de αln, Q

part
ln et Qtot

ln . La complexité est donc en O(N ∗ L) en série. Le
calcul de α et Qtot peuvent se faire en temps constant sur GPU. Le calcul de Qpart

se parallélise mal sur GPU (étant N ∗L réductions vers N ∗L valeurs). Le choix a
été fait de mettre un bloc par ligne l et que chaque thead calcule un ou plusieurs
coe�cients. La complexité est donc en O(N).

Mise à jour du problème local : est dans tous les cas des mises à jour de
variables duales. Cela a donc une complexité linaire avec la taille des vecteurs.
La mise à jour de la fonction coût (coe�cient cp2) du problème local de DC-
EndoPF et de AC-EndoPF est une réduction de L ·N vers N . Cela a donc une
complexité en O(L · N) en série et en O(ln(L)) en parallèle. Pour le calcul de la
sensibilité G de la méthode AC-EndoPF a une complexité de O(NL) en série et
en O(1) en parallèle. Pour toutes les méthodes il faut mettre à jour l'antisymétrie
des échanges.

La �gure Fig. 4.12 représente l'évolution de la répartition des temps avec le pas-
sage sur GPU pour le cas TestFeeder (section 2.6.2.3). La simulation ne concerne
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Table 4.6 � Blocs fonctionnels et complexité en série et en parallèle des algo-
rithmes pour le marché endogène sur CPU

Bloc DC - EndoPF AC-EndoPF EndoConsensus EndoDirect

FB0 O(L ·N +M) O(L+M) O(B2 +M) O(B2 +M)
FB 0 bis O(M) O(B +M)
FB6 O(B +M)

FB1 O(M) O(M +B)
FB2 O(N) O(N +B)
FB3 O(L ·N) CPF COPF O(B2 +N2)
FB4 O(N · L+M) O(M) O(B +N +M)
FB5 O(L+M) O(L+B +M) O(M) O(B +M)

FB 1->5 O(L ·N +M) O(CPF +M) O(COPF +M) O(B2 +N2)

Table 4.7 � Blocs fonctionnels et complexité en série et en parallèle des algo-
rithmes pour le marché endogène sur GPU

Bloc DC - EndoPF AC-EndoPF EndoConsensus EndoDirect

FB0 O(L ·N +M) O(L+M) O(B2 +M) O(B2 +M)
FB 0 bis O(ln(M)) O(ln(B) + ln(M))
FB6 O(B +M)

FB1 O(ln(N)) O(ln(N))
FB2 O(1)
FB3 O(N) CPF COPF O(ln(cb +Nb)
FB4 O(ln(L)) O(1) O(ln(cb)))
FB5 O(ln(L+M)) O(ln(L+B +M)) O(ln(M)) O(ln(B +M))

FB 1->5 O(N + ln(L)) O(CPF + ln(N)) O(COPF + ln(M)) O(ln(B +M)))

les cinq premiers pas du cas d'étude.
La Fig. 4.12a représente les temps de calcul des di�érentes méthodes en échelle

logarithmique. Les détails sur les temps totaux sont dans le Tab 4.8. Il apparait
que la méthode DC-EndoPF est bien plus rapide que les autres méthodes. Le
passage sur GPU permet de diviser par presque 2 le temps lors de cette mesure.
Cependant, cette méthode repose sur une approximation qui n'a pas vraiment de
sens sur un réseau de distribution. Les temps ne sont pas vraiment comparables.

La méthode EndoDirect n'est que légèrement plus rapide sur GPU que sur
CPU. Cela s'explique par le fait que l'initialisation est une étape qui prend 60%
du temps total pour la version sur GPU. Ainsi les transferts mémoires sont domi-
nants, il faudra trouver un moyen de les réduire ou simuler plus de pas de temps.
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Figure 4.12 � Évolution de la répartition des temps sur le cas Test Feeder

Table 4.8 � Temps total (s) de résolution, cas TestFeeder

Methode DC - EndoPF AC-EndoPF EndoConsensus EndoDirect
Matériel CPU GPU CPU GPU CPU GPU CPU GPU

Temps 0.02 0.01 34 7 60 3 5 4

Pour toutes les méthodes le passage sur GPU augmente le temps passé lors de
l'initialisation mais réduit grandement le temps de résolution.

4 Réécriture algorithmique pour partitionnement
sur CPU-GPU

4.1 Lien entre le langage de programmation et l'architecture

de calcul

4.1.1 Lien logiciel et physique

Si l'utilisation de Cuda permet de programmer en faisant abstraction de l'ar-
chitecture de la carte, il reste important d'être conscient de son utilisation pour
pouvoir optimiser. Ainsi la grille est l'ensemble des coeurs utilisés. En fonction du
nombre de threads et de la mémoire dont ils ont besoin, les blocs sont répartis sur
les di�érents Multi-streaming processors (MP). La mémoire partagée de chaque
bloc correspond à la mémoire partagée du MP, ainsi plusieurs blocs peuvent physi-
quement utiliser le même bloc mémoire sans que cela soit possible d'utiliser ce fait
lors de la programmation. Un thread utilise un coeur cuda lorsqu'il est actif. Il est
possible que l'on demande plus de threads qu'il y a de coeurs cuda, que pendant
le calcul certains threads ne font rien ou utilisent de la mémoire non prête. Dans
ces cas là, c'est la partie contrôle du GPU qui indique (schedule) quels sont les
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threads actifs et leur coeurs cuda associés pour chaque instant.
Même si cela n'apparaît nulle part dans le code cuda, les coeurs cuda (et donc les

threads) sont matériellement commandés par wraps (groupe de 32). Ainsi chaque
groupe de 32 threads exécute exactement la même opération en même temps (sur
des données di�érentes). Si le code présente un embranchement entre les threads
d'un même wrap, l'exécution sera sérialisée pour chaque opération di�érente pour
ces threads. Pendant qu'un des embranchements est réalisé, les threads qui n'ont
pas cet embranchement seront "actifs" (dans le sens où ils utiliseront un coeur
cuda) mais ne feront rien [44].

-
Le fait que les threads d'un warp soient synchrones n'est plus garanti
dans les dernières architectures de GPU. Il est donc possible de ra-
jouter des barrières de synchronisations entre les threads d'un même
warp. Dans cette thèse, on cherchera lorsque c'est possible à garder ces
threads non divergents pour avoir de bonnes performances même sur
les cartes plus anciennes.

4.1.2 Accès mémoires

Comme ce qui a été présenté dans la partie architecture, le temps pour réaliser
les di�érents accès mémoire dépend du type de mémoire. Cependant la manière
dont la mémoire est accédée est aussi très importante.

Ainsi, pour la mémoire globale il est important de réaliser des accès mémoires
dit coalescents c'est à dire que des threads adjacents (en numérotation) doivent
accéder à de la mémoire adjacente. En faisant ainsi les accès mémoires pourront
e�ectivement être réalisés en parallèle, sinon ils seront sérialisés.

Par exemple, dans le cas où la mémoire est stocké en 2D ou ligne par ligne
(row major), il faut que chaque thread lise soit un élément, soit une colonne : i.e
le thread i accède à l'élément M [i] (tout se fait en une fois) ou M [:, i] (un appel
par ligne de donnée). Si le thread i accède à M [i, :] les accès ne sont pas coalescents
et on a un accès par donnée !

.
L'accès mémoire n'est réellement coalescent que si le premier thread
accède à une donnée alignée avec un multiple de 32 mots mémoires de
4 octets.

D'un autre côté pour la mémoire partagée, la coalescence n'a pas d'impact mais
un autre point peut ralentir grandement l'exécution d'un code cuda : le bank con�it.
La mémoire partagée est organisée en plusieurs modules de 4 octets appelés bank.
Si plusieurs threads essaient d'accéder à la même bank, des con�its surviennent et
les accès sont sérialisés. La seule exception survient lorsque tous les threads d'un
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warp accèdent à la même bank, dans ce cas ci, la donnée est broadcast et un seul
accès est nécessaire.

4.1.3 Prise en compte des limites physiques

De plus la mémoire disponible localement pour chaque thread (et donc coeur)
est assez limitée. Si celle-ci est remplie, c'est la mémoire globale du GPU qui
sera utilisée (de manière totalement transparente pour l'utilisateur). Cependant
les accès mémoires sont extrêmement plus longs pour la mémoire globale que pour
les registres, la mémoire partagée ou des constantes. Il peut donc être intéressant
d'utiliser ces deux dernières mémoires pour éviter de surcharger les registres et par
conséquent d'utiliser la mémoire globale.

En�n la quantité de matériel disponible est limitée. Ainsi même si on peut
demander n'importe quel nombre de blocs (et donc de threads), il n'y en aura
qu'un certain nombre qui pourront être actifs à la fois. Il est conseillé d'appeler
plus de threads qu'il y a de c÷urs car pendant que certains sont actifs, le GPU
peut préparer la mémoire pour les autres threads et ainsi on utilise le GPU au
maximum de sa capacité en permanence.

4.1.4 Synchronisme ou asynchronisme CPU-GPU

Le CPU et le GPU fonctionne en mode asynchrone, cela signi�e que lorsque
l'appel kernel est lancé, le CPU continue son exécution sans attendre la �n du cal-
cul du GPU sauf mention explicite de synchronisation. Il est ainsi possible de faire
des calculs sur CPU et sur GPU en même temps pour paralléliser encore plus l'ap-
plication. Dans cette con�guration une opération sur GPU peut être représentée
par la partie haute du schéma Fig. 4.13. En e�et même si l'appel kernel du GPU
est asynchrone avec le CPU, par défaut les transferts mémoire sont synchrones et
donc bloquants, de plus par défaut un seul appel Kernel ne peut être actif à la
fois.

A�n d'accélérer les calculs, il est possible de lancer plusieurs appels kernels en
même temps et de faire des transferts mémoires asynchrones. Pour que cela soit
possible on peut lancer plusieurs streams dans le GPU, et demander un transfert
asynchrone. Ce type de transfert n'est possible que si la mémoire est pinned du
côté du CPU. Comme ce qui est montré dans la partie basse de la Fig. 4.13, ceci est
particulièrement utile lorsque l'on veut commencer à traiter des données pendant
qu'elles sont en train d'être transférées sur le GPU et de les renvoyer au CPU à la
�n de leur calcul. On peut remarquer que dans l'encadré ce sont quatre opérations
di�érentes qui sont exécutées en même temps. Pour réaliser plus d'opérations en
même temps il faut dé�nir plus de streams et séparer chaque appel kernel en
plusieurs appels kernel.
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Figure 4.13 � Fonctionnement synchrone (haut) et asynchrone (bas) par rapport
au CPU

Dans notre cas, le temps d'échange de données en initialisation et en récupé-
ration des résultats est négligeable devant le temps de calcul total. Ainsi le fait de
devoir pinned la mémoire pour permettre l'a-synchronisme risque de faire perdre
du temps. De plus on souhaite que tous les calculs soient réalisés sur GPU. Ainsi on
conservera un GPU en mode synchrone sans chercher à occuper le CPU pendant
les calculs du GPU.

4.2 Optimisation générale

Une fois que les faiblesses des algorithmes sont identi�ées des optimisations
peuvent être réalisées. Celles-ci peuvent être algorithmiques (changer l'algorithme,
régler des paramètres), logicielles (optimiser le code) ou matérielles (utiliser les
spéci�cités du GPU-CPU).

De manière non exhaustive les principales optimisations algorithmiques qui ont
été réalisées sont :

� changer la norme pour calculer les résidus pour éviter la sommation d'erreur
numérique,

� rendre lorsque possible le facteur de pénalité ρ variable pour accélérer la
convergence

� changer la manière de calculer pour prendre en compte la sparsité des don-
nées (plus de détail ci-après).

� dans le cas de DC-EndoPF réduire la précision pour le respect d'une
contrainte tout en contraignant plus pour être sûr de respecter la contrainte
originale.

Les optimisations logicielles sont les suivantes :
� permettre un warm Start (partir d'une solution précédente),



4. RÉÉCRITURE ALGORITHMIQUE POUR PARTITIONNEMENT SUR CPU-GPU201

� utiliser et "ré-utiliser" des objets pour éviter des allocations et des transferts
mémoires inutiles,

� changer la manière de représenter les données pour prendre en compte la
sparsité (vecteur plutôt que matrice...)

� optimiser les réductions selon [109]
De manière générale, la prise en compte de la sparsité a un e�et beaucoup

plus béné�que sur CPU, où les calcul sont sérialisés que sur GPU. En e�et la
parallélisation diminue l'e�et de la réduction du nombre de calcul et on risque de
perdre en coalescence.

Pour optimiser une fonction sur GPU, les règles suivantes doivent être suivies
le plus possible :

� paralléliser pour tirer le maximum des caractéristiques du GPU (selon l'in-
tensité algorithmique),

� les threads d'un même warp (et si possible bloc) doivent accomplir la même
opération pour éviter des divergences qui séquentialiseraient l'exécution,

� les accès à la mémoire globale doivent être minimisés en utilisant la mémoire
locale ou partagée lorsque possible,

� limiter le nombre d'appel kernel pour limiter le nombre de synchronisation
global du GPU,

� les accès à la mémoire globale doivent être coalescents i.e des threads ad-
jacents doivent accéder à de la mémoire adjacente,

� éviter les bank con�icts lors des accès en mémoires partagées,
� utiliser les coeurs cuda en simple précision ou avec des calculs entiers.
Ces règles ne sont pas toujours compatibles, et des mesures sont donc néces-

saires pour déterminer comment trancher entre deux solutions. De plus le GPU a
beaucoup plus d'unités de calcul en �ottant simple précision qu'en �ottant double
précision. C'est pourquoi les calculs seront par défaut réalisés en simple précision.
Cependant certains calculs peuvent être très sensibles aux erreurs numériques, ces
calculs seront réalisés en double. Cela concerne les PF NR et GS où la résolution
avec que des doubles ou que des simples précisions existent. De plus la recherche
de racine de polynômes sont faites sur des doubles précisions pour les OPF et
marché endogène EndoDirect et EndoConsensus.

4.3 Prise en compte de la sparsité

Par défaut la création de données pour l'ensemble de l'application se fait avec
des matrices pleines. La seule exception est que l'utilisation d'OSQP nécessite
de dé�nir les matrices sous un format sparce. Cependant dans plusieurs étapes
des algorithmes, le fait d'avoir des matrices pleines impose de nombreux calculs
inutiles car de résultat nul de manière prévisible. Cette partie explique comment
la sparsité inhérente au cas d'étude a pu être prise en compte de manière e�cace



202 CHAPITRE 4. A3 SUR UNE ARCHITECTURE DE CALCUL CPU-GPU

aussi bien par le CPU que par le GPU. Pour cela, on utilisera des structures de
données permettant de conserver des accès coalescents en mémoire.

4.3.1 Sparsité pour le marché

Cette partie concerne toutes les méthodes faisant intervenir un marché pair à
pair. Cela concerne donc les méthodes de marché endogène ou sans contrainte de
réseau.

Dans le cas de base, le nombre de variable du marché est en O(N2) puisque
l'on suppose que tous les agents sont reliés entre eux. Cependant il est possible que
certains liens soient inutiles. En e�et deux producteurs (ou deux consommateurs)
ne peuvent pas échanger entre eux. Ainsi plus il y a un déséquilibre entre le nombre
de consommateurs et de producteurs plus le nombre de liens est faible. Le cas
extrême étant N − 1 d'un type et un seul de l'autre. Dans ce cas le nombre de
lien vaut N . Dans le cas général, cela permet de passer d'une taille de problème
en O(N2) à une taille en O(M) avec M =

∑
n∈ω Mn.

Pour ce faire, la matrice des échanges T de taille N ·N a été remplacée par un
vecteur Tlin de taille M. Pour passer de l'un à l'autre on utilise di�érents vecteurs :

� le premier indique à quel indice commencent les échanges d'un agent Vdebut,
� un autre indique à quel indice se situe le transposé de l'échange Vtrans,
� deux vecteurs permettent d'indiquer pour chaque échange l'agent et le voisin

considéré Vfrom et Vto.
On a aussi besoin de connaitre le nombre de voisin de chaque agentMn. Un exemple
avec trois agents peut être vu dans la Fig. 4.14.

Cette méthode est inspirée du format CSC (Compressed Sparse Column) mais
nécessite 6 vecteurs au lieu de 3. En e�et le format CSC n'aurait eu besoin que de
Tlin, Vfrom et Vdebut (aussi appelé data, indices et indptr) dans le cas de Python.
Le fait d'avoir plus de vecteurs nous permet d'accéder directement à toutes les

Figure 4.14 � Exemple de vecteurs créés à partir de la matrice des échanges pour
trois agents
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informations nécessaires pour chaque calcul. Cela facilite la parallélisation des
calculs. De plus cette manière de faire permet d'avoir des accès coalescents pour
la lecture et l'écriture pour toutes les opérations. La seule exception est lorsque
l'on a besoin d'obtenir la transposé de l'échange où là il est impossible d'avoir à
la fois la lecture et l'écriture de coalescent sans pré-chargé en mémoire partagée
l'ensemble des données.

L'ensemble des données reliées aux échanges (variables duales, préférences hé-
térogènes...) sont linéarisées de la même manière, les correspondances sont iden-
tiques.

4.3.2 Sparsité pour le réseau

Cette partie concerne les méthodes impliquant un réseau maillé, c'est à dire les
méthodes de Power Flow NR et GS (et donc indirectement AC-EndoPF).

La même logique sur les liens entre les agents peut être appliquée sur les liens
entre les bus. En e�et, même dans un cas de réseau maillé, tous les bus ne sont
pas reliés entre eux. Dans le cas extrême d'un réseau radial, il y a autant de bus
que de lignes (à un près).

On peut donc dé�nir les mêmes vecteurs que précédemment pour linéariser les
impédances. Les di�érences sont les suivantes.

� Il n'y a pas besoin de connaitre la transposée (donc il n'y a pas besoin de
Vtrans).

� En plus de l'impédance de chaque ligne, chaque bus a sa propre impédance.
Ainsi le vecteur représentant la taille vaut Vtaille = [(Lb + 1)b∈B] avec Lb le
nombre de ligne arrivant ou partant du bus b.

Dans le cas d'un réseau radial, la manière de stocker les informations est dif-
férente. En e�et dans ce cas là, les informations importantes sont les enfants de
chaque bus. Les impédances ne sont pas nécessaires car soit elles sont déjà incluses
dans une matrice représentant le système à résoudre (cas des OPF et EndoDi-
rect) soit on peut directement utiliser les impédances de chaque lignes (cas des
PF radiaux).

4.4 Problème de partage

4.4.1 Introduction

Pour rappel un problème de partage peut s'écrire sous la forme suivante :

argmin
x

∑
i

fi(xi) + v
(∑

i

xi

)
(4.6)
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La méthode itérative permettant de résoudre ce problème est :

xk+1
i = argmin

xi

fi(xi) +
ρ

2
||xi − xk

i + xk − zk + uk
i ||22 (4.7a)

zk+1 = argmin
z

v(Nz) +
Nρ

2
||z − uk − xk+1||22 (4.7b)

uk+1 = uk + xk+1 − zk+1 (4.7c)

Dans notre cas, la minimisation en fonction de xi et de z peut se mettre sous
la forme d'un polynôme du second degré, et donc le minimum peut être trouvé
analytiquement.

Cette formulation se retrouve à chaque fois qu'un agent doit résoudre son pro-
blème local d'un marché pair à pair. Cela concerne donc l' algorithme ADMM du
marché pair à pair et les algorithmes EndoPF, EndoConsensus et EndoDirect
des marchés endogènes.

Cette partie s'attellera à démontrer la meilleure manière de paralléliser cette
résolution. Pour cela, chaque manière de paralléliser sera analysée en fonction
des particularités matérielles du GPU. Les méthodes les plus prometteuses seront
implémentées pour être comparées.

4.4.2 Parallélisation sur les agents

La manière de décentraliser la plus naturelle serait de paralléliser sur les agents
par analogie avec ce qui serait réalisé lors du déploiement réel. La partie gauche du
schéma Fig. 4.15 représente la parallélisation du problème local pour deux agents,
le premier ayant 2 pairs et le deuxième ayant qu'un pair.

Les avantages de cette manière de faire est qu'il n'y a besoin d'aucune synchro-
nisation entre les threads à l'intérieur du bloc fonctionnel. Ainsi toute la résolution
peut se faire en un seul appel kernel. Cette con�guration pourrait être adaptée à
une parallélisation sur CPU, mais lève plusieurs problème dans le cas d'un paral-
lélisation sur GPU.

Tout d'abord, si les agents n'ont pas le même nombre de pairs, les di�érents
threads ne devront pas faire le même nombre de calcul. De plus, chaque agent
termine le calcul lorsqu'il atteint son critère de terminaison. Mais cela provoque
des embranchements divergents entre les threads (ceux qui doivent continuer la si-
mulation et ceux qui doivent la terminer). L'étape suivante (FB 3) est bloquante ;
les agents qui terminent ne feront rien, attendant les autres. Il y aura donc beau-
coup de threads inactifs, ce qui ne permettra pas de gagner du temps. En e�et,
il y a deux possibilités pour un agent qui a terminé. Soit le thread de l'agent est
lancé dans le cadre d'un warp actif et ne fait rien. Cela utilisera de toute façon des
ressources GPU. Soit on fait en sorte qu'il ne soit pas lancé, mais dans ce cas, les
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Figure 4.15 � Parallélisation sur les agents (gauche), sur les échanges (milieu),
ou sur les échanges par block (droite). Zoom sur deux agents, un avec 2 pairs et
l'autre avec un unique pair. Les contours gris représentent les appels kernels

threads contigus ne peuvent pas accéder aux mémoires adjacentes (no-coalescent
memory access).

Finalement on peut remarquer que l'on n'a pas parallélisé autant que l'on
pouvait. En e�et on peut paralléliser sur chaque xi et le calcul de x et des résidus
sont des réductions qui sont donc parallélisables.

4.4.3 Parallélisation maximale

Dans cette partie on cherchera à paralléliser le plus possible les calculs.
Au milieu de la �gure 4.15, le calcul des transactions est parallélisé a�n d'éviter

la boucle for variable en fonction de la taille, et le calcul des résidus sur l'ensemble
des agents. Tous les agents s'arrêtent lorsque les résidus maximaux sont su�sam-
ment faibles. Chaque étape est réalisée par un appel kernel (rectangle gris), et la
taille est toujours adaptée au calcul, de sorte que le calcul est entièrement paral-
lélisé. Chaque thread traite exactement la même opération que les autres.

Néanmoins, cela se fait en ajoutant une synchronisation entre chaque étape
(plusieurs appels kernels). Ainsi en forçant tous les agents à calculer en même
temps et à s'attendre, on peut perdre énormément de temps car on s'aligne sur
le plus lent. De plus comme on utilise plusieurs appels kernel, chaque lancement
peut faire perdre du temps, puisque qu'il faut à chaque début d'appel relire dans
la mémoire globale.
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4.4.4 Synchronisation minimale

Dans cette partie on cherchera à limiter au maximum le nombre d'appel kernel
(et donc le nombre de synchronisation). Cela nous permettra en plus de limiter
les accès mémoires puisque l'on pourra garder les informations en local ou dans la
mémoire partagée.

<La partie gauche de la �g. 4.15 montre le compromis entre la parallélisation
et l'utilisation d'un unique appel kernel. Comme dans la première proposition, un
seul appel au noyau est utilisé, et chaque agent a son résidu. Toutes les étapes sont
réalisées en ayant un bloc de thread par agent et en utilisant la mémoire partagée
pour calculer une réduction par bloc. Ainsi, toutes les étapes sont entièrement
parallélisées, mais le FB1c n'utilise qu'un seul thread par bloc (tous les autres
threads doivent attendre). Chaque thread écrit dans la mémoire partagé si le calcul
doit être continuer ou non. Cette variable est mise à faux si un calcul résiduel est
supérieur à la précision demandée et remise à vrai à chaque début de boucle.
Ensuite, une réduction est réalisée pour passer de ce vecteur à une unique valeur
pour le bloc.Cette fois, l'agent peut s'arrêter une fois qu'il a atteint la convergence
souhaitée. La divergence se fait entre les blocs ce qui ne pose pas de problème.
Cependant cette con�guration demande beaucoup de ressources du GPU.

Une solution intermédiaire a été de garder séparé le calcul du résidus et le reste
du problème local. En faisant ainsi cela permet de faire plusieurs itérations du
problème local en un seul appel kernel avant de calculer le résidu unique à tous les
agents.

4.4.5 Conclusion

Comme le bloc de résolution du problème de partage est une optimisation, il
est di�cile de le tester de manière indépendante. En e�et le test de cette fonction
sur des données aléatoires risque de donner des résultats aberrants. De plus dans
le cadre de la résolution du marché, le problème local doit être résolu à chaque
itération. Ainsi la méthode la plus performante doit l'être sur la résolution totale
et non pas sur une unique itération.

Ainsi pour tester la meilleure manière de paralléliser, chaque méthode a été
intégrée dans une résolution de marché pair à pair. La seule di�érence entre ces
méthodes étant le problème local,cela devrait nous permettre de discriminer la
meilleure méthode. Les cinq versions qui ont été testées sont les suivantes.

� Version 1 : la version avec le parallélisme maximal, c'est à dire avec un
appel kernel par sous-bloc.

� Version 2 : une version intermédiaire où les trois étapes sont réalisées en un
seul appel kernel. Dans cette version une seule itération du problème local
est réalisée par l'appel.
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Figure 4.16 � Comparaison des di�érentes résolutions du problème local

� Version 3 : la même que précédemment sauf que plusieurs itérations sont
réalisées dans le même appel kernel. Entre chaque itération les données
nécessaires sont gardées dans la mémoire locale.

� Version 4 : cette fois les données sont stockées dans la mémoire partagée
pour éviter de surcharger la mémoire locale (ce qui forcerait l'utilisation de
la mémoire globale).

� Version 5 : c'est la version avec le moins de synchronisation. Toutes les
itérations du problème local avec le calcul des résidus sont réalisées dans
un seul appel kernel.

La Fig. 4.16a représente le temps de simulation pour les 24h de la journée du
2 janvier 2021 pour le cas Européen (section 2.6.2.2). On peut remarquer de la
variabilité entre les performances des di�érentes méthodes. Cependant la version
avec le moins de synchronisation est clairement la plus e�cace et reste toujours
plus rapide que les autres.

A�n de véri�er ce résultat dans le cas global, on réalise aussi la comparaison sur
des cas aléatoires. Les paramètres choisis sont identiques pour toutes les méthodes.
La �gure obtenue est Fig. 4.16b. On peut y voir que sur toutes les méthodes
ont globalement le même comportement pour le passage à l'échelle. Cependant la
dernière méthode a des temps de calculs qui augmentent plus lentement avec les
dimensions des cas.

Ainsi pour toute la suite on considèrera que le problème de partage sera résolu
via la méthode avec le moins de synchronisation. Ainsi tous les problèmes locaux
de marchés seront résolus en un seul appel kernels.

ò
Pour rappel, les méthodes concernées sont ADMM pour le marché
pair à pair et toutes les méthodes de marché endogènes.
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4.5 Stockage de la sensibilité

Ce problème est spéci�que à la résolution de l'algorithme DC-EndoPF, même
si certains types de calculs peuvent se retrouver dans d'autres algorithmes.

La matrice de sensibilité du réseau Gsensi de taille L · N est une matrice
constante qui ne change pas pendant la simulation. Cette matrice sera donc stockée
directement sur le GPU. Or le calcul sur GPU est très dépendant de l'e�cacité des
accès mémoires. Cette matrice est utilisée dans de nombreux calculs, il est donc
important d'optimiser la manière de stocker cette matrice. Il apparaît donc que
pour réaliser des calculs avec appel coalescent de la mémoire il pourrait être inté-
ressant d'utiliser principalement la transposé de cette matrice. En réalité stocker
la transposée de la matrice revient à stocker cette matrice en "column-major", là
où toutes les autres matrices sont par défaut stockées en "row-major".

4.5.1 Méthodologie

L'objectif de cette partie est de déterminer la meilleur manière de paralléliser
sur GPU tout en utilisant la manière la plus e�cace de stocker la matrice de
sensibilité. La méthodologie est basé sur celle de [103].

Pour cela, on étudiera le passage à l'échelle de chaque calcul dépendant de
la manière de stocker. On étudiera à la fois le cas de l'augmentation du nombre
d'agent et le cas d'augmentation du nombre de lignes contraintes.

Pour optimiser, les paramètres variables sont l'organisation des threads du GPU
(par bloc selon les agents ou les lignes, en une ou deux dimensions avec utilisation
de mémoire partagée ou non) et le stockage de la matrice de sensibilité G.

Pour cela des matrices d'une taille donnée sont générées aléatoirement et le
temps de calcul de l'appel kernel est mesuré. Ce calcul est répété de nombreuses
fois en copiant les données à chaque fois pour éviter certaines optimisations du
GPU. En�n pour chaque méthode le travail, les données transférées sont évaluées
pour pouvoir calculer l'intensité algorithmique et ainsi pouvoir placer les di�érentes
méthodes sur la RoofLine (section 2.2.1).

4.5.2 Calculs utilisant la matrice

Pour chacun des calculs utilisant la matrice, on détaillera les di�érentes ma-
nières de paralléliser. Pour chacune de ces manières on indiquera le nombre d'opé-
rations et d'accès mémoire.

Coe�cient α Pour rappel le calcul de α est le suivant :

αln = Gln ∗ Pn;
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Dans l'objectif d'optimiser le temps de calcul de ces coe�cients, six méthodes de
calcul de α ont été testées via des micro-benchmarks :

� un bloc par agent : permet l'utilisation de mémoire partagée pour la récu-
pération de Pn

� une répartition en 2D : permet l'accès mémoire en utilisant les coordonnées
x et y des threads

� une répartition en 1D : il su�t de calculer n = i%N pour obtenir le bon
coe�cient de Pn (avec i le i-ème coe�cient de alpha en parcourant par ligne)

� les trois précédentes mais avec G transposée (dans le dernier cas, n = i/N).

Nombre d'opération Quelle que soit la méthode, le calcul est le même, sauf
pour les méthodes en 1D où il faut rajouter le calcul de l'indice pour récupérer la
bonne valeur de Pn. On a donc le nombre de calcul en O(2L ·N) pour les méthodes
en 1D et O(L ·N) pour toutes les autres méthodes.

Accès mémoire Il y a deux cas possibles. Lorsque les calculs sont regroupés par
bloc d'agent, alors l'utilisation de mémoire partagée est possible, ainsi le nombre
de lecture est en O(N · L+N). Lorsqu'il n'y pas de mémoire partagée, le nombre
de lecture est égale à deux fois le nombre de calcul (donc O(2L · N)). Dans tous
les cas le nombre d'écriture est en O(N ∗ L). On remarque que lors que l'on a un
bloc par agent, chaque bloc calcule une colonne de α ce qui correspond à un accès
non coalescent de la mémoire, sinon toutes les autres méthodes utilisent des accès
coalescents. Ainsi le fait d'utiliser la transposé de G sera surtout e�cace pour la
méthode en regroupant par bloc.

Comme changer le sens de G change aussi celui de α, il faut regarder l'e�et de
ce changement sur les calculs qui dépendent de α :

� calcul de Qtot

� calcul de Qpart

Coe�cent Qpart Pour rappel le calcul de Qpart est le suivant :

Qpart
ln =

∑
j>n

αlj

Ce calcul ressemble à une réduction puisque l'on réalise une somme d'un ensemble
de terme. Ce calcul est di�cilement parallélisable car soit on réalise un calcul avec
beaucoup de dépendance, soit on réalise beaucoup de fois les mêmes calculs. C'est
cette deuxième solutions qui a été choisie. Lors du test des appels kernel, huit
méthodes de calcul de Qpart ont été testées.

� Un bloc par ligne l : on utilise la mémoire partagée pour stocker αln.
� Un bloc par agent.
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� Les méthodes précédentes avec G et alpha transposés.
� Un bloc par ligne, en calculant la boucle dans le sens descendant avec mé-

moire.
� Un bloc par ligne, en calculant la boucle dans le sens descendant avec mé-

moire, G et alpha transposé.
� Un bloc par ligne, en calculant la boucle dans le sens descendant.
� Un bloc par ligne, en calculant la boucle dans le sens descendant, G et alpha

transposé.

Nombre d'opération Dans tous les cas sauf ceux dit avec mémoire, le nombre
de calcul est le même. Soit un agent n �xé, le nombre de calcul est (N-n). Il faut
le faire pour toutes les lignes et pour tous les agents :

W = L ·
∑

0<n≤N

(N − n)

= L · (N2 − N(N + 1)

2
)

= L · (N
2 −N

2
)

(4.8)

Donc le nombre d'opération est en O(L ·N2).
Dans les cas dit avec mémoire, le nombre de calcul va dépendre du nombre

de thread par bloc par rapport au nombre d'agent. S'il y a autant ou plus de
thread que d'agent, alors le nombre de calcul sera le même que précédemment. Soit
K = N/T avec T le nombre de thread par bloc, chaque thread s'occupera de K
agents. On remarque que soit n1 et n2 deux agents d'un même thread (n1 = n2+T )
on a :

Qpart
n2

=
N∑

k=n2+1

αk =

n1∑
k=n2+1

αk +
N∑

k=n1+1

αk =

n1∑
k=n2+1

αk +Qpart
n1

(4.9)

Cette équation est en réalité vraie pour tous les agents, mais le fait de ne le faire
que pour des agents étant fait par le même thread permet de ne pas ajouter des
problèmes de synchronisation et d'accès mémoire puisque le résultat précédent
peut être stocké en local.

Dans ce cas-ci le nombre d'opération devient O(L · T ·N).

Accès mémoire Il y a de nouveau deux cas possibles. Lorsque les calculs sont
regroupés par bloc de ligne, alors l'utilisation de mémoire partagée est possible,
ainsi le nombre de lecture est en O(N ∗L). Lorsqu'il n'y pas de mémoire partagée
(un bloc par agent), le nombre de lecture est égale au nombre de calcul (donc
O(L ·N2)). Dans tous les cas le nombre d'écriture est en O(N ∗ L).
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Selon si la matrice est transposée ou pas et si les blocs sont sur les agents ou
les lignes, les threads consécutifs accèdent à la mémoire de manière consécutifs ou
pas. De plus on peut remarquer que si on a un bloc par agent n, tous les threads
d'un bloc font le même nombre d'opération, il n'y a donc pas de divergence dans
un warp. La variable Qpart intervient dans les calculs de Cp2b. Il faut donc aussi
étudier le calcul de ces coe�cients.

Coe�cient Qtot Pour rappel le calcul de Qtot est le suivant :

Qtot
l = GP =

∑
n∈Ω

αln

Cependant on peut remarquer que :

Qtot
l = Qpart

0l + α0l (4.10)

Lors du test des appels kernel, 3 méthodes de calcul de Qtot ont été testées :
� calcul à partir de alpha seulement
� calcul à partir de alpha et de Qpart
� calcul à partir de alpha et de Qpart avec G transposée

Nombre d'opération Pour la première méthode, on a une réduction d'une
matrice de taille N ·L vers L en sommant chaque ligne. Il y a donc O(N · (L− 1))
calculs. Pour les deux autres méthodes, on calcule directement la valeur de chaque
coe�cient en faisant une somme, donc O(L) calculs.

Accès mémoire Dans le cas de la première méthode on lit toutes les valeur de
alpha, donc il y a O(N ∗ L) lectures. Dans le deuxième cas on ne lit que 2 ∗ L
éléments. Dans tous les cas le nombre d'écriture est en O(L).

Dans le premier cas le calcul de Qtot consiste en une réduction partielle de
L · N vers L. Pour ce calcul-ci il est intéressant d'avoir d'avoir les lignes l (du
réseau) représentées par les lignes (de la matrice), et les agents par les colonnes
puisque l'on somme sur tous les agents, avec la ligne �xée par bloc. Faire l'inverse
serait très peu e�cace, c'est pourquoi cela n'a pas été testé. Quel que soit le sens
de calcul, Qtot est un vecteur, cela n'in�uence en rien les calculs suivants.

Cp2 Pour rappel le calcul de Cp2 est le suivant :

Cp2 = ρ1Mn

∑
l∈L

(
(|κk

l1| − |κk
l2|)Gln + 2GlnQ

part
ln

)
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On va d'abord tester l'e�cacité en séparant le calcul de Cp2 en trois parties :

Cp2 = ρ1Mn(Cp2a + Cp2b) (4.11)

avec :
cp2a =

∑
l∈L

(|κk
l1| − |κk

l2|)Gln (4.12)

en supposant pour la suite déjà connaître la di�érence |κk
l1| − |κk

l2| en entrée de la
fonction et :

cp2b =
∑
l∈L

2GlnQ
part
ln (4.13)

Pour le calcul de ces deux quantités, à chaque fois deux méthodes ont été
testées :

� un bloc par agent
� un bloc par agent avec G transposée

Nombre d'opération Quelle que soit la manière de faire, le nombre d'opéra-
tions est le même pour Cp2a. Dans un premier temps il faut réaliser la multiplication
entre G et la di�érence des κ, soit N ∗L calculs. Ensuite il faut réaliser la réduction
de N ∗L vers N , donc N ·(L−1). Le nombre total de calcul est donc O(N ·(2L−1)).
En ce qui concerne le calcul de Cp2b, dans un premier temps il faut réaliser la mul-
tiplication entre G et Qpart soit N ∗ L calculs. Ensuite il faut réaliser la réduction
de N ∗ L vers N , donc N · (L− 1) calculs. Puis en�n le résultat est multiplié par
2, ce qui rajoute N calculs. Le nombre total de calcul est donc O(N · 2L).

Accès mémoire Quelle que soit la méthode, le nombre de lecture est le même,
et il est de O(2 ∗N ∗ L) Dans tous les cas le nombre d'écriture est en O(N).

4.5.3 Conclusion

Dans le tableau suivant sont regroupées les di�érentes valeurs du work en
nombre d'opération et les transferts de données. Ce qui nous permet d'obtenir
l'intensité algorithmique de chaque appel kernel. Le temps indiqué en seconde est
celui nécessaire pour réaliser tous les tests (en comptant uniquement les appels ker-
nels sans les transferts ou génération de donnée). Ainsi on peut noter que le temps
est en seconde mais la simulation dure plusieurs minutes. En e�et chaque mesure
de temps est une moyenne sur 10 essais, et la majorité du temps de simulation est
utilisé pour créer les matrices et allouer leur valeur sur le GPU.

On peut voir dans le tableau que les temps peuvent être extrêmement di�érents
selon la manière de réaliser un même calcul. Cela démontre l'importance de réaliser
cette démarche lorsque la parallélisation n'est pas évidente.
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Table 4.9 � étude Rooo�ine (asymptotique)

Méthodes W D I t

Qpart0 0.5 · L ·N(N − 1) 2 · L ·N N/16 70
Qpart1 0.5 · L ·N(N − 1) 0.5 · L ·N(N + 1) 1/4 >> 105
Qpart2 0.5 · L ·N(N − 1) 2 · L ·N N/16 71.6
Qpart3 0.5 · L ·N(N − 1) 0.5 · L ·N(N + 1) 1/4 105
Qpart4 L · T ·N 2 · L ·N T/8 7.77
Qpart5 L · T ·N 2 · L ·N T/8 8.53
Qpart6 0.5 · L ·N(N − 1) 2 · L ·N N/16 71
Qpart7 0.5 · L ·N(N − 1) 2 · L ·N N/16 70.7

alpha0 L ·N L · (N + 1) 1/4 5.7
alpha1 L ·N 2 · L ·N 1/8 0.86
alpha2 2 · L ·N 2 · L ·N 1/4 0.849
alpha3 L ·N L · (N + 1) 1/4 0.86
alpha4 L ·N 2 · L ·N 1/8 0.88
alpha5 2 · L ·N 2 · L ·N 1/4 0.85

Cp2a0 N · (2L− 1) 2 ·N · L+N 1/4 1.89
Cp2a1 N · (2L− 1) 2 ·N · L+N 1/4 0.5

Cp2b0 2 · L ·N 2 ·N · L+N 1/4 7.6
Cp2b1 2 · L ·N 2 ·N · L+N 1/4 0.84

Qtot0 N · (L− 1) L · (N + 1) 1/4 0.536
Qtot1 L 3 · L 1/12 0.151
Qtot2 L 3 · L 1/12 0.145

On peut voir sur la Fig.4.17 le position des méthodes sur la Roo�ine. On
remarque que pour toutes ces méthodes l'intensité opérationnelle est très faible.
Cependant certaines atteignent de très bonnes performances. Le dépassement est
sûrement dû à une optimisation du GPU lors du calcul qui a réussis à mieux gérer
la mémoire ou à augmenter la fréquence au delà de la valeur nominale. La �gure
suivante, Fig.4.18 montre le positionnement sur la roo�ine des méthodes calculant
Qpart. On peut y remarquer que pour certaines méthodes l'intensité augmente très
rapidement pour que le problème devienne "computationnal bound". Cependant
ce ne sont pas ces méthodes qui sont les plus rapides pour réaliser le calcul, ces
méthodes faisant beaucoup de calculs "redondants".

En�n sur la dernière �gure, Fig. 4.19, on y compare les temps cumulés selon si
c'est la transposée qui est utilisée ou non (dans le cas où il y a plusieurs méthodes
pour le même calcul, c'est la meilleure qui a été gardée). On peut y voir que même
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Figure 4.17 � Position sur la Roo�ine des méthodes (sauf Qpart)

si la di�érence n'est pas très importante, utiliser la transposée permet d'être de
plus en plus rapide avec l'augmentation de la taille du problème Tab. 4.10. Il est
important de noter que le nombre d'agent étant indépendant du nombre de bus,
il est possible d'avoir peu d'agents et beaucoup de lignes ou inversement.
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Figure 4.18 � Position sur la Roo�ine du calcul de Qpart

Ainsi en stockant la transposée plutôt que la matrice de base, on peut diviser
le temps par deux pour une taille de 10000 lignes et plus de 5000 agents.
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Figure 4.19 � Temps du cumul des meilleurs méthodes pour la version avec ou
sans transposée

Table 4.10 � Speed-up (%) d'utiliser la transposée

NAgent / Nline 10 100 500 1000 5000 10000

10 -0.27 -1.6 -1.3 2.9 -0.5 5.9
100 0.90 1.2 2.3 6.6 10 7.6
500 -2.7 -5.8 3.9 2.4 11 26
1000 2.3 1.2 4.1 5.7 14 37
5000 -3.3 0.30 7.1 9.0 26 53
10000 1.8 5.2 5.8 8.5 26 51

4.6 Fonction avec dépendance

L'objectif de cette partie est de montrer comment des fonctions peu parallé-
lisables ont été implémentées sur GPU. Ce style de fonction est plus rapide sur
CPU. Cependant, le fait de tout réaliser sur GPU permet d'éviter des transferts
mémoires entre CPU et GPU.

De manière générale, cela concerne les étapes où il faut parcourir les bus d'un
réseau dans un sens particulier. Cela peut être des enfants vers les ancêtres ou
inversement. Le calcul de la tension de la méthode de GS est aussi dans cette
catégorie. En e�et, pour une itération donnée, chaque coe�cient de la tension
dépend de calcul des précédents coe�cients.
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4.7 Parcours des bus

Le parcours des bus est utilisé dans les méthodes de PF en load �ow ( Cur et
BackPQ). On peut aussi l'utiliser pour toutes les méthodes à base d'OPF sur un
réseau radial pour initialiser les �ux de puissances dans les lignes en fonction de
celles qui sont injectées ou soutirées.

Tout d'abord, on peut remarquer que la dépendance entre les calculs impose
de faire une synchronisation. Sur GPU, il y a deux manières de synchroniser. Il
faut soit refaire un autre appel kernel, dans ce cas là on peut être sûr que tous
les threads ont �ni leurs calculs. L'autre méthode est d'ajouter une barrière de
synchronisation. Ceci ne peut être fait que pour synchroniser des threads dans un
même bloc. Comme le nombre de synchronisations peut être très important (égale
au nombre de bus dans le cas d'un réseau en ligne droite), il a été décidé de choisir
la deuxième solution. Ceci nous impose donc de calculer le parcours du réseau sur
un unique bloc. Cependant, on pourrait utiliser plusieurs blocs dans le cas où l'on
aurait plusieurs réseaux indépendants.

Ainsi pour paralléliser on associe à chaque bus un thread. Ce thread garde en
mémoire locale son nombre d'enfants, où lire les identi�ant de ses enfants et s'il
peut calculer. On utilise la mémoire partagée pour stocker la liste de l'ensemble
des enfants et une liste de booléen indiquant pour chaque bus s'il a calculé.

Ainsi on commence par l'ensemble des bus n'ayant pas d'enfant. Une fois qu'ils
ont réalisés les calculs nécessaires, ils modi�ent la mémoire partagée pour indiquer
que leurs calculs sont �nis. Ensuite tous les bus qui n'ont pas �ni mettent leur
variable indiquant qu'il doivent calculer sur vrai. Ensuite il parcourt leurs enfants.
Si au moins un enfant n'a pas �ni, cette variable repasse à faux.

Si l'on doit parcourir le réseau dans l'autre sens, on commence par le bus 0 qui
n'a aucun ancêtre. Chaque bus regarde si son ancêtre a �ni avant de calculer. On
considère le calcul global comme étant �ni par défaut. Tant qu'il existe un bus qui
n'a pas �ni, il indique que le calcul global n'est pas �ni.

�
Dans le cas où l'on a plus de bus que de threads, il faut que chaque
thread gère plusieurs bus. Dans ce cas là, on crée statiquement des ta-
bleaux pour stocker les di�érentes valeurs locales. Ensuite pour chaque
passe, il faut que les threads parcourent l'ensemble des bus dont ils ont
la charge.
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4.8 Calcul de la tension

Cette section se concentre sur le calcul suivant pour l'algorithme de GS, pour
un bus i et une itération k :

Ek+1
i =

1

Y ii

·
(Pi − jQi

E∗
i

−
i−1∑
l=1

Y ilE
k+1
l −

B∑
l=i+1

Y ilE
k
l

)
(4.14)

On remarque que le terme central dépend de termes de la même itération k
que celle que l'on doit calculer. Ainsi quelle que soit la manière de paralléliser, une
boucle pour parcourir les bus est nécessaire.

Tout comme le parcours du réseau, on peut mettre une boucle dans un unique
bloc pour gérer l'ensemble des bus. On peut précharger en mémoire partagée les
valeurs des tensions pour éviter de devoir lire plusieurs fois dans la mémoire globale.
En modi�ant directement la valeur de la tension après son calcul, on peut faire en
sorte que les deux sommes valent :

∑B
l=1 Y ilEl. Ainsi pour chaque itération il faut

réaliser une réduction.
Cette manière de faire a l'avantage d'être simple, puisque, quelle que soit l'ité-

ration, le calcul e�ectué est identique. La seule di�érence repose sur les données qui
doivent être lues. Cependant, on remarque que cela nous force à n'utiliser qu'un
seul bloc, alors que certains calculs sont complètement indépendants.

Ainsi on peut remarquer que le calcul précédent peut être séparé en plusieurs
étapes. À chaque itération globale k, on initialise les tensions pour chaque bus :

E0
i =

Pi − jQi

YiiE∗
i

−
B∑

l=i+1

Yil

Yii

Ek
l ∀i ∈ B (4.15)

Ici, les calculs sont indépendants et peuvent donc être parallélisés avec un bloc
par bus. Ceci permet de réaliser les réductions sur chaque bloc. Ensuite, il faut
séquentiellement calculer les tensions ainsi (avec p l'itération jusqu'à p = B) :

Ep
i = Ep−1

i − Yip−1

Yii

Ep−1
p−1 ∀i > p ∈ B (4.16)

Cette opération est une opération linéaire sur un vecteur, on peut donc y associer
un thread par bus.

ò
Le calcul précédent est un calcul en complexe. Il faut donc récupérer
la partie réelle et imaginaire pour réaliser le calcul.

�
Les termes Yil

Yii
peuvent être précalculés lors de l'initialisation, comme

ils ne changent pas entre les itérations.
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Un problème se pose si l'on utilise la sparcité du réseau. En e�et le terme Yip−1

Yii

est non nul uniquement s'il existe une ligne ente le bus i et le bus p − 1. Ainsi le
fait d'accéder pour chaque bus i > p directement au terme Yip−1

Yii
n'est pas facile.

Il faudrait pour chaque bus stocker sa position pour chacun de ses voisins comme
cela a été fait pour représenter les réseaux radiaux.

Pour résoudre trois méthodes ont été proposées :
� Calculer la tension en un seul appel kernel dans un bloc. La mémoire par-

tagée est utilisée pour stocker la tension et pour faire les réductions.
� Calculer en deux appels distincts. Le premier calcule l'initialisation E0

i avec
un bloc par bus. Le deuxième appel kernel fait l'ensemble des itérations en
stockant la tension dans la mémoire partagée.

� Même type de calcul que la méthode précédente. Mais les impédances sont
préchargées dans la mémoire partagée.

Pour évaluer les performances de chaque méthode, on va utiliser la même mé-
thode que celle que nous avons utilisée pour déterminer le stockage de la sensibilité.
Nous allons donc tester les trois implémentations avec des données aléatoires de
di�érentes tailles. Comme pour chacune des méthodes on doit faire B itérations,
les trois méthodes sont globalement computationnal bound. On va donc plutôt se
concentrer directement sur les performances plutôt que de se positionner sur la
Roo�ine.

Ainsi les cas qui ont été testés sont les suivants. Le nombre de bus prend les
valeurs de 10, 100 et 500. Et pour chaque nombre de bus 5 con�gurations ont été
testées :

� le cas radial avec L = B − 1,
� le cas avec L = 0.25 ∗ (B ∗ (B − 1)/2)
� le cas avec L = 0.5 ∗ (B ∗ (B − 1)/2)
� le cas avec L = 0.75 ∗ (B ∗ (B − 1)/2)
� le cas avec L = (B ∗ (B − 1)/2.

Ce qui donne un total de 15 cas, avec le nombre de bus changeant tout les 5 cas.
La �gure en résultant est la Fig. 4.20.

On peut remarquer que globalement le temps de calcul augmente avec les
dimensions du problèmes. Le fait de séparer les calculs en deux parties permet
d'e�ectivement réduire les temps de calcul. A petite dimension les di�érentes mé-
thodes sont plutôt équivalentes. Tandis qu'à grande dimension les méthodes en
deux étapes sont jusqu'à 30 fois plus rapides. Le 11ème cas est assez particulier.
On peut voir que les méthodes en deux étapes mettent énormément de temps pour
ce cas. Ce cas correspond au cas radial avec 500 bus. Il est possible que le fait de
n'avoir que très peu de ligne par bus, rendent l'exécution très peu e�cace sur
GPU.
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Figure 4.20 � Temps moyen minimal et maximal pour chaque méthode de calcul

5 Conclusion

Dans ce chapitre, la décomposition en blocs fonctionnels de l'ensemble des
algorithmes a pu être réalisée. L'analyse des dépendances et l'identi�cation des
goulots d'étranglement ont pu être conduites. Le passage sur GPU a permis de
diminuer la complexité des blocs les plus importants.

La diminution de la complexité a permis une amélioration des performances
des algorithmes pour les algorithmes de Marché P2P, marché endogène et OPF.
En e�et, les parties dominantes sur CPU sont devenues bien plus rapides sur GPU.

Cependant, le passage sur GPU n'a pas permis de réduire les temps de calcul
pour les problèmes de PF. En e�et, le calcul est déjà rapide sur CPU et n'est pas
parfaitement parallélisable. Ainsi, les dimensions des cas tests ne sont pas assez
grandes pour permettre une accélération en passant sur GPU.

Les résultats du passage sur GPU du marché endogène sont très dépendants
de la méthode. Quelle que soit la méthode considérée, le passage sur GPU ré-
duit les temps de calcul en augmentant les temps de l'initialisation. Ainsi, il est
fort probable que le fait de résoudre plusieurs pas de temps successifs permettra
d'améliorer les temps de calcul, notamment celles sur GPU.
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1 Introduction

Dans le chapitre précédent le partitionnement CPU-GPU a pu être présenté
pour toutes les méthodes. Les algorithmes ont été séparés en di�érents blocs fonc-
tionnels qui ont pu être analysés en terme de dépendance, de charge de travail et
de complexité.

L'objectif de cette partie sera de montrer les performances réelles des implé-
mentations sur GPU. En e�et dans le chapitre précédent les méthodes ont été
instrumentées a�n de mesurer les temps pour chaque bloc fonctionnel. Ces me-
sures ont imposées du synchronisme entre le CPU et le GPU, ce qui a pu diminuer
les performances de ce dernier.
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Ainsi la première partie de ce chapitre évaluera les di�érentes méthodes sur
plusieurs pas temporels des cas Européen ou du cas TestFeeder. La méthode AC-
EndoPF ne convergeant pas sur ce dernier cas (voir section 3.5), elle ne sera pas
évaluée sur ces cas dans ce chapitre. Comme les di�érents PF ne sont utilisés que
dans ce type de résolution endogène, les résultats avec les implémentations sur
GPU des PF ne seront pas présentés. L'évaluation de la complexité des méthodes
sur GPU sera aussi réalisée avec des cas générés aléatoirement.

Ensuite une étude paramétrique sera réalisée a�n d'étudier l'évolution des per-
formances selon certains paramètres. On étudiera ainsi les performances selon la
valeur des di�érents facteurs de pénalités (lorsqu'il y en a), selon la con�guration
du réseau (nombre de bus et profondeur/largeur du réseau radial) et selon les
agents. On étudiera par exemple l'impact d'avoir une grande hétérogénéité entre
les fonctions coûts ou les puissances des agents. En�n on pourra regarder l'in-
�uence du rapport entre les dimensions du réseau (nombre de bus) et du marché
(nombre d'agent).

Pour toute la suite les paramètres de simulations sont :
� le nombre d'itérations maximales du problème global kmax ;
� le nombre d'itérations maximales du problème local jmax ;
� la précision visée pour le problème global ϵg ;
� la précision visée pour les contraintes réseau ϵx ;
� la précision visée pour le problème local ϵl ;
� le nombre d'itération entre chaque calcul du résidu pour le problème global

stepg ;
� le nombre d'itération entre chaque calcul du résidu pour le problème local

stepl ;
� le facteur de pénalité du problème global ρg (décentralisation) ;
� le facteur de pénalité associé à la relaxation des contraintes réseaux ρx ;
� le facteur de pénalité du problème local ρl (ADMM de partage) ;

2 Évaluation de la complexité

La section 4.3 avait étudié la réduction de la complexité qu'il était possible
d'obtenir grâce à une parallélisation sur GPU. Cette section évaluera l'évolution
du temps de calcul avec les dimensions du cas simulé. Ces mesures de temps nous
permettent d'évaluer la complexité concrète des algorithmes. Cette complexité
mesurée sera comparée à celle théorique.

Pour toute la suite, on utilise respectivement 1 et 2 pour indice indiquant la
plus petite et la plus grande taille simulées. On cherche à déterminer α tel que
la complexité soit en O(Nα). Pour s'a�ranchir de possibles mauvais réglages de
facteur de pénalité, on considèrera les temps par itération. L'approximation choisie
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sera la suivante :

α =
log(t2/t1)

log(N2/N1)
(5.1)

2.1 Marché Pair à Pair

Dans cette partie les di�érentes implémentations seront évaluées dans un ordre
aléatoire sur 50 cas générés aléatoirement pour chaque nombre d'agents testé.
Comme l'objectif est d'étudier le passage à l'échelle et non pas la convergence
sur des cas potentiellement absurdes, le nombre maximal d'itérations est limité à
50. Le générateur est identique à celui utilisé dans a section 3.3. Pour rappel, on
considère un marché Pair à Pair avec deux types de puissances échangées. Ainsi
un cas généré de 10 agents correspond (en dimension du problème) à un marché
mono-énergie de 20 agents.
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La Fig. 5.1 montre les temps moyens, maximum et minimum pour chaque algo-
rithme parallélisé selon le nombre d'agents. Pour rappel, les temps des méthodes
en série sont sur la Fig. 5.2. On peut y voir que les algorithmes parallélisés sur CPU
ont des temps de calcul augmentant rapidement avec les dimensions du problème.
Ainsi une parallélisation sur CPU permet bien de réduire les temps de calcul mais
ne permet pas de résoudre les problèmes de passage à l'échelle.

Table 5.1 � Étude du passage à l'échelle des di�érentes implémentations

Méthode OSQP ADMM PAC

Architecture CPU CPU CPUMP GPU CPU CPUMP GPU

t1 0.0208 0.028 0.058 0.0077 0.037 0.086 0.095
kmax t2 35 14 21 0.83 78 17 15

N2 1500 1500 1500 2000 500 200 200
50 t2

t1
1680 490 357 108 2090 199 154

α 1.8 1.5 1.6 1.3 1.8 1.4 1.3

Le Tab. 5.1 regroupe l'évaluation de la complexité des di�érentes méthodes.
Pour toutes les méthodes, le premier temps t1 est pour N1 = 50. Pour le calcul de
la complexité α, les temps utilisés sont ceux par itération. On remarque bien que
l'utilisation du GPU permet bien de réduire la complexité apparente de l'ensemble
de l'algorithme.

ò
L'accélération est bien plus faible que celle obtenue lors de l'étude par
block en section 4.3. Cela est dû au très faible nombre d'itérations
permises. De même le faible nombre d'itérations ne permet pas d'at-
teindre la réduction de complexité que l'on devrait théoriquement ob-
tenir lorsque l'on ne considère pas les étapes de gestion des données pré
et post calcul [114].

Les implémentations ADMM étant clairement meilleures, on étudiera plus
précisément leur complexité. Ainsi la Fig. 5.3 représente l'évolution du temps de
calcul sur des cas aléatoires. Contrairement à ce qui vient d'être fait, le nombre
d'itérations maximal autorisé sera assez haut pour permettre la convergence. Pour
éviter d'avoir une dépendance au nombre d'itérations pour converger, on s'intéres-
sera uniquement aux temps par itération.

On peut voir que cette fois les méthodes parallélisées sont bien plus rapides. De
plus, on peut remarquer que les méthodes parallélisées passent mieux à l'échelle
avec une augmentation du temps de calcul avec la taille du problème plus faible.
La complexité mesurée dans ce cas est représentée dans le Tab. 5.2. Dans le cas
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Figure 5.3 � Évolution des temps de calcul avec le nombre d'agent, marché P2P
résolu par ADMM

où l'on considère un marché mono-énergie (marché DC), l'analyse de complexité
a été faite dans [110] et est rappelé dans ce même tableau.

Table 5.2 � Augmentation du temps et complexité théorique dans le cas d'un
marché selon s'il est mono-énergie ou poly-énergies

Type de marché Methode αpoly Cthe

OSQP 2.1 O(N3)
DC ADMM 1.9 O(N2)

ADMM - GPU 1.1 O(N
K
+ log(N))

ADMM 1.86 O(N2)
AC ADMM - MP 1.9 O(N2)

ADMM - GPU 1.4 O(N
K
+ log(N))

Il peut être remarqué que pour les deux types de marché, la complexité de
la résolution sur CPU est presque quadratique. Cependant la complexité mesurée
pour la version parallélisée sur GPU est plus élevée lors d'un marché multi-énergie.

2.2 Marché endogène DC

Pour évaluer la complexité de cette méthode, il faut faire varier le nombre
d'agents et le nombre de lignes contraintes. On pourra aussi étudier l'e�et des
dimensions du problème sur les temps de calcul du marché P2P et du SO. On
cherchera à simuler sur un réseau de transport où l'approximation DC a du sens.
Pour cela, le réseau a été �xé à partir de celui dé�ni dans les données open source
européen [105]. Une loi aléatoire homogène a été utilisée pour sélectionner les lignes
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contraintes et leurs limites, les puissances, préférences et fonctions coûts des agents
et leur positionnement sur le bus. Les paramètres de l'aléatoire et de simulation
sont respectivement dé�nis dans les tableaux, Tab. 5.3 et Tab. 5.4.

Table 5.3 � Caractéristique de la génération aléatoire pour le cas d'étude

Consommateur Générateur

Caractéristique moyenne variation moyenne variation

Proportion 0.6 0 0.4 0
P0 (MW) 60 50 300 250
pn (MW) -0.9 P0 0 P0 0
pn (MW) -1.1 P0 0 0 0

an (MW−2) 1 0 0.01 0
bn (MW−1) P0 0 20 18
|β| (MW−1) 4 2 4 2

l (MW ) 1000 300 1000 300

Table 5.4 � Paramètres de simulation

caractéristiques valeur caractéristique valeur

kmax 50000 jmax 5000
stepg 10 stepL 1
ϵg 0.01 ϵl 0.001
ρg 10 ρl ρg
ρ1 0.004 ϵx 1

nSimu 20 offset 2

Les facteurs de pénalités étant �xés à une valeur arbitraire, on peut s'attendre
à ce qu'ils soient très mal choisis selon les cas, de plus certains cas pourraient ne
pas être faisables à cause des contraintes de lignes. Ainsi les résultats ne seront
présentés que pour les cas ayant convergé. La résolution a été faite sur CPU et sur
GPU pour permettre de comparer les temps de résolution.

Sur la Fig. 5.4 on peut voir la proportion du temps passé pour le calcul du SO
par rapport à celui du marché P2P pour plusieurs dimensions du problème. Dans
le cas du CPU, Fig. 5.4a, on peut voir que plus le nombre d'agents est grand, plus
le marché P2P prend du temps à être résolu par rapport au SO. Alors que pour le
GPU c'est l'inverse. Ceci est bien cohérent avec ce qui est montré dans le chapitre
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Figure 5.4 � Ratio entre les temps de calcul du SO et du marché P2P

précédent, Tab. 4.3. En e�et sur CPU, les complexités de respectivement le marché
et le SO sont O(M) ≈ O(N2) et O(N · L). Ainsi le nombre de calculs augmente
plus vite pour le marché que pour le SO. Alors que sur GPU, les complexités sont
respectivement de O(ln(N)) et O(N), la variation est donc inversée.

Sur la Fig. 5.5, on peut voir le temps par itération globale en fonction de la
taille du problème. On voit que pour le CPU, Fig. 5.5a, le temps par itération
augmente grandement avec le nombre d'agents alors que ce n'est pas le cas pour
le GPU, Fig. 5.5b grâce à la parallélisation.

On peut remarquer que le temps diminue avec l'augmentation du nombre de
lignes pour de grands nombres d'agents. Cela provient du fait que ces problèmes
sont plus contraints à grande dimension. Ainsi, il faut plus d'itérations globales
pour converger et celles-ci sont de plus en plus rapides comme le problème local
ne cherche à changer que les agents actionnant les contraintes de ligne.

Ce graphe permet aussi d'évaluer le speed up entre la version sur CPU et celle
sur GPU comme les deux implémentations ont besoin d'autant d'itération pour
converger. Ainsi même si cela dépend des dimensions, on peut observer un facteur
5 entre les temps CPU et les temps GPU pour 300 agents et 25 pour 600 agents,
Fig. 5.6.

2.3 Marché endogène AC

Les versions implémentées fonctionnelles de marché endogène AC sur les géné-
rateurs de cas aléatoires sont AC-EndoPF, EndoDirect et EndoConsensus.
Les deux dernières ne peuvent actuellement qu'être utilisées sur des réseaux ra-
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diaux. Ainsi pour évaluer la complexité des méthodes il faut faire varier la taille
du réseau B = L+ 1 et le nombre d'agents N . Pour ce faire, on utilisera le même
générateur que pour la validation fonctionnelle (section 3.5). On fera aussi varier
pour le nombre d'agent pour di�érents nombres de bus et lignes.

On cherchera à se concentrer sur les temps de calcul en s'a�ranchissant de
la convergence des di�érentes méthodes sur des cas potentiellement impossibles.
Ainsi la précision demandée sera mauvaise et l'on a�chera le temps par itération
des cas ayant convergé. Les paramètres sont dans le Tab. 5.5. Les résultats lorsque
les nombres de bus et d'agents sont identiques sont dans la Fig. 5.7. On peut
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Table 5.5 � Paramètres de simulation

caractéristiques valeur caractéristique valeur

kmax 5000 jmax 5000
stepg 1 stepL 1
ϵg 0.1 ϵl 0.001
ρg 10 ρl ρg
ρx 5 ϵx 0.05
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Figure 5.7 � Évolution des temps de calcul avec le nombre de bus (ou agents),
marché AC-Endogène

remarquer qu'à partir de 100 bus (ou agents) les méthodes GPU sont toutes plus
rapides que leurs versions sur CPU.

L'évaluation de la complexité est dans le Tab. 5.6. On peut y voir que la paral-
lélisation sur GPU a bien permis de réduire la complexité sauf pour AC-EndoPF.
La complexité des méthodes sur CPU sont plus faible que celle théorique. Tandis
que les méthodes sur GPU ont des complexités plus élevée que celles à lesquelles
on pourrait s'attendre.

On peut maintenant étudier dans le cas où le nombre de bus est �xé et que
l'on rajoute de plus en plus d'agents. On étudiera le cas où B = 20 et B = 100.
En faisant varier le nombre d'agents, on risque d'aussi faire varier la charge sur le
réseau. Ainsi pour se concentrer sur le passage à l'échelle de l'algorithme, on �xera
la puissance des agents à P = P0 ∗ B/N avec P0 la puissance des agents lorsque
l'on avait B = N dans les simulations précédentes. Ainsi on devrait avoir le même
ordre de grandeur de puissance injectée sur le réseau à chaque bus avec un nombre
d'agents par bus qui varie.
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Table 5.6 � Augmentation du temps et complexité théorique (N=B)

Method η αpoly Cthe

EndoDirect 35 1.3 O(N2)
EndoConsensus 90 1.6 O(N2)
AC EndoPF 20 1.1 O(N2)

EndoDirect GPU 4.7 0.6 O(log(N))
EndoConsensus GPU 15 1 O(log(N))

AC EndoPF 33 1.3 O(log(N) +B)
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Figure 5.8 � Temps de calcul (s) divisé par le nombre d'itérations, marché AC-
Endogène

On peut remarquer que le comportement pour le passage à l'échelle en fonc-
tion du nombre d'agents est similaire pour les deux tailles de réseau. Malgré une
multiplication par 5 du nombre de bus, les temps par itération sont très proches.
Des di�érences sont visibles lorsque le nombre d'agent est faible. En e�et s'il y a
peu d'agent, le nombre de bus a bien plus d'importance.

On peut voir l'approximation de la complexité mesurée dans le Tab. 5.7. On
remarque que les méthodes sur CPU ont une plus grande complexité lorsque le
nombre d'agents augmente indépendamment du nombre de bus. Alors que pour le
GPU, la complexité reste proche du linéaire. On remarque que le fait d'avoir plus
de bus fait chuter la complexité des méthodes EndoConsensus (sur CPU ou sur
GPU).

2.4 Conclusion

On a ainsi pu montrer dans cette partie que, quel que soit le problème considéré
l'utilisation du GPU a permis d'e�ectivement réduire la complexité de l'algorithme.
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Table 5.7 � Augmentation du temps et complexité théorique

Nombre de bus 20 100

Méthode Cthe η αpoly η αpoly

EndoDirect O(N2) 530 1.8 100 1.8
EndoConsensus O(N2) 307 1.7 7 0.8
AC EndoPF O(N2) 520 1.8 82 1.8

EndoDirect GPU O(log(N)) 18 0.85 14 1
EndoConsensus GPU O(log(N)) 25 0.95 5 0.6

AC EndoPF O(log(N) +B) 21 0.9 20 1.2

Si, dans tous les cas le CPU est plus rapide à petite dimension, la réduction de
complexité permet au GPU d'être plus rapide à partir d'une certaine taille. Cette
taille peut grandement dépendre du nombre d'itérations (donc du cas d'étude et
de la précision demandée). Pour les cas qui ont été testés et générés, l'ordre de
grandeur se situe autour de la centaine d'agents.

3 Performance sur cas tests

L'objectif de cette section est de déterminer les performances des di�érentes
méthodes sur des cas à grande dimension. Les simulations seront multi-pas a�n de
pouvoir pro�ter du fait de pouvoir garder la majorité des données en place. Ainsi
la quantité de transfert mémoire entre CPU et GPU peuvent rester limitée. Le fait
de simuler l'ensemble des pas permet de réaliser des warm-start entre chaque pas
de temps et conserver une cohérence temporelle des données.

L'apport de cette thèse étant centré sur la résolution de marché endogène, cette
section se concentrera sur les performances sur des cas tests de marché pair à pair
avec ou sans contraintes de réseau.

3.1 Marché Pair à Pair

La résolution d'un marché pair à pair ne dépend que du nombre d'agents.
Ainsi on utilisera le cas Européen pour simuler un nombre d'agents sur une grande
plage de temps. Les méthodes PAC nécessitent trop de mémoire pour réaliser la
résolution, ces méthodes ne seront donc pas testées dans ce cas. Les paramètres
de simulations sont dans le Tab. 5.8. Le facteur de pénalité a été choisi parmi
les valeurs ρg = [100 150 200 250 300 400] pour qu'il y ait le moins d'itérations
possible.
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Table 5.8 � Paramètres de simulation pour le marché pair à pair

paramètre valeur paramètre valeur

kmax 10000 jmax 1000
stepg 2 stepL 2
ϵg 0.01 ϵl 0.005
ρg 250 ρl ρg
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Figure 5.9 � Temps de calcul selon la méthode et l'heure simulée, cas Européen
(2463 agents)

Pour évaluer, comparer et présenter les performances des di�érentes méthodes,
la date du 1 septembre 2013 a été choisie arbitrairement. Il faut simuler des pas
consécutifs pour pouvoir utiliser le warm-start. En e�et sans celui-ci le temps de
calcul est bien plus long.

La Fig. 5.9 représente les temps de calcul pour les di�érents pas de temps de
la date considérée. Le temps varie très légèrement selon le pas de temps considéré.
Cela peut provenir d'un équilibre plus dur à atteindre (avec un prix plus élevé) ou
d'une plus grande variation des puissances optimales avec le pas précédent. Pour
plus de clarté, les temps des di�érentes méthodes sont reportés dans le Tab. 5.9.

Ainsi la méthodeADMMGPU résout une simulation de 2463 agents en moins
de 0.2s par pas. Dans le Tab. 5.10 peut être lu le Speedup atteint grâce à la
parallélisation sur CPU et sur GPU. L'accélération est calculée pour chaque pas
de temps pour ensuite pouvoir prendre la moyenne, le minimum et le maximum.

La version sur GPU est clairement plus rapide que toutes les autres. L'accélé-
ration apportée par la parallélisation sur GPU permet de réaliser des simulations
sur des cas de grandes dimensions. Ainsi la Fig. 5.10 représente les temps de calcul
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Table 5.9 � Moyenne, médiane, minimum, et maximum pour le temps de calcul
(s) selon les méthodes

Methode Moyenne Médiane Min Max Std

OSQP 192 66 28 1450 348
ADMM 9.3 6.5 4.6 75 14

ADMM-MP 3.1 2.2 1.7 22.6 4.1
ADMM-GPU 0.1 0.09 0.085 0.39 0.06

Table 5.10 � Speedup de la parallélisation par rapport à la version en série

Méthode Moyenne Médiane Min Max Std

ADMMMP 65.9 % 66.2 % 62.6 % 69.9 % 0.015
ADMMGPU 98.6 % 98.6 % 98.12 % 99.48 % 0.0031

sur un mois de simulation complet.
On peut y voir que le temps de calcul reste compris entre 0.1 et 0.3s lorsque

l'on conserve les mêmes paramètres que pour la simulation précédente.

3.2 Marché endogène DC

L'approximation DC n'ayant réellement de sens que sur un réseau de transport,
cette méthode sera testée sur un cas di�érent des autres méthodes de marché
endogène. Ainsi la méthode DC-EndoPF sera évaluée sur le cas Européen.

Pour donner un ordre de grandeur de l'accélération sur ce cas, une simulation
avec kmax = jmax = 100 a été réalisée sur les 3 premières heures du mois de juin.
Sur le premier pas, les temps du CPU et du GPU sont respectivement de 265s et de
1.7s. Sur les 2 autres pas, les temps sont d'environ 95s et 0.18s. Ainsi pour le pas
coldstart l'accélération est de 150 et pour les pas suivants utilisant un warmstart
l'accélération est de 515. Le temps de calcul étant beaucoup trop lent sur CPU,
seule la méthode sur GPU sera vraiment simulée jusqu'à la convergence.

A�n de s'a�ranchir des problèmes de précision sur le respect des contraintes
dans les lignes, la précision demandée pour cette contrainte sera mauvaise. Une
marge sur les limites des lignes sera donc ajoutée pour être sûr de respecter les
contraintes réelles. Les paramètres sont dans le Tab. 5.11. Pour plus de détails sur
l'in�uence des paramètres ϵgc et offset voir la Section 5.4.2.2.

Les temps pour chaque pas sont dans la Fig. 5.11. Le temps est clairement plus
lent que dans le cas d'un marché pair à pair sans contraintes réseau. Cependant
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Figure 5.10 � Temps de calcul d'un marché P2P pour chaque heure simulée sur
GPU, début du jeu de test le 01/09/2013

Table 5.11 � Paramètres de simulation pour le marché endogène DC

paramètre valeur paramètre valeur

kmax 30000 jmax 2000
stepg 5 stepL 1
ϵg 0.01 ϵl 0.00001
ρg 125 ρl ρg
ϵgc 1 ρ1 0.001

offset 1

cela provient principalement d'un nombre bien plus important d'itérations néces-
saires pour converger. En e�et le marché Pair à Pair avec ADMM ne nécessite que
quelques dizaines d'itérations. Le nombre d'itérations nécessaire pour converger de
DC-EndoPF est visible sur la Fig. 5.12.

Ainsi le temps par itération est compris entre 1.2 et 1.7 ms ce qui est tout
aussi rapide que pour la méthode précédente 1. Un temps moyen de 9s permet de
réaliser ce genre de simulation qui n'aurait pas été possible sur CPU. En e�et, en
considérant un facteur d'accélération de 515, il faudrait plus d'une heure par pas
simulé par le CPU.

1. Le lecteur très attentif pourra remarquer que le temps des derniers pas augmente pour un

nombre d'itérations constant. Ce phénomène sera explicité dans la section 5.4.2.4
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Figure 5.11 � Temps de calcul selon l'heure simulée pour le DC-EndoPF sur
GPU

3.3 Marché endogène AC

Les deux dernières méthodes, EndoDirect et EndoConsensus ont pu être
testées sur le cas TestFeeder. Si ce cas a peu d'agents, il est en grande dimension
pour le nombre de bus et permet de simuler plusieurs pas de temps. Les paramètres
pour la simulation sont les suivants, Tab. 5.12.

Table 5.12 � Paramètres de simulation pour le marché endogène AC

paramètre valeur paramètre valeur

kmax 20 000 jmax 5000
stepg 1 stepL 1
ϵg 0.05 ϵl 0.0005
ρg 10 ρl ρg
ϵx 0.005 ρx 1.5

On peut donc regarder le temps de simulation sur les 30 premières minutes
du cas TestFeeder sur la Fig. 5.13. On y observe une grande variabilité des temps
de simulation. Cependant les méthodes par consensus sont clairement globalement
plus lentes. On peut remarquer que la minute 9 est le cas nécessitant le plus de
temps pour converger.

Les statistiques pour les temps et nombres d'itérations des di�érentes méthodes
sont dans le Tab. 5.13. On peut remarquer que les temps et le nombre d'itéra-
tion sont très variables avec une médiane très loin de la moyenne pour toutes les
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Figure 5.12 � Nombre d'itération selon l'heure simulée pour le DC-EndoPF sur
GPU

méthodes. On peut remarquer que les méthodes utilisant un consensus nécessite
beaucoup moins d'itérations pour converger.

�
Comme indiqué dans la partie sur les métriques (Section 3), le nombre
d'itérations lors d'une simulation en place comme il est fait dans cette
thèse n'est pas important. Cependant, un trop grand nombre d'itéra-
tions peut rendre prohibitive une implémentation réellement distribuée.
En e�et à chaque itération des messages doivent être échangés. L'envoi
et la réception des messages entre les agents [19] ou entre processeur
d'un cluster [20] nécessite un temps non négligeable.

Le temps moyen par itération est représenté sur la Fig. 5.14. On peut remar-
quer que pour la méthode directe le temps est plutôt constant, quelle que soit
la minute simulée. Une exception existe pour la version sur GPU sur le premier
pas, démontrant l'impact des transferts mémoires sur les temps de calcul. Pour
les méthodes avec consensus, le temps par itération est extrêmement variable avec
environ un facteur 100 entre le plus rapide et le plus lent.

L'implémentation des méthodes EndoDirect et EndoConsensus a permis
de simuler ce cas de grande dimension avec de faibles temps de calcul. Le passage
sur GPU a permis de diviser par 10 les temps de calcul. Ceci permet d'envisager
de faire des simulations à long terme même sur de grand réseau. L'accélération
induite par la parallélisation sur GPU devrait être d'autant plus importante si le
nombre d'agents participant au marché augmente.
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Figure 5.13 � Temps de calcul (s) selon la méthode et la minute simulée

Table 5.13 � Moyenne, médiane, minimum, et maximum pour le temps de calcul
(s) (nombre d'itération) selon les méthodes

Méthode Endo Moyenne Médiane Min Max Std

Direct 3.6 (818) 0.75 (168.5) 0.009 (2) 61 (14263) 11 (2603)
Consensus 33 (10) 6.7 (8.5) 1.6 (4) 557 (41) 101 (7.7)
Direct-GPU 0.45 (774) 0.07(139.5) 0.001 (2) 7.4 (13431) 1.3 (2445)

Consensus-GPU 2.2 (10) 0.25 (8) 0.048 (3) 43 (44) 7.9 (8.7)

3.4 Conclusion et état de l'art

Dans cette partie, les di�érentes résolutions du marché pair à pair avec et sans
contraintes de réseau ont pu être appliquées sur des cas de grandes dimensions. La
parallélisation sur GPU réduit les temps de calcul et rend possibles des simulations
sur de grandes plages temporelles.

La comparaison avec l'état de l'art est complexe puisque ce genre de résolution
n'a pas été réalisé à grande échelle. Cependant, on peut se référer au chapitre 1
Section 3.1 pour e�ectuer une comparaison.

Pour le marché pair à pair, dans [25] un cas de 39 agents est résolu en 9.5s.
Ce même cas est résolu en respectivement 0.1s et 1.3s sur CPU et sur GPU avec
la méthode ADMM. Même si pour cette taille-ci l'implémentation sur CPU est
plus rapide que pour GPU, les deux implémentations sont plus rapides que celle
de [25]. Dans l'article [20], un cas de 300 agents est résolu avec un temps de 0.014s
par itération. Dans notre cas il faut respectivement 0.03s et 0.0027s par itération
pour la version parallélisée avec openMP et celle parallélisée sur GPU.
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Figure 5.14 � Temps par itération (s) selon la minute simulée et la méthode

.
La comparaison avec [20] est di�cile puisque leurs cas nécessitent beau-
coup d'itérations (plusieurs milliers) pour converger. C'est pourquoi on
compare le temps par itération.

Il est aussi possible de comparer le marché endogène DC avec [26]. Dans cet
article le cas IEEE 39 bus est résolu en 1min sur Matlab. Il est résolu en 2 et 6
secondes respectivement sur CPU et sur GPU, le CPU étant plus rapide à faible
dimension.

4 Limites et études paramétriques

L'objectif de cette partie est de montrer la sensibilité des résultats précédents
aux cas d'études, paramètres de simulation et au matériel utilisé. Le but de cette
partie n'est pas d'être exhaustif mais plutôt d'identi�er les paramètres les plus
impactant ou ceux qui sont négligeables.

De plus on pourra présenter dans cette partie les limites des implémentations
réalisées. Ces limites peuvent être algorithmiques et ainsi se retrouver à la fois sur
la version CPU et la version GPU. Le problème peut aussi venir de l'interaction
avec le matériel, avec ainsi une di�érence de comportement entre l'implémentation
sur CPU et sur GPU.

Comme il serait illusoire de tester tous les paramètres de toutes les méthodes
sur tous les problèmes, seuls les triptyques paramètre-algorithmes-architectures les
plus pertinents ne seront présentés. Ainsi on se concentrera comme sur les parties
précédentes sur les marchés P2P et marché endogène. De plus on ne testera pas
toutes les méthodes, ainsi on n'utilisera que les méthodes ADMM pour le marché
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Figure 5.15 � Type de réseau généré

Pair à pair, cet algorithme étant clairement le meilleur. Pour le marché endogène
on testeraDC-EndoPF, EndoConsensus et EndoDirect qui sont les méthodes
étudiées précédemment.

4.1 Paramètres du cas d'études

4.1.1 Con�guration du réseau

A�n de tester l'in�uence de la con�guration du réseau sur les temps de résolu-
tion, on proposera quatre types de réseaux radiaux :

� le réseau en ligne, est le réseau où chaque bus a un unique enfant ;
� le réseau à un étage, est le réseau où tous les bus sont les enfants du bus

0 ;
� le réseau équilibré est un réseau où l'on essaie d'avoir autant d'enfants par

bus que d'étage du réseau
� le réseau quelconque ou Normal sera généré comme les chapitres précé-

dents (un bus a autant de chance de se positionner en bout d'une branche
que d'en créer une nouvelle).

Les réseaux spéciaux dans le cas 10 bus sont représentés sur la Fig. 5.15. Il est im-
portant de noter que pour le réseau quelconque, on n'a représenté qu'un exemple
de ce qui peut être généré. Rien n'empêche le générateur quelconque de générer
un réseau spécial (en une ligne ou un étage par exemple) , c'est juste extrêmement
peu probable.

On fera aussi varier le nombre d'agents par bus à nb = [0.5 1 2 5] tel que
N = nb ∗B. Pour chaque combinaison réseau-agents, on réalisera 50 générations.

Le taux de convergence selon le cas d'étude est représenté sur la Fig. 5.16. On
peut remarquer que les méthodes sur CPU convergent dans tous les cas. D'un autre
côté, les méthodes sur GPU ne convergent pas toujours (se référer à l'annexe pour
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Figure 5.16 � Taux de convergence (EndoDirect en haut puis EndoConsensus
en bas), cas de la forme "type de réseau - ration N/B"

plus de détails). On peut remarquer que plus il y a de bus, moins les méthodes sur
GPU convergent. Cependant, la con�guration du réseau (ou le nombre d'agents
par bus) n'a pas l'air d'avoir d'impact clair.

Pour les cas qui ont convergé, le temps moyen est représenté sur la Fig. 5.17.
On peut remarquer que pour les méthodes sur CPU les temps augmentent avec
l'augmentation du nombre de bus et du nombre d'agents par bus. Cependant, la
con�guration du réseau n'a aucun impact visible. Pour les méthodes sur GPU, ces
mêmes paramètres ont toujours un e�et sur le temps de calcul, mais moindre. En
e�et, seul le cas avec moins d'agents que de bus est clairement plus rapide que les
autres. Cependant, la con�guration du réseau a l'air d'avoir un e�et notable sur
la méthode EndoConsensusGPU.

4.1.2 Paramètres du marché

Pour rappel les paramètres dé�nissant les agents du marché sont :
� la fonction coût g(pn) = 0.5anp

2
n + bnpn avec son minimum en P0 = − bn

an
,

� le type de l'agent (consommateur, producteur...) et ses limites sur les puis-
sances (pn, pn) ou sur ses échanges lb et ub,

� le nombre d'énergie échangé (réseau multi énergie ou non) et les liens entre
les agents.

Dans cette partie on considèrera un marché mono énergie de 300 agents (comme
dans [20]). On générera 1000 cas en tirant aléatoirement pour chaque cas la pro-
portion de consommateur. On aura au minimum 10% de consommateur et au
maximum 90%. Tous les agents qui ne sont pas des consommateurs sont des
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Figure 5.17 � Temps de simulation selon le cas et la taille (EndoDirect en haut
puis EndoConsensus en bas)
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Figure 5.18 � Répartition et moyenne des temps de calculs et nombre d'itération
selon le facteur de pénalité, grande plage de variation de a

producteurs. Ensuite on choisira aléatoirement la fonction coût de chaque agent
gn(pn) = 0.5an(pn − P0)2 avec an entre 0.001 et 100 et |P0| ≤ 100. On géné-
rera aussi des préférences hétérogènes |β| ≤ 100. La précision demandée sera de
ϵg = 0.0001. Les bornes des agents seront �xées entre 0 et 10P0 permettant d'as-
surer la faisabilité des cas (car 0 est une solution possible).

On peut remarquer sur la Fig. 5.18 que les répartitions des temps et du nombre
d'itérations est très dépendante du facteur de pénalité. La variabilité du temps
provient principalement du nombre d'itération. Les points les plus extrêmes lorsque
ρ = 1 sont des cas qui n'ont pas convergé en 10 000 itérations. Pour les autres
facteurs de pénalité, tous les cas ont convergé.

Tous les paramètres énoncés pourrait être modi�és pour étudier leur in�uence
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Figure 5.19 � Répartition et moyenne des temps de calculs et nombre d'itération
selon le facteur de pénalité, petite plage de variation de a

sur les résultats. On pourrait par exemple changer les bornes ou changer la dis-
tribution. Cela ne sera pas fait ici, mais il est important de remarquer que grâce
à la vitesse de calcul du GPU en parallèle ce genre d'étude de Monté Carlo est
possible même avec beaucoup d'agents. Par exemple ici la simulation avec ρ = 100
ne prend que quelques secondes.

On pourra tout de même remarquer que dans le cas où l'on ne fait varier a
qu'entre 0.1 et 10, les répartitions sont bien di�érentes, Fig. 5.19. On peut par
exemple remarquer sur la Fig. 5.19a que pour ρ = 1 tous les temps de résolution
sont assez proches. Avec cette plage de variation de a et de ρ tous les cas converges.
Cependant, le temps de chaque résolution est plus long que précédemment (la
moyenne est équivalente, mais la médiane est plus haute).

4.2 Paramètres algorithmiques et architecturaux

4.2.1 Facteur de pénalité

Les facteurs de pénalités sont extrêmement importants quelle que soit la mé-
thode. En e�et, comme il a pu être observé dans la section précédente ; ces para-
mètres conditionnent la convergence [90]. De plus selon leurs valeurs l'algorithme
convergera en plus ou moins d'itérations. Comme le nombre d'itération est li-
mité, cela peut à nouveau provoquer des problèmes de convergence. En e�et si le
problème local (le problème de partage) est mal paramétré, cela peut augmenter
grandement le temps de calcul puisque chaque itération du problème global pren-
dra plus de temps. En�n si le problème local ne converge pas ou n'est pas assez
précis, cela peut empêcher le problème global de converger.

Toutes les méthodes considérées dans cette partie ont au moins deux facteurs de
pénalité. En e�et pour la résolution du marché, il faut ρg pour réaliser le consensus
et ρl pour résoudre le problème de partage. La méthode DC-EndoPF utilise aussi
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Figure 5.20 � In�uence du facteur de pénalité pour le marché P2P sur CPU

0 5 10 15 20 25

heure

10
-1

10
0

te
m

p
s
 (

s
)

Temps de simulation (s) selon l'heure simulée et les paramètres, 5/4/2012

g
 = 200 

l
 = 200

g
 = 200 

l
 = 2000

g
 = 200 

l
 = 20

g
 = 2000 

l
 = 2000

g
 = 20 

l
 = 20

(a) temps

0 5 10 15 20 25

heure

10
1

10
2

10
3

it
e
ra

ti
o
n

Nombre d'itération selon l'heure simulée et la méthode, 5/4/2012

(b) nombre d'itération

Figure 5.21 � In�uence du facteur de pénalité pour le marché P2P sur GPU

ρx pour relaxer les contraintes de �ux.
L'objectif de cette partie n'est pas de trouver les paramètres optimaux, mais

d'étudier leur impact sur les performances.
On va dans un premier temps étudier l'in�uence des valeurs de ρg et ρl. Comme

la résolution du problème de partage est di�érent sur CPU et sur GPU on simulera
les deux. On utilisera le problème de marché sans contraintes réseaux pour cette
étude.

�
Pour rappel sur CPU, on peut paralléliser le problème local sur les
agents mais le calcul du résidu est commun à tous. Tandis que sur
GPU le résidu est spéci�que à chaque agent. Chaque agent s'arrête de
calculer une fois qu'il a convergé.

Les �gures Fig. 5.20 et Fig. 5.21 représentent le temps et le nombre d'itéra-
tions nécessaire pour résoudre le cas Européen pour plusieurs valeurs de facteur de
pénalité pour respectivement l'implémentation sur CPU avec openMP et l'implé-
mentation sur GPU. On peut tout d'abord remarquer que l'algorithme converge
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Figure 5.22 � In�uence du facteur de pénalité pour le marché endogène DC sur
GPU

au moins entre ρg = 20 et ρg = 2000. Ainsi on peut avoir une grande plage de
convergence. Sur CPU, certain cas sont jusqu'à 10 fois plus rapides selon la valeur
des paramètres. Pour le GPU, le facteur de pénalité a la même in�uence sur le
nombre d'itération, Fig. 5.21b. Cependant l'e�et sur le temps de calcul est bien
plus faible, Fig. 5.22a. Dans les deux cas l'in�uence du facteur de pénalité sur le
temps du premier pas est importante.

Les résultats sont très proches même en empêchant le facteur de pénalité de
changer pendant la simulation. Ainsi pour le marché pair à pair, le réglage du
facteur de pénalité n'est pas très sensible. La rapidité de l'implémentation sur
GPU permet de rapidement identi�er l'ordre de grandeur qu'il faut choisir via
quelque tests. Une heuristique utilisable est de regarder les valeurs des di�érents
résidus au bout d'un certains nombre d'itérations. Si c'est le résidu associé à la
contrainte d'antisymétrie qui est le plus grand, alors il faut augmenter ρ. Dans le
cas contraire il faut le diminuer. S'ils sont équivalent alors ρ est bien choisis et il
faut laisser plus d'itération pour converger.

Dans un second nous allons utiliser DC-EndoPF pour étudier l'in�uence de
ρg et de ρx. On choisira ρl = ρg. On peut voir sur la Fig. 5.22 les temps pour
la résolution d'un jour du cas Européen pour di�érentes valeurs de facteur de
pénalité. On peut y voir une bien plus grande sensibilité, notamment à la valeur
de ρx. En e�et avec ρx = 0.0011 plus aucun pas ne converge en 30 000 itérations.
De même si ρx = 0.0009 le premier pas ne converge pas, cependant les suivants
sont bien plus rapides. La variation de ρg semble avoir peu d'impact. Cependant
le 22eme pas ne converge pas pour ρg = 120.

On a ainsi pu voir que selon le problème le facteur de pénalité pouvait avoir un
grand impact sur la vitesse de convergence. Ce facteur a une importance moindre
sur GPU grâce à la rapidité de calcul. Ainsi lorsque les paramètres sont mal réglés,
l'accélération entre CPU et GPU sera plus importante que lorsque les paramètres
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Figure 5.23 � Simulation d'un DC marché endogène avec des cas non convergeant

sont bien réglés. Dans le cas de DC EndoPF la très grande sensibilité du para-
mètre impose une phase de réglage sur chaque nouveau type de cas. De plus cela
compromet les tests sur des cas complètement aléatoires.

4.2.2 Marge sur les contraintes de �ux

Il existe un problème majeur à la méthode DC-EndoPF qui est détaillé dans
[112]. En e�et l'algorithme n'arrive pas dans certains cas à atteindre la précision
demandée pour les contraintes de �ux. Dans ces cas là quelles que soient les valeurs
prises par les facteurs de pénalités ou de nombre d'itérations maximales permises,
l'algorithme ne convergera pas.

�
Dans ce cas là l'algorithme ne converge pas mais il ne diverge pas
non plus. Il arrive juste que le résidu associé aux contraintes de �ux
atteint une valeur minimale (petite) qui ne diminue plus au cours des
itérations. Puis �nalement les puissances ne changent plus non plus au
cours des itérations.

Ainsi en simulant le cas européen avec une précision de ϵg = 0.01, ϵx = 0.1
et ϵl = 0.0002, on obtient la Fig. 5.23. Les points rouges représente les cas qui
n'ont pas convergé en 200 000 itérations. Ce nombre étant déjà absurde, il ne sert
à rien de continuer à permettre plus d'itérations. Un réglage plus �n du facteur de
pénalité ne permet pas de résoudre ce problème.

On est donc obligé de réduire la précision demandée à la contrainte de �ux.
Cependant si on fait cela, on pourrait avoir certaines contraintes de �ux non respec-
tées à la �n de la simulation. La �gure 5.24 représente pour chaque ligne l'ensemble
des valeurs prises pendant la simulation du mois de Juin 2013 pour ϵx = 1. Les
points dépassant la limites sont en rouge. C'est pourquoi il a été proposé de décaler
les contraintes de �ux d'un "offset" pour prendre de la marge.
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Figure 5.25 � Analyse des �ux dans les lignes selon le décalage

�
Le fait de converger aussi rapidement avec ou sans o�set nous permet
de montrer que l'on a bien a�aire à un problème de précision et non
pas à un problème de faisabilité.

Le choix de la valeur du décalage n'est pas évidente. S'il est trop faible on ne
respectera pas toujours les contraintes de �ux. Cependant si trop de marge est
prise, la solution sera sous-optimale. Ainsi la Fig. 5.25 présente les résultats pour
di�érentes valeurs de décalage. L'histogramme de la charge de chaque ligne selon
le décalage est représenté dans la Fig. 5.25a. On peut y voir qu'utiliser un décalage
de 1 pu ne permet pas d'éviter de dépasser les limites. Cependant en réalité, le
dépassement est très faible comme il peut être vu sur la Fig. 5.25b.

4.2.3 In�uence du pas de calcul

La détermination du pas pour le calcul des résidus est assez direct. En e�et ce
paramètre n'in�ue que sur le nombre de fois où le résidu est calculé. Ainsi plus la
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simulation nécessite d'itérations plus il est intéressant d'avoir un grand pas pour
économiser. Cependant avoir un pas trop grand risque de demander de faire plus
d'itérations potentiellement plus couteuses que de calculer les résidus.

Ainsi pour la majorité des méthodes sur GPU avoir un pas plus grand que
1 peut être intéressant car chaque itération est rapide et que chaque calcul de
résidus est couteux car implique un transfert GPU → CPU . Pour les méthodes
EndoConsensus chaque itération étant très couteuse (résolution complète d'un
OPF), économiser des calculs de résidus n'est pas rentable.

�
Un pas de stepg = 2 divise par 2 le nombre de calcul et transfert de
GPU au prix dans le pire des cas d'une seule itération.

Ainsi la question qui sera étudiée dans cette partie sera la suivante est -il
intéressant de ne pas réaliser le calcul du SO (l'OPF) toutes les itérations pour la
méthode EndoConsensus ?.

Pour répondre à cette question une simulation sur plusieurs pas du cas TestFee-
der a été réalisée. Le pas entre chaque résolution du SO, noté stepl a été changé.
Pour ces simulations, le pas pour le calcul du résidu est choisi tel que stepg = stepl.
Cela garantit que la résolution ne s'arrête que lors d'une itération où un OPF a
été e�ectué et donc que le consensus est vraiment respecté à la �n.

Les résultats sont visibles sur la Fig. 5.26. Ces simulations ont été réalisées
avec une précision de ϵg = 0.05, ϵx = 0.005 et ϵl = 0.0005. On peut remarquer
que malgré une grande variation du nombre d'itération sur la Fig.5.26b, les temps
reste très proches sur la Fig. 5.26a. Globalement il semblerait qu'augmenter le
pas, augmente le nombre d'itérations nécessaire pour converger. Mais même si le
nombre d'itérations augmente, le temps total est plus faible. Cependant ce résultat
semble très dépendant du cas d'étude. Ainsi stepl = 5 est bien plus rapide sur les
3 premiers pas mais extrêmement plus lent pour le 4ième.

�
En pratique, les résolutions du SO et du marché étant indépendantes,
elles pouront être réalisées en parallèle. Ainsi il pourrait être intéressant
de �xer le pas pour faire en sorte que le marché se mette à jour dès
que l'OPF a �ni ses calculs. En e�et la résolution d'une itération du
marché est plus rapide que la résolution complète d'un OPF.

4.2.4 In�uence du matériel

Les performances d'un implémentation donnée dépend des caractéristiques phy-
sique des CPU et GPU. Cela peut englober aussi bien la mémoire disponible, la
fréquence nominale ou le nombre de c÷ur. Cependant il est aussi possible que des
paramètres extérieurs in�uent sur les performances d'un algorithme.
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Figure 5.26 � Temps de simulation et nombre d'itérations selon le pas et la
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Figure 5.27 � Temps par itération selon l'heure simulée pour le DC-EndoPF
sur GPU avec refroidissement

Ainsi la Fig. 5.27 représente les temps de calcul par itération pour l'algorithme
DC-EndoPF lors de la simulation du cas Européen. On peut remarquer que si
ce temps est constant sur les premiers pas, le temps augmente progressivement à
partir de la neuvième heure simulée (qui est calculé en environ 1 min). Or cela
correspond à l'heure simulé qui a besoin du plus d'itérations pour converger.

L'implémentation a été conçue pour utiliser le plus de ressources possibles
du GPU. Cela conduit ainsi à une longue utilisation intensive du GPU pour les
calculs. Cette utilisation provoque un échau�ement du GPU qui doit donc réduire
sa fréquence de fonctionnement a�n de limiter la température. Cet étranglement
thermique est particulière visible sur la Fig. 5.28. Cette �gure a été obtenue en
lançant exactement la même simulation que précédemment sauf que les ventilateurs
servant à refroidir l'ordinateur ont été limités. On peut y voir des temps plus
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Figure 5.28 � Temps par itération selon l'heure simulée pour le DC-EndoPF
sur GPU sans refroidissement

importants dès la première simulation et qui augmente plus rapidement.
Ce genre de phénomène reste assez limité dans les autres problèmes et type

de test. En e�et pour les tests aléatoires les résolutions sur CPU et GPU sont
mélangés. De plus la création du cas d'étude qui est réalisé sur CPU a besoin d'un
temps non négligeable pour être réalisée. Ainsi le GPU a le temps de refroidir
entre chacune de ses utilisations. Lors du tests des autres algorithmes sur le cas
Européen ou TestFeeder, le nombre d'itération est bien plus bas.

On remarque même dans le cas où le refroidissement est réalisé, les performance
se dégradent au cours de la simulation. Il peut donc être intéressant de refroidir avec
d'autres moyens le GPU. Les cartes FPGA sont connues pour moins consommer et
donc moins s'échau�er que les GPU. Leur utilisation pourrait donc être intéressante
sur ce cas.

5 Conclusion

Dans cette partie, la complexité des di�érents partitionnements CPU-GPU a
pu être évaluée. Il a ainsi été démontré que la parallélisation sur GPU permettait
de réduire l'explosion des temps avec l'augmentation des dimensions du problème.
En e�et, celle-ci a bien permis de réduire la complexité des optimisations réalisées
pour le marché pair à pair ou pour le marché endogène.

Les di�érentes implémentations ont été testées sur des cas tests possédant plu-
sieurs pas de données. Ces tests ont permis de démontrer l'accélération apportée
par la parallélisation sur GPU. En e�et, si l'accélération de la parallélisation sur
CPU est limitée par le nombre de c÷urs, résultant en une accélération entre 2 et
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10. L'architecture hautement parallèle du GPU permet d'atteindre une accéléra-
tion de l'ordre de la centaine. Cette accélération rend possible la simulation de
grands cas d'étude sur de longs horizons temporels.

Il a aussi été montré que, dans la majorité des cas, le GPU permettait d'ac-
célérer la simulation, quels que soient les cas d'études. De plus, le fait que les
versions sur GPU soient plus rapides permet de réaliser plus facilement des études
paramétriques pour trouver les paramètres optimaux de simulation.

Cependant, les algorithmes utilisés ont quelques faiblesses pouvant empêcher
la convergence. Ce problème de précision se retrouve aussi bien sur CPU et GPU
dans le cas du DC-EndoPF. Le problème de précision de l'OPF est spéci�que
au GPU. Cependant, ce problème peut être partiellement résolu en changeant la
manière de résoudre l'OPF comme il a été réalisé dans cette thèse.



Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Bilan

La gestion du réseau électrique est un dé� de tous les instants nécessitant de
bonnes capacités de prévision et du contrôle en temps réel. Cependant, la transition
énergétique, avec les augmentations des moyens de production renouvelable inter-
mittents et du nombre de consommateurs actifs, risque de bouleverser ce mode de
gestion. L'utilisation de SmartGrid (pour réseau intelligent) pour une gestion plus
locale et plus précise de l'énergie semble nécessaire pour éviter une surcharge des
opérateurs centraux. Cependant, des simulations de grandes échelles sont néces-
saires pour évaluer l'impact de cette gestion local de l'énergie sur le réseau global.
De plus, avec la multiplication des agents, leur in�uence totale sur le réseau phy-
sique ne peut pas être négligée. La prise en compte des contraintes du réseau rend
le problème d'autant plus di�cile à résoudre. Les algorithmes de décentralisation
complexi�ant les calculs, la simulation fait face à un verrou calculatoire. En e�et,
les temps de simulation des systèmes décentralisés sont prohibitifs à grande échelle.

Une manière de lever ce verrou serait d'utiliser des supercalculateurs de plus
en plus puissants. Cependant, les développements de GP-GPU (General Purpose
Graphic Prcessing Unit) ou de FPGA permettent à tous d'avoir accès à des ar-
chitectures hautement parallèles. Le réseau et les algorithmes de décentralisation
étant intrinsèquement parallèles, l'utilisation de ces nouvelles architectures peut
permettre de réduire les temps de calcul. Cependant, la fréquence d'un GPU ou
d'un FPGA étant plus faible que celle d'un CPU, il est important de prendre en
compte les spéci�cités matérielles du GPU pour e�ectivement réduire les temps.

L'objectif de cette thèse est de mener une démarche d'Adéquation Algorithme
Architecture sur le problème de marché endogène pour permettre des simulations
à grande dimension sur un long horizon temporel.

Le premier chapitre a posé les bases de la gestion des réseaux électriques et
de l'accélération des calculs en général ou dans ce domaine spéci�que. Il a ainsi
pu être montré que le problème de marché décentralisé n'était jamais simulé à
grande échelle. Même en utilisant un super calculateur, le nombre maximal d'agents
simulés était de 300 à cause du temps de calcul. Il est donc nécessaire de suivre
la démarche Adéquation Algorithme Architecture a�n de résoudre le verrou du
temps de calcul.

Ainsi, le deuxième chapitre a présenté la méthode d'Adéquation Algorithme

251
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Architecture et le travail préliminaire de cette méthode. Di�érents algorithmes,
métriques et architectures pouvant être utilisés ont été analysés et comparés. En�n,
les cas d'études qui seront utilisés pour réaliser la validation fonctionnelle, l'analyse
de la complexité et en�n, les performances ont été décrits.

Les di�érents problèmes du réseau électrique ont été présentés et résolus dans le
chapitre 3 avec di�érents algorithmes. Ainsi, la résolution sur CPU de Power Flow,
de marché pair à pair, d'Optimal Power Flow et de marché endogène a pu être
e�ectué. En testant sur di�érentes tailles, il a été montré que le passage à l'échelle
est compromis en série. En e�et, même si le temps de calcul est de l'ordre de la
seconde, cela reste trop lent dans le cas d'une simulation long terme ou lors d'un
dimensionnement. De plus, ce temps augmente rapidement avec les dimensions du
problème rendant impossible la simulation à très grande échelle.

Une analyse de la complexité grâce à un partitionnement en bloc fonctionnel
des di�érents algorithmes a été réalisée dans le chapitre 4. L'étude de la répartition
des temps a permis de déterminer où sont les goulots d'étranglement des di�érents
algorithmes. Ces parties ont ainsi pu être optimisées pour gagner le plus de temps
possible. Ceci a permis d'implémenter des algorithmes optimisés spéci�quement
pour une exécution sur GPU. La combinaison de ces algorithmes a permis de
résoudre le problème de marché endogène sur GPU de manière optimisée.

Ces implémentations ont ainsi été testées dans le dernier chapitre. La parallé-
lisation sur GPU a permis d'e�ectivement réduire la complexité des algorithmes
et donc d'améliorer le passage à l'échelle. De plus, sur des cas de plusieurs mil-
liers de bus ou d'agents, le passage sur GPU a extrêmement réduit les temps de
simulation. Une implémentation optimisée sur une architecture GPU a permis de
réduire de plus de 98% les temps de simulation d'un marché sans contraintes ré-
seau. Comparée à un modèle de calcul sur une architecture conventionnelle type
PC, la démarche d'adéquation algorithme-architecture a permis de dé�nir un mo-
dèle de calcul sur GPU 1000 fois plus rapide lors de la simulation d'un DC-marché
endogène et 10 fois plus rapide sur un marché AC-endogène sur un réseau radial.
Ce dernier chapitre a aussi permis d'analyser la sensibilité des résultats aux cas
d'études, aux paramètres de simulations et aux matériels. Ceci a permis de mon-
trer que, dans tous les cas, le GPU permettait de réduire les temps de calcul de
nos méthodes implémentées.

Les simulations à grande échelle de marché pair à pair tout en prenant en
compte les contraintes réseau sont donc rendues possibles. Cependant, la surchau�e
du GPU lors de son utilisation intensive et le manque de précision de certains
calculs sur GPU sont deux points de vigilance à ne pas négliger.
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Perspectives

L'application d'une démarche d'Adéquation Algorithme Architecture a permis
de réduire grandement les temps de simulations à grande échelle. Cependant, ce
travail appelle à d'autres recherches.

En e�et, le code source ouvert démontre la faisabilité des études à grande
échelle. Cependant, des ajustements mineurs doivent être apportés pour permettre
l'utilisation pratique de ce code. Dans la version actuelle du code, la méthode PAC
n'est pas fonctionnelle à grande dimension à cause d'une trop grande complexité
mémoire. Il faudrait donc trouver d'autres structures de mémoire adaptées a�n
de permettre la simulation, notamment sur l'OPF où l'algorithme est censé avoir
de meilleures propriétés de convergence que si l'on décentralise la résolution avec
ADMM. De plus, l'algorithme permet d'être paramétré pour limiter les informa-
tions transmises lors de la résolution, ce qui devrait aussi être étudié. A�n de rendre
ce code utilisable facilement par des gestionnaires du réseau ou des chercheurs, des
modi�cations sont nécessaires. Ainsi, il faudra le refactoriser et réaliser une in-
terface avec d'autres langages. Il serait aussi intéressant de tester les algorithmes
avec des cas d'étude plus proche de ce que chercherait à simuler le gestionnaire de
réseau.

Ces travaux de thèse ouvrent aussi des perspectives à moyen terme. On pourra
ainsi implémenter l'application dans un autre langage (Julia) pour comparer l'im-
pact du choix du langage sur les performances. L'objectif est d'aussi pouvoir uti-
liser les bibliothèques disponibles (PowerModels) pour réaliser des comparaisons
de performance. Cela permettra aussi de faciliter l'utilisation de ce code par les
chercheurs. Il faudra aussi, lors du changement de langage, rendre le code plus
robuste a�n de pouvoir garantir ses performances à un utilisateur extérieur. Ceci
passera par l'ajout de nombreux tests pour, par exemple, véri�er les limites de pré-
cision atteignable selon l'algorithme, le problème et le matériel. On se concentrera
notamment sur les problèmes de convergence de la méthode OPFADMMGPU
pour identi�er sur quels cas ils apparaissent. En�n, ce code devrait permettre de
réaliser de multiples études paramétriques a�n de déterminer les paramètres dé-
terminants, notamment pour déterminer a priori la valeur des facteurs de pénalité
empiriquement ou en utilisant de l'IA. L'étude des e�ets de la normalisation des
données selon l'architecture ou l'algorithme pourra aussi être réalisée.

Des perspectives à long terme pourraient être l'utilisation de ce code en tant
que base pour pouvoir réaliser des études plus poussées sur le futur du réseau
électrique. On pourra ainsi utiliser ce code pour étudier l'impact sur le réseau à
l'échelle globale de la multiplication des productions renouvelables, des commu-
nautés d'autoconsommations, etc. Une démarche AAA pourra être appliquée sur
un marché endogène sur un marché de transport. Cela permettra ainsi de l'appli-
quer dans le cas d'un marché endogène hétérogène qui réalise un consensus entre
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le réseau de transport et tous les réseaux de distribution en parallèle. Permettant
ainsi de contrôler optimalement le réseau en réalisant une coordination entre le
GRT et le GRD. L'application pourrait notamment être adaptée pour être utili-
sée en tant que jumeau numérique en temps réel en passant sur FPGA. En�n, le
problème pourrait être étendu aux réseaux multiénergie couplés (avec un réseau
de gaz, thermique ou mixte AC-DC).



Chapitre 6

Annexe

1 Démonstration formulation ADMM pour mar-
ché

1.1 Méthode 1

Pour simpli�er les notations on ne considérera pas les contraintes qui bornes
les échanges, et on n'utilisera pas les puissances totales des agents. Le problème
global à optimiser est le suivant :

argmin
T

∑
n

fn(T) (6.1)

Avec pour contrainte que T = −Tt. A�n de permettre la distribution du calcul
sur chaque agent on utilise une ADMM sous forme de consensus. Pour cela chaque
agent n va avoir pour variable locale xn une copie d'une partie des variables glo-
bale noté zn. L'ensemble des variables globales est noté z. Chaque agent pour
optimiser en respectant les contraintes a besoin de ses échanges t[n]nm et d'une esti-
mation/copie/volonté du symétrique de cet échange t[n]mn pour tous ses pairs m. On
note entre crochet pour chaque variables à quel agent elle appartient. L'ADMM
sous forme de consensus nous dit que résoudre le premier problème peut se faire
via la méthode itérative suivante :

xk+1
n = argmin

xn

fn(xn) +
ρ

2
||xn − zkn +

λk
n

ρ
||22 ∀n (6.2a)

zk+1 = moy(xk+1
n ) (6.2b)

λk+1
n = λk

n + ρ(xn − zn) ∀n (6.2c)

On peut remarquer que les contraintes sont donc distribuées sur chaque agent,
ceux-ci pouvant l'appliquer sur leurs valeurs locales. La mise à jour des z étant la
moyenne des copies de chacune de ses composantes ainsi dans notre cas on a :

znm =
t
[n]
nm + t

[m]
nm

2
(6.3)

255
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De part les contraintes on a pour tout agent n et pour tous les pairs m, la relation
suivante t

[n]
nm = −t[n]mn. Cela permet donc de modi�er la relation précédente :

znm =
t
[n]
nm − t

[m]
mn

2
(6.4)

De plus :
λ[n],k+1
nm = λ[n],k

nm + ρ(t[n],k+1
nm − zk+1

nm )

= λ[n],k
nm + ρ(t[n],k+1

nm − t
[n],k+1
nm − t

[m],k+1
mn

2
)

= λ[n],k
nm +

ρ

2
(t[n],k+1

nm + t[m],k+1
mn )

(6.5)

La minimisation pour obtenir xn peut s'écrire ainsi (pour alléger les notations
on explicitera pas ici que les variables appartiennent à l'agent n). Pour simpli�er
les notations on utilisera la contrainte tnm = −tmn. Ensuite on pourra remarquer
que grâce à la contrainte précédente znm = −zmn. En�n on note ρ′ = 2 ∗ ρ et
µk
nm = λk

nm − λk
mn.

hn(xn) =
ρ

2
||xn − zkn +

λk
n

ρ
||22

=
ρ

2

[∑
m

t2nm + t2mn + 2 ∗ tnm(
λk
nm

ρ
− zknm) + 2 ∗ tmn(

λk
mn

ρ
− zkmn)

]
=

ρ

2

[∑
m

2 ∗ t2nm + 2 ∗ tnm(
λk
nm

ρ
− zknm −

λk
mn

ρ
+ zkmn)

]
=

ρ

2

[∑
m

2 ∗ t2nm + 4 ∗ tnm(
λk
nm − λk

mn

2 ∗ ρ
− zknm)

]
=

ρ′

2
||tnm − zknm +

µk
nm

ρ′
||22

(6.6)

On remarque que l'on a :

µk
nm = λk

nm − λk
mn

= λk−1
nm − λk−1

mn +
ρ

2
((t[n],k+1

nm + t[m],k+1
mn − t[n],k+1

mn − t[m],k+1
nm )

= µk−1
nm +

2 ∗ ρ
2

(t[n],k+1
nm + t[m],k+1

mn )

= µk−1
nm +

ρ′

2
(t[n],k+1

nm + t[m],k+1
mn )

(6.7)

On peut remarquer que l'on a µk
nm = −µk

mn (de l'agent n). On peut donc ne conser-
ver qu'une variable duale par échange pour chaque agent. Ainsi en remplaçant ρ
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par ρ′ et λ par µ on remarque que la minimisation de xn ne fait intervenir que les
échanges directement dépendant de l'agent (les t[n]nm). Ainsi l'utilisation, le calcul
et le stockage des puissances des vis-à-vis t

[n]
mn n'est plus nécessaire. Ainsi pour

alléger les notations l'échange tnm appartient à l'agent n. De même on n'a besoin
que d'une variable duale par pair de chaque agent. Ainsi contrairement à la version
classique de l'ADMM, seuls les échanges voulus par les agents sont communiqués,
le reste des grandeurs peuvent être déduit de ces valeurs. Ce qui nous permet de
conclure que l'utilisation d'un ADMM sous forme de consensus revient à minimi-
ser (en revenant à une notation de ρ pour le facteur de pénalité et de λ pour la
variable duale souhaitée) :

Tk+1
n =argmin

Tn

gn(pn) +
∑
m∈ωn

γnmtnm

+
∑
m∈ωn

(ρ
2
(tnm −

tknm − tkmn

2
+

λk
nm

ρ
)2
)

t.q. tnm ∈ C

(6.8)

Cas avec les puissances Si les puissances sont des variables, dans le cas du
marché, elles n'ont pas besoin d'être partagées. Ainsi on a donc zn = p

[n]
n . La va-

riable duale associée est donc nulle. Ainsi cela rajoute le terme ||pn − zkn||22. Ce
terme tend vers 0 avec la convergence du problème. Ce terme induit une "inertie"
sur le changement de la valeur de la puissance dû au caractère itératif de la mé-
thode. Ainsi plutôt que de relaxer cette contrainte on peut directement considérer
pn comme la valeur de zn à tout instant.

Dans le cas où l'on rajoute un SO pour gérer d'autres contraintes, on doit faire

un consensus entre l'agent et le SO pour les puissance. Ainsi on a zn = p
[n]
n +p

[SO]
n

2
.

La variable duale vaut λk+1
n = λk

n+ρ(p
[n],k+1
n −zk+1

n ) = λk
n+

ρ
2
(p

[n],k+1
n −p[SO],k+1

n ) du

point de vue de l'agent. Du point de vu du gestionnaire, λk+1
n = λk

n +
ρ
2
(p

[SO],k+1
n −

p
[n],k+1
n ).
Le terme à ajouter dans la fonction coût d'un agent est donc :

||pn − zkn +
λk
n

ρ
||22 = ||pn −

p
[n]
n + p

[SO]
n

2
+

λk
n

ρ
||22 (6.9)

D'un autre côté la fonction coût du gestionnaire est :

∑
n

||pn − zkn +
λk
n

ρ
||22 =

∑
n

||pn −
p
[SO]
n + p

[n]
n

2
+

λk
n

ρ
||22 (6.10)
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Remarque : Si les valeurs duales des puissances sont initialisées à 0 on peut
remarquer que λ

[n]
n = −λ[SO]

n pour toutes les itérations. Ainsi on n'a besoin de
ne conserver qu'une variable duale. Cependant dans une implémentation réelle il
apparait plus logique que chaque agent (dont le SO) calcule sa variable duale et
que seules les puissances soient échangées.

Prise en compte des pertes Les pertes peuvent être partagées d'un côté par
l'agent des pertes qui va les racheter sur le marché et de l'autre sur le SO qui va
déterminer sa valeur physique. On rajoute donc un terme dans la fonction coût

(ploss − zkloss +
λk
loss

ρ
)2. Avec zloss =

p
[0]
loss+p

[SO]
loss

2
et du point de vu du gestionnaire,

λk+1
loss = λk

loss +
ρ
2
(p

[SO],k+1
loss − p

[0],k+1
loss ).

Du point de vue de l'agent des pertes, c'est directement sa fonction coût qu'il
doit optimiser. Cependant du point de vue de SO, la relation suivante doit être
véri�ée p

[SO]
loss = −

∑
n p

[SO]
n .

1.2 Méthode 2

Dans cette version là, on n'utilise pas l'ADMM sous forme de consensus. On va
plutôt dé�nir x comme l'ensemble des variables des échanges et z comme la copie
de ces variables et sur laquelle doit s'appliquer les contraintes d'antisymétrie. Le
problème d'ADMM se resout donc ainsi :

xk+1 = argmin
x

Lρ(x, z
k, yk) (6.11a)

zk+1 = argmin
z

Lρ(x
k+1, z, yk) (6.11b)

yk+1 = yj + ρ · (Ax+Bz − c) (6.11c)

Avec

Lρ(x, z, y) = f(x) + v(z) + yT (Ax+Bz − c) +
ρ

2
||Ax+Bz − c||22 (6.12)

Dans notre cas on a c = 0 et A = −B = I la matrice identité. De plus aucune
fonction coût n'est associée aux z, ainsi v(z) = 0. On utilisera la notation réduite,
ainsi yT (Ax + Bz − c) + ρ

2
||Ax + Bz − c|| = ρ

2
||Ax + Bz − c + yT

ρ
||. Le problème

s'écrit donc :

xk+1 = argmin
x

f(x) +
ρ

2
||x− zk +

yk

ρ
||22 (6.13a)

zk+1 = argmin
z

ρ

2
||xk+1 − z +

yk

ρ
||22 (6.13b)

yk+1 = yj + ρ · (xk+1 − zk+1) (6.13c)
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L'optimisation de z nécessite le fait de respecter la contrainte znm = −zmn.
Ainsi on doit minimiser une somme avec des termes indépendant sauf 2 à deux.
La minimisation devient donc :

ρ

2
||xk+1 − z+

yk

ρ
||22 =

∑
n

∑
m

(xnm − znm +
ynm
ρ

)2

=
∑
(n,m)

(xnm − znm +
ynm
ρ

)2 + (xmn − zmn +
ymn

ρ
)2

(6.14)

En substituant grâce à la contrainte, on obtient qu'il faut minimiser chaque terme
de la forme (xk+1

nm −znm+ yknm

ρ
)2+(xk+1

mn +znm+ ykmn

ρ
)2. Or le minimum d'une somme

de deux polynômes de même coe�cients directeur a son minimum au milieu des
deux minimum. Ainsi on a pour solution :

zk+1
nm =

1

2
(xk+1

nm +
yknm
ρ
− xk+1

mn −
ykmn

ρ
) (6.15)

On peut utiliser cette expression dans le calcul des variables duales :

yk+1
nm = yknm + ρ · (xk+1

nm − zk+1
nm )

= yknm + ρ · (xk+1
nm −

1

2
(xk+1

nm +
yknm
ρ
− xk+1

mn −
ykmn

ρ
))

=
yknm + ykmn

2
+ ρ(

xk+1
nm + xk+1

mn

2
)

= yk+1
mn

= yknm + ρ(
xk+1
nm + xk+1

mn

2
)

(6.16)

La symétrie des variables duales permet de simpli�er le calcul de z.

zk+1
nm =

xk+1
nm − xk+1

mn

2
(6.17)

Le stockage des valeurs de z ne sont pas nécessaire il su�t de remplacer son
expression dans le calcul de x.

2 Démonstration de la résolution directe du mar-
ché Endogène

Cette partie démontre la résolution directe du marché endogène. En enlevant
toute référence au échanges économiques entre les agents, cette partie démontre
aussi la résolution des OPF.
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2.1 Problème global

Les variables de ce problème sont :
� les échanges entre agent tnm ;
� les puissances des agents pn et qn ;
� les variables du réseau : puissance dans les lignes P,Q, les courants (normes)

dans les lignes l et les tensions (normes) sur les bus v.
Pour la résolution de ce problème, on se placera dans un réseau radial. Dans

le cas où l'on cherchera à résoudre un OPF, les variables d'échanges tnm seront
ignorées. Pour rappel le problème à résoudre est donc :

min
T,P

∑
n∈Ω

(
gn(pn, qn) +

∑
m∈ωn

βnmtnm

)
(6.18a)

t.q. T = −tT (6.18b)

(pn, qn) = (
∑
m∈ωn

tpnm,
∑
m∈ωn

tqnm) (µ) n ∈ Ω (6.18c)

(pn, qn) ≤ (pn, qn) ≤ (pn, qn) n ∈ Ω (6.18d)

lb ≤ tnm ≤ ub n ∈ Ωp (6.18e)

Vb ≤ Vb ≤ Vb b ∈ B (6.18f)

lij ≤ lij ≤ lij (δS1−2) (i, j) ∈ L (6.18g)

lijV
2
i ≤ P 2

ij +Q2
ij (6.18h)

Pij = Rijlij −
∑
n∈Nj

pagentn +
∑

m:j−>m

Pjm (i, j) ∈ L (6.18i)

Qij = Xijlij −
∑
n∈Nj

qagentn +
∑

m:j−>m

Qjm (i, j) ∈ L (6.18j)

V 2
i = V 2

j − 2(RijPij +XijQij) + (R2
ij +X2

ij)lij b ∈ B (6.18k)

Sloss =
∑

(i,j)∈L

lijzij (6.18l)

Vref = V0 reference (6.18m)

Pour résoudre on cherche à décentraliser sur les bus. Ainsi on utilise des va-
riables (vecteur) slack yb qui représente les valeurs dont le bus b a besoin pour
résoudre son propre problème. On a donc xi = (tnm, pn, vi, Si, li) ∀i ∈ B, ∀n ∈ Nb,
∀m ∈ ωn et xLoss = (ploss, qloss). On conserve pour la minimisation de x la fonction
coût (6.18a) et les contraintes du côté des puissances : (6.18c)-(6.18e), et du côté
du réseau (6.18f)-(6.18h).

Les variables slacks doivent prendre en compte les autres contraintes, c'est à
dire (6.18b) et (6.18l) pour les puissances et (6.18i)- (6.18k). Ainsi par rapport à
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l'OPF, on rajoute les échanges économique. En posant le Lagrangien suivant :

Lρ(x, z,y) = f(x) + v(y) + µT (Ax+By − c) +
ρ

2
||Ax+By − c||22

= f(x) + v(y) +
ρ

2
||Ax+By − c+

µ

ρ
||22

(6.19)

Dans notre cas on ne vise que des égalités entre les variables de x et y, ainsi
(Ax + Bz − c) revient à faire x − y. Lorsque la variable apparait plusieurs fois,
alors pour chaque copie j on doit faire x− yj.

Le problème d'optimisation est donc :

xk+1 = argmin
x∈Kx

Lρ(x,y
k, µk) (6.20a)

yk+1 = argmin
y∈Ky

Lρ(x
k+1,y, µk) (6.20b)

µk+1 = µk + ρ(xk+1 − yk+1) (6.20c)

On pose pour les variables slacks yi = (tnm, pn, vi, Si, li, tmn, Sc, lc, vAi
) ∀i ∈ B,

∀c ∈ Ci, ∀n ∈ Nb, ∀m ∈ ωn et yLoss = (ploss, qloss, li) ∀i ∈ B∗. On remarque
que les di�érentes minimisations peuvent être séparé sur les di�érents bus i car
toutes les contraintes et fonctions coûts peuvent être séparé sur les bus. En e�et
sur la minimisation de la variable duales les contraintes entre les bus concernent
les copies des variables et chaque bus a les copies dont il a besoin tout comme
c'était le cas lors de l'OPF.

2.2 Problème dual

Le problème dual est le suivant (à noter que par abus de notation on considère
que l'on compte xk+1 autant de fois qu'il a été copié) :

min
ρ

2
||y − xk+1 − µk

ρ
||22

t.q. (6.18b), (6.18l), (6.18i)− (6.18k)
(6.21)

On doit donc minimiser une fonction quadratique de la forme 1
2
yTPy + cTy

soumise à des contraintes d'égalités. Plutôt que de créer une grande matrice de
contrainte tel que Ay = 0 on va séparer le problème en deux parties. La première
sera sur les variables de réseau, on ne conserve que les contraintes (6.18i)- (6.18k)
pour tous les bus et (6.18l) pour un bus �ctif. Cela permet de garder une matrice
dont le nombre de ligne ne varie pas avec les dimensions du problèmes. On résout
donc en utilisant la forme fermée (section 4.3.2). On a donc :

y = H−1cT (6.22)
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avec cT = ρxk+1 + µk et H = (P−1AT (AP−1AT )−1AP−1 −P−1).
La deuxième partie considèrera les échanges. Pour la prise en compte de (6.18b),

on va substituer pour résoudre. On retrouve les mêmes formules que pour l'ADMM

par consensus on a donc t
[y]
nm = t

[x]
nm−t

[x]
mn

2
et µk+1

nm = µk
nm + ρ t

[x]
nm+t

[x]
mn

2
.

Ainsi tout comme pour le marché, on ne stockera pas y pour les échanges. De
plus on conservera les variables du marché (échanges et variables duales associés)
dans des variables à parts.

Pour respecter la contrainte physique des pertes tout en gardant l'équilibre
des puissances pour le marché, la gestion de la variable sloss est particulière. On
ne peut pas faire un consensus entre la physique et le marché parce qu'il ne faut
pas qu'un déséquilibre en puissance implique une augmentation ou diminution des
pertes physiques. Ainsi à chaque pas de temps on dé�nit la fonction coût de l'agent
des pertes pour qu'il soit d'accord avec les pertes physiques. Cependant les pertes
physiques sont directement calculées et ne dépendent pas d'un consensus.

2.3 Problème direct

Le problème directe est le suivant :

min gn(pn, qn, tnm) +
ρ

2
||xk − y +

µ

ρ
||22

t.q. (6.18c)− (6.18e), (6.18f)− (6.18h).
(6.23)

On remarque que dans cette minimisation les variables de réseau (Si, li, vi)
sont complètement indépendant des variables du marché (pn, qn, tnm). On va donc
séparer la résolution en deux parties, H(1)

i sera associé au réseau du bus i, et H(2)
i

sera associé aux variables de marché du bus i. Le xk doit être répété autant de fois
qu'il a été copié, ainsi on a :

H
(1)
i = |Si − Ŝi|2 + |li − l̂i|2 +

|Ci|+ 1

2
|vi − v̂i|2 (6.24)

H
(2)
i =

∑
n∈Ni

gn(pn, qn, tnm) +
ρ

2
|sn − ŝn|2 + ρ

∑
m∈ωn

|tnm − t̂nm|2 (6.25)

La partie de marché correspond à un problème de partage, là où celle de réseau
est identique à celle de l'OPF.

Les variables ĉ représente l'in�uence de yk et µk sur la minimisation de x. On
a de manière générale x̂i = moy(yij) − moy(µij)

ρ
. C'est à dire qu'il faut faire la

moyenne entre la valeur des di�érentes copies et des variables duales associées a�n
de trouver ce terme (comme on le ferait pour ADMM sous forme de consensus).
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Les échanges sont utilisés deux fois (chez l'agent et chez son voisin) qui sont

sur les bus i et j (cela peut être le même bus). On a donc t
[yi]
nm = t

[x]
nm−t

[x]
mn

2
= t

[yj ]
nm.

Ainsi on peut directement calculer t̂nm = t
[y]
nm − µnm

ρ
= t

[x]
nm−t

[x]
mn

2
− µnm

ρ
.

Les puissances des agents sont nécessaires sur le bus où est l'agent et sur le bus

�ctif pour calculer les pertes. Ainsi on a p̂n = p
[yb]
n +p

[yloss]
n

2
− µ

[yb]
n +µ

[yloss]
n

2ρ
.

�
Dans le cas de l'OPF, on n'a pas besoin du bus �ctif. Dans ce cas là
p̂i = pyii + µ[yi]

ρ
pour la puissance du bus i de la méthode OPFADMM.

De même pour la puissance des agents de la méthode OPFADMM2

on a p̂n = pyin + µ
[yi]
n

ρ
pour l'agent n sur le bus i.

Pour le �ux de courant ou de puissance, il faut faire un consensus entre le bus
et son ancêtre. On a donc pour li, Pi et Qi la relation suivante :

ĉi =
c
[yi]
i + c

[yAi
]

i

2
− µ

[yi]
ci + µ

[yAi
]

ci

2ρ
(6.26)

En�n pour les tensions vi il faut réaliser un consensus entre un bus et l'ensemble
de ses enfants. Ce qui donne :

v̂i =
v
[yi]
i +

∑
j∈Ci v

[yj ]
j

|Ci|+ 1
−

µ
[yi]
vi +

∑
j∈Ci µ

[yj ]
vj

ρ(|Ci|+ 1)
(6.27)

2.3.1 Problème de partage

On cherche à minimiser le problème suivant :∑
n∈Ni

gn(pn, qn) +
ρ

2
||sn − ŝn||22 +

∑
m∈ωn

βnmtnm + ρ||tnm − t̂nm||22

s.t lbn ≤ tnm ≤ ubn ∀(n,m) ∈ (Ni, ωn)

(p
n
q
n
) ≤ (pn, qn) ≤ (pnqn) ∀n ∈ Ni

pn =
∑
m∈ωn

tnm ∀n ∈ Ni

(6.28)

Dans le cas où les agents n'ont qu'un seul partenaire commercial, on peut
faire une résolution directe (car pn = tnm dans ce cas). Cependant dans le cas
général on pourra résoudre ce problème avec une ADMM sous la forme de partage
(tout comme on le ferait dans un marché). On peut donc récrire la problème
précédemment ainsi : ∑

n

[∑
m

fnm(xnm) + gn(
∑
m

xnm)
]

(6.29)
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Les contraintes sur les puissances et les échanges sont sur d'autres optimisions.
Ainsi chaque terme de la somme est indépendant. On peut donc résoudre agent
par agent. Selon [90], soit k l'itération globale et j l'itération de cette minimisation,
ti le iime terme du vecteur Tn correspondant au iime échange de l'agent considéré, t
est la valeur moyenne des échanges de l'agent n, et en�n p̃ ≈ pn

Mn
. Pour simpli�er les

notations on n'écrira que la puissance active, mais il faut garder à l'esprit que l'on
a la même chose pour les puissance réactives. La minimisation est indépendante
sur chaque agent n, ainsi on peut résoudre sur chaque agent indépendamment. La
solution (où p̃ = t) est atteinte itérativement en suivant les étapes suivantes pour
chaque agent n :

tj+1
i = argmin

lbn<ti<ubn

(
f(ti) +

ρl
2

∥∥∥ti − tji + t
j − p̃j + µj

∥∥∥2

2

)
(6.30a)

p̃j+1 = argmin
pn<Mnp̃<pn

(
g(Mnp̃) +

Mnρl
2

∥∥∥p̃− µj − t
j+1

∥∥∥2

2

)
(6.30b)

µj+1 = µj + t
j+1 − p̃j+1 (6.30c)

fi(ti) = ρ(ti − t̂ki )
2 + βi · tni

g(Mnp̃) = M2
n · 0.5an · p̃2 +Mnbnp̃+

ρ

2
||Mnp̃− p̂n||22

(6.31)

On remarque que l'on doit réaliser la minimisation de deux fonctions scalaires
de la forme : ∑

j

0.5 · aj · (y − bj)
2 +

∑
j

cj · y (6.32)

La majorité des coe�cients sont constants, en utilisant respectivement les indices t
et p pour les coe�cients des équations précédentes, les coe�cients qui vont changer
selon l'itération globale de l'OPF (k) ou locale (j) sont les suivants :

bt1 = t̂kni (6.33a)

bt2 = tji − t
j
+ p̃j − µj (6.33b)

bp1 = µj + t
j+1 (6.33c)

bp2 =
p̂kn
Mn

(6.33d)
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Et l'ensemble des coe�cients constants sont les suivants :

at1 = ρ (6.34a)

at2 = ρl (6.34b)

ct1 = βni (6.34c)

ap1 = Mn · ρl (6.34d)

ap2 = M2
n · ρ (6.34e)

ap3 = M2
n · an (6.34f)

cp1 = Mn · bn (6.34g)

Sur le bus �ctif le problème à résoudre est le même. La seule di�érence est que
ap3 et cp1 sont nul s'il n'y a pas de fonction coût associée aux pertes.

2.3.2 Solution du problème local OPFADMM

Le problème que l'on cherche à résoudre est le suivant :

argmin
x1,x2,x3,x4

∑
i

x2
i + ĉixi

t.q.
x2
1 + x2

2

x3

≤ k2x4 (γ)

x3 ≤ x3 ≤ x3 (λ)

x4 ≤ x4 (δ)

(6.35)

avec xi = (P,Q, v, l). Le Lagrangien associé est le suivant :

L(x, γ, λ, δ) =
∑
i

(x2
i + ĉixi) + γ(

x2
1 + x2

2

x3

− k2x4)

+ λ(x3 − x3)− λ(x3 − x3) + δ(x4 − x4)

(6.36)

Le problème que l'on cherche à résoudre est strictement convexe, ainsi trouver
l'optimum est équivalent à trouver là où le gradient s'annule. Cela revient à trouver
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la solution au système d'équation suivant :

2x1 + c1 + 2γ
x1

x3

= 0 (6.37a)

2x2 + c2 + 2γ
x2

x3

= 0 (6.37b)

2x3 + c3 − γ
x2
1 + x2

2

x2
3

+ λ− λ = 0 (6.37c)

2x4 + c4 − k2γ + δ = 0 (6.37d)

λ(x3 − x3) = 0 λ ≥ 0 x3 ≤ x3 (6.37e)

λ(x3 − x3) = 0 λ ≥ 0 x3 ≥ x3 (6.37f)

δ(x4 − x4) = 0 δ ≥ 0 x4 ≤ x4 (6.37g)

γ(
x2
1 + x2

2

x3

− k2x4) = 0 γ ≥ 0
x2
1 + x2

2

x3

≤ k2x4 (6.37h)

Pour résoudre on peut faire une distinction de cas en fonction de l'activation
ou non des contraintes.

Contraintes de cone inactive Dans ce cas là on a γ = 0, et il su�t de prendre
le minimum pour chaque xi et de projeter dans l'espace autorisé. Ainsi :

x1 = −
c1
2

x2 = −
c2
2

x3 = min(max(−c3
2
, x3), x3)

x4 = min(−c4
2
, x4)

(6.38)

Si la contrainte (6.37h) est bien respectée, alors l'optimisation est résolue. Sinon

cela signi�e que γ ̸= 0 et que donc x2
1+x2

2

x3
− k2x4 = 0.

Cas avec coe�cients nuls Ce cas est assez particulier et suppose que c1 = c2 =
0. Dans ce cas là on remarque que les deux premières équations donne 2x1,2(1 +
γ
x3
) = 0. Or on sait que que γ ≥ 0 et x3 ≥ 0. Cela implique que l'on a x1 = 0 et

x2 = 0. Si x4 est négatif, il faut imposer x4 = 0 pour que la contrainte de cone soit
respectée. Pour la suite on supposer que les deux coe�cients sont non nuls.
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Flux à une borne Dans cette partie là on considère que x4 = x4 et x3 = x3 ou
x3 = x3. Il nous reste donc 3 équations pour déterminer les valeurs de x1, x2 et γ.

2x1 + c1 + 2γ
x1

x3

= 0 (6.39a)

2x2 + c2 + 2γ
x2

x3

= 0 (6.39b)

x2
1 + x2

2

x3

− k2x4 = 0 (6.39c)

On peut remarque que l'on a c1
x1

= c2
x2
, ainsi on pose p = x1

c1x3
= x2

c2x3
. On peut

utiliser cette nouvelle variable pour simpli�er la dernière équation précédentes.

p2(c21 + c22)x3 − k2x4 = 0 (6.40)

On obtient de la dernière relation que p = ±
√

k2x4

(c21+c22)x3
. Connaissant p on peut

déterminer x1 et x2. On peut véri�er que la solution est valide en calculant δ, λ
pour véri�er qu'ils sont bien positifs.

Dans le cas où la tension n'est pas contrainte, on a λ = 0 ce qui nous permet
d'utiliser l'équation suivante :

2x3 + c3 − γ
x2
1 + x2

2

x2
3

= 0 = 2x3 + c3 − γp2(c21 + c22) (6.41)

De la première équation on a 2pc1x3 + c1 + 2γc1p = 0, ce qui nous permet d'avoir
γ = −2px3+1

2p
. En substituant la valeur de γ on obtient que

2x3 + c3 +
2p2x3 + p

2
(c21 + c22) = 0 (6.42)

On sait que l'on a p2x3(c
2
1 + c22) = k2x4 et que p = K 1√

x3
, (avec K = ±

√
k2x4

(c21+c22)
).

Ce qui nous permet d'écrire avec K ′ = K ∗ (c21 + c22)/2 une constante) :

2x3 + c3 + k2x4 +
K ′
√
x3

= 0 = 2
√
x3

3
+ (c3 + k2x4)

√
x3 +K ′ (6.43)

Cette équation nous donne un polynôme de troisième degré (en fonction de√
x3) à résoudre pour déterminer x3 (dans ce cas là il ne faut garder que les

racines réelles et positives). Une fois que x3 est connu on peut déterminer p puis
x1 et x2.
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Flux libre Dans cette partie on suppose que le �ux n'est pas contraint, donc
δ = 0. On se trouve donc dans les mêmes cas que [59]. Ceci nous permet d'écrire
le système suivant en substituant x4 et γ :

2 +
c1
x1

+ 4
x2
1 + x2

2

k4x2
3

+
2c4
k2x3

= 0 (6.44a)

2 +
c2
x2

+ 4
x2
1 + x2

2

k4x2
3

+
2c4
k2x3

= 0 (6.44b)

2 +
c3
x3

− (x2
1 + x2

2)
2

k4x4
3

− c4
x2
1 + x2

2

x3
3

+
λ− λ

x3

= 0 (6.44c)

Dans le cas où x3 est à une borne, il su�t de substituer p dans une des 2
premières équations pour obtenir :

4(c21 + c22)

k4
p3 + (2

c4
k2x3

+ 2)p+
1

x3

= 0 (6.45)

On peut résoudre ce polynôme du troisième degré pour déterminer la valeur de
p et ensuite en déduire x1 et x2.

Dans le cas où x3 n'est pas contraint, on a λ = 0. Ceci nous permet d'utiliser la
3eme équation. En divisant la 2eme équation par la 3eme (les deux sous la bonne
forme, voir [59] pour la démonstration plus poussée) on obtient :

x3 = −
(c21 + c22)p+ 2c3
2((c21 + c22)p

2 + 2)
(6.46)

En substituant l'expression de x3 dans une des deux premières équations pour
obtenir :

(c21 + c22)
2

k4
p4 +

c21 + c22
k2

(
2c3
k2
− c4)p

3 + (c3 −
2c4
k2

)p− 1 = 0 (6.47)

Cette equation est un polynôme du quatrième degré à résoudre. Comme précé-
demment la détermination de p permet d'ensuite déterminer x3 puis x1 et x2.

Dans tous les cas, les racines sont réelles. Il faut tester pour chaque racine si
la solution proposée respecte bien toutes les contraintes.

3 Recherche des racines

3.1 Polynôme du 3 ème degré

Soit un polynôme de 3 ème degré dé�nit par :

P (x) = x3 + bx2 + cx+ d (6.48)
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Dans toute la thèse, on considère que les coe�cients b, c, d sont réels. En utilisant
un changement de variable z = x+b/3 on peut travailler avec un nouveau polynôme
de la forme P2(z) = z3 + pz + q, avec :

p = −b2/3 + c

q = b/27 ∗ (2b2 − 9c) + d
(6.49)

Un polynôme du 3 ème degré peut avoir soit 3 racines réelles (avec potentiel-
lement une racine double ou triple) ou une racine réelle et 2 racines complexes
conjuguées. Dans le cas d'un polynôme sans second terme, la seule racine triple
possible est z = 0 et correspond au cas p = q = 0. Une fois que les racines en z
ont été déterminées, on trouve les racines en x via la relation suivante :

x = z − b

3
(6.50)

3.1.1 Résolution exacte

En utilisant les formules de Cardan, on peut calculer les 3 racines complexes
du polynômes par les relations suivantes :

zk = uk + vk

uk = jk
3

√
0.5 ∗ (−q +

√
−∆
27

)

vk = j−k 3

√
0.5 ∗ (−q +

√
−∆
27

)

∆ = −(4p3 + 27q2)

(6.51)

Pour évaluer e�cacement les racines, on pourra distinguer di�érents cas selon
le signe de ∆.

Si ∆ est positif ou nul, les solutions sont réelles. Si ∆ = 0, soit p = q = 0 et
dans ce cas là, la racine est triple à z = 0, soit on a p et q non nul. Ce qui implique
que z0 =

3∗q
p
et z1 = z2 =

3∗q
2∗p . Cependant dans le cas non nul, on remarque que l'on

reste obligé de calculer les racines à partir de nombre complexe. Ainsi l'expression
�nales des racines est :

zk = 2

√
−p
3
cos((arcos(

3q
√
3

2p
√
−p

) + 2kπ)/3) (6.52)
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.
En pratique, numériquement on ne trouvera presque jamais ∆ = 0 à
cause des approximations numériques des calculs. Cependant, même si
on ne détecte pas que l'on a une forme particulière, toutes les racines
trouvées seront proches de la solution que l'on cherche. Ainsi cela ne
devrait pas poser de problème particulier.

Si ∆ est négatif, alors une seule racine est réelle et est calculée par z0 = v0+u0.

�
En factorisant par cette racine, on obtient un polynôme du second
degré duquel il est plus simple de déterminer la partie imaginaire et
réelle des racines complexes. En e�et avec cette méthode les calculs
sont entièrement en réel. Dans notre code on dé�nira z′1 = real(z1) =
real(z2) et z′2 = imag(z1) = −imag(z2). Pour toujours renvoyer 3 réels
pour les racines, et un entier pour le nombre de racines réelles (ce qui
permet de déterminer le signe de ∆).

3.1.2 Résolution itérative

L'objectif des di�érentes méthodes itératives est de trouver une racine réelle.
Ainsi on construit une suite xn qui convergera vers une racine. Ensuite on peut
factoriser le polynôme par cette racine pour obtenir un polynôme de degré deux à
résoudre. Deux méthodes ont été testé : la méthode de Newton et celle de Halley.
Les deux méthodes utilise le développement Taylor pour approximer le polynôme.
Pour la méthode de Newton on construit la suite :

xn+1 = xn +
f(xn)

f ′(xn)
(6.53)

et pour la méthode de Halley, c'est la suite suivante qui est utilisé en approximant
xn+1 − xn par f(xn)

f ′(xn)
d'un côté de l'équation :

xn+1 = xn −
2f(xn)f

′(xn)

2f ′(xn)2 − f ′′(xn)f(xn)
(6.54)

Il est possible dans le cas où il n'y a qu'une seule racine que la méthode itérative
parte dans la mauvaise direction (i.e. la tangente mène vers un point d'in�exion
sans qu'il y ait de racine entre ce point et l'initialisation). Dans ce cas là il faut
changer le point d'initialisation. Pour cela on cherchera un antécédent qui change
le signe du polynôme. Ainsi si f(x0) ≥ 0 on cherchera x′

0 tel que f(x′
0) ≤ 0 et

inversement.
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3.2 Polynôme du 4 ème degré

Soit un polynôme de 4 ème degré dé�nit par :

P (x) = x4 + bx3 + cx2 + dx+ e (6.55)

Dans toute la thèse, on considère que les coe�cients b, c, d, e sont réels. En utilisant
un changement de variable z = x+b/4 on peut travailler avec un nouveau polynôme
de la forme P2(z) = z4 + pz2 + qz + t, avec :

p = c− 3b2

8

q = d− bc

2
+

b3

8

t = e− bd

4
+

cb2

16
− 3b4

256

(6.56)

Un polynôme du 4 ème degré peut avoir soit 4 racines réelles, 2 racines réelles
et 2 complexes conjugués ou 2 ∗ 2 racines complexes conjuguées. Une fois que les
racines en z ont été déterminées, on trouve les racines en x :

x = z − b

4
(6.57)

3.2.1 Résolution exacte par Lagrange

Soit un polynôme de 3 ème degré dé�nit par :

R(y) = y3 + 2py2 + (p2 − 4t)y − q2 (6.58)

En posant y1, y2, y3 les racines (réelles ou complexes) de ce polynôme, la
méthode de Lagrange permet de déterminer les racines du polynôme de degré
quatre par l'expression suivante :

z1 = 0.5(
√
y1 +

√
y2 +

√
y3)

z2 = 0.5(
√
y1 −

√
y2 −

√
y3)

z3 = 0.5(−√y1 +
√
y2 −

√
y3)

z4 = 0.5(−√y1 −
√
y2 +

√
y3)

(6.59)

.
La notation

√
y signi�e un nombre qui lorsque qu'il est mis au carré

donne y. Ainsi toutes les racines peuvent être remplacées par −√y. Le
signe dépend de celui de q. En e�et il faut que l'on ait

√
y1 ·
√
y2 ·
√
y3 =

−q. Ainsi si q > 0 il faut remplacer tous les
√
y par −√y.

Plusieurs con�gurations sont possible :
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� R(y) a trois racines positives → P (z) a quatre racines réelles ;
� R(y) a trois racines dont 2 négatives → P (z) a 2 ∗ 2 racines complexes

conjuguées ;
� R(y) a une racine positive et 2 racines complexes conjuguées → P (z) a 2

racines réelles et 2 racines complexes conjuguées.
Comme l'objectif est de trouver les racines réelles, le deuxième cas est directe-

ment résolu. De même dans le premier cas, une application des formules permet
de déterminer directement les 4 racines réelles à partir de réels.

Pour résoudre le dernier cas il faut remarque que la racine du conjugué est
égale au conjugué de la racine d'un nombre. Ainsi dans ce cas là les deux racines
réelles sont les suivantes :

z1 = 0.5(
√
y1 +

√
y2 +

√
y3) = 0.5(

√
y1 + 2 ∗ real(√y2))

z2 = 0.5(
√
y1 −

√
y2 −

√
y3) = 0.5(

√
y1 − 2 ∗ real(√y2))

(6.60)

3.2.2 Résolution exacte par Ferrari

L'idée de cette méthode est de factoriser le polynôme de degré quatre en deux
polynômes de degré deux. On supposera dans la suite que q! = 0 (dans le cas
contraire le polynôme est bicarré donc peut être résolu par un changement de
variable Z = z2). Pour cela on va dé�nir un paramètre λ dont on cherchera à
déterminer une "bonne" valeur. Pour cela on peut remarquer que :

z4 + pz2 + qz + t = (z2 + λ)2 − 2λz2 − λ2 + pz2 + qz + t

= (z2 + λ)2 − [(2λ− p)z2 − qz + λ− t]
(6.61)

A�n de pouvoir factoriser sous la forme d'un produit de deux polynômes on va
chercher à mettre le deuxième terme sous la forme d'un carré. Pour cela il faut
que le deuxième polynôme ait une racine double (c'est à dire que le déterminant
est nul). On cherche donc λ0 tel que :

8λ3
0 − 4pλ2

0 − 8tλ0 + (4tp− q2) = 0 (6.62)

On pose ensuite a0 = 2λ0 − p et b0 = − q
2a0

, ce qui nous permet d'écrire :

(z2 + λ0)
2 − (a0z + b0)

2 = (z2 + λ0 + a0z + b0)(z
2 + λ0 − a0z − b0) (6.63)

Ce qui donne deux polynômes de degré 2 à résoudre, ce qui nous permet de
déterminer les quatre racines du polynôme.

�
Le changement de variable permettant d'éliminer le terme devant le x3

est inutile pour la méthode de Ferrari qui peut être appliquée aussi bien
sur P (x) que sur P2(z). Par contre dans les deux cas il faut véri�er
que le polynôme ne soit pas bicarré pour éviter de réaliser une division
par 0 lors de la factorisation.
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3.2.3 Résolution itérative

La résolution itérative d'un polynôme de degré 4 se fait de la même manière que
lorsque le polynôme de degré 3. Un fois cette racine identi�ée, le polynôme peut
être factorisé. Il faut donc maintenant trouver les racines du polynôme résultant de
degré 3. Ceci peut être fait de manière analytique ou de manière itérative comme
vu précédemment.

.
Contrairement aux polynômes de degré 3, un polynôme de degré 4
n'a pas nécessairement de racines réelles. Cependant dans le contexte
de l'optimisation convexe, on peut montrer qu'une solution existe de
manière certaine. Ainsi dans ce cas là on peut être sûr de l'existence
d'au moins deux racines réelles.

4 Sur la non convergence de l'OPFADMMGPU

Comme il a été présenté dans [115], l'implémentation sur GPU permet de ré-
duire les temps de calcul de l'OPF sur un réseau radial. Cependant il existe di�é-
rents cas où quel que soit le nombre d'itération permis, l'algorithme ne converge
pas. En e�et à partir d'un certain nombre d'itérations, les résidus de la version sur
GPU oscillent sans diminuer.

Pour représenter ce phénomène le cas Matpower 69 n÷uds est utilisé. La repré-
sentation des résidus selon le nombre d'itération est représenté sur la Fig. 6.1. La
représentation sur les premières itérations est représenté sur la Fig. 6.2. On peut
remarquer que les résidus sont identiques entre la version sur CPU et sur GPU
sur les 150 premières itérations. Ceci démontre que le problème ne vient pas spé-
ci�quement d'un problème dans le cas d'étude (dans ce cas cela devrait diverger
dès le début). Il semblerait plutôt qu'une des étapes ne se passe pas de la même
manière sur CPU et sur GPU. Dans le cas où le GPU arrive à converger, les résidus
sont identiques que l'implémentation soit sur CPU et sur GPU.

Les étapes de communications, de mise à jour global (calcul de y) ou du cal-
cul de Ĉ sont des opérations élémentaires (addition, soustraction, multiplication,
division). Les divisions ne sont qu'avec des diviseurs constants (ρ ou 1 + |Ci| par
exemple). Ainsi aucunes de ces opérations ne devraient causer ce genre d'insta-
bilité. En e�et même si les résultats ne sont pas exactes, cela pourrait empêcher
les résidus de diminuer trop bas mais cela ne devrait pas causer de comportement
oscillatoire.

Ainsi il est plus probable que le problème provienne du calcul de x, et plus
particulièrement du calcul de (Pi, Qi, li, vi). En e�et pour calculer ces termes il
faut faire une distinction de cas en fonction de racines de polynômes. Or le calcul
exacte de racines demandent de réaliser des opérations complexes (dans le sens
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Figure 6.1 � Résidus dans le cas MatPower 69 bus (avec racines carrés en simple
précision)

où ce ne sont pas juste des additions, multiplication etc... mais plutôt des racines
cubiques, des opérations trigonométriques...). Ainsi selon les valeurs des racines
les valeurs de x peuvent être complètement di�érentes avec des contraintes actives
ou non.

En utilisant que des calculs en double précision sur GPU (ce qui est temporel-
lement très peu e�cace) lors du calcul des racines des polynômes, une convergence
peut être atteinte sur le cas Matpower 69.

Cependant en testant sur des cas aléatoires, il apparait que la méthode OP-
FADMMGPU continue d'avoir des problèmes pour converger sur certains cas.
La méthode OPFADMMGPU2 convergent mieux, mais il existe des cas où la
méthode ne convergent pas non plus.
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