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Résumé : Dans les phases de conception, d'op-
timisation ou de maintenance prédictive, les in-
génieurs sont amenés a tester diverses confi-
gurations de chargement, de géométrie ou de
propriétés matériaux pour construire des mé-
tamodeles, effectuer des analyses de sensibi-
lité ou ajuster des parameétres incertains. Pour
ce faire, des appels répétés a des modeles
numériques sont requis afin de résoudre un
grand nombre de problemes physiques sem-
blables. Cependant, une telle démarche peut
entrainer un colt de calcul prohibitif, surtout
dans un cadre multiphysique — au cceur des
études réalisées aujourd’hui dans les industries
de pointe. En effet, chaque simulation com-
porte alors des millions de degrés de liberté,
et doit intégrer plusieurs physiques ainsi que
leurs interactions mutuelles. Dans ce contexte,
cette thése propose une stratégie de calcul

performante pour résoudre de nombreux pro-
bléemes multiphysiques similaires. La stratégie
développée repose sur l'association de la mé-
thode LATIN-PGD et d’'un processus dinitiali-
sation qui tire partie des calculs précédem-
ment réalisés pour aborder un nouveau jeu
de parametres. En particulier, une base réduite
est construite indépendamment pour chaque
physique; chacune de ces bases est réutili-
sée et enrichie au fil des calculs lorsque cela
s'avere nécessaire. Les performances de la mé-
thode sont illustrées sur un cas test thermo-
mécanique fortement couplé de taille repré-
sentative. Une étude paramétrique compléte,
comportant une centaine de résolutions, est ac-
célérée d'un facteur 5 par rapport a une appli-
cation naive de la méthode LATIN-PGD, et d'un
facteur 45 comparé a une approche monoli-
thique classique.

Title: A model-order reduction approach for the solution of parametrized strongly-coupled mul-

tiphysics problems

Keywords: Reduced-order modeling, Multiphysics, Parametric problems, LATIN-PGD

Abstract: During design, optimization or pre-
dictive maintenance stages, engineers need to
test various configurations of loading, geome-
try or material properties in order to build me-
tamodels, perform sensitivity analyses or ad-
just uncertain parameters. Repeated calls to
numerical models are then required to solve
numerous related physical problems. Howe-
ver, such an approach can lead to prohibitive
computational costs, especially in a multiphy-
sics framework, which is a major focus of to-
day's studies in cutting-edge industries. Indeed,
each simulation involves millions of degrees of
freedom, and must encompass several physics
and their mutual interactions. In this context,
this thesis proposes a computational strategy
for efficiently solving many similar multiphysics

problems. The developed approach is based
on the combination of the LATIN-PGD solver
and an initialization procedure that takes ad-
vantage of previously performed calculations
to tackle a new set of parameters. More spe-
cifically, a reduced-order basis is built indepen-
dently for each physics; each basis is then reu-
sed and enriched throughout the calculations
when deemed necessary. The performances of
the method are illustrated on a test case of
representative size involving a strong thermo-
mechanical coupling. A complete parametric
study, involving around a hundred resolutions,
is accelerated by a factor of 5 compared with
a naive application of the LATIN-PGD method,
and by a factor of 45 in comparison with a
conventional monolithic approach.
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Notations

Grandeurs mécaniques

Vecteur déplacement

=

Tenseur des déformations linéarisées

Tenseur des contraintes de Cauchy

A9

Tenseur d’élasticité de Hooke

Coefficients de Lamé

&
©

Grandeurs thermiques

Température a I’état initial non déformé
Incrément de température par rapport a Ty
Gradient de la température

Vecteur flux de chaleur

Conductivité thermique

Masse volumique

o B |8 | ca§

Capacité thermique massique

Grandeurs de couplage thermomécaniques

a Coefficient de dilatation thermique linéique

p Coefficient de couplage ; f = a(2u+3A) en 3D

Grandeurs associées a la méthode LATIN-PGD

o~

Una Quantités relatives a I'étape couplée de l'itération n + 1
P Quantités relatives a I'étape découplée de I'itération n + 1

AY, Azh Espace des solutions mécaniques (resp. thermiques) admissibles ; A, = All\l/[ X Azh

r Espace des solutions des relations de comportement couplées

E* E- Directions de recherche de montée et de descente

sM gTh Ensemble des champs mécanique (resp. thermiques) recherchés; s = (sM, sTh)
u;, 0; i-eme fonction spatiale mécanique (resp. thermique)

n Indicateur de convergence



Grandeurs associées aux études paramétriques

U

D cRP

D(Ei)

Ensemble de p parameétres
Domaine de variation des p parametres

Quantité associée au i-eéme jeu de parametres f;

Grandeurs mathématiques

QcR4 Domaine spatial, d = 2,3
0Q Frontiére du domaine Q
0.Q Portion de la frontiere 0Q2 sur laquelle la quantité e est imposée
n Vecteur normal unitaire sortant a 02
IcR* Intervalle temporel
L£2(Q) Espace des fonctions de carré intégrable sur Q
HI(Q) Espace des fonctions £2(Q) et de gradient £2(Q)
U, Uy Espace des champs de déplacements admissibles (resp. a zéro)
T, To Espace des champs de température admissibles (resp. a zéro)
O~ Fonction test associée a la quantité []
Opérateurs
div Opérateur de divergence
\Y% Opérateur de gradient
Produit scalaire
Produit doublement contracté
Tr Opérateur de trace
Ot Transposée de []
ddo . L
T [1 Dérivée temporelle de [
1. Norme de [] au sens de 'opérateur
Acronymes
(M)EF (Méthode) des Eléments Finis
PGD Proper Generalized Decomposition
POD Proper Orthogonal Decomposition
ROM Reduced Order Modeling
TCP Thermoelastic Coupling Parameter



Introduction

Contexte

Problemes multiphysiques. Les défis sociétaux et techniques auxquels doivent aujourd hui
répondre les ingénieurs impliquent la conception, la compréhension et I'optimisation de
systemes d'une complexité de plus en plus importante. En particulier, le fonctionnement de
la plupart des dispositifs technologiques modernes fait intervenir de fagon simultanée des
phénomenes physiques de différentes natures; on parle alors de systemes multiphysiques.
Les départements de recherche et développement des entreprises de haute technologie sont
souvent structurés en bureaux d’études, dont chacun est spécialisé dans I’étude approfondie
d’une discipline : mécanique des solides ou des fluides, thermique, chimie, compatibilité élec-
tromagnétique... Cependant, dans de nombreuses applications, ces phénomenes physiques
ne coexistent pas simplement au sein d’'un méme systeme, mais interagissent entre eux. De
tels exemples, balayant volontairement des domaines d’application variés, sont illustrés en
Figure 1 et détaillés ci-apres.

— Le fonctionnement du cceur (Figure 1a) permet I’écoulement du sang (mécanique des
fluides) au sein de |'organisme grace a un mouvement de pompage résultant de la
contraction des muscles cardiaques. Ce mouvement est controlé par une interaction
complexe entre des processus chimiques (chimie) et des signaux électriques (électri-
cité) al’échelle cellulaire, qui sont impactés en retour par la déformation des tissus
biologiques (mécanique) [QUARTERONI et al., 2017]. La construction d’'un modele nu-
mérique complet et réaliste du coeur, décrivant les interactions quiy ont lieu et prenant
en compte les spécificités de chaque patient, constitue un enjeu important de la re-
cherche médicale et fait actuellement I’objet de plusieurs projets ambitieux, comme
I'ERC iHeart' ou le projet Living Heart” de Dassault Systémes. Un tel modele permet-
trait a terme de guider le choix de traitements, ainsi que de concevoir et tester en toute
sécurité des dispositifs médicaux tels que des pacemakers.

— La poussée nécessaire au déplacement d’'un véhicule spatial résulte de I’écoulement
des gaz d’échappement (mécanique des fluides) briilants et a des vitesses supersoniques
a travers une tuyere (Figure 1b) qui se déforme (mécanique) sous 'action des fortes
variations de pression [KUHL et al., 2002]. Par ailleurs, les conditions de température
extrémes (thermique) ainsi que des réactions chimiques (chimie) peuvent engendrer

1. https://iheart.polimi.it/en/home/
2. https : / / www . 3ds . com / products-services / simulia / solutions / life-sciences-healthcare /
the-living-heart- project/


https://iheart.polimi.it/en/home/
https://www.3ds.com/products-services/simulia/solutions/life-sciences-healthcare/the-living-heart-project/
https://www.3ds.com/products-services/simulia/solutions/life-sciences-healthcare/the-living-heart-project/
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I’érosion de la surface de la tuyere, impactant en retour I'écoulement des gaz et donc la
poussée fournie [Z1ANG et al., 2009].

— Le passage d'un courant électrique (électricité) dans un dispositif d’électronique de
puissance (hacheur, onduleur... — voir Figure 1c) engendre des pertes sous forme de
chaleur (thermique) qui, du fait de la disparité importante des propriétés matériaux
au sein du systeme, entrainent des contraintes pouvant initier et propager des fissures
(mécanique). Cet endommagement influence a son tour le comportement électrique
et thermique [DEDE et al., 2014]. Les modules d’électronique de puissance sont des
composants essentiels au sein de systemes électriques variés, dont 'utilisation est en

pleine expansion dans le contexte de la transition énergétique.

(a) Secteur biomédical : (b) Secteur aérospatial : (c) Secteur de I'énergie : module d’élec-

cceur humain * tuyere de fusée tronique de puissance ’

FIGURE 1 « Exemples de systemes complexes multiphysiques

Dans chacun de ces systemes complexes — industriels ou biologiques — l'interdépen-
dance entre des phénomenes physiques différents est cruciale. Par exemple, [BLADES et al.,
2012] montrent qu’en plus du chargement induit par I’écoulement des gaz sur la tuyere,
causant sa déformation, il est essentiel de tenir compte de I'impact de cette déformation sur
I’écoulement du fluide. Le probléme multiphysique est alors dit fortement couplé.

Problemes paramétrés. Dans de tels systemes complexes, certains parametres demeurent
mal connus. Cela peut étre le cas de propriétés matériaux (difficilement identifiables ou que le
fabricant ne peut pas garantir de maniere exacte), de caractéristiques géométriques variables
(potentielle conséquence du procédé de fabrication), ou encore des conditions aux limites
qui doivent traduire les relations du systéme avec son environnement. A titre d’exemple,
la Figure 2a représente les valeurs de module d’Young mesurées expérimentalement par
[KariMI et al., 2013] sur 14 arteres coronaires humaines, irrigant le cceur. Il a été conclu
que ces artéeres présentent un module d’élasticité physiologique de 1.48 + 0.24 MPa, ce

3. Crédits photo : Politecnico di Milano. Source : Healthcare-in-Europe.com
4. Crédits photo : NASA. Domaine Public. Source : Wikimedia Commons
5. Source : Econ Engineering


https://healthcare-in-europe.com/en/news/iheart-mathematics-cardiac-research.html
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:RS-68_rocket_engine_test.jpg
https://econengineering.com/en/blog/multiphysics-analysis-of-power-electronic-module/

qui représente une variabilité de +16% par rapport a la valeur moyenne. L'impact de cette
variabilité sur diverses quantités d’intérét a été étudiée par [SEO et al., 2020]. En particulier,
un écart-type de 17% est obtenu sur la déformation des parois vasculaires de différentes
branches de 'artere coronaire gauche (voir ). La conception d'un pacemaker se doit
de prendre en compte ces incertitudes.
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Module d’Young E [MPa] Branche de I'artere
(a) Modules d’élasticité E mesurés sur 14 artéres  (b) Moyennes et écarts-types sur la déformation
coronaires, d’apres les résultats de [KARIMI de la paroi résultant de l'incertitude sur E,
etal., 2013] adaptés de [SEO et al., 2020]

FIGURE 2 ¢ Variabilité du module d'Young de I’artére coronaire mesuré expérimentalement
et son influence sur une quantité d’'intérét

De maniere alternative, la phase de conception d'un systeme industriel s’accompagne de
nombreuses contraintes liées a un cahier des charges de plus en plus exigeant afin de satisfaire
les performances attendues, potentiellement en différents points de fonctionnement, tout
en respectant les normes en constante évolution. Ce processus rend nécessaire le recours a
des méthodologies d’optimisation, dont le but est de trouver la combinaison de parameétres
offrant des performances optimales sous certaines contraintes. La encore, des parametres
géométriques ou matériaux sont amenés a varier.

Afin d’appréhender les répercussions de la variabilité de parametres dans ces deux si-
tuations (variabilité imposée dans le cas de parametres incertains ou voulue au cours d'une
démarche d’optimisation), la simulation numérique apparait comme un outil puissant pour
explorer a moindre frais un grand nombre de combinaisons possibles. Un modéle numérique
devient méme indispensable lorsqu'’il est difficile de reproduire fidelement les conditions de
fonctionnement réelles en laboratoire, comme pour la tuyere de fusée. Ces résultats numé-
riques peuvent ensuite alimenter un métamodele, sous la forme d’une surface de réponse
par exemple, ou servir a I’apprentissage d'un réseau de neurones, permettant d’évaluer de
maniere quasi-instantanée I'influence de parametres sur une quantité d’intérét.

Verrou : temps de calcul. La mise en place d'une démarche d’optimisation, de recalage
de parametres incertains ou la construction d’'un abaque virtuel nécessite de nombreux
appels au modele numérique. Cela peut rapidement mener a des temps de calcul prohibitifs,
particulierement lorsque le cotit d'une unique résolution est déja élevé. C’est notamment
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le cas lors de simulations multiphysiques 3D, non-linéaires, sur des géométries complexes
comptant plusieurs millions de degrés de liberté et/ou avec un intervalle temporel d’étude
discrétisé finement.

Par exemple, la simulation tri-dimensionnelle d'un module de puissance (tel qu’en
) avec 3.83 millions de degrés de liberté et tenant compte du couplage électro-
thermique nécessite environ 12 minutes par pas de temps; la simulation complete de 50
cycles de chargement, chacun discrétisé avec 30 pas de temps, demanderait ainsi environ
300 heures de calcul [SCHULER, 2023]. Par ailleurs, un calcul d’interaction fluide-structure
simulant une partie de la séquence de démarrage de 'un des moteurs principaux de la na-
vette spatiale américaine est présenté dans [BLADES et al., 2012]. Avec une discrétisation
extrémement fine de l'intervalle temporel (de I'ordre de 107%s) etun maillage comptant 12.34
millions d’éléments, la simulation d'une durée de 0.02s a nécessité environ 22000 heures de
temps CPU (réalisées sur 128 coeurs de calcul). Par conséquent, des stratégies performantes
sont indispensables pour aborder des démarches demandant de nombreuses évaluations du
modele numérique pour des valeurs de parametres différentes.

C’est dans ce contexte que s’inscrivent les travaux présentés dans ce manuscrit, qui
portent sur la résolution numérique efficace de multiples problemes multiphysiques forte-
ment couplés dépendant de parametres.

Positionnement des travaux

Deux leviers d’action apparaissent logiquement pour diminuer les cofits de calcul. D’'une
part, on peut chercher a réduire le nombre d’appels au solveur. C’est ce que tentent de
faire les algorithmes d’optimisation ou les stratégies de tirages « intelligents » de points dans
I'espace paramétrique (par exemple avec la méthode Latin Hypercube Sampling). Cet axe
n’est pas exploré dans ce travail; on supposera que les calculs a réaliser nous sont imposés.
D’autre part, on peut jouer sur la réalisation efficace des calculs nécessaires; c’est sur cet
aspect que se concentrent ces travaux de these, en utilisant des techniques de réduction de
modele (Reduced Order Modeling (ROM) en anglais).

Réduction de modele. Les méthodes de ROM [CHINESTA et al., 2017; BENNER et al., 2021a]
permettent de tirer parti de la redondance d’informations présentes dans la physique du
probléme et s’averent donc particulierement intéressantes pour la résolution d’équations
aux dérivées partielles paramétrées. Ces méthodes consistent a rechercher une solution
approchée du probleme initial de grande dimension dans un espace de dimension beaucoup
plus faible, et ce avec une perte d'information négligeable.

Plusieurs approches existent pour construire une base générant un tel espace réduit. Les
méthodes basées sur la Proper Orthogonalized Decomposition (POD) [CHATTERJEE, 2000]
se caractérisent par une phase d’apprentissage durant laquelle quelques solutions haute-
fidélité, appelées snapshots, sont calculées pour certaines configurations de parametres.
Dans ces méthodes, le choix des snapshots est crucial. Lautomatisation de leur sélection a été
proposée dans la méthode Reduced Basis (RB) [MADAY & RoNQUIST, 2002] au moyen d'un



algorithme glouton. La base d’ordre réduit, construite par 'une de ces approches, est ensuite
exploitée dans un second temps pour trouver a moindre cott des solutions au probléme
initial pour un nouvel ensemble de parametres a I'aide de techniques de projection [BENNER
etal., 2021a]. Des applications récentes a des problémes multiphysiques incluent [BALLARIN
et al., 2024; LARION et al., 2020].

Alinverse, la méthode Proper Generalized Decomposition (PGD) [CHINESTA et al., 2014]
construit la base a la volée, en méme temps que la résolution du probléme. Cette méthode
s’affranchit donc de toute phase d’apprentissage, potentiellement cotteuse, et du délicat
choix de snapshots. Pour ces raisons, et compte tenu des nombreux travaux qui lui ont été
consacrés au laboratoire LMPS, cette derniere approche est privilégiée dans ces travaux.

Pour résoudre un probléme paramétré avec la méthode PGD, deux approches sont envi-
sageables. La premiere, dite multi-dimensionnelle, se base sur la décomposition canonique
d’'un tenseur et consiste a traiter les parametres comme des variables supplémentaires dans
la décomposition a variables séparées. Cette technique, qui permet de s’affranchir de la « ma-
lédiction de la dimension », a fait ses preuves dans de nombreux exemples, e.g., [CHINESTA
etal,, 2010; PRULIERE et al., 2010a], y compris dans un contexte multiphysique [QIN et al.,
2016b]. La seconde approche consiste a construire une décomposition espace-temps pour
chaque valeur de parametre, en réutilisant et enrichissant la base réduite au fil de I'étude
paramétrique [NERON et al., 2015]. Cette stratégie se situe a mi-chemin entre la PGD multi-
dimensionnelle, qui fournit un modele réduit pour I’espace des parametres entier en un seul
calcul, et les approches basées sur la projection sur une base réduite pré-calculée.

Solveur multiphysique. Dans le cadre de cette theése, chaque jeu de parameétres implique la
résolution d'un probleme multiphysique fortement couplé, i.e., tel qu’aucune physique ne
peut étre résolue indépendamment des autres, nécessitant d’avoir recours a des stratégies
particulieres. Classiquement, un tel probleme peut-étre résolu soit de maniere monolithique,
c’est-a-dire en assemblant et en résolvant simultanément I'’ensemble des équations couplées
a chaque pas de temps a I'aide d’un solveur dédié, ou de facon partitionnée en traitant les
physiques indépendamment [FELIPPA et al., 2001]. Dans ce dernier cas, le défi réside bien
entendu dans la communication entre physiques pour correctement prendre en compte
le couplage. Afin d’appliquer la méthode de réduction de modele par PGD, qui nécessite
de manier des quantités définies sur I'intervalle temporel entier, ces méthodes classiques
résolvant un pas de temps apres I'autre ne peuvent pas étre utilisées directement.

Une approche alternative se base sur la méthode LATIN [LADEVEZE, 1999], adaptée a la ré-
solution de problemes multiphysiques par le concept d’interface entre physiques [DUREISSEIX
etal., 2003b; NERON & DUREISSEIX, 2008b]. La solution du probléme couplé y est construite
par une procédure itérative en cherchant alternativement des solutions aux relations de
comportement couplées et aux équations d’équilibre monophysiques. Cette approche peut
s’apparenter aux méthodes de partitionnement précédemment évoquées dans la mesure ou
les physiques sont traitées séparément, mais elle s’en distingue néanmoins en résolvant des
problemes définis sur tout le domaine espace-temps. Cette particularité permet d’'intégrer
naturellement la méthode PGD, qui peut étre appliquée indépendamment a chaque phy-
sique. La flexibilité offerte lors de la construction des bases réduites, ainsi que I'expertise du
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laboratoire LMPS pour I'utilisation de cette méthode a la fois dans le cadre de problemes
multiphysiques et mécaniques paramétrés (e.g., [HEVYBERGER et al., 2013; SCANFF et al., 2022])
motivent son choix pour proposer une stratégie de résolution efficace pour des probléemes
multiphysiques paramétrés, capable de fournir une réponse précise et rapide a une variation
des parametres.

Organisation du manuscrit

Dans cette these, on propose une approche par modeles réduits pour la résolution
de problemes paramétrés avec un couplage multiphysique fort, fondée sur la méthode
LATIN-PGD. Afin de présenter les travaux réalisés, ce manuscrit s’articule autour de quatre
chapitres :

— Le dresse un état de I'art des outils nécessaires a la résolution de problémes
multiphysiques paramétrés au moyen de méthodes de réduction de modele, qui
seront successivement introduits et développés. Parmi les différentes approches pos-
sibles pour traiter des problemes paramétrés, nous nous focalisons sur les approches
de ROM, fournissant une solution riche a un cott réduit. Une revue bibliographique
générale des méthodes de ROM les plus courantes nous conduira vers le choix de la mé-
thode PGD espace-temps. Enfin, les principales techniques pour résoudre un probleme
multiphysique couplé seront détaillées, tout en portant une attention particuliere a leur
utilisation au sein de stratégies de ROM. En particulier, parmi les différentes approches
envisageables pour utiliser la méthode PGD, nous nous concentrerons sur la méthode
LATIN, dont nous exposerons les grands principes et les développements antérieurs
dans le cadre multiphysique.

— Le se focalise sur 'exemple de la thermo-élasticité linéaire fortement
couplée, sur lequel est illustrée la stratégie générale développée dans ce manuscrit. Les
hypotheses ainsi que les équations qui régissent ce probléme d’évolution couplant deux
physiques seront rappelées en se basant sur un formalisme thermodynamique. Ces
équations seront ensuite discrétisées par la méthode des éléments finis puis résolues
par une approche monolithique classique, dont 'implémentation sera validée sur un
benchmark courant en thermo-élasticité. Nous présenterons également la plateforme
collaborative dans laquelle les développements numériques de cette these ont été
intégrés, et en particulier son extension a un cadre multiphysique générique.

— Le détaille la méthode LATIN-PGD pour les problemes multiphysiques
et son application au probleme de thermo-é€lasticité. Le formalisme particulier de la
méthode permet naturellement d’appliquer la réduction de modele par PGD indé-
pendamment a chaque physique, en utilisant les mémes routines numériques pour
chacune. En se basant sur la méthodologie proposée initialement dans [DUREISSEIX
et al., 2003b], seules les inconnues primales de chaque physique sont recherchées sous
une forme a variables séparées. Une premieére illustration sur un cas test académique
est présentée afin de valider I'implémentation et d’observer I'influence du choix d'un



parametre numérique clé de I'algorithme, ainsi que de la force du couplage. Pour finir,
une analyse détaillée des performances de la méthode lors d'un calcul associé a un jeu
de parametres est fournie sur un cas test de taille représentative.

Le combine le solveur multiphysique introduit au chapitre précédent a
Iapproche PGD espace-temps pour résoudre des problemes paramétrés. Cette der-
niere approche a été jusqu’alors exploitée uniquement pour des problemes monophy-
siques. La stratégie développée dans ce chapitre permet ainsi de générer efficacement
un modele réduit multiphysique sur un espace de parametres. Dans un premier temps,
les similarités entre solutions associées a des valeurs de parametres différentes, qui
motivent’approche mise en ceuvre, seront mises en lumiere dans le cas d'un parametre
matériau influencant le couplage. Des développements originaux exploitent la modu-
larité offerte par le solveur LATIN-PGD multiphysique pour cibler I'enrichissement
de la solution selon les physiques lors du parcours de I'espace des parametres. Des
illustrations basées sur les deux cas tests introduits au chapitre précédent mettront en
avant les points forts de I'approche proposée. En particulier, une réduction de temps
de calcul significative est observée par rapport a une approche naive dans une étude
a deux parametres matériau portant sur le cas test quasi-industriel a plus de deux
millions de degrés de liberté.

Les conclusions et perspectives de ce travail sont présentées dans une derniére section.
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Etat de I'art sur la résolution de problémes
multiphysiques couplés paramétrés

Ce chapitre dresse un état de l'art des outils mathématiques et numériques
pour la résolution efficace de problemes paramétrés multiphysiques. Parmi les
manieres d'aborder un probleme dépendant de parametres, on présente tout
particulierement les techniques de réduction de modele couramment utilisées
en mécanique. Les spécificités de la résolution des problemes multiphysiques
fortement couplés, sur lesquels porte ce manuscrit, sont ensuite abordées. Enfin,
les travaux de la littérature appliquant la réduction de modele a ces problemes
multiphysiques (potentiellement paramétrés) sont recensés.
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Chapitre 1. Etat de P'art — résolution de problémes multiphysiques couplés paramétrés

1 Résolution de problémes paramétrés

Loptimisation d'une conception [ABISSET-CHAVANNE & CHINESTA, 2013; NACHAR et al.,
2020b; DeEMO et al., 2020], I'identification de parametres incertains a partir de données
expérimentales [NADAL et al., 2015; LARION et al., 2022], le controle en temps réel basé sur
la synergie entre simulations et mesures I [GHNATIOS et al., 2012; MARCHAND et al., 2016;

Rusio et al., 2019], ou encore la construction d’abaques virtuels [L.U et al., 2018; VITSE
et al., 2019] constituent des thématiques majeures en ingénierie. Toutes ces problématiques
conduisent a la résolution répétée d'un méme probleme pour un grand nombre de variables
d’entrée ou de configurations; c’est ce qu'on qualifiera de probléme paramétré. Des stratégies
dédiées, abordées dans cette section, sont alors requises pour maintenir un cotit de calcul
acceptable voire satisfaire la contrainte de réponse en temps réel. Les différentes approches
résultent d'un compromis entre richesse de la solution obtenue et cofit de calcul.

1.1 Ecriture générique d’un probléme paramétré

Soit un domaine Q c R? (d = 2,3) supposé borné et régulier, de frontiére (), et soit un
intervalle temporel I ¢ R*. On s’'intéresse a la solution u d’'un probléeme satisfaisant une
équation aux dérivées partielles représentative du probléme physique étudié. En général, le
champ urecherché dépend de la variable spatiale x € 2, du temps ¢ € I et d'un certain nombre
de parametres p = {1, p2, ... iy} € DcRP, o D = D) x ... x D), désigne leur domaine borné
de variation. Ces parametres englobent toute donnée susceptible de modifier la solution du
probleme de référence : caractéristiques matériaux, données de chargement, parametres
géométriques, etc. Le champ solution est donc de la forme : u = u(x, t; y).

Probleme paramétré. Le champ u(x, t; u), recherché dans un espace fonctionnel adapté
W, est la solution d'un probleme s’écrivant de maniere générique :

Lu, t;p) =0, (1.1)

avec des conditions initiales u(x, t = 0; u) = up(x; 1) et des conditions aux limites adaptées.
Dans le cas ou L représente une équa?ion aux dérivées partielles du second ordre, on a
W cHYHQ), ot H!(Q) désigne I'espace de Sobolev des fonctions de carré intégrable sur Q et
dont le gradient est de carré intégrable.

La solution exacte du probleme (1.1) dans I'’espace de dimension infinie )V est généra-
lement hors de portée. Une approximation en est alors classiquement recherchée dans un
espace WWj, < VW de dimension 7 finie, construit par la méthode des éléments finis (MEF).

Résolution directe du probleme paramétré. Une approche directe (également dite de
« force brute »), qui consiste a résoudre indépendamment les problemes pour chacun des
jeux de parametres p, conduit rapidement a un cotit de calcul prohibitif. En effet, sil’on note :

— ny le nombre de degrés de liberté spatiaux du probleme,

1. On parle de Dynamic Data Driven Applications Systems (DDDAS)
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— nyle nombre d’instants temporels dans 1,

— nplenombre de points utilisés pour discrétiser chaque parameétre u; dans son intervalle
D, associé, avec i ={1,..., p},

alors 'utilisation d'une approche directe conduirait a la résolution de n; x (n,)” problemes
éléments finis de taille n, x n,. Le nombre de degrés de liberté n, pouvant étre grand, de
'ordre de plusieurs millions pour les problémes industriels, le temps de calcul associé a cette
approche est rédhibitoire. De plus, le cotit de calcul augmente de facon exponentielle avec le
nombre p de parameétres; on parle de « malédiction de la dimension ».

Des lors, des stratégies de calcul permettant de pallier ce verrou sont nécessaires. Elles
résultent d'un compromis entre précision (par rapport a la solution directe qualifiée de haute
fidélité), cotit de calcul, et richesse de I'information fournie en sortie. Les approches détaillées
dans les sections suivantes correspondent a des choix différents au sens de ce compromis et
répondent a des besoins différents.

1.2 Résolution a’'aide de modeles de substitution

Une premieére approche, lorsqu’on ne s’intéresse qu’a certaines grandeurs de sortie claire-
ment identifiées, consiste a s’appuyer sur des modeles de substitution (ou métamodeles) qui
peuvent étre vus comme des « boites noires » remplacant le probleme de départ. Une fois
construit, ce métamodele peut étre utilisé en temps réel par I'ingénieur et fournit la valeur
des quantités d’intérét scalaires associées a un nouveau jeu de parametres d’entrée u* € D.
On distingue donc une phase offline durant laquelle le modele de substitution est construit,
de son utilisation intensive online, comme schématisé sur la Figure 1.1.

@ Tirage ini- | @ Evaluation | @ Construction
tial dans D {iti=1,.,n| des réponses y; {( Wi J’i)} du métamodele
Y — i
rHj l M
- o T T T T Ao [ -7 e -
: . . non iy sl
» @ Enrichissement =-------- —._Convergence? -
. oui
@ Offline
o,
® Online

FIGURE 1.1 « Représentation schématique du processus d’élaboration offline et d’utilisation
online d'un métamodele

On propose dans la suite un bref apercu des étapes de construction d'un métamodele,
listées dans la Figure 1.1, et des méthodes les plus communément utilisées, sans viser I’ex-
haustivité. Pour des informations plus détaillées, on pourra par exemple se référer a 'ouvrage
de [FORRESTER et al., 2008].
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Construction du métamodele. La construction du métamodele nécessite quelques évalua-
tions de la quantité d’intérét scalaire, que I'on notera y € R, pour certains points y; € D dans
I'espace des parametres. La premiére étape (numérotée @ sur la Figure 1.1) consiste a choisir
judicieusement un ensemble de jeux de parametres {,u,-}i:l’__”  dans I'espace D. Pour que ce
tirage initial permette de construire un modele de substitution représentatif de la quantité
d’intérét a approximer, tout en maintenant un cott de calcul raisonnable, il est essentiel
de couvrir au mieux I'espace D avec un minimum de points. Une multitude de stratégies
d’échantillonnage existent dans la littérature, dont les plus connues sont les méthodes de
type plans d’expériences (Design of Experiments) [MVYERS et al., 2016] et la technique Latin
Hypercube Sampling (LHS) [M CKAY et al., 1979].

L'étape suivante (@ sur la Figure 1.1) nécessite 'appel a un solveur pour déterminer
la solution u(x, t; y;) au probleme paramétré (1.1) pour les jeux de parametres {/VL,-}Z.:L_._, N
déterminés par lagtratégie de tirage. Pour chacun, la quantité d’intérét y; est géné_ralement
obtenue par post-traitement de la solution u(x, t; 1;).

Une fois le tirage de points dans I'’espace de conception D effectué et les réponses as-
sociées obtenues, on dispose d'un ensemble de N couples entrée-sortie {(,u,-, yl-)} i=L..N
constituant I’échantillon d’apprentissage. Il est donc possible de construire le métamodele
(étape ®@). A nouveau, le panorama des méthodologies disponibles est trés vaste. On peut
citer la régression par processus gaussiens (aussi connue sous le nom de krigeage) [KRIGE,
1951; SAcks et al., 1989], I'utilisation de fonctions de bases radiales (RBF) [HARDY, 1971;
POWELL, 1981], ou encore les réseaux de neurones [MCCULLOCH & PITTS, 1943; ROSENBLATT,
1958]. Cette phase de construction implique le choix d'un certains nombre d’opérateurs et
de parametres, spécifiques au type de métamodele utilisé.

Une fois le métamodele obtenu, il peut étre utilisé pour fournir a un cott extrémement
faible (sans appel au solveur) une prédiction de la quantité d’intérét M(u*) pour un point
quelconque y* de D.

Améliorations possibles. Une premiere extension a la stratégie de base présentée au pa-
ragraphe précédent consiste a introduire une procédure d’enrichissement [TEIXEIRA et al.,
2021] (étape optionnelle @ sur la Figure 1.1). Cette étape permet d’enrichir le métamodele
déja généré en ajoutant séquentiellement des observations additionnelles qui complétent
I’ensemble initial. La sélection de nouveaux points peut viser soit a améliorer globalement
la capacité d’estimation du métamodele sur I'ensemble de I'espace D, soit a enrichir spé-
cifiquement les zones proches d'un potentiel extremum dans le cadre d'une démarche
d’optimisation.

Une autre amélioration de la méthode se base sur la prise en compte de données multi-
fidélité, c’est-a-dire de qualités variées [FORRESTER et al., 2006; NACHAR et al., 2020a]. En
effet, lors de la génération du métamodele, il n’est pas nécessaire d’avoir des solutions haute
fidélité pour I'’ensemble des observations. Afin d’obtenir une premiere idée de I'évolution
de la quantité d’intérét dans ’espace des parametres, un modele basse fidélité peut étre
suffisant. Cette solution basse fidélité peut résulter de l'utilisation de modéles plus simples
(linéarisés, poutre, etc.), de maillages grossiers, ou de résultats partiellement convergés.
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1.3 Résolution a I’'aide de modeles réduits

Pour répondre a la problématique de résolution de problemes complexes semblables
au cours d'une étude paramétrique, I'approche par modeles d’ordre réduit (MOR) permet,
contrairement aux métamodeles ne fournissant que certaines quantités d’'intérét prédéfinies,
d’avoir acces aux champs solutions complets du probléme (ou une approximation de ceux-ci)
pour I'ensemble des valeurs des parametres. Linformation fournie est donc plus riche, et
permet de s’adapter aux besoins de post-traitement potentiellement évolutifs de I'industriel.

Principe. Les méthodes de réduction de modele (Reduced-Order Modeling (ROM) en an-
glais) exploitent le fait que la réponse d’'un modeéle complexe (ou d'une famille de modeéles
semblables) peut souvent étre estimée avec une précision satisfaisante a ’aide d’un petit
nombre de degrés de liberté. Fort de ce constat, il s’agit alors de rechercher la solution du
probléme paramétré dans une base de dimension réduite, dont la combinaison linéaire des
vecteurs permet de représenter la solution pour n'importe quelles valeurs des parametres. Le
défi repose bien évidemment sur le choix pertinent des vecteurs de base générant cet espace
de faible dimension.

Q Remarque 1.1

La dénomination francaise de réduction de modeéle peut préter a confusion. En effet,
il ne s’agit pas de réduire la complexité du modéele initial, par exemple en adoptant
une modélisation de type plaque ou poutre, ou en négligeant certains couplages entre
physiques. La richesse du modeéle mathématique est conservée; c’est la dimension de
I'espace dans lequel la solution est recherchée qui est réduite.

Les méthodes de ROM basées sur la séparation des variables consistent a rechercher la
solution au probleme (1.1) sous la forme d’'une somme finie de m produits d'une fonction de
I'espace @; pondérée par une fonction dépendant du temps et des éventuels parameétres :

m
U, G = U (X, G = ) a; () @;(X). (1.2)
i=1

Nous verrons plus loin que les fonctions a; (¢, 1) sont parfois elles-mémes décomposées
sous une forme a variables séparées. Eapproximaﬁon introduite au niveau de la représenta-
tion des inconnues est directement liée a ’'ordre de troncature m, que I’on souhaite avoir tel
que m < n afin de réduire significativement les temps de calcul par rapport a une résolution
directe avec la MEE Plut6t que de considérer ces fonctions connues a priori (polynomes de
Legendre ou de Chebycheyv, fonctions trigonométriques, séries de Fourier, etc.), les méthodes
de ROM consistent a trouver la « meilleure » décomposition possible pour le probleme traité.

Existence d'un bon espace d’approximation. Une décomposition de la forme de I'’équation
(1.2) est pertinente lorsque I’ensemble M des solutions exactes pour toutes les valeurs de
parametres, défini par

M= {u(E) vérifiant (1.1), p€ D}cW, (1.3)
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peut étre représenté avec une bonne précision a 'aide d'un nombre de modes m réduit.
Du point de vue mathématique, la notion d’épaisseur de Kolmogorov [KOLMOGOROFF, 1936]
permet d’appréhender ce point. La m-épaisseur de Kolmogorov, définie suivant I’équation

dm(M) = inf

m<

) (1.4)

sup( inf ||u—um||W)

ue M \Um&"vm

permet de quantifier la facon selon laquelle I'ensemble de dimension infinie M peut étre
approché par un sous-espace de ¥V de dimension m, noté W,,. La Figure 1.2 propose une
représentation graphique des différents espaces intervenant dans I’équation (1.4).

Une épaisseur de Kolmogorov petite signi-
fie que W,,, = Vect{®;};-; ., fournit une assez
bonne connaissance de I’espace entier des so-
lutions M. Les méthodes de ROM sont donc
particulierement adaptées aux problémes pour
lesquels d;,, décroit rapidement a mesure que la
dimension m de l'espace WV,, augmente.

En pratique, sauf dans quelques rares cas

particuliers, il n’est pas possible de calculer cette FIGURE 1.2 ¢ Illustration des espaces inter-
épaisseur de Kolmogorov; la recherche du sous- venant dans la définition de
espace vectoriel optimal W,,, est donc infaisable. I'épaisseur de Kolmogorov
Lapplication des méthodes de réduction de mo-

déle repose alors sur des algorithmes susceptibles de fournir un sous-espace vectoriel proche
du sous-espace optimal. La décomposition sous la forme d’'une somme finie de fonctions a
variables séparées (1.2) n'étant pas unique, les différentes méthodes de réduction de modele
different par la maniere de construire cette décomposition. Les méthodes les plus communes
sont présentées dans la section suivante.

2 Méthodes de réduction de modele (ROM)

Cette section présente succinctement les méthodes de réduction de modele les plus
couramment utilisées en mécanique pour la résolution de problémes paramétrés définis par
des systemes d’équations aux dérivées partielles. Ce type de probleme s’écrit de maniere
générique sous la forme de I’équation (1.1). L'application de ces techniques a des problémes
multiphysiques fait 'objet de la Section 4 de ce chapitre.

Parmi les méthodes développées dans la suite, deux catégories sont classiquement dis-
tinguées : les méthodes a posteriori et a priori. Cette classification porte sur la maniére dont
est construite la base réduite. Les méthodes a posteriori construisent la base réduite en ex-
ploitant les résultats de calculs haute fidélité balayant I'’espace paramétrique dans une phase
d’apprentissage dite offline. Une fois cette base générée, le probléme initial y est projeté,
permettant d’obtenir des solutions pour de nouveaux jeux de parametres a moindre cofit
durant une phase d'utilisation dite online. A l'inverse, les méthodes a priori permettent de
calculer directement la solution du probleme d’intérét, et le modele réduit associé, sans
nécessiter la résolution préalable de problemes connexes.
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2.1 Proper Orthogonal Decomposition (POD)

La dénomination POD regroupe différentes techniques proposées dans des domaines
d’application variés et connues sous les noms de décomposition de Karhunen-Loéve [LOEVE,
1955; KARHUNEN, 1947], analyse en composantes principales [PEARSON, 1901; JOLLIFFE,
2011] ou décomposition en valeurs singulieres (Singular Values Decomposition, SVD) [STEWART,
1993]. Léquivalence entre toutes ces méthodes en dimension finie et en considérant la norme
L? a été démontrée par différentes approches dans [LIANG et al., 2002; WU et al., 2003].

La POD consiste a construire une base orthonormée de vecteurs ordonnés tels qu'un
ensemble de données (expérimentales ou issues de simulations) peut étre exprimé de ma-
niere optimale (par rapport a une certaine norme) en utilisant les m premiers vecteurs de
base [CHATTERJEE, 2000]. 1l s’agit donc de « compresser » une quantité d'information im-
portante tout en conservant les phénomenes prépondérants. La POD est largement utilisée
en mécanique pour le développement de techniques de réduction de modele [L.U et al.,
2019; GrAssLE etal., 2021], dont les premieres applications remontent a la fin des années
1960 [LuMmLEY, 1967]. Ces méthodes comportent deux phases, qui sont représentées sur la

et détaillées dans la suite :

O Phase offline: construction de la base réduite a partir de simulations haute fidélité,

® Phase online: utilisation de cette base pour déterminer une solution approchée pour
un nouveau jeu de parametres a faible cott.

Parametres O Offline

{Ei}izl,...,np Simulation Snapshots Compression des
. J— >
@ . instants Expérience {wyicyon, données (POD)
tiki=1,..n, Base réduite | {Qiti=1,..,m
Y
o, Solution Résolution du Probléeme Projection Nouveau jeu de P
— < <
@ (x,t;u) | probleme réduit réduit du probléme paramétres y; @B
® Online

FIGURE 1.3 ¢ Principe des méthodes de projection basées sur la POD

O Construction de labase réduite. La premiere phase d’apprentissage, dite offline, consiste
a construire par application de la POD la famille orthonormée {®;},-, _,, génératrice d'un
espace de faible dimension V,, approximant I’espace des solutions M. Pour ce faire, on
se munit d'un ensemble d’observations, usuellement appelées snapshots, issues de don-
nées expérimentales ou de solutions numériques haute fidélité calculées par la méthode
des éléments finis par exemple. Ces n; > m snapshots, notés {u(k)} k=1,..my’ correspondent a
des réalisations obtenues pour 7, jeux de parametres spécifiques Hiyooos fhn,, €1 a n; instants
I, ..., In, (@avec ns; = n, x ng). On espere que ces observations soient suffisamment représenta-
tives de 'espace des solutions M.
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Parmi 'ensemble de ces snapshots, on cherche ensuite a déceler la structure de rang
faible sous-jacente de la forme (1.2). La POD fournit une base orthonormée qui représente
I'ensemble de snapshots de maniere optimale au sens des moindres carrés. La POD a l’ordre
m revient alors a résoudre le probleme de minimisation suivant :

2
ng m
{®@}iz1,..m= argmin Y [u® -3 @w® vyp, (1.5)
(Wi, ¥j)=06ij k=1 i=1 W

ou la notation (s, ) représente un produit scalaire de )V et ||¢| la norme associée. Cette
décomposition est optimale au sens de la norme ||| dans la mesure ou elle minimise la
distance au jeu d’observations pour un ordre m de décomposition donné [CHATTERJEE,
2000].

En concaténant 'ensemble des observations semi-discrétisées en espace {u®™}, _, -
=1,...,1g

correspondant a des jeux de parametres et instants particuliers — on définit la matrice des
observations X € R’

X=Col(u®,...,u”) = [U(tbgl) ... |u(tnt,ﬁl) |... |u(t1,Enp) |... |u(tnt,ﬁnp) , (1.6)
ainsi que sa matrice d’auto-corrélation $ = XX € R"<*’%, On peut montrer que le probléme de
minimisation (1.5) est équivalent a la résolution d'un probleme aux valeurs propres [GRASSLE
etal., 2021]. La base orthonormée {®;};-, ., correspond aux m premiers vecteurs propres de
la matrice S. Il est également possible de construire cette base a partir de la décomposition en
valeurs singuliéres de la matrice des observations X. Néanmoins, dans le cas — courant pour
les problemes de mécanique — oll 1y < ny, il est plus avantageux de déterminer les vecteurs
propres de la matrice X'X € R"*"s, dont on peut également déduire la famille génératrice
{®;}i=1,. m (voir [CHATTERJEE, 2000]).

@ Utilisation du modele réduit. Cette seconde phase consiste a déterminer les amplitudes
{a;}i=1,. m associées aux fonctions {®;};-;  ,, de la décomposition (1.2) pour de nouveaux
jeux de parametres p. Pour ce faire, une premiere facon de procéder est d’interpoler I'espace
paramétrique (par gxemple avec un réseau de neurones [SHAT et al., 2022]), tandis qu'une
autre possibilité consiste a projeter les équations du probléme sur la base réduite pour former
un systeme de petite taille. Les deux approches ont été comparées dans [WANG et al., 2012].
L'utilisation d'une technique de projection s’est avérée plus robuste, c’est pourquoi on se
concentre sur cette approche dans la suite.

Pour fixer les idées, considérons un probleme d’évolution semi-discrétisé en espace, de la
forme classique
Cwua(t, ) +Kwu(t, p) =z, . (1.7)

En introduisant la matrice des fonctions de base discrétisées ® = [®;,...,®,,], de taille
n, x m, le champ solution est approximé sous la forme :

u(t, p) = Pe(t, ), (1.8)

ol a(t, u) estle vecteur des m coefficients inconnus de la décomposition (1.2).
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Lapproche POD-Galerkin consiste a projeter '’équation du probléme (1.7) sur la base
réduite issue de I'application de la POD. Une alternative consiste a projeter I’équation (1.7)
sur d’autres fonctions de base que celles issues de la POD; on parle alors de POD-Petrov-
Galerkin, qui peut avoir de meilleures propriétés de stabilité et de précision [COLLINS et al.,
2020]. Laméthode POD-Galerkin mene a la résolution du systéme suivant, d'inconnue a(z, y)
et pour g€ D donné: B

[cDTC(g)cD] Q(t, )+ [(I)TK(E)(D] alt,p) = [CI)TF(t,E)] . (1.9)
— — —
K (E) Cm(E) Fm(t;ﬁ)

Le probleme (1.9), a résoudre a chaque pas de temps pour déterminer les coefficients
{ai}i=1,. m, estde taille m x m. Sa résolution est bien plus rapide que le systeme haute fidélité
de taille n, x n, puisqu’en général on a m < ny.

Discussion. Pour garantir 'efficacité de la méthode, il est essentiel que la construction du
modele réduit projeté ne nécessite pas elle-méme un coit trop important, ou ne doive pas
étre répétée a maintes reprises. Cela fonctionne tres bien lorsqu'une dépendance affine aux
parametres existe. Dans le cas contraire, ou plus généralement en présence de non-linéarités,
|’évaluation des matrices du probleme réduit (1.9) s’avere cofiteuse. Des techniques d’hyper-
réduction sont alors préférées [RYCKELYNCK, 2005; FARHAT et al., 2021]. Les méthodes basées
sur la POD sont donc particulierement adaptées lorsqu'un méme modele réduit est utilisé de
maniere intensive durant la phase online, permettant d’amortir le cotit de la premiére phase
d’apprentissage (e.g., [QUESADA et al., 2021]).

Un autre point de vigilance concerne le choix des snapshots, dont la pertinence affecte di-
rectement la qualité de la solution finale. En effet, c’est leur analyse qui permet de construire,
avec une certaine précision, une base réduite représentative des phénomenes physiques ob-
servés. La base générée ne pourra pas contenir d’'information qui n’est pas présente dans les
snapshots. Par exemple, dans un probleme d’évolution temporelle, si toutes les observations
sont issues du régime stationnaire, la base construite par POD représentera mal le régime
transitoire. La méthode Reduced Basis, abordée dans la sous-section suivante, propose une
réponse a cette difficulté.

2.2 Méthode Reduced Basis (RB)

Tout comme la méthode POD-Galerkin, la méthode Reduced Basis (RB) [MADAY &
RoNQUIST, 2002; RozzA et al., 2007] repose sur la construction offline d'une base réduite
sur laquelle le probleme est ensuite projeté afin d’en réduire la dimension. Cependant, elle
s’en distingue en proposant une procédure pour la sélection automatique des snapshots a
partir desquels cette base est construite, permettant ainsi de pallier un des inconvénients
majeurs des méthodes basées sur la POD. Ce choix ciblé de jeux de parametres permet de
limiter le nombre de solutions haute fidélité a évaluer. La procédure globale de la méthode
RB, détaillée dans la suite, est schématisée sur la
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O Offline

Enrichissement | Base réduite | Calcul de I'esti-

de la base réduite | {®;};=1, mateur d’erreur

A
Snapshot | Up. lmaxE ek (1)
Jeu de para-
@ metres initial Simulation non
P9 > — < maxey < €?
H Expérience | Hk+1
oui
DQ}i=1,...k
o, Solution Résolution du Probléme Projection Nouveau jeu de
a-a Uy, probleme réduit | réduit du probleme |  parametres 1
® Online

FIGURE 1.4 ¢ Principe de la méthode Reduced Basis (RB)

Q Remarque 1.2

Le cas d'un probleme d’évolution (défini par une équation parabolique), dans lequel
le temps ne peut pas étre traité comme les autres parametres, pose une difficulté
supplémentaire dans le cadre de la méthode RB. Cette dépendance au temps implique
la résolution d’'un probléme adjoint auxiliaire a rebours dans le temps [GREPL & PATERA,
2005]. Ces développements ne sont pas abordés ici et on se contentera de présenter la
philosophie générale de la méthode sur un probleme stationnaire.

La base réduite est construite au moyen d’'un algorithme glouton (greedy en anglais), qui
consiste a I’enrichir progressivement en choisissant a chaque fois le jeu de parametres qui
maximise l'erreur de projection de la solution u sur la base réduite déja constituée. Cela
revient a identifier le jeu de parameétres dont la solution est la moins bien représentée par la
base réduite actuelle et a ajouter 'information manquante. La procédure est typiquement
initialisée avec un jeu de parametres p; tiré aléatoirement. Si a l'itération k une base réduite
Wy = vect {®@y} i1,k €stconnue, le jgu de parametres py.; est déterminé tel que :

Hii1 = arg maxH u(z,ﬁ) — Hku(g,ﬁ) 0, (1.10)
EE'D N _

g

ek
avec Il la projection orthogonale sur I'espace W.

Puisque la solution u sur I'ensemble de I'’espace paramétrique D n’est pas connue a
I'avance, il faut avoir recours a un estimateur de I'erreur de projection. Cet estimateur consti-
tue le point clé de la méthode. Pour assurer sa performance, il doit étre a la fois précis —
pour choisir le meilleur jeu de parametres — et peu cofiteux, car il devra étre évalué pour de
nombreux jeux de parametres u échantillonnés dans I'espace D. Le choix le plus courant
consiste a utiliser le résidu d’éql_lilibre [PRUD’HOMME et al., 2001; ZHANG et al., 2015], mais
des estimateurs se focalisant sur des quantités d’'intérét ont aussi été développés récemment
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[JanON et al., 2015; LARION et al., 2020]. Cet estimateur est utile a priori pour le choix des
échantillons, mais également a posteriori pour certifier le modéle réduit construit en permet-
tant de quantifier '’erreur commise lors de son utilisation. Pour cette raison, la méthode est
également qualifiée de « Certified Reduced Basis Method ».

Etant donné que les snapshots ont été choisis suivant un cheminement optimal dans
I’espace paramétrique, une compression par POD n’est en général pas nécessaire. La base
réduite est directement enrichie par la solution u(x, f, ux+1) apres une étape d’orthonormali-
sation avec les vecteurs existants de la base Wj. Une fois que la qualité de la base réduite est
considérée comme suffisante, son utilisation en phase online ne difféere pas de la méthode
POD-Galerkin (voir ).

2.3 Proper Generalized Decomposition (PGD)

Les méthodes de ROM présentées dans les sous-sections précédentes nécessitent une
connaissance au moins partielle de la solution du probléme multiparamétrique a partir de la
résolution de problémes coliteux. Une autre famille de méthodes de réduction de modéle ne
nécessite pas de solution préalable pour construire sa base réduite et s’appuie uniquement
sur les équations aux dérivées partielles du modele. Une base réduite pertinente est alors
construite progressivement durant la résolution du probleme d’intérét, jusqu’a atteindre le
niveau d’erreur souhaité : c’est 'idée de la PGD.

Q Remarque 1.3

En plus de son utilisation directement pour la résolution d’équations aux dérivées
partielles, la PGD peut, comme la POD, compresser des champs connus. Dans le cas
d’'un champ u(x, t) connu sur Q x I, la PGD utilisée de maniére a posteriori consisterait a
chercher les familles {A;};—; _,, et{®;};=;,,, satisfaisant le probléme de minimisation :

. 2
u(x, 1) - Y Ai(0)®;(x)

{4, @)}y, = arg min (1.11)
L2(D)xL2(Q) i=1 £2(Q,1)
avec || e IIi2 an ™= fQX I «2dQdt. Contrairement a la POD, I'orthogonalité des fonctions

de I'espace n’est pas imposée; c’est pourquoi on recherche également une fonction
du temps dans I'équation (1.11). En pratique, une telle approximation est souvent
construite par un algorithme glouton, qui fournit une approximation de rang 1 a ajouter
al’approximation existante (de maniere similaire a ce qui est développé dans la suite).
Cette utilisation de la PGD est mise en ceuvre dans [MATRAY et al., 2024].

Initialement introduite sous le nom d’approximation radiale [L.ADEVEZE, 1985] dans le
cadre de la méthode itérative LATIN pour traiter des problémes non linéaires dépendant du
temps, ce n'est que dans les années 2010 que la méthode prend le nom de Proper Generalized
Decomposition pour souligner son caractere général, aussi bien dans la forme de la décom-
position a variables séparées que dans la variété de ses applications. Une revue compléte de
la méthode et de ses applications peut étre trouvée dans [CHINESTA et al., 2011; CHINESTA &
LADEVEZE, 2021].
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Principe général - PGD espace-temps. Dans un premier temps, on omet la dépendance aux
parametres u € D dans 'équation (1.1) de sorte a se concentrer sur les variables de 'espace x
etdu temps_t; c’est dans ce formalisme que la PGD a été introduite dans [LADEVEZE, 1985]. La
résolution de problemes paramétrés avec la PGD sera abordée ultérieurement. Le probleme
générique (1.1) sans dépendance aux parametres s’écrit sous forme variationnelle : trouver
ueW, tel que

Yu*eW,, alu,u*)=~¢wW"), (1.12)

avec a la forme bilinéaire et ¢ la forme linéaire associées a I’équation aux dérivées partielles
du probleme modélisé. Le champ solution u(x, f) est recherché sous la forme d’'une somme
finie de fonctions de I'’espace pondérées par des fonctions du temps :

m
U, 1) = U (x, 1) = ) A (00;(x). (1.13)
i=1

Chaque produit A;(#)®;(x) est usuellement qualifié de mode.

Plutot que de calculer les m modes simultanément, ce qui garantirait une décomposition
optimale sous la forme ( ) (cf. [NOUY, 2010]) mais serait extrémement coliteux en pratique,
ces derniers sont générés par un algorithme glouton, c’est-a-dire les uns apres les autres.
Supposons que la décomposition u; de rang k soit connue. L'approche progressive consiste
a rechercher un nouveau couple, noté (1,®), qui apporte une correction de rang 1 a la
décomposition existante, soit :

Urt+1(X, ) = up(x, 1) + A (D) P (x). (1.14)

Plusieurs variantes ont été proposées dans la littérature pour la construction progressive
de la décomposition ( ) et décrites dans [NouUv, 2010] : Galerkin, Petrov-Galerkin, et
minimisation de résidu. Dans la suite, on se concentre sur I’approche Galerkin progressive,
qui consiste a prendre le champ test sous la forme :

u*(x,0) = A* (DD (x) + A(DND* (x). (1.15)

Pour éviter d’avoir un probléme sur-contraint par la forme imposée du champ solution,
la PGD espace-temps se base sur une formulation faible globalisée sur le temps. On cherche
alors ue L2(I,V) tel que:

Yu* € L2(I, W), fa(u,u*)dt:fi(u*)dt. (1.16)
I I

En substituant les formes (1.14) pour le champ inconnu u et (1.15) pour le champ test u*
dans la forme faible intégrée sur le temps (1.16), on obtient deux sous-problemes couplés,
dont on peut exhiber la solution a ’aide d'un algorithme de type point fixe :

fa(uk+ﬂq),ﬂ*q))dt:fﬁ(/l*q))dt, YA* e L2(D) A =f(@) (1.17¢)
I ! — {

fa(ukmq),m*)dt:fé(m*)dr VO* € W, P =gW) (1.17d)
1 1
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Dans le cas ot 'équation (1.12) représente un probleme d’évolution, I'équation (1.17c)
est une équation différentielle ordinaire, tandis que I"’équation (1.17d) implique la résolution
d’'un probleme global sur '’espace, typiquement a I’aide de la méthode des éléments finis.
Ces problemes couplés sont généralement résolus alternativement par une méthode de
type point fixe. En pratique, seules quelques itérations sont nécessaires; une convergence
stricte n’est pas requise dans la mesure ou I'ajout du couple suivant pourra venir corriger
I’éventuelle erreur commise a cette étape.

Contrairement a la POD, aucune contrainte d’orthogonalité n’est imposée lors de la
recherche des fonctions spatiales avec la PGD. Néanmoins, une étape d’orthonormalisation
par procédé de Gram-Schmidt est usuellement ajoutée pour éviter que la décomposition
construite au fil des enrichissements ne contienne des redondances [LADEVEZE & CHAMOIN,
2011]. Par ailleurs, une étape optionnelle couramment mise en ceuvre consiste a mettre a jour
les fonctions temporelles calculées jusqu’a présent en considérant les fonctions spatiales
fixées. Cette étape, appelée update, permet d’améliorer la convergence globale de I’algorithme
et est relativement peu cotteuse comparée au calcul d’ajout d'un nouveau mode [NOUY,
2010; LADEVEZE & CHAMOIN, 2011; QIN et al., 2016b]. Ces points seront abordés plus en
détail durant le Chapitre 3 consacré a la méthode LATIN-PGD.

On s’intéresse a présent a la résolution de problemes paramétrés de la forme de I'équation
(1.1) avec la PGD. Pour cela, deux approches coexistent.

PGD espace-temps-parametres. Une premiére maniere, introduite dans [PRULIERE et al.,
2010a], consiste a obtenir explicitement la solution du probleme paramétré en introduisant
les parameétres comme variables supplémentaires dans la forme de la solution recherchée, au
méme titre que les variables du temps ¢ et de I'espace x :

m p
U, ) = Um(x, G0 =Y A (00 (%) [y . (1.18)
- - i=1 k=1 -

On parle de décomposition tensorielle canonique, dont une représentation schématique est
proposée sur la Figure 1.5 dans le cas d'un unique parametre p.

FIGURE 1.5 « Décomposition espace-temps-parametres (d’apres [DABY-SEESARAM, 2023])

La prise en compte de la variabilité des parametres conduit a affaiblir le précédent pro-
bleme (1.16) en intégrant également sur ’espace des parametres :

Vu*eﬁz(I,D,Wo),f a(u,u*;,u)dtduzf f(u”;u)dedp. (1.19)
IxD - - IxD - -
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Les formes linéaire ¢ et bilinéaire a peuvent a présent dépendre des parametres collectés
dans u. A nouveau, le champ test u* est écrit sous une forme adéquate. On aboutit alors a
la résolution d’un certain nombre de problémes couplés, traités par un algorithme de type
point fixe. En plus de I’équation différentielle pour le temps et du probleme global en espace,
une équation algébrique doit étre résolue pour chaque parametre [CHINESTA et al., 2010].

La solution du probléme est alors générée offline sur toute la plage de variation des
parametres. Il est ensuite possible d’obtenir la solution approchée pour n'importe quel jeu
de parametres en évaluant simplement la représentation a variables séparées (1.18). Cette
approche a déja fait ses preuves dans de nombreux travaux, par exemple [GHNATIOS et al.,
2012; ZrLoTNIK etal., 2015; NADAL etal., 2015; ViTsE et al,, 2019]. La stratégie complete est
résumée sur la

O Offline
Point fi Ajout du
oint fixe 'fwe(.: 1,0 mode : 1y, =
orthonormalisation e P
des fonctions rhe| e+ 20 [Ty P
7 k=1 a
l ® Online lﬁ
Eq. du Initialisation : non oui Evaluation de la dé-
probléeme A’q)»{Yk}k:L...,p composition ( )
l u(x, t; u*)
@
-’

FIGURE 1.6 ¢ Principe de la méthode PGD avec décomposition espace-temps-parametres

Q Remarque 1.4

Lutilisation online du modele réduit construit par PGD est donc encore plus rapide
que dans le cadre des méthodes POD-Galerkin ou RB, dont la phase online requiert
tout de méme la résolution d'un probléme, certes de taille réduite. Le modele réduit
espace-temps-parametres peut étre utilisé en temps réel, et se rapproche en ce sens de

I'utilisation online d'un métamodele telle que présentée en ala page

PGD espace-temps pour la résolution de problemes paramétrés. Une approche alternative
pour la résolution de problémes paramétrés a I’aide de la PGD repose uniquement sur une
décomposition espace-temps, a réaliser pour chaque jeu de parametres y, comme représenté
sur la . Pour étre efficace, cette approche doit s’intégrer dans une stratégie de
résolution permettant de réutiliser et d’enrichir la base réduite des fonctions spatiales au
fil des calculs. Chaque nouvelle simulation, associée a un nouveau jeu de parametres (i, est
abordée a I'aide de la base réduite construite lors des calculs précédents et n’est enrichigque

si nécessaire.
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FIGURE 1.7 « Décomposition espace-temps pour chaque valeur de parametre (d’apres [DABY-
SEESARAM, 2023])

Une telle stratégie de simulation a été mise en place en utilisant la méthode itérative
LATIN [LADEVEZE, 1985; LADEVEZE, 1999]. Introduite pour la résolution de problemes d’évo-
lution mécanique avec des non-linéarités matériaux, cette stratégie se base sur une séparation
des équations d’équilibre linéaires et des relations de comportement non linéaires, définis-
sant deux espaces A, et I', respectivement. La solution est recherchée alternativement dans
A, et I', avec la particularité que chacune de ces solutions intermédiaires est définie sur
le domaine espace-temps entier. Dans le cadre d'une étude paramétrique, cette spécificité
permet d’initialiser aisément le schéma itératif avec la solution espace-temps d'un calcul pré-
cédent, permettant de réduire le nombre d’itérations nécessaires a la convergence [BOUCARD
& CHAMPANEY, 2003]. La Figure 1.8 propose une interprétation graphique de la méthode
(sous une forme habituellement rencontrée dans la littérature sur la méthode LATIN) dans le
cas de deux jeux de parametres f et i influencant uniquement I'espace I'. La solution sg r
obtenue pour y sert a initialiser le calcul suivant, associé a ;.

r )

(1 _

ini — S

(0)

(1) S rof

Sref

FIGURE 1.8 « Interprétation graphique de la méthode LATIN dans le cadre de deux résolu-
tions d'un probleme paramétré (issue de [HEVYBERGER, 2014])

La PGD s’inteégre naturellement dans la méthode LATIN lors de la recherche d'une solution
appartenant a 'espace .A,. Dans le cadre d'une étude paramétrique, il est donc possible de
réutiliser la base réduite générée pour une simulation précédente, ce qui a permis de réduire
significativement le temps de calcul dans divers contextes [HEYBERGER et al., 2012; NERON
etal.,, 2015; SCANFF etal.,, 2022; DABY-SEESARAM et al., 2025]. Cette approche est retenue
dans les travaux de cette these et sera étendue a la résolution de problemes multiphysiques
dans le Chapitre 4, dans lequel elle sera abordée plus en détails.
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3 Résolution de problémes multiphysiques

Dans le cadre de cette thése, chaque jeu de parametres implique la résolution d'un
probleme multiphysique couplé, qui traduit les interactions entre plusieurs phénomenes
physiques de natures différentes (mécanique, thermique, hydraulique, chimique, électroma-
gnétique, etc.). Cette section se concentre alors sur ce type de probléemes et les méthodes de
résolution associées en omettant I’aspect paramétrique.

3.1 Classification des problémes multiphysiques couplés

On introduit brievement quelques notions sur les problemes multiphysiques couplés,
afin de préciser le cadre dans lequel s’applique la méthodologie développée dans cette thése.

Localisation du couplage. Les problemes multiphysiques peuvent étre classés selon la
«localisation » de l'interaction entre les différentes physiques, en distinguant un couplage
en surface ou en volume (voir Figure 1.14, page 33, pour une représentation graphique).
Dans le cas d'un couplage en surface, les différents phénomenes physiques se déroulent sur
des domaines distincts qui partagent uniquement une frontiere commune (aussi appelée
interface), sur laquelle a lieu le couplage. Un exemple classique est celui de I'interaction fluide-
structure en aéroélasticité (voir Figure 1.14a). La seconde catégorie regroupe les problemes
avec recouvrement partiel ou total des domaines associés a chaque phénomene physique, le
couplage ayant lieu a travers les équations gouvernant ces différents phénomenes. On peut
notamment citer les cas des matériaux piézoélectriques [QIN et al., 2016b], de la thermo-
élasticité [MARTINS et al., 2017; AHN et al., 2022; VILA-CHA et al., 2023] ou encore de
I'interaction fluide-structure dans les milieux poreux [WHITE et al., 2016; NASIKA et al., 2023].

Force du couplage. Une autre distinction porte sur la nature des interactions entre phy-
siques (mono- ou bidirectionnelles). En guise d’illustration, considérons un probléme mul-
tiphysique couplé en volume a deux champs. Il s’agit alors de trouver u; : Q x I — R%,
Uy : Q) x I — R% définis sur le méme domaine espace-temps, avec d;, d» qui peuvent chacun
valoir 1 dans le cas d'un champ scalaire ou d = 1, 2,3 pour un champ vectoriel.

On parle de couplage faible ou monodirectionnellorsque I'un des champs inconnus peut
étre déterminé indépendamment de I'autre en résolvant une équation de la forme :

El(ul) = f1 sur Q x I. (1.20)

La solution u; est ensuite utilisée pour résoudre I'équation aux dérivées partielles associée a
la deuxieme physique :
Lo(uy,up)=fo surQxI. (1.21)

Nous nous plagons dans le cas d'un couplage fort, ou bidirectionnel, dans lequel chaque
physique a une influence sur 'autre. Le probleme a résoudre, dicté par les lois de la physique,
se présente sous la forme d’un systéeme couplé d’équations aux dérivées partielles, qui s’écrit
de la maniére générique :
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Trouver (u;, uz) € Wy x W tel que :

Ly(uy,up)=fi surQxI, (1.22a)
Lo(uy,up) =fo surQxl, (1.22b)

avec les conditions aux limites et initiales pour que le probleme soit bien posé.

Dans le cas d'un coulage fort, des techniques de résolution dédiées sont requises. On
distingue habituellement deux stratégies pour la résolution d'un tel probléme couplé :

— larésolution monolithique (ou directe);
— larésolution partitionnée.

Ces approches et leurs variantes sont abordées dans la suite.

Q Remarque 1.5

Dans la littérature, il est aussi question d’approches tightly ou loosely coupled, respec-
tivement. Cette dénomination peut porter a confusion, puisque la notion de force de
couplage est alors numérique, contrairement a la force de couplage physique, intime-
ment liée a la physique du probleme traité.

Discrétisation. Pour la présentation de ces méthodes, on consideére que les équations du
probléme fortement couplé (1.22) ont été discrétisées en espace et en temps. La discrétisation
spatiale est usuellement réalisée par la méthode des éléments finis, bien que des approches
alternatives ont également été mises en ceuvre sur des problémes multiphysiques : éléments
de frontiere en thermo-mécanique [TANAKA et al., 1995], analyse iso-géométrique sur un
probléme de poro-mécanique [BEKELE et al., 2022].

Dans le cas du couplage générique de deux champs décrit par I'équation (1.22), on aboutit
apres discrétisation a un systeme de la forme :

i+1 i+1
A Ap| |u | (1.23)
A1 Az | |u, f,
—_———

A

ou [Ji*! désigne une quantité discrete a I'instant ¢;,; € I. La matrice A du systéme présente
une structure par blocs particuliére : les sous-matrices Aj; et Agp, relatives a la physique 1
et 2 respectivement, représentent des opérateurs monophysiques standard (par exemple la
matrice de rigidité mécanique), tandis que les blocs hors diagonale A, et Ap; traduisent le
couplage entre les physiques 1 et 2.

Q Remarque 1.6

Dans le cas ot £ et/ou L, sont des opérateurs non linéaires, une étape de linéarisation
est nécessaire a chaque pas de temps. On se ramene alors a la résolution d'un systeme
linéaire de la forme (1.23) a chaque pas de temps et a chaque itération non linéaire
(voir e.g., [VERDUGO & WALL, 2016]).
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3.2 Approche monolithique

Une premiere approche pour résoudre un probleme multiphysique consiste a assembler
et traiter simultanément I’ensemble des équations couplées du probleme. Cela implique de
résoudre a chaque pas de temps le systéme (1.23) complet, d’'inconnue le vecteur combiné
u=[u, u,] T, tout en respectant les conditions initiales et aux limites. Cette approche, dite
monolithique ou directe, est résumée sur ’algorigramme de la . Les quantités u, et
u, «avancent » simultanément sur I'intervalle temporel, comme représenté sur la

Initialisation :
(to = 0) et (to = 0)
;:

@ li-1 Li Li+1
i i i Temps

Trouver u; (z;4+1) et :' i :' i l' i
(tj+1) en résolvant : i E i i i i
i+1 i+1 i ! i ! i !
Al A i > > |
= 1 1 1 [}
Ag1 A i : l : i :
: L L !
| 1 ! 1 ! 1 !
Nl - - ;

(a) Algorithme de résolution (b) Schéma d’avancement en temps

FIGURE 1.9 « Méthode de résolution monolithique

Avantages et inconvénients. L'approche monolithique hérite des propriétés de stabilité
du schéma d’intégration en temps utilisé; elle est donc inconditionnellement stable dans le
cas d'un schéma implicite. De plus, une bonne robustesse vis-a-vis de parametres matériaux
qui influencent la force du couplage physique a été observée a travers diverses expériences
numériques [DANOWSKI et al., 2013; NOVASCONE et al., 2015].

Cette robustesse est acquise au prix de la résolution d'un systéme d’équations linéaires
dont les caractéristiques intrinseques posent quelques difficultés. En effet, ce systéme est
de grande taille puisqu'’il porte sur les degrés de liberté de toutes les physiques en jeu. De
plus, il présente une grande largeur de bande et peut étre non symétrique en raison des
termes de couplage hors diagonale. En outre, les blocs provenant de différentes physiques
ont potentiellement des ordres de grandeur tres disparates (une différence relative maximale
de 10?! a été observée sur un probléeme de thermo-poro-élasticité dans [ORDONEZ et al.,
2023]). Cela conduit généralement a un mauvais conditionnement du systeme, c’est-a-dire
une forte sensibilité de la solution numérique aux erreurs d’arrondis des données d’entrée.
Ces facteurs rendent la résolution du systéeme ( ) complexe et coliteuse, constituant le
principal défi de 'approche monolithique. Un apercu des développements pour y répondre
est donné ci-apres.

Solveurs multigrille. Un premier axe de recherche autour de I’approche monolithique
concerne |'utilisation des solveurs multigrilles [BrIGGS et al., 2000]. L'idée est de résoudre
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le systeme (1.23) complet sur une hiérarchie de grilles de plus en plus grossieres, typique-
ment parcourues par un cycle en'V, afin d’éliminer progressivement les erreurs associées a
différentes longueurs d’ondes. Les premieres applications a des problemes couplés (poten-
tiellement non linéaires) remontent aux travaux de [XICHENG & SCHREFLER, 2003; GASPAR
et al., 2004]. Les principaux développements ont ensuite exploré de nombreuses variantes
pour la construction des opérateurs permettant le passage entre les différentes grilles [LUO
etal, 2015; Luo etal., 2017; GASPAR & RODRIGO, 2017]. En particulier, il est avantageux
d’exploiter la structure par blocs de la matrice du systeme monolithique pour construire les
opérateurs multigrille en combinant des techniques existantes [O11M et al., 2022].

Solveurs de Krylov préconditionnés. Le second axe de recherche principal porte sur le
développement de préconditionneurs performants pour accélérer la convergence des mé-
thodes itératives de Krylov [SAAD, 2003] (tel que le solveur GMRES [SAAD & ScHULTZ, 1986],
adapté aux systemes non symétriques). En effet, les bonnes performances que peuvent offrir
ce type de solveurs se font au détriment d’'une sensibilité élevée au conditionnement x (A)
de la matrice A du systéme. Les solveurs itératifs sont donc généralement associés a un pré-
conditionneur. On peut par exemple appliquer un préconditionneur a gauche P au systéme
Au=f:

(PA)u =Pf. (1.24)

Son application ne modifie pas la solution du probléme initial mais fournit un systeme
équivalent (1.24) mieux conditionné. Un préconditionneur P efficace doit se rapprocher
autant que possible de I'inverse de la matrice A (P = A~1) tout en restant facile a calculer.

Néanmoins, les préconditionneurs classiques ne peuvent pas directement étre appliqués
au systeme monolithique en raison des différences significatives entre les propriétés des
blocs individuels [DANOwWSKI et al., 2013]. La encore, il est avantageux de tirer parti de la
structure particuliere du systeme monolithique en utilisant des préconditionneurs par blocs
de type Jacobi (diagonal par blocs) ou Gauss-Seidel (triangulaire par blocs) [HowLE et al.,
2013; WHITE et al., 2016; WATHEN & GREIF, 2020; ORDONEZ et al., 2023]. Ce choix permet
de traiter différemment les blocs du systeme monolithique et de réutiliser des méthodes de
préconditionnement bien établies pour les champs individuels. En pratique, cela implique
d’approximer les inverses des blocs mono-physiques par diverses techniques comme les
approches multigrilles [DANOwWSKI et al., 2013; OrRDONEZ et al., 2023; CASTELLETTO et al.,
2016], les factorisations incompletes [CASTELLETTO et al., 2016], ou les inverses approchées
[WATHEN & GREIF, 2020]. Par ailleurs, des travaux récents se focalisent sur la robustesse
des préconditionneurs développés par rapport a des parametres matériaux et relatifs a la
discrétisation [RODRIGO et al., 2024; CHEN et al., 2020; LEE et al., 2017].

Bien que certains travaux visent a développer des préconditionneurs aussi généraux
que possible [FERRONATO et al., 2019; VERDUGO & WALL, 2016], la plupart des solutions
proposées dans la littérature pour les problemes couplés sont des méthodes complexes
adaptées a des applications spécifiques. Ainsi, tant le préconditionneur que 1’approche
monolithique doivent étre implémentés spécifiquement pour chaque couplage. En contraste,
les approches partitionnées offrent une plus grande flexibilité [ViL.A-CHA et al., 2023].
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3.3 Approches partitionnées

3.3.1 Idée générale

Afin d’éviter la résolution du systeme monolithique et les difficultés que cela entraine, les
méthodes de partitionnement proposent de diviser le probléme global en sous-problémes
plus petits, dont la résolution est plus aisée [FELIPPA & GEERS, 1988]. Ce partitionnement
du probléme est associé a un schéma de résolution simultané ou séquentiel des différents
sous-problémes. Bien que de nombreux découpages de la matrice A soient envisageables
d’un point de vue algébrique [FELIPPA & GEERS, 1988], le but est de résoudre chacune des
physiques séparément, tout en procédant a des échanges d’information pour tenir compte
du couplage entre elles. Lidée des méthodes de partitionnement a émergé pour I'étude de
probléemes d’interaction fluide-structure avec un couplage surfacique [FELIPPA et al., 1977].
Leur geneése est retracée dans [FELIPPA et al., 2001].

Réutilisation de codes. Une propriété intéressante des méthodes de partitionnement est la
possibilité de réutiliser des codes monophysiques existants, potentiellement différents pour
chaque physique, a condition d’étre capable d’échanger de I'information entre les solveurs
impliqués. Pour ce faire, plusieurs solutions logicielles ont été proposées. On peut notamment
citer la librairie de couplage preCICE” [CHOURDAKIS et al., 2022], qui dispose d’ adaptateurs
pour de nombreux codes comerciaux et open-source grace a une communauté d’utilisateurs
active. Néanmoins, cet outil se restreint a des problemes couplés en surface, dans lesquels
la quantité de données a transférer est limitée. La librairie preCICE est principalement
utilisée pour des problemes d’interaction fluide-structure, dans 1'objectif de coupler des
codes éléments finis pour la partie structure solide et volumes finis pour le fluide. Pour des
problemes couplés en volume, [DUNIC et al., 2016] propose une approche pour combiner un
solveur mécanique et un solveur thermique existants. Cela permet notamment d’avoir acces
a des lois de comportement mécaniques non linéaires complexes.

Choix du partitionnement. Différents choix de partitionnement sont envisageables et
dépendent du probleme traité. Par exemple, en poro-élasticité, les plus courants sont les
découpages drainé et non drainé, dans lesquels le probleme mécanique est d’abord résolu
[Kim etal., 2011Db], et les découpages a contrainte et déformation fixées, qui, au contraire,
résolvent d’abord le probleme fluide [KiM et al., 2011a]. En thermo-élasticité, on rencontre
couramment les partitionnements isothermes et adiabatiques [ARMERO & SIMO, 1992]. Dés
lors que plus de deux physiques sont couplés, les partitionnements pour les problemes a
deux-champs peuvent étre combinés [Kinv, 2018].

Afin de présenter les algorithmes de résolution associés a ce type d’approche, on considere
un partitionnement fixant un champ inconnu primal (par exemple isotherme ou drainé). Sur
le systéme monolithique (1.23), cela revient a transférer les termes de couplage entiers dans
le membre de droite de I’équation.

2. https://precice.org/


https://precice.org/
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Le partitionnement de la matrice A du systeme revient a réécrire le systeme monoli-
thique en faisant intervenir une prédiction des champs inconnus, notée L1, :

(1.25)

i+1 i+1 i+1
A1 0 u, f 0 Ap u,;
2 f,

0 A22 u A21 0 u2
p
Les interactions entre physiques sont alors vues comme des chargements imposés par
chacune des physiques sur 'autre. De maniere équivalente, cela revient a résoudre les
deux systéemes de taille réduite :

Apuj =" - Apult), (1.26¢)
Appuit =11 — Ayt (1.26d)

Les différentes méthodes de résolution partitionnées, abordées dans la suite, se dis-
tinguent par le choix de la prédiction des champs inconnus.

3.3.2 Meéthodes de partitionnement standard

Lapproche la plus simple consiste a résoudre chaque sous-systeme (1.26c¢) et (1.26d)
une seule fois par pas de temps. On peut distinguer deux algorithmes selon le choix des
prédictions.

Résolution séquentielle. Une premiere option est de résoudre les sous-problemes 'un
apres l'autre [FARHAT et al., 1991; KoLesov et al., 2014; VABISHCHEVICH et al., 2014]. On
choisit alors pour prédiction dans le probleme (1.26¢) la solution ué au pas de temps précé-
denti:
uéfpl =ul.

La résolution de I'’équation (1.26c) permet d’obtenir ui“, qui est ensuite utilisé comme
prédicteur dans I’équation (1.26d) :

ultl =uj!
La procédure de résolution est résumée sur I'algorigramme de la Figure 1.10a. La représenta-
tion schématique des échanges d’informations entre physiques au cours de I’avancement
en temps (Figure 1.11a) permet de voir que les physiques sont désynchronisées : I'une sera
toujours en avance sur 'autre et les conditions de couplage ne seront jamais vérifiées simul-
tanément. La forme de zig-zag entre les physiques a d’ailleurs motivé son appellation de

méthode staggered.

Résolution parallele. Pour éviter ce décalage en temps, une alternative consiste a résoudre
les deux sous-problémes en parallele. Les prédicteurs pour les deux champs inconnus sont
alors pris égaux a la solution au pas de temps précédent :

i+1 _ i

{ul,p _ul,p’

i+1 _ i
llz,p —uz,p.
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Initialisation : u° et 1:°
Prédiction : "+p1 =ul
Trouver u‘*! en résolvant :

i+1 _ pi+1 i+1

Ap wiT =11 = A 0l
Prédiction : i*; =uit!

Trouver ui*! en résolvant :

i+1 _ pi+l i+1

Az =057 A uy

(a) Approche séquentielle (SSP)

Initialisation : u°

et

F

Prédiction :
i+1 _ i
P

Prédiction :
i+1 _ i
P

!

!

Trouver u‘*! tq. :
i+1

An =

i+1 _ A i+1

Trouver u'*! tq. :

i+1

Ao =

i+1_A21 i+1

P
|

P
|

(b) Approche parallele (SPP)

FIGURE 1.10 « Principe des méthodes de partitionnement standard

La résolution des deux sous-systemes (

le montre sur la

li-1 li

).

liv1

(D

©)

01

» Temps

(a) Approche partitionnée séquentielle

) et (

li-1 I

) est alors parallélisable, comme on
. Les deux physiques avancent simultanément en temps (cf .

liv1

—— Temps

(1)

(b) Approche partitionnée parallele

FIGURE 1.11 ¢ Echanges entre solveurs monophysiques au cours de 'avancement en temps
des approches partitionnées « a sens unique »

Néanmoins, ces approches manquent de précision et ne permettent pas de retrouver
la solution de I'approche monolithique, méme avec une discrétisation temporelle tres fine
[K1M, 2018]. Cela est particulierement préjudiciable lorsque le couplage entre physiques est
tres fort.
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3.3.3 Méthodes de partitionnement itératives

Les méthodes de partitionnement itératives cherchent a vérifier le couplage fort a chaque
pas de temps en effectuant des sous-itérations entre les physiques avant de passer a I'instant
suivant. Ainsi, la cohérence avec la solution issue de I'approche directe est retrouvée (voir e.g.,
[BALLARIN et al., 2024]). A nouveau, les sous-problémes associés aux différentes physiques
peuvent étre résolus en parallele [MEHL et al., 2016] ou séquentiellement [ERBTS & DUSTER,
2012; ErpTs et al., 2014; DuUNIC et al., 2016], comme représenté sur les et

, respectivement.

Initialisation : u® et 1°
*:
Initialisation : u® et 1°
* I
F
Prédiction : ”; = uithk-l v
I k=k+1
Trouver u!*"¥ en résolvant : v Y
A i+Lk _ pitl _ A i+l Prédiction : Prédiction :
1 - 12 "0p i+1 _ | i+1k-1 i+1 _ i+lk-1
i N P
Prédiction : uit! = u*hk i i
P i+1 i+1
T Trouver : Trouver :
—y - All i+1,k — A22 i+1,k —
Trouver en résolvant : i1 _ a i1 i1 _ a i1
A i+Lk _ i+l _ A i+1 12 P 21 Yp
- - - - \
?
convergence? —on convergence? o
(a) Approche séquentielle (ISSP) (b) Approche parallele (ISPP)

FIGURE 1.12 « Principe des méthodes de partitionnement itératives

Les échanges entre solveurs sont schématisés en .On note Oi*1* Je k-ieme
itéré de la variable [1=u,,u, au pas de temps f;,1. Lapproche itérative séquentielle consiste
a prendre pour prédicteur dans I’équation ( )

i+1 _ _i+lLk
w, =u,
i+l _ i BN oz . . .
(ouuy’ » =W lors de la premieére sous-itération au pas de temps i + 1), puis
i+1 _ _i+1,k+1
u, =u
issue de la résolution de I'équation ( ). Lapproche itérative paralléle prend pour prédic-
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tion de chaque champ la solution de la sous-itération précédente, soit :

+1 ik
{ﬁp—ul,
i+1 i,k
w, =u,.
li—1 I liv1 li—1 I lit1
| | | ,%mm | | —— Temps

DE®@® .. D@ @

(a) Approche itérative séquentielle (b) Approche itérative parallele

FIGURE 1.13 ¢ Echanges entre solveurs monophysiques au cours de 'avancement en temps
des approches partitionnées itératives

Le nombre de sous-itérations nécessaire est intimement lié a la force du couplage entre
les physiques impliquées. Ces sous-itérations peuvent alors entrainer un surcotit conséquent
[NOVASCONE et al., 2015]. Un moyen envisagé pour améliorer la vitesse de convergence de
ces approches, ainsi que leur stabilité, est 'emploi de techniques d’accélération [ERBTS &
DUSTER, 2012; VILA-CHA et al., 2023]. Par ailleurs, des schémas alternatifs a ceux abordés
dans cette partie sont également proposés dans le but d’obtenir un meilleur compromis
entre colit de calcul et précision [MARTINS et al., 2017].

3.4 Approche partitionnée basée sur la méthode LATIN

Une méthode alternative pour la résolution partitionnée de problémes multiphysiques a
été présentée dans [DUREISSEIX et al., 2003b] en utilisant le solveur LATIN [LADEVEZE, 1999].
Cette nouvelle approche y a été mise en ceuvre sur un probleme de poro-élasticité, décrivant
le couplage entre des quantités fluides et solides définies sur le méme domaine homogénéisé
et interagissant a travers des relations de comportement couplées. La stratégie proposée a été
comparée a des approches standard (monolithique et ISPP) dans [DUREISSEIX et al., 2003b]
pour valider sa faisabilité et montrer son intérét en termes de performances.

Principe général — concept d’interface entre physiques. Les spécificités de la méthode
LATIN ont été brievement abordées dans la Section 2.3 a la page 22. Son extension au pro-
bleme couplé de poro-élasticité repose sur le constat que chacune des physiques est régie
par des équations de conservation linéaires et découplées de I'autre physique mais globales
sur I'espace, tandis que des relations de comportement définies localement dans le domaine
couplent ces physiques. Le principe de base de la méthode LATIN, qui consiste a séparer les
équations du probléme, s’interprete dans le cadre multiphysique par la notion d’interface
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entre physiques, sur laquelle sont vérifiées les relations de comportement. Cette interface fait
alors le lien entre les domaines associés a chaque physique. Une représentation graphique
des différentes entités en jeu est proposée sur la Figure 1.14b.

QF
Fluide % *
équilibre, comportement Interface
RdC
Solide couplées Fluide
7/ pression p \ équations équations
v Inge d’'équilibre d’équilibre

/ ; rfaCe

On g, re
(/1//0/1.v I'rs

C
. de
Solide = OUplag, -
équilibre, comportement

‘Relations de comportement

(a) Couplage surfacique : cas de I'aéro-€élasticité ~ (b) Couplage en volume : cas de la poro-élasticité

FIGURE 1.14 « Interface entre physiques couplées dans le cas d'une interaction sur une
surface commune ou dans le volume

L'idée d'une interface sur laquelle communiquent les physiques est classique pour les
problémes avec un couplage en surface, tels que l'interaction fluide-structure en aéroélasti-
cité, ou le solide et le fluide occupent des domaines distincts. L'interface a alors une réalité
matérielle : il s’agit de la « peau » de la structure immergée dans le fluide environnant (cf.
Figure 1.14a). Uapproche proposée dans [DUREISSEIX et al., 2003b; NERON & DUREISSEIX,
2008a] étend cette notion a un probleme couplé en volume, dans lequel chaque physique —
ainsi que I'interface — occupent le méme domaine (cf. Figure 1.14b).

Chaque itération de I'algorithme LATIN fournit alors des solutions intermédiaires qui
vérifient alternativement les équations d’équilibre du solide et du fluide durant I'étape
découplée et les relations de comportement lors de I'étape dite locale (voir Figure 1.15).
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FIGURE 1.15 ¢ Principe de la méthode LATIN appliquée au probleme de poro-élasticité avec
des discrétisations différentes (tirées de [NERON & DUREISSEIX, 2008b])
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Q Remarque 1.7

Le traitement séparé des équations d’équilibre de chaque physique rapproche la mé-
thode LATIN multiphysique des approches de partitionnement présentées a la Sec-
tion 3.3 en page 28. Toutefois, elle s’en distingue dans la mesure ou chaque itération
fournit une solution sur I'intervalle temporel entier. Cette particularité permet d’inté-
grer naturellement la réduction de modele a la volée par PGD, dont les développements
dans ce cadre sont détaillés dans la Section 4 (page 35).

Le concept original d’interface entre physiques pour des problemes couplés en volume a
été avantageusement exploité pour introduire diverses améliorations a la méthode (utilisation
de discrétisations différentes, prise en compte de non-linéarités, réduction de modele par
PGD), passées en revue dans les paragraphes suivants.

Extension aux aspects multi-échelles. Le traitement indépendant de chacune des phy-
siques a I’étape découplée offre une certaine flexibilité, permettant par exemple d'utiliser des
discrétisations spatiales ou temporelles différentes et adaptées a chaque physique. En effet, il
a été constaté dans [DUREISSEIX et al., 2003a] qu'une discrétisation temporelle plus grossiere
pour la partie solide est suffisante pour obtenir une méme qualité de solution pour chacune
des physiques et que leur choix est étroitement lié aux temps caractéristiques sous-jacents
[NERON & DUREISSEIX, 2008a]. L'utilisation de discrétisations différentes n’affecte que I'étape
locale de la Figure 1.15, dans laquelle les physiques interagissent.

La possibilité de coupler différentes discrétisations temporelles a initialement été explorée
par [DUREISSEIX et al., 2003a], en résolvant I'une des équations couplées sur la discrétisation
solide et I'autre sur la discrétisation fluide au sein d'un algorithme de point fixe. La preuve de
convergence du point fixe a été fournie ultérieurement par [NERON & DUREISSEIX, 2008al].
Une approche similaire a été appliquée pour des discrétisations spatiales distinctes dans
[DUrEissEix et al., 2004]. Cependant, une telle procédure nécessite de nombreuses opérations
de transfert de champ entre les physiques, ce qui peut entrainer des calculs cotiteux. Une
extension proposée dans [NERON & DUREISSEIX, 2008a; 2008b] consiste alors a munir
l'interface entre physiques de sa propre discrétisation en temps et en espace (voir Figure 1.15),
qui peut étre différente de celle utilisée pour chaque physique. Dans ce cadre, [NERON &
DUREISSEIX, 2008a] traite de I'utilisation de discrétisations temporelles différentes et aborde
en particulier le choix de la discrétisation de I'interface, tandis que [NERON & DUREISSEIX,
2008b] présente le cas de discrétisations différentes a la fois en temps et en espace.

Les techniques employées pour le transfert entre maillages spatiaux non conformes sont
adaptées des travaux de [DUREISSEIX & BAVESTRELLO, 2006]. L'approche utilisée s’apparente
a la technique mortar permettant de conserver I'énergie lors du transfert, mais est appliquée
élément par élément pour gérer les discontinuités induites par la nécessité de transférer des
quantités définies aux points d’intégration. Le méme formalisme a été réutilisé pour I'aspect
temporel dans [NERON & DUREISSEIX, 2008a; 2008b] en se placant dans le cadre Galerkin
discontinu en temps.
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Extension a un comportement non linéaire. La modularité offerte par la méthode a éga-
lement été exploitée pour traiter des problémes couplés plus complexes. Ainsi, [NERON &
DUREISSEIX, 2008b] aborde un probleme de thermo-poro-élasticité non linéaire. L'ajout
d'une nouvelle physique se traduit par la résolution d'un troisieme probléme en parallele
lors de I'étape découplée de la Figure 1.15, ainsi qu'un comportement enrichi sur I'interface.
L'étape locale consiste alors a résoudre un systeme non linéaire de petite taille en chaque
point de Gauss a 'aide d'une méthode de Newton.

Dans le cas du probleme de poro-élasticité, [DURrREISSEIX et al., 2004] a étudié I'influence
sur le taux de convergence de la dépendance de certaines propriétés matériaux au champ de
déformation. Il a été observé qu'une actualisation des directions de recherche au cours des
premieres itérations uniquement rend le taux de convergence quasiment indépendant du
degré de non-linéarité. Ainsi, il est conclu que la prise en compte de non-linéarités matérielles
a un impact limité sur le cotit de calcul.

Il est a noter que tous les développements décrits dans cette section ont été mis
en ceuvre sur des exemples mono- ou bi-dimensionnels. Le Chapitre 3 reprend la
méthodologie introduite et propose, notamment, une application a un exemple de
taille représentative des calculs menés aujourd’hui dans le cas de la thermo-élasticité.

4 Application des méthodes de ROM a des problemes multi-
physiques

Apres avoir passé en revue les techniques de ROM classiques dans la communauté mé-
canique en Section 2, nous allons a présent nous concentrer sur leur application a des
problémes multiphysiques couplés, dont les méthodes de résolution spécifiques ont été
décrites en Section 3. Bien que ces techniques de ROM aient été largement employées dans
divers domaines de I'ingénierie au cours des deux dernieres décennies, comme en atteste
I'ouvrage récent de [BENNER et al., 2021b], leur application a des problemes multiphysiques
couplés reste un domaine de recherche actif. Les contributions récentes sont abordées dans
cette section, en distinguant celles relatives aux méthodes de ROM opérant a posteriori (POD
et RB) de celles dites a priori (PGD).

Q Remarque 1.8

D’autres techniques de ROM sont également appliquées a des problemes couplés au
sens large, décrits de maniere générique par une représentation d’état. On peut citer la
méthode Component Mode Systhesis largement utilisée en dynamique des structures,
la technique Balanced Truncation basée sur la théorie des systemes et du controle, ou
encore la méthode Moment-Matching émanant des théories d’approximation. Une
description de ces différentes méthodes est par exemple fournie dans [REIS & STYKEL,
2008]. La grande variété de problemes couplés traités dans la littérature est mise en
lumiere dans [BENNER & FENG, 2015], ou plus récemment dans [KUMAR & EZHILARASI,
2023]. Ces méthodes ne sont pas abordées davantage dans ce manuscrit.
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4.1 Méthodes a posteriori

Cette section se concentre sur les développements dans un contexte multiphysique des
méthodes de ROM a posteriori, dont la premiere étape (cf. Figure 1.3 ou Figure 1.4) consiste a
générer quelques solutions haute fidélité dont est déduite une famille génératrice de faible
dimension. Dans le cadre de problemes multiphysiques fortement couplés, il faut donc faire
appel al'un des solveurs présentés dans la Section 3. Lutilisation d'un solveur monolithique
ou partitionné itératif est discuté dans [BALLARIN et al., 2024]. Il a été observé que le choix
de I'une ou I'autre méthode pour générer les snapshots n’a pas d'impact sur la qualité de la
solution fournie par le modele réduit.

Apres cette premiere étape, on dispose d'un ensemble d’observations pour les différents
champs physiques en jeu (notés u; et up dans le cas d'un probléme couplé a deux physiques
générique). Il est alors possible de construire les matrices d’observation X; € R"™1*"s et
X, € R™2*"s concaténant respectivement les snapshots des champs u; et u; :

X, =Col (uV,....,u{™) (1.27a)

X, = Col (ug), ... ,ug“)) (1.27b)

On rencontre ensuite plusieurs approches dans la littérature pour la construction du
modéle réduit et sa résolution online.

Base unique pour le probleme couplé. Une premiere option consiste a construire une base
réduite pour le probleme couplé entier, en appliquant la POD a la matrice

X
X= xl € RVt 1) X715 (1.28)
2

qui rassemble les snapshots de toutes les physiques. On obtient alors une famille de m
vecteurs orthonormés dont chacun porte sur le vecteur des inconnues combinées [ul, ug]T.
Le systéme monolithique entier (1.23) est ensuite projeté sur cette base réduite, décrite dans
le cas discret par la matrice ® € R ¥7xp) M,

Les modes POD ainsi construits sont optimaux pour 'ensemble des observations du
probleme couplé. Néanmoins, les coefficients associés n’ont plus d’interprétation physique
directe. Cette approche manque également de modularité, dans la mesure ou tout est a
refaire s’'il y a un changement dans 'une des composantes du probleme couplé [BENNER
& FENG, 2015]. Dans des applications de controle optimal, [KrAMER, 2016] observe méme
que les lois de rétroaction calculées a partir d'un tel modele réduit ne convergent pas vers la
solution haute fidélité. Les auteurs concluent que dans ce cas, il est primordial de conserver
la structure par blocs du systeme original dans le modele d’ordre réduit, de sorte qu’elle se
retrouve ensuite dans les matrices de rétroaction.

Bases distinctes pour chaque physique. Une seconde option consiste a construire un
modele réduit qui préserve la structure par blocs du systeme couplé initial. Pour ce faire,
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les snapshots des champs u; et uy sont exploités séparément. Lapplication indépendante
de la POD aux matrices des observations X; et X, permet de construire des bases réduites
distinctes pour chaque physique en jeu, que I’on note sous forme discrete : ®; € R"1*"™ et
@, € R"=*"2 1] est alors possible d’avoir des bases réduites de tailles m; et m, différentes.
Ces matrices sont ensuite usuellement combinées selon I’équation (1.29) de sorte a obtenir
une matrice de projection globale diagonale par blocs :

-~ |®; O

o = (1.29)
0 ®

La multiplication a gauche et a droite du systeme monolithique (1.23) par la matrice
® permet de conserver la structure par blocs du systéme initial, imposée par la physique.
Avec cette approche, les coefficients de la décomposition a variables séparées ont toujours le
sens des champs physiques de départ. En revanche, on perd la garantie d’optimalité pour
I’ensemble des snapshots [BENNER & FENG, 2015].

Cette approche est la plus communément utilisée dans la littérature, avec des applications
a des problemes de poro-élasticité dans un contexte de géomécanique [FLOREZ & GILDIN,
2020], de thermo-hydraulique avec conditions aux limites variables [VERGARI et al., 2020]
puis de thermo-hydro-neutronique [VERGARI et al., 2021] pour la simulation de réacteurs
nucléaires, ou encore d’interaction fluide-structure avec parametres physiques et géomé-
triques [BALLARIN & R0OzzA, 2016]. Alors que tous les travaux cités jusqu’ici reposent sur une
résolution monolithique du probleme de taille réduite, [BALLARIN et al., 2024] se sont récem-
ment intéressés a I'utilisation d'une approche partitionnée pour la résolution online. Chaque
sous-probléme est alors projeté sur la base réduite ®; ou ®, correspondante. La précision et
le taux de convergence obtenus sont similaires a ceux de I'approche monolithique préservant
la structure par blocs.

Tout comme pour des applications monophysiques, la présence de non-linéarités altere
le gain en temps de calcul offert par la POD [NAsikaA et al., 2022]. Lutilisation d'une méthode
d’hyper-réduction DEIM (Discrete Empirical Interpolation Method) [CHATURANTABUT &
SORENSEN, 2010] est proposée dans [NASIKA et al., 2023] pour la simulation du couplage
hydro-mécanique non linéaire avec des parametres matériaux variables.

Spécificités de la méthode RB. Le principal axe de développement autour de la méthode
RB porte sur I’élaboration d’estimateurs d’erreur adaptés et spécifiques au probleme traité.
Ainsi, [MARTINI et al., 2015] proposent un estimateur basé sur la pondération des résidus sur
chaque sous-domaine dans le cas d'un probleme avec couplage surfacique tenant compte
de la variabilité de la géométrie et des parametres matériaux. Un estimateur d’erreur pour
un probléme de thermo-mécanique faiblement couplé avec parametres matériaux variables
est développé par [HHOANG et al., 2018]. Dans le cas d'un probléme d’évolution thermo-poro-
élastique fortement couplé avec des parameétres matériaux variables, [LARION et al., 2020]
proposent un estimateur d’erreur portant sur des quantités d’'intérét fluide et solide. Le
modele réduit ainsi construit est exploité dans une stratégie d’identification de parametres,
nécessitant de nombreux appels au solveur pour différents jeux de parametres [LARION et al.,
2022]. Dans tous ces travaux, une base réduite est construite pour chaque physique.
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4.2 Méthodes a priori

Dans le cas de problemes multiphysiques faiblement couplés, I'application de la réduc-
tion de modeéle par PGD ne pose pas de difficulté particuliere lors de la résolution hiérarchique
du probléme. En effet, le modele réduit de la physique totalement indépendante des autres,
qu’il soit défini sur le domaine espace-temps ou espace-temps-parametres est construit de
maniere classique. La représentation ainsi construite de ce premier champ intervient dans
le second membre du probleme régissant une deuxieme physique, et ainsi de suite. Des
exemples de problemes faiblement couplés traités avec la PGD sont donnés dans le cas de
problémes électro-thermiques [KrivM et al., 2019] ou thermo-mécaniques [PRULIERE et al.,
2010b; SCHULER et al., 2022b].

Dans le cas de problemes multiphysiques fortement couplés, la méthode PGD ne peut
pas s’intégrer directement dans les approches monolithiques et partitionnées standard —
qui résolvent un pas de temps apres l'autre — puisqu’elle opére sur le domaine espace-
temps (voire espace-temps-parametres) entier. Néanmoins, la philosophie de ces approches
peut étre conservée en enrichissant les bases réduites associées aux différentes physiques
simultanément ou séparément; des exemples sont donnés ci-apres.

Enrichissement simultané. La PGD peut étre appliquée a un probléme fortement couplé
de maniere monolithique, enrichissant ainsi la base d’ordre réduit pour chaque physique
simultanément. Cela conduit a un nombre de modes identiques pour toutes les physiques
impliquées, comme illustré sur des problemes thermo-visco-€élastiques [BERINGHIER et al.,
2010], électro-magnéto-mécaniques [MININGER et al., 2016; HENNERON & CLENET, 2017] ou
piezo-éléctriques pour I'étude paramétrique de dispositifs de récupération d’énergie [Q1N
et al., 2016b].

Néanmoins, le méme nombre de modes n’est pas forcément requis pour toutes les phy-
siques. Ainsi, [MININGER et al., 2016; HENNERON & CLENET, 2017] ont relevé qu'une bonne
approximation de la tension électrique nécessitait bien moins de modes que la déformation
mécanique. Ainsi, afin d’éviter le calcul inutile de modes, il peut étre intéressant d’avoir la
possibilité d’enrichir indépendamment les bases construites a la volée pour chaque physique.
Pour ce faire, la PGD doit étre appliquée en suivant une philosophie partitionnée.

Enrichissement séparé. Une premiere facon de construire séparément les modeles ré-
duits des différentes physiques intervenant dans le probleme couplé consiste a utiliser une
approche par point fixe. Le modele réduit de chaque physique, qui fournit une solution
approchée sur I'ensemble du domaine considéré, est enrichi alternativement avec poten-
tiellement plusieurs modes. Une telle approche a été mise en ceuvre sur un probleme de
thermo-cinétique [PRULIERE et al., 2010b], ou de thermo-mécanique avec prise en compte de
parametres géométriques et de chargement dans la décomposition [SCHULER et al., 2022a].

Dans le cas d'un probléme non linéaire, la PGD impose l'utilisation d'une méthode de
linéarisation. La technique la plus simple consiste a approcher le terme non linéaire en y
substituant I'expression (connue) du champ issue de la derniere étape d’enrichissement (e.g.,
[PRULIERE et al.,, 2010b; QIN et al., 2016a]). Une telle approche, appliquée au systéme mono-
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lithique, peut finalement conduire a une résolution séparée des physiques [QIN et al., 2016a],
permettant dans cet exemple de stopper I'enrichissement de la représentation du champ
magnétique avant celui du champ thermique. Dans [SCHULER et al., 2022a], une méthode
itérative globale est utilisée pour tenir compte de la loi cohésive non linéaire du probleme
mécanique, mais ces itérations supplémentaires diminuent I'efficacité de I'approche.

Une autre maniere d’appliquer la PGD séparément aux physiques en jeu repose sur
I'approche alternative basée sur le solveur non incrémental LATIN, dont les développements
antérieurs ont été passés en revue en . Laréduction de modele par PGD espace-
temps est appliquée a chacun des problemes linéaires résolus sur I'intervalle temporel entier
durant I'étape découplée (voir ), tout en permettant aisément de prendre en
compte un comportement non linéaire [NERON & DUREISSEIX, 2008b]. Une revue dédiée a
I'utilisation de la méthode LATIN-PGD pour les problemes multiphysiques est proposée dans
[NERON & LADEVEZE, 2010], et les principaux développements sont rappelés ci-dessous.

Dans [DUREISSEIX et al., 2003b], seules les quantités cinématiques (taux de déforma-
tions et pression) ont été représentées sous une forme a variables espace-temps séparées.
Cette approximation a variables séparées a ensuite été étendue aux quantités statiques dans
[DurEeissEix et al., 2003a] avec le double objectif de réduire les cotits de stockage, puisque
tous les champs sont représentés par quelques fonctions du temps et de 'espace, et de
diminuer le volume d’informations a échanger en cas de couplage entre plusieurs codes
éléments finis. Néanmoins, 'implémentation de cette approche est particulierement lourde
car elle s’accompagne d’'une procédure de dualisation pour résoudre les probléemes non
conventionnels portant sur les quantités statiques. Les dix champs inconnus du probléeme de
thermo-poro-élasticité non linéaire ont ainsi été représentés sous un tel format dans [NERON
& DUREISSEIX, 2008Db].

> Bilan du chapitre

La résolution directe d'une série de problemes semblables, par exemple dans une dé-
marche d’optimisation, entraine un cofit de calcul prohibitif lorsque chaque résolution
individuelle est déja cotiteuse. Les méthodes de réduction de modéle représentent un moyen
efficace de rendre de telles études abordables en exploitant la redondance des informa-
tions présentes dans chaque solution. Ces techniques fournissent en sortie une information
plus riche que les métamodeéles, qui se concentrent uniquement sur des quantités d’intérét
scalaires définies a 'avance.

Plusieurs méthodes de réduction de modele (POD et RB) reposent sur le calcul préalable
de solutions haute fidélité pour construire une base de dimension réduite, sur laquelle le
probléeme de départ est ensuite projeté. Au contraire, la méthode PGD permet de s’affranchir
de ces calculs préliminaires cofiteux en construisant a la volée la base spécifiquement adaptée
au probleme considéré, en méme temps que sa solution. Pour résoudre une famille de
problémes semblables dépendant de parametres avec la PGD, il existe deux approches. La
premiere se base sur la décomposition canonique (espace-temps-parametres) du champ
recherché, tandis que la seconde ne construit qu'une décomposition espace-temps et traite
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les aspects paramétriques par réutilisation et enrichissement de la base réduite des fonctions
spatiales. Cette derniére approche est celle retenue dans ces travaux, dont la modularité a
déja été mise en avant lorsqu’elle est associée au solveur LATIN.

Lorsque chaque probleme de I'étude paramétrique présente un couplage fort entre
plusieurs physiques, un algorithme de résolution dédié est requis. Les deux approches dis-
ponibles dans la littérature, monolithique et partitionnée, ont été présentées. Bien que I'ap-
proche monolithique soit conceptuellement simple, sa mise en ceuvre est complexifiée par
les caractéristiques intrinseques du systéme a résoudre (mauvais conditionnement, grande
taille, ...). Les méthodes de partitionnement se basent sur la résolution de problemes plus
simples et offrent davantage de flexibilité dans le traitement des différentes physiques. Nous
nous orientons donc vers ce type d’approche.

Néanmoins, l'algorithmie propre a la PGD ne permet pas de la combiner a un solveur
classique résolvant un pas de temps apres I'autre. Nous proposons donc de nous appuyer sur
des travaux antérieurs utilisant le solveur LATIN pour la résolution de problemes multiphy-
siques, et en particulier I'application de la PGD aux quantités primales uniquement, comme
initialement proposé dans [DUREISSEIX et al., 2003b]. La méthodologie est détaillée au

, qui mettra en avant un exemple sur un cas d’échelle. Le s’attachera ensuite
a combiner cette approche avec la stratégie de résolution de problemes paramétrés basée sur
la PGD espace-temps, déja largement éprouvée dans des applications mono-physiques.

k sk ok



Probleme multiphysique de rétérence :
présentation et implémentation

Ce chapitre est consacré au probleme couplé choisi pour illustrer la méthode dé-
veloppée : la thermo-élasticité. Un rappel de la mise en équations de ce probléme
fortement couplé est fourni, jusqu’a sa discrétisation par la méthode des éléments
finis. Nous présentons également la plateforme collaborative dans laquelle les dé-
veloppements numériques ont été implémentés, avec une attention particuliere
aux contributions personnelles ayant permis son extension au cadre multiphy-
sique. L'implémentation d’'une approche monolithique classique est validée a
travers un benchmark thermo-meécanique. Une analyse critique de la littérature
associée et une discussion sur la validité des hypotheéses de modélisation sont

proposées.
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Chapitre 2. Probleme multiphysique de référence : présentation et implémentation

1 Les équations de la thermo-élasticité linéaire

Les équations, hypotheses et notations du probléme multiphysique couplé de thermo-
élasticité, sur lequel sont illustrés les développements de ce manuscrit, sont introduites dans
cette section. La thermo-élasticité décrit a la fois le comportement élastique et thermique
des solides, ainsi que leurs interactions sous des sollicitations mécaniques et thermiques.

Température

>

Thermique Mécanique

Déformation

FIGURE 2.1 » Quantités en interaction lors du couplage thermo-mécanique

L'expérience met en évidence I’expansion volumique d'un solide chauffé s’il peut se défor-
mer librement. En revanche, sila déformation est empéchée, cette élévation de température
génere des contraintes au sein du solide; dans le cas extréme de la Figure 2.2, ces contraintes
ont mené au flambement d'un rail de chemin de fer. Par ailleurs, il a également été observé

expérimentalement qu'une sollicitation rapide en traction d'un matériau provoque son re-
froidissement, tandis qu'une compression rapide entraine un échauffement (voir Figure 2.3).
Il existe donc une interaction mutuelle entre la déformation d'un corps et sa température,
comme schématisé sur la Figure 2.1. Ces phénomeénes sont modélisés par la théorie de la
thermo-élasticité.

180 T T 80
PEEK KT880-NT @ 0.01 m/s
I
d? - IlH ub
= o0 g
2 g
3 50 =
:
g | 40 =
E - ;
¢ 06 13
0 i ' . Max. surface temp.
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True strain (-)

FIGURE 2.2 « Flambement d'un rail de FIGURE 2.3 « Echauffement d'un polymeére du-
chemin de fer sous forte rant un essai en compression
chaleur' (d’apres [HAO et al., 2022])

La premiere formulation des équations de la thermo-élasticité est proposée par [DUHAMEL,
1837] en généralisant les théories établies de I'élasticité et de la conduction thermique dans
les solides. Cependant, ce n’est que 120 ans plus tard que les équations couplées ont été
établies sur la base des processus thermodynamiques irréversibles par [B10T, 1956]. De nom-
breux ouvrages de référence sont ensuites parus dans les décennies suivantes, parmi lesquels
[CARLSON, 1973; PARKUS, 1976; NOWACKI & SNEDDON, 1977]. Une revue historique des
développements autour de I'analyse théorique des phénomeénes thermoélastiques est fournie

1. Crédits photo : U.S. Department of Transportation. Domaine Public. Source : https://toolkit.climate.gov/
image/1001
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1. Les équations de la thermo-élasticité linéaire

dans [HETNARSKI & EsLaMI, 2009]. Dans ce qui suit, le cadre thermodynamique dans lequel
s’inscrivent les équations régissant la thermo-élasticité linéaire, ainsi que les hypotheses
associées, sont rappelés.

1.1 Hypotheses et quantités mises en jeu

On étudie I'évolution sur un intervalle temporel I = [0, t7] d'une structure occupant un
domaine Q c R3, dont la frontiére est notée 0Q. Sous I’hypothese des petites perturbations, le
comportement mécanique est décrit par le tenseur des déformations linéarisées &€, associé a
un champ de déplacement u, et par le tenseur des contraintes de Cauchy o. Dans son état de
référence supposé naturel (i.e., non chargé et non déformé, soit o = 0 et € = 0), le solide a une
température uniforme Ty. On note 8 I'écart de température par rapport a cette température
de référence :

0=T-T, 2.1

ou T désigne la température absolue. Dans le cadre de la thermo-élasticité linéaire, les varia-
tions de température par rapport a Ty sont supposées faibles, i.e., |0/ Ty| < 1. Les parametres
matériaux sont alors considérés indépendants de la température [NOWACKI & SNEDDON,
1977].

Les quantités intervenant dans la formulation du probléme de thermo-élasticité sont
résumées dans la premiere partie du . En particulier, les inconnues primales, leur
gradient, et les inconnues duales de chacune des physiques y sont mises en regard.

TABLEAU 2.1 « Quantités d’'intérét du probleme thermoélastique et leur unité SI

Quantités mécaniques Quantités thermiques
u [m] vecteur déplacement 0 K] incrément de température
€ (-] tenseur des déformations g  [Km™'] gradient de temperature
o [Nm™] tenseur des contraintes g [Wm™] vecteur flux de chaleur

Ug [m] déplacement imposé 04 K] incr. de température imposé
Fs [Nm™] forcesurfacique imposée gz [Wm™] flux de chaleur imposé

fa [Nm™] effort volumique ra  [Wm™] source de chaleur

Sous l'action de chargements imposés mécaniques et thermiques, ces quantités vont étre
amenées a évoluer sur l'intervalle d’étude I. Le chargement mécanique auquel est soumis le
domaine Q a tout instant ¢ € I, illustré sur la , consiste en :

— un effort volumique f; appliqué sur le domaine ©,

— un déplacement u, fixé sur une premiere partie de la frontiere 9,Q (condition de
Dirichlet),

— un effort surfacique F; imposé sur la partie complémentaire 0 de la frontiere 0Q2
(condition de Neumann).
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FIGURE 2.4 « Conditions aux limites du probléeme de thermo-mécanique

Le chargement thermique, représenté sur la Figure 2.4b, se compose de :

— une source volumique de chaleur r; appliquée sur le domaine Q, pouvant résulter de
physiques non modélisées, par exemple par effet Joule ou en conséquence de réactions
chimiques [LEMAITRE et al., 2009],

— unincrément de température 8, fixé sur une partie de la frontiére dyQ2 (condition de
Dirichlet),

— un flux de chaleur sur la partie complémentaire de la frontiere 0Q2; ce flux peut étre :
* imposé a g4 sur 0,2 (condition de Neumann),

e convectif et s’exprimer par h(f., — 0) sur 0.2, avec h le coefficient de transfert
convectif et O, la température ambiante (condition de Robin).

Q Remarque 2.1

Le partitionnement de la frontiére 0Q pour I'application de conditions de Dirichlet,
Neumann et Robin est indépendant pour chacune des physiques. Néanmoins, chaque
sous-probleme (mécanique et thermique) doit étre bien posé, i.e., :

0Q0=0,QU0rQ et 0,QN0rQ =g, (2.2a)

0Q=09QuU0,QUI.Q et 0pQNIQ2NIQ=@. (2.2b)

Dans les notations introduites, I'indice e ; indique que les quantités sont données, donc
connues. La seconde partie du Tableau 2.1 met en regard les chargements analogues pour
chaque physique : conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann, ainsi que chargement
volumique.

1.2 Equations de la mécanique

Sous I'hypothese des petites perturbations, le tenseur des déformations linéarisées € est
défini comme la partie symétrique du gradient du déplacement u :

e:%(w+vf). (2.3)
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Dans la théorie de la thermo-élasticité linéaire, le tenseur des déformations totales &
correspond a la somme des déformations élastiques &, induites par la contrainte, et des
déformations dues au changement de température €, [HETNARSKI & ESLAMI, 2009], soit :

€ = Eg + En. (2.4)

La déformation thermique &y, est liée a la variation température 0 par la relation linéaire
&n=all, (2.5)

ol a désigne le coefficient de dilatation thermique linéique du matériau (scalaire en considé-
rant un matériau isotrope) et I le tenseur identité. On remarque que dans le cas isotrope, une
variation de température ne modifie pas la forme du solide, mais entraine uniquement un
changement de volume.

Par ailleurs, la loi de Hooke relie le tenseur des contraintes de Cauchy o a la partie
élastique des déformations €, par 'intermédiaire du tenseur d’élasticité /C (isotherme), ce
qui s’écrit en utilisant les équations (2.4) et (2.5) :

c=K:e.=K:e-abK:1I. (2.6)

Pour un comportement isotrope, le tenseur d’élasticité /C ne dépend que de deux coeffi-
cients indépendants, par exemple les coefficients de Lamé A et p. La relation de comporte-
ment (2.6) s’écrit alors :

o=2ue+ATrel - 01, (2.7)

ou 'on a introduit le coefficient de couplage thermoélastique (. Ce coefficient résulte de
I'application de 'opérateur de Hooke aux déformations d’origine thermique et vaut f =
a(2p+3A) dans le cas tri-dimensionnel.

Q Remarque 2.2

Le coefficient § peut aussi s’exprimer en fonction du module de compressibilité hy-
drostatique K (bulk modulus en anglais) par f = 3aK. Cette écriture est également
fréquente dans la littérature.

Notons que si la déformation de la structure est bloquée (¢ = 0), I'’équation (2.7) indique
qu'une augmentation de la température génere un état de contrainte sphérique en compres-
sion. Enfin, le champ de contraintes o doit satisfaire I'équation d’équilibre, qui s’écrit en
négligeant les effets dynamiques :

dive + f;=0. (2.8)

1.3 FEquations de la thermique - formalisme thermodynamique

A présent, les équations de la partie thermique du probléme de thermo-élasticité couplée
sont rappelées. A cause du processus spontané — et donc irréversible — de conduction de
la chaleur, il est nécessaire de considérer la thermodynamique des processus irréversibles
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[NOWACKI & SNEDDON, 1977]. Ce formalisme permet de faire intervenir naturellement le
couplage thermo-mécanique et permettrait d’'inclure des comportements plus complexes.
Cette partie s’appuie principalement sur les ouvrages de [LEMAITRE et al., 2009; SALENCON,
2007; IBRAHIMBEGOVIC, 2009].

Premier principe de la thermodynamique. Le premier principe de la thermodynamique
décrit la conservation de I’énergie. L'énergie totale contenue dans un systeme thermody-
namique occupant un domaine 2 correspond a la somme de son énergie interne E; et de
son énergie cinétique E.. Le premier principe de la thermodynamique exprime le fait que la
variation de cette énergie totale est due a la puissance des efforts extérieurs P, ; développés
sur le systeme et au taux de chaleur recue par le domaine, noté O, ce qui se traduit par

d
E(Ei +Ec) = Pext + Q (2.9)

On introduit également le principe des puissances virtuelles (PPV), appliqué ici au mou-
vement réel étudié :
Pa="Pint+Pexs, (2.10)

avec P, et Py les puissances (réelles) des quantités d’accélération et des efforts intérieurs. Il
est intéressant de remarquer que P, = E, (voir [LEMAITRE et al., 2009]). Ainsi, en combinant
les équations de conservation de I'énergie (2.9) et d’équilibre (2.10), on obtient le premier
principe de la thermodynamique sous la forme globale d'une équation de bilan :

Ei:f pe; dQ,
Q
dE;
— +Pins =9, avec: { Pinr=—| 0:DdQ, (2.13)
dz Q
Q=f l’ddQ—f q-QdS:f (rd—divq) dQ.
Q 00— Q —

On a introduit la masse volumique p, I'énergie interne massique e;, le tenseur des taux
de déformations D (i.e., la partie symétrique du gradient des vitesses) et le vecteur normal
unitaire n sortant a la frontiere Q. Sous 'hypothese des petites perturbations, puisque
'ordre des dérivées par rapport a 'espace et au temps peut étre interverti,ona: D = Vit = €.
Léquation (2.13) étant vérifiée quel que soit le domaine (2, on obtient la forme locale du
premier principe exprimant la conservation de |'énergie :

péi=0:€&+rg—divg. (2.14)

Ainsi, la variation de I'énergie interne massique est due a la puissance massique dissipée
par les efforts intérieurs et a un apport de chaleur.

Second principe de la thermodynamique. Le premier principe, qui donne un bilan d’éner-

gie quantitatif, doit étre complété par le second principe de la thermodynamique, qui
définit le sens des transferts d’énergie irréversibles. Pour ce faire, on introduit I'’entropie
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S = JopsdQ, qui exprime une variation d’énergie associée a une variation de température.
Le second principe postule alors que le taux de production d’entropie dans une évolution
réelle est toujours supérieur ou égal au taux de chaleur recue Q divisé par la température T :

ds 1
>

FTEe TQ. (2.15)

Le théoreme de la divergence combiné a la définition de O dans I'équation (2.13) donne :

1 rq 1
Lo-[an-[ Lgmas- [
T ol aQTz_ Q

Puisque 'inégalité (2.15) doit étre vérifiée pour tout domaine (2, on en déduit I’expression
locale du second principe :

Ta —div(z)] do. (2.16)
T T

o Ta_ .. (4
$>——div|=]. 2.17
PE=T ( T) (@17

Apres développement du terme en divergence puis multiplication par T > 0, la forme
locale du second principe (2.17) devient :

1
pTé—rd+diVﬂ—?ﬂ-VT>O. (2.18)

Inégalité de Clausius-Duhem. En combinant les équations des premier (2.14) et second
principes ( ), on obtient I'inégalité fondamentale

q
a:é+p(T§—éi)—?-VT>0 (2.19)

que doit vérifier toute évolution thermo-mécanique réelle. Cette inégalité peut étre transfor-
mée en introduisant I'énergie libre massique de Helmholtz, définie par v = e; — T's, et dont la
dérivée temporelle s’écrit :

w=é—-Ts-Ts. (2.20)

En introduisant I'énergie libre v dans I'inégalité fondamentale (2.19), on obtient 'inéga-
lité dite de Clausius-Duhem :

4
azé—p(l,'u+sT)—?-VT>0. (2.21)

Lois d’état et dissipation. L'énergie libre de Helmholtz ¢ est une fonction uniquement
des variables d’état, i.e., variables ne dépendant que du point matériel considéré. Pour les
phénomeénes réversibles, comme c’est le cas de la thermo-élasticité, les seules variables
d’état sont dites observables et sont imposées par le formalisme de la mécanique des solides
déformables et de la thermodynamique des milieux continus : la déformation totale € et la
température absolue T.

Q Remarque 2.3
Ce formalisme par variables d’état permet également de décrire des comportements
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plus complexes que la thermo-élasticité en considérant des variables d’état addition-
nelles, dites variables internes [LEMAITRE et al., 2009] : (visco-)plasticité, couplage avec
la chimie ou I'électromagnétisme, ...

Avec ¢ = y(g, T), on peut réécrire la dérivée par rapport au temps de I'énergie libre :

e W
v T)= 6TT+ e 1€, (2.22)

ainsi que I'inégalité de Clausius-Duhem (2.21), qui devient :

0
—p

o7 T+(0—p—w):£—:-VT>O. (2.23)

Dans 'inégalité ( ), on peut distinguer la dissipation intrinseque ¢;,;, qui est nulle
pour toute évolution élastique (réversible), et la dissipation thermique ¢, due a la conduc-
tion de la chaleur, a priori non nulle dans une évolution thermoélastique. Si la dissipation
intrinséque ¢;,; est nulle quelle que soit I'évolution du systeme, définie par & et T, alors
chaque terme doit étre nul. On en déduit les lois d’état de la thermo-é€lasticité, qui dérivent
du potentiel thermodynamique y (g, T) suivant les relations :

oy

d
o=p (2.24) s=-2¥

oT”

Par ailleurs, la loi de Fourier représente la maniere la plus simple de satisfaire la positivité
de la dissipation thermique ¢,. Le flux de chaleur est pris directement proportionnel (et
opposé) au gradient de température :

(2.24Db)

q= —kVT, (2.25)

avec k > 0 le coefficient de conductivité thermique (scalaire pour un milieu isotrope).

Q Remarque 2.4

Laloi de comportement du matériau est définie par la donnée de la fonction v (g, T).
Pour obtenir un comportement thermoélastique linéaire, I'énergie libre ¥ est une
fonction quadratique des deux variables d’état (ou de leurs invariants), obtenue par un
développement au deuxieme ordre autour de I'état de référence naturel (€ =0, T = Ty).
Apres simplifications (voir [[BRAHIMBEGOVIC, 2009]), elle s’exprime par :

A 2 pc 2
pw(e, T)= E(Trs) +ue:e—PB(T—-TyTre - ﬁ(T_ To)". (2.26)
0
Avec la loi d’état ( ) définissant le tenseur des contraintes o, on retrouve la relation
donnée en équation (2.7). La loi d’état ( ) portant sur I’entropie s donne :
ov p 1
s=——==Tre+ —c(T - Tp). 2.27
36 p T ( 0) ( )
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Retour sur la conservation de 'énergie. En combinant les équations (2.20) et (2.22) pour
exprimer le taux d’énergie interne massique é; en fonction de I'énergie libre d'Helmholtz ¢
et des variables d’état € et T, 'équation locale de conservation de I'énergie (2.14) se réécrit

0 . 0
p(%+s)T+(p£—a):é+pT§:rd—diVﬂ. (2.28)
Apres prise en compte des équations d’état (2.24), il reste la forme réduite du premier

principe :

pTs=ry—divg. (2.29)
6w . o1 » . ) 2 o YKs A 1
Avec s = —a—T(e, T), puis en utilisant les équations d’état (2.24), on peut écrire
o’y oy . 100 0s .
6= — (E— T=———:6+—T. 2.30
YT T%ear “ otz T par fToar (2:30)

. . 2z . ~ rd . z : s
On introduit la chaleur spécifique a déformation constante c, définie par ¢ = Ta—T, dans

I’équation précédente. L'équation (2.29) devient alors

cT—Ta—a'é—r —div (2.31)
P aT " =Tq ﬂ .

oo
Le terme Tﬁ : € représente la source de chaleur liée a la vitesse de déformation. En utili-

. oo . .
sant la loi de Hooke (2.7), on a 3T BI. De plus, sous I'hypothese de petites variations de
température, ce terme de couplage peut étre linéarisé autour de la température de référence

Tp. Ainsi, la conservation de I'énergie s’écrit dans le cadre de la thermo-élasticité linéaire :

pcT =—TyBTré+ry—divg. (2.32)

Q Remarque 2.5
Sans cette hypothese, I’équation d’équilibre thermique est non linéaire et s’écrit :

pcT =~TPTré +rq—divg. (2.33)

1.4 Bilan des équations

Sous les hypotheses des petites perturbations et des petites variations de température,
en négligeant le terme inertiel et en considérant un matériau homogene et isotrope, les
équations régissant la thermo-élasticité linéaire sont résumées ci-apres. Ces équations sont a
présent toutes écrites en fonction de I'incrément de température 6 plutot que la température
absolue T.
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> Mécanique: > Thermique:
 Equation d’équilibre :  Equation d’équilibre :
dive+ f;=0 pcl +divg+ TyBTré=ry

* Relation de comportement : Relation de comportement :

o=2ue+ATrel - pOI q=-kg

Equation de compatibilité : Equation de compatibilité :

6=%(VE+VET). g=Vo

Condition initiale :

Condition initiale :

u(x, t=0)=u_.(x) 0(x, £ =0) = Oini (%)

ini (—

Conditions aux limites :

Conditions aux limites :
u=1uq(t) surod,Q 0 =04(t) surdgQ
on=F4(t) surdpQ —q-n=dqq(t) surd,Q
—q-n= h(@s—0) surd.Q

Q Remarque 2.6

— Si le coefficient de couplage f est nul, les deux physiques sont découplées. Dans
le cas stationnaire, i.e., avec 0 =0 et &£ = 0, le probleme est faiblement couplé,
car le champ de température peut étre calculé indépendamment des grandeurs
mécaniques.

— Par convention en thermique, les quantités de chaleur recues par le systéeme (i.e.,
opposées a la normale sortante n) sont notées positivement; cela explique le
signe sur les conditions aux limites de flux g imposé.

1.5 Remarques sur le probléme couplé

Une breve analyse des équations de la thermo-élasticité permet de faire une analogie
avec un autre probleme couplé a deux physiques fréquemment étudié dans la littérature. Un
coefficient adimensionné permettant de « quantifier » la force du couplage entre les deux
physiques est également introduit.

Analogie avec la poro-é€lasticité linéaire. Il est intéressant de noter I’analogie entre la
théorie de la thermo-élasticité, décrite précédemment, et celle de la poro-élasticité. En
effet, les équations de la poro-élasticité sont souvent utilisées pour illustrer des travaux sur
des méthodes numériques pour la résolution de problémes multiphysiques couplés. Cette
similitude facilite donc le lien avec la littérature associée, notamment les travaux antérieurs
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sur la méthode LATIN-PGD dans un contexte multiphysique [DUREISSEIX et al., 2003b].

La poro-mécanique traite de I'interaction entre le squelette solide et la phase fluide
d’'un milieu poreux saturé de fluide. Le milieu y est décrit par un modele macroscopique
homogénéisé dans lequel on suppose que le fluide et le solide occupent le méme domaine
[LEWIS & SCHREFLER, 1998; Coussy, 2004]. Cette théorie trouve notamment des applications
dans I'étude des géomatériaux ou des tissus biologiques. Physiquement, on observe que
la pression du fluide interstitiel joue un role analogue a celui décrit pour I'incrément de
température dans la déformation d'un corps solide. Lanalogie mathématique entre les deux
théories a été relevée des les travaux de [B10T, 1956], puis poursuivie par [GEERTSMA, 1957]
et étendue au cas anisotrope par [NORRIS, 1992].

Le permet d’apprécier la similarité des équations régissant les théories li-
néaires de thermo-élasticité et de poro-élasticité. Les équations purement mécaniques n'y
sont pas représentées car identiques dans les deux théories. L'équation de diffusion décrivant
I'évolution temporelle découle de la conservation de I’énergie pour la thermo-élasticité, et de
la masse pour la poro-élasticité. La loi de Darcy relie le gradient de la pression a la vitesse de
Darcy de maniere analogue a la loi de Fourier. Le recense les quantités intervenant
dans les équations du en mettant en regard celles qui jouent un role analogue
dans les deux théories.

TABLEAU 2.2 « Analogie entre les équations de thermo-élasticité et de poro-élasticité linéaire

Thermo-élasticité Poro-élasticité

. c. 1 1
Equation de diffusion p—O + —divg+pTré=0 —p+divw+bTré=0
Ty Ty — M -

K
Loi de diffusion q=—-kVO w=-—Vp
—_ l’l’w
Loi de Hooke o=2ue+ ATrel - 01 o =2ue+ ATrel - bpl

Loi de Fourier en thermo-élasticité et loi de Darcy en poro-élasticité

TABLEAU 2.3 « Analogie entre les quantités thermiques et fluides

Quantités thermiques Quantités fluides

Incrément de température 0 p Pression interstitielle
Flux thermique g/ Ty w  Vitesse de Darcy
Conductivité thermique k/Ty K/u, Perméabilité
Coefficient de couplage p b Coefficient de Biot

Capacité thermique pc/Ty 1/Q Inverse du module de Biot

Quantification de la force du couplage. Lors de ’étude d’'un probleme multiphysique
couplé, il est pertinent d’examiner la force du couplage entre les différentes physiques
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considérées. L'influence de la thermique sur la mécanique étant communément prise en
compte, [ZIMMERMAN, 2000] se concentre sur I'action de la mécanique sur la thermique. I1
s’agit alors de quantifier 'importance de la source thermique liée aux taux de déformations
relativement aux autres termes de I'équation (2.32), que I'on peut réécrire en faisant intervenir
la loi de Fourier :

pch = kAO — T, fTré. (2.34)
En prenant la trace de la loi de Hooke thermoélastique (2.7), on peut écrire :

Tre Tro +3a0, (2.35)

C2u+31
ol 'on fait apparaitre le coefficient de dilatation thermique volumique 3a. Dans le cas limite
d’expansion libre, qui se traduit par Tro = 0, 'équation (2.35) montre qu’une variation de
température s’accompagne d'un changement de volume :

Tre = 3a0. (2.36)

En combinant les équations (2.36) et (2.34), il est possible de comparer les ordres de
grandeur des termes instationnaires en 6. Ainsi, le champ de température peut étre calculé
indépendamment du taux de déformation & si

3Toap < pc. (2.37)

Un raisonnement similaire dans le cas limite opposé de I'expansion bloquée, détaillé dans
[ZIMMERMAN, 2000], permet de conclure que I'influence de la mécanique est négligeable si

3Toaf<xpc+3Thaf = 3Taf<pc. (2.38)

Sur ces considérations, il est donc possible de définir un parameétre adimensionné « quan-
tifiant » la force du couplage thermomécanique, nommé Thermoelastic Coupling Parameter
(TCP) [ZIMMERMAN, 2000], et défini par

3Tva ﬁ

TCP = . (2.39)
pc

Ce coefficient sera utilisé par la suite pour évaluer la force du couplage dans les problemes
traités.

2 Formulation discrete

L'objectif de cette section est d’écrire la formulation variationnelle associée a la forme
forte des équations du probleme de thermo-é€lasticité, de sorte a pouvoir le résoudre par la
méthode des éléments finis.
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2.1 Ecriture sous forme faible

Partie mécanique. On introduit 'espace ¢/ des champs de déplacement a énergie finie sur
Q x [ satisfaisant la condition de Dirichlet :

UE{EIEE [H' @], u=ug sur@uﬂ}, (2.40)

ou H!'(Q) désigne I'espace de Sobolev des fonctions de carré intégrable sur Q, et dont les
dérivées sont également de carré intégrable. On note U, I'espace homogeéene associé a l{.

L'équation d’équilibre mécanique (2.8) s’écrit sous forme faible en la multipliant par une
fonction test u* € Uy, puis en intégrant sur le domaine Q :

Yu* €Uy, f@a-g*d9+ffd-g*dﬂzo. (2.41)
Q Q=

Apres utilisation du théoréme de la divergence et prise en compte de la condition aux
limites de Neumann, I’équation ( ) devient :

Yu* €Uy, fa:s(g*)dQ:ffd-g*dQ+f Fy-u*dS. (2.42)
Q Q= drQ

Afin de ne faire intervenir que les inconnues primales du probleme, il reste a tenir compte
de la loi de Hooke (2.7) associée a la relation de compatibilité des déformations (2.3).

Partie thermique. Soit 7 I'espace des champs de température a énergie finie sur Q x [
satisfaisant la condition de Dirichlet, défini par

T={010eH (Q), 0=0,4surdpQ}, (2.43)

et 7 son espace homogene associé. De maniére similaire au probleme de mécanique, 1'équa-
tion d’équilibre thermique (2.32) s’écrit sous forme faible :

Vo™ €T, fpcé@*dQ+fdivq9*dQ+f ToﬁTrf':B*dQ:f rq0* dQ. (2.44)
Q Q - Q Q

Par intégration par parties puis prise en compte des conditions aux limites de Neumann
et de Robin, le terme en divergence se développe en :

fdivq@*dQ:—f q-VH*dQ+f q-ndS (2.45)
Q - Q— 00—
=- q-VH*dQ—f qu*dS+f h00*dS— | hO.0°dS.  (2.46)
Q— 040 3.0 3.0

Il reste a tenir compte de la loi de Fourier (2.25).

Probléme couplé. On aboutit ainsi au probleme variationnel suivant, portant uniquement
sur les inconnues primales u et 0 :
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Trouver (u,0) e x T telque Vt e I,

Yu* €Uy, fe(g):K:s(g*)dQ—f,BQTrs(g*)dQ:ffd-g*dQ+f Fy-u*dsS,
Q Q Q= drQ

(2.47a)

vo* € To, fpcée*dmf kve-ve*dmfﬁToTre@e*dm h0o* ds
Q Q Q

0.0
:f rdH*dQ+f qu*dS+f h0,,0" dS,
Q 0,0 0.Q
(2.47b)

tout en vérifiant les conditions aux limites de Dirichlet et les conditions initiales.

2.2 Discrétisation par éléments finis

Discrétisation spatiale. Afin de résoudre le probleme variationnel (2.47) par la méthode
des éléments finis [Z1ENKIEWICZ et al., 2013], le domaine Q est discrétisé (étape de maillage)
et les champs solutions u(x, t) et 6(x, t) sont recherchés dans des espaces a dimensions
finiesUy, cU et T, < T. Les fonctions de base de ces espaces, également appelées fonctions de
forme, permettent alors d’interpoler les champs dans tout I’espace par la simple connaissance
des valeurs aux nceuds du maillage. Les champs inconnus s’écrivent au niveau d'un élément
Qe

ux, 0| =Ny (x) "u’(0), (2.48a) 0(x,1)|  =No e, (2.48b)

avec Ny et Ng les matrices contenant les fonctions de forme, u® et ©¢ les vecteurs des incon-
nues nodales de déplacement et de température, respectivement. Les quantités discretes
sont notées avec des symboles droits. Une approximation similaire a I’équation (2.48) est
utilisée pour les fonctions test u*(x, t) et 8* (x, t). Les dérivées premieéres en espace de Ny, et
Ng sont respectivement notées B, et Bg, permettant d’écrire :

=Bo(x)10°(1). (2.49b)

_ T, . e
eW|, =Byu(x) u” (1), (2.49a) VO (x, 1) o,

e

En s’appuyant sur la formulation variationnelle (2.47), nous pouvons introduire les ma-
trices élémentaires suivantes, qui utilisent les opérateurs discrets précédemment définis :

K, = f BLK’B, dQ,
Céo :f chgNg dQ, Qe
e (2.50a) K§, =- f BB N dQ, (2.50b)
Cly = f BToNS B, dQ, Qe
Qe K%, = fQ kBLBodQ + f hN{Ng dS.

c==e

Les matrices K¢,,, ng et Cge correspondent respectivement aux matrices de rigidité, de
conduction et de capacité que |'on rencontre classiquement dans des analyses par éléments
finis de mécanique ou de thermique. Les matrices C¢ , et K¢ , dites de couplage, sont spé-

ub Ou
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cifiques au probleme couplé considéré. Dans le cas présent, ces matrices sont reliées par :
Cou=-— ToKﬁe. On introduit également les seconds membres liés aux différents chargements
appliqués :

(1) = fQ N fq(£)dQ +f NIFq(1)dS,

05 Qe
Fe 2.51)

Npqa(1)dS+ f hO-N{ dS.

qQe 0cQ

fg(t):f Ngrd(t)d9+f
Q.

Apres assemblage des matrices élémentaires (2.50) et des seconds membres (2.51) sur
I’ensemble des éléments, le probleme de thermo-élasticité discrétisé en espace s’écrit sous
forme matricielle :

o o ||uc K, K £,(¢
Viel, u@| K Kuefqu) () (2.52)
Cou Coo| |O(D) 0 Kool (O fo (1)

Q Remarque 2.7

Le systéme (2.52) n’est pas symétrique, ce qui rend sa résolution directe cotiteuse. Si on
le souhaite, ce systéme peut étre mis sous la forme symétrique de I’équation (2.53) en
dérivant le premier groupe d’équations par rapport au temps et le multipliant par —Tj
(d’apres [LEWIS & SCHREFLER, 1998] pour le probleme de poro-élasticité).

—ToKgu CF a(t 0 0 —Tofa(t
viel, 0Ruu ou u( ) N u _ ofu(?) 2.53)
Cou Coo 0 (1) 0 Koo o fo (1)

Remarque sur le choix des fonctions d’interpolation. La résolution d’'un probléeme multi-
physique couplé implique I'utilisation d’élements finis mixtes (déplacement/température
dans le cas présent). Les espaces U}, et T, ne peuvent alors pas étre choisis indépendam-
ment. Il est recommandé d’utiliser une interpolation d’ordre plus faible pour la température
que pour le déplacement [[BrRAHIMBEGOVIC, 2009]. En effet, cela permet d’assurer la cor-
respondance entre ’ordre de I'approximation des déformations thermiques &;,, découlant
directement du champ de température, et des déformations élastiques &, obtenues a par-
tir du gradient des déplacements. L'utilisation d’interpolations d’ordre égal peut entrainer
I’apparition d’oscillations parasites sur les contraintes [PRATHAP & NAGANARAYANA, 1995].

Certaines références (e.g., [KOLESOVetal., 2014; LariON etal., 2020; BALLARIN et al., 2024;
VABISHCHEVICH et al., 2014]) invoquent également la condition de Ladyzhenskaya-Babuska-
Brezzi (dite LBB, ou encore condition inf-sup) [BOFrI et al., 2013], qui assure la stabilité
d’un probléme de type point-selle. Le probleme de thermo-élasticité peut s’apparenter a un
probleme de point-selle dans le cas adiabatique (impliquant que Kgg = 0) et si Cgg = 0.

Dans la suite, on utilisera des éléments finis linéaires pour la température, et quadra-
tiques pour les déplacements.
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Discrétisation en temps. Le systeme ( ) est discrétisé en temps a I’aide d'un schéma
d’Euler implicite. Si X est une fonction du temps, sa valeur X**! al'instant t;,; s’exprime en
fonction de la valeur X’ de I'instant ¢; par :

X = xXT 4 At XY (2.54)

oul’on a noté At = #;,1 — f; le pas de temps supposé uniforme sur I'intervalle I = [0, t¢]. Ce
schéma d’intégration est appliqué au vecteur inconnu [u, G]T dans I’équation ( ).

On aboutit au systeme linéaire suivant, dit monolithique, a résoudre a chaque pas de
temps ¢;;1 en tenant compte des conditions initiales et des conditions aux limites de
Dirichlet :
i+1 .
AtKyy AtKyo u Atfi+!

= - (2.55)
Cou Cpoo+AtKgg| |O Atfe +Cuo0;+Cpp0;

Le systeme linéaire (2.55) est de la forme du systeme générique (1.23) utilisé dans le

pour décrire les méthodes de résolution classiques de problemes multiphysiques.

L'approche monolithique, qui consiste a résoudre le systeme (2.55) entier a chaque pas de
temps, est mise en ceuvre dans la section suivante pour servir de référence.

Q Remarque 2.8

Puisque la matrice du systeme linéaire (2.55) dépend du pas de temps At, 'utilisation
d’'un pas de temps variable exigerait de refactoriser cette matrice a chaque changement
de pas, méme si le probléeme reste linéaire.

3 Implémentation numérique

Cette section a pour objectif de présenter I'’environnement numérique collaboratif dans
lequel s’'inserent les développements de cette these. Les premiers résultats sont ensuite
validés en les comparant a la littérature existante et a un code annexe diffusé en open-source.

3.1 Rowmlab : une plateforme collaborative

L'ensemble des développements numériques de cette these a été réalisé dans le démons-
trateur ROMlab. Il s’agit d’'un code développé ces derniéres années au sein du Laboratoire de
Mécanique Paris-Saclay (LMPS) en langage Matlab® pour la simulation numérique basée sur
la méthode des éléments finis. Plus particulierement, ROMlab est une plateforme collabo-
rative dédiée au développement de différentes variantes de la méthode LATIN, notamment
pour la mise en place de méthodes de réduction de modeéles. L'objectif est de pérenniser
ces développements, tout en mutualisant les routines communes a diverses applications,
notamment dans les phases de pré- et post-traitement.

Bref historique. Initié par D. Néron, le démonstrateur ROMlab a ensuite évolué grace aux
apports de différentes theses. La présente, de maniere non exhaustive, les princi-



3. Implémentation numérique

paux et plus récents développements intégrés a ROMlab, ainsi que leurs auteurs. Lintégration
continue de ces développements est assurée par T. Verbeke (ingénieur d’études au centre de
simulation) et passe par un dépot Git interne au laboratoire.

D. Néron

T. Verbeke M. Vitse

Intégration continue

' Architecture PGD'

Méthodes ROM
en linéaire

LATIN-PGD
espace-temps-
parametres

Ajout d'une
physique

LATIN-PGD

multi-modeéles

LATIN-PGD S. Nachar

Variables internes

E. Foulatier

Code vectorisé
(einsum)

ROMIlab

LATIN-PGD

Fonctionnelle

LATIN-PGD

Magnétostatique
non-linéaire Architecture

A. Geffrelot commune R. Scanff

LATIN-PGD

LATIN-PGD

Multiphysique en dynamique
Problémes LATIN-DDM non-linéaire
paramétrés Multi-query

Magnétostatique

F. Wurtzer Calcul parallele A. Daby-Seesaram

A. Ruda

FIGURE 2.5 « Développements des principaux contributeurs a RomMlab, d’apres [RUDA, 2023]

Des premiers travaux ont porté sur I’analyse de 'endommagement dans les structures en
béton armé par la méthode LATIN-PGD en considérant les parametres comme des coordon-
nées additionnelles de la décomposition [VITSE, 2016]. Par la suite, une approche a variables
internes de la méthode LATIN-PGD a été implémentée par [NACHAR, 2019] pour la résolution
de problemes élasto-visco-plastiques, tandis que [SCANFF, 2022] a développé 'approche
fonctionnelle de la méthode. S. Nachar a également accordé une attention particuliere a
I'optimisation du code en tirant pleinement parti des processeurs vectoriels actuels. Un élé-
ment clé de cette optimisation est I'utilisation de la fonction einsum?”, permettant d’effectuer
des calculs tensoriels de maniere plus efficace en appliquant le principe de la sommation
d’Einstein. Par ailleurs, R. Scanff a contribué a I'uniformisation des différentes routines sous
une architecture logicielle commune. C’est sur cette version mise a jour que se basent les dé-
veloppements postérieurs. Les travaux les plus récents concernent la résolution de problemes
de dynamique non linéaires dans un cadre multi-requétes par [DABY-SEESARAM, 2023], ainsi
gqu’'une méthode de décomposition de domaine pour la résolution parallele de problemes
magnétostatiques [RUDA, 2023]. Les développements en cours portent sur |’extension de

2. Fonction einsum pour Matlab (https://github.com/SNachar/einsum), basée sur la fonction homonyme de
la bibliotheque NumPy de Python™ (https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.einsum.html)
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cette derniére approche a la magnétostatique non linéaire et a I'application de réduction de
modeles par PGD au cours de la these d’A. Geffrelot.

Extension au multiphysique. 1l est donc possible, sous une architecture logicielle com-
mune, de résoudre des problemes de mécanique (incluant diverses non-linéarités matériaux),
de thermique et de magnétostatique. Néanmoins, seuls des problemes mono-physiques
étaient résolus dans ROMlab jusqu’a présent. Lun des premiers apports de cette these a
été d’étendre les capacités du logiciel a la résolution de problémes multiphysiques. Outre
I'implémentation de solveurs spécifiques, en particulier la méthode LATIN-PGD détaillée au

, la phase de pré-traitement a dii étre adaptée pour gérer plusieurs physiques et
leur couplage. Un travail d’harmonisation des parties mutualisées, en particulier au niveau de
la mise en données par 'utilisateur et de I'assemblage des opérateurs éléments finis, a permis
de réutiliser les routines mono-physiques existantes. Limplémentation mise en place limite
alors I'impact sur les autres utilisateurs et prépare I'extension du code a d’autres problémes
couplés que la thermo-mécanique.

L'architecture du code étendu a la simulation multiphysique est présentée succinctement
dans la suite et résumée sur la . Les nouvelles implémentations spécifiques au
multiphysique y sont indiquées en vert. Les parties existantes du code, auxquelles des contri-
butions ont été apportées (dont une sélection est détaillée en ), sont représentées
en violet.

Pour lancer une simulation, I'utilisateur de RoMlab doit fournir deux fichiers :
1. le maillage de la géométrie généré sous GMSH ° [GEUZAINE & REMACLE, 2009],

2. un unique fichier d’entrée qui renseigne a la fois les parametres généraux de la simula-
tion (physique(s) impliquée(s), méthode(s) de résolution), puis pour chaque physique
les conditions aux limites et le matériau.

Un travail conjoint avec T. Verbeke a permis de simplifier la mise en donnée d’un calcul,
en centralisant toutes les informations nécessaires dans ce seul fichier d’entrée, auquel le
code fait appel au cours des différentes étapes de pré-traitement. De manieére classique, une
simulation se déroule ensuite en trois grandes étapes :

— Pré-traitement : les données et opérateurs éléments finis nécessaires a la résolution
sont construits par un ensemble de routines communes a tous les cas d’utilisation.
Dans le cadre multiphysique, ces routines (lecture du maillage, construction puis
assemblage des opérateurs éléments finis, application des conditions aux limites) sont
exécutées successivement pour chaque physique. Ensuite, une routine spécifique a été
ajoutée pour construire les opérateurs relatifs au couplage.

— Résolution, avec le(s) solveur(s) choisi(s). RoMlab propose différentes possibilités :
solveur linéaire (statique, instationnaire ou dynamique) et algorithme de Newton-
Raphson pour servir de référence, ainsi que de nombreuses variantes de la méthode
LATIN(-PGD). Pour le probléeme multiphysique de thermo-mécanique, les solveurs
monolithique, partitionnés SSP et ISSP, et LATIN-PGD ont été implémentés.

3. https://gmsh.info/
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— Post-traitement: en plus d’exploitations réalisées directement dans Matlab, les champs
solutions peuvent étre visualisés et exploités avec le logiciel libre ParaView".

& Fichier d'entrée (unifié) & Maillage
Général . Pour chaque physique

[ Méthode(s) de résolution E[3 Propriétés matériau

&3 Physique(s) . &3 Conditions aux limites file.msh

bleu : existant
violet : adapté (cf annexe)

vert : nouvelles implémentations
1. Pré-traitement l
a) Pour chaque physique (structure logicielle en place) b) Couplage (brique ajoutée)

Lecture Récupération | N Parametres

maillage matériau ) matériaux

noeuds Py 6 A 1, Ko construction B
connectivité , F=~.
opérateurs EF N
Opérateurs EF
> |
Analyse Assemblage Ny, Ne) By, Bo couplés
CLs opérateurs EF
l KuGy Ceu
Kuu, Koo, Coo

2. Résolution

Solveur linéaire \( Monolithique

Newton-Raphson
Méthodes
disponibles

/L LATIN-PGD multiphysique

Partitionnement (I)SSP

-+

LATIN-PGD Fouvt

LATIN-DDM

3. Post-traitement

Analyses ; Visualisation
— Contrainte de Von Mises :
— Analyse temps de calcul lllParaView

— Courbes de convergence

FIGURE 2.6 « Architecture du code RoMlab adapté a la résolution de problemes multiphy-
siques, d’apres [RUDA, 2023]

Ces développements participent a I’extension du code ROMlab et serviront notamment
de base a E. Foulatier (these CDSN 2024-2027) pour développer un cadre de simulation
multi-modeles basé la méthode LATIN-PGD et I'appliquer a un probleme couplé a trois
physiques potentiellement non linéaire.

4. https://www.paraview.org/
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3.2 Comparaison a un benchmark : validation et discussion

Afin de valider I'implémentation de la méthode monolithique dans ROMIlab, les résul-
tats obtenus sont comparés a ceux de la littérature sur le benchmark du second probleme
de Danilovskaya. Introduit par [DANILOVSKAYA, 1952] dans un cas uni-dimensionnel, ce
probléeme s’est imposé comme la référence pour la validation de modeles numériques en
thermo-élasticité fortement couplée (voir références dans le Tableau 2.4, page 61).

Description du probleme. L'étude porte sur un parallélépipede a base carrée, de c6té
H = 4mm et de longueur L = 6mm, comme schématisé en Figure 2.7a. La géométrie est
discrétisée avec 12 x 4 x 4 éléments hexaédriques. La base en x = L est encastrée, tandis que
celle en x = 0 est laissée libre de contraintes. Bien que la simulation soit tri-dimensionnelle,
les conditions aux limites sur les quatre faces latérales

q-n=0, u-y=uy=0, u-z=u,=0 (2.56)

permettent de rester fidéle au probleme uni-dimensionnel original le long de la ligne moyenne.
L'évolution des champs mécaniques et thermiques est induite par le flux convectif imposé

surlebord x=0:
q-n=nh(0-0c). (2.57)

u; =0

(

uy=u;=0

L/ES{*\

H \\/v z
H/2 X
1 | —ly o
H/2

H

»
>

l&
<

(a) Géométrie et conditions aux limites (b) Point de tracé des résultats

FIGURE 2.7 « Définition du second probleme de Danilovskaya

Comme le souligne [DANOWSKI et al., 2013], tous les parametres matériaux ne sont pas
systématiquement spécifiés dans la littérature, notamment dans les références les plus an-
ciennes qui s’appuient sur des parametres adimensionnés [TANAKA et al., 1995; FARHAT et al.,
1991]. Pour y pallier, [DAnOwWSsKI et al., 2013] a proposé des valeurs qui ont été réutilisées dans
des travaux postérieurs — avec quelques variations. Le Tableau 2.4 présente un comparatif des
parametres utilisés dans la littérature pour la simulation de ce benchmark. Les informations
manquantes ou incohérentes entre les différents travaux sont signalées en orange. Ce tableau
n’'inclut pas les références dans lesquelles toutes les quantités sont adimensionnées, telles
que [AHN et al., 2022; FARHAT et al., 1991; HILLMAN & LIN, 2021].



3. Implémentation numérique

TABLEAU 2.4 « Comparatif des parametres de simulation du second probléeme de Danilovs-

kaya dans la littérature

[VERDUGO [SHU & [ASUR VIJAYA
[TANAKA [DANOWSKI
& WALL, STANCIULESCU, KUMAR et al.,
etal, 1995] etal, 2013]
2016] 2019] 2022]
Hypotheses
Quasi-statique? Oui Non Non Oui Non
Thermique
L. d Oui Oui & Non Non Non Non
linéaire?
Chargement
0 convection convection convection convection convection
z=
libre libre - - -
z=1L encastré encastré
q-n=0 q-n=0 q-n=0 q-n=0 -
Faces latérales - - - -
uy=u;=0 uy,=u,=0 Uuy=u;=0 uy=u;=0
Matériau
E [GPa] 210 210 210 210 210
v [-] 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
a [K1] 1.1x107°  1.1x10°  1.1x107° 1.1x107° 1.1x107°
To K] 273.15 273.15 273.15 273.15
O K] 100 100 100 100
k [Wm™ K] 1.03 1.03 1.03 1.03
p [kgm™3| 7850 7850 7850
c [Jkg ' K] 0.821 0.821 0.821
kipc [m?s7!] 1.6x 1.6x107*  1.6x107* 1.6x107* x1074
hipc [ms™1]
h [Wm?K™!]
Résultats
Max. u, [um] 4.5 50ul’ 0.55 21 1
Max. T [K] 52 322 ou 284 281 284 285
Référence pour . [TANAKA [DANOWSKI [DANOWSKI
. Analytique -
comparaison et al., 1995] etal., 2013] etal., 2013]

“ en thermique linéaire ou non linéaire, respectivement
b donné sous forme d’incrément 8 = T + Tp, sans préciser T
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Q Remarque 2.9
Plusieurs remarques peuvent étre formulées :

— la plupart des parametres matériaux laissent penser a un acier; cependant les
valeurs retenues pour la capacité c et la conductivité k different de plusieurs
ordres de grandeur des valeurs physiques usuelles;

— la diffusivité thermique p—’i: obtenue avec les valeurs proposées par [DANOWSKI
etal., 2013] difféere d'un ordre de grandeur de celle de [TANAKA et al., 1995], dont
les résultats ont pourtant guidé le choix des parametres;

— alors que [SHU & STANCIULESCU, 2019] et [ASUR VIJAYA KUMAR et al., 2022]
comparent tous deux (avec succes) leurs résultats a ceux de [DANOWSKI et al.,
2013], les premiers utilisent un coefficient de convection supérieur d'un ordre de
grandeur, tandis que les seconds omettent de le préciser.

Validation. Les parametres matériaux sont choisis conformément a [SHU & STANCIULESCU,
2019]; on pourra se référer a la colonne correspondante dans le Tableau 2.4. L'intervalle
de simulation I = [0,4s] est discrétisé avec un pas de temps uniforme At =4 x 1073s. Le
déplacement longitudinal u, et la température absolue T sont évalués au point de coor-
données [L/6, H/2, H/2],noté M sur la Figure 2.7b. Les résultats obtenus avec le solveur
monolithique implémenté dans ROMlab sont comparés a ceux de [SHU & STANCIULESCU,
2019] sur la Figure 2.8; une correspondance satisfaisante est observée.

1076
1.2 T T 286 T I
» Référence o s Référence
1H— * =284 H \
e ROMlab =~ ROMlab
= £ 282
£ 08 =
= 2 280
& 06 s
S 5 278
< =
= 0.4 8 276
0.2
044 272 : : :
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Temps [s] Temps [s]
(a) Solution en déplacement (b) Solution en température

FIGURE 2.8 « Comparaison des résultats obtenus avec ROMlab a ceux de [SHU &
STANCIULESCU, 2019]

Néanmoins, [SHU & STANCIULESCU, 2019] considere I'équation d’équilibre thermique
non linéaire (2.33), tandis que seul le cas linéaire, basé sur I'équation (2.32), a été implémenté
dans ROMlab. Selon [DANOWSKI et al., 2013], cette hypothése a un impact significatif sur les
résultats. Pour comparer les hypotheses en limitant au maximum les erreurs d'implémenta-
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tion, la résolution du benchmark a été implémentée dans le code open-source NGsolve * en
se basant sur 'exemple fourni par [BLEVER, 2016] en thermo-élasticité 2D sur FEniCS °, une
autre librairie de calcul éléments finis. Le code développé sur NGsolve est mis a disposition
sur GitHub [WURTZER & CHERRIERE, 2024].

Discussion sur les hypothéses. Nous avons alors pu comparer les solutions obtenues en
considérant dans I’équation d’équilibre thermique un terme de couplage linéaire ou non,
voire en le négligeant. Dans ce dernier cas, le probleme de thermo-mécanique est faiblement
couplé puisque la partie thermique peut étre résolue indépendamment de la mécanique.
Lincidence de chacune de ces trois hypotheses sur I'équation d’équilibre est recensée dans
le Tableau 2.5.

TABLEAU 2.5 « Equation d’équilibre thermique associée a différentes hypothéses sur le terme
source d’origine mécanique

Hypothese sur le terme de couplage Equation d’équilibre thermique

Non linéaire — cf. eq. (2.33 pcd+divg+ TBTré=ry
Linéaire — cf. eq. (2.32) pcd+divg + TofTré=ry
Négligé pchd +divg=ry

La Figure 2.9 compare 1'évolution temporelle du déplacement longitudinal u, et de
la température absolue T, toujours évalués au point M défini sur la Figure 2.7b, pour les
différentes hypotheses formulées. On constate que la linéarisation du terme de couplage n’a

1076
5 T T T I I
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— 4 ||—— Linéaire | - —— Linéaire
ER ~ Hnéain
o égligé 2 310 Négligé i
= 3 °
- | — w
5 S 300 [ .
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2| l =
E \g 290 [ |
Q 1 [ *_*—* = *’*’* -
st £ 280 et E |
JO e = gt e
0 il | | | | |
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Temps [s] Temps [s]
(a) Solution en déplacement (b) Solution en température

FIGURE 2.9 « Comparaison des solutions au probleme de Danilovskaya pour différentes
hypotheéses sur le terme de couplage dans I'équation thermique

5. https://ngsolve.org/
6. https://fenicsproject.org/, basé sur le méme langage (Unified Form Language) que NGsolve
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finalement que trés peu d’'influence sur les résultats, avec un écart relatif de 1.53 % pour le
déplacement et de 0.054 % sur la température a I'instant final ¢ = 4s. Cette conclusion est
cohérente avec le fait que I'incrément de température observé dans le cas non linéaire est
de l'ordre de 6 = 10K, ce qui rentre pleinement dans I'hypothese des petites variations de
température (0 < Tp) justifiant la linéarisation. En revanche, la Figure 2.9 montre que négliger
I'influence de la mécanique sur la thermique modifie considérablement les champs solutions
obtenus. En effet, les paramétres matériaux choisis entrainent un coefficient TCP = 8 (défini
al’équation (2.39)), traduisant effectivement une force de couplage importante.

Sous les hypothéses de couplage fort, d’équation thermique linéaire et de probléme mé-
canique quasi-statique, les résultats de RoMlab sont comparés a ceux obtenus avec NGsolve.
La Figure 2.10 représente, pour chacune des quantités [] = uy, T, I'erreur relative définie par

O (t;) -0 ()
e (t;) = NGsolve\ !i ROMlab \ tj - (2.58)
max [ngsolve (%7)
tiel
1078 1079
5 T T T 2
4 -
Z 415 &
® D)
L >
Z 3t =
s <
2 IR
s 2
5 105 =
1+ o
0 | | | 0
0 1 2 3 4

Temps [s]

FIGURE 2.10 « Ecarts relatifs entre les résultats de RoMlab et du code NGsolve pour le bench-
mark de Danilovskaya

Les erreurs relatives obtenues, de 'ordre de 1078 pour le déplacement et 10~° pour la tem-
pérature, permettent de valider I'implémentation de la méthode de résolution monolithique
dans RoMlab. Elle servira alors de référence dans la suite du manuscrit.

> Bilan du chapitre

Ce chapitre se focalise sur le probleme couplé de thermo-élasticité linéaire, choisi pour
illustrer les développements de cette theése. Lobtention des équations régissant ce probléme
sont détaillées a partir des principes de la thermodynamique des processus irréversibles,
faisant naturellement apparaitre les termes de couplage et permettant de s’'interroger sur les

hypothéses considérées.
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Le démonstrateur collaboratif RoMlab, dans lequel ont été intégrés les développements
numériques de cette thése, a également été présenté. Les travaux de ce chapitre ont permis
I'extension de ce démonstrateur a la résolution de problemes multiphysiques couplés. Cette
extension a nécessité d’adapter a la fois la mise en données du probléme, désormais contenue
dans un fichier unifié, et la construction des opérateurs éléments finis par I'introduction
d’une routine additionnelle pour la gestion du couplage. La structure logicielle existante
pour les problemes monophysiques a été conservée, ce qui limite I'impact des modifications
sur les autres utilisateurs. Ces adaptations ont été pensées de maniere générique, de sorte
a envisager la résolution d’autres problemes couplés que la thermo-élasticité, ce qui sera
exploité durant le stage de M2 d’E. Foulatier que je co-encadre.

Enfin, 'implémentation du solveur monolithique dans ROMlab a été validée sur le bench-
mark du second probleme de Danilovskaya. Apres une analyse critique de la littérature
mettant en exergue un certain nombre de points confus, un code annexe a été développé sur
le logiciel libre NGsolve et mis a disposition en open-source a travers le dépot [WURTZER &
CHERRIERE, 2024] dans 'objectif d’améliorer la reproductibilité du benchmark. Cet exemple
a permis de mettre en évidence 'influence de différentes hypotheses de modélisation : im-
portance de la prise en compte du couplage bi-directionnel et pertinence de 'approximation
linéaire.

Dans la suite, une méthode de résolution alternative, basée sur la méthode LATIN-PGD,
est appliquée au probleme modele de thermo-élasticité. Pour en tirer pleinement parti, les
équations introduites dans ce chapitre seront légerement remaniées. Le solveur monolithique,
dont'implémentation a été validée, servira de référence pour cette nouvelle approche décrite
dansle

%k 3k ok







La méthode LATIN-PGD : cas d’application
multiphysique

Ce chapitre introduit la méthode LATIN-PGD appliquée a la résolution de pro-
blemes multiphysiques. En particulier, on y détaille comment la méthode de
réduction de modele Proper Generalized Decomposition (PGD) s’y insere naturel-
lement et peut étre appliquée indépendamment a chaque physique, offrant une
flexibilité particulierement intéressante. Une premiére application numérique
simple permet de valider l'implémentation, tandis qu'une illustration sur un cas
d’échelle offre un apercu des performances de la méthode. Ce chapitre s‘appuie
en grande partie sur [NURTZER ef al., 2024D].
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Chapitre 3. La méthode LATIN-PGD : cas d’application multiphysique

La méthode LATIN a initialement été introduite dans [LADEVEZE, 1985] pour la résolution
de problémes d’évolution mécanique avec un comportement non linéaire. A I'inverse des
approches de type Newton — classiques pour ce type de problemes — dans lesquelles la
solution est construite de maniere incrémentale (un pas de temps apres 'autre), avec des
sous-itérations a chaque pas de temps, la méthode LATIN suit une philosophie différente
en considérant I'intervalle temporel entier a chaque itération. Pour cette raison, la méthode
LATIN est souvent qualifiée de non incrémentale. A chaque itération du solveur LATIN, une
meilleure approximation de la solution est construite sur tout le domaine spatial et sur
I'intervalle de temps entier. Cette particularité permet d’intégrer naturellement la méthode
de réduction de modele a priori par PGD; on parle alors de méthode LATIN-PGD.

Depuis les années 1980, la méthode LATIN(-PGD) a fait 'objet de nombreuses études qui
ont permis de I’étendre a un large éventail d’applications. Une revue récente de ces travaux
est disponible en annexe de [SCANFF et al., 2021]. Parmi les grands axes de développement,
on peut citer la simulation de problémes avec des non-linéarités matériaux [COGNARD et al.,
1999] ou de contact [BLANZE et al., 1996], 'extension aux grandes déformations [BOUCARD et
al., 1997], I'étude de phénomenes dynamiques non linéaires [ROVER, 1990; DABY-SEESARAM
etal., 2023], ainsi que le développement d'une méthode de décomposition de domaine mixte
[CHAMPANEY et al., 1997; LADEVEZE et al., 2010; RUDA et al., 2022]. Plus récemment, des
efforts ont également été entrepris pour rendre la méthode moins intrusive et 'intégrer a des
codes de calcul industriels existants, notamment dans le cadre d’assemblages mécaniques
[Oumaziz et al., 2019] ou de problémes non linéaires en mécanique [SCANFF et al., 2022] et
en thermique [MALLEVAL et al., 2023].

Quel que soit le probleme traité, la méthode repose sur les trois mémes ingrédients :
1. la séparation des difficultés contenues dans les équations du probléme,

2. T'utilisation d’'un schéma itératif a deux étapes,

3. lareprésentation des inconnues sous une forme a variables séparées.

La déclinaison de ces trois points dans le cadre du probleme multiphysique de thermo-
élasticité fait 'objet de la section suivante.

1 Laméthode LATIN-PGD appliquée a la thermo-élasticité

Les grandes idées sur lesquelles repose I'extension de la méthode LATIN-PGD a la réso-
lution de problemes multiphysiques couplés ont été données a la Section 3.4 du chapitre 1
(page 32). Les développements antérieurs dans le cadre de la (thermo-)poro-élasticité, li-
néaire ou non, y ont également été passés en revue. Dans cette section, on décrit 'application
de la méthode LATIN-PGD au probleme de thermo-élasticité linéaire, défini a la Section 1 du
chapitre 2 (page 42). Cette stratégie de calcul sera au cceur des aspects multiparamétriques
qui feront 'objet du Chapitre 4, mais qui ne sont pas abordés ici.
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1.1 Séparation des difficultés

Quel que soit son cas d’application, le point de départ de la méthode LATIN est de scinder
les équations du probleme en deux groupes afin d’isoler les difficultés a traiter. On repart
donc des équations du probleme sous forme forte, avant une quelconque discrétisation.
Dans le cadre de problemes multiphysiques, il s’agit d’éviter de résoudre simultanément des
équations globales sur l'espace (dans le sens ou elles relient tous les degrés de liberté spatiaux
de la structure étudiée) et couplées (faisant intervenir des inconnues de plusieurs physiques)
[DUREISSEIX et al., 2003b].

Q Remarque 3.1

L'idée de séparer la physique dans le domaine continu (avant la discrétisation spa-
tiale) rejoint une méthode récemment proposée par [AHN et al., 2022], basée sur une
contrainte de flux d’énergie. Cependant, contrairement a notre approche, la dépen-
dance temporelle y est traitée de maniére incrémentale standard.

Réécriture des équations. On pourra se référer au bilan de la du chapitre 2
(page 49) pour I'ensemble des équations régissant le probleme de thermo-élasticité linéaire.
Seule I’équation d’équilibre thermique

pct +divg + TofTré =ry (3.1)

nécessite une réécriture de sorte a pouvoir séparer les difficultés identifiées. Une premiere
possibilité serait d’isoler le terme source d’origine mécanique Ty [Tré dans une nouvelle
variable. Nous faisons le choix d’y inclure également le terme instationnaire, ce qui méne a la
définition d’'une quantité que I'on peut qualifier de « terme source généralisé » :

R=pch+ BTTré. (3.2)

La variable R apparait comme 'analogue du taux d’accumulation de fluide en poroé-
lasticité (noté g dans [DUREISSEIX et al., 2003b] et les travaux postérieurs). Cette variable
contient toutes les dérivées en temps des équations du probleme; I'intérét de ce point sera
mis en valeur ultérieurement. L'équilibre thermique (3.1) se réécrit alors en fonction de cette
nouvelle variable R :

R+divg=ry. 3.3)
Létat de la structure est donc décrit par 'ensemble des champs s = (s™, s™), avec
— les inconnues mécaniques sM = (g, ),
— les inconnues thermiques s = (6, R, g, q).
On pourra se référer au du chapitre 2 (page 43) pour la définition de ces

quantités. Notons que ces grandeurs sont deux a deux duales au sens d'un produit scalaire
définissant une énergie. La résolution du probleme thermomécanique consiste a trouver les
champs contenus dans s sur tout le domaine espace-temps Q2 x I dans leur espace a énergie
finie respectif.
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Définition des espaces. On introduit un premier espace A, englobant les solutions aux
principes de conservation, i.e., des équations linéaires et monophysiques, mais éventuelle-
ment globales sur 'ensemble de la structure :

Ag =AY x A (3.4)
avec Ai\i/[ contenant les solutions aux équations d’admissibilité mécaniques

1 T

s(Vu+Vu avec uel,
A =M= (g,0) (Ve Vi) - (3.5a)
dive+f;=0 et on=F; surdrQ

et A;h contenant les solutions aux équations d’admissibilité thermiques

=VO avec 0O€eT,

[0

+divg =rg,

Ath = ) gTh _ (H,R, g g) 9 (3.5b)

‘n
‘n=h(0—-0x) surd.Q

—q4 sur 0,

QI =

Le second espace, noté I', rassemble les champs qui satisfont aux relations de comporte-
ment (loi de Hooke, loi de Fourier et « terme source généralisé » (3.2)), qui ont la particularité
d’étre définies localement dans le domaine, mais potentiellement couplées :

o=K:e-p0I
r=q 3=("3™ | g=-kg : (3.6)
R= p05+ BToTre

Comme ces équations dépendent du temps, les conditions initiales sont également ajoutées
al'espace I'. La notation (] est introduite pour distinguer les quantités appartenant a I de
celles faisant partie de Ay.

Puisque la solution exacte st du probleme satisfait I'ensemble des équations sur Q x I,
elle correspond a l'intersection de ces deux espaces : syt = AgNT.

1.2 Algorithme itératif a deux étapes

La force motrice de I'algorithme LATIN est une procédure itérative en deux étapes, qui
construit des solutions partielles appartenant alternativement a I' et a A, divisant ainsi le
probleme complet en deux sous-problemes dont la résolution est plus aisée. Néanmoins,
chacun de ces sous-problémes complémentaires manque d’information et est donc mal posé.
Deux espaces supplémentaires E* et E~, appelés directions de recherche, sont nécessaires
pour relier les espaces Ay et I' et ainsi permettre la résolution de chaque sous-probléeme.
Une itération typique n + 1 de I'algorithme se compose alors des deux étapes suivantes :

® Etape couplée connaissant s, € A, de l'itération n précédente, trouver 8,1 € I'
tel que (8,41 —$,) € E*;

® FKtape découplée connaissant $,.; € I', trouver s, € Ay tel que (sn+1 —§n+1) eE".
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Q Remarque 3.2

Dans la littérature sur la méthode LATIN, on trouve souvent les termes d’étapes locale et
linéaire (ou globale). Nous choisissons ici des noms plus pertinents pour les problémes
multiphysiques couplés.

Ce schéma itératif est illustré sur la , en utilisant la représentation historique des
différents espaces en jeu introduite dans [LADEVEZE, 1999] lors du traitement de problémes
mécaniques avec un comportement non linéaire. Lalgorithme est initialisé avec un ensemble
de champs so = (s)!, si7) € AN x AL satisfaisant les équations d’admissibilité cinématiques

et statiques découplées.

Sni1€Ag

Sref (Sn+l_§n+1) eE”

FIGURE 3.1 e Illustration historique du schéma itératif de la méthode LATIN

Ecriture des directions de recherche. Les directions de recherche E* et E~ sont des pa-
rametres essentiels de la méthode. Il faut noter que leur choix ne modifie pas la solution
obtenue a la convergence mais influence le taux de convergence de 'algorithme [LADEVEZE,
1999]; ce point sera mis en évidence dans la de ce chapitre.

Afin de préserver les propriétés avantageuses des sous-problémes liés aux espaces A, et
I', les directions de recherche doivent satisfaire a certaines exigences. Ainsi, les opérateurs
impliqués dans E* doivent agir localement en chaque point matériel du domaine Q, tandis
que ceux de E~ doivent étre linéaires et n'impliquer qu'une seule physique afin de conserver
le caractere linéaire et monophysique des équations a résoudre au cours de I'étape découplée.

Chaque direction de recherche contient une équation par couple de quantités duales au
sens énergétique. On définit alors la direction de recherche E* pour I'étape couplée

Ao +E!,Ae=0

+ = _ (AM A (Th + -
E =4 As=(As",As™") Aﬂ+quA§—Q ) (3.7a)

AR+E},A0 =0
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et E~ pour I'étape découplée
Ao —E_,Ae=0

E ={ As=(AsM,As™) | Ag—E,,Ag=0 ;. (3.7b)

AR-E;,A0 =0

Les opérateurs des directions de recherche sont choisis tels que E, = Ef, = Eg, avec
Ll = €0, 8q,0R. Chaque opérateur Eg doit alors étre a la fois local, linéaire et n'impliquer
qu’'une seule physique. Les directions de recherche constituent donc des relations linéaires
et locales entre les couples de quantités duales appartenant aux deux espaces de solution
A, et IT'. Sur la base des relations de comportement, un choix naturel consiste a prendre :

E¢y=—klI=Eg4l, (3.8a) E.,=K. (3.8b)
Apres analyse dimensionnelle et en se basant sur [DUREISSEIX et al., 2003b], Egg peut

étre choisi sous la forme : c
Egp = pt—I = Eppl, (3.8)

c

ol f, est un temps caractéristique dont le choix est discuté dans la

Critere d’arrét des itérations. Les itérations, dont chacune se compose d’'une étape couplée
et d'une étape découplée, se poursuivent jusqu’a ce qu'un niveau de convergence suffisant
soit atteint. Comme la solution exacte du probleme n’est généralement pas connue a l’avance,
un indicateur de convergence 7 est typiquement introduit. Dans le cas multiphysique, nous
choisissons de combiner des contributions mécaniques et thermiques a I'indicateur global,
respectivement désignées par n™ et n™, de la maniére suivante :

n =max(n™,7™). (3.9)

Comme cela est classiquement fait dans les travaux sur la méthode LATIN, la distance
relative entre deux solutions consécutives 5,41 € I et §,,11 € A4 de la méme itération n+ 1
est utilisée comme indicateur de convergence :

w8t Sl N T

= — ) (3.10b)
% ”Sl;\z/[ﬂ +sn+1”Ew

(3.10a) n

3 lIshki +3na ”qu
Ainsi, I'indicateur de convergence global 1 est une mesure, dans un certain sens, de
la distance entre les sous-espaces Ay et I' (cf. ). En raison des spécificités de la
méthode LATIN, cet indicateur doit tenir compte de I'intervalle de temps entier. Les normes
choisies sont alors basées sur des considérations énergétiques moyennées sur 'intervalle de
temps et sont définies par

||S||%-w:f £:Ew:£det:f e:IC: edQdt, (3.11a)

QxTI QxIT

||s||i~ :f g-lquIngdt:f g-kgdQdr. (3.11b)
81 Jaxi— = axi— —
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Lindicateur de convergence (3.9) est calculé a la fin de chaque itération, et |’algorithme est
arrété des que sa valeur tombe en dessous d'un seuil 17, défini par 'utilisateur.

Apres avoir décrit les grandes lignes de la procédure algorithmique de la méthode LATIN,
les sections suivantes ont vocation a détailler les problémes résolus dans chacune de ses
étapes au cours d'une itération n + 1.

1.3 Létape couplée locale

Grace al'itération précédente, s, € Ay est connu. Le but de I'étape couplée a I'itération
n+ 1 est de trouver s, € I', i.e., un ensemble de champs satisfaisant les relations de
comportement locales mais couplées, tout en imposant que §,.1 — s, € E™.

La direction de recherche pour I'étape couplée (3.7a) est réécrite de facon a introduire
des quantités connues issues de I'itération précédente :

Oni1+Eeo Epp :(o'n"'Eea:En); (3.12a)
N —_—
Sn

4,,,*Eea8,, =4, +Egag,), (3.12b)

Zn

Rus1 + EgrBns1 = (R + EgrBy). 3.12¢)
Q
n

En combinant la deuxieme équation de direction de recherche ( ) avec la loi de Fourier
(2.25) écrite page 48, le gradient de température §n+1 s’obtient de maniere explicite par
1

g =—2z, 3.13
81 k+Egs™" (.13)

puis le flux ZinH en est déduit grace a la loi de Fourier (2.25).

En combinant les quatre équations restantes (loi de Hooke (2.6) (p. 45), terme source
généralisé (3.2) et directions de recherche ( , )), On se ramene a un systeme cou-
plé d’équations différentielles ordinaires en temps portant sur €, et 0 n+l, arésoudre en
respectant les conditions initiales :

{ (K+E£a):/£\n+1_,6§n+llzsn
(3.14)

pCcOn1+EgrOp1 + TofTre 1 = Qp
Il est important de noter que ces équations s’expriment localement en tout point du do-

maine Q; la résolution du systéme d’équations peut donc étre parallélisée. Apres discrétisa-
tion spatiale, il s’agit de résoudre en tout point de Gauss de chaque élément le systeme :

06 0Op1
TopI'  pc

+

K. +E —pBI| | € S
e o ,6 Ae _ n,e (3.15)
Oe

e
0. 016 Egr Qe
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avecI=[1,1,1,0,0, 0]T le tenseur identité en notations de Voigt et 0., la matrice nulle de
taille e x o. En comptant une inconnue par point d’intégration de Gauss pour la température
0, et six pour les déformations €, le systeme (3.15) a résoudre en un point de Gauss donné
est de taille 7 x 7. Nous utilisons un schéma d’Euler implicite pour I'intégration temporelle.

Le systeme est ici linéaire car le comportement considéré I'est également.

Une fois le systeme ( ) résoluy, les quantités duales 7 5, et R,,.1 sont ensuite calculées
al’aide des directions de recherche ( ) et ( ), respectivement.

1.4 Létape découplée linéaire

ATissue de I'étape couplée, on connait 5,1 € I'. Létape découplée de I'itération 7 + 1
vise a trouver s, € Ay, i.e., un ensemble de champs satisfaisant les équations d’ad-
missibilité linéaires dans lesquelles les physiques sont découplées, tout en imposant
que s;+1 — Sp+1 appartienne a E™.

La direction de recherche E~ introduite dans I’équation (3.7b) a été choisie de maniere
a préserver le découplage et la linéarité des physiques dans les équations a résoudre. Les
problemes de mécanique et de thermique sont donc introduits séparément. On détaille
également la construction d’une solution sq € A, servant a initialiser le schéma de résolution.

1.4.1 Partie mécanique

La direction de recherche reliant les quantités mécaniques de sM = (¢, 0) est réécrite en
faisant intervenir une quantité S,.; connue a l'issue de |'étape couplée précédente :

Oni1—Eeo i €pt1 = (?n+1_E£0:§n+£)- (3.16)

Sn+1

Lintroduction de I'’équation (3.16) dans la forme faible du probléme mécanique (2.42), écrite
ala page 53 du chapitre 2, conduit au probléme suivant portant sur le déplacement i, _ , :

Trouver u, ., €U telque Vu* elp et Vie I,

f €n1(U,, 1) Eeo:eu”)dQ = f fa-u*dQ +f Fq-u” dS—f Spi1:e(w)dQ,
Q Q= 0rQ Q

(3.17)
accompagné des conditions limites de Dirichlet sur 9,Q.

Initialisation. La solution u,(x, ) € i servant a initialiser 'algorithme est calculée en
résolvant le probléme global précédent (3.17) sans contribution de I’étape couplée, i.e.,

Sn+1 =0. La discrétisation spatiale du champ de déplacement par la méthode des éléments
finis mene au systéme semi-discret suivant :

{ Hyuuo(t) =f,(1) dans Q x I,
(3.18)

uy(t) =uq(r) suro,QxI.
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Avec notre choix pour E.4, nous avons Hy, = Ky, 1a matrice de rigidité classique. Par ailleurs,
f,, désigne le vecteur associé aux efforts extérieurs (défini a I’équation (2.51) du chapitre 2).
Apres avoir résolu ce systeme, les solutions initiales de déformation &, et de contrainte o
sont calculées avec ’équation de compatibilité des déformations (2.4) et la direction de
recherche (3.16), respectivement. On dispose donc de sg/[ € .AZ[.

Itération n + 1. Une fois que la stratégie de résolution est initialisée, I'étape découplée du
schéma itératif consiste en réalité a calculer une correction Ay, ., = u, ., —u, €Uy qui vérifie
des conditions de Dirichlet homogenes sur d,Q. Le systéme linéaire a résoudre a I'itération
n+ 1 est alors le suivant :

HyuAu,11(8) =Qqu(#) dansQx 1, (3.19)
Au, (1) =0 sur 0,Q x 1. '
Le second membre du systeme ( ) est défini par :
=1s(t) +£,(1) —Hyqu, (2
Qu S u uutn (3.20)

= f3(1) — Hyu(u, (1) —up (1)),

ou fg désigne le terme di a la quantité connue de I'étape couplée Spit.

Apres avoir ajouté la correction admissible a zéro Ay, , a u,, on en déduit ensuite a
nouveau €1 par I’équation de compatibilité des déformations (2.4) et o+ avec la direction
de recherche (3.16).

1.4.2 Partie thermique

Une procédure similaire est appliquée aux équations thermiques. Les directions de re-
cherche relatives aux quantités thermiques s™h = (4,R, g, q) sont également réécrites afin
d’introduire les quantités connues provenant de I'étape couplée précédente :

zn+1_qu§n+1 - (gn+1 _qu§n+£)’ (3.21a)
Zn+1

Rps1 = EgrOn+1 = (Rns1 = EgrOns1)- (3.21b)
én+1

Par ailleurs, les équations de I'’espace .Aflh s’écrivent sous forme faible :

f (Rp+10" —q -VG*)dQ+f ho,.10" dS:f rq 0” dQ+f qqa0” dS+f h0..0™ dS.
Q —n+l1 8:Q Q 040 8.0
(3.22)

En substituant les équations ( , ) dans la forme faible du probleme thermique
( ), on obtient le probléme suivant ne portant que sur l'incrément de température 0,41 (x, f) :
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Trouver 6,11 € 7 tel que VO* € Ty et Ve eI,
Q Q 2.0

:f rdG*dQ—f qde*ds+f hGOOH*dS—f @nﬂ@*dQ—onH.VG*dQ,
Q 0,Q 8.0 Q Q
(3.23)

en respectant les conditions aux limites de Dirichlet sur dyQ.

Initialisation. Le champ de température 0(x, t) € 7 pour l'initialisation de la procédure de
résolution est calculé en résolvant le probleme global précédent (3.23) sans contribution de
I'étape couplée, i.e.,z,,, =0et Qn+1 =0. Ainsi, le champ de température initial est la solution
du probléme éléments finis thermique suivant :

HpoOo(t) =f5(f) dansQx I,
{ 0000(H) =fg(r) dans Q x 3.2

Oo(t) =04(f) surodyQ x I,

ou, compte tenu de nos choix pour Eg, et Egg, nous avons Hgg = %CCee + Kgg, avec Cgg et
Koo les matrices standard de capacité et de conductivité définies dans I’équation (2.50) du
chapitre 2 (page 54). Apres résolution du systeme ( ), il est possible de calculer go = V0,,
puis ﬂo et Ry al’aide des directions de recherche ( , ). Cela nous permet d’aboutir a

un ensemble initial de champs thermiques sgh € Azh.

Itération n+1. De facon analogue a la partie mécanique, 'itération n + 1 consiste a calculer
une correction A8,11 = 0,41 — 6, € To en résolvant le systeme semi-discrétisé

HgoAB,41(8) =Qy(t) dansQx 1, (3.25)
AO,1(H)=0 sur 9pQ x I, '
avec pour second-membre
Qp = £ (1) +£5(1) +fo (1) —Heo 6 (1)
(3.26)

= fg (1) +f2(£) —Heo (0,(1) — 60 (1))

Les notations f@ et f; désignent les termes discrets associés respectivement a Q41 €tz,,, ;.

Th

ni1 Sont déduits en utilisant les mémes

Apres avoir déterminé 6,1, les champs restants de s
équations que durant la phase d’initialisation.

Q Remarque 3.3

Tout comme le probleme de mécanique (3.19), celui de thermique (3.25) est quasi-
statique grace a l'introduction de la variable R. Cette variable a permis de rassembler
toutes les dépendances temporelles dans les équations (3.14), résolues point par point
lors de I'étape couplée.
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Alissue de chaque étape découplée, une étape de relaxation est ajoutée pour améliorer
la convergence de I'algorithme [LADEVEZE, 1999]. La solution s, devient

Spel — UrSp+1+ (1= pr) Sy, (3.27)

avec U le coefficient de relaxation. L'algorithme est d’autant plus stable que la valeur de la
relaxation est faible, mais un coefficient u, élevé assure un meilleur taux de convergence.
Nous avons retenu p, = 0.9 pour les exemples numériques présentés.

1.4.3 Bilan

Lensemble de la méthode LATIN appliquée au probleme couplé de thermo-mécanique
est résumé dans I'algorigramme de la Figure 3.2, qui reprend le code couleur du chapitre 1.

O Initialisation: Pour chaque physique :
Trouver s € AZI en Trouver sgh c Azh en un probléme linéaire global
résolvant le probleme | | résolvant le probléme sur Q x [ avec conditions aux
de mécanique (3.18) de (3.24) limites de Dirichlet

A

- — En chaque point de Gauss :
@ Etape couplée : trouver §,.; € I

un probléme couplé dépen-

solution du probleme couplé (3.14)

dant du temps

© Etape découplée : Pour chaque physique :

Y

un probléeme linéaire global
Trouver slr\l’[+1 € Al‘\l/[ en Trouver sfll}rl € .Azh en p &

. R . | sur Q x I avec conditions de
résolvant le probleme | | résolvant le probléme

Dirichlet homogenes

de mécanique (3.19) de (3.25)
| ] |
® Indicateur de convergence : Calcul de la contribution de
calculer 7 avec (3.9) chaque physique
non
n<ne?
n=n+1l

l oui

. . _{M Th
Résultat : solution s, = {s)" 5,7}

FIGURE 3.2 « Algorigramme de la méthode LATIN pour la résolution du probléme de ther-
momécanique

1.5 Réduction de modele

Au cours de I'étape découplée, deux problemes élément finis /inéaires (un probleme
mécanique (3.19) et un probléeme thermique (3.25)) doivent étre résolus. De plus, le schéma
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itératif LATIN fournit a chaque itération une approximation des champs de solution sur
tout le domaine spatial et 'intervalle de temps entier. Ces deux propriétés ouvrent la voie
a une intégration naturelle de la technique de réduction de modele par PGD espace-temps
dans l'algorithme de résolution. Dans le cadre multiphysique, la PGD est alors appliquée
indépendamment au probleme linéaire associé a chaque physique. De fait, I'étape couplée
n’est pas impactée.

A travers les différents travaux sur la méthode LATIN-PGD, il a été envisagé d’utiliser une
décomposition a variables séparées pour approximer soit les quantités primales uniquement,
e.g, [DUREISSEIX et al., 2003b; NACHAR et al., 2020a; SCANFF et al., 2021], soit les quanti-
tés primales et duales [LADEVEZE, 1999; DUREISSEIX et al., 2003a; NERON & DUREISSEIX,
2008b]. Dans cette derniere approche, une procédure de dualisation est nécessaire pour
formuler et résoudre un probléme dual supplémentaire. Dans ce travail, nous adoptons la
démarche consistant a approximer exclusivement les quantités primales (déplacement u(x, ¢)
et température 0(x, t)).

On remarque que du fait de la réécriture judicieuse du probleme de référence, les pro-
blemes (3.19) et (3.25) a résoudre pour les deux physiques sont similaires. Leur résolution
pourra alors faire appel au mémes routines numeériques, facilitant ainsi 'implémentation.
Dans la suite, seul le probleme de mécanique est détaillé.

Probléme de mécanique a résoudre. Apres l'itération n, le champ de déplacement s’écrit
comme une somme de m, produits (avec m, < n) de fonctions du temps et de I’espace :

my,
Viel, u,(0)=up(t)+) a;(Ou;, (3.28)
i=1
ol uy(¢) désigne le champ de déplacement cinématiquement admissible — issu de I'initia-
lisation de I'algorithme par résolution de I'équation (3.18), {u;},_, m, € Hy(Q) sont les
fonctions spatiales constituant une base d’ordre réduit, et {a;},_, € £*(I) les fonctions
=1,y
du temps associées. On désigne usuellement par mode PGD un terme de la somme.

Au cours de l'itération n + 1, un terme correctif Au,+; = u,+; —u, satisfaisant I'’équation
(3.19) est recherché pour améliorer la solution précédente u,(f) exprimée par I’équation
(3.28). Or la recherche de cette correction sous une forme a variables séparées conduit a un
probleme sur-contraint. Le probleme éléments finis (3.19) est alors relaxé en le moyennant
sur I'intervalle de temps I. Ainsi, Au,;(f) doit étre trouvé en tout ¢ €1 de telle sorte que

vu® € Uy, fu*T[HuuAunH(t) —Qu(n]dr=0. (3.29)
I

L'application de la PGD pour la construction de la correction Au,,.; al'itération LATIN
n + 1 se fait généralement en deux étapes, la seconde étant facultative.

@ Mise a jour des fonctions temporelles. Sila base d’ordre réduit contient au moins un
mode, I'étape découplée résolue avec PGD commence par une étape dite d’ update qui a
pour but d’améliorer la solution a moindre cott. Cette étape consiste a mettre a jour les
fonctions temporelles uniquement, tout en conservant la base spatiale {u;} i=1,..m, €Xistante.
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Par conséquent, le terme de correction recherché Au,,. () et la fonction de test u* s’écrivent
pourtout t € I:

my
Au, (1) =) fi(0)u, (3.30a)
=1
iy
u'(n) =) Bi(nu;. (3.30b)
j=1

Les fonctions inconnues dans la décomposition de Au,,1(f) sont représentées en rouge.
La correction souhaitée (3.30a) et la fonction de test (3.30b) sont substituées dans la forme
faible (3.29). Léquation étant vérifiée pour tout ﬁ}f, elle se réduit au probléeme suivant a
résoudre pour tout j € {1,...,m,} :

my
Viel, ﬁ;r' Huu(Zﬁi(I)ﬁi)_Qu(t)] =0, (3.31)
i=1
ce qui se réécrit sous forme matricielle :
B1(1)
_J)=T
my E}Huul_li Ly Bi@® = ujQu (3.32)
< > ﬁmu

my

En supposant I'orthonormalité des fonctions spatiales u; au sens du produit scalaire
(Ui, Uj)Hy, = ﬁ}Huuﬁi =6ij (3.33)

alors la matrice dans le systeme (3.32) se réduit a la matrice identité et les corrections ajoutées
aux fonctions temporelles sont obtenues a I’aide d'une formule explicite :

Viell,..my), Bi(t)=1;Qu(t). (3.34)

Sila mise a jour des fonctions du temps permet de progresser « suffisamment » dans le
schéma itératif, I’ajout d'un nouveau couple est omis et I'étape découplée s’arréte 1a. Pour
déterminer s’il est nécessaire d’ajouter un nouveau mode, plusieurs criteres ont été proposés,
par exemple en se basant sur la décroissance de I'indicateur d’erreur permise par 'update
[HEYBERGER et al., 2012; DUREISSEIX et al., 2003b], ou encore un critere d’erreur en direction
de recherche [SCANFF, 2022].

Dans ce travail, nous utilisons un critere basé sur la similarité des fonctions temporelles
avant et apres I'étape d’'update :

up
1 & & |ai (tj)_“i(tj)|

223

u Cr
Muny =1 j=1 §|C¥i p(fj) + ai(t]’)|

(3.35)

avec a?p (1) = a; (1) + B (1) la fonction du temps associée a u; pour I'expression a variables

séparées deu . . apres update. Un nouveau mode n’est ajouté que sila correction 3; apportée

n+1
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aux fonctions existantes «; est trop faible, autrement dit si les fonctions du temps apres
update a?p sont jugées trop similaires a leurs homologues a; avant update. Cela suggere
que la base spatiale existante a déja été exploitée au mieux et qu’il est donc nécessaire de
'enrichir pour progresser dans la résolution.

Le choix de ce critere est motivé a la fois par son faible cofit de calcul, dans la mesure ou
on évite un calcul additionnel de I'indicateur d’erreur, et par son implémentation dans la
plateforme de développement collaborative ROMlab au cours de travaux antérieurs [NACHAR,
2019; DABY-SEESARAM et al., 2023].

® Ajout d’'un nouveau mode. Dans le cas ol la mise a jour des modes temporels existants
est jugée insuffisante, un nouveau couple (a,u) est recherché pour enrichir I’espace réduit.
La correction Au, () et la fonction test u* s’écrivent alors sous la forme :

Au, (1) = uﬁi(t)l_lﬁa([)ﬁ,
+ le (3.36)

u'(t)=a*(Hu+a(u”.

Les fonctions a déterminer durant cette étape sont a nouveau mises en évidence en rouge.
En substituant les expressions (3.36) dans la forme faible de I’équation (3.29), on obtient un
systeme de deux équations couplées :

fa(t)ﬁ*T(Huua(t)ﬁ—Qu(t))dt:0 vu* (3.37a)
1

fa*(t)ﬁT(Huua(t)ﬁ—Qu(t))dtz0 Va* (3.37b)
I
ol 'on a introduit la variable Qu, définie par

Qu=Qu—Hu Y Bi(D)H; (3.38)

i=1

qui prend en compte la correction calculée a I'étape d’'update et donc connue a ce stade.
En isolant les termes indépendants du temps dans I’équation (3.37a) et en remarquant
que l'intégrande de I'équation (3.37b) est nécessairement nul, le systeme d’équations (3.37)

devient :
-1
u= faz(t)dt] H;},fa(t)éu(r)dt (3.392)
1 1
3 e
a(t) = w (3.39b)
u Hy,u

Le mode spatial u étant normé au sens du produit scalaire énergétique (3.33) apres sa
génération, les équations du systeme (3.39) se simplifient.
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Le systeme a résoudre pour le calcul d'un nouveau mode PGD se compose finalement

d’'un probleme d’éléments finis ( ) pour trouver u et d'une formule explicite
( ) pour calculer a :
Hyull = f a(t)Qy(r)dt : probléme EF (3.40a)
I
a(t) = ﬁTéu(t) : expression explicite (3.40b)

En pratique, le systeme (3.40) est résolu a 'aide d’un algorithme de point fixe, qui ne
nécessite que quelques itérations pour converger. En outre, une convergence stricte n’est pas
requise dans la mesure ou1 'ajout du couple suivant pourra venir corriger I'éventuelle erreur
commise a cette étape. Par ailleurs, la matrice intervenant dans le probleme éléments finis
est constante; elle pourra donc étre factorisée une seule fois, réduisant ainsi le cotit de la
résolution répétée du probleme ( ).

Orthonormalisation du nouveau mode. Chaque mode PGD étant déterminé séquentielle-
ment grace a un algorithme glouton, il n’est pas impossible que le nouveau couple dépende
de couples déja exhibés a une itération antérieure. Une étape d’orthonormalisation est alors
ajoutée apres 'obtention d'un nouveau mode. Ainsi, les fonctions spatiales forment une
base orthonormée, et il devient possible de se rendre compte dans quelle mesure le nouveau
mode apporte de 'information nouvelle.

A ce stade de l'itération LATIN 7 + 1, le champ de déplacement s’écrit :

my
U, (D=u,+ ;ﬁimﬁi +a(u

My 3.41
:HO+;(ai(t)+,Bi(t))ﬁi + a(Hu. (541
a;’ ()

Lorthogonalisation de la fonction spatiale u en suivant une procédure de Gram-Schmidt
consiste a retrancher a u sa projection sur les fonctions de la base {ﬁi}izl ..m,, d€ja existante
et orthonormée au sens du produit scalaire énergétique (3.33). Le champ de déplacement

u,., del'équation (3.41) se réécrit alors :
my " my
U, (O =uy(+) (“i P@+a@(@,d;)y )ﬁi + a(t)(ﬁ - (Wu)y u (3.42)
1=1 '~ - 7 1=1
J_ (- -~ 7
a; (1) at

ol 'on a ajouté et soustrait les termes en rouge a I'’équation (3.41). Cela fait apparaitre le
vecteur u+ orthogonal aux fonctions spatiales existantes au sens de la norme énergétique
Hyu. Les fonctions du temps associées a ces fonctions spatiales existantes sont ajustées pour
ne pas perdre d’'information.

Afin de garantir 'unicité de la décomposition a variables séparées, la nouvelle fonction
spatiale est également normée. La fonction du temps associée est adaptée en conséquence.
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Le nouveau couple ajouté a la décomposition existante s’écrit finalement :

U1 =0 /[0 | (3.43a) A1 () = @D [T [y (3.43b)

Q Remarque 3.4
Ce nouveau mode n’est retenu que s’il possede un poids non négligeable par rapport a
la base {ﬁ,-}l.zl ey préalablement calculée, c’est-a-dire s’il apporte de I'information.

Bilan. La procédure globale de calcul d'une correction Au, () par PGD dans 'étape
découplée de la méthode LATIN est résumée dans I’Algorithme 1. Une procédure analogue
peut étre appliquée indépendamment au probleme thermique (3.23), en s’appuyant sur les
meémes routines de calcul. Il convient de noter que les bases d’ordre réduit thermique et
mécanique peuvent étre de tailles m,, et myg différentes, chacune étant enrichie en cas de
besoin. Ce dernier point sera mis en évidence dans les exemples numériques suivants.

Algorithme 1 : PGD pour le probleme mécanique a l'itération n + 1.
» Entrées : u,, (1) =ug(f) + X7 a,(D;
quantité connue de I'étape couplée S;,;1
» Résultat: u,.1 () =u, () + Auy, 1 (1)

GEtape d’'update /* s8’il y a au moins un mode */
calcul de fg, puis Q, avec (3.20)

pour chaque mode existant i = 1,..., m, faire /+ base spatiale {u;},_,  ~ fixée */
| i) — 1, Qu(D)
fin .
» Résultat: Au,,, () = Z Bi(Hu;
i=1
® Etape d’enrichissement /* optionnelle */
si enrichissement nécessaire (d’apres (3.35)) alors
a(o)(t) —t /* initialisation du point fixe */
tant que pas de stagnation et k < k4 faire /* itérations du point fixe */
- Probleme spatial :

pour a*~V donné, calculer u'® en résolvant (3.402)

normalisation : @' —a®/|a® [ Hyy
- Probleme temporel :
pour a® donné, calculer a® avec I’équation (3.40b)

fin

my
» Résultat : Au,,, (1) = Z ﬁi(t)ﬁﬁa””([)ﬁ“”
i=1
Orthonormalisation de ¥ par rapport a la base spatiale existante {u;} i=1,imy

— mise a jour des fonctions temporelles {a;} ,avec (3.42)

i=1,...m

- stockage du nouveau mode (3.43)
fin
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2 Implémentation numérique sur un exemple académique

La méthode présentée dans la section précédente a été implémentée dans le code de
calcul collaboratif RoMlab, introduit a la Section 3.1 du chapitre 2 (page 56). Lors de I'im-
plémentation, une attention particuliere a été portée a I’écriture de routines pouvant étre
utilisées pour les deux physiques lors de I'étape découplée.

Cette section a pour but de valider I'implémentation sur un exemple académique. Des pré-
cisions sont également apportées quant a I'influence de parametres numériques et physiques
sur le comportement de I'algorithme.

2.1 Description du cas test

Le premier cas test considéré est une barre de section carrée percée de deux trous per-
pendiculaires, comme le montre la Figure 3.3a. Les dimensions exactes sont fournies dans le
Tableau 3.1. La barre est encastrée a ses deux extrémités et des températures sont imposées
dans les deux trous. Une source de chaleur est également appliquée dans la zone centrale de
la structure. Les évolutions temporelles de ces conditions sont illustrées sur la Figure 3.3. Le
chargement et la géométrie ont été choisis de sorte a avoir une variabilité des champs solu-
tions tant en temps qu’en espace. De plus, la présence des trous suivant les deux directions
transversales assure d’avoir un cas test réellement tri-dimensionnel.

uy 00,1)=0 L uyg(L,1)=0

-

¢

D ——

L/4

z X
(a) Géométrie et chargement

6
107 100 ————————
— 041(2)

20 50 | — 042(1)

0

rg [Wm™|
I
|
04 K]

—50 -

|
| |

|
00 260 460 600 0 200 400 600
Temps [s] Temps [s]

|

(b) Source de chaleur imposée (c) Températures imposées

FIGURE 3.3 ¢ Cas test académique tri-dimensionnel

La géométrie est maillée avec GMSH [GEUZAINE & REMACLE, 2009]. Le maillage com-
prend 23062 éléments tétraédriques (linéaires pour la température et quadratiques pour les
déplacements), conduisant a 112983 degrés de liberté mécaniques et 5556 degrés de liberté
thermiques. Lintervalle de temps I = [0s,600s] est discrétisé avec un pas de temps uniforme
de taille At =4s.
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TABLEAU 3.1 « Dimensions de la géométrie représentée en Figure 3.3a

Parametre Valeur
Longueur L=0.2m
Hauteur et largeur h=0.03m
Rayon des trous r=0.01m

Distance entre 'axe d'un trou et le bord d =0.025m

Les parametres des matériaux sont définis dans le Tableau 3.2. Le coefficient de dilatation
thermique a a été multiplié par cinq par rapport a une valeur physique classique afin de
garantir un couplage fort au sens du parametre adimensionné TCP défini dans [ZIMMERMAN,
2000] et abordé dans la Section 1.5 du chapitre 2 (page 51). On rappelle que I'influence de la
mécanique sur les grandeurs thermiques est considérée comme négligeable si TCP « 1. Les
parametres matériels du tableau Tableau 3.2 conduisent a TCP = 0.36, ce qui est considéré
comme un couplage fort dans [Z1MMERMAN, 2000].

TABLEAU 3.2 « Parametres matériaux thermomécaniques

Parametre Symbole [unité] Valeur
Module d’Young E [Pa] 210 x 10°
Coefficient de Poisson v [-] 0.3
Masse volumique p [kgm™3] 7850
Capacité thermique massique ¢ [Jkg™'K™!] 500
Conductivité thermique k [Wm™1K™!] 43
Coeff. de dilatation thermique a [K™!| 5.5x107°
Température de référence To [K] 293

En ce qui concerne I'aspect numérique, le temps caractéristique ¢, apparaissant dans la
direction de recherche Egp = pt—fI doit encore étre choisi. Pour des problemes de mécanique
non linéaire, [LADEVEZE, 1999] a démontré |'existence d'un choix optimal pour un compor-
tement donné du matériau. Dans le contexte des probléemes multiphysiques, le choix d'un
temps caractéristique semblable a z. est abordé par [NERON & DUREISSEIX, 2008a]. Dans ce
qui suit, nous fixons £, = 20s selon les considérations détaillées dans la Section 2.3.

2.2 Validation de la méthode

Afin d’évaluer la qualité de la solution fournie par la méthode LATIN-PGD, le cas test décrit
est également résolu a 'aide d'un schéma de résolution monolithique (i.e., par résolution
directe a chaque pas de temps du systeme donné en équation (2.55) du chapitre 2, page 56).
Cette solution sera utilisée comme référence pour évaluer la précision de notre approche.
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Comparaison a une référence. Par l'intermédiaire du logiciel libre ParaView, la Figure 3.4
présente les cartes d’erreur spatiale entre la solution LATIN-PGD convergée (avec un critere
d’arrétn, = 107") et la référence monolithique au dernier pas de temps ¢ = 600s. Ces cartes
d’erreur sont données en quantités relatives exprimées en pourcentages. On constate une
bonne concordance, tant pour le champ de température que pour la contrainte équivalente
de Von Mises.

_4)

! \ fr— !

1.5e-04 2.0e-1 4.0e-1 6.3e-01
Erreur relative sur la contrainte de Von Mises [%]

0.0e+00 1.0e-4 2.0e-4 3.0e-4 3.8e-04
Erreur relative sur la température [%]

FIGURE 3.4 « Cartes d’erreur relative (en pourcentage) de champs LATIN-PGD par rapport a
la référence monolithique a £ =600s

L'évolution temporelle du déplacement longitudinal sur I'intervalle de temps I est illustrée
sur la Figure 3.5. Le déplacement est représenté au point de coordonnées [d + 1, h/2, h/2],
situé sur la paroi du trou de gauche. La solution LATIN-PGD, calculée en utilisant deux
criteres d’arrét différents, est comparée a la solution de référence monolithique. On observe
une concordance acceptable sur le déplacement, méme avec un critére d’arrét de 1072,

4

— 107
% | B | /| | — Référence monolithique
S ok 7\ 4 LATIN-PGD (1. =107%)
;g . / \\: ;,v [ | mmmeees LATIN-PGD (nC — 10—2)
\ /
é —05 \\ /'j N
2 \ /
5
5 -1+ '\\ ’!;‘ |
E \ ‘Jj
o \ /
8 “-»\ /
a —151 A N
B TR N T I
0 200 400 600
Temps [s]

FIGURE 3.5 « Comparaison de I’évolution temporelle du déplacement longitudinal monoli-

thique et LATIN-PGD en un point donné

Convergence de l'algorithme. On s’'intéresse a présent a la convergence de 1’algorithme

LATIN-PGD au fil des itérations. En plus des indicateurs de convergence n™ et n™ donnés par

I’équation (3.10) page 72, nous introduisons les erreurs suivantes par rapport aux solutions
de référence u . (x, r) et Orer(x, ) issues de I'approche monolithique :

Th _ ”6 _Qref”k

M _ ”E_Eref”]c _
el Betll

ref —

e (3.44a)

”ﬂref“IC ,

(3.44b)
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Lerreur pour le probleme couplé est a nouveau définie comme le maximum des contri-
butions des deux physiques
Cref = Max (e?gf, erTek;) . (3.45)
Les normes choisies sont similaires a celles définies dans (3.11), a la différence pres que
celles-ci s’appliquent directement aux champs de déplacement u et de température 6 plutot
qu’a leurs gradients. En pratique, on peut donc se servir des opérateurs éléments finis déja
assemblés sur I’espace et n'avoir a calculer une intégrale uniquement sur le temps :

”ﬂ”K:f e(g):Klze(g)dﬂdt:fuTKuuudt,
||9||k:f VH-kVBdet:fGTKeeedt.
QxI 1

La Figure 3.6 montre que, pour chaque physique, I'erreur (3.44) par rapport a la référence
ainsi que l'indicateur de convergence (3.10) diminuent de maniere réguliere au fil des ité-
rations et ont une allure similaire. Une erreur relative de 1% est atteinte avec moins de dix
modes pour chaque physique. On peut noter quelques plateaux sur la courbe des modes
PGD. Cela signifie que la mise a jour des fonctions temporelles a été jugée suffisante selon le
critere de I'’équation (3.35) et qu’aucun nouveau mode n’a été ajouté. Concernant ce critere,
le seuil varie selon la taille de la base PGD, en s’inspirant de [DABY-SEESARAM et al., 2023] :
on prend initialement ¢, = 1, de sorte a encourager la construction de nouveaux modes dans
les premieres itérations, puis ¢, = 0.4 une fois que la base contient cinq modes.
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(a) Partie mécanique (b) Partie thermique

FIGURE 3.6 « Evolution de I'erreur, de I'indicateur de convergence et du nombre de modes
PGD au fil des itérations

La flexibilité offerte par le traitement séparé des physiques sur I’ensemble du domaine
espace-temps pendant I'étape découplée permet donc d’enrichir spécifiquement la base
d’ordre réduit de I'une des physiques. Ainsi, ces plateaux se produisent indépendamment
pour chaque physique, ce qui empéche le calcul de modes inutiles pour une physique donnée.
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Analyse des modes PGD. La Figure 3.7 représente une sélection de couples de fonctions
spatiales et temporelles résultant de ’application de la PGD a la partie thermique. Le premier
mode (Figure 3.7a) influence principalement la région autour du trou de gauche, tandis que le
second mode (Figure 3.7b) représente son homologue autour du trou de droite. En particulier,
les fonctions temporelles associées présentent des similitudes avec I’évolution des tempéra-
tures imposées (voir Figure 3.3¢). Le troisieme mode (Figure 3.7¢) affecte principalement la
partie centrale de la barre, ou la source de chaleur est appliquée. Les modes d’ordre supérieur,
illustrés sur les Figures 3.7d a 3.7, introduisent des corrections localisées. Il est important de
noter que I'échelle utilisée pour visualiser ces fonctions du temps differe considérablement
de celle employée pour les trois précédentes. En revanche, la méme échelle permet de tracer
toutes les fonctions spatiales puisqu’elles sont normalisées.

Modes PGD
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FIGURE 3.7 « Modes PGD pour la partie thermique du probleme. Des échelles différentes
sont utilisées pour les fonctions temporelles des deux lignes

Pour vérifier qu’aucun des modes construits par PGD n’est négligeable, une décomposi-
tion en valeurs singulieres (SVD) est effectuée sur les corrections admissibles a zéro qui sont
ajoutées par PGD, c'est-a-dire (u,,,, — 1) € Up et (0,41 —0p) € To. La décroissance des valeurs
singulieres, normalisées par rapport a la premiere, est illustrée sur la Figure 3.8. Selon la SVD,
23 et 25 modes sont respectivement nécessaires pour décrire avec précision la correction
du déplacement et de la température. Cela correspond précisément a la taille des bases
construites a I'aide de I'algorithme LATIN-PGD (cf. Figure 3.6). Cette correspondance signifie

que chaque mode PGD apporte une contribution significative et qu’aucun n’est redondant.
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FIGURE 3.8 » Décroissance des valeurs singulieres des bases réduites construites par PGD

2.3 Choix des directions de recherche

On s’'intéresse a présent au choix des directions de recherche, qui constituent un para-
metre numérique clé de la méthode. Parmi les trois opérateurs de directions de recherche
introduits a I’équation (3.8), celle reliant le couple de variables (8, R) fait intervenir un temps
caractéristique f. qu’il faut choisir. Notons que dans les travaux antérieurs sur le cas de
la poro-élasticité [DUREISSEIX et al., 2003b; NERON & DUREISSEIX, 2008a], deux des trois
opérateurs de directions de recherche font intervenir un temps caractéristique. Cela est dit
au choix de considérer les taux de déformations & dans les inconnues mécaniques. Avec la
formulation adoptée dans ces travaux, qui traite les déformations € comme inconnue primale

mécanique dans sM, nous n’avons qu’un seul temps caractéristique a choisir.

Importance du parametre. On peut observer sur la Figure 3.9 que le choix de ce temps
caractéristique a effectivement une forte influence sur I’allure des courbes de convergence de
I'algorithme. Une valeur trop grande (en rouge) s’accompagne d'une convergence de plus en
plus lente au fil des itérations, tandis qu'une valeur trop faible (en bleu) se traduit a I'inverse
par une décroissance lente de |'erreur dans les premiéres itérations, puis une plongée tardive.
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o g 1 15.85 §
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0 1 10 =
107 =
. A\ : 6.31
i \\ 1
-4 ‘ " 3.98
1077, 20 4 60 80 100
Itérations

FIGURE 3.9 « Impact de la direction de recherche sur la convergence de la méthode
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Par ailleurs, la Figure 3.10 met en évidence la corrélation entre le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre le critére d’arrét (fixé ici an. = 107%) et le temps de calcul. Il est
donc essentiel de bien choisir le parameétre ¢, pour obtenir les meilleures performances.
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FIGURE 3.10 « Nombre d’itérations jusqu’a convergence (1, = 107*) et temps de calcul en
fonction du temps caractéristique de la direction de recherche (3.8¢)

Retour sur les recommandations antérieures. Le choix des différents temps caractéris-
tiques intervenant dans la formulation du probleme de poro-élasticité fait 'objet d’'une
discussion théorique sur un cas unidimensionnel dans [NERON & DUREISSEIX, 2008a]. Ce-
pendant, les valeurs recommandées n’ont pas été confrontées a des essais numériques. La
Figure 3.11, issue du stage de M2 d’E. Foulatier que j’ai co-encadré [FOULATIER, 2024], s’y
attache pour le temps caractéristique ¢ de la direction de recherche reliant les quantités
fluides, analogue a 7. Dans les expressions des choix recommandés pour ¢¢, 7 est le temps

caractéristique intrinseque au fluide, Q et H = ”K sont des propriétés matériaux recensées

w
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(a) Cas test unidimensionnel (b) Cas test tridimensionnel

FIGURE 3.11 ¢ Influence du temps caractéristique fluide ¢ sur la convergence du probleme
de poro-élasticité, par [FOULATIER, 2024]
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dansle Tableau 2.3 ' au chapitre 2 (page 51), etw = % avec L une longueur caractéristique.

En considérant le probleme mono-dimensionnel qui a servi de base aux développements
analytiques, on observe sur la Figure 3.11a que les valeurs recommandées ne sont peut-
étre pas optimales, mais offrent un premier éclairage satisfaisant. En revanche, sur le cas
tridimensionnel qui découle du probléme 1D, le nombre d’itérations a convergence pour les
deux valeurs conseillées est tres loin de I'optimal (voir Figure 3.11b). Le choix judicieux de ce

paramétre reste donc une question ouverte.

Influence de la discrétisation. Revenons a 'exemple de la thermo-élasticité pour exa-
miner comment la discrétisation du probleme, tant spatiale que temporelle, influence le
choix optimal du temps caractéristique f.. Les graphes de la Figure 3.12 représentent le
nombre d’itérations nécessaires pour atteindre le critere de convergence (toujours défini
parn. = 107 en fonction de t, pour différentes discrétisations. Les différents maillages
spatiaux considérés sont numérotés par ordre de raffinement croissant (cf. Tableau 3.3).

TABLEAU 3.3 e Caractéristiques des maillages générés pour la géométrie de la Figure 3.3a

Maillage 1 Maillage2 Maillage3 Maillage 4" Maillage 5

Degrés de liberté (total) 11989 22990 41858 118539 235757

4 Maillage retenu pour toutes les autres exploitations
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(a) Discrétisations spatiales différentes (b) Discrétisations temporelles différentes

FIGURE 3.12 « Influence du temps caractéristique de la direction de recherche (3.8c) sur le
nombre d’itérations a convergence (1. = 10~%) pour différentes discrétisations

1. En s’appuyant sur I'analogie qui y est décrite, ona HQ — p—kc (diffusivité thermique).
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La montre que les tendances sont similaires quel que soit le maillage de
la géométrie. L'influence du temps caractéristique de la direction de recherche (3.8¢) sur
le taux de convergence de 'algorithme ne dépend pas de la finesse du maillage spatial
considéré. Ainsi, a défaut d’avoir une expression générique de la valeur optimale du temps
caractéristique, on peut se contenter d'un maillage trés grossier pour balayer différentes
valeurs de ¢, et ainsi guider son choix. Nous avons procédé de cette facon pour tous les
exemples numériques présentés.

En ce qui concerne la discrétisation temporelle, on constate sur la qu'une
discrétisation plus fine a tendance a restreindre la plage optimale pour le temps caractéris-
tique. Néanmoins, une discrétisation temporelle grossiére peut déja fournir un bon ordre de
grandeur pour le choix de z,.

2.4 Influence de la force de couplage

Dans cette sous-section, nous examinons la facon dont la méthode de résolution pro-
posée est affectée par la variation du degré de couplage entre les deux physiques. Selon les
équations du probléme, I'influence de chaque physique sur I'autre est régie par le coefficient
de couplage f = a(2u + 3A). Pour ajuster la force du couplage, le coefficient de dilatation
thermique a est modifié tout en maintenant les autres parametres matériaux a leurs valeurs
initiales, spécifiées dans le . Nous explorons 14 valeurs uniformément espacées
pour a dans la plage indiquée dans le . Ce tableau comprend également le coeffi-
cient de couplage f correspondant et le parametre de couplage thermoélastique (TCP) de
[ZIMMERMAN, 2000], qui rend compte de la force du couplage.

TABLEAU 3.4 « Coefficient TCP (voir eq. ( ), p- 52) associé aux valeurs extrémes du coeffi-
cient de dilatation thermique considéré a

Coeff. de dilatation Coeff. de couplage f
i -1 211 TCP [-]
thermique a [K™] [Nm—K™!|
5.5x1076 2.89 x 10° 0.004
77x107° 40.43 x 10° 0.697

Le nombre de modes mécaniques et thermiques générés a la convergence de I’algorithme
est présenté dans la en fonction du parametre TCP. Pour des valeurs de TCP
relativement faibles, le champ de température nécessite un nombre de modes sensiblement
plus élevé que le champ de déplacement pour atteindre la précision voulue. En outre, jusqu’a
une valeur de TCP d’environ 0.3, le nombre de modes générés pour chaque physique reste
relativement stable. Au-dela (zone grisée), a mesure que le degré de couplage augmente,
le nombre de modes PGD croit simultanément pour les champs de déplacement et de
température. Comme attendu, lorsque le couplage entre les physiques devient tres fort, un
nombre de modes similaire est nécessaire pour représenter chaque champ avec précision.

La permet de visualiser le nombre d’itérations de la méthode a mesure que
le degré de couplage augmente. On observe également une augmentation significative dans
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FIGURE 3.13 « Influence de la force de couplage sur I'algorithme LATIN-PGD

la zone grisée. Il est courant que les méthodes de partitionnement (classiques) nécessitent
davantage d’itérations lorsque le couplage devient tres fort [NOVASCONE et al., 2015]. Néan-
moins, dans notre cas, il est possible que I’augmentation du nombre de modes observée sur
la Figure 3.13a soit liée a 'augmentation du nombre d’itérations de la méthode LATIN. Il
serait nécessaire de se pencher davantage sur le critere d’ajout de modes, défini dans ces
travaux par I'équation (3.35) ala page 79.

3 Application a un cas d’échelle

Dans le but de montrer I'applicabilité de la stratégie proposée a des problemes quasi-
industriels, un nouveau cas test portant sur une aube de turbine et comptant plus de deux
millions de degrés de liberté est considéré. En particulier, une analyse détaillée des temps de
calcul lors d'une résolution monolithique et avec la méthode LATIN-PGD est fournie.

3.1 Description du cas test

Laube de turbine ?, illustrée en Figure 3.14, est discrétisée a I'aide de GMSH [GEUZAINE
& REMACLE, 2009]. Le maillage généré comprend environ 470000 éléments tétraédriques
(quadratiques pour les déplacements et linéaires pour la température), ce qui mene a 2370000
degrés de liberté mécaniques et 118300 degrés de liberté thermiques.

Le chargement et les conditions aux limites sont inspirés de [KiM et al., 2018] et repré-
sentés sur la Figure 3.14. Du fait de la rotation de la turbine, I'aube est soumise a une force
volumique centrifuge

fa=pro’e, (3.47)

avec p la masse volumique, r la distance par rapport a 'axe de rotation et w la vitesse
angulaire, qui augmente linéairement jusqu’a 15000 Tr/min. U'axe de rotation est aligné sur

2. Aube de turbine de moteur créée par Luis Rojas (https://grabcad.com/library/turbine-blade-13)


https://grabcad.com/library/turbine-blade-13
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dd = ll(e — eezrzft)

w711

<

T

(a) Vue extérieure (b) Vue en coupe

FIGURE 3.14 « Description du chargement appliqué a I'aube de turbine

I'axe x et situé a 90 mm de la base de ’aube. La partie inférieure de ’aube, nommée pied de
sapin en référence a sa forme, a vocation a étre insérée dans un disque porte-ailettes, solidaire
de I'arbre de la turbine. Pour en tenir compte, les déplacements sont bloqués selon les axes
y et z sur les surfaces supérieures du pied de sapin plaquées par la force centrifuge (en
jaune sur la Figure 3.14a), tandis que le déplacement normal est bloqué sur I'une des surfaces
latérales (représentée en vert). Les écoulements de gaz chauds sur la paroi extérieure de 'aube
(représentés en rouge) et du fluide refroidisseur dans les canaux de refroidissement (en bleu
sur la Figure 3.14b) sont modélisés par des conditions aux limites de type flux convectif forcé.
Les valeurs de coefficient de transfert thermique convectif h et d'incrément de température
ambiante 6., pour chacune de ces deux zones sont données dans le Tableau 3.5.

TABLEAU 3.5 « Valeurs numériques des coefficients de convection thermique # et tempéra-
tures du fluide ambiant 6,

h [Wm™2K™!] 6o K]

Surface extérieure de ’aube 2500 250

Conduits de refroidissement 5000 20

b incrément par rapport a la température de référence Ty = 293K

Les parametres matériaux considérés sont les mémes que dans la section précédente,
décrits dans le Tableau 3.2. Lintervalle de temps pour la simulation s’étend sur 60 secondes
et est discrétisé avec un pas de temps uniforme At = 1s. Enfin, le temps caractéristique
intervenant dans la direction de recherche Eyg = pt—fI est choisi tel que ¢, =4s.
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3.2 Résultats numériques et analyse des performances

Lensemble des applications numériques a été mis en ceuvre sur les stations du centre de
simulation du laboratoire. En particulier, toutes les simulations avec mesures de temps de
calcul ont été exécutées sur une machine équipée de deux processeurs Intel® Xeon® Silver
4116 CPU @2.10 GHz de 12 cceurs chacun et de 256 Go de RAM.

Champs solutions. La convergence de la méthode LATIN-PGD (avec un seuil . = 10™*
pour le critére d’arrét) est obtenue avec 11 modes PGD pour chaque physique. Les champs
de température et de contrainte équivalente de Von Mises obtenus a convergence sont
représentés en Figure 3.15. On observe que la température est maximale dans les régions
qui ne sont pas directement refroidies, tandis que les températures les plus basses sont
obtenues dans la partie inférieure de I’aube et le long des parois intérieures des conduits de
refroidissement. Les contraintes effectives les plus élevées sont principalement localisées au
sommet du pied de sapin, aux jonctions entre les parties supérieure et inférieure de I'aube, et
autour des trous de refroidissement les plus bas.

Température [K] Contrainte de Von-Mises [Pa]
305.4 350 400 450 489.7 1.4e+06 3e+8 5.6e+08
— ‘ - . | - .

FIGURE 3.15 « champs solutions obtenus avec la méthode LATIN-PGD a ¢ = 60s sur 'aube
de turbine

Analyse des temps de calcul. Avant toute chose, nous nous sommes intéressés a 'influence
du nombre de fils d’exécution, souvent appelés threads, sur les performances de chacune
des stratégies de résolution. En effet, le démonstrateur ROMlab a été concu de sorte a ex-
ploiter les architectures multi-threads des machines actuelles et ainsi tirer parti du fait que
certaines taches (multiplication de matrices, opérations élément par élément, etc.) peuvent
étre exécutées en parallele sur plusieurs threads dans Matlab.
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Deux quantités sont introduites pour évaluer les performances des méthodes. D’abord,
le speed-up S représente le rapport entre le temps d’exécution en série T et le temps de
calcul T, en utilisant n threads. On s’intéresse généralement aussi a I'efficacité parallele E
par rapport a une exécution en série. Ces quantités se définissent par :

s=1 (3.48a) E=—1L_ (3.48b)
Ty nxTy,

Le speed-up et I'efficacité sont tracés sur la Figure 3.16 en utilisant jusqu’a 24 threads. On
constate sur la Figure 3.16a que la méthode LATIN-PGD profite mieux du multi-threading
que I'approche monolithique, en obtenant un speed-up deux fois plus élevé. Néanmoins, les

deux méthodes sont loin de I'efficacité maximale, comme le montre la Figure 3.16b.
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Nombre de threads Nombre de threads
(a) Evolution du speed-up par rapport a une exé-  (b) Evolution de I'efficacité de la parallélisation

cution en série

FIGURE 3.16 « Influence du nombre de threads sur les performances des approches monoli-
thique et LATIN-PGD

Alissue de I’étude précédente, nous choisissons de conserver 12 threads pour examiner
en détail les temps de calculs des méthodes de résolution monolithique et LATIN-PGD. Dans
I’approche monolithique, le systeme (2.55) (donné au chapitre 2, page 56) est résolu a I'aide
d’un solveur direct. Ce choix est motivé par la robustesse de ce type de solveurs vis-a-vis du
conditionnement du systeme. De plus, dans notre probleme linéaire avec un pas de temps
constant, la matrice du systeme est constante; sa factorisation est alors effectuée une seule
fois et réutilisée pour tous les pas de temps suivants.

La Figure 3.17 montre que la résolution LATIN-PGD avec un critéere d’arrétde n. = 10~ est
environ sept fois plus rapide que la résolution monolithique sur ce cas test quasi-industriel.
D’apres la Figure 3.17a, 'approche monolithique est dominée par la boucle sur les 60 pas de
temps. Cependant, la décomposition LU de la matrice non symétrique du systeme, exécutée
une seule fois, constitue tout de méme une part importante du temps d’exécution global.
Cette étape de factorisation dépasse a elle seule la durée de I'’ensemble du processus de
résolution a l'aide de 'algorithme LATIN-PGD.
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FIGURE 3.17 « Répartition du temps de calcul sur I'exemple de 'aube de turbine en utilisant
12 threads

Q Remarque 3.5

Les temps de calcul obtenus pour I'approche monolithique sont a nuancer en raison
du choix de solveur pour la résolution du systéme (2.55). En effet, les solveurs itératifs
sont en général préférés pour les systemes de grande taille.

Nous nous sommes intéressés a |'utilisation d’un solveur itératif GMRES [SAAD &
ScHuLTz, 1986] intégré a Matlab. Alors que le solveur GMRES ne convergeait pas sans
préconditionnement, 'utilisation d'un préconditionneur ILU (également intégré a
Matlab) a permis d’atteindre la convergence en deux a trois itérations a chaque pas de
temps. Néanmoins, la résolution demeure plus lente qu’avec un solveur direct, le total
étant largement dominé par le calcul du préconditionneur.

Comme cela a été présenté dans la Section 3.2 du chapitre 1, le développement
de préconditionneurs adaptés aux problemes multiphysiques couplés, permettant
d’obtenir une résolution plus efficace du systeme monolithique, représente un domaine
de recherche actif. Il serait intéressant, dans le futur, de pouvoir confronter la méthode
LATIN-PGD a un solveur monolithique bénéficiant des dernieres avancées.

En ce qui concerne la méthode LATIN-PGD, 'analyse de la Figure 3.17b révele que les
étapes couplée et découplée de I'algorithme ont sensiblement le méme cott de calcul sur
cet exemple. Dans I'étape découplée, la proportion associée aux étapes de la PGD (mise a
jour des fonctions temporelles et génération de nouveaux modes) pour la partie thermique
est négligeable en raison du nombre de degrés de liberté inférieur par rapport a la partie
mécanique. Comme prévu, I'étape d'update reste peu cotiteuse, méme pour la mécanique.

Linitialisation de ’algorithme LATIN-PGD, qui comprend la décomposition de Cholesky
des matrices symétriques pour les probléemes mécaniques et thermiques (décrits par les
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équations ( ) et ( )), représente tout de méme 25% du temps total d’exécution. Par
conséquent, il est particulierement intéressant de réutiliser une méme initialisation pour
réaliser plusieurs simulations. Il s’agit de 'une des idées de 'approche mise en ceuvre dans le

> Bilan du chapitre

Ce chapitre détaille la méthode LATIN-PGD appliquée au probléme de thermo-élasticité
présenté au . Sa spécificité réside dans la génération de solutions intermédiaires
définies sur I'’ensemble du domaine spatial et tout I'intervalle temporel, qui sont amélio-
rées au cours d'une procédure itérative. Cette propriété permet d’appliquer la méthode de
réduction de modele par PGD indépendamment a chaque physique. La méthode décrite a
été implémentée dans I'environnement de développement collaboratif RoMlab introduit au

. En particulier, les mémes routines sont utilisées pour 'application de la PGD aux
deux physiques.

Un premier exemple a permis de valider I'implémentation de la méthode par rapport
a une référence issue d'une résolution monolithique. L'influence de facteurs numériques
(direction de recherche) et physiques (force de couplage) sur le comportement de I'algorithme
a également été étudié. En particulier, bien que le choix a priori de la direction de recherche
reste une question ouverte, nous avons observé que la valeur optimale était indépendante
du maillage spatial et peu dépendante de la discrétisation temporelle. Des discrétisations
grossieres peuvent donc étre utilisées pour guider le choix de ce parametre clé.

Le second exemple introduit porte sur une aube de turbine et a pour but de tester les
performances de la méthode sur un cas d’échelle industriel comportant plus de deux millions
de degrés de liberté. Un tel probléeme multiphysique n’avait encore jamais été abordé avec la
méthode LATIN-PGD. La parallélisation sur plusieurs threads, permise par |’environnement
numérique de développement, est exploitée pour améliorer les performances. L'analyse
des temps de résolution donne un net avantage a la méthode LATIN-PGD par rapport a
I’approche monolithique.

Ce chapitre représente donc un premier pas pour répondre a la problématique générale
de cette thése en fournissant un solveur efficace permettant de diminuer le cotit de chaque
calcul individuellement. Pour ce faire, la méthode tire parti a la fois des avantages apportés par
la PGD et des bénéfices numériques qui découlent de la résolution de problémes symétriques
associés a chaque physique. Les spécificités de ce solveur peuvent étre avantageusement
exploitées pour réduire davantage encore les cofits de calcul lorsqu’il s’agit de résoudre une
famille de problemes multiphysiques semblables, ce qui fait 'objet du suivant.
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Résolution de problemes multiphysiques
parameétrés avec la méthode LATIN-PGD
espace-temps

Ce chapitre s‘appuie sur les développements précédents pour présenter une straté-
gie de résolution efficace d’'une famille de problemes multiphysiques semblables.
Ces similarités sont exploitées a la fois en initialisant le schéma itératif LATIN-
PGD par une solution précédente, supposée proche de celle recherchée, et en
réutilisant — pour chaque physique — une base réduite pouvant étre enrichie au
fil des calculs. Le traitement modulaire des physiques, permis par la méthode
LATIN-PGD, est conservé. En guise d'illustration, deux études paramétriques
portant sur des propriétés matériaux sont proposées et conduisent a des gains
en temps de calcul significatifs par rapport a une approche naive. Les résultats
obtenus dans ce chapitre ont fait l'objet de Uarticle [NURTZER et al., 2024b].
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Chapitre 4. Résolution de problémes multiphysiques paramétrés

Comme mentionné en début de manuscrit, il est courant pour les ingénieurs, lors des
phases de conception, d’optimisation ou de maintenance prédictive, de tester différentes
configurations (chargement, géométrie, caractéristiques matériaux) afin de construire un
métamodele, réaliser une analyse de sensibilité ou ajuster des parametres incertains, par
exemple. Cela méne a la résolution d'une famille de problemes physiques similaires de la
forme

£(u™,0%, 1) =0, @)

faisant intervenir divers parametres rassemblés dans un vecteur p € D < R”. On qualifie (4.1)
de probleme paramétré. Sa résolution répétée pour un ensemble de n j jeux de parametres
P= {Hi}izl,..., n; € D™ constitue ce que I'on appelle une étude paramétrique, dont le cotit de
calcul peut rapidement devenir prohibitif sans stratégie adaptée.

Lors de la présentation de la méthode LATIN-PGD appliquée a la thermoélasticité forte-
ment couplée au , Nous nous sommes concentrés sur la résolution d'un probleme
paramétré (4.1) pour un jeu particulier de parametres py fixé. Dans ce contexte, la réduction
de modele intégrée a la méthode LATIN-PGD a démontré sa capacité a accélérer chaque
calcul individuellement, ce qui constitue une premiére étape pour réaliser efficacement une
étude paramétrique. Le cott total d'une telle étude peut encore étre réduit en exploitant la
similarité entre les champs solutions associés a différents jeux de parametres de P; c’est
I'idée de la stratégie mise en ceuvre dans ce chapitre.

1 Méthode multiparamétrique basée sur le solveur LATIN-PGD

Afin de réduire le cofit de calcul d'une étude paramétrique, une extension de la méthode
LATIN-PGD classique, dite multiparamétrique (ou historiquement multirésolution), a été
introduite dans [BOUCARD & LADEVEZE, 1999]. Cette derniere exploite avantageusement le
caractere non incrémental du solveur LATIN et utilise une PGD avec décomposition espace-
temps uniquement. Les parametres p sont quant a eux traités différemment des variables
spatiales et temporelles. Ainsi, cette s_tratégie multiparamétrique peut aisément compléter
les techniques développées au concernant les aspects multiphysiques. Par ailleurs,
la distinction entre les variables spatio-temporelles universelles et les parametres supplé-
mentaires a récemment permis 'implémentation faiblement intrusive de cette méthode de
résolution dans un logiciel généraliste de calcul par éléments finis [SCANFF et al., 2022].

Dans cette section, nous donnons d’abord les idées générales de I’approche LATIN-PGD
multiparamétrique et passons en revue les spécificités des développements antérieurs dans
divers contextes monophysiques. Sa mise en ceuvre dans le cadre multiphysique de cette
thése est ensuite détaillée.

1.1 Idées générales et historique des développements

La stratégie multiparamétrique basée sur le solveur LATIN-PGD espace-temps repose sur
deux idées principales.
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@ Initialisation judicieuse du schéma itératif. L'un des points clés de la méthode LATIN-
PGD pour son utilisation dans le cadre de la résolution répétée d'un probleme paramétré
est son caractere non incrémental. Cette particularité permet d’initialiser I’algorithme de
résolution avec n'importe quel ensemble de champs s € A, définis sur le domaine espace-
temps complet et vérifiant les équations d’admissibilité. En particulier, lors d’'une étude
paramétrique, il peut étre intéressant d’exploiter la solution d'un calcul précédent, supposée
proche du résultat attendu pour le calcul courant. En démarrant le processus itératif plus
pres de la solution recherchée, le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la précision
voulue est significativement réduit, ce qui permet d’obtenir la solution pour un nouveau jeu
de parametres a un cott bien inférieur a celui d'un calcul complet.

Q Remarque 4.1

Lorsque I'espace D inclut des variations sur les conditions aux limites de Dirichlet,
il n’est plus possible de réutiliser directement le résultat d’'un calcul précédent, mais
seulement la correction admissible a zéro. Celle-ci peut étre combinée a une solution
élastique satisfaisant les nouvelles conditions de Dirichlet, comme présenté par [DABY-
SEESARAM et al., 2025].

Ce premier point s’est déja avéré efficace dans le cadre de non-linéarités de contact
[BOUCARD & CHAMPANEY, 2003]. Le temps nécessaire a une étude paramétrique impliquant
une vingtaine de calculs y a été réduit d'un facteur 1.5. Il est cependant possible d’améliorer
encore les performances de la stratégie multiparamétrique en réutilisant également une base
réduite déja existante.

® Réutilisation et enrichissement de la base PGD. Le second point clé de la méthode
LATIN-PGD multiparamétrique pour aborder un nouveau jeu de parametres y consiste a
fournir une base réduite existante, issue d'un ou plusieurs calculs précédents. Ai_nsi, comme
dans le cadre des méthodes de réduction de modéle a posteriori, il s’agit d’abord de trouver la
meilleure approximation de la solution du nouveau probleme sur cette base spatiale, i.e., les
meilleures fonctions du temps associées. Dans la méthode LATIN-PGD, c’est I'étape d’update
quijoue ce role, et la simple mise a jour des fonctions temporelles peut étre suffisante, comme
observé par [HEYBERGER et al., 2012]. Si toutefois la base réduite fournie s’avere insuffisante
pour caractériser le nouveau probleme, la PGD présente ’avantage de pouvoir I'enrichir
automatiquement jusqu’a atteindre la qualité désirée pour la nouvelle solution.

Par conséquent, les modes PGD partagés entre plusieurs jeux de parametres ne sont
construits qu'une seule fois et réutilisés par la suite [NERON et al., 2015], ce qui permet une
réduction supplémentaire du cofit total de I'étude paramétrique. Il a été observé dans [DABY-
SEESARAM, 2023] que les deux aspects (initialisation judicieuse et réutilisation d'une base
réduite) contribuent de maniere équitable a la réduction du nombre d’itérations cumulées a
I'issue de I'étude.

Plusieurs options, abordées ci-apres, sont envisageables a la fois pour la solution pré-
cédente et la base réduite a réutiliser. Cependant, le choix est conditionné par I’ordre dans
lequel les calculs de I'étude paramétrique sont effectués.
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Parcours dans 'espace paramétrique. L'ordre dans lequel sont traités les différents jeux
de parametres peut étre imposé par une instance extérieure, comme un algorithme d’op-
timisation [NERON et al., 2015]. Si au contraire 'ensemble P de jeux pour lesquels une
solution est recherchée est connu a l’avance, I’enchainement des calculs est libre et son choix
dépend de I'objectif recherché. Lorsqu’on souhaite réaliser 'ensemble des calculs le plus
rapidement possible, 'approche la plus simple consiste a parcourir I’espace D de proche en
proche [SCANFE et al., 2022], tandis que [DABY-SEESARAM et al., 2025] présente une démarche
pour déterminer le chemin minimisant une certaine distance entre deux calculs successifs.
Dans le contexte alternatif d’études répétitives, [HEYBERGER et al., 2013] propose un chemin
d’exploration de D dicté par une procédure gloutonne afin de construire une base réduite
permettant de représenter les solutions associées a I'intégralité des jeux de parametres de P.

Choix pour I'initialisation de la solution. Une fois le parcours de 'espace D déterminé, se
pose la question de la solution précédemment calculée a utiliser pour I'initialisation de la
nouvelle résolution. Une premiére option, illustrée sur la Figure 4.1, consiste a systématique-
ment utiliser la solution du probleme précédemment traité [BOUCARD & CHAMPANEY, 2003;
SCANFF et al., 2022]. Cela donne de bons résultats si le plan d’expérience a été préalable-
ment trié et que les sauts dans I’espace des parametres sont réduits d'un probleme a I'autre
[HEYBERGER, 2014]. Dans ce cas, ce choix s’apparente au plus proche voisin dans I'espace
paramétrique (cf. Figure 4.1), qui s’avere pertinent lors de parameétres matériaux variables
[NERON et al., 2015]. Une approche alternative a été proposée par [DABY-SEESARAM et al.,
2025] dans un cadre de dynamique non linéaire en se basant sur la proximité des solutions
élastiques associées aux différents jeux de parametres.

X Nouveau jeu de paramétres
X Jeude parametres déja traité

Initialisation avec la solution
du dernier jeu traité

Initialisation avec la solution
du plus proche voisin dans D

FIGURE 4.1 « Différentes stratégies d’initialisation d'un calcul (d’aprés [HEYBERGER, 2014])

Choix pour l'initialisation de la base. Plusieurs choix sont également possibles quant a la
base PGD fournie a un nouveau calcul. Dans les premiers travaux, une méme base — issue
d’'un calcul initial associé a une valeur fixée de u — servait a initialiser tous les calculs suivants
[BOUCARD & LADEVEZE, 1999]. Une autre possﬁbilité consiste a utiliser une base commune
que I'on enrichit au fil des calculs, soit par I'ensemble des modes calculés, soit sélectivement
de sorte a ne conserver que ceux introduisant les corrections les plus globales [NERON et al.,
2015]. Ces trois possibilités ont été comparées par [HEYBERGER et al., 2012] sur un exemple
de thermique instationnaire avec variabilité de propriétés matériaux. Lutilisation d'une base
enrichie par 'ensemble des modes s’est avérée la plus pertinente dans cette étude. Il est
également possible de réutiliser la base construite pour un seul calcul précédent bien choisi,
comme dans [DABY-SEESARAM et al., 2025].
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Bilan et positionnement. Dans la suite de ce chapitre, nous nous placons dans le contexte
ou I'on souhaite réduire le temps de calcul global d'une seule étude paramétrique, dont on
connait a I’avance I'ensemble P des jeux de parametres pour lesquels les champs solutions
sont recherchés. Nous faisons alors les choix pragmatiques suivants :

— l'espace paramétrique D est supposé discrétisé de maniere uniforme par n; jeux de
parametres rassemblés dans I’ensemble P et parcouru de proche en proche,

— chaque nouveau calcul associé a un jeu p; (avec k > 1) est initialisé avec
* la solution obtenue pour le jeu précédent py_1,

* les bases réduites (mécanique et thermique) qui contiennent tous les enrichisse-
ments associés a Uy, ..., -1 et apportés au cours des calculs précédents.

1.2 Extension aux problemes multiphysiques

Afin de justifier 'approche mise en ceuvre, des études préliminaires pour la résolution
successive de deux problemes, avec stratégie de réutilisation pour I'une des physiques uni-
quement, ont d’abord été menées. La nécessité a la fois d’enrichir le modele réduit existant
et de pouvoir corriger la solution en conséquence sur ’ensemble des pas de temps avait
été mise en évidence. Une méthode de partitionnement standard ne permet pas une telle
adaptabilité [WURTZER et al., 2022], contrairement a la méthode LATIN-PGD avec laquelle la
précision souhaitée est atteinte suite a un nombre restreint d’itérations et de modes ajoutés
[WURTZER et al., 2024a].

Nous détaillons a présent dans quelle mesure I'approche LATIN-PGD pour les probléemes
multiphysiques, présentée au , est impactée par la stratégie multiparamétrique
permettant de résoudre un probléme multiphysique paramétré de la forme (4.1).

Premier calcul de 'étude paramétrique. Le premier calcul, associé au jeu de parametres y;,
est réalisé comme détaillé dans le . Al'issue de cette résolution, sont stockés pour
chaque physique :

— le champ primal cinématiquement admissible issu de I'étape d’initialisation,

— la décomposition de Cholesky de la matrice du probleme éléments finis a résoudre a
I'étape découplée,

— les couples de fonctions du temps et de I'espace générés par PGD.

Q Remarque 4.2

Plutot que de conserver I’ensemble des champs contenus dans s, nous choisissons de
ne stocker que les champs de déplacement et de température a I'issue d'un calcul, dans
I'optique de réduire la quantité de données a transférer d'un calcul au suivant.

Calculs suivants. Supposons a présent que I’on souhaite traiter le jeu de parametres g 1.
La démarche, commentée ci-apres, est résumée dans I’ . Les champs d’inconnues
primales (déplacement utt) gt température 0“1y sont initialisés par ceux issus du calcul

précédent pour iy : u et 09 Ces derniers sont reconstruits a partir de 'initialisation
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cinématiquement admissible (uo(t) et Go(t)) et des modes PGD stockés en mémoire. Les
gradients de ces champs, respectivement gHk+1) ot g~ ) sont également calculés durant

I'initialisation de ce nouveau calcul.

Algorithme 2 : Stratégie LATIN-PGD multiparamétrique dans le cas multiphysique :
exploitation des résultats associés au jeu de parametres y; pour traiter le jeu py;

() e

u —
» Entrées : - champs connus u* = uy(#) + Y a;(t)u; et QW = 9,(1) + Y 9;(1)6;

i:l l=1
—bases de modes spatiaux Ju; et {0;
p { l}i:I,...,m;Hk) { ’}izl,...,méﬁk)

O Initialisation: n=0
— réutilisation du champ primal u(ﬁk”) uHe e(ﬁk“) 1o
— Calcul du gradient 8(#k+l) — VS :k+l) g(“kle) — ve(.ukJrl)
tant que 1 > 1. et n < 1y, faire /* itérations de la méthode LATIN-PGD x/

O Etape couplée
si n =0 alors
—direction de recherche verticale (4.2)
. . " (1)~ (ges1) _(Hk+1)
—résolution du comportement couplé (4.3) pour trouver &, , ,R,; etq, ,

sinon

. . N . . ~(Hie1)
‘ —résolution du systeme couplé habituel (3.14), page 73, pour obtenirs, . +k Il

fin

(2] Etape découplée /* déroulement classique (cf. chapitre 3) */
Pour chaque physique appliquer I’ de résolution par PGD, page

— calcul de la meilleure solution dans la base actuelle (étape d’update)

—si nécessaire, enrichissement de la base réduite globale

end

® Calcul de I'indicateur d’erreur 7, défini a la page 72 par (3.9)
n—n+l

fin
» Résultats : — champs solutions u#+ () et 0+ (1) associés a Hk+1

— bases de modes spatiaux {u;} o) et {6; } (s
1=1,... m
’ 7 | . g

Puisqu’on ne dispose pas des champs duaux, la premiere étape couplée (pour n = 0) ne
peut pas s’appuyer sur les mémes équations qu’en du chapitre 3 (page 73). On
prend alors une direction de recherche E™ «verticale », c’est-a-dire des opérateurs Ef, — oo

dansI’équation (3.72) (page 71). Cela se traduit par I'invariance des grandeurs primales :

€Ent1=€pn, 01 =0, §n+1 &,
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Les grandeurs duales associées sont ensuite déduites des relations de comportement :

Ons1 =K €01 - BOn+1 1

~ ~

—n+1 =n+1

~

Rp+1 = PCHn+1 + TOﬁTr;g\n+1

Comme le montre I’ , seules I'initialisation et la premiere étape couplée sont
impactées par la stratégie multiparamétrique. Ensuite, la procédure se poursuit telle que
décrite dansle . Notons que du fait de I'initialisation avec une base réduite existante,
méme la premiere étape découplée du nouveau calcul débute par une étape d’ update. A
I'issue de ce nouveau calcul, seuls les modes PGD doivent étre stockés; les fonctions du
temps y ont été mises a jour et la base spatiale éventuellement enrichie. Il est important
de souligner que l'utilisation de bases réduites distinctes pour chaque physique préserve la
possibilité d’enrichir chacune de maniere indépendante au cours de I'étude paramétrique.

2 Variation d’'un parametre influencant la force du couplage

Une premiere étude paramétrique est réalisée sur le cas test académique décrit dans
la du chapitre 3 (page 83), qui porte sur un barreau troué. On considere un
seul parametre variable : le coefficient de dilatation thermique a, qui affecte directement le
couplage entre les deux physiques.

2.1 Motivations

Avant de mettre en ceuvre la méthode décrite dans la section précédente, nous investi-
guons l'influence du coefficient de dilatation a sur les solutions obtenues. Lobjectif est de
montrer I'intérét de réutiliser des modes PGD lors de calculs successifs associés a des valeurs
de a différentes.

Influence sur les champs solution. De facon similaire a la du chapitre 3 (page 85),
on s'intéresse au déplacement longitudinal u, au point de coordonnées [d +r, hi2, hl 2] ,hoté
M.La représente I’évolution sur 'intervalle de temps I du déplacement u, évalué
au point M pour plusieurs valeurs du parametre matériau a. Pour faciliter la discussion, on
définit ny = a/ay, avec ag=1.1 x 107> KL

Au premier abord, il peut sembler que seule 'amplitude du déplacement varie sur la

et que celle-ci est proportionnelle a n,. Dans ce cas, toute la variabilité de la

solution due a une modification de a pourrait étre captée par les fonctions du temps qui

ponderent les vecteurs de la base spatiale orthonormée. Si tel était le cas, le déplacement

ux(M, t; @) — pour une valeur de a donnée — serait égal au déplacement u, (M, t; @) — obtenu

pour a = ay — multiplié par le ratio n,. On définit alors 'écart relatif A, entre ces deux
quantités :

|ux(M, t; @) — ng x ux(M, t; o) |

(4.4)
Ng X malx|ux(M, L a0)|
te

r
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(a) Evolution du déplacement u, au point M (b) Evolution de I'écart relatif A, (4.4)

FIGURE 4.2 « Influence du coefficient de dilatation thermique « sur le déplacement longitu-
dinal u, au point M

La Figure 4.2b montre I’évolution de la quantité A, sur I'intervalle temporel I pour dif-
férentes valeurs de n, = a/ay. L'écart relatif A, présente plusieurs pics, dont 'amplitude
est d’autant plus importante que n, est grand et peut dépasser 10 %. La variation du coef-
ficient de dilatation thermique a n’a donc pas un simple effet de proportionnalité sur le
déplacement u, obtenu.

Influence sur les bases PGD. On s’intéresse a présent aux similarités entre les modes PGD
générés pour différentes valeurs du parametre «, avec pour l'instant des résolutions LATIN-
PGD indépendantes et un critére d’arrét fixé a n. = 10~*. Considérons que 1'on dispose,
pour chaque physique, de deux bases spatiales {CI)E.D} i=1..my ©t {(I)?)} j=1,.,m, Obtenues a
convergence pour deux valeurs distinctes du coefficient de dilatation thermique. Le Modal
Assurance Criterion (MAC) [ALLEMANG, 2003], souvent utilisé en analyse modale, décrit la
similarité entre deux modes. Défini par I'’équation (4.5)

<q>(,1) q)(2)>2
MaC(o,0?) = —— L 10 (4.5)

L 1
Lo J O

ce critere fournit un scalaire compris entre 0 et 1; une valeur unitaire traduit la colinéarité
des deux modes, tandis qu’'une valeur nulle signifie que les modes sont linéairement indé-
pendants. On utilisera le produit scalaire selon lequel chaque base est orthonormée, soit

au sens de I'opérateur Hy,, pour les modes mécaniques et Hgg pour les modes thermiques.
Usuellement, les résultats sont représentés sous forme de matrice MAC, dont le terme a la
i-éme ligne et la j-éme colonne a pour valeur MAC ((DE.D,@;Z)).

Les Figures 4.3a et 4.3b représentent les matrices MAC des bases mécaniques et ther-
miques construites pour @ = agy et @ = 5ay. On constate que les premiers six modes mé-
caniques et neuf modes thermiques partagent plus de 60% de contenu; ils sont donc tres
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proches. Puisque les premiers modes capturent les effets dominants de la solution, cela est
cohérent avec I'allure similaire des déplacements tracés a la pour différentes
valeurs de a. Au-dela de ces premiers modes, on observe des dépendances plus diffuses
entre les deux bases considérées. Ainsi, ces observations suggerent qu'’il est intéressant, dans
le cadre de résolutions successives pour différents coefficients de dilatation thermique, de
s’appuyer sur des modes issus d'un calcul précédent.
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FIGURE 4.3 « Matrices MAC des bases PGD construites pour a = ag = 1.1x 10°K leta =5ag

2.2 Ftude paramétrique

En guise de premiere illustration de la méthode, on considere un espace paramétrique
a une dimension D = D, = [5.5x 107,77 x 107°]K™!, discrétisé en n; = 14 valeurs unifor-
mément espacées pour le coefficient de dilatation thermique a. Il s’agit du méme intervalle
et de la méme discrétisation que dans la du chapitre 3 (page 91), ou les calculs
étaient réalisés indépendamment les uns des autres. Pour cette étude paramétrique, I’espace
Dy est parcouru dans I'ordre croissant des valeurs de a.

Courbes de convergence. La représente 1'évolution de l'indicateur de conver-
gence 7 (défini a I’équation (3.9) du chapitre 3, page 72) et de I'erreur vraie e (voir équation
( ) au chapitre 3, page 86) en fonction des itérations cumulées de la méthode LATIN-PGD
au fil de I'étude paramétrique. Le critére d’arrét pour les itérations est cette fois basé sur
I'erreur par rapport a la référence monolithique : et < e, avec un seuil e, = 1073,

Chaque pic sur la correspond au traitement d'une nouvelle valeur de paramétre.
Il apparait que I'’erreur de départ d'un calcul initialisé avec la solution précédente est plus
faible que celle du calcul initial. Ce constat, associé a un taux de convergence potentiellement
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amélioré, permet d’atteindre le critere d’arrét plus rapidement. Alors que le premier calcul
nécessite pour cela 24 itérations, ce nombre est significativement réduit lors des calculs
suivants, comme le montre encore plus explicitement la Figure 4.5a. Ainsi, ces résultats
mettent en évidence la capacité de la stratégie multiparamétrique a accélérer la convergence
des calculs bénéficiant de l'initialisation améliorée, ce qui permet in fine de réduire le cotit
de calcul total de I’étude paramétrique.

10° —
B i ----Indicateur n :
:‘\\ o —— Erreur vraie ey ||
i \ |
1071 | ) 'I. o o E
B R Vo T
TR A A I A A N
1072\ -
1073 b :
E \‘ \“| \‘| \\I M | f ] y \ \ E
| | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 16

Itérations cumulées

FIGURE 4.4 « Evolution de I'erreur vraie et de I'indicateur de convergence en fonction des
itérations cumulées (critere d’arrét e, = 1073)

Nombre d’itérations et de modes générés. La Figure 4.5a met en regard les itérations
nécessaires pour atteindre le critere de convergence et le nombre de modes PGD ajoutés aux
bases réduites lors de chaque calcul de I’étude paramétrique. Aprés le calcul initial, seul un
petit nombre de modes est ajouté; la majorité des itérations se contente donc d'une mise a
jour peu cotteuse des fonctions du temps. Ainsi, en plus de réduire le nombre d’itérations
nécessaires, la stratégie multiparamétrique permet de réduire la quantité de modes a générer,
ce qui contribue également a la réduction du temps de calcul de I’étude paramétrique.

Les itérations nécessaires pour atteindre la convergence peuvent étre attribuées a la
nécessité d’effectuer des étapes couplées, permettant de vérifier le comportement couplé
directement impacté par la variation du coefficient a. On rappelle que lors de résolutions
indépendantes, le nombre d’itérations augmentait significativement pour a élevé (cf. Ii-
gure 3.13b au chapitre 3, page 92). Ce n’est pas le cas avec I'approche multiparamétrique.

L'évolution de la taille des bases réduites mécanique et thermique au fil des calculs de
I’étude paramétrique est illustrée sur la Figure 4.5b. On constate que la base thermique est
enrichie d'un plus grand nombre de modes que la base mécanique. Cette différence de taille
est permise par la modularité inhérente a la méthode LATIN-PGD. Comme nous avons mis
en évidence au chapitre précédent que I'ajout d'un mode mécanique est bien plus cotiteux
qu'un mode thermique (voir la Figure 3.17b, page 96), il est particulierement avantageux
d’éviter d’en calculer inutilement. Par ailleurs, on constate sur la Figure 4.5b que la taille des
bases semble se stabiliser lors des derniers calculs. Cela peut signifier qu’on dispose d'une
base « complete » permettant de décrire la solution pour I'’ensemble des jeux de parametres.



2. Variation d'un parametre influencant la force du couplage
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(a) Itérations jusqu'a convergence et modes générés (b) Evolution de la taille des bases réduites
pour chaque calcul au fil des calculs

FIGURE 4.5 « Modes PGD générés au cours de I'étude paramétrique

Temps de calcul. On s’intéresse a présent au temps de calcul nécessaire pour réaliser les 14
calculs associés aux valeurs de a € D,. Nous utilisons huit threads de calcul sur une machine
ayant les caractéristiques décrites a la page 94.

Par opposition a la stratégie multiparamétrique présentée dans ce chapitre, 'approche
LATIN-PGD sera qualifiée de naive lorsque tous les calculs de I'étude paramétrique sont me-
nés indépendamment. La Figure 4.6 compare le temps de calcul cumulé de ces deux versions,
ainsi que de I’approche monolithique. Cette derniere méthode nécessite la reconstruction du
systeme monolithique entier (donné par I'équation (2.55) a la page 56) lors de la modification
d’'un parametre matériau. Cela empéche notamment la réutilisation de sa factorisation et
oblige a traiter indépendamment chaque jeu de parametres.

I ! I ! I ! I I I ! 1
16 |'| e LATIN-PGD multiparamétrique ’
LATIN-PGD naive

—=— Monolithique

12

Temps normalisé [—]

Indice du calcul

FIGURE 4.6  Temps de calcul cumulé normalisé pour I’étude paramétrique, avec huit threads
et un critére d’arrét e, = 1073 pour les calculs LATIN-PGD
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Les temps cumulés tracés sur la Figure 4.6 sont normalisés par rapport au premier calcul
monolithique, qui a nécessité 164 secondes. La courbe monolithique présente une allure
linéaire, ce qui indique un temps de calcul constant pour toute valeur de parametre. Par
ailleurs, la réduction a la fois du nombre d’itérations et de modes PGD générés se traduit
sans surprise par une diminution du temps de calcul avec la méthode LATIN-PGD multipa-
ramétrique par rapport a 'approche naive. La stratégie multiparamétrique surpasse méme
largement I'approche monolithique sur ce premier exemple.

Influence du nombre de calculs de 'étude paramétrique. Afin d’évaluer les bénéfices
apportés par la stratégie multiparamétrique en fonction de la quantité de calculs a réaliser,
nous faisons varier le nombre n; de valeurs uniformément espacées utilisées pour discrétiser
I'intervalle D,,. La Figure 4.7 représente alors le nombre d’itérations cumulées et de modes
générés al'issue d’études paramétriques impliquant n; calculs. On 'y compare les résultats
issus de I'approche multiparamétrique, en parcourant D, par ordre croissant ou décroissant
de a, avec la méthode LATIN-PGD naive.

LATIN-PGD Itérations Modes méca. Modes th.
naive -m- —-— - B

multiparam. (a /)

multiparam. (a \) - o- —— .
I I T

$ 600 - LI
° e &
= - 1300 &
g 500 - . 2 £
3 Rl &
2 w 2
'8 400 - 7 1 | 1200 _8
s n =
S 300 L . B
b ’// -® I
220 . B 1100 &

-0~ " =)
5 Z
o ®-
Z 100 - N

| | | | | | | | 0
6 11 14 21 6 11 14 21
Nombre de calculs 7; Nombre de calculs 7;

FIGURE 4.7 « Influence de la discrétisation de I’espace paramétrique D, sur le nombre d’ité-
rations et de modes générés lors d'une étude paramétrique

Alors qu’avec une approche naive le nombre total d’itérations et de modes générés aug-
mente continuellement a mesure que le nombre de calculs réalisés s’accroit, ces quantités
(et plus particulierement le nombre de modes) semblent se stabiliser avec la stratégie multi-
paramétrique. On observe que le nombre de modes générés, et dans une moindre mesure le
nombre d’itérations cumulées, est sensiblement plus élevé lors du parcours de 'intervalle D,
par ordre décroissant du parametre a. Cependant, la stratégie multiparamétrique conduit
a des réductions significatives tant du nombre d’itérations que des modes construits, et ce,
quel que soit le sens de parcours de I'’espace paramétrique D,,.
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Le Tableau 4.1 permet d’apprécier les ratios entre nombres d’itérations et de modes
générés par une approche naive et la stratégie multiparamétrique. On constate que les
bénéfices apportés par la stratégie proposée sont d’autant plus marqués que le nombre r; de
valeurs de parametres a traiter augmente. Cela suggere une tendance similaire pour le gain
en temps de calcul, qui sera quantifié sur un cas d’échelle dans la section suivante.

TABLEAU 4.1 « Ratio entre les nombres d’itérations et de modes générés par approche naive
et multiparamétrique pour un nombre croissant de calculs

Itérations Modes méca. Modes th.
nj a/ a\. a/ a\, a,/  a\

6 188 153 5.16 2.33 3.42 2.16
11 227 198 6.92 3.6 5.08 3.19
14 2,51 2.22 8.62 4.39 5.83 3.85
21 296 272 125 6.5 6.98 5.48

3 Variation de deux parametres matériaux

3.1 Description de I'étude

Une seconde étude paramétrique est réalisée sur le cas test de I'aube de turbine, détaillé
ala Section 3.1 (page 92) du chapitre 3 et comptabilisant plus de deux millions de degrés de
liberté. La réponse de la structure est recherchée sur un espace paramétrique a deux dimen-
sions D = Dg x Dy, avec E € Dg le module d’Young et k € Dy le coefficient de conductivité
thermique. Les plages de variation, autour des valeurs moyennes Ej et ky utilisées dans le
Chapitre 3, sont données dans le Tableau 4.2.

TABLEAU 4.2 « Variations des deux parametres considérés dans I'étude paramétrique

Parametre Valeur moyenne Variation Intervalle

Module d’Young E Ey=210GPa +20% E €[168,252]GPa
Conductivité thermique k ko = 43Wm~1K! +20% ke [34.4,51.6]Wm~1K!

Les opérateurs des directions de recherche, tels que définis dans les équations (3.8) du
chapitre 3 (page 72), restent quant a eux constants tout au long de I’étude paramétrique et
conservent leurs valeurs initiales associées a ky et Ej. Par conséquent, seules les relations de
comportement, contenues dans I’espace I' et résolues durant I’étape couplée de la méthode
LATIN-PGD, sont affectées.

Influence des parametres sur les champs solution. La Figure 4.8 montre le champ de
contrainte équivalente de Von Mises pour différents couples (E, k). Ces parametres maté-
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riaux influencent significativement les valeurs maximales obtenues. Par ailleurs, la Figure 4.9
représente la différence Ay ) entre les champs de contrainte équivalente de la Figure 4.8 et
celui associé aux valeurs moyennes (Ey, ky), donné a la Figure 3.15 du chapitre 3 (page 94).
La méme échelle est utilisée pour les figures Figures 4.9a a 4.9c afin de mieux appréhender
I'influence des parametres E et k. Il apparait que la contrainte équivalente augmente glo-
balement avec un module d’Young E important, et ce d’autant plus lorsque la conductivité
thermique k diminue.

Contrainte de Von Mises [Pa] Contrainte de Von Mises [Pa] Contrainte de Von Mises [Pa]
1.17e+06 3e+8 5.36e+08 1.62e+06 3e+8 6.01e+08 1.53e+06 3e+8 5.74e+08

(a) (E, k) = (0.8Ey, 1.2ko) (b) (E, k) = (1.2E,,0.8ko) (©) (B, k) = (1.2Ep, 1.2ko)

FIGURE 4.8 « Champs de contrainte équivalente de Von Mises obtenus pour plusieurs jeux
de parametres (E, k) € Dg x Dj

Ayy [Pa] Avy [Pa] Ayy [Pa]
-1.55e+08 0 1.55e+08 -1.55e+08 0 1.55e+08 -1.55e+08 0 1.55e+08

(a) (E, k) = (0.8Ey,1.2ko) (b) (E, k) = (1.2Ey,0.8kp) () (E, k) = (1.2Ep,1.2kp)

FIGURE 4.9 « Différence des champs de contrainte équivalente de Von Mises obtenus pour
plusieurs jeux de parametres (E, k) avec celui associé a (Ey, ko)
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Parcours de'espace paramétrique. Les plages de variation des parametres E et k —données
dans le Tableau 4.2 — ont chacune été discrétisées en 11 valeurs, ce qui conduit a n; =121
jeux de parametres. L'espace paramétrique bidimensionnel D est donc discrétisé sur une
grille réguliére et parcouru comme illustré sur la Figure 4.10, de sorte qu'un seul des deux
parametres ne varie entre deux calculs consécutifs.

R E— T T 121 120
g 12| I&—i 2P P9 0 0-0 @
RS EER RSN RRN I
E | 9090900008 e -
S 900600000606 lso B
b *.bé*"éébézrf E
E oy A Yy =
5 1 & €0 0 0 09 66 66 |16 T
2 | 66600006 eee ||| 8
ERTIR AN I 1 A4 A SN NN -
E | 90000000000 | a
s *Qbé.'éé¢¢é$’ 20
S 08| @ é>0 &5 60 66 ¢ | I

| I | I I N

0.8 0.9 1 1.1 1.2

Variation de la conductivité thermique k/ kg

FIGURE 4.10  Ordre des calculs dans I'espace paramétrique bidimensionnel D

3.2 Analyse des résultats

Itérations et temps de calcul. La Figure 4.11a représente, pour chaque jeu de parametres
Uk, le nombre d’itérations LATIN nécessaires pour atteindre le critere de convergence portant
sur 'indicateur d’erreur avec un seuil ne =1073. Le calcul initial est omis de la Figure 4.11a
pour des raisons de lisibilité. Alors que la plupart des résolutions convergent en deux ou trois
itérations seulement, on observe que le passage a une nouvelle valeur de k est corrélé a une
légeére augmentation du nombre d’itérations.

On trace également sur la Figure 4.11b le temps de calcul associé a chaque jeu pi, normé
par la durée du calcul initial, qui est de 1103 secondes avec un critere d’arrét fixé él_nc =1073.
Pour la grande majorité des jeux de parametres, le temps de calcul représente seulement
entre 10 et 25 % de celui associé a u;. On constate également que les simulations les plus
longues semblent concorder avec celles nécessitant le plus d’itérations (cf. Figure 4.11a).

Enrichissement des bases PGD. La Figure 4.12 présente les modes PGD ajoutés aux bases
réduites pour chaque physique. La encore, le premier calcul est exclu des graphes pour plus
de clarté. On constate que la base réduite initiale est principalement enrichie au cours des
premieres résolutions. Par la suite, la plupart des nouveaux jeux de parametres sont traités
sans ajout de mode; cela signifie qu'une projection sur les bases existantes est jugée suffisante.
Par ailleurs, la stratégie tire a nouveau parti de la capacité d’enrichissement indépendant des
bases PGD, puisque les enrichissements se produisent a des jeux de parametres différents
pour chaque physique.
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FIGURE 4.11 e [térations et temps de calcul pour chaque jeu de parameétres de I’étude
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FIGURE 4.12 « Modes PGD ajoutés a chaque calcul au cours de I'étude a deux parametres

Gain en temps de calcul. Afin d’évaluer le gain en temps de calcul permis par notre stratégie

pour réaliser I’étude paramétrique, nous introduisons les grandeurs suivantes :

M

— 17°M° (resp. T%AT) le temps requis pour la résolution du probleme associé au jeu de

parametres y; avec la méthode monolithique (resp. LATIN-PGD);

LAT
cum

Mono
— Teum (T€SP. T

) le temps nécessaire pour réaliser les n; calculs indépendamment
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avec la méthode monolithique (resp. LATIN-PGD), estimé en supposant un temps de
calcul équivalent pour tout pe P : ‘L'Elm N njx ‘L'ID, avec L] = Mono, LAT;

— 718 1a durée totale pour réaliser I'étude paramétrique avec la stratégie multiparamé-
trique proposée (dans cet exemple, T4 ~ 7h);

— GE le gain permettant de quantifier I'efficacité de la stratégie proposée par rapport a
une approche naive :

O s 7
GD_TcumNHJXTI (4.6)
n = TLAT = TLAT :
tot tot

Les gains estimés par rapport aux approches naives LATIN-PGD et monolithique sont

résumés dans le pour des variations des parametres de +20% autour de (Ej, ko).
Ce gain est évidemment bien plus élevé vis-a-vis de la méthode monolithique, puisque nous
avions déja constaté au que la méthode LATIN-PGD était plus performante sur

un seul calcul. La stratégie multiparamétrique mise en ceuvre dans ce chapitre permet de
réaliser les n; = 121 calculs de I'étude paramétrique en 7 heures, divisant par plus de 5 le
temps qui serait nécessaire en traitant tous les jeux de parametres indépendamment avec la
méthode LATIN-PGD.

TABLEAU 4.3 « Gain estimé en temps de calcul de la stratégie proposée par rapport a une
approche naive effectuant les n; = 121 calculs de maniére indépendante

Solveur pour Temps pour un Gain estimé
I’approche naive calcul o oo
variation +20% variation +40%
LATIN-PGD (n.=1073%) 74T =1103s GLAT =529 GAAT =4.26
Monolithique TMono — 94185 GMono =451 GMono = 36,7
On inclut également dans le les résultats obtenus lors d'une étude paramé-

trique considérant des variations de +40% des parametres autour des valeurs moyennes;
I'espace paramétrique résultant étant toujours discrétisé sur une grille réguliere avec n; = 121
jeux de parametres. On constate que le gain est légerement plus faible dans ce cas. Cela peut
s’expliquer par la plus grande variation du comportement qu'’il faut représenter, nécessitant
donc plus de modes et d’itérations LATIN. En particulier, 61 modes mécaniques et 169 modes
thermiques ont été construits lors de la variation de +40% des parametres, contre seulement
48 et 91 avec une variation de +20%. Les gains estimés dans le restent tout de
meéme significatifs.

3.3 Limites

En cherchant a augmenter le nombre de calculs au cours de cette étude a deux parametres,
nous avons obtenu des résultats inattendus. Nous considérons a nouveau des variations des
parametres E et k de £20% autour de leurs valeurs moyennes, mais I’espace paramétrique D

est cette fois discrétisé sur une grille réguliére de taille 21 x 21, ce qui méne a n; = 441 calculs.
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La Figure 4.13a représente, de maniere similaire a la Figure 4.11a, le nombre d’itérations
requises pour traiter chacun de ces 441 jeux de parametres. Bien qu'’il faille toujours entre 2 et
6 itérations seulement aux calculs bénéficiant de la stratégie multiparamétrique, on observe
un nombre plus élevé d’itérations dans la partie k > k( de '’espace paramétrique. Cette allure
se retrouve sur le graphe du temps de calcul normalisé par la durée du premier calcul de
I'étude, donné en Figure 4.13b. On obtient alors dans cette étude un gain estimé a GEAT = 3.48
par rapport a une résolution indépendante des n; = 441 calculs, inférieur a celui recensé
dans le Tableau 4.3. De plus amples investigations seraient nécessaires pour comprendre
cette augmentation du nombre d’itérations, qui n’était pas observée sur la Figure 4.11a.

Itérations Temps normalisé [—]
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(a) Itérations jusqu’a convergence (b) Temps normalisé par rapport au premier calcul

FIGURE 4.13 « Itérations et temps de calcul pour chaque jeu de parametres avec n; = 441

L'augmentation du nombre d’itérations sur une partie de I’espace D ne se répercute
toutefois pas sur la répartition des modes PGD générés. On peut méme vérifier que les modes
construits sur la grille 11 x 11 sont inclus dans ceux générés pour une discrétisation de I'espace
bidimensionnel D de taille 21 x 21. Pour ce faire, une procédure d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt (comme détaillée a la Section 1.5 du chapitre 3, page 81) est mise en ceuvre
sur I'union des bases construites pour les deux études paramétriques. Il en résulte une seule
base orthonormée, dont on peut s’assurer qu’elle coincide avec la base construite pour la
discrétisation la plus fine de I'espace D.

> Bilan du chapitre

Ce chapitre propose une méthode efficace pour la résolution de nombreux problémes
multiphysiques semblables, qui se distinguent par la variation de certains parametres. On
souhaite réduire la durée globale nécessaire pour réaliser un nombre fixé de calculs.
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Pour ce faire, nous avons étendu au cadre multiphysique une stratégie préalablement
développée dans divers contextes monophysiques, résultant de I'association de la méthode
LATIN-PGD et d'un processus d’initialisation tenant compte des calculs précédents. Cette
stratégie complete la méthode présentée au et permet d’en conserver les bénéfices.
Concretement, la résolution associée a un nouveau jeu de parametres est abordée avec une
base réduite (pour chaque physique) enrichie au fil des calculs et initialisée avec la solution
d’un calcul précédent.

Une premiere illustration porte sur le cas test académique du . Le parametre
choisi est une grandeur matériau qui influence directement la force du couplage. La com-
paraison des bases réduites construites indépendamment pour deux valeurs distinctes de
ce parametre, au sens du Modal Assurance Criterion, montre que les premiers modes sont
tres semblables entre les deux bases. Cela motive la réutilisation de modes entre différents
calculs, mais aussi la possibilité d’en ajouter a la volée afin de capter les spécificités de chaque
probléme. Cet exemple simple a démontré I'intérét de pouvoir enrichir indépendamment les
modeles réduits de chaque physique. De plus, une nette réduction du nombre d’itérations et
de modes générés pour chaque physique par rapport a une approche naive, dans laquelle
chaque calcul est réalisé indépendamment, a été observée. Cette réduction est d’autant plus
marquée que le nombre de calculs a réaliser est élevé, ce qui suggere une efficacité croissante
de la stratégie multiparamétrique développée.

La seconde illustration concerne le cas d’échelle introduit au et vise a évaluer
les champs solutions sur un espace paramétrique bidimensionnel, discrétisé sur une grille
réguliere et parcouru de proche en proche. Cet exemple de taille représentative démontre
la compétitivité de la stratégie proposée, tant par rapport a une approche naive avec la
méthode LATIN-PGD, mais encore plus par rapport a une approche monolithique classique.
Cependant, une augmentation surprenante du nombre d’itérations a été observée sur une
partie de I'espace paramétrique lorsque celui-ci est discrétisé plus finement. De plus amples
investigations sont requises pour éclaircir ce point. Dans tous les cas, les résultats sont
prometteurs et démontrent la capacité de la stratégie a traiter efficacement des problemes
paramétrés dans le cadre multiphysique.
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Conclusion générale et perspectives

Les travaux menés durant cette these ont porté sur le développement d'une stratégie de
calcul performante pour la résolution de nombreux problemes multiphysiques fortement
couplés semblables, qui se distinguent par la valeur de certains parametres. Cette situation,
que 'on peut rencontrer en phase de conception, entraine des cotts de calcul élevés en
raison du nombre important d’appels au solveur et nécessite ainsi une attention particuliére.

La réduction de modele (ROM) représente une approche pertinente pour répondre a
cette problématique. Une revue de la littérature dans le , couvrant la simulation
de problémes multiphysiques et les techniques de ROM pour les problemes paramétrés, a
permis de positionner et justifier les choix méthodologiques de cette thése. Le cheminement
adopté est synthétisé ci-apres, mettant en évidence les principales contributions de ce travail.

> Solution multiphysique de référence. La stratégie générale développée dans cette these
a été appliquée au couplage fort thermo-mécanique. Apres avoir rappelé les équations de
la thermo-élasticité et établi une analogie avec la poro-élasticité, utilisée comme probleme
modele dans des travaux antérieurs, le s’est attaché a la construction d'un solveur
de référence pour valider les implémentations postérieures.

Pour cela, il a été nécessaire d’étendre le démonstrateur collaboratif RoMlab a la ré-
solution de problemes multiphysiques fortement couplés. Cela a impliqué a la fois I'im-
plémentation de solveurs dédiés, et la gestion du couplage lors de la mise en données et
du pré-traitement. Plusieurs contributions techniques, qui bénéficient plus largement a
I’ensemble des utilisateurs de ROMlab, ont également été apportées.

Afin d’en valider 'implémentation dans ROMlab, le solveur monolithique a été testé sur
un benchmark standard en thermo-mécanique. Cependant, certaines incohérences dans
la littérature ont compliqué la comparaison directe des résultats. Nous avons donc décidé
d’'implémenter ce benchmark sur le logiciel libre NGsolve et de le rendre open-source
pour en améliorer la reproductibilité. Ce code annexe a permis de valider 'implémentation
monolithique de référence dans RoMlab.

> Réduction de modeéele flexible. Une méthode alternative pour résoudre le probleme cou-
plé de thermo-élasticité, basée sur le solveur LATIN-PGD, a été détaillée dans le

Cette approche offre une flexibilité particulierement intéressante, permettant d’appliquer la
réduction de modele par PGD indépendamment a chaque physique. Les mémes routines
numériques sont utilisées pour chacune grace a une séparation adéquate des équations.
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Un premier exemple relativement simple a permis de valider 'implémentation de la
méthode dans le démonstrateur ROMlab, ainsi que de constater sa capacité a s’adapter a la
force du couplage. Parmi les parametres numériques clés de ’algorithme, nous avons observé
que la valeur optimale pour la direction de recherche non triviale Egy était indépendante
du maillage spatial et peu sensible a la discrétisation temporelle. Cela permet un calibrage
rapide de ce parametre clé en utilisant des discrétisations grossiéres.

Le second exemple, qui porte sur une aube de turbine ayant plus de deux millions de de-
grés de liberté, constitue la premiére application de la méthode LATIN-PGD a un probleme
multiphysique d’échelle industrielle. Une réduction significative du temps de calcul a été
observée par rapport a I’approche monolithique, ce qui constitue une premiere étape pour
réduire le cott des résolutions répétées d’'un probleme paramétré.

> Extension a la résolution de nombreux problemes multiphysiques. Les spécificités
de la méthode LATIN-PGD, déja efficace pour accélérer un unique calcul multiphysique,
sont avantageusement exploitées au pour réduire encore davantage le temps
de calcul lors de la résolution d’'une famille de problemes multiphysiques semblables. La
stratégie multiparamétrique développée exploite ces similarités en initialisant le schéma
itératif LATIN-PGD avec une solution précédente, supposée proche de celle recherchée, et en
réutilisant et enrichissant au fil des calculs une base réduite propre a chaque physique.

Une premiere étude paramétrique, motivée par la grande similarité entre les modes
associés a différentes valeurs de parametres, montre une efficacité croissante de 'approche
proposée avec le nombre de calculs a réaliser. Les gains en temps de calcul ont été évalués
sur I'exemple de 'aube. Selon I'intervalle de variation des parameétres et le nombre de calculs,
la stratégie proposée se révele de 3 a 5 fois plus rapide que des résolutions indépendantes
avec la méthode LATIN-PGD, et jusqu’a 45 fois plus rapide que 'approche monolithique.

Les travaux réalisés durant cette theése ont fait 'objet d'une publication dans une revue
internationale [WURTZER et al., 2024b] et de plusieurs communications dans des conférences
nationales et internationales, dont certaines avec actes [WURTZER et al., 2022; 2024a]. Ces
travaux comportent également une importante part d'implémentation dans une plateforme
collaborative, destinée a servir de base pour de futures études.

Plusieurs perspectives sont envisageables dans le prolongement de ce travail.

Perspectives a court terme.

> Dans l'optique de limiter le nombre de modes générés au cours d'une étude para-
métrique et donc d’améliorer les performances, le critére dictant ’'ajout de modes
PGD mériterait une attention particuliére, en envisageant une différenciation entre
les physiques. Il pourrait également étre judicieux d’arréter ’ajout de modes pour une
physique avant I'autre, dés que son indicateur passe en dessous du seuil fixé.

> 1l serait intéressant d’évaluer les performances de la méthode multiparamétrique
proposée lors d'un parcours moins ordonné de I’espace paramétrique, qui pourrait
étre imposé par un algorithme d’optimisation ou I'’enrichissement d'un métamodele
par exemple. Cela pourrait nécessiter d’adapter au cadre multiphysique et de consolider



des travaux antérieurs sur le choix de la meilleure solution déja connue et des modes a
conserver pour chaque nouveau calcul [NERON et al., 2015]. La flexibilité de la méthode
dans le traitement des différentes physiques serait certainement un atout précieux.

> Laméthode LATIN offre un cadre propice pour étendre ces travaux a des problemes
couplés plus complexes, incluant des physiques supplémentaires et un comportement
non linéaire, avec un effort d'implémentation limité. Des avancées en ce sens ont déja
été réalisées lors du stage d’E. Foulatier, que j'ai co-encadré, aboutissant a la résolution
d’un probléeme 3D de thermo-poro-élasticité linéaire avec la méthode LATIN-PGD.

Perspectives a moyen terme.

> Dans le cadre d'un probleme couplé non linéaire, une comparaison des performances
entre la méthode multiparamétrique présentée dans cette thése et la PGD espace-
temps-parametres [CHINESTA et al., 2010] serait intéressante. Les non-linéarités avaient
été identifiées comme un facteur limitant pour les performances de cette derniere mé-
thode lors d'un couplage thermo-mécanique avec propagation de fissure étudié par
[SCHULER, 2023], alors qu'un tel impact n’est pas attendu avec la méthode LATIN-PGD.

> Les indications fournies dans ces travaux pour le choix de la direction de recherche
Egr ne sont pas totalement satisfaisantes car elles reposent encore sur des essais
empiriques pour chaque nouvel exemple, ce qui entrave la robustesse de la méthode.
Des investigations supplémentaires sont donc nécessaires pour automatiser le choix
optimal de ce parametre numérique clé et ainsi garantir les meilleures performances.

> Sil’évolution d’'une des physiques est plus simple ou moins critique pour I'application
visée, on pourrait envisager d'utiliser un maillage grossier pour celle-ci. Cela requiert
des outils pour le transfert de champs entre maillages 3D. La fonction d’interpolation
de Matlab ou l'algorithme PANG [GANDER & JAPHET, 2009; McCOID & GANDER, 2022],
qui reprend une approche de type mortar, sont des pistes pragmatiques possibles.

Perspectives a plus long terme.

> Des travaux récents portent sur des approches data-driven pour remplacer le compor-
tement couplé par des données expérimentales [MIARENIC et al., 2022]. Ces modeles,
éventuellement associés a de l'intelligence artificielle, pourraient remplacer une partie
des équations physiques actuellement utilisées dans la méthode. Le concept d’interface
entre physiques devrait alors permettre la communication entre ces différents modeéles.
Siles informations fournies s’avérent insuffisantes, la solution pourrait étre corrigée sur
I’ensemble du domaine avec quelques modes PGD, comme présenté précédemment.

> Pour faciliter le transfert des outils développés vers I'industrie, une implémentation
non-intrusive pourrait étre envisagée en s’appuyant sur des travaux récents en mé-
canique [SCANFF et al., 2022] et en thermique instationnaire [MALLEVAL et al., 2023].
Cela permettrait d’exploiter les non-linéarités complexes intégrées dans un logiciel
«boite noire » certifié, ouvrant ainsi la voie a la résolution de problématiques thermo-
mécaniques réelles, notamment dans le domaine des procédés de fabrication.

1. Fonction scatteredInterpolant (https://frmathworks.com/help/matlab/ref/scatteredinterpolant.html)

121



https://fr.mathworks.com/help/matlab/ref/scatteredinterpolant.html

Conclusion générale et perspectives

122



Sélection de contributions a ROMlab

Cette annexe détaille quelques points techniques apportés au démonstrateur collaboratif
ROMlab, présenté ala Section 3.1 du chapitre 2 (page 56). Les contributions abordées ci-apres,
bien que motivées par les besoins de cette these, ont été sélectionnées car elles bénéficient
al’ensemble des utilisateurs de ROMlab et ne sont pas restreintes a son utilisation dans un

cadre multiphysique.

1 Accélération du calcul tensoriel

La mise en ceuvre parallele des calculs tensoriels au moyen de la notation d’Einstein a été
initiée par S. Nachar grace a son implémentation de la fonction einsum . On pourra se référer
alasection 5.3 de [NACHAR, 2019] pour de plus amples détails sur les concepts sous-jacents.
Dans le prolongement des travaux de S. Nachar, cette these a apporté quelques améliorations
a cet élément crucial pour les performances de ROMlab.

Calcul tensoriel dans ROMlab - rappels. Avant toute chose, les grandes idées du calcul
tensoriel dans ROMlab sont brievement décrites. Pour ce faire, prenons I'exemple du calcul
des contraintes élastiques par la loi de Hooke : o = K : €. Dans ROMlab, les tenseurs des
déformations € et des contraintes o sont stockés sous la forme de tableaux 4D, voir Figure A.1.

/,,/”/ e9a, ) .. 8;2(26,,&] S
= . =
eWapn) . eWagpn) | ea,n) | S
Qo
=}
B G M (@ 5
(c, gs,e, t) eplapn) o eplagn) | V2e(agn) VS’/’t
V2el)(a,n) .. \/Qe%),(gg, f) /,,/”/ pas de temp®
> — e’

Point de Gauss g

FIGURE A.1  Formalisme tensoriel de Romlab illustré sur le tenseur des déformations en 2D

1. https://github.com/SNachar/einsum
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Les ¢ composantes du tenseur des déformations €, exprimées en tout point de Gauss g
(de coordonnées a o) de chaque élément e et a chacun des pas de temps ¢, sont donc stockées
dans un tableau a quatre dimensions de taille (c, g, e, 7). Le récapitule les notations
utilisées pour décrire les dimensions des différents tableaux manipulés dans RomMlab.

TABLEAU A.1 « Notations adoptées pour décrire les dimensions des tableaux manipulés

Nom Signification Détails

d dimension du probléeme d =2 (probléeme 2D) ou
d = 3 (probleme 3D)
i nombre d’'inconnues primales par nceud i =1 en thermique,
i = d en mécanique
c nombre de composantes des inconnues ¢ = d en thermique,
duales par point de Gauss c= Zzzl k en méca.

nombre de nceuds par élément
g nombre de points de Gauss par élément
e nombre d’éléments du maillage
Nyt hombre de nceuds total du maillage

t nombre de pas de temps

Avec le formalisme de stockage des tenseurs illustré sur la , la connaissance de
I'opérateur de comportement élémentaire K, de taille (c, ¢), est suffisante pour calculer le
tenseur des contraintes o. Ce dernier, de dimension (c, g, e, t), est usuellement obtenu dans
ROMlab a I'aide de la fonction einsum par la ligne de code suivante :

Sig = einsum('CC,Cget—>Cget', Ke, EpS);

Code A.1 « Calcul initial des contraintes avec einsum

La fonction prend notamment en entrée une chaine de caracteres qui spécifie les dimensions
des tenseurs a multiplier, ainsi que celles du résultat. Les indices muets, sur lesquels se fait la
sommation, correspondent aux indices répétés.

1.1 Accélération de la fonction générique

Fonction tensorprod de Matlab. Depuis I'implémentation initiale de la fonction einsum
par S. Nachar, Matlab s’est enrichi de nouveaux outils. En particulier, la fonction tensorprod-,
introduite dans la version R2022a, est dédiée aux opérations de multiplications tensorielles
(inner product, outer product) entre deux tenseurs. Plus précisément, les dimensions spé-
cifiées en argument d’entrée de la fonction (qui doivent étre de méme taille dans les deux
tenseurs) sont contractées par inner product, puis les dimensions restantes sont multipliées
par outer product.

2. https://frmathworks.com/help/matlab/ref/tensorprod.html
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Cet outil optimisé de Matlab a été intégré a la fonction einsum existante. Pour ce faire, la
chaine de caracteres fournie a la fonction einsum doit étre convertie en arguments d’entrée
pour tensorprod al’aide d'un parser. Par ailleurs, la fonction einsum pouvant étre appelée
pour un produit impliquant plus de deux tenseurs, ceux-ci doivent étre traités deux a deux
par fensorprod, qui n’accepte que deux tenseurs.

Utilisation en pratique. Il est donc a présent possible d’utiliser tensorprod lors d'un appel a
einsum, a condition que tous les indices répétés soient contractés. C’est le cas du calcul des
contraintes abordé au paragraphe précédent, mais cela exclut par exemple les opérations de
produit terme a terme. C’est a l'utilisateur de déterminer si 'opération qu’il souhaite réaliser
rentre dans le cadre d’application de tensorprod. Si tel est le cas, la taille du tenseur résultant
— qui est implicite si'on suppose que tous les indices répétés sont sommeés — ne doit pas étre
spécifiée dans la chaine de caracteres d’entrée de einsum. En reprenant I’exemple du calcul
des contraintes, il faut donc exécuter la ligne de code suivante — plutot que celle donnée en
—pour utiliser tensorprod :

Sig = einsum('cC,Cget', Ke, Eps);

Code A.2 « Calcul des contraintes avec einsum en utilisant tensorprod

Gain en temps de calcul. Lorsque 'utilisation de tensorprod est possible, elle permet une
amélioration significative des performances de einsum. Sur le cas test académique présenté
ala (page 83), comportant 92248 points de Gauss, I'utilisation de la version
améliorée de einsum par I'appel a tensorprod (avec la ligne de code A.2) permet en moyenne
de diviser par trois le temps nécessaire pour calculer le champ de contraintes o par rapport a
la version d’origine (cf. ligne de code A.1). Cette amélioration a donc été mise en ceuvre des
que possible dans ROMlab.

1.2 Cas particulier du calcul de I'indicateur d’erreur

Sur des exemples préliminaires comportant quelques milliers de degrés de liberté seule-
ment, le calcul de I'indicateur d’erreur i) ala fin de chaque itération de la méthode LATIN-PGD
pouvait représenter jusqu’a 25 % du temps total. Il s’est donc avéré indispensable de réduire
le cotit de calcul de cet indicateur, défini par I'équation (3.9), page

Nous nous sommes concentrés sur la partie la plus cotiteuse du calcul de cet indicateur,
qui consiste a déterminer la norme énergétique sur le domaine Q pour I'ensemble des pas de
temps. Pour la mécanique, il s’agit alors d’évaluer la quantité nlg(t), définie par:

Tllg(t)=fQ£:lC:£dQ. (A.1)

Cette quantité était initialement obtenue par la ligne de code A.3, qui ne permet pas directe-
ment d'utiliser la fonctionnalité introduite dans la section précédente.

etaM = einsum('cget,cC,ge,Cget->t', Eps, Ke, Ig, Eps)

Code A.3 « Calcul initial de la quantité nlg(t) avec un seul appel a einsum
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Afin de réduire le cott de calcul de nlg(t), une procédure en deux étapes a été retenue :

@ Calcul du produit E,; = £ : IC : € en tout point de Gauss, en procédant en deux fois :
calculde o,; = K : g, puisde E,; = € : 0,;. Chacun peut étre réalisé avec einsum, comme
dans la section précédente, ou avec la fonction pagemtimes~ de Matlab, permettant de

réaliser efficacement des produits matriciels par « pages » (voir );
Page = Produit matriciel par
matrice 2D «page» de couleur
%
_¢_‘ EEDEREEEREEREES 1 (S
| ‘ EANE N
) = (c,0) X (¢, 1)
O] K. €

FIGURE A.2 « Principe du produit matriciel par page de la fonction pagemtimes appliqué au
calcul des contraintes élastiques

® Intégration spatiale, grace a tensorprod :

etaM = einsum('get,ge', E_el, Ig)

Cette amélioration a réduit d'un facteur quatre le temps nécessaire pour calculer la
quantité nlg(t), entrainant une diminution de 20 % de la durée totale de la résolution LATIN-
PGD pour I'exemple étudié. En raison de cet impact significatif, cette maniere de procéder
pour le calcul de 'indicateur d’erreur a donc été conservée. A cet effet, un cas particulier a
été ajouté a la fonction einsum pour le calcul d'un produit de la forme A.3. En effet, en plus
de 'implémentation générique, certains cas particuliers y sont prévus pour accélérer des
évaluations récurrentes.

2 Uniformisation des fonctions d’assemblage des opérateurs
éléments finis

Dans ROMlab, les opérateurs éléments finis (matrices de masse, de rigidité, matrices des
fonctions de forme et de leurs dérivées) sont d’abord construits sous forme de tableaux 5D
avec la fonction einsum. Ces derniers sont ensuite assemblés en matrices 2D a I'aide de
fonctions dédiées, adaptées aux dimensions du tableau initial et a la taille de la matrice finale.

Un effort d'uniformisation de ces fonctions a été entrepris pour leur donner une structure
commune. Cette démarche a permis de rendre les fonctions plus génériques, et ainsi d’en
englober certaines spécifiquement dédiées a I’assemblage d’opérateurs définis sur des do-
maines particuliers (bord 1D ou 2D, sous-domaines en décomposition de domaine). De plus,

3. https://fr.mathworks.com/help/matlab/ref/pagemtimes.html
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dans I'optique de faciliter la compréhension des procédures, un soin particulier a été ap-
porté au respect des conventions de notation pour les dimensions des tableaux a manipuler,
spécifiées dans le Tableau A.1.

Procédure détaillée sur un exemple. En complément des commentaires laissés dans le
code, la procédure commune a toutes les fonctions d’assemblage est brievement décrite dans
cette section. On s’appuie sur I’exemple de 'opérateur des dérivées premieres des fonctions
de forme en mécanique permettant de déterminer le tenseur des déformations par € = B,u.

Lopérateur avant assemblage, noté Bsp pour plus de clarté, est de taille (c,i,n, g,e) et
sa structure est illustrée sur la Figure A.3 dans le cas d'un probléme bi-dimensionnel. La
notation N,(f; (& N g) désigne la dérivée de la fonction de forme associée au nceud n de
'élément e par rapport a la coordonnée x de I’élément réel, exprimée au point de Gauss g.
Le facteur 1/v/2 découle de l'utilisation de la notation de Mandel (et non de Voigt) pour les
tenseurs des déformations et des contraintes (voir [BRANNON, 2018]).

T me R
0 Ny (Eemg) | |2
(e) =
lex(fg,ﬂg) 0 LN,(fgc(f ) ) %
0 NO (Eemg) | V2 =
BSD ] @ g’ng \/

(c,i,n g e)

1 1
EN{,ej/(gg’ng) ﬁNl(,e;)c(‘fg"?g)

Inconnue i

FIGURE A.3 « Structure du tableau Bsp avant assemblage

La procédure pour construire I'opérateur assemblé 2D, de taille (¢ x g x e, i x nyot), consiste a :
1. Récupérer les dimensions du tableau Bsp a assembler °;
2. Récupérer les positions (suivant les cinq dimensions) des termes non nuls de Bsp ;
3. En déduire les positions de ces termes dans la matrice 2D (voir Figure A.4);
4

. Construire la matrice assemblée Byp en format sparse (seuls les termes non nuls et
leurs positions dans la matrice sont stockés).

Pour les problemes multiphysiques. Dans le cadre multiphysique, une fonction a été implé-
mentée spécifiquement pour I'assemblage des matrices de couplage K¢ et Cg, intervenant
dans le systeme monolithique et définies a I’équation (2.50), page 54. Cette fonction permet
de passer d'un tableau 5D de dimensions (i., 1., is, 1o, €), avec ¢,0 = u, 0, a une matrice 2D de
taille (i, x Mo, Io X Miot,0) @ partir des tables de connectivité de chaque physique.

4. Les fonctions de forme sont les mémes quel que soit I'élément e considéré.
5. Le fait de lire les dimensions directement dans le tableau 5D permet de s’adapter au domaine sur lequel
est défini 'opérateur a assembler et rend donc la fonction plus générique.
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i X Niot

I|
I Y

||| A
|
|
|

Terme (c,i,n, ,e)
| ——  dans Bsp

X1l

Bop =
- ligne=c+n,x(g-1)
+7 %11, % (e—1)

e X

col =i+ 71 x (ngjop — 1)

FIGURE A.4  Position d'un terme (c, i, 1, g, e) du tableau Bsp dans la matrice B,p. Les dimen-
sions des tableaux sont renommées pour les distinguer du terme considéré.

3 Chargements de type Neumann et Robin

Le double objectif de pouvoir traiter le benchmark du second probléeme de Danilovskaya
(défini en Section 3.2 du chapitre 2, page 60) et d’appliquer un chargement plus réaliste sur
I’exemple de I'aube de turbine (voir Section 3.1, page 92) a motivé I'implémentation des
conditions aux limites de type Robin dans RoMlab. Par la méme occasion, un travail d'unifor-
misation entre physiques et de généralisation des conditions aux limites existantes (force
volumique uniforme, force centrifuge, possibilité d’appliquer des conditions de Dirichlet non
uniformes) a été entrepris.

Pour présenter I'ajout des conditions de Robin, on considere un probleme de thermique
stationnaire sur un domaine Q. Ce dernier est soumis a un flux convectif sur une partie de la
frontiere 0.2, mais sans terme source ni condition de Neumann non nulle pour simplifier
la présentation. La forme variationnelle de ce probléme, qui peut étre vue comme un cas
particulier de celle donnée par I'équation (2.47) (page 54), s’écrit :

f kvO-vo*dQ + h60* dS = h6,0*dS, Vvo* (A.2)
Q 2.Q 0.Q

On constate que certains termes nécessitent d’intégrer sur une partie de la frontiere du
domaine, tout comme dans le cas d’'une condition de Neumann. Cependant, I'intégration
sur un bord n’était jusqu’a présent pas gérée dans ROMlab. En se placant sur un élément du
maillage, la discrétisation par éléments finis s’écrit :

f noo* ds = (e;)Tf hNLNg dS, 8, (A.3)
0:Qe 0cQ

=(0:)" f . ANSNg [ dS, | dSerer ©c (A.4)
csseref

Les fonctions de forme Ny introduites dans I'équation (A.3) correspondent ici a celles des
éléments de bord utilisés (triangulaires pour un maillage de Q) tétraédrique, par exemple).
Grace a la généralisation des fonctions d’assemblage présentée a la section précédente,
I’assemblage de cet opérateur Ng peut se faire avec la méme routine que pour les fonctions
de forme du domaine Q.



La subtilité lors de I'intégration sur un bord découle du fait que la matrice jacobienne
n’est plus carrée. Dans le cas d'un domaine 3D avec une frontiere 2D, elle s’exprime — en un
point de Gauss g donné — par

0x 0 0z
TEpny ey g
0¢ 0¢ 0¢

J= ) (A.5)
0x oy 0z
%(‘fgrng) %(gg’ng) %(fg»ng)

ou (x, y, z) représentent les coordonnées d'un point du bord 9.Q dans I'espace réel 3D et
(&,m) les coordonnées sur I'élément de référence 2D.

Lors du passage sur I’élément de référence (voir équation (A.4)), ce n’est donc plus le
déterminant de la matrice jacobienne qui intervient, mais la norme euclidienne || ds, || du
vecteur dS, défini par le produit vectoriel des deux lignes de la matrice jacobienne :

ox] [ox
0¢ on
|9y ay
ds, = Y A o (A.6)
0z 6_z
[ 0¢] [on)

Le calcul d’opérateurs éléments finis sur une frontiere, qui sont utiles pour appliquer des
conditions de Neumann et de Robin, a été implémenté dans ROMlab au cours de ces travaux.

Vérification. Limplémentation des conditions aux limites de Robin est validée a I'aide
d’un cas simple disposant d'une solution analytique. On considére un barreau de longueur
L=0.4m et de conductivité k = 43Wm~! K~!. Comme indiqué surla Figure A.5, une condition
de Dirichlet homogene est appliquée en x = 0 et un flux convectif est imposé en x = L, avec
h=100Wm 2K ! et O = 120K, tandis que les surfaces latérales sont supposées isolées.

L

y
/i_a qa(x=1)=h(0(x=L1) - 0s)
z X

FIGURE A.5 « Définition du probleme de thermique avec convection

Bien que la simulation soit tri-dimensionnelle, le probleme de la Figure A.5 se ramene
a un probleme 1D dont on peut déterminer la solution analytiquement ‘. La température
exacte le long de I'axe x de la poutre s’exprime par :

hf

Oref(x) = WL+ k

X (A.7)

6. Voir https://qdotsystems.com.au/heat-conduction-equation-with-mixed-boundary-conditions/
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Annexe A. Sélection de contributions a Romlab

La Figure A.6a confronte la solution issue de ROMlab, prise le long de 'aréte (y, z) = (0,0),
a la solution analytique de I’équation (A.7). On observe une excellente concordance, qui
est confirmée par une erreur relative de 'ordre de 1071* % tout le long de I'aréte, comme
I'indique la Figure A.6b.

Q Remarque A.1

De maniere similaire a ce qui a été présenté dans cette section, I'’ensemble des condi-
tions aux limites remaniées ou ajoutées (condition de Dirichlet non uniforme, force
volumique uniforme, force centrifuge, conditions de Neumann) a fait 'objet d’'une
validation sur des cas simples mono-physiques disposant d'une solution analytique.
Ces tests ont été pérennisés, avec I'aide de T. Verbeke, a travers une bibliotheque de
tests d’intégration.

_10—13
= 60 T T T L 6 T T T
> —— Référence analytique %0
o * Simulation ROMlab 4 o ¢ .
E S « .
£ a0 R ]
o] = ot °
g z
£ R . |
S 5 %
E 20 - — § -2+ ... -
QE) E e oe®
\8 —4 [~ LY o |
8] ( ]
E 0 | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Abscisse de la poutre x [m] Abscisse de la poutre x [m]
(a) Comparaison des solutions en température (b) Erreur relative par rapport a la référence

FIGURE A.6  Validation de I'implémentation des conditions de Robin dans RoMlab par
rapport a une solution analytique

> Bilan

De maniére générale, un soin particulier a été porté aux versions finales de code laissées
dans RoMlab. De nombreux commentaires ont été ajoutés afin d’en faciliter la compréhension
par les futurs utilisateurs et développeurs. Une notice détaillant le format de stockage des
données lors de la construction des opérateurs éléments finis a également été rédigée a
destination des nouveaux utilisateurs, et est reprise dans I’Annexe B.

k %k 3k
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Notice de la construction des opérateurs
éléments finis dans RoMlab

Cette annexe s’adresse en priorité aux utilisateurs de ROMlab et traite du formalisme
utilisé dans le code pour la construction des opérateurs éléments finis. En particulier, on
y détaille les tableaux a n dimensions construits dans la fonction BasisFunction et leur
utilisation dans AssembleOperators. En guise d’illustration, nous nous placons dans le cas
de la mécanique 2D. On pourra se référer au Tableau A.1, page 124, pour les conventions de
notations quant aux dimensions des tableaux manipulés.

> Fonctions de forme (pour I'élément de référence) exprimées aux points de Gauss.

N (En,m) ... Ni(Egmg)

Z
Il
U PNON

(n,8) : '
Ny (51,771) .. Ny (fgr’?g)

Point de Gauss g .
# Notations:
— N; : fonction de forme associée au i-eme noeud de I'élément;
— (¢,n) : coordonnées (en 2D) d'un point dans 'espace de |’ élément de référence;

— (x,y) : coordonnées (en 2D) d'un point dans I'espace de I'élément réel.

> Fonctions de forme dupliquées pour toutes les inconnues.

Les mémes fonctions de forme sont utilisées pour les composantes uy et uy, du champ de
déplacement 2D. Les termes de la matrice N sont donc simplement dupliqués pour construire
le tableau Njug de dimensions (i, 7z, g).

— Onretrouve squeeze(Ning(1,:,:)) =N, Vi
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T N e Naleeme) | |z
|
N (&1,m) Ny (é1,m1) £
1 n n B Nn(fgyrlg) @
Ning = | - v
i,n, -7
(i..g) Ny (§1,m) Ny (&1,m) e s d
-7 o
ae
Neoeud n ?

> Fonctions de forme dupliquées pour tous les éléments.

Les mémes fonctions de forme sont également utilisées pour tous les éléments en passant

par le méme élément de référence.

Ninge
(i,n,g )

— On aalors Nipge (: , ¢, :,&) = Ning,

Ye.

= Ning dupliqué pour tous les éléments.

On verra plus loin que les fonctions de forme seront finalement rangées dans un tableau 5D.

> Dérivée des fonctions de forme (pour I'élément de référence) suivant chaque dimen-

0Ny

sion de I'espace, exprimées aux points de Gauss. On note N; ¢ = 5 -

/,/”/ Nie(Egmg) /Nmf(fs;’/ng)
= - Dimension d
DN Ny (E1,m1) Nue(é1,m) |- Nag 9
(d,n,g) Ny (&1,m) Ny (E1,m) /,/"/
-7 de Ga“ss g
Nceud n : ?0'\0{
> Coordonnées des nceuds de chaque élément réel.
n SO T
[©N
. =
xil) x}(ql) : %
T . y,(f) m
(e,n,d) : 7
xie) xﬁle)
g oc\
Neudn 0\6\

# Notations:

(e)
- Vn
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> Matrice jacobienne exprimée en tout point de Gauss de chaque élément.

e Y] 1 -
en sommant %(fg;ﬂg) yg (fg,ﬂg) g
sur n o
€)) ¢ o
6;6 (€1,m) 633/6 €1,m) i
J =«DNxT»=
(d,d,g,e) 5x dy® frement €
on (€1,m1) on €1,m)

Dimension d

Détaillons un terme de 'opérateur J. Par définition de x'® (£ 4,74), conséquence de Iutili-
sation d’éléments finis isoparamétriques, on peut écrire :

ax'® n AN, .
5 ——Ugng =) — 3 (&g )X,

i=1

(B.1)

On constate que ce terme de J fait intervenir une somme sur les nceuds de produits de termes
des variables DN et T. Léquation (B.1) se traduit par la ligne de code suivante dans ROMlab,
en utilisant la fonction einsum :

J = einsum('dng,enD->dDge',DN,T); % Somme sur n

Q Remarque B.1
On tire les informations suivantes de la chaine de caracteéres fournie a einsum:
— la premiere dimension d de J provient de la variable DN et impacte donc les
dérivées. Ainsi, sur toutes les premieres lignes de J on calcule : a—; ;
— laseconde dimension d est issue de T et impose donc les composantes du vecteur
position a dériver. Ainsi, sur toutes les premiéres colonnes de J, on dérive les x(*).

> Inverse de la matrice jacobienne en tout point de Gauss de chaque élément.

La variable inv] est obtenue en calculant I'inverse de chaque « page » de dimensions (d, d)
de la matrice jacobienne J.

] 6 1l

,’/// a (@))] (é—g’ g) a 1}) ({g; g) %

B =

3 on 2.

F0) €1,m1) (1) —(€1,m) 3y S Ce ) i

inv] = (
d.d.g,e 0 0 s1ement €
(d,d,g,e) i) (€1,m1) 3y r(;l €1,1m1) f1é

Dimension d
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> Déterminant de la matrice jacobienne en tout point de Gauss de chaque élément.

De maniere similaire, la variable det] est obtenue en calculant le déterminant de chaque
« page » de la matrice jacobienne J.

det(J(:,:,1,1))

det] =

(g.¢) :
det(J(:,:,g,1))

detJ(:,:,1,e))

det(J(:,:,g,e))

Elément e

N,
>

Point de Gauss g

> Dérivée des fonctions de forme (pour I’élément réel) suivant chaque dimension de

I'espace, exprimées aux points de Gauss de chaque élément.

GN

(d,n,ge)

en sommant
sur d -7

Nl(ly)c (5g’77g)

i /]/VJ(;Ef (Eg/»h/g)

N (€1m)
= «inv] x DN » =

NflJ), (&1,m)

N (E,m) |-

N;% (&1,m)

Nr(zl)y (fg»ng)

N,
>

Nceud n

ot ae®

- 2\055 %

Dimension d

Flément €

Détaillons les termes de GN associés au noeud 7 et au point de Gauss g de I'élément e :

0N, Cgng) _ 0Ny g mg) 0 ON, Egimg) 31

0x

0¢ 0x

on

0x

0Ny Cgimg) _ ONw'Cgimg) 05 Ny (Cgimg) On

ay

o8 oy

on

oy’

(B.2)

A travers I’équation (B.2), on constate que 'opérateur GN fait intervenir des termes des
variables DN et inv] introduites précédemment. Plus précisément, les termes détaillés dans
I’équation (B.2) s’écrivent en fonction des variables DN et inv] :

— GN(l,n,8,e)=DN(l,n,g) xinvJ(1,1,g,e) +DN(2,n,g) xinv](1,2, g,e)

— GN(2,n,g,e)=DN(l,n,g) xinv](2,1,g,e) +DN(2, n, g) xinvJ (2,2, g, e)

On remarque ainsi qu’il faut sommer sur les indices en rouge. Grace a ce constat, la ligne
de commande permettant de calculer GN dans ROMlab avec la fonction einsum s’écrit :
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> Coefficient pour I'intégration spatiale numérique (sur les éléments réels) exprimé

en tout point de Gauss de chaque élément.

produit terme

a terme
l wi |detJ(1,1)| ... w;ldet]J(1,e)]
: Ig | =«w.x |det]|»= : : Point de Gauss g
o : :
° we|detJ(g,1)| ... wg|detJ(g,e)|
Y
Elément e -

> .
# Notations :
— w; : poids de Gauss associé au i-eme point d’intégration de Gauss;

— w:vecteur de taille (g, 1) contenant '’ensemble des poids de Gauss d'un élément

de référence.

Le produit terme a terme est réalisé a 'aide de la fonction einsum par la commande :

Ig = einsum('ge,g->ge',abs(det]) ,w(:));

> Dérivées des fonctions de forme réorganisées pour le calcul des déformations.

Les termes de la variable GN sont réorganisés dans un tableau 5D, noté B, afin de faciliter
le calcul des déformations ¢ a partir des déplacements u. L'allure de B découle du fait que
dans ROMlab, les tenseurs d’ordre 2 sont écrits avec les notations de Mandel, comme spécifié

sur la Figure A.1 en page 123.

Nk (Egmg) 0 o
: (e)/ 2
e 0 "Ny (§gomg) S
N (Egmg) 0 5
. TN,%% (Cemg) | | ©
B = 0 Ny (gome) Y+
(c,i,n, g e) g g,e
1 N© 1 N
\/§ (5g’ g) \/E 2 (gimeg)
Inconnue i

Q Remarque B.2
Les dimensions du tableau B nous indiquent que :

— Leslignes 1, 2 et 3 servent respectivement a calculer €y, €y, et €y ;

— Les colonnes 1 et 2 vont respectivement étre multipliées par u, et u,,.
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> Fonctions de forme réorganisées.

Dans la méme logique, les fonctions de forme sont également réorganisées en un tableau 5D.

,/’// NP E1,m) 9
= - Inconnue i
NP ELm) 0 NP Em) P
N =
(l.,l',l'/l,g,e) (1) ///// gye
0 N7 (@CLm) | - -
i d\‘
AN
> N
Inconnue i

Les quantités venant d’étre détaillées, qui sont construites dans la fonction
BasisFunction, sont utilisées dans AssembleOperators pour construire les opé-
rateurs éléments finis classiques, tels que ceux donnés a I’équation (2.50), page 54.

> Matrice de rigidité ou de conductivité.

La matrice de rigidité Ky, (ou de maniere équivalente la matrice de conductivité ther-
mique Kgg) est construite par la commande einsum suivante :

K = einsum('cdnge,cC,ge,CDNge->dnDNe', B, Ke, Ig, B);

Comme évoqué au début de '’Annexe A, on peut se contenter d'utiliser la matrice de
comportement élémentaire K¢, qui s’exprime en mécanique 2D en fonction des coefficients
deLamé Aetpu:

A+2u A 0
Ke: A /1+2u 0
0 0 2u

> Matrice de masse ou de capacité.

La matrice de capacité thermique Cgg est construite de fagcon similaire, mais en utilisant
les fonctions de forme plutot que leurs dérivées :

M = einsum('cdnge,cC,ge,CDNge->dnDNe', N, Me, Ig, N);

> Matrices de couplage.

Dans le cadre multiphysique, les matrices de couplage sont construites selon la méme
philosophie, en combinant des opérateurs EF construits pour les deux physiques :

Ktu =
Cut

Nt) ;
Bu) ;

einsum('cdnge,cC,ge,CDNge->dnDNe', Bu, Ce, Ig_u,

Ig_t,

einsum('cdnge,cC,ge,CDNge->dnDNe', Nt, Ce',

Tous ces opérateurs 5D sont ensuite assemblés sous la forme de matrices 2D grace aux
fonctions d’assemblage abordées dans I'’Annexe A.



137







Bibliographie

ABISSET-CHAVANNE, E. & CHINESTA, E (2013). Toward an optimisation of the reactive resin
transfer molding process : thermo-chemico-mechanical coupled simulations. Inter-
national Journal of Material Forming, 7(2), 249-258. DO1 : https://doi.org/10.1007/
$12289-013-1124-0 (cf. p. 10)

AHN, C., CORTIELLA, A., KIM, J. G. & PARK, K. C. (2022). Partitioned symmetric formulation
and solution algorithm of thermoelastic interaction problems. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 400, 115529. DOI : https://doi.org/10.1016/j.cma.
2022.115529 (cf. p. 24, 60, 69)

ALLEMANG, R. (2003). The modal assurance criterion — Twenty years of use and abuse. Sound
& vibration, 37, 14-23 (cf. p. 106).

ARMERO, E & S1m0, J. C. (1992). A new unconditionally stable fractional step method for non-
linear coupled thermomechanical problems. International Journal for Numerical Me-
thods in Engineering, 35(4), 737-766. DO1 : https://doi.org/10.1002/nme.1620350408
(cf. p. 28)

ASUR VIJAYA KUMAR, P. K., DEAN, A., SAHRAEE, S., REINOSO, J. & PAGGI, M. (2022). Non-
linear thermoelastic analysis of thin-walled structures with cohesive-like interfaces
relying on the solid shell concept. Finite Elements in Analysis and Design, 202, 103696.
DOI : https://doi.org/10.1016/j.finel.2021.103696 (cf. p. 61, 62)

BALLARIN, E, LEE, S. & Y1, S.-Y. (2024). Projection-based reduced order modeling of an
iterative scheme for linear thermo-poroelasticity. Results in Applied Mathematics, 21,
100430. DOI1 : https://doi.org/10.1016/j.rinam.2023.100430 (cf. p. 5, 31, 36, 37, 55)

BALLARIN, E & R0ZzA, G. (2016). POD-Galerkin monolithic reduced order models for para-
metrized fluid-structure interaction problems. International Journal for Numerical
Methods in Fluids, 82(12), 1010-1034. DOT1 : https://doi.org/10.1002/f1d.4252 (cf. p. 37)

BEKELE, Y. W,, FONN, E., KvAMSDAL, T., KVARVING, A. M. & NORDAL, S. (2022). Mixed Method
for Isogeometric Analysis of Coupled Flow and Deformation in Poroelastic Media.
Applied Sciences, 12(6), 2915. DOI : https://doi.org/10.3390/app12062915 (cf. p. 25)

BENNER, P, GRIVET-TALOCIA, S., QUARTERONI, A., ROZZA, G., SCHILDERS, W. H. A. & MIGUEL
SILVEIRA, L. (Ed.). (2021a). Volume 2 : Snapshot-Based Methods and Algorithms. In

139



https://doi.org/10.1007/s12289-013-1124-0
https://doi.org/10.1007/s12289-013-1124-0
https://doi.org/10.1016/j.cma.2022.115529
https://doi.org/10.1016/j.cma.2022.115529
https://doi.org/10.1002/nme.1620350408
https://doi.org/10.1016/j.finel.2021.103696
https://doi.org/10.1016/j.rinam.2023.100430
https://doi.org/10.1002/fld.4252
https://doi.org/10.3390/app12062915

140

Bibliographie

Model Order Reduction. De Gruyter. DOI : https://doi.org/10.1515/9783110671490.
(Cf. p.4,5)

BENNER, P,, GRIVET-TALOCIA, S., QUARTERONI, A., ROZZA, G., SCHILDERS, W. H. A. & MIGUEL
SILVEIRA, L. (Ed.). (2021b). Volume 3 : Applications. In Model Order Reduction. De
Gruyter. DOI : https://doi.org/doi:10.1515/9783110499001. (Cf. p. 35)

BENNER, P. & FENG, L. (2015). Model order reduction for coupled problems. International
Journal of Applied and Computational Mathematics, 14, 3-22 (cf. p. 35-37).

BERINGHIER, M., GUEGUEN, M. & GRANDIDIER, J. C. (2010). Solution of strongly coupled
multiphysics problems using space-time separated representations — application
to thermoviscoelasticity. Archives of Computational Methods in Engineering, 17(4),
393-401. Dot : https://doi.org/10.1007/s11831-010-9050-5 (cf. p. 38)

BioT, M. A. (1956). Thermoelasticity and irreversible thermodynamics. Journal of Applied
Physics, 27(3), 240-253. DOI : https://doi.org/10.1063/1.1722351 (cf. p. 42, 51)

BLADES, E. L., BAKER, M., PRAY, C. L. & LUKE, E. A. (2012). Fluid-Structure Interaction
Simulations of Rocket Engine Side Loads (cf. p. 2, 4).

BLANZE, C., CHAMPANEY, L., COGNARD, J.-Y. & LADEVEZE, P. (1996). A modular approach
to structure assembly computations : application to contact problems. Engineering
Computations, 13(1), 15-32. DOI : https://doi.org/10.1108/02644409610110976
(cf. p. 68)

BLEYER, J. (2016). Thermo-elastic evolution problem (full coupling). (Cf. p. 63).

BoOFFI, D., BREZZI, E & FORTIN, M. (2013). Mixed Finite Element Methods and Applications.
Springer Berlin Heidelberg. DOTI : https://doi.org/10.1007/978-3-642-36519-5.
(Cf. p. 55)

BOUCARD, P.-A. & CHAMPANEY, L. (2003). A suitable computational strategy for the parame-
tric analysis of problems with multiple contact. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, 57(9), 1259-1281. DOI : https://doi.org/10.1002/nme.724
(cf. p. 23,101, 102)

BOUCARD, P.-A., LADEVEZE, P., P0ss, M. & ROUGEE, P. (1997). A nonincremental approach
for large displacement problems. Computers & Structures, 64(1-4), 499-508. DOI :
https://doi.org/10.1016/S0045-7949(96)00165-4 (cf. p. 68)

BOUCARD, P.-A. & LADEVEZE, P. (1999). Une application de la méthode LATIN au calcul
multirésolution de structures non linéaires. Revue Européenne des Eléments Finis, 8(8),
903-920. DOI : https://doi.org/10.1080/12506559.1999.10511417 (cf. p. 100, 102)

BRANNON, R. M. (2018). Voigt and Mandel components. In Rotation, Reflection, and Frame
Changes (26-1 to 26-20). IOP Publishing. DO1: https://doi.org/10.1088/978-0-7503-
1454-1ch26. (Cf. p. 127)

BRIGGS, W., HENSON, V. & MCCORMICK, S. (2000). A Multigrid Tutorial, 2nd Edition. (Cf.
p. 26).


https://doi.org/10.1515/9783110671490
https://doi.org/doi:10.1515/9783110499001
https://doi.org/10.1007/s11831-010-9050-5
https://doi.org/10.1063/1.1722351
https://doi.org/10.1108/02644409610110976
https://doi.org/10.1007/978-3-642-36519-5
https://doi.org/10.1002/nme.724
https://doi.org/10.1016/S0045-7949(96)00165-4
https://doi.org/10.1080/12506559.1999.10511417
https://doi.org/10.1088/978-0-7503-1454-1ch26
https://doi.org/10.1088/978-0-7503-1454-1ch26

Bibliographie

CARLSON, D. E. (1973). Linear thermoelasticity. In C. TRUESDELL (Ed.), Linear Theories of
Elasticity and Thermoelasticity : Linear and Nonlinear Theories of Rods, Plates, and
Shells (p. 297-345). Springer. DOI : https://doi.org/10.1007/978-3-662-39776-3_2.
(Cf. p. 42)

CASTELLETTO, N., WHITE, J. A. & FERRONATO, M. (2016). Scalable algorithms for three-field
mixed finite element coupled poromechanics. Journal of Computational Physics, 327,
894-918. DOI : https://doi.org/10.1016/j.jcp.2016.09.063 (cf. p. 27)

CHAMPANEY, L., COGNARD, J. Y., DUREISSEIX, D. & LADEVEZE, P. (1997). Large scale appli-
cations on parallel computers of a mixed domain decomposition method. Compu-
tational Mechanics, 19(4), 253-263. DO1 : https://doi.org/10.1007/s004660050174
(cf. p. 68)

CHATTERJEE, A. (2000). An introduction to the proper orthogonal decomposition. Current
Science, 78(7), 808-817 (cf. p. 4, 15, 16).

CHATURANTABUT, S. & SORENSEN, D. C. (2010). Nonlinear Model Reduction via Discrete
Empirical Interpolation. SIAM Journal on Scientific Computing, 32(5), 2737-2764. DOI :
https://doi.org/10.1137/090766498 (cf. p. 37)

CHEN, S., HONG, Q., XU, J. & YANG, K. (2020). Robust block preconditioners for poroelasticity.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 369, 113229. DOI : https:
//doi.org/10.1016/j.cma.2020.113229 (cf. p. 27)

CHINESTA, E, AMMAR, A. & CUETO, E. (2010). Recent advances and new challenges in the
use of the Proper Generalized Decomposition for solving multidimensional models.
Archives of Computational Methods in Engineering, 17(4), 327-350. DOI : https://doi.
org/10.1007/s11831-010-9049-y (cf. p. 5, 22, 121)

CHINESTA, E, HUERTA, A., R0oZzA, G. & WILLCOX, K. (2017). Model Reduction Methods. In
Encyclopedia of Computational Mechanics Second Edition (p. 1-36). John Wiley & Sons,
Ltd. po1: https://doi.org/10.1002/9781119176817.ecm2110. (Cf. p. 4)

CHINESTA, E, KEUNINGS, R. & LEYGUE, A. (2014). The Proper Generalized Decomposition for
Advanced Numerical Simulations : A Primer. Springer International Publishing. DOI :
https://doi.org/10.1007/978-3-319-02865-1. (Cf. p. 5)

CHINESTA, F. & LADEVEZE, P. (2021). 3. Proper generalized decomposition. In P. BENNER,
S. GRIVET-TALOCIA, A. QUARTERONI, G. ROozzA, W. SCHILDERS & L. M. SILVEIRA (Ed.),
Volume 2 Snapshot-Based Methods and Algorithms (p. 97-138). De Gruyter. DOI :
https://doi.org/doi:10.1515/9783110671490-003. (Cf. p. 19)

CHINESTA, E, LADEVEZE, P. & CUETO, E. (2011). A Short Review on Model Order Reduction
Based on Proper Generalized Decomposition. Archives of Computational Methods
in Engineering, 18(4), 395-404. DoI : https://doi.org/10.1007/s11831-011-9064-7
(cf. p. 19)

141



https://doi.org/10.1007/978-3-662-39776-3_2
https://doi.org/10.1016/j.jcp.2016.09.063
https://doi.org/10.1007/s004660050174
https://doi.org/10.1137/090766498
https://doi.org/10.1016/j.cma.2020.113229
https://doi.org/10.1016/j.cma.2020.113229
https://doi.org/10.1007/s11831-010-9049-y
https://doi.org/10.1007/s11831-010-9049-y
https://doi.org/10.1002/9781119176817.ecm2110
https://doi.org/10.1007/978-3-319-02865-1
https://doi.org/doi:10.1515/9783110671490-003
https://doi.org/10.1007/s11831-011-9064-7

142

Bibliographie

CHOURDAKIS, G., DAVIS, K., RODENBERG, B., SCHULTE, M., SIMONIS, E, UEKERMANN, B.,
ABRAMS, G., BUNGARTZ, H., CHEUNG YAU, L., DESA]L, 1., EDER, K., HERTRICH, R.,
LINDNER, E, RUSCH, A., SASHKO, D., SCHNEIDER, D., TOTOUNFEROUSH, A., VOLLAND,
D., VOLLMER, P. & KOSEOMUR, O. (2022). preCICE v2 : A sustainable and user-friendly
coupling library. Open Research Europe, 2(51). DOI : https://doi.org/10.12688/
openreseurope.14445.2 (cf. p. 28)

COGNARD, J. Y., LADEVEZE, P. & TALBOT, P. (1999). A large time increment approach for
thermo-mechanical problems. Advances in Engineering Software, 30(9), 583-593. DOI :
https://doi.org/10.1016/S0965-9978(98)00120-3 (cf. p. 68)

COLLINS, G., FIDKOWSKI, K. & CESNIK, C. E. (2020). Petrov-Galerkin Projection-Based Model
Reduction with an Optimized Test Space In AIAA Scitech 2020 Forum. American
Institute of Aeronautics; Astronautics. DOI : https://doi.org/10.2514/6.2020-1562.
(Cf.p. 17)

Coussy, 0. (2004). Poromechanics. Wiley. (Cf. p. 51).

DABY-SEESARAM, A., FAU, A., CHARBONNEL, P.-E. & NERON, D. (2023). A hybrid frequency-
temporal reduced-order method for nonlinear dynamics. Nonlinear Dynamics, 111(15),
13669-13689. DOI : https://doi.org/10.1007/s11071-023-08513-8 (cf. p. 68, 80, 86)

DABY-SEESARAM, A. (2023). Towards an Optimal Multi-query Framework based on Model-
order Reduction for Non-linear Dynamics (thése de doct.). Université Paris-Saclay.
(Cf.p.21,23,57,101).

DABY-SEESARAM, A., NERON, D., CHARBONNEL, P.-E. & FAU, A. (2025). Model-order reduction
framework for non-linear dynamics problems involving multiple non-parametrised
loading configurations for damage assessment. Computational Mechanics. DOTI : https:
//doi.org/10.1007/s00466-024-02586-x (cf. p. 23, 101, 102)

DANILOVSKAYA, V. (1952). On a dynamic problem of thermoelasticity. Prikladnaya Matema-
ticka i Mekhanika, 16(4), 341-344 (cf. p. 60).

DANOWSKI, C., GRAVEMEIER, V., YOSHIHARA, L. & WALL, W. A. (2013). A monolithic computa-
tional approach to thermo-structure interaction. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, 95(13), 1053-1078. DOI : https://doi.org/10.1002/nme.4530
(cf. p. 26, 27, 60-62)

DEDE, E. M., LEE, J. & NOMURA, T. (2014). Multiphysics Simulation : Electromechanical System
Applications and Optimization. Springer London. DO1 : https://doi.org/10.1007/978-
1-4471-5640-6. (Cf. p. 2)

DEMO, N., ORTALI, G., GUSTIN, G., R0ZZA, G. & LAVINI, G. (2020). An efficient computational
framework for naval shape design and optimization problems by means of data-driven
reduced order modeling techniques. Bollettino dell’'Unione Matematica Italiana, 14(1),
211-230. DoI1 : https://doi.org/10.1007/s40574-020-00263-4 (cf. p. 10)


https://doi.org/10.12688/openreseurope.14445.2
https://doi.org/10.12688/openreseurope.14445.2
https://doi.org/10.1016/S0965-9978(98)00120-3
https://doi.org/10.2514/6.2020-1562
https://doi.org/10.1007/s11071-023-08513-8
https://doi.org/10.1007/s00466-024-02586-x
https://doi.org/10.1007/s00466-024-02586-x
https://doi.org/10.1002/nme.4530
https://doi.org/10.1007/978-1-4471-5640-6
https://doi.org/10.1007/978-1-4471-5640-6
https://doi.org/10.1007/s40574-020-00263-4

Bibliographie

DUHAMEL, J. M. C. (1837). Second mémoire sur les phénomenes thermomécaniques. Journal
de I'Ecole Polytechnique, 15, 1-57 (cf. p. 42).

DuNI¢, V., BUSARAC, N., SLAVKOVIC, V., RosIC, B., NIEKAMP, R., MATTHIES, H., SLAVKOVIC,
R. & ZIVKOVIC, M. (2016). A thermo-mechanically coupled finite strain model consi-
dering inelastic heat generation. Continuum Mechanics and Thermodynamics, 28(4),
993-1007. DO1 : https://doi.org/10.1007/s00161-015-0442-5 (cf. p. 28, 31)

DUREISSEIX, D. & BAVESTRELLO, H. (2006). Information transfer between incompatible
finite element meshes : Application to coupled thermo-viscoelasticity. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, 195(44-47), 6523-6541. DOI : https:
//doi.org/10.1016/j.cma.2006.02.003 (cf. p. 34)

DUREISSEIX, D., LADEVEZE, P.,, NERON, D. & SCHREFLER, B. A. (2003a). A Multi-Time-Scale
Strategy for Multiphysics Problems : Application to Poroelasticity. International Jour-
nal for Multiscale Computational Engineering, 1(4), 387-400. DO1 : https://doi.org/10.
1615/IntJMultCompEng.v1.i4.50 (cf. p. 34, 39, 78)

DUREISSEIX, D., LADEVEZE, P. & SCHREFLER, B. A. (2003b). A LATIN computational strategy
for multiphysics problems : Application to poroelasticity. International Journal for
Numerical Methods in Engineering, 56(10), 1489-1510. DOI : https://doi.org/10.1002/
nme.622 (cf. p. 5, 6, 32, 33, 39, 40, 51, 69, 72, 78, 79, 88)

DUREISSEIX, D., NERON, D., LADEVEZE, P. & SCHREFLER, B. A. (2004). A computational
strategy for multiphysics problems involving nonlinear aspects In ECCOMAS 2004 -
European Congress on Computational Methods in Applied Sciences and Engineering.
Jyviskyld, Finland. 1-17. (Cf. p. 34, 35).

ERBTS, P. & DUSTER, A. (2012). Accelerated staggered coupling schemes for problems of
thermoelasticity at finite strains. Computers and Mathematics with Applications, 64(8),
2408-2430. Dot : https://doi.org/10.1016/j.camwa.2012.05.010 (cf. p. 31, 32)

ERBTS, P, HARTMANN, S. & DUSTER, A. (2014). A partitioned solution approach for electro-
thermo-mechanical problems. Archive of Applied Mechanics. DOI : https://doi.org/10.
1007/s00419-014-0941-z (cf. p. 31)

FARHAT, C., GRIMBERG, S., MANZONI, A. & QUARTERONI, A. (2021). 5. Computational bot-
tlenecks for PROMs : precomputation and hyperreduction. In P. BENNER, S. GRIVET-
TALOCIA, A. QUARTERONI, G. RozzA, W. SCHILDERS & L. M. SILVEIRA (Ed.), Volume 2
Snapshot-Based Methods and Algorithms (p. 181-244). De Gruyter. DOI : https://doi.
org/doi:10.1515/9783110671490-005. (Cf. p. 17)

FARHAT, C., PARK, K. C. & DUBOIS-PELERIN, Y. (1991). An unconditionally stable staggered
algorithm for transient finite element analysis of coupled thermoelastic problems.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 85(3), 349-365. DOI : https:
//doi.org/10.1016/0045-7825(91)90102-C (cf. p. 29, 60)

143



https://doi.org/10.1007/s00161-015-0442-5
https://doi.org/10.1016/j.cma.2006.02.003
https://doi.org/10.1016/j.cma.2006.02.003
https://doi.org/10.1615/IntJMultCompEng.v1.i4.50
https://doi.org/10.1615/IntJMultCompEng.v1.i4.50
https://doi.org/10.1002/nme.622
https://doi.org/10.1002/nme.622
https://doi.org/10.1016/j.camwa.2012.05.010
https://doi.org/10.1007/s00419-014-0941-z
https://doi.org/10.1007/s00419-014-0941-z
https://doi.org/doi:10.1515/9783110671490-005
https://doi.org/doi:10.1515/9783110671490-005
https://doi.org/10.1016/0045-7825(91)90102-C
https://doi.org/10.1016/0045-7825(91)90102-C

144

Bibliographie

FELIPPA, C., PARK, K. C. & DERUNTZ, J. (1977). Stabilization of staggered solution procedures
for fluid-structure interaction analysis. American Society of Mechanical Engineers,
Applied Mechanics Division, AMD, 26 (cf. p. 28).

FELIPPA, C. A. & GEERS, T. L. (1988). Partitioned analysis for coupled mechanical systems.
Engineering Computations, 5(2), 123-133. DOI : https://doi.org/10.1108/eb023730
(cf. p. 28)

FELIPPA, C. A., PARK, K. & FARHAT, C. (2001). Partitioned analysis of coupled mechanical
systems. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 190(24-25), 3247-
3270. DOl : https://doi.org/10.1016/S0045-7825(00)00391-1 (cf. p. 5, 28)

FERRONATO, M., FRANCESCHINI, A., JANNA, C., CASTELLETTO, N. & TCHELEPI, H. A. (2019). A
general preconditioning framework for coupled multiphysics problems with applica-
tion to contact- and poro-mechanics. Journal of Computational Physics, 398, 108887.
DOI : https://doi.org/10.1016/j.jcp.2019.108887 (cf. p. 27)

FLOREZ, H. & GILDIN, E. (2020). Global/local model order reduction in coupled flow and
linear thermal-poroelasticity. Computational Geosciences, 24(2), 709-735. DOI : https:
//doi.org/10.1007/s10596-019-09834-7 (cf. p. 37)

FORRESTER, A., SOBESTER, A. & KEANE, A. (2008). Engineering Design Via Surrogate Model-
ling : A Practical Guide. DO1 : https://doi.org/10.1002/9780470770801. (Cf. p. 11)

FORRESTER, A. 1., BRESSLOFF, N. W. & KEANE, A. J. (2006). Optimization using surrogate mo-
dels and partially converged computational fluid dynamics simulations. Proceedings
of the Royal Society A : Mathematical, Physical and Engineering Sciences, 462(2071),
2177-2204. Dot : https://doi.org/10.1098/rspa.2006.1679 (cf. p. 12)

FOULATIER, E. (2024). Sur une stratégie de couplage modulaire pour le calcul hautes per-
formances de problemes multiphysiques (mém. de mast.). Ecole Normale Supérieure
Paris-Saclay. (Cf. p. 89).

GANDER, M. J. & JAPHET, C. (2009). An Algorithm for Non-Matching Grid Projections with
Linear Complexity In Domain Decomposition Methods in Science and Engineering
XVIII (M. BERCOVIER, M. J. GANDER, R. KORNHUBER & O. WIDLUND, Ed.). Springer
Berlin Heidelberg. 185-192. (Cf. p. 121).

GASPAR, E, LISBONA, E, OOSTERLEE, C. & WIENANDS, R. (2004). Systematic comparison
of coupled and distributive smoothing in multigrid for the poroelasticity system.
Numerical Linear Algebra with Applications, 11,93-113. DOI : https://doi.org/10.1002/
nla.372 (cf. p. 27)

GASPAR, E J. & RODRIGO, C. (2017). On the fixed-stress split scheme as smoother in multigrid
methods for coupling flow and geomechanics. Computer Methods in Applied Mecha-
nics and Engineering, 326, 526-540. DOI : https://doi.org/10.1016/j.cma.2017.08.025
(cf. p.27)


https://doi.org/10.1108/eb023730
https://doi.org/10.1016/S0045-7825(00)00391-1
https://doi.org/10.1016/j.jcp.2019.108887
https://doi.org/10.1007/s10596-019-09834-7
https://doi.org/10.1007/s10596-019-09834-7
https://doi.org/10.1002/9780470770801
https://doi.org/10.1098/rspa.2006.1679
https://doi.org/10.1002/nla.372
https://doi.org/10.1002/nla.372
https://doi.org/10.1016/j.cma.2017.08.025

Bibliographie

GEERTSMA, J. (1957). A remark on the analogy between thermoelasticity and the elasticity of
saturated porous media. Journal of the Mechanics and Physics of Solids, 6(1), 13-16.
DOI : https://doi.org/10.1016/0022-5096(57)90042-X (cf. p. 51)

GEUZAINE, C. & REMACLE, J.-E (2009). Gmsh : A 3-D finite element mesh generator with built-
in pre- and post-processing facilities. International Journal for Numerical Methods in
Engineering, 79(11), 1309-1331. DOI : https://doi.org/10.1002/nme.2579 (cf. p. 58, 83,
92)

GHNATIOS, C., MASSON, E, HUERTA, A., LEYGUE, A., CUETO, E. & CHINESTA, E (2012). Proper
Generalized Decomposition based dynamic data-driven control of thermal processes.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 213-216, 29-41. DOLI : https:
//doi.org/10.1016/j.cma.2011.11.018 (cf. p. 10, 22)

GRASSLE, C., HINZE, M. & VOLKWEIN, S. (2021). 2. Model order reduction by proper ortho-
gonal decomposition. In P. BENNER, S. GRIVET-TALOCIA, A. QUARTERONI, G. ROZZA,
W. SCHILDERS & L. M. SILVEIRA (Ed.), Volume 2 Snapshot-Based Methods and Algo-
rithms (p. 47-96). De Gruyter. DOI : https://doi.org/doi:10.1515/9783110671490-002.
(Cf.p. 15, 16)

GREPL, M. A. & PATERA, A. T. (2005). A posteriori error bounds for reduced-basis approxima-
tions of parametrized parabolic partial differential equations. ESAIM : Mathematical
Modelling and Numerical Analysis, 39(1), 157-181. DO1 : https://doi.org/10.1051/m2an:
2005006 (cf. p. 18)

HAo0, P, SPRONK, S., VAN PAEPEGEM, W. & GILABERT, E (2022). Hydraulic-based testing and
material modelling to investigate uniaxial compression of thermoset and thermoplas-
tic polymers in quasistatic-to-dynamic regime. Materials & Design, 224,111367. DOI :
https://doi.org/10.1016/j.matdes.2022.111367 (cf. p. 42)

HARDY, R. L. (1971). Multiquadric equations of topography and other irregular surfaces.
Journal of Geophysical Research, 76(8), 1905-1915. DOI : https://doi.org/10.1029/
JB076i008p01905 (cf. p. 12)

HENNERON, T. & CLENET, S. (2017). Application of the Proper Generalized Decomposition
to Solve MagnetoElectric Problem. IEEE Transactions on Magnetics, 1-4. DOI : https:
//doi.org/10.1109/TMAG.2017.2762702 (cf. p. 38)

HETNARSKI, R. B. & EsLAMI, M. R. (2009). Thermal Stresses—Advanced Theory and Applica-
tions. Springer International Publishing. DOT1 : https://doi.org/10.1007/978-3-030-
10436-8. (Cf. p. 43, 45)

HEYBERGER, C., BOUCARD, P. .-. & NERON, D. (2013). A rational strategy for the resolution
of parametrized problems in the PGD framework. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, 259, 40-49. DOI : https://doi.org/10.1016/j.cma.2013.03.
002 (cf. p. 6, 102)

HEYBERGER, C. (2014). PGD espace-temps adaptée pour le traitement de problemes paramé-
trés (these de doct.). Ecole Normale Supérieure de Cachan. (Cf. p. 23, 102).

145



https://doi.org/10.1016/0022-5096(57)90042-X
https://doi.org/10.1002/nme.2579
https://doi.org/10.1016/j.cma.2011.11.018
https://doi.org/10.1016/j.cma.2011.11.018
https://doi.org/doi:10.1515/9783110671490-002
https://doi.org/10.1051/m2an:2005006
https://doi.org/10.1051/m2an:2005006
https://doi.org/10.1016/j.matdes.2022.111367
https://doi.org/10.1029/JB076i008p01905
https://doi.org/10.1029/JB076i008p01905
https://doi.org/10.1109/TMAG.2017.2762702
https://doi.org/10.1109/TMAG.2017.2762702
https://doi.org/10.1007/978-3-030-10436-8
https://doi.org/10.1007/978-3-030-10436-8
https://doi.org/10.1016/j.cma.2013.03.002
https://doi.org/10.1016/j.cma.2013.03.002

146

Bibliographie

HEYBERGER, C., BOUCARD, P.-A. & NERON, D. (2012). Multiparametric analysis within the
proper generalized decomposition framework. Computational Mechanics, 49(3), 277-
289. DOI : https://doi.org/10.1007/s00466-011-0646-x (cf. p. 23, 79, 101, 102)

HILLMAN, M. & LIN, K.-C. (2021). Nodally integrated thermomechanical RKPM : Part I-
Thermoelasticity. Computational Mechanics, 68(4), 795-820. DOI1 : https://doi.org/10.
1007/s00466-021-02047-9 (cf. p. 60)

HoANG, K. C., KiMm, T.-Y. & SONG, J.-H. (2018). Fast and accurate two-field reduced basis ap-
proximation for parametrized thermoelasticity problems. Finite Elements in Analysis
and Design, 141, 96-118. DOI : https://doi.org/10.1016/j.finel.2017.12.004 (cf. p. 37)

HowLE, V. E,, KIRBY, R. C. & DILLON, G. (2013). Block Preconditioners for Coupled Physics
Problems. SIAM Journal on Scientific Computing, 35(5), S368-S385. DOI : https://doi.
org/10.1137/120883086 (cf. p. 27)

IBRAHIMBEGOVIC, A. (2009). Thermodynamics and solution methods for coupled problems.
In Nonlinear Solid Mechanics (p. 427-474). Springer Netherlands. DOI : https://doi.
org/10.1007/978-90-481-2331-5_7. (Cf. p. 46, 48, 55)

JANON, A., NODET, M. & PRIEUR, C. (2015). Goal-Oriented Error Estimation for the Reduced
Basis Method, with Application to Sensitivity Analysis. Journal of Scientific Computing,
68(1), 21-41. po1 : https://doi.org/10.1007/s10915-015-0127-z (cf. p. 19)

JOLLIFFE, L. (2011). Principal Component Analysis. In M. Lovric (Ed.), International Ency-
clopedia of Statistical Science (p. 1094-1096). Springer Berlin Heidelberg. DO1 : https:
//doi.org/10.1007/978-3-642-04898-2_455. (Cf. p. 15)

KARHUNEN, K. (1947). Uber lineare Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Annales
Academiae Scientiarum Fennicae : Series A1 Mathematica and Physica, 37, 3-79 (cf.

p- 15).

KARIMI, A., NAVIDBAKHSH, M., SHOJAEI, A. & FAGHIH]I, S. (2013). Measurement of the uni-
axial mechanical properties of healthy and atherosclerotic human coronary arteries.
Materials Science and Engineering : C, 33(5), 2550-2554. DOI : https://doi.org/10.1016/
j-msec.2013.02.016 (cf. p. 2, 3)

K1y, J., TCHELEPI, H. A. & JUANES, R. (2011a). Stability and convergence of sequential
methods for coupled flow and geomechanics : Fixed-stress and fixed-strain splits.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 200(13), 1591-1606. DOTI :
https://doi.org/10.1016/j.cma.2010.12.022 (cf. p. 28)

Kim, J., TCHELEPI, H. & JUANES, R. (2011b). Stability and convergence of sequential methods
for coupled flow and geomechanics : Drained and undrained splits. Computer Methods
in Applied Mechanics and Engineering, 200(23), 2094-2116. DOTI : https://doi.org/10.
1016/j.cma.2011.02.011 (cf. p. 28)

Kim, J. (2018). Unconditionally stable sequential schemes for all-way coupled thermoporo-
mechanics : Undrained-adiabatic and extended fixed-stress splits. Computer Methods


https://doi.org/10.1007/s00466-011-0646-x
https://doi.org/10.1007/s00466-021-02047-9
https://doi.org/10.1007/s00466-021-02047-9
https://doi.org/10.1016/j.finel.2017.12.004
https://doi.org/10.1137/120883086
https://doi.org/10.1137/120883086
https://doi.org/10.1007/978-90-481-2331-5_7
https://doi.org/10.1007/978-90-481-2331-5_7
https://doi.org/10.1007/s10915-015-0127-z
https://doi.org/10.1007/978-3-642-04898-2_455
https://doi.org/10.1007/978-3-642-04898-2_455
https://doi.org/10.1016/j.msec.2013.02.016
https://doi.org/10.1016/j.msec.2013.02.016
https://doi.org/10.1016/j.cma.2010.12.022
https://doi.org/10.1016/j.cma.2011.02.011
https://doi.org/10.1016/j.cma.2011.02.011

Bibliographie

in Applied Mechanics and Engineering, 341, 93-112. DOI : https://doi.org/10.1016/].
cma.2018.06.030 (cf. p. 28, 30)

Kim, Y., CHO, H., PARK, S., KiM, H. & SHIN, S. (2018). Advanced Structural Analysis Based on
Reduced-Order Modeling for Gas Turbine Blade. AIAA Journal, 56(8), 3369-3373. DOTI :
https://doi.org/10.2514/1.J057063 (cf. p. 92)

KOLESOV, A., VABISHCHEVICH, P. & VASILYEVA, M. (2014). Splitting schemes for poroelasticity
and thermoelasticity problems. Computers & Mathematics with Applications, 67(12),
2185-2198. DO1 : https://doi.org/10.1016/j.camwa.2014.02.005 (cf. p. 29, 55)

KOLMOGOROFF, A. (1936). Uber Die Beste Anniherung Von Funktionen Einer Gegebenen
Funktionenklasse. Annals of Mathematics, 37(1), 107-110 (cf. p. 14).

KRAMER, B. (2016). Model reduction for control of a multiphysics system : Coupled Burgers’
equation In 2016 American Control Conference (ACC). 6146-6151. DOI : https://doi.
org/10.1109/ACC.2016.7526635. (Cf. p. 36)

KRIGE, D. G. (1951). A statistical approach to some basic mine valuation problems on the
Witwatersand. Journal of the Chemical, Metallurgical and Mining Society of South
Africa, 52(6), 119-139 (cf. p. 12).

KRIMM, A., CASPER, T., SCHOPS, S., DE GERSEM, H. & CHAMOIN, L. (2019). Proper Gene-
ralized Decomposition of Parameterized Electrothermal Problems Discretized by
the Finite Integration Technique. IEEE Transactions on Magnetics, 55(6), 1-4. DOI :
https://doi.org/10.1109/TMAG.2019.2907223 (cf. p. 38)

KUHL, D., RicC1US, J. & HAIDN, O. J. (2002). Thermomechanical Analysis and Optimization
of Cryogenic Liquid Rocket Engines. Journal of Propulsion and Power, 18(4), 835-846.
DOTI : https://doi.org/10.2514/2.6007 (cf. p. 1)

KUMAR, R. & EZHILARASI, D. (2023). A state-of-the-art survey of model order reduction tech-
niques for large-scale coupled dynamical systems. International Journal of Dynamics
and Control, 11(2), 900-916. DOI : https://doi.org/10.1007/s40435-022-00985-7
(cf. p. 35)

LADEVEZE, P. (1985). Sur une famille d’algorithmes en mécanique des structures. Sur une
famille d’algorithmes en mécanique des structures, 300(2), 41-44 (cf. p. 19, 20, 23, 68).

LADEVEZE, P, PASSIEUX, J.-C. & NERON, D. (2010). The LATIN multiscale computational
method and the Proper Generalized Decomposition. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, 199(21), 1287-1296. DO1 : https://doi.org/10.1016/j.cma.
2009.06.023 (cf. p. 68)

LADEVEZE, P. (1999). Nonlinear Computational Structural Mechanics New Approaches and
Non-Incremental Methods of Calculation (1st ed. 1999..). Springer New York. (Cf. p. 5,
23,32,71,77,78, 84).

LADEVEZE, P. & CHAMOIN, L. (2011). On the verification of model reduction methods based
on the proper generalized decomposition. Computer Methods in Applied Mechanics

147



https://doi.org/10.1016/j.cma.2018.06.030
https://doi.org/10.1016/j.cma.2018.06.030
https://doi.org/10.2514/1.J057063
https://doi.org/10.1016/j.camwa.2014.02.005
https://doi.org/10.1109/ACC.2016.7526635
https://doi.org/10.1109/ACC.2016.7526635
https://doi.org/10.1109/TMAG.2019.2907223
https://doi.org/10.2514/2.6007
https://doi.org/10.1007/s40435-022-00985-7
https://doi.org/10.1016/j.cma.2009.06.023
https://doi.org/10.1016/j.cma.2009.06.023

148

Bibliographie

and Engineering, 200(23), 2032-2047. DO1 : https://doi.org/10.1016/j.cma.2011.02.019
(cf. p.21)

LARION, Y., CHEN, G., ZLOTNIK, S., DIEZ, P., SEETHARAM, S. & MASSART, T.J. (2022). Using
Reduced Basis Approximation for Efficient Surrogate-Based Inverse Identification of
Thermo-Hydro-Mechanical Parameters from an In Situ Heating Test. Rock Mechanics
and Rock Engineering, 55(9), 5739-5757. DOI : https://doi.org/10.1007/s00603-022-
02925-5 (cf. p. 10, 37)

LARION, Y., ZLOTNIK, S., MASSART, T. J. & DIEZ, P. (2020). Building a certified reduced basis
for coupled thermo-hydro-mechanical systems with goal-oriented error estimation.
Computational Mechanics, 66(3), 559-573. DOI : https://doi.org/10.1007/s00466-020-
01865-7 (cf. p. 5, 19, 37, 55)

LEE, J.]J., MARDAL, K.-A. & WINTHER, R. (2017). Parameter-Robust Discretization and Pre-
conditioning of Biot’s Consolidation Model. SIAM Journal on Scientific Computing,
39(1), A1-A24. po1 : https://doi.org/10.1137/15M 1029473 (cf. p. 27)

LEMAITRE, J., CHABOCHE, J.-L., BENALLAL, A. & DESMORAT, R. (2009). Mécanique des
matériaux solides - 3éme édition. Dunod. (Cf. p. 44, 46, 48).

LEWIS, R. & SCHREFLER, B. (1998). The Finite Element Method in the static and dynamic
deformation and consolidation in porous media (T. 34). (Cf. p. 51, 55).

LI1ANG, Y., LEE, H,, L1Mm, S., LIN, W,, LEE, K. & Wu, C. (2002). Proper Orthogonal Decompo-
sition and its applications — Part I : theory. Journal of Sound and Vibration, 252(3),
527-544. DOLI : https://doi.org/10.1006/jsvi.2001.4041 (cf. p. 15)

LOREVE, M. (1955). Probability Theory : Foundations, Random Sequences. Van Nostrand. (Cf.
p- 15).

Ly, K,, JIN, Y., CHEN, Y., YANG, Y., HOU, L., ZHANG, Z., L1, Z. & Fu, C. (2019). Review for order
reduction based on proper orthogonal decomposition and outlooks of applications in
mechanical systems. Mechanical Systems and Signal Processing, 123, 264-297. DO1 :
https://doi.org/10.1016/j.ymssp.2019.01.018 (cf. p. 15)

Lu, Y., BLAL, N. & GRAVOUIL, A. (2018). Space-time POD based computational vademecums
for parametric studies : application to thermo-mechanical problems. Advanced Mo-
deling and Simulation in Engineering Sciences, 5(1), 3. DOI : https://doi.org/10.1186/
s40323-018-0095-6 (cf. p. 10)

LUMLEY, J. L. (1967). The structure of inhomogeneous turbulent flows. Atmospheric Turbu-
lence and Radio Wave Propagation (cf. p. 15).

Luo, P, RODRIGO, C., GASPAR, E. J. & OOSTERLEE, C. W. (2017). On an Uzawa smoother in
multigrid for poroelasticity equations. Numerical Linear Algebra with Applications,
24(1), e2074. DOI : https://doi.org/10.1002/nla.2074 (cf. p. 27)


https://doi.org/10.1016/j.cma.2011.02.019
https://doi.org/10.1007/s00603-022-02925-5
https://doi.org/10.1007/s00603-022-02925-5
https://doi.org/10.1007/s00466-020-01865-7
https://doi.org/10.1007/s00466-020-01865-7
https://doi.org/10.1137/15M1029473
https://doi.org/10.1006/jsvi.2001.4041
https://doi.org/10.1016/j.ymssp.2019.01.018
https://doi.org/10.1186/s40323-018-0095-6
https://doi.org/10.1186/s40323-018-0095-6
https://doi.org/10.1002/nla.2074

Bibliographie

Luo, P, RODRIGO, C., GASPAR, E. & OOSTERLEE, C. (2015). Multigrid method for nonlinear
poroelasticity equations. Computing and Visualization in Science, 17. DOI : https:
//doi.org/10.1007/s00791-016-0260-8 (cf. p. 27)

MADAY, Y. & RONQUIST, E. M. (2002). A reduced-basis element method. Comptes Rendus.
Mathématique, 335(2), 195-200. DOI : https://doi.org/10.1016/S1631-073X(02)02427-5
(cf.p.4,17)

MALLEVAL, P.-E., SCANFF, R. & NERON, D. (2023). On a non-intrusive version of the LATIN-
PGD method for non-linear transient thermal problems. ECCOMAS. (Cf. p. 68, 121).

MARCHAND, B., CHAMOIN, L. & REY, C. (2016). Real-time updating of structural mechanics
models using Kalman filtering, modified constitutive relation error, and proper gene-
ralized decomposition. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
107(9), 786-810. DOTI : https://doi.org/10.1002/nme.5197 (cf. p. 10)

MARENIC, E., SEYCHAL, G. & PASSIEUX, J.-C. (2022). Data driven approach in multiphysics
framework : Application to coupled electro-mechanical problems. Computer Methods
in Applied Mechanics and Engineering, 395, 114959. DOTI : https://doi.org/10.1016/].
cma.2022.114959 (cf. p. 121)

MARTINI, 1., RozzA, G. & HAASDONK, B. (2015). Reduced basis approximation and a-
posteriori error estimation for the coupled Stokes-Darcy system. Advances in Compu-
tational Mathematics, 41(5), 1131-1157. DOI : https://doi.org/10.1007/s10444-014-
9396-6 (cf. p. 37)

MARTINS, J. M. P,, NETO, D. M., ALVES, J. L., OLIVEIRA, M. C., LAURENT, H., ANDRADE-
CAMPOS, A. & MENEZES, L. E (2017). A new staggered algorithm for thermomechanical
coupled problems. International Journal of Solids and Structures, 122-123, 42-58. DOTI :
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2017.06.002 (cf. p. 24, 32)

MATRAY, V., AMLANI, E, FEYEL, E & NERON, D. (2024). A hybrid numerical methodology
coupling reduced order modeling and Graph Neural Networks for non-parametric
geometries : Applications to structural dynamics problems. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 430, 117243. DOI : https://doi.org/10.1016/j.cma.
2024.117243 (cf. p. 19)

Mccoip, C. & GANDER, M. J. (2022). A Provably Robust Algorithm for Triangle-triangle
Intersections in Floating-point Arithmetic. ACM Trans. Math. Softw., 48(2). DOI : https:
//doi.org/10.1145/3513264 (cf. p. 121)

McCuLLOCH, W. S. & PITTS, W. (1943). A logical calculus of the ideas immanent in nervous
activity. The Bulletin of Mathematical Biophysics, 5(4), 115-133. DOI : https://doi.org/
10.1007/bf02478259 (cf. p. 12)

McKAY, M., BECKMAN, R. & CONOVER, W. (1979). A Comparison of Three Methods for
Selecting Values of Input Variables in the Analysis of Output From a Computer Code.
Technometrics, 21(2), 239-245. DOI : https://doi.org/10.1080/00401706.1979.10489755
(cf. p. 12)

149



https://doi.org/10.1007/s00791-016-0260-8
https://doi.org/10.1007/s00791-016-0260-8
https://doi.org/10.1016/S1631-073X(02)02427-5
https://doi.org/10.1002/nme.5197
https://doi.org/10.1016/j.cma.2022.114959
https://doi.org/10.1016/j.cma.2022.114959
https://doi.org/10.1007/s10444-014-9396-6
https://doi.org/10.1007/s10444-014-9396-6
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2017.06.002
https://doi.org/10.1016/j.cma.2024.117243
https://doi.org/10.1016/j.cma.2024.117243
https://doi.org/10.1145/3513264
https://doi.org/10.1145/3513264
https://doi.org/10.1007/bf02478259
https://doi.org/10.1007/bf02478259
https://doi.org/10.1080/00401706.1979.10489755

150

Bibliographie

MEHL, M., UEKERMANN, B., BIJL, H., BLOM, D., GATZHAMMER, B. & VAN ZUIJLEN, A. (2016).
Parallel coupling numerics for partitioned fluid-structure interaction simulations.
Computers & Mathematics with Applications, 71(4), 869-891. DOI : https://doi.org/10.
1016/j.camwa.2015.12.025 (cf. p. 31)

MININGER, X., TALLEB, H. & HENNERON, T. (2016). On the Numerical Modeling of Magnetoe-
lectric device. International Compumag society Newsletters, 23(3), 1026 (cf. p. 38).

MYERS, R., MONTGOMERY, D. & ANDERSON-COOK, C. (2016). Response Surface Methodology :
Process and Product Optimization Using Designed Experiments. Wiley. (Cf. p. 12).

NACHAR, S., BOUCARD, P.-A., NERON, D. & NACKENHORST, A., U. and Fau. (2020a). Multi-
fidelity Metamodels Nourished by Reduced Order Models. In O. WRIGGERS Peter
and Allix & C. WEISSENFELS (Ed.), Virtual Design and Validation (p. 61-79). Springer
International Publishing. DO1 : https://doi.org/10.1007/978-3-030-38156-1_4.
(Cf.p. 12, 78)

NACHAR, S. (2019). Optimisation de structures viscoplastiques par couplage entre métamodele
multi-fidélité et modeles réduits (these de doct.). Université Paris Saclay (COmUE).
(Cf. p. 57, 80, 123).

NACHAR, S., BOUCARD, P.-A., NERON, D. & REY, C. (2020b). Multi-fidelity bayesian optimi-
zation using model-order reduction for viscoplastic structures. Finite Elements in
Analysis and Design, 176, 103400. DOI : https://doi.org/10.1016/j.finel.2020.103400
(cf. p. 10)

NADAL, E., CHINESTA, E, DiEZ, P., FUENMAYOR, E & DENIA, E (2015). Real time parameter
identification and solution reconstruction from experimental data using the Proper
Generalized Decomposition. Computer Methods in Applied Mechanics and Enginee-
ring, 296, 113-128. DOI : https://doi.org/10.1016/j.cma.2015.07.020 (cf. p. 10,
22)

NASIKA, C., DiEz, P,, GERARD, P,, MASSART, T. J. & ZLOTNIK, S. (2022). Towards real time
assessment of earthfill dams via Model Order Reduction. Finite Elements in Analysis
and Design, 199, 103666. DOI : https://doi.org/10.1016/j.finel.2021.103666 (cf. p. 37)

NASIKA, C., DIEZ, P., GERARD, P, MASSART, T. J. & ZLOTNIK, S. (2023). Discrete empirical
interpolation for hyper-reduction of hydro-mechanical problems in groundwater
flow through soil. International Journal for Numerical and Analytical Methods in
Geomechanics, 47(5), 667-693. DOI : https://doi.org/10.1002/nag.3487 (cf. p. 24, 37)

NERON, D. & DUREISSEIX, D. (2008a). A computational strategy for poroelastic problems
with a time interface between coupled physics. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, 73(6), 783-804. DOI : https://doi.org/10.1002/nme.2091
(cf. p. 33, 34, 84, 88, 89)

NERON, D. & DUREISSEIX, D. (2008b). A computational strategy for thermo-poroelastic
structures with a time-space interface coupling. International Journal for Numerical


https://doi.org/10.1016/j.camwa.2015.12.025
https://doi.org/10.1016/j.camwa.2015.12.025
https://doi.org/10.1007/978-3-030-38156-1_4
https://doi.org/10.1016/j.finel.2020.103400
https://doi.org/10.1016/j.cma.2015.07.020
https://doi.org/10.1016/j.finel.2021.103666
https://doi.org/10.1002/nag.3487
https://doi.org/10.1002/nme.2091

Bibliographie

Methods in Engineering, 75(9), 1053-1084. DOI : https://doi.org/10.1002/nme.2283

(cf. p. 5, 33-35, 39, 78)

NERON, D., BOUCARD, P.-A. & RELUN, N. (2015). Time-space PGD for the rapid solution of 3D
nonlinear parametrized problems in the many-query context. International Journal
for Numerical Methods in Engineering, 103(4), 275-292. DO1 : https://doi.org/10.1002/
nme.4893 (cf. p. 5, 23, 101, 102, 121)

NERON, D. & LADEVEZE, P. (2010). Proper Generalized Decomposition for Multiscale and Mul-
tiphysics Problems. Archives of Computational Methods in Engineering, 17(4), 351-372.
DOI : https://doi.org/10.1007/s11831-010-9053-2 (cf. p. 39)

NORRIS, A. (1992). On the correspondence between poroelasticity and thermoelasticity.
Journal of Applied Physics, 71(3), 1138-1141. DOT1 : https://doi.org/10.1063/1.351278
(cf.p.51)

Nouy, A. (2010). A priori model reduction through Proper Generalized Decomposition for
solving time-dependent partial differential equations. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, 199(23-24), 1603-1626. DOTI : https://doi.org/10.1016/j.
cma.2010.01.009 (cf. p. 20, 21)

NOVASCONE, S. R., SPENCER, B. W,, HALES, J. & WILLIAMSON, R. L. (2015). Evaluation of
coupling approaches for thermomechanical simulations. Nuclear Engineering and
Design, 295,910. DOT1 : https://doi.org/10.1016/j.nucengdes.2015.07.005 (cf. p. 26, 32,
92)

NOWACKI, W. & SNEDDON, L. N. (Ed.). (1977). Thermomechanics in solids. Springer Vienna.
DOI : https://doi.org/10.1007/978-3-7091-4354-4. (Cf. p. 42, 43, 46)

OHM, P,, WIESNER, T. A., CYR, E. C., HU, ]. ]., SHADID, ]J. N. & TUMINARO, R. S. (2022). A mono-
lithic algebraic multigrid framework for multiphysics applications with examples from
resistive MHD. ETNA - Electronic Transactions on Numerical Analysis, 55, 365-390.
DOI : https://doi.org/10.1553/etna_vol55s365 (cf. p. 27)

ORDONEZ, A. C., TARDIEU, N., KRUSE, C., Ru1z, D. & GRANET, S. (2023). Scalable block pre-
conditioners for saturated thermo-hydro-mechanics problems. Advanced Modeling
and Simulation in Engineering Sciences, 10(1), 10. DOI1 : https://doi.org/10.1186/
s40323-023-00245-z (cf. p. 26, 27)

OumMAZi1Z, P, GOSSELET, P., BOUCARD, P.-A. & GUINARD, S. (2019). A parallel non-invasive
mixed domain decomposition - Implementation and applications to mechanical
assemblies. Finite Elements in Analysis and Design, 156, 24-33. DOLI : https://doi.org/
10.1016/j.finel.2019.01.004 (cf. p. 68)

PARKUS, H. (1976). Thermoelasticity. Springer-Verlag. DOT1 : https://doi.org/10.1007/978-3-
7091-8447-9. (Cf. p. 42)

151



https://doi.org/10.1002/nme.2283
https://doi.org/10.1002/nme.4893
https://doi.org/10.1002/nme.4893
https://doi.org/10.1007/s11831-010-9053-2
https://doi.org/10.1063/1.351278
https://doi.org/10.1016/j.cma.2010.01.009
https://doi.org/10.1016/j.cma.2010.01.009
https://doi.org/10.1016/j.nucengdes.2015.07.005
https://doi.org/10.1007/978-3-7091-4354-4
https://doi.org/10.1553/etna_vol55s365
https://doi.org/10.1186/s40323-023-00245-z
https://doi.org/10.1186/s40323-023-00245-z
https://doi.org/10.1016/j.finel.2019.01.004
https://doi.org/10.1016/j.finel.2019.01.004
https://doi.org/10.1007/978-3-7091-8447-9
https://doi.org/10.1007/978-3-7091-8447-9

152

Bibliographie

PEARSON, K. (1901). LIIL. On lines and planes of closest fit to systems of points in space. The
London, Edinburgh, and Dublin Philosophical Magazine and Journal of Science, 2(11),
559-572. DOI : https://doi.org/10.1080/14786440109462720 (cf. p. 15)

POWELL, M. J. D. (1981). Approximation Theory and Methods. Cambridge University Press.
(CE. p. 12).

PRATHAP, G. & NAGANARAYANA, B. (1995). Consistent thermal stress evaluation in finite
elements. Computers & Structures, 54(3), 415-426. DOI : https://doi.org/10.1016/0045-
7949(94)00338-4 (cf. p. 55)

PRUD’HOMME, C., Rovas, D. V., VEROY, K., MACHIELS, L., MADAY, Y., PATERA, A. T. &
TURINICI, G. (2001). Reliable Real-Time Solution of Parametrized Partial Differential
Equations : Reduced-Basis Output Bound Methods. Journal of Fluids Engineering,
124(1), 70-80. DOTI : https://doi.org/10.1115/1.1448332 (cf. p. 18)

PRULIERE, E., CHINESTA, FE & AMMAR, A. (2010a). On the deterministic solution of multidi-
mensional parametric models using the Proper Generalized Decomposition. Mathe-
matics and Computers in Simulation, 81(4), 791-810. DOI : https://doi.org/10.1016/j.
matcom.2010.07.015 (cf. p. 5, 21)

PRULIERE, E., FEREC, J., CHINESTA, E & AMMAR, A. (2010b). An efficient reduced simulation
of residual stresses in composite forming processes. International Journal of Material
Forming, 3(S2), 1339-1350. DOT1 : https://doi.org/10.1007/s12289-009-0675-6 (cf. p. 38)

QIN, Z., TALLEB, H. & REN, Z. (2016a). A Proper Generalized Decomposition-Based Solver
for Nonlinear Magnetothermal Problems. IEEE Transactions on Magnetics, 52(2), 1-9.
DOI : https://doi.org/10.1109/TMAG.2015.2492462 (cf. p. 38, 39)

Qin, Z., TALLEB, H., YAN, S., XU, X. & REN, Z. (2016b). Application of PGD on Parametric
Modeling of a Piezoelectric Energy Harvester. IEEE Transactions on Magnetics, 52(11),
1-11. po1 : https://doi.org/10.1109/TMAG.2016.2591001 (cf. p. 5, 21, 24, 38)

QUARTERONI, A., LASSILA, T., ROSSI, S. & RU1Z-BAIER, R. (2017). Integrated Heart—Coupling
multiscale and multiphysics models for the simulation of the cardiac function. Com-
puter Methods in Applied Mechanics and Engineering, 314, 345-407. DOI : https://doi.
org/10.1016/j.cma.2016.05.031 (cf. p. 1)

QUESADA, C., VILLON, P. & SALSAC, A.-V. (2021). Real-time prediction of the deformation
of microcapsules using Proper Orthogonal Decomposition. Journal of Fluids and
Structures, 101, 103193. DOI : https://doi.org/10.1016/j.jfluidstructs.2020.103193
(cf.p. 17)

REIS, T. & STYKEL, T. (2008). A Survey on Model Reduction of Coupled Systems. In W. H. A.
SCHILDERS, H. A. van der VORST & J. RoOMMES (Ed.), Model Order Reduction : Theory,
Research Aspects and Applications (p. 133-155). Springer Berlin Heidelberg. DOTI :
https://doi.org/10.1007/978-3-540-78841-6_7. (Cf. p. 35)


https://doi.org/10.1080/14786440109462720
https://doi.org/10.1016/0045-7949(94)00338-4
https://doi.org/10.1016/0045-7949(94)00338-4
https://doi.org/10.1115/1.1448332
https://doi.org/10.1016/j.matcom.2010.07.015
https://doi.org/10.1016/j.matcom.2010.07.015
https://doi.org/10.1007/s12289-009-0675-6
https://doi.org/10.1109/TMAG.2015.2492462
https://doi.org/10.1109/TMAG.2016.2591001
https://doi.org/10.1016/j.cma.2016.05.031
https://doi.org/10.1016/j.cma.2016.05.031
https://doi.org/10.1016/j.jfluidstructs.2020.103193
https://doi.org/10.1007/978-3-540-78841-6_7

Bibliographie

RODRIGO, C., GASPAR, E J., ADLER, J., HU, X,, OHM, P. & ZIKATANOV, L. (2024). Parameter-
robust preconditioners for Biot’s model. SeMA Journal, 81(1), 51-80. DOTI : https://doi.
org/10.1007/s40324-023-00336-2 (cf. p. 27)

ROSENBLATT, E. (1958). The perceptron : A probabilistic model for information storage and
organization in the brain. Psychological Review, 65(6), 386-408. DOI : https://doi.org/
10.1037/h0042519 (cf. p. 12)

ROYER, C. (1990). Une Approche des problemes de dynamique non-lineaires par la méthode a
grand incrément de temps (these de doct.). Paris 6. (Cf. p. 68).

Ro0zzA, G., HUYNH, D. B. P. & PATERA, A. T. (2007). Reduced basis approximation and a
posteriori error estimation for affinely parametrized elliptic coercive partial differen-
tial equations. Archives of Computational Methods in Engineering, 15(3), 1-47. DOI :
https://doi.org/10.1007/BF03024948 (cf. p. 17)

RuBIO, P.-B., CHAMOIN, L. & LOUF, E. (2019). Real-time Bayesian data assimilation with data
selection, correction of model bias, and on-the-fly uncertainty propagation. Comptes
Rendus Mécanique, 347(11), 762-779. DOI : https://doi.org/10.1016/j.crme.2019.11.004
(cf. p. 10)

RUDA, A., LOUF, E, BOUCARD, P.-A. & MININGER, X. (2022). First Approach on a Mixed
Domain Decomposition Method for 2-D Magnetostatic Simulation of Electrical Ma-
chines. IEEE Transactions on Magnetics, 58(12), 1-8. DOI : https://doi.org/10.1109/
TMAG.2022.3213190 (cf. p. 68)

RUDA, A. (2023). Méthode de décomposition de domaine mixte pour la simulation magnéto-
statique de machines électriques (thése de doct.). Université Paris-Saclay. (Cf. p. 57,

59).

RYCKELYNCK, D. (2005). A priori hyperreduction method : an adaptive approach. Journal of
Computational Physics, 202(1), 346-366. DOI : https://doi.org/10.1016/j.jcp.2004.07.
015 (cf. p. 17)

SAAD, Y. & SCHULTZ, M. H. (1986). GMRES : A Generalized Minimal Residual Algorithm
for Solving Nonsymmetric Linear Systems. SIAM Journal on Scientific and Statistical
Computing, 7(3), 856-869. DOI : https://doi.org/10.1137/0907058 (cf. p. 27, 96)

SAAD, Y. (2003). Iterative Methods for Sparse Linear Systems. DOI : https://doi.org/10.1137/1.
9780898718003.ch4. (Cf. p. 27)

SACKS, J., WELCH, W. J., MITCHELL, T. J. & WYNN, H. P. (1989). Design and Analysis of
Computer Experiments. Statistical Science, 4(4), 409-423. DOI : https://doi.org/10.
1214/ss/1177012413 (cf. p. 12)

SALENGON, J. (2007). Mécanique des milieux continus : Thermoélasticité. les Editions de
I'Ecole polytechnique. (Cf. p. 46).

SCANFF, R., NACHAR, S., BOUCARD, P. .-. & NERON, D. (2021). A Study on the LATIN-PGD
Method : Analysis of Some Variants in the Light of the Latest Developments. Archives

153



https://doi.org/10.1007/s40324-023-00336-2
https://doi.org/10.1007/s40324-023-00336-2
https://doi.org/10.1037/h0042519
https://doi.org/10.1037/h0042519
https://doi.org/10.1007/BF03024948
https://doi.org/10.1016/j.crme.2019.11.004
https://doi.org/10.1109/TMAG.2022.3213190
https://doi.org/10.1109/TMAG.2022.3213190
https://doi.org/10.1016/j.jcp.2004.07.015
https://doi.org/10.1016/j.jcp.2004.07.015
https://doi.org/10.1137/0907058
https://doi.org/10.1137/1.9780898718003.ch4
https://doi.org/10.1137/1.9780898718003.ch4
https://doi.org/10.1214/ss/1177012413
https://doi.org/10.1214/ss/1177012413

154

Bibliographie

of Computational Methods in Engineering, 28(5), 3457-3473. DOI : https://doi.org/10.
1007/s11831-020-09514-1 (cf. p. 68, 78)

SCANFF, R. (2022). Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire
(theése de doct.). Université Paris-Saclay. (Cf. p. 57, 79).

SCANFF, R., NERON, D., LADEVEZE, P.,, BARABINOT, P.,, CUGNON, E & DELSEMME, J.-P. (2022).
Weakly-invasive LATIN-PGD for solving time-dependent non-linear parametrized
problems in solid mechanics. Computer Methods in Applied Mechanics and Enginee-
ring, 396, 114999. DOI : https://doi.org/10.1016/j.cma.2022.114999 (cf. p. 6, 23, 68,
100, 102, 121)

SCHULER, L. (2023). Réduction et recalage de modeles d’un module de puissance : vers un
Jjumeau numérique probabiliste pour la prédiction de durée de vie restante (these de
doct.). Université Paris-Saclay. (Cf. p. 4, 121).

SCHULER, L., CHAMOIN, L., KHATIR, Z., BERKANI, M., OUHAB, M. & DEGRENNE, N. (2022a).
Iterative PGD model reduction for the strongly-coupled thermomechanical analysis
of crack propagation in power electronic modules. Computational Mechanics, 70(2),
407-424. DOI : https://doi.org/10.1007/s00466-022-02173-y (cf. p. 38, 39)

SCHULER, L., CHAMOIN, L., KHATIR, Z., BERKANI, M., OUHAB, M. & DEGRENNE, N. (2022b).
A Reduced Model Based on Proper Generalized Decomposition for the Fast Analysis
of IGBT Power Modules Lifetime. Journal of Electronic Packaging, 144(031013). DOTI :
https://doi.org/10.1115/1.4053767 (cf. p. 38)

SEO, J., SCHIAVAZZI, D. E., KAHN, A. M. & MARSDEN, A. L. (2020). The effects of clinically-
derived parametric data uncertainty in patient-specific coronary simulations with
deformable walls. International Journal for Numerical Methods in Biomedical Engi-
neering, 36(8). DOI : https://doi.org/10.1002/cnm.3351 (cf. p. 3)

SHAH, N. V,, GIRFOGLIO, M., QUINTELA, P, R0ZZA, G., LENGOMIN, A., BALLARIN, E & BARRAL,
P. (2022). Finite element based Model Order Reduction for parametrized one-way
coupled steady state linear thermo-mechanical problems. Finite Elements in Analysis
and Design, 212,103837. DOI : https://doi.org/10.1016/j.finel.2022.103837 (cf. p. 16)

SHU, W. & STANCIULESCU, I. (2019). Monolithic and Staggered Strategies Using Solid-Shell
Formulations for Nonlinear Coupled Thermoelasticity. Journal of Engineering Mecha-
nics, 145(12), 04019095. DOI : https://doi.org/10.1061/(ASCE)EM.1943-7889.0001669
(cf. p.61,62)

STEWART, G. W. (1993). On the Early History of the Singular Value Decomposition. SIAM
Review, 35(4), 551-566. DOI : https://doi.org/10.1137/1035134 (cf. p. 15)

TANAKA, M., MATSUMOTO, T. & MORADI, M. (1995). Application of boundary element method
to 3-D problems of coupled thermoelasticity. Engineering Analysis with Boundary
Elements, 16(4), 297-303. DOI : https://doi.org/10.1016/0955-7997(95) 00074 -7
(cf. p. 25, 60-62)


https://doi.org/10.1007/s11831-020-09514-1
https://doi.org/10.1007/s11831-020-09514-1
https://doi.org/10.1016/j.cma.2022.114999
https://doi.org/10.1007/s00466-022-02173-y
https://doi.org/10.1115/1.4053767
https://doi.org/10.1002/cnm.3351
https://doi.org/10.1016/j.finel.2022.103837
https://doi.org/10.1061/(ASCE)EM.1943-7889.0001669
https://doi.org/10.1137/1035134
https://doi.org/10.1016/0955-7997(95)00074-7

Bibliographie

TEIXEIRA, R., NOGAL, M. & O’CONNOR, A. (2021). Adaptive approaches in metamodel-based
reliability analysis : A review. Structural Safety, 89, 102019. DOI : https://doi.org/10.
1016/j.strusafe.2020.102019 (cf. p. 12)

VABISHCHEVICH, P. N., VASIL’EVA, M. V. & KOLESOV, A. E. (2014). Splitting scheme for po-
roelasticity and thermoelasticity problems. Computational Mathematics and Mathe-
matical Physics, 54(8), 1305-1315. DO1 : https://doi.org/10.1134/50965542514080132
(cf. p. 29, 55)

VERDUGO, E & WALL, W. A. (2016). Unified computational framework for the efficient
solution of n-field coupled problems with monolithic schemes. Computer Methods
in Applied Mechanics and Engineering, 310, 335-366. DOI : https://doi.org/10.1016/j.
cma.2016.07.016 (cf. p. 25, 27, 61)

VERGAR]I, L., CAMMI, A. & LORENZI, S. (2020). Reduced order modeling approach for pa-
rametrized thermal-hydraulics problems : inclusion of the energy equation in the
POD-FV-ROM method. Progress in Nuclear Energy, 118, 103071. DOI : https://doi.org/
10.1016/j.pnucene.2019.103071 (cf. p. 37)

VERGARI, L., CAMMI, A. & LORENZI, S. (2021). Reduced order modeling for coupled thermal-
hydraulics and reactor physics problems. Progress in Nuclear Energy, 140, 103899. DOI
: https://doi.org/10.1016/j.pnucene.2021.103899 (cf. p. 37)

VILA-CHA, J. L. P,, COUTO CARNEIRO, A. M., FERREIRA, B. P. & ANDRADE PIRES, E M. (2023).
A numerical assessment of partitioned implicit methods for thermomechanical pro-
blems. Computers & Structures, 277-278, 106969. DOI : https://doi.org/10.1016/].
compstruc.2022.106969 (cf. p. 24, 27, 32)

VITSE, M., NERON, D. & BOUCARD, P.-A. (2019). Dealing with a nonlinear material behavior
and its variability through PGD models : Application to reinforced concrete structures.
Finite Elements in Analysis and Design, 153, 22-37. DOI : https://doi.org/10.1016/j.
finel.2018.05.006 (cf. p. 10, 22)

VITSE, M. (2016). Model-order reduction for the parametric analysis of damage in reinforced
concrete structures (thése de doct.). Université Paris Saclay (COmUE). (Cf. p. 57).

WANG, Y, YU, B,, CA0, Z., ZoU, W. & YU, G. (2012). A comparative study of POD interpola-
tion and POD projection methods for fast and accurate prediction of heat transfer
problems. International Journal of Heat and Mass Transfer, 55(17), 4827-4836. DOI :
https://doi.org/10.1016/j.ijheatmasstransfer.2012.04.053 (cf. p. 16)

WATHEN, M. & GREIF, C. (2020). A Scalable Approximate Inverse Block Preconditioner for an
Incompressible Magnetohydrodynamics Model Problem. SIAM Journal on Scientific
Computing, 42(1), B57-B79. DO1 : https://doi.org/10.1137/19M 1255409 (cf. p. 27)

WHITE, J. A., CASTELLETTO, N. & TCHELEPI, H. A. (2016). Block-partitioned solvers for cou-
pled poromechanics : A unified framework. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, 303, 55-74. DOI : https://doi.org/10.1016/j.cma.2016.01.008 (cf. p. 24,
27)

155



https://doi.org/10.1016/j.strusafe.2020.102019
https://doi.org/10.1016/j.strusafe.2020.102019
https://doi.org/10.1134/S0965542514080132
https://doi.org/10.1016/j.cma.2016.07.016
https://doi.org/10.1016/j.cma.2016.07.016
https://doi.org/10.1016/j.pnucene.2019.103071
https://doi.org/10.1016/j.pnucene.2019.103071
https://doi.org/10.1016/j.pnucene.2021.103899
https://doi.org/10.1016/j.compstruc.2022.106969
https://doi.org/10.1016/j.compstruc.2022.106969
https://doi.org/10.1016/j.finel.2018.05.006
https://doi.org/10.1016/j.finel.2018.05.006
https://doi.org/10.1016/j.ijheatmasstransfer.2012.04.053
https://doi.org/10.1137/19M1255409
https://doi.org/10.1016/j.cma.2016.01.008

156

Bibliographie

Wu, C,, LIANG, Y., LIN, W,, LEE, H. & LIM, S. (2003). A note on equivalence of proper orthogo-
nal decomposition methods. Journal of Sound and Vibration, 265(5), 1103-1110. DOI :
https://doi.org/10.1016/S0022-460X(03)00032-4 (cf. p. 15)

WURTZER, E, BOUCARD, P.-A., LADEVEZE, P. & NERON, D. (2022). Premiere approche d'une
stratégie de partitionnement multimodéle pour la simulation de problémes multiphy-
siques. In Congres Frangais de Mécanique 2022 - CEM 2022. Nantes, France. (Cf. p. 103,
120).

WURTZER, E, BOUCARD, P.-A., LADEVEZE, P. & NERON, D. (2024a). Une approche modulaire
basée sur la PGD pour la résolution de problemes multiphysiques fortement couplés.
In 16éme Colloque National en Calcul des Structures. Giens, France. (Cf. p. 103, 120).

WURTZER, E & CHERRIERE, T. (2024). fwurtzer/Benchmark_Danilovskaia (répertoire GitHub)
(Version v1.0). Zenodo. DOI : https://doi.org/10.5281/zenodo.13370352. (Cf. p. 63, 65)

WURTZER, E, NERON, D. & BOUCARD, P.-A. (2024b). A modular model-order reduction
approach for the solution of parametrized strongly-coupled thermo-mechanical pro-
blems. Finite Elements in Analysis and Design, 239, 104207. DOT1 : https://doi.org/10.
1016/j.finel.2024.104207 (cf. p. 67, 99, 120)

XICHENG, W. & SCHREFLER, B. (2003). Fully coupled thermo-hydro-mechanics analysis by
an algebraic multigrid method. Engineering Computations, 20, 211-229. DOI : https:
//doi.org/10.1108/02644400310465326 (cf. p. 27)

ZHANG, J., JACKSON, T., FADY, N. & BUCKMASTER, J. (2009). Multi-physics Numerical Simula-
tion of Erosion in Rocket Nozzle In 47th AIAA Aerospace Sciences Meeting including The
New Horizons Forum and Aerospace Exposition. DOI : https://doi.org/10.2514/6.2009-
833. (Cf.p.2)

ZHANG, Y., FENG, L., LI, S. & BENNER, P. (2015). An Efficient Output Error Estimation for Mo-
del Order Reduction of Parametrized Evolution Equations. SIAM Journal on Scientific
Computing, 37(6), B910-B936. DOI : https://doi.org/10.1137/140998603 (cf. p. 18)

ZIENKIEWICZ, O., TAYLOR, R. & FOX, D. (2013). The Finite Element Method for solid and
structural mechanics : seventh edition. Elsevier. DOI : https://doi.org/10.1016/c2009-
0-26332-x. (Cf. p. 54)

ZIMMERMAN, R. W. (2000). Coupling in poroelasticity and thermoelasticity. International
Journal of Rock Mechanics and Mining Sciences, 37(1), 79-87. DOI : https://doi.org/10.
1016/S1365-1609(99)00094-5 (cf. p. 52, 84, 91)

Z1OTNIK, S., DiEZ, P., MODESTO, D. & HUERTA, A. (2015). Proper generalized decomposi-
tion of a geometrically parametrized heat problem with geophysical applications.
International Journal for Numerical Methods in Engineering, 103(10), 737-758. DOI :
https://doi.org/10.1002/nme.4909 (cf. p. 22)


https://doi.org/10.1016/S0022-460X(03)00032-4
https://doi.org/10.5281/zenodo.13370352
https://doi.org/10.1016/j.finel.2024.104207
https://doi.org/10.1016/j.finel.2024.104207
https://doi.org/10.1108/02644400310465326
https://doi.org/10.1108/02644400310465326
https://doi.org/10.2514/6.2009-833
https://doi.org/10.2514/6.2009-833
https://doi.org/10.1137/140998603
https://doi.org/10.1016/c2009-0-26332-x
https://doi.org/10.1016/c2009-0-26332-x
https://doi.org/10.1016/S1365-1609(99)00094-5
https://doi.org/10.1016/S1365-1609(99)00094-5
https://doi.org/10.1002/nme.4909

	Remerciements
	Table des figures
	Liste des tableaux
	Notations
	Introduction
	Contexte
	Verrous et positionnement
	Organisation du manuscrit

	1 État de l'art – résolution de problèmes multiphysiques couplés paramétrés
	1 Résolution de problèmes paramétrés
	1.1 Écriture générique d'un problème paramétré
	1.2 Résolution à l'aide de modèles de substitution
	1.3 Résolution à l'aide de modèles réduits

	2 Méthodes de réduction de modèle (ROM)
	2.1 Proper Orthogonal Decomposition (POD)
	2.2 Méthode Reduced Basis (RB)
	2.3 Proper Generalized Decomposition (PGD)

	3 Résolution de problèmes multiphysiques
	3.1 Classification des problèmes multiphysiques couplés
	3.2 Approche monolithique
	3.3 Approches partitionnées
	3.4 Approche partitionnée basée sur la méthode LATIN

	4 Application des méthodes de ROM à des problèmes multiphysiques
	4.1 Méthodes a posteriori
	4.2 Méthodes a priori

	Bilan du chapitre

	2 Problème multiphysique de référence : présentation et implémentation
	1 Les équations de la thermo-élasticité linéaire
	1.1 Hypothèses et quantités mises en jeu
	1.2 Équations de la mécanique
	1.3 Équations de la thermique – formalisme thermodynamique
	1.4 Bilan des équations
	1.5 Remarques sur le problème couplé

	2 Formulation discrète
	2.1 Écriture sous forme faible
	2.2 Discrétisation par éléments finis

	3 Implémentation numérique
	3.1 romlab: une plateforme collaborative
	3.2 Comparaison à un benchmark : validation et discussion

	Bilan du chapitre

	3 La méthode LATIN-PGD : cas d’application multiphysique
	1 La méthode LATIN-PGD appliquée à la thermo-élasticité
	1.1 Séparation des difficultés
	1.2 Algorithme itératif à deux étapes
	1.3 L'étape couplée locale
	1.4 L'étape découplée linéaire
	1.5 Réduction de modèle

	2 Implémentation numérique sur un exemple académique
	2.1 Description du cas test
	2.2 Validation de la méthode
	2.3 Choix des directions de recherche
	2.4 Influence de la force de couplage

	3 Application à un cas d'échelle
	3.1 Description du cas test
	3.2 Résultats numériques et analyse des performances

	Bilan du chapitre

	4 Résolution de problèmes multiphysiques paramétrés
	1 Méthode multiparamétrique basée sur le solveur LATIN-PGD
	1.1 Idées générales et historique des développements
	1.2 Extension aux problèmes multiphysiques

	2 Variation d’un paramètre influençant la force du couplage
	2.1 Motivations
	2.2 Étude paramétrique

	3 Variation de deux paramètres matériaux
	3.1 Description de l'étude
	3.2 Analyse des résultats
	3.3 Limites

	Bilan du chapitre

	Conclusion générale et perspectives
	A Sélection de contributions à romlab
	B Opérateurs éléments finis dans romlab
	Bibliographie

