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Résumé

Résumé en Français

La commande prédictive (MPC) comporte d’indéniables atouts pour la commande du
cœur des réacteurs à eau pressurisée (REP) ; elle a vocation à enrichir l’offre commerciale
de Framatome. Néanmoins, les performances de la MPC sont conditionnées par la qualité
du modèle de prédiction sous-jacent et la connaissance à chaque instant de l’état courant
du modèle de réacteur. Cette thèse revient sur ces deux aspects qui constituent les verrous
industriels. Elle propose un modèle de cœur de complexité juste suffisante, et le moyen de
procéder à la calibration adaptative de certains de ses paramètres. C’est que la dynamique
du cœur évolue avec l’épuisement du combustible ; sa prise en compte par des paramètres
prédéterminés nécessite un travail conséquent. A rebours, nous proposons l’utilisation d’un
estimateur à horizon glissant (MHE), pour estimer conjointement l’état du modèle ainsi que
certains paramètres. Raideur et non-linéarité du modèle prédictif (en lien avec les caractéris-
tiques du process) rendent les choix d’implémentation de l’estimateur cruciaux. Exploitation
directe du modèle à temps continu, intégrateur implicite, collocation, interpolation des
données d’entrée sont autant de concepts participant à la performance et résilience de la
MHE, là où les méthodes traditionnelles échouent (e.g. EKF). L’estimateur est validé sur la
base de simulations fines réalisées sur le simulateur expert SOFIA utilisé à Framatome.

Résumé en Anglais

The model predictive control (MPC) approach has undeniable advantages for the core
control of Pressurized Water Reactors (PWR) ; it is poised to enhance Framatome’s com-
mercial offering. Nevertheless, the performance of MPC is conditioned by the quality of
the underlying predictive model and the real-time knowledge of the current state of the
reactor core model. This thesis revisits these two aspects that constitute industrial barriers.
It proposes a model of the core with just sufficient complexity and a method to perform
adaptive calibration of some of its parameters. This is because the core dynamics evolve with
fuel depletion ; accounting for this through predetermined parameters requires significant
effort. We propose the use of a Moving Horizon Estimator (MHE) to jointly estimate the state
variables of the model. The stiffness and non-linear nature of the dynamic model (related
to the characteristics of the process) make the the implementation choices of the estimator
crucial. Direct exploitation of the continuous-time model, implicit integrator, collocation,
interpolation of input data, etc. are key concepts resulting into a performant and resilient
MHE estimator, where traditional methods fail (e.g., EKF). The estimator is validated based
on fine simulations carried out on the expert simulator SOFIA used at Framatome.
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Introduction

Contexte

Le réseau électrique permet de distribuer et d’acheminer l’électricité produite par l’en-
semble des unités de production aux consommateurs. En France et en Europe, l’électricité est
distribuée en courant alternatif, à une fréquence de 50Hz. Il est important que la fréquence
du courant soit régulée précisément car un trop grand écart avec la référence pourrait
entraîner une détérioration des équipements sur le réseau.

Il est nécessaire que les quantités d’énergie consommée et produite soient en équilibre car
il n’existe pas aujourd’hui de solutions de stockage de l’électricité. Un déséquilibre important
détériore la qualité du courant. En cas de déséquilibre encore plus important, on s’expose à
des risques de coupures du courant voire des blackouts. Plusieurs mécanismes de régulation
de la fréquence du courant sont mis en œuvre vis-à-vis de la production[Reb+07a] :

— le réglage primaire à l’échelle de chaque unité de production (suivant une régulation
de type proportionnelle) qui vise à limiter le déséquilibre ;

— le réglage secondaire qui est centralisé et vise à rétablir la fréquence du courant à sa
référence (suivant une régulation de type PI) ;

— le réglage tertiaire qui vise à rétablir les réserves primaires et secondaires.

ainsi que des mécanismes de marché[Reb+07b]. Les énergies renouvelables telles que
l’éolien ou le solaire photovoltaïque sont non pilotables. Au gré des variations des conditions
météorologiques, la production de ces énergies varie en temps réel et elles ont priorité sur les
autres énergies. De plus, les énergies renouvelables sont massivement déployées dans le but
de réduire la part des énergies carbonnées (pétrole, charbon, gaz) dans le mix énergétique.
En conséquence, les unités de production pilotables telles que les centrales thermiques,
hydrauliques et nucléaires doivent porter le poids de l’équilibrage de la production sur la
consommation et faire preuve de toujours plus de flexibilité. Des situations de prix spot de
l’électricité négatif[PD22] (figure 1) voient le jour plus en plus fréquemment.

Espagne 9.0€/MWh
Italie 2.0€/MWh
Angleterre -4.47€/MWh
Pays-Bas -4.6€/MWh

Belgique -44.59€/MWh
France -48.17€/MWh
Suisse -55.7€/MWh

Autriche -69.23€/MWh
Allemagne -69.99€/MWh

Figure 1 – Prix de l’électricité en Europe le 24 mai 2020.
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Flexibilité des centrales nucléaires

Les centrales nucléaires peuvent fonctionner en « base » (à 100% de leur puissance
nominale) ou en « suivi de charge » où il s’agit de faire varier la puissance du réacteur pour
adapter la production d’électricité de la tranche et suivre une référence de puissance. Les
réacteurs sont des systèmes complexes et de nombreuses considérations entrent en jeu dans
leur exploitation comme par exemple la sûreté, la réduction des coûts et la maximisation des
profits, la réduction des effluents, la limitation de l’usure des actionneurs et la robustesse
de la commande.

De précédents travaux à Framatome visant à l’amélioration de la flexibilité des centrales
[Lem18 ; Dup23] ont mené au développement d’outils d’aide au pilotage basés sur la
commande prédictive, qui possède de nombreux avantages en particulier vis-à-vis du respect
de contraintes de fonctionnement difficile à garantir autrement. Ces travaux ont permis
d’élaborer un modèle de cœur adapté à la commande prédictive suffisamment simple du
point de vue calculatoire mais néanmoins pertinent au regard de sa capacité à prédire le
comportement court terme du processus. La solution d’aide au pilotage proposée dans l’offre
commerciale de Framatome, appelée OAPS (Operator Aid Predictive System), a été validée
par des simulations fines et des tests en situation simulée avec des opérateurs. Néanmoins,
il reste quelques verrous technologiques à lever pour faciliter le déploiement de la solution
et garantir ses performances.

D’une part le comportement du cœur, à mesure que le combustible est épuisé, s’éloigne
du comportement du modèle conceptuel. Les paramètres du modèle de commande peuvent
être ajustés périodiquement pour assurer que le modèle reste représentatif du comportement
courant du cœur. Cette modification des paramètres suppose dès lors de déterminer en
amont plusieurs jeux de paramètres pour le modèle, puis d’effectuer en ligne une mise à
jour de la paramétrisation adaptée. Cette approche requiert cependant une maintenance
qui peut s’avérer lourde de mise en œuvre.

D’autre part, la commande prédictive nécessite de connaître à tout instant l’état du
process projeté sur le modèle de prédiction utilisé par la MPC. Dans le cas du modèle de cœur
employé, certaines variables d’état ne sont pas mesurées. Il est nécessaire de reconstruire
les variables manquantes à partir des mesures disponibles. Un schéma d’estimation ad-hoc
est implémenté à ce stade avec l’outil d’aide au pilotage mais présente certaines limites :

— Les commandes effectivement appliquées au système par l’opérateur peuvent différer
de la suggestion de l’outil d’aide au pilotage (stratégie non suivie ou avec retard).
Cependant, le schéma d’estimation actuel suppose que l’opérateur suit les recomman-
dations à la lettre. L’estimation devrait de préférence prendre en compte les signaux
de commande effectivement appliqués au système.

— Les estimations de certains états non mesurés évoluent en boucle ouverte. La stabilité
de l’erreur d’estimation n’est pas garantie et la pertinence des recommandations d’aide
au pilotage peut-être discutée.

— Les signaux de mesure peuvent parvenir avec un retard, en fonction des capteurs
disponibles et du système d’acquisition.

Cette thèse entend répondre aux besoins soulevés précédemment en proposant un
estimateur fiable pour l’état et certains paramètres d’intérêt du modèle interne de la MPC.
La tâche est rendue complexe du fait de la forte raideur du process, du caractère non-
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linéaire et d’ordre élevé du modèle conceptuel et des contraintes qui s’imposent au schéma
d’estimation. Ces points de difficulté conditionnent lourdement le choix de la méthodologie
envisagée. L’estimation par horizon glissant nous a semblé la plus à même à répondre au
cahier des charges.

Contributions

La contribution principale de cette thèse consiste en la conception et l’implémentation
d’un estimateur d’état et paramètres résilient, par horizon glissant, pour un modèle de
réacteur nucléaire. Le modèle d’estimation, bien que simplifié en comparaison des codes de
calcul scientifique modélisant finement le système, est complexe du fait de ses non-linéarités,
de sa raideur et de son ordre élevé. Il nécessite en outre d’ajuster certains paramètres de
réglage.

Dans un second temps, les qualités de prédiction du modèle thermique de l’échauffement
du caloporteur ont été grandement améliorées en se basant sur un calcul portant sur
l’enthalpie massique et une calibration sur un simulateur fin. Le gain de représentativité du
modèle contribue à la précision de l’estimateur, qui a été validée sur des données issues de
simulations fines.

Enfin, nous avons réalisé et formalisé un positionnement bibliographique large et une
réflexion méthodologique ad hoc sur la résolution des problèmes de contrôle optimal, dans
un formalisme commun à la commande prédictive et l’estimation par horizon glissant.
Il permet notamment de mieux cerner les choix d’implémentation nécessaires au bon
fonctionnement de l’estimateur. En particulier, la discussion se concentre sur les méthodes
de simulation numérique, de transcription d’un problème de contrôle optimal en programme
non-linéaire et les méthodes de résolution de ces derniers. L’attention porte en particulier
sur les optimisations qui rendent possibles des résolutions de ces problèmes en temps
raisonnable.

Plan du manuscrit

Le présent manuscrit est divisé en deux parties a. La première partie traite de l’estimation
par horizon glissant en l’introduisant formellement dans le chapitre 1 et le positionnant
par rapport à d’autres méthodes populaires d’estimation. La résolution par les méthodes
directes du problème d’optimisation à résoudre en MHE fait l’objet du reste de la partie. Les
« briques » élémentaires de la résolution numérique sont présentées : la simulation numérique
(chapitre 2), la transcription du problème à temps continu en un programme non-linéaire
(chapitre 3) et enfin les méthodes de résolution des programmes non-linéaires (chapitre 4).
La seconde partie présente les éléments de modélisation des cœurs de réacteurs nucléaires
partant la physique du système aux modèles de conception et de validation. Enfin l’estimation
par horizon glissant implémentée pour l’état et les paramètres du modèle de conception est
présentée.

a. Ce plan ne reflète pas le cheminement qui a mené au choix de la MHE pour l’application cible. métho-
dologiques et applicatives. Le choix de la MHE trouve sa justification à la lumière de la deuxième partie, qui
présente le système et sa modélisation.





5

Première partie

Estimation à horizon glissant
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Chapitre 1

État de l’art en estimation

Considérons un système dynamique dans une représentation d’état :

ẋ(t) = f (x(t),u(t))
y(t) = h(x(t),u(t))

(1.1)

où x ∈ Rn, u ∈ Rnu , y ∈ Rny , n est appelé l’ordre du système, la fonction f est appelée
fonction d’évolution du système, la fonction h la fonction de mesure et u désigne les signaux
de commande (ou entrées) appliquées au système. Il est courant que l’état complet x(t)
du système soit inaccessible a. C’est une limite pour la synthèse de lois de commande qui
exploitent tout l’état mais également à des fins de diagnostic sur le système. Dans certains
cas, il est possible cependant de reconstruire l’état interne du système à partir de ses sorties
et de ses entrées passées. On parle de système observable. Pour un tel système, il est possible
de concevoir un système dynamique appelé observateur dont le rôle est de reconstruire tout
ou partie de variables d’état non mesurées. Un observateur est un système dynamique de la
forme suivante :

ż(t) = F(z(t), h(x(t), u(t))

où z ∈ Rn est l’état de l’observateur. Il est possible de concevoir l’observateur tel que
T (z) −−−→

t→∞
x pour une certaine fonction T : Rnz → Rn [Lue72] (le cas trivial correspond à

l’identité). On note par la suite x̂ l’estimée de x .

Les mesures sur le système sont utilisées pour reconstruire les états non mesurés. Ces
mesures sont bruitées par nature et il est possible que la même quantité soit mesurée par
plusieurs capteurs différents. L’observateur peut alors avoir un rôle de fusion des données,
afin d’agréger plusieurs mesures imprécises en une estimation plus fiable. Par ailleurs, le
système est soumis à des perturbations extérieures, qui ne sont pas forcément mesurées.
L’observateur peut alors servir à filtrer les perturbations et bruits de mesure.

+

Perturbations w

Système +

Bruit de mesure v

Observateur
u ub y x̂

Figure 1.1 – Estimation d’état via un observateur.

a. Par manque d’instrumentation, soit pour des raisons économiques ou parce qu’il est physiquement
impossible de réaliser une telle mesure.
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1.1 Observabilité

Il convient en premier lieu de définir la notion d’observabilité pour un système dynamique.
De manière générale, un système est dit observable s’il est possible de déterminer son état
interne en « regardant » ses sorties. L’évolution des sorties, en connaissance de la dynamique
du système (son comportement), permet de déterminer la valeur de l’état interne sans
le mesurer. Autrement dit, un système observable est un système pour lequel il existe un
observateur.
Définition 1.1 (Système observable en temps T)

On dit d’un système qu’il est observable en temps T s’il est possible de reconstruire
l’état initial du système x0 à partir de l’observation des entrées UI et sorties YI du
système sur l’intervalle de temps I = [0, T].

L’observabilité d’un système dépend de sa dynamique, ainsi que de l’instrumentation
sur ce système, c’est-à-dire les mesures disponibles (certaines mesures sont cruciales pour
reconstruire les états du systèmes) ainsi que la nature des bruits de mesure. Une propriété
nécessaire à l’observabilité d’un système est sa détectabilité [ABS13 ; Ber19].
Définition 1.2 (Système détectable)

Soit le système eq. 1.1 et soient deux trajectoires x1(t) et x2(t) issues du signal de
commande u(t) appliqué au système à partir des conditions initiales x1(t0) et x2(t0). Le
système eq. 1.1 est dit détectable si :

∀t > 0, h(x1(t)) = h(x2(t)) ⇒ lim
t→∞
||x1(t)− x2(t)||= 0. (1.2)

Pour un système détectable, bien que les conditions initiales x1(t0) et x2(t0) soient indiffé-
renciables par la mesure, les trajectoires sont asymptotiquement identiques.

1.1.1 Observabilité des systèmes linéaires

Dans le cas des systèmes linéaires, il existe des critères simples à mettre en œuvre pour
déterminer leur observabilité. Ces critères sont intéressants car ils sont exprimés par des
conditions suffisantes et nécessaires, on peut donc répondre immédiatement à la question
de l’observabilité ou de la non-observabilité du système. On introduit le système linéaire
invariant dans le temps :

¨

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = C x(t) + Du(t)
(1.3)

Définition 1.3 (Matrice d’observabilité)
La matrice d’observabilité du système (eq. 1.3) est définie comme :

O =











C
CA
...

CAn−1











(1.4)
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Théorème 1.4 (Critère de Kalman)
Le système linéaire (eq. 1.3) est observable si et seulement si sa matrice d’observabilité
(eq. 1.4) est de rang n.

1.1.2 Observabilité des systèmes non-linéaires

Nous faisons ici le choix, pour la simplicité de l’exposé, de rappeler des résultats choisis
concernant la caractérisation de l’observabilité d’un système non-linéaire. Soit le système
non-linéaire autonome (sans terme de commande) :

ẋ(t) = f (x(t))
y(t) = h(x(t))

(1.5)

Le critère d’observabilité de Kalman se généralise aux systèmes non-linéaires [KET73 ;
Ber19], en passant par la construction de “l’observability mapping” H du système via les
dérivées de Lie. Soit la fonction :

Ok(x) =







h(x)
...

dLk−1
f (h)(x)






(1.6)

où dLk−1
f (h)(x) = dk−1 y

dk−1 t . S’il existe k tel que cette matrice soit de rang n en x , alors le
système est observable localement en x [HK77]. Dans le cadre linéaire, le théorème de
Cayley-Hamilton nous permet de déterminer qu’il n’est pas nécessaire d’aller au delà de
k = n − 1 (au delà, les puissances de Ak s’expriment comme combinaison linéaire des
(I , A, ..., An−1) et le rang de la matrice d’observabilité ne peut plus augmenter). Un système
linéaire non observable en n instants n’est pas observable. Un tel résultat n’existe pas pour
les système non-linéaires, donc nous ne savons pas « quand il faut s’arrêter ». Ne pas trouver
de valeur de k qui puisse satisfaire la condition ne constitue pas une preuve de la non-
observabilité du système. La détermination de Ok(x) pour un système non trivial s’avère
difficile et sujet aux erreurs, ce qui peut nécessiter de recourir au calcul formel.

Ce critère s’étend aux systèmes avec un terme de commande u, mais dans ce cas,
l’observabilité du problème dépend également du signal de commande appliqué au système
[Ber19].

D’autres définitions de l’observabilité (et de la détectabilité) d’un système non-linéaire
sont employées, comme la stabilité entrée/sortie-état incrémentale (i-IOSS) [SW97 ; RMD17],
qui permet l’analyse de la stabilité de l’estimateur à horizon glissant.
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Figure 1.2 – Fonctionnement du filtre de Kalman. L’étape de correction permet à la fois d’intégrer

les mesures pour améliorer l’estimation et de réduire l’incertitude sur l’erreur d’estimation.

1.2 Observateur d’état

1.2.1 Observateur de Luenberger

Soit le système linéaire (eq. 1.3). Si la matrice A est Hurwitz (i.e. pour toute valeur
propre λ de A : ℜ(λ)< 0), alors le système :

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t)

Est un observateur pour le système donné par (eq. 1.3). En effet, en notant ε(t) = x(t)− x̂(t),
on a :

ε̇(t) = ẋ(t)− ˙̂x(t) = Aε(t) donc ε(t) −−−→
t→∞

0.

La convergence de l’estimation est la même que celle du système observé. L’observateur de
Luenberger est le système dynamique suivant :

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t) + L(y(t)− ŷ(t)) = (A− LC) x̂(t) + Bu(t)

ŷ(t) = C x̂(t) + Du(t)
(1.7)

La synthèse de l’observateur de Luenberger est également possible à temps discret. Si le
système (eq. 1.3) est observable, il est possible de placer les pôles de (A− LC) arbitrairement
[Lue72] (dans la partie du plan complexe à gauche de l’axe imaginaire) pour assurer une
convergence imposée à l’erreur d’estimation. Néanmoins, en cas de perturbations sur le
système, le choix de pôles trop grands en valeur absolue rend l’observateur sensible aux
perturbations. La connaissance a priori de la nature des signaux de perturbation permet de
choisir au mieux le gain d’estimation L, ce que permet la synthèse du filtre de Kalman.
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1.2.2 Filtre de Kalman

Le filtre de Kalman [Kal60] est un algorithme d’estimation d’état présenté par Rudolf
Kalman dans les années 60. C’est un algorithme très populaire et simple à implémenter. Sous
réserve d’observabilité du système, il permet de reconstruire asymptotiquement l’état du
système à partir d’une estimation initiale erronée et de mesures bruitées. Une construction
du filtre de Kalman dans le cadre des systèmes discrets (qui est le cadre classique de
présentation du filtre) est proposée en annexe A. Le filtre de Kalman procède en 2 étapes
(figure 1.2) :

1. Prédiction : le modèle est appliqué à partir de l’estimation courante pour obtenir une
estimation a priori.

2. Correction : la mesure disponible sur le système est utilisée pour corriger l’estimation
a priori et réduire la covariance de l’erreur d’estimation a posteriori.

Plus précisément, on estime à la fois l’état du système et l’erreur réalisée via un estimateur
linéaire a. La mesure est utilisée pour corriger la prédiction via le gain de Kalman Kk (qui
dépend de l’instant k), choisi de sorte à minimiser la variance de l’erreur d’estimation
commise. En ce sens, le filtre de Kalman est la solution optimale au problème d’estimation
linéaire pour la variance de l’erreur d’estimation. On considère le système soumis aux
perturbations gaussiennes en entrée wk ∼N (0, W ) et en sortie vk ∼N (0, V ).

¨

xk+1 = Axk + Buk +wk

yk = C xk + Duk + vk
(1.8)

L’estimation initiale de l’état est x̂0 et on note ε0 l’erreur initiale qui suit une loi normale
centrée en 0 de variance P0 (on note ε0 ∼ N (0, P0)). Le filtre de Kalman est un système
dynamique de la forme :

¨

x̂k+1 = Ax̂k + Buk + Kk+1(yk+1 − ŷk+1)

ŷk = C x̂k + Duk
(1.9)

Soit x̂k l’estimée de l’état (a posteriori) à l’instant k, et l’erreur commise sur l’estimation
xk − x̂k = εk ∼N (0, Pk). L’estimée a priori x̂−k+1 pour l’instant k+ 1 et l’erreur d’estimation
a priori ε−k+1 ∼N (0, P−k+1) sont telles que :

x̂−k+1 = Ax̂k + Buk (1.10a)
P−k+1 = APkAT +W (1.10b)

On corrige la prédiction en utilisant l’innovation yk+1 − C x̂k+1 et le gain de Kalman Kk+1.
L’estimation corrigée (estimation a posteriori de la mesure) x̂k+1 et l’erreur d’estimation
εk+1 ∼N (0, Pk+1) sont telles que :

x̂k+1 = x−k+1 + Kk+1(yk+1 − ŷk+1) (1.11a)
Pk+1 = (I − Kk+1C)P−k+1(I − Kk+1C)T + Kk+1V K T

k+1 (1.11b)
Kk+1 = P−k+1C T (C P−k+1C T + V )−1 (1.11c)

a. L’erreur d’estimation est un signal normal centré en 0, il suffit donc de caractériser la covariance de
l’erreur pour paramétriser totalement l’erreur d’estimation.
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En réunissant (eq. 1.10b) et (eq. 1.11), on obtient l’expression du filtre de Kalman :

x̂k+1 = Ax̂k + Buk + Kk+1(yk+1 − ŷk+1) (1.12a)
Pk+1 = (I − Kk+1C)(APkAT +W )(I − Kk+1C)T + Kk+1V K T

k+1 (1.12b)
Kk+1 = (APkAT +W )C T (C(APkAT +W )C T + V )−1 (1.12c)

(eq. 1.12b) est appelée équation (discrète) de Riccati. Couramment, on utilise un gain de
Kalman correspondant à la solution stationnaire de l’équation de Riccati (équation algébrique
discrète de Riccati), l’estimateur prenant la forme d’un estimateur de Luenberger :

x̂k+1 = Ax̂k + Buk + L(yk+1 − ŷk+1) (1.13a)
P = (I − LC)(APAT +W )(I − LC)T + LV LT (1.13b)
L = (APAT +W )C T (C(APAT +W )C T + V )−1 (1.13c)

Le filtre de Kalman se généralise aux systèmes linéaires variant dans le temps en rem-
plaçant A par Ak et C par Ck dans (eq. 1.12), lorsque cela s’applique. Le filtre de Kalman
se formule également pour les systèmes à temps continu [Sim06], appelé parfois filtre de
Bucy-Kalman eq. 1.14 où (eq. 1.14b) est appelée équation différentielle de Riccati.

˙̂x(t) = A˙̂x(t) + Bu(t) + K(t)(y(t)− ŷ(t)) (1.14a)
Ṗ(t) = AP(t) + P(t)AT − P(t)C T V−1C P(t) +W (1.14b)
K(t) = P(t)C T V−1 (1.14c)

Dans le cas continu, on ne peut plus distinguer les étapes de prédiction et de correction, qui
sont réalisées simultanément.

En outre, si w∼N (b, W ) (w non centré), il est possible de se ramener au cas général en
considérant w̃= w− b et le modèle d’évolution :

xk+1 = Axk +
�

B b
�

�

uk

1

�

+ w̃k (1.15)

Si le biais b est inconnu, on peut l’estimer en augmentant l’état de l’observateur de l’état b̂

et la dynamique de l’observateur de b̂k+1 = b̂k (ou ˙̂b(t) = 0). On peut enfin étendre le filtre
de Kalman aux bruits colorés [Ala06] en augmentant le modèle de l’observateur du modèle
d’évolution de la perturbation.

1.2.3 Filtre de Kalman étendu

Le filtre de Kalman présenté précédemment suppose que le système est linéaire. Afin
de traiter les systèmes non linéaires, le filtre de Kalman étendu implémente un filtre de
Kalman avec pour modèle le linéarisé tangent d’un modèle non-linéaire, autour de l’estimée
courante. Soit le système :

¨

xk+1 = f (xk, uk, wk)

yk = h(xk, uk, vk)
(1.16)
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La prédiction a priori de l’état exploite directement le modèle non-linéaire (wk = 0) :

x̂−k+1 = f ( x̂k, uk, 0)

Pour calculer la propagation de la covariance de l’erreur, on considère l’expansion de Taylor
de xk+1 à l’ordre 1 du système, autour d’une estimée x̂k :

xk+1 ≈ f ( x̂k, uk, 0) +
∂ f
∂ x

�

�

�

�

x̂k
︸ ︷︷ ︸

Fk

(xk − x̂k) +
∂ f
∂ w

�

�

�

�

x̂k
︸ ︷︷ ︸

Lk

wk (1.17)

On linéarise également la mesure en considérant :

yk ≈ h( x̂k, uk, 0) +
∂ h
∂ x

�

�

�

�

x̂k
︸ ︷︷ ︸

Ck

(xk − x̂k) +
∂ h
∂ v

�

�

�

�

x̂k
︸ ︷︷ ︸

Dk

vk (1.18)

En règle générale, la transformation non-linéaire d’une variable aléatoire gaussienne n’est
pas gaussienne. La covariance de l’erreur d’estimation a priori après prédiction est donc
propagée via l’expansion de Taylor à l’ordre 1 :

ε−k+1 = xk+1 − x̂−k+1 (1.19a)
≈ Fk(xk − x̂k) + f ( x̂k, uk, 0) + Lkwk − f ( x̂k, uk, 0) (1.19b)
≈ Fkεk + Lkwk (1.19c)

La linéarisation du système permet d’approximer l’erreur d’estimation par une variable
aléatoire gaussienne. On peut alors calculer la variance de l’erreur d’estimation a priori
(théorème A.1) :

P−k+1 = FkPkF T
k + LkW LT

k (1.20)

Du reste, on utilise la solution au filtre de Kalman linéaire usuel (eq. 1.12). Dans le cadre
linéaire, le filtre de Kalman produit la solution optimale du problème d’estimation non biaisé
de variance minimale. Ce n’est pas le cas de l’EKF qui étend l’utilisation du filtre de Kalman
aux systèmes non-linéaire via une linéarisation du modèle, mais il n’est plus l’estimateur
optimal. Cette linéarisation montre ses limites dans de nombreux cas pratiques, qui peuvent
aboutir à une « divergence » de l’algorithme. Le filtre de Kalman étendu nécessite donc de
disposer d’une estimation initiale suffisamment proche de l’état réel pour garantir la stabilité
de l’erreur d’estimation [Unb+00]. Le filtre de Kalman étendu se généralise également pour
les systèmes à temps continu [Sim06].

Il est possible d’obtenir une meilleure qualité de l’approximation en réalisant une linéa-
risation de Taylor à l’ordre 2, on parle alors de filtre de Kalman étendu d’ordre 2 (EKF2)
[Jaz68]. Ce gain de précision se fait à un coût calculatoire accru non négligeable et il
implique également que la fonction d’évolution du système soit au moins deux fois dérivable.



14 1.2. Observateur d’état

1.2.4 Filtre de Kalman à « points Sigma »

Dans les années 90 d’autres extensions au filtre de Kalman étendu ont vu le jour, afin
de pallier aux limitations de ce dernier en se passant de la linéarisation du système. Les
variations les plus connues sont les suivantes [JXC12] :

— l’UKF (Unscented Kalman Filter) ou « filtre de Kalman sans parfum » : il se base sur la
« Transformée sans parfum » (Unscented Transform)[JUD95] a.

— le CDKF (Central Difference Kalman Filter) [IX00].

— le DDF (Divided Difference Kalman Filter) : il se base sur la formule d’interpolation
de Stirling[NPR00] b.

En réalité, tous ces filtres reviennent à des implémentations légèrement différentes du
« Sigma Points Kalman Filter » [Sim06]. N « points sigma » Σ(i)k sont choisis c de manière à
correspondre à la distribution de l’erreur d’estimation a priori (espérance et covariance) :

1
N

N
∑

i=1

Σ
(i)
k = x̂k,

1
N

N
∑

i=1

�

Σ
(i)
k − x̂k

��

Σ
(i)
k − x̂k

�T
= Pk (1.21)

On prédit la position des points via le modèle, ainsi que les mesures correspondantes :

∀i ∈ ¹1, Nº, Σ(i)k+1 = f (Σ(i)k , uk, 0) (1.22a)

y(i)k+1 = h(Σ(i)k+1, uk, 0) (1.22b)

Les covariances P−x ,k+1, Py,k+1 et P−x y,k+1 sont calculées empiriquement :

P−x ,k+1 =
1
N

N
∑

i=1

�

Σ
(i)
k+1 − x̂−k+1

��

Σ
(i)
k+1 − x̂−k+1

�T
+W (1.23a)

Py,k+1 =
1
N

N
∑

i=1

�

y(i)k+1 − ŷk+1

��

y(i)k+1 − ŷk+1

�T
+ V (1.23b)

P−x y,k+1 =
1
N

N
∑

i=1

�

Σ
(i)
k+1 − x̂−k+1

��

y(i)k+1 − ŷk+1

�T
(1.23c)

où x̂−k+1 =
1
N

∑N
i=1Σ

(i)
k+1 et ŷk+1 =

1
N

∑N
i=1 h

�

Σ
(i)
k+1, uk

�

. Enfin, la prédiction est corrigée avec
la mesure :

x̂k+1 = x̂−k+1 + Kk+1(yk+1 − ŷk+1) (1.24a)
Pk+1 = P−k+1 + Kk+1Py,k+1K T

k+1 (1.24b)

Kk+1 = Px y

�

Py,k+1

�−1 (1.24c)

a. La raison pour laquelle ce filtre est appelé ainsi n’est pas tout à fait certaine. Un bruit court selon
lequel le mot « unscented » serait à comprendre au sens « qui ne pue pas », en comparaison à l’EKF. La
présence du mot sur un déodorant aurait marqué J. Uhlmann et le terme est resté pour son algorithme.
(https://ethw.org/First-Hand:The_Unscented_Transform)

b. Il existe plusieurs variantes de ce filtre qui émergent de l’utilisation à l’ordre 1 ou 2 de la formule
d’interpolation de Stirling.

c. Le choix des points sigma différencie les filtres UKF, DDF et CDKF.

https://ethw.org/First-Hand:The_Unscented_Transform
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Figure 1.3 – Phase de prédiction dans un filtre à points sigma.

Ce type de filtre se distingue de l’EKF, en ce que la linéarisation du système –source
d’erreurs sur l’estimation de la covariance– est évitée, puisque le calcul de la covariance se
base sur les points sigma et non pas sur la transformation linéaire d’une variable aléatoire
gaussienne. Le filtre de Kalman à point sigma est en pratique plus performant que l’EKF
du fait d’une meilleure estimation du moment d’ordre 2 de l’erreur d’estimation. Il est
également possible d’étendre l’approximation de la densité de probabilité de l’erreur à des
ordres supérieurs, comme l’ordre 3 ou 4 [LWZ14]. On peut également formuler le filtre à
points sigma dans le contexte des systèmes à temps continu [Sar07 ; KK18].

En augmentant grandement le nombre de points utilisés pour estimer la densité de
probabilité de l’état du système, on aboutit au filtre particulaire [Sim06], ou filtre Monte
Carlo [DGA00]. Ce type de filtre souffre néanmoins de la « malédiction de la dimension »
[RMD17], qui rend le problème très calculatoire, même pour des systèmes de dimension
faible (de l’ordre de la dizaine d’états). Des méthodes comme le « feedback particular
filtering » [YMM13] ont été conçues afin de réduire la complexité du problème à résoudre.

1.3 Estimation de paramètres

Un modèle dynamique inclut un certain nombre de paramètres relatifs à la géométrie du
système (longueur d’un pendule simple, masse d’un élément, etc), à la physique modélisée
(cinétique d’une réaction chimique, rendement, etc) ou à des approximations. Certains
paramètres impliqués dans un modèle dynamique sont entachés d’incertitude dont les
causes sont multiples : variabilité des éléments constitutif du système dans un contexte
industriel, variabilité dans le temps due à l’usure, erreur sur la mesure…

L’estimation des paramètres d’un modèle consiste à exploiter des données de fonctionne-
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ment du système incluant à la fois les entrées et sorties du process. Le modèle du process est
simulé et les paramètres sont déterminés de sorte à minimiser l’écart entre les prédictions
du modèle et les sorties mesurées[Sor98]. L’estimation des paramètres peut-être réalisée
hors-ligne afin d’exploiter une grande quantités de données de fonctionnement du process,
ou en ligne de sorte que les paramètres du système sont continuellement ajustés pour
correspondre au fonctionnement courant du système. En distinguant les paramètres dont la
valeur évolue au cours de temps, et ceux dont la valeur est supposée constante, on peut
choisir la méthode la plus appropriée pour garantir les performances de prédiction du
modèle.

La régression linéaire aux moindres carrés [Jam+13] pour ajuster automatiquement
les paramètres d’un modèle linéaire (ou affine) aux données disponibles, est couramment
utilisée pour modéliser une relation linéaire entre des observables y ∈ Rny et des entrées
x ∈ Rny , en fonction d’un paramètre θ :

y = θ x (1.25)

En rangeant toutes les entrées et sorties disponibles sur le process dans les matrices X et Y ,
le problème de régression linéaire aux moindres carrés s’écrit [BK17] :

min
θ
||Y − Xθ T ||2 (1.26)

Ce problème admet une solution analytique θ̂ = X †Y où X † est la pseudo-inverse de Moore-
Penrose de X [Pen55]. La méthode des moindres carrés se généralise aux modèles non-
linéaires mais la solution est rarement analytique. Pour le modèle non linéaire y = f (x ,θ ),
le problème d’estimation aux moindres carrés :

min
θ

∑

k

||yk − f (xk,θ )||2 (1.27)

se résout numériquement avec des méthodes comme la méthode de Newton (cf section 4.2).
Pour un modèle dynamique dépendant de paramètres p, exprimé sous forme implicite ou
descripteur (cf chapitre 2) :

0= f ( ẋ(t), x(t), u(t), p)

y = h(x(t), u(t), p),
(1.28)

le problème d’estimation de paramètres s’écrit :

min
p

∫ T

0
||y(τ)− h(x(τ), u(τ), p)||2R dτ (1.29a)

sous contraintes,∀τ ∈ [0, T] (1.29b)
0= f ( ẋ(τ), x(τ), u(τ), p) (1.29c)
0= g(x(τ), u(τ), p) (1.29d)

La contrainte 0 = g(x , u, p) permet d’exprimer des contraintes supplémentaires sur les
paramètres, telles que la connaissance de plages de valeurs admissibles sur le paramètre
estimé.

La méthode des moindres carrés est adaptée à l’estimation des paramètres du système
hors-ligne, qui peut exploiter une grande quantité de données. Néanmoins l’utilisation en
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ligne de la méthode nécessite de l’adapter, dans la mesure où la taille du jeu de données
croît à au fil de leur acquisition au cours du temps rendant le problème insoluble. Dans
[Sim06], on trouve une implémentation récursive de la méthode des moindres carrés pour
un modèle linéaire, permettant de mettre à jour les paramètres estimés à chaque fois que de
nouvelles données sont acquises. On peut également considérer un horizon de taille finie,
de sorte que seule une quantité fixe de données les plus à jour est considérée [MR95].

Une autre approche consiste à utiliser les techniques d’estimation d’état pour estimer
les paramètres du modèle, en considérant un modèle où l’état du système est augmenté
des paramètres à estimer. On suppose couramment qu’à l’échelle de temps de l’estimation
le vecteur des paramètres à estimer p est constant (ṗ = 0), mais il est également possible
d’intégrer un modèle de son évolution [Lju99, chap.11] (par exemple un modèle de l’usure
d’un élément, du burnup du combustible d’une centrale nucléaire, etc). On écrit :

˙�x
p

�

(t) =

�

f̃ (x(t), u(t), p(t))
0

�

y(t) = h̃(x(t), u(t), p(t))

(1.30)

Les fonctions d’évolution f et de mesure h ont été adaptées pour considérer en entrées
le vecteur des paramètres à estimer et on dit que la vecteur d’état a été augmenté. À
partir d’une estimation a priori

�

x T
0 pT

0

�T on peut alors utiliser les techniques présentées
précédemment pour estimer l’état du modèle augmenté. L’estimation conjointe de l’état et
de paramètres est parfois appelée estimation adaptative [Sor98] ou problème d’estimation
duale [Fux+14] et mène à un problème non-linéaire.

1.4 Estimation à horizon glissant

If all you have is a hammer, everything looks like a nail.
— The Psychology of Science, 1966

Abraham Maslow

L’estimation à horizon glissant (MHE pour Moving Horizon Estimation) est une méthode
d’estimation basée sur la résolution en ligne d’un problème d’optimisation. Elle trouve
ses origines dans les méthodes d’estimation aux moindres carrés [Jaz68], comme nous
l’avons précédemment décrite pour l’estimation de paramètres. La MHE utilise les données
disponibles sur le système (commandes et sorties mesurées) sur un horizon de temps passé
et détermine la trajectoire de l’état (et éventuellement paramètres) qui « explique » le
mieux les données observées. En utilisant la totalité des mesures disponibles depuis le
début du fonctionnement du système, on obtient le filtre à information totale (FIE pour
Full Information Estimation) [RMD17], appelé également batch estimator ou estimateur
en paquet [MR95]. L’utilisation d’un horizon de taille finie permet de limiter la taille du
problème d’optimisation et rendre le problème soluble en temps raisonnable (figure 1.4).

Du fait des similitudes qu’elle présente avec la commande prédictive (MPC pour Model
Predictive Control), la MHE est une méthode répandue dans la communauté de la commande
MPC et est considérée comme l’approche duale de cette dernière pour l’estimation[RMD17].
Ainsi les avancées tant méthodologiques que technologiques principalement développées
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pour la commande prédictive ont également profité à la MHE.

MHE

FIE

0
t

tcourant

u(t)

y(t)
ŷ(t)

Figure 1.4 – Filtre à information totale et estimation par horizon glissant.

1.4.1 Estimation à information totale

L’estimateur FIE utilise la totalité de l’information disponible sur le processus depuis
le début de son fonctionnement. A partir de ces informations, à tout instant t le problème
d’optimisation suivant est résolu :

min
x ,w,v

J = V0(x(0), w(0), v(0)) +
∫ t

0
V (w(τ), v(τ))dτ

sous contraintes∀τ ∈ [0, t],

ẋ(τ) = f (x(τ), u(τ)) +w(τ)

y(τ) = h(x(τ), u(τ)) + v(τ)

0≥ hI(x(τ), w(τ), v(τ))

(1.31)

ou dans sa version discrète :

min
w,v,x

J = V0(x0, w0, v0) +
k
∑

i=0

V (w[i], v[i])

sous contraintes∀i ∈ [0, k]

x[i + 1] = fd(x[i], u[i]) +w[i]

y[i] = hd(x[i], u[i]) + v[i]

0≥ hd,I(x[i], w[i], v[i])

(1.32)

où V0 est la fonction coût initiale et V la fonction coût intermédiaire, hI (resp. hd,I) exprime
des contraintes d’inégalité le long de la trajectoire du système à temps continu (resp. à
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temps discret). Dès qu’une nouvelle information sur le système est disponible, elle peut
être exploitée pour affiner l’estimation de l’état du système depuis l’instant initial de sa
mise en fonctionnement. Le problème d’estimation aux moindres carrés doit être résolu en
ligne. L’implémentation de cette approche est donc impossible du fait des besoins croissants
en mémoire et l’allongement du temps de calcul. Néanmoins l’estimateur FIE possède
des propriétés intéressantes du point de vue de l’estimation. Ces propriétés permettent
d’identifier le cas idéal ainsi que les hypothèses supplémentaires qu’il sera nécessaire
d’ajouter lors de la synthèse d’estimateur à horizon glissant.

On montre [Sor70 ; RMD17], que le problème :

min
w,v,x

J =
1
2
||x[0]− x[0]||2P0

+
k
∑

i=0

||v[i]||2V−1 +
k−1
∑

i=0

||w[i]||2W−1 (1.33)

sous contraintes∀i ∈ [0, k] (1.34)
x[i + 1] = Ax[i] +w[i] (1.35)
y[i] = C x[i] + v[i] (1.36)

(1.37)

c’est à dire le problème (eq. 1.32) appliqué au système linéaire (eq. 1.8) (donc sans
contraintes) avec des fonctions coût intermédiaire (x0 est une estimation a priori de l’état
initial du système) et terminale quadratiques, a pour solution récursive le filtre de Kalman.
C’est en cela que le filtre de Kalman est parfois appelé estimateur linéaire quadratique
[Sor70]. Néanmoins si l’on souhaite ajouter des contraintes sur les estimations, le filtre de
Kalman ne convient pas, là où le FIE s’accommode tout à fait de contraintes, à condition
d’employer une méthode de résolution adaptée. Il en va de même pour les filtres à points
sigma, qui ne permettent pas d’imposer a priori de contraintes sur les estimations de l’état.
Pour les problèmes non-linéaires, l’approche par optimisation présente également l’avantage
de ne pas nécessiter la linéarisation du modèle, contrairement au filtre de Kalman étendu.

Par ailleurs, sous hypothèse de détectabilité du système et que les perturbations soient
bornées, l’estimateur FIE montre d’excellentes propriétés de convergence robuste, c’est à
dire que l’erreur d’estimation est stable [RMD17].

1.4.2 Introduction d’un horizon de taille fixe

En choisissant un horizon d’estimation de taille finie H le problème d’estimation à
horizon glissant peut se formuler de la manière suivante :

min
x ,w,v

J = VI(x(t −H), w(t −H), v(t −H)) +
∫ t

t−T
V (w(τ), v(τ))dτ

sous contraintes∀τ ∈ [t − T, t],

ẋ(τ) = f (x(τ), u(τ)) +w(τ)

y(τ) = h(x(τ), u(τ)) + v(τ)

0≥ hI(x(τ), w(τ), v(τ))

(1.38)
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ou dans sa version discrète :

min
w,v, x̂[0]

J = VI( x̂[0]) +
k
∑

i=k−N+1

V (w[i], v[i])

sous contraintes∀i ∈ [k− N + 1; k],

x̂[i + 1] = f ( x̂[i], u[i]) +w[i]

y[i] = h( x̂[i], u[i]) + v[i]

0≥ hd,I(x[i], w[i], v[i])

(1.39)

Si VI est choisi de sorte à être le reste de la fonction coût de l’estimateur FIE, c’est à dire :

Vi(x(t −H), w(t −H), v(t −H)) = V0(x(0), w(0), v(0)) +
∫ t−H

0
V (w(τ), v(τ))dτ, (1.40)

FIE et MHE sont exactement les mêmes estimateurs. Pour tout problème d’estimation à
information totale, on peut donc se ramener au problème MHE décrit ci-dessus en tronquant
le support de la somme et en exploitant uniquement les observations qui coïncident avec un
horizon fini d’estimation. Le problème devient alors implémentable en pratique puisque
les besoins en terme de mémoire sont finis et constants tout au long du fonctionnement
de l’estimateur. Le terme Vi(x(t − H), w(t − H), v(t − H)) est calculé en pratique en tant
qu’approximation du coût restant de l’estimateur FIE.

Plusieurs interprétations et formulations de l’estimation à horizon glissant sont possibles.
Il est courant de faire un choix de fonction coût intermédiaire qui rappelle le filtre de Kalman
en tant qu’estimateur linéaire quadratique :

J =
1
2
||xk−N+1 − xk−N+1||Sk

︸ ︷︷ ︸

Ak

+
1
2

k−1
∑

i=k−N+1

||w[i]||Q
︸ ︷︷ ︸

Pk

+
1
2

k
∑

i=k−N+1

||v[i]||R
︸ ︷︷ ︸

Ck

(1.41)

— Le terme de correction Ck permet de prendre en compte l’information apportée par
la mesure, en associant un coût sur l’écart entre les observations et les estimées.

— Le terme de perturbation Pk sert essentiellement à pallier aux erreurs de modèle
en estimant une perturbation sur le process. Ce terme peut être présent, ou absent
si l’on considère un process sans perturbations. En l’absence de ce terme, la variable
de décision du problème d’optimisation n’est plus que l’état au début de la fenêtre
d’observation. Tous les états suivants sont obtenus en utilisant le modèle à partir de
cet état.

— Le coût d’arrivée Ak permet de propager les estimations effectuées à l’itération
précédente de MHE, en « complétant » l’horizon d’observation jusqu’à l’instant t0. Ce
terme est vu comme une approximation du coût restant pour atteindre l’estimateur
FIE. La matrice Sk pondère l’écart entre la variable de décision x̂[k−N + 1] et xk−N+1

une estimation a priori de l’état, souvent prise comme une valeur issue de la résolution
précédente du problème MHE (sur un horizon différent).

Deux interprétations de la MHE se côtoient[Suw+16] : l’interprétation déterministe et
l’interprétation stochastique. Dans l’interprétation déterministe de l’estimation par horizon
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glissant, le choix des matrices de pondération est ad-hoc [RMD17] et résulte d’un ajustement
par tâtonnement.

1.4.3 Interprétation stochastique

L’interprétation stochastique permet de positionner l’estimation par horizon glissant dans
un contexte probabiliste et de faire un choix plus « informé » des matrices de pondération.
On suppose que les estimées x̂(t) et les perturbations sont des variables aléatoires de
distribution de probabilité connue. La MHE dans le contexte stochastique peut être vue
comme approximation d’un filtre bayésien [Val+17]. Le problèmeMHE correspond à estimer
l’état au cours de la fenêtre d’estimation grâce aux mesures disponibles, c’est-à-dire à trouver
la densité de probabilité P

�

X k
k−N+1|Y

k
0

�

. On montre [LB12] que cette densité de probabilité
s’écrit :

P
�

X k
k−N+1|Y

k
0

�

∝
P
�

xk−N+1|Y k−1
0

�

P
�

Y k−1
k−N+1|xk−N+1

�

� k
∏

l=k−N+1

P(yl |x l)

�� k−1
∏

l=k−N+1

P (x l+1|x l)

�

(1.42)

Il est courant de supposer que les densités de probabilités considérées sont gaussiennes,
mais d’autres distributions ont été traitées [Var+22]. Dans le contexte gaussien, la maxi-
misation de la log-vraisemblance de (eq. 1.42) mène à la formulation de la fonction coût
(eq. 1.41) [Fie+20] où les matrices de pondération sont issues des densités de probabilité
des perturbations affectant le système (R= cov(v)−1 et Q = cov(w)−1). Cette interprétation
rejoint l’intuition que la contribution à la fonction coût des écarts entre les mesures prédites
et acquises doit être corrélée à la confiance accordée aux mesures.

1.4.4 Retour sur le coût d’arrivée

Le coût d’arrivée contient deux termes : une estimation a priori x de l’état au début de la
fenêtre d’estimation et une pondération Sk sur l’écart à cette estimation a priori. L’estimation
x est en général issue des résolutions précédentes du problème d’optimisation. Au temps
courant t, on produit l’estimation de l’état sur toute la fenêtre [t, t−H], que l’on note x̂ t

[t,t−H].
L’état à [t − H] est estimé plusieurs fois au cours du fonctionnement de l’algorithme qui
produit x̂ t−dt

[t−dt,t−dt−H], …, x̂ t−H
[t−H,t−2H]. N’importe quelle estimation précédente de x(t −H)

pourrait convenir mais on distingue en général deux cas :

— x = x̂ t−H(t −H) : coût d’arrivée dit « filtré »,

— x = x̂ t−dt(t −H) : coût d’arrivée dit « lissé ».

Le coût filtré nécessite de stocker les solutions précédentes correspondant à la fenêtre
d’estimation et mène à des performances légèrement inférieures au coût lissé [TR02].

Dans l’interprétation déterministe de laMHE, le choix Sk = sInx (s ∈ R) [Ale+10] garantit
la stabilité de l’erreur d’estimation. Les auteurs de [Suw+16] donnent une méthode afin de
déterminer s judicieusement. Dans l’approche stochastique, l’approche usuelle correspond
à choisir Sk comme l’inverse de l’incertitude propagée par l’équation de Riccati d’un filtre
de Kalman (étendu) [RRL01]. Plus généralement, il est envisageable d’utiliser différentes
méthodes classiques d’estimation afin de déterminer la covariance en début d’horizon
comme dans [Ung09] où il est proposé d’utiliser les filtres de Kalman étendu et sans parfum,
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ainsi que le filtre à particules. Dans [SMG17], il est proposé une méthode récursive de calcul
de la matrice de pondération. Le calcul du terme de coût d’arrivée peut se révéler délicat ou
coûteux, notamment lors de l’utilisation du lisseur de Kalman, dans lequel les incertitudes
sont propagées dans le sens des temps croissants sur la fenêtre d’estimation puis dans le
sens des temps décroissants. Comme les calculs de propagation nécessitent des produits
matriciels et inversions de matrices, la complexité numérique peut rapidement croître avec
la taille du système a. Afin de pallier à cette difficulté, le calcul des incertitudes peut se faire
par l’utilisation des sensibilités du problème d’optimisation de la MHE; [ZLB08] montre
que les incertitudes sont propagées implicitement par la simulation numérique et qu’elles
peuvent être extraites de la Hessienne du Lagrangien du problème d’optimisation évalué en
la solution du problème.

1.4.5 Propriétés

Il apparaît rapidement qu’en comparaison du filtre de Kalman (et variations), l’estima-
tion à horizon glissant nécessite une grande puissance de calcul puisqu’il est nécessaire de
résoudre en ligne un problème d’optimisation non-convexe (pour les systèmes non-linéaires).
Heureusement, les performances des outils d’implémentation et de résolution de ces pro-
blèmes, ainsi que la puissance de calcul disponible se sont développées, de sorte que de
nombreuses applications pratiques de la MHE ont pu voir le jour pour des modèles de
complexité toujours croissante.

L’estimation par horizon glissant est intéressante pour les systèmes non-linéaires puisqu’à
la différence des approches basées sur le filtre de Kalman, il n’est pas nécessaire de linéariser
le système autour de l’estimation courante. Le filtre de Kalman étendu ou sans parfum peut
ainsi échouer [HR05]. À l’opposé, les non-linéarités peuvent être exprimées explicitement
dans le problème d’optimisation de la MHE.

De plus, les contraintes existant sur les états du modèle ne sont pas traitées a priori
par le filtre de Kalman [Sim10], ce qui peut aboutir à des estimations aberrantes. Il est
certes toujours possible de les vérifier a posteriori et de projeter les estimées dans l’en-
semble admissible [SC02], mais l’information apportée par ces contraintes n’est alors pas
correctement exploitée. En outre, l’expression des contraintes directement dans le problème
d’optimisation permet de réduire effectivement la taille de l’espace de recherche.

Il est couramment avancé que la MHE est davantage robuste aux erreurs de modélisation
ainsi qu’aux initialisations erronées que le filtre de Kalman [HR05]. Cependant, un modèle
d’estimation représentatif du processus reste important pour la bonne convergence des
estimées. Dans [Nej+23] il est proposé d’adapter le coût intermédiaire de la MHE en
utilisant le reinforcement learning dans le but de palier aux erreurs du modèle. D’autres
approches se penchent sur le modèle d’estimation du système et visent à en améliorer la
précision par le biais des données disponibles sur le système. Dans [WLM23], des processus
gaussiens sont utilisés afin d’apprendre le modèle à partir des données disponibles.

Un dernier avantage important de cet estimateur est sa capacité à prendre en compte
des mesures retardées ou possédant des fréquences d’acquisition différentes. Puisque l’on

a. La complexité numérique pour le produit matriciel et l’inversion de matrice dépend de l’algorithme utilisé
mais est typiquement O(nβ ), 2≤ β ≤ 3.
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considère un horizon d’estimation qui considère un ensemble de mesures passées sur le
système, il suffit de choisir un horizon plus long que les retards de mesures, quitte à ce que
seul le début de la fenêtre comporte ces mesures.

D’un point de vue théorique, la MHE a fait l’objet de nombreux résultats intéressants qui
cimentent l’intérêt de son utilisation en pratique. Sous hypothèse d’observabilité du problème
et de perturbations bornées, la MHE est robustement globalement asymptotiquement stable
(RGAS, pour Robust Globally Asymptotically Stable, i.e. la stabilité robuste asymptotique
globale) [RMD17]. Pour un horizon d’estimation suffisamment long [Hu17] montre que
pour des perturbations disparaissant, la détectabilité du système suffit pour la stabilité
RGAS.

Ces résultats de stabilité sont néanmoins obtenus en supposant que la solution globale du
problème d’estimation est trouvée à chaque résolution du problème. Une MHE sous-optimale
est présentée dans [Ale+10], tandis que [Ala] présente une heuristique d’évitement des
minimas locaux basée sur la perturbation des matrices de pondération du problème.

Pour terminer, la MHE est également l’objet d’une littérature riche dans la communauté
de l’assimilation de données, sous la dénomination de 4D-var (ou 3D-var dans le cas d’un
horizon d’estimation d’un seul pas de temps du système discrétisé) [ABN16]. La MHE est
ainsi une méthode couramment utilisée en météorologie et a prouvé ses performances sur
des systèmes complexes [Cha+23].

1.5 Notes et discussion

1.5.1 Résolution des problèmes de contrôle optimal à temps continu

Le formalisme pour l’analyse de la MPC et la MHE est celui des systèmes discrétisés.
Puisque la résolution numérique des problèmes d’optimisation sous-jacent n’est pas instan-
tanée, MPC et MHE sont en pratique respectivement des contrôleur et estimateur à temps
discret. Néanmoins, le formalisme à temps continu est plus naturel pour la modélisation
des systèmes physiques, aboutissant généralement à un système d’équations (algébro-)dif-
férentiel. Considérons le problème de contrôle optimal (eq. 1.43). On parle également de
problème de Mayer [Qui17] :

P(p) :min
v,x

VI(x t1
) +

∫ t2

t1

V (x ,ν, p)dτ+ VF (x t2
) (1.43a)

sous contraintes ∀τ ∈ [t1, t2] (1.43b)
f ( ẋ(τ), x(τ), z(τ), u(τ), w(τ), p) = 0 (1.43c)
x(t1) = x (1.43d)
g(x , u) = 0 (1.43e)
h(x , u)≤ 0 (1.43f)

VI(x t1
) désigne un terme de coût initial (nul en MPC) et VF (x t2

) désigne un terme de coût
final.

L’équation (eq. 3.1d) représente la dynamique du système sous une forme implicite, où
ẋ(τ) ∈ Rn est la dérivée de l’état différentiel x(τ) ∈ Rn, u(t) ∈ Rnu est le vecteur des signaux
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MPC MHE

Fonction coût Critère de performance Cohérence avec les mesures

Variable de décision x]t1,t2], u[t1,t2] x[t1,t2], w[t1,t2]
Signal de commande ν u (endogène) w (exogène)

Paramètres p x(t1) y[t1,t2], u[t1,t2]

Table 1.1 – Dualité entre la commande prédictive et l’estimation à horizon glissant.

de commande, z(τ) ∈ Rnz représente les variables algébriques du système, w(t) ∈ Rnw

représente une perturbation (ou entrée exogène) et p ∈ Rnp représente des paramètres
d’entrée du problème qui peuvent influencer le comportement de la solution.

Cette formulation couvre les problèmes de commande prédictive ainsi que les problèmes
d’estimation. Pour un problème de commande, il s’agit de déterminer à partir d’un état
initial x(t1) la trajectoire du système x[t1,t2] ainsi que les signaux de commande u[t1,t2] cor-
respondant, minimisant le critère du problème. Ce critère porte sur le suivi d’une trajectoire
ou d’une référence ou encore des considérations d’économie d’effort de commande.

À contrario pour un problème d’estimation, les signaux de commande sont en général
connus tandis que l’état x(t1) est libre et doit être déterminé. On peut alors dans ce cas
utiliser un modèle impliquant une perturbation w ∈ Rnw , qui permet de rendre compte à
la fois des perturbations agissant sur le système et les erreurs de modélisation. On pourra
alors employer un modèle de la forme ẋ = f (x , w, z, p) dans lequel p peut contenir la valeur
des signaux de commande. Il s’agit de déterminer la trajectoire de l’état (en partie connue)
qui correspond au mieux avec les mesures du système.

Il n’existe en règle générale pas de solution analytique à ce problème, ce qui appelle à sa
résolution numérique. Les variables de décision de ce problème v et x sont des fonctions.
L’espace de recherche de solutions est donc de dimension infinie. Il existe plusieurs approches
pour la résolution numérique de (eq. 1.43) [Rao10] :

— La programmation dynamique produit des solutions en boucle fermée, mais nécessite
de résoudre l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (équation aux dérivées partielles),
ce qui n’est envisageable que pour des systèmes de petite taille [AK21 ; OAT24 ;
Amo+19].

— Les méthodes indirectes utilisent le principe du maximum de Pontryagin [Gam19]
puis discrétisent la solution obtenue. Ces méthodes sont difficiles à mettre en œuvre
en pratique. Elles ne permettent pas de prendre en compte les contraintes sur les
entrée (en MPC) [TMT14].

— Les méthodes directes proposent de discrétiser les solutions du problème et de résoudre
un programme non linéaire (NLP pour Non Linear Program), ayant un nombre fini de
variables de décision.

Dans le contexte des méthodes directes, l’implémentation et la résolution numérique
du problème nécessitent de transcrire le problème d’optimisation en un problème NLP.
Cette étape est importante, puisque la nature du modèle de cœur de réacteur (temps
continu, raideur du modèle) impose l’utilisation de méthodes adaptées, notamment pour la
stabilité numérique du schéma d’intégration et la propagation de sensibilités. Les ouvrages
[LY08 ; BV04] sont des références pour le traitement des algorithmes pour la résolution des
problèmes NLP. Les notions de simulation numérique, de transcription en un problème NLP
et la résolution de ces problèmes seront détaillées dans les chapitres suivants, mais nous
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introduisons dès maintenant le contexte général, après que l’estimateur à horizon glissant
ait été présenté.

Problème continu

Problème NLP discret

Solution

simulation
numérique
+

transcription

Problème NLP discret

SQP
Points

intérieurs

Figure 1.5 – Résolution d’un problème optimal à temps continu par une méthode directe.

1.5.2 Stratégies de réduction de la latence de calcul

La résolution du problème NLP nécessite un temps de calcul qui peut être non négligeable
devant la fréquence de fonctionnement du contrôleur MPC ou de l’estimateur MHE. La
solution du problème de contrôle optimal arrive avec un retard correspondant au temps de
calcul. Le problème se pose pour la commande puisque ce retard impacte les performances
de la régulation. D’autre part pour un estimateur impliqué dans un schéma de commande
prédictive, le retard issu de l’estimation s’accumule à celui de la résolution du problème
MPC.

Dans [LB12 ; Ale+10], une méthode de calcul à l’avance de la solution du problème
d’estimation, via les sensibilités du problème d’optimisation, est proposée. Soit la solution
w∗ du problème NLP dépendant d’un paramètre p :

P(p) : min
w

F(w)

sous contraintes G(w)

H(w)

La sensibilité du problème par rapport au paramètre p permet d’approximer la solution
w du problème P(p) en connaissant la solution w0 de P(p0) de sorte que :

w= w0 +
∂ w0

∂ p0
(p− p0) +O(|p− p0|2)
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Le calcul des sensibilités du problème est implémenté dans CasADI [AR18] via le théorème
des fonctions implicites appliqué au conditions de KKT en la solution du problème.

Ce type d’approximation de la solution est particulièrement adaptée à la résolution
des problèmes de contrôle optimal, dans la mesure où le problème résolu possède tou-
jours la même structure et diffère uniquement en les données d’entrées. On peut en effet
écrire un problème de commande optimale comme étant paramétrique en l’état initial
de la fenêtre d’estimation (injection de la valeur initiale a) ou un problème d’estimation
comme paramétrique en les signaux de commande et les mesures du système sur la fenêtre
d’estimation.

Le choix de la méthode de résolution employée impacte le calcul des sensibilités. Notam-
ment, une prédiction tangentielle de la solution déterminée par la méthode SQP est plus
précise que pour la méthode des points intérieurs [DFH09]. Un algorithme de réduction
de la latence de calcul par la méthodologie advanced-step MHE [LB12] est proposé au
chapitre 7, où la solution du problème d’optimisation est obtenu par la méthode des points
intérieurs mais les sensibilités de la solution aux paramètres d’entrée du problème sont
obtenues par la méthode SQP.

a. « Initial value embedding » dans [Die01].
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Chapitre 2

Simulation numérique

La résolution des problèmes de contrôle optimal par les méthodes directes nécessite
de simuler numériquement le système, en résolvant les équations qui régissent son com-
portement, ainsi que le calcul des sensibilités de l’intégrateur par rapport aux conditions
initiales.

2.1 Modèles dynamiques

Modéliser un système physique mène à la formulation d’équations qui décrivent son
comportement, son évolution dans le temps, sa géométrie… Le modèle résultant est un sys-
tème dynamique (au sens mathématique) qui peut-être à temps continu pour une évolution
décrite par des équations algébriques et différentielles (ordinaires ou aux dérivées partielles)
ou à temps discret dont l’état en certains instants suit une équation aux différences. Les
systèmes hybrides sont des systèmes pour lesquels certains phénomènes sont modélisés
à temps continu et d’autres à temps discret. On s’intéressera spécifiquement aux modèles
dynamiques à temps continu.

L’état du système X ∈ Rnx correspond à l’ensemble variables du modèle susceptibles
de résumer ses évolutions passées. Ces variables d’état évolent en fonction des variables
de temps, voire d’espace, mais aussi de paramètres exogènes (signaux de commande,
perturbations, …). On note X (t,π1, , ...,πn) pour dénoter cette dépendance, les variables et
signaux exogènes étant concaténés dans le vecteur π= (t,π1, . . . ,πn) ∈ Rn+1. Une équation
aux dérivées partielles (EDP) régissant l’évolution du modèle s’écrit alors :

f (π, X ,∂πX , ...,∂ m
π X ) = 0 (2.1)

faisant apparaître les dérivées partielles de X jusqu’à l’ordre m> 0. L’équation de Boltzmann,
l’équation de la diffusion ou l’équation de transport sont des équations aux dérivées partielles
bien connues, qui apparaissent dans de nombreux problèmes.

La résolution analytique des EDP non triviales est difficile voire impossible. La résolution
numérique de ces équations implique d’approximer la solution en certains points de l’espace
et instants dans le temps. Il est courant de discrétiser la solution d’abord dans l’espace (semi-
discrétisation en espace) en considérant un « maillage » de l’espace [PM96]. Le maillage
peut-être adaptatif, mais considérons ici un maillage fixé (voir figure 2.1). On introduit
N > 0 « nœuds » dans l’espace Rn. Les dérivées partielles de l’état par rapport à l’espace
sont ensuite remplacées en considérant une approximation. Soit une EDP à une dimension
spatiale notée z telle que :

f (t, z, X ,∂zX ,∂t X , . . . ) = 0

Pour un maillage de l’espace (zi)i∈¹1,Nº on peut approximer (en supposant le maillage
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(a) Maillage à une dimension spatiale.
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(b) Maillage à deux dimensions spatiales.

Figure 2.1 – Maillage de l’espace pour la discrétisation spatiale des EDP. Chaque

dimension est discrétisée individuellement décrivant un maillage de l’espace, qui

n’est pas nécessairement uniforme.

suffisamment fin) la quantité ∂zX par l’approximation aux différences finies suivante :

∀t ∈ R, ∂zX (t, zi)≈
X (t, zi+1)− X (t, zi)

zi+1 − zi
(2.2)

De nombreuses autres approximations sont possibles, par exemple en faisant intervenir
davantage de mailles adjacentes dans l’espace de la solution. Une construction systématique
de méthodes d’approximation par les différences finies de la forme :

∂ k
z X (t, zi)≈

n2
∑

l=−n1

al X (t, zi+l)

est possible en considérant un développement de Taylor à un ordre plus élevé [For88]. Le
cas n1 = n2 correspond à une formule symétrique, mais l’approximation peut aussi être
asymétrique (uni-latérale). Pour les mailles extérieures au domaine de l’espace discrétisées,
il est nécessaire d’adapter ces formules. Pour ces mailles, on peut construire des mailles
extérieures artificielles par extrapolation puis appliquer une méthode symétrique, ou alors
employer une méthode asymétrique pour exploiter uniquement les mailles intérieures au
domaine.

Les valeurs prises par les quantités d’intérêt aux nœuds du maillage correspondent à
autant de nouveaux états liés par des équations différentielles ordinaires, plus simples à
traiter que les équations aux dérivées partielles. Une équation différentielle ordinaire
correspond à un cas particulier de (eq. 2.1) où seule la dérivée temporelle des variables
d’état apparaît, c’est-à-dire en notant ∂t X = Ẋ :

f (t, X , Ẋ ) = 0

On rencontre souvent des expressions où un terme de forçage apparaît, comme par
exemple un terme de commande qui permet influencer le comportement du système.
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Supposons le signal de commande noté a u(t) ∈ Rnu on obtient l’équation différentielle
suivante :

f (t, X , Ẋ , u) = 0

Cette notation est dite implicite b , mais on rencontre très souvent la notation explicite
Ẋ = fexpl(t, X , u) lorsqu’il est possible d’exprimer directement la dérivée temporelle de l’état
en fonction de ce dernier et du signal de commande. On peut alors revenir à une forme
implicite par la réécriture :

fimpl(t, X , Ẋ , u) = Ẋ − fexpl(t, X , u) = 0

Dans le cas où la matrice Jacobienne ∂Ẋ fimpl est singulière, le modèle est dit algébro-
différentiel (présence de relations strictement algébriques entre les variables). La totalité
de l’état n’est alors pas décrit par une équation différentielle explicite et on distingue alors
les parties algébriques et différentielles de l’état en les notant z et x . On aboutit à une
représentation semi-explicite qui s’exprime :

ẋ = fexpl(t, x , z, u) (2.3)
0= g(t, x , z, u) (2.4)

Un système linéaire est un système pour lequel l’équation fimpl est linéaire. Pour un
système différentiel linéaire, on écrit :

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (2.5)

Un système pour lequel ∀t ∈ R, A(t) = A, B(t) = B, est rang dans la classe des systèmes
Linéaires à Temps Invariant (LTI).
Définition 2.1

En notant σ(A) et σ(A) respectivement la plus petite et la plus valeur grande propre de
A, le système (eq. 2.5) est dit raide si σ(A)<< σ(A).

La raideur d’un modèle le rend difficile à simuler numériquement c et implique d’employer
des méthodes d’intégration adaptées afin d’assurer la stabilité numérique de la solution.
Pour un modèle non linéaire, la raideur est plus délicate à appréhender. Elle est liée aux
valeurs propres à partie réelle négatives de la Jacobienne ∂x f [HNW09].

a. On doit cette notation à Lev Semenovich Pontryagin, le mot russe « управление » correspondant à
« commande » [Gam19].

b. On parle également de système descripteur.
c. La grande différence entre les valeurs propres implique des dynamiques de vitesse très différentes. La

simulation des dynamiques rapides avec une méthode inadaptée implique un pas de temps d’intégration
excessivement petit qui peut impacter négativement les performances de l’intégrateur numérique.
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2.2 Intégration numérique

Afin de simplifier la notation, on considère un système différentiel autonome de la
forme :

ξ′(t) = f (t,ξ(t))

Cette équation différentielle a pour inconnue la fonction ξ : R→ Rn, n ≥ 1. Il existe une
infinité de solution à ce problème [Dem06]. Le problème de la valeur initiale, ou problème
de Cauchy (eq. 2.6), consiste à trouver la solution d’une équation différentielle comportant
une condition initiale :

¨

ξ′(t) = f (t,ξ(t))

ξ(t0) = ξ0
(2.6)

La fonction d’évolution f peut être scalaire f : R×R→ R ou vectorielle f : R×Rn→ Rn,
n> 1. En cas d’existence de solution (théorème de Cauchy-Lipchitz), la résolution analytique
du problème de Cauchy pour des fonctions d’évolution non-triviales est difficile, là où les
méthodes de résolution numérique permettent de trouver des solutions approchées de
manière systématique. Résoudre numériquement une équation différentielle consiste à
trouver la valeur prise par la solution en certains points (tk)k∈N. Le maillage ainsi défini
est représenté sur la figure 2.2. Ce maillage définit également des pas d’intégration, qu’on
écrit hk = tk+1 − tk. Le choix du pas d’intégration est important pour la stabilité numérique
du schéma d’intégration en fonction du problème à résoudre. La discrétisation du temps
peut-être adaptative, c’est-à-dire que le maillage est déterminé au cours de l’intégration
numérique en fonction de l’estimation de l’erreur d’intégration réalisée. La section 2.3
revient plus en détail sur les méthodes d’intégration adaptatives.

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9

t

Figure 2.2 – Discrétisation du temps : la solution est approximée en ces instants.

La solution approchée (ξk)k∈N est ainsi une suite numérique censée coïncider avec la
solution exacte en ces points, de sorte que :

∀k ∈ N, ξk ≈ ξ(tk)

Dans la suite, on notera ξ la solution exacte et (ξk)k∈N la solution approchée. La solution
exacte est une fonction et la solution numérique est une suite. On appellera plus générale-
ment « intégrateur », un algorithme mettant en place une méthode d’intégration numérique
résolvant le problème de Cauchy (eq. 2.6). Pour une méthode d’intégration numérique on
s’intéressera à plusieurs propriétés qui sont l’ordre de cette méthode ainsi que sa stabilité
numérique.

On distingue pour l’intégration numérique deux classes de méthodes, dites méthodes à
un pas pour l’une et méthodes multipas pour l’autre. On note hk = tk+1−tk la longueur du pas
d’intégration. Les méthodes à un pas n’utilisent que la solution numérique au pas précédent
ξk pour déterminer ξk+1 de sorte que la solution numérique à l’équation différentielle est
de la forme :

ξk+1 = ξk + hkΦ(hk, tk,ξk) (2.7)
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tandis que les méthodes d’intégration multipas réutilisent les solutions précédentes pour
calculer ξk+1. Une méthode à n pas s’écrit :

ξk+1 =
n−1
∑

l=0

αlξk−l +
n−1
∑

l0

hlβl f (tk+l ,ξk+l) (2.8)

Il est nécessaire d’initialiser correctement les méthodes d’intégration multipas au début de
l’intégration numérique par exemple en utilisant une méthode à un pas.

Une première question se pose pour toute méthode d’intégration numérique : est-elle
une bonne approximation de la solution au problème (eq. 2.6)?
Définition 2.2 (Erreur de consistance)

L’erreur de consistance εk d’une méthode d’intégration numérique associée au problème
(eq. 2.6) est la quantité :

εk = ξ(tk+1)− ξk+1.

où ξk+1 est obtenu par intégration numérique à partir de ξ(tk).

L’erreur de consistance correspond à l’erreur réalisée localement en utilisant la méthode
une fois à partir de la solution exacte. Lorsque l’on utilise la méthode d’intégration plusieurs
fois sur tout l’intervalle d’intégration, en repartant de la solution précédente, l’erreur
d’intégration s’accumule.
Définition 2.3 (Erreur globale)

L’intégration numérique sur l’intervalle [t0, t f ] subdivisé en N sous-intervalles engendre
l’erreur globale d’intégration :

εglobale = max
0<n<N

|ξ(tn)− ξn|

On la définit parfois également par l’erreur d’intégration à la fin de l’intervalle :

ε′globale = |ξ(tN )− ξN |

Une méthode est dite consistante lorsque
∑N

k=0 |εk| −−→
h→0

0. L’ordre d’une méthode d’inté-
gration permet de quantifier la vitesse de convergence de l’erreur de consistance en fonction
du pas d’intégration.
Définition 2.4 (Ordre d’une méthode d’intégration)

L’ordre d’une méthode d’intégration numérique est le plus grand entier p tel que ∀k ∈
N, εk = O(hp+1).

Il est souhaitable qu’une méthode d’intégration numérique ait un ordre élevé afin de limiter
l’erreur commise sur l’approximation numérique de la solution. L’ordre d’une méthode est
en réalité l’ordre maximal possible pour un problème donné.

Une méthode d’intégration numérique doit également conserver certaines propriétés du
système que l’on intègre. On étudie en général la méthode sur le système test de Dahlquist
f (t,ξ(t)) = lξ(t), l ∈ C de solution analytique ξ(t) = el t . Il est clair que pour ℜ(l) < 0,
ξ(t) −−−→

t→∞
0. Supposons que l’intervalle d’intégration [t0, t f ] soit divisé en sous-intervalles
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de tailles égales de sorte que le pas d’intégration soit constant et vaille h. Une méthode à un
pas prend la forme d’une suite géométrique de raison φ(hl) telle que ξk+1 = φ(hl)ξk. En
notant z = hl, il est clair que cette suite est convergente (comme la solution réelle) lorsque
|φ(hl)|< 1.

Définition 2.5 (Fonction de sensibilité et domaine de convergence)
La fonction de sensibilité d’une méthode d’intégration est la fonction :

φ : C→ C (2.9a)
z 7→ φ(z) (2.9b)

Cette fonction apparaît pour les méthodes d’intégration à un pas qui prennent, sous
l’hypothèse d’un pas d’intégration constant, la forme d’une suite géométrique ξk+1 =
φ(hl)ξk. Le domaine de convergence pour une méthode d’intégration est le domaine
du plan complexe pour lequel |φ(z)|< 1.

La stabilité de la solution en fonction de l peut dépendre du choix de h. Une méthode
dont la solution est stable indépendamment de la taille du pas choisi est souhaitable, c’est
par exemple le cas d’une méthode A-stable.

Définition 2.6 (A-stabilité)
Une méthode A-stable est une méthode pour laquelle le domaine de convergence
contient tout le demi-plan gauche du plan complexe. Une méthode A(α)-stable est une
méthode pour laquelle le domaine de convergence contient un cône d’angle α.

ℜ(z)

ℑ(z)

−2 −1 1 2

−2i

−1i

1i

2i

0

Domaine A-stable

Domaine Α(α)-stable

Figure 2.3 – Domaine de stabilité d’une méthode A-stable.

La notion d’A-stabilité n’est pas suffisante pour les systèmes raides, qui présentent
des dynamiques aux temps caractéristiques très différents, de sorte que le comportement
transitoire de la solution numérique peut ne pas correspondre à la solution exacte, bien que
les deux convergent [HW96].

Définition 2.7 (L-stabilité)
Une méthode d’intégration est L-stable si elle est A-stable et si lim|z|→∞φ(z) = 0.
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2.3 Variation du pas de temps, contrôle de l’erreur

Les intégrateurs numériques implémentent une méthode de contrôle de l’erreur via
un pas d’intégration variable, de sorte à limiter l’erreur d’intégration. L’enjeu est double :
d’une part le choix d’un pas d’intégration fixe « trop petit » implique un grand nombre
d’évaluations de la méthode d’intégration (donc un coût de calcul important), d’autant que
l’on risque d’accumuler des erreurs d’arrondis (représentation numérique). D’autre part,
le choix d’un pas d’intégration fixe « trop grand » implique une erreur d’intégration plus
élevée. En ajustant la taille du pas d’intégration en ligne, on garantit à la fois la précision et
la vitesse du schéma d’intégration.

Lors de la mise en œuvre d’un schéma d’intégration adaptatif, il s’agit d’estimer en ligne
l’erreur d’intégration commise en réalisant le calcul de ξk+1 de deux manières différentes.
L’utilisation de la méthode de Richardson [Ric11] consiste à utiliser une méthode d’intégra-
tion deux fois avec le pas h pour obtenir ξk+1 et une fois avec le pas 2h pour obtenir ξ̃k+1.
L’erreur commise est alors estimée avec la formule :

ε = ξ(tk + 1)− ξk+1 =
ξk+1 − ξ̃k+1

2p − 1
+O(hp+2)

où p est l’ordre de la méthode d’intégration. On peut alors utiliser le résultat corrigé de
l’erreur :

ξ̂k+1 = ξk+1 +
ξk+1 − ξ̃k+1

2p − 1

qui est une estimation d’ordre p+1 (donc meilleure que ξk+1 et ξ̃k+1 obtenues avec des
méthodes d’ordre p).

Les méthodes de Runge-Kutta-Felhberg (RKF) et Dormand-Prince sont des exemples de
méthodes d’intégration avec contrôle de l’erreur via l’emploi de méthodes d’ordre différent.
Afin de limiter la complexité de calcul, ces méthodes sont construites de sorte à ce que les
mêmes évaluation de f puissent être utilisées dans les deux schémas d’intégration (on parle
de méthodes emboîtées[Dem06]).

Plus précisément, l’erreur de consistance (définition théorème 2.2) est estimée en
appliquant une méthode d’intégration donnée à deux ordres différents (par exemple RK aux
ordres 4 et 5), donnant deux valeurs de ξk+1 utilisées pour estimer l’erreur. Un algorithme
de d’adaptation de la taille du pas d’intégration peut décider, en cas de rejet du pas courant,
d’augmenter ou de diminuer la taille du pas afin de garantir que l’erreur d’intégration reste
inférieure à un seuil spécifié par l’utilisateur. L’approche la plus simple consiste à diviser ou
multiplier d’un facteur 2 le pas d’intégration, mais une approche plus élaborée peut être
plus efficace a.

a. Le contrôle de l’erreur peut être assuré par un régulateur PI ou PID et il est possible d’estimer l’erreur
d’intégration en construisant un observateur [Söd02].
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2.4 Sensibilité de l’intégrateur

L’usage de l’intégration numérique dans le cadre de la résolution de problèmes de
contrôle optimal nécessite, en plus de la simulation du système, de calculer les sensibilités
(au premier ordre voire au delà) de la solution par rapport aux conditions initiales et aux
paramètres (paramètres du modèle et/ou signaux de commande) du système au cours de
la simulation. Ce calcul fait intervenir le calcul de quantités dérivées, qui peut être réalisé
de différentes manières, ainsi que décrit plus en détail en section 4.7.

Définition 2.8 (Sensibilités de la solution du problème de Cauchy [HNW09])
Soit ξ : R×R→ Rn la solution du problème de Cauchy dépendant d’un paramètre p :

ξ′ = f (t,ξ(t,ξ0, p)) (2.10a)
ξ(t0,ξ0, p) = ξ0 (2.10b)

On note que la solution dépend de t et p, ainsi que de la condition initiale ξ0 de
sorte que ξ(t,ξ0, p). La solution numérique, à la fin de l’intervalle d’intégration est
notée ξN (ξ0, p). On appelle fonctions de sensibilité de la solution, les dérivées de cette
dernière par rapport à ξ0 et p :

Sp =
∂ ξN (t,ξ0, p)

∂ p
, Sξ0

=
∂ ξN (t,ξ0, p)

∂ ξ0
.

On s’intéresse en particulier aux valeurs prises par ces sensibilités à la fin de l’inter-
valle d’intégration, soit Sp(t f ) et Sξ0

(t f ).

Les sensibilités mesurent l’impact des variations des conditions initiales et des paramètres
du problème sur la trajectoire du système. Ces quantités sont donc importantes pour le
calcul de la direction de descente dans la méthode de Newton associée à la résolution du
problème NLP résolvant le problème de contrôle optimal. Pour les méthodes directes, il faut
alors calculer la sensibilité de la solution numérique par rapport à ces variables. On distingue
plusieurs classes de méthodes qui permettent ce calcul. Une première approche, qualifiée
de END (External Numerical Differentiation) consiste à considérer une dérivée numérique
par le biais d’une différence finie, soit en définissant les directions de perturbation δp et
δξ0 (dont toutes les composantes sont nulles sauf une) et la précision machine ε :

Sp ≈
ξt f
(ξ0, p+ εδp)− ξt f

(ξ0, p)

ε
, Sξ0

≈
ξt f
(ξ0 + εδξ, p)− ξt f

(ξ0, p)

ε
.

Cette approche est néanmoins particulièrement inefficace, en particulier pour la sensibilité
par rapport à la condition initiale d’un système de grande dimension où il est nécessaire
de perturber une à une chaque composante de la condition initiale et simuler le système
à nouveau. Chaque simulation numérique devra alors déterminer un nouveau maillage
adaptatif de l’intervalle d’intégration, au prix d’un coût calculatoire élevé. En outre, la
précision de cette méthode est limitée puisque ε est nécessairement plus élevée que la
précision machine. Il faut également que la trajectoire soit suffisamment perturbée pour que
la différence avec la solution nominale excède l’erreur d’intégration [RMD17], ce qui n’est
pas avantageux pour les systèmes raides, potentiellement sensibles à de petites variations
des paramètres. Les intégrateurs capables de calculer la sensibilité de leur solution par
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rapport à leurs entrées implémentent donc des techniques différentes.

En opposition, la méthode « interne » (IND Internal Numerical Differentiation) ou plus
précisément du calcul « des dérivées du schéma de discrétisation selectionné en interne »
[Boc81] a consiste à calculer les sensibilités en « figeant » ou « gelant » les éléments adaptatifs
du schéma d’intégration (ordre de la méthode, taille du pas d’intégration, itérations de
Newton pour une méthode implicite) et en différentiant directement le schéma d’estimation
utilisé (soit par les différences finies, soit par différentiation automatique).

Les méthodes que nous venons de décrire font partie des méthodes dites « discrétiser
puis différentier » car la trajectoire est simulée, avant le calcul des sensibilités de la solution
numérique. Une autre classe de méthodes existe, dénommée « différentier puis discrétiser »,
qui présentent l’intérêt de déterminer les sensibilités de la solution exacte à temps continu
plutôt que pour la solution numérique [Alb11]. En différenciant d’abord le problème de
Cauchy par rapport aux paramètres ou conditions initiales, on détermine une équation
différentielle auxiliaire b. On calcule :

∂pξ̇= ∂p f + ∂ξ f ∂pξ.

Par ailleurs, on a :
∂pξ̇=

d
d t
∂pξ.

Ainsi, la fonction de sensibilité par rapport au paramètre p est donc solution de l’équation
différentielle suivante :

Ṡp = ∂p f + S∂ξ f

On peut ainsi obtenir la sensibilité de la solution à la fin de l’intervalle d’intégration en
intégrant une équation différentielle auxiliaire dont elle est solution. Il n’est pas nécessaire
d’employer la même méthode d’intégration que pour la résolution du problème de Cauchy.

2.5 Méthode d’Euler

La méthode d’Euler [Dem06] est une méthode d’intégration numérique bien connue.
Simple à comprendre et à implémenter, elle permet de poser les bases des méthodes
d’intégration numérique puisqu’elle permet de comprendre les méthodes à un pas, mais
également les méthodes multi-pas c, ainsi que la distinction entre les méthodes explicites et
implicites. En confondant localement la trajectoire sur [tk, tk+1] à sa tangente en (tk,ξk),
on approxime la dérivée de la trajectoire par une différence finie de sorte que : ξ′(tk) ≈
ξ(tk+1)−ξ(tk)

tk+1−tk
ce qui mène au schéma numérique de la méthode d’Euler explicite :

ξk+1 = ξk + f (t,ξk)×∆t

appliqué à partir de la condition initiale connue ξ0. La méthode est dite explicite en ce que
la solution numérique à tk+1 ne dépend que de la solution à l’instant tk.

a. « derivatives of the internally selected discretisation scheme » dans [Boc81].
b. La différentiation automatique peut être utilisée dans ce cas également.
c. On peut imaginer la méthode d’Euler comme une méthode multi-pas… à un pas.
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L’approximation de la tangente de la trajectoire en tk+1 à partir de la solution précédente
(Euler à droite) donne la méthode d’Euler implicite :

ξk+1 = ξk + f (t,ξk+1)×∆t

Cette méthode est dite implicite puisque le terme ξk+1 est présent dans le terme de droite
et dans le terme de gauche. On ne dispose alors plus d’une formule directe pour le calcul de
la solution numérique au problème de Cauchy, mais il faut à la place résoudre une équation
par le biais de la méthode de Newton.

t

y

tk tk+1

yk

yk+1

y ′(tk)

(a) Euler explicite

t

y

tk tk+1

yk

yk+1
y ′(tk+1)

(b) Euler implicite

Figure 2.4 – Méthodes d’Euler

Étudions la stabilité numérique de la solution. On considère à nouveau le système test
de Dahlquist ξ(t)′ = lξ(t) de solution ξ(t) = el t . L’utilisation de la méthode de Newton
explicite donne :

ξk+1 = ξk + hlξk = (1+ hl)ξk

Il s’agit d’une suite géométrique de raison 1+hl, qui n’est convergente que lorsque |1+hl|< 1.
La solution du système test n’est stable que pour ℜ(l)< 0 mais on remarque alors que qu’il
faut nécessairement h< 2/|l| pour que l’erreur converge vers 0.

La méthode d’Euler implicite mène à une suite géométrique de raison 1
1−hl or ∀h >

0,∀l ∈ C,ℜ(l) < 0, | 1
1−hl | < 1, ainsi la méthode est stable pour toute valeur de h (elle est

donc A-stable) et elle est même L-stable puisque 1
1−hl −−−→h→∞

0.

Laméthode d’Euler (explicite ou implicite) est d’ordre 1. En d’autre terme, il est nécessaire
d’utiliser un pas d’intégration fin afin de limiter l’erreur d’intégration ce qui induit de
nombreuses itérations. Les méthodes d’intégration à un pas consistent à considérer une
« direction moyenne » de la trajectoire pendant un temps hk (le pas d’intégration) à partir de
la solution numérique à tk. En construisant une meilleure direction moyenne, notamment en
considérant des évaluations de ξ′ en tk, tk+1 et/ou t ∈]tk, tk+1[, il est possible de concevoir
une méthode d’intégration d’ordre plus élevé.

La θ-méthode est un schéma numérique d’intégration de la forme :

ξk+1 = ξk + h(1− θ ) f (tk,ξk) + hθ f (tk+1,ξk+1), θ ∈ [0,1] (2.11)

Le cas θ = 0 correspond à la méthode d’Euler explicite tandis que le cas θ = 1 est la
méthode d’Euler implicite. La méthode est implicite si θ > 0. Le cas θ = 1/2 correspond à
la méthode des trapèzes, qui est implicite d’ordre 2 et A-stable. Comme pour la méthode
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d’Euler implicite, on résout (eq. 2.11) avec la méthode de Newton, que l’on peut initialiser
à partir de la méthode d’Euler explicite avec ξ̃k+1 = ξk + hf (tk,ξk). Cela revient à faire
un demi-pas dans la direction ξ′(tk) puis un demi-pas dans la direction ξ′(tk+1). Si on se
contente d’évaluer (eq. 2.11) avec ξ̃k+1, on arrive à la méthode prédicteur-correcteur, ou
encore méthode de Heun [RMD17], qui correspond au schéma numérique suivant :

ξ̃k+1 = ξk + hf (tk,ξk)

ξk+1 = ξk +
h
2
( f (tk,ξk) + f (tk+1, ξ̃k+1))

Cette méthode explicite est également connue en tant que méthode de Runge Kutta d’ordre
2 (RK2). La θ-méthode utilise uniquement des évaluations de ξ′ en tk et/ou tk+1 (ou leur
approximation dans le cadre de la méthode prédicteur-correcteur) mais on peut également
introduire des points intermédiaires sur l’horizon afin d’obtenir une estimation plus fine de
la trajectoire sur [tk, tk+1].

La méthode du point milieu correspond à la méthode d’Euler en considérant ξ′(tk +
h
2),

c’est-à-dire : ξk+1 = ξk + hf (tk +
h
2 ,ξk+1/2) On peut estimer ξk+1/2 avec la méthode d’Euler

explicite pour un pas h/2, soit ξk+1/2 = ξk +
h
2 f (tk,ξk). Les méthodes de Runge-Kutta

présentées au paragraphe suivant permettent de construire des méthodes d’intégration
d’ordre plus élevé en prenant en compte les considérations que nous venons d’énoncer
concernant l’intégration à un pas.
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tk tk+1

yk

yk+1
y ′(tk+1)

y ′(tk)

Figure 2.5 – Méthode des trapèzes
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Figure 2.6 – Méthode du point milieu

2.6 Méthodes de Runge-Kutta

Les méthodes de Runge-Kutta introduisent des points intermédiaires sur l’intervalle
[tk, tk+1]. Ces points, que l’on appellera nœuds de Runge-Kutta, sont définis comme ∀i ∈
¹1, sº, tk,i = tk + cih où s est le nombre de points introduits, 0≤ c1 ≤ · · · ≤ cs ≤ 1. On définit
ainsi s valeurs de la dérivée de la solution aux nœuds de Runge-Kutta.























κ1 = f (t + c1h,ξk + h(a11κ1 + · · ·+ a1sκs))
...

κs = f (t + csh,ξk + h(as1κ1 + · · ·+ assκs))

Φ(h, tk,ξk) = h(b1κ1 + · · ·+ bsκs)

(2.12)

c1 a11 · · · as1
...

... . . . ...
cs as1 · · · ass

b1 · · · bs

Table 2.1 – Tableau de Butcher.
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On construit ainsi une approximation de la solution sur une subdivision plus fine que la
suite des (tk)k∈N, de sorte que :

ξ(tk,i) = ξk +
∫ tk,i

tk

ξ̇(τ)dτ

≈ ξk + h
s
∑

l=1

ailκl

et
ξ(tk+1) = ξk +

∫ tk+1

tk

ξ̇(τ)dτ

≈ ξk + h
s
∑

i=1

biκi .

Les termes intégraux apparaissant dans les formules précédentes sont approximés par
des formules de quadrature qui utilisent les approximations ki. On résume couramment
les calculs présentés précédemment sous la forme d’un tableau de Butcher (tableau 2.1).
On distingue alors deux cas de figure : lorsque la matrice A= (ai j)1≤i, j≤s est strictement
triangulaire inférieure la méthode est explicite, sinon elle est implicite. Dans le cas explicite,
la détermination des valeurs intermédiaires se fait par calcul direct, ce qui s’interprête
comme plusieurs étapes de prédiction-correction [Dem06] (figure 2.7). Parmi ces méthodes,
les méthodes de Runge Kutta 2 et 4 font partie des plus populaires et possèdent un ordre
correspondant. Le tableau de Butcher de la méthode de Runge-Kutta 4 (RK4) est donné en
tableau 2.2.

Lorsque la matrice A contient des termes non nuls au dessus de la diagonale, la méthode
est implicite puisqu’il existe j ∈ [1, . . . , s] tel que κ j est des deux côtés de l’équation (eq. 2.12) :
on ne dispose plus d’une procédure pour obtenir κ j par le calcul direct. À la place, il s’agit de
résoudre le système d’équation (eq. 2.12) d’inconnues les {κi , i = 1, . . . , s}. Cette résolution
nécessite souvent de mettre en œuvre un algorithme de recherche de zéros tel que la
méthode de Newton (cf section 4.2). La recherche de zéros est plus coûteuse que le calcul
direct dans les méthodes explicites, mais en contrepartie la méthode implicite est plus
stable numériquement. Une méthode RK explicite à s étages aura un ordre maximal s a

tandis qu’une méthode implicite peut avoir un ordre 2s [RMD17]. En outre, il existe des
méthodes de Runge-Kutta implicites construites pour limiter la complexité de calcul comme
la classe des méthodes DIRK (Diagonally Implicit Runge-Kutta) pour lesquelles certains
termes diagonaux de la matrice A sont non-nuls[KC16], c’est-à-dire que tous les étages ne
sont pas implicites (cf table tableau 2.3).

0 0 0 0 0

1/2 1/2 0 0 0

1/2 0 1/2 0 0

1 0 0 1 0

1/6 1/2 1/2 1/6

Table 2.2 – Tableau de Butcher : méthode

RK4.

c1 0
...

... . . . 0
ci ai1 aii
...

... . . .
cs as1 · · · as,s−1 0

b1 · · · bs

Table 2.3 – Tableau de Butcher pour une mé-

thode DIRK (aii 6= 0).

a. Il existe des méthodes de Runge-Kutta explicite pour n’importe quel ordre. Cependant, l’ordre p = 4 est le
dernier pour lequel on puisse concevoir une méthode de Runge-Kutta à s = p étages [CK63]. Afin d’atteindre un
ordre plus élevé, il faudra alors impliquer davantage d’étages. Cette distinction permet néanmoins de concevoir
des méthodes imbriquées ayant le même ordre pour un nombre d’étages différents. Les méthodes implicites
n’ont pas ces limites.
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La mise en œuvre des méthodes IRK peut passer par la méthode de Newton (section 4.2)
pour résoudre les équations de (eq. 2.12), qui nécessite à chaque itération le calcul de
la Jacobienne des équation de Runge-Kutta pour les conditions de collocation, et son
inversion (typiquement via une factorisation LU). Ce calcul peut être coûteux, c’est pourquoi
des stratégies d’approximation peuvent être mises en œuvre afin de réutiliser la même
Jacobienne et sa factorisation au cours de la résolution, comme la méthode de Rosenbrock
[HNW09][HI14].

t

y

tk tk +
h
2

tk+1

yk

yk+1

κ1

yk +
h
2κ1

κ2

yk +
h
2κ2 κ3

yk + hκ3 κ4

(tk+1, yk +
h
6(κ1 + 2κ2 + 2κ3 + κ4))

Figure 2.7 – Méthode de Runge-Kutta 4. Cette méthode s’appuie sur plusieurs étapes de prédic-

tion/correction de la direction d’intégration.

2.7 Méthodes de collocation

On décrit à présent une classe de méthodes de Runge-Kutta implicites : les méthodes
d’intégration par collocation. À partir de ξk connu, on approxime la solution ξ par une fonc-
tion polynomiale P̃ : [tk; tk+1] −→ Rn associée au polynôme P. Dans la base des polynômes
de Lagrange pour les points tk,i définis précédemment, on écrit P ′ tel que P̃ ′ interpole entre
les valeurs intermédiaires de dérivées {κi , i = 1, . . . , s} :

P ′ =
s
∑

i=1

κi Li avec ∀i ∈ ¹1, sº, Li =
s
∏

l=1
l 6=i

X − tk,l

tk,i − tk,l
(2.13)

Afin de déterminer P de manière unique (par intégration de P̃ ′) il faut ajouter l’équation
P̃(tk) = ξk. On calcule dès lors :

ξ(tk,i)≈ P̃(t i,k) = P̃(tk) +
∫ tk,i

tk

P̃ ′(t)dτ (2.14)

= ξk +
∫ tk,i

tk

� s
∑

l=1

κl L̃l(t)

�

dτ (2.15)

= ξk +
s
∑

i=l

�∫ tk,i

tk

L̃l(t)dτ

�

κl . (2.16)
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Un calcul similaire en intégrant P̃ entre tk et tk+1 donne :

ξ(tk+1)≈ ξk +
s
∑

l=1

�∫ tk+1

tk

L̃l(τ)dτ

�

κl .

Finalement, si l’on suppose le pas de temps d’intégration fixe et en appliquant le changement
de variable τ= t−tk

h aux termes intégraux, on obtient les formules suivantes :

ξ(tk,i)≈ ξk + h
s
∑

l=1

�
∫ ci

0
L̃l(τ)dτ

�

︸ ︷︷ ︸

ail

κl , ξ(tk+1)≈ ξk + h
s
∑

l=1

�∫1

0
L̃l(τ)dτ

�

︸ ︷︷ ︸

bl

κl .

La méthode d’intégration numérique par collocation s’écrit donc bien comme une mé-
thode de Runge-Kutta implicite. Remarquons que le choix de la subdivision sur [tk; tk+1]
détermine totalement la méthode de collocation. En effet, les coefficients du tableau de
Butcher sont obtenus par le calcul d’intégrales sur les fonctions polynomiales L̃i. Or ces
polynômes ainsi que les bornes des intégrales ne dépendent que des {ci , i = 1, .., s}. Le
tableau de Butcher pour une méthode de collocation est donné par la table tableau 2.4.

c1
∫ c1

0 L̃1(τ)dτ · · ·
∫ c1

0 L̃s(τ)dτ
...

...
...

cs
∫ cs

0 L̃1(τ)dτ · · ·
∫ cs

0 L̃s(τ)dτ∫1
0 L̃1(τ)dτ · · ·

∫1
0 L̃s(τ)dτ

Table 2.4 – Tableau de Butcher pour une méthode de collocation.

En fonction des nœuds de collocation choisis, la méthode de collocation associée possède
des propriétés légèrement différentes. En particulier, le choix des points de Legendre
aboutit à une méthode A-stable d’ordre 2s tandis que les points de Radau aboutissent à une
méthode L-stable d’ordre 2s− 1. Les méthodes de collocation possédant des ordres élevés
sont particulièrement intéressantes en dépit de leur difficulté d’implémentation (système
d’équations plutôt qu’application d’une procédure explicite). Leur stabilité numérique -
en particulier pour le choix des points de Radau- en fait des méthodes privilégiées pour
l’intégration des systèmes raides.

La capacité des méthodes de collocation à représenter de manière continue une solution
approchée du problème (eq. 2.6) est une propriété intéressante pour la résolution des pro-
blèmes de contrôle optimal à temps continu. On peut distinguer deux classes (non disjointes)
d’intégrateurs : ceux dont la sortie est discrète et ceux dont la sortie est dense (continue)
[Enr+86]. Les intégrateurs discrets ne fournissent qu’un nombre fini de valeurs de la solu-
tion sur l’intervalle d’intégration [t0, t f ] tandis que les intégrateurs continus fournissent une
valeur en tout τ ∈ [t0, t f ]. En l’absence d’un traitement spécifique lors de leur conception, les
méthodes de Runge-Kutta appartiennent généralement à la première catégorie tandis que
les méthodes de collocation, qui emploient une paramétrisation polynomiale donc continue
de la solution, font partie de la seconde. Les intégrateurs continus sont particulièrement
intéressants, notamment pour le calcul la fonction coût des problèmes de contrôle optimal
à temps continu. Il est néanmoins possible de mettre en œuvre une méthode d’interpolation
de la solution entre les points d’une méthode dont la sortie n’est pas dense.
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2.8 Notes et discussion

La résolution des équations aux dérivées partielles constitue un champ de recherche très
large. Ici, nous avons simplement mentionné la méthode des différences finies qui permet
d’approximer l’équation aux dérivées partielles par une équation différentielle ordinaire
discrétisées dans l’espace. Des méthodes plus poussées peuvent être employées pour la
simulation des systèmes, telles que la méthode des éléments finis [Bar16] où la solution est
paramétrisée par un polynôme entre les nœuds du maillage, ou la méthode des volumes finis
[EGH]. Quoiqu’il en soit, les idées utilisées pour la discrétisation temporelle d’un problème
peuvent être appliquées à sa discrétisation spatiale.

Mentionnons également les méthodes implicite-explicite (IMEX) qui traitent différemment
les dynamiques raides et non raides d’une ODE : une méthode implicite (L-stable) est utilisée
pour traiter les dynamiques raides et une autre méthode pour les autres. Les méthodes de
Runge-Kutta additives (ARK pour additive Runge-Kutta) [Rey+23] permettent d’imbriquer
des méthodes (D)IRK et ERK, voire multi-pas, pour l’intégration des systèmes présentant
plusieurs échelles de temps. Ce type d’approche permet de réduire la taille de l’équation à
résoudre par la méthode de Newton et faire d’important gains de performance.
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Chapitre 3

Méthodes de transcription

Le problème de contrôle optimal (eq. 1.43, sous-section 1.5.1) est difficile à résoudre
analytiquement ; on le résout numériquement en pratique. Les variables de décision sont des
fonctions dépendantes du temps, l’espace de recherche des solutions est donc de dimension
infinie. Les méthodes directes proposent de discrétiser ces fonctions, par exemple en faisant
appel à une représentation paramétrique (polynômes) puis de formuler un problème de
programmation non-linéaire (NLP). L’espace de recherche est ainsi réduit à un nombre
fini de variables de décision. On parlera de transcription du problème de contrôle optimal
en un problème NLP. On ne résout donc pas le problème original à temps continu mais
un problème discret l’approximant. On rappelle la formulation du problème de contrôle
optimal :

P(p) :min
v,x

VI(x(t1)) + VF (x(t2)) +
∫ t2

t1

V (x , v, p)dτ (3.1a)

sous contraintes ∀τ ∈ [t1, t2] (3.1b)
f ( ẋ(τ), x(τ), v(τ), w(τ), p) = 0 (3.1c)
x(t1) = x (3.1d)
g(x , v) = 0 (3.1e)
h(x , v)≤ 0 (3.1f)

où VI désigne un terme de coût initial (nul en MPC, puisque l’état initial est imposé) et VF

désigne un coût terminal (erreur d’innovation en MHE, coût terminal approximant la fin
de l’horizon en MPC ) Pour un problème de commande prédictive on considère v = u (et
w= 0) et pour un problème d’estimation par horizon glissant, on considère v = w. En outre,
les paramètres du problème contiennent x0 pour un problème de commande prédictive
et y[t1,t2] et u[t1,t2] pour un problème d’estimation. v désigne donc de manière générale le
signal de commande du problème de contrôle optimal.

D
e
n
si
té

Taille du problème

Intégrateur numérique

Méthodes simultanées

Tir simple

Tir multiple

Collocation directe

Figure 3.1 – Différentes méthodes de transcription aboutissent à des problèmes

NLP différents mais dont la structure peut être exploitée.
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Discrétisation du temps.

L’horizon du problème (eq. 3.1) est divisé en sous-intervalles sur lesquels les signaux
de commande et l’état du système sont représentés par un nombre fini de paramètres
[Die01]. L’intervalle [t1, t2], est découpé en N sous-intervalles définis à partir des N instants
intermédiaires τi, i ∈ ¹0, . . . , Nº à partir desquels la trajectoire et les commandes sont
paramétrisées.

t1 = τ0 < · · ·< τN = t2 (3.2)

Discrétisation de la commande.

On considère sans perte de généralité les signaux de commande constants par morceaux.
En effet, pour une paramétrisation d’ordre plus élevé de la commande (polynomiale par
exemple), on considère sans difficulté les coordonnées du signal dans la base paramétrique
utilisée a. Par exemple, la décomposition de v pour une représentation polynomiale par
morceaux dans la base {Pi ∈ R[X ], i ∈ ¹0, n − 1º} (polynômes d’ordre n), s’écrit pour
i ∈ ¹1, N − 1º :

∀t ∈ [τi ,τi+1], v(t) =
n−1
∑

l=0

v(i)l P̃l(t) où ∀l ∈ ¹0, n− 1º, v(i)l ∈ R
nv .

Le signal de commande augmenté Vi =
�

v(i)0 . . . v(i)n−1

�T
est constant par morceaux. On peut

également ajouter des contraintes de recollement pour assurer la continuité de la commande
et ses dérivées aux instants τi ,∀i ∈ ¹1, Nº. En outre, certaines méthodes d’intégration
peuvent prendre en compte des signaux de commande variables sur le pas d’intégration.
C’est le cas des méthodes de Runge-Kutta, qui utilisent la valeur de la commande aux nœuds
de Runge-Kutta. On peut mettre en œuvre une méthode d’interpolation pour déterminer la
valeur des signaux de commande en ces instants.

Discrétisation de la dynamique.

La réalisation des contraintes dynamiques (simulation du système) est supposée réalisée
par un intégrateur tel que décrit au chapitre 2. Cet intégrateur réalise l’intégration numérique
du modèle de sorte que pour k ∈ N correspondant à tk :

xk+1 = Φk(xk, vk, wk)≈ xk +
∫ tk+1

tk

ẋ(τ)dτ

où ẋ = f (t, x , v, p). On note que la méthode d’intégration n’est pas nécessairement la même
sur chaque sous-intervalle de l’horizon du problème. Pour simplifier la notation, on omettra
la dépendance en k puisque la taille du pas d’intégration ou la méthode employée n’a pas
d’importance particulière dans la suite.

a. Par exemple les polynômes de Lagrange (cf eq. 2.13).
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Discrétisation de la fonction coût.

Le calcul de la fonction coût nécessite également de calculer un terme intégral dans
(eq. 3.1). L’équation (eq. 3.1a) peut être réécrite, en tenant compte de la subdivision de
l’horizon (eq. 3.2) : ∫ t2

t1

V (x , v)dτ=
N−1
∑

i=0

∫τi+1

τi

V (x , v)dτ.

Rien n’impose d’utiliser la même méthode d’intégration pour la fonction coût et pour
l’équation d’évolution du modèle. On pourra ainsi rencontrer des discrétisations de type
Euler (le terme intégral étant approximé par la somme des valeurs prises aux τi pondérée
par la largeur des intervalles), multipas ou Runge-Kutta alors que la dynamique emploie une
autre méthode d’intégration adaptée aux caractéristiques du modèle telle que la collocation
pour un modèle raide.

Dans le cas de schémas de Runge-Kutta pour l’intégration de la fonction coût, il est
nécessaire d’évaluer la fonction coût entre les τi, ce qui peut être réalisé si l’intégrateur
numérique permet d’évaluer la trajectoire en des points intermédiaires. C’est possible pour
des intégrateurs implémentant un schéma adaptatif de l’erreur (ou pour un appel chaîné à
une méthode d’intégration avec un pas d’intégration plus petit que τi+1 −τi) ainsi que les
représentations continues de la solution. À cette fin, il est avantageux d’intégrer la fonction
coût en même temps que la dynamique du modèle au sein de l’intégrateur (qui pourra
employer ou non différentes méthodes d’intégration pour la dynamique et la fonction coût).
La fonction coût est alors obtenue en intégrant V (x , v) sur [t1, t2] à partir de la condition
initiale V (x(t1), v(t1)) = 0.

En adoptant l’une desméthodes de discrétisation des commandes décrites précédemment,
il est courant de réécrire pour i ∈ ¹1, N − 1º :

∫τi+1

τi

V (x , v)dτ= l(x i , vi).

Cette réécriture permet d’unifier la formulation du problème de contrôle optimal à temps
continu et à temps discret.

Différentes stratégies de transcription existent comme le tir simple (single-shooting), le
tir multiple (multiple-shooting) et la transcription simultanée par collocation directe (direct
collocation) que nous allons décrire à présent.
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3.1 Tir simple

Le tir simple constitue une approche intuitive et pragmatique pour la simulation du
modèle. Pour une suite de commandes [v0, ..., vN−1] et la condition initiale x0, οn intègre le
modèle sur l’horizon du problème en appliquant successivement l’intégrateur sur chaque
sous-intervalle défini par (eq. 3.2), de manière à obtenir les équations suivantes :

x1 = Φ(x0, v0) (3.3a)
x2 = Φ(x1, v1) = Φ(Φ(x0, v0), v1) (3.3b)
...

xN = Φ(xN−1, vN−1) = Φ(...(Φ(Φ(x0, v0), v1), ...), vN−1) (3.3c)

À chaque évaluation des contraintes dynamiques du problème par le solveur d’optimi-
sation, la trajectoire du système est simulée pour tout l’horizon d’un seul tenant, puis la
solution du problème est ajustée par le solveur. On qualifie cette approche de séquentielle,
pour signifier l’alternance entre les phases de simulation et d’optimisation. On peut égale-
ment comprendre le caractère séquentiel de la méthode du point de vue de la simulation
même, qui nécessite de chaîner les appels à l’intégrateur réalisés dans l’ordre présenté dans
(eq. 3.3).

0 t

u(t)
x(t)

Figure 3.2 – Tir simple.

Pour la commande prédictive, cette transcription se traduit par un problème d’optimi-
sation ayant pour variables de décision les commandes [u0, ..., uN−1] (l’état initial étant
supposé connu). Pour un problème d’estimation, seul le premier état x0 et les éventuelles
perturbations sont variables de décision tandis que les commandes sont en général connues.

Pour un problème de commande prédictive, en ordonnant les variables de décision
[uT

0 , ..., uT
N−1], le problème NLP s’écrit :

min
u0,...,uN−1

VF (xF ) +
N−1
∑

k=0

l(xk, uk) (3.4a)

sous contraintes ∀i ∈ ¹0, N − 1º (3.4b)
x i+1 = Φ(x i , ui) (3.4c)
g(x i , ui)≤ 0 (3.4d)
h(x i , ui) = 0 (3.4e)
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La mise en œuvre et la compréhension de cette méthode sont simples, ce qui explique
sa popularité dans le milieu industriel. Les limites de cette méthodes sont néanmoins bien
connues [BP84]. Les erreurs introduites par le schéma d’intégration ainsi que celles induites
par la précision numérique des quantités manipulées croissent au cours de la simulation a.
L’erreur accumulée peut impacter la faisabilité du problème en violant les autres contraintes
du problème.

Par ailleurs les appels imbriqués à l’intégrateur numérique accentuent les non-linéarités
du problème d’optimisation. Dans cette approche séquentielle, le calcul des quantités inter-
venant dans la recherche de solution (évaluation de la Jacobienne des contraintes, gradient
de la fonction coût, etc) nécessitent de faire appel de nombreuses fois à la règle de la chaîne.
On a en effet ∀(i, k) ∈ ¹0, N − 1º2 :

∇uk
l(x i , ui) =







∂x i
l(x i , ui)

�

i−1
∏

j=k+1
∂x j

x j+1

�

∂uk
xk+1 si k ≤ i.

0 si k > i.
(3.5)

Ce calcul impacte négativement le conditionnement du problème. Pour des problèmes plus
complexes comme lors de la présence de raideurs ou d’instabilités du modèle, la méthode
du tir simple converge rarement.

Variables de décision

C
o
n
tr
a
in
te
s

x0 v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9

Figure 3.3 – Motif du caractère creux de la Jacobienne des contraintes du problème

d’optimisation transcrit par tir simple, obtenu pour 10 sous-intervalles de discré-

tisation de l’horizon pour le problème d’estimation d’état décrit au chapitre 7.

À mesure que l’on progresse dans l’horizon, la trajectoire dépend d’un nombre

croissant de termes νi .

a. On serait tenté de considérer la question de la précision numérique comme résolue, à l’heure où les
ordinateur embarquent des unités de calcul de plusieurs milliards de transistor et une précision machine très
grande. Même l’IBM 3081 utilisé dans [BP84] en 1984 était capable d’opérations sur des mots de 32 voire
64 bits. Le déploiement d’algorithmes de contrôle optimal sur des équipements embarqués (micro-contrôleur,
FPGA, etc) remet cette question au devant de la scène.
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3.2 Tir multiple

La méthode du tir multiple pour le contrôle optimal direct a été introduite dans [BP84],
mais trouve ses origines dans la résolution de problèmes aux limites[Osb69] sur lesquels le
tir simple ne convenait pas. Comme nous l’avons évoqué en section 3.1, le tir simple n’est
pas adapté pour les systèmes instables et non linéaires. La solution proposée en tir multiple
est d’introduire les variables ∀k ∈ [0, N − 1], sk de décision supplémentaires aux nœuds de
tir (qui coïncident avec la discrétisation de l’horizon (eq. 3.2)) et d’imposer les contraintes
de recollement suivantes :

∀k ∈ [0, N − 1], sk+1 = Φ(xk, uk) et xk+1 = sk+1 (3.6)

On aboutit ainsi au problème NLP suivant

min
u0,s0...,uN−1,sN−1,sN

VF (xF ) +
N−1
∑

k=0

l(xk, uk) (3.7a)

sous contraintes ∀i ∈ ¹0, N − 1º (3.7b)
si+1 = Φ(x i , ui) (3.7c)
x i+1 = si+1 (3.7d)
g(x i , ui)≤ 0 (3.7e)
h(x i , ui) = 0 (3.7f)

Ainsi, au lieu de réaliser l’intégration numérique séquentielle du système sur [t1, t2],
on réalise N intégrations sur des intervalles plus petits. La simulation pour l’ensemble de
la trajectoire n’est réalisée qu’en la solution du problème d’optimisation, on parle ainsi de
méthode simultanée puisque l’optimisation et la simulation sur tout l’horizon sont réalisées
simultanément

Les intégrations numériques sont indépendantes les unes des autres, il est donc possible
(et souhaitable) de les réaliser en parallèle a. Il en va de même pour l’évaluation de la
fonction coût sur chaque intervalle et des autres contraintes du problème, de sorte que
l’évaluation des quantités nécessaires à la résolution du problème peut être réalisée plus
rapidement en tir multiple que pour le tir simple.

En traitant la trajectoire de la sorte, des discontinuités au nœuds de tir apparaissent.
L’intérêt de cette discontinuité est que les instabilités potentielles sont contenues aux sous-
intervalles d’intégration, plus courts que l’horizon total, ce qui limite leur propagation.
La continuité de la trajectoire est réalisée implicitement par le solveur, via le respect des
contraintes (eq. 3.6) et non pas explicitement en imposant de repartir du résultat d’inté-
gration du sous-intervalle précédent. La figure 3.4 schématise en l’exagérant l’allure de
la trajectoire simulée du système au cours des itérations de l’algorithme de résolution. Il
est possible d’initialiser le problème à une solution infaisable et d’assurer la faisabilité au

a. Bien qu’il soit attrayant de paralléliser les intégrations numériques sur chaque intervalle, il faut se pencher
sur le temps passé dans le solveur de résolution du NLP, qui peut constituer la majorité du temps de calcul et
que l’intégration numérique sur les sous-intervalles est peu coûteuse en comparaison. Les gains possibles en
parallélisant peuvent alors être marginaux.
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cours des itérations successives du solveur. L’introduction des variables de décision supplé-
mentaires (non libres mais indépendantes) permet un calcul des dérivées nécessaires au
problème plus aisé qu’en tir simple puisque les recours à la règle de la chaîne ne sont plus
aussi longs, ce qui avait pour effet d’amplifier les non-linéarités et la sensibilité numérique.
On a en effet par indépendance des variables de décision ∀(i, k) ∈ ¹0, N − 1º2 :

∇uk
l(x i , ui) =

�

∂x i
l(x i , ui)∂ui−1

Φ(x i−1, ui−1) si k = i − 1
0 sinon.

(3.8a)

∇xk
l(x i , ui) =

�

∂x i
l(x i , ui)∂x i−1

Φ(x i−1, ui−1) si k = i − 1
0 sinon.

(3.8b)

En outre, le tir multiple possède des propriétés de convergence plus favorables que le tir
simple. L’introduction des variables de décision supplémentaires aux nœuds de tir mène à
la formulation d’un problème de dimension plus élevée mais les contraintes de recollement
donnent de la structure au problème. Les auteurs de [AD10] montrent que l’introduction de
variables supplémentaires non-libres dans le problème permet une convergence plus rapide
des algorithmes d’optimisation implémentant une méthode de Newton.

Les avantages du tir multiple ne s’arrêtent pas là, puisqu’il est possible de réutiliser
la solution d’un précedent problème pour initialiser la solution du problème courant, ce
qui permet de résoudre plus rapidement le problème. En effet, les solutions déterminées
pour la résolution de problèmes consécutifs sont proches. Deux stratégies se distinguent
alors[Die01] :

— le démarrage à chaud (« warm start ») consiste à intialiser la solution du problème
avec la solution précédente, sous l’hypothèse qu’entre deux résolutions les solutions
sont proches.

— le décalage (« shifting ») qui utilise la solution du problème précédent décalée d’un
pas de temps dans le futur. Il est alors nécessaire de déterminer la valeur avec laquelle
initialiser le dernier sous-intervalle : il est courant d’utiliser la même valeur que pour
l’avant-dernier ou de la connaissance a priori comme pour un système périodique .

En cas de distribution non uniforme des nœuds de tir (sous-intervalles de tailles différentes),
le shifting est plus délicat à mettre en œuvre et on lui préfère le démarrage à chaud .

Si le tir multiple présente de nombreux avantages par rapport au tir simple, quelques
désavantages sont à prendre en compte. Tout d’abord du point de vue des besoins en
mémoire, il faut introduire autant de nouvelles variables de décision que de sous-intervalles,
ainsi que toutes les contraintes de recollement, de sorte qu’un problème transcrit par tir
multiple est de plus grande taille que le même problème transcrit par tir simple et occupe
davantage de place en mémoire. Pour des applications destinées à fonctionner sur des
équipements peu puissants, cela peut poser un frein. Néanmoins, le problème transcrit par
tir multiple présente une structure diagonale par bloc et est creux : un solveur adapté ainsi
qu’une librairie d’algèbre linéaire « creuse » (sparse linear algebra) permettent d’exploiter
la connaissance des termes non nuls afin de limiter le nombre d’opérations. En outre, il
existe différentes approches de réduction de la dimension du problème (voir section 3.4)
qui permettent de limiter davantage les besoins en mémoire.

En outre, rien ne nous impose d’introduire des nœuds de tir multiple en chaque instant
de discrétisation temporelle (eq. 3.2). Certaines méthodes mélangent les approches séquen-
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tielles et simultanées, ce qui permet de réduire la taille du problème d’optimisation. Les
travaux[Ret+22] [Axe15]montrent qu’il est possible d’obtenir de meilleurs résultats que le
tir multiple et le tir simple en associant ces deux méthodes et en adaptant la structure du
problème pour être plus ou moins creuse.

0 t

u(t)
x(t) nœuds de tir

(a) Configuration initiale.

0 t

u(t)
x(t) nœuds de tir

(b) Configuration après quelques itérations.

0 t

u(t)
x(t) nœuds de tir

(c) Configuration proche de la solution.

0 t

u(t)
x(t) nœuds de tir

(d) Trajectoire une fois la solution obtenue.

Figure 3.4 – Évolution de la solution pour une transcription en tir multiple.
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Figure 3.5 – Motif du caractère creux de la Jacobienne des contraintes du problème

d’optimisation transcrit par tir multiple, obtenu pour 10 sous-intervalles de dis-

crétisation de l’horizon pour le problème d’estimation d’état décrit au (chapitre 7).

L’introduction de variables de décision supplémentaires, associées à l’état, et des

conditions de continuité de la solution entre les sous-intervalles réduit la dépen-

dance des contraintes du problème a un nombre réduit de variables de décision.
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3.3 Transcription simultanée par collocation directe

La méthode de transcription par collocation directe peut d’une certaine manière être
vue comme une extension du tir multiple. Supposons donc une transcription par tir multiple
du problème d’optimisation (eq. 3.1) pour laquelle l’intégration numérique à partir de
chaque nœud de tir est réalisée par une méthode de collocation (section 2.6). Dans ce cas,
l’intégration nécessite de résoudre les équations de collocation (eq. 2.12), ce qui est en
général réalisé via les itérations de Newton. On applique ainsi le même algorithme pour la
résolution du problème d’optimisation (itérations externes) et pour l’intégration numérique
au sein d’une itération du solveur d’optimisation (itérations internes).

En collocation directe, on propose de réunir les itérations internes et externes en aug-
mentant le problème figure 3.6. Les variables de décision supplémentaires sont les variables
de collocation sur chaque sous-intervalle et les conditions du problèmes sont augmentées
des conditions de collocation.

Itérations externes
Newton pour système de KKT

Itérations internes
Newton pour simulation

(a) Itérations avec une méthode de tir (simple

ou multiple) où la méthode de Runge-Kutta est

utilisée. Deux itérations de Newton sont imbri-

quées.

Itération unique
Newton pour système de KKT (externe)
Simulation numérique implicite (interne):
- Contraintes de collocation

(b) Itérations en collocation directe. Les itéra-

tions de Newton sont réunies.

Figure 3.6 – Comparaison de la résolution du problème pour une méthode de tir et

pour la collocation directe.

Pour l’implémentation de la transcription par collocation directe, il est courant de
modifier légèrement la formulation de la collocation présentée en section 2.6, qui est une
forme différentielle [RMD17]. On utilisera davantage une formulation intégrale, dans
laquelle le système d’équations à résoudre a pour inconnues les états de collocation ξk,i plutôt
que les dérivées κi. L’avantage est qu’en manipulant directement les états de collocation, la
quadrature de la fonction coût est plus simple à exprimer. De plus, le problème résultant
est plus creux que pour la formulation différentielle de la collocation directe.

Abandonnons la notation que nous avions adoptée pour formuler le problème (eq. 2.6)
et reprenons le formalisme de la représentation d’état. On veut transcrire le problème
(eq. 1.38) en un problème NLP. On divise la fenêtre d’estimation en N ≥ 1 intervalles de
taille h= H/N que l’on note [tk; tk+1], k = 0, ..., N a. Sur chaque intervalle, on approxime la
trajectoire du système par une fonction polynômiale P̃ : [tk; tk+1] −→ Rn qui interpole entre
les états de collocation xc

k,i qui sont variables de décision du problème NLP, i ∈ ¹1, sº où s
est le nombre d’étages de la méthode. On approxime la fonction coût sur [tk; tk+1] par une

a. Le cas N = 1 correspond aux méthodes dites pseudospectrales ou de collocation orthogonale. Dans ce
type d’approche, on choisit un unique polynôme interpolateur de degré élevé, typiquement exprimé dans la
base des polynômes de Chebychev [HR07].
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fonction polynômiale T̃ : [tk; tk+1] −→ R.

P =
s
∑

l=1

Llxc
k,l et T =

s
∑

l=1

Ll V
�

xc
k,l

�

P̃ ′ est une approximation de ẋ sur [tk; tk+1] que l’on fait coïncider avec la solution aux
nœuds de collocation. Cela correspond à imposer la contrainte P̃ ′(tk,i) = f (tk,i ,u(tk,i),xc

k,i ,p)
au nœud de collocation i. Ainsi les contraintes suivantes sont ajoutées au problème NLP :

∀i = 1, .., s,
s
∑

l=1

L̃′l(tk,i)xc
k,l = f (tk,i ,u(tk,i),xc

k,i ,p)

À la fin de l’intervalle, on calcule :

xk+1 = P̃(tk+1) =
s
∑

l=1

Ll(tk+1)xc
k,l

Le terme intégral de la fonction coût est approximé sur [tk; tk+1] en calculant :

∫ tk+1

tk

V (x(t))dt ≈
∫ tk+1

tk

T̃ (t)dt =
s
∑

l=1

�∫ tk+1

tk

L̃l(t)dt

�

V (xc
k,l)

nœuds de collocation

t

u(t)
x(t) nœuds de tir

0

Figure 3.7 – Transcription simultanée par collocation directe.

Puisqu’une solution faisable du problème d’optimisation est une trajectoire faisable du
système (par les contraintes de collocation), on s’affranchit de l’intégration numérique et du
calcul des sensibilités. Autrement dit, l’intégration numérique du système est implicitement
réalisée par le respect des contraintes de collocation. De manière similaire au tir multiple, la
trajectoire est discontinue aux nœuds de tir tant que l’on n’a pas convergé vers une solution.
De plus, les états intermédiaires aux nœuds de collocation peuvent ne pas respecter les
contraintes de collocation, c’est-à-dire que la trajectoire simulée peut ne pas respecter la
dynamique du système même au sein des sous-intervalles (eq. 3.2) de l’horizon, tant que
l’on a pas convergé en une solution. Bien qu’il existe des schémas adaptatifs [LHR15], l’ordre
d’intégration entre les nœuds de tir est le plus souvent fixé.

En conservant les points de collocation comme variables de décision, il est possible



Chapitre 3 – Méthodes de transcription 53

d’ajouter des contraintes sur les états intermédiaires aux nœuds de collocation. On peut
ainsi garantir que la trajectoire entre deux nœuds de tir reste faisable, ce qui n’est pas
possible a priori dans le cadre du tir multiple où les contraintes ne portent que sur les nœuds
de tir.

La collocation directe est une méthode simultanée au même titre que le tir multiple
et présente les mêmes avantages que ce dernier par rapport au tir simple : démarrage à
chaud de la solution, la propagation limitée des erreurs, instabilités et non-linéarités. La
collocation directe est encore plus massivement parallélisable que le tir multiple puisque
l’on peut paralléliser toutes les évaluation de la fonction d’évolution du modèle et non plus
uniquement les appels à l’intégrateur. Le problème NLP résultant de la transcription par
collocation directe est encore plus creux que pour une transcription par tir multiple, ce qui
peut être avantageusement exploité par les solveurs NLP. Une représentation intégrale est
plus creuse qu’une représentation différentielle de la méthode de collocation [RMD17]. Par
ailleurs, la stratégie de globalisation (cf section 4.4) employée par le solveur d’optimisation
est employée sur les nœuds de collocation, ce qui permet une meilleure convergence encore
que pour le tir multiple, pour lequel cette stratégie n’est appliquée qu’aux nœuds de tir.

Néanmoins, ce type de transcription est moins adaptée pour les cibles embarquées dans
la mesure où les besoins en mémoire sont bien plus grands. Il y a en effet encore plus
de variables de décision que pour le tir multiple. Une approche intéressante appelée lifted
integrator permet de concilier les avantages du tir multiple et de la collocation directe
[Qui17]. Les itérations de Newton pour la résolution du problème NLP sont réalisées dans
l’espace des variables de collocation, mais une étape de condensing permet de résoudre un
problème de taille réduite équivalent à une transcription par tir multiple.
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Figure 3.8 – Motif du caractère creux de la Jacobienne des contraintes du problème

d’optimisation transcrit par collocation directe, obtenu pour 10 sous-intervalles

de discrétisation de l’horizon et une méthode de collocation à l’ordre 3 pour le

problème d’estimation d’état décrit au (chapitre 7). Le problème contient bien plus

de variables de décision qu’en tir multiple mais est encore plus creux.
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3.4 Exploitation de la structure du problème

Le problème NLP résultant de la transcription d’un problème de commande optimale
peut présenter de nombreuses variables de décisions et contraintes. La taille du problème
croît linéairement avec la taille de l’horizon et le nombre d’échantillon de la discrétisation
du temps adoptée, de sorte que la taille du problème peut impacter significativement la
vitesse de résolution du problème.

L’enjeu de l’exploitation de la structure du problème est d’aboutir à un problème NLP
mathématiquement équivalent mais plus simple à résoudre, en éliminant certaines variables
intermédiaires. Ces méthodes doivent être élaborées avec soin au risque de détériorer la
vitesse de convergence de l’algorithme (voire la compromettre entièrement) [NW06].

On appelle couramment structure du problème l’ensemble des contraintes entre les
variables de décision, comme par exemple les contraintes dynamiques entre les états et les
signaux de commande, ainsi que le motif des termes non nuls dans les contraintes (sparsity
pattern). Il convient en général d’ordonner correctement les contraintes afin de pouvoir
exploiter la structure de manière systématique. Le problème résultant des transcriptions
simultanées (tir multiple et collocation directe) est structuré et creux (figure 3.5 et figure 3.8)
tandis qu’une transcription séquentielle mène à un problème de taille plus réduite mais
dense (figure 3.3). Le caractère creux des problèmes permet de s’affranchir de nombreuses
opérations calculatoires, en connaissant à l’avance l’emplacement des termes nuls dans
les calculs (librairies d’algèbres creuses). En outre de ce caractère creux, les contraintes
du problème NLP possèdent une structure particulière (diagonale par bandes) qu’il est
possible d’exploiter récursivement afin de simplifier la résolution du problème NLP. La
plupart des solveurs utilisés en pratique pour le contrôle optimal implémente une méthode
d’exploitation de la structure.

Plus précisément, pour les méthodes de résolution directes des problèmes de contrôle
optimal implémentant un algorithme de type itérations de Newton, il est nécessaire de
résoudre un système linéaire correspondant à la linéarisation des équations de KKT. Consi-
dérons le problème NLP issu d’une transcription par tir multiple (eq. 3.7) d’un problème
d’estimation sans contraintes d’inégalité. Le Lagrangien du programme non linéaire s’écrit :

L = VI(x0) + VF (xN ) +
N−1
∑

i=0

l(x i , vi) +λ
T
i+1(x i+1 −Φ(x i , vi))

Les conditions de KKT (section 4.1) s’expriment alors :

∇x0
L =∇x0

VI(x0) +∇x0
l(x0, v0)−∇x0

Φ(x0, v0)
Tλ1

∇x i
L =∇x i

l(x i , vi) +λi −∇x i
Φ(x i , vi)

Tλi−1, i ∈ ¹1, N − 1º

∇xN
L =∇xN

VF (xN ) +λN

∇vi
L =∇vi

l(x i , vi)−∇vi
Φ(x i , vi)

Tλi−1, i ∈ ¹0, N − 1º

∇λi+1L = x i+1 −Φ(x i , vi), ∀i ∈ ¹0, N − 1º

Les variables primales et duales sont ordonnées w= (x0, v0,λ1, ..., xN−1, vN−1,λ, xN ) et les
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notations suivantes sont introduites :

Ak = ∂xk
Φ(xk, vk)

Bk = ∂vk
Φ(xk, vk)

Qk = ∂
2
xk ,xk

l(xk, vk)

Rk = ∂
2
vk ,vk

l(xk, vk)

Sk = ∂
2
xk ,vk

l(xk, vk)

PN = ∂
2
xN ,nN

VF (xN ).

Après la linéarisation des conditions de KKT autour de la solution courante, la méthode de
Newton consiste à résoudre le système linéaire suivant :
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Ce système linéaire peut être classiquement résolu par une décomposition matricielle
(LU, QR ou Cholesky) avec une algèbre creuse, or ces méthodes génériques n’exploitent pas
la structure particulière du problème.

Ce système correspond également aux conditions de KKT d’un problème linéaire qua-
dratique variant dans le temps [VDD24], qui est le linéarisé tangent du programme non
linéaire initial :

P : min
∆u,∆x

xF PN xF +
N
∑

k=0

�

∆xk

∆vk

�T �
Qk Sk

ST
k Rk

��

∆xk

∆vk

�

+
�

qk rk

�

�

∆xk

∆vk

�

(3.10a)

sous contraintes (3.10b)
∆xk+1 = Ak∆xk + Bk∆vk (3.10c)

Il s’agit d’un problème de régulation LQ dans le cas d’un problèmeMPC et d’un estimateur
LQ (ou filtre de Kalman) dans le cas d’un problème MHE [Axe15]. On remarque que les
variables de décision non libres sont toutes liées linéairement, ce qui permet de les éliminer.

La méthode privilégiée pour exploiter la structure du problème dépend du type de solveur
d’optimisation utilisé pour la résolution du problème NLP. Les méthodes de condensing
sont largement appliquées dans l’approche SQP tandis que la récursion de Riccati (aussi
appelée « programmation dynamique ») est compatible avec la méthode du point intérieur.
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3.4.1 Remarque sur la vitesse de convergence et la complexité des itérations

Aux section 3.2 et section 3.3 nous avançons que la projection du problème dans un
espace de taille supérieur permet d’améliorer la vitesse de convergence puis nous venons
d’énoncer que l’élimination des variables intermédiaires est souhaitable pour accélérer la
résolution des itérations de Newton. Ces affirmations ne sont pas contradictoires : il faut
distinguer les notions de convergence de l’algorithme, qui indique le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre la solution, et le temps nécessaire à chaque itération. Un nombre
réduit d’itérations très longues ne permet pas une résolution rapide du problème.

Afin d’assurer une convergence rapide, les itérations de Newton « de haut niveau »
peuvent être réalisées dans l’espace de plus grande dimension des méthodes de transcription
simultanées, tandis que l’exploitation de la structure permet de résoudre un problème
linéaire plus simple. Cette approche implique l’implémentation d’un phase de restauration
ou d’expansion, qui permet de retrouver les variables supplémentaires des méthodes de
transcription simultanées.

Ainsi, si les problèmes résolus par tir simple et tir multiple sont exactement équivalent du
point de vuemathématique, les itérations de Newton appliquées aux deux problèmes donnent
en pratique des résultats différents. Pour autant, l’application d’une méthode d’exploitation
de la structure du problème transcrit en tir multiple aboutit à un sous-problème d’une
complexité et d’une taille exactement équivalente à celle du sous-problème en tir simple.

3.4.2 Condensing

Les variables intermédiaires ∆xk, k > 0 du problème eq. 3.10 peuvent être éliminées en
considérant la dépendance linéaire des variables, de sorte que :
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On peut donc écrire le problème linéaire quadratique eq. 3.10 sous la forme condensée :

min
U

1
2

UT HU + hT U

avec :

— H =
�

M Onx
I
�

�

Q S
ST R

�

�

M Onx
I
�T ,

— Q = diag(Q0, ...,QN ),

— R = diag(R0, ..., RN ),

— S = diag(S0, ..., SN ),

— I = diag(Inv
, ..., Inv

).

Les états intermédiaires introduits dans les méthodes simultanées des variables de
décision du problème sont éliminés et le problème quadratique résultant est dense et de
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taille réduite. On détermine alors l’itération de Newton en résolvant ce problème quadratique
puis en utilisant eq. 3.11 pour retrouver les états intermédiaires éliminés (expansion).

Il existe également une approche partielle au condensing. Au lieu d’éliminer la totalité
des états intermédiaires, seule une partie des états est éliminée en considérant une partition
de ¹0, Nº, {¹Ni , Ni+1, i = 1, .., Npartition} (N1 = 0 et Npartition = N) et en éliminant tous les
états x j pour j 6= Ni. Cette approche permet de contrôler davantage la taille du problème
linéaire à résoudre dans les itérations de Newton [Axe15] .

3.4.3 Récursion de Riccati

Le problème (eq. 3.10) possède une solution analytique basée sur la récursion de
Riccati. Cette méthode de résolution se base sur la programmation dynamique (la récursion
de Riccati employée à la factorisation de la matrice de KKT est donc parfois appelée
« programmation dynamique »). Un solveur linéaire exploitant la récursion de Riccati permet
d’exploiter avantageusement la structure particulière du problème d’optimisation, et peut
être vue comme une méthode sur-mesure de factorisation du système linéaire. Afin d’ajuster
le caractère creux du problème, il est possible d’effectuer un condensing partiel du problème
avant d’appliquer la récursion de Riccati [AM12]. Il est possible de mettre en œuvre la
récursion de Riccati en même temps qu’une méthode des points intérieurs [RWR98].

3.5 Notes et discussion

Les différentes méthodes de transcription que nous avons présentées ne sont finalement
que des manières différentes de contrôler a piori le caractère creux du problème NLP en
introduisant plus ou moins de variables de décision non libres dans le problème non-linéaire
discrétisant le problème de contrôle optimal (tableau 3.1).

Transcription MPC MHE

Tir simple [u1, . . . , uN ] [x0, w1, . . . wN ]
Tir multiple (MS) [u1, x1, . . . , uN , xN ] [x0, w1, x1, . . . , wN , xN ]
Collocation directe MS(MPC) + variables de collocation MS(MHE) + variables de collocation

Table 3.1 – Variables de décision pour chaqueméthode de transcription et pour le type de problème

de contrôle optimal.

Concernant le tir simple et le tir multiple, ces deux méthodes apparaissent comme des
approches extrêmes vis-à-vis de la structure du problème résultant de la discrétisation
du temps (eq. 3.2), en faisant usage d’un intégrateur numérique. En tir simple il s’agit
d’introduire le minimum de variables de décision associées à l’état : aucune pour la MPC
pour laquelle x0 est connu et une seule en MHE —le premier état, le reste de trajectoire
étant obtenu par simulation—. En tir multiple, il s’agit à l’inverse d’introduire le maximum
de variables de décision associées à l’état : une pour chaque instant de discrétisation. On
pourrait tout à fait envisager d’inclure un jeu quelconque d’états discrétisés le long de la
trajectoire. Cette approche rejoint celle du tir multiple partiel .

Par ailleurs nous présentons le cas où une seule méthode de transcription est employée.
Il est envisageable d’employer toutes ces méthodes à la fois sur la discrétisation (eq. 3.2) et
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utiliser tantôt de la collocation directe sur certains intervalles et des méthodes de tir sur
d’autres. Cela ne pose aucun problème au regard du programme non-linéaire qu’il s’agira de
résoudre. Formellement, cette approche est équivalente à l’introduction d’« étages », chacun
correspondant à un problème d’optimisation (potentiellement différent) pour lesquels on
impose une continuité de la solution. En fonction des besoins a, la méthode hybride de trans-
cription peut être mise en œuvre afin d’optimiser le fonctionnement sur un équipement cible
et ses caractéristiques techniques, ou encore être adaptée entre les résolutions successives
du problème de contrôle optimal, voire au sein de la même résolution du problème. Les
auteurs de [Cal+24] adaptent ainsi la structure du problème d’optimisation en ligne, afin
d’affiner les performances et le respect des contraintes lorsqu’elles changent.

Néanmoins, la question de la propagation des non-linéarités lors du chaînage de l’in-
tégrateur pose toujours un problème pour les systèmes raides. Si le choix d’une méthode
de transcription fixe a priori la structure creuse du problème, la méthodologie de conden-
sing (partiel ou total) semble être particulièrement pertinente pour ajuster la structure du
problème a posteriori de la transcription. En gardant les itérations de haut-niveau dans la
transcription la plus redondante (contenant le plus de variables non libres) et en appliquant
une méthode de réduction au moment de résoudre la matrice de KKT du problème, il est
possible de conserver des propriétés de convergence intéressantes tout en limitant l’effort
de calcul nécessaire à chaque itération et de l’adapter au problème. Ce type d’approche est
également possible en collocation directe, en le réduisant à une structure de tir multiple en
employant le condensing. Les mêmes itérations de Newton sont effectuées, mais à un coût
de calcul réduit [Qui+17].

Les méthodes de transcription simultanées comme le tir multiple et la collocation directe
présentent des propriétés de convergence avantageuses ainsi qu’un potentiel de parallélisa-
tion des calculs par indépendance des contraintes entre les nœuds de tir. Néanmoins, le tir
multiple faisant usage d’un intégrateur numérique, il peut mettre en œuvre un contrôle de
l’erreur d’intégration et ainsi assurer la précision de la trajectoire simulée, ce qui suppose
une solution plus proche de l’optimalité qu’une transcription par collocation directe, dont
l’ordre est figé au moment de la transcription. Par ailleurs, l’usage d’un intégrateur de
type IRK permet de jouir de le même stabilité numérique que la collocation directe. Les
auteurs de [PBB23] montrent ainsi que le tir multiple et la collocation directe présentent
des performances similaires sur des problèmes biomécaniques.

a. Par exemple : évitement d’obstacle en MPC, mesures infréquentes en MHE.
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Chapitre 4

Programmation non-linéaire

...in fact, the great watershed in optimization isn’t between
linearity and nonlinearity, but convexity and nonconvexity.

— SIAM Review, 1993
R. Tyrrell Rockafellar

Définition 4.1 (Programme non-linéaire)
On définit le problème de programmation non linéaire a ou programme non-linéaire
comme le problème d’optimisation suivant :

min
w

F(w) (4.1a)

sous contraintes G(w) = 0 (4.1b)
H(w)≤ 0 (4.1c)

Où :

— F : Rnw → R de classe C 2 ou deux fois différentiable sur Rnw est appelée fonction
coût.

— G : Rnw → RnG de classe C 2 ou deux fois différentiable sur Rnw formalise les
contraintes d’égalité.

— H : Rnw → RnH de classeC 2 ou deux fois différentiableRnw formalise les contraintes
d’inégalité.

— w ∈ Rnw est le vecteur des variables de décision où nw >> 1 (typiquement de
l’ordre de plusieurs centaines à milliers de composantes).

Si le problème (eq. 4.1) est convexe, la solution est unique et est forcement globale. Dans
les cas non-convexes (la non convexité peut être due à la nature de la fonction coût ou
aux contraintes), les solutions que nous pouvons trouver ne sont que locales. Il est possible
d’employer des heuristiques de globalisation telles que la recherche linéaire ou les régions
de confiance qui favorisent l’éloignement des minimums locaux.

De plus, l’introduction des contraintes nécessite de réaliser un compromis entre la
minimisation du critère et la faisabilité de la solution, c’est-à-dire le respect des contraintes.
Des stratégies de globalisation, telles que l’usage de fonction mérite ou de filtres [WB06],
permettent de s’assurer que la solution permet bien de faire décroître le critère au cours des
itérations. Les fonctions de mérite s’assurent que la minimisation du critère et la faisabilité
de la solution sont conjointement satisfaits tandis que l’approche par filtre améliore l’un ou
l’autre.

De nombreuses méthodes et solveurs d’optimisation permettent de résoudre ces pro-
blèmes. Dans un premier temps, prétendons que résoudre un problème NLP sans contrainte
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d’inégalité est « facile ». Une grande famille de méthodes tombant sous la terminologie
de « méthodes de Newton » permet de résoudre efficacement le problème (eq. 4.1) si l’on
ignore les contraintes d’inégalité. Les différentes approches pour traiter les contraintes
d’inégalité (eq. 4.1c) reviennent presque toujours à trouver un moyen de résoudre une suite
de problèmes plus simples, aux seules contraintes d’égalité.

Les méthodes d’ensemble actif ignorent les contraintes d’inégalité inactives et considèrent
uniquement les contraintes actives. Elles peuvent être difficiles à mettre en œuvre car
l’ensemble des contraintes actives est amené à évoluer au cours des itérations de l’algorithme
de résolution et les sous-problèmes résultants ne présentent pas toujours la même structure.
D’autre part, les méthodes du point intérieur et la programmation quadratique séquentielle
(ou SQP) a résolvent des versions relaxées des conditions d’optimalité du problème (appelées
conditions de KKT).

4.1 Conditions de KKT

Définition 4.2 (Point faisable ou réalisable)
Un point faisable est un w ∈ Rnw tel que les conditions d’égalité et d’inégalité sont
respectées : G(w) = 0 et H(w)≤ 0.

Définition 4.3 (Minimum local)
Un minimum local est un point w∗ ∈ Rnw tel que F(w∗) ≤ F(w) pour tout w dans un
voisinage de w∗.

Définition 4.4 (Contraintes actives)
Les contraintes d’inégalité actives au point w sont les H j telles que H j(w) = 0. Les
contraintes d’égalité sont toujours actives. L’ensemble actif est formé de toutes les
contraintes actives. On peut ranger les contraintes d’inégalité actives dans les contraintes
actives :

G̃(w) =

�

G(w)
Hactive(w)

�

On définit alors les contraintes inactives en w comme les H j telles que H j(w)< 0.

Définition 4.5 (Point régulier)
Un point régulier est un point w ∈ Rnw réalisable tel que la Jacobienne des contraintes
actives ∇G̃(w)T est de rang plein par les lignes.

Définition 4.6 (Lagrangien)
Les multiplicateurs de Lagrange λ ∈ RnG et µ ∈ RnG permettent de formuler la fonction
Lagrangienne :

L (w,λ,µ) = F(w)−λT G(w)−µT H(w).

a. SQP : pour Sequential Quadratic Programming.
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Théorème 4.7 (Conditions de KKT)
Si un point régulier w∗ ∈ Rnw est minimum local de P, alors il existe λ∗ ∈ RnG et µ∗ ∈ RnH

uniques tels que (w∗,λ∗,µ∗) vérifie les conditions suivantes :

∇wL (w∗,λ∗,µ∗) = 0 (4.2a)
G(w∗) = 0 (4.2b)
H(w∗)≤ 0 (4.2c)
µ∗ ≥ 0 (4.2d)

µ∗j H j(w
∗) = 0, j = 1, . . . , nH . (4.2e)

Les conditions de KKT (eq. 4.2) donnent les conditions d’optimalité pour une solution
au problème (eq. 4.1). La condition (eq. 4.2e) est appelée condition complémentaire et
implique que µ∗j = 0 pour les contraintes inactives.

4.2 Méthode de Newton

La méthode de Newton [NW06] (parfois également appelée méthode de Newton-
Raphson) permet de résoudre itérativement des équations non-linéaires. Partant d’une
solution initiale x0 ∈ Rnx , on construit itérativement la solution à l’équation E(x) = 0 où
E : Rnx → RnE en « descendant » le gradient de E en la solution courante.

Soit l’itérée courante xk, la linéarisation de l’équation (de solution x∗) autour de xk

s’écrit :
E(x∗)≈ E(xk) +∇E(xk) (x

∗ − xk) = 0

On construit ainsi itérativement la suite des (x)k∈N :

xk+1 = xk − (∇E(xk))
−1 E(xk)

On détermine un critère d’arrêt pour la procédure, de sorte que la solution numérique à
l’équation est « trouvée » au rang N ∈ N, x∗ = xN .

En particulier, la méthode de Newton est utilisée pour résoudre des problèmes sous
contraintes d’égalité de la forme :

min
w

F(w) (4.3a)

sous contraintes G(w) = 0 (4.3b)

On transforme ce problème en un problème d’optimisation sans contraintes via le
LagrangienL (w,λ) = F(w)+λT G(w). Les conditions d’optimalité pour le problème (eq. 4.3)
sont données par l’équation suivante :

∇wL (w,λ) = 0 (4.4a)
G(w) = 0 (4.4b)

La méthode de Newton appliquée à cette équation, une fois linéarisation des conditions
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d’optimalité (eq. 4.4) autour de la solution courante, consiste à résoudre l’équation linéaire
suivante : a

�

∇2
wL (w,λ) ∇G(w)T

∇G(w) 0

��

∆wk

∆λk

�

=

�

−∇wL (wk,λk)
−G(wk)

�

(4.5)

Méthodes quasi-Newton

La méthode que nous avons brièvement introduite n’est pas celle implémentée en
pratique dans les solveurs d’optimisation, qui utilisent différentes stratégies qui visent
à améliorer les performances de la méthode. En effet, bien que la méthode de Newton
converge quadratiquement vers une solution pour un calcul exact du gradient∇E, les calculs
à chaque itération peuvent être coûteux. Les méthodes dites quasi-Newton [NW06] mettent
en œuvre certaines approximations pour ce calcul. Bien que leur vitesse de convergence soit
inférieure à la méthode de Newton b, elles peuvent permettre des résolutions du problème
plus rapides grâce à des itérations moins coûteuses.

Au sein des méthodes quasi-Newton, la question du calcul de la Hessienne est un point
qui mérite notre attention. Le calcul de la Hessienne ∇2

wL (w,λ) (ou de son inverse) peut
être coûteux, tandis que le calcul d’une valeur approchée peut être suffisant. La méthode
de Gauss-Newton [DFH09] est bien connue pour les problèmes d’optimisation dont la
fonction coût est une somme de carrés, ce qui est courant pour les problèmes de régression
non-linéaire voire même en contrôle optimal où la fonction coût est souvent quadratique.
La forme particulière de la fonction coût permet de calculer une approximation simple de la
Hessienne. En outre, le calcul de la totalité de la Hessienne n’est pas nécessaire mais il peut
suffire d’employer des méthodes adjointes pour résoudre (eq. 4.5).

4.3 Recherche linéaire et région de confiance

En tant que méthode de descente du gradient, la méthode de Newton construit la
solution du problème itérativement en partant d’un point initial x0 et en « descendant le
gradient », ce qui assure de faire décroître le critère du problème d’optimisation. Dans ce
formalisme, la direction de descente est notée ∆wk et la taille du « pas » (longueur de
l’incrément) est noté αk > R. Les itérations de l’algorithme sont ainsi :

x i+1 = x i +αk∆wk

Il faut noter par ailleurs que la méthode de Newton donne la solution d’une approxi-
mation quadratique tangente au problème initial. Cette approximation n’est valable que
dans un voisinage de l’itération courante. Pour pallier à cette limite, la méthode de région
de confiance (trust region) procède en déterminant d’abord la longueur de l’incrément αk,
assurant la validité de l’approximation réalisée, puis la direction de descente est déterminée.

La méthodologie de recherche linéaire (line search) considère plutôt que la solution

a. La résolution des équations linéaires passe rarement par l’inversion d’une matrice. En général, les solveurs
de résolution résolvent le système par des méthodes de factorisation matricielles basées sur la décomposition
LU, QR ou Cholesky et exploitent la structure du problème lorsque c’est possible.

b. Leur convergence est linéaire voire superlinéaire.
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de (eq. 4.5) issue d’une méthode de Newton ou quasi-Newton constitue une direction de
recherche de la solution. Une fois cette direction de recherche trouvée, la longueur de
l’incrément αk > R est déterminée comme solution du problème a :

min
αk

F(wi +αk∆wi)

En procédant ainsi, on souhaite s’assurer que les incréments de la solution permettent de
faire décroître le critère du problème d’optimisation un maximum pour chaque itération.

La méthode de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) emploie une méthode d’ap-
proximation de la Hessienne en plus d’une méthode de line-search, tandis que la méthode de
Levenberg–Marquardt est une méthode de Gauss-Newton implémentant une méthodologie
trust region [NW06].

4.4 Stratégie de globalisation et mécanismes de globalisation

Si la résolution d’un problème NLP consiste à déterminer une solution aux conditions de
KKT (eq. 4.2) via la méthode de Newton, la seule détermination d’un point critique ne suffit
pas. D’une part, la non-convexité du problème implique que la solution est locale, ce qui
pose la question de l’initialisation de la solution du problème, car toutes les initialisations
n’aboutiront pas à la même solution. Il est souhaitable que l’algorithme implémenté par le
solveur ne soit pas trop sensible au choix de solution initiale. D’autre part, les conditions
de KKT contiennent les équations garantissant la faisabilité de la solution ainsi que la
minimisation de la fonction coût du problème. Ces deux critères peuvent entrer en opposition.

Une stratégie de globalisation [NW06] permet d’apporter une solution aux problèmes
que nous venons d’évoquer. La stratégie de globalisation a pour rôle de tester si un incré-
ment de solution (∆wi ,∆λi ,∆µi) permet effectivement de se rapprocher d’une solution
du problème où s’il faut rejeter l’incrément et en déterminer un autre. Les stratégies de
globalisation les plus répandues sont les filtres et les fonctions de mérite.

En cas de rejet de l’incrément par la stratégie de globalisation, unmécanisme de globali-
sation est employé afin de calculer un nouvel incrément. Les mécanismes de globalisation les
plus répandus sont le line-search (ou recherche linéaire) et trust-region (région de confiance).

Il est possible de combiner les différentes stratégies avec les mécanismes de globalisation
pour obtenir les différents solveurs disponibles sur l’étagère. Par exemple, les solveurs IPOPT
[WB06] et SNOPT [GMS05] exploitent la recherche linéaire, mais le premier est basé sur une
stratégie de filtre tandis que le second utilise les fonctions mérite.

4.4.1 Fonction mérite

Une fonction mérite évalue l’incrément (∆wi ,∆λi ,∆µi) en agrégeant la minimisation
de la fonction coût et le respect des contraintes dans un même indicateur de la qualité de

a. Une des nombreuses méthodes existant pour la résolution de ce problème est évoquée en section 4.2. On
peut également employer d’autres méthodes telles que la dichotomie, l’essai/erreur ou une heuristique.
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l’incrément. Plus précisément, on introduit la fonction mérite :

Fmerit(wk+1,µ) = F(w) +µϕ(G(w)) +µϕ(max(0, H(w))) (4.6)

µ ∈ R est appelé paramètre de pénalisation et ϕ est une fonction appelé fonction de pénalité.
Différents choix de fonction de pénalité existent comme la norme l1 (ϕ(x) =

∑

i |x i|) ou la
norme l2 (ϕ(x) = ||x ||2). Il s’agit alors d’utiliser (eq. 4.6) pour tester d’incrément ∆wk afin
que Fmerit(wk +∆wk)≤ Fmerit(wk). En cas d’échec de ce test, le mécanisme de globalisation
sert à calculer un nouvel incrément.

4.4.2 Filtres

Les fonctions mérite déterminent si l’incrément de la solution (∆wi ,∆λi ,∆µi) constitue
une solution qui va effectivement dans le sens d’une résolution du problème en évaluant
conjointement la minimisation de la fonction coût et la faisabilité des contraintes du pro-
blème. L’autre approche, utilisant un filtre (au sens d’un ensemble partiellement ordonné),
est inspirée de l’optimal de Pareto en optimisation multi-objectif [ED18] et accepte un pas
qui permet d’améliorer la faisabilité du problème et/ou la minimisation de la fonction coût.
La mesure de faisabilité du problème agrège toutes les contraintes du problème et s’écrit :

Ffeas(w) =
∑

i≤nG

|Gi(w)|+
∑

i≤nH

|max(0, Hi(w))|

∑

i≤nG
|Gi(w)| correspond à la faisabilité des contraintes d’égalité du problème, nulle lorsque

les contraintes d’égalité sont respectées,
∑

i≤nH
|max(0, Hi(w))| correspond à la faisabilité

des contraintes d’inégalité, nulles lorsque ∀i ≤ nH , Hi(w)< 0. On peut alors considérer que
le problème NLP comme un problème à deux critères :

min
w

�

F(w)
Ffeas(w)

Un filtre désigne un sous-ensemble d’un ensemble partiellement ordonné. La stratégie
de globalisation construit un filtre F contenant des valeurs (F(wi), Ffeas(wi)) au fil des
itérations. Un pas est alors accepté si pour l’incrément (∆wi ,∆λi ,∆µi),

∀l, (F(wl), Ffeas(wl)) ∈ F , F(wi +∆wi)≤ F(wl) ou Ffeas(wi +∆wi)≤ Ffeas(wl).

Le nouveau point (F(wi +∆wi), Ffeas(wi +∆wi)) est ajouté au filtre et tout élément du filtre
pour lequel les deux inégalités sont vraies (on dit qu’il est dominé [Jun06, def1.12]) est
retiré.

Cette stratégie consiste à accepter un pas qui, s’il ne permet pas d’améliorer à la fois la
faisabilité du problème et la minimisation de la fonction coût, constitue un progrès sur au
moins l’un des deux critères.
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F(w)

Ffeas(w)

F(w∗) F(w)

Ffeas(w)

F(w∗)

Figure 4.1 – Filtre et critère de validation du pas. La zone grise correspond à la zone

de rejet de l’itération. L’itération � est acceptée et le filtre est ajusté.

4.5 Méthode des points intérieurs

La méthode des points intérieurs a d’abord été développée dans le cadre de la résolution
de problèmes convexes [FM90], qu’elle est capable de résoudre efficacement. On ce qui
concerne les problèmes non linéaires, considérons le système de KKT (eq. 4.2) et en parti-
culier la condition complémentaire (eq. 4.2e). Dans la méthode du point intérieur, cette
condition est relaxée[BV04] (on dit parfois aussi qu’elle est « perturbée ») en définissant un
terme barrière ν > 0 et on écrit :

∇wL (w∗,λ∗,µ∗) = 0 (4.7a)
G(w∗) = 0 (4.7b)
H(w∗)< 0 (4.7c)
µ∗ ≥ 0 (4.7d)

µ∗j H j(w
∗) = ν, j = 1, . . . , nH (4.7e)

Dans ce système modifié, on note en particulier que l’équation (eq. 4.7d) contient
uniquement des inégalités strictes et que dans (eq. 4.7e), le membre de droite n’est plus nul.
Il est clair qu’à mesure que t → +∞, ce problème se rapproche du problème initial. On peut
également interpréter cette équation perturbée comme apparaîssant dans les conditions de
KKT du problème :

min
w

F IP(w,ν) = F(w)− ν
m
∑

i=1

ln(−Hi(w)) (4.8a)

sous contraintes G(w) = 0 (4.8b)

Ce problème apparaît en remplaçant les conditions « dures » d’inégalité (eq. 4.1c) par des
conditions « douces » dans la fonction coût. La fonction logarithme est utilisée comme fonction
barrière : à mesure que la solution s’approche des frontières de l’ensemble de faisabilité,
−ln(−Hi(w)) −−−−−−→

Hi(w)→0−
+∞ ce qui pénalise la fonction coût. Le problème résultant n’a plus
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que des contraintes d’égalité. Les équations de stationnarité de ce problème sont :

∇wL =∇wF(w)− ν
m
∑

i=1

∇wHi(w)
Hi(w)

−λT∇wG(w) = 0 (4.9a)

G(w∗) = 0 (4.9b)

En définissant µi =
ν

Hi(w)
, on obtient bien les équations (eq. 4.7). La méthode du point

intérieur consiste ainsi à remplacer la résolution du problème (eq. 4.1) par la résolution
de problèmes plus simples, ne possédant pas de conditions d’inégalité. On peut en effet
montrer [Boy+94] que la suite des solutions des problèmes intermédiaires converge vers la
solution du problème NLP que l’on cherche à résoudre.

Il est nécessaire de définir une stratégie de variation du terme barrière de sorte que
ν→ 0, afin de garantir une convergence rapide vers la solution. Cette stratégie se présente
sous la forme :

νk+1 = σkνk, 0< σk < 1.

La valeur de σk peut être ajustée en fonction du progrès vers l’optimalité réalisé au cours
de l’itération précédente.

Il existe beaucoup de variations autour de la méthode du point intérieur, mais les
méthodes dites primales-duales sont les plus populaires pour la résolution de problèmes
de contrôle optimal, en opposition aux méthodes primales. La différence entre les deux
réside dans les itérations de Newton qui sont résolues, les deux problèmes étant en toute
rigueur équivalent. Néanmoins, les itérations de Newton obtenue par la version primale-
duale convergent plus rapidement vers une solution du fait d’un meilleur conditionnement,
le terme µi =

ν
Hi(w)

introduisant des non-linéarités.

Dans la plupart des solveurs, le problème est reformulé en introduisant des variables
supplémentaires, dite variable auxiliaires (en anglais slack variables) qui permettent de
réécrire le problème (eq. 4.1) de la manière suivante :

min
(w,s)

F(w) (4.10a)

sous contraintes G(w) = 0 (4.10b)
H(w)− s = 0 (4.10c)
s ≤ 0 (4.10d)

La méthode des points intérieurs est équivalente à la résolution du problème sans
contraintes d’inégalité suivant :

min
w,s

F(w)− ν
m
∑

i=1

ln(−s) (4.11a)

sous contraintes G(w) = 0 (4.11b)
H(w)− s = 0 (4.11c)
s ≤ 0 (4.11d)

Cette reformulation du problème a des implications sur les solutions intermédiaires du
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problème, puisqu’on peut initialiser le problème à une solution infaisable. Le corollaire est
que seules les variables auxiliaires et les multiplicateurs de Lagrange sont faisables à tout
instant, de sorte qu’il n’est pas possible d’interrompre les itérations de l’algorithme avant
d’atteindre un point faisable [NW06]. Les méthodes SQP garantissent que les contraintes
sont respectées à toute itération, ce qui les rend avantageuses pour des applications avec
des contraintes d’exécution en temps réel.

Les méthodes décrites en section 4.2 telles que le line-search ou trust-region sont égale-
ment applicables à la méthode des points intérieurs.

4.6 Programmation quadratique séquentielle

En programmation quadratique séquentielle, les conditions de KKT sont linéarisées
autour de la solution courante wi. Cette relaxation est équivalente à la résolution du
problème de programmation quadratique (QP) intermédiaire (eq. 4.12).

min
∆w
∇wF(wi)

T∆w+∆wT∇2
wL∆w (4.12a)

sous contraintes G(wi) +∇G(wi)
T∆w= 0 (4.12b)

H(wi) +∇H(wi)
T∆w≤ 0 (4.12c)

La solution de ce problème est notée (∆wQP ,λQP ,µQP) où λQP et µQP sont les variables
duales du problème associées aux contraintes d’égalité et d’inégalité respectivement. La
direction de recherche appliquée dans la méthode de Newton pour la résolution des condi-
tions de KKT (eq. 4.2) est ∆wi =∆wQP tandis que les multiplicateurs de Lagrange sont ceux
de la solution du problème QP de sorte que :

λi+1 = λ
QP et µi+1 = µ

QP

Le problème est ensuite linéarisé autour de (∆wi ,λ
QP ,µQP) pour donner un nouveau

problème QP et ainsi de suite jusqu’à la convergence en une solution. Ainsi une suite de
sous-problèmes QP est résolue pour trouver la solution des équations de KKT (eq. 4.2).

Les problèmes QP tels que (eq. 4.12) peuvent être résolus par la méthodes des points
intérieurs a ou par des méthodes d’ensemble actif. Si la Hessienne ∇2

wL est définie positive,
la solution du problème est une solution globale [BV04]. Lorsque le Hessienne n’est pas
définie positive, la solution n’est plus globale. Il peut être utile de mettre en œuvre une
méthode de projection pour la rendre définie positive .

En fonction de la méthode de transcription utilisée pour le problème de contrôle optimal,
le problème peut avoir une structure particulière. Dans le cadre du tir simple, la matrice
des contraintes du problème est dense mais de taille plus petite que pour une transcription
par tir multiple et encore plus que pour le tir simple. Il est cependant possible de réduire
grandement la taille du problème par une étape de condensing et obtenir le même problème

a. Le solveur HPIPM (High Performance Interior Point Method) est un solveur QP utilisant la méthode des
points intérieurs. Il est capable d’exploiter la structure du problème pour accélérer la résolution. Le solveur
WORHP est un solveur SQP qui utilise également une méthode des points intérieurs pour la résolution des
sous-problèmes QP.
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que le problème obtenu par tir simple. En effet, une fois que le problème est linéarisé, les
contraintes dynamiques le sont également, de sorte que : ∆xk+1 = Ak∆xk + Bk∆uk. Il est
alors possible d’éliminer toutes les variables intermédiaires introduites par tir multiple. Le
problème peut alors être résolu avec un solveur générique. Cette approche peut s’avérer aussi
performante que l’utilisation de solveurs spécifiques exploitant la structure du problème
[Qui17]. De la même manière qu’on le décrit en section 3.2, il est possible de conserver
certaines variables intermédiaires et de réduire partiellement le problème. On parle alors
de condensing partiel [Axe15].

4.7 Calcul de quantités dérivées

Nous avons jusqu’à présent manipulé les quantités dérivées nécessaires à la résolution
des problèmes NLP sans se soucier de leur calcul au sein des algorithmes. Ces quantités
étant calculées de nombreuses fois au cours de la résolution d’un problème d’optimisation,
il faut être capable de les calculer efficacement afin de garantir une résolution rapide. S’il
est possible sur des fonctions simples de calculer analytiquement une expression de sa
dérivée, il devient difficile et chronophage de le faire sans erreur pour des problèmes de
taille importante comme on en rencontre pour la résolution des programmes non-linéaires.
Des méthodes par ordinateur sont donc employées pour le calcul des dérivées [GW08].

Le calcul de dérivées intervient également dans le calcul des sensibilités d’un problème
d’optimisation par rapport à un paramètre d’entrée, ainsi que dans les sensibilités des
intégrateurs numériques.

4.7.1 Différences finies

Dans l’approche dite des différences finies, on approxime f ′(x), la dérivée de f : R→ R
par un accroissement fini :

f ′(x)≈∆h f (x) =
f (x + h)− f (x)

h
ou encore ∆h f (x) =

f (x + h)− f (x − h)
2h

On choisit h « petit » de sorte que par continuité de f , l’erreur réalisée soit faible. Soit une
fonction vectorielle f telle que :

f : Rn→ Rm

x 7→ f (x) = [ f1(x), ..., fm(x)]
T , où ∀i ∈ ¹1, mº, fi(x) ∈ R

Le calcul de ∂x j
fi(x) est réalisé par un accroissement fini, si bien que ∇ f nécessite n×m

accroissements finis :
∇ f (x)≈

�

∆he j fi(x)
�

1≤i≤m,1≤ j≤n

Chacun des n×m accroissements finis fait appel à la fonction f deux fois. Il est clair que cette
approche mène à de nombreux calculs, ce qui peut rapidement impacter les performances
de l’algorithme. En outre, cette méthode souffre de sensibilité numérique pour des petites
valeurs de h [RMD17].

Il existe une méthode alternative des différences finies, se basant sur l’évaluation de la
fonction en des valeurs complexes (lorsque c’est possible) [ST98]. Cette méthode se base
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sur le développement de Taylor suivant :

f (x + ih) = f (x) +
n
∑

k=1

(ih)k
f (k)(x)

k!
+ o(hn)

La partie réelle de ce développement ne contient que les dérivées d’ordre pair, tandis que
la partie imaginaire ne contient que les dérivées d’ordre impair. On peut alors réaliser
l’approximation suivante : f ′(x)≈ ℑ( f (x+ih))

h Cette méthode est non seulement plus précise,
mais elle ne nécessite qu’une seule évaluation de la fonction f .

4.7.2 Différentiation automatique

Une autre approche très performante pour le calcul de quantités dérivées est celle de la
différentiation automatique [GW08]. L’avantage premier de cette méthode est qu’il est
possible de calculer presque exactement (à précision machine près) les dérivées de fonctions
pour un coût de calcul comparable à l’évaluation de la fonction elle-même.

Pour illustrer le fonctionnement de la différenciation automatique, considérons la procé-
dure a finfo qui évalue la fonction f . L’appel à cette procédure peut nécessiter la déclaration
de variables intermédiaires ou l’appel à d’autres procédures auxiliaires finfo,i, mais il est tou-
jours possible de les décomposer en une successions d’opérations élémentaires. En utilisant
la règle de la chaîne, il est alors possible de calculer exactement la dérivée de la fonction
f via les dérivées des opérations intermédiaires et des finfo,i, ce qui permet de générer
automatiquement une nouvelle procédure f ′info qui évalue exactement f ′. Cette méthode
est non seulement plus précise que les différences finies, mais le coût computationnel de la
procédure f ′info est très souvent bien inférieur à un calcul par différences finies.

Plus précisément [And13 ; And+19], on peut représenter la fonction par un graphe
orienté G, dont les nœuds sont les variables intermédiaires et opérations élémentaires. Les
entrées de la fonction sont les nœuds à la « racine » de ce graphe tandis que les sorties sont
les derniers nœuds. On peut ensuite déterminer un nouveau graphe G′, qui correspond à
la dérivée de f par rapport à ses différentes entrées, en calculant les dérivées partielles
des expressions de G. Concrètement, la dérivée de f (x1, . . . , xn) par rapport à une de ses
entrées x i, i ∈ ¹1, Nº s’écrit :

∂ f
∂ x i

=

 

N
∏

j=1

∂ f
∂ c j

!

cN

x i

où les c j, j ∈ ¹1, Nº sont des expressions élémentaires qui composent f .

Le calcul de ∂ f
∂ x i

peut se faire de différentes manières puisqu’il est possible de le faire de
la droite vers la gauche (on parle de forward mode) ou de la gauche vers la droite (on parle
de backward mode) b.

Les languages de programmation dotés de surcharge opérateur sont adaptés pour
l’implémentation de la différentiation automatique car ils permettent de réutiliser un code

a. Le terme « procédure » sert ici à distinguer les fonctions au sens informatique du terme, des fonctions au
sens mathématique.

b. Pour être plus exact, il est possible d’évaluer les termes dans n’importe quel ordre. Déterminer l’ordre
d’évaluation minimisant le nombre d’opérations est un problème NP-complet [Nau08].
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existant en lui ajoutant des fonctionnalités lors de l’appel aux opérations élémentaires qui
composent un programme informatique.

4.8 Notes et discussion

La programmation non-linéaire est un domaine de recherche très actif et employé dans
de nombreux domaines. La brève introduction présentée ici ne saurait rendre compte de
toutes les techniques, considérations, analyses et preuves nécessaires à la compréhension en
profondeur de ce sujet éminament important. De nombreuses considérations interviennent
dans le choix d’une méthode de résolution, qui dépend des spécificités du problème à
résoudre. Si certains choix peuvent être faits a priori sur les spécificités connues à l’avance
du problème, il convient en général de tester différentes approches de résolution ainsi que
les paramètres de réglage associés afin de garantir l’obtention de solutions satisfaisantes au
problèmes (ou de solution tout court) en des temps « raisonnables » a. Les difficultés pratiques
pour l’usage de différents solveurs telles que l’usage d’interfaces différentes, l’installation
des dépendances logicielles ou les différences de langages de programmation pour leur
implémentation sont néanmoins des freins. Des solutions logicielles telles que CasADi
[And+19] (différentiation automatique), Rockit [Gil+20] (modélisation de problèmes de
contrôle optimal et interfaçage avec des solveurs dédiés) ou UNO [VL24] (solveur modulaire,
qui permet d’adapter la méthode de résolution au problème) qui unifient différents solveurs
et méthodes de résolution sous une bannière unique sont tout aussi utiles que nécessaires.

En outre des méthodes de résolution en elles-mêmes, la question des librairies de calcul
utilisées est importante. Nous avons vu que la résolution des systèmes linéaires est un
ingrédient essentiel pour l’optimisation, qui n’est pas traité ici par concision. De nombreux
systèmes linéaires intermédiaires doivent être résolus. On distingue en général les algèbres
creuses et les autres (on dit qu’elles sont denses). Dans le premier cas, elles désignent des
librairies d’algèbre linéaire (BLAS) capables d’exploiter la structure creuse d’un problème
en utilisant des représentations adaptées des matrices (compressed column storage) qui
permettent d’économiser la représentation en mémoire de nombreux zéros, et l’emploi de
méthodes adaptées pour leur factorisation et pour le calcul matriciel. L’ouvrage [ST23]
traite en profondeur les algorithmes creux pour la résolution de problèmes linéaires. En
outre, certaines librairies de calcul sont optimisées pour exploiter toutes les fonctionnalités
des processeurs ou unités de calcul cibles : stockage des matrices dans la mémoire cache,
utilisation d’instructions en parallèle (SIMD) b[Fri+17].

Nous avons présenté deux stratégies de globalisation pour l’optimisation que sont les
fonctions mérite et les filtres pour le test des itérations de la méthode de Newton. Beaucoup
de considérations entrent en jeu pour l’usage de ces méthode en fonction de la méthode de
résolution du programme non-linéaire (SQP ou points intérieurs) ainsi que le mécanisme de
globalisation employé. L’effet Maratos [NW06] décrit comment des itérations qui permettent
pourtant de converger vers la solution du problème peuvent être rejetées par les stratégies

a. Dans le contexte de l’utilisation en ligne, comme pour la résolution de problèmes de contrôle optimal à
horizon glissant, il est essentiel que la solution soit déterminée avant que celle du problème suivant ne devienne
nécessaire. De plus, un temps de résolution court permet de tester un plus grand nombre de configurations des
paramètres.

b. SIMD : Single Instruction Multiple Data.
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de globalisation. Il est nécessaire de mettre en place des dispositifs supplémentaires pour
s’assurer de la convergence de l’algorithme de résolution, comme des méthodes de correction
au second ordre, l’emploi de pas relaxé (c’est-à-dire qui ne permettent pas d’améliorer la
solution au sens de la minimisation de la fonction coût ou la faisabilité de la solution, mais
qui permettent de sortir de minimums locaux) et la mise en œuvre de phases de restauration
lorsque la taille du pas devient trop petite au fil des rejets de la stratégie de globalisation.
L’ouvrage [NW06] est un classique présentant ces considérations.
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Deuxième partie

Estimation pour la conduite des REP
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Chapitre 5

Physique et modélisation des REP pour l’estima-

tion et la commande

En France, on n’a pas de pétrole, mais on a des idées.
— Agence pour les Économies d’Energie, 1974

5.1 Historique et contexte

En 1903, Henri Becquerel et Marie et Pierre Curie reçoivent le prix Nobel de physique
pour leur travaux sur la radioactivité. Le premier a mis en évidence la radioactivité de
l’uranium a, le couple des seconds a mis en évidence la radioactivité du radium. De nombreux
physiciens entreprendront d’étudier ce nouveau phénomène, qui sera l’objet de nombreuses
récompenses et prix (Nobel entres autres) en physique et en chimie.

On dit d’un noyau atomique qu’il est radioactif, s’il peut se transformer spontanément
en un autre élément ou isotope que l’on appelle noyau fils [Rad10]. Cette réaction nucléaire
libère un rayonnement sous forme de particule et d’énergie (photon ou énergie cinétique). On
distingue différents rayonnements en fonction de la nature de la particule émise. Concernant
l’uranium, la désintégration de l’uranium 238 (isotope naturel le plus abondant sur Terre)
mise en évidence par Henri Becquerel correspond à la réaction nucléaire suivante :

238
92U −−→ 234

90T+ 4
2He

Il s’agit d’une désintégration α puisqu’elle produit un noyau d’hélium. Il existe d’autres
types de rayonnement issus de réactions nucléaires tels que l’émission de protons, neutrons,
neutrinos… qui caractérisent des réactions nucléaires différentes (cf sous-section 5.3.1). On
s’intéresse dans ce manuscrit aux réactions de fissions et de désintégration qui interviennent
dans les réacteurs nucléaires à fission. Dans ce cas, les noyaux impliqués dans les réactions
sont des isotopes lourds tels que l’uranium ou le plutonium.

En 1938, le phénomène de fission induite est découvert par les allemands Lise Meitner,
Fritz Strassmann et Otto Hahn [MSH38] : les auteurs montrent qu’il est possible de provoquer
la fission du thorium en le bombardant de neutrons. Puis en 1939, Frédéric Joliot, Hans
Halban, Lew Kowarski et Francis Perrin mettent en évidence l’émission de neutrons lors
la fission de l’uranium [Jol39]. L’idée de la réaction en chaîne germe alors : les neutrons
produits par fission servent ensuite à induire la fission d’autres noyaux, et ainsi de suite.
Comme la réaction libère de l’énergie, différentes applications de la fission vont rapidement

a. Il a remarqué qu’une plaque photographique, pourtant vierge et recouverte de papier noir, stockée dans
le même tiroir que des sels d’uranium a été marquée d’un rayonnement.
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voir le jour : bombe atomique et production d’énergie a. La première met en œuvre une
réaction de fission incontrôlée capable d’une puissance jusqu’alors inégalée, ainsi que le
prouveront les tragiques bombardements d’Hiroshima et Nagasaki les 6 et 9 août 1945.
La seconde application, bien moins funeste, nécessite de contrôler cette réaction afin de
produire de l’énergie de manière plus diffuse dans le temps et plus sûre.

En France, l’intérêt croissant pour l’énergie nucléaire mène à la créaction du CEA (Com-
missariat à l’énergie atomique) dès le 18 octobre 1945 à la demande du Général de Gaulle. La
première divergence d’un réacteur français est réalisée en janvier 1956. Après la construction
d’une dizaine de réacteurs de puissance de ce type, la filière UNGG est rapidement aban-
donnée pour les nouveaux réacteurs au profit de la filière REP (Réacteur à Eau Pressurisée)
sous licence Westinghouse.

En 1973, l’OPEP (Organisation des Pays Producteurs et Exportateurs de Pétrole) décrète
un embargo sur Israël et ses alliés. La multiplication par quatre des prix du pétrole provoque
le premier choc pétrolier. En réponse, le premier ministre Pierre Messmer annonce le 6 mars
de l’année suivante le lancement du « plan Messmer ». Il est décidé de la construction de
centrales nucléaires pour une puissance de 13 GWe (soit un doublement de la puissance
du parc alors en exploitation par EDF) dans le but de réduire la dépendance énergétique
de la France. Aujourd’hui encore, la France est de très loin le pays ayant le plus recourt au
nucléaire pour sa production électrique : 56 réacteurs pour 18 centrales produisent plus de
70% de l’électricité consommée sur le territoire.

En 2021, l’AIEA (Agence Internationale de l’Énergie Atomique) recensait 441 réacteurs
de puissance en fonctionnement dans le monde b.

5.2 Fonctionnement d’une centrale nucléaire et pilotage d’un réacteur

Toutes les centrales nucléaires fonctionnent sur le même principe : une chaudière nu-
cléaire où se produit une réaction en chaîne échauffe un fluide caloporteur. Cette chaleur
permet de vaporiser de l’eau entraînant une turbine reliée à l’arbre d’un générateur élec-
trique c. Pour chaque chaudière nucléaire, on parle de tranche, une centrale pouvant en
comporter plusieurs. Dans les réacteurs à eau pressurisée, 3 circuits différents sont considé-
rés :

— le circuit primaire est celui du réacteur, où le caloporteur (eau) est échauffé. Le
caloporteur transmet sa chaleur au sein d’un générateur de vapeur (GV) à l’eau du
circuit secondaire. La pression de l’eau dans le cœur est d’environ 155 bars et sa
température est de 300°C en entrant dans le cœur et d’environ 330°C en sortant du
cœur. À ces conditions de pression et de température, l’eau du circuit primaire est
principalement à l’état liquide. Des pompes assurent l’écoulement de l’eau dans le
circuit primaire au débit de 4 m3/s.

a. Les deux ne sont pas mutuellement exclusifs. Certains sous-marins nucléaires combinent les deux : leur
propulsion est assurée par un réacteur nucléaire (d’où leur appellation) et sont capables de lancer des missiles
équipés de têtes nucléaires.

b. IAEA Annual Report for 2022 : https://www.iaea.org/publications/reports/annual-report-2022
c. Dans les réacteurs à eau bouillante, le caloporteur est vaporisé directement tandis que dans les réacteurs

à eau pressurisée le caloporteur échange sa chaleur à un autre circuit où l’eau est vaporisée.

https://www.iaea.org/publications/reports/annual-report-2022
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— Le circuit secondaire est celui de la turbine. La vapeur, générée dans les générateurs
de vapeur à l’interface des circuits primaire et secondaire, sert à fournir un travail
en entraînant l’arbre du générateur électrique. Cette vapeur est condensée dans un
condenseur à l’interface des circuits secondaire et tertiaire.

— Le circuit tertiaire est le circuit de refroidissement. Il sert à évacuer la chaleur non
utile produite par la centrale par le biais de tour de refroidissement (aéroréfrigérant)
et/ou d’eau.

Coeur

Générateur(s)
de vapeur

Branche chaude
Branche froide
Eau liquide

Turbine Alternateur

Condenseur
Refroidissement

(Pas du CO2)

Vapeur

Figure 5.1 – Représentation simplifiée d’une centrale nucléaire.

Une centrale nucléaire est une machine thermique (circuit secondaire) dont la source
chaude est le circuit primaire et la source froide est le circuit tertiaire. En fonction du réacteur
considéré, la puissance thermique délivrée par le réacteur varie de 2,7 GW (Graveline) à 4,3
GW (EPR de Flamanville-3), pour des puissances électriques brutes a correspondantes de
920 à 1650MW. L’efficacité thermodynamique d’une tranche, soit le rapport de la puissance
électrique brute produite sur la puissance thermique, est ainsi de l’ordre de 35%, c’est-
à-dire que seul un tiers de l’énergie thermique produite est transformée en électricité.
Le reste est dissipé à l’environnement extérieur. D’autres conceptions de réacteurs visent
des températures de fonctionnement plus élevée afin d’augmenter l’efficacité du cycle
thermodynamique du système.

Le comportement du système est influencé par l’environnement extérieur de deux
manières : d’une part la chaleur dissipable par le circuit tertiaire, d’autre part le besoin
d’équilibrer les production et consommation d’électricité, assuré par les systèmes de réglage
(cf Contexte).

On peut piloter le réacteur et faire varier sa puissance par le biais de deux actionneurs : du
bore dissout dans l’eau du circuit primaire et l’insertion des barres de contrôle, qui bloquent
les neutrons et limitent le nombre de fissions qu’ils provoquent. Les opérateurs effectuent
des variations de puissance de l’ordre de quelques pourcents de puissance nominale (PN)
par minute.

a. La puissance électrique nette correspond à la puissance électrique effectivement fournie au réseau, c’est-
à-dire la puissance électrique brute moins la puissance consommée par la centrale pour son fonctionnement
(pompes, systèmes auxiliaires, …).
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Figure 5.2 – Cuve du réacteur.
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1 Branche froide primaire
2 Branche chaude primaire
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Branche froide secondaire
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Faisceau tubulaire
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Figure 5.3 – Générateur de vapeur.
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5.2.1 Cuve réacteur et cœur

Le réacteur (figure 5.2) est une cuve qui contient le cœur (qui décrit le volume où se
trouve le combustible nucléaire) dans laquelle de l’eau est pompée. Le combustible est formé
de pastilles en céramique contenant de l’uranium enrichi voire également du plutonium
(combustible MOX). Les pastilles sont empilées en crayons qui sont ensuite entourés d’une
gaine en zirconium protégeant les pastilles. Les crayons sont disposés en groupes appelés
assemblages. Enfin, les assemblages sont disposés dans le cœur. L’eau s’écoule dans les
assemblages, en contact avec la gaine des crayons.

On appelle réflecteurs des plaques en acier disposées autour du cœur afin de limiter les
fuites de neutrons vers l’extérieur. Des réflecteurs lourds sont également présent en haut et
en bas du cœur.

En projetant la puissance dégagée en chaque point des assemblages sur l’axe vertical,
on obtient la puissance axiale qui exprime la puissance dégagée en fonction de l’altitude.
Définition 5.1 (Déséquilibre axial de puissance : Axial Offset)

En notant Ptop et Pbottom les puissances dégagées respectivement dans les moitiés supé-
rieure et inférieure du cœur, on définit l’axial offset (AO) :

AO =
Ptop − Pbottom
Ptop + Pbottom

L’AO est une une quantité essentielle à la conduite de la tranche qui permet de donner
une indication de la forme de la distribution de puissance. Si davantage de puissance est
dégagée dans la partie inférieure, l’AO est négatif et réciproquement. En règle général,
du fait que la modération des neutrons est inversement corrélée à la température (voir
sous-section 5.3.3), l’AO a tendance à être négatif.

5.2.2 Générateurs de vapeurs

L’eau échauffée au sein du réacteur circule dans plusieurs générateurs de vapeur (GV)
(figure 5.3) en parallèle. Un réacteur comporte en réalité plusieurs branches chaudes,
chacune acheminant le caloporteur dans un générateur de vapeur. Dans un GV, l’eau de la
branche chaude primaire s’écoule dans un faisceau tubulaire qui contient des milliers de
tubes où s’écoule l’eau du circuit primaire. Ces nombreux tubes permettent d’augmenter la
surface d’échange pour permettre à l’eau du circuit secondaire de se réchauffer et d’être
vaporisée. La vapeur de l’ensemble des GV est ensuite collectée et envoyée dans une turbine
pour y fournir un travail servant à entraîner l’arbre de la génératrice [Reu12].

L’eau ayant transmis sa chaleur au sein du GV est ensuite réinjectée dans le réacteur
pour y être échauffée à nouveau. La séparation en circuit primaire et circuit secondaire est
la particularité des réacteurs à eau sous pression, de sorte que l’eau dans le circuit primaire
est censée être toujours à l’état liquide et ne circule que dans le réacteur et les GV, ce qui
permet d’éviter la contamination de la turbine par des éléments radioactifs rencontrée dans
les réacteur à eau bouillante [Hon+84].

La modélisation d’un générateur de vapeur est complexe et n’est pas l’objet des travaux
présentés ici, où notre attention se porte sur le cœur du réacteur.
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5.3 Physique des réacteurs

La modélisation d’un cœur de réacteur nécessite de faire appel à de nombreuses disci-
plines. Il faut considérer les phénomènes suivants :

— les réactions nucléaires ayant lieu en chaque point du cœur,

— l’échauffement du combustible du fait des réactions nucléaires,

— l’écoulement du caloporteur dans le cœur.

Un grand nombre de réactions nucléaires est à prendre en compte pour chaque isotope
présent dans le cœur, nécessitant de connaître toutes les interactions possibles, leur pro-
babilité d’occurrence (ou rendement) et ce en chaque point du domaine. Il est également
important de modéliser l’évolution du flux neutronique (énergie, direction, population) afin
de pouvoir prévoir le comportement de la réaction en chaîne. Une modélisation exacte des
milliers de réactions nucléaires possibles et l’évolution de toutes les populations de noyaux
est impossible, c’est pourquoi il est courant de faire appel à des méthodes Monte-Carlo
(probabilistes) qui simplifient la modélisation [MU49]. Il est important de modéliser la
diffusion des neutrons dans le milieu ainsi que leur interaction avec la matière au sein du
réacteur, ce que permet de décrire l’équation de Boltzmann.

La modélisation de l’échauffement du combustible sert à concevoir le combustible et en
particulier la gaine des crayons d’assemblage, qui est soumise à des conditions de pressions
et de température qui varient au cours du fonctionnement du réacteur. Son échauffement
impacte également les réactions nucléaires qui ont lieu au sein du combustible ainsi que les
transferts thermiques avec le caloporteur. La température du caloporteur impacte également
le comportement de la réaction en chaîne.

5.3.1 Réactions nucléaires

Les réactions nucléaires impliquent les nucléons des noyaux atomiques, à la différence des
réactions chimiques qui reposent sur les interactions entre les nuages d’électrons des atomes.
Les réactions nucléaires peuvent être spontanées ou provoquées par le bombardement du
noyau par une particule incidente (proton, neutron, autre noyau ou énergie). La fusion
nucléaire correspond à la formation d’un noyau plus lourd à partir de noyaux plus légers,
elle n’a pas lieu dans les REP a.

La section efficace totale d’une réaction nucléaire entre une particule incidente et une
particule cible caractérise la probabilité qu’une réaction du tableau 5.1 ait lieu en fonction
de l’énergie de la particule incidente.
Définition 5.2 (Section efficace microscopique)

La section efficace microscopique, ou aire équivalente d’interaction, notée σ (exprimée
en barns= 10−24cm2) s’interprète comme la « taille » de la particule cible lors de son
bombardement par la particule incidente. Plus elle est grande et plus une collision (ou
interaction) est probable.

a. Le développement de technologies industrielles exploitant la fusion nucléaire est l’objet de nombreux
travaux du fait de ses avantages : abondance du combustible et sûreté. Les conditions extrêmes de température
et de pression nécessaires sont cependant très difficiles à produire et à maintenir.
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Réaction nucléaire Formule Commentaire

Désintégration α A
Z X −−→ A−4

Z−2 X+ 4
2 He

Désintégration β⁺ A
Z X −−→ A

Z+1 X+ e− + ν e – est un électron, est un neutrino

Désintégration β⁻ A
Z X −−→ A

Z−1 X+ e+ + ν− e+ est un positon, est un antineutrino

Fission induite A
Z X+ n −−→ X1 + X2 +m n Xi sont les noyaux fils, m ∈ R

Fission spontanée A
Z X −−→ X1 + X2 +m n

Capture neutronique A
Z X+ n −−→ A

Z−1 X+ γ

Diffusion résonnante A
Z X+ n −−→ A

Z X+ n élastique ou inélastique

Table 5.1 – Réactions nucléaires ayant lieu au sein d’un REP [CEA15].

Définition 5.3 (Section efficace macroscopique)

La section efficace macroscopique notée Σ (exprimée en cm−1) résulte du produit de la
section efficace microscopique par la concentration de l’isotope cible dans le milieu. Il
s’agit d’une densité de probabilité.

Pour chaque nucléide, la probabilité pour chaque type de réaction est caractérisée par
une section efficace qui dépend de l’énergie de la particule incidente. Pour une réaction
nucléaire en particulier, on considère en général les sections efficaces partielles relatives à la
fission σf, à la diffusion σs (s pour scattering) et à la capture σc, liées à la section efficace
totale par la relation suivante :

σ = σ f +σc +σs

On se contente en général de la section efficace totale, dans la mesure où l’on connaît la
réaction prédominante. Les données nucléaires sont disponibles dans des bases de données
continuellement alimentées et entretenues par des expériences menées dans le monde entier
[Plo+20 ; Bro+18].

Désintégration

La désintégration d’un noyau se produit spontanément. La décroissance radioactive
d’un élément se caractérise par sa période de demi-vie T1/2, qui est le temps nécessaire
pour que disparaisse la moitié d’un échantillon radioactif (figure 5.4a). La constante de
désintégration λ permet également de caractériser la désintégration d’un isotope radioactif,
dont la quantité x(t) évolue selon la loi ẋ = −λx . La période de demi-vie et la constante de
désintégration sont liées par la relation : λ= ln(2)

T1/2
.

Diffusion : résonnante élastique, inélastique et potentielle

Dans la diffusion résonnante, le neutron incident est absorbé pour former un noyau
composé puis le noyau éjecte un neutron pour revenir à l’isotope initial. Le neutron peut
avoir la même énergie que le neutron incident (diffusion résonnante élastique) ou avoir
une énergie plus faible (inélastique), le noyau se trouvant dans un état excité (rayonné
sous la forme de photon lors de la désexcitation de ce dernier) (figure 5.4b). Lorsque
le neutron « rebondit » sur le noyau sans être absorbé, on parle de diffusion potentielle
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Figure 5.4 – Réactions nucléaires.
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élastique (figure 5.4c).

Fission nucléaire

Lors de la fission nucléaire un noyau lourd libère de l’énergie en formant deux noyaux
plus légers ainsi qu’un nombre variable de neutrons (figure 5.4d). En moyenne 2,3 neutrons
sont éjectés lors de la fission de l’uranium 235. La fission peut être spontanée ou induite,
lorsqu’un neutron incident est absorbé par un noyau pour former un noyau composé. Le
noyau est déformé et l’équilibre entre les forces coulombiennes (qui tendent à éloigner
les protons entre eux) et la force de cohésion nucléaire (qui agit sur de courtes distances)
peut-être rompu et la cohésion du noyau n’est plus assurée.

En notant p la probabilité qu’un neutron au sein du réacteur provoque une fission du
combustible et si la fission du combustible produit en moyenne m neutrons, on définit le
facteur de multiplication k = mp comme étant le nombre moyen de fissions qu’engendre une
seule fission. Le nombre de fissions ayant lieu dans le cœur suit donc une loi géométrique de
raison k. Le temps entre deux générations de neutrons est très court (de l’ordre de 10−5s).
On distingue alors trois cas :

— k > 1 : la réaction s’emballe puisque le nombre de fissions croît rapidement. On dit
que la réaction est sur-critique.

— k < 1 : la réaction se ralentit. On dit que la réaction est sous-critique.

— k = 1 : il y a toujours le même nombre de réactions de fissions, la réaction est dite
critique.

Le facteur de multiplication n’est pas une grandeur très commode à manipuler, dans la
mesure où elle doit être maintenue proche de 1 pour assurer la criticité du cœur , sans quoi
la réaction s’emballe ou s’éteint très rapidement. La réactivité du cœur ρ s’écrit :

ρ =
k− 1

k

Elle s’exprime en pcm (10-5) mais est adimensionnée. Les mêmes raisonnement que pour k
s’appliquent : ρ = 0 indique la criticité, ρ > 0 la sur-criticité et ρ < 0 la sous-criticité.

5.3.2 Équations de la neutronique

Évolution de la quantité de neutrons : équation de la cinétique

Au cours du fonctionnement du réacteur, les neutrons émis par les nombreuses réactions
de fission du combustible permettent d’entretenir la réaction. En raisonnant à l’échelle
du cœur tout entier, on est amené à formuler l’équation de la cinétique ponctuelle, qui
caractérise l’évolution du nombre de neutrons dans le cœur. Il est nécessaire de prendre en
compte les différentes voies de production des neutrons :

— voie principale : fission du combustible.

— seconde voie : neutrons retardés. Certains noyaux (appelés précurseurs) formés par
capture neutronique subissent une désintégration β+, puis le noyau fils émet des
neutrons retardés [Reu12] (le retard est associé à la période de désintégration).
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Considérons une quantité initiale de neutrons prompts n0 et de neutrons retardés c0 et
notons l la durée de vie moyenne d’un neutron dans le cœur critique avant qu’il n’interagisse
avec un noyau. Le nombre de neutrons dans le cœur évolue selon la loi suivante :

dn
dt
=
ρ − β

l
n+

∑

i

λici (5.1a)

dci

dt
=
βi

l
n−λici (5.1b)

λi est la période de décroissance radioactive du précurseur i de la chaîne de désintégration,
βi la proportion des neutrons retardés du précurseur i parmi l’ensemble des neutrons issus
des fissions (en pcm).

Évolution de la distribution spatiale du flux : équation de la diffusion

L’équation de la diffusion permet de rendre compte de la distribution des neutrons
dans l’espace. En chaque volume infinitésimal de l’espace, il est nécessaire de faire le bilan
neutronique des neutrons qui s’y trouvent en décomptant les neutrons émis par les sources
radioactives, les neutrons qui entrent dans ce volume et ceux qui s’échappent de ce volume.
Ce bilan correspond à l’équation de Boltzmann.
Définition 5.4 (Densité neutronique)

En chaque volume infinitésimal dV (x) de l’espace, le nombre de neutrons dans ce
volume est n dV , où n est la densité neutronique au point x .

Définition 5.5 (Flux neutronique)
En notant v la vitesse des neutrons, le flux neutronique est la quantité Φ= nv.

Définition 5.6 (Spectre en énergie des neutrons, groupes d’énergie)
Les neutrons issus de la fission sont produits à des énergies différentes. Le spectre en
énergie des neutrons correspond à la distribution en énergie des neutrons. La théorie
multi-groupe consiste à discrétiser le spectre en sous-intervalle [0, E1, . . . , EN ]. La théorie
à un groupe revient à considérer des neutrons monocinétiques.

Définition 5.7
L’équation de la diffusion des neutrons s’écrit [Reu12] :

1
v
∂Φ

∂ t
= D∆Φ−ΣaΦ+ S (5.2)

D est un terme correctif qui permet de corriger l’erreur induite par l’hypothèse d’isotropie
des diffusions, ∆ décrit l’opérateur laplacien, Φ est le flux neutronique et S le terme de
sources radioactives dans le volume. Cette équation caractérise le flux neutronique et la
diffusion des neutrons.

5.3.3 Modération des neutrons et effet modérateur

Les neutrons issus de la fission du combustible nucléaire sont produits à des énergies de
l’ordre du MeV (voire davantage) soit des vitesses de l’ordre de 104 km/s (cf figure 5.5). À
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cette énergie, la section efficace de l’uranium 235 (figure 5.6) est trop faible pour qu’un
nombre suffisant de fissions ait lieu pour entretenir la réaction, les neutrons ayant plutôt
tendance à être absorbés par l’uranium 238 (plus abondant) sans engendrer de fission. Il est
alors nécessaire a de ralentir les neutrons à une vitesse plus propice à la fission du combustible.
On utilise un matériau dit modérateur pour ralentir les neutrons, qui en « rebondissant »
sur le modérateur perdent une partie de leur énergie cinétique par interaction élastique.
On parle de « thermalisation » des neutrons et à cette énergie, leur vitesse est de l’ordre du
km/s.

Domaine thermique Domaine épithermique Domaine rapide

Vitesse (km/s)

Énergie (eV)

1 101 102 103 104 105

10−3 10−2 10−1 1 101 102 103 104 105 106 107 108

Figure 5.5 – Domaines d’énergie des neutrons.

Une seule collision ne suffit pas : le nombre moyen de collisions nécessaires à la thermali-
sation d’un seul neutron est typiquement de plusieurs dizaines [Reu12]. Plus un modérateur
nécessite de collisions pour thermaliser les neutrons, moins il doit les absorber, ceci afin
d’éviter que les neutrons soient absorbés avant qu’ils n’arrivent à la bonne énergie et pro-
voquent une fission. Les modérateurs constitués d’éléments légers nécessitent le moins
de collisions en moyenne. Puisqu’ils sont peu absorbants et abondants (donc peu chers),
le carbone (graphite) et l’hydrogène (eau liquide) sont couramment utilisés en tant que
modérateur. Dans les REP, l’eau a à la fois le rôle de caloporteur et de modérateur b. Le
protium dans les molécules d’eau peut capturer des neutrons pour former du deutérium
2H, il est donc nécessaire d’enrichir le combustible à 3% d’uranium 235 pour compen-
ser ces absorptions. D’autres modérateurs moins absorbants comme le carbone et l’eau
lourde permettent d’utiliser de l’uranium naturel (0.75% d’uranium 235), mais ils sont plus
coûteux.

Sous l’effet de la variation de la température de l’eau et de la dilatation thermique, la
densité du fluide est modifiée. L’effet modérateur caractérise la variation de réactivité du
cœur sous l’effet de la variation de densité de l’eau. Cet effet peut-être positif (contribution
à la réactivité) ou négatif (baisse de la réactivité). Les REP sont conçus de sorte à ce que
l’effet modérateur soit négatif [Gas24], ce qui procure naturellement une régulation du
cœur puisqu’un échauffement entraîne un ralentissement de la réaction, et inversement.

Considérons une élévation de la température du fluide, à la suite d’une accélération de
la réaction en chaîne. La baisse de la densité du fluide réduit les chances de collision entre
un noyau d’hydrogène et un neutron, donc une baisse du flux neutronique thermique c, si

a. Nécessaire dans les réacteurs à neutrons thermiques (choix de l’uranium comme combustible). Dans les
réacteurs à neutrons rapides, on ne ralentit pas les neutrons et le combustible est choisi de sorte à subir des
fissions dans le domaine rapide.

b. Cette conception permet également d’assurer la sûreté du réacteur, puisqu’en cas de perte de refroidisse-
ment (fuite), l’absence de modérateur interrompt la réaction.

c. Une légère augmentation du flux est également à noter dans la mesure où la baisse de la densité de l’eau
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bien que le nombre de fissions est réduit et la réaction ralentit.
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Figure 5.6 – Section efficace microscopique totale de 235U et 238U à 0K. (ENDF/B-VIII.0)

5.3.4 Effet Doppler

L’effet Doppler est provoqué par la variation de la température du combustible. La
probabilité d’interaction d’un noyau avec un neutron est caractérisée par la section efficace
qui dépend de la vitesse du neutron incident. En réalité, il faut considérer la vitesse relative
de ce neutron par rapport au noyau. L’élévation de la température du combustible implique
donc que l’énergie cinétique d’un noyau est plus élevée. En outre, la présence de pics de
résonance dans la section efficace du combustible implique que de petites variations de la
vitesse relative peut avoir un grand impact sur la probabilité d’absorption d’un neutron par
un noyau d’uranium 238.

Le calcul de l’effet Doppler nécessite de prendre en compte l’agitation thermique du
combustible et la variation de la vitesse d’oscillation du noyau autour de sa position moyenne,
à la fois en direction et en norme [Reu12]. Le détail du calcul n’est pas essentiel ici, mais
on notera que l’effet Doppler implique en pratique un élargissement des pics de résonance
lors de l’élévation de la température du combustible, et son rétrécissement en cas de baisse
de la température. L’élargissement des pics de résonance implique une capture neutronique
plus importante par l’uranium 238 donc une baisse du flux neutronique. L’effet Doppler a
donc un effet similaire à l’effet modérateur en ce qu’il tend à stabiliser la réaction en cas de
perturbation de la température.

diminue également les chances d’absorption des neutrons par un noyau de bore.
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5.3.5 Empoisonnement par le xénon

Le xénon 135 est un produit de fission de l’uranium 135. La chaîne de désintégration
du xénon est représentée en figure 5.8. Il constitue le principal poison neutronique au sein
du cœur du fait de sa très grande section efficace dans le domaine thermique, de l’ordre
de 106 barns (figure 5.7). C’est un gaz qui se forme au sein des pastilles de combustible, il
n’est donc pas possible de mesurer cette quantité.
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Figure 5.7 – Section efficace microscopique totale de 135Xe à 0K. (JEFF-3.3)
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Figure 5.8 – Chaîne de désintégration du 135 Xe.

Dans les éléments de la chaîne de désintégration du xénon issus de la fission du com-
bustible, l’antimoine et le tellure ont une demi-vie si courte devant celle de l’iode qu’il est
courant de considérer que l’iode est produit directement par la fission de l’uranium 235.
On néglige également la très petite part d’uranium produisant directement du césium. La
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dynamique de la concentration en iode comporte alors les termes de production par la
fission du combustible et sa disparition par décroissance radioactive. Le xénon est produit
en petite quantité avec un rendement γXe et par décroissance radioactive de l’iode, et il est
consommé par capture neutronique de rendement σXe et décroissance radioactive. On peut
alors écrire la dynamique xénon/iode décrivant la concentration en xénon et en iode en
chaque point de l’espace (équation de Bateman) :

Ẋ (t) = λI I(t)−λX X (t) + γXΦ(t)−σXΦ(t)X (t) (5.3a)
İ(t) = γIΦ(t)−λI I(t) (5.3b)

En régime permanent, les termes de production et de disparition du xénon et de l’iode
sont à l’équilibre. En cas de modification de la nappe de puissance (en réponse à une variation
de charge ou des actions correctives de l’opérateur), le xénon et l’iode vont évoluer jusqu’à
atteindre un nouvel équilibre. Le xénon se comporte comme un système à non minimum de
phase. L’augmentation locale de la puissance aboutit à une concentration à l’équilibre de
xénon plus élevée. Néanmoins pendant la phase transitoire de cette évolution on note que :

— l’iode est produit en plus grande quantité (en tant que produit de fission) pour atteindre
une nouvelle valeur d’équilibre plus élevée.

— le xénon va d’abord être consommé par capture neutronique, en réponse à la hausse
du flux neutronique. Puis dans un second temps (lorsque la puissance n’évolue plus),
la quantité de xénon va croître à mesure que l’iode se « déverse » dans le xénon a.
Puisque le xénon a une demi-vie plus rapide que l’iode, la quantité de xénon augmente
davantage qu’il n’est désintégré.

Puisque le flux neutronique n’est pas le même en tout point de l’espace, la distribution
de xénon n’est pas homogène dans les barres. Les variations locales de xénon ont pour effet
d’impacter le flux neutronique local et peuvent induire un phénomène appelé « oscillations
xénon », qui peut apparaître lorsque la distribution de puissance est perturbée. Dans ce cas,
on observe que la variation de xénon dans la partie supérieure du cœur est en décalage de
phase avec la variation de xénon dans la partie inférieure. Le phénomène des oscillations
xénon est présenté de manière plus approfondie dans les travaux [Pon08] et [Pon+13], qui
visent à estimer le xénon dans un modèle 1D en utilisant des méthodes d’assimilation de
données.

5.3.6 Action de l’acide borique

Le bore b 10 est un poison neutronique, dont la section efficace dans le domaine thermique
est de l’ordre de 103 barns. Il entre en jeu dans la composition des barres de contrôle et il
est également introduit dans l’eau du circuit primaire sous forme d’acide borique. Lorsqu’un

a. Une analogie courante pour la dynamique xénon/iode est de considérer des « réservoirs » d’iode et de
xénon qui fuient à la même vitesse qu’ils sont consommés et se remplissent à la même vitesse qu’ils sont
produits.

b. Le bore naturel contient environ 80% de bore 11 et 20% de bore 10.
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neutron interagit avec un neutron, deux réactions sont possibles a :

10 B+ n −−→ 4 He+ 7 Li (5.4a)
10 B+ n −−→ 4 He+ 7 Li+ γ (5.4b)

La concentration en bore au sein du circuit primaire peut-être contrôlée en injectant de
l’eau pure pour le diluer ou en ajoutant de l’acide borique pour augmenter sa concentration.
Le mélange est réalisé au sein du circuit de contrôle volumétrique et chimique, dont le
contenu est injecté dans le circuit primaire. Comme la masse d’eau au sein du circuit est
constante, l’injection d’eau borée ou pure nécessite d’extraire une partie de l’eau du primaire
soit en l’injectant dans le RCV soit en l’extrayant du système, ce qui implique la production
d’effluents qu’il est nécessaire de retraiter.
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Figure 5.9 – Section efficace microscopique totale de 10B à 0K. (JEFF-3.3)

On peut considérer que la concentration en bore dans le cœur est homogène, compte tenu
du débit de l’eau parcourant le primaire. L’avantage du bore est que son action neutrophage
est homogène dans le cœur, de sorte qu’il ne perturbe pas la distribution de puissance, à la
différence des barres de contrôle.

a. Le lithium produit dans un état excité eq. 5.4b revient à son niveau fondamental en émettant un photon
de 470keV. On peut mesurer le flux neutronique par la détection de ce photon.
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5.3.7 Action des barres de contrôle

Les barres de contrôle sont constituées d’un matériau neutrophage (capturant les neu-
trons). Elles sont insérées par pas de quelques centimètres via la partie supérieure du
réacteur (cf figure 5.2), en traversant le couvercle de la cuve et se glissent entre les crayons
de combustible au sein des assemblages. Il est possible d’arrêter quasiment instantanément
la réaction (arrêt d’urgence) en faisant tomber ces barres, ce qui explique leur insertion
par le dessus de la cuve. Un mouvement des barres perturbe grandement la distribution de
puissance (AO).

Il existe différentes stratégies d’insertion des grappes que l’on appelle modes de pilotage.
De manière générale, les barres de contrôle sont regroupées en groupes, pouvant avoir
des compositions et capacités neutrophage différentes. Les différents modes de pilotages
couramment employés dans les REP sont les modes A, X, G et T et diffèrent de par le nombre
et la composition des groupes de barres, leur recouvrement, ainsi que les lois de contrôle
commande qui régissent leurs mouvements. La modélisation du cœur présentée au chapitre
chapitre 6 est indépendante du mode de pilotage, le détail de leur fonctionnement n’est
donc pas essentiel dans cette thèse, mais le lecteur pourra trouver davantage de détails
dans les travaux [Gro07 ; Gas24 ; Dup23].
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Chapitre 6

Modélisation pour la commande et l’estimation

6.1 Modélisation des cœurs de réacteurs nucléaires

Pour les études d’ingénierie de nombreux codes de calcul ont vu le jour pour modéliser
la neutronique, la thermohydraulique ou la thermique du combustible. Ces codes sont
couplés afin de modéliser le comportement à l’échelle du cœur entier et les interactions
complexes entre les différents phénomènes physiques. Ces codes de calcul mettent en œuvre
différentes approches pour simuler efficacement la physique du réacteur telles que les
méthodes déterministes ou les méthodes Monte-Carlo [MU49]. De tels codes de calcul
nécessitent des capacités de calcul conséquentes. Un usage en commande optimale en ligne,
où il peut être nécessaire de réaliser un grand nombre de simulation avec des paramètres
différents avec des contraintes sur les temps d’exécution, appelle à l’élaboration de modèles
de conception qui sont plus simples que les modèles physiques fins précédemment décrits.

6.2 SOFIA

SOFIA (Simulateur d’Observation du Fonctionnement Incidentel et Accidentel) est un
simulateur avancé disponible à Framatome. Il modélise la totalité des systèmes physiques
de la centrale en particulier la totalité du circuit primaire et le circuit secondaire et tous les
éléments qui les composent jusqu’aux vannes, pompes et capteurs individuels. Les systèmes
de commande sont également modélisés ce qui permet de simuler des cas d’utilisation réels,
raison pour laquelle il est peut-être employé comme outil d’entraînement à la conduite d’un
réacteur et la simulation d’accident. Ce simulateur embarque différents codes de calcul pour
la neutronique et la thermohydraulique.

En particulier pour la modélisation physique du cœur, les codes de calcul neutronique
SMART et thermohydraulique CATHARE sont couplés. Ces modèles utilisent des résolutions
spatiales différentes, illustrées par la figure 6.1. On dénombre ainsi 20 mailles pour le
modèle de neutronique, les mailles 1 et 20 correspondant aux réflecteurs lourds en bas et
en haut du réacteur respectivement, les mailles 2 à 19 correspondant effectivement au cœur.
Le modèle thermohydraulique comprend quant à lui 36 mailles.

Des simulations de fonctionnement du cœur en condition de variation de charge ont été
réalisées sur SOFIA et seront utilisées pour la validation de l’estimateur dans le chapitre 7. Il
est possible de piloter le simulateur en temps réel comme en salle de commande, notamment
en agissant sur l’automate de bore et la puissance de la turbine (qui sert de référence pour
la puissance neutronique contrôlée). La vitesse maximale de simulation est d’environ deux
fois le temps réel, ce qui limite la longueur et le nombre de transitoires réalisables sur le
simulateur.
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Figure 6.1 – Différences de maillage entre les modèles neutronique et thermique

de SOFIA et le modèle PWR_simu.

6.3 Modèle d’estimation et de commande

La commande prédictive a suscité un grand intérêt pour la conduite des réacteurs,
en raison de ses nombreux avantages [Dup+21]. Les modèles issus de codes de calculs
physiques, employés pour la conception des réacteurs et les études de sûreté, sont trop
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complexes pour un usage en commande prédictive. Un modèle simplifié, permettant de
prédire le comportement du système du point de vue des grandeurs importantes pour
la conduite (en particulier l’AO) a été développé spécifiquement [Lem18 ; Dup23]. Nous
détaillons dans ce paragraphe ce modèle que nous appelons PWR_simu.

Dans le modèle de conception PWR_simu, la seule dimension axiale est considérée et
discrétisée en 6mailles axiales. Pour la maille i ∈ ¹1,6º, on considère les quantités suivantes :

— concentration en xénon X i,

— concentration en iode Ii,

— enthalpie massique de l’eau entrant dans la maille hi,

— enthalpie massique de l’eau sortant de la maille hi+1,

— population de neutrons retardés ci,

— puissance neutronique Pi.

Les entrées du modèle sont :

— la concentration en bore Cb (ppm) dans le cœur (supposée connue a),

— l’anti-réactivité ρrods,i (ppm) introduite en chaque maille du fait de la position des
barres de contrôle.

— la température Tin de l’eau entrant dans le cœur.

Le flux neutronique rend l’instrumentation à l’intérieur du cœur difficile (mais pas
impossible). Nous supposons que nous n’avons pas d’instrumentation in-core disponible.
Néanmoins, des chambres ex-core permettent de mesurer le flux neutronique s’échappant
du cœur : elles sont placées autour du cœur et on dispose de 6 mesures axiales du flux
neutronique. Cette résolution spatiale motive l’utilisation de 6 mailles axiales dans PWR_simu.
En outre, de nombreux capteurs de la température de l’eau en entrée et en sortie du réacteur
sont disponibles. La position des grappes est connue. Avec les considérations que nous
venons d’énoncer, les mesures dont on dispose sont les suivantes :

— flux neutronique en chaque maille.

— température de l’eau en sortie du réacteur Tout (différente de la température en sortie
du cœur).

— température de l’eau entrant dans le réacteur (supposée identique en entrant dans le
cœur).

Le modèle s’écrit ainsi sous la forme d’un modèle d’état :

ẋ = fPWR_simu(x , u) , x =
�

X1, . . . , X6, I1 . . . , I6, T2, . . . , T7, c1, . . . , c6, n1, . . . , n6

�T

y = h(x) , u=
�

Cb,ρrods,1, . . . ,ρrods,6, T1

�

Les équations du modèle, paramètres et propriétés sont détaillées dans la suite du chapitre.

a. Un bore-mètre est parfois présent sur site ; ses mesures prennent un certain temps, le signal de mesure
est donc disponible avec un retard. Si un bore-mètre n’est pas présent, des prélèvements de l’eau du primaire
sont réalisés quotidiennement pour déterminer la concentration en bore.
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6.3.1 Équations de la cinétique et couplage spatial

On considère uniquement les neutrons thermiques et on se place dans l’hypothèse des
neutrons à un groupe d’énergie. Les neutrons sont donc supposés ayant tous la même vitesse,
si bien que le flux neutronique et la densité de neutrons en chaque maille sont les mêmes
à un facteur multiplicatif près. On suppose que la puissance neutronique dégagée par les
réactions de fission est directement proportionnelle au flux neutronique. On suppose un
seul groupe de précurseurs (virtuel) qui rend compte de toutes les voies de production des
neutrons retardés. Le modèle d’évolution des neutrons correspond à des équations de la
cinétique (eq. 5.1) en chaque maille du modèle, couplées en s’inspirant de l’équation de la
diffusion (eq. 5.2). Le Laplacien à une dimension correspond à :

∆=
∂ 2

∂ z2

Une discrétisation aux différences finies (eq. 2.2) de la dérivée première du flux par rapport
à la variable d’espace donne :

∂

∂ z
Φ(zi)≈

Φ(zi+1)−Φ(zi)
δz

Une seconde application de la discrétisation donne :

∂ 2

∂ z2
Φ(zi)≈

Φ(zi+1)− 2Φ(zi) +Φ(zi−1)
δz

Le difficile bilan des captures neutroniques et des productions S − ΣaΦ (eq. 5.2), qui
nécessiterait de suivre l’évolution de la population de nombreux noyaux (via les équations
de Bateman) est substitué par l’équation de la cinétique (eq. 5.1). La dynamique du nombre
de neutrons en chaque maille est alors donnée par :

dPi

dt
=

1
l
(ρi Pi − βPi + D(Pi+1 − 2Pi + Pi−1)) +λcci (6.1a)

dci

dt
=
βPi

l
−λcci (6.1b)

On retrouve l’équation de la cinétique ponctuelle en sommant les Ṗi et les ċi, avec :

ρcœur(t) =

∑6
i ρi(t)Pi(t)
∑6

i Pi(t)
.

D est un paramètre d’échange de neutrons entre les mailles. ρi correspond à un bilan
de réactivité dans la maille i. En toute rigueur, la réactivité est une donnée définie à
l’échelle du cœur, mais le modèle s’apparente à la superposition de plusieurs modèles de
réacteur ponctuel. Le bilan de réactivité inclut les contre-réactions neutroniques décrites à
la section 5.3 de sorte que l’on écrit :

ρi = ρrods,i +ρX ,i +ρbore +ρmod,i +ρdop,i

— ρrods,i : insertion des barres dans la maille i (sous-section 5.3.7),

— ρX ,i : l’empoisonnement xénon dans la maille i (sous-section 5.3.5),
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— ρbore : bore dans l’eau du primaire, identique pour toutes les mailles (sous-section 5.3.6),

— ρmod,i : effet modérateur (sous-section 5.3.3),

— ρdop,i : effet Doppler (sous-section 5.3.4).

Les paramètres de chacun des termes du bilan de réactivité ont été obtenus en utilisant
le code de neutronique SMART en considérant un état réacteur nominal critique et en
faisant varier les quantités relatives aux contre-réactions . Le bilan de réactivité prend donc
la forme suivante :

ρi = ρnom,i +∆ρrods,i +∆ρX ,i +∆ρbore +∆ρmod,i +∆ρdop,i (6.2)

où ρnom,i est la réactivité nominale dans la maille i pour le cœur critique, qui s’écrit en
cherchant la solution à l’équation de la dynamique de la puissance neutronique (eq. 6.1) à
l’équilibre :

ρnom,1 = D
Pnom,2 − Pnom,1

Pnom,1
(6.3a)

ρnom,i = D
Pnom,i+1 − 2Pnom,i + Pnom,i−1

Pnom,i
, ∀i ∈ ¹2,5º (6.3b)

ρnom,1 = D
Pnom,5 − Pnom,6

Pnom,6
(6.3c)

Insertion des barres

L’insertion des barres agit localement mais impacte le réacteur tout entier. En fonction du
mode de pilotage du réacteur, ngroup groupes de barres sont considérés. Les groupes peuvent
contenir des barres de capacité neutrophage différent. Dans chaque maille du modèle, on
considère l’insertion du groupe de barres Gi en pourcentage. Lorsque l’extrémité des barres
du groupe descend sous l’interface de la maille i et de la maille inférieure i − 1, l’insertion
de ce groupe dans i est de 100% et il commence à s’insérer dans i − 1.

À chaque groupe de barres de contrôle, on associe un coefficient d’efficacité krods, j. En
notant I = (Ii j) l’insertion de la barre j dans la maille i, le coefficient d’anti-réactivité du
cœur associée aux barres de contrôle s’écrit :







ρrods,1
...

ρrods,6






= Ikrods

Le calcul de réactivité est déterministe mais non linéaire, du fait de la saturation de l’insertion
des groupes de barres à 100% dans une maille. Au lieu de considérer directement la position
des grappes dans les entrées du modèle, qui nécessite d’effectuer le calcul de l’insertion dans
les mailles, on prend directement en entrée l’écart de réactivité des barres, calculé comme :

∆ρrods = ρrods,nom −ρrods(t)

où ρrods(t) est calculé à partir de la position à l’instant t des barres de contrôle.
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Empoisonnement par le xénon

L’empoisonnement par le xénon est modélisé par la relation :

∆ρxenon,i = KXe(X i − Xnom,i) (6.4)

où KXe est identifié sur un code de neutronique et Xnom,i correspond à la concentration de
xénon dans la maille i de l’état nominal du cœur (cf eq. 6.6).

Il est courant dans les codes de calcul neutronique de ne pas considérer la distribution
de xénon dans les assemblages mais une quantité en xénon totale. KXe est identifié sur la
variation de réactivité du cœur en réponse à l’évolution de la quantité de xénon totale.

Action du bore

L’absorption des neutrons par le bore est uniforme en toute maille et on calcule

∆ρbore = Kbore(C b− C bnom)

où Kbore est identifié sur un code de neutronique et C bnom correspond à la concentration en
bore qui assure la criticité pour l’état nominal du cœur.

Effet modérateur

L’effet modérateur en chaque maille est calculé par une table d’interpolation tabulée
en température du caloporteur. Il faut noter que PWR_simu modélise les températures à
l’interface des mailles, tandis que l’effet modérateur prend en compte la température du
caloporteur au sein de la maille, prise comme la moyenne de la température en entrée et
en sortie de maille.

ρmod,i = TT→ρ

�

1
2
(Ti + Ti+1)

�

Le calcul de l’écart de réactivité associé à l’effet modérateur, par rapport à l’état nominal est
ainsi calculé :

∆ρmod,i = Kmod
�

ρmod,i −ρmod,nom,i

�

où ρmod,nom,i = TT→ρ
�1

2(Tnom,i + Tnom,i+1)
�

Les valeurs de la table d’interpolation sont iden-
tifiées sur un code de calcul neutronique. En figure 6.2, on remarque la table d’interpolation
suit toujours un profil similaire (pour le début, milieu et fin de vie). Le facteur kmod est
un facteur multiplicatif introduit afin d’ajuster la contribution de l’effet modérateur à la
réactivité, en fonction de l’avancement dans le cycle du combustible.

Effet Doppler

L’effet Doppler en chaque maille est calculé par une table d’interpolation tabulée en
puissance. En toute rigueur, l’effet Doppler dépend de la température du combustible.
Cette dernière n’est pas modélisée par PWR_simu, mais on suppose que la température du
combustible dans la maille i dépend directement de la puissance neutronique Pi, ce qui
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Figure 6.2 – Table d’interpolation pour l’effet modérateur en début de vie (DDV), milieu de vie

(MDV) et fin de vie (FDV).

permet de tabuler en puissance.

ρdop,i = TP→ρ(Pi)

Le calcul de l’écart de réactivité associé à l’effet Doppler par rapport à l’état nominal est
ainsi calculé :

∆ρdop,i = ρdop,i −ρdop,nom,i

où ρmod,nom,i = TT→ρ
�

Pnom,i)
�

Les valeurs de la table d’interpolation sont identifiées sur un
code de calcul neutronique.

6.3.2 Dynamique xénon/iode

Le xénon et l’iode se forment au sein des pastilles de combustible où ils sont confinés, il
n’y a donc pas de diffusion spatiale. En appliquant les équations de Bateman à la maille i,
on a alors :

Ẋ i(t) = λI Ii(t)−λX X i(t) + ΓX Pi(t)−ΣX Pi(t)X i(t) (6.5a)
İi(t) = ΓI Pi(t)−λI Ii(t) (6.5b)

En notant Pnom,i la puissance neutronique nominale de la maille i, les concentrations
nominales en xénon Xnom,i et iode Inom,i s’obtiennent en résolvant (eq. 6.5) à l’équilibre
(Ẋ i(t), İi(t) = 0) et s’écrivent :

Inom,i =
ΓI
λI

Pnom,i et Xnom,i =
λI Inom,i + ΓX Pnom,i

λX −ΣX Pnom,i
(6.6)
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6.3.3 Modèle de température

On suppose que la pression p de l’eau est constante dans l’ensemble du cœur (hypothèse
isobare). La température de l’eau entrant dans une maille est égale à la température de l’eau
sortant de la maille précédente. L’enthalpie massique de l’eau notée h = u+ pv (où u est
l’énergie interne massique et v le volume massique) caractérise l’énergie dans un système
ouvert. On considère le volume de fluide contenu dans la maille i. Le premier principe de la
thermodynamique pour ce système ouvert s’écrit :

q̇+w=∆h+∆eméca (6.7)

— q̇ est la puissance massique fournie au système sous forme de chaleur.

— w est la puissance massique fournie au système sous forme de travail.

— ∆h est la variation d’enthalpie massique du système.

— ∆eméca est la variation d’énergie mécanique (énergie potentielle de pesanteur et énergie
cinétique).

Le travail reçu par le système est nul dans le circuit primaire (la turbine se trouvant
dans le circuit secondaire) et la variation d’énergie mécanique du système est négligeable
devant la variation de l’enthalpie. Le bilan (eq. 6.7) se réécrit :

q̇ =∆h (6.8)

On suppose que la totalité de la puissance neutronique est transmise à l’eau sous-forme
de chaleur. On obtient alors à l’équilibre :

hi+1 − hi = KentPi (6.9)

Kent permet de convertir de la puissance neutronique (exprimée en %PN) à une enthalpie
massique. Sa valeur est identifiée à partir de données de SOFIA.

Ce transfert n’est pas instantané : la gaine des crayons de combustible est d’abord
échauffée puis transmet sa chaleur à l’eau. Afin d’éviter de modéliser la thermique des
assemblages de combustible, on suppose que le transfert thermique possède un temps
caractéristique τmaille et suit une dynamique du premier ordre :

dhi+1

dt
=

1
τmaille

(hi − hi+1 + KentPi) (6.10)

À l’équilibre dhi+1
dt = 0 ce qui correspond bien à (eq. 6.9). D’autre part, la chaleur massique

reçue par le système se relie aux températures de l’eau entrant et sortant de la maille selon
la relation :

q =
∫ Ti+1

Ti

ceau(T )dT (6.11)

où ceau(T ) est la capacité thermique de l’eau (J kg−1K−1) dépendant de la température.

Une approximation courante consiste à considérer la capacité thermique de l’eau constante,
or ce n’est pas le cas aux températures de fonctionnement des REP. En effet, ceau décroît
avec la température. Les conditions de pressions et de température étant bien connues dans
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le cœur, une table d’interpolation est construite a pour passer de l’enthalpie massique à
la température (essentielle pour le calcul de l’effet modérateur). Ainsi la température en
entrée de la maille i se détermine avec :

Ti = Tent→temp(hi)

Et on note T−1
ent→temp = Ttemp→ent.

Théorème 6.1
En considérant le modèle de thermique comme régi par l’enthalpie h1 = Ttemp→ent(T1)
et les puissances Pi, il s’écrit comme un modèle linéaire, avec :

A=



















−1/τmail le 0 0 0 0 0
1/τmail le −1/τmail le 0 0 0 0

0 1/τmail le −1/τmail le 0 0 0
0 0 1/τmail le −1/τmail le 0 0
0 0 0 1/τmail le −1/τmail le 0
0 0 0 0 1/τmail le −1/τmail le



















,

B =



















1/τmail le Kent 0 0 0 0 0
0 0 Kent 0 0 0 0
0 0 0 Kent 0 0 0
0 0 0 0 Kent 0 0
0 0 0 0 0 Kent 0
0 0 0 0 0 0 Kent



















, C =
�

0 0 0 0 0 0 1
�

,

x =



















h2

h3

h4

h5

h6

h7



















et u=























h1

P2

P3

P4

P5

P6

P7























Les variables d’état associées à l’enthalpie massique sont observables.

Preuve : Immédiat par théorème 1.4.

a. L’outil TABLEDO interne à Framatome a été utilisé.
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6.3.4 Synthèse des équations du modèle

En rassemblant les équations que nous avons présentées précédemment, le modèle
complet de réacteur s’écrit comme un modèle d’état non linéaire à 30 états, 8 entrées et 7
sorties :

Ẋ i(t) = λI Ii(t)−λX X i(t) + ΓX Pi(t)−ΣX Pi(t)X i(t)

İi(t) = ΓI Pi(t)−λI Ii(t)
dhi+1

dt
=

1
τmaille

(hi − hi+1 + KentPi) ∀i ∈ ¹2,7º

dP1

dt
=

1
l
(ρ1P1 − βP1 + D(P2 − P1)) +λcc1

dPi

dt
=

1
l
(ρi Pi − βPi + D(Pi+1 − 2Pi + Pi−1)) +λcci ∀i ∈ ¹2,5º

dP6

dt
=

1
l
(ρ6P6 − βP6 + D(P5 − P6)) +λcc6

dci

dt
=
βPi

l
−λcci

h1 = Ttemp→ent(T1)

ρi = ρnom,i +∆ρrods,i +∆ρX ,i +∆ρbore +∆ρmod,i +∆ρdop,i

(6.12)

où :

— λI est la période de décroissance radioactive de l’iode 135,

— λX est la période de décroissance radioactive du xénon 135,

— ΓX est le rendement de production du xénon 135 par voie directe de l’uranium 235,

— ΣX est la section efficace de capture du xénon 135,

— ΓI est le rendement de production de l’iode 135 par voie directe de l’uranium 235,

— Kent est le coefficient d’échauffement du caloporteur,

— l est la durée de vie moyenne d’un neutron dans le cœur,

— β est la proportion des neutrons retardés,

— λc est la période de désintégration des précurseurs.

Les paramètres suivants dépendent de l’épuisement du combustible :

— D : coefficient d’échange de neutrons entre les mailles,

— TT→ρ : table d’interpolation calculant l’effet modérateur,

— TP→ρ : table d’interpolation calculant l’effet Doppler,

— KXe : efficacité différentielle du xénon,

— Kbore : efficacité différentielle du bore,

— Krods : efficacité différentielle des barres de contrôle,

— Pnom : distribution nominale de puissance, dont sont déduits les paramètres Xnom
(distribution nominale de xénon) et Tnom (profil nominal de température),

— C bnom : concentration en bore assurant la criticité du bore,

— prods, nom : insertion nominale des barres de contrôle.
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6.3.5 Propriétés

Le modèle que nous venons de présenter est un modèle non-linéaire du fait de l’utilisation
de tables d’interpolation ainsi que par le terme de consommation du xénon par capture
neutronique (eq. 6.5a). Il est également raide du fait des différences de temps caractéristique
dans ses dynamiques. D’une part, l’équation de la cinétique a un temps caractéristique
correspondant au temps de parcours moyen des neutrons prompts avant d’interagir avec un
noyau, qui est de l’ordre de 10-5s. D’autre part, les dynamiques du xénon et de l’iode sont
beaucoup plus longues du fait de la demi-vie de l’iode et du xénon, qui sont respectivement
de l’ordre de 5 et 9 heures. La simulation numérique du modèle d’estimation doit utiliser
une méthode d’intégration numérique adaptée (L-stable cf théorème 2.7).

Le modèle d’estimation se distingue du modèle de commande (présenté dans [Dup23])
de plusieurs manières :

— le modèle thermique pour l’estimation passe par les enthalpies massiques de l’eau pour
calculer la température du caloporteur. Ce modèle donne des résultats plus fidèles
des températures internes au cœur et a depuis été intégré au modèle de commande.

— le modèle de commande prend en entrée non pas la concentration en bore, mais les
débits d’eau diluée ou d’eau borée introduite dans l’eau du circuit primaire. On pourrait
envisager d’estimer la concentration en bore mais un problème de détectabilité se
pose alors si l’on essaye de déterminer à la fois la concentration en bore et le xénon.

Pour détailler le deuxième point, penchons nous à nouveau sur le bilan de réactivité
(eq. 6.2) qui régit en majorité le modèle d’évolution de la puissance. On peut écrire que
ρi = f (Pi , C b, Ti , Ti+1, X i , hrods) où hrods décrit la position des barres de contrôle. La puissance
est mesurée et est directement influencée par la réactivité dans la maille. La seule autre
mesure dont nous supposons disposer est la température du caloporteur en sortie de cœur.
Proposition 6.2

Pour i ∈ ¹1,6º, Il existe une infinité tuples de valeurs (Pi , C b, Ti , Ti+1, X i , hrods) menant
à une même valeur de ρi et à fortiori de puissance mesurée Pi.

Les températures T2,...,6 sont observables (théorème 6.1), on peut alors écarter les Pi et
Ti des quantités « problématiques » pour la détectabilité du système, ainsi que la position
des barres de contrôle supposée connue. En raisonnant sur le bore et le xénon uniquement,
on est amené à affiner la théorème 6.2.
Proposition 6.3

Pour i ∈ ¹1,6º, il existe une infinité de couples de valeurs (C b, X i) menant à une même
valeur de ρi et à fortiori de puissance mesurée Pi.

Si on suppose la concentration en bore connue et puisqu’elle est uniforme dans toutes
les mailles, il est alors possible de déterminer le xénon en chaque maille. Cette « analyse »
intuitive de la détectabilité du modèle nous mène à supposer la concentration en bore
disponible. Cette hypothèse est réaliste : la concentration en bore dans le primaire est
régulièrement mesurée. Son estimation par la simulation en partant d’une valeur connue
de bore et en tenant compte des commandes de dilution/borication est possible.
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Chapitre 7

Application aux réacteurs nucléaires à eau pres-

surisée

Dans ce chapitre, on détaille plus précisément les détails d’implémentation de l’estima-
teur ainsi que l’influence des paramètres de réglage de l’algorithme sur ses performance.
Le problème d’estimation conjoint de paramètres et de l’état est posé et résolu pour des
paramètres du modèle dans le cas où le modèle et le système sont identiques. Enfin, nous
présentons des résultats d’estimation obtenus sur des données de simulation fine issues de
SOFIA. Les choix sont motivés par les éléments présentés en partie I et certains sont critique
pour le bon fonctionnement de l’estimateur. L’estimateur est validé sur des données issues
de simulation de SOFIA : le transitoire de validation est détaillé en annexe C. On distingue
plusieurs scénarios de validation :

Variation de l’instrumentation

Capteurs : les mesures disponibles sont celles détaillées en section 6.3 et correspondent
aux différents capteurs et appareils de mesures installés sur site et qui fournissent un
flux de données accessible à tout instant. Ces mesures correspondent à la température du
caloporteur en sortie de cuve ainsi que la puissance neutronique en chacune des 6 mailles
du modèle d’estimation.

Système expert : en plus des mesures issues de capteurs sur site, un Core Monitoring System
(CMS) est un système se comportant comme un jumeau numérique du système. Embarquant
des codes de calcul de la physique du réacteur, il possède une résolution numérique plus
fine que le modèle de conception et modélise davantage de phénomènes physiques. Ce type
de système, au regard de la complexité et du temps de calcul, n’est pas exploitable en MHE
ou MPC mais les résultats de simulation peuvent être utilisés comme des mesures virtuelles.
ARGOS est un CMS développé par Framatome avec lequel un couplage est possible. L’intérêt
d’un tel couplage est étudié en ajoutant dans les mesures certains signaux simulés, en
pratique inaccessibles par la mesure, mais supposés déterminés par le système expert.

Jeux de données de validation

PWR_simu : on considère un transitoire simulé avec le modèle PWR_simu et décrit en annexe B.
Il correspond à un cœur piloté en mode A, en début de cycle combustible. Ce transitoire
correspond à la situation « idéale » où modèle et process sont identiques. Il permet de valider
l’estimateur et d’identifier les conditions d’estimation des paramètres du modèle.

SOFIA : Un transitoire simulé avec SOFIA et décrit en permet de valider l’estimateur dans le
contexte plus réaliste où le modèle d’estimation n’est pas identique au process. Les données
issues de simulations fines, cette validation permet d’apprécier les performances plausibles
de l’estimateur lors du passage au « monde réel ».
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7.1 Conception d’un estimateur pour l’aide au pilotage

7.1.1 Operator Aid Predictive System (OAPS)

OAPS est un système d’aide au pilotage de l’offre commerciale de Framatome. Les
travaux [Lem18 ; Dup23] ont permis d’asseoir la commande prédictive comme une méthode
avantageuse pour la conduite des réacteurs nucléaires. Le cahier des charges du contrôleur
est exprimé directement au sein d’un problème d’optimisation sous contraintes, ce qui facilite
grandement la conception d’une loi de commande remplissant un ensemble de spécifications.
L’offre a vocation à se décliner pour les différents modes de pilotage (cf sous-section 5.3.7)
des centrales nucléaires et sous différents modes de fonctionnement, allant de la proposition
de recommandations de commandes pour les opérateurs (borication/dilution de l’eau du
primaire et/ou insertion des barres de contrôle) au pilotage entièrement automatisé du
réacteur (à l’instar du mode T [Gro07]).

Les performances de la commande prédictive reposent sur la représentativité du modèle
du process employé pour prédire le comportement du système en réponse à un signal
de commande. Puisque l’ensemble de l’état du modèle doit être simulé, il est nécessaire
de disposer de ce dernier (ou à minima d’une estimation de l’état) pour initialiser le pro-
blème d’optimisation. L’évolution du comportement du cœur, en raison de l’épuisement
du combustible, induit une dérive des prédictions du modèle si ses paramètres ne sont pas
convenablement ajustés pour refléter le comportement courant du système.

Les critères de pilotage du cœur portent sur un contrôle de l’axial offset et de la tempé-
rature moyenne du caloporteur lors du suivi d’un profil de charge de référence. Il est donc
important que la modélisation de ces quantités soit fidèle au comportement du cœur. Le
modèle de conception inclut (eq. 6.12) et modélise également le générateur de vapeur, la loi
de commande d’insertion des grappes et l’automate de bore (évolution de la concentration
en bore en réponse à des consignes de dilution/borication).

On considère le fonctionnement de l’outil d’aide au pilotage dans un contexte de re-
commandation pour un opérateur (figure 7.1). Dans ce mode de fonctionnement, l’outil
produit une suite de commandes ũ[t,t+Hc] et la prédiction de la trajectoire associée x̃[t,t+Hc]

sur l’horizon de commande Hc. Les recommandations sont produites plusieurs minutes à
l’avance par rapport à l’instant où elles s’appliquent afin de laisser le temps à l’opérateur
d’apprécier la pertinence de la recommandation, puis de préparer l’application de cette
dernière s’il choisit de la suivre. L’opérateur conserve la main sur les commandes appliquées
au process et applique le signal de commande u. On distingue alors plusieurs cas :

— l’opérateur applique à la lettre les recommandations de commande. Cette hypothèse
n’est pas réaliste puisque d’une part, elle implique que l’opérateur applique systéma-
tiquement la commande à l’instant précis où elle commence (sans en rater a), mais
également qu’il ne fait aucune erreur sur la valeur à utiliser.

— l’opérateur ignore la recommandation de l’outil, en jugeant une autre action plus
judicieuse.

a. Le système d’aide au pilotage est couramment comparé à un système de navigation tel qu’un GPS. Même
en suivant rigoureusement l’itinéraire proposé, il arrive parfois que l’on rate une sortie d’autoroute ou qu’elle
ne soit pas empruntable.
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OAPS Opérateur

Système

ũ[t,t+H]

x̃[t,t+H]

ut
yt

Préf

AOréf

Tmoy,réf

Figure 7.1 – Fonctionnement de l’OAPS en mode recommandations.

7.1.2 Estimation ad-hoc

OAPS

Recalage des

états mesurés

Résolution du

problème d’optimisation

ũ[t,t+H]

x̃[t,t+H]

yt

x(t)

Préf

AOréf

Tmoy,réf

Figure 7.2 – Recalage de la prédiction de l’OAPS sur les mesures.

La solution du problème d’optimisation MPC est une suite de commandes ũ[t,t+Hc] sur
l’horizon de commande Hc ainsi qu’une trajectoire prédite x̃OAPS

[t,t+Hc]
, résultant de l’application

de ũ[t,t+Hc] à partir de x(t). La fréquence de fonctionnement du contrôleur est notée dtOAPS.
La solution précédente au problème d’optimisation est notée x̃(t)[t−dtOAPS,t−dtOAPS+Hc].

Du fait de l’écart entre le modèle de prédiction de la MPC et le process, l’état prédit par
le contrôleur dans le futur est erroné. On dispose en particulier des mesures de puissance
neutronique en chaque maille. L’estimation de l’état x(t) est obtenue en perturbant les
puissances neutroniques supérieure et inférieure de x̃(t)[t−dtOAPS,t−dtOAPS+Hc] afin que le
déséquilibre axial de puissance de x(t) corresponde à l’AO mesuré sur le système.

Notons que la mesure est partiellement utilisée pour recaler l’estimation. En particulier,
si la nappe de puissance prédite est déformée de sorte que l’axial offset prédit corresponde
à l’axial offset mesuré, les autres variables d’état évoluent en « boucle ouverte » (ils sont
simulés). Le principal problème de cette approche réside dans l’utilisation des signaux de
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commande recommandé par le système, sans garantie qu’ils soient effectivement appliqué.
Il y a alors un risque que les variables d’état prédites par OAPS s’écartent significativement
de l’état réel du cœur et remettent en cause la pertinence des recommandations de l’outil.

Ce schéma d’estimation a été validé en même temps qu’OAPS sur des simulations fines,
mais la lenteur de la dynamique xénon/iode rend difficile l’analyse de la dérive de l’état
interne du contrôleur. En effet, il faudrait mener des validations sur des durées de simulation
qui correspondraient à minima à plusieurs jours de fonctionnement du réacteur, ce qui
est difficilement envisageable en pratique (pour des raisons économiques et pratiques de
disponibilité du simulateur fin).

Pour se prémunir des limites du schéma d’estimation ad-hoc actuel, on propose la
conception d’un estimateur de l’état du cœur exploitant les signaux réels du système pour
corriger l’ensemble de l’état.

7.1.3 Cahier des charges de la solution d’estimation

L’estimateur MHE doit remplir plusieurs objectifs au regard des besoins de l’outil d’aide
au pilotage. Dans un premier temps, l’estimateur doit remplacer le schéma d’estimation ad
hoc actuel pour palier à ses limites et répondre aux spécifications suivantes :

— assurer la correction de l’ensemble de l’état, en particulier pour les états évoluant en
boucle ouverte et dont l’estimation pourrait diverger,

— rejeter les bruits affectant les mesures site,

— dans la version « recommandations » de l’outil d’aide au pilotage, exploiter les signaux
de commande effectivement appliqués au système pour réagir à l’écart entre celles-ci
et les recommandations.

Pour les besoins spécifiques de la loi de commande de l’outil d’aide au pilotage, on
formule les besoins suivants :

— garantir une estimation précise (et physiquement cohérentes) des quantités intervenant
dans le critère de performance du contrôleur prédictif, c’est-à-dire la température
moyenne du caloporteur et l’axial offset,

— ajuster des paramètres d’intérêt du modèle pour garantir sa représentativité vis-à-vis
du comportement courant du cœur tout au long du cycle combustible,

— fournir aux opérateurs des informations pertinentes pour la conduite, en particulier
vis-à-vis de la concentration en iode et en xénon,

— une résolution rapide du problème d’optimisation pour limiter la latence de calcul et
garantir la disponibilité de l’estimation pour le contrôleur à temps.

7.1.4 Choix de la méthode d’estimation

L’estimation par horizon glissant est la méthode d’estimation qui a été retenue pour l’état
et les paramètres du cœur. Les méthodes basées sur le filtre de Kalman sont écartées (EKF
et UKF cf section 1.2). Ce choix émane des particularités du système que sont la raideur
et la non-linéarité du système, qui nécessitent chacune un traitement particulier pour
l’implémentation du filtre de Kalman [KK18] (cf. sous-section 1.4.5). En outre, la possibilité
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d’imposer des contraintes a priori sur les estimations est un avantage par rapport au filtre
de Kalman étendu et à points sigma, qui peuvent mener à des estimations incohérentes du
point de vue de la réalité physique [HR05].

L’intérêt de l’estimation MHE réside dans le traitement explicite des spécificités que nous
venons d’énoncer (raideur, non-linéarité, contraintes sur les estimées, robustesse aux erreurs
initiales d’estimation) directement au sein des contraintes du problème d’optimisation, au
prix d’un coût de calcul plus élevé par rapport au filtre de Kalman.

Dans [Pon+13 ; Pon08], un estimateur MHE est développé pour l’estimation à horizon
glissant du xénon et de l’iode sur un modèle de cœur basé sur un code de calcul neutronique
1D. Dans cette thèse, on présente un schéma d’estimation pour l’état du cœur pour un
modèle adapté à la commande (prédictive) du réacteur en présence de bruit de mesure.
En outre, nous proposons un ajustement du comportement du modèle au cours du cycle
combustible via l’estimation des paramètres du modèle.

7.2 Implémentation de l’estimateur

L’estimateur MHE utilise comme modèle de conception le modèle détaillé en section 6.3.
Il s’agit d’un modèle non-linéaire raide à 30 états, 8 entrées et 7 mesures (+6 mesures
virtuelles de xénon dans l’hypothèse du couplage avec ARGOS). L’implémentation est
réalisée avec CasADi 3.6.5 [And+19] dans l’environnement Matlab 2021b [MAT21]. La
boîte à outils CasADi permet un calcul précis et rapide des quantités dérivées nécessaires au
solveur d’optimisation par la différentiation automatique.

Les mesures acquises sur le système sont exploitées en considérant une fenêtre [t −H, t]
sur laquelle le problème d’optimisation est formulé. L’ensemble de la fenêtre d’estimation
est estimé à chaque itération ; nous choisissons de ne considérer que le dernier instant de
la fenêtre pour évaluer l’erreur d’estimation. Une fois la solution trouvée, la fenêtre est
déplacée de dt vers les temps croissants, les mesures acquises et les entrées du modèle sont
interpolées aux instants correspondant aux variables de collocation dans la fenêtre. Enfin,
le problème est résolu numériquement.

Pour apprécier les résultats d’estimation, on introduit les quantités suivantes :

εX =
||X̂1..6 − X1..6||2
||X1..6||2

, εI =
|| Î1..6 − X1..6||2
||I1..6||2

, εP =
||P̂1..6 − P1..6||2
||P1..6||2

εc =
||ĉ1..6 − P1..6||2
||c1..6||2

, εT =
||T̂2..7 − T2..7||2
||T2..7||2

où X1..6, I1..6, P1..6, c1..6 et T1..6 sont les valeurs exactes en xénon, iode, puissance, population
de précurseurs et température pour chaque maille.

7.2.1 Longueur et discrétisation de l’horizon d’estimation

Les dynamiques modélisées possèdent des temps de réponse très différents :

— très rapide (10ms) : neutrons prompts.

— rapide (~1-10s) : neutrons retardés et enthalpie massique.
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— lente (~1-10h) : iode et xénon.

Les dynamiques lentes nécessitent de considérer un horizon d’estimation suffisamment
long pour que puissent évoluer le xénon et l’iode estimé. Dans le même temps, les entrées
du modèle évoluent plus rapidement (à l’échelle de quelques dizaines de secondes), il faut
donc choisir une discrétisation suffisamment fine de l’horizon, en particulier dans le cadre
de l’utilisation de la collocation directe qui exclut l’usage d’un intégrateur numérique avec
adaptation du pas de temps. Pour ces raisons, l’horizon d’estimation retenu est H= 1h et le
pas de discrétisation est dt= 2 min, soit une division en de l’horizon d’estimation en 30
sous-intervalles.

7.2.2 Méthode d’intégration et transcription

À chaque itération de l’algorithme MHE, on résout un problème de contrôle optimal
par les méthodes directes. La raideur du modèle et la longueur importante de l’horizon
d’estimation à utiliser exclut d’office le tir simple pour la transcription du problème d’optimi-
sation (chapitre 3). Les méthodes de transcription simultanées sont plus indiquées. Même
en employant un solveur d’intégration adapté (IDAS[Hin+05 ; Gar+22]), la résolution du
problème d’optimisation dans le contexte du tir multiple est difficile. La transcription par
collocation directe avec les points de Radau et un polynôme interpolateur d’ordre 3 est
la méthode ayant produit les meilleurs résultats. Cette réussite s’explique en partie par le
fait que les états de collocation faisant partie des variables de décision du problème, c’est
l’ensemble de la trajectoire qui profite de la stratégie de globalisation et non pas simplement
les nœuds de tir. En outre, la possibilité de repartir de la solution précédente du problème
permet de réduire le temps de calcul nécessaire à chaque itération.

Le problème non-linéaire à résoudre se présente sous la forme d’un problème paramétré
par l’estimation a priori de l’état x , les entrées du système sur l’horizon U et les sorties Y .
Afin de faire correspondre les entrées et sorties de simulation aux instants de la méthode
de collocation, U et Y sont obtenus par interpolation linéaire des données de simulation
aux nœuds de collocation.

P(x , U[t−H,t], Y[t−H,t]) :min
v,X̂
||x − x̂k−N−1||2S +

k
∑

i=k−N−1

s
∑

l=1

ql



vi,l





2
R

sous contraintes∀i ∈ [k− N + 1; k],

x̂i+1 =
s
∑

l=1

bl x̂c
i,l

∀l ∈ [[1 . . . s]],

vi,l = y(t i,l)− h(t i,l ,u(t i,l), x̂c
i,l , p̂)

s
∑

m=1

al,mx̂c
i,m = f (t i,l ,u(t i,l), x̂c

i,l , p̂)

X≤ X̂≤X
p̂ ∈ P
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, f est lemodèle décrit en sous-section 6.3.4,

h la fonction de mesure, X et X correspondent aux bornes inférieures et supérieures imposées
à l’état, R est la pondération sur l’erreur d’innovation (écart entre les mesures acquises et
estimées), S est la pondération du coût d’arrivée :

VF (t −H) = ||x − x̂k−N−1||2S

x est choisi comme l’estimée de l’état x̂k−N calculé à l’itération précédente. Les termes al,m

sont les termes du tableau de Butcher de la méthode de collocation (cf tableau 2.4).

Les contraintes sur les variables d’états sont données en tableau 7.1. Elles ne sont pas
très restrictives mais permettent d’assurer la cohérence des estimations du point de vue de
la réalité physique, notamment la positivité (concentration, température, puissance).

Variable d’état X i Ii hi ci Pi

Borne inférieure 0 0 TT→ent(250) 0 0

Borne supérieure 10 10 TT→ent(350) 1×106 100

Table 7.1 – Contraintes imposées aux variables d’états estimées.

Le temps de calcul nécessaire à la résolution du problème dépend du nombre de variables
de décision. Pour un horizon divisé en N sous-intervalles et une méthode de collocation
d’ordre d, un système de dimension n, le nombre de variables de décision Nvar est donné
par :

Nvar = (N + 1+ dN)n

Pour un horizon d’une heure, une méthode de collocation d’ordre 3 et un pas de temps
de discrétisation d’une minute, on dénombre ainsi 7230 variables de décision. Le temps
de résolution moyen pour un problème de cette taille est de l’ordre de la seconde sur un
processeur Intel Core i5-4200 sur lequel les résultats que nous présentons ont été obtenus.
Le temps de calcul croît linéairement avec la taille du problème d’optimisation.

7.2.3 Solveur d’optimisation

Le solveur d’optimisation employé est IPOPT[BZ09], implémentant un algorithme des
points intérieurs avec une stratégie de filtre. Il contient de nombreux paramètres de réglages
mais les paramètres du tableau 7.2 doivent être ajustés pour le démarrage à chaud de la
solution. On impose également un temps maximal de calcul de 60s afin de limiter le temps
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de simulation total. La solution est en général trouvée bien avant d’atteindre cette limite
temporelle. Lorsque cette limite est atteinte, les itérations de l’algorithme de résolution du
problème sont interrompues et la solution courante est retournée par le programme.

Paramètre Valeur

max_cpu_time 60s

warm_start_init_point yes

warm_start_entire_iterate yes

warm_start_bound_push 1e-8

warm_start_slack_bound_push 1e-8

warm_start_mult_bound_push 1e-8

mu_init 1e-8

Table 7.2 – Paramètres de réglage d’IPOPT.

7.2.4 Stratégie de réduction de la latence de calcul

L’estimateur implémenté nécessite un effort de calcul non négligeable dans le pire des
cas. Cet effort de calcul se traduit par un temps de résolution encore plus important si elle
est effectuée sur un calculateur de puissance modeste. L’approche de démarrage à chaud
de la solution, simple à implémenter, permet de réduire le temps de calcul mais ne suffit
pas en général. Un schéma correcteur/prédicteur [DSD11] comme l’advanced-step MHE
[LB12] permet de réduire le temps de latence entre l’arrivée de nouvelles données et la
disponibilité de la solution au programme non-linéaire associé. De manière contre-intuitive,
ces schémas ne réduisent pas le temps de calcul nécessaire à la détermination de la solution
(ils demandent davantage de calcul), mais déplacent la résolution du problème avant que
les nouvelles données soient disponibles.

La stratégie advanced-step MHE (sous-section 1.5.2) est employée pour réduire la latence
de calcul. Les variables duales pour un programme non-linéaire résolu par une méthode
des points intérieurs ne sont pas exactes, ce qui nuit au calcul des sensibilités de la solution.
Pour s’affranchir de ce problème, un second solveur basé sur la méthode SQP est utilisé
pour le calcul des sensibilités de la solution. Une fois la solution déterminée par IPOPT, le
solveur SQP est initialisé à partir des variables primales du problème puis la sensibilité de
cette solution est utilisée.

La solution du problème P(x , U[t−H,t], Y[t−H,t]) est obtenue en 3 étapes :

1. Calcul de la solution avec IPOPT :

X−
IPOPT

= argmin P(x , U ′[t−H,t], Y ′[t−H,t]) (7.1)

avec U ′[t−H,t] =
�

U T
t−H,t−dt U [t−dt,t]

�

, U [t−dt,t] correspondant à un signal constant de
valeur Ut . Y ′[t−H,t] est obtenu de manière équivalente.

2. Calcul de la solution avec le solveur SQP :

X−SQP = argmin P(x , U ′[t−H,t], Y ′[t−H,t])
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et c alcul de la sensibilité de la solution par rapport aux paramètres d’entrée U ′[t−H,t], Y ′[t−H,t] :

SX−
SQP
=

∂ X−SQP
∂ U ′[t−H,t], Y ′[t−H,t]

(7.2)

3. Correction de la solution avec les données U[t−dt,t] :

X = X−
IPOPT

+ SX−
IPOPT

�

�

U[t−H,t]

Y[t−H,t]

�

−

�

U ′[t−H,t]
Y ′[t−H,t]

��

(7.3)

On remarque que les étapes 1 et 2 ne dépendent pas de la connaissances des données sur
[t− dt, t], ce qui signifie que l’on peut les réaliser à l’instant t− dt et attendre la disponibilité
des données sur le dernière sous-intervalle de l’horizon pour l’étape 3. L’algorithme asMHE
fonctionne donc en 2 phases :

— calcul du feedback (eq. 7.3) des données disponibles immédiatement.

— préparation de la solution suivante (eq. 7.1) et calcul de la sensibilité (eq. 7.2).

Les étapes 1 et 2 sont celles qui demandent le plus de temps, tandis que le l’étape 3
consiste uniquement en un calcul matriciel qui ne prend qu’une fraction du temps nécessaire
à la résolution d’un programme non-linéaire et donne des garanties d’excecution en temps
réel. L’effort de calcul supplémentaire représenté par l’étape 2 n’impacte pas le temps entre
la disponibilité de la solution et la détermination de la solution. Un autre avantage à cette
approche, par rapport à l’usage d’un filtre de Kalman ou estimateur de Luenberger sur
[t − dt, t] et que l’estimation sur l’ensemble de l’horizon est corrigée.

Les résultats d’estimation qui seront présentés dans la suite font apparaître que la
majorité des itérations de l’estimateur MHE a peuvent être résolues en un temps de l’ordre
de la seconde à la dizaine de secondes, parfois de l’ordre de la minute dans le pire des
cas. Dans la majorité des cas, la solution est donc obtenue en un temps « raisonnable »
n’impactant pas significativement l’algorithme de commande prédictive. Néanmoins, la
stratégie asMHE permet le déploiement de l’algorithme sur un matériel de plus faible
puissance (ce qui permet de réduire le coût du matériel) ou effectuant d’autres tâches de
manière concurrente (signifiant une interruption du programme et un allongement du
temps de calcul effectif).

7.3 Application avec un modèle parfait de réacteur

On se place ici dans le contexte idéal où le modèle et le process sont identiques. On
utilise les données du transitoire décrit en annexe B.

7.3.1 Estimation de l’état

On traite dans un premier temps le problème d’estimation de l’état. Les mesures de
flux neutronique et de température sont supposées bruitées avec un bruit blanc d’écart-

a. Une itération de l’algorithme MHE = résolution jusqu’au bout d’un problème d’estimation.
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type σ = 0,2. On s’intéresse au comportement de l’estimateur en réponse au choix des
paramètres de réglage de l’estimateur :

— le pas de temps de l’échantillonnage de la méthode d’intégration dt,

— la taille de l’horizon d’estimation H (exprimée en nombre de pas de temps d’échan-
tillonnage N = H/dt),

— les matrices de pondération du problème d’estimation.

La fonction coût du problème d’optimisation résolue au sein de l’estimateur formalise la
recherche d’un compromis entre :

— la confiance avec l’estimation a priori de l’état au début de la fenêtre : cette estimation
s’interprète comme une prédiction à un pas à partir du début de la fenêtre de l’itération
précédente de l’estimateur.

— la cohérence entre mesures prédites et acquises.

Pour S et R gardés constants, la variation de la longueur de l’horizon d’estimation
modifie la contribution du terme d’innovation par rapport au terme de coût d’arrivée.
L’allongement de l’horizon modifie la recherche du compromis en pénalisant davantage les
termes d’innovations que le fonction coût. Dans toute la suite, on pose :

P−1 = 0.012 I30 et R−1 = 0.22 I7

L’estimation initiale a priori est initialisée à partir des mesures pour les variables d’état
mesurées et les autres sont initialisées à des valeurs aléatoires centrées autour de leur valeur
exacte, en introduisant une erreur moyenne de 20%.

Rôle du coût d’arrivée dans le filtrage du bruit de mesure

On compare tout d’abord le comportement des estimées lorsque le terme de coût d’arrivée
est nul. Dans ce cas, aucune information des itérations précédentes de la MHE n’est exploitée
pour estimer l’état du système. La figure 7.3 donne les résultats d’estimation de l’état du
système pour un horizon H = 1min et H = 1h.

0 4 8 12 16 20 24
0.001%

0.01%

0.1%

1%

10%

100%

Temps (h)

Er
re
ur
(%
)

H=1min, S=0

0 4 8 12 16 20 24
Temps (h)

H=10min, S=0

εX
εI
εT
εc
εP

Figure 7.3 – Résultats d’estimation en l’absence de terme de coût d’arrivée.
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Dans les deux cas, on constate que les variables d’état ayant un impact direct sur celles
mesurées a sont immédiatement estimées avec une erreur de quelques pourcents. Pour
ces variables d’état, il est possible de déterminer des valeurs cohérentes au regard de
la dynamique et des mesures, avec des erreur d’estimation de quelques pourcents. Ces
estimations sont très sensibles au bruit de mesure ; l’allongement de l’horizon permet de
réduire la sensibilité au bruit.

En revanche, les valeurs d’iode sont totalement incohérentes. L’allongement de l’horizon
à 10 minutes permet d’exploiter davantage la lente dynamique du xénon et de l’iode, ce qui
permet de réduire l’erreur d’estimation par rapport à l’horizon H = 1min, mais l’iode est
toujours utilisé comme variable d’ajustement pour l’estimation des autres variables d’état, il
est donc inexploitable. L’allongement de l’horizon permet de réduire l’erreur d’estimation de
l’iode, sans être satisfaisante pour autant. Nous nous penchons dans la suite sur le réglage
de la matrice de pondération S du terme de coût d’arrivée.

Réglage de la matrice de pondération S et longueur de l’horizon

Le terme de coût d’arrivée est désormais non nul. Le choix d’un horizon d’estimation
comportant un unique pas d’intégration permet d’apprécier l’impact du choix des matrices
de pondération sur le compromis entre le terme de coût d’arrivée et le coût d’innovation.
Les résultats de l’estimation de l’état pour un horizon d’une minute (un seul pas de temps)
sont donnés en (figure 7.4).

On constate immédiatement pour S = P que l’introduction du terme de coût d’arrivée
permet la convergence (bien que lente) de l’erreur d’estimation de l’iode. Le choix S = 10P
pénalise davantage le terme de coût d’arrivée, ce qui introduit davantage d’information
de l’itération précédente. Le bruit est mieux filtré, ce qui se caractérise par une erreur
d’estimation plus faible.

L’allongement de l’horizon à H = 10min minutes pour le choix S = P mène à une
contribution du coût d’innovation importante dans la fonction coût et une erreur d’estimation
inférieure à H = 1min. En posant S = 10P, la convergence de l’erreur d’estimation est bien
plus lente, mais le bruit de mesure est davantage filtré. En allongeant encore la taille de
l’horizon à H = 1h et avec S = P, l’erreur d’estimation converge très rapidement, en quelques
itérations.

a. C’est à dire les variables de xénon, de température et de puissance neutronique.
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Figure 7.4 – Impact du choix de la pondération S et de l’horizon H sur l’erreur d’estimation.
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Conclusion

Résumons les résultats que nous venons de présenter :

— L’allongement de l’horizon d’estimation désensibilise les estimations au bruit de mesure
et réduit l’erreur d’estimation. En effet, les données exploitées au cours d’un horizon
plus long sont plus riches en informations.

— L’introduction du coût d’arrivée a la même effet, notamment sur l’iode qui n’est plus
utilisé comme variable d’ajustement pour l’estimation des autres variables de décision.
De plus, le réglage de S permet de contrôler la vitesse de convergence des estimées.
Une pondération plus forte sur le terme de coût d’arrivée désensibilise les estimations
au bruit de mesures, au prix d’une convergence plus lente de l’erreur d’estimation.

— La pondération S doit être ajustée en accord avec l’allongement de l’horizon. Une
fois la vitesse de convergence réglée avec un choix S1 pour un horizon H1, le choix
de pondération S2 =

H2
H1

S1 pour l’horizon H2 convient pour conserver une vitesse de
convergence similaire. La vitesse de convergence de l’erreur d’estimation résultante
n’est pas identique, car l’allongement de l’horizon contribue également à la réduction
de l’erreur d’estimation.

Le réglage de S dans le contexte déterministe de la MHE est réalisé par essai/erreur
et dépend du choix de la matrice R. L’emploi d’une pondération constante au cours des
itérations de l’algorithme MHE est sous-optimal : dans le cadre stochastique, S s’interprète
comme la confiance que l’on a dans l’estimation en début de fenêtre a priori x . Or, à mesure
des itérations de l’algorithme, la confiance que l’on accorde à x évolue. Pour un pondération
variable Sk, k ∈ N, l’ajustement de Sk en fonction de la confiance accordée à x permet de
modifier en ligne le compromis réalisé entre la mesure (coût d’innovation) et la prédiction
de manière automatisée.

7.3.2 Estimation conjointe de l’état et des paramètres

Paramètres d’intérêt du modèle et implémentation

On ajoute désormais des paramètres d’intérêt du modèle dans les variables à estimer.
L’objectif de l’estimation des paramètres est la représentativité du modèle pour la commande
prédictive. Dans l’hypothèse à un groupe, le spectre d’émission en énergie des neutrons
est approximé par des neutrons monocinétiques. À mesure que le combustible s’épuise, le
spectre d’émission change, ce qui se caractérise dans l’hypothèse à un groupe d’énergie par
un changement de la vitesse moyenne des neutrons. Les réactions nucléaires se produisant
dans le cœur dépendent de l’énergie des neutrons incident (section-efficace). Dans notre
modèle, ces réactions sont la capture des neutrons par le xénon, le bore ou les barres de
contrôle ainsi que la fission du combustible.

Pour la commande prédictive, le modèle de prédiction doit correctement modéliser l’effet
des actionneurs sur le système. On s’intéresse ainsi aux paramètres :

— Krod, X1, Krod, X2, Krod, X3 : efficacité différentielle des groupes de barres X1, X2 et X3.
On ne considère pas Krod, X4 et Krod, X5 dans la mesure où les groupes X4 et X5 restent
totalement extraits du cœur au cours du transitoire de validation.

— Kbore : efficacité différentielle du bore sur la réactivité.
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Ces termes d’efficacité dépendent du spectre d’émission en énergie des neutrons

Une seconde source d’incertitude porte sur les autres termes du bilan de réactivité en
chaque maille. Son calcul dépend de la réactivité nominale en chaque maille ρnom,i dont on
rappelle la forme :

ρi = ρnom,i +∆ρi(X i , C b, hrods, Pi , hi)

où hi est l’enthalpie massique moyenne de la maille i et ρnom,i est la réactivité du cœur
nominal (100%PN) critique. On s’intéresse aux paramètres suivants :

— D : coefficient d’échange de neutrons entre les mailles du modèle. Il intervient dans
l’équation d’évolution de la puissance neutronique et dans la réactivité du cœur
nominal critique :

ρnom,1 = D
Pnom,2 − Pnom,1

Pnom,1
(7.4a)

ρnom,i = D
Pnom,i+1 − 2Pnom,i + Pnom,i−1

Pnom,i
, ∀i ∈ ¹2,5º (7.4b)

ρnom,1 = D
Pnom,5 − Pnom,6

Pnom,6
(7.4c)

— ΣX : section efficace de capture neutronique par le xénon. Le terme ∆ρi dépend
du xénon, dont la contribution sur la réactivité est KX (X i − Xnom,i) où Xnom,i est la
concentration en xénon dans le cœur nominal, calculé en résolvant les équations du
modèle d’évolution de xénon/iode à l’équilibre :

Inom,i =
ΓI
λI

Pnom,i et Xnom,i =
λI Inom,i + ΓX Pnom,i

λX −ΣX Pnom,i
. (7.5)

Ce paramètre intervient également dans l’équation d’évolution du xénon et caractérise la
consommation du xénon par capture neutronique.

Afin d’assurer que les signaux dont on dispose sur l’horizon d’estimation sont suffisam-
ment riches en information, on choisit un horizon d’estimation H = 4h et un pas d’intégration
de dt = 150s. Les paramètres sont initialisés à des valeurs erronées (aléatoirement choisies
pour correspondre à au moins 10% d’erreur) et les valeurs admissibles sont contraintes à
un intervalle correspondant à [0.5p, 1.5p] où p est la valeur réelle. Ces contraintes sont
essentielles pour assurer d’une part que les paramètres estimés seront cohérents avec la
réalité et d’autre part pour réduire l’espace de recherche des solutions.

Le problème d’estimation conjointe état/paramètres est implémenté en considérant un
modèle augmenté tel que décrit par (eq. 1.30) et on suppose que les paramètres évoluent
lentement, de sorte qu’ils sont considérés constants au cours de l’horizon d’estimation. Le
modèle augmenté est redonné ici :











˙�x
p

�

(t) =

�

f (x(t), u(t), p(t))
0

�

y(t) = h(x(t), u(t), p(t))

(7.6)
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Le coût d’arrivée du problème d’optimisation est pondéré par la matrice :

S = N

�

Sx 0
0 Sp

�

(7.7)

où N est le nombre de pas d’intégration au cours de l’horizon, Sx ∈ Rnx×nx est la pondération
sur les variables d’état et Sp ∈ Rnx×nx est la pondération sur les paramètres. Sx = 0.012 I30 et
Sp prend la forme d’une matrice diagonale :

S−1
p =







σ2
p1

. . . 0
...

...
0 . . . σ2

pk







où σpk
est la pondération sur l’écart entre le k-ième paramètre et la valeur pk déterminée à

l’itération précédente de l’estimateur. Sp est ajustée par essai/erreur.

Paramètres Krod, X1, Krod, X2, Krod, X3 Kbore

Dans un premier temps, on s’intéresse à l’estimation des paramètres Krod, X1, Krod, X2, Krod, X3
et Kbore. Considérons dans un premier temps que les mesures sont parfaites et non bruitées,
ce qui constitue le scénario idéal. Les résultats d’estimation des paramètres sont présentés
en (figure 7.5).

On constate que l’erreur d’estimation de l’état converge rapidement vers 0 (ou presque,
l’erreur est d’une fraction de pourcent), il en va de même pour l’erreur d’estimation de
Kbore. En revanche, l’erreur d’estimation de l’efficacité différentielle des barres converge
bien plus lentement. Les erreurs d’estimation se compensent, du fait de l’insertion collective
des groupes de barres en mode A. L’effet neutrophage des barres se superpose, si bien
qu’une surestimation de l’efficacité d’un groupe de barres peut être compensée par une
sous-estimation de l’effet des autres groupes. Néanmoins, les mouvements de barres au cours
du transitoire permettent de différentier l’effet des différents groupes, puisqu’ils mènent à
différentes configurations d’insertion des barres dans les mailles. Ainsi l’erreur d’estimation
converge plus rapidement lorsque l’horizon d’estimation contient des mouvements impor-
tants des barres de contrôle. Une fois que toute les données ont été traitées, on observe une
erreur d’estimation de l’ordre du pourcent pour Krods,X1 et Krods,X3, tandis qu’elle est un peu
plus élevée pour Krods,X2. Le bore intervient également dans le phénomène de compensation
des estimations, mais dans la mesure où son effet est uniforme dans tout le cœur, cette
compensation est moindre puisque les barres de contrôle ne s’insèrent pas jusque dans les
mailles inférieures du cœur. Ainsi, il est estimé avec une faible erreur, inférieure à 0.1%.

On considère maintenant que les mesures sont bruitées d’un bruit gaussien d’écart-type
σ = 0.2, comme pour l’estimation de l’état seul. Ces résultats sont présentés en figure 7.6.
On constate dans ce cas que l’erreur d’estimation des paramètres est bien plus élevée.
Les paramètres à estimer sont alors des variables d’ajustement pour faire correspondre
les mesures prédites et acquises : leur estimation est sensible au bruit. En conséquence,
l’estimation de l’état est détériorée par rapport au cas non bruité, tout en restant satisfaisante,
avec moins d’un pourcent d’erreur. Néanmoins, on constate une amélioration des paramètres
estimés, puisqu’ils étaient tous initialisés avec au moins 20% d’erreur. Les résultats sont
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résumés en tableau 7.4.
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Figure 7.5 – Estimation de l’état et des paramètres Krod, X1, Krod, X2, Krod, X3 et Kbore pour desmesures

non bruitées.
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Figure 7.6 – Estimation de l’état et des paramètres Krod, X1, Krod, X2, Krod, X3 et Kbore pour desmesures

bruitées.

Paramètres D,ΣX

On propose à présent d’estimer les paramètres D et ΣX . On considère dans un premier
temps le cas où les mesures sont non bruitées (figure 7.8). Les paramètres et l’état convergent
tous vers des erreurs d’estimation finales inférieures au pourcent. À l’exception du xénon,
les estimations pour toutes les variables d’état convergent en quelques itérations à une
erreur inférieure à 1%. Le xénon, du fait de la mauvaise estimation du paramètre ΣX , prend
davantage de temps à converger. On constate que εX et εΣX

évoluent au même rythme.
L’erreur d’estimation du paramètre D converge plus rapidement, puisqu’il est doublement
impliqué (ρnom et échange de neutrons) dans la dynamique de la puissance neutronique, qui
est mesurée. On observe des « pics » de εD, qui coincident avec les mouvements importants
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Paramètre Krod, X1 Krod, X2 Krod, X3 Kbore

Valeur admissible [-1.5, -0.5] [-3, -1] [-4, -2] [-10, -3]

Valeur réelle -1 -1.8 -2.9 -6.8

Pénalisation σp 0.1 0.1 0.1 0.1

Initialisation -1.25 -2.2 -2.3 -5

Erreur initiale 25% 22.2% 20.6% 26%

Valeur finale (sans bruit de mesure) -1.006 -1.764 -2.921 -6.799

Erreur finale (sans bruit de mesure) 0.65% 2% 0.92% 0.01%

Valeur finale (bruit de mesure) -1.115 -1.799 -2.761 -6.782

Erreur finale (bruit de mesure) 11.55% 0.004% 4.77% 0.25%

Table 7.3 – Résultats de l’estimation conjointe des paramètres Krod, X1, Krod, X2, Krod, X3, Kbore et de

l’état.

des barres de contrôle dans le cœur (cf annexe B) lors des variations de la référence de
puissance à t = 8h et t = 20h. Ces nouvelles données riches en information contribuent
favorablement à l’estimation des paramètres.

L’introduction de bruit dans les mesures figure 7.8 détériore εD ainsi que sa vitesse de
convergence. L’estimation du xénon est moins impactée par le bruit de mesure qui est filtré
par la lente dynamique de l’iode (premier ordre) et du xénon. Néanmoins, les valeurs pour
les paramètres estimés restent satisfaisantes, puisque les erreurs d’estimation à la fin de
l’expérience sont inférieures à 2%.
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Figure 7.7 – Estimation de l’état et des paramètres D et ΣX pour des mesures non bruitées.

7.4 Validation sur les données de SOFIA

On présente ici des résultats d’application de l’estimateur sur des données issues du
simulateur SOFIA. Ce scénario de validation nous rapproche du comportement réel d’un
réacteur. Dans ce cas, le modèle d’estimation et le process sont différents, ce qui constitue
une difficulté supplémentaire pour l’estimation de l’état et des paramètres du système. Le
couplage avec un modèle expert tel qu’ARGOS permet d’exploiter davantage d’informations
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Figure 7.8 – Estimation de l’état et des paramètres D et ΣX pour des mesures bruitées.

Paramètre D ΣX

Valeur admissible [-400, -1300] [3, 7]× 10-7

Valeur réelle 860 5.5 × 10-5

Pénalisation σp 5 103

Initialisation 700 4

Erreur initiale 18.6% 27.3%

Valeur finale (sans bruit de mesure) 860.47 5.478 ×10-7

Erreur finale (sans bruit de mesure) 0.05% 0.40%

Valeur finale (bruit de mesure) 876.12 5.45×10-7

Erreur finale (bruit de mesure) 0.62% 1.87%

Table 7.4 – Résultats de l’estimation conjointe des paramètres D,ΣX et de l’état.
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que les seules mesures acquises. Du fait de la difficulté accrue du problème du fait de l’écart
entre le système réel et le modèle, seul le problème d’estimation de l’état est traité.

7.4.1 Préliminaire : calibration du modèle de conception avec le modèle expert

La représentativité des prédictions du modèle dépend grandement de l’exactitude des
nombreux paramètres du modèle. Les paramètres impliqués dans le bilan de réactivité
du modèle, du fait de la grande sensibilité de la puissance en chaque maille aux contre-
réactions, doivent impérativement être corrects. Le transitoire de référence (annexe C) est
utilisé pour pré-calibrer le modèle ; il correspond à un cœur proche du début du cycle ainsi
le modèle de conception utilise la paramétrisation de début de cycle (notée DDV pour début
de vie). Les paramètres sont ajustés en les estimant grâce aux données du transitoire de
validation qui sont plus riches que les mesures acquises sur le système.

Le modèle expert peut utiliser une discrétisation du cœur différente du modèle de
conception. C’est le cas de SOFIA qui exploite un modèle de résolution spatiale supérieure
(cf figure 6.1). Les données du modèle expert sont ainsi d’abord projetée sur le modèle de
conception à 6 mailles avant d’être exploitées pour l’identification des paramètres du modèle.
La perte en résolution spatiale dans le modèle à 6 mailles implique une erreur de modéli-
sation, puisque chaque « macro-maille » du modèle PWR_simu représente le comportement
collectif de plusieurs mailles du modèle expert.

On estime les paramètres du modèle en résolvant un problème d’optimisation aux
moindres carrés (eq. 1.29). Le problème est transcrit en un programme non-linéaire par
collocation directe (avec interpolation des entrées et sorties telle que décrite en section 7.2)
et résolu avec le solveur IPOPT.

Estimer l’ensemble des paramètres du modèle en une fois est souhaitable pour régler
le comportement global du modèle, quitte à faire des erreurs par la compensation de
paramètres. Cependant, l’absence de la totalité de l’état dans les données du transitoire de
validation nous limite à considérer certaines dynamiques séparément.

On se concentre dans un premier temps sur les paramètres intervenant dans le bilan
de réactivité en chaque maille. Les données de simulation contiennent toutes les quantités
impliquées dans les contre-réactivités : bore, xénon, température (effet modérateur), position
des groupes de barres de contrôle et puissance neutronique (effet Doppler). L’exactitude du
bilan de réactivité du modèle peut être quantifiée directement par la mesure des puissances
neutroniques. Le problème d’optimisation suivant est résolu pour identifier les paramètres
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du modèle :

min
Kxénon,Kmod,Kbore

∫ t f

0

6
∑

i=1

(Pi(τ)− P̂i(τ))
2 dτ (7.8a)

sous contraintes, ∀τ ∈ [0, t f ], (7.8b)
dP̂1

dt
=

1
l
(ρ1 P̂1 + D(P̂2 − P̂1)) (7.8c)

dP̂i

dt
=

1
l
(ρi P̂i + D(P̂i+1 − 2P̂i + P̂i−1)) ∀i ∈ ¹2,5º (7.8d)

dP̂6

dt
=

1
l
(ρ6 P̂6 + D(P̂5 − P̂6)) (7.8e)

ρi = ρnom,i +∆ρrods,i +∆ρX ,i +∆ρbore +∆ρmod,i +∆ρdop,i (7.8f)
P̂i(0) = Pi(0),∀i ∈ ¹1,6º (7.8g)
Kxénon > 0, Kmod > 0, Kbore > 0 (7.8h)

Le paramètre ΓI de la dynamique de l’iode est identifié en utilisant le transitoire SOFIA,
correspondant à un même avancement dans le cycle combustible, mais qui contient les
données d’iode en chaque maille, contrairement au transitoire annexe C (cette simulation
modélise bien l’iode, mais n’est pas disponible dans les données de simulation). Le problème
d’optimisation suivant est résolu :

min
ΓI

∫ t f

0

6
∑

i=1

(Ii(τ)− Îi(τ))
2 dτ (7.9a)

sous contraintes, ∀τ ∈ [0, T], ∀i ∈ ¹1,6º, (7.9b)
˙̂Ii(t) = ΓI Pi(t)−λI Îi(t) (7.9c)
Îi(0) = Ii(0) (7.9d)

où Pi fait office d’entrée du modèle et Ii fait office de sortie mesurée, toutes issues des don-
nées. Le problème est résolu comme précédemment. La solution du problème d’identification
du paramètre Γ = 2.9e− 7 est identique à la paramétrisation début de vie.

Enfin les paramètres de la dynamique du xénon sont identifiés en résolvant le problème
d’optimisation suivant :

min
Σ,ΓX

∫ t f

0

6
∑

i=1

(X i(τ)− X̂ i(τ))
2 dτ (7.10a)

sous contraintes, ∀τ ∈ [0, T], ∀i ∈ ¹1,6º, (7.10b)
˙̂X i(t) = λI Ii(t)−λX X̂ i(t) + ΓX Pi(t)−ΣX Pi(t)X̂ i(t) (7.10c)
İi(t) = ΓI Pi(t)−λI Ii(t) (7.10d)
X̂ i(0) = X i(0) (7.10e)

Ii(0) =
ΓI
λI

Pi(t) (7.10f)

Bien que non disponibles dans les données du transitoire, les concentrations en xénon et les
puissances neutroniques en chaque maille sont à l’équilibre (cf annexe C), on peut donc en
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déduire l’iode à l’équilibre, correspondant à la concentration initiale en iode. La solution
obtenue correspond à la paramétrisation début de vie.

Les résultats issus de la calibration du modèle sur la base des données de SOFIA sont
rassemblé en (tableau 7.5).

Paramètres Kxénon Kmod Kbore ΓI ΣX ΓX
Paramètre DDV -2484 1 -6.8 2.9×10-7 5.5×10-7 5.2×10-8

Valeur corrigée -2327 1.28 -6.1 2.9×10-7 5.3×10-7 6.8×10-8

Table 7.5 – Calibration des paramètres du modèle.

7.4.2 Estimation d’état

Nous présentons ici les résultats d’estimation de l’état du cœur. Le modèle est paramétré
par les valeurs qui ont été déterminées en sous-section 7.4.1. On choisit un horizon H = 1h
et une discrétisation de ce dernier de 2min. Le coût d’arrivée est pondéré par S = 30P.
Aucun bruit de mesure n’est considéré.

L’estimation a priori à l’instant t = 0 des variables d’état mesurées est initialisée avec les
mesures. En l’absence d’autres informations sur les états non mesurés, ils sont initialisés
à leur valeur d’équilibre, donnée par la solution de l’équation 0 = f (x ′, u), d’inconnue x ′

et où u est issu des données de simulation. Le modèle représente le système de manière
imparfaite, ce qui implique que l’état obtenu par la résolution des équations du modèle à
l’équilibre ne correspond pas à l’état réel. L’erreur initiale en xénon est ainsi εX (0) = 5%.

La stratégie de réduction de la latence de calcul présentée en (sous-section 7.2.4) est illus-
trée dans ce scénario de validation, on présente ainsi deux expériences d’estimations avec
l’algorithme MHE utilisé jusqu’ici et la version modifiée asMHE, résumée en (tableau 7.6).
On observe que les résultats des deux estimateurs sont très proches. L’asMHE n’introduit
pas d’erreur d’estimation supplémentaire par rapport à la MHE non modifiée. Le temps de
feedback indique la latence pour chaque variante de l’estimateur. Après l’acquisition de nou-
velles données, le temps nécessaire pour déterminer la solution du problème d’optimisation
est de l’ordre de la dizaine de millisecondes, soit plusieurs ordres de grandeurs inférieur au
temps de calcul nécessaire à la résolution du problème dans la MHE non modifiée. Cette
réduction de la latence de calcul est permise au prix d’une étape de préparation coûteuse,
puisqu’elle nécessite 30s, soit la moitié du temps de calcul maximal autorisé.

Dans les deux cas, on observe une convergence εP et εT vers un niveau d’erreur inférieur
au pourcent. Ce résultat n’est pas surprenant puisque nous avons déterminé que les tem-
pératures entres les mailles sont facilement obtenues par la connaissance de la puissance
neutronique en chaque maille, qui est mesurée et non bruitée. Ce résultat valide le modèle
de température en enthalpie. Le xénon est estimé avec une valeur finale de εX = 2.64%.
L’erreur réalisée sur le xénon au cours du transitoire est d’environ 10% pendant la première
partie du transitoire. Dans un second temps, les nouvelles informations obtenues lors de
la remontée en puissance (entre 3,5 et 4,5h) permettent de passer sous la barres des 10%
d’erreur.
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Figure 7.9 – Résultats d’estimation de l’état avec un horizon d’une heure pour MHE et asMHE.

Variante de l’estimateur MHE asMHE

Temps de calcul par résolution ~1s ~1s

Temps de feedback ~1s ~10ms

Temps de calcul sensibilité de la solution - ~30s

εX finale 2.64% 2.63%

εP finale 0.38% 0.52%

εT finale 0.13% 0.13%

Table 7.6 – Évaluation des performances de l’estimation de l’état.

7.5 Conclusion et synthèse des résultats

Dans ce chapitre, nous avons présenté les détails d’implémentation d’un estimateur à
horizon glissant pour les réacteurs nucléaires à eau pressurisée. L’estimateur comporte un
grand nombre de paramètres de réglage dont l’impact sur les performances d’estimation
est présenté. En particulier, le compromis entre la vitesse de convergence et le filtrage des
bruits de mesures peut-être réglé par le choix de la matrice de pondération dans le terme
de coût d’arrivée, ainsi que par le choix de l’horizon d’estimation.

7.6 Notes et discussion

La résolution du problème d’optimisation transcrit par tir multiple s’est avérée infruc-
tueuse. La raideur du système rend l’intégration numérique très sensible aux conditions
initiales pour l’intégration sur chaque sous-intervalle de l’horizon. La conséquence directe est
que le solveur d’intégration peine à trouver une solution et à intégrer le système, malgré des
tentatives de réglage de ses paramètres (les solveurs IDAS et CVODES de la suite SUNDIALS
[Hin+05] ont été testés) ce qui dans le pire cas aboutit à une erreur dans le programme
d’intégration et une interruption de ce dernier. La collocation directe, qui se passe d’un inté-
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grateur, n’est pas affectée par ces problèmes et la difficulté d’intégration est reportée sur le
solveur d’optimisation (contraintes de collocation). Néanmoins, le solveur d’optimisation est
capable de considérer un échec de résolution du problème sans interrompre le programme.
Les premières itérations de l’algorithme MHE aboutissent généralement à une erreur, telle
que la non faisabilité du problème, en raison de la piètre initialisation de la solution. À
mesure que de nouvelles données sont traitées et que la solution précédente est réutilisée
pour initialiser la solution du problème courant, le solveur est capable d’échapper à la non
faisabilité du problème et déterminer une solution. Une fois les premières itérations passées,
il n’est jamais confronté à un problème infaisable.

Les résultats de validation SOFIA que nous présentons sont limités par la faible quantité
de données de validation dont nous disposons. En effet, le transitoire que nous utilisons pour
mener la validation ne contient que ~5.5h de données, ce qui limite la taille de l’horizon
d’estimation que nous pouvons employer. Néanmoins, les résultats que nous présentons sont
encourageants en dépit de la « courte » fenêtre d’estimation que nous considérons. Davantage
de validations sur des données issues de simulations fines pourraient permettre d’affiner la
qualité des résultats et apporter une réponse plus satisfaisante pour la longueur de l’horizon
à utiliser. Cependant, il faut considérer que ces simulations fines sont difficiles à obtenir :
il faut d’une part composer avec les créneaux de disponibilité du simulateur, mais ces
simulations sont également coûteuses en budget et en temps. La vitesse de fonctionnement
du simulateur étant au mieux de deux fois le temps réel, la réalisation de transitoires longs
demande un temps considérable. Par ailleurs, SOFIA est un outil difficile à manipuler et
à paramétrer compte tenu de la grande marge de manœuvre dont dispose l’utilisateur.
Enfin, la génération et le traitement des données de simulation demandent un temps et
une expertise du simulateur non négligeables pour sélectionner et instrumenter les signaux
d’intérêt.
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Conclusion générale

Synthèse des travaux réalisés

Cette thèse a porté sur l’élaboration d’un estimateur à horizon glissant pour l’estimation
de l’état et des paramètres d’un modèle de réacteur nucléaire, destiné en premier lieu à
la commande prédictive d’un système d’aide au pilotage du réacteur. Ce modèle, conçu
spécifiquement pour la commande, présente une complexité juste suffisante pour le contrôle
du cœur du réacteur. Un schéma d’estimation ad hoc utilisé jusqu’alors exploitait les mesures
sur le système pour corriger une partie seulement des variables d’état tandis que les autres
évoluaient en boucle ouverte. Cet estimateur supposait également que les signaux de
commande appliqués au système étaient exactement ceux préconisés aux opérateurs par
l’outil d’aide au pilotage. Cette hypothèse n’est pas réaliste. La nouvelle solution d’estimation
proposée dans ce mémoire estime l’état initial de la MPC avec davantage de confiance et
de précision que l’estimateur ad hoc. En outre, la dynamique du réacteur nucléaire change
à mesure que le combustible est consommé. Le modèle doit être ajusté pour garantir la
fidélité des prédictions qu’il produit. L’estimation en ligne de paramètres d’intérêt du modèle
permet de réduire les écarts de comportement entre le modèle et le système.

La solution proposée s’appuie sur le concept d’estimation à horizon glissant. Sa concep-
tion vise deux objectifs : 1) estimation de l’état et 2) estimation des paramètres d’intérêt.
À cette fin, un modèle de l’évolution thermique du caloporteur basé sur les enthalpies
massiques a été développé et calibré grâce à des données de simulation réalistes obtenues à
l’aide d’un simulateur à haute résolution, largement utilisé pour des études de sûreté pour
l’industrie nucléaire. Ce modèle remplace le modèle de l’évolution thermique mis en œuvre
précédemment et permet une comparaison plus fiable avec les mesures.

Par ailleurs, les propriétés particulières du modèle (raideur et non-linéarité), en lien avec
les phénomènes physiques en action au sein du réacteur, conduisent, en première instance,
à une impasse avec les méthodes standards telles que l’EKF. Cependant, nous avons réussi
à surmonter ce verrou grâce à une implémentation méthodologique et algorithmique sur
mesure de la MHE. Ce succès s’est appuyé sur un travail bibliographique approfondi et sur
la mise en relation des choix méthodologiques avec les difficultés spécifiques rencontrées.

La solution proposée a eu recours à une transcription par collocation directe du problème
d’estimation, exprimé à temps continu, et pour un horizon d’estimation long. Dans le même
temps, nous avons adapté et introduit la méthodologie advanced-step MHE, ce afin de
réduire l’impact de la latence entre l’instant d’accès aux données sur le système et l’instant
de fin de résolution du problème d’optimisation (précision accrue des estimations courantes).

Les performances de l’estimateur sont validées sur des données issues du simulateur
SOFIA, supportant les études approfondies à Framatome. Le premier objectif, à savoir
l’estimation d’état, est rempli par exploitation des seules entrées et sorties mesurées, en
nombre limité sur le type de réacteur considéré. Le second objectif, a consisté à estimer
les paramètres d’intérêt. Il a été atteint en considérant que les mesures du système sont
complétées de celles disponibles sur le système expert des sites industriels de production
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d’énergie nucléaire ; ce dernier fait en quelque sorte office de jumeau numérique. Les
mesures « virtuelles », produites par ce système expert, sont ajoutées aux mesures réelles
pour permettre l’estimation des paramètres d’intérêt.

Perspectives

Au final, la solution proposée dans cette thèse ouvre la voie à de nouvelles pistes de
développement. L’estimateur permettra la mise en œuvre de lois de commandes autocali-
brées à retour de sortie, via un état reconstruit par MHE. Il pourra ainsi compléter l’outil
de pilotage OAPS en cours de finalisation à Framatome. Par association avec une loi de
commande MPC en l’occurrence.

En dépit de ses limites, le filtre de Kalman et ses extensions présenterait, s’il était
capable de fournir l’estimation requise (ce qui n’est pas le cas ici), l’avantage de quantifier
les incertitudes relatives aux estimations produites (approche Bayesienne, covariance de
l’erreur d’estimation en lien avec l’équation de Riccati sous-jacente). Si la MHE ne produit
pas aussi immédiatement de telles incertitudes, des perspectives existent à ce sujet que
nous proposons d’étudier dans le futur. Cela participerait à l’évaluation de la qualité des
estimations produites via le terme de coût d’arrivée (en lien avec l’équation de Riccati)
et ouvrirait des perspectives en terme de lois de commandes robustes en ce sens qu’elles
pourraient prendre en compte les incertitudes sur l’état courant. En intervenant dans le
coût d’arrivée (en tant que pondération), les incertitudes pourraient faciliter le réglage
automatique de l’estimateur qui pour l’instant demande un réglage ad-hoc par essai/erreur.

L’algorithme proposé se base sur une implémentation sur-mesure par collocation directe
et emploie un solveur d’optimisation générique basé sur la méthode des points intérieurs
(IPOPT). La robustesse de ce solveur permet de trouver une solution au problème d’optimi-
sation en un temps raisonnable vis-à-vis des besoins de l’application. Néanmoins, l’usage de
méthodes de résolution exploitant la structure du problème de contrôle optimal permettrait
de réduire le coût de calcul. Cela ouvrirait la voie vers un déploiement sur des cibles maté-
rielles de puissance (et de coût) moindre mais également vers une modélisation plus fine du
système et donc des performances d’estimation (et de commande) accrues. La réduction du
temps de résolution rend également le cycle de développement et de validation plus court.
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Annexe A : Filtre de Kalman

A.1 Résultat préliminaire

Théorème A.1 (Combinaison linéaire de variables aléatoires normales)
Soient X , Y, Z des variables aléatoire telles que Z = AX + Y et telles que X et Y soient
indépendantes. Si X s N(mx , Px) et Y s N(my , Py), alors Z s N(Amx +my , APxAT + Py).

Preuve : Par linéarité de l’espérance, il est clair que :

E(Z) = E(AX + Y ) = AE(X ) + E(Y ) = Amx +my .

En développant :

cov(Z) =E((Z − E(Z))(Z − E(Z))T )

=E((AX + Y − E(AX + Y ))(AX + Y − E(AX + Y ))T )

=E((AX + Y − AE(X )− E(Y ))(AX + Y − AE(X )− E(Y ))T )

=E((AX − AE(X ))(AX − AE(X ))T ) + E((AX − AE(X ))(Y − E(Y ))T )

+ E((Y − E(Y ))(AX − AE(X ))T ) + E((Y − E(Y ))(Y − E(Y ))T ).

Par indépendance de X et Y , cov(X , Y ) = 0 donc les deuxième et troisième termes sont nuls.
On a donc enfin :

cov(Z) = E((AX − AE(X ))(AX − AE(X ))T ) + E((Y − E(Y ))(Y − E(Y ))T )

= E(A(X − E(X ))(X − E(X ))T AT ) + E((Y − E(Y ))(Y − E(Y ))T )

= AE((X − E(X ))(X − E(X ))T )AT + E((Y − E(Y ))(Y − E(Y ))T )

= APxAT + Py .

A.2 Estimateur linéaire non biaisé

Considérons que l’on cherche à obtenir une estimation d’une quantité x∗. On choisit de
la modéliser comme une variable aléatoire suivant une loi normale centrée sur sa valeur
réelle. Considérons une estimation a priori de sa valeur x̂− ainsi qu’une mesure y telle que :

y = cx∗ + v (A.1)

On cherche à effectuer une estimation a posteriori de la valeur de x∗, en utilisant la connais-
sance que l’on a a priori et la mesure dont on dispose. On propose l’estimateur linéaire
suivant :

x̂ = l x̂− + k y (A.2)

On souhaite que cet estimateur soit non biaisé, c’est à dire que l’espérance de l’erreur
converge asymptotiquement vers 0. C’est-à-dire, en notant ε = x − x̂ l’erreur d’estimation,
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E(ε) = 0. On calcule :

ε = x − x̂

= x∗ − l x̂− − k y par (eq. A.2)
= x∗ − l x̂− − k(cx∗ + v) par (eq. A.1)
= x∗ − l x̂− − k(cx∗ + v) + l x∗ − l x∗

= (1− l − kc)x∗ + lε − kv

⇔ (1− l)ε = (1− l − kc)x∗ − kv

Puisque E(v) = 0, kc + l = 1 suffit pour avoir E(ε) = 0. On a donc finalement la forme :

x̂ = (1− kc) x̂− + k y = x̂− + k(y − c x̂−)

Il reste un degré de liberté dans le choix de k, qui n’a pas besoin d’être un gain statique.
Son choix est l’objet du filtre de Kalman.

A.3 Preuve du filtre de Kalman

On sait que la forme obtenue au paragraphe précédent garantit que l’on aura un esti-
mateur non biaisé. Afin de choisir k, il faut définir un critère de performance associé à un
choix de k donné. On choisira alors le gain optimal au sens de ce critère, ce qui aboutira au
« meilleur choix » de gain possible. Le filtre de Kalman est synthétisé comme l’estimateur de
variance minimale, c’est-à-dire qu’à chaque instant il minimise le critère suivant :

J = E(εT
k .εk) = Tr(E(εk.εT

k )) avec εk = xk − x̂k

E(εk.εT
k ) = Pk est également appelé la matrice de covariance de l’erreur d’estimation.
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1. Prédiction

L’estimation a priori est obtenue en ap-
pliquant le modèle à l’estimation précé-
dente :

x̂−k+1 = Ax̂k + Buk

Ainsi on a l’erreur d’estimation a priori :

ε−k+1 = xk+1 − x̂−k+1

= Axk + Buk +wk − Ax̂k − Buk

= Aεk +wk

Donc par le théorème A.1 :

P−k+1 = AP+k AT +W

2. Correction

On utilise le gain de Kalman pour corriger
l’estimation avec la mesure :

x̂k+1 = x̂−k+1 + Kk+1(yk+1 − C x̂−k+1)

= x̂−k+1 + Kk+1C(xk+1 − x̂−k+1) + Kk+1v

= x̂−k+1 + Kk+1Cε−k+1 + Kk+1v

Donc en terme de l’erreur a posteriori :

εk+1 = xk+1 − x̂k+1

= xk+1 − x̂−k+1 − Kk+1Cε−k+1 − Kk+1v

= ε−k+1 − Kk+1Cε−k+1 − Kk+1v

= (I − Kk+1C)ε−k+1 − Kk+1v

Donc par le lemme théorème A.1 :

Pk+1 = (I−Kk+1C)P−k+1(I−Kk+1C)T+Kk+1V K T
k+1

Il reste maintenant à déterminer Kk.

Choix du gain de Kalman

On cherche à minimiser J = Tr(Pk),∀k ∈ Z en cherchant la valeur optimale de Kk (c’est
en cela que le filtre de Kalman est un estimateur linéaire non biaisé optimal). On calcule :

dJ
dKk

= −2(C P−k )
T + 2Kk(C P−k C T + V )

Ainsi,
dJ
dKk

= 0⇔ Kk = P−k C T (C P−k C T + V )−1
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Annexe B : Transitoire PWRsimu pour la validation

sans écart modèle/process

0 5 10 15 20

50

60

70

80

90

100

Temps (h)

Pu
is
sa
nc
e
ne
ut
ro
ni
qu
e
to
ta
le
(%
PN
)

1260

1280

1300

1320

1340

1360

1380

Co
nc
en
tr
at
io
n
en

bo
re
(p
pm

)

Figure B.1 – Variation de la puissance et de la concentration en bore.
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Figure B.2 – Position des groupes de barres de contrôle au cours de la variation de charge.
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Figure B.3 – Distribution de la puissance neutronique.
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Figure B.4 – Températures aux frontières des mailles.
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Figure B.5 – Évolution de la concentration en xénon (normalisée).
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Figure B.6 – Évolution de la concentration en iode (normalisée).
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Figure B.7 – Évolution de la population des précurseurs.
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Annexe C : Transitoire de validation SOFIA

Nous présentons ici le transitoire réalisé sur SOFIA pour la validation de l’estimateur. On
considère un réacteur de type N4 piloté en mode A et on se positionne au début du cycle du
combustible (faible épuisement) Le transitoire correspond à une baisse de charge en partant
initialement d’une puissance de 100%PN. La position des grappes et la concentration en
bore dans le circuit primaire sont ajustées afin que la puissance soit maintenue en palier
bas à 37% pendant environ 2h avant de remonter à puissance quasi-maximale (98%PN)
figure C.4.

Les données de simulation sont projetées sur les 6 mailles du modèle PWR_simu afin de
pouvoir les comparer à l’estimateur. Ainsi, les données du modèle neutronique de SOFIA à 20
mailles (puissance neutronique et concentration en xénon) sont projetées en les sommant
par groupe de 3 mailles, de la maille 2 à la maille 19 (cf figure 6.1) puisque les mailles
1 et 20 correspondent au réflecteurs lourds non modélisés dans PWR_simu. Le modèle de
thermique de SOFIA modélise la température moyenne au sein de 36 mailles, tandis que
PWR_simu modélise les températures à l’interface des mailles. La projection sur 6 mailles est
effectuée en considérant la température moyenne entre les mailles 6-7, 12-13, …, 30-31.
La température du caloporteur en entrée du réacteur est considérée égale à la température
en entrée du cœur (puisqu’il ne s’échauffe qu’une fois entré dans le cœur et on suppose
qu’il ne refroidit pas avant d’entrer dans le cœur). La température de l’eau en sortie du
cœur est prise comme la température de l’eau dans la maille 36. Bien que l’eau s’échauffe
effectivement dans cette maille, l’erreur réalisée est minime en considérant que d’une
part, le flux neutronique aux bords du cœur est faible et que d’autre part, l’élévation de la
température de l’eau par unité de chaleur reçue est inversement corrélée à la température
initiale.
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Figure C.1 – Baisse de charge et signaux de commande.
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Titre : Estimation avancée à horizon glissant, état et paramètres, pour la conduite du cœur des
réacteurs PWR.

Mot clés : Estimation par horizon glissant, Identification de paramètres, Physique des réac-
teurs.
Résumé : La commande prédictive (MPC)
comporte d'indéniables atouts pour la com-
mande du coeur des réacteurs à eau pressu-
risée (REP) ; elle a vocation à enrichir l'offre
commerciale de Framatome. Néanmoins, les
performances de la MPC sont conditionnées
par la qualité du modèle de prédiction sous-
jacent et la connaissance à chaque instant
de l'état courant du modèle de réacteur. Cette
thèse revient sur ces deux aspects qui consti-
tuent les verrous industriels. Elle propose un
modèle de coeur de complexité juste suffi-
sante, et le moyen de procéder à la cali-
bration adaptative de certains de ses para-
mètres. C'est que la dynamique du coeur évo-
lue avec l'épuisement du combustible ; sa prise
en compte par des paramètres prédétermi-

nés nécessite un travail conséquent. A re-
bours, nous proposons un estimateur à ho-
rizon glissant (MHE), pour estimer conjointe-
ment l'état du modèle ainsi que certains para-
mètres. Raideur et non-linéarité du modèle pré-
dictif (en lien avec les caractéristiques du pro-
cess) rendent les choix d'implémentation de
l'estimateur cruciaux. Exploitation directe du
modèle à temps continu, intégrateur implicite,
collocation, interpolation des données d’entrée
sont autant de concepts participant à la per-
formance et la résilience de la MHE, là où les
méthodes traditionnelles échouent (e.g. EKF).
L'estimateur est validé sur la base de simula-
tions fines réalisées sur le simulateur expert
SOFIA utilisé à Framatome.

Title: Moving horizon estimation of states and parameters geared towards PWR monitoring and
control.

Keywords: Moving horizon estimation, Parameter identification, Reactor physics.
Abstract: The model predictive control (MPC)
approach has undeniable advantages for the
core control of Pressurized Water Reactors
(PWR); it is poised to enhance Framatome's
commercial offering. Nevertheless, the perfor-
mance of MPC is conditioned by the quality of
the underlying predictive model and the real-
time knowledge of the current state of the re-
actor core model. This thesis revisits these
two aspects that constitute industrial barriers.
It proposes a model of the core with just suf-
ficient complexity and a method to perform
adaptive calibration of some of its parameters.
This is because the core dynamics evolve with
fuel depletion; accounting for this through pre-

determined parameters requires significant ef-
fort. We propose the use of a Moving Horizon
Estimator (MHE) to jointly estimate the state
variables of the model. The stiffness and non-
linear nature of the dynamic model (related to
the characteristics of the process) make the
the implementation choices of the estimator
crucial. Direct exploitation of the continuous-
time model, implicit integrator, collocation, in-
terpolation of input data, are key concepts re-
sulting into a performant and resilient MHE
estimator, where traditional methods fail (e.g.,
EKF). The estimator is validated based on fine
simulations carried out on the expert simulator
SOFIA used at Framatome.
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