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Introduction

texte trouve son origine dans le morphisme exponentiel et la suite exponentielle en géométrie

* algébrique réelle introduite par J. Huisman dans l'article [Huio2]. Cependant, le point de vue

des catégories dérivées, chose essentielle pour la cohomologie dont il et question dans le titre
de cette thése, y est manquant. En se basant sur des idées de Huisman [Hui], D. Gleuher se chargera bien
plus tard de remédier a cette situation dans sa thése [Gle1g] en construisant des groupes de cohomologie

a

bigradués H;, a partir de complexes de faisceaux abéliens Z ()" provenant du morphisme exponentiel

en question.

Appelons C, le groupe cyclique a deux éléments que I'on verra, concrétement, comme le groupe de
Galois Gal (C/R). En réalité, cette suite exponentielle n’est pas, comme a ’accoutumée, une suite exate
courte car on travaille sur 'espace quotient X := Y/C2 d’un C,-espace topologique Y dont le faisceau
des « fonctions continues » & valeurs complexes e$t noté Oy. Il est défini par la formule Oy := y, (Cy)C2 ou
Y Y — X eét le passage au quotient et Cy est le faisceau des fonctions continues a valeurs dans C sur
Y que 'on munit d’une action du groupe C, : pour tout ouvert & C Y et a toute setion f € I' (U, Cy) on
associe lasetion o f € I (o (U),Cy) définie par (o f) () := o (f (0.y)). En particulier, c’e§t un faisceau en R-
algebres locales dont le corps résiduel de la fibre en 'image par y d’un point fixe par I'aétion galoisienne

est isomorphe 4 R et non canoniquement isomorphe & C dans le cas contraire. Le morphisme exponentiel

eXPan

Oy —— Oy

n’étant ni injeCtif ni surjeltif en général, la suite exacte exponentielle (complexe) habituelle se voit donc

remplacée par un triangle exact dans la catégorie dérivée correspondante :

Théoréme o.1 (cf. Théoréme 4.1). Soit X un espace réel. On a un triangle exact naturel en l'espace réel, appelé

triangle exponentiel analytique sur X,

Z(1)™ > Oy > Ox s Z(1)™[1]

dans la catégorie triangulée D (X).
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Les complexes supérieurs Z (q)*" sont ensuite donnés par les puissances tensorielles du complexe
Z (1)an
7 (q)an - (Z (l)an)®q

et la cohomologie bigraduée est I’hypercohomologie de ces complexes de faisceaux,

PNX) = HR(X,Z) :=H (X, Z(9)™").

L’intérét de cette théorie cohomologique bigraduée réside alors dans son rapport avec la cohomologie
C,-équivariante. Plus précisément, comme expliqué dans [Hui] et, plus récemment, dans [Hui24], si Y

et un C,-espace dont on note X := Y /C2 I’espace des orbites, on a des morphismes de raffinement
rHi (X) — HE (Y, Z {g})

ou Z{q} = (\/j)q Z — C désigne le twist « a la Tate » muni de I'a&tion naturelle du groupe Gal (C/R).
Un petit point lexical s’impose ici : un tel couple (X,Y) sera qualifié d’espace réel, 'espace Y eét la com-
plexification de ’espace réel et 'espace des points réels X (R) de I'espace réel et I'image par le morphisme
quotienty : ¥ — X = Y/C2 des points fixes de 'action, i.e. X (R) := y (YCZ). Ce choix de vocabulaire
nous est dicté par la géométrie algébrique réelle. En effet, étant donnée X une variété algébrique réelle
(un schéma séparé de type fini sur R), le groupe Gal (C/R) agit naturellement sur l’espace des points

complexes X (C) muni de sa topologie analytique et il y a une bijection
X(C) [c, — {points fermés du schéma X}

dont on s’empresse de tirer parti pour munir I'espace X (C) /C2 de la topologie « euclidienne » et faire

I’identification suivante,

X :=X(C)/c,.

On a ainsi des morphismes

» (E) € H? (X),
dites de Chern-Stiefel-Whitney, attachées a tout fibré vectoriel réel E sur le quotient X = X (C) /C2 qui

De plus, Huisman montre que 'on peut construire des classes caractéristiques cw
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sont telles qu’il y a un diagramme commutatif naturel

()
P HZ (X(C), Z {p}) (01)
H?(X(R),Z/7) H?(X(C),Z)
dans lequel on ait les égalités
r(ew, (E)) = c5? (E(C)), F(cw, (E)) = ¢, (E(C)) et p(cw, (E)) = w, (E(R)) (0.2)

avec & (E(C)) les classes de Chern équivariantes dues a B. Kahn et V.A. Krasnov [Kah87], [Krag1],
[Kragy4], c, (E(C)) et w, (E (R)) les classes de Chern et Stiefel-Whitney des fibrés complexe et réel E (C) et

E (R). Notamment, la premiére classe de Chern-Stiefel-Whitney est obtenue via le morphisme connetant
cw, 1 H' (X,05) — H*(X,Z(1)™) = HZ' (X)

de la suite exalte longue de groupes de cohomologie issue du triangle exponentiel analytique.

Remarque o.2. Pour la commodité du le&teur nous n’avons inclus que le cas particulier d’un espace réel
associé a une variété algébrique réelle mais ces résultats sont complétement topologiques. Plus généra-
lement, on a toujours les diagrammes (0.1) et (0.2) pour un fibré veétoriel réel sur un espace réel (X,Y) et
les classes de Chern-Stiefel-Whitney con$tituent une réelle unification de la théorie des classes de Chern

et de Stiefel-Whitney puisque 'on peut relever celles-ci le long des morphismes p et 7.

Inspiré par le papier de A. Grothendieck [Gro68] dans lequel il demande une définition purement
algébrique de classes de Chern, il faut entendre par la de nature non topologique (analytique) ou trans-

cendante, nous produisons un substitut arithmétique de I'exponentielle complexe
exp: 0 — O

sur un espace topologique annelé par les fonctions continues a valeurs complexes (i.e. O eét le faisceau
de telles fonétions) que l'on renommera exponentielle analytique, notée exp®. Pour aller trés vite, Gro-

thendieck parvient au but qu’il s’e$t fixé en remplacant la suite exacte exponentielle

an

0 s Z s 0 2Py 0%

~
(e}
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par la suite exate de Kummer

Cela n’a que peu d’importance mais nous préférerons plutét utiliser le mot arithmétique puisque nous
faisons le choix de ne conserver de ’exponentielle analytique que la propriété de séleétion cohérente de

racines n-iémes : pour tous les entiers m, n > 1 tels que m divise #, on a un triangle commutatif

z = exp™ (w).

2=
3=

() =

Reste alors 4 extraire de cette observation la définition centrale de notre étude.
Définition 0.3 (cf. Définition 1.7). Soit A un groupe abélien, considérons l’ensemble partiellement or-

donné (N7, |) et le sySteme projectif de groupes abéliens sur (N*,|) donné par :

- Pour tout entier n > 1, on pose A, := A,

- Pour tout couple (m, n) d’entiers > 1 tels que m | n, le morphisme de transition ¢, est la multipli-

cation par l'entier 2,
m

A — Ay
P )
a [ a.a

La co-enveloppe uniquement divisible de A, notée A,, e§t la limite projective de ce syStéme.

On obtient ensuite le morphisme exponentiel arithmétique en considérant la projection sur le premier
facteur
exp™ 1 A = lirlnA — A, = A.
min

Remarque o.4. La co-enveloppe uniquement divisible a auparavant été examinée par J-P. Serre dans le

cadre des groupes algébriques [Ser6o, §6.5, Prop. 9].

Remarquez que, par con$truction, ce dernier commute avec l’ation naturelle du groupe des auto-

morphismes Aut (A) donc, en particulier, avec I'aétion galoisienne dans les cas qui nous intéressent, ce
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qui n’arrive pas (et c’e§t malheureux) avec I'exponentielle analytique & moins que les automorphismes
ne soient continus. Comme on l’explique dans le chapitre 1, et c’e$t confirmé par la propriété universelle
qui suit, tout ceci a fort & voir avec les propriétés de divisibilité des objets que I'on examine ce qui justifie,

si l'on veut, la terminologie adoptée.

Proposition o.5 (cf. Faits 1.2). Soient C un site de Grothendieck et F un objet de Ab (C).

1. La construction de la co-enveloppe uniquement divisible F du faisceau F et de l'exponentielle arithmé-

tiqgue exp™ : F — F se font exaltement de la méme maniére que dans le cas ponctuel.

2. Pour tout faisceau uniquement divisible & € Ab(C) et pour tout morphisme de faisceaux

0: D — F, il existe un unique morphisme de faisceaux 6 : @ —s F tel que exp™ o0 = 0,

g —2r 7.

N

Explicitons, par exemple, la co-enveloppe uniquement divisible du groupe A = C*. L’exi$tence de la
forme exponentielle des nombres complexes se traduit en un isomorphisme de groupes C* ~ S' x R,
donc, comme le groupe R, e§t uniquement divisible et que l'opération « préserve les produits, il suffit
de traiter le cas du cercle unité S'. Or, par coincidence, le groupe S| e§t un objet bien connu : et le
solénoide adélique [BV1g]. On a un isomorphisme canonique de groupes topologiques avec le groupe des

classes d’adéles [KS18, Prop. 2.1]
S! ~Aa/q

ol Ag :=Rx A{2 =Rx (2 ®y Q) est 'anneau des adéles rationnelles et Q et diagonalement plongé dans

Aq. Par conséquent, on se retrouve avec un morphisme de suites exactes courtes

expan

0 s 2intZ > C s C*
| Sl H
s Z

» C'~Aq[Q xR,y — C* —— 0.
exp

> 0

Si X := (X,Y) et un espace réel, on a un morphisme de triangles exacts

Z()" — Oy —— O — Z(1)"[1]
Lo l
Z()" —— Of 2 O — Z(1)"[1].
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Une fois construit, a partir de I’exponentielle arithmétique, la variante arithmétique H,; de la coho-
mologie de Gleuher, nous établissons un premier théoréme de comparaison « analytique-arithmétique »
- sous certaines conditions sur ’espace réel - dans ’esprit du théoréme de comparaison de SGA I pour le
groupe fondamental étale [GR71, Exposé XII, Se&. 5] ou encore chez M. Artin et B. Mazur [AM6g, Se&.
12]. En faisant quelques raccourcis, voici comment cela fonctionne : soit X = (X,Y) un espace réel, par-
tant du morphisme exponentiel analytique exp®" : Oy — Oy que I’on voit comme un complexe Z (1)*"

de faisceaux abéliens sur X, on récupére un triangle commutatif

ex

Oy —F 5 Ok

/x;ar

Oxi

grace a la propriété universelle ci-dessus. En d’autres termes, en définissant Z (1) comme le complexe
concentré en degrés o et 1

exp™ : Ox; — Ox

on a un morphisme de complexes Z (1) — Z (1) . Pour étre plus juste, Z(1)™ et Z(1)" sont des
complexes que I'on pourrait appeler « discrets » dans la mesure ot ils sont fabriqués a partir des faisceaux
conétants Z et Z /7 et du morphisme de réduction les reliant. Nous démontrons par la suite qu’ils sont
respe&tivement quasi-isomorphes aux cones des morphismes exp® et exp®. Nous nous penchons alors
sur les complexes tensorisés
Z@)" ez = (1)),

la notation ® signifiant le produit tensoriel complété au sens prefini : notion, vraisemblablement inédite,
que l'on présente au chapitre 1 et bien naturelle pour nous puisqu’il se trouve que le complexe Z (1)*
e§t, presque par con$truction, prefini. Son avantage par rapport a la complétion profinie étant de pou-
voir facilement s’exporter a n’importe quelle catégorie abélienne. Les groupes de cohomologie bigraduée
arithmétique sont définis par

HEA (X) = B (X,Z ()

et il y a des morphismes naturels Hi (X) — H' (X).

Théoréme de comparaison topologique analytique/arithmétique (cf. Théoreme 3.8). Soit X un CW-
complexe réel a squelettes finis. La cohomologie arithmétique (entiére) de X s’obtient comme complété profini

de la cohomologie analytique (entiére) de X : les groupes de cohomologie Hi! (X) sont profinis et les morphismes

10
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naturels H> (X) — HPA (X) induisent des isomorphismes

——

HE(X) —— HE'(X).

Comme pour toute bonne théorie en géométrie algébrique réelle, on souhaiterait que ces cohomo-
logies bigraduées soient disponibles sur n’importe quel corps réel clos. Soit donc R un corps réel clos.
Pour ce faire, il nous faut remplacer, dans la définition d’espace réel, les espaces topologiques par les
espaces (localement) semi-algébriques sur R au sens de H. Delfs et M. Knebusch : sans trop rentrer dans
les détails, ce sont des espaces annelés en R-algébres sur un site de Grothendieck formé de sous-espaces
semi-algébriques de variétés algébriques affines sur R et dont on ne retient que les recouvrements finis.
La définition d’espace réel clos sur R et alors obtenue en mimant celle d’espace réel. On peut ensuite
conStruire des groupes de cohomologie bigradués semi-algébriques analytique Hg;, et arithmétique Hy;
par le méme procédé que dans le cas topologique. La bonne nouvelle étant que, lorsque I'espace réel clos

et pris sur R, on retombe sur nos pieds dans le contexte analytique comme arithmétique,

Théoréme de comparaison topologique/semi-algébrique version analytique (cf. Théoréme 2.17). Soit

X un espace réel clos sur R, pour tous entiers p, q on a des isomorphismes canoniques
. ) ~ P,
¢ HEL(X) —— HE (Xop) -

Théoréme de comparaison topologique/semi-algébrique version arithmétique (cf. Théoréme 3.5). Soit

X un espace réel clos sur R, pour tous entiers p, q on a des isomorphismes canoniques
. pyPd = P4
L : [sar (X) — Har (Xtop)-

L’analogue semi-algébrique du théoréme de comparaison « analytique-arithmétique » nous permet
par ailleurs de le généraliser, au sens ou ’'on peut faire des hypothéses moins re§trictives sur les espaces

que l'on regarde, par une voie détournée.

Théoréme de comparaison semi-algébrique analytique/arithmétique (cf. Théoréme 4.10). Soit X un
espace réel clos affine. La cohomologie (semi-algébrique) arithmétique (entiére) de X s’obtient comme complété
profini de la cohomologie (semi-algébrique) analytique (entiére) de X : les groupes de cohomologie HL (X) sont

profinis et les morphismes naturels HEL (X) — HE (X) induisent des isomorphismes

fa(X) —— HEN(X).

11
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Mentionnons le comportement de ces espaces vis-a-vis d’'une extension de corps réels clos R — S.

On dispose d’un fon¢teur d’extension du corps de base
s : LSA (R) — LSA(S)

de la catégorie des espaces localement semi-algébriques sur R vers la catégorie des espaces localement
semi-algébriques sur S qui nous donne le moyen d’associer a tout espace X réel clos sur R un espace Xg

réel clos sur S tel qu’il n’y ait aucune perte d’information cohomologique.

Théoréme de comparaison d’extension du corps réel clos version analytique (cf. Théoréme 2.23).
Soient S/R une extension de corps réels clos et X un espace réel clos sur R. Pour tous entiers p,q on a des
isomorphismes canoniques

7" HEL(X) —— HEN(Xs).

Théoréeme de comparaison d’extension du corps réel clos version arithmétique (cf. Théoréme 3.6).
Soient S/R une extension de corps réels clos et X un espace réel clos sur R. Pour tous entiers p,q on a des
isomorphismes canoniques

n HEH(X) —— HEN(XS).

Pour terminer, bien qu’il n’y ait pas de morphisme exponentiel analytique sur le corps C := R [\/—1],
i.e. sous la forme de la somme d’une série entiére, on peut tout de méme lui substituer le revétement

universel localement semi-algébrique C* de C* (voir [DK84, Cor. 5.12])
exp8: C¥ —— C*

et en tirer une définition de I’exponentielle algébrique exp™® qui, par essence, e§t plus proche de la véritable

exponentielle que ’exponentielle arithmétique
exp™ : Cf —— C*~.

Cette thése eSt organisée de la fagon suivante :

- Le chapitre 1 e$t constitué de préliminaires algébriques et topologiques. Nous y introduisons prin-
cipalement les notions de co-enveloppe uniquement divisible et de complétion prefinie et définis-
sons I’exponentielle arithmétique d’abord pour les groupes abéliens puis dans le cadre plus général

des catégories abéliennes.

- Le chapitre 2 consiste en des rappels du travail effetué par Gleuher dans sa thése de doctorat.

12
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Il s’agit de présenter brievement les objets de base, i.e. les espaces dont on se préoccupe, et la
construction de la cohomologie correspondante ainsi que les triangles exacts permettant d’une part
de montrer que cette derniere vérifie les axiomes d’Eilenberg-Steenrod et d’autre part de relier ces
groupes bigradués a des groupes de cohomologie plus simples ce qui, pratiquement, nous donne

l'occasion de faire des calculs.

Le chapitre 3 et le cceur de ce document. Nous y construisons et étudions la suite exacte exponen-
tielle arithmétique réelle, les complexes de réduction arithmétique et la cohomologie bigraduée
arithmétique associée. Nous faisons ensuite le lien avec son avatar analytique via, notamment, un

théoréme de comparaison analytique-arithmétique.

Le chapitre 4 étend les résultats des deux chapitres précédents a un corps réel clos quelconque
grace a la théorie semi-algébrique de H. Delfs et M. Knebusch et a sa relation avec la version semi-
algébrique de la théorie des schémas due a N. Schwartz. En particulier, on obtient &4 nouveau divers
théorémes de comparaison comme corollaires de travaux de Delfs portant sur la cohomologie semi-

algébrique.

13



Introduction (en anglais)

His text finds its origin in the exponential morphism and the exponential sequence in real alge-

TN
),

A * braic geometry introduced by J. Huisman in the article [Huio2]. However, the point of view of

)

&) derived categories, which is essential for the cohomology discussed in the title of this thesis,
is missing. Based on Huisman’s ideas [Hui], D. Gleuher much later addressed this gap in his PhD the-
sis [Gle1g] by con$truéting bigraded cohomology groups H;; from complexes of abelian sheaves Z ()™

arising from the aforementioned exponential morphism.

Let C, denote the cyclic group of two elements, which we will concretely view as the Galois group
Gal (C/R). In fa&, this exponential sequence is not, as usual, a short exat sequence because we are
working on the quotient space X := ¥ / C, of a C,-topological space Y, whose sheaf of complex-valued
« continuous fun&tions » is denoted Oy. It is defined by the formula Oy := y, (Cy)“* where y:Y —>X
is the quotient map and Cy is the sheaf of continuous functions taking values in C on Y, equipped with
an action of the group C, : for any open set ¢/ C Y and any seltion f € I' (U, Cy) we associate the section
of eI (0(U),Cy)defined by (0 f) (v) := o (f (0.9)). In particular, this is a sheaf of R-local algebras, whose
residue field at the fiber over the image by y of a point fixed by the Galois ation is isomorphic to R and

not canonically isomorphic to C otherwise. Since the exponential morphism

expan

Ox — Ox

is generally neither inje&tive nor surjective, the usual (complex) exact exponential sequence is replaced

by an exaét triangle in the corresponding derived category :

Théoréme 0.6 (cf. Théoréme 4.1). Let X be a real space. There is a natural exact triangle in the real space,

called the analytic exponential triangle on X

Z(1)™ s Oy s OF > Z(1)"[1]
in the triangulated category DY (X).

14
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The higher complexes Z (q)™" are then given by the tensor powers of the complex Z (1)™"

®q

Z(9)" = (Z2(1)™)
and the bigraded cohomology is the hypercohomology of these complexes of sheaves

PN(X) = HW(X,Z) == HP (X, Z (9)™").

The interest in this cohomology theory lies in its relationship with C,-equivariant cohomology. More
precisely, as explained in [Hui] and more recently in [Hui24], if Y is a C,-space whose orbit space is

denoted by X := ¥ [, there are refinement morphisms
ro HR(X) == Hi (X, Z) — HE (Y, Z {q))

where Z {g} := (\/j)qZ — C refers to the Tate twist equipped with the natural a&ion of the group
Gal (C/R). A lexical clarification is needed here : such a pair (X,Y) will be referred to as a real space,
where the space Y is the complexification of the real space, and the space of real points X (R) of the real
space is the image, under the quotient morphismy : Y — X = Y/C2 , of the fixed points of the aétion,
ie. X(R) =y (YCZ). This choice of terminology is di¢tated by real algebraic geometry. Indeed, given X a
real algebraic variety (a separated scheme of finite type over R), the group Gal (C/R) naturally ats on

the space of complex points X (C) endowed with its analytic topology and there is a bijection
X(C) [c, — {closed points of the scheme X}

that we quickly take advantage to endow the space X (C) /C2 with the « Euclidean » topology and make

the following identification,
X :=X(C) / C,-

Thus we have morphisms
r: Hipl (X) — HE, (X(C), Z{q)) .

Furthermore, Huisman shows that one can con§tru& chara&teristic classes cw, (E) € H:r’f’p (X), called

p
Chern-Stiefel-Whitney classes, associated with any real vector bundle E over the quotient X = X (C) /C2 ,
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Introduétion (en anglais)

which are such that there is a natural commutative diagram

an’ (X) )
P HE (X(C),Z {ph (03)
H?(X(R),Z/7) H?(X(C),Z)
in which the following equalities hold
r(cw, (E)) = ng (E(C)), 7(cw, (E)) = ¢, (E(C)) and p (cw, (E)) = w, (E (R)) (0.4)

with ¢ (E (C)) the equivariant Chern classes due to B. Kahn and V.A. Krasnov [Kah87], [Krag1 ], [Krag4],
¢, (E(C))and w, (E (R)) being the Chern and Stiefel-Whitney classes of the complex and real bundles E (C)
and E (R), respecétively. In particular, the fir§t Chern-Stiefel-Whitney class is obtained via the connecting
morphism

cwy t H' (X, 08) —— H*(X,Z(1)™) = HZ' (X)
of the long exact sequence of cohomology groups arising from the analytic exponential triangle.

Remarque o.7. For the reader’s convenience, we have only included the particular case of a real space
associated with a real algebraic variety, but these results are entirely topological. More generally, the
diagrams (0.3) and (o.4) §till hold for a real ve¢tor bundle over a real space (X, Y), and the Chern-Stiefel-
Whitney classes represent a true unification of the Chern classes and Stiefel-Whitney classes, since they

can be lifted along the morphisms p and 7.

Inspired by A. Grothendieck’s paper [Gro68], in which he calls for a purely algebraic definition of
Chern classes, meaning one that is non-topological (analytic) or non-transcendental in nature, we pro-

duce an arithmetic substitute for the complex exponential funétion
exp: 0 — O

on a ringed space using continuous functions with complex values (i.e. O is the sheaf of such functions)
which we will rename analytic exponential, denoted by exp®. To put it briefly, Grothendieck achieves his

goal by replacing the exponential exalt sequence

an

exp
> O

~
o
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with the Kummer exaét sequence

This is of little importance, but we would rather use the term arithmetic since we choose to retain from
the analytic exponential only the property of consistent selection of n-th roots : for all integers m,n > 1

such that m divides n, we have a commutative triangle

z = exp™ (w).

HE

= (exp™ ()% = exp™ (2) = 2

2=

(%)

It remains to extract from this observation the central definition of our $tudy.

Définition 0.8 (cf. Définition 1.7). Let A be an abelian group, consider the partially ordered set (N, |)

and the projective syStem of abelian groups over (N*,|) given by :

- For every integer n > 1, we define A, := A,

- For every pair of integers (m, n) with m > 1 and n > 1 such that m | n, the transition morphism ¢,,,

is the multiplication by the integer =-,

A, —A,
Pum *

a > .a
The uniquely divisible co-envelope of A, denoted A,, is the projective limit of this syStem.

We then obtain the arithmetic exponential morphism by considering the proje&tion onto the fir§t factor
exp” 1 A =limA — A, = A.
m|n

Remarque o.9. The uniquely divisible co-envelope has previously been examined by J-P. Serre in the

context of algebraic groups [Ser6o, §6.5, Prop. 9].

Note that, by construétion, the latter commutes with the natural aétion of the automorphism group

Aut (A), and in particular with the Galois aCtion in the cases that concern us. This is not the case (and

17
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unfortunately so) with the analytic exponential, unless the automorphisms are continuous. As explained
in Chapter 1, and as confirmed by the universal property that follows, all of this is closely related to
the divisibility properties of the objects under examination, which justifies, if one wishes, the adopted

terminology.

Proposition o.10 (cf. Faits 1.2). Let C be a Grothendieck site and F an obje¢t of Ab (C).

1. The construction of the uniquely divisible co-envelope F, of the sheaf F and the arithmetic exponential

exp” : F — F is carried out in exaétly the same way as in the pointwise case.
p 1 Y v p

2. For every uniquely divisible sheaf & € Ab (C) and for every sheaf morphism 0 : & — F, there exists
a unique sheaf morphism 0 : @ — F such that exp® o0 = 0,

Let us, for example, make explicit the uniquely divisible co-envelope of the group A = C*. The
existence of the exponential form of complex numbers translates into a group isomorphism C* ~ S'xR.,.
Therefore, since the group R, is uniquely divisible and the operation + preserves produdts, it is sufficient
to handle the case of the unit circle S. Now, by coincidence, the group S! is a well-known object : it is
the adelic solenoid [BV19]. We have a canonical isomorphism of topological groups with the adéle class
group [KS18, Prop. 2.1]

Si ~4Aq/q

where Ag == R x A’é =R x (2 ®z Q) is the ring of rational adeles and Q is diagonally embedded in Ag.

Consequently, we obtain a morphism of short exact sequences

an
exp

0 > 2intZ > C > C* > 0
l | H
0 s Z >cr:AQ/QxR>OTPa,>CX—>o.

If X := (X,Y) is a real space, we have a morphism of exact triangles

S > Z (1) [1]

0}
L= |
Z()" —— O o O —— Z()"[1].

exp’

~
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Once cons$tructed, Starting from the arithmetic exponential, the arithmetic variant H,; of Gleuher’s
cohomology, we establish a first « analytic-arithmetic » comparison theorem — under certain conditions
on the real space — in the spirit of the comparison theorem of SGA I for the étale fundamental group
[GR71, Exposé XII, Se&. 5] or even in the work of M. Artin and B. Mazur [AM6g, Sed. 12]. By taking
some shortcuts, here is how it works : let X be a real space, §tarting from the analytic exponential mor-
phism exp™ : Oy — Of which is viewed as a complex Z (1)*" of abelian sheaves on X, we obtain a
commutative triangle

ex

Oy — 22— O

Aar

Oxi

thanks to the universal property mentioned above. In other words, by defining Z (1)* as the complex
concentrated in degrees o and 1

exp™ : Ox1 — O

we obtain a morphism of complexes Z (1)* — Z (1)*". To be more precise, Z (1)*" and Z (1)* are com-
plexes that could be called « discrete » in the sense that they are con$tructed from the constant sheaves
Z and Z /) and the reduétion morphism conneéting them. We then demonstrate that they are respec-
tively quasi-isomorphic to the cones of the morphisms exp® and exp®. We then consider the tensored
complexes
Z(9)" and Z (9)" = (Z (1)ar)®q,

the notation ® denotes the completed tensor produét in the prefinite sense : a presumably novel notion,
which we introduce in Chapter 1, and which is quite natural for us since it turns out that the complex
Z (1)" is, almo$t by con$truction, prefinite. Its advantage over profinite completion lies in its ability to

be easily applied to any abelian category. The bigraded arithmetic cohomology groups are defined by
¥ (X):=H (X, Z(9)")
and there are natural morphisms HPA (X) — HPA (X).

Topological analytic/arithmetic comparison theorem (cf. Théoréme 3.8). Let X be a real cell complex
with finite skeleta. The arithmetic (integral) cohomology of X is obtained as the profinite completion of the
analytic (integral) cohomology of X : the cohomology groups Hy (X) are profinite and the natural morphisms

HET(X) — HET(X) induce isomorphisms

X)) —— HE'(X).
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As with any good theory in real algebraic geometry, we would like these bigraded cohomologies to
be available over any real closed field. Let R be a real closed field. To achieve this, we must replace, in
the definition of a real space, the topological spaces with (locally) semi-algebraic spaces over R in the
sense of H. Delfs and M. Knebusch : without going into too much detail, these are ringed spaces in R-
algebras over a Grothendieck site made up of semi-algebraic subspaces of affine algebraic varieties over
R, where only finite coverings are considered. The definition of a real closed space over R is then obtained
by mimicking that of a real space. One can then con$truct bigraded semi-algebraic analytic cohomology
groups Hgy, and arithmetic cohomology groups Hg;, using the same process as in the topological case.
The good news is that, when the real closed space is taken over R, we find ourselves back in familiar

ground in both the analytic and arithmetic contexts.

Analytic version of the topological/semi-algebraic comparison theorem (cf. Théoréme 2.17). Let X be

a real closed space over R. For all integers p, q, there are canonical isomorphisms
© o HEN(X) —— HE (Xiop) -

Arithmetic version of the topological/semi-algebraic comparison theorem (cf. Théoreme 3.5). Let X

be a real closed space over R. For all integers p, q, there are canonical isomorphisms
A 5&1’? (X) ;> Hfl:q (Xtop) .

The semi-algebraic analogue of the « analytic-arithmetic » comparison theorem also allows us to ge-
neralize it, in the sense that we can make less restri¢tive assumptions about the spaces we consider,

through an indire¢t approach.

Semi-algebraic analytic/arithmetic comparison theorem (cf. Théoréme 4.10). Let X be an affine real
closed space. The (semi-algebraic) arithmetic (integral) cohomology of X is obtained as the profinite completion
of the (semi-algebraic) analytic (integral) cohomology of X : the cohomology groups HE (X) are profinite and

the natural morphisms HEA (X) — HEA (X) induce isomorphisms
G x) — HEl(X).

Let us mention the behavior of these spaces with respect to a real closed field extension R < S. There
is a base field extension functor

s : LSA(R) — LSA(S)
from the category of locally semi-algebraic spaces over R to the category of locally semi-algebraic spaces
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over S, which allows us to associate to any real closed space X over R a real closed space Xg over S, such

that no cohomological information is lost.

Analytic version of the real closed field extension comparison theorem (cf. Théoréeme 2.23). Let S/R
be a real closed field extension and X a real closed space over R. For all integers p, q, there are canonical isomor-
phisms

7 HED(X) —— HEN(Xs).

Arithmetic version of the real closed field extension comparison theorem (cf. Théoréme 3.6). Let S/R
be a real closed field extension and X a real closed space over R. For all integers p, q, there are canonical isomotr-
phisms

 HEH(X) —— HEN(XS).

To conclude, although there is no analytic exponential morphism on the field C := R [\/—_1 ], i.e. under
the form of the sum of a power series, we can §till consider the locally semi-algebraic universal covering
C* of C* (see [DK84, Cor. 5.12])

exp®®: CX —— C~

and derive a definition of the algebraic exponential exp™®, which is, in essence, closer to the true expo-

nential than the arithmetic exponential
exp™ : Cf —— C*.

This thesis is organized as follows :

- Chapter 1 consists of algebraic and topological preliminaries. We primarily introduce the notions
of uniquely divisible co-envelope and prefinite completion, and define the arithmetic exponential

morphism fir§t for abelian groups, then in the more general context of abelian categories.

- Chapter 2 contains a review of the work done by Gleuher in his doctoral thesis. It briefly presents
the basic objelts, i.e. the spaces we are concerned with, and the construction of the corresponding
cohomology, as well as the exact triangles that, on the one hand, show that this cohomology satis-
fies the Eilenberg-Steenrod axioms, and on the other hand, link these bigraded groups to simpler

cohomology groups, which, praftically, allows us to perform calculations.

- Chapter 3 forms the core of this document. Here, we con$tru¢t and §tudy the real arithmetic expo-
nential exact sequence, the arithmetic reduction complexes, and the associated bigraded arithmetic

cohomology. We then e$tablish the conneétion with its analytical counterpart, notably through an
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analytic-arithmetic comparison theorem.

- Chapter 4 extends the results of the previous two chapters to an arbitrary real closed field, using
the semi-algebraic theory of H. Delfs and M. Knebusch and its conneétion to the semi-algebraic
version of scheme theory developed by N. Schwartz. In particular, we once again derive various

comparison theorems as corollaries of Delfs” work on semi-algebraic cohomology.
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CHAPITRE 1

L’exponentielle arithmétique et la

complétion prefinie

1 Le cas pon¢tuel et discret

ANS toute la suite, la lettre A désignera un groupe abélien dont la loi sera notée additivement.

\‘
S
“0,@

<3V /2y
. @) ment notées Ab et Dtf.

Apreés quelques rappels concernant la notion de groupe divisible, une bonne référence étant [Fucyo,

Chap. IV], on introduit et étudie la notion de co-enveloppe uniquement divisible.

Définition 1.1 (Groupe divisible). On dit d’un groupe abélien A qu’il e$t divisible si tous ses éléments
le sont : pour tout a € A et pour tout entier n > 1, il exi$te a’ € A tel que a = n.a’. Si de plus tous les
a’ sont uniques on dit que le groupe A e§t uniquement divisible. Autrement dit, le groupe A est divisible

(respectivement, uniquement divisible) si et seulement si, pour tout entier # > 1, le morphisme

A —A

a —> n.a

est surjeCtif (respeGtivement, bijectif).

Tout groupe abélien possede un sous-groupe divisible maximal,

Définition 1.2. Un élément a de A est dit divisible en famille s’il existe (b,) _. dans A telle que b; = a et

n>1

pour tout m,n > 1, m.b,,, = b,,.

Proposition 1.3. Le sous-groupe de A formé des éléments divisibles en famille est le sous-groupe divisible

maximal de A, on le note A,.

23
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Démonstration.

- Pour tout a € A, il existe (b,) dans A, telle que, en particulier, pour tout n > 1 on a

n>1

n.b, = by = a donc le groupe A, et divisible.

- Soit D un sous-groupe divisible de A et soit d élément de D. Posons by, := d et, pour n > 2, dé-
finissons par récurrence, puisque le groupe D et divisible, ’élément b,, comme une solution de
I’équation n.b,, = b(,_,). Plus généralement, étant donné un entier m > 1, comme il existe un plus
petit entier 1 tel que m|n!, on peut poser b,, := 2.b,,. La famille (bp),5, ainsi con$truite permet de

montrer que 4 e$t divisible en famille. En effet, on a d’une part, par définition, b; = d et d’autre

part, pour m,n > 1,

avec i le plus petit entier tel que n|i! et jle plus petit entier tel que nm| (i + j)!. O

Dans la littérature, la notion de groupe uniquement divisible se substitue a celle de groupe divisible

sans torsion, ceci se justifie de la maniére suivante :

Proposition 1.4. Un groupe divisible est uniquement divisible si et seulement s’il est sans torsion.

Démonsiration. Soient n > 1 et a un élément d’un groupe uniquement divisible tels que n.a = 0, comme
n.0 = 0 et que 4 est unique on a a = 0. Réciproquement, soient # > 1 et 4 un élément d’un groupe
divisible sans torsion A, s’il exi$te a’,a” € A tels que a = n.a’ = n.a” alors n.(a’ —a”) = 0 donc a’ = a”

puisque A eét sans torsion. O

Exemples 1.5.

 Le groupe abélien sous-jacent a un Q-espace veltoriel e§t uniquement divisible.
* Le groupe multiplicatif Q™ et de torsion et n’e$t pas divisible.

 Le groupe des inversibles d'un corps algébriquement clos e$§t divisible mais jamais uniquement

divisible.

* Le groupe multiplicatif des éléments Stri¢tement positifs d’un corps réel clos e§t uniquement di-

visible.
 Le groupe abélien Z n’e$t pas divisible.

« Pour tout entier n > 2, le groupe abélien Z /,, n’e$t pas divisible.
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1. Le cas pontuel et discret

« Etant donné p un nombre premier, le groupe abélien des entiers p-adiques Z, n’est pas divisible.

+ Pour tout nombre premier p, le p-groupe de Priifer

Z(p%) = colnimz/p" ~ Z[%] /z,

ot les morphismes de transition dans la colimite sont donnés par la multiplication par p, est divi-

sible.

On connait bien les groupes divisibles puisque 1'on a le résultat suivant,

Théoréme 1.6 (de §tructure des groupes divisibles, [Fucyo, Chap. IV, Theorem 23.1]). Tout groupe divi-
sible D s’écrit comme somme direcle de copies de Q et de p-groupes de Priifer : D ~ 5 Q 5 Z (p™).

m mp
Définition 1.7 (Co-enveloppe uniquement divisible). Considérons I’ensemble partiellement ordonné

(N*,]) et le sy§teme projectif de groupes abéliens sur (N”, |) donné par :

- Pour tout entier n > 1, on pose A,, := 4,

- Pour tout couple (m, n) d’entiers > 1 tels que m | n, le morphisme de transition ¢, et la multipli-

cation par l'entier 2,
m

A — A,
Pnm -
a — L
m

La co-enveloppe uniquement divisible de A, notée A,, et la limite projeétive de ce sy$téme.

Remarque 1.8. Etant donné G un groupe, si A e§t un Z[G]-module, la con§truétion précédente reste

valable et on a (4,)° = (AG)

!

Par con$truction de A, on dispose de la projection sur le premier facteur
T(l . A| — A] = A.

Pour toutes les raisons que I'on a données dans I'introdudtion, on décide d’appeler ce morphisme l’expo-
nentielle arithmétique et de le noter exp®. On obtient alors immédiatement une description du noyau de

I’exponentielle arithmétique en termes de limite projeétive : on a
Ker (exp™) = lirln T,(A)

ou T, (A) e$t le sous-groupe des éléments de n-torsion de A et les morphismes de transition sont les

mémes que ceux de A,.
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Exemples 1.9.

Lorsque A = Z(p®), les seuls T,,(Z (p™)) non triviaux sont les Tpa (Z (p*)) ot @ > 1. Ainsi, la
condition de divisibilité p*|p” e§t équivalente 2 a < B et le sy§téme projectif obtenu est le méme
que celui associé aux entiers p-adiques donc Ker (exp™) = Z,,.
Lorsque A = Q /7, comme le groupe Q /7 s’identifie au sous-groupe de torsion du cercle T(Sl),
pour tout n > 0, le groupe T, (Q /7 ) correspond aux racines n-iémes de 'unité y, (C*) et donc, en

~

notation additive, a Z /4. En prenant la limite projective on a alors Ker (exp®) = Z.

1 A .
Lorsque A = S, par les mémes arguments que dans l’exemple ci-dessus on retrouve Ker (exp™) =

~

Z.

Lorsque A = C*, on écrit I'isomorphisme C* ~ S' xR, issu de la forme exponentielle des nombres

complexes et comme le groupe R, e§t uniquement divisible le noyau de I’exponentielle arithmé-

tique e§t le méme que dans le cas du cercle donc on retombe sur Ker (exp®) = Z.

Proposition 1.10 (Fon&torialité de la co-enveloppe uniquement divisible). Tout morphisme de groupes

abéliens f 1 A — B induit un unique morphisme f, : Aj — B, tel que le diagramme suivant

A!LB!

exparl lexpar

AT>B

commute.

Démonstration. Par con§truétion de A, pour tout m, n > 1 tels que m|n, le diagramme suivant commute,

I

A—)A

1l s

B, ———— B,.

Xon

Donc par propriété universelle de la limite projective il exi§te un unique morphisme f; : A, — B, tel que
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le diagramme

commute et il suffit ensuite de prendre m = 1. Pour ce qui e$t de 'unicité, il suffit de montrer que s'il
exi$te un autre morphisme g : A) — B, comme dans I"énoncé alors, on a, pour toutn > 1, 7,0 ¢ = f o1,
ce qui impliquera que ¢ = f par unicité du morphisme f.. On a par définition 1’égalité exp® og = foexp™,
or on a aussi, pour tout # > 1, exp® = n.1,, donc (n.1,) o g = f o (n.7,) d’out (n.77,) 0 g © % = fo(n.m,)o

1
n
mais le membre de droite vaut f o 1, tandis que le membre de gauche vaut 7, o g. O

Remarque 1.11. Comme la co-enveloppe uniquement divisible est obtenue en prenant la limite d’un
certain diagramme, cette opération commute avec les limites donc, en particulier, avec les produits, les
égaliseurs et les sommes direltes finies (dans la catégorie des groupes abéliens, les produits finis et les

coproduits finis sont les mémes objets).

Proposition 1.12. Le groupe A, est sans torsion.

Démonstration. Soit k > 1 tel qu’il existe (a,) _. € A, tel que k.(a,) _. = (k.a,) _. = 0. Pour tout n > 1,

n>1 n>1 n>1

ona( = k'akn = ]%'akn =a, donc (a”)n>1 =0. O

Remarque 1.13. Sile sous-groupe de torsion T (A) et non trivial il n’exi$te donc pas de morphisme de A

vers A, et par conséquent l’exponentielle arithmétique n’admet ni section ni rétraction.

Etant donné D un groupe uniquement divisible, on peut toujours, par définition, considérer, pour

tout entier k > 1, 'automorphisme de groupes

l :D—D

% )
mais dans le cas ou D = A, cette construction est tout a fait explicite.
Proposition 1.14. Pour tout entier k > 1, on a un automorphisme de groupes

1‘A! —)A!
%.

(an)nzl —> (ukn)nzl

appelé morphisme de k-ieme décalage.
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Démonstration. En effet, il suffit de vérifier que, d’une part k. (ay,),., = (a,),., et d’autre part (ay,),., €
A! .
k
- Pour tout n > 1, on a k.ay, = 5*.ax, = a,.
- Pour tout m,n > 1 tels que m|n, on a ;-.a, = ]f—:l.ukn = Q- O

Remarque 1.15. Dans un groupe uniquement divisible, des que m|n, en posant k := ;. on a les égalités
k.a = L(n.a) = n.(%a). Ceci provient du fait que, par définition, L (n.a) e§t 'unique élément tel que
m. (L (n.a)) = n.a, or c’est aussi le cas pour k.a et n. (La).

Corollaire 1.16. Le groupe A, est uniquement divisible.

Corollaire 1.17. L'image du morphisme exponentiel arithmétique est le sous-groupe divisible maximal A,.

Démonstration. Comme le groupe A, et divisible et que I'image d’un groupe divisible e$t divisible on a

Im (exp®) C Ay. Réciproquement, si a € A; alors, d’apres la proposition 1.3, il existe (b,),,, dans A telle
que by = aet, dés que m|n, 1i.b, = .byn = by, ie (by),,; € Areta =exp™ ((by),,,)- O

De plus, la con§truction de A, vient avec une propriété universelle, a savoir :

Proposition 1.18 (Propriété universelle de la co-enveloppe uniquement divisible). Pour tout groupe uni-
quement divisible D et pour tout morphisme de groupes f : D — A, il exi$te un unique morphisme de groupes
f 1D — A, tel que exp™ of = f,

D —) A.

N S

Démonstration. C’est encore la propriété universelle de la limite projective : le groupe D étant unique-
1 1
ment divisible, pour tout n > 1, on dispose de I'automorphisme i D — D. En posant f, := f o o

d’aprés la remarque 1.15, le diagramme suivant e§t commutatif

AN

l
Xm

et en prenant m = 1 on voit que le morphisme fconvient. Quant a l'unicité, si g e§t un autre tel mor-
phisme, alors d’une part, par définition on a exp® og = f et, d’autre part, pour tout n > 1, n.1,, = exp®

Ainsi, on a n.7,0g = f donc n.m,0god = fol=f Or pourtoutd € D,ona
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n.1t, (8(5d)) = 7 (1.8 (5d)) = 7 (8 (n.5d)) = 70, ((d))
donc 7, 0g =n.m, 0802 = fol = f et,comme le morphisme f eSt unique,ona g = f. O

Remarque 1.19. Une autre preuve, plus courte, de la fonCtorialité de la co-enveloppe uniquement divi-
sible peut étre obtenue en utilisant la propriété universelle et le corollaire 1.16 : si f : A — Best un mor-
phisme de groupes abéliens alors on applique la propriété universelle au morphisme

foexp” : A, — B.

Corollaire 1.20. L'exponentielle arithmétique exp® : A —> A est un isomorphisme de groupes si et seulement

si le groupe A est uniquement divisible.

DémondSiration. En prenant D = Aet f = Id, dans la proposition précédente, on obtient la surjectivité du

morphisme exponentiel. Soit (a un élément de Ker (exp™), i.e. a; = 0. Comme (a € A,, pour tout

Tl)nzl ”)nzl

entier n > 1, n.a, = a; = 0. Or, d’aprés la proposition 1.4, le groupe A e$t sans torsion, ainsi, pour tout

n >1,a, = 0 donc le morphisme exp™ et injectif. La réciproque et donnée par le corollaire 1.16.  [J

Remarque 1.21. Si le morphisme exponentiel arithmétique admet une section alors exp® et surjective
donc le groupe A e$t divisible. Donc, d’aprés la remarque 1.13, une condition nécessaire a l’exitence du

logarithme arithmétique est I'unique divisibilité du groupe A et dans ce cas ce dernier n’a aucun intérét.

Par conséquent, lorsque le groupe A eét divisible, on récupére une suite exaéte courte que 'on appelle

suite exalle exponentielle arithmétique,

EXpar

~
S
~
o

0 —— Ker (exp™) > A
En, particulier, quand A = C*, la proposition 1.18 implique que le diagramme suivant

C—)CX

N S

commute (le morphisme horizontal étant ’exponentielle complexe au sens analytique) ce qui nous per-

met d’obtenir le morphisme de suites exactes courtes

0 — 2inZ » C 2y C* > 0
s & H (1.1)
0 y Z > Cf — C* 5 0.
exp
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Corollaire 1.22. La projection sur la premiére composante
T (Ay), — A
est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. On combine les corollaires 1.16 et 1.20. O

Lemme 1.23. OnaZ, = 0 et, pour tout m > 1, (Z /m), =0.
Démonstration.

- Tout élément (a,),. , de Z, vérifie, pour tout n > 1, n.a, = a, donc, pour tout n > 1, a; = a, = 0.

- Soit (a;) Mg = O

(Z /m),,on a pour touti > 1,0 = m.a,,; =4

i>1

Corollaire 1.24. La co-enveloppe uniquement divisible de tout groupe abélien de type fini est le groupe trivial.

Démonstration. Le théoréme de §truture des groupes abéliens de type fini nous fournit un entier I > 0

et des entiers ay, ..., a; > 2 tels qu’il exi$te un isomorphisme de groupes
~Z e xZ !
A=Z [y x--xZ[g XZ.
Donc, d’apres la remarque 1.11,0n a

A= (Z [g,) % x (z/ak)! (2,

et on se sert du lemme 1.23 pour conclure. O

Ce dernier résultat implique, grace a la remarque 1.11, que la co-enveloppe uniquement divisible
de tout groupe profini et trivial et, en particulier, qu'appliquer la complétion profinie suivie de la co-
enveloppe uniquement divisible (ou dans l'ordre inverse) ne donne jamais rien : c’est par exemple le cas

pour les groupes abéliens Z, et Z.

Proposition 1.25. Soit R un corps réel clos, on a Ry = R.,.

Démonsiration. Comme le groupe R, est uniquement divisible, la proposition 1.18 nous apporte le dia-

gramme commutatif suivant,
R.o ‘—) R*.

N S
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1. Le cas pontuel et discret

De plus, 'application 7 envoie tout élément striGtement positif x sur (/x) _ doncsi(a,),,; € R onaen

particulier a; = a3 € Ry, et (a,) _. =1(a;). O

Il exiSte une notion duale d’enveloppe divisible, notée Ag;,, dont la caraltérisation se réduit a la pro-

priété universelle suivante,

Théoréme 1.26 ([Efro6, Chap. 1, Theorem 1.2.6]). Soient A un groupe abélien sans torsion et G un groupe

abélien contenant A. En identifiant A comme un sous-groupe de Ag;, = A ®z Q via le morphisme

A Adiv
lA: )
a —a®l

les assertions suivantes sont équivalentes

1. Le groupe G est A-isomorphe a Ag;y,

2. Le groupe G est sans torsion, le groupe quotient G | 4 est de torsion et pour tout groupe sans torsion H

contenant A tel que H | o soit de torsion, il existe un A-monomorphisme H — G,

3. Le groupe G e$t uniquement divisible et, pour tout groupe uniquement divisible H contenant A il existe

un A-monomorphisme G —— H,

4. Le groupe G e$t uniquement divisible et le groupe quotient G | A e$t de torsion.

I1 e§t alors 1égitime de se poser la question du lien entre la co-enveloppe uniquement divisible et I’en-
veloppe divisible. On peut déja dire que lorsque le groupe est uniquement divisible, ces deux construc-
tions donnent le méme résultat : c’e$t le corollaire 1.20 et [Efro6, Chap. 1, Prop. 1.2.4]. En revanche,
contrairement a la co-enveloppe uniquement divisible, cf. le corollaire 1.20, la réciproque e$t fausse : il
suffit de penser au groupe non divisible Z /;,. De plus, ces deux derniéres ne sont pas toujours égales.

En effet,on a Zy;, = Z ®; Q ~ Q mais Z, = 0 d’apreés le lemme 1.23.

Remarque 1.27. En général, la complétion profinie et la co-enveloppe uniquement divisible ne coincident

pas, en effet :

+ Le premier point de la proposition ci-dessus implique que la complétion profinie et la co-enveloppe

uniquement divisible d’un groupe abélien fini non trivial ne sont jamais isomorphes.

+ La complétion profinie d’un groupe abélien uniquement divisible non trivial e§t le groupe trivial

alors que, d’apres le corollaire 1.20, sa co-enveloppe uniquement divisible e$t lui-méme.

Les observations précédentes nous amenent naturellement a regarder le fonteur
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° . Ab bl th.

Il et essentiellement surjetif d’apres le corollaire 1.20 mais ni plein ni fidéle. De plus, d’aprés la re-

marque 1.11 il et exadt a gauche.

2 Des remarques sur le point de vue topologique

Dans cette setion, A sera un groupe topologique abélien et la catégorie des groupes abéliens topolo-

giques est notée TAD.

On prendra garde au fait que lorsque le groupe A e§t uniquement divisible, la multiplication par
un entier n > 2 n’e§t pas toujours un homéomorphisme. En effet, soit un nombre premier p > n et
considérons le groupe Q muni de la topologie telle que B = {p"'Z},,., soit une base de voisinages ouverts
de 0 : le groupe Z et un voisinage ouvert de 0 mais, en notant d la division par n,on a d™' (Z) = nZ qui

n’e§t pas un ouvert de Q puisque, pour tout m > 0, n } p"'.

Le dernier exemple de 1.9 n’est pas pris au hasard : il s’agit du solénoide adélique

Proposition 2.1 ([KS18, Prop. 2.1]). Les groupes topologiques suivants sont tous canoniquement isomorphes,

1. Le dual de Pontryagin Q := Homqyyy, (Q,S') muni de la topologie compacte-ouverte ot le groupe Q est
discret et 8' ¢ C*

N

. La limite projeétive lin}} R /Z [1] o les morphismes de transition sont induits par Id : R — R
ne n

3. La co-enveloppe uniquement divisible du cercle S|

LN

. Le groupe des classes d’adéles A /Q oir Q e$t diagonalement plongé dans A

3 Quelques résultats généraux sur les groupes topologiques

Soit G un groupe, munir G d’une topologie compatible avec sa Structure algébrique e$t équivalent a
se donner une base N de voisinages de 1’élément neutre de G. Les groupes topologiques considérés dans
la suite seront toujours supposés a bases dénombrables de voisinages et linéairement topologisés, i.e. les
éléments d’une base A sont des sous-groupes de G. Notons G le groupe des suites de Cauchy dans G
et K C G le sous-groupe de telles suites convergeant vers 1’élément neutre. Il y a alors, a priori, deux

notions de complétion :
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3. Quelques résultats généraux sur les groupes topologiques

1. Sile morphisme canonique

17:G—>(A;::I{Ii€1}1vG/<<N>>

du groupe G vers sa complétion algébrique G e§t un isomorphisme de groupes topologiques on dit

que le groupe G est algébriquement complet.

2. Sile morphisme canonique

du groupe G vers sa complétion topologique G e§t un isomorphisme de groupes topologiques on dit

que le groupe G et topologiquement complet.

Proposition 3.1. Un groupe topologique abélien séparé A est algébriquement complet si et seulement si toute

suite de Cauchy dans A converge.

Démonstration. Puisque le groupe e§t supposé séparé on a déja I'injetivité du morphisme #, en effet on
a{0} = ﬂNN = Ker (7). Soit @ = (ay)yc, un élément de la complétion algébrique A. Par définition de la
€
limite projective, la condition de compatibilité aux morphismes de transition signifie que la suite (ay) ¢
est de Cauchy dans A. Si l'on suppose que toute suite de Cauchy dans A converge alors le morphisme
n e$t surjeltif car, en notant a la limite (nécessairement unique d’aprés ’hypothése de séparation) de
la suite (ay)yc ON a 77(a) = (ay)yey = 4. Réciproquement, si le groupe A est algébriquement complet
on peut « tirer en arriere les limites » : soit (a,),.y une suite de Cauchy dans A, comme le groupe Aest
complet au sens ou toute suite de Cauchy y converge, la suite image (7 (an))nEN est de Cauchy et converge
donc vers un unique élément 2 € A. Puisque le morphisme 7 e§t un isomorphisme, il exi§te un unique

élément a € A tel que 77 (a) = a et la suite (a,), converge vers a. O

Proposition 3.2. Un groupe topologique abélien A est topologiquement complet si et seulement s’il est séparé

et toute suite de Cauchy dans A converge.

Démonstration. Si le groupe A et topologiquement complet alors, en particulier, le morphisme 1 e$t
inje&if donc Ker (1) = {0} = {0} et le groupe A e séparé. De plus, la surjetivité de : revient a dire que
pour tout suite de Cauchy (a,), dans A il existe un élément a € A tel que l'on ait lima, —a = 0 ie.
toute suite de Cauchy converge. Réciproquement, toute suite de Cauchy dans A converge vers un unique
élément donc on peut définir un épimorphisme de groupes j : A — A en posant 7((a,),) = lima, de

telle sorte que Ker (j) = K et que I'isomorphisme induit fournisse I'inverse de 1. O
Corollaire 3.3. Pour un groupe topologique abélien séparé, les deux propriétés de complétion coincident.
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4 Groupes prefinis

Définition 4.1. Soit G un groupe, si H est un sous-groupe normal de G nous dirons que H e$t d’indice

efini dans G dés que le groupe quotient G /1 e§t d’exposant fini.

Lemme 4.2. Soit H un sous-groupe normal d’un groupe G, si les groupes G /1 et H sont d’exposants finis

alors il en est de méme pour G.

Démonstration. Appelons n et m les exposants respectifs des groupes G /pj et H. Soit ¢ € G,on a g" =
g" =1donc g" € Het g"" = 1. Le groupe G et par conséquent d’exposant fini. O

Avant toute chose, il e§t important de noter que I’ensemble partiellement ordonné par I’inclusion des
sous-groupes normaux d’indices efinis d'un groupe donné forme un systéme filtrant a gauche. En effet,
si l'on se donne H, K < G d’indices efinis alors en se servant du lemme précédent puisque, d’une part,
le groupe H /[j A K e$§t d’exposant fini (comme sous-groupe de G /K qui par hypothése et d’exposant

fini) et que l'on a, grace au troisiéme théoréme d’isomorphisme,

G/HmK/H/HmK ~G/y

qui est d’exposant fini on en déduit que le groupe G /i 0 K et d’exposant fini, i.e. HNK < G et d’indice

efini.

Définition 4.3 (Topologie prefinie). Etant donné G un groupe, la topologie prefinie sur G et celle pour
laquelle les sous-groupes (normaux) d’indices efinis de G con$tituent une base de voisinages de 1’élément

neutre e € G.

Définition 4.4 (Groupe prefini). On dit d’'un groupe G qu’il e$t prefini s’il e§t séparé et complet pour
la topologie prefinie, i.e. si I'une des Structures uniformes droite ou gauche induites par la topologie
prefinie [Bouoy, IIl.20, Déf. 1] munit le groupe topologique séparé (G, ef) d'une StruCture d’espace

complet.

Remarque 4.5. La propriété de séparation demandée dans la définition de groupe prefini exclut d’emblée
les groupes divisibles. En effet, tout groupe divisible e§t complet pour la topologie prefinie puisque cette

derniére e$t simplement la topologie grossiere qui n’e§t jamais séparée sauf quand le groupe et trivial.

Remarque 4.6. Contrairement au cas profini on perd la propriété de compacité : qu’il suffise de penser
au plus petit groupe non fini d’exposant fini (HZ /2, c’e§t un groupe prefini mais certainement pas
N

compact pour la topologie prefinie!
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De méme que dans les cas profini [RZ10, Seé. 3.2] et de protorsion [PSg93] on dispose d’une notion

de complétion relative a la propriété de prefinitude : soit G un groupe, on peut considérer sa complétion

prefinie
Gl .= lim G
G™ UILdG U,

ou U <« G signifie que U est un sous-groupe (normal) d’indice efini de G et 'ensemble sous-jacent
du systeme projectif correspondant et (U <i,s G, C°P). En munissant les groupes G /{7 de la topologie

discréte, on fait de G un groupe topologique via la topologie de la limite. Les projeétions
G—G/y

induisent par ailleurs un unique morphisme de groupes topologiques 4 : G — G*f dont I'image e$t

dense dans G [RZ10, Lemma 1.1.7].

La complétion profinie d’un groupe G est le groupe défini par la formule

A': i G
G: I}}lqu /N

ou, cette fois-ci, N <i¢ G signifie que N e$t un sous-groupe (normal) d’indice fini de G. Tout groupe d’ordre

fini étant d’exposant fini, on a donc, par propriété universelle, un unique morphisme de groupes
e:Gf—5G

rendant le diagramme

éef

ST

G/N
commutatif.
Proposition 4.7. Soit G un groupe, en notant {{G")) le plus petit-sous groupe normal de G contenant G", on

a

G ~1im G [(gmy ~1im G [(Gmy),

m|n

les limites des membres du milieu et de droite étant respetivement prises sur les syStémes projectifs dont les

ensembles partiellement ordonnés sous-jacents sont (N*, |) et (N, <).
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Démonsltration. C'e§t essentiellement une conséquence du fait que (((G")), C°P) forme une partie cofinale
pour (U < G, C°P) [Macg8, Chap. IX, §3]. Il suffit donc de montrer que pour tout U < G il existe n > 1
tel que ((G")) C U. Puisque par hypothése le groupe quotient G /{7 e§t d’exposant fini on peut choisir
ni= e(G/U), on a alors, pour tout ¢ € G, ¢" € U donc G" C U. On a encore, pour tout n > 1, ((G”l)) C
({(G")) d’ou les isomorphismes

G =1im G [Gmy) =1im G [(G™y)-

coP copP

Les fon&teurs
(N, I) — (((G")),€™) (N", <) — (((G")), <)

mln — ((Gm>> gop ((G”)) m<n—s <<Gm'>> gop <<Gn'>>

étant des équivalences de catégories on a aussitot

lim G /Gy =1im G [Gm) etlim @ [Gy) =1im G [((G™y).

mln

Exemples 4.8. Lorsque le groupe G e$t :

+ d’exposant fini n on a, pour tout multiple m de n, ((G™)) = 0 et par conséquent G =G,

+ divisible on a, pour tout entier n > 1, G/<<G">> = 0 et par conséquent G = 0.

A partir de maintenant on se re§treindra au cas abélien et donc, en vertu de la proposition précédente,
on a, si A est un groupe abélien,

At =~ li;qulilA/nA = hrflnA/n!A-

Proposition 4.9. Soit A un groupe abélien de type fini, le morphisme € : A — A et un isomorphisme.

Démonstration. 1l suffit de montrer que tout sous-groupe d’indice efini de A et d’indice fini. Soit N < A
un tel sous-groupe, le groupe quotient 4 /N e§t d’exposant fini donc de torsion et, comme A e$t de type
fini, il et aussi de type fini. Or, tout groupe abélien de type fini et de torsion est nécessairement fini

donc le groupe A /N eét fini, i.e. N et d’indice fini dans A. O

Sous I’hypothése de commutativité on sait bien [Bouo7, III. 26, Théoréme 2] que le groupe topolo-
—ef

gique (A, ef) admet un complété topologique A qui e$t séparé : c’est 'ensemble des classes d’équivalence

de filtres de Cauchy pour la §tructure uniforme induite par la topologie prefinie ot 'on décréte que deux

filtres sont équivalents si et seulement si leur différence converge vers o. De plus, on a le résultat suivant,
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Théoréme 4.10 ([Bouoy, III. 61, Cor. 2]). Soient G un groupe d’élément neutre e, (H,), une famille filtrante
décroissante de sous-groupes normaux de G. Si 'on munit G de la topologie pour laquelle les H, forment une

base de voisinages de e, le groupe séparé associé a G est isomorphe a

Gl = G/m Ha’
o
G’ admet un groupe complété et 'application canonique
G —G:= lig(nG/Ha
se prolonge en un isomorphisme de groupes topologiques de G = G’ sur G.

. . . —-ef Sef . . L4 . )
Ce qui nous assure un isomorphisme entre A et A®. En particulier, la complétion prefinie d’un
groupe abélien est un groupe prefini. En conséquence de quoi la proposition qui suit apparait comme

cas particulier de [Bouo7, I1I. 25, Prop. 8],

Proposition 4.11 (Propriété universelle de la complétion prefinie). Soit A un groupe abélien, pour tout

groupe prefini P et pour tout morphisme de groupes ¢ : A — P il exiSte un unique morphisme continu

@ A — P tel que le diagramme suivant
A—"5p
U\L ._.-".Aef

commute et ceci carac¥érise le groupe A,

La propriété universelle implique immédiatement la fontorialité de I’association e

Proposition 4.12 (Fon&torialité de la complétion prefinie). Tout morphisme de groupes abéliens f : A — B

induit un unique morphisme fef 2 A — B tel que le diagramme

commute.

Proposition 4.13. La complétion prefinie préserve les produits finis.

Démonstration. On procéde de la méme maniére que dans le cas profini. Soient A, B deux groupes abé-

~ ~ ——ef
liens, il s’agit de démontrer que le groupe topologique A x B satisfait la propriété universelle de A x B .
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Soit donc P un groupe prefini venant avec un morphisme de groupes A x B —% 5 P, on en tire deux

triangles commutatifs
P2

A p BEp
1 o 1

P1 2
Zief iief

qui fournissent un unique morphisme A% x B — P faisant commuter le diagramme

AxB —2 s p

l

Zief % i§ef

puisque I'image de A x B dans A*f x B et dense et que le groupe topologique P e§t séparé. O

ef

Remarque 4.14. Le fonéteur ' ne commute pas, en général, avec les colimites. Voici un contre-exemple :

~ —~ef ~
écrivons Q = colim %Z, comme Q e$t un groupe divisible on a Qef = 0 mais colim %Z = colim Z¢f =
mn mn mln

Zef 2 0.

Lemme 4.15. La complétion prefinie d’'un groupe abélien sans torsion est sans torsion.

Démonstration. Soit A un groupe abélien sans torsion. Soient (s,), une suite de Cauchy dans A et k € N*
tels que l'on ait k. (s,), = 0 dans A ie. la suite (k.s,), converge vers o dans A. Par définition ceci signifie
que pour tout N € N, il existe M € N tel que pour tout n > M on ait k.s, € N!A. Soit un entier L > 2, en
prenant N = kL on sait donc qu’il exi$te M € N tel que, pour tout n > M, k.s, € (kL)!A. Comme k | (kL)!
et A et sans torsion on a alors, pour tout n > M, s, € “‘%A. Or, L! | (k—,f)' donc pour tout n > M on a

s, € L!A : 1a suite (s,), converge vers 0 dans A. O

Proposition 4.16 ([God58, Chap. I, Théoréme 5.3.1, p. 98]). Pour un groupe abélien, étre plat et équivalent

a étre sans torsion.

Signalons que [Wilg8, Prop. 1.5.3] reste vraie en remplacant dans I’énoncé « groupe profini » par

«groupe prefini » :

Proposition 4.17. Soit G un groupe prefini,

1. Il exiSte une unique application continue Z¢ x G — G telle que (n,g) — ¢" pourn € Z.Sig € Get

z € Z I'élément g* et donc bien défini.

2123

2. SigeGetz,,z, € Z% alors g% = gP1g% ot (¢™)? = g
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4. Groupes prefinis

3. Sigi,9, € Gcommutent et z € 7 alors (819)° = §145-

Ainsi, tout groupe abélien prefini e§t un module sur I’'anneau Z et, étant donné A un groupe abélien,

on a, par propriété universelle du produit tensoriel, un diagramme commutatif

AxZ¥ —2 5 AR, Z

r]xldl lq®ld."._..

A x 7 25 A, 7 g9

S
N

A\ef
Proposition 4.18. La transformation naturelle reStreinte aux groupes abéliens de type fini

/.\ef

‘®y 2ef _9)
es$t un isomorphisme naturel.

Démonstration. D’aprés la proposition 4.9, c’est la méme preuve que pour la complétion profinie. Soit
A~Z /a1 x---xZ /ﬂk xZ' un groupe abélien de type fini. Le lemme 4.15 et la proposition 4.16 impliquent

que le fonéteur - ®, Z e§t exa& donc préserve les produits finis, on a alors

A®y 7% = (Z ], @, 7 x + x (Z |4, ® 72°) Zef\'
/1 k

~ ZEf /a12ef X oee X ZEf /akief x (2ef)l

~ef
I
22/a1 X...xZ/ak x Z
~ A\ef
ol le dernier isomorphisme provient de la proposition 4.13. O

La complétion prefinie ne préservant pas le produit tensoriel « algébrique » méme quand les groupes
sont de type fini (e.g. Z ®, Z = Z) nous nous intéressons davantage a sa version complétée : c’e§t un
cas particulier du produit tensoriel complété de A-modules linéairement topologisés ou I'anneau A est
lui-méme linéairement topologisé [DG6o, Chap. o. Se&. 7.7], en l'occurrence A est I'anneau des entiers

Z muni de la topologie prefinie et M et N sont des groupes abéliens munis de la topologie prefinie.

Définition 4.19. Soient A, B deux groupes abéliens munis de la topologie prefinie, le produit tensoriel

complété A<§>erB de A et de B et le Z-module défini comme la limite du systeme projeif formé des Z /,;-
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modules A/, A ®Z/ B/,B,i.e.
n
~ef
A®ezB:11mA/nA®Z B/nB
m|n /7’1
En raison des isomorphismes

Alna ®Z/n B/up 2(A®zz/n)®z/n (B‘X’zz/n):A@ZB/n(A@ZB)

~ef ————ef ~ef ~ef
onaA®;B~A®; B etonnote®;, : AxB—> A®; B l'application bilinéaire obtenue par composition

_—— ef

AxB —25 A®,B —5 A®,B .

Ce dernier vérifie la propriété universelle adéquate :

Proposition 4.20 ([Wilg8, Lemma 7.7.1]). Soient A, B et P des groupes prefinis, pour toute application

~ef

~ef
bilinéaire continue f : A x B —> P il exiSte un unique morphisme continu & : A®, B —> P rendant le

diagramme suivant commutatif

AxB —L 5 p.
~ef 7
®Z\L af

~ef ot
ABYB

En particulier, on a 2@?2 ~ 7 et A@)erZ = lirlnA /nA ®Z/ Z/, = lirlnA /nA = A donc deés que le
min n min
groupe A est prefini AQAZ)erZ = A
Etant donné n > 1, relevons a présent l'existence du diagramme suivant,

expar

s A — 1y A

|

s A > Alya — 0.

A

0 — LimT, (4)

[
> A

0 —— T,(A)

n

Notons de surcroit que 'on a I’égalité Ker (17) = () nA et que comme, d’aprés le corollaire 1.17, on obtient
n>0

Im (exp™) = A; donc Im (exp™) C Ker (1) mais, en général, cette inclusion e$t §tri¢te. En effet, examinons

le groupe défini par générateurs et relations
b
G = <x1xn | nx,=x,n 22>a = @Z/O’l.en—el | n 22>

ou, pour n > 1, on pose ¢, := (0,...,0,1,0,...).
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On va montrer que l'on a
(i). Div(G) := N nG = (&)
n>1

(ii). Im (exp™) est le groupe trivial
Démonstration.

d
(i). Soit g = ) gie; dans Div (G) tel que d = 1 et g; # 0. Comme, par définition du groupe G,on ai.¢; =
i=1
e;, on peut supposer que l'on a, pour tout 1 <i < d, I'encadrement 0 < g; <i — 1. Soit maintenant
n > 2,il exiSte h € G tel que l'on ait n.h = gdonc n.h —g = 0 dans Gie. nh—g = Y k;(i.e; —e).
i>2

Ainsi, pour tout i > 2, on a n.h; — g = k;.i c’e§t-a-dire k;.i = —g; (mod n). Or, quand n = d, on a

d’une part k;.d = 0 (mod d) et d’autre part —g; Z 0 (mod d)car1 < g;<d-1.

(ii). Le groupe Im (exp®) et un sous-groupe divisible du groupe monogéne (e;) et ’élément e; et
d’ordre infini dans G: si N e§t un entier positif tel que N.e; = 0 dans GalorsonaN.e; = ) k; (i.e; — e)
i>2
donc N = (N.e;); = ) k; = 0 parce que, pour touti > 2,on a (N.e;); = 0 = i.k; donc k; = 0. Le
i>2

groupe Im (exp®) est par conséquent un sous-groupe divisible du groupe Z et et nécessairement

trivial. O

5 Unenotion de complétion profinie pour les (pré)faisceaux abéliens

Soit & un préfaisceau en groupes abéliens sur un espace topologique X, on lui associe un préfaisceau
en groupes profinis de la fagon la plus naive qu’il soit : si U/ e§t un ouvert de X on pose é}pSh U) = 97(\U)
et par fonctorialité de la complétion profinie des groupes abéliens ceci nous définit un préfaisceau sur
X, que l'on note g qui vient avec une transformation naturelle # — F P Cette con§trution et

de plus fontorielle, i.e. on obtient un foncteur
PN pAB (X) — PshP™f (X).

En notant i le fonéteur d’oubli des faisceaux vers les préfaisceaux et «* I’'opération de faisceautisation
. 2t A —~sh . . 21s PEN .
on introduit également un fon¢teur " au niveau des faisceaux abéliens sur X de telle maniére qu’il

fasse commuter le diagramme suivant,

~sh

Ab(X) ——— Ab(X)
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Par définition de =°

" et par adjon&ion +* 4 i on a donc une transformation naturelle
PAb (X) «——— Ab(X)
~psh \ ~sh

Psh”* (X) ¢——— Ab(X)

et on se pose la question de savoir sous quelles conditions e§t-ce un isomorphisme naturel : pour

_—psh ~sh
quels espaces X et quels faisceaux & € Ab (X), a-t-on 1'(97)p ~ i(? )?

6 Objets prefinis dans les catégories abéliennes

Soit A une catégorie (abélienne) de Grothendieck (pour garantir I’exi$tence des limites infinies). On
peut y définir la notion d’objet d’exposant fini : il s’agit d’un objet A de A tel que, pour un certain entier

naturel #n > 1, le monomorphisme
nA :=Im(nl,) — A

soit le morphisme nul. Si m|n sont deux entiers naturels et A e§t un objet d’une catégorie abélienne A

on a le monomorphisme de groupes abéliens
n.Hom 4 (A, A) — m.Hom 4 (A, A)

qui fait de nA un sous-objet de mA et, en notant A /,, o := Coker (n14), induit un élément de Hom 4 (A InA, Al mA )

Définition 6.1. Soit A une catégorie (abélienne) de Grothendieck et A un objet de A. On écrit

A=limA /nA (notez que l'on se déleste de 'exposant)

m|n

pour désigner la limite du diagramme obtenu via I’association précédente : c’e$t la complétion prefinie de
l'objet A. Un objet d’une catégorie abélienne et dit prefini si le morphisme n : A — A provenant des

fleches naturelles A — Coker (11 4) est un isomorphisme.

On obtient bien la fontorialité et la propriété universelle attendue,

Proposition 6.2. Tout morphisme f : A — B de la catégorie A induit un unique morphisme f tA—B
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6. Objets prefinis dans les catégories abéliennes

rendant commutatif le diagramme suivant,

=
l\
=

=)
-|

Démonstration. Pour tout n > 1, on a la fa&orisation
fonly

A= Im(fonl,) — nB B

d’ou le triangle commutatif
nly

BN
o5 >

TC

Coker (nlp)

donc il existe un unique morphisme tel que le diagramme suivant commute
A—L 8
! b
Coker (nl,) - Coker (nlp).

Comme, pour tout entier m|n, on a le diagramme

A—L 8

l l

Coker (n1,) — Coker (nlp)

l l

Coker (ml,) —— Coker (mlp)

il s’ensuit qu’il existe bien une unique fleche

f : A = lim Coker (nl,) — B= lilln Coker (nlp)
min

m|n

telle que foq =1nof.
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Proposition 6.3. Soit P un objet prefini de la catégorie A. Tout morphisme f : A — P de la catégorie A se

factorise de facon unique a travers le morphisme canonique 1 : A — A,

= >
~I
g
~

=)

Démonstration. Gréce a la fonétorialité on a le diagramme commutatif suivant

= n
l\
:\"U

)
-|
=)

. T e R
et comme on a supposé le morphisme 7’ inversible, il suffit de choisir f := (1) o f, 'unicité découlant

de celle de f O

La catégorie des complexes Ch (A) étant a son tour (abélienne) de Grothendieck on peut encore y par-
ler de complétion et d’objet prefinis dont les définitions nous sont imposées puisque toutes les construc-
tions catégoriques (e.g. (iso)morphismes, (co)noyaux, (co)images, etc.) relatives a cette derniére se font
pon&tuellement. Le cas qui nous intéresse plus particuliérement et celui ot A = Ab (X) eét la catégorie

des faisceaux en groupes abéliens sur un espace topologique X.
Définition 6.4. Un faisceau et prefini par fibres quand toutes ses fibres sont des groupes prefinis.

Proposition 6.5. Soient X un espace topologique et F un faisceau abélien sans torsion sur X. Si le faisceau

F est prefini par fibres alors, pour tout ouvert U C X, le groupe T (U, F) e$t prefini.

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour X puisque la re§triction d’un faisceau sans torsion
reste sans torsion, on suppose donc que ¢ = X. Soit (s,),, une suite de Cauchy pour la topologie prefinie
dans I' (X, ), c’e§t-a-dire pour tout N € N, il exiSte M € N tel que pour tous m,n > M on ait s,, — s, €
NIT (X, ). Etant donné x € X, on peut regarder la suite des fibres associée ((sn)x)n qui, par supposition
sur #, converge vers s, € % : pour tout N € N, il exiSte M" € N tel que pour tout n > M’, on ait
(s4), — 5 € N1, Choisissons, pour chaque x € X, un représentant s, = [t*,U*]ou t* € T (U*, F) et fixons
'entier N. Quitte & reStreindre a une intersetion, pour tout n > M’, il existe un ouvert x € Uy, C U™ tel
que l'on ait s, — t%m € NIT (U ., F ). Nous pouvons uniformiser tout ceci en le parametre # car, en

particulier quand n = M” := max (M, M’), nous obtenons
X X
SM"lUI)\CI,M” - tlul)\cl,M” e NIT (Z/[N,M"’ g)
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et, comme (s,),, st de Cauchy, nous avons

X
S"|u1)\CI,MH - SM””’{;\C/IMH € NI (UN;M"’ ‘g)

donc, pour tout n > M”,
X _ X X
Sl ~ Ty = (SHIZ/I{\‘,’M” - SM"lu;g,M,,) + (SM”ILI,’\‘,lM” - t|u;‘,,M,,) € N'T (U pn, F)-

Notons alors Uy = Un y» et, pour x,x" € X, Uy™ = Uy NUY. Soity € Uy™, on a

tx xx’) :(tx,xxr)
(|uN' SN GS

puisque pour tout N € N, il exiSte M € N tel que pour tout n > M

s £ o €NIT (U, F)

n|u,’3’" - 12K
, X | x,x" )
Suug ~ g € NI (U, F

donc

X
(52), - (tm,x,)y eN'G,

(52), - (tWN) eNIG,
v

X
x,x! T
Uy

X

t u”') . Par conséquent nous avons 1’égalité t
N

et par unicité de la limite on obtient (tru"'x’) =5, = (
N
t|xu""" = 0 et la condition de recollement nous fournit une section globale t € T' (X, &) telle que pour tout
N
x € X et pour tout n > M on ait

Snluy — th’\‘/ e NIl (Uﬁ(], g)

Nous pouvons ensuite appliquer le lemme de Zorn a I’ensemble partiellement ordonné des couples (V, r)
ouV C X eét un ouvert, r € I'(V, F) vérifiant, pour tout n > M, I’égalité N!r = s,y — t|y et la relation
d’ordre choisie est définie par (V,r) < (V',7’) si et seulement si V C V' et r{, = r. Soit V C X l'ouvert
maximal ainsi obtenu, montrons que V = X : supposons par 'absurde qu’il exi$te x € X\V et considérons
l'ouvert V" := V UUY. Par con§truétion des ouverts en jeu nous pouvons trouver des sections r € I' (V, F)
etr* € [ (U, F) telles que Nlr = s, — t) et NIr* = s,;x — tjyx. Au niveau de I'intersection V* := VN Uy
onadonc N! (rx — rjyx) = 0 et comme le faisceau F et supposé sans torsion la condition de recollement
implique l'exiStence d’une section globale o € I'(V', F) telle que o}y = r et ojx = r* ce qui contredit la

maximalité de V. Finalement, la suite (s,), converge donc vers t. O
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Des lors que l'on s’occupe d’un faisceau sans torsion & et que l'on a un isomorphisme entre les
—~ef o~
groupes &, et (9) , e.g. dans les conditions de la proposition 6.11, la combinaison des propositions
X

4.11 et 6.5 implique l'existence d’'un morphisme ¢ faisant commuter le diagramme suivant,

—~

rX,9) —TI(X,9).

L

rxa)

Proposition 6.6. Soient X un espace topologique compact et F un faisceau abélien sans torsion sur X, le
morphisme @, s’il existe, est un monomorphisme de groupes abéliens,

_——— ef —~

rX,7) ———T(X,9).

Démonéstration. Soit (s,), une suite de Cauchy pour la topologie prefinie dans I'(X, %) telle que
@ ((sn),) = 0. Pour tout x € X, la suite des fibres ((s,),) est donc nulle dans . pour tout N € N,
il existe M, y € N tel que pour tout n > M on ait (s,), € N!F,. Autrement dit, en choisissant des repré-
sentants, pour tout N € N, il existe M, y € N tel que pour tout n > M il existe des ouverts x € U, , € X
et des sections t,  , € T (Uy n ., F ) tels que l'on ait Sulthn, = N!txnq- Fixons l'entier N et, pour n € N,
posons Y, := {x eX, M,y < n}. Nous avons alors d’'une part X = |J Y, et, en considérant les ouverts
nz0
Uy, = L% Uenn € X, dautre part X = Uo Uy, Comme la suite (s,), e$t de Cauchy il existe M" € N
x€Y, n>
tel que pour tous n,m > M’ s, —s, € NII'(X,%) et nous pouvons reStreindre a des recouvrements
plus grossiers,i.e. X = |J Y, = |J Uy,. Notons également que la propriété de recollement et I’hypo-
n>M’ n>M’
theése sur la torsion fournissent des se&ions ty, € I'(Uy ,, F ) vérifiant Sulty, = N!tn - Par compacité,
il existe un nombre fini d’entiers n; > M’ tels que les ouverts Uy ,, recouvrent l’espace X. Comme les
Suity, € N'T (Uy ., F) et que pour tout n > n; > M" on a s, s — Spus,. € NIT (Uy .., F ) nous savons
que, pour tout 1 > 1, Sy, € N!F(Z/IN,,,!,,S’T). Considérons enfin M” := max {n;} pour en déduire que
pour tout n > M” et pour tout indice i, s, , € N'T (Uy,,,, F ) et donc pour toutn > M”,s, € NIT (X, F,),

_———ef

c’est-a-dire que la suite (s,), et nulle dans I' (X, &) O

On a encore dans le contexte faisceautique le diagramme

0 — limu,(F) — F 23 1 37

m|n
l Tln ’

0 —— w, (¥) s F —— F s I |ng — 0.
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Lemme 6.7. Soit X un espace topologique localement connexe. Pour tout faisceau constant Ay les faisceaux

Ay et (AEf)X sont isomorphes.

Démonstration. Soit U C X un ouvert, le morphisme naturel A i} I'(U,Ax) provenant de la fais-

AU|nA,

ceautisation induit, pour tout n > 1, une fleche nA —— nI' (U, Ax) telle que Im (ay,4) C T (U, nAx).

On récupére donc un morphisme de préfaisceaux

Alpa — I‘(U’AX)/I’(Z/{,nAX) — T(U,Ax/nAX)

ay

et, par propriété universelle, un morphisme de faisceaux
@
(A/nA)X — AX/nAX
qui e$t un isomorphisme car, pour tout x € X, nous avons

Afna = Ay [(nag) = (A% [nay).

Les faisceaux lillnAx/nAX = Z; et lirln (A/nA)X sont par conséquent isomorphes. En notant
min min

A Ty Aua les projections (évidemment continues pour la topologie discréte), nous pouvons
conStruire le morphisme

r (u, (Aef)x) = Cont (U, Affy) — lm (14, (4/nA)y) = lim Cont (U, A /A g

mln

f — (1,0 f),

et cette association e§t une transformation naturelle. Les groupes concernés étant munis de la topo-
logie discrete et par connexité locale de 'espace X on obtient bien un isomorphisme entre (AEf)X et

lim (A /4A), en passant aux fibres. O
m|n X

Corollaire 6.8. Soit & un faisceau localement constant sur un espace topologique localement connexe X. Pour

tout x € X, il exiSte un ouvert x € U C X et un groupe abélien A tels que £y, ~ Ay etona (3) = A,
X

Démonstration. La premiére assertion e$t la définition d’étre localement constant, pour la seconde on se

raméne d’emblée au cas constant. O

Lemme 6.9. Soient U <13 X une inclusion ouverte et & un faisceau abélien localement constant sur U,

les faisceaux j! (3/,43) et )<L /njlff sont isomorphes.
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Démonstration. C'e§t une conséquence immeédiate du fait que le fonéteur
ji : Shv (U) — Shv (X)

soit un adjoint a gauche [Ive86, Chap. II, Prop. 6.6, p. 108] : il préserve donc en particulier les conoyaux.

O

En reprenant le fon&teur D du paragraphe juste aprés le diagramme (1.1) ot I e§t I’ensemble partiel-
lement ordonné (N*,|) et D (n) = % /ngf nous en déduisons, pour tout x € X, l'exiStence de morphismes
~ ~of
(imD), = () —— lim(-,oD) =1im(¥ [ng) =lim% [ng = F,.
* x m|n x m|n x
Définition 6.10. Un (pré)faisccau & € (P)Ab (X) e§t ef-admissible dés que, pour tout x € X, les mor-

phismes ¢, sont inversibles.

Tout faisceau ef-admissible et prefini par fibres e§t automatiquement un faisceau prefini et tout fais-

ceau prefini et ef-admissible est prefini par fibres :

Proposition 6.11. Soient X un espace topologique localement connexe, U <13 X une inclusion ouverte et

F = j & lextension par zéro d'un faisceau localement cons$tant & € Ab (X). Le faisceau F et ef-admissible.

Démonstration. Soit Z := X \ U le complémentaire fermé, on distingue deux cas :

—~ef
-SixeZ ona¥% =0donc¥ =0.Enoutre, si O C X et un ouvert tel que x € O alors, pour tout

y€O,ona ¥, =0donc

(for (F) /nfor () )y = for (%), /ﬂfor (7), =0

d’ou I’égalité

(?) = colimF(O, lim (for (F) /nfor (¥) )“)

x xeO m|n
= ol (1[0, (07 fuor 5 )
= 0.
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- Six € U, il existe un ouvert x € U, C U et un groupe abélien A tels que l'on ait
. = L, = Au,

donc

~ef —~ef ~ef

G =2 =A.

Quitte a re§treindre les seGtions a une interse&tion d’ouverts, écrivons ensuite diretement

(?7) = colim (limI‘ (O, (for (F) /1’lf01’ (&) )“))

x  xeOCU, \ m|n

et remarquons que puisque

g/n? g/ng [T A/na

yeOCU, yeOCU, yeOCU,

nous obtenons

X xeO

(?) = collmF(O hm AX/nAX)a) = (A;)x

et concluons a l'aide du lemme 6.7. O

Remarque 6.12. Soit X := N, U {oo} I'espace topologique dont les parties ouvertes sont les intervalles
semi-ouverts de la forme U, := |n, oo] pour n > 1 et 'ensemble vide : Ouv (X) := {U4,,, n > 1}U{@}. Comme

le treillis des ouverts e$t totalement ordonné pour l'inclusion, on a
Shv (X) = Psh? (X) := {# € Psh (X), ¥ () = 0}.

Reprenons l’exemple de la remarque 4.14 et con$truisons un faisceau & en posant, pour n > 1,

_of
I'(U,, F):=Z[1]. Nous trouvons alors Z., = coLl[imZ [£] = Qdonc %e = 0 mais

(?) —cohm(hmZ /kZ [1] ):A(f):to.

0o

Définition 6.13. Soient & ,% des faisceaux abéliens sur un espace topologique X, le produit tensoriel
complété F&'G de F et F et le faisceau associé au préfaisceau qui & & € Ouv (X) fait correspondre le

groupe abélien & (U) @;ff U).
Proposition 6.14. Le produit tensoriel complété de faisceaux abéliens induit un (bi)fonéteur additif

~ef

~ &~ Ab(X) x Ab (X) — Ab (X).
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DémonStration. Soit (a,p) : (#,%9) — (¥F,%9") = (a: F — F',:% — &’) un morphisme de la
catégorie produit Ab (X) x Ab (X). En utilisant la fon&torialité du produit tensoriel de groupes abéliens
et de la complétion prefinie on a une transformation naturelle a@efﬂ . 78"% — 7°8"% donnée par

les diagrammes commutatifs

F U e, Z (U) s T (U) e, T (U)
1| I

FURKTU~TFT U, GU) — F UG U) ~F U)o, & )

ef

F(U) &% U) s T (U)BSE (U)
FOV)&a? (V) s T O) e G (V)

ou V C U sont des ouverts de X. De plus, on vérifie sans peine que les propriétés de compatibilité

avec l'identité et la composition sont satisfaites. Quant a I’additivité de ce foncteur, elle provient de
~ef

la di§tributivité du produit tensoriel complété ®; de groupes abéliens sur les sommes diretes : voir

[Wilg8, Prop. 7.7.5]. O

~ef — =
Le plus souvent, les faisceaux F& & et F ® Z sont des objets bien ditinés mais, sur des espaces

topologiques agréables, ils sont isomorphes dans le cas con$tant.

Lemme 6.15. Soient X un espace localement connexe et ayant un nombre fini de composantes connexes (en
particulier, un espace topologique compact et localement connexe), A et B des groupes abéliens. Les faisceaux

~ef —
AX®e By et Ax ® By sont isomorphes.

Démonstration. D’apres le lemme 6.7 on a les isomorphismes

[ e of
AX®BX:(A®ZB)X:(A®ZB ) - (487B)
X

donc, comme les composantes connexes de X sont en nombre fini, d’apres la proposition 4.13 on obtient

une transformation naturelle

~ef
Ax® By —— Ay ® By
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en prenant les projections

Cont (L[, Adisc)éerCont (L{, Bdisc) o F(Z/{, (A@)erB)X)

l l:

R ef . disc
ATKO(U)®;fBTlo(u) ~ (A ®, By Cont (Z/I, (A®ezf3) )

| I

(Aé)erB)zno(u) , (A@;fB)HO(U)

proj

Le morphisme 7 e§t inversible puisque qu’en passant aux fibres on peut se re§teindre aux ouverts connexes
p

ce qui nous donne

(Ax®efBX) = colbm Cont (U, Adisc)(@;fCont (Z/l, Bdisc) = A@;fB SN (m()x
X XE

Alternativement, en notant +*: PAb (X) £— Ab(X) :i l'adjon&ion oubli-faisceautisation et ®, le

produit tensoriel de préfaisceaux on a

~ef

78T - (50,1

Contrairement au produit tensoriel usuel, les morphismes canoniques

ef

~ef

(78%) o 76,9 = ((1(9)®,1(®),)

ne sont pas, en général, des isomorphismes : ceci se produit précisément quand le préfaisceau i (¥) ®,

i (%) edt ef-admissible. Résumons la situation avec le diagramme suivant

(787) L > Fi8,,
| 5
ef
(%@ef?) s TG, . (6.1)
ef
(78"%)
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~ef
Par con§trucion, il y a une transformation naturelle # ® ¥ — F& & et on peut étendre le foncteur

de la proposition 6.14 aux complexes de faisceaux abéliens

~ef

—®" - : Ch" (Ab (X)) x Ch” (Ab (X)) — Ch’ (Ab (X))

en faisant comme d’habitude : soient & = F " et & = T" des complexes de faisceaux abéliens, consi-
dérons d’abord le complexe double F°8" %" défini par F'8 % en degré (i, j) et dont les différentielles
horizontale et verticale sont 9" := 8?<§>ef1dg etd’ :=1d géffa? . Le produit tensoriel complété des com-

plexes F et & e$t alors obtenu comme le complexe total de ce complexe double,

(78°%) = Toty (7°8"%").
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CHAPITRE 2

Cohomologie bigraduée d’espaces réels

ANSs ce chapitre, nous présentons dans les grandes lignes la théorie développée par Dewi Gleu-

S

zg\? her dans sa thése de doctorat [Gle19] et rappelons les résultats issus de cette derniére sans en
9

R

l
), donner les démonstrations. L ‘adjeltif « analytique » étant absent de la thése de Gleuher, nous

I'introduisons pour deux raisons :

- la cohomologie bigraduée en question et construite comme hypercohomologie de certains com-
plexes, que l'on appelle aussi (de rédudtion) analytiques car dépendants eux-mémes d’un mor-

phisme basé sur I’exponentielle analytique,

- nous con$truisons dans le chapitre 3 une variante arithmétique de cette derniére, par opposition a
analytique, dans la mesure ot il est censément possible d’adapter la théorie établie pour le groupe

Gal (C/R) a n’importe quel groupe de Galois absolu.

1 Espaces réels

Nous introduisons les catégories avec lesquelles nous travaillons et étudions plus en détail la notion

d’espace réel présente dans [Gle1g].

Définition 1.1 (Espace réel). Un espace réel et un triplet (X,Y, ) ou X et un espace topologique, Y est
un C,-espace, la complexification de 1’espace réel, et Y — 5 X eStune application continue qui passe

au quotient telle que l'application induite
Y/e, X
soit un homéomorphisme. Un morphisme d’espaces réels (X,Y,y) — (X’,Y’,’) est un couple
(f: X—X,g:Y —>Y)
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oul f eSt une application continue et g e§t un morphisme de C,-espaces tels que le diagramme suivant

commute,

L’ensemble des points réels X (R) d’un espace réel (X,Y, y) est I'image par le morphisme y des points

fixes de l'a&tion sur Y, i.e. X (R) := (YCZ).
On écrira souvent simplement X pour désigner l’espace réel (X,Y,y).

Une paire d’espaces réels e§t un couple (X, Z) o X et un espace réel et Z <5 X e§ un fermé de

I’espace topologique X. Un morphisme de paires d’espaces réels (X, Z) — (X’, Z’) e$t un couple
(f: X—>X,g:Z2—Z)

ou f e$t un morphisme d’espaces réels et g e$t une application continue tels que le diagramme suivant

commute,

Notation 1.2. Soit X un espace réel. A condition que sa complexification Y soit un espace topologique
séparé, hypothése que 'on fera sy§tématiquement jusqu’a la fin de ce chapitre, on notera les inclusions

fermée et ouverte des points réels et non réels par X (R) i3 X et X\X(R) lyx.

Les objets initial et terminal de la catégorie des espaces réels sont respetivement @ et le singleton
réel {-g} : ce sont les espaces réel (@, @, 1) et ({-},{+}, 1) lorsque @ et {+} sont munis de 'ation triviale de

C,.

Définition 1.3 (Homotopie réelle). Soit I = [0, 1] 'intervalle unité que 1'on voit comme l’espace réel
trivial (I,I, 1). Deux morphismes d’espaces réels f;, f, : (X,Y,y) — (X, Y’, ') sont homotopes réellement

sil exiSte un morphisme d’espace réels
H:XxI— X,
ou X x I et I'espace réel (X xI,Y x I,y x 1), tel que H|xx(o) = fi et Hxx(1) = fo-
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2 Complexes de rédudtion analytique

Soit X = (X, Y, ) un espace réel, le point de départ de la cohomologie bigraduée analytique de X est
le faisceau des entiers imaginaires purs sur X. Nous choisissons de présenter une définition équivalente

(voir [Gle1g, Prop. 1.2.3]) a celle qui et donnée dans la thése de Gleuher.

Définition 2.1. Soit X un espace réel. On fait du faisceau constant Z sur le C,-espace Y, en tant qu’espace
étalé p : ZxY — Y, un faisceau C,-équivariant en faisant agir 0 € C, par multiplication par -1, i.e.
pour (m,y) € ZxY,onao.(m,y) = (—m,oy). Le faisceau des entiers imaginaires purs sur X et le faisceau

des seCtions invariantes de I'image directe par y de ce faisceau équivariant : on pose J** := y©*Z.

L’étape suivante e§t de calculer les fibres de ce faisceau,

Proposition 2.2 ([Gle1g, Prop. 1.2.2]). Soit X un espace réel,

1. Six € X(R) alors J2" = {0}.

2. Le faisceau Jiy. x) est localement isomorphe au faisceau constant Z sur X \ X (R). En particulier, si

x € XN\ X(R)alors " ~ Z.

D’aprés [Gle1g, Lemme 2.1.1] on a un isomorphisme canonique J*" [2)2 = jiZ |2 etle morphisme de

réduction analytique p*" et le morphisme de faisceaux abéliens sur X obtenu par composition

]an SN ]an/2]an :]lZ/Z Z/2

an

p

Définition 2.3 ([Gleig, Déf. 2.1.1]). Soit X un espace réel, le complexe de rédultion analytique

Z (1)™ € Ch? (X) := Ch” (Ab (X)) et le complexe de faisceaux abéliens sur X

a

pn
s s Z /o > 0

~
o

~

concentré en degrés o et 1. Plus généralement, pour tout entier g4 > 0 on note
Z(@™ :=(z(1)™™ ech’ ().

Proposition 2.4 ([Gle1g, Prop. 1.2.5]). Soit X un espace réel, le faisceau quotient V.Z |7 est isomorphe a J*".

En particulier, on a une suite exacte courte de faisceaux abéliens sur X

0 s Z y pZ =2y jn

~
(e
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telle que la composition

=) —— pZ =5

soit la multiplication par 2.

3 Cohomologie bigraduée analytique

Définition 3.1. Soit X = (X,Y, y) un espace réel, la cohomologie bigraduée analytique de X e$t obtenue en

prenant I’hypercohomologie des complexes de rédution analytique Z (q)*" : pour (p,q) € Z x N on pose

HL(X) = B (X,Z(g)™).

Pour g un entier naturel non nul, nous nous attardons sur les puissances tensorielles non dérivées
L
Z (g)™ du complexe Z (1)*". Rappelons d’abord que, en posant Z" (q)*" := (Z (l)a“)® 1 e DY (X), 'on sait

construire le cup-produit
— HP (X, Z" (") x /Y (x,2" (5)") — HP7 (X, Z" (g +5)™")
grace aux identifications
H' (X, Z" (q)™") ~ Ext’ (Zx, Z" (9)™) = Hompux) (Zx, Z" ()" [+])

Il se trouve que l'information des puissances tensorielles dérivées e§t déja contenue dans les puis-

sances tensorielles non dérivées,

Théoréme 3.2 ([Gle1g, Théoréme 2.3.1]). Sur un espace réel, on a, pour q > 1, I'égalité de complexes

q
an an . a1
ZH g™ =2 (g™ ® (@ iZ /2 [r—(q+ D",
r=2
Définition 3.3. Soit (X, Z) une paire d’espaces réels, la cohomologie bigraduée analytique relative de (X, Z)
est définie par
H7(X,2)=H"(X,Z,Z (*)an) =H (X, Jiy4 (*)Zn)

avec j : U := X \ Z — X l'inclusion ouverte du complémentaire de Z et Z (*)Z{n le complexe Z (x)*" sur

Vespace réel (U, y™" (U), V,-1w)-

Théoréme 3.4 ([Gle1g, Se@. 2.4]). Soit g > 0, les groupes de cohomologie HiY (-) = HP (=, Z (q)™") vérifient

les axiomes d’Eilenberg-Steenrod, i.e.
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4. Triangles exponentiel et fondamentaux sur un espace réel

(Homotopie)

(Excision)

(Exactitude)

(Additivité)

(Dimension)

Soient fi, f, : (X,Y,y) — (X', Y’,y’) des morphismes d'espuces réels homotopes réellement, alors les

morphismes induits en cohomologie sont égaux : ;' = f; + Hi! (X') — HE (X).

Soit (X, Z) une paire d’espaces réels et V un ouvert de X tel que V C Z. Le morphisme d’inclusion

1 (X NV, Z\V) — (X, Z) induit des isomorphismes en cohomologie

U HE (X, Z) — HE (X NV, Z\ V).

Soit (X, Z) une paire d’espaces réels, les inclusions Z Ly X et U % X induisent des suites

exactes longues en cohomologie

C—— HEI(X, 2) L HE(X) — HE(2) — HEM(X,2) —
Soit (X, Z) une paire d’espaces réels, si X = || X; et Z; := X; N Z alors on a des isomorphismes
iel

HY (X, 2) ~ I_[H (X, Z,).

iel

Dés que q # 0, la théorie cohomologique HEY (<) est généralisée puisque 'on a un isomorphisme d’an-
neaux bigradués

Han { Z[t]/ 2t)

ou t est de bidegré (1,1).

4 Triangles exponentiel et fondamentaux sur un espace réel

Nous exposons les triangles exalts dans lesquels s’insérent les complexes de rédudtion analytique.

Pour le premier, nous rectifions une petite incohérence qui s’était glissée dans 1’énoncé correspondant

de la thése de Gleuher mais qui, heureusement, e$t sans incidence sur le reste.

Théoréme 4.1 ([Gle1g, Corollaire 2.1.1]). Soit X un espace réel. On a un triangle exact naturel en 'espace

réel, appelé triangle exponentiel analytique sur X,

Z(1)™ s Oy y OF > Z(1)"[1]

dans la catégorie triangulée D (X).
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Théoréme 4.2 ([Gle1g, Théoréme 2.2.1]). Soit X un espace réel. Pour chaque entier ¢ > 0 on a un triangle

exact naturel en I'espace réel, appelé triangle fondamental analytique sur X,
I —— 2@ — 2 /2 [-q) — ™) [1]

dans la catégorie triangulée DY (X).

58



CHAPITRE 3

Cohomologie bigraduée arithmétique

d’espaces réels

1  Morphismes de suites exponentielles et complétion de faisceaux

abéliens

1.1 La suite exponentielle arithmétique faisceautique

maniére dans ce cadre et la preuve de la fonétorialité est identique puisqu’elle consiSte uniquement a

utiliser la définition de limite :

Proposition 1.1. Dans la catégorie Ab (C), toute transformation naturelle 0 : F — & induit une unique

transformation naturelle 6, : % — G, telle que le diagramme suivant

725 g

exparl/ l/expar

commute.

De plus, les limites étant calculées ponétuellement dans n’importe quel topos de Grothendieck (res-
peltivement, dans la catégorie [C, Ab]) [Macg8, Chap.V, §3, pp. 115-116], [MMgy4, Chap.III, §4, p. 128],
on a pour tout faisceau abélien & sur un site de Grothendieck, # (X) =~ & (X), (respectivement, pour

tout foncteur F : C — Ab, F, (X) ~ F (X),). En particulier, 'opération « préserve les faisceaux constants
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et le corollaire 1.16 implique que le fon¢teur
+ 1 Ab(C) — Ud (C)

eStavaleurs dans la catégorie des faisceaux uniquement divisibles (un faisceau & étant (uniquement) di-
visible dés que, pour tout n > 1, le morphisme de faisceaux F —— F e& un épimorphisme (un iso-
morphisme)). La proposition 1.18 et les corollaires 1.20 et 1.22 se traduisent alors littéralement comme

suit,

Faits 1.2. Soit & un objet de Ab (C),

1. Pour tout faisceau uniquement divisible & € Ab (C) et pour tout morphisme de faisceaux 0 : & — &,

il existe un unique morphisme de faisceaux 0 : @ — F, tel que exp® o0 = 0,

g —2r 7.

N

2. L'exponentielle arithmétique exp™ : # —> F est un isomorphisme naturel si et seulement si le faisceau

F et uniquement divisible.

3. La projection sur la premiére composante 1 : (%), —> F e$t un isomorphisme naturel.

Le corollaire 1.17 implique quant a lui que, pour tout faisceau divisible & sur un espace topologique

X et pour tout ouvert I/ de X, la suite de morphismes de groupes abéliens
0 — Ker (exp®l) —— F(U) =~ F U), —45 F (U) — 0
est exalte. Par conséquent, on obtient une suite exacte courte de faisceaux abéliens

eXpa\r

> F

~
(e}

0 —— Ker (exp™) > H

que l'on nomme aussi suite exalle exponentielle arithmétique. Il e§t a noter que, comme dans le cas des

groupes abéliens, le faisceau abélien Ker (exp®) n’e§t rien d’autre que la limite lilln o (F), ot y, (F)

désigne le noyau Ker( F = F ) dans la catégorie des faisceaux abéliens Ab (X) et que l'on a une

suite exacte longue induite en cohomologie
. — HP (X,hrlnyn (9’)) — HY (X, 9) 22 HP (X, F) —2s HP (X,hrlnnn (%) —
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Soit X un espace topologique, en notant Cy le faisceau uniquement divisible des fon¢tions continues a
valeurs complexes sur X et Zy := Cx son sous-faisceau multiplicatif, qui reste divisible, le premier point
des faits 1.2 fournit le diagramme commutatif (le morphisme horizontal étant I'exponentielle complexe

au sens analytique [Ive86, Chap. IV, §3, p. 211])

CX—)ZX

N S

Ainsi, en identifiant lirln My (Zx) avec le faisceau constant Zy via I'isomorphisme
min

(Z/n)y — tn(Ix)

qui fait correspondre la section 1 de Z /,, avec la racine n-iéme e, la suite exaéte exponentielle arith-

métique donne le morphisme de suites exactes courtes

0 — 2inZy y Oy —2 5 Ty 5 0
e’@ﬁl e’xﬁl ‘ (1.1)
0 > Zy > Iy — Ix > 0
eXp

donc le morphisme de suites exactes longues

. —2 5 HP(X,2inZy) — HP(X,Cy) L NS (X, Ty) —2> HPY (X, 2inZy) — -

l | | |

- —— H(X,Zx) —— H” (X, Iy) 7 X I —— HP (X, Zy) —— -

Remarque 1.3. En particulier, le groupe de Picard topologique Pic (X) := H' (X, Zx) et le groupe de Brauer

cohomologique Br’ (X) := H? (X, Zx),oss trouvent leur place dans les diagrammes

.2 H'(X,2inZy) — H'(X,Cy) o H?(X,2inZy) —> -
| | T
Pic (X)
/ep I .

C——— H'(X,Zy) — H' (X, Iy) H? (X, Zy) —
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o =2 H2 (X, 2inZy),, — H?(X,Cx),0n .

LT e

e (x,zx) — H*(X,Iy)

tors tors

Soit x € X et D : I — Ab (X) un diagramme de faisceaux abéliens sur X. Pour tout objet i de I, les
morphismes lim D — D (i) induisent des fleches (lim D), — D (i), telles que, pour tout f € Hom, (i, j),
le diagramme suivant commute,

lim D

X

(lim D)
N
D (i), > D(j)

x°

D(f),

11 exi$te donc, par propriété universelle de la limite, un morphisme
(lim D), —*= lim (+, D)

qui, dans un contexte général, n’est ni injetif ni surjetif. Nous allons montrer que, sous certaines condi-
tions sur 'espace X, quand la catégorie des indices I est ’ensemble partiellement ordonné (N7, |) et D est

le diagramme dont Zy, est la limite, le morphisme ¢, e$t un isomorphisme.

Rappelons d’abord qu’un revétement topologique p : Y — X e$t dit cyclique si son groupe d’auto-

morphismes Aut (p) I’e$t en tant que groupe.

Définition 1.4 (Cyclo-connexité). Soit X un espace topologique que 1'on suppose connexe, localement
connexe par arcs et semi-localement simplement connexe pour assurer I’exi$tence de la correspondance
galoisienne pour les revétements [Maygg, Chap. 3, Se&. 8]. Dans ce cas, 'espace X et dit cycliquement
connexe si son seul revétement cyclique connexe est le revétement trivial, i.e. si tout quotient cyclique
de son groupe fondamental est trivial en vertu de la correspondance bijetive entre les sous-groupes
de m; (X, —) et les classes d’isomorphismes de revétements connexes par arcs de (X, —). Il e§t localement

cycliquement connexe s’il admet une base d’ouverts cycliquement connexes.

Lemme 1.5. Si X est un espace cycliquement connexe alors, pour tout choix de point de base x € X, pour tout

n > 1 et pour toute application continue pointée f : (X,x) — (C*, f (x)) telle que les racines n-iémes de f (x)
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soient fixées, les racines n-iémes de f existent et sont uniques, i.e. le diagramme suivant commute,

(CVF ()
)

3!(‘ff.._‘,>r l‘"
(X, %) —f> (C*, f(x

DémonStration. Soit f : (X,x) — (C*, f (x)) une application continue pointée et considérons le change-

ment de base le long de f,

D’apreés [Szaog, Prop. 2.2.4] on a Aut (+") = y, (C) donc le revétement (p, X) ainsi obtenu et tel que p,, (C)
e$t un sous-groupe de Aut (p). Soit maintenant Y une composante connexe de P, comme cette derniére

est Stable par le groupe cyclique G := {0 € u, (C),0Y =Y} on a un homéomorphisme
Yig — X

induit par p qui e$t donc un revétement cyclique connexe de X. Or, I'espace X et cycliquement connexe

donc en regardant toutes les composantes connexes de P le revétement p est de la forme
P
X, — X
n

tel que, pour tout 7, p|x, et un isomorphisme. O

Remarque 1.6. En géométrie algébrique (complexe), I’analogue du lemme précédent e$t [Lazog, Prop.

4.1.6].

On note encore Cy le faisceau des fontions continues a valeurs dans C (muni de sa topologie eucli-
dienne), Zy = Cx son sous-faisceau multiplicatif et étant donné x € X, exp?" le morphisme induit au

niveau de la fibre en x par exp™ : Iy, —> Zx.

63



Chapitre 3 — Cohomologie bigraduée arithmétique d’espaces réels

Soient x € X et ¢, : (Zx)), — (Zx ), le morphisme tel que le diagramme suivant

({)
(IX!)X - > (IX,X)!
- e
IX X

commute.

Théoréme 1.7. Soient X un espace topologique et x un élément de X.

- Sil'espace X e$t localement connexe en x alors @, est un monomorphisme de groupes abéliens,
Px
(IX!)X — (ZX,x)! .
- Sil’espace X est localement cycliquement connexe en x alors @, est un isomorphisme de groupes abéliens,

P
(Zx), = (Ixx), -
Démonstration.

- Soit (U, f) = (U, (j;)nzl) € (Ix), tel que @, (U, f)) = 1. Comme I'espace X e$t localement connexe
on peut supposer l'ouvert ¢/ connexe. Comme ¢ (U, f)) = 1, pour tout n > 1 il existe un ouvert
W, € U contenant x tel que f,,y, = 1 dans Zx (W,). En supposant que 'ouvert WV, e$t connexe on a
ainsi, pour tout n > 1, fiy, = fiw, = 1 dans Ix (W) et la fonction f,),y, est donc constante. Or, on

a, pour tout n > 1, f,py, = 1donc fy, = Let (U, f) = (I/l, (f;")nzl) = 1 dans (Zyx)),.

- Par définition, un espace localement cycliquement connexe est localement connexe donc, d’aprés

w1 € (IX,x)!' Par

définition, pour tout m|n, il existe un ouvert W, ,, € U, N U,, contenant x tel que gnﬁIW = Smw, -

le point précédent, le morphisme ¢, est injectif. Soit maintenant ¢ = (U,, g,)
En particulier, on a, pour tout n > 1, g;’w“ = &1w,, et, pour m|n, quitte a remplacer W, ,, par
Wm0 (W1 N W,,1) on peut supposer que W, ,, € W, ; N W,,;. Comme on peut supposer que
louvert pointé (U, x) est cycliquement connexe, en appliquant le lemme 1.5 ala se&tion g, € Iy (U;)

on récupeére, pour tout n > 1, une unique racine n-iéme /g, € Iy ({;). Par conséquent, on a, pour

n
toutnzl,(g” ) =1 donc

B,
8n_ .
@lwnl . Wn,l — ”ln (C)
et comme on peut supposer W, ; connexe ceci implique que &, := %l € 4, (C). On a donc, pour
’ W1

toutn >1,
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8nltdy = &nWyy = EnB1py, =SBy, dans Ty ,

Sl=

et comme, pour tout m|n, on a d’une part, d’aprés le lemme 1.5, (\"/gllu ) = /("/gllu et d’autre part,
1 1

puisque W, ,, CW, 1 "W, 1,

g%:(g_n )W:(gn )W:gm = Sm =
o\, B, B, B, "
on obtient ainsi g = (Uy, &u),5; = Px ((Z/ll,én.\'yﬁ)wl ) O

Remarque 1.8. En particulier, le théoréme précédent est vrai dés que 'on a affaire a un espace localement

simplement connexe : c’e$t une conséquence du théoréme de relévement [Maygg, Chap. 3, Se&. 7].

Etant donné (X,Y,y) un espace réel au sens du chapitre 2 tel que Y soit localement cycliquement
connexe, on parlera d’ailleurs dans ce cas d’espace réel localement cycliquement connexe, le théoreme 1.7

nous fournit, pour tout y € Y, un isomorphisme

(Ty), —— (Ir,),.

On sait donc calculer les fibres du faisceau Zy, (que I'on note, lorsque le contexte est clair, Z,, pour
alléger la notation). En effet, si 'on se donne Y un espace topologique, y un point de Y et que 1’'on note
1 + m, les germes de fonctions continues en y qui valent 1 en 9, le morphisme d’évaluation ev, donne

lieu a la suite exacte courte scindée de groupes abéliens

evy

0—)1+my—i)IyCK

() =C* —— 0.

Par fon&torialité de la co-enveloppe uniquement divisible on récupére donc le diagramme suivant

dans lequel on a bien Ker (i,) ~ Ker (i), vu que les limites commutent entre elles,

0 — (1+m,), —5 1,

expa‘l exP""l

O—>1+my - >Iy

Ceci a pour conséquence le résultat ci-dessous.

Proposition 1.9. Soient Y un espace topologique et y un point de Y. Le morphisme de groupes abéliens

(1 +my)!€BC1X — I,

((8nust > @ndysy) > (Z0-i)ysy
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et un isomorphisme. Si de plus Y est localement cycliquement connexe en y on a, via le morphisme ¥, un

isomorphisme

Iy~ (1+m,)e®C

Démonstration. La premiére assertion découle dire¢tement de I’exiStence du diagramme (1.2) tandis que
la seconde provient du lemme 1.5 : puisque tout germe g € 1 + m, admet, pour tout n > 1, une unique

racine n-iéme /g le groupe 1 + m, est uniquement divisible et il suffit de considérer le morphisme

o (exp™ @ldcy) : (I+m)eC’ —(l+m)eC  —I,
@) () @) — (208,
O

Rappelons ici que, dans [Gle1g, Chap. 1], le faisceau Cy e§t muni d’une a&tion de C, au sens de
[Schg4, Se&tion 8] ou [Hamg?y, Chap. 2] de la fagon suivante : pour tout ouvert I/ C Y et a toute section
f € I'(U,Cy) on associe la seltion of € I'(0(U),Cy) définie par (of)(y) = o(f(0.y)). On peut alors
munir le faisceau Zy, de I'aétion ponctuelle correspondante, i.e. pour tout ouvert i CY et a toute section
f= (fn)n21 € I'(U, Iy,) on associe la section o f € I' (0 (U),Zy,) définie par (0f), := o f,, de telle maniere

que l'exponentielle arithmétique devienne un morphisme équivariant
ConIy —2 s T, G,

et induise donc un morphisme

X ,;(GX ar)CZ :
Txt = (0 Ty)? — s (0T = Ty

que l'on appelle exponentielle arithmétique (en géométrie algébrique) réelle et que I'on continue de noter

exp”. De plus, le sous-faisceau

~

Ker (exp™) = lirln o (Zy) = Zy

de Zy, e§t C,-invariant sous cette action.

Remarque 1.10. Comme les opérations +, «* correspondent a calculer la limite de certains diagrammes et

que le foncteur y, et un adjoint a droite, on a, en notant 7 := Jy et Z := .7y, la suite d’isomorphismes

Ty = (1%) ~ @ = (rZp)% = T

!
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Avant de poursuivre I’étude du faisceau Jy;, notons un fait remarquable : les lettres C et R désignant
respeltivement n’importe quel corps algébriquement clos de caraltéristique nulle et un corps réel clos
obtenu via la proposition 0.1, lorsque C* e§t muni de I'a&tion naturelle du groupe Gal (C/R) et C, de
l'action ponctuelle correspondante, le morphisme induit au niveau des points fixes par I’exponentielle

arithmétique

(exp™)?

(cH© (€ =R =Ry xZ/p (1.3)

et injedtif. En effet, tout point z € C* fixe pour cette aétion e§ un point réel, i.e. z € R, et on di§tingue

deux cas :si(z,) . € (C!X)C2 e§t tel que z; = 1 alors, pour tout n > 1, on a z, = 1 et soit I'indice n e§t

n>1
impair auquel cas z, = 1 soit I’indice et pair mais comme z,, = 2, 0naz, # -1 puisque R et un corps

réel.

On connait par ailleurs 'image de ce dernier morphisme : si x € Im ((expar)cz) alors il existe en

particulier un élément y € R* tel que y> = x donc x € R,, et réciproquement si x € R,, alors on a
r C 11, r C
(exp™)™? ((\/})nzl) =x€ Im((expa ) 2).

On a par conséquent démontré le résultat suivant,

Proposition 1.11. Soit ¢ le morphisme (1.3), on a Ker (¢) = {0} et Coker (¢) ~Z /.

Posons X (R) := )/(YCZ), c’est l'ensemble des points réels de X. On a alors, en adoptant a nouveau la

notation J, (resp., Jy) pour les fibres du faisceau Jy (resp., Jx1),

Proposition 1.12. Soient X un espace réel et x un point de X,

1. Si{x} =y ({y}) € X(R) alors Ty, =~ chf ~(1+ m},)!c2 ®R,,.

2. Si{x} =y ({y1,9:}) € X(R)alors Ty =T, ~ (1 + myl)! ®Cl.
Si de plus espace réel X est localement cycliquement connexe en x alors on a
G
To = (1+my) " &Ry,
dans le cas réel et
Ta=(1+m,)®C
dans le cas non réel.
Démonstration.

1. Comme les opérations +, et «“> commutent entre elles et grace au théoréme 1.7, on a
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C G, el
Ta = ((nIn),) " = ((IY!)V) =1,
Quant au dernier isomorphisme, il e§t donné par les propositions 1.9 et 1.11.
2. On a dans ce cas I'isomorphisme
Iy, =1, ®1,,

o . . -

donc ((yuZy,),) * = Z,,, et pour les mémes raisons que précédemment, on a
Ja =T, = (1+m,) &Cl.

Le reSte de la proposition provient a nouveau de la proposition 1.11. O

Soit J*" := (yJZY)CZ — O = (7/,PCY)C2 le faisceau des entiers imaginaires purs sur X de la définition 2.1
(voir aussi [Gle1g, p. 14]). Ce dernier s’insére dans une suite exate courte de faisceaux abéliens sur X

que l'on appelle suite exponentielle analytique (en géométrie algébrique) réelle

expan

0 — 2nJ*" > Oy > Tx > 0, (1.4)

Jx étant défini comme le sous-faisceau de Jx des fon&tions §trictement positives en les points réels de

X. Intéressons-nous a présent a son analogue arithmétique, a savoir
ar ~ \C
J" = (%ZY) = JIx-

Les observations précédentes ainsi que le résultat suivant,

Lemme 1.13 ([Gle19, Lemme 1.2.1]). Soient X un espace réel séparé et x un point non réel de X. 1l existe un
voisinage ouvert U de x dans X \ X (R) tel que l'on ait 7/‘1 (U) =V L1V, 01 V) et V, sont deux ouverts disjoints
de Y vérifiant V, = o (V).

nous permettent de déterminer les fibres de ce faisceau :

Proposition 1.14. Soient X un espace réel séparé et x un point de X, a condition que l'espace X soit localement

cycliguement connexe en x on a

1. Si x et un point réel alors on a J2* = {0}.

2. Le faisceau Jx. xr, st localement isomorphe au faisceau constant 2X sur X \ X (R). En particulier, si x

est un point non réel alors on a J¥ ~ Z.
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Démonstration.

1. Soit y € Y I'unique antécédent de x par I'application y, on a

G C,

Te= (0:29) = (20),)7 = (2,)7 = (1+m,) @ (C)

d’apres la ligne du bas du diagramme (1.2) et
CZ X Cz
jx!:(1+my) @(Cl)
d’apres le premier point de la proposition 1.12 donc le diagramme

0 — Ker(e) — (1+m,)” @ (C)™ 225 (1+m,)” @ (C)°

ar

\ \ \

0 7 Jx 4 x! ar 7 jx
exp;

permet de conclure en utilisant la proposition 1.11.

2. Soient y;,y, € Y les deux antécédents de x par l'application y, on a
To= (:20)%) = (02n,)" = (5, 0L,)7 = I, = (1 +m, ) o C"
d’apres la ligne du bas du diagramme (1.2) et
T =(1+m,)eC
d’apres le second point de la proposition 1.12 donc le diagramme

0 — Ker(exp™) — (1+m,)®Cf % (14m,)eC"

O ) ];r ) x! ar ) jx

expy

permet de conclure grace a la ligne du bas du diagramme (1.1). O

Lemme 1.15. Soit X un espace réel séparé et localement cycliquement connexe. Le faisceau J*" s’intercale dans

une suite exacle courte

0 y Z > 7.(2) s y 0.
Démonstration. On applique le fon&teur = a la suite exacte courte

0 s Z > 9. (Z) =2 pon

~
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de la proposition 2.4 pour produire la suite de morphismes

Z—— 7(Z) — J™ (1.5)

Or,onavy, (Z) = Ve (2) et, en anticipant un peu, on sait montrer que I'on a un isomorphisme entre les
faisceaux J*" et J*' (cf. la proposition 1.28). Vu la définition du faisceau J*, la suite (1.5) e$t une suite

exate courte par les mémes arguments que dans la preuve de la proposition 2.4. O

Reprenons la ligne du bas du diagramme (1.1) ot I’espace topologique Y considéré est la complexifi-

cation d’un espace réel X, i.e.

exp®”

0 s Zy s Ty, s Iy 5 0,

le fonCteur y, étant exact a gauche (puisque c’est un adjoint a droite), on en tire la suite exacte

5 v.(exp™)
0 > YLy > vlyy ——— nly.

Reste a considérer les seltions fixes pour obtenir la suite exponentielle arithmétique (en géométrie algé-

brique) réelle sur X,

expar

0 s J* > TIxi > Jx. (1.6)

Répondons tout de suite a la question du calcul de I'image du morphisme exponentiel arithmétique :

soit i : X (R) < X l'inclusion des points réels, on con$truit le morphisme signe
sgn : Jx — i {1}y,

en associant pour tout ouvert i C X et a toute section fixe f : ¥~ (U) — C* € T (U, Jx) 'application

continue
fiy’l U)nYC2 x signe

UNXR) =y (U NYS s R > {£1}

qui e$t bien un élément de I’ (i’l U, {il}X(R)) =T (Z/I, i, {il}X(R)). La naturalité de cette construdtion est

immédiate.

Proposition 1.16. Sil'espace réel X est séparé et localement cycliquement connexe alors la suite de faisceaux

abéliens sur X

exp™” sgn

jX! — \7)( — i*{il}x(R) — 0

est exalle. En particulier, on a Im (exp™) = Ker (sgn).
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Démonstration. On vérifie que la suite de groupes abéliens induite en passant aux fibres est exacte.
D’aprés [Gle1ig, Prop. 1.1.2] l'ensemble des points réels X (R) e§t fermé dans X, on a ainsi
(i* {J_rl}X(R))x = {+1}six € X(R) et (i* {il}X(R))x = 0 sinon. (La preuve du) second point de la proposi-
tion 1.14 implique donc le résultat dans le cas non réel. Si x = y ({y}) € X(R), (la preuve du) premier

point de la proposition 1.14 nous assure la commutativité du diagramme

evy@signe

C, x G, X
(1+m,)” &(C ) 142 (14 m,) " ®R {+1}
T o > Ty sgn, > {il}

et la proposition 1.11 entraine Im (¢) = Ker (signe). Comme il et clair que le morphisme signe e$t sur-

jectif, la démonstration e§t démontrée. O

On peut con$tater que Ker (sgn) = Jyx et donc que 'on a, comme dans le contexte analytique,
Im (exp™) = Jx . En remplagant les deux lignes du diagramme (1.1) par les suites (1.4) et (1.6), on obtient

alors un morphisme de la suite exponentielle analytique réelle vers la suite exponentielle arithmétique

réelle
an exp™ +
0 — 27 s Oy > Ty > 0
| e H (.7)
0 > ] > Tyt —= JxX > 0.
exp

Soit maintenant y, := u, (Jx) ~ {1}, ~ Z |, et considérons (expar)_1 (o) — Jx1 le sous-faisceau de
Jxi qui, par définition, associe a tout ouvert i/ C X 'ensemble des seétions (f,,)nZl el (U, (exp“)_1 (yz))
telles que I'on ait exp™ ((f”)nzl) = f, € p,. En particulier, on a, pour tout n > 1, f," = f; € p, donc " =1,
i.e. pour tout n > 1, f, € p,,. Ainsi, on a (exp‘“)f1 (p2) = %f«l ton (Jx). Puisque J*' e§t un sous-faisceau du

faisceau uniquement divisible Jy,, on hérite de ’automorphisme de faisceaux de Jy, reStreint a J*"
X! X!
_ : ]ar ]ar

dont 'image e§t, par définition, le faisceau 1J*" qui contient J*" comme sous-faisceau. Ceci nous autorise
a passer au quotient et a regarder le morphisme induit par restriction de ’exponentielle arithmétique a

%]ar. En notant X \ X (R) <23 X Ulinclusion ouverte des points non réels, on a :

Lemme 1.17. L'image du morphisme expfifar est lextension par zéro jip,.
2

€ 1J* alors on

7 . ar « 1
Démonstration. Commencons par remarquer que Im (expléf“) — u,, en effet, si 3 (rn)n21

aexp™ (3 (Fu)ys1) = 371 € pa car (ry),, € J* = Ker (exp™) donc 2 (3r1) = r; = 1. Reéte a montrer qu’en
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passant aux fibres dans

expar

I —— oy —— Jx

on obtient une suite exaéte courte

ar

(1%, =25 (), — 0. (1.8)

X
Rappelons que, par définition, on a

. (1), =Z /2 six e X\ X(R)
(ipha), = *
0six € X (R)

et, d’apres la proposition 1.14,

X

ar zsixeX\X(R)
0six e X(R).

La surjectivité de (1.8) e§t donc évidente dans le cas réel et, comme la fibre de 'inclusion de J*" dans 1]
et isomorphe a I'inclusion de Z dans %ZA en un point non réel, elle est donnée par le diagramme

ar
exp|i 5
122

§1irln,un(cX)=§2 ——— wm=2L/7 — 0
m\n

(37), = > (i), — 0

exp;

dans le cas contraire. O

On s’intéresse dans la suite au morphisme de réduction arithmétique p** : J* — {£1}, ~ Z /5 de Ab (X)

obtenu par composition,

ar 3 ar 1 exp
Jr ey T T T e s e —— =2 2.

\/»

ar

p

Définition 1.18. Soit X wun espace réel séparé, le complexe de rédultion arithmétique

Z (1) € Ch? (X) := Ch” (Ab (X)) e& le complexe de faisceaux abéliens sur X

r par
> J° s Z/y s 0

~
(e}

~

concentré en degrés o et 1.
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Proposition 1.19. Le morphisme de complexes f : Z(1)* — C(exp™)[~1] vers le cone du morphisme

exponentiel arithmétique défini par

~

o 4L—o
=
(_
o 4L—o
-

o

~

~

es$t un quasi-isomorphisme.

Démonstration. On a, par con$trution du morphisme p et d’apres le diagramme (1.6),
H° (Z(1)™) = Ker (p*) = Ker (exp* o 1t 0 1) =2]"et H° (C (exp™) [~1]) = Ker (exp™) = J*"

donc le morphisme

KO (Z)) = 27 T 10 (C (exp™) 1) =

qui correspond a la division par 2 est un isomorphisme.

D’apreés le lemme 1.17 et la proposition 1.16 on a
HY (Z (1)) = pa /Im (p*) = /Im(expar) = /j,pt2 = Uiy = Ly
et
H' (C(exp™) [-1]) = jX/Im (exp™) = ‘7?(/‘7;}r =iy

donc le morphisme

ar . H'(f)
H (Z(1)™) = i,p, 29 (e (exp™) [-1]) = iup
qui correspond a l'inclusion ¢ de p, dans Jx e§t un isomorphisme. O

Corollaire 1.20. Soit X un espace réel séparé et localement cycliquement connexe, on a un triangle exact,

appelé triangle exponentiel arithmétique sur X,

eXpar

Z(1)™ » Txi > Jx > Z(1)"[1]

dans la catégorie triangulée D (X).

Démonstration. On part du triangle exact donné par le cone du morphisme exponentiel arithmétique
Ty —— Jx — Clexp™) — Jx[1]

73



Chapitre 3 — Cohomologie bigraduée arithmétique d’espaces réels

que l'on tourne dans le sens anti-horaire pour obtenir le triangle exact

eXpar

C (exp™) [-1] > Txi > Jx — C(exp™)

et d’apres la proposition 1.19 les complexes Z (1)* et C (exp™) [-1] sont quasi-isomorphes. O

On récupére en prime une suite exalte longue
2 HP (X, Z (1)) —— HP (X, Ty) <25 HP (X, Jx) —2 HP* (X, Z (1)) — -
Soit Z (1)™ le complexe de rédution analytique (cf. définition 2.3), on a un morphisme
ZO)" — zZ ()"
dans Ch” (X) via le diagramme

s e s Z /o 5

> 0 0
l expafo L H l
> 0 0

s par>Z/2 ;

~

Plus généralement, pour g > 1, en tenant compte des puissances tensorielles de complexes

ar

Z@" = (Z1)™™eD"(X)etZ(q) :=(Z(1)")* e D’ (X),

on a un morphisme de complexes

——ar

Z(q)" —— Z(9) (1.10)

donc, pour tout couple (p, q) € Z x N*, un morphisme induit en hypercohomologie
WX =W (X, Z2(9)") — HP(X,Z(9)" ) = I (X).

Remarque 1.21. Etant donné A un groupe abélien, on pourrait aussi s’intéresser aux groupes d’hyperco-

homologie a valeurs dans les complexes tensorisés

——ar ——ar

A(@QM=Z(q" ®A (resp. A(q) =Z(q) ®A)

dont la cohomologie bigraduée, a coefficients dans A, devrait étre désignée par Hsy! (X, A) (resp. HY (X, A)).
Dans le cas entier, le seul dont nous nous préoccuperons, nous choisissons d’omettre la lettre Z, i.e.

(X)) = HR (X, Z) (resp. HY (X) = HY' (X, Z)).
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Lemme 1.22. Pour tout entier naturel q, il existe un triangle exact naturel en U'espace réel

ar

U —= 2@ — i.(2/2)[=q) — 07 [1]
dans la catégorie triangulée D° (X).

Démonstration. Quand q = 1 on peut inspeéter la suite exate courte de complexes

exp?forol

.
N
~
N
(e}

> ]ar

~

~N
~
~
k)
=
. ~
N
~
N
~
S — O —
~

~
~

et observer le quasi-isomorphisme

> 0 > > 0 > 0 > e
| | ]
PO ——= " ——ji(Z/2) —> 0 —— -
exp?forto 3
La preuve du cas général et Stritement identique a celle du théoréeme 4.2. O

1.2 Complexes de rédudtion arithmétique
Soit g > 0, définissons un nouvel objet de Ch” (X) en posant
T et HY (X) == HP (X,Z (¢9)™)

pour les groupes d’hypercohomologie ad hoc, la remarque 1.21 étant toujours valable.

Définition 1.23. Soit X = (X,Y, ) un espace réel, les groupes H;; (X) introduits ci-dessus sont appelés

groupes de cohomologie bigraduée arithmétique de X.
Remarquons déja que le complexe Z (q)" = Z (g — 1) &'z (1)* vérifie :
1. Pour touti < O eti> g, Z(q); = 0.
2 2@ = " et Z(g) = Z 5.
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~ef
3. Pourtout 0<i<q-1,Z(q) = P (J*)° '&Z 1) on0<l<q-1.

<+o00
Lemme 1.24. Soit X un espace réel compaét et localement connexe. Pour tout entier naturel q il exisSte un

triangle naturel

~ef ~ef
U —— 2@ — i.(2/2)[-q) — 0™)° "[1]
dans la catégorie triangulée D° (X).
DémondSiration. Le cas q = 1 eét fait dans la preuve du lemme 1.22. On obtient le triangle approprié en

. . eaefo. .. . .
se servant de la transformation naturelle ¥° ® ¥° — °® %" qui induit de plus un morphisme de

triangles

ar

i.(Z/2)[-q] — J)*1[1]

| !

(2 /2) [~q) — ™% 1[1).

—
~
o
=
N
®
<
~
N
—
RN
-
~

%
<_

~

—
~
o
=1
~
®
=
-
N
—

9"

O

Lemme 1.25. Soient X un espace topologique, A un anneau et M, N des A-modules, dés que M e$t de présen-

tation finie on a Hese 5, (Mx, Nx) = Homy (M, N),.

Démonsiration. A partir de la suite exacte

A" s A"

~
<
~
o

on obtient la suite exacte
0 —— Hom, (M,N) —— Hom, (A", N) —— Hom, (A™,N)
et pour la méme raison on a aussi la suite exacte de faisceaux
0 ——> Horme gy (Mx, Nx) —— Howr gy (Ax, Nx) —— Horre sy (AX, Nx)
d’ott le morphisme de suites exactes suivant

0 —— Homy (M, N),, —— Homy, (A", N), —— Hom, (A", N)

l l |

0 —— Zomp, (My,Nx) —— Homep, (A, Nx) —— Hom s (A%, Ny).
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Or le morphisme canonique
Homy (A", N)y —> Hosr 5, (A, Nx)

pour un module libre de rang fini e$§t un isomorphisme donc la fonftorialité des noyaux permet de

conclure. O

Proposition 1.26. Soient A un groupe monogeéne, e l'exposant (nécessairement fini) du groupe Aut (A) et X
un espace topologique localement connexe. Si & € Ab (X) est localement isomorphe au faisceau constant Ay

alors le faisceau F*° est canoniquement isomorphe au faisceau AY.

Démonstration. Soit donc {4}, un recouvrement ouvert de X tel que l’on ait des isomorphismes
Pi
Gy —= (Ax)y, -

. . L R 414 L -1
Pour tous i # j, en posant Uf;; := U;NU;, on a ainsi des éléments @;; := ((pj o )luij € Aut ((AX)IU,-]-)' Comme
'espace X e$t localement connexe on peut écrire U;; = | [V} ot les Vj C X sont des ouverts connexes ce
k

qui nous donne

Aut ((AX)WU) =T (U,

= [ [T 0o steray))
k

- I_IAut (A),
k

la derniére égalité provenant dulemme 1.25 puisque le groupe A eSt monogéne donc de type fini. Une fois

et (Ax))

choisi un générateur g du groupe A on considere le morphisme ay : A — A®¢ défini par g (g) = g®--®g

et sip € Aut(A) alors ag' 0 9™ o a, = ¢°, en effet de ¢ (§) = m.g, ol m € Z, on déduit

%

“(ag(9) =0 (@ ®Y =0 ®P(g =m' g ®g = a,(m’.g) = a, (¢°(2)).

Dans le cas présent ceci signifie que les (pﬁe € Aut ((Age)m.) sont tels que goﬁe = Id(A?;e)W donc on peut
ij ij

con§truire par recollement un isomorphisme entre les faisceaux F*° et AY". O

Corollaire 1.27. Sur un espace topologique localement connexe, tout faisceau localement isomorphe au fais-

ceau constant Z | est isomorphe a Z /.

D’apreés les propositions 2.2 et 1.14 les faisceaux J*" et J*" sont respeétivement localement isomorphes

aux faisceaux con$tants Zy et Zy au-dessus des points non réels X \ X (R). Par conséquent, sur un espace
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réel X séparé et localement connexe dont on note X \ X (R) < X Pinclusion ouverte des points non

réels la proposition 6.11 s’applique. Revenons au morphisme J*" — J* du diagramme (1.7),

Proposition 1.28. Sur un espace réel X séparé et localement connexe, il exiSte un unique morphisme rendant

le triangle suivant

expa“oi

an 21 ar
g
]/a\n

commutatif et ¢’est un isomorphisme.

Démonstration. D’aprés ce que l'on a dit ci-dessus on a
(77%) ~ T = {0} = Ji"

quand x est un point réel et

() = =z=J
X

dans le cas contraire. O

—

Corollaire 1.29. Sur un espace réel X séparé et localement connexe, les complexes Z (1)™ et Z (1)*" sont iso-

morphes via le morphisme du diagramme

ang 1
eXpTioan

Z(l)an

~

Z(1)™.

Z(l)an

La fleche qui nous intéresse maintenant est la composition du morphisme (1.10) avec le morphisme

de complexes Z (q)ar — Z (9)" : nous étendons la proposition 1.28 a tous les entiers g > 1.

_—

Proposition 1.30. Pour tout q > 1 et sur un espace réel compac® et localement connexe, les faisceaux (J**)*

~ef

et (J)° 1 sont isomorphes.

Démonstration. Nous différencions deux cas en fonction de la parité de g :

- Si g eét pair alors il suffit de montrer le résultat pour q = 2 puisque, par associativité des opérations

~ef
® et ®, nous aurons d’une part
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et d’autre part

(]al‘)ée q — (]ar)éefzk ~ ((]ar)®6f2)
Nous nous servons donc de I'isomorphisme canonique (J B R /iZ obtenu grace aux propositions

2.2 et 1.26, ce dernier combiné a la proposition 6.11 implique que I'on a un isomorphisme

e
—~

("™ = jZ = jiZ

et il s’agit alors de montrer que la transformation naturelle

—
A~

I = 5z — ()2

est un isomorphisme de faisceaux. En regardant le morphisme induit au niveau des fibres on se
rend compte que seul le cas non réel, i.e. x € X \ X (R), demande une justification : en notant Z{1)
le faisceau constant Z sur le complexifié Y muni de 'adion non triviale du groupe C, on a, par
définition,

(07°7) = cotimr (e, (rz 1)) &5 (1 (2.11))”

or

G

r(u(rz ()} =T e,z 1)
—r(v] [em,Z2 ()"
= cont (V] [o,2(1})”

en choisissant l'ouvert V comme dans le lemme 1.13 (I’espace réel X est supposé compa&t donc

séparé). Ainsi

~ \C A oA
r(u, (nZ{1)) ) = ({n,-m),neZ)~2
et par con$tru&tion
7857 ~7 = (j2) .
X
- Sinon, on profite du cas pair et de de la proposition 1.28 O

Théoréme 1.31. Soit X un espace réel compa(t et localement connexe. Pour tout q > 0, il exiSte un unique
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morphisme 1 rendant le diagramme

——ar

(@ — 21"

(q)an % Z
z

zZ

—

(q)an

commutatif et c’est un isomorphisme.

Démonstration. SoitY la complexification de I’espace réel X. Nous montrons dans un premier temps que

le complexe Z (q)" e$t prefini donc, d’aprés la proposition 6.3, 'existence (et I'unicité) du morphisme

. Le lemme 6.15 implique en particulier que le morphisme vertical de gauche du diagramme (6.1) et

inversible pour tout faisceau constant. D’aprés ce que 'on a déja dit sur les composants du complexe

. ~ef ~ef
Z (q)™" et grace a la proposition 4.13, il suffit de montrer que les faisceaux J*®" J* et J*® Z /5 sont

prefinis :

~ \C ~

- Rappelons que l'on a, par définition, J*" = ()/*Zy) " ot le faisceau con$tant Zy e§t muni de l'ac-
tion ponctuelle de C, (au-dessus de 'adtion de C, sur Y) associée a celle sur (Z /n )y qui consiste a
envoyer toute fon&ion localement constante f € I'(U,Z /;) sur son opposé —f. On part de I'iso-

morphisme

A efn PPN
Zx@’e Zx —Z> Zx®e Zy

qui, via la fleche Zy — 9,Zy, nous donne un morphisme

A~ ~efa ~ ~efA
Z®"Zy ——— Ly®" Zy

| l

~ ~ef A ~ ~ef =~
%ZY®e »Ly T) %ZY‘X’e Y.Ly

C,-équivariant pour 'action, a nouveau, ponctuelle de C, sur le produit tensoriel Zy ®i; et induit

donc un isomorphisme en passant aux seltions fixes

nC2

C, A \C2nef; o \C2 () = of < c ~ \Cs nef/ ~
~ (rZy) 8" (n2v) ﬁ(%Zw@ %Zy) ~ (rzy) " &" (n2v)

G

(248" %.2y)

- On fait de méme pour le faisceau ]aréefz /2 en notant que puisque le groupe Z /5 e$t d’exposant

fini le faisceau con§tant (£ /2), et prefini.
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2. Des calculs rassurants

L’inversibilité du morphisme ) obtenu par propriété universelle et ensuite essentiellement donnée par

la proposition 1.30. O

Corollaire 1.32. Sur un espaceréel X compaét et localement connexe, les groupes d’hypercohomologie H? (X, m)

et HYA (X) sont deux a deux isomorphes.

Remarque 1.33. Dans la proposition 1.30, le théoréme 1.31 et le corollaire 1.32, ’hypothése de compacité
e$t pratique mais n’est pas optimale. En fait, d’apreés le lemme 6.15, il suffit de supposer que I’espace réel

est séparé, localement connexe et ne posséde qu'un nombre fini de composantes connexes.

2 Des calculs rassurants

Dans cette section on recopiera essentiellement les preuves de [Gle1g, Chap. 2] en remplagant J*"
par son analogue arithmétique. A la lumiére de la proposition 4.9 nous écrirons inditinétement Z pour
désigner I'une ou 'autre des complétions. Il nous faudra voir tout faisceau prefini, notamment le faisceau
J**, comme faisceau en Z-modules : l’objet unité pour le produit tensoriel ® de Shv (X, zMod) sera donc

le faisceau constant Z.

2.1 La cohomologie du point

Notons {-z} l'objet terminal de la catégorie des espaces réels. La théorie cohomologique « arithmé-

tique » e$t généralisée,
Proposition 2.1. On a un isomorphisme d’anneaux bigradués

H (e}, Z()™) = Z1t] [ o)
oii t est de bidegré (1,1). En particulier, pour (p, q) € Z x N, on obtient

Zsip=q=0
Hp({.R}’Z(q)ar):{ ZSIP. q
[2sip=¢q=0.

Démonstration. Le morphisme de complexes

ar

b0 —— J 2y 50— Z()"
| R A !
5 0 > 0 s i (Z)3) — 0 — - i.(Z/2)[-1]
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induisant en cohomologie une fléche
H ({°R} L (*)ar) — H” ({'R} s L (Z /2) [_1]®*)

il suffit de savoir que

Ziysip=gq

Hp({.R},z)z{ Zsip=0

0 sinon 0 sinon

et H” ({-x}, i (Z/2)[-q)) ={

pour arriver au résultat. O

2.2 La cohomologie des espaces affines

Soient 0 < w < n des entiers, notons A™" ’espace réel affine de dimension # et de poids w [Gle1g,

Exemple 1.1.2.3]. On démontre d’abord une version « arithmétique » de [Gle1g, Prop. 2.5.1].

Proposition 2.2. Le morphisme entre les anneaux de cohomologie
H* ({’R} , 4 (*)ar) SN H* (An,wl 4 (*)ar)

induit par le morphisme d’espaces réels

A" —= g}
est un isomorphisme.

Démonstration. Le triangle du lemme 1.22 donne lieu a une suite exacte longue

S HPY(A™,1, (2 /2)[-q))

HP (An,w’ (Iar)®q) S S HP (An,w)z (q)ar) - Sy HP (An,w’ i (Z /2 ) [_q]) (2.1)

=

HPH! (An,wl (]ar)®q) DN
On a d’une part

Z/ysip=gq

HP (A™,i,(Z [2)[~q]) = HP (A", (Z [2)) = HP I (R"™,Z /) = {
0 sinon

et d’autre part, comme Z (0)" = Z,
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H® (A™,Z(0)) = Z.
D’aprés la proposition 2.1 il suffit donc de montrer que

ar Z/zsip:in
H?P (A”‘“’,Z(q) ):{
Osip#q.

Quand p # ¢q,9 + 1, nous pouvons lire I'isomorphisme
HP (A", (")) = HY (A", Z ()")
sur la suite exacte longue (2.1). Il re$te simplement a expliquer pourquoi 1’égalité
H? (A", (")) = 0

e§t vraie dés que (p, q) € ZxN": c’et le [Gle1g, Lemme 2.5.1] en utilisant le fait (qui provient du second

point de la proposition 1.14) que (J*)*7 ~ j[i quand q et pair et la suite exalte courte dulemme 1.15. O

Le lieu des points réels des espaces réels affines A™" dont la dimension et le poids sont égaux étant
réduit a {0}, calculer leur cohomologie a support dans les points réels consi$te & déterminer les groupes
de cohomologie locale Hyy, (A™", Z (q)""). Nous établissons I'équivalent du [Gle1g, Théoréme 2.6.1] dans

notre cadre,

Proposition 2.3. Soit (n,p,q) e N"xZ x N, ona

231p:1et2|q¢0
Ziysiz<p<n2t(p-q) etpzqg+1
1 Hpy (A 2(q)") =4 Zsip=net2](q-n)

Ziysip=q=n+1

0 sinon.

2. Le morphisme conneétant
Hn—l (An,n N {0} ,Z (q)ar) # H(})] (An,n’z (q)ar)

est un isomorphisme dés que g = net 2 | (g — n).

3. Le morphisme

Hipy (A", Z (n)") —— Hipy (AL, Z (n)")

induit par le morphisme de complexification y : AZ! —> A™" (vu comme un morphisme d’espaces réels)

est un isomorphisme.
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4. Le morphisme

H{%} (An,n’ Z (n)ar) /2 1_*) H{%} (An,n (R) , V4 (n)ar)

induit par Uinclusion des points réels i : A™" (R) < A™" (vu comme un morphisme d’espaces réels) est

un isomorphisme.

3 Un théoréeme de comparaison pour les espaces réels

Pratiquement, si l’on veut comprendre les groupes H" (X,m), on devra se passer de résolutions
injectives. En effet, étant donné & ° un complexe de faisceaux abéliens sur X, une facon de calculer son
hypercohomologie consiSte a construire des résolutions injectives pour chaque objet du complexe et a
considérer les groupes de cohomologie du complexe total. Or appliquer fonétoriellement 'opération ™+
aux résolutions en question ne calculera rien : les setions globales d’un faisceau inje(tif sont des groupes

injectifs qui sont des groupes divisibles et on a déja vu que dans ce cas la complétion prefinie est triviale.

Proposition 3.1. Soit ¢ : A —> B un morphisme entre groupes abéliens libres de type fini. Les morphismes

canoniques

e —— €

K/er(\(p) f — Ker ((’p\Ef) Im () f —— Im ((ﬁEf)

(S

m)ef — Coker(g?yef) Coim (¢) ' — Coim ((’ﬁef)

sont des isomorphismes.

Démonstration. Puisque les groupes sont libres de type fini on peut supposer quel'ona A = Z" et B = Z".

Posons M := Mat (¢) € M,, ,, (Z), une fois M mise sous forme normale de Smith, i.e.

d 0 0 - 0 - 0
0 d, 0
0 0

M= d,
0 0 0
0 0 0

ou, pour tout 1 <i <s,d; # 0 etd,|d;,,, on constate que I'on a Ker ={0)’xZ" C Z" et par conséquent
P + q ¢ P q
_—— ef

Ker (p) = {0} x (ief)n_s c (ief)n = A Or on a aussi o (ZEf)n — (Zef)m avec M = Mat((’p\ef) ot

84



3. Un théoréme de comparaison pour les espaces réels

Sef )
comme le groupe Z% est sans torsion

n-s _——— ef

Ker((ﬁef) = {0}° x (ief) = Ker (@) .

De l’égalité Im (@) = d,Z x -+ x d,Z x {0}"™° C Z" on déduit ensuite immédiatement

_—ef ~ ~
m (p) = d,Z x -+ x dZ* x {0} = Im (')

ef A ~
puisque dz" = dz* dans Z°. 0O

Corollaire 3.2. Soit A L} B—5C un complexe de groupes abéliens libres de type fini. Le morphisme

canonique
ef

Ker (g) /Im (f) — Ker (gef) /Im (]}\ef)

est un isomorphisme. Plus généralement, soit C* un complexe de groupes abéliens libres de type fini, pour tout

p € Z il existe un isomorphisme

e

_—— ef - ~ef
B (C) — H” (C' )
On peut faire mieux, en effet :

Proposition 3.3. Soit C* un complexe de groupes abéliens de type fini, pour tout p € Z il existe un isomor-

phisme

— €

() — HP(@ef).

Démonstration. Tout groupe abélien de type fini pouvant s’écrire comme quotient d’un groupe abélien

libre de type fini on obtient une suite exalte courte de complexes

0 > N*

~
=

> C*

~
(e}

ou N' et L* sont des complexes de groupes abéliens libres de type fini. D’apreés le lemme 4.15 et la pro-
position 4.16 le groupe abélien Z et plat donc la proposition 4.18 implique que le fonéteur T et
exact sur la sous-catégorie des (complexes de) groupes abéliens de type fini. On a ainsi une suite exacte

courte

—~ef —~ef —~cef
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et une suite exacte longue

_—— ef _——ef _—— e

f ef _——— ef
... — HP(N') —— HP(L') —— HP(C) —%— HP*'(N') —— -

telles que le morphisme de suites exactes longues induites en cohomologie

_—— e _—— ef _— ef ——— ef ——— ef

o — H (N')f—>H (L'y —— HP(C') —— HP*'(N') —— H"' (L") —— -

O S

~€ ~ef ~ef
D .

~ef f
- — H”(N'e ) — HP(L ) — H”(C ) —— HP! (N’ ) — HP! (L' ) —
donne le résultat grace au corollaire précédent et au lemme des cing. O

Corollaire 3.4. Soient X un CW-complexe fini (de dimension finie?) et A un groupe abélien de type fini, les
_——— ef

~ef
groupes de cohomologie H” (X,ée ) et H (X, A) sont isomorphes.

Démonstration. 11 suffit de prouver le résultat pour la cohomologie cellulaire : tout CW-complexe est
localement contrattile [Hato2, Prop. A.4], la cohomologie cellulaire coincide avec la cohomologie sin-
guliére [Hato2, Theorem 3.5] et, dés que ’espace S est localement contratile, on a, pour tout groupe
abélien A, des isomorphismes Hgn, (S, A) ~ H" (S, A) [Sel16]. Soit donc p un entier, on a HY (X, A) =
HP (Clap (X, A)) o Clypy (X, A) désigne le dual Hom (-, A) du complexe de chaines cellulaires H, (X(°), X(°_1))
qui, puisque X et un CW-complexe fini, e§t un complexe de groupes abéliens libres de type fini. Le
groupe A étant de type fini le complexe Cg.; (X, A) e$t aussi abélien libre de type fini et la proposition

_——— ef __——— of
précédente s’applique : on a des isomorphismes entre H,; (X, A) et H" (C;ell (X, A)e ) or

( ~

Clul (X, A\ef) — Hom (H. (X .)’X(.—l)) ’Aef)

~ lim Hom
m|n

~ lim Hom (H, (X('),X('*l)) , A) /n

m|n

—

H.(X®,X1),47,)

_—  ef
= C;ell (Xz A),

le dernier isomorphisme étant vérifié car les groupes H, (X(*), X(*_l)) sont abéliens libres donc projeltifs

et on se sert de [Jacog, Prop. 3.9]. O

Soit donc (X, Y, y) un CW-complexe réel fini, i.e. un espace réel tel que 1’espace topologique X soit un

CW-complexe fini, le corollaire précédent implique ainsi le théoréme de comparaison souhaité dans le
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3. Un théoréme de comparaison pour les espaces réels

~ _— ef ef
cas g = 0: on a un isomorphisme entre les groupes H” (X,Z) = Hfr'o (X)et HP (X,Z) = fr’lo (X) .

En nous servant de cette réduction de cas, nous montrons que le résultat est plus généralement vrai

en tout poids g.

Partant du triangle fondamental dans le cas analytique, i.e.

Théoréme 3.5 ([Gle1g, Théoréme 2.2.1]). Soit X un espace réel et q € N. 1l existe un triangle naturel
U™ —— 2@ — i.(2/2)[-) — "7 [1]

dans la catégorie triangulée D¥ (X).

nous produisons, par fonctorialité de la complétion prefinie, le morphisme de triangles

™ —— Z(9™ — i.(Z/2)[-q) — "™ [1]

I |

— L —

I —— Z(" — 1.(Z/2) -] — ™[]

Proposition 3.6. Sur un CW-complexe réel a squelettes finis, le morphisme de suites exates longues de groupes
de cohomologie induit par le morphisme de triangles (3.1) se faltorise a travers les complétés prefinis corres-

pondants,

o —> HPN (X2 /2 [=q)) — HP (X, *™) — B (X, Z(9)"") —> HP (X, 1.2 /2 [-q]) —> H"*' (X, ")) — -

T

_——— ef —————ef ef
o —> HPN(X,Z 2 [—q]) — HP (X, (%))

_—— ef _——  ef —_—
— H (X)) — H(X,iZ /2 [-q)) — H'(X,0™) —

s

~ ~ v ~ ~

v B (X2 [y gl —> HP (X, 0T ) — W (X, 297 — HP(X,02 /2 () —> B (X, 00) — -

Démongtration. La proposition 4.11 nous indique que ceci résulte du fait que les groupes H* (X,g\)
sont prefinis si

F e fiZ/2,0™™, 2™}

Plus précisément, nous le ferons dire¢tement dans le théoréme 3.7 quand les complexes sont concentrés
en un seul degré (les deux premiers éléments de ’ensemble ci-dessus) et lorsque & * = Z (9)*", en suppo-

sant que I’on a déja montré ’assertion initiale dans les deux premiers cas et en posant H := H? (X, Z(q)™ ),
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on se retrouve avec une suite exate de la forme

A—23B s H s C s D

ou les groupes A, B, C, D sont prefinis. On s’intéresse alors a la suite exacte courte
0 —— Im(f) — H—251Im(g — 0

dans laquelle Im (g) e$t un sous-groupe fermé du groupe complet (pour la topologie prefinie) C donc a
son tour prefini. De plus, comme Im (f) ~ B /Im (e), que B est complet (pour la topologie prefinie), que
Im (e) e$t un sous-groupe fermé de B et que tous les groupes considérés sont a bases dénombrables de
voisinages, le groupe Im (f) est prefini et H aussi car toute extension de groupes prefinis de type fini et

prefinie, cf. la proposition 4.9 combinée a [RZ10, Prop. 2.2.1, p. 28].

Pour finir : la suite de morphisme du milieu reste exacte puisque, vu les conditions que 'on impose
sur ’espace réel X, les groupes de cohomologie sont de type fini et on peut utiliser la proposition 4.18; le
diagramme inférieur commute par unicité du morphisme en pointillés dans la proposition 4.11 et grace

au fait que les diagrammes extérieur et supérieur commutent. O
Théoréme 3.7. Soit X un CW-complexe réel a squelettes finis, le morphisme
—— ef —
¢ HI(X) — HP (x,z (q)a“)
de la proposition 3.6 est un isomorphisme en tout degré p et tout poids q.

Démonstration. On s’appuie sur le diagramme

ef

- ef ——————of _—— ef _—  ef —
co— HPU(X,Z 2 [q]) — HP (X, () — HE'(X) —— HP(X,i.Z/2[-q) — HP"'(X,0*)™) — -

| | | | |

v B (X2 o al) — B (X,070) — (X, 2@ ) — 1P (X002 2 [ql) — B (X, 0 ) — -

issu de la proposition 3.6 auquel il suffit d’appliquer le lemme des cinq aprés avoir montré que les

morphismes a et  sont des isomorphismes :

- Le corollaire 3.4 justifie 'inversibilité des morphismes a puisque 1'on a

ef ef — _—
H*(XiZ/2 1) =H* T (XR),Z]2) et H*(X,iZ]2 [-q)) = H* (X ®),Z/2).
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- Pour ce qui e$t des morphismes f3, on traite séparément les cas selon la parité de I'entier g, i.e.

ﬁH*(X .Zef * 7
: jiZ) —H (X']!Z)

quand g est pair et
_— _ef o~
B:H*(X,J*) — H* (X,]"‘“)

sinon. Les suite exactes courtes de faisceaux

0 —— jjZ=jZ ——Z —— iiZ=iZ — 0

0 y Z y 2 —=C 5 jon

~
(e}

(la seconde provenant de la proposition 2.4) induisent respetivement des morphismes de suites
exaltes longues analogues au diagramme du début de la démonstration et on conclut encore grace

au corollaire 3.4 et au lemme des cing. O

En joignant ce dernier résultat au corollaire 1.32 on obtient le théoréme de comparaison attendu :

Théoreme 3.8. Sur un espace réel X suffisamment sympathique, a savoir un CW-complexe réel a squelettes
finis, la cohomologie arithmétique (entiére) de X s’obtient comme complété profini de la cohomologie analytique
(entiére) de X : le diagramme suivant est commutatif,

—
an

Hi (X)) — H’ (X,Z (q) )

A T
nl R :lﬁf’um

(X)) ———— HY(X).
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CHAPITRE 4

Des versions semi-algébriques des

cohomologies bigraduées

<2 OIENT R un corps réel clos et posons C := R [\/—1] : d’aprés [BCRg8, Chap. 1, Theorem 1.2.2],

c’e$t un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et le groupe de Galois Gal (C/R) et
28, e groupe cyclique a deux éléments C,. Réciproquement, tout corps soumis a ces conditions

peut étre vu de cette facon :

Proposition o.1 ([Art24]). Tout corps C algébriquement clos de caraltéristique nulle posséde (au moins) un

sous-corps réel clos R tel que C = R [V—l]. En particulier, Gal (C/R) est le groupe cyclique a deux éléments C,.

Démonsiration. Comme le corps C et de cara&téristique nulle il contient le corps réel Q et le lemme de
Zorn nous permet d’affirmer qu’il exi$te un sous-corps réel maximal de C que I'on note R. En particulier,
puisque C est algébriquement clos, le corps R n’admet pas d’extension algébrique réelle non triviale et
est donc réel clos. D’aprés [BCRg8, Chap. 1, Theorem 1.2.2], 'extension intermédiaire R [\/j] e§t donc
algébriquement close. Or, 'extension C et algébrique sur R donc sur R [\/j] : si ce n’était pas le cas il
exiSterait un élément transcendant a € C tel que R (a) ~ R (X) ce qui contredirait la maximalité de R car

R (X) est un corps réel. O

Dans un premier temps, nous étendons a R la théorie cohomologique initialement développée pour
les espaces réels « sur R » [Gle1g]. Le morphisme exponentiel analytique n’ayant plus cours sur C - en
tout cas sous sa forme habituelle de série entiére - le pendant semi-algébrique du triangle exponentiel

analytique (voir le théoréme 4.1)

expan

Z(1)™" > O > O s Z(1)™[1]

manque a l'appel. Nous remédions a cet état de fait via son avatar arithmétique, la con$truétion du
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morphisme exponentiel arithmétique n’étant subordonnée a aucune contrainte topologique. On aura
p p q pologiq

ainsi, a priori, deux nouvelles théories cohomologiques :

- Une version semi-algébrique de la cohomologie analytique, notée H%1 (X).

- Une version semi-algébrique de la cohomologie arithmétique, notée HE! (X).

1 Théorie semi-algébrique de Delfs, Knebusch, Schwartz et espaces

réels clos

Nous nous appuierons sur la théorie des espaces localement semi-algébriques (parfois aussi appelés
espaces géométriques) qui e$t essentiellement due a H. Delfs et M. Knebusch [DK84], [DK85] et sur
sa variante abS$traite (par opposition & géométrique) développée par N. Schwartz [Sch8gb]. Pour une
exposition compléte et relativement récente de toutes ces idées nous ne saurons que conseiller la lecture

de l'article [Kneg2]. Enfin, pour un point de vue plus moderne sur ces objets, signalons le papier [EP16].

Commencons par introduire deux définitions qui ne sont que des exemples particuliers de sites de

Grothendieck associés & un ensemble,

Définition 1.1 (Espace topologique reStreint). Soit X un ensemble, on dit que X e§t un espace topologique
re§treint s'il et doté d’une famille $ (X) de sous-ensembles de X, que I'on appelle ouverts de la topologie
reStreinte, vérifiant {3, X} C S (X) et Stable par interse@ions finies et unions finies. On voit tout espace
topologique reStreint X comme un site de Grothendieck, le site restreint X ., en considérant la catégorie
des ouverts de la topologie restreinte dont les morphismes sont les inclusions et les recouvrements du

site sont les recouvrements topologiques finis.

Définition 1.2 (Espace topologique généralisé). Soit X un ensemble, on dit que X e$t un espace topologique

généralisé s’il e§t doté

1. d’une famille T (X) de sous-ensembles de X, que l'on appelle ouverts de la topologie généralisée,

vérifiant {@, X} C T (X) et §table par intersections finies et unions finies,

2. d’un ensemble Covy de familles (4),_, dans T (X), que l'on appelle recouvrements admissibles, satis-
faisant les propriétés suivantes (les axiomes d’une (pré)topologie de Grothendieck) :
(i) Toute famille finie d’éléments dans T (X) e$t dans Covy

(ii) Si (U;),; eSt un élément de Covy alors I'union (J U; est dans T (x)

iel
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(iii) Si (U4;),.; st un recouvrement admissible de U/ € T(X)etsi T(X)3V U alors (U N V), est

un recouvrement admissible de V

(iv) Si (U;),.; e$t un recouvrement admissible de U € T (X) et, pour tout i €1, (V"J')je]- e§t un recou-

vrement admissible de I, alors (V, “e$t un recouvrement admissible de U

f)u,f)em

(v) Si (), et une famille d’éléments dans T(X) telle que U, = U € T(X) et si (Vj)je] e§t un
iel

recouvrement admissible de I/ raffinant (i4;),_, alors (/;),_, est un recouvrement admissible de

u

(vi) Si(U;),; e$t un recouvrement admissible de U € T (X) et V e§t un sous-ensemble de U tel que,

pourtoutiel, VNU,; € 1 (X) alors V € T (X).

Définition 1.3 (Espace semi-algébrique). Un espace semi-algébrique affine sur R e§t un espace topologique
reStreint annelé en R-algebres commutatives (M, Oy,) isomorphe a un sous-espace semi-algébrique d’une
variété algébrique affine sur R [DK81, §6]. Un espace semi-algébrique sur R e§t un espace topologique

reStreint annelé en R-algébres commutatives (M, Oy) possédant un recouvrement ouvert fini (M;), , tel

iel
que les (M, Oyp,) soient des espaces semi-algébriques affines sur R. Un morphisme d’espaces semi-

algébriques e$t un morphisme d’espaces annelés.

Définition 1.4 (Espace localement semi-algébrique). Un espace localement semi-algébrique sur R eSt un
espace topologique généralisé annelé en R-algébres commutatives (M, Oy;) possédant un recouvrement
admissible (M), , tel que les (M;, OM|MI,) soient des espaces semi-algébriques sur R. Un morphisme d’es-

paces localement semi-algébriques est un morphisme d’espaces annelés.

Si M e$§t un espace localement semi-algébrique, le site semi-algébrique M, eSt (le site de) l'espace

topologique généralisé sous-jacent & M.

Par con$truction, la catégorie des espaces semi-algébriques sur R e$t une sous-catégorie pleine de la

catégorie des espaces localement semi-algébriques sur R.

A partir de maintenant, si (M, Oy) e$t un espace (localement) semi-algébrique sur R on omettra vo-

lontairement le faisceau §tructural en 'appelant simplement M.

Définition 1.5 (Espace réel clos). Un espace réel clos sur R est la donnée d’un triplet (X,Y, ) o X est un
espace localement semi-algébrique sur R, Y est un espace localement semi-algébrique sur R muni d’une
action semi-algébrique [Kne89, Chap. IV, §11] du groupe C, et y : Y — X e$t un morphisme d’espaces
localement semi-algébriques sur R induisant un isomorphisme d’espaces localement semi-algébriques
sur R

Y/ie, —— X.
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Un morphisme d’espaces réels clos (X,Y,y) — (X’,Y’,9’) et un couple
(f: X—X,g:Y —>Y)

otl f e§t un morphisme d’espaces localement semi-algébriques sur R et gest un morphisme C,-équivariant

d’espaces localement semi-algébriques sur R tels que le diagramme suivant commute,

On écrira souvent simplement X pour désigner 1’espace réel clos (X, Y, p).

Remarque 1.6. En principe, la définition d’espace (localement) semi-algébrique, a fortiori d’espace réel
clos et des objets attachés a de tels espaces (faisceaux, cohomologie, etc.), dépend du choix d’un corps
réel clos mais comme ce dernier est, sauf mention contraire, fixé une fois pour toutes nous parlerons

librement d’espace localement semi-algébrique (d’espace réel clos) sans faire référence au corps de base.

Soit (X,Y,y) un espace réel clos. L’ensemble des points fixes Y2 C Y e§t un espace localement semi-
algébrique. En effet, on a

Y = (1dy,0)” (Ay),

la diagonale Ay C Y xY e$t un espace localement semi-algébrique [DK85, Chap. I, Prop. 3.7] et I'image
réciproque de tout espace localement semi-algébrique par un morphisme d’espaces localement semi-
algébriques e$t localement semi-algébrique [DK85, Chap. I, Prop. 3.1]. Par analogie avec la théorie sur
R, on aimerait par la suite introduire I'espace des points réels clos X (R) := y(YCZ) mais la prudence est
de mise : I'image d’un espace localement semi-algébrique par un morphisme d’espaces localement semi-
algébriques n’est pas nécessairement localement semi-algébrique [DK85, Chap. I, 6.3]. Pour pallier ce
probléme, nous supposerons dorénavant que l'espace Y e$t semi-algébrique (voir la définition 1.3). A ce

moment-1a, le morphisme y est semi-algébrique au sens de la définition qui suit,

Définition 1.7. Un morphisme d’espaces localement semi-algébriques f : M — N est dit semi-algébrique
dés que, pour tout sous-ensemble semi-algébrique X C N, I'image réciproque f~' (X) € M e$t un sous-

ensemble semi-algébrique.

Proposition 1.8 ([DK85, Chap. I, Prop. 5.3]). Soit f : M — N un morphisme semi-algébrique. L'image

f(X) d’un sous-espace localement semi-algébrique X <— M est localement semi-algébrique.

En pratique, avec les exemples que nous en avons en téte, ’hypothése de semi-algébricité sur Y est
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peu redtrictive : si V e$t une variété algébrique sur R alors les espaces V (R) et V (C) sont tous deux semi-

algébriques [DK8s5, Chap. I, Ex. 7.1].

Exemples 1.9.

+ Soit X un espace localement semi-algébrique sur lequel agit semi-algébriquement le groupe C,,
grice aux résultats de [Kne89g, Chap. IV, Cor. 11.8], on peut regarder ’espace réel clos associé

(X/c,,X,m)avec : X — X [, la projection canonique.

» Soient 0 < w < #n des entiers. Des cas particuliers du point précédent sont donnés par les espaces
affines réels clos de dimension n et de poids (ou dimension motivique) w, notés Ax", qui sont les espaces
réels clos associés aux C,-espaces (localement) semi-algébriques R™" := R"™" x R¥ dont I'attion et

triviale sur le premier terme et antipodale sur le second.

+ Soit X un schéma sur R, on munit l'espace topologique X (C), considéré avec l'action naturelle
du groupe Gal (C/R), d’une §tru&ture de C,-espace localement semi-algébrique complet comme
expliqué dans [BFMQ22, Sed. 4.1] ou [BW2o, Se@. 1.1] : Resc,p désignant le fonéteur de res-
triction des scalaires a la Weil, il s’agit essentiellement de se servir de l'identification X (C) =

Resc/r (X ®g C) (R). L’espace réel clos associé est donc (X(C) /C2 , X (C), n).

Quand on parle de cohomologie dans le contexte des espaces localement semi-algébriques il s’agit,
de prime abord, de la cohomologie du site semi-algébrique M,, mais I'approche privilégiée, par exemple
dans le livre de Delfs [Delg1], consiste a remplacer tout espace géométrique M par son abstraction M qui
est un vrai espace topologique (il e§t méme spectral) : dans le cas affine, soit donc V une variété algébrique
affine sur R, on utilise la correspondance bijetive entre les sous-ensembles semi-algébriques de V (R) et
les con§tructibles du speiire réel Sper (R [V]) et plus généralement, le leCteur pourra consulter [DK85,
Appendix A], [Sch8gb, Chap. III]. Etant donné que les catégories Shv (M, ) et Shv (M) sont équivalentes
[Delg1, Chap. I, Prop. 1.4] il en résulte I’égalité

pour tout faisceau & € Ab (M,,).

Proposition 1.10. Soit M un espace localement semi-algébrique, le foncteur d’abstraétion
1 Ab (M,,) — Ab (M)
préserve le produit tensoriel de faisceaux.
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Démonstration. Soient & ,% deux faisceaux en groupes abéliens sur le site M,. Pour montrer que 1'on a
un isomorphisme (canonique) de faisceaux & ®; & =~ F ®, il suffit de vérifier que ¥ ®; & satisfait la
propriété universelle de F ®,%.Soitdonc Z € Ab (M), le foncteur d’abstradtion étant un isomorphisme

de catégories, on a

Hom y51) (F ®2 %, 7 ) = Homap) (F %, %)

~ BllAb(M) (g X ?

~

Oy
N Y X

~ BllAb(IV[) (\97 X

)
)

Le dernier isomorphisme se ju$tifie de la fagon suivante : pour tout ouvert localement con$truétible
c

)

=~ BllAb(IV[) (? X ?,

M, on a

N

Soit M un espace localement semi-algébrique, on lui adjoint un autre brave espace topologique M,
dont la topologie, que 'on appelle topologie forte sur M, e§t engendrée par les ouverts de ’espace topolo-
gique généralisé sous-jacent & M. C’e§t d’ailleurs un sous-espace topologique de I'ab§tra®ion M. Comme
un morphisme d’espaces localement semi-algébriques f : M — N induit une application continue
frop * Miop — Niqp, tout espace réel clos X := (X,Y,y) donne lieu & un espace réel Xy, = (Xiop, Yiops Viop)

au sens de [Gle19]. Si F est un faisceau abélien sur le site Mj,, on récupere un faisceau sur l'espace M,

en posant & o, 1= 1 (?) ou 1 désigne 'inclusion My,, — M.

Définition 1.11. Un espace localement semi-algébrique M e$t séparé s’il est séparé pour la topologie

forte, i.e. si la diagonale Ay € M x M e$t fermée.

Proposition 1.12 ([Del85, Prop. 4.7]). Lespace semi-algébrique [0, 1], est acyclique, i.e. pour tout entier
p > 1 et pour tout groupe abélien A on a HZE, ([O, 1] ,A) =0.

Lemme 1.13. Les espaces semi-algébriques [0, 1[ et ]0, 1[, sont semi-algébriquement homotopiquement équi-

valents a 'intervalle unité [0, 1].
Démonstration. C’est exaltement la méme preuve que dans le cas purement topologique et pour les deux
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intervalles. En considérant I'application semi-algébriquement continue f : [0, 1], — ]0, 1[, définie par
f(x) = ¥ et linclusion ]0, 1[, < [0, 1], on obtient I’homotopie semi-algébrique recherchée entre f o1

et Id]o,1[R (respectivement, entre o f et Id[O,l]R) en posant H (x,t) :=tx + (1 — f) % O

Proposition 1.14. Pour tout entier p, on a H[’;} (AIIQ'I,Z) =0.

Démonstration. Notons d’abord que les espaces semi-algébriques Ay’ = R,, et Ay' N\ A" (R) = R,
sont tous deux semi-algébriquement acycliques : I'application x — % e$t un homéomorphisme semi-
algébrique de [0, 1[ (respectivement, ]0, 1[) vers R,, (respectivement, R.,) et on applique le lemme
1.13 suivi de la proposition 1.12. Quand l’entier p et §trictement négatif, les groupes de cohomologie

sont nuls par définition. Si p > 1, on peut regarder la suite exate longue de cohomologie locale
o — HP (AR'NAR'(R),Z) =0 — HZE(R) (A, Z) — HP*' (AK,Z) =0 — -

et en déduire que H{%} (Ag',Z) = 0 dés que p > 2. Dans les deux autres cas, on a H{OO} (Ax',Z) = 0 et pour

p =1 c’e$t de nouveau la méme suite exacte longue
Hfy (Ax',Z) =0 — H° (A, Z) — H° (A" NAR' (R),Z) — Hjp (A", Z) — 0

car l'espace R, e$t semi-algébriquement connexe. O

2 Cohomologie bigraduée analytique d’espaces réels clos

Dés a présent et jusqu’a la fin de ce chapitre, on supposera que les espaces réels clos (X,Y,y) sont

tels que ’espace semi-algébrique Y e$t séparé au sens de la définition 1.11.

Comme expliqué dans l'introduction, on devra se passer de I’exponentielle analytique dans la situa-
tion des espaces réels clos. En particulier, la con§truétion de 1’analogue semi-algébrique du faisceau J*"

dérive du faisceau constant Z (sur le site semi-algébrique) :

Définition 2.1. Soient M un C,-espace localement semi-algébrique, a : C, x M — M le morphisme
donné par I'action du groupe C, et pr, : C, x M — M la projection sur le second facteur. Un faisceau
équivariant semi-algébrique sur M et un faisceau en groupes abéliens F sur le site semi-algébrique M,

tel que l'on ait un isomorphisme de faisceaux
aF +> pr,F
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soumis a la condition de cocycle suivante :

(m x1dy) ¢ = pri,do(lde, x a) ¢,

m : C, x C, — C, étant la multiplication du groupe C, et pr,, : C, x C, x M — C, x M la projection

sur les deux derniéres composantes.

Définition 2.2. Soit X = (X,Y,y) un espace réel clos, on fait du faisceau constant Z sur le site Y, un

faisceau équivariant en prescrivant un isomorphisme
* (P *
_
al = pr,Z

défini par ¢y, (f) (x) = —f(x), ou Y C Y et un ouvert localement semi-algébrique et f € I'(old,Z). En
notant Z'" le faisceau con§tant Z considéré avec I'a&ion précédente, on introduit alors le faisceau J**" €

Ab (X,,) de la maniére suivante : J*" := 32 (Z').

Remarque 2.3. Dans le cas des espaces réels, le faisceau des entiers imaginaires purs J*" peut aussi étre

obtenu a partir de la con$truétion ci-dessus, cf. [Gle1g, Prop. 1.2.3].

Puisque le groupe C, agit semi-algébriquement sur I'espace localement semi-algébrique Y et que le
passage a 'abStradtion préserve les produits fibrés [Sch8gb, Chap. III, Theorem 2.1], on hérite d’une
action sur son ab$traction Y, i.e. Y e§t un C,-espace topologique. On a ainsi, a priori, deux espaces des
orbites, a savoir 17/C2 et Y/C2 mais il s’avere que, en tant qu’espaces topologiques, ce sont les mémes

objets.

Lemme 2.4. Les espaces topologiques Y/Cz etY /C2 coincident.

Démonstration. Par construction, ’espace topologique généralisé sous-jacent a I’espace géométrique quo-
tient Y/C2 est I'espace topologique généralisé des orbites, i.e., 7 1 Y — Y/C2 désignant 'application
ensembli§te de projection, U et un ouvert de l'espace topologique (généralisé) Y /c, si et seulement
7" (U) est un ouvert de I'espace topologique (généralisé) Y. En conséquence, la bijetion entre ouverts

semi-algébriques d’un espace géométrique et ouverts de son espace ab$trait termine la preuve. O

Corollaire 2.5. Le triplet (X,Y,7) forme un espace réel au sens de [Gle1g].

Proposition 2.6. Soit X = (X,Y,v) un espace réel clos. L'abstraction de l'espace localement semi-algébrique

des points réels clos de X correspond a I'espace des points réels de I'espace réel X = (X,Y,7) :

X(R) = X (R).
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Démonstration. Comme l'espace Y e§t supposé semi-algébrique, nous avons déja dit que le morphisme
y e§t semi-algébrique et on a méme, pour tout ouvert semi-algébrique &/ C Y et pour tout ouvert semi-

algébrique V C X, les égalités [Delg1, Chap. I, Remark 1.3], [BCR9g8, Chap. 7, Prop. 7.2.8]

P(U) =y @), 7 (V) =y V)

Notons en premier que 'on a YC2 = Y2, En effet, les égalités ci-dessus sont aussi vraies pour les fermés

semi-algébriques et, comme Y e$t séparé de telle sorte que la diagonale Ay soit fermée, on a

YC: = (Idy,0) ' (Ay)

(
= (Idy,0) ™" (Ay)
(

= YCZ
On en tire la correspondance annoncée,
X(®) =7 (¥%)
=7(r%)
=7(7%)
=X (R). O

Définition 2.7. Considérons le faisceau constant Z sur I’espace Y (ce dernier correspond bien au faisceau
con$tant Z sur le site semi-algébrique Yy, via I’équivalence de catégories mentionnée un peu plus haut) :

via le point de vue espace étalé, on en fait un C,-faisceau équivariant sur Y en posant

o(m,y) = (-m,op)

ol (m,y) € ZxY. On définit le faisceau J*** sur le site semi-algébrique X, comme étant le faisceau associé

a 72 (Z) sur I'ab$tra&tion X.

San

Lemme 2.8. Les faisceaux J**" et J*"* sont isomorphes.

Démongtration. On se sert toujours de I'égalité 7' (27) = y~1(U), valable pour tout ouvert semi-algébrique
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U de X. On a par conséquent

Avant de s’aventurer plus loin il eét capital de s’appesantir sur la topologie des espaces ab$traits
associés aux espaces géométriques. Dans la thése de D. Gleuher, l'accent e§t mis sur la propriété de
séparation : tous les espaces topologiques sont supposés Hausdorff avant méme d’exhiber le faisceau J*".
Or, c’e$t une condition bien trop forte, nous nous contenterons ici du §tri¢t minimum dans la mesure ou
nous n’avons pas le choix : a cause de la topologie spetrale, il eét trés rare que ’'ab$traction d’un espace

localement semi-algébrique soit séparée.

Lemme 2.9. Soient A un anneau, a et  des éléments du spelire réel Sper (A). Les points a et B ne sont pas

séparables (au sens Hausdorff) si et seulement si 'un et une spécialisation de l'autre.

Démonstration. Supposons, par exemple, f v @, i.e. @ € @ S’il exiStait deux ouverts « € U, B € V de

Sper (A) tels que § & U et @ ¢ V alors on aurait € Sper (A) \ U donc « € {f} C Sper (A) \ U ce qui et
impossible. Réciproquement, si a n’e$t pas une spécialisation de 8 et vice versa alors, d’aprés [BCRg8,

Chap. 7, Prop. 7.1.18], il exi$te deux éléments a = b € A tels que
a(a)>0,b(B)>0,a(f)<0,b(a) <0

donc

(a—b)(a)>0,(b-a)(p)> 0.

Autrement dit, I (—) désignant un ouvert basique de la topologie sperale, on a
aecl(a-b),pel(b-a),

avecU (a-b)NU (b -a) = . O
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Corollaire 2.10. Soit A un anneau dont le spectre réel Sper (A) est muni d’une aétion du groupe C,. Pour tout

point non fixe a € Sper (A)% il existe un ouvert U C Sper (A) tel que a € U et U N old = @.

Démonstration. S’il n’existe pas d’ouvert @ € U C Sper (A) tel que U N old = @ alors @ et son conjugué
oa ne peuvent pas étre séparés par des ouverts disjoints a € U;, oa € U, sinon il suffirait de poser
U = U; Nold, pour contredire ’hypotheése de départ. Le lemme 2.9 implique donc que «a se spécialise en
oa ou inversement. Dans les deux cas, comme o préserve la relation de spécialisation et que C, e$t d’ordre

2,0naa > oaetoa ~w adong, puisque Sper (A) e§t de Kolmogorov, a = 0a, i.e. & € Sper (A)C2. O

La proposition 2.6, le lemme 2.8 et le corollaire 2.10 nous autorisent a traduire intégralement, pour
ainsi dire, la théorie cohomologique analytique des espaces réels clos en termes de ’espace réel ab$trait
associé.

Définition 2.11. Soit X = (X,Y,y) un espace réel clos, on définit le morphisme (resp., complexe) de ré-
duction (semi-algébrique) analytique p**™ de la catégorie Ab (X,,) (resp., Z (1)*" € Ch’ (X,,) concentré en

degrés o et 1)

san P
] Z/

en décrétant que le morphisme (resp., complexe) concordant de la catégorie Ab (X) et le morphisme

(resp., complexe) de réduction analytique

(resp., Z(1)™ € Ch" (X)) sur l'espace réel X.
Faits 2.12. Soit X = (X, Y, y) un espace réel clos,

)san

1. Pour tout q > 2, on obtient un complexe de faisceaux abéliens Z (q)”"" sur le site semi-algébrique X, en

posant
®q

Z (q)san = (Z (l)san)

dont le complexe correspondant sur Uespace réel X est Z (q)™".

2. On a, pour tout q > 1, des triangles fondamentaux analytiques dans la catégorie triangulée D (X,,)
U™ ——= Z (@™ — 1.(2/2)[-q) — "1,
our i désigne U'inclusion (localement semi-algébrique) des points réels clos X (R) — X.
Démonstration.
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1. C’est une conséquence de la proposition 1.10 et du fait que le foncteur d’abstraction, qui est un

isomorphisme de catégories, préserve les sommes directes finies de faisceaux.

2. C’e$t encore la proposition 1.10 ainsi que la proposition 2.6 et le fait que le fonéteur d’ab$trac-
tion commute avec 'image direte de faisceaux : tout ceci nous permet d’affirmer que les triangles
fondamentaux de I’énoncé ne sont que les versions géométriques des triangles fondamentaux ana-

lytiques sur I'espace réel X. O

Remarque 2.13. Dans les faits précédents, la version semi-algébrique du triangle exponentiel analytique
est absente mais, comme on ’a dit dans I'introduétion de cette theése, il et tout a fait possible d’imaginer
que le revétement universel localement semi-algébrique C* fournisse la bonne alternative. Pour cela, il

suffit effeCtivement de considérer le morphisme d’espaces localement semi-algébriques
exp?8: C* —— C*

venant avec le revétement que I'on nomme exponentielle algébrique et de définir un complexe de faisceaux

abéliens Z (1)alg € Ch’ (Xs2) comme le cone du morphisme, encore noté expalg,
exp8 : Oy — Of

obtenu par composition ou Oy e$t le faisceau des fontions continues a valeurs dans C*.

Définition 2.14. Soit X = (X,Y, y) un espace réel clos, on nomme cohomologie bigraduée (semi-algébrique)

analytique Hyy, (X) de X les groupes d’hypercohomologie

HER(X) :== H5 (X, Z(9™") = HP (X, Z (9)™").

2.1 Espaces réels clos sur le corps des nombres réels

Dans sa thése de do&torat [Del8o], H. Delfs a établi plusieurs théorémes de comparaison, dont un

stipulant que quand R = R, les groupes de cohomologie semi-algébrique et singuliére coincident :

Théoréme 2.15 ([Delg1, Chap.II, Cor. 5.4, Theorem 5.7]). Supposons que R soit le corps des nombres réels
R. Soient M un espace localement semi-algébrique, O une famille de supports sur M et F un faisceau abélien
sur le site M,. Dés que l'espace M e$t partiellement complet ou que le faisceau F et un sy$téme local on a des
isomorphismes canoniques

" Hy (M, F) —— Hp, (Miops Frop) -
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Ce dernier nous permet de démontrer un théoréme de comparaison pour la cohomologie bigraduée

analytique :
Proposition 2.16. Soit X un espace réel clos sur R, pour tout entier p > 0 on a des isomorphismes canoniques
2 HE (X)) —— HY (Xiop, Jigp) -

san

Démongtration. Premiérement, le faisceau Jig; s’identifie au faisceau J*" sur l'espace réel X,,, puisque

l'on a, par définition et grace au lemme 2.8,
Jan = (1) = o (%) = 7 (7(2)) = (op) (@) = ™,

l’avant-dernier isomorphisme demandant une explication : comme tous les morphismes en jeu sont équi-

variants, partant du diagramme

Yoo ;) Y
ytopl lN
XtOP (_1>

qui et un carré cartésien car il est isomorphe au carré

Ytop c‘—,> ?

yi l?

Ytop /C2 (_l> Y/C2
il s’agit de démontrer que, quand & = Z et r = 0, le morphisme de changement de base
‘*(Rrﬁg) - Rr(Vtop)*(‘,*y)

issu de celui-ci e§t un isomorphisme. On l'a déja fait remarquer, les espaces abstraits ne sont presque
jamais séparés donc le théoréme de changement de base propre usuel en topologie n’e$t pas applicable
ici. Cependant, on peut se servir de la généralisation de ce dernier due a Schniirer et Soergel pour laquelle
on a seulement besoin des hypotheses de propreté locale et de séparation des morphismes y et y;,, [SS16,
Theorem 4.4]. D’aprés [SS16, Prop. 2.12], toute application propre et séparée est localement propre donc

il suffit de savoir si le morphisme ¥ e$t propre. C’e$t bien le cas parce que :

- un morphisme localement semi-algébrique f et séparé si et seulement si le morphisme f est séparé

[Sch8gb, Chap. 111, Theorem 3.1],
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- un morphisme semi-algébrique f et propre si et seulement si le morphisme f est propre [Sch8gb,

Chap. III, Theorem 4.10].

Or, les espaces localement semi-algébriques sont supposés séparés (pour la topologie forte) et le groupe
semi-algébrique C, e§t complet (au sens semi-algébrique) c’e§t pourquoi, d’apres [Kne8g, Chap. IV, Cor.

11.8], le morphisme quotient Y — Y/C2 , auquel y est identifié, est propre.

On peut alors se servir de la suite exacte courte de faisceaux sur l'espace réel X

0 — Z — 7.(Z2) =5 ™ — 0
pour obtenir le diagramme suivant

- —> HL(X,2) = H"(X,Z) — H& (X,7.(2) = H* (X, 7.(2)) — HA(X,)*") = H? (X, J7) — HE' (X,2) — HE' (X, 0(2) — -

| | R

> H (Xigp, Z) ————> H? (Xiops (V1op). (2) ———> H" (Xigp,J*") ——> H""! (Xiop, Z) —> H"" (Xiop, (10p), (2) — -
et conclure en combinant le théoréme 2.15 au lemme des cing. O

Théoreme 2.17. Soit X un espace réel clos sur R, pour tous entiers p, q on a des isomorphismes canoniques
% . rgPA = P
1"t Haan (X) —— Han' (Xiop) -

Démonstration. Soient p, q des entiers. C’e§t encore et toujours la méme machinerie. On examine le dia-

gramme

o HE (X,1.Z /2 [~q]) —— HA (X, (7)) — HEL(X) —— HA(X,1.Z /2 [~q) — HE™ (X, 7)%1) — -

[ by L !

o > HP™ (Xuaps (itop), (2/2)) —> HP (Xuop, (J225)™) —> HE! (Xiap) —> HP (Xeops (itop), (Z/2)) —> HP™ (Xeop (Tia)™") —> -

fourni par 'analogue semi-algébrique des triangles fondamentaux (cf. le point (3) des faits 2.12) et le

san )®*

foncteur 1. Notez que, dans la ligne du bas, la cohomologie e&t bien a valeurs dans les faisceaux (/i

et (iwp). (£/2) : cela découle de la proposition 1.10 et des isomorphismes canoniques
f(?@zf) ='F®,1'C ; i.F =1.F.

Puis le théoreme 2.15 appliqué a ’espace localement semi-algébrique X (R) nous dit que les morphismes
a sont des isomorphismes tandis que pour les morphismes 8 on procéde de la méme maniére (en distin-

guant les cas selon la parité de q) que dans la preuve du théoreme 3.7 en utilisant la proposition 2.16. [
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2. Cohomologie bigraduée analytique d’espaces réels clos

2.2 Extension du corps réel clos

Soit S/R une extension réelle close. On dispose d’un fonéteur d’extension du corps de base
s : LSA(R) — LSA(S).
Dans le cas affine, ce dernier e$t con$truit comme suit : soit M C R" un sous-ensemble semi-algébrique,
r
M:U{xeR”,gi(x):O,ﬁj(x)>O,1stSi}, (2.1)

i=1

en reprenant les mémes (in)égalités qui définissent M, on acquiert un sous-ensemble semi-algébrique
M c S",

Mg ::U[xeS",gi(x):O,ﬁj(x)>0,1SjSSi}. (2.2)
i=1

Grace au principe de Tarski, ce dernier ne dépend pas du choix de la description de I’ensemble semi-
algébrique M et toute application semi-algébrique f : M — N donne lieu a une unique application
semi-algébrique fs : Mg —> Nj. Le cas général se fait en passant a la colimite et e§t détaillé dans [DKS85,

Chap. I, Example 2.10].

A propos des faisceaux, si # € Ab (M,,) on définit F 5 € Ab ((Ms)_,) par son abstraction Fo=w'F

ou 7 e$t la projection sur le premier fateur
5= (M)S = M ><Sper(R) SPer (S) i M;

le produit fibré étant calculé dans la catégorie des espaces ab$traits de Schwartz et 'isomorphisme de la

source provenant du résultat ci-dessous.

Théoréme 2.18 ([Sch8gb, Chap. III, Theorem 2.2]). Les fonéteurs d’abstraction et d’extension du corps de

base commutent. En d’autres termes, si f : M —> N est un morphisme d’espaces localement semi-algébriques
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sur R et S/R est une extension réelle close, le diagramme

est commutatif et tous les carrés sont cartésiens.

Exemple 2.19. Explicitons le morphisme 7 dans le cas le plus simple : soit M C V (R) un sous-ensemble
semi-algébrique de la forme (2.1) ou V = Spec (A) eSt une variété algébrique affine. L’extension de M au

corps réel clos S donnée par ’expression (2.2) est alors un sous-ensemble semi-algébrique
M c (V®gS)(S) =Spec(A®rS)(S)
et le morphisme 7 n’e§t que la re§triction a2 M de l'application

(V®g S)(S) = Sper (A®g S) — Sper (A) =V (

~

induite par le morphisme naturel A — A ®g S.

Lemme 2.20 ([DK82, Lemma 4.1], [DK85, Chap. I, Prop. 3.22]). Soient M c R", N c R, L C R" des
sous-ensembles semi-algébriques, A C M, B C N des sous-ensembles semi-algébriques de M et N, f : M — N,

g : N — L des applications semi-algébriques. On a :
1. (MXN)S :MSXNS

2. T(fs) =T (f)s

3. Lapplication f e$t injective (resp. surjective, ouverte, fermée) si et seulement si fq est injective (resp.

surjective, ouverte, fermée)
4. fs(Ag) = f(A)g ; (fs)_1 (Bs) = f_1 (B)s ; (fIA)S = fs|A5

5 (§°f)g=8s°fs

6. Si1désigne l'inclusion A — M, Ag e$t contenu dans Mg via 15 1 Ag — Mg

106
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Delfs parvient également & obtenir un théoréme de comparaison remarquable portant sur ce foncteur

d’extension,

Théoréme 2.21 ([Delg1, Chap. II, Theorem 6.1]). Soient S/R une extension de corps réels clos, M un espace
localement semi-algébrique sur R, ® une famille de supports sur M et F un faisceau abélien sur le site M,. Le

morphisme de projection

Pour justifier le fait que le foncteur «5 produit un espace réel clos Xg = (Xs,Ys, vs) sur S a partir d’un

espace réel clos X = (X,Y,p) sur R, on répond aux mémes questions que pour l'association M — M,

Puisque le fonlteur + préserve les produits directs d’espaces géométriques, si Y e§t un C,-espace

localement semi-algébrique sur R alors Y e§t un C,-espace localement semi-algébrique sur S.

- Au niveau des points fixes de I'action, on a d’apres les points (2) et (4) du lemme 2.20,
(¥©), = (1dy,0)™ (Ap), = (dy, 0)5" ((Ay)g) = (ldy,0) " (Ay,) = (Y5) 7.

- Le point précédent implique que les espaces géométriques quotients (¥ /(j2 )s et¥s /C2 coincident.

L’extension de I'espace des points réels clos de X donne l'espace des points réels clos de X car,

d’apres le point (4) du lemme 2.20,0n a

X(R)s =y (Y), = ys(¥57) = X5 ().

Attention néanmoins a la deuxiéme égalité qui e$t vraie, dans le cadre des espaces localement semi-
algébriques, si Y C Y e§t un sous-espace semi-algébrique (on trouvera un contre-exemple 2 la fin
de la page 39 du livre [DK85]) : c’est effetivement le cas puisque 'on a supposé que I'espace Y et

semi-algébrique.

Corollaire 2.22. Soient S/R une extension de corps réels clos et X un espace réel clos sur R. Pour tout entier

p > 0 on a des isomorphismes canoniques

s Hi (X, %) —— H& (X5, J$™).
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Démonstration. Montrons d’abord que le faisceau J§™" n’e§t rien d’autre que le faisceau J**" de la définition

2.2 sur I'espace réel clos X, noté temporairement J.". On a
T = T = T = 0 (55 (2) = 7 (2) -

en appliquant, comme pour la proposition 2.16, le théoréme de changement de base propre de Schniirer

et Soergel au morphisme de changement de base
ﬂf* (Rrj)«*?) N Rr‘)f/‘;* (TCM?)
issu du carré cartésien (cf. le théoréme 2.18)

|

Xg —— X.
C’e$t a nouveau la propreté du morphisme y qui e§t invoquée pour les mémes raisons :

- un morphisme localement semi-algébrique f est séparé si et seulement si le morphisme f e§t séparé

[Sch8gb, Chap. 111, Theorem 3.1],

- un morphisme semi-algébrique f e§t propre si et seulement si le morphisme f et propre [Sch8gb,

Chap. III, Theorem 4.10],

- un morphisme localement semi-algébrique f est propre si et seulement si le morphisme fg et

propre [DK8s5, Theorem B.4].

Reste ensuite 4 appliquer le théoréme 2.21. O

Théoréme 2.23. Soient S/R une extension de corps réels clos et X un espace réel clos sur R. Pour tous entiers

P, q on a des isomorphismes canoniques
n': HEL (X) —— HEL (Xs).

Démonétration. Ecrivons temporairement Z (@), pour parler du complexe Z (q)*"" sur I'espace réel clos

Xs. On vérifie simplement que

* san\ _ r / \san
©(Z(@™) = Z (%
Comme dans la preuve du théoreme 2.17, cela provient de la proposition 1.10, du fait que le fonéteur
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70" préserve les sommes directes finies et les produits tensoriels de faisceaux, les faisceaux constants et
de I'égalité 7c'Jsn = f;zﬁ (voir la démonstration du corollaire 2.22). On utilise alors [Delg1, Chap. II,

Theorem 10.4] qui e$t la version hypercohomologique du théoréme 2.21. O

3 Cohomologie bigraduée arithmétique d’espaces réels clos

Dans le contexte des espaces localement semi-algébriques, on dispose d’une bonne théorie des revéte-
ments (c’e$t d’ailleurs une des raisons qui motivait leur introduction), voir [DK84, Seé. 5]. En particulier,
onne s’étendra pas sur le sujet mais il n’y a aucune obstruction a y transposer la notion de cyclo-connexité
(locale) du chapitre 3. Pour simplifier (comme dans la remarque 1.8), on pourra toujours supposer que
I'on travaille avec des espaces localement semi-algébriques localement semi-algébriquement simplement

connexes en se servant du théoréme de relévement semi-algébrique [DK84, Theorem 5.10].

Soit (X,Y, ) un espace réel clos, nous commencons par considérer le faisceau Zy des fonétions semi-
algébriquement continues inversibles a valeurs dans C qui et aussi vu comme espace localement semi-
algébrique, i.e. C = Resc/p (A¢) (R) : c’e§t un faisceau sur le site semi-algébrique Y,. On dispose donc

encore du morphisme exponentiel arithmétique que I’'on notera exp®" pour éviter toute confusion,
exp™ 1 Iy, — Iy.

Le corps C étant algébriquement clos et de caratéristique nulle, on a un isomorphisme p, (C) ~ Z /,
et par conséquent le noyau du morphisme exp*” e$t le faisceau constant I;ilrﬁzl o (Iy) = Zy sur le site
semi-algébrique Y,,. Munissant les faisceaux Zy et Zy, de la méme action (semi-algébrique) du groupe
C, que dans le cas des espaces réels de fagon a forcer I’équivariance du morphisme exp®" (cf. 1.1), on
obtient, aprés application du foncteur image directe induit par le morphisme de sites ™' : Yy, — X,

un morphisme de faisceaux sur le site X,

expsar

Txi = (%IYI)CZ _— (7/*11/)':2 =t Jx-

~ \Cy ~
Posons alors J*' := (V*Zy) = %cz (th) € Ab(X,,), on a une suite de faisceaux abéliens sur le site

semi-algébrique X, :

expsar

0 > > Ixi > Jx-

Lemme 3.1. Ona ] = 5 (2~) out l'action du groupe C, sur le faisceau constant Z" e$t l'ation ponctuelle

correspondante a celle de la définition 2.7.
Démonstration. C’e§t exaCtement la méme preuve que pour le lemme 2.8. O
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ar
’

On fabrique ensuite les équivalents semi-algébriques des complexes Z (g)

Définition 3.2. Soit X = (X, Y, y) un espace réel clos, on définit le morphisme (resp., complexe) de réduction
(semi-algébrique) arithmétique p**" de la catégorie Ab (X,,) (resp., Z (1)*" € Ch’ (Xsa) concentré en degrés
oet1)

R A
en décrétant que le morphisme (resp., complexe) concordant de la catégorie Ab (X) et le morphisme
(resp., complexe) de réduction arithmétique

T =52(27) "z

(resp., Z(1)* € Ch" (X)) sur I'espace réel X.
Faits 3.3. Soit X = (X,Y,y) un espace réel clos,

sar

1. Pour tout q > 2, on obtient un complexe de faisceaux abéliens Z (q)™" sur le site semi-algébrique X, en

posant
~ef
® q

Z (q)sar = (Z (l)sar)

dont le complexe correspondant sur I'espace réel X est Z (q)

2. On a, pour tout q > 1, des triangles fondamentaux arithmétiques dans la catégorie triangulée D (X,,)

T —— 2@ — i.(Z/2)[-q) — U=° (1],

our i désigne Uinclusion (localement semi-algébrique) des points réels clos X (R) — X.

3. On a un triangle exacl, dit exponentiel (semi-algébrique) arithmétique,

Z (1™ > JIxi » Jx > Z (1) [1]
dans la catégorie triangulée D° (X,).
DémonStration.

1. On reprend la preuve du premier point des faits 2.12 en y ajoutant l'observation suivante : le fonc-
teur d’ab$traction préserve les limites et les conoyaux donc la complétion prefinie de faisceaux.

)sar

En effet, vu la description explicite des composantes du complexe Z (¢)™, la proposition 1.30 (il

faut se méfier des hypotheses artificielles sur 1’espace réel que 'on trouve dans I’énoncé de cette
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proposition, en réalité il suffit de disposer d’un espace localement connexe, voir la remarque 1.33
a ce propos, ce qui est le cas des espaces localement semi-algébriques!) nous permet d’affirmer que

les arguments ci-dessus sont suffisants.

2. Voir le point précédent et la preuve des faits 2.12. On arrive a la méme conclusion : les triangles
fondamentaux de I’énoncé ne sont que les versions géométriques des triangles fondamentaux arith-

métiques sur 'espace réel X.
3. C’e$tle corollaire 1.20 ol1, comme d’habitude, on remplace ’espace réel par un espace réel clos. [

Définition 3.4. Soit X = (X,Y, ) un espace réel clos, on nomme cohomologie bigraduée (semi-algébrique)

*%

arithmétique H;, (X) de X les groupes d’hypercohomologie
a (X) = HG (X, Z(9)™) = B (X, Z(q)").
Théoréme 3.5. Soit X un espace réel clos sur R, pour tous entiers p, q on a des isomorphismes canoniques
" HEN(X) —— HES (Xiop) -

Démonstration. Similaire en tout point a la preuve du théoréme 2.17 en remplagant les faisceaux Z et

J*" par Z~ et J**" dans la proposition 2.16 et les faits 2.12 par les faits 3.3. O

Théoréme 3.6. Soient S/R une extension de corps réels clos et X un espace réel clos sur R. Pour tous entiers

P, q on a des isomorphismes canoniques
' HEN(X) —— HET(Xs).

Démonétration. Similaire en tout point & la preuve du théoréme 2.23 en remplagant les faisceaux Z et

J" par Z~ et J*** dans le corollaire 2.22 et les faits 2.12 par les faits 3.3. O

4 Un théoréme de comparaison pour les espaces réels clos

Nous présentons une version semi-algébrique du théoréme de comparaison pour les espaces réels,
c’est-a-dire un analogue du théoréme 3.8 dans le cadre des espaces réels clos. Soit X = (X, Y, y) un espace
réel clos, les groupes de cohomologie H;;, (X) et Hy;, (X) sont respectivement isomorphes aux groupes
H;; (X) et Hy (X) de l'espace abétrait réel associé X = (X,Y,7). Il devrait donc suffire, pour arriver

au résultat proclamé, de mettre les bonnes hypothéses, géométriques ou topologiques, sur 1’espace réel
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clos X afin de garantir que I'espace réel X soit un CW-complexe a squelettes finis. Malheureusement,
on l'a déja con$taté a plusieurs reprises, les ab§tractions d’espaces localement semi-algébriques ne sont
pas, en régle générale, séparées. En particulier, ces espaces sont loin d’étre aussi agréables que des CW-
complexes topologiques. Pour cette raison, nous travaillerons, contrairement a ce qui a été fait jusqu’ici

dans ce chapitre, diretement au niveau semi-algébrique.

Les ensembles semi-algébriques étant localement (semi-algébriquement) connexes, il en va de méme
pour les espaces semi-algébriques et, a fortiori, pour les espaces localement semi-algébriques. Nous
nous occupons en premier lieu de savoir sous quelles conditions ces espaces n’ont qu'un nombre fini
de composantes connexes. Dans le cas semi-algébrique, la réponse est déja connue puisque les espaces
semi-algébriques ont le bon gotit de n’avoir toujours qu'un nombre fini de composantes connexes semi-

algébriques,
Théoréme 4.1 ([DK81, Theorem 11.2]). Soit M un espace semi-algébrique, 'ensemble 1, (M) e$t fini et toutes
les composantes connexes par arcs de M sont des sous-ensembles semi-algébriques de ce dernier.

Il se trouve que ce dernier résultat nous suffit. En effet, on a déja supposé, deés la section 1 de ce

chapitre, que les espaces réels clos (X, Y, ) que 'on regarde sont tels que Y est un espace semi-algébrique !

Théoréme 4.2. Soit X = (X,Y,y) un espace réel clos dont le complexifié Y est un espace semi-algébrique. Pour

tout q > 0, il existe un unique morphisme  rendant le diagramme

sar

Z (q)san % Z (q) % Z (q)sar

commutatif et ¢’est un isomorphisme.

Démonstration. Comme sur les espaces réels, le complexe Z (q)sa]r e§t défini par Z (q)saur = (Z (l)sar)®q.

Pour le reste, visiblement, c’e§t la Struture topologique du complexifié Y qui compte donc on a juste

besoin du théoréeme 4.1 : voir la preuve du théoréme 1.31. O

Corollaire 4.3. Sur un espace réel clos X dont le complexifié e$t semi-algébrique, les groupes d’hypercohomo-

logie HP (X, W) et HL (X) sont deux a deux isomorphes.

A la différence du cas topologique, il semblerait que 'on ne dispose pas d’une bonne théorie semi-
algébrique des CW-complexes : bonne signifiant, pour nous, telle que la cohomologie cellulaire coincide
avec la cohomologie faisceautique. Dans son livre, Knebusch parvient bien a définir des complexes cel-

lulaires au sens des espaces faiblement semi-algébriques [Kne89, Chap. V, §7] mais la cohomologie de
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ces objets n’a, a priori, rien & voir avec la cohomologie des faisceaux, cf. [Kne8g, Intro., pp. XII - XIII],

[Kne89g, Chap. VI, §5, Open Question B].

ef —
On choisit donc de s’intéresser ensuite au lien entre les groupes HEA (X) etH? (X, V4 (q)ban) quand X

est un espace réel clos affine pour le motif suivant :
Théoréme 4.4 ([DK82, Theorem 2.1]). Tout espace semi-algébrique affine est (simultanément) triangulable.

Remarque 4.5. Une bonne classe d’espaces localement semi-algébriques sont ceux qui sont a la fois ré-

guliers et paracompacdts puisqu’on peut aussi les trianguler [DK85, Chap. II, §4].

Théoréme 4.6 ([DK82, Theorem 3.3]). Soit M un espace semi-algébrique affine dont on note K le ceeur par
rapport a une bonne triangulation de M [DK82, §2]. Pour tout groupe abélien A, on a des isomorphismes
naturels

Hj (K, A) =~ Hp (IK], A) =~ Hg, (M, A),

|K| étant la réalisation géométrique du complexe simplicial abstrait K.

Notez-bien : dans le théoreme ci-dessus, les complexes simpliciaux ab$traits et géométriques K et |K|

sont finis, c’est précisément ce qui nous permet de démontrer le résultat a venir.

Corollaire 4.7. Soit M un espace semi-algébrique affine. Pour tout groupe abélien de type fini A, les groupes

de cohomologie Hy, (M, A) et m) sont isomorphes.

Démonstration. D’aprés le théoréme 4.6, il suffit de se concentrer sur les groupes de cohomologie sim-
pliciale Hj (K, A). Le complexe simplicial K eét fini et le groupe A est de type fini donc le complexe de
cochaines simpliciales Cj (K, A) = Hom (C.A (K) ,A) est abélien libre de type fini. Ainsi, la proposition

3.3 nous assure des isomorphismes
H;, (M, A) ~ H" (Ci (K, A) —— H"(C4 (K, A)).

De plus, comme dans la démonstration du corollaire 3.4, les complexes C'A/(K,\A) et Cj (K,ﬁ) sont iso-

morphes. O

Le corollaire précédent constituant le cas ou g = 0 de la variante semi-algébrique du théoréme de

comparaison 3.7 et les suites exactes courtes

(]san)®11 - Z(q)san — i (Z/z)[_q] SN (]san)®‘1[l]

O > Z > ')/*Z 1-0 ) ]san

~
(e}
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Chapitre 4 — Des versions semi-algébriques des cohomologies bigraduées

auxquelles on a accés grace aux faits 2.12 et au foncteur d’ab$tra¢tion nous donnent le droit d’achever ce
chapitre sans trop alourdir le propos. Toutefois, pour le confort du leteur, nous réécrivons les preuves

de la derniére seltion du chapitre 3 dans le contexte semi-algébrique.

Proposition 4.8. Soit X un espace réel clos affine. Le morphisme de suites exactes longues de groupes de coho-
mologie induit par 'analogue semi-algébrique du morphisme de triangles (3.1) se factorise a travers les com-

plétés prefinis correspondants,

= HPH (X, 12 /2 [q]) — HP (X, () — P (X, Z(9)"") — H? (X, 1.2 /2 [-q]) — HP"' (X, 0**)%) — -

| U !
_—— ef ¢ _— ef o ef _———  ef
o= HPU(X, 12 /2 [—q)) — HP(X, ™) —— HEL(X) —— HP(X,iZ/3[-q]) — HP'(X, (™) — -

s

~ ~ v ~ ~

v B (X2 ) [q)) — B (X070 ) — B (X Z@™) — B (X022 [-a]) — B (X070 ) — -

Démonstration. Comme pour la proposition 3.6, il suffit de montrer que les groupes de cohomologie de

la derniére ligne du diagramme de I’énoncé sont prefinis. On a

ef

— _— ef
H* (x, iZ/, [—q]) ~ H* (X (R),Z /z) ~H*(X(R),Z/2) =~H*(X,iZ /2 [-q])

en appliquant le corollaire 4.7 a ’espace semi-algébrique affine des points réels clos X (R) et

ef

H* (X, (]Sa/rT@’q) ~ H* (X, (]san)®q)

puisqu’en degré impair c’est essentiellement le corollaire 4.7 appliqué a ’espace semi-algébrique affine
Y en s’aidant de la deuxiéme suite exate courte de (4.1) et en degré pair on renvoie au second point de
la démonétration du théoréme 3.7. Les groupes H* (X, V4 (q)san) sont donc prefinis comme extensions de

groupes prefinis de type fini. O

Théoreme 4.9. Soit X un espace réel clos affine, le morphisme

ef —
¢ HZL(X) — HP (x z (q)”“)

de la proposition 4.8 est un isomorphisme en tout degré p et tout poids q.

Démonstration. On applique le lemme des cing & la partie inférieure du diagramme de la proposition

4.8. O

114



4. Un théoréme de comparaison pour les espaces réels clos

Théoreme 4.10. Sur un espace réel clos affine X, la cohomologie (semi-algébrique) arithmétique (entiére) de X
s’obtient comme complété profini de la cohomologie (semi-algébrique) analytique (entiére) de X : le diagramme

suivant est commutatif,

20(X) —— HP (szq)\)

e T
”l s :lH"up)

fan (X) ——=— HE{ (X).
DémonSiration. Joindre le corollaire 4.3 au théoréme 4.9. O

Terminons en faisant remarquer au leCteur que, d’aprés ce qui a été dit en introdution de cette
section, ce dernier théoréme généralise le théoréme de comparaison pour les espaces réels aux espaces

que l'on obtient en appliquant le foncteur d’abstraction aux espaces semi-algébriques affines.
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Cohomologie bigraduée arithmétique d’espaces réels clos

Mot clés :

algébriques

Résumé : Le point de départ de cette these est
la cohomologie bigraduée (analytique) des varié-
tés algébriques réelles développée par Johannes
Huisman et Dewi Gleuher. En prenant pour pré-
texte 1'étude des groupes abéliens uniquement
divisibles, nous présentons d’abord un substitut
arithmétique a I'exponentielle analytique com-
plexe basé sur le comportement agréable de
cette derniere vis-a-vis des racines n-iémes ou,
en notation additive, de sa relation avec les
propriétés de divisibilité. L’ambition premiere
étant de s’affranchir de toute contrainte d’ordre
topologique sur les objets considérés dans la
construction de la cohomologie analytique, nous
produisons dans un second temps une variante
arithmétique de cette cohomologie bigraduée en

Géométrie algébrique réelle, hypercohomologie, complétion profinie, espaces semi-

étendant la définition et les propriétés de I'ex-
ponentielle arithmétique au cadre des catégo-
ries abéliennes (de Grothendieck) et en introdui-
sant une version modifiée de la notion de com-
plétion profinie d’un groupe. Nous nous occu-
pons ensuite de répondre & la question, dans le
cas analytique comme arithmétique, de 'adap-
tation de cette théorie cohomologique a des va-
riétés algébriques sur un corps réel clos quel-
conque en s’appuyant sur des méthodes semi-
algébriques : a savoir, la théorie des espaces (lo-
calement) semi-algébriques de H. Delfs et M.
Knebusch. Ceci nous améne finalement a dé-
montrer un théoreme de comparaison entre les
cohomologies analytique et arithmétique pour
les complexes cellulaires a squelettes finis.

Bigraded arithmetic cohomology of real closed spaces

Keywords: Real algebraic geometry, hypercohomology, profinite completion, semi-algebraic spaces

Abstract: The starting point of this thesis is
the bigraded (analytic) cohomology of real alge-
braic varieties developed by Johannes Huisman
and Dewi Gleuher. Using the study of uniquely
divisible abelian groups as a pretext, we first
present an arithmetic substitute for the com-
plex analytic exponential based on its nice be-
havior with respect to n-th roots, or, in addi-
tive notation, its relationship with divisibility
properties. The primary goal is to free the con-
struction of analytic cohomology from any topo-
logical constraint on the objects considered. We
then produce an arithmetic variant of this bi-
graded cohomology by extending the definition

and properties of the arithmetic exponential to
the framework of (Grothendieck) abelian cate-
gories and introducing a modified version of the
notion of the profinite completion of a group.
Next, we address the question, both in the an-
alytic and arithmetic cases, of adapting this co-
homological theory to algebraic varieties over
any real closed field, relying on semi-algebraic
methods: namely, the theory of (locally) semi-
algebraic spaces by H. Delfs and M. Knebusch.
This leads us to ultimately prove a comparison
theorem between the analytic and arithmetic
cohomologies for cellular complexes with finite
skeletons.
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