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Résumé

Les relevés de décalage vers le rouge des galaxies (Redshift Survey) & grande échelle montrent
que la répartition de la matiére dans 1’Univers n’est pas uniforme. La majorité des galaxies s’ag-
glutinent en diverses structures telles que des murs, filaments ou clusters de galaxies et font
émerger de larges zones de vide cosmique. La pluralité géométrique et topologique de la toile
cosmique ainsi que la taille des jeux de données suggérent une approche par les probabilités
et les statistiques. Ce travail, motivé par la richesse de ce type de données, propose d’explorer
la modélisation de la distribution des galaxies & I'aide des processus ponctuels de Gibbs. Nous
supposons alors qu’une configuration de galaxies, réduite a une collection de points, est une réa-
lisation d’un processus aléatoire régi par une densité de probabilité, permettant de générer des
interactions locales entre individus. Deux types de modélisations sont alors proposées : I'une se
base sur la superposition de modéles conditionnellement & des structures galactiques afin d’amé-
liorer la connaissance sur I’agencement des galaxies autour de ces structures. L’autre s’appuie
sur deux nouveaux modéles & interactions «multi-échellesy pour permettre de modéliser plus
finement un jeu de donnée volumineux. La contribution clé de cette thése traite de 'inférence
en données incompléte émergeant des relevés de galaxies ot certaines galaxies peuvent étre obs-
truées par d’autres en raison de leurs positions ou de leurs trop faibles luminosités. Ce probléme
des données manquantes est toujours d’actualité et des solutions sont développées depuis les
années 70 avec les algorithmes de type Espérance-Maximisation (EM). Mes travaux proposent
de reformuler ce probléme dans le cadre des statistiques Bayésiennes. A partir d’un algorithme
récent construit pour 'échantillonnage a posteriori en données complétes (ABC Shadow), la
thése propose de nouveaux algorithmes pour échantillonner la loi jointe du paramétre et de la
configuration manquante, et des algorithmes afin d’effectuer I'inférence en données incomplétes.

Mots-clés: Processus ponctuel de Gibbs, Inférence Bayésienne, Inférence en données incompléte,
Modélisation, Processus ponctuels, Simulation, Cosmologie

Abstract

Large-scale redshift surveys of galaxies show that the distribution of matter in the Universe is
not uniform. The majority of galaxies clump together in various structures such as walls, fil-
aments or galaxy clusters, giving rise to large areas of cosmic emptiness. The geometric and
topological plurality of the cosmic web, as well as the size of the data sets, suggest an ap-
proach based on probabilities and statistics. This work, motivated by the richness of this type
of data, proposes to explore the modelling of galaxy distribution using Gibbs point processes.
We assume that a configuration of galaxies, reduced to a collection of points, is a realisation of
a random process governed by a probability density, allowing to generate interactions between
individuals. Two types of models are proposed : one is based on the superposition of models
conditionally to galactic structures in order to improve our understanding of the arrangement
of galaxies around these structures. The other is based on new «multi-scale» interaction mod-
els to enable more detailed modelling of large data sets. The main contribution of this thesis
deals with inference in incomplete data emerging from galaxy surveys where some galaxies may



be obscured by others due to their positions or low luminosities. This problem is still studied
nowadays and solutions to the problem of missing data have been developed since the 1970s with
Expectation-Maximisation (EM) algorithms. This work proposes to reformulate this problem
within the framework of Bayesian statistics. Following the construction of a recent algorithm
used for posterior sampling (ABC Shadow), the thesis proposes new algorithms to sample the
joint distribution of the parameter and the missing configuration and algorithms to achieve in-
ference with partly observed data.

Keywords: Gibbs point processes, Bayesian inference, Missing data inference, Modelling, Point
processes, Simulation, Cosmology
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vos 15 défaites d’affilée respectives (on n’a jamais dit que je ne pouvais pas étre un peu vache).
Et Oriane, de rien, évidemment !

Merci enfin & ma famille, vous m’avez toujours fait confiance et accompagné dans mes projets
d’études. Comme quoi, je me suis un peu éloigné de mon projet professionnel initial ot j’aspirais
a devenir coiffeur (bon ok, j’étais en maternelle). Merci & ma mére Christine et & mon pére Phi-
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Merci 4 mon frére Valentin qui fut depuis ma tendre enfance une source d’inspiration et un
modele & suivre, c’est aussi grace a toi que j’ai choisi de mener ce projet de thése (il était hors
de question que tu sois plus dipléomé que moi!). Merci & vous, papi et mamie, de suivre mon
avancement dans la vie avec tant de fierté et de m’avoir transmis ce goftit trés prononcé pour les
jeux de société (j’attends encore quelques années pour vous défier au Scrabble!).



viii

J’aimerais conclure ces remerciements avec quelques statistiques certes inutiles, mais rigolotes en
lien avec cette theése.

— Environ 650 heures passées sur la rédaction de ce manuscrit

— Environ 150 heures (estimation basse) de débeugage de code

— 834 cafés furent nécessaires a l'aboutissement de cette thése

— Environ 413 kilométres de course, 25 km de nage et 1100 km & vélo furent parcourus
pendant les 2 derniéres années de cette thése

— Minimum 600 desserts a la cantine de 1'Inria, merci Isabelle! (en ne comptant pas les
jours oul j’en prenais deux...)

— Environ 60 aprés-midi & siester au lieu de travailler

— 75% des pauses midi du vendredi ont dépassé 14h

— 24 fichiers nommés «Manuscrit-version-finale»

— 173 articles/theéses/livres cités dans cette thése et-sewlement—15-lus-en-profondeur

— 47 échecs de résolution d’exercices de géométrie du Club Math suivi d’'un «Demande a
Damien, il saura»

— 53 pauses cafés a 10h30 en étant arrivé & 10h28 (Merci Yann)
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4.17 «Tests d’enveloppe» MCMC pour les statistiques suffisantes du modéle (500 si-
mulations) pour le nombre de points (gauche) et le nombre de r—voisins (droite).
La ligne verte représente les statistiques observées sur Wy pour chaque cas. Pour
chaque figure, les trois premiers box-plots en partant de la gauche sont obte-
nus avec l'algorithme 3 lorsque Wy = [0,1] x [0,1], Wy = [0,0.8] x [0,1] et
Wy = [0,0.6] x [0,1] respectivement. Les trois suivants sont obtenus avec ’algo-
rithme 2 lorsque Wy = [0, 1] x [0, 1], Wy = [0,0.8] x [0, 1] et Wy = [0,0.6] x [0, 1]
respectivement. Enfin, les trois derniers représentent les mémes fenétres observées
et Palgorithme 1. . . . . . . . . . . . . 122
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Chapitre 1

Etat de 'art : modélisation, simulation
et inférence pour les processus
ponctuels avec interactions

1.1 Généralités, présentation du probléme

Les processus ponctuels constituent une classe trés large de modéles mathématiques permettant
de décrire et d’étudier des phénoménes ayant des applications dans de nombreux domaines. Nous
considérons ainsi que ce que nous observons est une réalisation d’un phénoméne aléatoire régi
par ces modeles. Ces derniers ont pour but de permettre la modélisation et la caractérisation de
ces phénomeénes aléatoires par le biais d’outils probabilistes et statistiques.

Plus spécifiquement, une réalisation de ces modéles constitue une configuration de points aléa-
toire. Un point peut alors représenter, suivant les applications, une bactérie, la présence d'un
animal, un arbre, une occurrence de séisme ou encore une galaxie. Ces objets ne pouvant étre
uniquement réduits & un seul point en 2D ou 3D, il est important de pouvoir prendre en compte
leurs caractéristiques (taille, poids, espéce, magnitude, etc.) afin d’affiner cette modélisation. Une
telle caractéristique peut alors étre associée a chaque point, de maniére déterministe ou aléatoire,
en leur attachant une marque. Dans ce cas, nous parlerons alors de processus ponctuels marqués.

Il peut également s’avérer utile de traduire des relations se produisant entre les individus (points)
telles que la compétition inter-espéce dans un méme milieu naturel ou 'attraction entre deux
galaxies suffisamment proches I'une de 'autre. Pour cela, les modéles peuvent dépendre d’une
relation de voisinage induite par une distance inter-points. De tels phénoménes peuvent alors étre
modélisés par des processus ponctuels dits de Markov. Les processus ponctuels servent également
a la détection de structures particuliéres dans des données, telles que des clusters de galaxies ou
de maladies en épidémiologie [Stoica, 2025].

Enfin, les processus ponctuels peuvent aussi servir & la modélisation de phénoménes spatio-
temporels, ol un temps ¢ est associé a la position des points. Chaque point est alors vu comme
un événement apparaissant aléatoirement en temps et en espace (éruptions volcaniques, séismes,
évolution de la répartition des arbres dans une forét). Ces types particuliers de modéles ne sont
ici pas abordés, nous recommandons [Daley and Vere-Jones, 2003, Daley and Vere-Jones, 2008|
pour une introduction sur le sujet.
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La simulation des processus ponctuels est un probléme pouvant s’avérer complexe. En effet, a
I’exception de certains processus, la fonction de partition du modéle n’est pas connue sous forme
analytique, rendant alors les techniques de simulation directes comme l'inversion de la fonction
de répartition ou des méthodes ad-hoc impossibles. Le plus souvent, des méthodes se basant sur
les chaines de Markov (méthodes MCMC) sont utilisées. Un travail théorique en amont est né-
cessaire pour garantir les bonnes propriétés de la chaine de Markov (CDM) afin de s’assurer que
cette derniére converge vers la loi du processus a simuler. La simulation de ces processus peut se
faire de maniére exacte (méthode de simulation parfaite) comme les algorithmes de couplage par
le passé (CFTP), Clan des ancétres, échantillonneur de Gibbs exact, Metropolis-Hastings exact...
Cela peut étre également fait en approchant la distribution d’intérét par convergence de la CDM
vers cette derniére (algorithme de Metropolis-Hastings, échantillonneur de Gibbs, algorithme a
sauts réversibles). Enfin, ces méthodes peuvent étre adaptées en fonction du modéle considéré
[Mgller et al., 1998, van Lieshout and Stoica, 2006], & noter qu’elles ne sont pas propres a la si-
mulation des processus ponctuels.

Quant a I’estimation paramétrique des modéles, différentes solutions existent :

— les approches non paramétriques basées par exemple sur les statistiques descriptives
[Ripley, 1976, Ripley, 1977] ou des noyaux [Diggle, 1985],

— les approches paramétriques, basées sur des modéles & densité de probabilité, comme la
pseudo-vraisemblance [Besag, 1974] ou la vraisemblance.

Dans cette thése, nous nous tournons vers les approches paramétriques pour l'inférence des pro-
cessus ponctuels. La aussi, la constante de normalisation des modéles est un frein a 1'utilisation
de méthodes «basiques» comme la simple dérivation et maximisation de ces fonctions. L’estima-
tion des parameétres est donc basée sur des approximations de la fonction de partition (méthodes
numeériques, méthodes MCMC) ou sur des techniques ne nécessitant pas le calcul de cette der-
niére (pseudo-vraisemblance ou Takacs-Fiksel). Il est également important de mentionner les
méthodes Bayésiennes. Elles ont la particularité de considérer une distribution de probabilité
sur les paramétres (loi dite a priori) avant de «mettre a jour» la distribution des paramétres
sachant les observations (loi dite a posteriori) par la formule de Bayes. L’échantillonnage de la
loi a posteriori pour les processus ponctuels est généralement difficile et nécessite des techniques
adaptées (algorithmes basés sur des variables auxiliaires [Mgller et al., 2006, Murray et al., 2006|
ou algorithmes ABC [Stoica et al., 2017]). Les méthodes statistiques permettent également de
controler la qualité de I'inférence (validation et choix de modéles, normalité asymptotiques, ana-
lyse résiduelle...). Pour finir, I'inférence peut devenir plus complexe lorsqu’il s’agit de traiter des
données incomplétes, cette difficulté est souvent rencontrée pour des processus ponctuels (do-
maine privé et donc non observable en foresterie ou en épidémiologie, prédiction en séismologie,
obstruction par des objets).

Pour des références plus générales sur les processus ponctuels, une personne souhaitant appro-
fondir et trouver les preuves des propositions et théorémes énoncés ci-aprés peut se référer aux
ouvrages suivants : [van Lieshout, 2019|, [van Lieshout, 2000], [Stoica, 2025|,

[Mgller and Waagepetersen, 2004], [Baddeley et al., 2015]|, [Stoyan and Stoyan, 1994|, [Geyer, 1999|,
[[lian et al., 2008], [Daley and Vere-Jones, 2003|, [Daley and Vere-Jones, 2008|.

Les données cosmologiques sont des données volumineuses et particuliérement riches en structures
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induites. Leurs traitement et analyse sont un travail subtil et demandent des outils rigoureux a cet
effet. Elles exhibent également des obstructions dues a la luminosité des galaxies ou simplement
dues & la présence d’une galaxie devant une autre par rapport a I’observateur. Les deux figures
ci-dessous illustrent ces phénoménes : la quantité importante de données et les obstructions dans
un jeu de données simulé.

(a) Echantillon issu du 2dF Galaxy Redshift (b) Extraction d'une projection sur S* d’un ca-

Survey, chaque point représente une galaxie. La talogue de galaxies simulées par des astrophysi-

zone en rouge correspond a la fenétre extraite ciens. Les points bleus représentent des galaxies

et représente plusieurs milliers de points. observées, les rouges représentent des galaxies
occultées. Données fournies par Pr. Elmo Tem-
pel.

Notre approche propose d’analyser ce type de données a travers leurs modélisation, simulation
et inférence en utilisant les processus ponctuels de Gibbs. Les sections suivantes donnent un
historique et un éventail des travaux connexes a cette approche dans ces trois composantes.

1.2 Modélisation

Les relevés de galaxies a grande échelle (années 1970, CfA Redshift Survey) montrent que ’or-
ganisation de la matiére a grande échelle n’a pas une répartition uniforme. L’Univers s’organise
comme un alliage complexe de filaments, de clusters de galaxies, et de zones de vides cosmiques.
Cependant, traduire la complexité morpho-statistique de ces structures est difficile. La pluralité
géométrique et topologique de la toile cosmique ainsi que la taille des jeux de données suggérent
une approche statistique ol les galaxies sont réduites & des points observés dans un volume :
une étude a l'aide des processus ponctuels semble donc adaptée. Pour une étude générale sur le
sujet, nous recommandons [Martinez and Saar, 2001].

Les contributions des deux communautés, mathématique et astrophysique, ont développé des
outils pour aboutir & la modélisation et & la détection de structures émergeant dans ce type
de données. Nous résumons briévement certains types de processus utilisés dans la littérature
scientifique :

— Processus de Scott-Neyman : introduits par les auteurs du méme nom
[Neyman and Scott, 1958] pour modéliser la distribution des galaxies, cette classe de mo-
déle se base sur un processus de Poisson homogéne comme centre de clusters. Le nombre



4 Chapitre 1. Etat de I’art

de points de chaque cluster est ensuite tiré aléatoirement suivant une loi de probabilité
discréte, leur localisation suit quant & elle une loi & densité, similaire pour chaque cluster.

— Processus de Cox log-Gaussien : les processus de Cox, ou «doubly stochastic Poisson
processy, introduits par [Cox, 1955], sont générés de la maniére suivante : une intensité
A(x) est choisie de maniére aléatoire sur le domaine, conditionnellement a cette inten-
sité aléatoire, le processus est un processus de Poisson inhomogéne d’intensité A. Utilisé
d’abord comme champ aléatoire, le modéle log-gaussien introduit par [Coles and Jones, 1991]
s’est généralisé en processus ponctuel [Mgller et al., 1998| en utilisant un champ gaussien
pour intensité. Ce modeéle a par la suite été étendu & la sphére pour décrire la position
des galaxies [Mgller and Cuevas-Pacheco, 2018].

— Processus de Cox par segment (|Pons-Borderia et al., 1999|,[Martinez and Saar, 2002]) :
des segments de longueur [ sont générés aléatoirement dans le domaine puis des points
sont générés avec une intensité donnée autour de ces segments. Ce modéle a également
été utilisé afin de quantifier la taille des filaments [Pandey, 2010]

— Tesselations de Voronoi [Voronoi, 1908]| : elles représentent une partition de 'espace
définie par un ensemble de points tiré aléatoirement (e.g. en contrdlant la corrélation spa-
tiale). Chaque point est alors entouré par une cellule de Voronoi obtenue en tragant l'inter-
section des médiatrices entre ces points (dans le cas 2D). [Icke and van de Weygaert, 1987,
Icke and van de Weygaert, 1991] ont utilisé ces tesselations pour décrire la distribution
des galaxies dans I’Univers. Cette approche sert encore aujourd’hui a I’étude et a la détec-
tion des structures galactiques |Zaninetti, 2006, Zaninetti, 2018, Paranjape and Alam, 2020,
Soares-Santos et al., 2010].

Tous ces processus constituent des modélisations différentes avec leurs avantages et inconvénients
en termes de flexibilité de modélisation, simulation et inférence.

Nous allons considérer comme cadre de modélisation les processus ponctuels de Gibbs. Nous
considérons également que ces processus vivent dans un compact W de R2. La distribution de
ce processus est controlée par une densité de probabilité par rapport a la mesure de référence, le
processus de Poisson d’intensité unité sur W. Son expression est donnée par :

F(x) = 7 expl-U(x)]

ou U représente la fonction d’énergie de la densité et Z la constante de normalisation du modéle.
Nous considérons de plus que le processus est simple, c’est-a-dire deux points dans une configu-
ration ne peuvent pas partager la méme position. Plus de détails seront donnés dans le Chapitre
2. A noter que certains résultats énoncés dans ce mémoire sont valables dans un cadre plus large
et des références appropriées sont fournies le cas échéant.

— Sans interaction (Processus de Poisson) : le modéle est complétement connu et les for-

mules analytiques sont exploitables pour des statistiques descriptives.

— Répulsion : en pénalisant I'apparition de deux points proches I'un de l'autre (Modéle de
Strauss [Strauss, 1975|, processus de saturation de Geyer |Geyer, 1999|) ou en controlant
la surface occupée par les boules centrées en les points du processus (Processus Area In-
teraction |[Baddeley and Van Lieshout, 1995]).
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— Attraction : en favorisant I'apparition de deux points proches I'un de Iautre (processus
de saturation de Geyer) ou & nouveau en controlant la surface occupée par les boules
centrées en les points du processus (Processus Area Interaction).

Les processus ponctuels de Gibbs offrent une boite & outils ou il est aisé de créer de nouveaux
modeles en adaptant les statistiques des modéles existants (e.g. le modéle de saturation de Geyer
peut étre vu comme une extension du modéle de Strauss) ou en superposant plusieurs modéles
déja existants.

C’est. & partir des années 2000 que les processus ponctuels de Gibbs sont mis en avant en
les appliquant directement & la détection de structures induites par la position des galaxies
ou a 'analyse d’images [Stoica, 2001, Stoica et al., 2002, Stoica et al., 2004]. Le modéle Candy
[Stoica, R. S. et al., 2005, Tempel et al., 2016] propose la détection des filaments galactiques a
partir de I'observation de galaxies. L’idée de ce modéle se base sur ’approximation de filaments
galactiques & 'aide de cylindres comme l’illustre la figure ci-dessous :

FIGURE 1.2 — Projection en 2D de 'approximation de filaments galactiques (cylindres) a partir
des galaxies observées (points). Source : [Stoica, 2025|

Une réalisation de ce modéle spécifié par la densité d’un processus ponctuel de Gibbs marqué
correspond donc a une configuration aléatoire de cylindres dans un domaine W oil les marques
correspondent aux caractéristiques du cylindre. Ce modéle a par la suite été généralisé a travers
le modéle Bisous [Stoica et al., 2005b].

Les modeéles de processus de Gibbs cités plus haut (Strauss, Area-Interaction,...) ont également
fait 'objet de modélisation de données galactiques utiles & la caractérisation de ces données
[Hurtado-Gil et al., 2021]|. Plus récemment, des modéles de processus ponctuels de Gibbs cou-
plés avec l'inférence Bayésienne ont été utilisés pour limiter des biais d’observations pour des
catalogues de vitesses de galaxies [Sorce et al., 2023].

La section 2.1 revient sur la définition des processus ponctuels et détaille la construction des
processus ponctuels de Gibbs et présente également les modéles cités dans cet état de l'art.
1.3 Simulation

Les méthodes énoncées dans cette introduction sont focalisées sur la simulation des processus

ponctuels de Gibbs, ces derniéres peuvent néanmoins s’appliquer & d’autres lois de probabilités
qui ne sont pas des processus ponctuels. Dans ce contexte, a I’exception de certains processus,
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les modéles sont définis par des densités de probabilités par rapport au processus de Poisson
standard et leurs fonctions de partition ne sont pas calculables analytiquement. Considérons de
plus que ces densités peuvent étre écrites de la maniére suivante :

f(x|0) = exp(t(x), ) (1.1)

1
Z(0)
avec Z(0) la fonction de partition, ¢(x) et 0 le vecteur de statistiques suffisantes et le vecteur de
parametres, respectivement.

Dans notre cas, ces algorithmes de simulation reposent sur la simulation d’une chaine de Markov
afin d’échantillonner la loi d’intérét f, nous parlons alors de méthode MCMC (Monte Carlo Mar-
kov Chain). Dés lors que la construction d’un algorithme repose sur une chaine de Markov, il est
important de garantir la convergence de cette derniére vers la distribution d’intérét. Ainsi, méme
si la simulation apparait «simple» en premiére lecture des pseudo-codes, le travail théorique pour
aboutir a ces derniers est difficile. L’échantillonnage peut se faire de maniére exacte (algorithme
de simulation parfaite) ou de maniére approchée.

Pour les algorithmes de simulation parfaite, la réalisation obtenue en sortie de l'algorithme est
issue de la distribution d’intérét. Ces algorithmes reposent sur le principe de couplage par le passé
(ou «coupling from the pasty CFTP en anglais) [Propp and Wilson, 1996]. Ce principe réside
dans le couplage de chaines de Markov lancées simultanément & un temps —71 < 0 possédant
toutes le méme mécanisme de mise & jour avec des états initiaux différents. Au moment ou toutes
les chaines possédent le méme état, le phénomeéne de coalescence est atteint. Sans rentrer dans
les détails théoriques, cette coalescence élimine la dépendance des états initiaux des chaines de
Markov et garantit alors que les états suivants de la chaine sont tirés exactement suivant la loi
d’intérét. Une premiére application a la simulation des processus ponctuel est alors proposée par
[Kendall and Mgller, 2000] en créant une version «dominée» du CFTP pour simuler le processus
de Strauss. Les méthodes CFTP ont par la suite suscité un vif intérét pour la simulation des pro-
cessus ponctuels de Gibbs (e.g. [van Lieshout and Stoica, 2006, Ambler and Silverman, 2009).
Un autre avantage de ces méthodes réside dans le fait que, une fois en possession d’un échan-
tillon tiré exactement suivant la loi, les mises & jour de cet état par des algorithmes de type
Metropolis-Hastings sont garanties d’étre également tirées suivant la loi d’intérét. Néanmoins,
pour les processus ponctuels marqués, les performances numériques peuvent se dégrader lorsque
les interactions entre les points sont trop fortes.

Les algorithmes de Metropolis-Hastings (MH) sont, quant a eux, des algorithmes convergeant
vers cette loi d’intérét [Metropolis et al., 1953, Hastings, 1970]. Hélas, il n’est pas possible de
savoir quand cette convergence a lieu. Ainsi, il faudrait théoriquement itérer ces derniers une
infinité de fois afin d’obtenir un échantillon tiré exactement suivant la loi cible. En pratique,
seul un nombre fini d’itérations est utilisé pour obtenir un échantillon. Se pose alors la question
du temps de convergence : & partir de combien d’itérations de ces algorithmes pouvons-nous
considérer que I’échantillon de sortie est suffisamment proche de la distribution f 7 La réponse
dépend du modéle duquel nous souhaitons échantillonner et du type d’algorithme MH utilisé. Le
principe général des algorithmes MH est le suivant, supposons que nous voulons échantillonner
une certaine loi de probabilité = :

1. Une nouvelle valeur de la chaine de Markov est proposée suivant une distribution de
probabilité ¢ pouvant dépendre de I'état précédent.
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2. Cette nouvelle valeur est acceptée ou rejetée suivant un ratio défini par :

m(y) | a(@ialy) } .

m(zi-1)  q(ylzi-1)

o = min {1,

Ce ratio a ’avantage de ne pas dépendre de la constante de normalisation de la loi & échan-
tillonner et permet de contourner ce probléme dans le cas des processus ponctuels de Gibbs. De
plus, la loi ¢ peut étre choisie de maniére a favoriser la convergence de la chaine de Markov (e.g.
[van Lieshout and Stoica, 2003, Taty Moukati et al., 2024, Stoica, 2025]). Nous allons dans la
suite utiliser I’algorithme de Metropolis-Hastings pour l’ajout /retrait de points [van Lieshout, 2019,
Mpgller and Waagepetersen, 2004]. Un nouvel état sera proposé de la maniére suivante :

— Ajout : I'algorithme propose un point uniformément dans le domaine.
— Retrait : I’algorithme propose d’enlever un point tiré uniformément parmi les points exis-
tants.

Afin d’en comprendre les subtilités, la section 2.2 propose des rappels sur les chaines de Markov
et leurs propriétés pour ensuite se focaliser sur cet algorithme.

1.4 Inférence paramétrique

L’inférence paramétrique représente un des outils important pour ’analyse de données en utili-
sant les processus ponctuels. En effet, estimer les paramétres d’un modéle constitue une étape
clé pour étudier les caractéristiques d’une configuration de points. Couplée avec des outils de
controles des modéles, I'inférence paramétrique permet d’affirmer si oui ou non les configurations
obtenues avec le paramétre estimé sont cohérentes avec les observations. Les valeurs estimées des
paramétres permettent également de déduire les caractéristiques d’une configuration de points
(e.g. répulsion, agglomération).

Cette section propose de revenir briévement sur les diverses méthodes utilisées pour l'infé-
rence paramétrique des processus ponctuels. Il est important de garder a ’esprit que ces mé-
thodes ont pour la plupart été utilisées ou développées pour linférence paramétrique pour
des classes de modéles plus générales que les processus ponctuels de Gibbs. A lorigine, 'in-
férence était souvent basée sur des statistiques descriptives telles que la fonction K de Ripley
[Diggle, 1983, Ripley, 1977, Ripley, 1981, Ripley, 1988|. Nous nous focaliserons plutdét sur les
techniques paramétriques basées sur les modéles telles que la pseudo-vraisemblance, les approxi-
mations stochastiques ou Takacs-Fiksel. Les méthodes Bayésiennes seront aussi abordées et don-
nées plus en détail en section 2.3. Ces derniéres années, en raison de ’amélioration des capacités
de calcul des ordinateurs, les méthodes basées sur la simulation des modéles sont de plus en plus
utilisées. Néanmoins, des précautions sont & prendre afin d’éviter des simulations trés cotiteuses.

Estimation par maximum de vraisemblance

1) Estimation en données complétes

Pour des modéles spécifiés par des densités comme celle présentée ci-dessus en formule 1.1, la
log —vraisemblance d’un tel modéle est donnée par

log L(0) = log (exp(t(x),0)) — log Z(0).
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A part pour certains modéles (e.g. Poisson), I'expression de Z(6) n’est pas connue et les dérivées
partielles par rapport aux différents 6; ne le sont également pas. L’optimisation de cette fonction
parait alors impossible de prime abord. Nous présentons ici certaines approches pour résoudre
ce probléme.

a) Pseudo-vraisemblance

Une premiére solution a ce probléme a été introduite par [Besag, 1974| pour les champs de
Markov et reprise par la suite pour le processus de Strauss [Besag, 1978]. Développée ensuite plus
généralement pour les processus ponctuels [Mgller and Jensen, 1991] et les processus de Gibbs
[Sarkka, 1993| (avec interactions par paire dans ce cas) [Sarkka, 1995, Goulard et al., 1996] (cas
plus général). Cette technique est encore étudiée pour d’autres modeéles (e.g. Lennard-Jones)
|Coeurjolly and Lavancier, 2017| ou utilisée pour estimer I'intensité d’un processus
[D’Angelo et al., 2024]. La pseudo-vraisemblance se base sur I'intensité conditionnelle A* donnée
par

vy - LU L)

’ fxl0)

ol x est une configuration de points (finie) de W et n € W \ x avec la convention a/0 =
pour a > 0. Cette quantité est plus facile & calculer puisqu’elle ne dépend pas de la constante
de normalisation du modeéle. De plus, pour certains types de processus, cette derniére décrit
entiérement le processus. Néanmoins, sa définition demande de prévenir les cas pathologiques,
par exemple quand f(x|f) = 0. La log —pseudo-vraisemblance s’écrit alors

lo PL(B) = Y- lox X' (xox\ ) = | X (o)l

nex

pour x une configuration de points dans un domaine W. La pseudo-vraisemblance, pour des
modéles de processus ponctuel admettant une densité sous la forme exponentielle, est concave
[Mgller and Jensen, 1991|. Ceci rend alors I'optimisation de I’expression ci-dessus réalisable (e.g.
par descente de gradient). Pour finir, des résultats sur la consistance et la normalité asympto-
tiques ont été établis pour cet estimateur [Jensen and Kunsch, 1994, Mase, 2000, Billiot et al., 2008,
Coeurjolly and Drouilhet, 2010].

b) Méthode de Takacs-Fiksel

La méthode de Takacs-Fiksel [Fiksel, 1984, Takécs, 1986, Takacs and Fiksel, 1986, Fiksel, 1988|,
repose sur ’équation de Georgii-Nguyen-Zessin :

B | X hn X\ )| = [ e 08 (w0t

neX

pour X un processus ponctuel stationnaire et un choix particulier de la fonction h positive
et mesurable telle que les espérances considérées soient bien définies. L’idée est de choisir A
et des estimations des deux termes de I'équation afin d’aboutir & des équations dont les so-
lutions sont les paramétres du modéle [Sarkka, 1993, Diggle et al., 1994, Coeurjolly et al., 2012,
Coeurjolly et al., 2016, Jansson and Cronie, 2024]. Il est par exemple possible de retrouver I’équa-
tion de la pseudo-vraisemblance en prenant A comme la dérivée par rapport au paramétre de
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I'intensité conditionnelle. Pour plus de précisions sur le sujet, nous recommandons les monogra-
phies [van Lieshout, 2000, Mgller and Waagepetersen, 2004, Stoica, 2025].

c) Méthodes par approximation de la vraisemblance

Les méthodes par approximation de la vraisemblance ont toutes pour but de trouver une maniére
d’approcher la vraisemblance afin d’en trouver le maximum. Les travaux de

[Ogata and Tanemura, 1981, Ogata and Tanemura, 1984, Ogata and Tanemura, 1985]| et
[Penttinen, 1984] proposent d’approcher I'estimateur du gradient de la constante de normalisa-
tion V log Z(0) par des approximations polynomiales puis d’intégrer ces polyndémes pour retrou-
ver une valeur approchée de log Z(6). Ce sont des méthodes asymptotiques avec des hypothéses
trés fortes, elles ne sont donc généralement pas applicables dans le cas général.

D’autres solutions sont basées sur la simulation de modéles par chaines de Markov. Le but est
alors de générer une chaine de Markov admettant le modéle considéré pour distribution invariante
afin de s’appuyer sur des réalisations du modéle pour 'inférence. [Geyer and Thompson, 1992]
proposent une solution pour des modéles autologistiques et de la classe exponentielle,

[Geyer and Mgller, 1993] proposent une application aux processus de Gibbs. Ces approches re-
posent sur ’échantillonnage préférentiel. Dans ce cas précis, ceci consiste a réécrire les ratios
de fonctions de partitions présents dans le ratio de log-vraisemblance par rapport & un autre
paramétre fixé v :

log L(6) = (1(x).6 ~ ) ~log 7).
comme une espérance sous la loi f(-|¢) :
Z(0) _
Z(g) ~ Bv lexp(t(X),0 = )]

Finalement, ce ratio est approché par sa moyenne empirique en simulant des échantillons X1, ..., X,
tirés suivant f(x|v).

Enfin, [Penttinen, 1984, Younes, 1988, Moyeed and Baddeley, 1991| proposent de combiner des
méthodes MCMC et des méthodes itératives basées sur les algorithmes de Newton-Raphson
et de Robbins-Monro. Ces méthodes itératives ont pour but de générer une suite de para-
métres (0x)r>0 qui converge vers le maximum de vraisemblance du modéle. Bien que cela
ne soit pas toujours appliqué aux processus ponctuels, des travaux plus récents sur les mé-
thodes d’approximation de la vraisemblance sont encore développés (e.g. gradient a pas optimal
[Descombes et al., 1999, Stoica, 2001, van Lieshout and Stoica, 2003|).

2) Approximation de la vraisemblance en données incomplétes

Les données incomplétes émergent réguliérement dans les domaines d’applications des processus
ponctuels (e.g. en cosmologie, a cause de la luminosité des galaxies ou des obstructions par des
objets galactiques). Pour des données spatialisées, plusieurs mécanismes de «dégradationy des
données peuvent intervenir [Lund and Rudemo, 2000, Guttorp et al., 2023] :

— L’amincissement («thinning» en anglais), ot les points dans la région observée peuvent
étre omis dans les relevés (e.g. oublis de relevés).
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— Les déplacements de points, ou la position n’est pas connue assurément (e.g. incertitudes
de relevés).

— La censure de points, lorsque seule une sous-région du domaine peut étre observée (e.g.
en foresterie : domaine public/domaine privé).

— Des ajouts involontaires de points (e.g. erreurs de relevés).

Pour I'étude menée dans ce manuscrit, nous nous focalisons sur le troisiéme point, ou nous
supposons que seule une sous-région du domaine considéré est observée, comme lillustre la figure
ci-dessous. Nous supposons néanmoins que le processus se déroule sur le domaine W = Wy UWx.

Wy

FIGURE 1.3 — Schéma explicatif de la censure de points. La configuration de points n’est observée
que dans le domaine Wy et les points dans Wx ne sont pas observés.

Pour coller a ce contexte, nous considérons la densité jointe des données

exp(t(xUy),0)
Z(0)

f(x,yl0) =

ou y est une configuration de points observée dans la région Wy et x est une configuration cachée
dans la région Wy.

L’inférence en données incomplétes par maximum de vraisemblance est un probléme difficile.
La vraisemblance dépend désormais d’intégrales qui ne sont généralement pas accessibles sous
forme analytiques. En effet, puisque la zone Wyx n’est pas observée, une intégrale sur toutes
les configurations possibles dans cette zone intervient au numérateur de la vraisemblance. Nous
résumons ici certaines approches permettant de prendre en compte les données incomplétes. Plus
de détails peuvent étre trouvés dans la review |[Ruth, 2024].

L’algorithme Espérance-Maximisation (EM) |[Dempster et al., 1977 est une méthode fondamen-
tale pour I'analyse des données incomplétes. C’est un algorithme itératif qui peut étre utilisé
lorsque les données sont considérées partiellement observées (e.g. échantillons incomplets, labels
des observations manquants, ...). L’algorithme EM itére deux étapes :

— L’étape E, qui consiste a calculer I'espérance conditionnelle de la vraisemblance compléte
sachant les données observées y a l'itération k :

Q0,0p—1) =FEg,_,[L(O,Y, X)|]Y =y]

— L’étape M, qui consiste & maximiser I’espérance conditionnelle précédemment calculée.
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Bien que la convexité de la vraisemblance compléte ne puisse pas étre garantie, chaque itération
de l'algorithme constitue toujours un «pas croissant» de la vraisemblance (la vraisemblance éva-
luée en 01 est supérieure ou égale a I’évaluation en 6;). Sous de bonnes hypothéses de régularité
des modeéles, il est également possible d’obtenir les différentielles successives de la vraisemblance
observée, ce qui permet d’obtenir des erreurs asymptotiques pour les estimateurs des parameétres.
Néanmoins, ’étape E n’est pas toujours réalisable lorsque des modéles plus complexes sont pro-
posés.

Une maniére de pallier ce probléme est d’utiliser des méthodes Monte Carlo (donnant donc ’algo-
rithme MCEM). Cette solution, proposée par [Wei and Tanner, 1990|, remplace le calcul de les-
pérance conditionnelle de I’étape E par une approximation Monte Carlo. Pour ce faire, des échan-
tillons pour les données manquantes sont générés a chaque itération conditionnellement aux ob-
servations. Ensuite, I’étape M s’effectue & nouveau par une méthode d’optimisation. Les proprié-
tés de convergence de ce type d’algorithme peuvent étre trouvées dans [Fort and Moulines, 2003|
ou une review plus générale [Neath, 2013].

Une autre technique repose quant a elle sur 1'utilisation des méthodes d’approximations sto-
chastiques (donnant donc l'algorithme SAEM). [Gu and Li, 1998| utilisent une estimation du
score des données (le gradient de la vraisemblance observée), ou les itérations de I’algorithme
convergent vers un point critique de cette fonction. [Delyon et al., 1999] présentent quant a eux
un algorithme SAEM appliqué au cas de la famille exponentielle ou I’estimation se base directe-
ment sur I'estimation la fonction ). D’autres approches proposant des tentatives d’optimisation
globale ont aussi été abordées en perturbant la dynamique de I'algorithme EM afin d’échapper
aux zones d’attractions des minimums locaux (e.g. [Celeux et al., 1995] pour une review de ces
approches).

D’autres approches alliant ces deux idées existent également (e.g. [Kuhn and Lavielle, 2004]) et
des approches s’affairant a échantillonner la vraisemblance jointe des données observées et man-
quantes sont proposées par |Gelfand and Carlin, 1993] en s’appuyant en partie sur I’échantillon-
nage préférentiel proposé par [Geyer and Thompson, 1992] présenté plus haut. Dans le cas des
données incomplétes, la vraisemblance peut étre vue comme la loi marginale suivant la variable
observée y :

L(6) = £(v16) = [ Flxy0)u() =
avec Z(f]y) la constante de normalisation de la densité f(x|y,6).

Comme précédemment présenté dans le cas des données complétes, les ratios de constantes de
normalisation intervenant dans le ratio de vraisemblance sont réécrits comme des espérances et
approchés par leurs espérances empiriques a l’aide d’échantillons de la loi jointe (X, Y;)1<i<n €t
de la loi conditionnelle de (X)i<i<n := (X;|Y = ¥)i<i<n-

ZOly) 1<~ xy) ov) o 200) 1 (XY .0)
~ - e\AY ), - e\t
Z(¢ly) n; () n;

Nous reviendrons sur cette approche par échantillonnage préférentiel dans la suite de ce manus-
crit en section 2.3.
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Les données manquantes peuvent également découler du modéle considéré. C’est le cas par
exemple des «boolean models» qui sont un cas particulier des modéles «germes/grains» ou les
germes sont issus d’une réalisation du processus de Poisson et les grains représentent des disques,
carrés ou triangles placés sur les germes. Une réalisation de ce type de processus est alors ob-
tenue en prenant la réunion des grains. Il est alors possible qu'un germe ne soit pas observé
si le disque/carré/triangle qui lui est associé est totalement recouvert par les autres germes.
[van Lieshout and van Zwet, 2000, van Lieshout and van Zwet, 2001| s’intéressent a la simula-
tion parfaite de la distribution conditionnelle des germes non observés par rapport aux observés.
Ces échantillons sont alors utilisés pour obtenir un estimateur Monte Carlo du maximum de
vraisemblance de l'intensité du processus puis cette estimation est comparée & celle menée via
un algorithme SAEM.

[Mgller and Helisova, 2010] considérent un modéle similaire et une approche par estimation
MCMC du maximum de vraisemblance pour également prendre en compte les effets de bords.

Enfin, d’autres approches basées sur ’estimation de la fonction d’intensité sont également uti-
lisées dans le cas de processus non homogeénes : |Gabriel et al., 2023] considérent une situation
similaire & celle décrite en Figure 1.3. Ils ne cherchent cependant pas directement & prédire
une configuration de points dans la zone non observée. Le but est plutot d’estimer la fonction
d’intensité en tout point de cette zone conditionnellement aux observations et aux covariables
définissant cette derniére.

Dans la suite du manuscrit, nous ferons I’abus de langage de parler de «probléme des données
incomplétesy pour faire référence a l'inférence paramétrique lorsque des mécanismes de données
manquantes sont considérés.

Méthodes d’échantillonnage de la loi a posteriori

Jusqu’ici, nous avons considéré l'inférence paramétrique «classique» qui consiste & chercher la
valeur la plus plausible par rapport aux observations. L’inférence Bayésienne, elle, considére une
connaissance préalable sur la distribution des paramétres du modéle en introduisant la loi a
priori p(f). L'information apportée par les données x est alors prise en compte en considérant
la loi conditionnelle des paramétres sachant x, aussi appelé loi a posteriori :

fx[0)p(0) _ f(x[0)p(6)

O = T fx oyu(ad) ~  2(x)

dans notre cas, cette loi s’exprimera alors :

_ exp(t(x), 0)p(0)

avec Z(x) la constante de normalisation liée aux données et Z(#) la constante de normalisation
du modéle.

La loi a posteriori posséde alors deux constantes de normalisation qui ne sont en général pas
calculables dans le cas des processus ponctuels de Gibbs. A nouveau, des méthodes permettant
de ne pas calculer ces constantes existent.

L’une de ces méthodes est l'inférence variationnelle, que nous mentionnons ici mais que nous
ne détaillerons pas dans la suite. L’idée principale est également d’approcher la distribution
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a posteriori f(6|x). L’approximation se fait en choisissant une famille de distributions candi-
dates gg dont le paramétre est par la suite ajusté afin que la distribution soit la plus proche
de f en minimisant un critére (e.g. la distance en variation totale). Le probléme d’échantillon-
nage devient alors un probléme de minimisation, souvent plus commode a traiter. Pour plus
de détails sur le sujet, nous recommandons l'article de review [Blei et al., 2017] et la thése
[Daudel, 2021]. Pour des travaux axés sur les processus ponctuels, le/la lecteur/rice peut se ré-
féerer a [Baddeley et al., 2013a, Jahnel, 2024]. L’inférence variationnelle s’utilise également pour
résoudre des problémes de données incomplétes (e.g. pour le «spatial error model» avec différents
mécanismes de censures, voir [Wijayawardhana et al., 2024| pour plus de détails) en proposant
d’approcher la loi jointe du paramétre et des données manquantes ou d’utiliser des simulations
MCMC pour simuler les données manquantes puis d’utiliser I'inférence variationnelle «classique»,
en données complétes.

D’autres méthodes bayésiennes utilisées pour échantillonner la loi a posteriori sont détaillées
dans la suite du manuscrit et nous reviendrons plus en détail sur la méthode «ABC Shadows,
utilisée dans notre cas pour mener l'inférence paramétrique des modéles.

1.5 Motivations de la thése

Ces travaux proposent d’apporter des contributions méthodologiques pour 'analyse des données
en cosmologie. Cette thése s’inscrit dans un paysage ou nous retrouvons beaucoup de travaux
d’analyse descriptive par des statistiques non paramétriques pour les données représentées par des
catalogues galactiques (e.g. |[Totsuji and Kihara, 1969, Peebles, 1973, Snethlage et al., 2002|).
Ces analyses montrent trés bien l'apparition de structures & grande échelle dans la distribu-
tion des galaxies telles que des clusters, des filaments, des murs de galaxies et des zones de vide
galactique. La distribution de la matiére est donc tout sauf uniforme dans I’Univers.

Néanmoins, peu de travaux traitent de la modélisation de cette distribution en elle-méme par
les processus de Gibbs [Hurtado-Gil et al., 2021]. Les lois de la physique montrent 'importance
de pouvoir modéliser des interactions entre les galaxies et de pouvoir éventuellement prendre en
compte leurs masses, tailles, types ou luminosités. Ainsi, les galaxies peuvent étre vues comme
des objets ou des points marqués interagissant entre eux et qui forment des structures & plus
grande échelle. Cette thése propose alors deux modélisations de données galactiques : 'une, basée
sur ’'observation de filaments galactiques, utilise un modéle multi-interaction pour la répartition
des galaxies autour des filaments. L’autre s’appuie davantage sur une modélisation multi-échelle
en considérant une superposition de modéles exhibant de la répulsion et de 'agglomération afin
de modéliser les phénomeénes physiques observés (agglomération lorsque les galaxies sont proches
entre elles et répulsion lorsqu’elles sont suffisamment éloignées).

Les données galactiques exhibent naturellement des obstructions et représentent donc un pro-
bléme spatial de données manquantes. A notre connaissance, le traitement des données incom-
plétes dans le contexte Bayésien pour les processus ponctuel de Gibbs est encore un probléme
peu abordé. Une autre contribution de cette thése est donc de proposer un algorithme pour
I’échantillonnage a posteriori pour 'inférence paramétrique des modéles dans ce contexte ou les
données ne sont pas complétement observées.

Cette approche est donc largement motivée par la richesse et la complexité de ces données. Bien
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que les outils existants (e.g. la librairie R spatstat) soient trés performants et trés pratiques, des
limitations en termes de puissance de calculs et de flexibilité de création de modéles suggérent
d’utiliser le langage C++. J’ai pu ainsi contribuer au développement et au test de la librairie C++
DRLib (https ://gitlab.univ-lorraine.fr/labos/iecl/drlib), dédiée a la simulation et I'inférence des
processus de Gibbs, en y ajoutant les modéles décrits plus loin dans ce manuscrit. Ces travaux
axés sur 'informatique ont alors donné lieu & des contributions au projet européen Excosm
(https ://excosm.ut.ee/) a travers un cours d’introduction a cette librairie.

1.6 Résumé des chapitres

Le chapitre 2 introduit l'intégralité des prérequis nécessaires a la définition rigoureuse et a la
compréhension des contributions de cette thése :

— La section 2.1 présente des éléments fondamentaux sur les processus ponctuels utile & la
construction des processus de Gibbs que nous utilisons. Des exemples de réalisations et de
mécanismes de construction de nouveaux processus sont ensuite mis en avant pour finir
avec les statistiques descriptives spatiales.

— Lasection 2.2 aborde la simulation des processus de Gibbs par chaine de Markov. D’abord,
des rappels sur les propriétés de ces derniéres sont donnés pour ensuite se focaliser sur les
algorithmes de type Metropolis-Hastings pour finir avec des applications de ’algorithme
utilisé.

— La section 2.3 propose d’abord de revenir sur les méthodes «Monte Carlo Maximum Like-
lihood Estimation» (MCMLE) pour les données complétes et incomplétes. Des méthodes
bayésiennes pour échantillonner la loi a posterior: dans le cadre des processus de Gibbs
sont ensuite présentées pour motiver 'utilisation de la méthode «approximate bayesian
computation» (ABC), ABC Shadow comme outil pour mener Uinférence paramétrique
des modéles. Enfin, nous présentons des outils utiles au contrdle de I'inférence et au bon
paramétrage de I’algorithme ABC Shadow.

Les chapitres 3 et 4 présentent les contributions de la thése :

— La section 3.1 présente d’abord le contexte et les données étudiées ainsi que le traitement
de ces derniéres pour la création du modéle. Le modéle basé sur la distance des galaxies au
plus proche filament est introduit et nous discutons ensuite du traitement informatique
pour sa simulation et son inférence. Enfin, nous exposons les résultats, discussions et
perspectives obtenus pour ce modéle.

— La section 3.2 propose une approche dans la continuité de la section 3.1 pour un jeu de
données plus volumineux. Un modéle «multi-échelle» se basant sur la superposition de
modéles permettant d’obtenir un phénoméne d’agglomération dans un voisinage proche
des points et de répulsion a plus grande distance de ces derniers est ensuite introduit.
Cette section propose enfin une autre approche motivée par la création de ce deuxiéme
modéle reposant sur le modéle de saturation de Geyer.

— Le chapitre 4 propose une reformulation du probléme des données incomplétes dans le
cadre Bayésien et définit une loi a posteriori & échantillonner pour prendre en compte les
données partiellement observées. Partant de cette distribution, nous établissons ensuite
des résultats théoriques de convergence de chaines de Markov amenant & la construction
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d’un algorithme ABC pour échantillonner cette loi. Enfin, nous exhibons des stratégies
numériques et les appliquons & une étude par simulation en utilisant le modéle de Strauss.

Enfin, nous donnons des conclusions et des perspectives sur ces travaux et des annexes :

— L’annexe A donne les preuves utiles & la compréhension de la construction de I'algorithme
ABC Shadow.

— L’annexe B donne des détails sur la libraire C++ DRLib.

— L’annexe C revient sur des points clés du déroulement de la thése.
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La section 2.1 introduit les définitions et notations utilisées pour les processus ponctuels et
processus ponctuels marqués dans R?. Nous aborderons ensuite le processus ponctuel de Poisson
et ses propriétés, exemple fondamental dans la théorie des processus ponctuels n’induisant aucune
interaction entre les points. Nous verrons ensuite comment construire les processus ponctuels de
Markov & partir du processus de Poisson standard, puis nous aborderons la stabilité de ces
processus, garantissant leur intégrabilité et donc leur bonne définition. Pour finir, nous nous
intéresserons & différents modéles utilisés dans les travaux de cette thése ainsi que des outils
pour mener ’analyse exploratoire des données. La trame suivie s’est appuyée sur les ouvrages
[van Lieshout, 2000], [Mgller and Waagepetersen, 2004|, [van Lieshout, 2019] et [Stoica, 2025].
Un contenu plus détaillé sur les fonctions utiles & I’analyse descriptive peut étre trouvé dans
[Baddeley et al., 2015].
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2.1 Généralités

2.1.1 Définitions

Dans la suite, nous noterons R¢ et B(Rd) pour l’espace euclidien de dimension d et sa tribu
borélienne associée. Pour une configuration de points x C R?, n(x) correspondra au cardinal de
cet ensemble (400 si ce dernier n’est pas fini). Pour B € B(R?) borné, x est dit localement fini
si n(xp) :=n(xN B) < +00 et la mesure de Lebesgue sera notée v.

Définition 2.1.1. (Espace des configurations localement finies).
L'espace N¥ = {x C R? : n(xp) < 400 pour tout borné B C R} est appelé espace des
configurations localement finies.

Ainsi, nous noterons x,y, ... pour des éléments de N et &, 7, ... pour des points de R%. Les abus
de notations suivants seront utilisés : x U ¢ pour x U {¢}, x \ n pour x \ {n} pour x € N et
¢,m € R La configuration ne contenant aucun point sera notée (.

Munissons désormais N de la o-algébre engendrée par la fonction de comptage n(-) :
N =o({x e N¥:n(xp) =m}: B € By,m e Ny).
Nous sommes désormais en mesure de définir un processus ponctuel :

Définition 2.1.2. (Processus ponctuel).
Un processus ponctuel X sur RY est une application mesurable définie sur un espace probabilisé
(Q, F,P) a valeurs dans (N, N'Y). Pour F € N¥, la distribution Px de X est donnée par

Px(F) =P({w e Q: X(w) € F'}).

Nous allons parfois identifier X a sa loi Px et faire I’abus de langage d’appeler ces deux objets
un processus ponctuel.

Dans ce manuscrit, nous allons nous restreindre au cas des processus ponctuels localement finis et
dits «simplesy, c’est-a-dire que deux points d’un processus ponctuel X sont distincts. Autrement
dit,

i) n(X N B) :=n(Xp) < oo dés lors que 0 < v(B) < 0.

il) V&,8% € X, P(& # &) =1

Dans la suite, nous supposerons donc que les processus ponctuels sont localement finis et simples.

De maniére similaire, nous pouvons définir les processus ponctuels marqués en considérant ¥ un
processus ponctuel sur B C R%. Soit M l'espace des marques et m¢ € M une marque aléatoire
attachée & chaque point £ € Y, alors

X ={(§me): €Y}

est appelé un processus de point marqué, d’espace de points B et d’espace d’états M. En d’autres
termes, la loi marginale de la position des points est un processus ponctuel sur B.

Un processus ponctuel peut étre caractérisé de différentes maniéres, cela peut se faire en consi-
dérant les distributions fini-dimensionnelles («fidis» en anglais) ou en étudiant la probabilité des
événements vides («wvoid probabilities») :
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Théoréme 2.1.1. Un processus ponctuel est entiérement caractérisé par ses distributions fini-
dimensionnelles :

Pn(Xp,) <ni,...,n(Xp,,) < nm) (2.1)
pour B; € B(R?) borné, n; € N et m € N* fini.

Théoréme 2.1.2. Un processus ponctuel est entiérement caractérisé par la probabilité des éve-

nements vides :
v(B) = P(n(Xp) = 0) (2.2)

pour B; € B(R?) borné.

2.1.2 Processus ponctuel de Poisson

Le processus ponctuel de Poisson est construit de sorte que les configurations de points obtenues
n’exhibent aucune interaction entre les points. Pour cette raison, il fait office de mesure de
référence lorsque ’on souhaite construire des processus plus complexes, avec interactions. Dans
la suite, W C RY représente un compact tel que v(W) > 0.

Définition 2.1.3. (Fonction d’intensité et mesure d’intensité).

Soit B C W, la fonction d’intensité d’un processus ponctuel est définie par p : W — [0, +00] telle
que [ p(€)dE < +oo. La mesure d’intensité p est donnée par pu(B) = [5p(€)dE. Cette mesure
est également définie par u(B) = E[n(Xp)].

Nous commencgons d’abord par définir un processus ponctuel utile & la définition du processus
de Poisson :

Définition 2.1.4. (Processus binomial).

Soit f une densité sur un ensemble B C W et soit n € N. Un processus X défini par n points
1.4.d. tirés suivant la densité f est appelé un processus ponctuel binomial sur B de densité f.
Nous noterons X ~ bin(B,n, f).

Nous pouvons alors introduire :

Définition 2.1.5. (Processus ponctuel de Poisson).
Un processus ponctuel X sur W est un processus ponctuel de Poisson de fonction d’intensité
p: W — [0, +o00] vérifiant les conditions suivantes sur u :

i) Pour tout B C W tel que v(B) > 0, n(Xp) ~ Poi(u(B)), la loi de Poisson de moyenne
wu(B). (Siu(B) =0 alors n(Xp) =0)

1) Pour tous boréliens bornés By, ..., By, disjoints, les variables aléatoires n(Xp, ), ...,n(Xp,)
sont indépendantes.
Nous noterons alors X ~ Poisson(B,p).

Remarques :

e Si p est constante, le processus de Poisson(W, p) est appelé processus de Poisson homogéne
sur W d’intensité p. Lorsque ce n’est pas le cas, nous parlerons de processus de Poisson non
homogéne sur W. Enfin, Poisson(W, 1) est appelé processus de Poisson standard.

e Le cas inhomogéne permet par exemple de prendre en compte des structures autour desquelles
se répartissent les points (e.g. des galaxies s’agglutinant autour de filaments ou dans les clus-
ters). Plus généralement, cette inhomogénéité peut étre induite par les caractéristiques du milieu
dans lequel les individus (points) évoluent (e.g. altitude, humidité, température...), favorisant ou
défavorisant I’apparition de ces derniers dans certaines zones de ce milieu.
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Processus de Poisson homogéne Processus de Poisson inhomogéne Processus de Poisson inhomogene

s ©
® o
°

OOO%
@
_ 2 _ 2
(a) p(z,y) = 100 (b) p(z,y) = 0_51% exp (gxgi’; (c) p(z,y) = 0_11% exp (gxg"fg

FIGURE 2.1 — Réalisation d’un processus de Poisson homogéne d’intensité 100 (gauche); Réa-
lisation du processus de Poisson inhomogéne d’intensité suivant la densité d’une gaussienne
N(0.5,0.5) par rapport & la premiére variable (milieu); Réalisation du processus de Poisson in-
homogeéne d’intensité suivant la densité d’une gaussienne N (0.5,0.2) par rapport a la premiére
variable (droite). Les trois réalisations sont générées dans le domaine [0, 1] x [0, 1].

La figure 2.1a répartit les points de maniére homogéne sur le domaine, la figure 2.1b favorise
I’apparition des points d’abscisses autour de x = 0.5 sans trop défavoriser I’apparition de points
d’abscisses proches des bords x = 0 et x = 1. Enfin, la figure 2.1c favorise davantage 1’apparition
autour z = 0.5 et défavorise grandement les bords x = 0 et x = 1. Puisqu’aucune dépendance
par rapport a la variable y n’a été donnée dans les intensités, la répartition de 'ordonnée des
points est inchangée.

Les définitions suivantes caractérisent certains processus ponctuels, ces propriétés seront utiles
dans la suite pour ’étude des caractéristiques des patterns de points.

Définition 2.1.6. Un processus ponctuel X sur R? est stationnaire si sa distribution est inva-
riante par translations : la distribution de X +s = {£+s; £ € X} est la méme que X pour tout
s € R?,

Un processus de point est dit isotrope si sa distribution est invariante par rotations par rapport a
Vorigine O de R? : la loi de RX = {RE ; € € X} est la méme que celle de X pour toute rotation
autour de Uorigine R de R?.

Exemple 2.1.1. Le processus ponctuel de Poisson homogéne d’intensité p Poz’sson(Rd,p) est
stationnaire et isotrope.

La proposition suivante permet de caractériser la distribution d’un processus de Poisson :

Proposition 2.1.3.
i) X ~ Poisson(W,p) si et seulement si pour tout B C W avec u(B) = [¢p(§)dE < +o0 et
F C NY¥,

o0

P(Xp e F)= Z eXp(;'l'L(B)) /B.../B]l[{xl, vy T} € F] Hp(mi)dazl...dmn

n=0 ' i=1
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ou lintégrale pour n = 0 est réduite a 1[0 € F1.
ii) Si X ~ Poisson(W, p), alors pour des fonctions h : N¥ — [0,00[ et B C W avec u(B) < 400,

E[h(XB)]:Z(W/B.../Bh({xl,...,xn})Hp(a:i)dxl...dxn.
n=0 ’ i=1

De cela, nous pouvons en déduire la «void probability» du processus de Poisson, pour B C W,

Les exemples d’applications et la complexité des données font néanmoins émerger la nécessité
de créer des processus qui mettent en jeu des interactions entre les points. La section suivante
traite de la construction de ces processus oul le processus de Poisson standard joue un role de
clé de votite. Les nouveaux processus seront a densité par rapport a Poisson(W,1), la mesure
de référence. Afin de construire ces processus plus complexes, nous allons nous appuyer sur les
densités de probabilités des processus.

2.1.3 Densité de probabilité des processus ponctuels, intensité de Papangelou
et stabilité

Enoncons tout d’abord des propriétés importantes pour la suite.

Si X7 et X5 sont deux processus définis sur le méme espace W, alors X est absolument continu
par rapport a Xy (plus précisément, la distribution de X; est absolument continue par rapport
a celle de X») si et seulement si (P(Xz € F) =0) = (P(X; € F) =0) pour F € N'. De
maniére équivalente, par le théoréme de Radon-Nikodym :

Théoréme 2.1.4. (Radon-Nikodym,).
Soient py et py des mesures o-finies de [’espace mesurable (0, F) avec pe absolument continue
par rapport & py. Il existe une fonction mesurable f : Q — [0, +o0[, appelée dérivée de Radon-
Nikodym, telle que pour tout B € F :

ia(B) = /B F(E)dum (€).

De plus, pour deux densités f et g vérifiant ces conditions, u(f # g) =0

Dans notre cas, 'espace mesuré considéré est (N N lf). Autrement dit, si X; est absolument
continu par rapport a Xo, il existe une fonction f : N — [0, +00] telle que

P(X, € F) =E[l[X; € F]f(Xy)], FCN!

La proposition suivante permet de montrer que les processus de Poisson ne sont pas toujours
absolument continus par rapport aux autres, mais qu’ils sont toujours absolument continus par
rapport au processus de Poisson standard lorsque W est borné.

Proposition 2.1.5.
i) Pour tout réel p1 > 0 et pa > 0, Poisson(Rd,plj est absolument continu par rapport a
Poisson(R%, py) si et seulement si py = pa.
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i) Pour i = 1,2, supposons que p; : W — [0, +o0[ tels que p;(W) = [i; pi(§)d€) < 400 et tels
que p2(&) > 0 dés lors que p1(€) > 0. Alors Poisson(W, p1) est absolument continu par rapport a
Poisson(W, p2), de densité

f(x) = exp(ua(W W) [T p1(6)/p2(€

fex
pour des configurations finies x C W (avec la convention § =0)

Ceci donne alors I'idée d’exprimer les processus de points & partir du processus de Poisson
standard. En effet, lorsque nous travaillons avec des processus & densité, il est possible d’exprimer
cette densité par rapport a la mesure d’intensité du processus de Poisson standard a 'aide du
théoréme de Radon-Nikodym.

Considérons un processus ponctuel X sur W C R? de densité f par rapport au processus de
Poisson standard Poisson(W, 1). Nous supposons ici que le volume de W est fini (|IW] < 400),
afin que cette densité soit correctement définie. La densité est donc concentrée sur I’ensemble des
configurations de points finies de W, Ny = {x C W : n(x) < +oo} et par la proposition 2.1.3,
pour F' C Ny,

P(XeF)= ZGXP —[W) / / {z1,....,zn} € Flf({z1,..2p})dxy.. . dxy,

n=0

ou, pour n = 0, nous avons exp(—|W|)1[0 € F]f(0). Si |W| = 0 alors P(X = () = 1. Dans la
pratique, nous considérerons uniquement le cas |W| > 0.

Exemple 2.1.2. La densité de X ~ Poisson(W,p) avec (W) = [;;, p(§)dé < 400, est donnée
par

F(x) = exp(IW] = p(W)) [T p(&)

fex

d’apres la proposition 2.1.5.

Dans la majorité des cas, f est seulement connue proportionnellement par rapport a une fonction
connue, excluant la constante de normalisation, impossible & calculer. Plus précisément, nous
connaissons h : Ny — [0, +00] telle que f o h. La constante de normalisation

ZeXp |W|/ / ({21, o, 20 ) d1..d

n=0

est inconnue pour les modéles que nous allons considérer dans la suite, a ’exception du proces-
sus de Poisson. En effet, 'intégrale est difficile a calculer de par la relation entre les points et la
somme. Nous appellerons ¢ la constante de normalisation ou la fonction de partition.

Ainsi, nous pouvons exprimer la densité d’un processus ponctuel par rapport au processus de
Poisson standard. Ceci peut étre également étendu au cas des processus ponctuels marqués. Soit
X un processus ponctuel marqué sur S x M d’intensité p par rapport au processus de Poisson
standard marqué Poisson(S x M, 1). Cette densité est également concentrée sur Nf. Ainsi, ce
processus va d’abord répartir les points selon le processus de Poisson standard et associer une
marque & chacun de ces points de maniére indépendante selon une loi vy; sur I’ensemble des
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marques. Nous pouvons alors écrire comme précédemment pour F' € Ng, basé sur la proposition
2.1.5:

. exp(—|W
P(X eF)= ;Op(m”) /W /Wn[{(xl,wl), ey (T, wp) } € F
x f({{(z1,w1), ..y (Tp,wp) } }dv(wy)...dv(wy,).

Nous allons désormais nous intéresser aux notions liées a la stabilité des processus ponctuels.

Définition 2.1.7. (Intensité conditionnelle de Papangelou).
L’intensité conditionnelle de Papangelou pour un processus ponctuel X de densité f est définie
par

AN(x,8) = f(xUE)/f(x), xe€Nf €W\x,

avec a/0 =0 pour a > 0.

Remarques :

e [’intensité conditionnelle de Papangelou étant un ratio de densités, elle ne dépend plus de la
constante de normalisation de f.

e X (ou f) est dit attractif si A*(x,£) < A*(y, &) (resp. répulsif A\*(x,&) > A (y,§)) deés lors que
xCy.

Exemple 2.1.3. L’intensité conditionnelle de Papangelou pour le processus de Poisson(W,p)
est donnée par \*(x,£) = p(&). Cette derniére ne dépend pas de x, ce qui est cohérent avec la
propriété d’indépendance du processus de Poisson.

Heuristiquement, cette intensité conditionnelle va permettre de quantifier I’ajout d’un point & une
réalisation d’un processus ponctuel X. Elle est donc étroitement liée a I'intégrabilité de la densité
du processus. Dans la suite, il sera utile de considérer des processus qualifiés d’héréditaires :

Définition 2.1.8. (Fonction héréditaire).
Soit h : Ny — [0, +o00[, une fonction h est dite héréditaire si

h(x) >0 = h(y) > 0 poury C x.

Nous dirons qu’un processus de point X est héréditaire lorsque la densité f de ce processus est
héréditaire.

De cette définition, il vient :

Proposition 2.1.6. Si X est héréditaire sur W de densité f par rapport a Poisson(W,1), alors

n

&) = FO TNV ({61} &)

i=1
et le produit ne dépend pas du label des points &1, ...,&,, n € N*.

Autrement dit, il y a bijection entre I'intensité conditionnelle de Papangelou et la densité d’un
processus ponctuel X dans le cas oi X est héréditaire. L’étude de A* est donc directement
lice a I’étude de la densité, la définition suivante et la proposition qui en découle permettent
d’introduire des notions impliquant I'intégrabilité de la densité par rapport a Poisson(W, 1).
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Définition 2.1.9. Soit ¢* : W — [0, +oo[ une fonction telle que c¢* = [, ¢*(§)dE est finie. Pour
une fonction h : Ny — [0, +o00] donnée, la stabilité locale (ou la ¢*—stabilité) veut dire que

h(xU§) <" (§h(x), Vxe Npet&eW\x.

De plus, nous parlerons de stabilité de Ruelle ou de stabilité au sens de Ruelle lorsque h(x) <
a [] ¢* (&) pour o une constante positive et tout x € Ny.

fex
Proposition 2.1.7. La stabilité au sens de Ruelle exprime que h est dominée par une densité
de Poisson non normalisée. Cela implique l'intégrabilité de h par rapport a Poisson(W,1). La
stabilité locale tmplique la stabilité au sens de Ruelle. Enfin, si f « h est ¢* — stable, alors

A (x,8) < ¢7(8).

De nombreux processus ponctuels vérifient cette condition de stabilité locale. Il existe également
des exemples de processus vérifiant la stabilité au sens de Ruelle mais pas la stabilité locale (pro-
cessus de Lennard-Jones). Nous verrons I'importance de la stabilité locale pour les algorithmes
de simulation en section 2.2.

Nous avons donc vu, en considérant ces densités, qu’il existait des outils robustes pour montrer
I'intégrabilité des processus. Dans la suite, nous allons introduire les processus de Markov. Ces
processus possédent une propriété de Markov spatiale : ceci a pour role de simplifier ’écriture
de la densité des processus avec interactions.

2.1.4 Processus ponctuels de Markov
2.1.4.1 Généralités

Nous sommes désormais armés pour introduire de nouveaux processus ayant pour mesure de ré-

férence le processus de Poisson standard et nous assurer qu’ils soient correctement définis. Pour

des raisons pédagogiques, nous allons considérer dans la suite une notion de voisinage entre les

points induite par une distance sur R%. Soit alors ~ une relation réflexive et symétrique sur R¢

et définissons le voisinage et la frontiére d’un ensemble A C RY par V3 = |J Ve={£eW:{~
€EA

n pour neAyetds={6cRNA:(~a pour a€ A} = Va\A comme illustré ci-dessous :

FIGURE 2.2 — Ensemble A et sa frontiére 0A.

Définition 2.1.10. (Processus ponctuel de Markov).
Un processus ponctuel défini par une densité de probabilité f par rapport au processus standard
sur W est un processus ponctuel de Markov par rapport a ~ si pour toute configuration de points
x € Ny telle que f(x) >0,

i) f(y) > 0 pour tout y C x (f est héréditaire)

1) Pour tout £ € W, & ¢ x, A*(x,&) ne dépend que de € et de I({¢}) Nx.
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Cette propriété de Markov spatiale énoncée en (ii) sera utile pour décrire les densités de probabi-
lités des processus ponctuels a l'aide des cliques pour une relation de voisinage ~. Rappelons-en
la définition :

Définition 2.1.11. (Clique).
Une configuration x € Ny est une clique si tous les éléments de x sont voisins pour la relation
~. Autrement dit, V&;, & € x, & ~ &;.

Exemple 2.1.4.

e L’ensemble vide () est une clique.

e Pour la relation de voisinage «étre a distance plus petite qu’un rayon r», un ensemble de points
X est une clique s’ils sont tous contenus dans une méme boule de rayon r.

Théoréme 2.1.8. (Hammersley-Clifford).

Soit X un processus ponctuel fini sur W C R% défini par une densité de probabilité par rapport au
processus standard et soit ~ une relation réflexive et symétrique sur W. Alors X est un processus
de Markov par rapport a ~ si et seulement si f peut étre écrite par une décomposition en produit
de cliques pour ~ :

f=J] e

cliques yCx

ot @ est une fonction mesurable positive définie sur Ny appelée fonction d’interaction.

Cette caractérisation sera utile dans la suite pour décrire les distributions conditionnelles des
processus par rapport a une configuration déja existante. Une autre forme pour écrire les densités
markoviennes est la forme dite de Gibbs, originaire de la physique statistique.

Définition 2.1.12. (Processus ponctuels de Gibbs).
Soit X un processus ponctuel de densité f : W — RY par rapport au processus standard. Ce
processus est appelé processus de Gibbs si f peut étre mise sous la forme :

1

760) =  exp[-U(x)]

avec Z = [, exp[—=U(y)]u(dy) la constante de normalisation et U la fonction d’énergie.

Remarques :
e Un processus de Markov est toujours un processus de Gibbs. En effet, la densité peut se
réécrire :

1
)= Zexp | = > logoly)
cliques yCx
y#0

e La réciproque n’est pas vraie.

Exemple 2.1.5. (Processus de Poisson).
Ce processus ne dépendant pas d’une relation de voisinage, toutes les cliques non vides sont
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alors d’ordre 1. La fonction d’interaction correspondante est donc p({£}) = p(€). La densité de
Poisson(W, p) s’exprime alors sous la forme

Fxlp) o< [T p(&) = exp | > log(p(€)) (2.3)

fex _EEx

[n(x)
—op | log(p(€)
=1

ot n(x) est le nombre de points de la configuration x. Le processus de Poisson est donc bien un
processus de Gibbs.

A T’aide de la propriété de Markov spatiale et de cette décomposition, il est aisé de construire
la distribution conditionnelle d’un processus par rapport & une configuration de points existante
dans un sous ensemble B C W. Nous avons :

Proposition 2.1.9. Soit X un processus ponctuel de Markov de densité f et de fonction d’in-
teraction ¢.
e Si A, B C W sont tels que ANwvg =0, alors X4 et X sont conditionnellement indépen-
dants étant donné X¢ ou C =W \ (AU B)
e Pour BC W, Xp|Xy\p ~ Xp|Xap et conditionnellement & Xop = xpp avec f(xpp) >
0, le processus ponctuel X g est un processus de Markov de densité par rapport au processus
de Poisson(B,1) :
fB(xBlxaB) X 11 o(y) (2.4)

ycxpUxsp:y 7D

Le produit sera égal a 1 si xg = () et lindicage du produit porte sur toutes les sous-configurations
de points de xg UXgp tel que la restriction de'y a B soit non vide.

Cette proposition sera utile lorsque nous considérerons l'inférence en données partiellement ob-
servées dans la suite du manuscrit.

2.1.4.2 Exemples de processus de Gibbs

Dans cette sous-section, nous allons donner des exemples de processus ponctuels de Gibbs uti-
lisés dans la suite pour la modélisation des données en astrophysique et illustrerons comment
«superposer» plusieurs de ces modéles. Pour des raisons pédagogiques, nous allons considérer les
fonctions d’énergies sous forme du résultat du produit scalaire entre les paramétres et les statis-
tiques suffisantes du modéle (t(x)|0), ou t(x) représente le vecteur des statistiques suffisantes du
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modéle et 0 le vecteur des paramétres.

Le processus ponctuel de Strauss [Strauss, 1975, Kelly and Ripley, 1976] est un premier modéle
avec interaction qui pénalise la probabilité d’avoir deux points & une distance inférieure & un
rayon fixe r, l'interaction est basée sur la distance entre les points.

Définition 2.1.13. (Processus de Strauss homogéne).
La densité du processus de Strauss homogéne par rapport au processus de Poisson standard est
donnée par

f(x[p,7s) oc exp(n(x)log(p) + sr(x) log(7s)) (2.5)

ot n(x) représente le nombre de points et s,(x) le nombre de paires de points a une distance
inférieure a r. p représente toujours l'intensité et s €]0,1] est la force d’interaction. Dans ce
modele, n(x) et s,(x) sont les statistiques suffisantes. Si vs = 1, le modéle redevient le processus
de Poisson d’intensité p.

Ce processus est localement stable : pour tout (x,£) € Ny x W

A(x,€) = expllog(p) +log(7s) (sr(x U &) — s,(2))] < p

car 75 < 1 et s,(xU&) — sp(x) > 0. Pour s < 1 les configurations avec des points proches
les uns des autres recoivent une faible probabilité. Plus v, est proche de 0, plus la répulsion
est forte comme lillustrent les trois figures suivantes : Les réalisations exhibent un nombre de
r—voisins de moins en moins importants lorsque «s se rapproche de 0. La figure 2.3 illustre trois
configurations obtenues pour 3 valeurs de ~s.

(a) vs = 0.75 (b) v+ =0.2 (c) vs = 0.005
FI1GURE 2.3 — Réalisations du modéle de Strauss pour différentes valeurs de v5; p = 200 et

r = 0.05 dans W = [0, 1] x [0, 1].

Le processus Area Interaction est un modéle a interaction prenant en compte l'aire occupée par
les boules de rayon R centrées en les points. Les interactions sont basées sur le «territoire» occupé
par les points.

Définition 2.1.14. (Area Interaction homogéne).
Dans le cas homogeéne, la densité du processus Area Interaction est la suivante

f(xl|p,va) o exp(n(x)log(p) + ar(x)log(va)) (2.6)

0l ar(x) = —| Ugex b(&, R)| représente le d-volume de la réunion des boules de rayon R centrées
en les points de la configuration. vy, > 0 est le paramétre du modéle. Pour ce modeéle, n(x) et
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ar(x) sont les statistiques suffisantes. Une fois de plus, si vy, = 1, le modeéle devient le processus
de Poisson d’intensité p.

Ce modele est localement stable pour toute valeur de 7, (A*(x,£) < psi v, > 1 et A*(x,§) <
pe‘RdX“’(O’R)| sinon). Il est répulsif pour des valeurs de 7, inférieures a 1 et agglomérant lorsque
v, est plus grand que 1. Plus précisément, lorsque v, < 1, les points ont tendance a occuper
I'espace disponible et exhibent donc une forme de régularité. A inverse, lorsque 7, > 1, le
modéle cherche & minimiser 1'espace occupé par les points. La figure 2.4 ci-dessous illustrent ce

phénoméne :

(a) 7o = 0.005 (b) 7a =1 (€) va=5

FIGURE 2.4 — Reéalisations du modéle Area Interaction pour différentes valeurs de v, ; p = 200
et R =0.05 dans W = [0, 1] x [0, 1].

Un autre exemple de construction de modéle peut se faire & partir de statistiques déja exis-
tantes. |Geyer, 1999] introduit une variante du modeéle de Strauss en modifiant sa statistique
suffisante afin d’obtenir un modéle permettant ’agglomération en contrdlant le nombre possible
d’interactions pour un point.

Définition 2.1.15. (Processus de saturation de Geyer homogéne).
La densité du processus de ce processus est donnée par :

f(x|p,79) o¢ exp(n(x) log(p) + Y min(s:(£), 5) log(7)) (2.7)

£ex

ot s, (x) représente le nombre r—voisins, s représente un seuil de saturation des paires connectées
et g > 0 est la force d’interaction. Dans ce modéle, n(x) et ) .., min(s,(£),s) sont les statis-

tiques suffisantes. A nouveau, si vy = 1, le modeéle se résume au processus de Poisson d’intensité
p-

Le modéle est localement stable dans les deux cas (A*(x,&) < pexp(log(vg) x s) si 74 > 1 et
N(x,8) < psing < 1). Sivy, > 1, les points auront tendance a se regrouper, si v, < 1, la
tendance est inverse. Le seuil de saturation contréle quant a lui le nombre de r-voisins, il nivelle
par le haut le cas 7, > 1 et par le bas le cas 7, < 1. Les figures 2.5 et 2.6 montrent I'influence
du seuil de saturation dans les deux cas et montrent des réalisations ol nous pouvons observer
les effets des différents types d’interactions.
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FIGURE 2.5 — Réalisations du processus de saturation de Geyer pour différentes valeurs de
sy7g = 1.55 p =55 et r = 0.05 dans W = [0, 1] x [0,1]. Nous remarquons bien une tendance
au clustering dans les trois cas, le nombre de points agglomérés augmente bien lorsque le seuil s

augmente.

(a) s =0.25

o9l

(b)ys=1

(c)s=3

FIGURE 2.6 — Réalisations du processus de saturation de Geyer pour différentes valeurs de
5779 = 0.5; p =200 et r = 0.05 dans W = [0,1] x [0,1]. Nous remarquons bien une tendance
répulsive dans les trois cas, le nombre de points agglomérés varie bien quand le seuil varie.

Une derniére construction de modéle s’obtient en superposant plusieurs modéles déja existants.
Ainsi, nous pouvons par exemple créer un modéle en superposant les modéles de Strauss et Area

Interaction.

Définition 2.1.16. (Superposition Strauss - Area Interaction).
La densité qui résulte de cette construction est la suivante :

f(xlp;¥s:7a) o< exp(n(x) log(p) + sr(x) log(vs) + ar(x)10g(7a))

(2.8)

ot les parameétres et les statistiques suffisantes sont les mémes que pour les modéles précédents.

Ce modeéle a été utilisé par [Stoica et al., 2007, Tempel et al., 2018|, et permet a la fois de générer
des patterns de points exhibant de la répulsion tout en contrélant la surface occupée par les

points.
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(a) 75 =05 (b) 75 = 0.2 (c) 7 =0.1

FIGURE 2.7 — Reéalisations du modéle Strauss - Area Interaction pour différentes valeurs de
Vs 7Ya = 0.005; p =200 et r = R = 0.05 dans W = [0, 1] x [0, 1]. Nous remarquons que plus le
paramétre 5 se rapproche de 0, moins le nombre de r—voisins est important, 1’aire occupée par
les boules attachées au point semble quasi-similaire dans les trois cas.

Nous allons maintenant présenter quelques statistiques descriptives spatiales. Ces fonctionnelles
découlent de I'étude des moments des mesures de comptage (mesures moments, mesures moments
factoriels, mesure de Palm). Les théorémes de Campbell-Mecke et Georgii-Nguyen-Zessin, utilisés
sous des hypothéses précises (stationnarité ou non, isotropie), en considérant les boréliens B
particuliers (boules, cercles, segments) et en prenant les indicatrices de ces ensembles, permettent
la création de ces statistiques descriptives [van Lieshout, 2000, Mgller and Waagepetersen, 2004]
[Stoica, 2025].

2.1.5 Statistiques descriptives spatiales

Parmi toutes les fonctions les plus connues, nous avons choisi de présenter les fonctions F' (fone-
tion d’espace vide), G (fonction de la distance au plus proche voisin), K (fonction K de Ripley) et
g (fonction de corrélation par pair). Bien qu’en général, ces fonctions ne soient pas connues sous
forme analytique, elles peuvent étre estimées (|Baddeley et al., 2015]). Les valeurs théoriques sont
connues pour le processus de Poisson et nous permettent de comparer les caractéristiques d’une
réalisation d’un processus observé avec celles d’un processus de Poisson. Elles sont aussi utilisées
pour l'inférence paramétrique et non paramétrique, associées aux patterns de points observés.
Soit X un processus ponctuel stationnaire et isotrope, et d(§, X) = min{||§ — z;|[,z; € X} la
distance entre un point ¢ dans R? et le processus ponctuel X.

Définition 2.1.17. (Fonction F ).
La fonction d’espace vide F est définie par :

F(r)=P(d(&,X) <7) pourr > 0.

1l s’agit de la fonction de répartition de cette distance, appelée «distance d’espace videy ou «dis-
tribution sphérique de contacty.

Définition 2.1.18. (Fonction G).
La fonction d’espace inter-points G est définie par
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G(r) =P(d(&, X \ &) <r|X aun point en &) pour r > 0.

1l s’agit de la fonction de répartition de la distance au plus proche voisin d’un point dans X.
Remarques :
e Pour un processus de Poisson homogéne sur R? d’intensité p, pour r > 0,

Gpois(T) = Fpois = 1 — exp(—przw).
e Pour des configurations de points répulsives (resp. agrégées), pour r > 0
G(r) <1 —exp(—prin) < F(r) (resp. F(r) <1 —exp(—prin) < G(r) ).

e Ces deux fonctions sont adéquates pour analyser ce qui se passe a petite échelle (les estima-
teurs sont cumulatifs pour les événements les plus proches) mais ne permettent en général pas
de conclure sur la nature de phénomeénes & plus grande échelle.

Définition 2.1.19. (Fonction K de Ripley).
Elle est définie par

1
K(r)= ;E[nombre de r-voisins de £|X a un point en &], pour r > 0.

A partir de la dérivée de cette fonction, nous pouvons alors définir

Définition 2.1.20. (Fonction g).

La «pair correlation functiony ou fonction de corrélation par paires de points, est définie par
_ K'(r)
- 27r

g(r)

pour r >0

ot K'(r) est la dérivée de K par rapport a r.

Remarques :

e La valeur théorique pour le processus de Poisson est g(r) = 1.

e Une valeur g(r) < 1 indique que les distances entre les points égales & r sont moins fréquentes
que ce qui est attendu pour un processus sans interactions. Ceci indique donc de la répulsion. A
I'inverse, g(r) > 1 indique du clustering.

e La fonction g donne des informations sur les distances les plus et moins fréquentes entre deux
points de la configuration ([Stoyan and Stoyan, 1994]).

Exemple 2.1.6. (Illustration sur des données).
Prenons trois types de données pour illustrer le fonctionnement de ces fonctions. Les jeux de
données Cells et Redwood ont été tirés de la librairie R spatstat [Baddeley et al., 2015].
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(a) Dataset Cells (b) Reéalisation d’un processus (c) Dataset Redwood
de Poisson d’intensité 100

FIGURE 2.8 — Représentations des données Cells (gauche) ; Processus de Poisson d’intensité 100
(milieu) et redwood (droite). Visuellement, nous remarquons une tendance de régularité entre
les points de la premiére figure. Pour ce qui est du cas poissonnien, nous savons en théorie que
cela représente un cas de «complete spatial randomness» : aucune tendance ni de répulsion ni de
clustering n’apparait sur la répartition des points. Enfin, une tendance de clustering s’observe
sur la dataset Redwood.

Fest(cells, correction = c('rs")) Fest(Poisson, correction = c('rs") Fest(redwood, correction = c('rs"))

F()
F(n)

0.00 002 0.04 006 0.08 0.00 002 004 0.06 008 0.00 0.05 010 015

r v v

(a) Dataset Cells (b) Réalisation d’un processus (¢) Dataset Redwood
de Poisson d’intensité 100

FIGURE 2.9 — En rouge : Courbe théorique poissonienne; En noir : I'estimation de la fonction
F : F.s pour les données Cells (gauche) ; Processus de Poisson d’intensité 100 (milieu) et redwood
(droite). Figure de gauche : la courbe empirique (noire), exprime une tendance a la répulsion :
la probabilité de contenir un point dans une boule de taille r est plus grande que dans le cas
poissonnien. A I'inverse, sur la figure de droite, cette probabilité est plus faible : cela traduit une
tendance de clustering entre les points.

Pour les fonctions G et g, la tendance est similaire a ce qui s’observe pour F.

Ces figures illustrent la différence entre la courbe analytique théorique et ’estimation des fonc-
tions sur ces données. Afin de mener une analyse plus robuste, des enveloppes peuvent étre
obtenues par simulations (voir section 2.2.3.2 dans la suite de ce manuscrit) ou des tests d’hy-
pothéses peuvent étre conduits (test d’enveloppe global [Myllymaéki et al., 2016]). Ces fonctions
vont également jouer un réle important dans le controle de ’estimation de parameétres. Néan-
moins, ces statistiques ne permettent pas de caractériser les processus (e.g. comme la variance
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ou la moyenne pour des processus non Gaussiens. Ou voir [Bedford and Berg, 1997] pour un
contre-exemple).

Jusqu’ici, nous avons montré des réalisations de ces différents modéles sans mentionner comment
ces configurations étaient obtenues. La section suivante s’intéresse a la simulation de ces processus
par chaines de Markov.
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2.2 Simulation par chaine de Markov et applications

Dans cette partie, nous rappelons des notions essentielles en lien avec les chaines de Markov et
leurs propriétés liées a leurs convergences. Nous avons suivi [Meyn and Tweedie, 1993][Geyer, 1999],
[van Lieshout, 2000],[Robert and Casella, 2000],|Mgller and Waagepetersen, 2004]| et [Stoica, 2025].
Nous détaillons également différentes opérations sur les noyaux de transition. Pour finir, nous
nous intéresserons plus en détail a I'algorithme de Metropolis-Hasting et a des applications se
basant sur la simulation des modéles.

2.2.1 Définitions et propriétés des chaines de Markov

Comme nous ’avons vu, les processus ponctuels de Gibbs sont des modéles a densités par rapport
& la mesure Poissonienne. Il s’agit alors de générer une chaine de Markov a espace d’états général.
Les propriétés classiques des chaines de Markov & espace d’états finis doivent ainsi étre adaptées.
Les définitions/propriétés qui suivent peuvent étre vues comme des «analogues» aux propriétés
connues pour les chaines de Markov & espace d’états finis. Ces définitions s’inscrivent dans un
cadre général qui n’est pas uniquement propre aux processus ponctuels. Nous commencons par
rappeler les définitions de base. Soit alors un espace probabilisé (Q, F, u).

Définition 2.2.1. (Noyau de transition).

Nous appelons noyau de transition une fonction P : Q x F — [0, 1] vérifiant :
1) Vo € Q, P(x,-) est une mesure de probabilité.
1) YA€ F, P(-,A) est mesurable.

Remarques :

e Dans le cas ou 2 est discret, le noyau de transition n’est autre que la matrice de transition
donnée par les probabilités de transition d’un état ¢ a un état j.

e Si l'espace () est continu, le noyau de transition sera donné par

P(X € Alx) = /AP(x,dm')

pour caractériser un pas de ’état z vers A € F.

Définition 2.2.2. (Chaine de Markov).

Soit P un noyau de transition. Une suite (X,)nen définie sur (Q,F,u) est une chaine de
Markov (CDM) si a tout instant k, la loi conditionnelle de Xy sachant les états précédents,
Thk_1,Tk_2,...,L0 est égale a la loi conditionnelle de X, sachant xi_q1 :

P(Xk S A|ZL‘0,$1, ...,xk_l) = P(Xk S A’$k—1) = / P(.Z‘k_l, diU)
A

Remarques :

Une chaine de Markov sera dite :

e homogéne en temps lorsque les probabilités de transitions ne dépendent pas de n.

e réversible par rapport & une mesure 7 lorsque son noyau de transition vérifie I’égalité suivante :

/Al m(dx)P(x, Ag) :/ m(dz)P(z, Ay)

Ao
pour tout Aq, As € F.

e irréductible s’il est possible de passer d’un état z1 € & un état 9 € € en un nombre fini
d’itérations.
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Définition 2.2.3. (Stationnarité).
Une mesure de probabilité w est stationnaire ou invariante pour le noyau de transition P si
7P =7 ot la multiplication & droite par une mesure est définie par :

(vP)(A) = /I/(d:l))P((IZ,A)
avec A € F et x un état fixé.

Si cette distribution est unique, nous parlons alors de distribution d’équilibre.

Deux opérations élémentaires peuvent s’effectuer sur noyaux de transitions. Vus comme des
matrices, il s’agit de la multiplication entre noyaux, que nous appellerons «composition» de
noyaux, et de la combinaison linéaire de noyaux, appelée ici «mixing».

Définition 2.2.4. (Composition).

Soient Py et Py deur noyaux de transition. Si une mise a jour décrite par un noyau de transition
Py est directement suivie par une autre mise & jour de noyau de transition Ps, alors la mise a
jour totale peut étre décrite par le noyau de transition Py P> défini part

(P Py)(x, A) = / Py(x, dy) Pa(y, A)

Nous pouvons généraliser cette notion a plus de deuzr noyaux.
Définition 2.2.5. (Mizing).
n
Soient Py, ..., P, des noyauz de transitions et p1, ..., py tels que > p; = 1l etp; > 0Vi e {1,...,n}.
i=1
Une maniére de combiner les mises a jour est alors de choisir de maniére aléatoire un noyau P;
avec probabilité p;. Le noyau de transition est alors donné par P =5 p;P;.
i
Remarques :
e Pour la composition, si 7 est invariante pour P; et Ps, il vient directement que 7 est stationnaire
pour P = P1P2.
e De méme, pour le mixing, si 7 est invariante pour P; pour tout i € {1,...,n}, alors 7 est
invariante pour P =Y p;P;.

La notion de stationnz;rité est une propriété de base requise pour un échantillonneur reposant sur
les méthodes MCMC. L’idée va donc étre de simuler des chaines de Markov qui vont admettre la
distribution cible comme distribution stationnaire. Lorsque ’espace d’états est fini, les propriétés
énoncées ci-dessus suffisent a garantir ’existence d’une loi stationnaire et la convergence vers cette
derniére. Néanmoins, dans le cas o1 ) a une structure plus générale, il est nécessaire d’introduire
des notions plus fortes. En effet, la notion de chaine irréductible ne fait plus sens étant donné
que les probabilités de transitions d’un état fixé & un autre sont nulles et la convergence n’est
alors pas garantie avec ces seules notions. Rappelons ainsi les définitions suivantes :

Définition 2.2.6. (¢-irréductibilité).
Soit ¢ une mesure non nulle sur (2, F). Une CDM (Xy,)n>0 est dite p-irréductible si pour tout
x € Q et tout A € F tel que ¢(A) > 0,

P(t4 < +0|Xo = 2)

ot T4 est le temps de retour de la chaine en A € F défini par T4 = min{n > 1: X,, € A} < +oc.
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Définition 2.2.7. (Apériodicité).
Soit P(-,-) le noyau de transition d’une chaine de Markov admettant une mesure invariante .
Supposons qu’il existe un ensemble A € F et une mesure de probabilité v tel que v(A) =1, ¢ >0

et ng € N tels que
P (x,-) > ev(:) Yz € A.

La CDM associée a P est alors dite apériodique si
pged{m; ey, > O|P™(z,-) > epr(-)} = 1.

Si une CDM vérifie ces deux définitions et admet une distribution invariante 7, cette distribution
est alors I'unique distribution d’équilibre de la chaine.

Théoréme 2.2.1. Soit (X,) une CDM r-irréductible et apériodique, ot m désigne la mesure
stationnaire de la chaine. Alors il existe un sous ensemble Q' de Q tel que ©(Q) = 1 vérifiant :
lim sup |[P"(z,A) —7(4)|=0 VzeQ.
n—=+o0 AcF

Ce théoréme permet ainsi de garantir la convergence de la CDM lorsqu’un noyau de transition
vérifie les hypothéses du théoréme.

Nous introduisons désormais une condition plus forte que la ¢-irréductibilité : la récurrence au
sens de Harris. Cette notion permettra de garantir la convergence des CDM tout en se débar-
rassant du cas pathologique du complémentaire de ' dans Q (bien que de mesure nulle, cet
ensemble pourra intervenir en pratique et ainsi empécher la convergence souhaitée.).

Définition 2.2.8. (Harris-récurrence)
Une chaine de Markov est dite Harris-récurrente si elle est ¢-irréductible et si elle vérifie la
propriété suivante : Y € Q, VA C F tel que ¢p(A) > 0,

P(X,, € A pour un certainm |Xo=2x)=1.
Introduisons désormais des notions permettant de quantifier la convergence : la norme en varia-

tion totale et l'ergodicité.

Définition 2.2.9. (Norme en variation totale)
Soient 1 et v deux mesures de probabilités. La norme en variation totale est définie par

|| —v||Tv = sup [u(A) — v(A)].
AeF

Nous remarquons que cette norme vérifie ||u—v||ry < 1, |[|p—v||7vy = 0sip =vet ||u—v||lrv =1
si les supports des mesures sont disjoints. Ceci donne une notion de convergence qui implique la
convergence en loi.

Proposition 2.2.2. Supposons que la chaine de Markov considérée posséde une distribution
stationnaire . Alors

1. Indépendamment de la distribution initiale, ||P™ — 7||7y est décroissante en m.

2. Si la CDM est irréductible et apériodique, il existe A € F tel que m(A) =0 et Vax ¢ A,

e
im ([P () wllay =0,
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3. La CDM est Harris-récurrente et apériodique si et seulement si lirJrrl [|P™ — 7||7y =0
m—r—+00

indépendamment de la distribution initiale.

Nous dirons alors qu'une CDM est ergodique si elle est apériodique et Harris-récurrente. L’ergo-
dicité implique que la limite des noyaux de transitions itérés liIE P"(x,F)=mn(F),VAe F
m——+0o0

quel que soit 'état initial x ([Meyn and Tweedie, 1993])

Définition 2.2.10. (Ergodicité géométrique et uniforme).
Soit (Xp)n>0 une chaine ergodique de distribution d’équilibre w. Elle sera dite géométriquement
ergodique s’il existe une fonction M : Q — R et p €]0,1] telles que, Vz € Q,

1P (z, ) = wllrv < M(z)p".
Nous parlerons d’ergodicité uniforme lorsqu’il existe M > 0 et p €]0,1[ telles que

sup || P"™(x,-) — 7||pv < Mp".
€

Ces deux notions permettent alors de quantifier la vitesse de convergence de la chaine de Markov
vers la distribution cible.
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2.2.2 Algorithmes de Metropolis-Hastings
2.2.2.1 Algorithme général

Afin de comprendre ’algorithme utile pour la simulation des processus ponctuels, nous souhai-
tons illustrer le fonctionnement de ’algorithme de Metropolis-Hastings «classique» & travers un
exemple simple pour simuler une simple loi normale. Notons & nouveau 7 la distribution cible ,
I’algorithme général est le suivant :

Algorithme 2.2.1. (Algorithme de Metropolis-Hastings général)
Initialisation : Fizer xg 'état initial et 1 = 1.
1) A Uitération i :

a) Simuler y ~ q(y|zi—1), ot q(y|x;—1) est appelée loi de proposition.
b) Calculer la probabilité

o min{L m(y) Q(fﬁz’—l\y)}

m(zi-1)  q(ylzi-1)

¢) Simuler U ~ U([0,1]) :
e SiU < a, alorsxz; =y
e Sinon, r; = T;,_1

2)i=1+1 et répéter en partant de 1) si nécessaire.

3) Retourner xg,x1,x2, ...

Remarques :

e Le ratio d’acceptation « ne fait pas intervenir le calcul de la constante de normalisation, comme
annoncé en introduction.

e La loi de proposition g est choisie de sorte que la proposition des nouvelles valeurs soit simple
& simuler.

e Les conditions sur ¢ afin que la chaine de Markov simulée ait les bonnes propriétés sont faciles
A remplir.

L’exemple ci-dessous illustre la simplicité du choix de la loi de proposition et le fait de ne
plus dépendre de la constante de normalisation du modéle. Nous prenons dans cet exemple une
loi de proposition uniforme avec une condition initiale trés éloignée de la moyenne de la loi &
échantillonner pour montrer le peu de sensibilité par rapport & cette derniére. Des proposales
bien choisies influencent les propriétés de convergence de la chaine.

Exemple 2.2.1. (Loi Normale centrée réduite).
Pour simuler un échantillon gaussien N (0,1), choisir de proposer des nouvelles valeurs suivant
la loi uniforme sur un intervalle symétrique centré en x;—1 d’amplitude 0.5 (valeur arbitraire)

R 2
fonctionne. A Ditération i, le calcul du ratio est alors une simple évaluation du ratio %.
1—1
Comprendre la dynamique de la chaine ainsi créée est alors aisé, nous accepterons plus facile-
ment la valeur proposée y si elle est proche de 0. L’histogramme suivant est l’histogramme de

léchantillon (xg = 10,1, ..., x10000) des 10000 premiers pas de la chaine avec la série temporelle
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des valeurs prises par la chaine, ces derniers illustrent la dynamique attendue.

—— densité de la loi N(0,1) S - —— Série temporelle de la chaine
histogramme de I'échantillon | Moyenne empirique des valeurs prises par la chaine

—

Density
0.2
1
valeur de la CDM

0.0

-4 -2 0 2 4 6 8 10 0 5000 10000 15000 20000

X itération

FIGURE 2.10 — Figure de gauche : Histogramme des valeurs prises par la CDM (gris) et densité
de la loi N(0,1) (rouge). Figure de droite : Série temporelle des valeurs prises par la CDM (bleu)
et moyenne empirique de ces valeurs (orange).

Nous remarquons a premiére vue que la loi normale centrée réduite semble correctement échan-
tillonnée, en effet, la densité de la loi N'(0,1) semble épouser correctement l’histogramme des
valeurs. Quant a la convergence de la chaine, nous observons que, malgré une valeur initiale
(xo = 10) assez éloignée de la moyenne de la loi, les valeurs semblent converger autour de 0 tout
comme la moyenne empirique de l’échantillon obtenu.

Evidemment, ces illustrations ne constituent pas une preuve de la convergence ni du bon échan-
tillonnage de la loi cible (un test statistique s’imposerait, e.g. Shapiro-Wilk), mais seulement
une indication que notre algorithme semble correct. De plus, nous ne nous sommes pas posé la
question de l'indépendance entre toutes ces valeurs obtenues, nous y reviendrons dans la suite.
Nous présentons dans la section suivante un algorithme MH pour la simulation des processus
ponctuels.

2.2.2.2 Algorithme MH pour la simulation des processus ponctuels

Reprenons les notations utilisées dans la partie modélisation 2.1, f désigne la densité d’un pro-
cessus de Gibbs quelconque sur un compact W C R? et sera la loi cible a échantillonner.

Comme nous 'avons vu, le principe des algorithmes de Metropolis-Hastings est d’abord de pro-
poser une nouvelle valeur pour la chaine de Markov puis de choisir d’accepter ou non ce nouvel
état. Dans le cas des processus ponctuels, une nouvelle valeur constituera une nouvelle configura-
tion de points. Pour I'algorithme de Metropolis-Hastings avec ajout/retrait de points, un nouvel
état sera proposé de la maniére suivante :

— Avec probabilité py, I’algorithme propose de rajouter un point 7 suivant la densité b(x,n).
— Avec probabilité pg, 'algorithme propose d’enlever un point 7 € x suivant la loi d(x, 7).

ou nous choisirons b(x,n) = 11[2;/1/‘/], la densité de la loi uniforme sur W et d(x,n) = ﬁ, la
probabilité de choisir un point au ﬁlasard dans la configuration x.
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Cette nouvelle configuration est ensuite acceptée avec probabilité a(x,x U {n}) dans le cas d’'un
ajout et a(x,x\ {n}) dans le cas ot 'on a proposé d’enlever un point. Dans le cas trés spécifique
ou la configuration courante est réduite a ’ensemble vide, la proposition d’une nouvelle configu-
ration de point se limite & I’ajout d’un point.

Ainsi, le passage d’une configuration x & A € F est décrit par le noyau de transition suivant, qui
n’est autre qu'une combinaison linéaire de deux noyaux de transitions :

P(x, A) =py /W b(x, n)e(x, (x U {n}))[x U {n} € Aldv(n)

+pa Y dxmalbex\ {n})1x\ {n} € A]

nex

Fixe A (1 “ o [ bx n)alxxU fr}dv(n)
~pe Y dx, ma(x x\ {n}>). (2.9)
nex

Le détail des deux ratios s’obtient en écrivant la réversibilité. Moralement, il s’agit de compenser
un ajout par le fait d’6ter un point et réciproquement, cela donne alors :

ppo(x, x Un) f(x)b(x,n) = pga(x Un, x) f(x Un)d(x Un,n).

En posant rp(x,n) = W et rg(x,x\ n) = 1/rpy(x \ n,m), nous obtenons le ratio

d’acceptation d’un ajout :
Oé(X, x U 77) = min (L Tb(x7 77))

et le ratio d’acceptation d’un retrait :

a(x,x\ 1) =min (1,rg(x,x\ n)).

L’algorithme peut donc étre résumé par le pseudo-code suivant :

Algorithme 2.2.2. (Algorithme de Metropolis-Hastings ajout/retrait de points)
Soient py, et pg tels que py + pg = 1, les probabilités de choisir un ajout ou un retrait
de point.

Pour un certain m € N, si Xy, = x € Ny, générer Xp, 11 de la maniére suivante :

1) Tirer Uy, ~ U([0,1]) et V,,, ~ U([0,1]).

2) Si Up, < pp, générer un nouveau point Ny, ~ b(X,nm) et mettre a jour
X1 =x Uy st Vi < rp(X,mm) 5 X sinon.

3) Si Uy, > pp alors
a) Six =10 alors X411 =%
b) Sinon générer ny, ~ d(x,nm) et poser

X1 =2\ N 8t Vi < (T, mm) ; X sinon.
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Avec ces choix de lois pour les ajouts/retraits de points et en prenant py, pg # 0, nous pouvons
montrer que la chaine de Markov générée par 'algorithme posséde toutes les bonnes proprié-
tés attendues : elle est ¢-irréductible, géométriquement ergodique, vérifie la récurrence au sens
de Harris. Elle admet pour unique loi invariante la densité f et converge vers cette derniére.
|Geyer, 1999, van Lieshout, 2000, Stoica, 2025, Mgller and Waagepetersen, 2004|.

2.2.3 Controéles de la simulation et applications de la simulation
2.2.3.1 Convergence et indépendance

Comme mentionné précédemment, il s’avére important de détecter le meilleur moment pour pré-
lever des échantillons issus de la chaine de Markov. Si le nombre d’itérations est trop faible, la
configuration de points risque de ne pas présenter les caractéristiques attendues et, & l'inverse,
trop d’itérations sont & éviter d’un point de vue informatique. Un autre probléme peut résider
dans l'indépendance des échantillons conservés. Si le nombre d’itérations entre deux configura-
tions de points retenues sont trop proches, les configurations risquent d’avoir des caractéristiques
similaires. Le théoréme suivant justifie également, dans le cas ot la CDM est récurrente et ergo-
dique, l'intérét de minimiser la corrélation des réalisations :

Théoréme 2.2.3. Soit w(-) la distribution d’équilibre d’une chaine récurrente et ergodique. Si la
fonction g est w—intégrable, i.e

5 = Er[g(X)] = / g(2)m(z)d < oo.

T

n

Soit alors s, = % > 9(Xi) avec X1, Xo, ..., X, des réalisations de la chaine, Uapplication du
i=1

théoréeme Centrale-Limite implique alors

n

avec 0 = Vary[g(X)] +2 > Covr[g(Xo), 9(Xy)].
k=1

Nous voyons alors que pour minimiser la variance asymptotique des réalisations retenues, il est

intéressant de les prendre indépendantes.

D’autres points auraient pu étre traités comme le role de la loi de proposition, le comporte-
ment de I’échantillonneur en fonction des autres parameétres. Nous proposons dans cette partie
des stratégies pour la prise en main de l'algorithme MH pour les processus ponctuels.

Les simulations menées dans cette partie ont été obtenues a l'aide de la librairie C++ DRLib et
les résultats affichés avec le logiciel R. Pour plus de détails sur cette librairie, le lecteur pourra se
référer a 'annexe B. Indépendamment du modéle considéré, les paramétres de l'algorithme en
C++ sont les suivants :

— W correspond au domaine dans lequel nous simulerons (ici fixé a [0, 1] x [0, 1]).
— N correspond au nombre de réalisations.

— p», pq les probabilités d’ajout /retrait de points (ici fixé & p, = pg = 0.5).

— Ny correspond au nombre d’itérations de MH.
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a) Convergence

Le but principal va étre de trouver un N;m adapté pour que les réalisations soient proches
du modéle souhaité. Un premier indicateur est la série temporelle des valeurs des statistiques
suffisantes du modéle. Leur évolution permet de constater deux phases : une phase de «pré-
convergencey, ol la variance de ces statistiques reste importante, et une phase de «convergence»
ou cette variance devient faible. Nous illustrons ce phénoméne sur le modéle de Strauss avec
p =200, r = 0.05 et y5 = 0.2, les statistiques suffisantes sont n(x), le nombre de points, et s,(x),
le nombre de r—voisins. Nous avons fixé N =1 et Ny = 5000.

n(x) average of n(x)

120
I

n(x)
0 20 40 60 80
L
L

L
average of n(x)
20 40 60 80 100

I
0
I

T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

Index Index

sr(x) average of sr(x)

sr(x)
10
L

average of sr(x)

T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

Index Index

FIGURE 2.11 — Série temporelle du nombre de points (haut gauche) et moyenne cumulée du
nombre de points (haut droite); Série temporelle du nombre de r—voisins (bas gauche) et
moyenne cumulée associée (bas droite).

Nous remarquons sur la figure 2.11 que la série temporelle pour le nombre de points et la moyenne
cumulée semblent se stabiliser aprés Ny = 3000 itérations. Le méme phénomeéne s’observe pour
la moyenne de s,. La convergence semble donc correcte & partir de cette valeur. En scindant les
échantillons en deux, nous pouvons alors calculer les variances pour ces deux «phases» :

Variance pour les 3000 premiéres itérations | Variance pour les 2000 derniéres itérations
Var[n(x)] = 373.93 Var[n(x)] = 37.97
Var[s,(x)] = 15.60 Var[s,(x)] = 10.24

La valeur 3000 reste néanmoins prise arbitrairement & ’ceil sur les graphiques, cela permet tout
de méme de fixer un ordre de grandeur sur le nombre d’itérations & effectuer pour obtenir la
convergence.

b) Indépendance des échantillons

Désormais, si nous supposons que la convergence est atteinte, plutot que de repartir d’une confi-
guration vide, il est intéressant de prendre une configuration tirée suivant le modéle d’intérét
comme état initial afin de se passer du temps de convergence. Se pose alors la question de I'indé-
pendance entre les réalisations a conserver. A partir de combien d’itérations de mises & jour de
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Metropolis-Hastings deux configurations peuvent étre considérées indépendantes? A nouveau,
il est possible de s’appuyer sur les statistiques suffisantes du modéle. De plus, nous pouvons
considérer qu’'une configuration est indépendante d’une autre lorsque leur nombre de points en
commun (deux points ayant les mémes coordonnées) est faible.

Tout d’abord, regardons les diagrammes d’autocorrélation des statistiques suffisantes des états
X3000, -+, X5000- Les diagrammes étant trés similaires dans ce cas, seul le diagramme du nombre
de points est illustré ci-apreés.

0.0

FIGURE 2.12 — Diagramme d’autocorrélation pour le nombre de points

Comme attendu, deux états successifs aprés mise a jour de Metropolis-Hastings sont trés corrélés.
Il convient alors de trouver un entier m tel que X; et X1, soient peu corrélés.
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(d) m=250 (e) m=500 (f) m=1000

FIGURE 2.14 — Diagrammes d’autocorrélations pour différentes valeurs d’espacement m entre
deux états de la chaine. Pour chaque figure, le diagramme du haut est celui pour le nombre de
points, celui du bas pour le nombre de r—voisins.

Nous observons que jusqu’a m = 100, les différentes réalisations restent encore corrélées. A partir
de m = 250, la corrélation devient trés faible entre les états de la chaine.

Intéressons-nous désormais au renouvellement des points : combien de points, en moyenne, restent
d’un état X; a un état X, pour les valeurs de m ci-dessus ? Nous avons alors pris 100 réalisations
successives pour les différents m et nous les avons comparées successivement 2 par 2, établissant
une moyenne & partir de 99 comparaisons. Le tableau ci-dessous donne la moyenne du nombre
de points en commun et le nombre moyen de points des 100 configurations.

m | Moyenne du nombre de points en commun | Moyenne du nombre de points
10 102.26 105.26

50 85.58 99.36

100 74.74 100.37

250 48.40 100.54

500 23.29 99.23

1000 5.81 99.76

Ainsi, méme si 'autocorrélation semble indiquer que m = 250 est un choix correct pour I’espace-
ment, cette autre approche suggére plutot de considérer m = 1000 pour ce modéle. En effet, pres
de la moitié des points demeure d’un état & un autre aprés 250 itérations. Ceci peut créer des
caractéristiques spatiales trés similaires entre deux configurations consécutives et donc rendre
les configurations trés dépendantes spatialement, ce qui peut nuire & la qualité des estimateurs
obtenus avec ces échantillons. Dans la prochaine section, nous abordons les tests d’enveloppe
MCMC.

2.2.3.2 Enveloppes MCMC

La simulation des modéles permet également de vérifier si une configuration peut étre considérée
comme la réalisation d’un modéle en particulier. Imaginons vouloir tester si un pattern vérifie
I’hypothése de «complete spatial randomnessy a ’aide des fonctions de statistiques descriptives
spatiales introduites en 2.1.5. La comparaison entre les courbes empiriques et théoriques peut étre
un premier indicateur. Toutefois, s’appuyer sur une seule observation ne permet pas de conclure,
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ou au moins d’arriver & un consensus sur I’aspect complétement aléatoire d’une configuration.
Pour pallier cela, nous allons utiliser les enveloppes MCMC. Nous détaillons ici le principe de
I’'utilisation de ces enveloppes :

1) Considérer une hypothése Hy.

2) Déterminer Ty pour r > 0, Pestimation de la statistique d’intérét pour le
pattern (F', G ou g par exemple).

3) Simuler X7, ..., X, un échantillon i.i.d sous Hy et calculer les statistiques as-
sociées a chaque réalisation Ty (r) = T(X1,7), ..., Tp(r) = T'(Xp, 7).

4) Poser Tpnin(r) = min (11(r), ..., Tn(r)) et Tnag(r) = max (T1(r), ..., Tn(r))

5) Sous Hy, P(To(r) < Tmin(r)) = P(To(r) > Thmax(r)) < n%rl avec égalité si
To(r), ... T (r) sont presque strement différents.

Remarques :

e Hj peut correspondre & beaucoup d’hypotheéses différentes : CSR, inhomogénéité, le pattern
suit un certain modéle, etc.

e Sous Hy et pour n = 39, la statistique du pattern a 95% de chance d’étre & l'intérieur de
I’enveloppe.

e Le package R spatstat permet de tracer ces enveloppes avec diverses méthodes de corrections
(effets de bords,...) pour les fonctions de statistiques descriptives présentées plus haut.

e Lors de cette procédure, plusieurs tests sont effectués en paralléles, rendant la puissance globale
trés faible. Nous nous contentons d’illustrer le principe des enveloppes a travers les enveloppes
dites «simples». Une solution & ce probléme de p—valeur, proposée par [Myllymaéki et al., 2016/,
consiste a prendre des tests d’enveloppe globaux.

Exemple 2.2.2. (Enveloppes MCMC' pour la fonction F).

Reprenant les trois exemples 2.1.6, nous souhaitons tester Uhypothése Hy : les patterns observés
vérifient la propriété de «complete spatial randomnessy. Pour chaque valeur de r, la fonction «en-
velopey de spatstat simule n réalisations i.i.d d’un processus de Poisson et détermine Ty in(r)
et Tonaz(r). Nous avons fizé n = 39.

— Fulr)

F(r)
F)
F(r)

(a) Dataset Cells (b) Poisson d’intensité 100 (c) Dataset Redwood

FIGURE 2.15 — En rouge : Courbe théorique ; En noir : 'estimation de la fonction F': F,g pour
les données Cells (gauche); Processus de Poisson d’intensité 100 (milieu) et redwood (droite).
La zone grisée correspond a ’enveloppe créée par les simulations pour chaque valeur de r.
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Nous remarquons en figure 2.15a que le Dataset Cells semble plus répulsif que des configurations
Poissoniennes pour des rayons supérieurs & 0.05, valeur a laquelle l’estimation de la fonction F
sort de l’enveloppe. La réalisation du processus de Poisson 2.15b est, comme attendu, a l’intérieur
de lenveloppe. Enfin, la figure 2.15¢ illustre que le dataset Redwood semble plus aggloméré qu’un
processus de Poisson.

2.2.3.3 Etude de modéles

Cette section a pour but d’étudier plus en détail les comportements des modeéles de Geyer (2.7) et
de la superposition du modeéle de Strauss et Area-Interaction (2.8). Nous ciblons ici 'impact du
seuil de saturation s pour le premier et la valeur du paramétre v, pour le second. Une étude par
simulation permet généralement de prendre en main les modéles et ’objectif ici est de présenter
et de donner des références sur les comportements attendus pour ces deux modéles, peu décrits
dans la littérature.

Le choix des paramétres de simulations est décrit ci-dessous :
— Parameétres pour le processus de saturation de Geyer :

Variable Description Valeur
w Domaine de simulation [0,1] x [0, 1]
N Nombre d’échantillons 1000
Nya Nombre d’itérations MH 106
m Espacement entre les configurations 1000
Dby Pd Probabilité d’ajout /retrait 0.5,0.5
(P, 7g) Parameétres du modéle (50, 1.49); (75,1.34); (100, 1.22)
S Seuil de saturation 0.5,1,...,4,4.5
r Rayon d’interaction 0.05
— Paramétres pour la superposition de Strauss et Area-Interaction :
Variable Description Valeur
w Domaine de simulation [0,1] x [0,1]
N Nombre d’échantillons 1000
Nuru Nombre d’itérations MH 106
m Espacement entre les configurations 1000
Dby Pd Probabilité d’ajout /retrait 0.5,0.5
(PsYa) Paramétres du modéle (200, 0.005); (200, 0.2); (200, 0.5)
Vs Parameétre de répulsion 0.1,0.2,...,0.7
r, R Rayons d’interaction 0.05,0.05

Pour chaque jeu de paramétres, nous tragons la série temporelle des statistiques suffisantes ainsi
que la moyenne cumulée de cette série et le dernier pattern simulé avec ses estimations pour les
fonctions G et g, un exemple est donné ci-dessous. Afin d’alléger le contenu de cette section, nous
donnons seulement les moyennes des statistiques suffisantes sous forme de tableaux ci-aprés.
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Pattern for gamma_g=0.2 s=0.5

(a) Derniére configuration obtenue

gfunc for gamma_g=0.2 s=0.5
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(¢) Estimation pour g
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Gfunc for gamma_g=0.2 s=0.5
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r

(b) Estimation pour G

n(x) average of n(x)
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(d) Statistiques

FIGURE 2.16 — Figures obtenues pour v, = 0.2 et s = 0.5

s n(x) | Moyenne de > min(s,(£),s)
£ex

0.5 | 63.073 14.2520
1.0 | 75.811 43.4510
1.5 | 84.811 64.7855
2.0 | 101.067 111.8050
2.5 | 114.259 153.9720
3.0 | 141.608 255.3110
3.5 | 170.912 375.2765
4.0 | 238.803 687.5640
4.5 | 334.072 1179.5205

TABLE 2.1 — Résultats pour les paramétres (p,v,) = (50,1.49)
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s n(x) | Moyenne de > min(s,(),s)
fex
0.5 | 85.342 22.3715
1.0 | 98.851 61.4530
1.5 | 108.970 89.4215
2.0 | 124.818 142.4440
2.5 | 136.303 183.9825
3.0 | 157.284 267.8580
3.5 | 175.129 346.0305
4.0 | 208.970 513.0270
4.5 | 245.396 708.2065

TABLE 2.2 — Résultats pour les paramétres (p,v,) = (75,1.34)

s n(x) | Moyenne de > min(s,(),s)
fex
0.5 | 109.375 32.2960
1.0 | 120.944 79.3310
1.5 | 130.122 111.4160
2.0 | 142.022 161.3490
2.5 | 150.203 195.2215
3.0 | 161.674 248.8220
3.5 | 169.622 287.7805
4.0 | 181.344 350.3630
4.5 | 189.929 398.7745

TABLE 2.3 — Résultats pour les paramétres (p,v,) = (100, 1.22)

Nous remarquons que pour chaque tableau, le nombre de points évolue avec le seuil s mais a
des vitesses différentes en fonction du parametre 7,. Le parameétre -, semble donc avoir plus
d’impact sur la croissance du nombre de points que le paramétre p dés que s > 1. La statistique
du modeéle de saturation de Geyer évolue également avec le seuil et avec la valeur du paramétre

Yg-

Vs n(x) sr(%) ar(x)

0.1 | 116.301 | 3.477 | -115.2332
0.2 | 119.115 | 7.325 | -116.7295
0.3 | 122.221 | 11.539 | -118.4807
0.4 | 126.327 | 17.539 | -121.1440
0.5 | 132.538 | 26.325 | -125.1405
0.6 | 140.230 | 36.594 | -130.3960
0.7 | 149.411 | 50.060 | -136.3681

TABLE 2.4 — Résultats pour les paramétres (p,vy,) = (200, 0.5)
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Vs | o) | ose(x) | ar(x)

0.1 | 115.416 | 2.001 | -114.3636
0.2 | 117.352 | 4.961 | -115.4286
0.3 | 120.793 | 9.581 | -117.6481
0.4 | 125.351 | 15.290 | -120.7647
0.5 | 131.504 | 23.465 | -124.7022
0.6 | 139.155 | 34.037 | -129.8917
0.7 | 148.154 | 47.126 | -135.8631

TABLE 2.5 — Résultats pour les paramétres (p,7y,) = (200, 0.2)

Vs | onx) | os(®) | ar(x)

0.1 | 114.205 | 2.818 | -115.5458
0.2 | 121.749 | 7.709 | -122.2879
0.3 | 133.332 | 14.389 | -132.9893
0.4 | 144.871 | 24.067 | -143.0295
0.5 | 159.466 | 36.548 | -155.5089
0.6 | 174.968 | 53.469 | -168.1485
0.7 | 195.977 | 77.344 | -185.3200

TABLE 2.6 — Résultats pour les parameétres (p,v,) = (200, 0.005)

Nous remarquons que les deux premiers tableaux exhibent des statistiques similaires pour le
nombre de points, le nombre de r—voisins et la statistique du modéle Area-Interaction. Pour
cette intensité fixée & p = 200, l'influence du paramétre 7, varie trés peu entre 0.5 et 0.2.
Néanmoins, pour v, = 0.005, les configurations couvrant une grande surface sont favorisées,
augmentant le nombre moyen de points et donc le nombre de r—voisins. Enfin, le paramétre -,
permet bien de contréler le nombre de r—voisins.

Dans tous les cas étudiés pour ces deux modéles, une analyse plus détaillée peut étre effectuée en
regardant les fonctions de statistiques descriptives spatiales et les configurations obtenues comme
présenté plus haut. Pour des modéles plus complexes comme ceux que nous allons introduire plus
tard dans ce manuscrit, cela permet, lorsque nous regardons les configurations obtenues, de se
faire une idée plus claire sur les comportements possibles du modéle.



50 Chapitre 2. Modélisation, simulation et inférence pour les processus ponctuels de Gibbs

2.3 Inférence

Dans cette section, nous revenons plus en détail sur les notions énoncées en introduction pour
I'inférence. Nous commengons par détailler une méthode MCMC pour calculer le maximum
de vraisemblance aussi bien en données complétes qu’'incomplétes proposée par [Geyer, 1999,
Geyer and Thompson, 1992|. Ensuite, nous rappelons également des approches Bayésiennes pour
échantillonner la loi a posteriori, loi conditionnelle des paramétres sachant les observations, plus
précisément, lorsque les fonctions de partition ne sont pas accessibles sous forme analytique.
Enfin, I’algorithme ABC Shadow [Stoica et al., 2017] et ses propriétés sont détaillées et illustrés
avec des applications.

Dans cette partie, notons © l'espace des paramétres, f(x|f) une densité de probabilité que nous
prendrons sous la forme

1
x|0) = e(t().0)
169) = 55
ou Z(6) n’est pas tracable analytiquement, ¢(x) représente les statistiques suffisantes du modéle
et 6 le vecteur de paramétre. Les approches présentées ici s’appliquent & la famille exponentielle.

2.3.1 Maximum de vraisemblance MCMC en données complétes

Afin de réduire le nombre de simulations nécessaires pour approcher la vraisemblance,

[Geyer and Thompson, 1992| proposent de considérer le ratio de log —vraisemblance par rapport
a un parameétre de référence. Considérons ce ratio des log-vraisemblances observées pour un autre
parameétre fixé 1) € © :

e(t(x).0) Z(9) Z(6)
60D 108 Z (g Z()

Le premier terme est facilement connu et se résume & un produit scalaire dans le cas des processus
de Gibbs. Le deuxiéme est quant & lui plus difficile a traiter car il fait intervenir les constantes
de normalisation.

1(0) =log

= (t(x),0 — ) — log (2.10)

Dans le cas de la famille exponentielle, nous pouvons directement réécrire le ratio Z(0)/Z(v)
comme une espérance sous la loi de f(+[¢)) :

Z0) zw)/ el dx) ‘/ o Jeuldx) =By | Gy

Si nous simulons X7, ..., X, un échantillon sous la loi f(-|¢)), alors I'espérance ci-dessus peut étre
1 O eft(X4),0 1 {0
n Z X0 n Z

% - ) (2.11)

approximée par

Alors
1(8) = (£(x), 0 — ) — log (

est une approximation de /().
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Si la chaine de Markov qui génére les échantillons X7y, ..., X,, est irréductible et apériodique,
alors la Loi Forte des Grands Nombres assure que %Z?:l eMX)0=9) converge presque sire-

Z(6)

ment vers Zrs et implique alors que [,(f) converge presque stirement vers [(#). De plus, si

f(x|09) appartient a la famille exponentielle, le maximum de In(+), 0y, converge presque si-
rement vers #, le maximum de [(-) [Geyer and Thompson, 1992, Monfort, 1997, Geyer, 1999,
Mpgller and Waagepetersen, 2004, Stoica, 2025].

Maximiser [, en 6 donne alors une approximation du maximum de vraisemblance é, cette ap-
proximation dépend grandement du choix de . Le cas de la famille exponentielle est encore une
fois favorable puisque I(-) est convexe, étudier les dérivées de [, (-) est alors intéressant.

. (1(X1),0) n
2 (t(X@')eof(xW) > (t(X;)etXD0—w))
Vi, (0) = t(x) — = (6(X;),0) =t(x) — =l n
et N
Z: SEX0) ZZ:I e(t(X:),0—v)

=t(x) — Ep, 0.4[t(X)]

ot E,, .4 [t(X)] est 'approximation MCMC de Egt(X).
Dérivant une seconde fois, nous obtenons :

V210 (0) = By g gt (X)HX)" = B g gt (X)] [Ep .5t (X)) = —Vary g yt(X) (2.12)

A partir de ces quantités, des algorithmes itératifs peuvent étre mis en place pour I’optimisation
locale (algorithme de Newton-Raphson [Geyer, 1999|, gradient stochastique
[Moyeed and Baddeley, 1991], gradient a pas optimal [van Lieshout and Stoica, 2003]).

2.3.2 Maximum de vraisemblance MCMC en données incomplétes

Une version similaire peut-étre utilisée pour le cas des données incomplétes. Rappelons le contexte
donné en introduction : supposons qu’un processus ponctuel existe dans la région W = Wx UWy
et n’est observé que sur la région Wy comme l'illustre la Figure 1.3 donnée dans I’état de ’art.

La densité du processus peut étre écrite comme la densité jointe des données sur W :

exp(t(x Uy)[0)

f(x,yl0) = 720

ol y est une configuration de points observée dans la région Wy et x est une configuration cachée
dans la région Wx.

La vraisemblance est alors la loi marginale suivant la variable y,

L(6) = f(ylo) = / £, y16)(dx) =

avec Z(f]y) la constante de normalisation de la densité f(x|y,0)
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L’approche proposée par |Gelfand and Carlin, 1993] et également détaillée dans [Geyer, 1999|
repose encore sur l’échantillonnage préférentiel. Comme présenté plus haut, le ratio de log —
vraisemblance par rapport a un autre paramétre fixé 1) est considéré :

Z(0 Z(0
16) — 1og ZOW) 1o Z0)
Z(Yly) Z ()
et ainsi, par le méme raisonnement que précédemment, nous pouvons réécrire, comme pour le
cas des données complétes :

Z() | eMXWY)Y)

et en conditionnant par rapport a la configuration observée y

Z(6’|y) [ 6(t(XuY),H)

Z(6) [e<t(Xuy),9> ]

Y=y

Z(Wly) | fXON D

Enfin, a I'aide d’échantillons de la loi jointe (Xj, Y;)1<i<n et de la loi conditionnelle de (X)1<i<p :=
(XilY = y)i<i<n, les ratios de constantes de normalisation peuvent étre approchés par

n

Z(0ly) 1 3 TN o Z20) 1 3 ML) 0
n

~
~

Z(oly) = n 2= Z(0) " n 2

ce qui permet ainsi d’approcher le ratio de log —vraisemblance :

1.(0) = log (Tll Z e<t(X;*,y),9—w>> — log (Tll Ze@(XiUYi),@—w)) _

i=1 i=1

Les résultats obtenus dans le cas des données complétes tiennent toujours. Néanmoins, la convexité
de la vraisemblance n’est plus garantie, I'optimisation dépend alors des conditions initiales et les
algorithmes itératifs risquent de converger vers le maximum local le plus proche [Younes, 1989,
Gu and Li, 1998, Delyon et al., 1999]. Le gradient de [,,(-) est néanmoins facile & approcher par
MCMC :

Vin(0) = Enputl(X UY)Y =y] = Enpy[t(X UY)].

2.3.3 Meéthodes Bayésiennes : échantillonner la loi a posterior:

L’inférence Bayésienne repose sur ’emploi de la formule de Bayes afin de mettre a jour nos
connaissances sur un phénomeéne par rapport aux observations supposées influencer ce phéno-
méne. Formellement, considérons p(f) une distribution de probabilité sur les paramétres (loi a
priori), elle représente les «connaissances» que nous avons sur ces parameétres. En appliquant
la formule de Bayes a la densité f(x|f) (implicitement, loi des configurations sachant les para-
métres), nous obtenons alors, en décomposant la loi jointe f(x,6) = f(x|60)p(0),

Cope)  FlO)p6)
TOR) = Trx, 0yu(a) = Z(x)

dans notre cas, cette loi s’exprimera alors :
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avec Z(x) la constante de normalisation liée aux données et Z(6) la constante de normalisation
du modéle.

La loi a posteriori posséde alors deux constantes de normalisation qui ne sont en général pas
calculable dans le cas des processus ponctuels de Gibbs. Nous introduisons ici des méthodes
générales afin d’échantillonner la loi a posteriori. Ces méthodes ne seront pas utilisées formelle-
ment dans la suite mais motivent l'introduction de ’algorithme que nous utilisons pour effectuer
I’estimation des paramétres : I'algorithme ABC Shadow. Plus d’approches peuvent étre trouvées
dans larticle |[Lu and Friel, 2024].

Remarque :

e Lorsque la loi a priori suit une loi uniforme sur un intervalle (ou un produit d’intervalle dans
le cas ou le modéle posséde plusieurs parameétres), la loi a posteriori est une restriction de la
vraisemblance a I'intervalle de définition de la loi uniforme. Ainsi, ces algorithmes permettent,
pour ce choix spécifique de prior, d’approcher la vraisemblance si le support de la loi uniforme
est choisi assez grand.

2.3.3.1 Echantillonnage direct par algorithme de Metropolis-Hastings

Cette approche est seulement réalisable lorsque le modéle est entiérement connu. Le fonctionne-
ment est similaire aux algorithmes de simulations sauf que cette fois-ci la loi de proposition est
une distribution sur le parameétre. Notant ¢(:|-) cette loi, le fonctionnement de I’algorithme est
résumé par le pseudo-code qui suit.

Algorithme 2.3.1. (Algorithme de Metropolis-Hastings pour [’échantillonnage a
posteriori)

Initialisation : Fizer 6y l’état initial et i = 1, x les données et f(x|0) le modéle
consideére.

1) A litération i :

a) Générer 0 ~ q(0|0;_1).
b) Calculer la probabilité

o min {1, SO 0

f(Or—11x) — q(0]0;-1)
c¢) Simuler U ~ U([0,1]) :

e SiU < a, alors 8; =0
e Sinon, 0; = 0;_1

2)i=1i+1 et répéter en partant de 1) si nécessaire.

3) Retourner g, 01,02, ...

Pour des hypothéses peu exigeantes sur ¢(-|-), cet algorithme simule une chaine de Markov conver-
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gente vers la loi a posteriori d’intérét et uniformément ergodique [Tierney, 1994].

p(Or—1) x) Z(0) q(0]6i-1)
liée aux données mais dépend du ratio Z(ZG?Q , qui n’est pas connu sous forme analytique pour la
plupart des modéles de processus ponctuels. Nous détaillons ci-aprés des solutions pour se passer

de ce ratio.

Le ratio o« = min {1, e(tx)|0—6—1) _PO) o ggx) x Z0k1) q(9,~71|9)} fait disparaitre la constante
—1

2.3.3.2 Algorithmes basés sur une variable auxiliaire

Algorithme de Metropolis-Hastings avec variable auxiliaire

Comme énoncé ci-dessus, 'algorithme MH classique ne permet pas d’échantillonner la loi a poste-
riori dans le cas général. Les auteurs [Mgller et al., 2006] ont proposé un algorithme MH reposant
sur 'utilisation d’une variable auxiliaire Y de densité a(y|6,x) afin de faire disparaitre le ratio
de constante de normalisation exhibé ci-dessus lors du calcul de a. La densité a échantillonner
devient alors f(6,y|x) = a(y|0,x)f(0|x). L’idée ici est donc de générer une chaine de Markov
ayant une dynamique de Metropolis-Hastings proposant des nouvelles valeurs comme étant un
couple (#',y") a I’aide d’une loi de proposition bien choisie pour annuler le calcul du ratio.

Pour cela, les auteurs proposent de scinder la loi de proposition ¢((8,y) — (0',y’)) en deux sous
lois de proposition :

q((0,y) = (0',5) = a1(0'10, %) x q2(y'16, 0, y).

q1 peut étre choisie indépendante de la valeur de x et étre une loi simple (e.g. uniforme centrée en
0 et d’amplitude ¢). De méme, g peut étre choisie indépendante de (6,y). Le but étant d’annuler
les constantes de normalisation, les auteurs proposent

noy — Ly

Le ratio devient alors

a((0,y) = (6',y"))

_ a(y'|0, x)p(0") exp ((t(x),0")) exp ({t(y). 0))
a(y|6", x)p(0) exp ((t(x), 0)) exp ((¢(y'), 6"))

et ne dépend alors plus de la constante de normalisation.

La procédure est résumée par le pseudo-code ci-dessous avec, pour ’exemple, une densité suivant
une loi de la famille exponentielle.
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Algorithme 2.3.2. (Metropolis-Hastings variable auziliaire)

Initialisation : Fizer (y,0) comme état initial et x les données.

1) Générer ' ~ q1(0'|0)

2) Générery' ~ qa(y'|0/) = %g’/')),m)

. a(y’|0’ ,x)p(0") exp({t(x),0")) exp({(t(y),0
8) Caleuler le ratio a((0.y) — (0,3')) = S amgrbotio 0wt to 57

4) Simuler U ~ U(]0,1]) :

e Si U < a, le nouvel état est accepté.
e Sinon, (0',y") = (6,y).

Pour garantir la convergence de cette chaine de Markov vers la distribution invariante f(6,y|x),
les échantillons issus de go(y’|f") nécessitent une simulation exacte, ce qui peut s’avérer difficile
(e.g. quand les interactions deviennent «fortes» [van Lieshout and Stoica, 2006]). De plus, les au-
teurs mentionnent que le choix de la densité de la variable auxiliaire peut induire un phénoméne
de «poor mixing» ou l'espace des paramétres n’est pas suffisamment visité, rendant I'inférence
inefficace.

Exchange algorithm

Une autre approche [Murray et al., 2006] propose d’introduire une variable auxiliaire supplémen-
taire et une procédure de mise-a-jour basée sur un échange de paramétres. Le but est d’échan-
tillonner a partir de la densité de probabilité f(6,y,¥|x) o f(0]x)q(|0)f(y|) ou f(O]x) est
la distribution a posteriori a partir de laquelle nous voulons échantillonner, ¢(1|0) la proposale
sur le paramétre et f(y|¢) la densité de probabilité sur la variable auxiliaire. Le principe est dé-
crit dans les lignes qui suivent, encore une fois utilisé avec une densité sous la forme exponentielle.

Algorithme 2.3.3. (Ezchange algorithm)
Initialisation : Fizer (0,y,1) comme état initial et x les données.

1) Générer un nouveau paramétre 1 ~ q(1|0).

2) Générer y ~ qo(y'|0) = W

3) Calculer le «ratio d’échanges proposant ' =1 et ' =6

Oy ¢'x)
F0,y",¢x)

:exp<t(x) —t(y’) ,w—0>

a((0,y',9) = (¥,y',0)) =

 P)a(6l)
P(6)a(916)

4) Simuler U ~ U([0,1]) : Le nouvel état (0',y",¢') = (,y’,0) est alors accepté si
U < min{l, a}, sinon (6,5, ¢') = (6,y",9).
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A nouveau, le ratio o ne dépend plus des constantes de normalisation et la convergence vers la
distribution a posteriori est garantie par la simulation exacte de y’. Cependant, le mécanisme
d’échange empéche cette fois-ci le phénoméne de «poor mixing» dans l'algorithme précédent.
Plus de détails sur la convergence de cet algorithme peuvent étre trouvés dans [Liang, 2010,
Liang et al., 2016], ot des solutions & ’échantillonnage exact sont également proposées.

2.3.3.3 Méthodes ABC («approximate Bayesian computationy )

Les algorithmes ABC sont des méthodes d’échantillonnage approché initialement congues pour
échantillonner les distributions a posterior: de modéles trés complexes issus des sciences agricoles
et environnementales. Parmi les stratégies ABC existantes [Marin et al., 2011]

[Beaumont et al., 2009, Atchadé et al., 2013, Raynal et al., 2018, nous commengons par présen-
ter le principe classique. Nous présentons ensuite I'algorithme ABC Shadow, qui s’inspire des
méthodes & variables auxiliaires tout en fournissant un controle théorique de la méthode sans
nécessiter de simulation exacte [Stoica et al., 2017].

Algorithme ABC par rejet

Le principe de cet algorithme consiste & générer d’abord un échantillon de paramétres selon la
loi @ priori, puis, dans un deuxiéme temps, & vérifier si les parameétres générés satisfont un critére
et & rejeter ceux ne le satisfaisant pas. Par exemple, pour les modéles de la famille exponentielle
présentés ci-dessus, un critére courant consisterait a contréler la distance entre les statistiques
suffisantes du modéle observé et celles simulées avec les paramétres générés.

Algorithme 2.3.4. (Algorithme ABC par rejet)

1) Supposons que x soit observé, définissons un seuil de rejet € et un nombre
d’itérations N.

2) Pourk=1aN :

a) Générer 0; selon p(0).

b) Générer une réalisation y; selon f(y|0;) = %

3) Conserver tous les 0; tels que d(t(x),t(y;)) < €

L’échantillon conservé comme résultat de cet algorithme est distribué selon f(0|d(t(x),t(y) < €).
Le choix du seuil € et de la distance d doivent étre effectués avec soins afin que ’échantillon
soit suffisamment proche de la loi a posteriori et que la quantité de paramétres rejetés ne soit
pas trop élevée. La section suivante présente I’algorithme « ABC Shadow» que nous avons utilisé
dans cette thése pour mener l'inférence statistique.

2.3.4 Algorithme ABC Shadow

Cet algorithme ABC combine deux idées [Stoica et al., 2017] :
— L’usage d’une variable auxiliaire comme présentée précédemment.
— La construction de deux chaines de Markov, l'une théorique, basée sur ’algorithme MH,
permettra d’obtenir la distribution a posteriori comme distribution invariante. Elle sera



2.3. Inférence o7

néanmoins impossible a simuler dans la pratique. L’autre suivra la dynamique de cette
premiére chaine avec autant de précision que souhaité pour un nombre fini de pas et sera
quant a elle simulable en pratique.

Nous détaillons la construction des deux chaines de Markov utilisées dans cet algorithme ainsi
que leurs propriétés de convergence et de controle. Les preuves sont données en annexe A.

Construction de la «ideal chain» : Reconsidérons I’algorithme de Metropolis-Hastings pour
échantillonner la loi a posteriori. Supposons que le systéme est dans un état 6, 'algorithme choisi
d’abord un nouvel état 1) suivant la proposition ¢(6 — v). La valeur 1 est alors acceptée avec
probabilité

. p(¥]x) q(vp — 0)
Qideal (6! — 1) = min {1’ p(0|x) q(6 — ¢)}

Le noyau de transition de la chaine de Markov est alors donné par
Praeat(0, A) = /A cideat(0) = 1)q(0 — ) 1{w € A}db+1{0 € A} [1 - /A ai(0 = V)g(0 — b)dy
avec A € To.

Le probléme de I'algorithme MH présenté plus haut demeure néanmoins pour le calcul du ratio de
constantes de normalisation. Comme nous ’avons vu dans les approches a variables auxiliaires,
le choix d’une loi de proposition adéquate permet de faire disparaitre ce ratio.

Soit A > 0, v € © et une réalisation y du modéle f(-|v). Considérons la proposition suivante :

q(0 = ) = qa(0 = Yly) = exp(%g’fxg)/c(w Lyo,a/2) 10}

oit 1y9,a/2)1-} correspond & l'indicatrice de la boule centrée en 0 et de rayon A/2 et 1(0,A,y) =
fb(@,A/Z) f(y|®)/c(P)d®. Ce choix de proposition permet de faire converger la chaine vers f(60|x)
et évite donc le calcul des constantes de normalisations apparaissant dans «;geq;. Néanmoins, le
calcul de I(0,A,y) est tout aussi difficile que le calcul des constantes de normalisation. Cette
«solution» permet la construction de la deuxiéme chaine de Markov, la «shadow chain».

Construction de la «shadow chain» :

L’idée pour cette construction se base sur I'approximation de l'intégrale I(0,A,y). La solu-
tion proposée par les auteurs [Stoica et al., 2017| est de considérer la loi uniforme sur la boule
b(#, A/2), notons Va son volume et posons Ua(0 — ) = ilb(e}A/Q){w}. Cette loi va étre
utilisée pour proposer de nouvelles valeurs du paramétre au lieu d’utiliser ga comme le justifie
le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1. Soit x un point de Q tel que la fonction f(x|p) soit strictement positive et
continue en ¢, on a alors :

(i) La distribution de probabilité donnée par la proposition ga(6 — ) et Ua(0 — -) vérifient :
VO € O fixé et A € To,

Jim [ 1aal6v) = Uao > v = 0.
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Fxl) 4

.. . ) : . QR
(ii) Pour tout 6 € © fixé, les fonctions ZiE?:H; et f<(|))1:Z: Z:(@) vérifient :
a0 vb) P Lo (©)
lim sup ~ T 0, =0

A0t peo [ga () — 0]x)

(0 )) b(2, A/Z)(H)

uniformément en 0 € ©. De plus, si f(x|-) € C1(O), les tauz de convergence pour (i) et (ii)
peuvent étre déterminés.

D’apreés ce résultat, il apparait naturel d’essayer d’approcher le ratio «ygeq par un ratio plus
simple & calculer, n’utilisant plus ga (6 — ) comme loi de proposition. Posons alors

. x) _ S(¥10)e(®)Lpp,a/2){0}
ashadow(9 — 1/}) = min {17 f(d}| ) X (.2/2) .
fOIx)  f(yl¥)e(@)1po,a/2) 10}
Remarque :
e Par construction, la «shadow chain» est irréductible et apériodique. En revanche, nous ne sa-
vons pas si cette chaine posséde une loi stationnaire.

En appliquant le théoréme précédent, nous obtenons

Corollaire 2.3.2. Les probabilités d’acceptation cugeqr et Qshadow VETifient : VO € O,

l dea 9_> saow0—> =
ALH(}Jrqsplelp‘ad 1 ) = Qghadow( V)|

Le ratio de la chaine théorique peut étre approché par celui de la «shadow chainy». Pour s’assurer
de contréler la proximité souhaitée entre les deux chaines, il reste a travailler sur les noyaux de
transitions des deux chaines ainsi créées. La remarque ci-dessus suggére que le comportement
asymptotique de la «shadow chain» n’est pas controlable avec les résultats a notre disposition.
Une alternative est donc de contréler la dynamique sur un nombre fini d’itérations des noyaux

Pideal et Pshadow-

Proposition 2.3.3. Soient Pgeq; €t Pshadow les noyaux de transitions respectifs des deuz chaines.
Soit A > 0 et x € Q) comme dans le théoreme 2.5.1. Ainsi, pour tout € > 0 et tout n € N, il
existe Ag = Ag(e,n) > 0 tel que, pour tout A < Ay,

P (0, 4) — PT (9, A)] < e

ideal shadow
uniformément en 0 € © et A € To. Si f(x|) € C®(O), il est possible d’expliciter Ag(e, n).

Cette proposition établit le controle de la dynamique entre les deux chaines. Ainsi, pour un
nombre fini de pas, il est possible d’approximer la dynamique de la chaine théorique et ainsi
échantillonner assez proche de la loi a posteriori.

Le fonctionnement de ’algorithme est détaillé ci-dessous.
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Algorithme 2.3.5. (Algorithme ABC Shadow)

Initialisation : Poser A le paramétre de perturbation, 8y comme valeur initiale du
parametre et Napc comme nombre d’itérations. Supposons que X soil observé.

1) Avec lalgorithme Metropolis-Hastings, générer'y selon f(y|6o)
2) Pour k=1 a Napc :

a) Générer un nouveau paramétre v selon la densité Ua(Ox—1 — ) définie par
1
Un(0 =——1
A( — w) ]b(G,A/2)\ b(@,A/2{¢}

b) Le nouvel état O, = 1) est accepté avec une probabilité

F|00)p(Or)  f(y]br—1)
X|0k-1)p(Or-1)  f(y|Ok)

as(ek—l — 11’) = min{l, f( }

3) Renvoyer On , . -

4) Si davantage d’échantillons sont nécessaires, revenir & ['étape 1 et définir
0o = ON,pc

Remarque :
e Dans le cas d’une distribution appartenant a la classe exponentielle, ’observation x peut étre
résumée par les statistiques suffisantes du modéle considéré.

2.3.5 Controle de ’estimation

Supposons que nous ayons obtenu une estimation du maximum de vraisemblance 0 par 'une
des méthodes présentées ci-dessus. Ne pouvant que s’assurer de la pertinence & premiére vue des
valeurs obtenues (éventuellement aberrantes, tendant vers +o0, indiquant une potentielle erreur
dans ’exécution des algorithmes), il est important de pouvoir s’appuyer sur des outils théoriques.
Pour la qualité de I'ajustement, nous re-mentionnons les tests d’enveloppe MCMC abordés en
2.2.3.2 dans le cas particulier de l'inférence. D’autres méthodes existent telles que l’analyse
résiduelle ou les tests d’enveloppe globaux, nous ne les utilisons pas ici. Nous détaillons ensuite
des résultats pour obtenir les erreurs asymptotiques entre le vrai maximum de vraisemblance 0 et
son estimation ,,. L’obtention de ces erreurs se base sur deux résultats de normalité asymptotique
|Geyer, 1994, Monfort, 1997].

2.3.5.1 Test d’enveloppe MCMC

Dans ce cas précis, nous nous placons dans la situation suivante : nous supposons que la configu-
ration de point observée est issue d’un processus ponctuel de Gibbs (prenons le modeéle de Strauss
pour l'exemple). L’inférence est alors menée de maniére a trouver une valeur de 6, = (pn, s, )-
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Par rapport a l'exemple générique donné plus haut, I’hypothése Hy est choisie de maniére a
tester si le paramétre estimé 6,, permet de re-simuler des configurations de points respectant les
caractéristiques de la configuration observée (e.g. pour les fonctions de statistiques descriptives
spatiales ou pour les statistiques suffisantes du modéle). Ici, nous pouvons donc poser Hy : «La
configuration observée suit un modéle de Strauss de paramétre 0,,». De la méme maniére que
dans I'exemple 2.2.2, des réalisations du processus de Strauss de paramétre én sont simulées
afin d’obtenir I'enveloppe MCMC pour la statistique d’intérét. Si I'estimation de la statique
pour la configuration observée est & I'intérieur des simulations, ceci indique que le modéle colle
correctement aux observations.

Exemple 2.3.1. Pour illustrer le phénomeéne, nous prenons deux configurations observées : l'une,
une réalisation d’un processus de Strauss de paramétres (p,vs,r) = (200,0.1,0.05) et l’autre une
réalisation du processus de Poisson d’intensité p = 200. Supposons que les deux réalisations sont
issues d’un modéle de Strauss de rayon r = 0.05 et que l'inférence paramétriqgue nous donne
0, = (205,0.12) pour la premicre réalisation et 0, = (196,0.5) pour la deuziéme. (Les valeurs
sont ici prises de maniére arbitraire).

Enveloppes pour la fonction F observation Strauss Enveloppes pour la fonction F observation Poisson
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(a) Enveloppe MCMC obtenue par 100 simula- (b) Enveloppe MCMC obtenue par 100 simula-
tions du modéle de Strauss de paramétres 0, = tions du modeéle de Strauss de paramétres 0, =
(205,0.12). Estimation de F sur l'observation (196, 0.5). Estimation de F' sur I’observation (noir) ;
(noir) ; moyenne de F' sur les simulations (rouge); moyenne de F sur les simulations (rouge); enve-
enveloppe MCMC (gris). loppe MCMC (gris).

Dans le premier cas, nous voyons que l’estimation permet de coller aux caractéristiques du pat-
tern initial (I’estimation pour ce dernier est bien & lintérieur de l’enveloppe générée par les
simulations). Dans le deuxiéme cas, la courbe de [’estimation de la configuration est en dehors
de l’enveloppe, indiquant que la configuration ne peut étre expliquée correctement par un modéle
de Strauss de paramétres 0,, = (196,0.5).

2.3.5.2 Erreurs asymptotiques standard et MCMC

Le cadre de travail le plus connu est peut-étre celui d’un n—échantillon. Nous observons z1, z2, ..., T,
que l'on suppose des réalisations de Xy, Xo,...,X,, indépendantes et identiquement distri-
buées selon densité de probabilité f(x|f) avec § = 6y inconnu. L’estimateur de maximum de
vraisemblance de 6 est noté dans ce cas 6. Le résultat suivant nous donne la possibilité de
construire des erreurs contrélant la différence entre le vrai paramétre du modéle et son esti-
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mation par maximum de vraisemblance, quand la taille n de I’échantillon tend vers l’infini.
[Monfort, 1997, Gourieroux and Monfort, 1989|.

Théoréme 2.3.4. Supposons que
i) L’intérieur de © est non vide convexe de R et 0y appartient a Uintérieur de ©.
1) Le modele est identifiable.
19t) La log-vraisemblance L, (x|0) est continue en 6.
) Eg, [log f(X;|0)] existe.
v) Lalog —vraisemblance est telle que (1/n) Ly, (z|0) converge presque siirement vers Eg,[log f(X;|6)]
uniformément en 6 € ©.
vi) La log —vraisemblance est deux fois différentiable dans un voisinage ouvert de 6.
vit) La matrice 11(0p) = EQO[W] existe et est non singuliére.
Alors
Vil —60) = N(0,L(60) 7).
n—-+o0o

Dans le cadre de travail de cette thése, une seule configuration de points est observée, donc un
seul échantillon. En plus, nous devons faire appel a la simulation Monte Carlo pour approcher la
fonction de vraisemblance. Le théoréme suivant nous donne la possibilité de construire des erreurs
controlant la différence entre I’estimateur par maximum de vraisemblance et son équivalent Monte
Carlo construit & partir de n simulations, 6, [Geyer, 1994, Geyer, 1999|.

Théoréme 2.3.5. Supposons que
i) 0 est unique et Uespace des paramétres © contient un voisinage ouvert de @ dans R,
1) 0, converge en probabilité vers 6.

1i1) 0 — Z(0) est deux fois différentiable sous le signe intégrale.

i) /nVi,(0) n_éoo N(0, A) pour une certaine matrice de variance-covariance A.

v) B = —V2I(0) est définie positive.
vi) La probabilité que V31, (0) soit borné est égale & 1 uniformément en 0 sur un voisinage de 0.
Alors

—VQZn(én) — B, en probabilité,

et
L

Vb, —8) = N(0,B~*AB71).
n—-+00
Comme les auteurs le précisent, ’hypothése iv) est la plus délicate. En effet, si une méthode
MCMC est utilisée pour les simulations, elle repose sur un Théoréme Central limite pour la
chaine de Markov utilisée. Supposant que cette condition soit vérifiée, la variance de A ne peut
pas étre calculée et nécessite d’étre estimée par des méthodes Monte Carlo. Ainsi, pour estimer
B, nous prenons donc
B, = —V21,(0,)

donné par la formule (2.12) et pour estimer A, nous allons prendre A,, = % avec

A~

Co = (4(x) = H(X) exp [¢(X) (0 — )" ]

la matrice de variance covariance empirique de 1’échantillon X1, ..., X, et

1 — 5
d, = — (H(X).0n—1)
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A partir de ce théoréme, en faisant I’hypothése que nous avons obtenu une estimation de
0 par MCMLE, des erreurs asymptotiques peuvent étre obtenues |Geyer, 1994, Geyer, 1999,
van Lieshout and Stoica, 2003, Stoica, 2025].

A noter également, les auteurs de [Dereudre and Lavancier, 2016] établissent la convergence de
I’estimateur du maximum de vraisemblance dans le cadre des processus de Gibbs généraux lorsque
le domaine d’observation est étendu vers I'infini. Les auteurs supposent que I’on peut calculer sans
erreur le maximum de vraisemblance dans une fenétre de dimensions données pour un modéle
qui puisse avoir des interactions. Pour les modéles que nous considérons dans cette thése cette
étape nécessite des approximations Monte Carlo du maximum de vraisemblance comme décrit
précédemment. Ceci introduit des erreurs qui doivent étre contrdlées. A priori, le résultats de
convergence présentés par les auteurs ne montrent pas comment gérer ce type d’erreurs. Arriver
4 maiftriser cet aspect pourrait peut étre permettre d’évaluer la variance de ces estimateurs et
ainsi ce résultat pourrait constituer une piste trés intéressante lorsque qu’une observation d’un
trés grand jeu de donnée est fournie.

2.3.6 Réglage des paramétres et exemples d’utilisation d’ABC Shadow

Nous allons nous focaliser sur le paramétrage de ’algorithme ABC Shadow pour en comprendre
le fonctionnement. Nous choisissons d’illustrer I'impact du choix des paramétres sur 'inférence et
d’expliquer comment se prémunir de certains phénomeénes pouvant intervenir lors de 'inférence.
Le tableau ci-dessous résume les paramétres de 'algorithme décrit en 2.3.5. Puisque 'algorithme
de Metropolis-Hastings est utilisé pour simuler le pattern auxiliaire, les paramétres de ce dernier
se retrouvent également ici. Dans la suite, les paramétres seront donnés en échelle logarithmique,
nécessaire a la stabilité numérique de I'algorithme.

Variable Description
w Domaine de simulation
Ny Nombre d’échantillons de 6
Napc Nombre d’itérations proposition paramétre
Ny Nombre d’itérations MH
Db, Pd Probabilité d’ajout /retrait
0o = (po,Vso) Parameétres initiaux
A= (A, A) Parameétres de perturbation de 6
[Pmin, Pmaz] Support de la loi uniforme sur p
[Ymin, Ymaz] Support de la loi uniforme sur ~s
n(x) Nombre de points observés
sr(x) Nombre de r—voisins observés

Dans la suite, nous allons considérer une réalisation du modéle de Strauss de paramétres § =
(200,0.1) (ce qui donne log 8 = (5.30, —2.30)) et de rayon r = 0.05 et faire I'estimation des para-
métres en supposant que ce que nous observons est une réalisation du modéle de Strauss. Nous
fixons les parameétres W = [0, 1] x [0, 1] et Ny = 10000 de sorte a obtenir un 10000—échantillon
de la loi a posteriori. Cette loi est une restriction de la vraisemblance du modeéle & [pmin, Pmaz] X
[Ymin, Ymaz] (en échelle logarithmique [0,9] x [=5,0]). Ces intervalles sont suffisamment larges
pour s’assurer que la dynamique de la chaine de Markov permette que la vraisemblance et la loi
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a posteriori soient suffisamment proches. Les paramétres de 'algorithme de Metropolis-Hastings
sont fixés & Ny, = 1000 et p, = 0.5, pg = 0.5.

2.3.6.1 Choix des paramétres A et Nypc

Ces deux parameétres ont une influence relativement similaire : A contrdle & quel point le nouveau
paramétre candidat est «éloigné» du paramétre courant 1& ot Napc représente le nombre de
propositions a la suite pour le paramétre candidat. Ainsi, si ces deux valeurs sont trop grandes
par rapport & ’échelle du parameétre, il est possible que ’échantillonnage de la loi a posterior:
«rate» la zone d’intérét comme l’illustre les figures en 2.18 ci-dessous. Les valeurs sont données
volontairement sous formes de points pour faciliter la lisibilité.

gamma

T T T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

°

tho Index Index

FIGURE 2.18 — La figure de gauche représente la distribution jointe des paramétres estimés
(log p,logvs). Les deux autres figures représentent les séries temporelles des paramétres log p et
log 75 respectivement. Ces résultats ont été obtenus pour Napc = 100 et A = (0.05,0.05) et 6y =
(4.5,—0.5). Les valeurs en orange représentent les vraies valeurs des paramétres (5.30, —2.30).

A Dinverse, si ces paramétres Nagc et A sont trop «petits», la dynamique de la chaine de
Markov ne semble pas échantillonner correctement ’espace des paramétres et demanderait alors
un nombre d’itérations trés grand pour s’assurer du bon échantillonnage comme lillustrent les
figures en 2.19.
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FIGURE 2.19 — La figure de gauche représente la distribution jointe des paramétres estimés
(log p,logvs). Les deux autres figures représentent les séries temporelles des paramétres log p et
log s respectivement. Ces résultats ont été obtenus pour Napc = 10 et A = (0.001,0.001)
et 6p = (4.5,—0.5). Les valeurs en orange représentent les vraies valeurs des paramétres
(5.30, —2.30).
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Enfin, un phénomeéne «de bord» peut survenir lorsque la valeur d’un paramétre (e.g. «y,) est trop
proche de 1 (et donc trop proche de 0 en échelle logarithmique). Supposons ici seulement que la
configuration observée soit issue d’un modéle de Strauss de paramétres (200, 0.9) ((5.30,—0.11)
en échelle logarithmique) et 7 = 0.05. Si A est pris trop grand, I’échantillonnage semblera «re-
bondir» sur la borne supérieure comme l'illustre ’histogramme de gauche ci-dessous, le mode de
I’histogramme est alors trés proche de 0. I convient alors de faire des tests sur la valeur de A
pour éviter ce phénomeéne. La figure de droite illustre un choix de A permettant de pallier ce
probléme.

histogramme de log(gamma) histogramme de log(gamma)
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FIGURE 2.20 — Histogramme pour log v, pour A, = 0.01 (gauche) ; Histogramme pour log s pour
A, = 0.001 (droite) ; Les lignes orange verticales représentent les vrais paramétres log v, = —0.11.

2.3.6.2 Exemple sur le modéle de Strauss

Enfin, nous donnons un exemple d’inférence pour le modéle de Strauss lorsque plusieurs réalisa-
tions sont observées. Ceci permet d’affiner les valeurs d’entrée de 1’algorithme ABC Shadow qui
sont alors la moyenne des statistiques suffisantes du modéle considéré sur les différentes observa-
tions. Nous choisissons également des valeurs initiales volontairement éloignées des vraies valeurs
pour illustrer 'indépendance des conditions initiales. Nous résumons les paramétres utilisés dans
le tableau ci-dessous

Variable Description Valeur
W Domaine de simulation [0,1] x [0,1]
Ny Nombre d’échantillons de 6 10°
Napc Nombre d’itérations proposition paramétre 100
Nya Nombre d’itérations MH 103
Db, Pd Probabilité d’ajout /retrait 0.5,0.5
6o = (po,Vso) Paramétres initiaux (8.5, —4.5)
A= (A, A) Parameétres de perturbation de (0.01,0.01)
[Pmin, Pmaz) Support de la loi uniforme sur p [1,9]
[Ymins Ymaz) Support de la loi uniforme sur ~s [—5,0]
n(x) Moyenne du nombre de points observés 94.34
sr(x) Moyenne du nombre de r—voisins observés 4.81
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Les figures suivantes illustrent ’estimation de la loi a posteriori pour la loi jointe, les lois mar-
ginales et les histogrammes des paramétres.
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Dans tous les cas, nous observons que ’échantillonnage s’effectue correctement autour des vrais
paramétres. Pour les deux histogrammes, le vrai paramétre correspond au mode de chaque his-
togramme. Le maximum a posteriori (MAP) donne alors (5.30, —2.31), valeur trés proche des
vrais parameétres.

Nous avons désormais toutes les clés & notre disposition pour comprendre les travaux de cette
these. Les chapitres suivants présentent ces travaux abordant la modélisation des données cos-
mologiques et une approche méthodologique pour I'estimation des paramétres en données par-
tiellement observées.
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Contexte

Il est commun en cosmologie de tester les outils de détection, de simulation et d’inférence sur des
données simulées. Ces données, bien moins coiiteuses & obtenir que des relevés & grande échelle
obtenus a l'aide de télescopes, sont souvent obtenues par des simulations & N corps («N-body
simulation» en anglais), simulations basées sur les lois de la physique et les réalisations obtenues
grace & cette technique sont assez proches de la réalité. Les approches de [Stoica et al., 2005b,
Stoica et al., 2007, Stoica, 2010] ont d’abord été appliquées a des données simulées pour ensuite
étre appliquées a des données réelles [Stoica et al., 2017, Hurtado-Gil et al., 2021]. Dans notre
démarche, nous avons suivi une démarche similaire «du simple vers le complexe». Notre étude
méthodologique est mise en place sur des données cosmologiques 2D obtenues & partir de la
simulation des modéles physiques. Participant au projet européen EXCOSM, 'objectif est d’ap-
pliquer ces méthodes aux données 4MOST qui sortiront dans un futur proche. Les raisons de se
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cantonner a la modélisation en 2D sont multiples :

— D’un point de vue complexité de modélisation, ces données apparaissent plus simples a
étudier pour 'analyse descriptive. S’assurer du bon fonctionnement des modéles en 2D
est déja un premier jalon avant de les généraliser.

— D’un point de vue computationnel et expérimentations, les modéles utilisés, méme 2D,
peuvent nécessiter des temps de calculs assez longs allant de plusieurs minutes & plusieurs
heures pour la procédure d’inférence par ABC Shadow.

Pour ces raisons, les modélisations proposées dans ce chapitre se restreignent a des données si-
mulées venant de simulations physiques et de données observées en 2D.

Les données extraites de ces jeux de données restent d’une taille «raisonnable» et ne sont consti-
tuées que de quelques centaines de points représentant la position des galaxies. De plus, au vu
de la pluralité morphologique de ces données (clusters, zones de vides, filaments, murs) et des
différentes modélisations dont ces structures pourraient faire ’objet, il parait judicieux de foca-
liser la modélisation sur des extractions de ces jeux de données plutot que de les prendre dans
leur globalité.

Ce chapitre présente des modélisations proposées dans cette thése pour décrire la distribution
des galaxies. Ces travaux ont fait I’objet de deux articles dans des proceedings de conférence.

Le travail de modélisation de cette thése se place dans un contexte trés riche. Premiérement, des
généralisations des modéles connus sont & mentionner comme abordé dans [Gregori et al., 2004|
ou le modeéle Bisous [Stoica et al., 2005a|. Ces travaux posent un cadre trés général pour la
construction des modéles des processus ponctuels avec interactions complexes & partir de la
superposition des modeéles plus simples construits a partir de toute interaction par paires symé-
trique et réflexive. Cela permet d’étudier la connectivité des réseaux quand il s’agit des filaments
cosmiques ou des routes [Stoica, 2025, Stoica et al., 2004, Tempel et al., 2016], la caractérisation
morphologique et statistique des clusters en épidémiologie animale ou dans la distribution des ga-
laxies [Stoica, 2025, Stoica et al., 2007, Tempel et al., 2018]. Ensuite, il faut considérer le cadre
de travail présentée par les [Baddeley et al., 2013b| ou comme précédemment des superpositions
des modéles d’interactions simples sont utilisées pour construire des modéles présentant des struc-
tures complexes. Notre approche de modélisation est la suite de [Hurtado-Gil et al., 2021]. Ces
travaux ajustent des modéles des processus ponctuels inhomogénes avec interactions & des jeux
des données provenant de la cosmologie. Une des pistes lancées par les auteurs étaient 1’étude
des modéles avec interactions multiples.

Une autre motivation réside dans le fait que la superposition des modéles ne s’est effectuée que
sur des voisinages directs autour des points, induisant une forme de «compétition» entre les
interactions proposées par les différents modeéles. Pour pallier cela, nous proposons deux autres
modélisations basées sur des modélisations que nous appellerons «multi-échelle» dans la suite. Ces
modélisations reposent sur la modification de modéles introduits dans le chapitre 2 et permettent
d’éviter ce phénoméne de compétition en considérant une seule composante d’interaction (e.g.
Strauss, Area-Interaction...) pour différents voisinages pris autour des points. Les constructions
des modéles proposées dans cette thése peuvent étre vues comme une synthése des cadres de
modélisation mentionnés précédemment.

La section 3.1 introduit un modéle «multi-interaction» obtenu en superposant les modéles de
Strauss et Area-Interaction tout en prenant en compte une inhomogénéité induite par une confi-
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guration de filaments galactiques. Nous commengons par présenter les données utilisées dans
l'article [Stoica et al., 2005b|. L’extraction d’une configuration et le traitement de ces données
a l'aide du modéle Candy sont expliqués en section 3.1.1. La section 3.1.2 introduit le modéle
proposé et détaille le traitement informatique utile & sa simulation et & son inférence. Enfin, la
section 3.1.3 présente les résultats obtenus pour 'inférence menée sur ce jeu de données.

La section 3.2 présente deux modélisations obtenues en modifiant des modéles existants dans la
littérature pour obtenir des modélisations «multi-échellesy. Nous commencons par présenter les
données et introduisons le modéle que nous intitulerons «StraussCrown» qui sera utilisé pour la
modélisation présentée en 3.2.2. Ensuite, une analyse descriptive est présentée afin de déterminer
les rayons des modéles utilisés puis les résultats pour cette premiére modélisation sont donnés et
controlés par un test d’enveloppe MCMC. La section 3.2.5 présente un second modéle reposant
sur les résultats précédents puis nous présentons les résultats obtenus pour ce deuxiéme modéle.
Enfin, nous discutons des résultats et d’éventuelles perspectives.

3.1 Modélisation & interactions multiples conditionnellement a
des structures galactiques

3.1.1 Présentation, extraction et prétraitement

Ce premier jeu de données est une réalisation en 2D obtenue par simulation de données galac-
tiques : elle est constituée de 4247 galaxies réparties sur un domaine [0,128] x [0, 128]. De ce
domaine, nous avons extrait un sous-domaine W = [0, 30] x [0, 30] représenté en rouge ci-dessous.
Ce sous-domaine contient 334 points et contient plusieurs structures intéressantes & prendre en
compte pour la modélisation.

FIGURE 3.1 — Données simulées, chaque point représente une galaxie.

Ces données ont d’abord été utilisées afin de mettre en place la détection de filaments galac-
tiques par des processus ponctuels marqués a I’aide du modeéle Candy [Stoica et al., 2005b]. Une
réalisation de ce processus constitue une collection de cylindres (ici en 2D, des rectangles) re-
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présentés par des segments auxquels sont attachés des marques, décrivant les caractéristiques de
chaque rectangle. Plus précisément, les segments s’ajustent et se connectent dans les régions ou
les positions de galaxies tendent a former des structures linéiques. Plus de détails sur ce modéle
et le modeéle Bisous sont donnés dans le chapitre 3 de [Stoica, 2025]. Notre approche se base
spécifiquement sur les filaments car les travaux de |[Tempel et al., 2014] mettent en avant des
preuves statistiques sur le fait que les galaxies sont distribuées comme les perles d’un collier le
long des filaments, montrant I'importance de ces derniers dans la répartition des galaxies.

C’est avec ce modéle que les filaments ont été détectés a partir des galaxies observées de la fenétre
extraite. La figure suivante illustre plus en détail la fenétre extraite ainsi que les filaments détectés
correspondants.

(a) Galaxies extraites. (b) Filaments détectés correspondants.

FIGURE 3.2

Les critéres d’extractions, bien qu’arbitraires, sont les suivants :
— La zone contient suffisamment de points pour que les filaments détectés représentent une
part substantielle du domaine.
— Les galaxies extraites sont assez représentatives de I’agencement des galaxies & plus grande
échelle : nous observons un cluster de galaxies en haut & droite, des zones & moins forte
densité de galaxies sur le bas du domaine ainsi que des zones ot la densité est trés faible.

Nous avons choisi d’extraire un sous-domaine suffisamment «riche» pour que notre modélisa-
tion ait du sens mais également assez «petit» pour que les temps de calculs soient raisonnables.
D’autres extractions auraient pu étre effectuées en considérant ces mémes critéres.

Pour les mémes raisons de stabilité numériques expliquant 1'utilisation de 1’échelle logarithmique
pour U'inférence, les données sont remises dans le domaine W = [0, 1] x [0, 1], sans perte de généra-
lité. Cela permet également de travailler avec des échelles habituelles de distances d’interactions
(e.g pour le choix des rayons).

Désormais, plusieurs options s’offrent & nous pour déterminer la distance au plus proche filament.
Une premiére idée consiste a prendre, pour chaque point, le projeté orthogonal sur les différents
filaments puis de prendre celui réalisant le minimum de toutes ces distances. Cette solution
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peut s’avérer viable dans ce cas, ou seule une vingtaine de filaments sont considérés, mais peut
s’avérer lourd en terme d’opérations numériques. L’autre solution consiste & discrétiser le domaine
et & déterminer la distance aux filaments pour chaque point de cette discrétisation. La fonction
distmap de spatstat permet, a partir d’un processus ponctuel ou de segments (ici, les filaments),
d’obtenir cette discrétisation. La figure ci-dessous illustre les distances les plus proches entre les
points du domaine et les filaments.

0.2

0.15

0.1

0.05

FIGURE 3.3 — Plus proche distance entre les points du domaine et les filaments. Les zones en
bleu représentent les zones proches des filaments et les zones de couleurs chaudes représentent
les zones éloignées des filaments.

Cette approche permet de stocker ces distances sous forme d’une matrice et de s’y référer pour
chaque point du processus a partir de ses coordonnées. La distance au filament est alors approchée
par le point de coordonnées (i, j) le plus proche du point du processus dans le domaine.

3.1.2 Présentation du modéle

En se basant sur ces distances, le modéle obtenu en superposant des modéles existants est décrit
ci-aprés par la densité suivante :

f(X[p, s, 7a) o< exp (w(x) log p + s, (x) log(7s) + ar, (%) log(Va)) (3.1)

Nous décomposons la superposition des différents modéles en «composantes» pour faciliter la
compréhension de son introduction :

— Composante Poisson : inhomogénéité qui prend en compte d(&, F'), la distance la plus
proche entre un point £ € W et le réseau de filaments détecté. Cette distance est donc
représentée par la figure 3.3 ci-dessus. La statistique suffisante associée & cette composante
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est :
1

n(x)
w(x) = Z Ly(e,,7)<0,05(8) X —————-
2 (& F)

— Composante Strauss : le modéle de Strauss est considéré sur le r;—voisinage des points.
— Composante Area-Interaction : le modéle Area-Interaction est considéré en prenant les
boules centrées en les points de rayon 7.

Le premier terme de l'inhomogénéité assure que les points soient obligatoirement proches des
filaments. Ceci est garanti par la fonction indicatrice 14, r)<o,05(*), quoiqu'un peu «brutaly,
ce choix est & nouveau motivé par les aspects numériques de cette modélisation. Le choix de
la valeur r, = 0.05 permet de limiter les temps de calculs de la statistique du modéle Area-
Interaction. Ce choix est aussi cohérent par rapport au nombre de galaxies vérifiant cette relation
sur la configuration donnée en Figure 3.2b, 255 des 334 galaxies sont & une distance inférieure &
0.05 d’un filament. Le deuxiéme terme est quant & lui choisi décroissant en d(&;, F'), comme le
suggérent les changements de pentes de la courbe ci-dessous, obtenue en tragant le nombre de
galaxies vérifiant d(§, F') < r pour r compris entre 0 et 0.15, avec un pas de 0.005. Enfin, pour
calculer la statistique liée & la composante de Poisson, nous utilisons la discrétisation induite par
la matrice des distances donnée plus haut. Cette matrice est de taille 128 x 128, ainsi, pour un
point de coordonnées (£1,&2), nous trouvons le point associé & la matrice en prenant la partie
entiére de &1 X 128 + 1 et &y x 128 + 1.

0.00 0.05 0.10 0.15

FIGURE 3.4 — Fonction du nombre de galaxies & distance inférieure ou égale a r en fonction de
r. Les pentes entre deux rayons successifs indiquent une fonction de moins en moins croissante.

Ce choix permet alors de s’assurer que les galaxies sont distribuées proches des filaments et
qu’elles ont une tendance & favoriser la proximité avec ces derniers.

Le choix de superposition des modéles de Strauss et Area-Interaction est motivé par la détec-
tion de potentielle «sous-interactions» présentes dans le phénoméne d’agglomération autour des
filaments. Plus précisément, 'idée est de contréler le phénoméne d’agglomération & l'aide du
processus Area-Interaction et de controler la répartition de ces points a l'intérieur de ces clus-
ters & I'aide du processus de Strauss. Les valeurs estimées pour ces parameétres permettent alors
d’indiquer un potentiel phénoméne d’agglomération ou de répulsion entre les galaxies distribuées
autour des filaments. Les choix des rayons 74 et r, ne sont néanmoins pas clairs, nous avons donc
considéré 9 cas pour le couple (rs,r,) : toutes les combinaisons pour ry € {0.01,0.03,0.05} et
rqe € {0.01,0.03,0.05}. Le tableau ci-dessous donne les statistiques observées qui seront utilisées
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comme observations en utilisant ’algorithme ABC Shadow.

| rs,ma [ 0.01]0.03] 0.05 |
n(x) | 334 ] 334 | 334

se.(x) | 71 | 539 | 1268

—a,,(x) | 272 | 143 | 83

Nous exposons dans la section suivante les résultats de 1’échantillonnage de la loi a posteriort,
pour p une loi uniforme détaillée dans le tableau ci-dessous.

f(p,¥ss7alXx) o< exp (w(x) log p + s, (x) log(7vs) + ar, (%) 10g(7a)) P(P; Vss Va) (3.2)

3.1.3 Reésultats

Le tableau ci-dessous résume le réglage des parameétres pour ’algorithme ABC Shadow, pour
chaque couple de rayons (rs,r,) parmi ceux indiqués ci-dessus, I'algorithme ABC Shadow a été
initialisé avec les statistiques suffisantes du modéle observé. A a d’abord été fixé a (0.01,0.01,0.01),
nous avons rencontré le phénoméne «de bordy illustré en Figure 2.20 pour ’échantillonnage de
log(7s). Pour cette raison, le paramétre de perturbation de v est plus petit que celui des autres
parametres.

Variable Description Valeur
w Domaine de simulation [0,1] x [0,1]
Ny Nombre d’échantillons de 0 10°
Napc Nombre d’itérations proposition paramétre 100
Ny Nombre d’itérations MH 103
Db, Pd Probabilité d’ajout /retrait 0.5,0.5
0o = (P, Vso» Vao) Parameétres initiaux Aléatoire
A= (A, A, A,,) | Parameétres de perturbation des parameétres | (0.01,0.001,0.01)
[Pmin, Pmaz] Support de la loi uniforme sur p [0, 10]
[Ys,mins Vs,maz] Support de la loi uniforme sur [—10, 0]
[Ya,mins Ya,maz) Support de la loi uniforme sur -, [—10, 10]

Ainsi, pour chacun des 9 choix de couples de rayons, nous obtenons un 10°—échantillon de la
loi a posteriori des paramétres. Les figures ci-dessous illustrent cette inférence pour (rs,r,) =
(0.03,0.03) et nous résumons les résultats sous la forme de box-plot pour différentes valeurs de r
et d’'un tableau avec I'erreur MCMC de chaque paramétre estimé obtenue pour 10% simulations
A partir des paramétres estimés.
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Histogram for log(tho) Histogram for log(gamma_s) Histogram for log(gamma_a)
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log(tho) log(gamma_s) log(gamma_a)

FIGURE 3.5 — Histogrammes de la distribution a posteriori des marginales de log(p) (gauche),
log(7s) (milieu) et log(,) (droite) pour (rs,7,) = (0.01,0.03). En rouge 'estimation de la densité
obtenue par la fonction density de R et en orange le mode de I’histogramme.

Pour (rg,7,) = (0.01,0.03), le paramétre estimé pour log s est trés proche de 0, indiquant que le
phénomeéne de répulsion est probablement négligeable entre les galaxies autour des filaments. Ce
phénoméne se répéte pour tous les choix de couples de rayons comme l'indiquent les box-plots
qui suivent, a l’exception de (rg,r,) = (0.01,0.01).

Posterior de log (rho) Posterior de log (gamma_s) Posterior de log (gamma_a)

= =

S : R

i . ] —

T T T T T T T T T
001 003 005 001 003 005 001 003 005

FIGURE 3.6 — Box-plot de la distribution a posteriori des marginales de log(p) (gauche), log(~s)
(milieu) et log(vy,) (droite) pour rs = 0.01 en fonction de r,. Pour chaque triplet de box-plots :
re = 0.01 (gauche), r, = 0.03 (milieu) et r, = 0.05 (droite).

Posterior de log (rho) Posterior de log (gamma_s) Posterior de log (gamma_a)

: = =a

FIGURE 3.7 — Box-plot de la distribution a posteriori des marginales de log(p) (gauche), log(~s)
(milieu) et log(vy,) (droite) pour rs = 0.03 en fonction de r,. Pour chaque triplet de box-plots :
ro = 0.01 (gauche), r, = 0.03 (milieu) et r, = 0.05 (droite).
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Posterior de log (ho) Posterior de log (gamma_s) Posterior de log (gamma_a)
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FIGURE 3.8 — Box-plot de la distribution a posteriori des marginales de log(p) (gauche), log(vs)
(milieu) et log(~y,) (droite) pour rs = 0.05 en fonction de r,. Pour chaque triplet de box-plots :
re = 0.01 (gauche), r, = 0.03 (milieu) et r, = 0.05 (droite).

Le tableau suivant présente les valeurs obtenues en prenant le mode des histogrammes des lois
marginales des paramétres. La loi a priori étant la loi uniforme, 1’échantillon obtenu pour la loi
a posteriori f(6]x) est un échantillon de la vraisemblance restreinte au support de la loi uni-
forme. Pour cette raison, nous considérons donc que le maximum a posteriori (MAP) correspond
au maximum de vraisemblance et que ’échantillon obtenu permet d’approcher ce MAP. Nous
pouvons alors obtenir les erreurs asymptotiques standard (la différence entre le maximum de
vraisemblance et le vrai paramétre) et MCMC (la différence entre ’approximation du maximum
de vraisemblance et le maximum de vraisemblance) comme présenté en section 2.3.5.2. Nous
avons choisi de mettre ici les erreurs MCMC pour s’assurer que la convergence vers le maximum
de vraisemblance est bonne.

Rayons Estimations de log(p), log(vs) et log(ya)

(rora) | Toz(p) log(3) log(%)
(0.01,0.01) | 8.98 +0.0246 | —0.5500 + 0.0166 | 2.52 £+ 0.0292
(0.01,0.03) | 7.10 +0.0086 | —0.0020 +0.0132 | 1.35 4 0.0324
(0.01,0.05) | 6.74 £0.0082 | —0.0015 4+ 0.0175 | —1.26 + 0.0876
(0.03,0.01) | 8.18 +0.0244 | —0.0005 +0.0036 | 1.82 4 0.0263
(0.03,0.03) | 6.99 +0.0222 | —0.0005 + 0.0066 | 1.17 +0.0433
(0.03,0.05) | 6.71 +0.0144 | —0.0005 + 0.0058 | —1.14 +0.0914
(0.01,0.05) | 8.19 £0.0192 | —0.0005 4+ 0.0016 | 1.70 £ 0.0208
(0.03,0.05) | 7.10 +0.0237 | —0.0005 +0.0029 | 1.40 £ 0.0429
(0.05,0.05) | 6.73 £0.0218 | —0.0005 4+ 0.0040 | —1.42 +0.1048

TABLE 3.1 — Estimations des paramétres pour différentes valeurs du couple (rg,7,) et leurs
erreurs asymptotiques MCMC.

Nous contrélons l'inférence ainsi menée a travers des tests d’enveloppes MCMC en utilisant
la méthodologie expliquée en Exemple 2.3.1. Ici, nous illustrons le controle de I'inférence pour
(rs,mq) = (0.01,0.03) via les enveloppes «pointwise» pour les fonctions F,G, K, g a l'aide de
1000 simulations. Hy est ici prise comme : "La configuration de points observée suit le modéle
considéré de paramétre (log p, logvs,logv,) = (7.10,—0.002,1.35)". Les autres choix de (rs,7q)
montrent des résultats similaires. Les enveloppes ont été tracées & I'aide des versions inhomogénes
des fonctions F, G, K et g de spatstat et les simulations menées & ’aide de la librairie DRLib.
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FIGURE 3.9 — Enveloppes MCMC pour les fonctions K (haut gauche), G (haut droite), F' (bas
gauche) et g (bas droite). Les courbes rouges correspondent a la moyenne des simulations, les
courbes noires correspondent & l’estimation des fonctions sur les données observées, I'enveloppe
MCMC apparait en gris.

L’estimation semble plutot correcte en regardant les fonctions F' et G. Pour les fonctions K et g,
il arrive que la courbe noire soit légérement en dehors de I’enveloppe, indiquant de légers défauts
dans 'ajustement du modéle.
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3.2 Modélisations multi-échelle avec interactions d’un grand jeu
de données

3.2.1 Contexte, présentation et extraction des données

Par rapport aux travaux que nous venons de présenter, plusieurs aspects peuvent étre pris en
compte pour «aller plus loin» dans la modélisation. Le modéle, basé sur la détection des fila-
ments, ne permet pas de modéliser correctement des zones a faible densité la o les filaments sont
absents. De plus, le modéle considéré, bien qu’ajustant les données correctement, ne donne pas
une interprétation claire quant aux résultats obtenus par rapport aux rayons choisis et ne permet
pas de détecter un phénomeéne de répulsion entre les galaxies, pourtant observé par les astrophy-
siciens. C’est en essayant de prendre en compte ces remarques que nous proposons un deuxiéme
modéle présenté dans cette partie 3.2. Cette modélisation est un premier pas vers I'analyse de
données massives et constitue une étude du comportement spatial des interactions entre galaxies
a travers l'espace. Nous introduisons dans la section suivante un modéle & interactions multiples
qui considére plusieurs échelles d’interactions.

Le jeu de données considéré est ici sensiblement plus grand que le précédent, il représente une
configuration 2D de 36047 galaxies extrait d’un catalogue de données réelles de galaxies 3D utilisé
dans les articles [Stoica et al., 2015, Stoica et al., 2017].

F1GURE 3.10 — Catalogue de position des galaxies et configurations extraites.

A premiére vue, ces données exhibent le comportement observé par les astrophysiciens : de
grandes zones de «quasi» vide cosmique (& lexception de quelques galaxies présentes) et des
zones & trés fortes concentrations de galaxies. Notre modéle cherche & modéliser ce phénoméne.
Pour les mémes raisons que précédemment, nous nous restreignons & des extractions locales de
ce jeu de données. Cette fois-ci, nous considérons plusieurs sous-domaines et non un seul afin de
montrer que le modéle proposé est plus flexible que le précédent. Les extractions sont illustrées
par les carrés rouges sur la figure ci-dessous. Le critére pour garder ces configurations extraites de
maniére aléatoires dans le catalogue est de contenir une ou plusieurs zones a trés fortes densités
de galaxies. Les configurations sont présentées ci-aprés :
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
(8) (h) (i)

FI1GURE 3.11 — Configurations extraites.

L’analyse descriptive de ces configurations est illustrée dans la suite & travers I’analyse détaillée
de la configuration 3.11i ci-dessus. Nous présentons d’abord une premiére pierre a 1’édifice de la
construction du modéle afin d’obtenir le comportement observé, nous avons appelé ce modéle le
modéle «StraussCrowny.
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3.2.2 Une modélisation basée sur le modéle «StraussCrown»

Motivée par l'idée de devoir introduire un phénoméne d’agglomération dans un voisinage proche
des points et de répulsion dans un voisinage plus éloigné, une légére modification du modéle de
Strauss permet d’aboutir & un modéle répulsif entre les points qui sont situé dans un voisinage
en couronne autour des points. Ce modéle s’obtient simplement en modifiant la statistique du
modéle de Strauss. Le nombre de r—voisins devient le nombre de voisins d’un point dans une
couronne centrée en ce point. La densité de ce modéle par rapport au processus standard est
donnée par

f(x[p,7se) = exp(n(x)log p + sp, ry (%) log Vsc),
avec sy r,(X) = % DOEEDY 1[r1,rz](d(§a77))-
§exnex nFAL
La stabilité locale et le caractére Markovien du modéle découlent directement de ceux du modéle
de Strauss. De plus, si nous fixons 71 = 0, le modéle est un modéle de Strauss de rayon 7s.
Nous illustrons le comportement de ce modéle & ’aide de trois configurations, obtenues pour
(r1,m2) = (0.05,0.10) et différents choix de paramétres.

(a) vse = 0.75 (b) vs¢ = 0.2 (¢) vse = 0.05

FIGURE 3.12 — Réalisations du modéle StraussCrown pour différentes valeurs de 5. ; p = 300 et
(r1,72) = (0.05,0.10) dans W = [0, 1] x [0, 1].

Le modéle, lorsque 7, est trés proche de 0 semble correctement inhiber le voisinage en couronne
considéré. Le voisinage en cercle autour des points semble ne pas étre affecté par la répulsion.
Nous observons quelques paires/triplets de points trés proches les uns des autres et montrent
qu’a faibles portées les points peuvent se rapprocher. Néanmoins, ce modéle seul ne parvient pas
a modéliser des grands amas de points comme ceux observés dans les données cosmologiques, ou
la concentration en galaxie est beaucoup plus forte. Le modéle que nous allons introduire dans
la prochaine section permet de modéliser ces phénoménes.

En combinant I'idée de superposition et le comportement de répulsion du modéle StraussCrown,
nous introduisons un nouveau modéle permettant ’agglomération a petite échelle et la répulsion
a grande échelle. La densité non normalisée du modéle est donnée par :

f(X‘p, Vscls Vsc2s ’Ya) X exp(n(x) log(p) + Srirg (X) IOg(W/scl) + Srorg (X) 10g(’7502) + ar, (X) log(’Ya))

ol n(x) et a,, (x) sont les statistiques du processus de Poisson et Area-Interaction respectivement.
Les statistiques sy, », (resp. Sy, r,) représentent le nombre de paires de points dans une couronne
de rayons 7 et ro (resp. ro et r3) autour des points. Le voisinage d’un point est résumé dans le
schéma suivant :
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0 r1 r9 r3 r
Area-Interaction StraussCrown StraussCrown No Interaction
Repulsion or Repulsion Repulsion
Clustering

FI1GURE 3.13 — Différentes interactions autour des points en fonction du rayon.

Entre les distances 0 et r1, le modéle se comporte comme un modéle Area-Interaction, permettant
la répulsion ou 'agglomération. Ensuite, entre les distances ry et r3, le modéle agit comme le mo-
dele de Strauss, permettant la répulsion entre les points. Cependant, la répulsion peut avoir deux
échelles différentes, une répulsion a petite échelle dans |rq, 73] et une répulsion a grande échelle
dans |rg, r3]. Il peut aussi ne pas y avoir d’interaction entre les points aprés r1, c’est-a-dire que les
paramétres liés aux composantes Strauss peuvent étre fixés a 0. La figure 3.15 présente quelques
configurations simulées du modéle pour différentes valeurs de parameétres. Une grande variété
de comportements différents peut étre construite en modifiant les valeurs des paramétres. Les
paramétres ys.1 et Yse2 pénalisent les configurations de points avec des paires de points situés res-
pectivement dans les couronnes définies par (r1,72) et (r2,r3). Le paramétre p controle le nombre
de points du modéle. Le parameétre 7, controle la surface occupée par les disques de rayons ry
et centrés autour de chaque point. Les différents rayons choisis jouent également un role trés im-
portants, ils permettent d’influencer la taille des clusters formés et leurs concentrations en points.

Les configurations ci-dessous illustrent des comportements différents qu’il est possible d’obtenir
a 'aide de valeurs spécifiques des paramétres. La configuration (a) en haut a gauche est obtenue
en forgant les points & occuper le plus de surface possible (r; = 0.01, 7, = 0.005, v5c1 = 1) tout
en pénalisant la présence des points autours des clusters (vsc2 = 0.05 et (r2,73) = (0.10,0.15).
D’autres configurations traduisant davantage la répartition des galaxies dans des zones & faibles
densités peuvent étre obtenues comme l'illustrent les figures (b), (c) et (d). Ce modéle semble
alors prometteur pour modéliser des données cosmologiques.
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FIGURE 3.15 — Configurations simulées.

3.2.3 Analyse descriptive des données extraites, choix des rayons

Dans cette section, les statistiques suffisantes du modéle StraussCrown Area-Interaction pour
la configuration 3.11i ci-dessus sont comparées aux statistiques correspondantes calculées pour
plusieurs réalisations du processus de Poisson avec le méme nombre de points. Différentes valeurs
de 71 sont prises en compte pour mieux comprendre le comportement & petite échelle de la
configuration observée. Les choix de ro et r3 sont expliqués dans la suite.

3.2.3.1 Comparaison des statistiques suffisantes

Dans le tableau 3.2, nous voyons que les statistiques suffisantes pour le modéle sélectionné sont
toujours inférieures a celles du modéle de Poisson. Autour d’un point choisi au hasard, cela
indique une tendance & la répulsion entre ro et r3. Pour chaque r1 choisi, la statistique d’Area-
Interaction est toujours plus grande pour le modéle sélectionné par rapport au modéle de Poisson,
ce qui est cohérent avec 'agglomération. Cependant, lorsque ry = ro, la différence entre les deux
statistiques est trés faible, ce qui suggére de choisir une valeur ri différente de ro afin que les
statistiques ne soient pas trop proches d’un processus de Poisson. Enfin, les points ont tendance
& occuper une plus grande surface pour le modéle de Poisson que dans le modéle sélectionné.
Ce tableau indique qu’une modélisation par un simple processus de Poisson inhomogéne est
inadéquat, nous allons ainsi introduire notre modéle en tenant compte de ces comparaisons.
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TABLE 3.2 — Comparaison des statistiques suffisantes entre des configurations Poissoniennes et

la configuration 3.11i

Statistique suffisante Configuration 3.11i | Moyenne Poisson
n(x) 127 127

Spyra(x) for (re,m3) = (0.13,0.15) 90 117.9
Sp1,mo (%) for (r1,72) = (0.01,0.13) 457 383.6
Sy (%) for (r1,72) = (0.02,0.13) 422 376.1
Sy, (%) for (r1,72) = (0.03,0.13) 390 363.3
Sy, (%) for (r1,72) = (0.05,0.13) 331 324.65
Sy, (%) for (r1,72) = (0.065,0.13) 278 281.6
ar, (x) for rp = 0.01 -106.47 -122.88
ar, (x) for r = 0.02 -93.34 -115.30
ar, (x) for r = 0.03 -82.25 -104.41
ar, (x) for r1 = 0.05 -60.46 -78.60
ar, (x) for 1y =rg/2 -46.76 -60.06
ar, (x) for r = ro -17.26 -18.69

3.2.3.2 Statistiques descriptives spatiales

Pair correlation function estimate

a(r)
2
Il
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(a) Fonction g pour la configuration ob-
servée 3.11i

Nearest neighbor function estimate

0.6

G(r)

0.2
I

0.0

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

(b) Fonction G pour la configuration ob-
servée 3.111

FIGURE 3.16 — Fonctions g et G pour la configuration observée Figure 3.11i

Nous pouvons voir dans la figure 3.16a que le pattern est attractif jusqu’a » = 0.10. En effet,
la fonction g pour les données (ligne noire continue) est supérieure a la courbe théorique du
cas CSR. (ligne rouge). De plus, nous observons une tendance a la répulsion entre r = 0.13 et
r = 0.15 (la courbe estimée est inférieure a la courbe théorique). La courbe estimée pour G des
données en figure 3.16b montre également une tendance & 'attraction a courte portée pour les

rayons proches de 0.

La fonction de corrélation par paires peut étre utilisée pour essayer de trouver des valeurs appro-
priées pour ro et 13 : ces deux rayons représentent les valeurs ou la fonction g cesse de diminuer
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(en r9) et commence & augmenter (en r3). Cependant, le choix de r est plus difficile, car la taille
des clusters et le nombre de points a l'intérieur ne sont pas les mémes pour tous. Pour cette
raison, nous envisagerons différents choix pour r; lors de I'inférence.

3.2.4 Application aux données

Pour chaque configuration extraite et pour chaque 1 parmi {0.01, 0.02, 0.03, 0.05, r2/2}, Ialgo-
rithme ABC Shadow a été initialisé avec les statistiques suffisantes calculées & partir du pattern
observé. Cette procédure conduit a 5 ensembles différents de rayons (71,72, 73) pour chaque ex-
traction, ce qui donne 45 estimations de parameétres. La densité a priori p(f) a été choisie comme
étant la distribution uniforme sur lintervalle [0,50] x [—50,0] x [~50,0] x [—50,50]. A chaque
étape, le motif auxiliaire a été généré avec 500 itérations de I'algorithme de Metropolis-Hastings.
Le paramétre de perturbation A a été fixé a (0.01,0.0025, 0.0025,0.01) pour les quatre paramétres
P, Vsels Vsc2 €t Yq. Le choix de 0.0025 pour les deux composantes «StraussCrown» est encore fait
de maniére a éviter certaines erreurs d’estimation lorsque les estimations des paramétres ~ys.1 et
~Ysc2 sont trop proches de 0. Ces données sont résumées dans le tableau ci-dessous :

Variable Description Valeur
w Domaine de simulation [0,1] x [0,1]
Ny Nombre d’échantillons de 6 106

Napo Nombre d’itérations proposition paramétre 100

Ny Nombre d’itérations MH 500

Dby Pd Probabilité d’ajout /retrait 0.5,0.5
0o Parameétres initiaux Aléatoire

A= (A, A) Parameétres de perturbation des paramétres (0.01,0.01)
A= (A,,.,A,.,) | Paramétres de perturbation des paramétres | (0.0025,0.0025)

[Pmin, Pmaz] Support de la loi uniforme sur p [0, 10]
[Ysel,mins Vscl,maz) Support de la loi uniforme sur 7. [—50, 0]
[Ysc2,mins Vsc2,maz) Support de la loi uniforme sur g2 [—50, 0]

[Ya,min, Ya,maz] Support de la loi uniforme sur ~, [—50, 50]

Dans 27 des 45 cas, la deuxiéme composante StraussCrown a été estimée comme étant différente
de zéro. Tout d’abord, nous résumons les résultats en utilisant les cinq valeurs différentes de 7
ainsi que les erreurs standard asymptotiques dans le tableau 3.3 pour les données de la figure
3.11i. Ensuite, nous présentons les histogrammes et les box-plots pour les paramétres estimés,
ainsi qu’un modéle simulé avec les paramétres estimés. Enfin, nous discutons de la qualité de
I’ajustement du modéle en nous appuyant sur des tests d’enveloppe MCMC réalisés avec les
fonctions G et g.
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TABLE 3.3 — Parameétres estimés et erreurs standard associées

Rayon Estimations de log(p), log(vsc1), log(Vsc2) et log(vq)
(r1,72,73) log(p) 10g(Yse1) log(Vsc2) 10g(7a)
(0.01,0.13,0.15) | 48 +1.26 | —0.05+0.33 | —0.05+0.75 | 44 +1.28
(0.02,0.13,0.15) | 8.8+0.20 | —0.02 £0.014 | —0.15+0.04 | 4.5 £0.25
(0.03,0.13,0.15) | 7.4+0.19 | —0.02+£0.017 | —0.1+0.05 | 3.54+0.27
(0.05,0.13,0.15) | 6.6 £0.20 | —0.02+0.02 | —0.15+0.05 | 3+0.40
(0.065,0.13,0.15) | 6.44+0.21 | —0.124+0.05 | —0.154+0.09 | 4+0.48

A D'exception du cas 71 = 0.01, les erreurs asymptotiques sont plutot faibles, ce qui indique une
estimation assez bonne. Pour r dans {0.02,0.03,0.05}, la premiére composante de «Strauss-
Crown» est trés proche de zéro, ce qui est cohérent avec la fonction de corrélation par paires
pour ce pattern. En revanche, pour r; supérieur & 0.02, nous observons un comportement ré-
pulsif d’une couronne de rayons ry = 0.13 et r3 = 0.15 autour des points. A 'exception du cas
r1 = 0.01, les valeurs estimées de 7, semblent assez proches les unes des autres, ce qui indique
un comportement assez similaire pour chaque r; considéré. Les histogrammes et les box-plots
ci-dessous décrivent ’échantillon de paramétres obtenu par 'algorithme ABC Shadow.

mode mode
—— estimation de la densité —— estimation de la densité

log(tho) log(gamma_sc1)

(a) Histogramme de log(p) (b) Histogramme de log(vse, )

mode mode
—— estimation de la densité —— estimation de la densité

-06 -05 -0.4 -03 -02 -0.1 0.0 0 2 4 6 8

log(gamma_sc2) log(gamma_a)

(c) Histogramme de log(vse,) (d) Histogramme de log(~,)
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FIGURE 3.18 — Histogrammes et Box-plots pour lestimation réalisée avec (ri,re,r3) =

(0.02,0.13,0.15)

Les figures ci-dessous montrent une simulation obtenue pour (log(p), log(7Vsc1 ), log(vse2),10g(v4)) =

(8.8,—0.02,—0.15,4.5) (gauche) et le pattern extrait 3.11i. (droite)
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FIGURE 3.19 - configuration simulée (gauche) et configuration observée 3.11i (droite)

A premiére vue, la taille des clusters et les zones vides semblent assez similaires dans les deux
configurations. Dans la section suivante, nous présentons une comparaison plus détaillée entre
200 configurations simulées et la configuration extraite ci-dessus & ’aide de tests d’enveloppe
MCMC pour les fonctions g et G.

Les enveloppes MCMC suivantes (en gris) ont été obtenues en tragant les fonctions G (3.20a) et g
(3.20b) pour 200 configurations simulées avec les parameétres (log(p), log(7sc1), log(Vse2), log(Va)) =
(8.8,—0.02, —0.15,4.5). La courbe rouge représente les fonctions G ou g estimées a partir du pat-
tern observé 3.11i. Enfin, la courbe verte représente les fonctions théoriques de Poisson pour G

et g.
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A gauche de la figure 3.20a, nous observons que les modéles simulés sont attractifs jusqu’a r =
0.05. Cependant, la fonction G du modéle observé se trouve légérement en dehors de ’enveloppe
créée par les simulations pour les petites valeurs de r, méme si elle reste trés proche de celle-ci.
Cela indique un éventuel décalage entre le modéle et le modeéle & tres petite échelle. Dans la
figure 3.20b, nous observons que la fonction g du pattern observé se trouve toujours a l'intérieur
de I’enveloppe MCMC. Cela indique que notre modéle correspond aux caractéristiques de la
fonction de corrélation par paires de I'observation.

1.0

-- G_pois w \ “TT g_pois
envelope enveloppe MCMC
—— G_data —— g_data

0.6
I
9(r)
2
I

G

0.4

0.2

0.0

0.00 0.05 0.10 0.15 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

r r

(a) Enveloppe MCMC pour G (b) Enveloppe MCMC pour g

FIGURE 3.20 — Enveloppes MCMC pour les fonction G (gauche) et g (droite)

3.2.5 Une modélisation basée sur le modéle «GeyerCrown»

Ce modéle est un second modéle basé sur cette premiére modélisation. Aprés avoir implémenté
le modéle de saturation de Geyer dans la librairie DRLib, il était aisé de 'adapter en créant,
tout comme le modéle «StraussCrowny, un modéle «GeyerCrowny». A nouveau, la stabilité et le
caractére markovien du modéle découlent de celles du modéle de saturation de Geyer. La statis-
tique de ce modéle est calculée sur une couronne de rayons ry et ro autour des points. L’avantage
du modéle de saturation de Geyer, c’est qu’il est défini & la fois pour de la répulsion et de I’ag-
glomération. Nous avons choisi de retraiter les mémes données avec les rayons retenus mais en
utilisant cette fois-ci uniquement le modéle de saturation de Geyer et sa variante «GeyerCrowny.
La densité du modéle est la suivante :

f(X’pa 7g177927’7g3) X exp TL(X) IOg(p) =+ Z min(soﬂ’l (5)7 31) 1082(7;;1)
fex

+ Z min(sm,m (5)7 32) 10g(792) + Z min(smﬂ’a (€), s3) 10g('793)) (3'3)

§EX ex

Ce modeéle offre plus de flexibilité par rapport au modéle introduit précédemment mais il demande
également un réglage plus fin : les seuils de saturations sont a fixer pour chaque composante,
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choix non évident, méme aprés une analyse descriptive des données. Nous illustrons & nouveau
les comportements possibles de ce modéle a travers 4 réalisations obtenues en fixant tous les
seuils de saturation s, so et s3 & 4.5.
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(¢) Configuration simulée pour 1 = 0.05; ro =
0.10; r3 = 0.15; p = 300 : 74, = 1.35; 7y,
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(b) Configuration simulée pour r; = 0.03; 73 =
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FI1GURE 3.21 — Configurations simulées.

(d) Configuration simulée pour 1 = 0.05; ro =
0.08; 73 = 0.10; p = 300; 74, = 1.227 7y,
Ygs = 0.05

=1;

La réalisation en haut & gauche ressemble trés fortement a celle obtenue en 3.14a et illustre bien
la possibilité d’obtenir des configurations trés agglomérées. La réalisation en haut a droite illustre
que le «remplissage» de ces clusters peut étre contrélé en réglant le premier rayon et en prenant
le parameétre 74, proche de 0. La réalisation en bas a gauche montre que la taille de ces clusters
peut étre ajustée en jouant sur la force d’agglomération, ~,, est pris légérement plus petit que
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pour la configuration 3.21a et 7,4, < 1 pour obtenir de la répulsion deés ro = 0.10 autour des
points. Enfin, la derniére réalisation montre qu’il est possible «d’assouplir» le clustering obtenu
par rapport a la figure 3.21c.

L’analyse descriptive menée précédemment est réutilisée dans la suite pour effectuer 'inférence
a partir de ce nouveau modéle. Nous présentons les résultats pour la méme configuration étudiée
plus haut.

3.2.6 Application aux données

Les paramétrages de l'algorithme ABC Shadow sont expliqués & nouveau par le tableau ci-
dessous. Les seuils de saturations n’étant pas directement interprétables en termes de données
réelles, plusieurs réglages pour différentes valeurs ont été menés. Nous présentons l'inférence pour
les mémes choix de rayons que précédemment et pour s; = so = s3 = 4.5.

Variable Description Valeur
w Domaine de simulation [0,1] x [0, 1]
Ny Nombre d’échantillons de 6 10°
Napc Nombre d’itérations proposition paramétre 100
Nuu Nombre d’itérations MH 10°
Dby Pd Probabilité d’ajout /retrait 0.5,0.5
0o Parameétres initiaux Aléatoire
A= (A A, ) | Paramétres de perturbation des parametres | (0.001,0.001)
A =(A,,,:A,,,) | Parametres de perturbation des paramétres | (0.001,0.001)
[Pmin, Pmaz] Support de la loi uniforme sur p [0, 10]
[Yg: ;mins Ysgs,maz] Support de la loi uniforme sur -y, [—5,2]

Le modéle de saturation de Geyer étant sensible aux perturbations des paramétres (les statis-
tiques varient beaucoup d’un paramétre & un autre, méme «prochesy ), le choix des paramétres
de perturbation est choisi & 0.001. Aucun phénoméne de bord n’ayant été rencontré, le choix
initial de prendre les lois uniformes décrites ci-dessus est resté le méme et n’a pas di étre
adapté au cours de l'inférence. Le tableau ci-dessous résume l'inférence menée pour tous les
rayons et nous illustrons & nouveau par des histogrammes et des box-plots celle menée pour
(r1,7m9,73) = (0.02,0.13,0.15).

TABLE 3.4 — Paramétres estimés et erreurs standard associées

Rayon Estimations de log(p), log(vg, ), log(vg,) et log(7g,)
(r1,72,73) log(p) log(7g,) log(7g,) log(7g5)
(0.01,0.13,0.15) | 4.05+0.62 | 0.75+£0.05 | 0.175+0.11 | —0.09 +0.05
(0.02,0.13,0.15) | 3.65+0.51 | 0.55+£0.06 | 0.175+0.09 | —0.07 +0.05
( )
( )

0.03,0.13,0.15) | 3.85£0.61 | 0.425£0.03 | 0.175£0.11 | —0.07 £ 0.03
0.05,0.13,0.15) | 4.056£0.38 | 0.275£0.04 | 0.075£0.06 | —0.09 £ 0.04
(0.065,0.13,0.15) | 4.054+0.30 | 0.270 £ 0.05 | 0.010 £0.04 | —0.11 £ 0.05

Cette fois-ci, 'inférence pour le rayon r; = 0.01 reste proche des autres estimations et nous
n’observons pas de phénomeéne d’explosion comme précédemment oul les estimations pour log(p)
et log(v,) étaient trés élevées. Les erreurs asymptotiques pour logp sont plutot grandes mais
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celles pour les log g, sont trés faibles. Ces résultats indiquent bien une tendance & la répulsion
entre les rayons 9 = 0.13 et r3 = 0.15 et le phénoméne d’agglomération & petite échelle s’exprime
bien par l’estimation de log,, supérieur a 0 dans les 5 cas considérés. Ces résultats vont dans le
sens de ceux trouvés précédemment résumés dans le tableau 3.3. Néanmoins, nous remarquons
que I'estimation pour la deuxiéme composante de GeyerCrown, associée a log(vg, ), est cohérente
avec de l'attraction entre les points. Précédemment, cette échelle (entre 71 et r3) était associée
a la premiére composante de StraussCrown qui était alors estimée trés proche de 0 (log(vse1)-
Il est donc possible qu'un phénomeéne d’attraction, bien que faible, soit finalement présent sur
cette échelle.

s 4 mode: w mode
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FIGURE 3.23 — Histogrammes et Box-plots pour lestimation réalisée avec (ri,re,73) =

(0.02,0.13,0.15)

Les figures ci-dessous montrent une simulation obtenue pour (log(p),log(vy, ), 10g(7vg,),10g(7gs)) =
(3.65,0.55,0.175, —0.07) (gauche) et le pattern extrait 3.11i. (droite)
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FIGURE 3.24 — Configuration simulée (gauche) et configuration observée 3.11i (droite)

A nouveau, la taille des clusters et les zones vides semblent assez similaires dans les deux confi-
gurations, cette fois-ci, moins de petits clusters s’observent dans la configuration simulée et
I’espacement entre les galaxies semble étre respecté sur cette configuration. Pour controler cela,
nous présentons comme précédemment une comparaison plus détaillée entre 200 configurations
simulées et la configuration extraite ci-dessus & ’aide de tests d’enveloppe MCMC pour les fonc-
tions g et G.

Les enveloppes MCMC suivantes (en gris) ont été obtenues en tracant les fonctions G (3.25a) et g
(3.25b) pour 200 configurations simulées avec les paramétres (log(p), log(7g, ), 10g(7g, ), 10g(7gs)) =
(3.65,0.55,0.175, —0.07). La courbe rouge représente les fonctions G et g estimées a partir du
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pattern observé 3.11i. Enfin, la courbe verte représente les fonctions théoriques de Poisson pour
Getg.

Similairement & ce qui est observé pour les premiers tests d’enveloppes MCMC, a gauche de la
figure 3.25a, nous observons que les modéles simulés sont attractifs jusqu’a r = 0.05. Cependant,
la fonction G du modéle observé se trouve légérement en dehors de l'enveloppe créée par les
simulations pour les petites valeurs de r, méme si elle reste trés proche de celle-ci. Cela indique
un éventuel décalage entre le modéle et le modéle a trés petite échelle. Dans la figure 3.25b, nous
observons également ce phénomeéne pour des rayons jusqu’a r = 0.04, bien que la fonction g soit
davantage adaptée a I’analyse du comportement pour des rayons plus grands, cela indique tout
de méme un potentiel souci d’ajustement & trés petite échelle autour des points. Néanmoins,
dans les deux cas ci-dessous, la courbe estimée pour les données se trouve bien dans I’enveloppe
pour des rayons plus grands.

1.0

-- G_pois © 4 ---- g_pois
enveloppe MCMC enveloppe MCMC
— G_data — g_data

0.8
1

0.6

[0)
q(n
3
Il
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(a) Enveloppe MCMC pour G (b) Enveloppe MCMC pour g

FIGURE 3.25 — Enveloppes MCMC pour les fonctions G (gauche) et g (droite)
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Contexte et hypothéses

Comme nous 'avons présenté dans ’état de 'art, I’émergence des données incomplétes est fré-
quente en statistique et plusieurs mécanismes de données manquantes sont généralement consi-
dérés dans la littérature pour les données spatialisées. Cette étude se focalise sur le mécanisme de
censure ot seule une sous-partie Wy du domaine complet W est observée. Dans cette situation,
la vraisemblance du processus ponctuel considéré ne peut étre déterminée & ’aide des observa-
tions disponibles. Une solution est d’utiliser des données simulées produites via des procédures
de Markov Chain Monte Carlo (MCMC) dans la région Wx, oi aucune observation directe
n’est disponible. Cette opération augmente le cotlit de calcul général, tandis que la convexité
de la vraisemblance ne peut étre garantie. Dans le contexte des données cosmologiques, la po-
sition des galaxies est observée dans I’Univers mais certaines régions sont obstruées en raison
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de corps célestes ou a cause de la luminosité de certaines galaxies. Ainsi le cadre ou le domaine
W = Wy UWx est divisé en une zone observée Wy et une zone non-observée W est adéquat a ce
type de données partiellement observées. Les algorithmes de type EM sont principalement utilisés
pour effectuer I'inférence paramétrique pour ce type de données, nous proposons une méthodo-
logie adaptée au contexte Bayésien pour 1’échantillonnage a posterior: en données incomplétes.
Dans la suite, nous proposons une nouvelle méthode ot le domaine complet est considéré rec-
tangulaire et le domaine Wx est pris comme une section de ce rectangle comme l'illustre la
figure ci-dessous. Cela permet de limiter la zone d’interaction entre la zone Wx et Wy lors de
la simulation conditionnelle. La surface de cette zone est prise plus petite que la zone observée
pour permettre aux statistiques observées d’étre «proches» des statistiques non-observées. Cette
décision ne change pas la généralité des développements proposés dans la suite, elle rend la mise
en ceuvre et le controle des programmes plus aisés.

° ° ° Wy
° o
° o
e %o ®e W
et L.
. ?
. .
.
. o, .,
.

FIGURE 4.1 — Schéma du probléme des données manquantes.

Ce chapitre est structuré de la maniére suivante : nous rappelons d’abord plusieurs approches et
illustrons les limites d’une tentative «naive» basée sur la vraisemblance en données incomplétes.
Nous introduisons ensuite deux lois a posteriori a échantillonner pour effectuer 'inférence en
données incomplétes et proposons une construction, similaire & celle présentée dans la section
2.3.5 pour l'algorithme ABC Shadow, pour échantillonner les lois introduites. Nous proposons
plusieurs algorithmes en pseudo-code pour échantillonner cette loi et dérivons, & partir de ces
derniers, des stratégies numériques. Enfin, une étude par simulation illustre ces stratégies numé-
riques en considérant le modéle de Strauss pour différentes valeurs du paramétre et différentes
configurations d’observations.

4.1 Position du probléme

Dans ce chapitre, nous reprenons les notations présentées en partie 2.3.2. Pour § € O, notons
f(+,-]0) la loi jointe des données complétes (x,y). Nous supposons ici que y € Wy est observé et
que x € Wx est une configuration cachée. La densité de la loi jointe des configurations sur Wy
et sur Wx est donnée par

_exp(t(xUy)|0)
f(x,yl0) = —z0)

avec Z(0) = [[ exp(t(xUy)|0)pwy (dx)pwy (dy) la constante de normalisation, pyy,, et pwy les
restrictions de la mesure de référence Poissonienne a Wy et Wx.
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La difficulté apparait lorsque nous considérons la vraisemblance. Etant donné que x n’est pas
observée, une intégrale sur toutes les configurations possibles dans la fenétre Wx apparait au
numérateur de cette derniére :

L(9) = J exp(t(x UZ}E;‘)HMWX(dX).

Comme nous l'avons vu en partie 2.3.2, l'approche proposée par [Gelfand and Carlin, 1993,
Geyer, 1999| offre une solution pour trouver le maximum de vraisemblance en considérant le
ratio des log-vraisemblances a partir d'un paramétre auxiliaire. Dans le cas des données incom-
plétes, le paramétre auxiliaire est utilisé pour simuler & la fois des réalisations de la loi jointe et de
la loi conditionnelle des données incomplétes sachant les observations. La qualité de ’estimation
dépend grandement du choix du paramétre auxiliaire et de sa proximité avec le vrai paramétre 6.

Motivée par I'adaptation de la méthode ABC Shadow au cadre des données incomplétes, notre
approche se base donc a nouveau sur 1’échantillonnage de la loi a posterior: des paramétres :

L(txUy)]0)
Foly) = [y ) ?fy))

Les approches proposées par les algorithmes basés sur les variables auxiliaires permettraient de
faire disparaitre la constante de normalisation des données et du modéle, mais pas de se dédoua-
ner de l'intégrale toujours présente au numérateur. Pour pallier ce probléme, nous choisissons
d’échantillonner la loi a posteriori de (6,x[y), la loi jointe des paramétres et de la configuration
non observée, avec 1'idée d’échantillonner les lois marginales de ces données et des paramétres.
La section suivante est dédiée & cette distribution et & la construction de deux chaines de Markov
pour échantillonner, en théorie et en pratique, cette derniére. Par soucis de «complétude» de ce
manuscrit, nous présentons également une autre approche, bien qu’elle ne soit pas au coeur de
nos projets de recherche actuels, elle motive également la création des algorithmes. La démarche
qui suit peut étre adaptée & cette autre distribution.

4.2 Proposition de lois a posteriori pour ’'inférence en données
incomplétes

Notations : Dans cette section, 0y désignera le paramétre du modéle obtenu & partir de 1'ob-
servation y et Oy, désignera le paramétre sur W tout entier.

4.2.1 Loi jointe du paramétre et de la configuration manquante sachant 1’ob-
servation

Nous allons ici nous intéresser & la distribution jointe des paramétres et de la configuration non
observée sachant 1’observation y :

fOw,xly) = f(x]0w,y)p(Owly) (4.1)
o< f(x,y|0w)p(fw)

ot p(Owly) et p(fw) sont des lois a priori.
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L’heuristique derriére le choix de cette loi est la suivante : bien que ’espace produit des paramétres
et des configurations sur W soit trés grand, échantillonner cette loi permet de générer 4 la fois des
configurations manquantes et des paramétres pour le modéle complet a partir des observations.
Les travaux de cette thése se concentrent davantage sur I’échantillonnage de cette loi plutét que
sur 1’échantillonnage de la loi basé sur le modéle hiérarchique présenté précédemment. Bien que
cette piste n’ait pas encore été abordée en pratique, la création des deux chaines présentées dans
les sous-sections suivantes est adaptable au modéle hiérarchique précédemment introduit. Ce
modéle hiérarchique constitue ainsi une potentielle approche intéressante pour la suite de ces
travaux mais ne sera pas abordé dans la suite. Les sections suivantes traitent de la construction
de deux chaines de Markov pour échantillonner la loi f(0y,x|y) en s’inspirant de la construction
des chaines «idéale» et «shadowy introduite en partie 2.3.5.

4.2.2 Construction d’une chaine de Markov admettant la loi a posterior:
comme distribution invariante

4.2.2.1 Une construction basée sur 1’algorithme de Metropolis-Hastings

Considérons ’algorithme de Metropolis-Hastings général : I’algorithme propose d’abord une nou-
velle valeur pour I’état courant : (O, x) — (Yw,x’). Cette nouvelle valeur est ensuite acceptée
avec probabilité

o 1 = o ((Ow,x) = (Yw, X))
— min {1 f(¢W7X/|Y) « q((¢W7X/) — (QWaX))}
T fOw,xly) T a((Ow,x) — (Yw, X))
iy Z(0w)p(y) y e{tyUx) [w) y p(Vw
"Z(pw)p(y)  eStOUXI0w) T p(Oy

) al(w.x) = ww,x»}
) .

q((Ow,x) = (Yw, X))

La convergence de cette chaine de Markov va dépendre du choix de la loi de proposition ¢(- — ).
Nous allons choisir pour cela une loi similaire a celle introduite pour la convergence de la chaine
idéale de ’ABC Shadow et une loi sur la configuration manquante.

4.2.2.2 Choix des lois de propositions

En supposant que les lois de propositions sont indépendantes entre elles, nous pouvons écrire :

a((Ow,x) = (Yw, X)) = q(0w — Yw) x q(x = x).

En reprenant la méme loi de proposition que dans [Stoica et al., 2017] pour proposer un nouveau
paramétre : pour une valeur fixée de A et une réalisation z (sur W) du modéle f(-|7) pour une
valeur de paramétre fixée de v.
z
— (0w = Yw) = qa(Ow — Ywlz) = LEGIZEWIT, () (D)
avec 1(6,A,z) = fb(e AJ2) f(z|)/Z(d)d¢ et b(0,A/2) la boule de centre A et de rayon
A)2.
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— q(x — x') : un Metropolis Hastings ajout/retrait de points. La proposition d’une nou-
velle configuration constituera un ajout d’un point & x uniformément dans Wx ou une
suppression d’un point parmi les points de x.

Le ratio devient alors :

m:min{l Z(Ow)p(y) OO plw)  Z@w) - f(zl0w)

ZWw)ply) 0wy " plw) " Z(0w) " fzlvw)

(
(X — X) (Qw,A/Q Z) y ]lb(ww’AQ)(ew)}
g(x = x) " T(w,A/2,2) Ty (oy,00) (Pw)

Cette nouvelle expression ne dépend plus des constantes de normalisation du modéle. Néanmoins,

le ratio d’intégrales % est aussi difficile & calculer que les constantes de normalisation.

(4.3)

Pour échantillonner cette loi, une approche consiste & utiliser une combinaison entre le choix d’un
nouveau parameétre, I’ajout d’un nouveau point et la suppression d’un point. Avec une probabilité
Pp, U Nouveau parameétre sera proposé selon ga (6w — -). Le noyau de transition est décrit par
I'égalité suivante, pour (Aw, F) € To X F :

Pideat(Ow,x) — (Aw, F))
=Dy /W b(x, n)ai ((Ow,x) = (Bw,x U {n})) Lx U {n} € FI1[0w € Aw]dv(n)

+pa Y dxmai((8,x) = (0,x\ {n}))L[x\ {n} € FIL{bw € Aw]

nex

7 /A s (O, %) = (s %))aa (@ — vw)lix € FILfvw € Awldow
+1[x € F]1[0w € Aw] (1—

. b(x, e (Bw, %) = (Bw,x U {n})) dv(n)
—pay_d(x,n)ai((6.x) = (6,x\ {n}))

nex

o [ aul(wx) = (o x)as O - ¢W)dzbw>
Aw

Proposition 4.2.1. La chaine admettant comme noyau Pigeq; est apériodique et m—irréductible,
ot 7 est la loi a posteriori d’intérét.

Démonstration. Par construction, m est la loi invariante de la chaine. Puisque la ¢—irréductibilité
implique la w—irréductibilité ([Mgller and Waagepetersen, 2004] Proposition 7.2), montrons la
¢—irréductibilité. Nous supposons que les choix de py,pg et b(-,n),d(-,n) permettent de véri-
fier les hypothéses posées dans la Proposition 7.13 de [Mgller and Waagepetersen, 2004]. Par
les mémes arguments que ceux donnés dans la démonstration de cette proposition, en posant
d(Aw, F) = 1[(0,0) € F],(Aw, F) € To x F. Puisque, individuellement, ces deux chaines sont
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¢—irréductibles : la probabilité, & paramétre fixé, de revenir en () depuis une certaine configuration
x est strictement positive. Nous avons alors, si m = n(x) > 1, P/ _,((0,x) — ({0},{0})) > 0
Ainsi, si ¢(Aw, F) > 0, alors P/ ,((0,x) — ({0}, F)) > 0 pour m > 1. De méme, & configura-
tion fixée, par ¢p—irréductibilité par rapport a la premiére variable, la probabilité de revenir en 0
depuis un paramétre fixé en un nombre fini de pas m’ est strictement positive. Ainsi, Pjjeq est

¢—irrédutible.

Pour l'apériodicité, un critére vérifiable facilement est l’existence d’un état pour lequel la pro-
babilité de rester est strictement positive. Nous obtenons alors, pour Oy € O, Pigeq((6w,0) —
({0w},{0}) = pgq puisqu’il s’agit de la probabilité de rester dans I’état (). La chaine est donc
apériodique.

O

La chaine ainsi créée converge vers la loi a posteriori d’intérét. Néanmoins, cette chaine ne peut
pas étre utilisée dans la pratique & cause du ratio d’intégrales % Pour résoudre cette
difficulté, la section suivante donne des détails sur la construction de la «chaine shadow», une
chaine de Markov dont la dynamique va suivre celle de la «chaine idéale» aussi proche que sou-

haité, pour un nombre fixé de pas.

Une autre maniére de mettre a jour la CDM serait d’accepter ou non le nouvel état formé du
nouveau paramétre et de la nouvelle configuration.

4.2.3 Construction d’'une deuxiéme chaine de Markov, la chaine «shadow»,
suivant la dynamique de la premiére

Soient Va le volume de la boule b(0y,A/2) et Ua(Ow — Yw) = V—lA]lb(QWA/Q)(z/JW) la densité
de la loi uniforme sur b(fy, A/2).

Théoréme 4.2.2. Soit z une réalisation dans Q) telle que les fonctions f(z|¢) soient strictement
positives et continues en ¢ et A, des réels positifs, alors :

(i) Les distributions de ga(6 — -) et Ua(0 — -) vérifient : V0 € © fize et A € To,

Jim [ a6 v) = Us(6 > v =0

f(z])

.. s . qa (0w —-) Z() Logoy,a/2)() S .

(ii) Pour tout Oy € © fixé, la fonction aa( =) € e R = vérifient :
Z(0yy) oC.A/2)\TW

f(zlyw)
lim sup 9a (0w — Ywlz) . (;bw) 1 (GW,A/2)(¢W)

A0y co QA(I/}W — HW‘ ) fZ((‘GW))l (¢W’A/2)(9 )

=0

uniformément en Oy € ©. De plus, si f(z|-) est C1(O), les vitesses de convergence dans (i) et
(ii) peuvent étre explicitées.

Démonstration. Ce théoréme est démontré dans article [Stoica et al., 2017] et est donné en
annexe A du manuscrit. O
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Ce théoréme justifie I'usage d’une seconde chaine de Markov qui va jumeler sa dynamique avec
celle de la chaine «idéale» pour A proche de 0 pour un nombre de pas fixé. Cette nouvelle chaine
a la dynamique suivante : supposons la chaine dans I’état (6y,x), une nouvelle valeur pour ¢y,
est proposée uniformément dans la boule b(fy, A2/2). Le nouveau pattern est proposé par une
proposition de type Metropolis-Hastings avec ajout/retrait de points. Le nouvel état est alors
accepté avec probabilité :

as = as((Ow,x) = (Yw, X))
— min {1 Z(0w)p(y) y e(tyUx)[w) p(bw)  Z(bw)

Z(pw)p(y) — el&0w) = p(byw) — Z(6w)

L AKX = %) f(z]0w) ]lb(TZJW,Az/?)(eW)}

(
q(x — x/) X f@lYw)  yey, aq/2) (Yw) 49

Du théoréme 4.2.2, nous pouvons en déduire un corollaire sur les ratios d’acceptations donnés
par les ratios «; et ay :

Corollaire 4.2.3. Les probabilités d’acceptation définies des chaines «idéalesy et «shadows,
définis par (4.3) et (4.4), sont uniformément aussi proches que souhaité lorsque A tend vers 0.

Proposition 4.2.4. Soient P, := Pigeai et Ps := Pspadow les noyauz de transition proposés
respectivement pour la chaine «idéaley et la chaine «shadows. Comme dans le théoréeme 4.2.2,
nous supposons que A > 0 et que z € § est une configuration sur W.

Pour tout € > 0 et tout n € N, il existe A; = Aij(e,n) > 0 tel que pour tout A < Ay, alors
]Pi(n)((QW,x) — (Aw, F)) — Ps(n)((ﬁw,x) — (Aw, F))| < € uniformément en Oy € © et Ay €
To

Démonstration. La preuve est similaire a celle donnée dans [Stoica et al., 2017], les termes im-
pliquant I’ajout et le retrait disparaissant lors du calcul de la différence de |P; — Pg|, laissant le
mécanisme de mise & jour des paramétres & controler comme dans ’article.

O

Maintenant que la chaine est construite et justifiée théoriquement, nous pouvons introduire
I’algorithme pour simuler cette chaine. Les résultats précédents donnent la construction d’un
algorithme ABC, nous résumons son fonctionnement en pseudo-code :
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Algorithme 4.2.1. ABC Shadow données manquantes

ABC Shadow données manquantes

Posons A un paramétre de perturbation, Napc un nombre d’itérations, py, pg et
pp tels que py + pq + pp = 1, les probabilités de proposer respectivement d’ajouter
un point, de supprimer un point et de proposer une nouvelle valeur de paramétre.
Supposons que la configuration observée soit y et que 1’état actuel soit (98[,, x?)

1) Générer une configuration z sur W suivant f(z|69,).
2) Pourk=1an:

e Avec probabilité pp, proposer d’ajouter un point n a x selon b(x,n).
Accepter cette modification avec probabilité
as((Ow,x) = (6w, x U {n})) et deéfinir (537", x") = (6w, x U {n})

e Avec probabilité py, proposer de supprimer un point € x selon d(x, 7).
Accepter cette suppression avec probabilité

as((Bw,x) = (6w, x \ {n})) et définir (B, x*1) = (w,x \ {n})

e Avec probabilité p,, proposer une nouvelle valeur ¢y selon ga(x,7).
Accepter cette nouvelle valeur avec probabilité as((6w,x) — (Yw, X)) et
définir (0511, xF+1) = (Y, x)

3) Renvoyer (0f,,x").

4) Aller en 1) si d’autres échantillons sont nécessaires avec 1'état initial (6, x™).

4.2.4 Loi a posteriori basée sur un modéle hiérarchique

Une autre idée de loi a posteriori utile a 'inférence en donnée incompléte émerge en considérant
un deuxiéme paramétre, fy. Cette idée améne & considérer un modeéle hiérarchique décrit par
la distribution de f(6w,6y,x|y). Une idée naturelle serait de restructurer cette distribution en
fonction des sous-distributions conditionnelles afin d’obtenir des distributions que nous savons
controler.

fOw, 0y, x|y) = f(x|0w, 0y, y)p(Ow|0y,y)p(Oyy)

Supposons maintenant que la distribution de f(x|fy, 0y ,y) ne dépend que de Oy et y et posons
p(Ow |0y ,y) = p(0w |0y ), nous pouvons écrire :

fOw, by, x|y) = f(x|0w,y)p(Ow |0y )p(Oyy) (4.5)

ou f(x|0w,y) est la distribution conditionnelle des configurations sur Wx sachant y, p(6w|6y)
une loi a priori a préciser et p(fy|y) la loi a posteriori de fy sachant y.
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Cette approche repose sur I'idée que les deux paramétres, bien que différents, devraient étre re-
lativement proches I'un de I'autre. Si ce n’était pas le cas, cela voudrait dire que la configuration
non-observée est complétement différente de celle observée et que les hypothéses que nous faisons
ne sont pas vérifiées.

Nous pouvons maintenant discuter des choix pour la distribution de p(fy/|fy). Tant que nous
partons du principe que Oy doit étre «proche» de 0y, la distribution p(fy |6y ) peut étre soit une
loi uniforme sur l'intervalle [#y — J; 0y + 0] avec § > 0, soit une distribution gaussienne avec une
moyenne fy et une variance o2, N'(fy,c?), avec ¢ > 0. Pour p(fy), notre choix se portera sur
la loi a posteriori p(fy|y) avec un hyper-prior uniforme afin que cette distribution soit propor-
tionnelle & la vraisemblance pour les données complétes y. Ce choix est motivé par I’algorithme
ABC Shadow que nous pouvons appliquer a la configuration observée.

Des pseudo-codes similaires a celui exposé plus haut peuvent étre donnés pour échantillonner
la loi f(6w,0y,x|y). A partir de ces idées, nous allons tester des stratégies numériques afin
d’échantillonner la loi f(Oy,x|y). Ces stratégies sont plus faciles a réaliser numériquement en
utilisant 1’état actuel de la DRLib, des travaux plus approfondis sur le sujet sont en cours.

4.3 Implémentation des algorithmes pour l’'inférence en données
incomplétes

A partir de ce que nous avons présenté plus haut, nous proposons différents algorithmes d’échan-
tillonnage dérivés de la construction ci-avant. Gardant a ’esprit que la loi clé a échantillonner est
la loi a posteriori f(Ow|y), nous avons introduit des distributions permettant d’approcher cette
distribution en la considérant comme une loi marginale des lois introduites en 4.5 et 4.1. La loi
introduite en 4.1 suggére alors I'utilisation de ’ABC Shadow sur les observations pour obtenir
un échantillon de (fy|y) et 'utilisation de ces valeurs pour la loi p(fy |6y ). La loi introduite en
4.5 et 'algorithme destiné a 1’échantillonner suggérent quant a eux de simuler des configurations
sur Wx conditionnellement & y & ’aide de valeurs candidates pour 6y . Les solutions introduites
par [Gelfand and Carlin, 1993] et [Geyer, 1999] suggérent également 1'utilisation d’un parameétre
auxiliaire, de simulations issues de la loi conditionnelle des données non-observées sachant les
observations et de la loi jointe des observations et des données manquantes. Le paramétre estimé
sur les données observées, é;, ne devrait pas étre trop éloigné du paramétre pour le modéle
complet Oyy. Enfin, 'avantage de ’ABC Shadow en données complétes est que nous avons la
possibilité d’obtenir un échantillon pour 8y basé sur les données observées. Les stratégies propo-
sées se basent sur I'estimation obtenue & I'aide de ’ABC Shadow sur les données observées y et
sur des simulations sur les zones non observées pour les données manquantes conditionnellement
a cette observation.

L’idée repose sur les étapes suivantes :

1. Echantillonnage du paramétre 5; en se basant seulement sur l'observation y en utilisant
lalgorithme ABC Shadow sur Wy pour obtenir un échantillon de f(fy|Y =y), laloi a
posteriori en données complétes.

2. Utiliser #y pour simuler des configurations sur Wy conditionnellement a ’observation
y. Pour ce faire, nous pouvons utiliser différentes valeurs pour #y comme le mode, la
moyenne ou des valeurs aléatoires de ’échantillon obtenu précédemment.
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3. Utiliser les configurations simulées sur Wy et les observations pour former une vraisem-
blance. A partir de 14, nous pouvons supposer que nous travaillons en données complétes
avec des données composées des observations et des simulations.

4. Enfin, l'algorithme ABC Shadow est utilisé pour obtenir un échantillon de f(fw|y,X)
ou X fait référence a I’échantillon simulé. Plus précisément, 1’algorithme ABC Shadow
prenant en entrées les statistiques suffisantes du modéle, t(y U X) sera utilisé.

A partir d’estimations 0y, le but sera alors d’estimer Eg- (X UY)|Y =y, espérance des
statistiques suffisantes sur Wx en sachant 1'observation y. Pour cela, nous pouvons approcher

cette espérance par son espérance empirique

ou X7, ..., X, sont des réalisations de la distribution conditionnelle de X sachant Y = y. Puisque
plusieurs choix de 5; sont possibles, nous pouvons également prendre plusieurs valeurs de 53\/
tirées de f(fy|y) et estimer une moyenne pour chacune de ces valeurs et ainsi obtenir une
estimation de :

1 X
FZE@V(XNY =y]
Oy i=1
avec ng= un nombre de paramétres extrait fixé.
A partir de cette démarche, nous pouvons utiliser différentes valeurs de 5; . Dans la suite, lors
de I'étude par simulations sur les modéles de Strauss, nous utiliserons :

Algorithme 1 :

1. Générer un échantillon (fy,, ...0y, ) tiré suivant f(0y|y) avec l'algorithme ABC Shadow.

2. Extraire ng, valeurs aléatoires de cet échantillon et simuler pour chaque 0y extrait N,
configurations sur Wx conditionnellement & y.
3. Calculer les moyennes empiriques des statistiques suffisantes (IEQ/; (X )) )
7 1§i§ngy
4. Pour chacune de ces moyennes, I'algorithme ABC Shadow est utilisé avec les moyennes
obtenues.

5. Les échantillons obtenus par ’algorithme ABC Shadow sont alors concaténés pour obtenir
un échantillon de Gy .

Ce premier algorithme se rapproche des algorithmes proposés par [Gelfand and Carlin, 1993] et
[Geyer, 1999] de par 'utilisation de plusieurs paramétres 5; et des simulations conditionnelles,
un lien reste & établir entre cette proposition d’algorithme et I’algorithme EM. L’utilisation de
plusieurs valeurs aléatoires de paramétres pour simuler des configurations sur Wx permet de
mimer la dynamique décrite dans le pseudo-code 4.2.3. Les algorithmes qui suivent permettent
de simplifier les cotlits numériques tout en s’inspirant de ce premier algorithme.
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Algorithme 2 :

1. Générer un échantillon (fy,, ...0y, ) tiré suivant f(0y|y) avec l'algorithme ABC Shadow.

2. Extraire ng, valeurs aléatoires de cet échantillon et simuler pour chaque 6y extrait N,
configurations sur Wx conditionnellement & y.

3. Calculer les moyennes empiriques des statistiques suffisantes (IEQ; t(X )) .
g 1<i<ng,

4. Prenant cette fois-ci la moyenne de ces moyennes, ’algorithme ABC Shadow est utilisé
avec cette approximation comme entrée pour obtenir un échantillon de (G |t(y UX)).

Algorithme 3 :

1. Générer un échantillon (fy,, ...0y, ) tiré suivant f(0y|y) avec l'algorithme ABC Shadow.

2. Prendre 5; comme le mode de I’histogramme de ’échantillon et générer N, configurations
sur Wx conditionnellement a y.

3. Calculer la moyenne empirique des statistiques suffisantes Iﬁé;t(X ).

4. A partir de cette moyenne empirique, utiliser I'algorithme ABC Shadow pour obtenir un
échantillon de (O |t(y UX))

4.4 Etude par simulations

Dans cette section, nous proposons de comparer les algorithmes exposés ci-dessus pour différentes
configurations observées et pour différentes valeurs du parameétre s du modéle de Strauss.

4.4.1 Modéles considérés, scénarios d’observation
4.4.1.1 Modéles de Strauss

Pour rappel, le modéle de Strauss est défini par la densité de probabilité

F(ylpsvs) o< exp(n(y)log(p) + s-(y)log(7s))-

Le modéle de Strauss pouvant controler la répulsion entre les points, nous souhaitons prendre
différentes valeurs du paramétre afin de regarder 'impact de la force d’interaction sur 'inférence.
Le paramétre 6 dans la section précédente fait ici référence au vecteur (que nous prendrons en
échelle log) de paramétres (logp,log~s). Dans cette étude, nous considérons 4 valeurs pour
ces paramétres : (5.7, —0.11); (5.7,—0.29) ;(5.7,—0.69) ;(5.7,—2.30). (In(300) = 5.7 et 75 €
{0.9,0.75,0.5,0.1}).

4.4.1.2 Fenétre observée et domaine complet

Le processus ponctuel est défini sur la fenétre W = [0, 1.2] x [0, 1]. Nous considérons 3 scénarios
pour la fenétre observée : Y = [0,1] x [0,1]; Y = [0,0.8] x [0,1] et Y = [0,0.6] x [0,1] afin
de mesurer 'impact de la surface de la zone manquante sur l'inférence. Pour chaque ensemble
de paramétres présenté ci-dessus, une simulation via ’algorithme de Metropolis-Hastings est
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effectuée afin d’obtenir ce que nous supposons étre les données complétes sur [0,1.2] x [0, 1]
(voir figure 4.3 ci-dessous). Nous extrayons ensuite les différentes fenétres observées évoquées
précédemment, ce qui donne 4 modéles observés sur chaque fenétre observée Wy = [0, 1] x [0, 1] ;
Wy =10,0.8] x [0,1] et Wy = [0,0.6] x [0, 1] illustrées par les différentes couleurs dans la figure
4.2. Cela donne alors 12 cas de figures a traiter au total.

FIGURE 4.2 — Configuration obtenue pour (In(p),In(ys)) = (5.7, —2.30). La fenétre verte repré-
sente Wy = [0,1]; la fenétre rouge représente Wy = [0, 0.8] et la bleue représente Wy = [0, 0.6].

Pattern_[0,1.2)x[0,1]_0.1 Pattern_[0,1.2]x[0,1]_0.5

(a) Configuration obtenue pour (b) Configuration obtenue pour
(In(p) In(3,)) = (5.7, ~2.30) (In(p), In(3)) = (5.7, ~0.69)
(c) Configuration obtenue pour (d) Configuration obtenue pour
(In(p),In(~s)) = (5.7, —0.29) (In(p),In(vys)) = (5.7, —0.11)

FIGURE 4.3 — 4 réalisations du processus de Strauss simulées sur [0, 1.2] x [0, 1] via I’algorithme
MH. Chacune de ces réalisations sera divisée en Wy et Wx comme illustré ci-dessus.
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4.4.2 Applications et résultats
4.4.2.1 Statistiques observées

Puisque 'algorithme ABC Shadow repose sur les statistiques suffisantes du modéle, nous ré-
sumons sous forme d’un tableau les statistiques suffisantes observées. La deuxiéme colonne ne
sera, en pratique, pas connue mais il est intéressant, puisque nous sommes dans une étude par
simulation, de garder la trace des «vraies» données.

(n(y), sr(y)) on
(In(p), In(75)) | [0,1.2] x [0,1] | [0,1] x [0,1] | [0,0.8] x [0,1] | [0,0.6] x [0, 1]
(5.7,—0.11) (298, 262) (259, 243) (209, 200) (153, 146)
(5.7,—0.29) (241, 142) (197,105) (151, 76) (110, 54)
(5. 7. 0. 69) (177,57) (147, 48) (118,41) (94, 34)
(5.7, —2.30) (140, 9) (120,9) (90, 6) (72,5)

TABLE 4.1 — Valeurs de (n(y), s,(y)) pour chaque fenétre observée. La colonne [0,1.2] x
n’est pas connue en pratique pour une étude en données incomplétes.

[0,1]

La décroissance des statistiques suffisantes n’est pas linéaire par rapport 4 la surface non-observée,
ce qui fera émerger des valeurs différentes pour les estimations basées seulement sur 1’observation.

4.4.2.2 Estimation sur W, données complétes

Afin d’obtenir une vraie référence pour une comparaison avec l'inférence que nous allons mener
dans la suite et puisque nous avons accés & toutes les données, nous avons exécuté ’algorithme
ABC Shadow pour chaque cas. En entrée de 'algorithme, les statistiques observées sur W =
[0,1.2] x [0, 1] décrites en deuxiéme colonne du tableau 4.1 ont été utilisées. Nous avons paramétré
I'algorithme de maniére & obtenir un échantillon de taille 10%, A a été fixé & (0.01,0.01) lorsque
In(y) = —0.69 ou In(y) = —2.30 et & (0.01,0.001) lorsque In(y) = —0.11 ou In(y) = —0.29 en
raison de la proximité de la limite supérieure 0. Le tableau ci-dessous résume les paramétres de
la procédure :

Variable Description Valeur
w Domaine de simulation [0,1.2] x [0,1]
Ny Nombre d’échantillons de 6 106
Napc Nombre d’itérations proposition paramétre 100
Nyg Nombre d’itérations MH 500
Dby Pd Probabilité d’ajout /retrait 0.5,0.5
0y Parameétres initiaux Aléatoire
A= (A, Ay,) | Paramétres de perturbation des paramétres | (0.01,0.01/0.001)
[Pmins Pmaz) Support de la loi uniforme sur p [0, 10]
[Ys,min» Vs,maz] Support de la loi uniforme sur s [—5, 0]

Les figures ci-dessous illustrent les box-plots obtenus pour In(p) (& gauche) et In(~;) (a droite).
La ligne rouge représente le parameétre réel (5.7 et v = 0.1).
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Boxplots pour In(rho) Boxplots pour In(gamma_s)
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FIGURE 4.4 — Box-plots pour ’échantillon de log(p) (gauche) et log(s) (droite). Les lignes rouges
représentent les vrais paramétres. Pour chaque figure en partant de la gauche, les box-plots
représentent 1’échantillon obtenu pour vs = 0.9, vs = 0.75, vs = 0.5, s = 0.1 respectivement.

Les vrais paramétres sont toujours contenus dans les box-plots, indiquant une bonne estimation.
Le tableau ci-dessous résume les valeurs estimées pour les paramétres en prenant le mode des
histogrammes des échantillons.

Estimation de

(W) M) | 1n(p), In())
(5.7,—0.11) (5.70,-0.1)
(5.7, —0.29) (5.75,-0.34)

(5.7,—0.69) (5.60,—0.78)
(5.7,—2.30) (5.75,-2.5)

TABLE 4.2 — Estimation de (In p,In~s) sur W pour chaque couple de paramétres.

Une légére différence s’observe pour I'estimation par rapport aux paramétres réels, ceci est di
au fait que I'observation n’est constituée que d’une seule réalisation.

4.4.2.3 Estimation sur Wy

Tous les algorithmes proposés s’appuient sur un échantillon de (fy|y). Comme dans la sous-
section précédente, nous utilisons I'algorithme ABC Shadow pour cela. Les paramétres seront les
mémes que ceux décrits dans le tableau 4.4.2.2 a ’exception que le domaine dans lequel I'inférence
se conduit sera Wy pour les différents cas étudiés ([0, 1] x [0, 1]; [0, 0.8] x [0, 1];[0,0.6] x [0, 1]).
Les box-plots qui suivent décrivent les échantillons obtenus pour log p (gauche) et log -y, (droite)
en fonction de la fenétre observée.
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Boxplots pour In(gamma_s_Y)_0.9
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FIGURE 4.5 — Box-plots obtenus pour log py (haut-gauche) et log~s, (haut-droite) dans le cas

ol les vrais parameétres sont fixés a log p = 5.7 et log s

—0.11.

Box-plots obtenus pour logpy (bas gauche) et log~ys, (bas droite) dans le cas ou les vrais
paramétres sont fixés a logp = 5.7 et logy, = —0.29. Pour chaque figure, de gauche a droite :
box-plot pour Wy = [0, 1] x [0,1], Y =[0,0.8] x [0, 1], Y = [0,0.6] x [0, 1] respectivement.
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FIGURE 4.6 — Box-plots obtenus pour log py (haut gauche) et log~s, (haut droite) dans le cas
ou les vrais paramétres sont fixés a log p = 5.7 et log s = —0.69.

Box-plots obtenus pour logpy (bas gauche) et logvs, (bas droite) dans le cas ou les vrais
paramétres sont fixés a logp = 5.7 et logvys = —2.30. Pour chaque figure, de gauche a droite :

box-plot pour Wy = [0,1] x [0,1], Y =[0,0.8] x [0,1], Y = [0, 0.6] x [0, 1] respectivement.
(In(py ), In(7s, )) estimation pour Wy =
Parameétres réels (In(p),In(ys)) | [0,1] x [0,1] | [0,0.8] x [0,1] | [0,0.6] x [0, 1]
(5.7, —0.11) (5.70, —0.08) | (5.75,—0.06) | (5.65, —0.02)
(5.7, —0.29) (5.85,—0.46) | (5.75,—0.44) | (5.65, —0.46)
(5.7, —0.69) (5.58, —0.76) | (5.52,—0.74) | (5.64, —0.70)
(5.7, —2.30) (5.78,-2.35) | (5.66,-2.40) | (5.74, —2.40)

TABLE 4.3 — Estimation de (In(py),In(7s, )) sur Y pour chaque couple de paramétre et fenétre
observée

Nous constatons un écart par rapport a I'estimation résumée dans le tableau 4.2 et par rapport
au vral parameétre, ce qui est cohérent avec un phénoméne d’effet de bord di & la perte de
points observés dans Wy . Nous allons utiliser ces valeurs pour effectuer les simulations sur Wy
conditionnellement & ’observation y, les parties qui suivent montrent les résultats obtenus pour
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les trois algorithmes.

4.4.2.4 Résultats pour I’Algorithme 1
Cette procédure a été effectuée en répétant les étapes suivantes pour chaque Oy extrait de
I’échantillon (fy,, ...0y; ) tiré suivant f(fy|y) :

1. Générer N. = 1000 configurations sur Wx conditionnellement & y en utilisant fy.

2. Générer un échantillon de taille ng,, = 10* de 6y a l’aide de PABC Shadow en utilisant
les configurations simulées et I’observation.

Comme précédemment, le tableau suivant décrit les réglages de ’algorithme ABC Shadow.

Variable Description Valeur
Wx Domaine de simulation En fonction du cas
Ny Nombre d’échantillons de 8 106
Napco Nombre d’itérations proposition paramétre 100
Ny a Nombre d’itérations MH 500
Dby Pd Probabilité d’ajout/retrait 0.5,0.5
0o Paramétres initiaux Aléatoire
A= (A, A,,) | Paramétres de perturbation des parameétres | (0.01,0.01/0.001)
[Pmins Pmaz) Support de la loi uniforme sur p [0, 10]
[Vs,mins Vs,maz] Support de la loi uniforme sur -~ [—5, 0]

Nous obtenons ainsi un échantillon de taille 10% de 6y,. Nous illustrons & nouveau cette procédure
pour Wx = [1,1.2] x [0, 1] et In(rys) = —2.30. La ligne rouge représente le paramétre réel, la ligne
jaune représente le mode de I’histogramme, la ligne verte représente ’estimation effectuée sur
les données observées y et la ligne bleue représente I’estimation compléte des données effectuée
en 4.2. Nous remarquons une estimation trés proche pour les paramétres p et ~s. La figure 4.8
donne la dynamique de ’échantillonnage de la distribution jointe des paramétres et les séries
temporelles des paramétres.
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Histogram for In(rho_W)_[0,1]0.1random_pattern_concat Histogram for In(gamma_s_W)_[0,1]0.1random_pattern_concat
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FIGURE 4.7 — Histogrammes pour les échantillons de log(py ) (gauche) et log(7s,, ) (droite). La
ligne rouge représente le paramétre réel, la ligne jaune représente le mode de I’histogramme, la
ligne verte représente I’estimation effectuée sur les données observées y et la ligne bleue représente
I’estimation compléte des données résumée dans le tableau 4.2.
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FIGURE 4.8 — Exemple de dynamique pour la loi jointe des deux paramétres (gauche); série
chronologique de In(py) (milieu) ; série chronologique de In(vs,, ) (droite).

Nous constatons que l'inférence ainsi réalisée a ’aide des simulations a permis d’obtenir une
nouvelle valeur pour l'estimation des paramétres. Cette fois-ci, I’écart entre 1'estimation obte-
nue sur Wy et celle obtenue avec la configuration compléte est légérement plus petit que celui
entre 'estimation avec la configuration compléte et ’estimation basée sur 1’observation et les
simulations. Les box-plots et le tableau ci-aprés résument les estimations obtenues.



4.4. Etude par simulations 111

Boxplots for In(rho_W)_0.9_RandomV2 Boxplots for In(gamma_s_W)_0.9_Randomv2
® ° o real parameter =

— estimation on W_Y
° full patiern estim

°
~ I i i T
1 || | ] | T :
w - $ 4 !
° E 5 8 ‘eal parameter
1 ° 3 o —— estimation on W_Y
B : H Ul patem osi
o1 (008K0.1 008K0.1 oo (008K0.1 008K0.1
abserved window abserved window
Boxplots for In(rho_W)_0.75_RandomVv2 Boxplots for In(gamma_s_W)_0.75_RandomV2
o real parameter R real parameter
H o — eatmaton on W_y — eatmaton on W_y
e i § oll pater sy i # oll pater sy
| —
‘ | =7 — [
R i i - 7 i | ]
8 T : i ER T : 3
B o OE I El ° I I
° ] g
- | B 8 g
- T T T T T T
[0.1]x[0.1] [0.0.8]x[0.1] [0,0.6]x(0,1] [0.1]x[0,1] [0.0.8]x(0,1] [0,0.6]x(0.1]
observert window observert window
Boxplots for In(tho_W)_0.5_RandomV2 Boxplots for In(gamma_s_W)_0.5_RandomVv2
o o
~ real parameter 24 real parameter
— eatmaton an W_Y + — eaimatonan W_Y
Ul patern esir ull patern sy

sfii

3 ; ; : 3
B ! ! I o | ! !
i o
° L]
< °
T T T T T T
[0.1K0.1] [008X[01] [0.06)X0.1] [0.1x0.1] [0.080.1] [0.06)0.1]
observed window observed window
Boxplots for In(tho_W)_0.1_Randomv2 Boxplots for In(gamma_s_W)_0.1_RandomV2
o 3 real parameter real parameter
= —— estimation on W_Y —— estimation on W_Y
i E full pattern estim . full pattern estim

Q_Tﬁi,,
TT T

2 °

° a@+

T T T T T
[0.1Jx0.1) [0.0.8)[0.1] .. e]x[uJ] [0.1x0.1) [0.0.8)[0.1] [0.06)x{0,1]

observed window observed window

FIGURE 4.9 — Box-plots pour I'estimation de In(py) (colonne gauche) et In(~,,, ) (colonne droite)
pour chaque couple de paramétres (du haut vers le bas : (5.7, —0.11) ; (5.7,—0.29) ; (5.7, —0.69) ;
(5.7, —2.30)). Chaque figure montre trois box-plots représentant la fenétre observée : Y = [0, 1] x
[0,1] (gauche), Y = [0,0.8] x [0,1] (milieu); Y = [0,0.6] x [0, 1] (droite).
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(In(ow), (7)) pour Wy =
Paramétres réels (In(p),In(vs)) | [0,1] x [0,1] | [0,0.8] x [0,1] | [0,0.6] x [0, 1]
(5.7,—0.11) (5.7,—0.06) | (5.65,—0.01) | (5.65,—0.01)
(5.7,—0.29) (5.85,—0.44) | (5.75,—0.48) | (5.75,—0.47)
(5.7,—0.69) (5.55,—0.68) (5.5,—0.6) (5.65,—0.6)
(5.7,—2.30) (5.75,—-2.3) | (5.65,—2.35) (5.8, —2.5)

TABLE 4.4 — Estimation de (In(pw ), In(7s,, )) sur W pour chaque couple de paramétres et chaque
cas d’observation.

L’inférence menée avec cette méthode donne des résultats plutét corrects, I’échantillonnage ob-
tenu a l'aide des simulations semble presque toujours «corriger» le biais induit par la censure des
données. En effet, la médiane des box-plots semble souvent plus proche de I'estimation menée
sur les données complétes (en bleu) que ne Uest I'estimation menée sur I’observation seule. Avant
de résumer tous ces résultats dans un seul et méme tableau, nous détaillons les résultats pour
les deux autres algorithmes proposés.

4.4.2.5 Résultats pour I’Algorithme 2

Cette fois-ci, nous avons extrait un ng, = 100—échantillon de fy € p(fy|y) pour chaque cas.
Chacun de ces 0y a été utilisé pour générer 1000 configurations sur W, puis la moyenne des
statistiques suffisantes de ces configurations est utilisée comme entrée pour I'algorithme ABC
Shadow avec le méme réglage que précédemment. Le tableau 4.5 décrit les statistiques suffisantes
obtenues sur W.

(n(y Ux), s,(y Ux)) pour Wy =
Parameétres réels (In(p), In(vs)) [0,1] x [0,1] [0,0.8] x [0,1] [0,0.6] x [0,1]
(5.7,—-0.11) (313.29,300.13) | (313.65,307.97) | (312,309.42)
(5.7, —0.29) (239.59,130.23) | (228.74,117.18) | (221.66,110.96)
(5.7,—-0.69) (179.43,60.93) | (176.39,63.37) | (192.49,75.79)
(5.7, —2.30) (144.96,11.37) | (135.72,9.08) | (144.28,9.90)

TABLE 4.5 — Valeurs de (n(y Ux), s,(y Ux)) pour chaque cas, complété avec des statistiques
simulées.

A nouveau, la figure ci-dessous illustre les histogrammes obtenus pour In(py) (gauche) et In(vs,,,)
(droite) pour Wx = [1,1.2] x [0,1] et In(ys) = —2.30. La ligne rouge représente le paramétre
réel, la ligne jaune représente le mode de I’histogramme, la ligne verte représente l’estimation
effectuée sur les données observées y et la ligne bleue représente l’estimation compléte des don-
nées effectuée en 4.2. Nous remarquons une estimation trés proche pour les paramétres p et vs.
La figure 4.11 donne la dynamique de I’échantillonnage de la distribution jointe des paramétres
et les séries temporelles des paramétres.
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FIGURE 4.10 — Histogrammes pour les échantillons de log(pw ) (gauche) et log(vs,, ) (droite). La
ligne rouge représente le paramétre réel, la ligne jaune représente le mode de I’histogramme, la
ligne verte représente ’estimation effectuée sur les données observées y et la ligne bleue représente
I’estimation compléte des données résumée dans le tableau 4.2.
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FIGURE 4.11 — Exemple de dynamique pour la loi jointe des deux paramétres (gauche); série
chronologique de In(py) (milieu) ; série chronologique de In(7s,, ) (droite).

Nous constatons que I'inférence réalisée a 1’aide des simulations a permis d’obtenir une nouvelle
valeur pour I'estimation des paramétres. Cette fois-ci, ’écart entre I’estimation obtenue sur Wy et
celle obtenue avec la configuration compléte est 1égérement plus petit que celui entre ’estimation
avec la configuration compléte et l'estimation basée sur 'observation et les simulations. Les
box-plots et le tableau ci-aprés résument les estimations obtenues.
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Boxplots for In(rho_W)_0.9_RandomV1 Boxplots for In(gamma_s_W)_0.9_RandomV1
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FIGURE 4.12 — Box-plots pour I'estimation de In(py) (colonne gauche) etln(ys,, ) (colonne droite)
pour chaque couple de paramétres (du haut vers le bas : (5.7, —0.11) ; (5.7, —0.29) ; (5.7, —0.69) ;
(5.7, —2.30)). Chaque figure montre trois box-plots représentant la fenétre observée : Y = [0, 1] x
[0,1] (gauche), Y = [0,0.8] x [0,1] (milieu); Y = [0,0.6] x [0, 1] (droite).
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(2 (orr), 1y )) pOUE Wy =

Paramétres réels (In(p),In(vs)) | [0,1] x [0,1] | [0,0.8] x [0,1] | [0,0.6] x [0, 1]
(5.7, -0.11) (5.75,—0.05) | (5.65,—0.01) | (5.65, —0.01)
(5.7, -0.29) (5.85,—0.44) | (5.8,—0.46) | (5.75,—0.44)
(5.7, —0.69) (5.6,-0.66) | (5.45,—0.58) | (5.6, —0.56)
(5.7, —2.30) (5.8,-2.3) | (5.65,—2.35) | (5.8,—2.45)
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TABLE 4.6 — Estimation de (In(pw ), In(7ys,,, )) sur W pour chaque couple de paramétres et chaque
cas d’observation.

A nouveau, l'inférence menée avec cette méthode donne des résultats plutot corrects, I’échan-
tillonnage ainsi obtenu a l’aide des simulations semble presque toujours «corriger» le biais induit
par la censure des données. En effet, la médiane des box-plots semble souvent plus proche de
I'estimation menée sur les données complétes (en bleu) que ne l'est I'estimation menée sur 1’ob-
servation seule.

4.4.2.6 Résultats pour I’Algorithme 3

A partir des estimations résumées dans le tableau 4.3, nous avons lancé 106 itérations de ’algo-
rithme MH. Les échantillons ont été conservés toutes les 1000 itérations, donnant 1000 configu-
rations sur Wx pour chaque cas. Le tableau 4.7 décrit les statistiques complétes obtenues sur W
que nous avons utilisées comme entrées de I'algorithme ABC Shadow.

(n(y Ux), s,(y Ux)) pour Wy =
Parameétres réels (In(p), In(vs)) [0,1] x [0,1] [0,0.8] x [0, 1] [0,0.6] x [0,1]
(5.7, —0.11) (310.74,290.30) | (320.41,313.90) | (316.97, 314.14)
(5.7, —0.29) (236.86,125.82) | (226.20,113.20) | (213.49,101.10)
(5.7, —0.69) (175.76,57.09) | (173.39,457.79) | (185.20, 64.57)
(5.7, —2.30) (143.91,10.74) | (135.11,8.73) | (141.43,9.53)

TABLE 4.7 — Valeurs de (n(y Ux), s,(y Ux)) pour chaque cas, complété avec des statistiques
simulées.

La comparaison de ces valeurs avec les statistiques suffisantes complétes (réelles) permet déja
de se faire une idée de 'impact de la perte d’informations sur Wx. Nous constatons que les si-
mulations permettent d’obtenir des statistiques suffisantes assez proches des données complétes
lorsque le nombre de points observés est élevé (e.g. pour Wx = [0,1] x [0, 1]), mais qu’elles
s’éloignent dés que la taille de Wx augmente.

La figure ci-dessous illustre les histogrammes obtenus pour In(py ) (gauche) et In(vs,, ) (droite)
pour Wx = [1,1.2] x [0, 1] et In(v,s) = —2.30. La ligne rouge représente le paramétre réel, la ligne
jaune représente le mode de I'histogramme, la ligne verte représente l’estimation effectuée sur
les données observées y et la ligne bleue représente I'estimation compléte des données effectuée
en 4.2. Nous remarquons une estimation trés proche pour les paramétres p et 5. La figure 4.14
donne la dynamique de l’échantillonnage de la distribution jointe des paramétres et les séries
temporelles des paramétres.



116 Chapitre 4. Reformulation Bayésienne pour I'inférence en données incomplétes

Histogram for In(rho_W)_[0,1]0.1mode Histogram for In(gamma_s_W)_[0,1]0.1mode

mode

real parameter
—— estimation on W_Y

full pattern estim

3 mode

= real parameter
—— estimation on W_Y
= full pattern estim

Frequency

Frequency
0 2500 5500 8500 12000 15500 19000 22500 26000
I
0 4000 9500 15500 22000 28500 35000 41500 48000

T T T T T T T T T T T T T T T o+ o o 1 1 o 11 r© rT© 11 1 1 T 1T T°TT
45 47 49 51 53 55 57 59 6.1 63 65 6.7 69 71 7.3 -49 -45 -41 -37 -33 -29 -25 -21 -17 -13 -09 -05

In(rho_W) In(gamma_s_W)

FIGURE 4.13 — Histogrammes pour les échantillons de log(pw ) (gauche) et log(vs,, ) (droite). La
ligne rouge représente le paramétre réel, la ligne jaune représente le mode de I’histogramme, la
ligne verte représente l’estimation effectuée sur les données observées y et la ligne bleue représente
I’estimation compléte des données résumée dans le tableau 4.2.
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FIGURE 4.14 — Exemple de dynamique pour la loi jointe des deux paramétres (gauche); série
chronologique de In(py) (milieu) ; série chronologique de In(vs,, ) (droite).

Nous constatons que l'inférence ainsi réalisée a ’aide des simulations a permis d’obtenir une
nouvelle valeur pour 'estimation des paramétres. Dans le cas présent, ’écart entre ’estimation
obtenue sur Wy et celle obtenue avec la configuration compléte semble plus grand que celui
entre 'estimation avec la configuration compléte et ’estimation basée sur 1’observation et les
simulations. Les box-plots et le tableau ci-aprés résument les estimations obtenues.



4.4. Etude par simulations 117

Boxplots for In(tho_W)_0.9_Mode Boxplots for In(gamma_s_W)_0.9_Mode

~—— real parameter
— atmaton on .Y

2 i i —— tullpatiern estim - - -
24 | | 77 : ——
o ; | ;
- - - " 3 :
E 8
g H
H 8
H
o
B

0 I
< ~— real parameter
! — estimation on W_Y

~— full patiern estim

T T T
[0, 11x[u 1 [0.0. s]x[u 1 0.0. s]x[o 1 [0.1)x[0.1] [0.0.8)x(0.1] [0.0.6x(0,1]

observed window observed window
Boxplots for In(rho_W)_0.75_Mode Boxplots for In(gamma_s_W)_0.75_Mode
o ~— real parameter a4 —— real parameter
o | ] 8 —— estimation on W_Y —— estimation on W_Y
~ l ~—— full pattern estim —— full pattern estim
i l: . <
o ; ; ' H
i : ; H <i 8
N - - i )
7
o ; . -
3 ; : - <
| | | " - - -
S : ; ;
! ! T ? ; ; |
1 3 ° s ‘ |
° ; ; :
; ‘ : ° ! 1 ==
[0.1]x[0.1] [0.0.8]x[0.1] [0,0.6]x[0.1] [0.2)x[0.1] [0.0.8]x[0.1] [0.0.6]x[0.1]
observed window observed window
Boxplots for In(tho_W)_0.5_Mode Boxplots for In(gamma_s_W)_0.5_Mode
—— real parameter S 4 ; ; —— real parameter
o | —— estimation on W_Y T i i —— estimation on W_Y

~ —— full pattern estim ~— full patiern estim

24 =
w - ?
- - 24

o :

g,TTT

55

50

; T T ' ; i ;
[0.1)x[0.1] [0.0.8)x[0,1] [0.0.6]x[0.1] [0.11x(0.1] [0.0.8)x(0.1] [0.0.6)x[0,1]
observed window observed window
Boxplots for In(rho_W)_0.1_Mode Boxplots for In(gamma_s_W)_0.1_Mode
7 v H
~— real parameter ~—— real parameter
o — estmatononw. § | — estmatononw_v
~ — ful Dﬂnemesllm v i —— full pattern estim
i 7 | ; i
] I | I i
Ll
s

N - -
w | -
s

-25
L

3 I T —r i
2
T T T
[CRVTCRY) [0.0.80.1] [0.0.6x(0,1] . l]x[O 1 0. B]x[D 1 0.0 6]x[0 1
observed window observed window

FIGURE 4.15 — Box-plots pour l'estimation de In(pys) (colonne gauche) et In(ys, ) (colonne
droite) pour chaque couple de paramétres (du haut vers le bas : (5.7,—0.11); (5.7, —0.29);
(5.7,-0.69) ; (5.7, —2.30)). Chaque figure montre trois box-plots représentant la fenétre observée :
Y =[0,1] x [0,1] (gauche), Y = [0,0.8] x [0,1] (milieu); Y = [0,0.6] x [0,1] (droite)
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(In(ow), (7)) pour Wy =
Paramétres réels (In(p),In(vs)) | [0,1] x [0,1] | [0,0.8] x [0,1] | [0,0.6] x [0, 1]
(5.7,—0.11) (5.65,—0.06) | (5.7,—0.05) (5.7,—0.01)
(5.7,—0.29) (5.85,—0.45) | (5.8,—0.48) (5.7,—0.46)
(5.7,—0.69) (5.6, —0.8) (5.5,—0.7) (5.65,—0.78)
(5.7,—2.30) (5.8,—2.4) (5.66, —2.45) (5.75, —2.5)

TABLE 4.8 — Estimation de (In(pw ), In(7s,, )) sur W pour chaque couple de paramétres et chaque
cas d’observation.

L’inférence menée avec cette méthode donne des résultats plutot corrects, I’échantillonnage ainsi
obtenu a I’aide des simulations semble presque toujours «corriger» le biais induit par la censure
des données. En effet, la médiane des box-plots semble souvent plus proche de ’estimation menée
sur les données complétes (en bleu) que ne 'est 'estimation menée sur 'observation seule. Nous
allons maintenant résumer la totalité de l'inférence et comparer ces approches.

4.4.3 Comparaison des résultats

Le tableau ci-dessous résume I'inférence menée avec tous les algorithmes utilisés en 4.4.2.4, 4.4.2.5
et 4.4.2.6.

(In(Bw ), In(yw)) Estimation pour Wy =

@gf;izg;fél;ze 0,1] x [0,1] | [0,0.8] x [0,1] | [0,0.6] x [0, 1]
Algorithme 1 (5.7, —0.11) | (5.7,—0.06) | (5.65,—0.01) | (5.65,—0.01)
Algorithme 1 (5.7, —0.29) | (5.85, —0.44) | (5.75,—0.48) | (5.75,—0.47)
Algorithme 1 (5.7, —0.69) | (5.55,—0.68) | (5.5,—0.6) | (5.65,—0.6)
Algorithme 1 (5.7, —2.30) | (5.75,—2.3) | (5.65,—2.35) | (5.8, —2.5)
Algorithme 2 (5.7, —0.11) | (5.75,—0.05) | (5.65,—0.01) | (5.65,—0.01)
Algorithme 2 (5.7, —0.29) | (5.85, —0.44) | (5.8, —0.46) | (5.75,—0.44)
Algorithme 2 (5.7,—0.69) | (5.6,—0.66) | (5.45,—0.58) | (5.6,—0.56)
Algorithme 2 (5.7,—-2.30) | (5.8,—2.3) | (5.65,—2.35) | (5.8,—2.45)
Algorithme 3 (5.7, —0.11) | (5.65,—0.06) | (5.7, —0.05) | (5.7,—0.01)
Algorithme 3 (5.7, —0.29) | (5.85,—0.45) | (5.8,—0.48) (5.7, —0.46)
Algorithme 3 (5.7,—0.69) | (5.6,—0.8) | (5.5,—0.7) | (5.65,—0.78)
Algorithme 3 (5.7, —2.30) | (5.8, —2.4) | (5.66,—2.45) | (5.75,—2.5)

TABLE 4.9 — Tableau récapitulatif des estimations.

A premiére vue, les valeurs ont air plutot correctes et similaires selon les stratégies adoptées.
Pour les comparer, nous allons nous référer a 'inférence obtenue en supposant que les données
étaient complétes. Les tableaux 4.10 suivants donnent respectivement :
— la différence en valeur absolue entre les estimations basées sur les simulations et celles
obtenues en prenant la configuration compléte.
— la différence en valeur absolue entre les estimations basées seulement sur I'observation et
celles obtenues en prenant la configuration compléte.
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Différence entre les estimations via les stratégies
et les estimations en données complétes
o Stmategie 0,1] x 0,1 | [0,0.8] % [0,1] | [0,0.6] x [0, 1]

Algorithme 1 (5.7,—0.11) | (0.00,0.04) (0.05,0.09) (0.05,0.09)
Algorithme 1 (5.7,—0.29) | (0.10,0.10) (0.00,0.14) (0.00,0.13)
Algorithme 1 (5.7,—0.69) | (0.05,0.10) (0.10,0.18) (0.05,0.18)
Algorithme 1(5.7,—2.30) | (0.00,0.20) (0.10,0.15) (0.05,0.00)
Algorithme 2 (5.7,—0.11) | (0.05,0.05) (0.05,0.09) (0.05,0.09)
Algorithme 2 (5.7,—0.29) | (0.10,0.10) (0.05,0.12) (0.00,0.10)
Algorithme 2 (5.7,—-0.69) | (0.00,0.12) (0.15,0.20) (0.00,0.22)
Algorithme 2 (5.7,—2.30) | (0.05,0.20) (0.10,0.15) (0.05,0.05)
Algorithme 3 (5.7,—0.11) | (0.05,0.04) (0.00,0.05) (0.00,0.09)
Algorithme 3 (5.7,—0.29) | (0.10,0.11) | (0.05,0.14) (0.05,0.12)
Algorithme 3 (5.7,—0.69) | (0.00,0.02) (0.10,0.08) (0.05,0.00)
Algorithme 3 (5.7,—2.30) | (0.05,0.10) (0.09,0.05) (0.00,0.00)
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TABLE 4.10 — Différences en valeur absolue entre ’estimation en données complétes et les diffé-

rentes stratégies.

Différence entre les estimations sur Wy
et les estimations en données complétes
Paramétres réels | [0,1] x [0,1] | [0,0.8] x [0,1] | [0,0.6] x [0,1]
(5.7,—0.11) (0.00,0.02) (0.05,0.04) (0.05,0.08)
(5.7, —0.29) (0.10,0.12) (0.00,0.10) (0.10,0.12)
(5.7,—0.69) (0.02,0.02) (0.08,0.04) (0.04,0.08)
(5.7,—2.30) (0.03,0.15) (0.09,0.10) (0.01,0.10)

TABLE 4.11 — Différences en valeur absolue entre I’estimation en données complétes et 1’estima-
tion menée sur Wy-.

Nous constatons que les erreurs obtenues dans le Tableau 4.11 ne semblent pas exhiber de ten-
dance ni avec la taille de la zone non observée ni avec la force de répulsion. Une premiére
conclusion d’aprés ces résultats est que les erreurs trouvées ici semblent liées a la configuration
en elle-méme et d’a quel point les statistiques suffisantes restent proches de la moyenne des sta-
tistiques du modéle.

Un exemple pouvant illustrer ce phénomeéne est le suivant : pour une configuration du modéle
de Poisson de parameétre p = 200 sur [0, 1] x [0, 1], nous attendons en moyenne 200 points. Si,
pour cette configuration, 150 points sont dans [0.5, 1] x [0, 1], alors I'inférence basée sur la fenétre
[0,0.5] x [0, 1] induira un biais par rapport & I’observation compléte. A I'inverse, si les points sont
bien répartis dans ces deux zones, 'inférence basée sur [0,0.5] x [0, 1] sera trés proche de celle
basée sur la fenétre compléte.

En revanche, il parait plus probant de comparer toutes ces données entre elles, entre stratégies et
entre cas d’observations. Comparons d’abord les erreurs obtenues pour les différentes stratégies
et celles obtenues avec ’estimation basée sur Wy seulement.

— Dans le cas ol nous avons utilisé 1’Algorithme 3, 9 des 12 cellules du tableau 4.10 ont des
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erreurs plus faibles que celles du tableau 4.11.
— Dans le cas des Algorithmes 1 et 2, seules 3 des 12 cellules du tableau ont des erreurs plus
faibles ou égales a celles du tableau 4.11.

Ces résultats peuvent s’expliquer par le choix de la stratégie employée au sein des algorithmes.
Pour les stratégies des algorithmes 1 et 2, nous avons extrait aléatoirement 100 valeurs de 0y
dans I’échantillon de (Ay]y). L’inférence dépend alors grandement du choix de ces valeurs. Les
résultats obtenus en utilisant Ialgorithme 3 suggérent que ces choix «aléatoires» pour 6y dans
les algorithmes 1 et 2 devraient étre fait proches du mode.

Des résultats similaires s’obtiennent en faisant la somme totale des erreurs obtenues : seule
'algorithme 3 posséde des erreurs plus faibles pour les couples de paramétres (e.g. 0.29 pour la
ligne «Algorithme 3 (5.7, —2.30)» du premier tableau et 0.48 pour cette méme ligne du deuxiéme).

4.4.4 Controéle de 'inférence

Nous souhaitons désormais savoir si les estimations trouvées permettent de resimuler des confi-
gurations préservant la structure spatiale observée sur Wy . Pour cela, nous utilisons & nouveau
des tests d’enveloppes MCMC. Plus précisément, nous simulons des réalisations du processus de
Strauss avec les paramétres estimés indiqués dans le tableau 4.9 sur W = [0, 1.2] x [0, 1]. Pour
chacune de ces réalisations, nous la restreignons a la fenétre observée Wy pour chaque couple de
paramétre et chaque cas de censure. L’hypothése Hy supposant que le modéle observé est une
réalisation du processus de Strauss avec les paramétres estimés sera donc rejetée si la statistique
observée n’appartient pas a I'enveloppe créée par les statistiques simulées.

La figure 4.16 illustre les tests d’enveloppe des fonctions F,G, g et K pour In(vys) = —2.30 et
Wy = [0,1] x [0,1]. Les lignes vertes et bleues correspondent respectivement aux estimations
pour la configuration observée et la configuration compléte, pour 'estimation effectuée via ’al-
gorithme 3. A chaque fois, les modéles observés et réels pour les estimateurs F,G, g et K se
trouvent a l'intérieur des enveloppes, ce qui indique une estimation plutét correcte. Les résul-
tats obtenus sont similaires pour les deux autres méthodes utilisées et pour chaque couple de
parameétres considéré. Les simulations ont été réalisées & 1’aide de la bibliothéque C++ DRLib
(https ://gitlab.univ-lorraine.fr/labos/iecl/drlib) et les estimations pour ces fonctions ont été
obtenues a ’aide de la bibliothéque R spatstat|Baddeley et al., 2015].
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FIGURE 4.16 — Test d’enveloppe pour les fonctions F, G, g et K (500 simulations) pour la configu-
ration observée (ligne verte) et la configuration entiérement observée (ligne bleue) - les enveloppes
Monte Carlo (zone grise).

La figure 4.17 présente les box-plots pour les statistiques suffisantes du modéle obtenues a partir
de 500 simulations Monte Carlo, en effectuant deux «tests d’enveloppe» basés respectivement
sur le nombre de points et le nombre de voisins r. A nouveau, les simulations ont été restreintes a
Wy afin d’étre comparées a 1’observation y. La ligne verte représente les statistiques suffisantes
observées. Pour chaque scénario d’estimation, les statistiques observées se trouvent & l'intérieur
des enveloppes Monte Carlo représentées par les boites a moustaches, ce qui indique que les
statistiques des configurations simulées englobent les statistiques observées du modéle. Les figures
a gauche représentent les box-plots pour le nombre de points et les figures & droite représentent
les box-plots pour le nombre de r—voisins.
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FIGURE 4.17 — «Tests d’enveloppe» MCMC pour les statistiques suffisantes du modeéle (500
simulations) pour le nombre de points (gauche) et le nombre de r—voisins (droite). La ligne
verte représente les statistiques observées sur Wy pour chaque cas. Pour chaque figure, les trois
premiers box-plots en partant de la gauche sont obtenus avec l'algorithme 3 lorsque Wy =
[0,1] x [0,1], Wy =[0,0.8] x [0,1] et Wy = [0,0.6] x [0, 1] respectivement. Les trois suivants sont
obtenus avec ’algorithme 2 lorsque Wy = [0, 1]x[0, 1], Wy = [0, 0.8] %[0, 1] et Wy = [0, 0.6]x[0, 1]
respectivement. Enfin, les trois derniers représentent les mémes fenétres observées et ’algorithme
1.



Chapitre 5

Conclusions et perspectives

Les travaux de cette thése ont abordé trois problémes principaux :

— La modélisation multi-interaction pour traiter des jeux de données exhibant plusieurs
structures galactiques (filaments cosmiques).

— La modélisation multi-échelle pour prendre en compte le fait que les galaxies sont distri-
buées comme les perles d’un collier le long des filaments et des jeux de données volumineux.

— Le probléme d’inférence en données incomplétes, abordée en utilisant le contexte Bayésien.

L’objectif de cette thése est de proposer des travaux méthodologiques pour I'utilisation des pro-
cessus ponctuels de Gibbs appliqués & des données cosmologiques. Pour cela, nous avons présenté
trois modélisations et proposé une extension de 'inférence en données incomplétes au cadre Bayé-
sien.

Le premier modéle introduit en 3.1 repose sur une inhomogénéité induite par les structures ga-
lactiques (ici, les filaments) et une superposition de modeéles & interactions sur la méme plage de
voisinage. Le modéle semble s’ajuster de maniére convenable aux données, les tests d’enveloppe
MCMC indiquent des comportements similaires en termes de distances inter-points. La métho-
dologie présentée a travers la création du modéle et de la bréve étude descriptive des données
semble prometteuse et pose un premier jalon pour se diriger vers un approfondissement de I’étude
de ce jeu de données. La méthode d’échantillonnage a posteriori semble également robuste en
présence de modéles mettant en jeu de nombreuses interactions entre les points et en présence
d’inhomogénéité.

Néanmoins, les caractéristiques du deuxiéme ordre (la fonction de corrélation par paire et la
fonction K') ne sont pas parfaitement respectées dans le test d’enveloppe. Les estimations in-
diquent également que le paramétre pour le modéle de Strauss est, a 'exception du cas (rg,7,) =
(0.01,0.01), trés proche de 0, indiquant que le modéle n’est pas parfaitement adapté a ces données.
Il semble que I'inconvénient de considérer une superposition de modéles est que deux interactions
potentiellement opposées (lorsque le paramétre d’Area-Interaction correspond a de I’aggloméra-
tion) ont une influence sur le méme «territoire.

Ces premiers travaux invitent a utiliser une méthodologie similaire pour la partie non traitée
du jeu de données en Figure 3.1. Une premiére continuation possible de ces travaux serait de
raffiner ’analyse exploratoire pour identifier des meilleurs rayons d’interactions pour les modéles
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considérés. Une telle analyse a été le point de départ du deuxiéme modéle proposé dans cette
thése.

Pour finir, I’étude menée dans cette section se base sur la détection des filaments galactiques dans
des données. Cette étude pourrait étre étendue a toutes les structures que les astrophysiciens
parviennent a détecter (e.g des murs, des clusters, des super-clusters [Einasto, 2025]). Ainsi, ce
type modélisation pourrait étre enrichi par des mécanismes de conditionnement adaptés a la
structure considérée.

L’enrichissement des travaux autour de la modélisation par les processus de Gibbs s’est aussi
fait a travers les deux modélisations proposées pour le jeu de données présenté dans la section
3.2. Cette partie présente I'analyse exploratoire, la modélisation et I'inférence pour une étude
locale de ce grand jeu de données. Ce travail est une continuation des études effectuées par
[Hurtado-Gil et al., 2021| et de la modélisation présentée en 3.1. La superposition des modéles
de Strauss et d’Area-Interaction introduite dans ces travaux n’existe que dans une seule zone et
peut constituer, comme mentionné plus haut, une forme de compétition entre les modéles. Les
nouveaux modéles proposent quant a eux des interactions multiples avec attraction autour des
points et répulsion dans un voisinage en couronne autour de ces derniers, ce qui permet de cibler
les interactions dans des zones plus précises. Pour cela, nous avons introduit deux nouveaux mo-
déles, les modéles StraussCrown et GeyerCrown, appliqués pour la premiére fois & des données
cosmologiques.

Les modé¢les s’ajustent plutét bien aux données en se basant sur un simple test d’enveloppe
et les résultats indiquent qu’il est important de permettre différents types d’interaction a dif-
férentes échelles. Les tests d’enveloppe des fonctions ¢ indiquent que le comportement a petite
échelle est meilleur lorsque nous utilisons le modéle Area-Interaction. Les «erreurs» observées
a petite échelle peuvent étre expliquées par le fait que la densité de galaxies au sein de clus-
ters est trés élevée, ce qui avait mené a des difficultés lors de la modélisation pour I’étude menée
dans [Hurtado-Gil et al., 2021|. Comme perspective, il serait alors de considérer un modeéle Area-
Interaction GeyerCrown, oll, comme pour la premiére modélisation, le modéle Area-Interaction
est utilisé entre 0 et r1. Les composantes de StraussCrown seraient alors remplacées par des
composantes GeyerCrown. De plus, 'avantage d’utiliser le modéle GeyerCrown est que les phé-
nomeénes de bords liés a la définition des modéles (e.g. pour le modéle de Strauss) sont supprimés
puisque le modéle de saturation de Geyer est défini sur R tout entier.

Nous avons ensuite orienté les travaux vers l'inférence avec des données partiellement observées,
ce qui est trés fréquent pour des données spatialisées et dans notre cas, en cosmologie. Pour
aborder l'inférence avec des données incomplétes, nous avons proposé deux distributions dont la
marginale est la distribution a posterior: d’intérét. Les solutions pour échantillonner ces distri-
butions ont été motivées par des résultats théoriques. A partir de ces résultats, nous avons dérivé
des algorithmes plus simples & utiliser en termes d’efficacité numérique. Ces stratégies ont ensuite
été testées dans le cadre d’'une étude par simulation, en utilisant les réalisations du modéle de
Strauss avec 4 paramétres différents et 3 cas pour la fenétre observée Wy . Les résultats indiquent
une estimation des paramétres satisfaisante, tout en permettant de fournir une moyenne pour les
statistiques suffisantes sur la région manquante. Des tests d’enveloppe MCMC utilisant les fonc-
tion F, G, g et K ainsi que les statistiques du modéle ont été utilisés pour contréler les résultats
de l'inférence, indiquant toujours une inférence cohérente.
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Les algorithmes permettent donc d’obtenir de plutét bons résultats. Les algorithmes 1 et 2, ba-
sés sur des valeurs aléatoires de I’échantillon f(fy|y), n’ont été testées que pour 100 parameétres
différents, ce qui, dans un échantillon de taille 10% semble trop faible. Les résultats obtenus pour
I’Algorithme 3 suggérent une étude plus approfondie en prenant ces valeurs autour du mode de
I'échantillon de f(fy|y). Cette approche semble étre une piste intéressante pour la suite de ces
travaux : le choix de multiples valeurs de I’échantillon de f(fy|y) semble adéquat pour approcher
la vraisemblance des données incomplétes. En effet, I'intégrale présente au numérateur de cette
derniére indique que cette vraisemblance doit prendre en compte les différentes configurations
possibles sur Wy, ce que nous tentons de traduire & travers ’approximation de Eé; [t(X)Y =yl
Cette méme intégrale est indirectement approchée a I'aide des simulations conditionnelles dans
la solution proposée par |Gelfand and Carlin, 1993| & travers le ratio de vraisemblance, ce qui a
également motivé notre proposition de loi a posteriori.

Ces travaux constituent une premiére contribution a 1’élargissement de l'inférence en données
incomplétes au cadre Bayésien. Nous nous appuyons fortement sur ’algorithme ABC Shadow,
qui permet d’obtenir un échantillon de paramétres candidats pour la simulation conditionnelle
sur Wx sachant la configuration y. De plus, nous obtenons un échantillon pour cette loi, ce qui
constitue une perspective intéressante quant a I’étude de son comportement asymptotique et des
éventuelles applications qui découleraient de ce comportement (variance asymptotique, variance
asymptotique MCMC, ...)

Des pistes intéressantes d’approfondissement découlent de ces travaux. Nous mentionnons d’abord
I'enrichissement du controle de l'estimation (analyse résiduelle, tests d’enveloppes globaux). De
plus, la validation et le choix de modéles sont une piste d’enrichissement prometteuse concernant
les modélisations proposées. Les modélisations pourraient également étre étendues aux proces-
sus ponctuels marqués pour prendre en compte les caractéristiques des galaxies disponibles déja
dans les catalogues. Bien évidement, il faudrait étendre ce cadre de travail aux données 3D,
pour pouvoir s’attaquer réellement & la modélisation des grands catalogues des données mas-
sives disponibles et & venir. Enfin, aboutir & une modélisation prenant en compte les structures
galactiques et des modéles multi-échelles sur des données réelles et utilisée dans le cadre des
données incomplétes serait 'autre aboutissement remarquable de ces travaux. A ce propos, l'ar-
ticle [Gabriel et al., 2023] peut étre intéressant pour l’estimation de I'influence de ces structures
galactiques, latentes, dans les données cosmologiques dans les régions comportant des données
manquantes. Ceci dit, les hypothéses d’indépendance utilisées par les auteurs apparaissent comme
une limitation quant & 'application immeédiate telle quelle de leur approche.

Comme perspectives plus immédiates, nous souhaitons poursuivre les travaux sur les données
incomplétes en les appliquant aux données simulées par les astrophysiciens. Ces données issues
d’une projection sur la sphére, sont proches du cadre que nous avons posé ot deux régions
disjointes peuvent étre considérées pour les régions observées et non observées. Ces travaux sont
en cours et feront I'objet d’une publication dans un journal. Plus généralement, des applications
aux données spatio-temporelles pour pouvoir effectuer de la prédiction peuvent étre envisagées.
Enfin, transférer les méthodes proposées pour les données cosmologiques & d’autres domaines
peut constituer un sujet de recherche a part entiére.
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Annexe A

Preuves

A.1 Preuve du théoréme 2.3.1

Démonstration. (i) Les deux densités s’annulant en dehors de b(0, A/2), la propriété est vraie
dans ce cas. Soit ¥ € b(0,A/2), le théoréme de la moyenne appliqué au dénominateur de ga
donne Dexistence d'un 6* € b(6, A/2) tel que 1(0, A, x) = Va fgz‘alf)). Comme nous avons supposé

© compact de R", la continuité de f donne 'existence d’un minimum m(x) := ;ng f(x|¢) avec
€

m(x) > 0. Pour A € Tg il vient :

o
qa (0 — 1 —Ua(0 — ) |dyp = o dyp
/A| al al ) ANb(6,A/2) VA% VA
f(x|y)
1 c(¢) / ()
< ——sup . dy
Va geo f(X[D) Janvo,a/2) | VA fé;‘e‘f)) N
< M(Aﬂb(é?,A/2))m(X)_1 < sup fxly) f(XW* )
Va d(,07)<a | () c(0
_ f(x|y)  f(x]07)
< m(x)! sup —
< dwo9)<a | () c(6*)

ol le supremum tend vers 0 lorsque A tend vers 0.
Si f(x|-) € C1(©), nous obtenons, en utilisant Iinégalité des accroissements finis :

[ 1aa6 > 6 = Us(0 — 0)ldv < m(x)'A sup [1Dof(xlu)]
A P*eO
=C1(x, f,0)A
ou C1(x, f,0) est une constante dépendant uniquement de x, f et O.
(ii) Comme précédemment, le théoréme de la moyenne est utilisé pour obtenir le résultat :
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) f(xlY) f(x[0%) f(x|¥)
sp a0 = Plz) T Lewan(¥) P i /Va~ey) )
beo ‘mwﬁe‘m) f((W)lb(aA/z)(@) peb(6,A/2) iz‘f)/(VA ("W;)) fgz)\)e)

izt
= et® 100 || Todey
c(6) c(6*)

Omlx)2  su f(x[y™)  f(x]07)
< Mx)m(x) d(@*,w}‘))gA c(*) c(6*)

avec M (X) 1= supgee f(x|P) < oo, 0* € b(0,A/2) et * € b(vp, A/2) les valeurs obtenues par
théoréme de la moyenne. Comme précédemment, si f(x|-) € C}(0), nous avons alors :

fx[)
0 — oz Lyo,a/2)(¥) _ .
sup | 42 ;g\ ) _ o < M(x)m(x)"*A sup ||De f(x¢")]|
PeO QA(I/) ‘x) o 1b(6‘ A/g)(@) P*eO
= CZ(Xa f7 Q)A

ot Cay(x, f,0) est une constante dépendant uniquement z, p et © O
A.2 Preuve de la proposition 2.3.3
Démonstration. Si n = 1, la définition de noyaux de transitions, l'introduction de Ua(0 —

) idear(0 — 1) — UA(0 = ) igear (0 — 1) dans la premiére valeur absolue, I'inégalité triangu-
laire et le caractére borné des fonctions 14(+), @igear(*) €t Ashadow (-) Permettent d’écrire :

|R,deal (0 A) shadow (0 A)|

< / 10A (0 = ) tigeat(8 = 1) — Ua(6 = 1) aadon (6 — ©)|di
Peb(6,A/2)
L 1400) / 19806 = )1 — digeat (6 = )] — UA(® = )1 — Cshadon(8 — )] dy
Peb(h,A/2)

<3 / g6 (0 = ©) — Ua(0 = ©)]di +2 / Ua(® — )| tigear (0 — )
eb(0,A/2) eb(0,A/2)
- ashadow(g — ¢)\d¢

Etant sous les hypothéses du théoréme 2.3.1, appliquons le point (1) et le corollaire 2.3.2.
Soit € > 0, il existe alors A tel que VA > 0,

A<a=weos | 1450 = ) — Us(0 — )|dp < ¢/6
Yeb(6,A/2)

et

sup |aideal(‘9 — 1/1) - ashadow(e — ¢)’ < 6/2]
PeO

D’ou existence de A, > 0 tel que |Pigeqi (0, A) — Pshadow (0, A)| < € si A < A, indépendamment
de 0 et de A.
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Si nous supposons désormais que f(x|-) € C1(0), les inégalités précédentes deviennent donc par
inégalité des accroissements finis :

|Pzdeal(9 A) Shadow(e A)‘ < 301(X f, )A + 202()(7 fa @)A = 03(Xa fa @)A

Etant donné cette majoration, un candidat pour Ag(e, 1) := Cy(z,p, ©)e. Les constantes Cs et
Cy dépendant uniquement de x, f et ©. Pour n > 1, un raisonnement par induction améne :

(n) |

| zdeal shadow

<Pl =P, z((zzazl)P ndow + Patcal’ Psdow = Ponacton|
|Pzd7tlaal1 H zdeal shadow| + |f)z(dzall) si?ad%))wHPsZLLad%)w‘
< ’ zdeal shadow‘ + ’ch;;all) s;Llad%J)w‘
< s n"Pzdeal Ps(hadow| <€

uniformément en 6 et A pour tout A tel que A < Ag(e,n) := Ag(e/n, 1) = Cy(z,p,0)
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Annexe B

Présentation de la librairie C++ DRLib

DRLib est une libraire C++ destinée a la modélisation, la simulation et 'inférence de processus
ponctuels marqués. Elle vise & compléter les outils existants, tels que la bibliothéque spatstat
dans R [Baddeley et al., 2015], avec un code C++ fiable et efficace. Cette librairie trouve son origine
dans la bibliothéque MPPLIB développée principalement par [van Lieshout and Stoica, 2006], ou
des algorithmes de simulation exacts pour les processus ponctuels marqués ont été programmeés
en C++ afin de réaliser des études de simulation a grande échelle. La bibliothéque DRLib est un
projet construit par Radu Stoica et Didier Gemmerlé. Ce projet est en plein déroulement. Ce
dernier permet d’effectuer la modélisation, la simulation par ’algorithme de Metropolis-Hastings
ajout/retrait de points et 'inférence par ’algorithme ABC Shadow pour les processus ponctuels
cités dans ce manuscrit. Les modéles implémentés dans la librairie disponible en ligne sont :

— Processus de Poisson.

— Processus de Strauss.

— Processus Area-Interaction.

— Processus de Strauss superposé avec Area-Interaction.

J’ai intégré dans cette librairie les travaux présentés dans cette thése : les modéles de saturation
de Geyer, StraussCrown et GeyerCrown et ’élargissement de la simulation de ces modéles a la

simulation conditionnelle.

La version actuelle de la bibliothéque est disponible & ’adresse suivante :
https ://gitlab.univ-lorraine.fr/labos/iecl/drlib.
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Annexe C

Points clés du déroulement de la thése

C.1 Séjour scientifique

— Séjour de 2 mois en Suéde Chalmers, Université de Goteborg pour une collaboration avec
Pr. Aila Sérkké, mars - mai 2024.

C.2 Liste des publications

Ces travaux ont donné lieu & trois publications dans des proceedings de conférence :

— Nathan Gillot, Radu S. Stoica, Aila Sarkké, Didier Gemmerlé. Application of Approximate
Bayesian Computation algorithms for parameter estimation for Gibbs point processes
based on partly missing data. RING Meeting 2025, Ecole nationale supérieure de géologie
(ENSG) Nancy, Sep 2025, Nancy, France. (hal-05184911)

— Nathan Gillot, Radu S. Stoica, Aila Sarkké, Didier Gemmerlé. Spatial point process mo-
delling and Bayesian inference for large data sets. RING Meeting, Ecole nationale supé-
rieure de géologie (ENSG) Nancy, Sep 2024, Nancy, France. (hal-04645186)

— Nathan Gillot, Radu S. Stoica, Didier Gemmerlé. Study the galaxy distribution cha-
racterisation via Bayesian statistical learning of spatial marked point processes. RING
Meeting, Ecole nationale supérieure de géologie (ENSG) Nancy, Sep 2023, Nancy, France.
(hal-04163649v2)

C.3 Liste des présentations et séminaires

— SSIAB 16 (Workshop on Spatial Statistics and Image Analysis in Biology) : «Bayesian
algorithms for parameter estimation for Gibbs point processes based on partly missing
data», Smogen, juin 2025

— Exposés au RING Meeting, Nancy, septembre 2023-2024-2025.

— «Study the galaxy distribution characterisation via Bayesian statistical learning of
spatial marked point processes» 2023 (Poster)

— «Spatial point process modelling and Bayesian infernce for large data sets» 2024 (Ex-
posé)

— «Application of Approximate Bayesian Computation (ABC) algorithms for parameter
estimation for Gibbs point processes based on partly missing data» 2025 (Exposé)
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— Guest lecture, autour des méthodes MCMC (Echantillonneur de Gibbs) et méthodes Bayé-
siennes (ABC Shadow) & des étudiants de Master a Chalmers, mai 2024 et mai 2025. Pr
Ottmar Cronie.

— FExposés au sein de I'équipe Inria PASTA :

— «L’algorithme EM pour variables latentes.»

— «Autour des constantes de normalisations.»

— «Cartographie et Mathématiques : existe-t-il une carte «parfaite» 7»

— «Introduction & la modélisation, simulation et inférence pour les processus ponctuels.»

— TP d’introduction & la DRLib, Ecole d’Eté a Haapsalu (Estonie), en collaboration avec
R.S. Stoica et D.Gemmerlé. juillet 2025
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