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pour Pascale
et Vivian

� Quand je danse, je danse ; quand je dors, je dors. Rien de plus simple. Et
quand je me promène seul dans un beau verger, il peut arriver que, pendant
un certain temps, mes pensées soient accaparées par des sujets étrangers à
ce qui m'entoure, mais le reste du temps, je fais en sorte de les ramener à la

promenade, au verger, au plaisir d'y goûter la solitude, à moi-même.
[...] Nous sommes stupides quand nous disons : � Il a vécu dans l'oisiveté �,
ou bien : � Je n'ai rien fait aujourd'hui. - Quoi, n'avez-vous donc pas vécu ?

C'est non seulement la plus fondamentale de vos occupations, mais aussi
celle qui a le plus d'éclat. � � Si seulement on m'avait con�é quelque tâche
importante, j'aurais montré ce dont je suis capable. - Avez-vous su penser

et conduire votre vie ? Oui ? Alors, vous vous êtes acquitté de la plus
grande des tâches. �

Montaigne, Les Essais, III, 13
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Deux méta-théories mathématiques

Les années 1950 ont vu émerger dans le champ mathématique deux théo-
ries au statut bien particulier : la théorie des modèles d'une part, la théorie
des catégories d'autre part. Ces deux théories visaient en e�et d'une part à
être développées pour elles-mêmes à partir de leur propres notions fondamen-
tales (la théorie � pure �) mais également à fournir aux mathématiciens des
outils généraux pour résoudre les di�cultés qu'ils pourraient rencontrer dans
des domaines spéci�ques (la théorie � appliquée �). D'où leur position d'ex-
tériorité ou de surplomb par rapport au reste du paysage mathématique. Une
telle position se distingue de celle occupée par d'autres théories mathéma-
tiques, comme la théorie des groupes, qui pourraient elles également trouver
des applications dans d'autres domaines mathématiques (la topologie algé-
brique par exemple). En e�et ces dernières théories présentent un caractère
local d'un point de vue conceptuel : elles sont centrées sur un unique type
de structure dont il s'agit de développer les propriétés ou de retrouver des
instanciations dans d'autres domaines théoriques. Théorie des modèles et
théorie des catégories semblent au contraire prendre pour objets les struc-
tures mathématiques elles-mêmes dans leur diversité et dépasser les limites
conceptuelles pour dégager ce qu'elles peuvent avoir de commun.

Cette situation particulière se manifeste non seulement dans des objets
communs mais également dans les visées qu'elles partagent.

1.1.1 Des objets communs

Théorie des catégories et théorie des modèles développent leurs méthodes
a�n d'étudier les structures mathématiques indépendamment de la � na-
ture � des éléments de ces structures et examinent les propriétés de classes
de structures. Toutes deux ont ainsi été élaborées à partir du tournant struc-
tural des mathématiques dans les années 1920-1930, tournant dans lequel
elles trouvent leur racine et leur sens. Cette homogénéité des domaines des
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

deux théories se trouve par ailleurs révélée par ce qui semble constituer leur
horizon : la caractérisation � à isomorphisme près � apparaît comme une
limite de discernabilité des objets mathématiques pour le théoricien des mo-
dèles comme pour le catégoricien. Par là-même les deux théories semblent
se placer à un même niveau d'abstraction : la classe de structures d'un type
donné.

Cette attention commune aux classes de structures et à leurs relations
apparaît par exemple à travers certains résultats de théorie des modèles
qui trouvent une formulation � naturelle � en contexte catégorique, ce que
souligne A. Mac Intyre en �xant les débuts de la théorie des modèles à
l'émergence de la notion d'� application élémentaire � 1 :

� model theory is a little older than category theory, and was
certainly more subtle in 1950, but the subject could have be-
ne�ted early on from a category-theoretic approach. This would
have inevitably led one to elementary maps, of which elementary
extensions are a special case.

It is in category-theoretic terms that one can best explain the
advantages of introducing elementary maps. Tarski's basic theo-
rem tells us that if L is a �rst order logic, then the category of
L-structures with elementary maps has direct limits, and that
the same holds for the subcategory of models of a �xed L-theory.
Another desirable feature of the category and the above subca-
tegories is the amalgamation property. � ([158], 140-141)

Ces remarques de Mac Intyre mettent en évidence le fait que la théorie
des catégories aurait pu permettre de dégager de façon naturelle les notions
fondamentales de la théorie des modèles et soulignent ainsi la familiarité
essentielle entre ces deux théories : elles prennent pour objets les classes de
structures et leurs relations.

1.1.2 Des objectifs communs

Les méthodes développées par les deux théories semblent en outre ré-
pondre à des objectifs communs. Pour les mettre en évidence il s'agira dans
un premier temps d'e�ectuer un travail de comparaison du discours secon-
daire développé par les mathématiciens et par les épistémologues à propos
de ces deux théories.

1. La question pourrait se poser de savoir à quel moment naît véritablement la théorie
des modèles : on peut en e�et considérer le théorème de Lowenheim-Skolem en 1915-1920
comme son acte de naissance, ou attendre la rencontre de la dé�nition formelle de la vérité
de Tarski et des structures mathématiques dans les années 1950, comme le propose W.
Hodges dans [106].
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Du côté de la théorie des modèles

Si les objectifs explicites de la théorie des modèles ont pu évoluer depuis
les années 1950 il reste possible cependant de dégager les points suivants :

� la formalisation, c'est-à-dire la mathématisation, de notions considé-
rées jusque-là comme � intuitives �, vagues ou extra-mathématiques.
On peut penser par exemple à la notion de dé�nissabilité élaborée
par Tarski en 1931. Cette perspective doit cependant être distinguée
de celle proposée par l'axiomatisation formelle héritée de Hilbert : il
ne s'agit pas tant d'utiliser un langage formel pour caractériser des
notions appartenant déjà au champ mathématique que de faire ren-
trer dans le champ mathématique des notions qui lui étaient jusque-là
étrangères.

� la construction de modèles : selon W. Hodges : � Model theorists look
for ways of constructing models of given sentences � ([108], vii), et
plus précisément :

� Construction means building structures, or sometimes fa-
milies of structures, which have some feature that interests us.
For example we might look for a graph which has very many
automorphisms, or a group in which many systems of equations
are solvable �. ([107], ix)

L'importance des procédures de construction de structures en théorie
des modèles est soulignée en outre par Chang et Keisler :

� The three theorems [compacité, Lowenheim-Skolem et
Morley] say something positive about the existence of models
having certains properties. Indeed, in almost all of the deeper
theorems in model theory the key to the proof is to construct
the right kind of model [...]. There are a small number of ex-
tremely important ways in which models have been construc-
ted. For example, for various purposes they can be constructed
from individual constants, from functions, from Skolem terms,
or from unions of chains. These constructions give the subject
of model theory unity. � ([36], 2)

� la classi�cation des structures : selon B. Poizat,

� We realize that attacking head-on the problem of truth
in mathematics presents some di�culty, and that it would be
more valuable, at the start, to keep our ambitions more modest,
and to begin by trying to classify and compare structures with
the common property of being models of the same theory T :
This is model theory. � ([208], xxvii)

Ce que W. Hodges développe ainsi :

� 'Classifying' a class of structures means grouping the
structures into subclasses in a useful way, and then proving
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that every structure in the collection does belong in just one
of the subclasses. An archetypal example from algebra is the
classi�cation of vector spaces over a �xed �eld. � ([107], ix)

Cet objectif de classi�cation inhérent à la théorie des modèles a été
en outre développé par les travaux de Shelah et la � classi�cation
theory �.

De ces trois objectifs fondamentaux résulte la possibilité pour la théorie
des modèles de revendiquer d'autres �nalités :

� la généralisation, comme le souligne A. Robinson :

� The suggestion that numerous important concepts of Al-
gebra possess natural generalizations within the framework of
the Theory of Models has met with a rather less lively response.
Nevertheless, it is still the author's belief that investigations
in this direction are both interesting and valuable. � ([215], vi)

Un exemple d'un tel mouvement de généralisation de l'algèbre vers la
théorie des modèles serait la notion d'extension algébriquement close
qui trouve une portée naturelle dans un cadre méta-mathématique.

� la compréhension, comme le souligne Haskell, Pillay et Steinhorn :

� For an area of mathematics to contribute signi�cantly to
another, the new point of view must add to the understanding
of the objects in the area of application, and not, for example,
merely provide convenient new terminology. In the case of the
model theory of �elds, [. . .] the deep advances that have been
made in abstract model theory over the last thirty or forty
years have generated concepts and methods that have found
meaning and application in classical mathematical contexts,
ultimately leading to important new results in these areas. �
([101], 1)

� Cette compréhension des structures mathématiques que rend possible
la théorie des modèles semble aller de pair avec la mise en lumière de
correspondances entre des domaines mathématiques distincts, comme
le remarque I. Fesenko :

� In some of them [areas of number theory and related parts
of mathematics] one can feel important similarities between
two mathematical theories, which are still not formalized and
well understood. A model theoretical analysis may provide a
valuable help.

The main reason to hope for such developments involving
model theory, for example as a bridge between two currently
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separated areas in mathematics, is that for many of the si-
tuations listed below it is natural to anticipate existence of
certain common structures remaining invisible at the current
level of knowledge. Model theoretical analysis could help to
reveal some of those structures. � ([78], 327)

ou Hrushovski :

� Instead of de�ning the abstract context for [stability]
theory, I will present a number of its results in a number of
special and hopefully more familiar, guises : compact complex
manifolds, ordinary di�erential equations, di�erence equations,
highly homogeneous �nite structures. Each of these has fea-
tures of its own and the transcription of results is not rou-
tine ; they are nonetheless readily recognizable as instances of
a single theory. � ([109], 281)

Hourya Sinaceur fait de ces correspondances un des apports es-
sentiels de la théorie des modèles :

� elle multiplie les correspondances [entre disciplines] ou les
ampli�e. Plus encore, elle les explique. Et même elle les prévoit.
[...].

Elle n'ouvre pas seulement la possibilité d'une nouvelle tra-
duction. Elle rend compte a priori de la possibilité de traduire,
de passer d'une classe de modèles à une autre, d'un langage
mathématique à un autre. Par vocation, la théorie des modèles
est métastructurale, et donc aussi métadisciplinaire.

Ce pouvoir elle le tient évidemment de son versant logique.
C'est grâce à cette analyse du langage, guère pratiquée par le
mathématicien ordinaire, que l'on peut considérer simultané-
ment et sous le même point de vue des structures di�érentes ap-
partenant éventuellement à des genres distincts (arithmétique,
algèbre, analyse, topologie). C'est elle qui livre des énoncés
logiques dont la traduction mathématique se fait toujours au
pluriel. � ([230], 19)

� en�n, l'uni�cation. Selon Haskell, Pillay et Steinhorn en e�et :

� What is it then that provides this uni�ed perspective ? It
is not just the scope and generality of structures in the above
sense [au sens de l'Algèbre structural] that makes the model-
theoretic point of view distinctive. Rather it is the objects that
model theory attaches to these structures, and the tools and
methods that model theory employs to analyze and understand
these objects that sets the subject apart. Just as a complex
analyst, for example, concentrates on holomorphic functions
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on the �eld of complex numbers, model theory focuses on a
particular class of relations and functions, the so-called de�-
nable ones. [...]

The power the point of view of de�nability confers comes
from the fact that many of the sets that arise in mathematics
can be described by formulas in exactly the way that mathe-
maticians ordinarily do so. � ([101], 5)

Là encore ce serait de l'attention au langage que viendrait cette portée
uni�catrice, comme le note H. Sinaceur : � l'analyse des langages de
ces théories livre une forme unique. Des énoncés de ces langages di�é-
rents peuvent relever d'un même schème logique. Et ainsi le multiple
apparaît un sub specie logicae. � ([230], 19)

Ces di�érentes remarques montrent ce qui sépare la théorie des modèles
d'autres théories mathématiques comme la théorie des groupes ou la topo-
logie. En e�et même si ces dernières peuvent trouver des applications dans
d'autres domaines mathématiques et parfois même au c÷ur de la théorie des
modèles elles ne portent pas sur la notion-même de structure mathématique
et sur les relations que peuvent entretenir des classes de structures. La théorie
des modèles se présente donc bien comme une méta-théorie mathématique.

Du côté de la théorie des catégories

Qu'en est-il de la théorie élaborée par S. Eilenberg et S. MacLane ? Ici
encore l'examen du discours secondaire développé par les mathématiciens
et les épistémologues peut permettre de dégager les objectifs de la théorie
des catégories. Si dans ce cas également les fonctions et les objectifs de la
théorie ont pu évoluer selon les problèmes abordés il est possible de dégager
les points suivants :

� la formulation précise de notions � intuitives �, comme le souligne
J.-P. Marquis :

� the major function of the concept of category in Eilenberg
and Mac Lane's original paper is to provide a conceptual cla-
ri�cation : the concept of category is required to state and
understand the concepts of natural transformation and natu-
ral isomorphism in full generality. � ([171], 229)

� la classi�cation, à di�érents niveaux et sous di�érentes formes, ap-
paraît comme un enjeu central du développement de la théorie des
catégories. Ainsi par exemple dès l'article de 1945 d'Eilenberg et Mac
Lane :

� This emphasis on the speci�cation of the types of mappings
employed gives more insight into the degree of invariance of
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the various concepts involved. For instance, we show [. . .] that
the concept of the commutator subgroup of a group is in a
sense a more invariant one than that of the center, which in its
turn is more invariant than the concept of the automorphism
group of a group, even though in the classical sense all three
concepts are invariant. [...]
This may be regarded as a continuation of the Klein Erlangen
Programm, in the sense that a geometrical space with its group
of transformation is generalized to a category with its algebra
of mappings. � ([67], 237)
� Various types of subgroups of G may be classi�ed in terms
of the degree of invariance of the `subfunctors' of the iden-
tity which they generate. This classi�cation is similar to, but
not identical with, the known distinction between normal sub-
groups, characteristic subgroups, and strictly characteristic sub-
groups of a single group. � ([67], 264)

Toutefois, comme le montre Jean-Pierre Marquis, un tel projet de
classi�cation mathématique interne à la théorie des groupes s'est ré-
vélé une impasse. Dans le cadre de l'algèbre homologique au contraire
la théorie des catégories est apparue comme le levier essentiel d'une
classi�cation des théories :

� homology theories can be very di�erent with respect to other
properties, e.g. facility of computation. It is the fact that ho-
mology theories can be systematically related to one another
via natural transformations that allowed their classi�cation.
One can compare systematically, that is with the help of the
morphisms in the target category, di�erent homology theories
and determine how and where they di�er with respect to their
role, that is capturing fundamental properties of the spaces
studied. � ([172], 68)

� la généralisation rendue possible par la théorie des catégories se révèle
presque à chaque étape de son développement.

Ainsi par exemple, pour Gelfand et Manin :

� The Grothendieck idea to overcome [the] insu�ciency [of Za-
riski topology] was to extend the notion of topology : he sug-
gested to consider as � open sets � not just open embeddings
but certain more general mappings f : U → X such as, for
example, [...] �at morphisms (in the category of schemes), etc.
In such [a] generalization open sets become objets of some
category. [...] The essential point is that the notion of [...] co-
vering is not deduced from some structures in the category,
but instead forms a part of the de�nitions � ([84], 99)
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au c÷ur des travaux d'Eilenberg et MacLane dès 1945 :

� In a metamathematical sense our theory provides general
concepts applicable to all branches of abstract mathematics,
and so contributes to the current trend towards uniform treat-
ment of di�erent mathematical disciplines. In particular, it pro-
vides opportunities for the comparison of constructions and of
isomorphisms occurring in di�erent branches of mathematics ;
in this way it may occasionally suggest new results by ana-
logy. � ([67], 236)

� la compréhension : sur ce plan la notion de foncteurs adjoints entre
autres concepts catégoriques joue un rôle crucial, comme le souligne
J.-P. Marquis :

� Once category theory was developed and used, in particular
when the central theoretical role played by adjoint functors was
understood, [...] what was seen as a useful tool in organizing
and guiding mathematical though became a theoretical fra-
mework that revealed the basic or fundamental principles un-
derlying mathematical concepts, theories and theorems. Thus,
Stone duality theorem is indeed more perspicuously presented
in the context of categories and functors � it is organized neatly
and the basic consequences of the result are transparent � but
once it is seen as a special case of a very general adjoint situa-
tion, a theoretical understanding of the phenomenon becomes
available. Category theory is not applied to Stone's theorem,
it is the latter that becomes a speci�c instance of a general,
universal conceptual situation. � ([171], 251)

� les correspondances entre domaines mathématiques apparaissent au
c÷ur de ce mouvement de généralisation et de compréhension animant
le développement de la théorie des catégories et cela se comprend
d'autant plus si l'on considère le cadre dans lequel la théorie a trouvé
ses premières applications : la topologie algébrique, ainsi caractérisée
par Eilenberg et Steenrod :

� A homology theory is a algebraic image of topology. The
domain of a homology theory is the topologist's �eld of study.
Its range is the �eld of study of the algebraist. Topological
problems are converted into algebraic problems.

In this respect, homology theory parallels analytic geometry.
However, unlike analytic geometry, it is not reversible. The
derived algebraic system represents only an aspect of the given
topological system, and is usually much simpler. This has the
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advantage that the geometric problem is stripped of inessential
features and replaced by a familiar type of problem which one
can hope to solve. It has the disadvantage that some essential
feature may be lost �. ([65], vii)

Au centre d'une telle description des objectifs de la topologie algé-
brique apparaît la notion catégorique essentielle de foncteur dont la
fonction même semble être la mise en correspondance de domaines
mathématiques distincts.

� l'uni�cation par là-même se retrouve au c÷ur des développements de
la théorie des catégories. Il su�rait de considérer l'apport essentiel de
la notion de � propriété universelle �. Un autre exemple emblématique
serait le concept de topos ainsi présenté par Grothendieck :

� Tel a été le cas, notamment, de la notion uni�catrice cruciale
de topos, au c÷ur même de la géométrie nouvelle � celle-là
même qui fournit l'intuition géométrique commune pour la to-
pologie, la géométrie algébrique et l'arithmétique � celle aussi
qui m'a permis de dégager aussi bien l'outil cohomologique
étale et l-adique, et les idées maîtresses (plus ou moins oubliées
depuis, il est vrai...) de la cohomologie cristalline. � ([92], 113)

L'examen du discours secondaire développé par les mathématiciens et
les épistémologues nous a donc permis de constater que si les deux théories
occupent dans le paysage mathématique des positions similaires c'est non
seulement du fait de leurs objets communs mais aussi du fait des �nalités
qu'elles partagent même si celles-ci trouvent de part et d'autre des modali-
tés d'application sensiblement distinctes : mathématiser, classer, généraliser,
organiser, uni�er, comprendre 2. Cette position similaire en surplomb de la
théorie des modèles comme de la théorie des catégories dans l'édi�ce ma-
thématique général amène à considérer ces deux cadres conceptuels comme
deux formes distinctes d'un même geste, deux mises en ÷uvre di�érentes de
cette ré�exivité propre et interne à l'activité mathématique. Il s'agit donc
bien à proprement parler de deux méta-théories se distinguant des autres
théories mathématiques, comme la théorie des groupes ou la topologie, en
ce qu'elles o�rent un point de vue théorique sur la notion même de type de
structures sous la forme soit des classes élémentaire soit des catégories.

Se pose alors la question de savoir ce qui distingue ces deux formes de
ré�exivité.

2. Il serait pertinent de conduire un examen systématique et précis de ce qui sépare la
mise en ÷uvre modèle-théorique de ces gestes mathématiques de leur réalisation catégo-
rique. Une telle étude dépasse cependant le cadre de ce travail de recherche, qui entend
seulement tirer parti de leur rapprochement.
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1.2 Le langage au c÷ur de la théorie des modèles

1.2.1 La sensibilité au langage

A la lecture des remarques précédentes concernant la théorie des modèles
deux notions semblent essentielles à son projet : celle de � langage � et celle
de � logique �. Ces deux notions peuvent être comprises comme étroitement
liées à la condition de possibilité de la théorie des modèles : la formalisation.
Ce processus de formalisation suppose :

1. la description d'un vocabulaire, c'est-à-dire la spéci�cation des notions
primitives ;

2. la dé�nition d'une logique, c'est-à-dire :
� une classe de formules bien formées ;
� la dé�nition de la vérité d'une formule de cette classe dans une

structure ;
� la spéci�cation de la notion de déduction formelle ;

3. la formulation d'axiomes spéci�ant les propriétés de base de la struc-
ture en question par des énoncés.

Le point de départ d'une approche modèle-théorique est donc la déter-
mination d'un vocabulaire 3. La détermination d'une signature (ou d'un lan-
gage) revient alors à �xer les notions qui seront considérées comme primitives
et qui seront dé�nies à l'intérieur d'une théorie formelle � des axiomes et des
règles de déduction. Mais la formalisation n'a de sens en théorie des mo-
dèles que si elle s'accompagne d'un théorème de complétude pour la logique
considérée 4.

Ici par complétude il faut entendre la propriété énoncée dans le théorème
démontré par Gödel en 1930 :

Théorème 1 Soit Σ un ensemble d'énoncés d'un langage L,
Si Σ est cohérent alors Σ admet un modèle.

La complétude doit donc être ici comprise comme la correspondance entre
prouvabilité et vérité. Ainsi l'articulation syntaxe/sémantique dans le cas du
calcul des prédicats classique du premier ordre constitue le noyau du réseau

3. Comme le souligne J. Baldwin :

� Specifying a vocabulary (signature, similarity type) is only one aspect of
the notion of a formal system. But it is a crucial one and one that is often
overlooked by non-logicians. From the standpoint of formalization, �xing the
vocabulary is a �rst step, singling out the `primitive concepts'. � ([11], 35)

4. J. Baldwin insiste sur ce point :

� A completeness theorem sets up a syntactic/semantic duality. The ability
to translate results between syntax and semantic is the essence of model
theory. �([11], 43)
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de concepts, d'outils et de méthodes appliqués à ces problèmes mathéma-
tiques � traditionnels �. Elle met en lumière la possibilité non seulement
de caractériser des structures mathématiques par des systèmes formels mais
aussi d'un va-et-vient entre les deux plans, révélant ce que M.E.W. Beth
caractérisait dès 1953 comme un � parallélisme logico-mathématique �. Ce
parallélisme prend par exemple la forme de résultats (conséquences du théo-
rème de compacité) tels que :

� une classe de structures est close par sous-structure ssi elle est ∀-
axiomatisable,

� une classe de structures est close par union de chaînes ssi elle est
∀∃-axiomatisable,

résultats où l'on voit mises en correspondance des propriétés syntaxiques,
c'est-à-dire concernant la façon dont se présentent des énoncés formels (dans
ce cas la forme des axiomes de la théorie) et des propriétés sémantiques,
c'est-à-dire des propriétés de la classe des modèles de ces énoncés. La théorie
des modèles � classique � apparaît ainsi comme l'exploitation systématique
de cette correspondance syntaxe/sémantique dans un va-et-vient constant
d'un plan à l'autre rendu possible par le théorème de Gödel qui en un sens
constitue le c÷ur et la marque d'une approche modèle-théorique des concepts
mathématiques 5.

1.2.2 L'e�cacité mathématique de cette sensibilité au lan-
gage

L'examen de la compréhension modèle-théorique des concepts mathéma-
tiques met ainsi en lumière l'attention portée au langage mathématique qui
apparaît cruciale dès les travaux de Tarski sur la dé�nissabilité, notion qui
ne prend sens que dès lors que les ressources linguistiques sont spéci�ées.

5. C'est ces termes qu'Hourya Sinaceur présente le travail du théoricien des modèles,
qui

� se constitue donc dans un va-et-vient entre une syntaxe (un système formel
écrit dans un certain langage) et une sémantique dont les notions de base sont
dé�nies dans le vocabulaire de la théorie naïve des ensembles. Ses résultats
sont ainsi le produit d'une analyse double : syntaxique et sémantique � ([230],
10-11)

Ce va-et-vient entre le syntaxique et le sémantique, Tarski l'explicitait ainsi dès 1954 :

� I should like to point out a new direction of meta-mathematical research
� the study of the relations between models of formal systems and the syn-
tactical properties of these systems (in other words the semantics of formal
systems). The problems studied in this domain are of the following charac-
ter : Knowing the formal structure of an axiom system, what can we say
about the mathematical properties of the models of this system ; conversely,
given a class of models having certain mathematical properties, what can we
say about the formal structure of postulate systems by means of which we
can de�ne this class of models �. ([238],19)
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Ainsi cette prise en compte du langage pourrait caractériser l'approche du
théoricien des modèles, comme le souligne Daniel Lascar :

� le théoricien des modèles est un mathématicien qui s'écoute
parler. Il s'intéresse aux mêmes objets que le mathématicien clas-
sique : entiers naturels, nombres réels, groupes, corps, etc. Mais
il est conscient, par exemple, que le langage nécessaire à la dé�-
nition d'un corps valué est beaucoup plus simple que celui requis
pour dé�nir un anneau noethérien. Et ces faits, il sait les exploi-
ter �. ([135], 238)

Et l'e�cacité mathématique de cette attention au langage est attestée
par l'ensemble des résultats mathématiques � concrets � obtenus au XXème
siècle par des méthodes modèle-théoriques à travers par exemple :

� la simpli�cation et l'a�nement de la démonstration du dix-septième
problème de Hilbert par Robinson en 1955 ;

� les applications de la méthode d'élimination des quanti�cateurs (théo-
rème de Tarski-Chevalley, résolution d'un conjecture d'Artin par Ax
et Kochen, rationalité des séries de Poincaré) ;

� le théorème d'Ax en 1968 ;
� le développement de la géométrie algébrique réelle ;
� les apports récents de la � théorie des modèles géométriques � de

Zilber et Hrushovski aux problèmes de type mordellien en géométrie
algébrique.

De ce point de vue la théorie des modèles semble avoir passé avec succès le
� test d'applicabilité � évoqué par Tarski dès 1952 6.

Mais l'e�cacité de ces outils � linguistiques � repose en même temps sur
la mise en correspondance de la syntaxe et de la sémantique, c'est-à-dire en
dernière analyse sur l'élaboration mathématique de la notion de satisfaction
ou de réalisation 7. Langage, interprétation, vérité : il apparaît ainsi que la
théorie des modèles développe, a�n d'atteindre ses objectifs mathématiques,
tout un réseau de notions introduites par la formalisation à l'intérieur du
champ mathématique et une � structure conceptuelle � 8 qui lui est propre.

6. � When new notions are introduced in mathematics, the question of their usefulness
and applicability is often raised. Mathematicians want to know whether the discussions
of the new notions leads to interesting results whose signi�cance is not restricted to the
intrinsic development of the theory of these notions. We believe that the theory of arith-
metical classes has good chances to pass the test of applicability � ([237], 693)

7. Comme le met en lumière W. Hodges, lorsque qu'il suggère qu'en théorie des modèles
tout � repose sur une unique notion fondamentale, et c'est la notion de formule ϕ vraie
sous une interprétation I �

8. Nous empruntons l'expression à W. Demopoulos [50].
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1.2.3 Les problèmes épistémologiques induits par cette sen-
sibilité au langage

Ce rôle central et cette attention accordés au langage, si l'on prend pour
point de départ la formalisation et le choix d'un vocabulaire fondamental
L, implique que les structures mathématiques que l'on peut espérer dé�nir
seront toujours caractérisées comme des L-structures, c'est-à-dire des struc-
tures déterminées par le choix d'un langage, d'un ensemble de constantes
non-logiques. Cette situation a pu être décrite comme la � sensibilité au lan-
gage � de la théorie des modèles : même si l'on �xe la logique sous-jacente
et les règles d'inférence comme le fait la théorie des modèles � classique �
(c'est-à-dire au calcul des prédicats classique du premier ordre), demeure
l'arbitraire du choix de la signature.

Cette dépendance des structures au langage constitue, du point de vue
mathématique, une opportunité et il est possible de considérer que c'est
sur cette � sensibilité � que se construit tout le projet de la théorie des
modèles. C'est en s'appuyant sur le langage, qui se présente alors comme
un outil de contrôle des structures étudiées, que le théoricien des modèles
examine les concepts mathématiques et en met en lumière les propriétés
essentielles. On peut citer comme exemple d'outils propres à la théorie des
modèles s'appuyant sur le langage la méthode des diagrammes ou comme
notion centrale la dé�nissabilité dans une structure, toujours relative à un
langage donné.

Cependant du point de vue de la théorie des modèles la situation est
alors la suivante, comme le rapporte G. Reyes :

� Tarski told us in his course on `General Algebraic Systems' that
there was no such thing as the theory of groups, but rather an
in�nite number of theories of groups, according to the choice of
primitive operations and axioms ! � ([214], 392)

Certes une telle diversité n'est pas un obstacle à l'étude modèle-théorique
des structures mathématiques : la théorie des modèles semble en e�et rester
en retrait de tout engagement concernant l'identité des structures étudiées
par delà la diversité des théories, adoptant sur cette question une position
� pragmatique �.

Mais que faire d'un point de vue non pas mathématique mais épistémolo-
gique, de cette distance, implicite dans cette remarque de Tarski, entre d'un
côté l'unité d'un concept (le concept de groupe par exemple) et la plura-
lité � in�nie � des théories dé�nissant formellement ce concept ? On pourrait
aller jusqu'à considérer que cette distance est consubstantielle à l'activité
mathématique elle-même, qui consisterait à travailler dans cet écart et à
proposer sans cesse de nouvelles caractérisations axiomatiques formelles de
ces concepts, comme s'il n'était réellement possible de connaître un concept
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qu'en multipliant les points de vue ou les perspectives sur lui 9. Ainsi la théo-
rie des modèles ne ferait ici que mettre en lumière l'essentiel de la pratique
mathématicienne en lui donnant les moyens formels de tirer parti de cet
espace où elle se déploie.

A�n de préciser cette idée nous pouvons utiliser ici une distinction dé-
veloppée par J. Kennedy à l'intérieur du champ mathématique entre des
propriétés liées au langage utilisé et des propriétés qui en seraient indé-
pendantes : distinction entre d'une part l'intrication (� entanglement �) et
d'autre part l'indépendance à l'égard du formalisme (� formalism indepen-
dance � ou � formalism freeness �) 10. J. Kennedy donne ainsi pour exemple
d'indépendance à l'égard du formalisme, à la suite de Gödel, la notion de
calculabilité, dans la mesure où la classe des fonctions récursives est stable
à travers une large classe de � formalismes �. Apparaît alors une di�culté
d'ordre philosophique selon J. Kennedy :

� Entanglement signals a breakdown in the adequacy of our for-
malisations by exposing misalignements between entangled for-
malisations and the intuitive concepts they are meant to capture.
� ([121], 7)

La possibilité même de l'intrication introduit donc l'idée de limites de la
formalisation. Elle introduit la possibilité d'une inadéquation essentielle des
formalismes, de leur incapacité à déterminer véritablement les concepts struc-
turels 11. Ainsi ce que met en évidence la remarque de J. Kennedy, c'est qu'il

9. C'est en tout cas ce que proposent Gian-Carlo Rota, David H. Sharp and Robert
Sokolowski :

� The mathematician's search for further axiomatizations presupposes the
certainty of the identity of the object, but recognizes that the properties of
the object can never be completely revealed. The mathematician wants to
�nd out what else the real line can be. He wants ever more perspectives on
one and the same object, and the perspectives of mathematics are precisely
the various axiomatizations [. . .]. The need for more perspectives on one and
the same mathematical object is not a mere psychological or sociological
quirk [. . .]. It is part of the formal � we might even say part of the ontological
� structure of mathematics itself. It pertains to the way mathematics is
structured, and to the kind of things that mathematics deals with. � ([221],
384)

10. Dans les termes de J. Kennedy,

� the phenomenon of entanglement : the fact that certain canonical mathe-
matical objects are remarkably sensitive to slight pertubation of syntax and
logic ; and on the other hand the dual phenomenon of formalism indepen-
dance, the idea that certain canonical concepts and constructions are stable
across a variety of conceptually distinct formalisations. � ([121], 2)

11. H. Sinaceur propose pour sa part de dépasser cette idée de contenu � informel � :

� C'est un autre aspect des rapports forme-contenu, l'existence mise en évi-
dence ici étant celle non pas de contenus formels mais de contenus informels,
ou, plus exactement � transformels �, c'est-à-dire chevauchant des formali-
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devient nécessaire de recourir à une forme d'� intuition � du contenu sé-
mantique, de compréhension du concept considéré indépendamment de ses
présentations formelles 12.

Tarski lui-même par ailleurs ne passait pas complètement sous silence
cette situation 13. Il souligne en e�et que :

� ce qui importe c'est uniquement la nature des concepts, non le
caractère des moyens de preuve. � ([236], 305-306)

Pour Hourya Sinaceur cette remarque est capitale, surtout après l'établisse-
ment du principe de transfert 14. Elle peut être vue comme le signe d'une
épistémologie implicitement à l'÷uvre dans les travaux de Tarski et en der-
nière analyse impliquée par la démarche même de la théorie des modèles :
en e�et, prendre acte d'un écart entre un nombre in�ni de théories formelles
et l'unité d'un concept, même si cet écart ne fait pas l'objet d'une théma-

sations di�érentes. �([230], 352)

12. Cette idée est d'ailleurs déjà présente dans l'article de Rota, Sharp et Sokolokowski
précédemment cité :

� the fact that a variety of axiom systems exist for the theory of groups
abolishes the presumed privilege of any one system bringing into being the
notion of a group, but on the contrary presupposes a pre-axiomatic grasp of
the notion of group. � ([221], 382)

Les auteurs défendent ainsi l'idée selon laquelle cette saisie pré-axiomatique du concept
serait le produit d'une � familiarité � avec la notion :

� Once a mathematician has gained familiarity with the notion of group
(say), his understanding of this notion is not necessarily tied to any particular
axiomatic formulation of the concept of a group �. ([221], 381)

Cependant cette idée d'une familiarisation avec un concept reste vague et largement in-
déterminée.
13. Je remercie vivement H. Sinaceur d'avoir attiré mon attention sur ce point et sur

ces références.
14. Comme le note H. Sinaceur,

� ce point mérite une certaine ré�exion, car il met en évidence l'existence
d'un � contenu � mathématique indépendant des moyens de sa preuve et
même des moyens de son expression. C'est sans doute ce contenu que Tarski
désigne par le terme 'nature' [...]. Il nous renvoie à quelque chose qui se
conserve, à une vérité mathématique qui se transfert automatiquement d'un
modèle à tous les autres de la théorie sans qu'il y ait nécessairement transfert
simultané de sa formulation ou de sa preuve. Le contenu est relativement
indépendant de la forme, forme d'expression ou de preuve. [...] L'application
d'un principe de transfert conduit à distinguer entre contenu, énoncé (d'un
contenu) et démonstration (d'un énoncé). Au même contenu correspondent
généralement divers énoncés ne relevant pas forcément du même langage
et un énoncé peut donner lieu à diverses démonstrations. Cette distinction
implique par elle-même la possibilité d'assigner à un contenu un sens qui
ne soit strictement déterminé ni par l'énoncé grâce auquel le mathématicien
travaille sur le contenu, ni par la démonstration grâce à laquelle il en établit
la vérité dans un modèle. � ([230], 351-352)
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tisation explicite, revient nécessairement à accorder du crédit à une forme
de � réalisme sémantique � compris comme la thèse selon laquelle le sens
dépasse le langage formel 15.

Ainsi les résultats et les travaux de Tarski, de même que l'approche gé-
nérale de la théorie des modèles, semble défendre l'idée que

� truth is not just proof, and meaning not just language. �([232],
393)

Mais se pose alors la question de l'accès au sens si celui-ci ne se fait pas
à travers un langage formel du premier ordre. Quelle relation établir entre
ce contenu mathématique et les di�érentes théories du premier ordre qui le
présentent ? Et même, en amont de cela, comment caractériser ce � contenu
mathématique � ? L'approche modèle-théorique semble en e�et conduire à
l'appréhender comme un invariant, au sens d'une classe d'équivalence des
présentations formelles. Mais cela ne va pas de soi et d'autres caractérisations
seraient envisageables.

Quoi qu'il en soit cela pose la question de savoir s'il est possible de dépas-
ser l'apparente nécessité d'une intuition du contenu des concepts structurels
et de rendre compte précisément de cette identité du concept à travers ses
di�érentes dé�nitions axiomatiques formelles.

Nous sommes donc confrontés à la situation suivante : s'est développée
dans les années 1950 une théorie mathématique des structures, la � théorie
des modèles �, qui a à plusieurs reprises montré son e�cacité mathématique.
Cette théorie fait reposer son e�cacité sur la � sensibilité au langage � qui
en même temps qu'elle se révèle un puissant outil mathématique constitue
une di�culté épistémologique qu'il semble di�cile d'ignorer : celui de l'accès
aux concepts structurels ou (autrement dit) des limites des langages formels,
pouvant prendre la forme in �ne d'un réalisme sémantique posant plus de
di�cultés qu'il n'en résout.

1.3 La théorie des catégories à l'écart des considé-

rations linguistiques

Or compte-tenu de la position analogue qu'occupent la théorie des mo-
dèles et la théorie des catégories par rapport au champ mathématique il nous

15. � From an epistemological point of view, this fact means that understanding a
concept is not reducible to the technique of reasoning about it in some well-de�ned frame
[...]. But again what is 'meaning' ? This a philosophical issue, which Tarski did not tackle.
[...] But Tarski showed (notably through the transfer principle) that meaning transcends
formal language. This naturally leads to a realist view of meaning [...]. If we adopt Wo-
lenski's distinction between di�erent kinds of realism, in particular between metaphysical
realism and semantic realism [Wolenski de�nes semantic realism by the fact or supposi-
tion that meaning transcends use. Here I assume that semantic realism means also that
meaning transcends language.] we may say that Tarski's views on truth and mathematical
concepts pertain to semantic realism. � ([232], 385-386).
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semble possible de poser la question de savoir ce que devient cette di�culté
dans le contexte de cette dernière. Le problème posé par cet écart entre les
dé�nitions formelles et leur contenu sémantique serait-il lié à cette position
de surplomb de ces deux théories et dès lors se pose-t-il également dans le
cadre de la théorie des catégories ?

Nous souhaiterions dans ce travail de recherche examiner la forme que
prend la question de la sensibilité au langage dans le contexte non seulement
de la théorie des modèles mais également de la théorie des catégories, en
particulier à partir des travaux fondamentaux de Lawvere et la sémantique
fonctorielle. En e�et si le théoricien des modèles a cherché à élaborer des
outils pour dépasser cette di�culté, que nous analyserons dans le premier
chapitre, la question se pose de savoir ce que devient cette di�culté dans le
cadre catégorique et, en admettant qu'elle soit résolue, ce qui rend possible
dans la � structure conceptuelle � propre de la théorie des catégories une
telle solution.

Une telle perspective s'appuie notamment sur certaines analyses de S.
Awodey dans [7]. Awodey défend en e�et l'idée que s'est développé, depuis
le XIXème siècle et les travaux de Dedekind, un � structuralisme mathéma-
tique � qui aboutit à l'élaboration de la théorie des catégories. Et cependant :

� the actual methods of mathematical structuralism seem to have
been largely ignored ; philosophical accounts often proceed ins-
tead from model theory or from scratch. This neglect seems un-
fortunate ; a view based instead on the methods of mathematical
structuralism would at least be more consonant with current ma-
thematical practice, and could bene�t from this substantial tra-
dition by drawing on a now well developped technical apparatus.
The latter is, of course, the mathematical theory of categories. �
([7], 210)

Le fait souligné par Awodey, selon lequel les questionnements philoso-
phiques sur les mathématiques se sont essentiellement appuyés sur la théorie
des modèles, peut s'expliquer par les motivations philosophiques implicites
soulignées par H. Sinaceur : d'une certaine façon, dans un tel cadre concep-
tuel, l'épistémologue � s'y retrouve �. Awodey fait cependant ici l'hypothèse
qu'il serait possible de développer à partir d'une certaine pratique mathé-
matique (catégorique) une autre voie épistémologique, alors même que la
théorie des catégories historiquement semble avoir émergé de considérations
purement mathématiques.

Awodey rapproche la voie modèle-théorique de l'approche de la notion de
structure développée par Bourbaki dans les Eléments ; Bourbaki dépassant
les limites imposées à la théorie des modèles par la prise en compte du seul
premier ordre. Il insiste par ailleurs sur les limites de cette approche modèle-
théorique (ou de manière équivalente, à-la-Bourbaki) et par là-même défend
une forme de supériorité, en termes d'e�cacité mathématique, de la théorie
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des catégories :

� While the Bourbaki notion of mathematical structure surely
plays a role in such studies, the method of using mappings to
isolate, describe, and compare di�erent kinds of mathematical
structure has emerged as a more e�ective tool. Category theory
thus arose, not as an alternative foundational scheme, but in
response to a mathematical need for a language and methods
well suited to problems involving di�erent kinds of mathematical
structures. � ([7], 212)

Nous partageons avec Awodey l'idée qu'il ne s'agit nullement ici de questions
fondationnelles qui concerneraient la nature des objets mathématiques mais
bien plutôt de méthodes mathématiques de résolution de problèmes. L'e�ca-
cité mathématique de l'approche catégorique lui viendrait ainsi du fait qu'elle
met au premier plan la structure des applications entre structures d'un type
donné, et non pas les éléments qui � portent � ces structures. Ces morphismes
entre les structures (les objets d'une catégorie) sont caractérisés comme pré-
servant le type de structure. Ainsi par exemple, les applications continues
préservent la structure d'espace topologique. Une catégorie consiste donc en
des objets présentant un certain type de structure et des applications entre
ces objets préservant la structure en question. Ainsi les espaces topologiques
et les applications continues entre eux forment une catégorie de même que la
classe des groupes avec les homomorphismes de groupes. Mais en quel sens
peut-on dire que la structure des morphismes détermine la structure � in-
terne � des objets de la catégorie ? Si une application f : A → B préserve
une structure cela suppose tout d'abord que les objets A et B présentent
cette structure. Si en outre g : B → C préserve aussi cette structure alors
c'est le cas également de l'application composée g ◦ f : A → B → C. Par
ailleurs chaque objet A de la catégorie est accompagnée d'une application
identité 1A : A → A préservant toute la structure. On a là les propriétés
minimales que doit satisfaire une application qui préserve une structure. On
peut alors caractériser un certain type de structure indépendamment des
moyens initiaux de sa spéci�cation. Par exemple la topologie d'un espace
topologique est déterminée par les applications continues vers et hors des
autres espaces topologiques, même si la topologie a été initialement dé�nie
en termes d'ouverts, de points limites, etc. De même la multiplication d'un
groupe peut être retrouvée à partir de la structure des homomorphismes. On
comprend de cette façon en quel sens la notion de catégorie rend possible la
détermination d'un type de structure.

On voit également comment apparaît ainsi dans le contexte de la théorie
des catégories la question épistémologique que posait la théorie des modèles
de la sensibilité au langage. La théorie des catégories en e�et semble passer
outre cette dépendance au langage comme le souligne Awodey :

� the categorical method has certain advantages which have led to
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its wide-spread acceptance in mathematics. One such advantage
can be indicated already ; the categorical notion is 'syntax inva-
riant', i.e. it depends on no particular choice among the di�erent
possible Bourbaki descriptions of a given kind of mathematical
structure. [...] Given any category, one automatically knows the
'right' notion of having the same structure. � ([7], 214)

Se révèle ainsi un point de contact entre la théorie des modèles et la théo-
rie des catégories autour de la question de la place et du rôle du langage
dans l'élaboration de la connaissance mathématique : le contexte catégo-
rique semble en e�et se placer au delà des contraintes du langage.

Les analyses d'Awodey, si elles mettent en évidence de façon pertinente
un point de contraste possible entre théorie des modèles et théorie des catégo-
ries, montrent cependant quelques insu�sances. Il nous semble tout d'abord
di�cile d'associer dans une même approche la théorie des modèles et la dé-
�nition bourbakiste de la notion de structure. Cette dernière ne s'appuie en
aucune façon sur ce qui est au contraire central dans la voie ouverte par
Tarski, à savoir la distinction syntaxe/sémantique sur laquelle nous avons
déjà insisté 16.

En outre l'idée d'une supériorité mathématique de la théorie des catégo-
ries nous semble très discutable comme en témoignent les nombreux exemples
de résultats mathématiques obtenus par des méthodes modèle-théoriques. Si
certes les méthodes élaborées par la théorie des modèles sont d'un usage
moins répandu que celles issues de la théorie des catégories, on ne peut en
conclure une plus grande e�cacité de ces dernières 17. Il ne s'agira donc
nullement dans ce travail de recherche de défendre l'idée d'une supériorité
mathématique de la théorie des catégories sur la théorie des modèles mais
bien au contraire d'essayer de comprendre la possibilité et la signi�cation de
cette diversité d'approches.

Par ailleurs Awodey laisse ouverte la question des � moyens initiaux de
spéci�cation � des types de structures : tout se passe comme si la théorie des
catégories intervenait après-coup, une fois les structures dé�nies d'une façon
non-catégorique. Ainsi, pour reprendre un exemple d'Awodey, la catégorie
Grp caractérise indépendamment de tout langage la structure de groupe par
les applications entre les objets de la catégorie. Mais il reste à savoir comment
est dé�nie la structure même de groupe, c'est-à-dire �nalement ce que sont les
objets de cette catégorie ou le contenu du concept de � groupe �. Autrement
dit l'examen de la seule catégorie des groupes ne nous semble pas permettre
de saisir le contenu du concept de groupe. Or la théorie des catégories o�re
en elle-même les moyens de caractériser les concepts structurels, c'est-à-dire

16. Pour davantage d'arguments en ce sens on pourra se reporter aux travaux de Ph.
de Rouilhan dans [49].
17. On pourra prendre pour exemple l'idée née de l'approche catégorique de Grothen-

dieck d'une � topologie modérée �, dans L'Esquisse d'un programme, développée en termes
modèle-théoriques par L. van den Dries sous la forme de l'o-minimalité.
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d'une certaine façon de prolonger dans le cadre mathématique des catégories
la méthode axiomatique � ce qu'Awodey ne semble pas prendre en compte.
Ces outils catégoriques de dé�nition des concepts structurels sont notamment
les théories de Lawvere, les catégories syntaxiques et les esquisses, qui feront
l'objet des chapitres 2, 4 et 5 du présent travail de recherche. Il s'agira alors
de savoir ce que peut signi�er � axiomatiser � dans le contexte de la théorie
des catégories.

En�n si Awodey met en évidence de façon pertinente l'existence d'une
forme mathématique de structuralisme le prolongement épistémologique de
ce structuralisme reste indéterminé dans [7]. A quoi ressemblerait dès lors
un structuralisme philosophique ancré sur les analyses de la théorie des ca-
tégories ?

1.4 Le structuralisme catégorique en débat

Un tel structuralisme philosophique prenant appui sur la théorie des caté-
gories a été développé par la suite par S. Awodey à l'occasion d'un débat avec
G. Hellman. Nous souhaiterions à présent examiner en détails les apports
conceptuels de ce débat mais aussi et surtout les insu�sances des réponses
apportées par Awodey. En e�et si nous souhaitons à notre tour esquisser une
épistémologie qui serait intimement articulée à la théorie des catégories (ce
sera l'objet du chapitre 6) l'examen de ce débat devrait nous permettre d'en
établir un sorte de cahier des charges, de formuler précisément les di�cultés
auxquelles il nous faudra répondre par la suite. En un sens l'examen de ce
débat entre Awodey et Hellman nous permettra de repérer les écueils sur
lesquels s'est échouée jusqu'ici la philosophie des mathématiques lorsqu'il
s'agit de prendre en compte ce qui se joue dans une approche catégorique
des concepts structurels.

Le structuralisme de S. Awodey

S. Awodey développe 18 donc dans [8] ce que seraient les traits essentiels
d'un structuralisme épistémologique qui s'appuierait sur le structuralisme
mathématique mis en lumière précédemment. Awodey décrit ainsi sa thèse
de façon très générale :

� As a �rst, very rough, approximation, we may say that the
point of view that we are going to describe emphasizes form over
content, descriptions over constructions, speci�cation of assump-
tions over deductive foundations, characterization of essential
properties over constitution of objects having those properties. �
([8], 55)

18. En réponse aux objections formulées par G. Hellman dans [103].
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Ce qu'Awodey décrit ainsi, c'est une position philosophique qu'il considère
comme � antifondationnaliste � : il oppose une approche globale reposant
sur la spéci�cation d'un univers unique d'objets à une approche locale déter-
minant pour chaque théorème ou théorie les propriétés structurelles essen-
tielles, nécessaires et requises par cette situation sans supposer la connais-
sance ultime ou la détermination des � objets � impliqués. Plus précisément
cela revient à soutenir pour Awodey que les théorèmes mathématiques sont
toujours des énoncés � schématiques � à propos d'une structure et que ces
énoncés peuvent dès lors avoir di�érentes instanciations. Ainsi pour Awodey,
ce que nous apprend la théorie des catégories, c'est qu'un théorème ma-
thématique est toujours implicitement de la forme � Si ... alors... � et qu'il
ne nécessite nullement de spéci�er la nature des objets sur lesquels porte
l'implication. Par conséquent la position d'Awodey peut être caractérisée
d'une part comme une forme de structuralisme éliminativiste et d'autre part
comme un � if-thenism �. La dimension éliminativiste suppose de son point
de vue de renoncer à toute forme de quanti�cation universelle sur tous les
éléments d'un système fondationnel spéci�que : peu importe la nature des en-
tités impliquées dans un énoncé mathématique, seule la structure (relations
et opérations) compte.

La di�érence entre ces deux approches est cruciale pour Awodey dans
la mesure où elle implique selon lui une prise de distance avec la notion de
vérité :

� In the case of the quanti�ed statement, we consider what is true
for an arbitrary real number, while in the indeterminate case we,
in e�ect, consider what holds for an arbitrary number x, in an
arbitrary ring over R. One could say, rather speculatively, that
the di�erence in both cases seems to be related to that between
what is true for all of a �xed range of values, as opposed to what
can be proved for an indeterminate value. � ([8], 60)

La quanti�cation universelle pour Awodey semble en e�et impliquer l'idée
de satisfaction, de réalisation par un élément désigné par la variable liée par
le quanti�cateur de l'énoncé mathématique. Elle suppose donc un univers
sous-jacent d'objets où serait véri�é l'énoncé, alors que sa version du struc-
turalisme, faisant l'économie de tout domaine de satisfaction, remplacerait
la vérité par la prouvabilité.

Pour ce qui est du deuxième aspect de son structuralisme Awodey anti-
cipe certaines objections et distingue son � if-then-ism � de celui d'un Rus-
sell :

� First, if-then-ism is sometimes understood to pertain to the
underlying methods of reasoning � the laws, axioms, and rules
of the foundational system. The theorems of mathematics, even
when stated in the form 'if A, then B', are supposed 'really' to
mean 'if the laws, axioms, and rules of the system are true and
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correct, then if A, then B. [...] The argument against if-then-ism
in this form is that it makes all theorems hypothetical [...] But in
our case, the conditions are rather of the kind 'if G is a �nitely
generated abelian group', not 'if the axioms of ZFC are true'.
There is usually no question about whether such conditions are
ever satis�ed ; rather, like axiomatic de�nitions, they serve to
specify the range of applications of the subsequent statement. �
([8], 60)

En�n une di�érence cruciale entre l'approche d'Awodey et celle de Rus-
sell est que le structuralisme catégorique rend possible une spéci�cation 'top-
down' des concepts mathématiques qui ne se ferait pas dans le cadre d'une
hiérarchie 'bottom-up' d'entités 19 et cela grâce à une notion � parfaitement
autonome � ([8], 61) de morphisme ouvrant la voie à une description pu-
rement relationnelle. Selon Awodey en e�et, alors que l'analyse russellienne
suppose une antériorité des relata sur les relations, et donc �nalement une
hiérarchie fondée sur des entités de niveau inférieur, la structure de catégo-
ries permettrait de considérer les relations pour elles-mêmes comme objets
du discours indépendamment de ce qu'elle relient. Une telle remarque peut
être étendue à une opposition entre théorie des catégories et théorie des mo-
dèles : cette dernière, si on place au c÷ur de son e�cacité mathématique
la possibilité d'un va-et-vient entre syntaxe et sémantique, semble supposer
implicitement l'existence d'un modèle d'une théorie des ensembles, où les re-
lations, quelle que soit leur dé�nition, sont construites à partir des éléments
comme ensembles de couples.

Voilà pourquoi s'impose à l'épistémologue structuraliste pour Awodey le
contexte de la théorie des catégories :

� In category theory, such notions as relation, connection, pro-
perty, and operation are all subsumed under the primitive notion
of a morphism [...]. Many apparently di�erent phenomena can be
described in a uniform way, and thus easily related to each other,
by the language of category theory [...]. How, then, do we make
precise the notions of schematic statements about structures that
have di�erent instances ? Simply by using the usual language and
methods of category theory ; they automatically treat mathema-
tical objects as 'structures', and categorical statements about
them are inherently 'schematic' �. ([8], 61-62)

Pour synthétiser le structuralisme philosophique élaboré par Awodey, on
pourra ainsi souligner qu'il cherche à faire l'économie de tout univers d'entités
uni�é sur lequel porterait une quanti�cation (éliminativisme), qu'il laisse de
côté la notion de vérité au pro�t de la prouvabilité et qu'il accorde une place

19. Cette idée est notamment mise en lumière par J.-P. Marquis et E. Landry dans
[132].
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centrale et essentielle à la notion de morphisme conçue comme � parfaitement
autonome �.

Les objections de G. Hellman

Cependant G. Hellman, en réponse à cet article d'Awodey, montre dans
[104] que ce structuralisme catégorique soulève de nouvelles di�cultés. Se-
lon Hellman le structuralisme d'Awodey aboutit à un � dilemme � : soit
les mathématiques doivent être comprises comme un réseau complexe de
connexions déductives et conceptuelles soit ce n'est pas le cas. La première al-
ternative de ce dilemme revient à faire du structuralisme catégorique d'Awo-
dey une variété de � formalisme � abandonnant la notion de vérité mathé-
matique au pro�t de la seule validité logique déductive. Et c'est là en e�et
ce que laisse penser le propos d'Awodey. Or dans ce cas, insiste Hellman,
Awodey doit pouvoir répondre aux critiques auxquelles est confronté de fa-
çon générale le déductivisme. Si l'on suit A. Paseau et F. Pregel dans [188],
les di�cultés que rencontre le déductivisme en général sont les suivantes :

1. la première di�culté est de rendre compte de la notion de prouva-
bilité : soit cela nécessite d'accepter l'existence d'objets linguistiques
abstraits que sont les preuves soit cela revient à introduire des opéra-
teurs modaux et ainsi à retrouver le structuralisme modal défendu par
Hellman ;

2. la deuxième objection possible porte sur les parties ni axiomatiques ni
déductives des mathématiques qui ne peuvent dès lors plus être prises
en compte (on pensera par exemple au théorème des quatre couleurs) ;

3. le déductiviste est par ailleurs exposé à une potentielle régression à
l'in�ni quant à la justi�cation des règles de déduction. On notera sur
ce point qu'Awodey évite cette di�culté en écartant les règles de dé-
duction de sa démarche déductiviste :

� The laws, rules and axioms involved in a particular piece
of reasoning, or a �eld of mathematics, may vary from one
to the next, or even from one mathematician or epoch to
another. The statement of the inferential machinery invol-
ved thus becomes (tacit) part of the mathematics [...]. The
methods of reasoning involved in di�erent parts of mathema-
tics are not 'global' and uniform across �elds or even between
di�erent theorems, but are themselves 'local' or relative. �
([104], 56)

Solution qui n'est pas pleinement satisfaisante.

4. le problème de l'applicabilité des mathématiques à la physique se pose
de façon essentielle au déductiviste ;

5. la dernière di�culté relevée par Paseau et Pregel est celle que posent
les énoncés indécidables :
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� on the deductivist view, undecidable sentences in any for-
malisation of arithmetic and analysis are false and their nega-
tions are also false, since neither deductively follows from the
axioms. That there are undecidable sentences follows from
Gödel's First Incompleteness Theorem together with stan-
dard constraints on deductive systems. � [188]

Une solution pour résoudre cette di�culté serait de rejeter par principe
le tiers-exclu et d'adopter ainsi une position constructiviste avec toutes
les limitations que cela implique.

Le structuralisme catégorique n'étant pas en mesure, selon Hellman, de ré-
pondre à ces di�cultés il ne reste donc que la seconde branche du dilemme :

� On the other horn of the dilemma, we take seriously the idea
that `morphism' is a primitive with de�nite, if multifaceted, mea-
ning, giving genuine content to mathematics beyond mere infe-
rential relations. But what is that meaning ? And what is the
content beyond inferential relations ? [...] It seems clear, then,
that the notion of morphism � which, unlike the notion of `part/whole'
employed in modal-structuralism and also exhibiting a kind of
'� schematic character', is a mathematical term of art, not a fa-
miliar one in ordinary English �depends on the context, viz. on
the category or categories presupposed or in which one is wor-
king. As indicated at the outset, arrows (i.e. morphisms) need
not be ordinary functions. They need only satisfy the conditions
on 'arrows' of the CT axioms or extensions thereof. Surely, this
is what should be said in explaining 'what morphisms are'. Mo-
reover, functors do more that ordinary functions, and they are
centrally involved in 'the usual language and methods of category
theory' (Awodey [2004], p. 62). But then what we really have as
primitives are 'satisfaction of axioms' and 'functor between ca-
tegories' ; i.e. we are presupposing 'category' as a primitive as
well. But this brings us right up against the same problem that
confronted the previous view, namely that we are falling back on
prima facie set-theoretic notions after all. [...] In any case, the CT
'arrows only' explications of 'relations', 'operations', and so forth,
are of no avail until we �rst understand 'morphism' (i.e. 'arrow'),
'functor' and 'category', i.e. until we already understand satis-
faction or equivalent (second- or higher-order) notions. � ([104],
159)

L'argument de Hellman est donc que l'échec d'une stratégie déductiviste sup-
pose de donner un contenu au concept de morphisme, ce qui ne peut être fait
en dernière analyse selon lui qu'en s'appuyant sur la notion de satisfaction
(telle que la propose la théorie des modèles ou d'autres formulations équiva-
lentes) ou sur des notions ensemblistes. Ce dernier point fait d'ailleurs écho
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aux objections proposées par S. Feferman dans [76].

En e�et ce dernier, dans cet article, propose une objection à toute entre-
prise fondationnelle en théorie des catégories :

� The point is simply that when explaining the general notion
of structure and of particular kinds of structures such as groups,
rings, categories, etc. we implicitly presume as understood the
ideas of operation and collection ; e.g. we say that a group consists
of a collection of an object together with a binary operation sa-
tisfying such and such conditions. Next, when explaining the no-
tion of homomorphism for groups or functor for categories, etc.,
we must again understand the concept of operation. [...] Thus
at each step we must make use of the unstructured notions of
operation and collection to explain the structural notions to be
studied. The logical and psychological priority if not primacy of
the notions of operation and collection is thus evident. � ([76],
150)

L'objection que propose Feferman repose donc sur l'idée d'une antériorité
logique et psychologique des notions d'opération et de collection que la théo-
rie des catégorie prend pour acquises alors que la théorie des ensembles en
propose une analyse conceptuelle. Cette idée est ainsi précisée :

1. �My use of 'logical priority' refers not to relative strength of
formal theories but to order of de�nition of concepts in the
cases where certain of these must be de�ned before others.
For example, [...] closer to home, the (or rather some) no-
tions of set and function are logically prior to the concept
of cardinal equivalence. [...]

2. On the other hand, 'psychological priority' has to do with
natural order of understanding. [...] Thus one cannot un-
derstand abstract mathematics unless one has understood
the use of the logical particles 'and', 'implies', 'for all', etc.
and understood the conception of the positive integers. Mo-
reover, in these cases formal systems do not serve to ex-
plain what is not already understood since these concepts
are implicitly involved in understanding the workings of the
systems themselves.[...]

3. My claim above is that the general concepts of operation
and collection have logical priority with respect to structural
notions (such as 'group', 'category', etc.) because the latter
are de�ned in terms of the former but not conversely. At
the same time, I believe our experience demonstrates their
psychological priority. � ([76], 153)
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Cette présentation du structuralisme catégorique de S. Awodey 20 a per-
mis de mettre en évidence certaines possibilités épistémologiques ouvertes
par la théorie des catégories, comme la mise à distance de la notion de vérité
ou l'importance de la notion de morphisme. Elle a dans le même temps per-
mis de dégager quelques di�cultés auxquelles un tel structuralisme se trouve
par là-même confronté. Le dilemme proposé par Hellman semble en e�et per-
tinent et nous place face à un dé� dès lors que l'on envisage d'élaborer un
structuralisme philosophique prenant appui sur la théorie des catégories :
soit on fait face aux di�cultés auxquelles est confrontée toute forme de dé-
ductivisme soit on donne un contenu réellement autonome à la notion de
morphisme. C'est cette seconde voie que notre travail de recherche suivra,
en particulier dans le chapitre 6, dans lequel il s'agira implicitement de ré-
pondre à l'objection de Feferman.

Par ailleurs ce débat nous semble paradigmatique des approches philo-
sophiques qui ont été élaborées jusqu'à présent de la théorie des catégories.
Celles-ci laissent dans l'ombre un point crucial, pourtant mis en lumière dans
l'article initial d'Awodey et sur lequel nous avons insisté, mais qu'il ne semble
pas être parvenu à élaborer plus avant : la place du langage dans le contexte
de la théorie des catégories. On a vu en e�et que, pour Awodey, un des avan-
tages du structuralisme mathématique appuyé sur la théorie des catégories
est le fait que cette dernière est � syntax-independant �. Or ce point disparaît
complètement des discussions ultérieures, voire même semble d'une certaine
façon occulté par sa lecture déductiviste du structuralisme catégorique. Nous
souhaiterions au contraire sortir cette question de l'angle mort du discours
philosophique en la plaçant au premier plan de nos analyses.

1.5 L'idée d'épistémologie e�ective

1.5.1 La théorie des modèles comme épistémologie e�ective

A la lumière de cette dernière remarque, il semble maintenant possible de
préciser le point de départ de nos analyses. On a pu voir comment la théorie
des modèles a démontré son e�cacité mathématique tout en accentuant une
di�culté épistémologique � la sensibilité au langage � et a laissé entrevoir
ainsi les limites possibles de la formalisation et la nécessité d'un recours
à une forme d'intuition. Au contraire la théorie des catégories paraît avoir
ouvert la voie à une mise à distance du langage dans la caractérisation des
concepts structurels et s'être développée ainsi comme l'envers de la théorie
des modèles.

Dès lors il s'agira d'examiner ce que devient le problème de la sensibilité
au langage dans le contexte de la théorie des catégories. Que signi�e cette

20. D'autres formes de structuralisme catégorique sont également possibles, comme le
structuralisme in re proposé par E. Landry dans [130] et [131].
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� indépendance par rapport à la syntaxe � soulignée par Awodey du point
de vue méta-théorique o�ert par la théorie des catégories ? Quels sont les
ressorts d'un agir mathématicien qui ne s'appuie plus sur le langage qu'il
emploie ?

Pour répondre à ces questions nous souhaiterions reprendre un concept
introduit par H. Sinaceur concernant la théorie des modèles et la logique en
général : l'idée d'une épistémologie e�ective. En e�et cette mathématisation
de concepts et de méthodes métamathématiques que nous voyons à l'÷uvre
au c÷ur de la théorie des modèles, si elle se place explicitement à distance
des questions philosophiques sur les mathématiques, semble néanmoins ap-
porter avec elle, implicitement, certaines prises de position épistémologiques.
Certes la théorie des modèles ne réalise en aucune façon un projet logiciste
dans la mesure où elle ne vise pas à réduire les mathématiques à des notions
logiques. Mais les racines extra-mathématiques des procédures logiques et les
présupposés d'une formalisation du langage naturel amènent à s'interroger
sur la portée épistémologique de ce rapprochement du logique et du mathé-
matique mis en lumière par la théorie des modèles ; comme le remarque H.
Sinaceur :

� Le but explicite de la théorie des modèles est de contribuer [...]
à l'étude mathématique des structures abstraites sans aborder
les questions fondationnelles. La conception instrumentale de la
logique la décapite de ses présupposés philosophiques ou du moins
en neutralise l'impact sur le travail quotidien. On doit pourtant
reconnaître la trace d'une motivation philosophique dans l'e�ort
de traiter des questions telles que celles de la dé�nissabilité �
trace non moins signi�cative que celle que l'on repère dans les
questions de prouvabilité. � 21 ([230], 338)

Le but de la théorie des modèles est donc une étude des structures ma-
thématiques qui prend appui sur la logique et donc, comme nous l'avons vu,
sur la formalisation du langage. Mais cela semble impliquer que la logique
et le langage formalisé sont bien en mesure de nous apprendre quelque chose
des structures mathématiques. S'il y a bien quelque chose comme une � mo-
tivation philosophique � à l'÷uvre dans la théorie des modèles, c'est dans
cette idée que l'analyse logique des concepts mathématiques est réellement
en prise avec l'essence de ces concepts. Ce qui se manifeste ici, c'est ainsi le
présupposé d'une forme de � productivité mathématique du langage symbo-
lique � [22]. Fruit le plus élaboré du tournant linguistique en mathématiques,
la théorie des modèles apparaît ainsi comme le contexte le plus adéquat pour
mettre en ÷uvre et � analyser thématiquement le pouvoir de la langue dans
la constitution de la connaissance � et comme le lieu d'une � ré�exion sur
la langue intégrée à la production du savoir � : elle peut alors se présenter

21. A titre de remarque, on peut noter que Tarski dans [237] se présente ainsi : � being
a mathematician (as well as a logician, and perhaps a philosopher of a sort) �.
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comme � épistémologie e�ective �.

Dans [231], H. Sinaceur développe cette vision de la logique, et notam-
ment de la théorie des modèles, comme � épistémologie e�ective � : certes
le logicien ne fait pas porter son attention sur la nature des entités mathé-
matiques qu'il étudie et se �xe avant tout comme objectif la résolution de
problèmes mathématiques. Néanmoins,

� l'utilité mathématique de la logique ne doit toutefois pas ca-
cher son autre fonction, proprement épistémologique celle-là puis-
qu'elle consiste en une élucidation de la pratique mathémati-
cienne. �([231], 339)

Ce qui fait le c÷ur de cette synthèse entre l'épistémologie, la logique et les
mathématiques, c'est l'analyse logique. Ainsi, si l'épistémologue trouve son
compte dans une approche modèle-théorique des structures mathématiques,
c'est donc dans la mesure où elle lui o�re les moyens de comprendre les
ressorts du travail du mathématicien, notamment en portant à la lumière les
notions primitives à partir desquelles il élabore ses concepts et les mécanismes
de cette construction. Mais

� en même temps elle apparaît comme une épistémologie e�ective
dans la mesure où la ré�exion est orientée vers et investie dans
l'agir : mieux comprendre n'a pas de �n en soi. Lorsqu'on argue
que l'analyse logique de telle procédure mathématique la rend
plus intelligible, cela signi�e toujours, du point de vue du logicien
comme du mathématicien, que sont ainsi révélées des possibilités
d'extension et de renouvellement de son agir. �([231], 341)

Si l'analyse logique peut acquérir cette portée mathématique, c'est donc
d'abord à travers le travail de formalisation qui contribue à porter à l'at-
tention du mathématicien des notions absentes de son expérience � naïve �.
Et cela se retrouve même en dehors de la théorie des modèles, dans toute
approche logique des mathématiques. H. Sinaceur prend ainsi l'exemple du
concept de fonction récursive dans l'analyse de la notion de calculabilité ou
du concept de type dans l'analyse de la conception � naïve � de la notion
d'ensemble. Mais cela passe également, et plus spéci�quement, dans le cadre
de la théorie des modèles par le fait de � choisir les bons axiomes et les bons
concepts � ([231] 342). Ainsi,

� Distinguer, choisir, dégager le sens ou le redé�nir, réorienter la
ré�exion et le travail, tous ces verbes renvoient à des actes dont
on ne sait a priori s'il faut les attribuer au logicien ou à l'épisté-
mologue. Le premier ayant assumé pour son propre compte bien
des � gestes � du second, celui-ci ne peut en retour ignorer ses
analyses. �([231], 344)
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1.5.2 La théorie des catégories

L'hypothèse que nous souhaiterions défendre est qu'il est également pos-
sible de considérer la théorie des catégories comme une épistémologie e�ec-
tive et que l'examen du � devenir-catégorique � de la sensibilité au langage,
c'est-à-dire les réponses que le contexte catégorique apporte à cette di�-
culté, nous permettra de dégager les traits essentiels de cette épistémologie
implicite. Nous défendrons ainsi l'idée que lorsque la théorie des catégories
reprend à son compte la démarche axiomatique et se donne les moyens de
caractériser les concepts structurels, elle laisse entrevoir des décisions épis-
témologiques et des préconceptions concernant les mécanismes d'élaboration
de la connaissance et ouvre la voie à une analyse philosophique renouvelée.

Il y aurait ainsi quelque chose comme une � motivation philosophique �
à l'÷uvre dans l'usage mathématique de la théorie des catégories qu'il nous
appartiendrait, du point de vue épistémologique, de mettre en lumière, re-
prenant ainsi pour la théorie des catégories le projet proposé par H. Sinaceur
dans le prolongement des travaux de Desanti :

� La leçon liminaire des Idéalités mathématiques tient dans la
nécessité pour l'épistémologue des mathématiques de � s'instal-
ler en quelque endroit de [leur] édi�ce �, de � se garder d'y rien
importer � et d'apprendre à � déchi�rer les réseaux du discours
second qui se produit et se déploie du fait que la mathématique se
montre �. Tâche modeste : se mettre à l'école, apprendre, obser-
ver sans préjuger, � laisser les choses à leur pur apparaître � [...],
repérer pourtant et éclairer les connexions que le mathématicien
établit sans s'y arrêter, mû par l'urgence de problèmes toujours
nouveaux à résoudre. Laisser donc advenir les signi�cations dans
l'� e�ectuation � active du savoir, développer le � germe � épis-
témologique [...]. � ([231], 331).

Dans cette perspective, dans un premier chapitre, nous verrons quelles ré-
ponses la théorie des modèles, adoptant une démarche ré�exive sur ses propres
limites, a apportées au problème de la sensibilité au langage. En essayant de
saisir formellement l'idée d'une unité du concept par-delà la diversité de ses
formulations, elle a intégré au champ mathématique la relation de synonymie.
Il apparaîtra que ce faisant, la théorie des modèles a retrouvé des questions
auxquelles était également confrontée l'algèbre universelle sous une forme
spéci�que qu'il s'agira également d'examiner.

Nous présenterons ensuite les diverses voies empruntées par la théorie des
catégories pour rendre possible une caractérisation catégorique des concepts
structurels à travers un prolongement catégorique de la méthode axioma-
tique. Cela prendra la forme tout d'abord, dans le chapitre 2, des théories
de Lawvere et de la sémantique fonctorielle. Les travaux de Lawvere ont en
e�et joué un rôle décisif dans l'orientation de la théorie des catégories vers
ces questions en plaçant l'articulation entre l'unité du concept et la diversité
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des présentations au centre de leurs préoccupations. Nous verrons également
quels en ont été les élargissements successifs dans les travaux de Bénabou,
Volger et Roisin, ainsi que les premières conséquences épistémologiques, no-
tamment sur la place à accorder à la distinction entre syntaxe et sémantique.

Le chapitre 3 présentera l'usage qui a été fait dans le champ de l'in-
formatique théorique des concepts et méthodes introduits par Lawvere. Il
apparaîtra ainsi que la théorie des langages formels et la sémantique des lan-
gages de programmation peuvent jeter une lumière nouvelle sur les questions
épistémologiques. Elles proposent en particulier une compréhension originale
de la notion de morphisme, liée étroitement à celle de comportement calcu-
latoire. Nous verrons notamment ainsi en quoi les structures mathématiques
peuvent être dès lors considérées non plus comme des objets mais comme
des propriétés du calcul.

Cependant les limitations internes à l'approche de Lawvere, notamment
la di�culté à dépasser le cadre algébrique, nous conduira au chapitre 4 à
examiner une autre approche catégorique du rôle joué par le langage dans
l'élaboration de la connaissance mathématique, à savoir celle de la théorie
catégorique des modèles, développée notamment par Joyal, Reyes et Mak-
kai. Cet examen portera principalement sur un résultat de Makkai qui nous
semble particulièrement signi�catif du point de vue de la question de la sen-
sibilité au langage : la complétude conceptuelle forte. La présentation de
ce théorème nous permettra de présenter et d'examiner les notions essen-
tielles de ce champ de recherche et notamment le rôle joué par les catégories
syntaxiques et les topos de Grothendieck.

Se posera alors la question de savoir s'il est possible d'élargir cette ap-
proche à la notion de preuve mathématique, ce qui supposerait une compré-
hension interne à la théorie des catégories de la notion de déduction. Une
réponse à cette question sera apportée au chapitre 5 par les esquisses de
Charles Ehresmann. Nous essaierons alors de replacer ces objets dans le pro-
longement des ré�exions d'Ehresmann sur la notion générale de structure qui
sont enracinées dans une approche géométrique des concepts mathématiques.
Ce sera l'occasion notamment de revenir sur le rôle joué par la distinction
entre le local et l'algébrique dans le champ catégorique.

Dans le sixième et dernier chapitre, il s'agira dans un premier temps de
faire le bilan des analyses épistémologiques rendues possibles par les outils
catégoriques introduits tout au long de ce travail de recherche et d'esquisser
sur ce fondement les linéaments d'une philosophie des mathématiques pre-
nant appui sur la théorie des catégories. A partir de là, nous illustrerons la
possibilité d'une telle perspective en montrant en quoi le projet de Jean Pia-
get d'une � épistémologie génétique �, adossée à la méthode expérimentale
de la psychologie du développement et malgré des limites que nous mettrons
en lumière, o�re l'exemple d'une philosophie des mathématiques répondant
aux exigences d'un structuralisme catégorique.
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1.6 Remarques

Il ne nous a pas paru pertinent de proposer une analyse épistémologique
de tout le champ de la logique catégorique, qui ne cesse de se développer
depuis les travaux fondateurs de Lawvere en 1963. Certaines notions, bien
que cruciales dans ce champ, sont donc absentes de ce travail de recherche.

C'est le cas en particulier de la notion de topos élémentaire telle qu'elle
a été développée par Lawvere et Tierney à partir de 1970. La notion de
topos dont il sera question, principalement au chapitre 4, sera celle de topos
de Grothendieck, qui ne coïncide pas avec celle de Lawvere et Tierney : si
tout topos de Grothendieck est un topos élémentaire, la réciproque n'est pas
vraie. Nous n'avons pas abordé la notion de topos élémentaire, d'une part
parce que celle-ci semble intimement liée à des questions ensemblistes et
d'autre part car le classi�ant des sous-objets intervenant dans la dé�nition
des topos élémentaires, dans l'÷uvre de Lawvere, paraît porter les traits
d'une � intuition � logique. En e�et, comme le remarque C. McLarty dans
[176], la notion de classi�ant des sous-objets apparaît dans l'axiomatisation
élémentaire par Lawvere de la catégorie des ensembles en 1964, et

� In the category of sets the subobject classi�er is also the co-
product 1 + 1. Between 1964 and 1969 Lawvere did pursue the
idea of 1 + 1 as an object of truth value � ([176], 361)

Au contraire les topos de Grothendieck ont été élaborés pour répondre à des
questions proprement géométriques, comme le souligne McLarty :

� In fact Grothendieck designed toposes by looking for a power-
ful natural generalization as de�ned in standard topology which
would embrace other concepts which he found relevant to his
work in geometry. � ([176], 357)

Ainsi la notion de topos de Grothendieck nous a semblé marquer plus net-
tement la distance entre la théorie des catégories et la théorie des modèles
sur laquelle nous souhaitons appuyer notre propos. Par là-même, la notion
de langage interne d'un topos (ou langage de Bénabou-Mitchell) ne sera pas
abordée par notre travail de recherche, car elle dépend de façon essentielle de
l'axiomatisation par Lawvere et Tierney des topos. Certes, un résultat im-
portant de J. Bell établit que tout topos est le topos canonique de sa logique
interne mais une tel énoncé nous semble implicitement prolonger une appré-
hension modèle-théorique des concepts mathématiques, dans la mesure où,
en tant que résultat de complétude, cela suppose encore une distinction de
la syntaxe et de la sémantique (intégrée à un topos compris comme univers).

Par ailleurs notre analyse se fonde sur un parallèle entre théorie des
modèles et théorie des catégories qui nous est apparu justi�é par l'e�cacité
mathématique de ces deux méta-théories. La � logique � dont il sera question
sera donc restreinte à des langages du premier ordre, pour lesquels la théorie
des modèles a essentiellement développé ses outils et ses méthodes, alors
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même que la théorie des catégories fournit un cadre pertinent pour l'étude
et la mise en ÷uvre de logiques d'ordre supérieur ou de di�érentes théories
des types. Par conséquent nous avons fait le choix de ne pas traiter les formes
d'axiomatisation abordées par exemple dans le cadre de la Théorie des Types
d'Homotopie et les � Fondations Univalentes � 22.

Les notions fondamentales de théorie des modèles et de théorie des ca-
tégories ne seront pas toujours dé�nies. On se référera dans les cas où cela
s'avérerait nécessaire, pour la théorie des modèles à [169], et pour la théorie
des catégories à [159].

Cela nous amène à apporter quelques précisions sur la façon dont nous
avons souhaité articuler, dans ce travail de recherche, nos analyses au tra-
vail mathématique. Nous avons en e�et été conduits à présenter un grand
nombre de dé�nitions mathématiques a�n de nourrir la ré�exion épistémolo-
gique et conceptuelle : ces dé�nitions ont été pour nous le matériau essentiel
à partir duquel élaborer des thèses philosophiques. Nous avons également
fait référence à un certain nombre de théorèmes mathématiques dont nous
n'avons pas, le plus souvent, donné les démonstrations. Même si nous ad-
mettons qu'une grande partie du travail mathématique se manifeste dans les
démonstrations et non seulement dans la construction de concepts, ce choix
est motivé par plusieurs raisons : d'une part nous n'avons pas voulu obscurcir
le propos principal par la présentation, même résumée, de démonstrations
qui auraient rendu nécessaire l'introduction d'un grand nombre de dé�nitions
auxiliaires. D'autre part ce sont les concepts mathématiques eux-mêmes, da-
vantage que leur mise en ÷uvre dans les démonstrations, qui illustrent le plus
clairement l'approche générale que nous souhaitions analyser. Nous avons ce-
pendant indiqué les références des démonstrations a�n que le lecteur, s'il le
souhaite, puisse s'y reporter.

Par ailleurs certains chapitres ou sections de chapitre privilégient une
présentation historique des notions et des questions mathématiques. Il ne
s'agit pas seulement d'un choix de présentation dans la mesure où cela repose
sur l'idée que l'histoire d'un concept, son contexte d'émergence et ses reprises
successives, peuvent éclairer l'analyse épistémologique quant aux motivations
sous-jacentes à son élaboration. Il s'agit de mettre en lumière une intention,
un projet, une trajectoire qui en éclairent le sens et la portée. Il ne s'agit ici
pas d'un travail d'histoire des mathématiques à proprement parler ; cela ne
signi�e pas pour autant que le développement historique n'ait pas un rôle à
jouer dans l'analyse épistémologique.

En�n les citations sont données en langue originale. Nous avons en ef-
fet privilégié une lecture � directe � des textes a�n d'éviter les ambiguïtés
qu'aurait pu introduire une traduction en français.

22. On se reportera sur ces questions à [217].



Chapitre 2

La � synonymie �, entre

théories et algèbres

La question qui se pose est celle de la sensibilité au langage de la théorie
des modèles. Que signi�e l'a�rmation selon laquelle deux théories formelles
distinctes, formulées dans des langages di�érents, désignent le même concept
structurel ? Précisons ici que par � concept structurel � nous entendons par
exemple les notions de � groupe �, � corps � ou � espace topologique �, c'est-
à-dire des concepts considérés indépendamment de leurs instanciations (le
groupe des entiers par exemple) et ayant en commun de caractériser un type
de structure. De ce fait, toutes les théories mathématiques ne rentrent pas
dans le champ de notre analyse : les théories envisagées dans ce travail de
recherche sont des systèmes axiomatiques formels déductivement clos dé-
terminant un tel type de structure (nous ne considérerons donc pas, par
exemple, les théories de la mesure ou de l'intégration).

On peut repartir de la remarque de Tarski selon laquelle il y aurait une
in�nité de théories des groupes, et dans laquelle on voit apparaître une ten-
sion entre d'un côté la diversité in�nie des systèmes axiomatiques possibles,
et de l'autre l'identité apparente du concept dé�ni par ces théories. Deux
langages di�érents L1 et L2 permettraient de construire deux systèmes axio-
matiques di�érents T1 et T2 qui, malgré ces di�érences, décriraient le même
concept. Or comme le notait W. Hodges, pour le théoricien des modèles,

� the group with · is one structure and the group with + is a
di�erent structure. Change the name and you change the struc-
ture. �([107], 1)

Comment articuler la diversité des structures et l'unité du concept ?
Cette question prend d'autant plus de force que l'on pourrait considé-

rer, avec Moritz Schlick, dans Forme et contenu, qu'il y a un lien essentiel
entre langage, structure et signi�cation. Pour Schlick en e�et,� la caracté-
ristique essentielle du langage est sa capacité à exprimer des faits � ([222],
42) et � c'est l'agencement, l'ordre particulier ou la combinaison spéci�que
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des signes qui constitue l'essence du langage � ([222] , 43). Il y a donc pour
Schlick une relation essentielle entre les faits et l'agencement des signes :
cette relation passe par la notion de structure, ou d'ordre logique. Ainsi

� on peut exprimer un seul et même fait en mille langages di�é-
rents : les mille propositions di�érentes auront la même structure,
et le fait qu'elles expriment aura également la même structure,
car c'est précisément pour cette raison que toutes ces proposi-
tions expriment précisément ce fait-là . ([222], 45)

Il n'y a ainsi rien d'exprimable pour Schlick en dehors de la structure ou de
la forme, l'idée même de � contenu � n'ayant pas réellement de sens.

Par ailleurs cette remarque de Schlick fait signe précisément vers ce qui
nous occupe : le fait que plusieurs langages désignent le même fait n'est
possible que parce qu'il y a formellement quelque chose de commun à ces
di�érents langages et au fait qu'ils expriment. Mais en quoi peut consister ce
noyau formel commun entre, par exemple, une axiomatisation de la notion de
groupe dans le langage L1 = {·,−1 } et une axiomatisation dans le langage
L2 = {·, /, e} ? Que veut-on dire quand on dit que deux mathématiciens
� comprennent � la même notion de groupe quel que soit la langage utilisé ?

Schlick montre que � la compréhension et le sens sont tout à fait indé-
pendants du contenu et n'ont absolument rien à voir avec lui � ([222], 57).
Compréhension et sens sont donc entièrement une question de forme, de
structure. Or

� le processus grâce auquel une phrase reçoit un sens [...] consiste
à dé�nir l'usage des symboles qui �gurent dans la phrase. Pour
ce faire, on indique à chaque fois les circonstances exactes dans
lesquelles, conformément aux règles d'un certain langage, les mots
devraient être employés. � ([222], 76)

On voit ici clairement en quoi Schlick opère pour ainsi dire une synthèse
entre la théorie de la signi�cation de Frege et l'axiomatisation formelle hé-
ritée de Hilbert : c'est toujours dans le cadre d'un système axiomatique que
se constitue le sens. Il apparaît aussi clairement en quoi il devient épistémo-
logiquement crucial de dé�nir une relation formelle d'équivalence entre des
systèmes axiomatiques, qui permettrait d'établir l'identité de leur signi�ca-
tion.

De façon générale, nous dirons que deux théories formelles qui désignent
le même concept structurel sont synonymes. Mais peut-on trouver une dé-
�nition formelle de cette relation d'équivalence ? C'est cette même question
que soulève A. Visser :

� We just want to say of certain theories that they are essentially
the same. Consider, for example, the theory of partial order in-
volving the weak ordering relation versus a formulation involving
the strong ordering. Many people would judge these versions to
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embody the same theory as a matter of course. But what does
sameness mean here ? � ([244], 285)

On retrouve cette même question abordée par T. Button et S. Walsh :

�We consider whether there is a better notion than isomorphism
for characterising what it means for two mathematicians th have
'the same structure' in mind � ([75], 107).

La situation est semblable à celle dans laquelle on se trouve concernant
la notion de calculabilité. Est-il possible de dé�nir formellement la notion
informelle de calculabilité ? On sait que cette question trouve une solution
(partielle) dans la Thèse de Church-Turing : la convergence des formalismes
utilisés pour décrire la notion de calculabilité laisse à penser que la classe de
fonctions calculables ainsi dé�nie est la bonne.

Mais peut-on procéder de la même façon pour la notion informelle de
synonymie ?

La nécessité d'une dé�nition d'une telle relation d'équivalence formelle
de synonymie est ainsi justi�ée par Button et Walsh :

� Structures are relative to a speci�c signature. For example, the
natural numbers with <, and the natural numbers with both <
and 0, are technically di�erent structures. Invoking isomorphism-
types cannot correct this, since isomorphisms are de�ned so that
they only obtain between structures in the same signature. But
this jars with our informal ways of thinking and speaking about
'mathematical structures', like the natural numbers. �([75], 107)

On pourrait s'attendre par ailleurs à ce que la relation formelle de syno-
nymie, une fois précisément dé�nie, satisfasse certains attendus raisonnables,
et cependant décisifs. Button et Walsh proposent par exemple la � Thèse du
transfert de vérité �, qu'une relation de synonymie devrait satisfaire :

Proposition 1 Si T ∗ interprète T et T ∗ est vraie, alors T est vraie.

2.1 Une pluralité de relations d'équivalence

Si la question de la synonymie entre les théories formelles est présente,
de façon problématique, dès le XIXème siècle en logique et philosophie des
mathématiques, chez Peano, Poincaré et Hilbert par exemple, elle apparaît
explicitement, en tant qu'objet d'étude dans le champ particulier de la théo-
rie des modèles, constituée comme discipline mathématique, dans les années
1960. Elle a par ailleurs dépassé ce cadre et est devenue objet de débat dans
le champ de la philosophie générale des sciences, notamment pour ce qui
est des théories physiques. Il s'agira ici de se restreindre au cas des théories
mathématiques.
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2.1.1 L'équivalence dé�nitionnelle

Historiquement, une des premières tentatives, dans le champ de la théo-
rie des modèles, pour capturer formellement la relation de synonymie est
la dé�nition de l'équivalence dé�nitionnelle. Deux théories dans cette rela-
tion sont ainsi considérées par J. Corcoran comme de simples � variantes
notationnelles � :

�Hilbert's geometry and Veblen's geometry are sometimes thought
to be 'notational variants' of each other. Likewise, She�er's 'Boo-
lean algebra' and Huntington's 'Boolean algebra' are sometimes
thought to somehow be 'the same basic theory' encoded using
di�erent primitive symbols. � ([43], 231)

On retrouve cette idée formulée par A. Robinson dans , lorsqu'il cherche
à rendre précise l'idée de � di�erent sets of axioms for the same intuitive
notion � ([215], 31) ou par K. de Bouvere dans , parlant de deux théories
� expressing the same thing or having the same meaning � ([46], 622).

Informellement, deux théories formelles T1 et T2 sont dé�nitionnellement
équivalentes si T1 peut dé�nir tout le vocabulaire utilisé par T2, et de façon
compatible, T2 peut dé�nir tout le vocabulaire de T1. La relation d'équi-
valence dé�nitionnelle a été introduite par R. Montague dans sa thèse de
doctorat sous la forme de � l'interprétabilité bilatérale � ([183], section 6).

Pour dé�nir formellement une telle relation d'équivalence, quelques dé-
�nitions sont nécessaires. Il faut d'abord formaliser la notion de dé�nition :
soit Σ ⊂ Σ+ des signatures et p ∈ Σ+ − Σ un symbole de prédicat n-aire.
Une dé�nition explicite de p en termes de Σ est un énoncé de Σ+ de la forme

∀x1...∀xn(p(x1, ..., xn)⇔ ϕ(x1, ..., xn))

où ϕ(x1...xn) est une formule de Σ. De la même façon, une dé�nition explicite
d'un symbole de fonction n-aire f de Σ+−Σ est un énoncé de Σ+ de la forme

(1)∀x1...∀xn∀y(f(x1, ..., xn) = y ⇔ ϕ(x1, ..., xn, y))

et une dé�nition explicite d'un symbole de constante c ∈ Σ+ − Σ est un
énoncé de Σ+ de la forme

(2)∀x(x = c⇔ ψ(x))

où ϕ(x1, ..., xn) et ψ(x1, ..., xn) sont des formules de Σ.
(1) et (2) ont des conséquences dans la signature Σ : en e�et, ces énon-

cés impliquent les énoncés ∀x1...∀xn∃!yϕ(x1, ..., xn, y) et ∃!xψ(x). Ces deux
énoncés sont appelés des conditions d'admissibilité pour les dé�nitions ex-
plicites (1) et (2).

Un extension dé�nitionnelle d'une Σ-théorie T au langage Σ+ est une
Σ+-théorie

T+ = T ∪ {δs : s ∈ Σ+ − Σ}
telle que
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1. pour chaque symbole s ∈ Σ+−Σ l'énoncé δs est une dé�nition explicite
de s dans les termes de Σ ;

2. si s est un symbole de constante ou de fonction et αs la condition
d'admissibilité pour δs, alors T |= αs.

On peut alors dé�nir la relation d'équivalence recherchée :

Dé�nition 1 Soit Σ1 et Σ2 deux langages disjoints,

soit T1 une Σ1-théorie et T2 une Σ2-théorie,

T1 et T2 sont dé�nitionnellement équivalentes (T1 ∼def T2) s'il y a une
extension dé�nitionnelle T+

1 de T1 à la signature Σ1 ∪ Σ2 et une extension
dé�nitionnelle T+

2 de T2 au langage Σ1 ∪ Σ2 telle que T+
1 ⊢ ϕ pour toute

formule ϕ de T+
2 et T+

2 ⊢ ψ pour toute formule ψ de T+
1 .

Un des intérêts majeurs de l'équivalence dé�nitionnelle est qu'elle pré-
serve un ensemble de � bonnes � propriétés, telles que l'axiomatisabilité �nie,
la catégoricité, la complétude ou la décidabilité.

On trouve cependant plusieurs dé�nitions équivalentes de cette relation
d'équivalence. Il est ainsi possible, par exemple, d'étendre la relation d'équi-
valence dé�nitionnelle à des langages non disjoints. C'est ce que proposent
K. Lefever et G. Székely dans [144] :

Dé�nition 2 1. Les théories T et T ′ sont des renommages disjoints

ssi leur langage L et L′ sont disjoints, c'est-à-dire PredL∩PredL′ = ∅
et s'il y a une bijection préservant l'arité RL,L′ : PredL → PredL′

qui peut être naturellement étendue à une bijection RL,L′ : FormL →
FormL′ et T ′ = {RL,L′(ϕ) : ϕ ∈ T} ;

2. Les théories T1 et T2 sont dé�nitionnellement mélangeables ssi il
y a une théorie T+ qui est une extension dé�nitionnelle commune de
T1 et T2 ;

3. Les théories T1 et T2 sont dé�nitionnellement équivalentes ssi il
existe une théorie T ′

2 qui est un renommage disjoint de T2 à un lan-
gage qui est aussi disjoint du langage de T1 et telle que T ′

2 et T1 sont
dé�nitionnellement mélangeables.

On trouve également une dé�nition, sur le plan sémantique cette fois, de
l'équivalence dé�nitionnelle, par Tarski, Henkin et Monk :

� In many discussions of special classes of algebraic structures,
such as groups, rings, etc., the underlying class can be construed
in several di�erent ways, and both the fundamental operations
and the similarity types of the structures are not unambiguously
discussed [...].

The source of this ambiguity lies in the fact that the classes of
algebras involved [...] are de�nitionally equivalent. By saying this
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we mean that it is possible to establish a one-one correspondance
between structures in K and those in K∗ so as to satisfy the fol-
lowing conditions : il G =< G, . >∈ K and G∗ =< G∗, .∗,−1∗ >∈
K∗ are two corresponding structures, then their universes G and
G∗ coincide and the fundamental operations of either of the struc-
tures are de�nable in terms of the fundamental operations of the
other ; moreover, the de�nitions of these operations can be cho-
sen in such a way that they are formally the same for all the
pairs of corresponding structures < G,G∗ > involved. �([127],
56, Remarque 0.1.6)

Une dé�nition sémantique proche est proposée par K. de Bouvère, dans
un des premiers articles publiés consacrés à une dé�nition formelle de la
synonymie [47] :

Dé�nition 3 Soit R ∈ L et S ∈ L′ deux symboles de prédicats respective-
ment m-aires et n-aires. On notera KRS↾S la classe élémentaire KRS res-
treinte au langage ne contenant pas le symbole de prédicat S.

1. la classe élémentaire KRS est un enrichissement dé�nitionnel de
la classe élémentaire KR par S ssi KR = KRS↾S et pour toutMR ∈ KR
il existe un unique modèleMRS ∈ KRS tel queMRMRS↾S ;

2. Les classes élémentaires KR et KS sont coalescentes s'il existe une
classe élémentaire KRS qui est un enrichissement dé�nitionnel de KR
par S et de KS par R ;

3. Soit KR la classe des modèles d'une théorie TR et KS la classe des
modèles d'une théorie TS, les théories TR et TS sont dé�nitionnellement
équivalentes ssi les classes KR et KS sont coalescentes.

En�n, H. Andréka, J. Madarász, I. Németi, et G. Székely proposent une
autre dé�nition sémantique de l'équivalence dé�nitionnelle ([98], Théorème
2) :

Dé�nition 4 Deux théories T1 et T2 sont dé�nitionnellement équivalentes
ssi il existe une bijection b entre leurs classes de modèles qui satisfait les
deux conditions suivantes :

1. un isomorphisme entre deux modèles di�érents de T1 est un isomor-
phisme entre leur b-images, et réciproquement. En particulier, les uni-
vers deM et de b(M) sont identiques ;

2. les ultraproduits sont préservés pas b au sens où b(ΠUMi) = ΠUb(Mi)
pour tous les ultra�ltres U et tous les modèlesMi de T1.

2.1.2 L'interprétabilité mutuelle

L'équivalence dé�nitionnelle rencontre cependant certaines limites, comme
dans le cas de la dé�nition d'une structure à partir d'une autre par dé�ni-
tion d'un quotient ([75], p.111). Il est par conséquent possible de dé�nir une
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autre relation d'équivalence satisfaisant cette construction usuelle en mathé-
matiques : l'interprétabilité mutuelle. C'est précisément pour cette raison
que l'interprétabilité mutuelle suppose au préalable la dé�nition de la notion
de structure quotient :

Dé�nition 5 Soit A une L-structure et B une L∗-structure. On dira que B
est une structure quotient de A ssi les propositions suivantes sont véri�ées :

1. le domaine de B est l'ensemble B = {[a]E : a ∈ X} de classes d'équiva-
lence d'un certain ensemble A-dé�nissable X ⊆ Am pour une relation
d'équivalence A-dé�nissable E ⊆ X ×X ;

2. pour chaque L∗-symbole de constante c, chaque L∗-symbole relationnel
R d'arité n et chaque L∗-symbole fonctionnel f d'arité n, les ensembles
suivants sont A-dé�nissables :
� (cB)−1 = {−→a ∈ X : B |= c = [a]E},
� (RB)−1 = {(−→a 1, ...,

−→a n) ∈ Xn : B |= R([−→a 1]E , ..., [
−→a n]E)},

� (fB)−1 = {(−→a 1, ...,
−→a n,−→a n+1) ∈ Xn+1 : B |= f([−→a 1]E , ..., [

−→a n]E) =
[−→a n+1]E}.

On peut alors poser la dé�nition suivante :

Dé�nition 6 Soit A une L-structure et B une L∗-structure. On dira que
A est interprétable dans B ssi A est isomorphe à une structure quotient
de B. On dira que A et B sont mutuellement interprétables ssi chacune est
interprétable dans l'autre.

L'exemple canonique d'interprétabilité mutuelle est celle entre les entiers
et les rationnels, établie par J. Robinson en 1949 [216]. Button et Walsh
soulignent cependant les limites de l'interprétabilité mutuelle :

� For all its virtues, mutual interpretability tends not to be used
directly by mathematicians. The reason for this is that the iso-
morphisms that witness mutual interpretability need not be 're-
cognisable' by the structures in question, so that whether two
structures are mutually interpretable is decided by facts of the
ambient metatheory, rather than just by facts about the struc-
tures themselves. �([75], 112)

Button et Walsh illustrent cette di�culté par l'argument suivant : soit
G une structure géométrique et A une structure algébrique, les deux étant
mutuellement interprétables. Donc G dé�nit une copie isomorphe A1 de A.
Cette structure algébrique A1 peut permettre d'étudier algébriquement la
structure géométrique originale G. Pour ce faire, il faut considérer une copie
isomorphe G1 de G dans A. Par composition des dé�nitions, G1 est bien dé�-
nissable dan G, mais rien n'assure qu'il y ait un isomorphisme G-dé�nissable
entre G et G1. Par conséquent, si on obtient des informations sur G1 par
les moyens algébriques de A1, et que l'on veut � ramener � ces informations
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à la structure géométrique originale G, il faut s'appuyer sur des ressources
supplémentaires 1.

La conclusion de Button et Walsh est la suivante :

� Fortunately, in practice the relevant isomorphisms tend to be
denable. And this leads to a stronger notion of sameness of struc-
tures, namely biinterpretability. �([75], 112)

2.1.3 La biinterprétabilité

Cette notion est introduite pour la première fois par G. Ahlbrandt et M.
Ziegler dans [4]. Nous suivrons la dé�nition proposée par la suite par W.
Hodges dans [107]. Cette présentation nécessite quelques dé�nitions préa-
lables. Tout d'abord, soit L une signature, par une formule atomique non-

imbriquée de signature L on entend une formule atomique correspondant
à une des quatre formes suivantes :

1. x = y ;

2. c = y pour une certaine constante c de L ;
3. F (−→x ) = y pour un certain symbole fonctionnel f de L ;
4. R−→x pour un symbole relationnel R de L.

Dé�nition 7 Soit K et L deux signatures, A une K-structure et B une L-
structure, et n un entier positif. Une interprétation (n-dimensionnelle) Γ de
B dans A est dé�nie comme la donnée de trois items :

1. une formule ∂Γ(xO, ..., xn−1) de signature K (la formule-domaine de
Γ) ;

2. pour chaque formule atomique non-imbriquée ϕ(yO, ..., ym−1) de L, une
formule ϕΓ(

−→x 0, ...,
−→x m−1) de signature K dans laquelle les −→x i sont des

n-uplets disjoints de variables distinctes (les formules dé�nissantes de
Γ) ;

3. une application surjective fΓ : ∂Γ(A
n)→ dom(B) (l'application-coordonnée

de Γ), telle que pour toute formule ϕ atomique non-imbriquée de L et
tous −→a i ∈ ∂Γ(An,

4. B |= ϕ(fΓ
−→a 0, ..., fΓ

−→a m−1)⇔ A |= ϕΓ(
−→a 0, ...,

−→a m−1).

Pour illustrer cette notion d'interprétation, on peut penser à l'interpré-
tation usuelle des rationnels dans les entiers, qui est une interprétation Γ
2-dimensionnelle :

1. ∂Γ(x0, x1) := x1 ̸= 0 ;

2. =Γ (x00, x01;x10, x11) := x00.x11 = x01.x10 ;

1. On trouvera une exemple concret de cette situation, sous la forme de l'introduction
de coordonnées, dans ([107], 222, exemple 1).
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3. +Γ(x00, x01;x10, x11;x20, x21) := x21.(x00.x11+x01.x10) = x01.x11.x20 ;

4. ×Γ(x00, x01;x10, x11;x20, x21) := x00.x10.x21 = x01.x11.x20.

L'application-coordonnée envoie chaque paire (m,n) avec n ̸= 0 sur le nombre
rationnel m/n. Les formules ψΓ pour les formules atomiques non-imbriquées
restantes expriment l'addition et la multiplication des nombres rationnels en
termes d'addition et de multiplication d'entiers.

On suppose à présent que V est une classe de K-structures et W une
classe de L-structures, et que Γ est une interprétation deW dans V . On dira
que Γ est totale-à gauche si pour tout A ∈ V , on a ΓA ∈W .

Soit maintenant deux interprétations totales-à gauche Γ et ∆ de W dans
V . En suivant Ahlbrandt et Ziegler [4], on dira que Γ et ∆ sont homotopes
s'il y a une formule χ(−→x ,−→y ) de K avec la propriété suivante : pour toute

structure A dans V , la relation {(−→a ,
−→
b ) : A |= χ(−→a ,

−→
b )} dé�nit une bijec-

tion entre dom(ΓA) et dom(∆A), et cette bijection induit un isomorphisme
de ΓA dans ∆A. La formule χ est appelée une homotopie de Γ dans ∆.

En particulier, une auto-interprétation est une interprétation totale-à
gauche de la classe V dans elle-même qui est homotope à l'interprétation
identité.

Dé�nition 8 Une bi-interprétation entre V et W consiste en une interpré-
tation totale-à gauche Γ de W dans V et une interprétation totale-à gauche
∆ de V dans W , telle que ∆ ◦ Γ est une auto-interprétation de V et Γ ◦∆
est une auto-interprétation de W .

On dira alors que W et V sont bi-interprétables.

Pour illustrer cette relation d'équivalence, Hodges ([107],223) prend l'exemple
des plans projectifs arguesiens et des anneaux à divisions.

Pour ce qui est des propriétés préservées par bi-interprétabilité, un des in-
térêts majeurs de cette relation d'équivalence est qu'elle préserve des proprié-
tés importantes, telles que les groupes d'automorphismes, l'axiomatisabilité
�nie et la κ-catégoricité. C'est là un des arguments forts en faveur de l'idée
que la bi-interprétabilité est la � bonne � formalisation de la synonymie.

Comme le remarquent A. Visser et H. Friedman , l'écart entre l'équiva-
lence dé�nitionnelle et la bi-interprétabilité est ténu :

� Surprisingly it is not easy to provide natural examples of pairs
of theories that are bi-interpretable but not synonymous. For
example PA is prima facie bi-interpretable with an appropriate
theory of the hereditarily �nite sets. However, on closer inspec-
tion, these theories are also synonymous. � ([245], 2)

Du point de vue de la théorie des modèles, pour A. Pillay, la bi-interprétabilité
est la bonne formalisation de la synonymie . Elle permet en e�et d'une part
d'introduire des outils de théorie des catégories en théorie des modèles, dès
lors que l'on se place sur le plan sémantique des ensembles dé�nissables par
une théorie :
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� This links up with our earlier insistence on the category of de�-
nable sets D(T ) of a theory T : the bi-interpretability of complete
theories T1 and T2 roughly translates into an equivalence of ca-
tegories between Deq(T1) and Deq(T2). � ([204], 1379)

D'autre part, le fait de considérer les théories et les structures à bi-interprétabilité
près permet de faire entrer dans le champ de la théorie des modèles la re-
cherche d'invariant, et d'ouvrer ainsi la voie à la théorie de la classi�cation :

� Historically the development of �model theory for its own sake�
focused on a certain invariant IT . This IT is the function that
associates to a cardinal κ the number of models of T of cardinality
κ, up to isomorphism ; it is rather clearly an invariant of the bi-
interpretability type of T . This may seem to be a rather strange
invariant to consider, but it was quite natural, as set-theoretic
language and concerns permeate logic.

Boris Zilber invented what is now called geometric stability theory
by posing the problem of classifying uncountably categorical theo-
ries up to bi-interpretability �.([204], 1379)

En�n, la classi�cation des théories et des structures à bi-interprétabilité près
permet d'introduire en logique des outils de caractérisation algébrique des
structures, et d'articuler la théorie des modèles à d'autres disciplines mathé-
matiques :

� Let us restrict our attention to countable structuresM with the
feature that the automorphism group Aut(M) of M has �nitely
many orbits on n-tuples for all n. Such a structure M will be
the unique countable model of its theory. Aut(M) becomes a
topological group when we stipulate that the stabilizers of �nite
tuples are basic open subsets. Then the bi-interpretability type
of M is determined by Aut(M) as a topological group, and one
issue is when and whether this can be recovered from the abstract
group Aut(M). � ([204], 1379)

On voit donc apparaître comment, pour A. Pillay, dans les di�érents
programmes de recherche ouverts pour la théorie des modèles contemporaine,
la bi-interprétabilité est devenu le niveau auquel se présentent les théories
du premier-ordre.

On pourrait cependant discuter l'idée selon laquelle la bi-interprétabilité
serait la bonne formalisation de la synonymie. Button et Walsh proposent
là encore un contre-exemple :

� Consider, again, the question of when two mathematicians are
discussing 'the same structure', in some intuitive, informal, sense.
If one mathematician is talking about the natural numbers and
the other is talking about the integers, then in certain contexts it
will surely be right to say that they are talking about importantly
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di�erent structures, since the former has a least element and the
latter does not. This is so, even though these two structures will
be biinterpretable (given the right signature) 2 . �([75], 114)

Ce que met en évidence ce contre-exemple, ce n'est pas tant la faiblesse
de l'argumentation de Pillay, que le fait que la théorie des modèles contem-
poraine, en tant que discipline mathématique, semble opérer un choix ou se
dé�nir un niveau d'étude des structures mathématiques apparaissant comme
pertinent : tout se passe comme si, compte-tenu des propriétés qui sont
conservées par la bi-interprétabilité et des outils qu'ils se donnent, les théo-
riciens des modèles se plaçaient à une échelle d'étude donnée des concepts
structurels, identi�ant ce que d'autres contextes disciplinaires pourraient être
amenés à distinguer.

Ce qui apparaît ainsi, c'est que la question de l'identité des structures
par delà la diversité des langages n'est pas en soi un problème pour la théo-
rie des modèles en tant que discipline mathématique, qui commence par se
situer à un certain niveau d'examen des concepts structurels, mais plutôt un
problème proprement épistémologique, concernant les limites des langages
formels.

2.1.4 La F-Morita-équivalence

Une des principales limites de l'équivalence dé�nitionnelle est qu'elle ne
permet pas de penser l'équivalence entre des théories formulées dans des
langages à plusieurs sortes. Un langage formel du premier ordre à plusieurs
sortes peut être dé�ni comme une signature Σ telle que Σ est un ensemble
de symboles de sortes, de prédicats, de fonctions et de constantes. Chaque
symbole de prédicat a une arité σ1× ...× σn, où σ1,..., σn sont des symboles
de sortes (non nécessairement distinctes). De la même façon, chaque symbole
de fonction f ∈ Σ a une arité σ1 × ... × σn → σ, où σ1,..., σn, σ sont des
symboles de sortes (non nécessairement distinctes). En�n, chaque symbole
de constante c ∈ Σ se voit assigné une sorte σ ∈ Σ. Chaque variable a une
sorte σ ∈ Σ.

On peut penser, à titre d'exemples de telles théories, à la géométrie eucli-
dienne dé�nie par Hilbert avec des points et des lignes, dans les Grundlagen
der Geometrie, ou à la théorie des catégories dé�nies avec des objets et des
�èches.

Si l'équivalence dé�nitionnelle ne permet pas de penser l'équivalence entre
des théories formulées dans des langages à plusieurs sortes, c'est parce que
la dé�nition de l'équivalence dé�nitionnelle ne donne pas de moyens de dé-
�nir de nouveaux symboles de sortes ? On pourra par conséquent facilement
montrer que si T1 et T2 sont dé�nitionnellement équivalentes, alors leurs si-
gnatures respectives Σ1 et Σ2 doivent avoir les mêmes symboles de sortes. La

2. Ces deux structures sont en e�et biinterprétables dans une signature contenant
l'addition et la multiplication.
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question qui se pose est alors de savoir s'il est possible d'étendre l'équivalence
dé�nitionnelle à des langages à plusieurs sortes : c'est le rôle de la Morita-
équivalence dé�nie par T. W. Barrett et H. Halvorson [17]. Pour éviter les
confusions avec une relation d'équivalence qui sera examinée au chapitre 4,
nous parlerons de F-Morita-équivalence.

Barrett et Halvorson donnent l'exemple suivant, pour illustrer l'idée de
théories à plusieurs sortes équivalentes : soit Σ1 = {σ1, p, q} et Σ2 = {σ2, σ3},
deux signatures, avec σ1, σ2 et σ3 des symboles de sortes et p et q des
symboles de prédicats unaires sur σ1. On considère la Σ1-théorie :

T1 = {∃σ1x1p(x1),∃σ1x2q(x2), ∀σ1x1(p(x1) ∨ q(x1)),∀σ1¬(p(x1) ∧ q(x1))}

et la Σ2-théorie T2 = ∅. Puisque T1 et T2 ont des symboles de sortes dif-
férents, elles ne peuvent être dé�nitionnellement équivalentes, mais il est
cependant assez raisonnable de penser qu'elles sont synonymes : T1 répartit
les éléments entre ceux qui sont p et ceux qui sont q, alors que T2 répartit les
éléments entre ceux qui sont σ2 et ceux qui sont σ3. La seule di�érence entre
ces deux théories est que l'une utilise des prédicats, et l'autre des sortes.
Comme le remarquent Barrett et Halvorson :

�Morita equivalence is essentially the same as de�nitional equiva-
lence, except that it allows one to de�ne new sort symbols in ad-
dition to new predicate symbols, function symbols, and constant
symbols. �([17], 563)

Il est donc nécessaire de préciser comment dé�nir de nouvelles sortes. Soit
Σ ⊂ Σ+ deux signatures et on considère σ ∈ Σ+ − Σ. On peut dé�nir la
sorte σ comme une sorte produit, une sorte coproduit, une sous-sorte ou une
sorte-quotient. Dans chaque cas, on dé�nit σ en utilisant les sortes de Σ et
de nouveaux symboles fonctionnels dans Σ+ − Σ :

1. pour dé�nir σ comme une sorte produit, on a besoin de deux symboles
fonctionnels π1 et π2 de Σ+ − Σ, avec π1 : σ → σ1 et π2 : σ →
σ2, avec σ1, σ2 ∈ Σ. Les symboles fonctionnels π1 et π2 désignent les
� projections canoniques � associées à la sorte produit σ. Une dé�nition
explicite des symboles σ, π1 et π2 comme sorte produit en termes de
Σ est un Σ+-énoncé de la forme

∀σ1x∀σ2y∃σ!z(π1(z) = x ∧ π2(z) = y)

2. pour dé�nir σ comme une sorte coproduit, on a besoin de deux sym-
boles fonctionnels ρ1, ρ2 ∈ Σ+ − Σ, avec ρ1 : σ1 → σ et ρ2 : σ2 → σ et
σ1, σ2 ∈ Σ. Les symboles fonctionnels ρ1 et ρ2 désignent les � injections
canoniques � associées à la sorte co-produit σ. Une dé�nition explicite
des symboles σ, ρ1 et ρ2 en termes de Σ est un Σ+-énoncé de la forme

∀σz(∃σ1 !x(ρ1(x) = z) ∨ ∃σ2 !y(ρ2(y) = z)) ∧ ∀σ1x∀σ2y¬(ρ1(x) = ρ2(y))
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3. pour dé�nit σ comme une sous-sorte, on a besoin d'un symboles fonc-
tionnel i ∈ Σ+ − Σ tel que i : σ → σ1, avec σ1 ∈ Σ. Le symbole i
désigne � l'inclusion canonique � associée à la sous-sorte σ. Une dé�-
nition explicite des symboles σ et i en termes de Σ est un Σ+-énoncé
de la forme :

∀σ1x(ϕ(x)⇔ ∃σz(i(z) = x ∧ ∀σz1∀σz2(i(z1) = i(z2)→ z1 = z2)

avec ϕ(x) une Σ-formule. Ce Σ+-énoncé implique le Σ-énoncé ∃σ1xϕ(x)
qui est sa condition d'admissibilité,

4. pour dé�nir σ comme une sorte-quotient, on a besoin d'un symbole
fonctionnel ϵ ∈ Σ+−Σ, tel que ϵ : σ1 → σ avec σ1 ∈ Σ. Une dé�nition
explicite des symboles σ et ϵ en termes de Σ est un Σ+-énoncé de la
forme :

∀σ1x1∀σ1x2(ϵ(x1) = ϵ(x2)⇔ ϕ(x1, x2)) ∧ ∀σz∃σ1x(ϵ(x) = z)

où ϕ(x1, x2) est une Σ-formule. Cet énoncé dé�nit σ comme une sorte-
quotient obtenue en quotientant la sorte σ1 relativement à la formule
ϕ(x1, x2). La sorte σ doit être vue comme l'ensemble des classes d'équi-
valence des éléments de σ1 relativement à la relation ϕ(x1, x2) � et ϵ
comme la � projection canonique � qui envoie un élément de σ1 dans
sa classe d'équivalence.

Cette dé�nition explicite implique que ϕ(x1, x2) est une relation d'équi-
valence, et les Σ-énoncés correspondant à cette propriété sont les condi-
tions d'admissibilité de cette dé�nition explicite.

On peut alors formuler une première dé�nition :

Dé�nition 9 Soient Σ ⊂ Σ+ deux signatures et T une Σ-théorie,
Une F-Morita-extension de T à la signature Σ+ est une Σ+-théorie

T+ = T ∪ {δs : s ∈ Σ+ − Σ}

satisfaisant les conditions suivantes :

1. pour chaque symbole s ∈ Σ+−Σ, l'énoncé δs est une dé�nition explicite
de s en termes de Σ ;

2. si σ ∈ Σ+ − Σ est un symbole de sorte et f ∈ Σ+ − Σ un symbole
fonctionnel utilisé dans la dé�nition explicite de σ, alors δf = δσ ;

3. si αs est une condition d'admissibilité pour une dé�nition δs alors T |=
αs.

On peut illustrer cette dé�nition par un exemple, comme le font T. Bar-
rett and H. Halvorson. Soit Σ = {σ, p} et Σ+ = {σ, σ+, p, i deux signatures,
avec σ et σ+ deux symboles de sortes, p un prédicat sur σ et i un symbole
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fonctionnel tel que i : σ+ → σ. On considère la Σ-théorie T = {∃σxp(x)}.
Le Σ+-énoncé suivant dé�nit le symbole de sorte σ+ comme la sous-sorte
consistant dans � les éléments de σ qui sont p � :

∀σx(p(x)⇔ ∃σ+z(i(z) = x) ∧ ∀σ+z1∀σ+z2(i(z2) = i(z1)→ z2 = z1

La Σ+-théorie T+ = T ∪ {δσ+} est une F-Morita-extension de T à la
signature Σ+. La théorie T+ ajoute à la théorie T la possibilité de quanti�er
sur � l'ensemble des éléments de sorte σ qui sont p �.

A partir de là, comme pour l'équivalence dé�nitionnelle, on peut poser
la dé�nition centrale :

Dé�nition 10 Soit T1 une Σ1-théorie et T2 une Σ2-théorie,
T1 et T2 sont F-Morita-équivalentes s'il y a des théories T 1

1 ...T
n
1 et T 1

2 ...T
m
2

qui satisfont les trois conditions suivantes :

1. chaque théorie T i+1
1 est une F-Morita-extension de T i1 ;

2. chaque théorie T i+1
2 est une F-Morita-extension de T i2 ;

3. Tn1 et Tm2 sont des Σ-théories, avec Σ1∪Σ2 ⊂ Σ, telles queMod(Tn1 ) =
Mod(Tm2 ).

Tn1
∼= Tm2

...

99

...

ee

T 1
1

==

T 1
2

aa

T1

OO

T2

OO

où chaque �èche indique une F-Morita-extension.
Barrett et Halvorson défendent donc l'idée que la Morita-équivalence

est la bonne formalisation de la notion de synonymie. On trouve cepen-
dant di�érents contre-arguments : ainsi P. Anh McEldowney défend l'idée,
dans [175], que la F-Morita-équivalence n'est qu'une forme stricte de bi-
interprétabilité, en soulignant les nombreux points faibles de l'argumenta-
tion de Barrett et Halvorson. On peut cependant préciser la relation entre la
F-Morita-équivalence et la bi-interprétabilité : c'est tout l'enjeu de la thèse
de E. E. Washington [249], où il est prouvé que la F-Morita-équivalence et la
bi-interprétabilité coïncide pour les théories � propres �. La notion de théorie
propre est introduite par V. Harnik dans [100] :

Dé�nition 11 Une théorie classique T est dite propre s'il existe une sorte
D telle que T |= ∃x, x′(x ̸= x′) avec x et x′ de sorte D.
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Informellement, une théorie est propre quand ses modèles ont au moins
deux éléments. On voit ici apparaître le fait que l'écart entre la F-Morita-
équivalence et la bi-interprétabilité est relativement ténu.

2.1.5 L'équivalence catégorique

En dehors de la théorie des modèles, on peut considérer la relation d'équi-
valence entre deux catégories comme une candidate possible à la formalisa-
tion de la relation de synonymie. En e�et, T. Barrett et H. Halvorson sou-
lignent une limite essentielle des approches vues jusqu'ici, en particulier la
F-Morita-équivalence qu'ils ont introduite :

� Morita equivalence captures a clear and robust sense in which
theories might be equivalent, but it is a di�cult criterion to apply
outside of the framework of �rst-order logic. Indeed, without a
formal language one does not have the resources to say what an
explicit de�nition is. Questions of equivalence and inequivalence
of theories, however, still come up outside of this framework. It is
well known, for example, that there are di�erent ways of formu-
lating the theory of smooth manifolds. There are also di�erent
formulations of the theory of topological spaces. None of these
formulations are �rst-order theories. � ([17], 17)

Le contexte de la théorie des catégories vient donc résoudre cette di�culté,
en permettant l'application de la relation d'équivalence de catégories au-delà
du seul premier ordre :

Dé�nition 12 Soient C et D deux catégories. Un foncteur F : C → D est
une équivalence de catégories (notée ∼cat) s'il existe un foncteur G : D → C
et des isomorphismes naturels η : 1C → G ◦ F et ϵ : F ◦G→ 1D.

On a vu précédemment, dans la remarque d'A. Pillay, qu'il était possible
d'utiliser l'équivalence de catégories pour ressaisir la bi-interprétabilité : en
e�et deux théories T1 et T2 sont bi-interprétables ssi les catégories formées
par les ensembles dé�nissables Deq(T1) and Deq(T2) sont équivalentes. Mais
une telle caractérisation reste limitée au premier ordre, et pour dépasser
cette limite, comme le suggèrent T. Barrett et H. Halvorson, il est nécessaire
de dé�nir la notion de catégorie de modèles Mod(T ) pour une théorie T
quelconque, et non nécessairement du premier ordre :

� A �rst-order theory T has a category of models Mod(T ). This
categorical structure, however, is not particular to �rst-order
theories. Indeed, one can easily de�ne categories of models for
the di�erent formulations of the theory of smooth manifolds and
for the di�erent formulations of the theory of topological spaces.
[...] This means that the following criterion for theoretical equi-
valence is applicable in a more general setting than de�nitional
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equivalence and Morita equivalence. In particular, it can be ap-
plied outside of the framework of �rst-order logic. � ([17], 18)

Le critère de synonymie en question est le suivant :

Dé�nition 13 Deux théories T et T ′ sont catégoriquement équivalentes (no-
tée ∼cat) si leurs catégories de modèles respectives sont équivalentes.

Barrett et Halvorson montrent ainsi dans [17] que, pour ce qui est du
premier ordre :

∼def→∼F−Mor→∼cat

mais que les implications réciproques sont fausses. Cependant une question
apparaît naturellement, et montre le lien entre l'équivalence dé�nitionnelle et
l'équivalence de catégories : quelle propriété doit satisfaire le foncteur F d'une
équivalence de catégories pour constituer une équivalence dé�nitionnelle ?
Cette question est résolue par H. Andréka, J. Madarász, I. Németi, et G.
Székely dans [98], comme un corollaire de leur Théorème 2 :

Théorème 2 Deux théories T1 et T2 sont dé�nitionnellement équivalentes
ssi il existe entre leurs catégories de modèles un foncteur F qui est une
équivalence de catégories, qui commute avec les foncteurs d'oubli dans Ens
et préserve les ultraproduits.

Barrett et Halvorson montrent cependant que l'équivalence catégorique
n'est pas une formalisation satisfaisante de la synonymie, dans la mesure où
elle serait trop � libérale �. Ils proposent dans cette perspective l'exemple
suivant : soient les signatures Σ1 = {σ1, p0, p1, p2, ...} où σ1 est un symbole
de sorte et p0, p1, p2... une in�nité dénombrable de prédicats unaires sur σ1,
et Σ2 = {σ2, q0, q1, q2, ...} où σ2 est un symbole de sorte et q0, q1, q2... une
in�nité dénombrable de prédicats unaires sur σ2. On dé�nit la Σ1-théorie
T1 et la Σ2-théorie T2 de la façon suivante :T1 = {∃σ1 !x(x = x)} et T2 =
{∃σ2 !y(y = y), ∀σ2y(q0(y)→ q1(y)),∀σ2y(q0(y)→ q2(y)), ...}.

Ils montrent ensuite que d'une part Mod(T1) et Mod(T2) ont toutes les
deux 2ℵ0 objets non-isomorphes, et que par ailleurs Mod(T1) et Mod(T2)
sont toutes deux des catégories discrètes (c'est-à-dire des catégories dont les
seuls morphismes sont les identités). Toute bijection entre ces deux catégories
est donc une équivalence de catégories. Mais ces deux théories ne sont pas
F-Morita-équivalentes. De sorte que

� categorical equivalence is too liberal a criterion for theoretical
equivalence. The example [...] is quite general. Any two theories
with discrete categories of models will be categorically equivalent,
as long as they have the same number of models. But one often
has good reason to consider two such theories inequivalent. For
example, there is a sense in which the two theories [...] do not �say
the same thing.� According to the theory T2 , there is a special
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predicate q0. If the predicate q0 holds, that completely determines
what else is true according to T2. The theory T1 however, singles
out no such predicate. If one takes categorical equivalence as
the standard for theoretical equivalence, then one is forced to
consider T1 and T2 equivalent. Morita equivalence, on the other
hand, allows one to consider them inequivalent. �([17], 23)

Cet argument n'est cependant pas entièrement satisfaisant dans la mesure où
il suppose d'accepter que les deux théories ne � disent pas la même chose �. Or
c'est précisément une formulation formelle de cette idée qu'il s'agit de trou-
ver : Barrett et Halvorson ne peuvent donc s'appuyer que sur un argument
� raisonnable � ou � évident � pour montrer l'inadéquation de l'équivalence
catégorique.

Conclusion

Comment articuler ces di�érentes relations d'équivalence ? En suivant les
résultats obtenus par T. Meadows in [178], on peut établir le diagramme
suivant :

(Equiv.def.) //

��

(F −Mor.− Equ.) //

��

(Iso.Cat.)

a

��
(Bi− interp.) //

��

(Mor.Bi− interp.) //

��

(Equiv.Cat)

��
(Iso− cong.) //

��

(Morita− cong.) //

��

(Equiv.Objective)

��
(Interp.mutuelle) // (Mor.−mutuelle.) // (Cat.−mutuelle)

où la �èche signi�e � implique �. T. Meadows montre dans le même article
que la �èche (a) va en réalité dans les deux directions : si T et T ′ sont deux
théories du premier ordre, alors Mod(T ) et Mod(T ′) sont isomorphes ssi il
y a entre ces deux catégories une équivalence de catégories.

Ce diagramme ouvre également un certain nombre de questions, concer-
nant soit les conditions d'implications réciproques, soit des implications � dia-
gonales �. Il o�re cependant un aperçu des connaissances actuelles concernant
les relations d'équivalence entre théories.

2.2 Leur � signi�cation philosophique �

L'idée que ces relations d'équivalence puissent avoir une � philosophical
signi�cance � est mise en lumière par J. Corcoran dans [43]. Cette portée phi-
losophique apparaît de façon essentielle en philosophie des mathématiques.
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2.2.1 Synonymie et structuralisme mathématique

Dans le cadre d'une philosophie structuraliste des mathématiques, c'est
la relation d'équivalence dé�nitionnelle qui semble adéquate selon S. Sha-
piro, a�rmant que � [this] equivalence is a good candidate for � sameness
of structure � among systems � ([228], 91). Autrement dit, en reprenant la
terminologie de Shapiro, siM et N sont des � systèmes � (c'est-à-dire des
L-structures au sens de la théorie des modèles), et si l'application ante(.)
associe à chaque système la structure ante-rem dont elle est l'instantiation,

Proposition 2 Pour toute structure M et N , ante(M) = ante(N ) ssi M
et N sont isomorphes à de structures dé�nitionnellement équivalentes 3.

Il est intéressant de noter par ailleurs qu'au chapitre 7 de [228], Shapiro
fait un usage philosophique de la relation d'équivalence dé�nitionnelle : il
cherche en e�et à montrer que sa position structuraliste réaliste est plus
pertinente que les structuralismes modaux de Field, Hellman et Chihara.
Pour ce faire il montre que les systèmes philosophiques de ces auteurs sont
� équivalents � à celui qu'il propose :

� The epistemological problems with the antirealist programs are
just as serious and troublesome as those of realism in ontology.
Moreover, the problems are, in a sense, equivalent to those of
realism.

In each case, the structure of the argument is the same. I show
that there are straightforward, often trivial, translations from the
set-theoretic language of the realist to the proposed modal lan-
guage and vice versa. The translations preserve warranted belief,
at least, and probably truth (provided, of course, that both view-
points are accepted, at least temporarily). [...] The contention is
that, because of these translations, neither system has a major
epistemological advantage over the other. �([228], 218)

Et Shapiro propose d'utiliser comme relation d'équivalence entre les sys-
tèmes formels l'équivalence dé�nitionnelle :

� I propose that de�nitional equivalence serve as a criterion of the
formal strength of modal and nonmodal theories and [...] that this
notion be used as an indication that the intended structures, and
thus the ontology/ideology of di�erent theories, are the same. If
T is de�nitionally equivalent to T ′, then neither is to be preferred
to the other on ontological/ideological grounds.

My conclusion is now concise. I showed [...] that the theories deve-
loped in Field [1980] ; Hellman [1989] ; Chihara [1990] ; and Boo-
los [1984], [1985] are each, under certain (plausible) conditions,

3. Formulation proposée par T. Button et S. Walsh ([75], 109).
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de�nitionally equivalent to a standard, �realist� theory. Thus, the
intended structure � and the ontology/ideology � of each theory
is the same as that of the corresponding realist theory.
The same goes for the various formulations of structuralism itself
[...]. Ante rem structuralism, eliminative structuralism formula-
ted over a su�ciently large domain of abstract objects, and mo-
dal eliminative structuralism are all de�nitionally equivalent, and
neither is to be preferred to any other on ontological/ideological
grounds. I hold that the ante rem version is more perspicuous and
�ts mathematical practice more smoothly, but the approaches are
equivalent on the crucial ontological/ideological front. They are
also indistinguishable on the troublesome epistemological front. �([228],
242)

On voit ici apparaître le rôle philosophiquement central de l'équivalence
dé�nitionnelle, qui met sur le même plan les di�érentes positions philoso-
phiques structuralistes envisagées par Shapiro, sa propre version du structu-
ralisme ne se détachant en �n de compte, selon lui, que par son adéquation
à la pratique mathématique 4 . On peut noter que Shapiro appuie son argu-
mentation sur un article de M. Wilson [253] où celui-ci introduit la relation
d'interdé�nissabilité entre théories, dont l'équivalence dé�nitionnelle est une
généralisation naturelle. Pour Wilson il est clair en e�et que deux théories
interdé�nissables, donc ayant la même � force formelle �, partagent la même
ontologie, et soutenir une telle idée est même le c÷ur du structuralisme :

� The general point is that the ontology of a mathematician is
to be determined by the formal properties of the structure he
postulates, not by the names he employs in the description of it.
The claim that any two theories meeting the conditions of seve-
ral paragraphs back share an ontology, I shall call structuralism,
since this thesis represents a plausible reading of the jingle � Ma-
thematics is only interested in structure up to isomorphism'. �
([253], 414)

et plus loin

� The spiritual a�nity between structuralism and the double
standard lies in the idea that if one accepts a theory of a cer-
tain formal strength, one cannot deny it its standard ontology,
no matter in what syntactic guise its assertions may appear. �
([253], p.419)

4. Il est important de préciser que Shapiro fait ici un usage argumentatif et polémique
de la relation d'équivalence dé�nitionnelle, dans le but de répondre aux positions oppo-
sées à son réalisme. En réalité, sa justi�cation du structuralisme ante-rem ne passe pas
par l'équivalence dé�nitionnelle : les structures mathématiques existeraient même si l'on
ne pouvait pas capturer formellement leur identité à travers des présentations formelles
variables. L'équivalence dé�nitionnelle n'est pas première, mais seconde par rapport à
l'existence des structures.
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Ce même lien essentiel entre structuralisme et équivalence dé�nitionnelle
se retrouve dans le structuralisme de M. Resnik , concernant les patterns :

� The pattern-occurrence relation corresponds to the notion of
the interpretability of theories (by means of de�nitions) and there
are theories which are mutually interpretable but not essentially
the same from the metamathematical point of view.

If we look at well-known examples of `essentially the same' theo-
ries we see that they meet a stronger condition than that of
mutual interpretability. They are de�nitionally equivalent. [...]

To capture the notion of patterns which are essentially the same
we need a relationship like that of de�nitional equivalence. The
thought that de�nitionally equivalent theories are distinct encap-
sulations of a common set of theorems suggests a similar approach
for patterns. �([212], 208-209)

On voit ainsi apparaître un lien étroit entre la position structuraliste en
philosophie des mathématiques et le choix de l'équivalence dé�nitionnelle
comme relation d'équivalence pertinente entre théories.

2.2.2 Les limites de ces relations d'équivalence

Mais il est cependant possible de dégager plusieurs di�cultés, liées à ces
di�érentes formalisations de la notion de synonymie.

La première est que l'application de ces critères d'équivalence sont tous
sensibles à la logique d'arrière-plan que l'on utilise. Ainsi par exemple, en lo-
gique du premier-ordre les nombres naturels dans la signature {0, S} ne sont
pas dé�nitionnellement équivalents aux nombres naturels dans la signature
{0, S,+,×}. Cependant ces structures sont dé�nitionnellement équivalentes
en logique du second-ordre. Cela conduit donc à régler au préalable la ques-
tion de savoir quel cadre logique est le plus adéquat. Un structuraliste comme
S. Shapiro privilégie le second ordre, mais d'autres contre-exemples peuvent
se présenter, comme le remarquent Button et Walsh ([75], 109) : en second-
ordre, les nombres naturels dans la signature {0, S} sont dé�nitionnellement
équivalents à une copie isomorphe des entiers dans la même signature, alors
même que le passage des naturels aux entiers relatifs semble impliquer un
changement d'objets du discours.

Mais même si l'on �xe le cadre logique et les di�érents paramètres en jeu,
il reste la di�culté de la pluralité des relations d'équivalence elles-mêmes,
considérées comme candidates à une formalisation adéquate de la notion de
synonymie. On voit en e�et apparaître la diversité de formalisations pos-
sibles de la relation informelle de synonymie. Il est clair dès lors que l'on ne
peut espérer résoudre la di�culté que pose cette notion de la même façon
que pour la notion de calculabilité (la thèse de Church-Turing). En e�et, la
confrontation de deux domaines mathématiques distincts � la théorie des mo-
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dèles et la théorie des catégories � n'a pas permis de dégager de convergence
conceptuelle (ou d'identité extensionnelle). Bien au contraire, les relations
d'équivalences envisageables ont paru se multiplier.

Dès lors plusieurs voies sont possibles :

1. soit on considère, de façon sceptique, que c'est là le signe de l'impossi-
bilité de saisir formellement la synonymie, et donc l'identité de signi�-
cation, et que ces notions doivent rester dans le domaine de l'informel
ou de l'intuitif. Mais dans ce cas, c'est la démarche même de formali-
sation qui court le risque de manquer son objet : comment s'assurer en
fait qu'une dé�nition axiomatique formelle, par exemple de la notion
d'anneau, nous apprenne bien quelque chose de ce concept structurel ?

2. soit on privilégie, dans cette diversité de relations d'équivalence pos-
sible, l'une des candidates. Mais on a vu comment la plupart de ces
relations laissent échapper des cas de � synonymie intuitive �, ou iden-
ti�e ce qui apparaît � clairement distinct �.

3. soit on est amené à relativiser la notion de synonymie : c'est dans un
certain contexte mathématique que deux théories formelles peuvent
être considérées comme synonymes, et ce contexte dès lors rend perti-
nent l'usage d'une relation d'équivalence plutôt qu'une autre.

C'est cette troisième voie que proposent T. Button et S. Walsh : relati-
viser la synonymie à des objectifs mathématiques ou à des contextes :

� we consider whether there is a better notion than isomorphism
for characterising what it means for two mathematicians to have
`the same structure' in mind ; we suggest that it is likely to be
interest-relative �([75], 107)

Autrement dit cela signi�e que si le mathématicien A propose une dé�-
nition T1 et le mathématicien B propose une dé�nition T2, il n'y aurait pas
de réponse absolue à la question de savoir si les deux mathématiciens ont
bien la même structure à l'esprit. Ainsi, si dans une certaine situation, ils
pourront avoir le même concept à l'esprit, dans une autre ce ne sera pas le
cas. Mais de quelle � situation � est-il question ?

Les limites des di�érentes relations d'équivalence envisagées amènent les
auteurs à préciser leur positions :

� [it] again suggests that it may be purpose-relative, context-
sensitive, or indeterminate, which features of a structure are re-
levant to the question of whether they are `the same' �.([75], 114]

De cette remarque on peut tirer l'idée que selon Button et Walsh, les struc-
tures, qui présentent une forme d'identité, déterminent un ensemble de � fea-
tures � ou de propriétés, et que parmi ces propriétés l'objectif visé (� pur-
pose �) ou le � contexte � en sélectionne, pour ainsi dire, un certain nombre,
qui permettront ensuite de décider s'il y a synonymie ou pas. La conclusion
de leur article précise encore quelque peu cette idée :
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� interpretations of theories result in proofs from one area being
translated into proofs in another area. There are obvious reasons
why this can be useful, and especially so if the two areas initially
seemed only be distantly related. (It was important and useful
to discover that geometry and algebra are closely related, and
similarly for number theory and �nite set theory.) �([75], 130)

Autrement dit, supposons qu'un mathématicien rencontre un certain pro-
blème P concernant une structure S1, qu'il n'arrive pas à résoudre directe-
ment. Il peut montrer que S1 est dans une certaine relation d'équivalence
R (par exemple l'interprétabilité mutuelle) avec une autre structure S2, de
sorte que dans S2 la � traduction � du problème � P � est plus facile à ré-
soudre, voire déjà résolue. Il montre ainsi que relativement à P , les théories
dé�nissant ces deux structures, respectivement T1 et T2, sont synonymes.
Mais supposons maintenant qu'il rencontre un autre problème P ′ concer-
nant S1, et que ce problème � ne passe pas � à S2 par R. Il lui faudra alors
trouver une autre relation R′ entre S1 et S2, qui pourrait permettre une telle
traduction (par exemple l'équivalence catégorique). Mais supposons que S1
et S2 ne soient pas dans cette relation. alors du point de vue de P ′, T1 et T2
ne sont donc pas synonymes. Une telle sensibilité au contexte s'expliquerait
alors par le fait qu'un problème sélectionne des propriétés de la structure
étudiée et que ces propriétés ne peuvent pas toujours être � traduites � par
une relation d'équivalence donnée.

Mais, dans la mesure où la synonymie véhicule l'idée d'une identité de
la signi�cation, la position de Button et Walsh reste cependant ambiguë :
il y a en e�et d'un côté une forme de stabilité de la structure par delà la
variation des contextes (c'est-à-dire des problèmes) sélectionnant de façon
partielle des propriétés sur un fond global de signi�cation, et de l'autre une
forme de contextualisme pragmatique, qui relativise le contenu sémantique
d'une théorie à un objectif mathématique.

Cette tension peut venir du fait qu'une telle relativisation semble s'éloi-
gner de la pratique e�ective des mathématiciens, qui paraissent bien plutôt
associer un sens constant et absolu aux notions qu'ils utilisent : ainsi l'ex-
pression � groupe abélien � désigne le même concept en théorie des modèles
ou en topologie algébrique, qu'il soit dé�ni axiomatiquement ou par généra-
teurs et relations ; de même pour les � nombres entiers �, qu'ils soient utilisés
pour indexer une famille d'ensembles ou étudiés en eux-mêmes en géométrie
diophantienne 5 .

L'approche de la notion de synonymie envisagée jusqu'ici n'est donc peut-
être pas la bonne, puisqu'elle fait naître un certain nombre de di�cultés.
Button et Walsh renforcent par ailleurs eux-mêmes cette conclusion en sou-

5. On retrouve ici, en �n de compte, l'argument de S. Shapiro : un nominaliste, qui
se contenterait de l'aspect formel en premier ordre, perd de vue cette dimension de la
pratique.
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lignant que les relations d'équivalence qu'ils considèrent échouent à satisfaire
certaines exigences raisonnables, comme la � Thèse du transfert de vérité �.

La question qui se pose alors est de savoir comment assurer la stabilité ap-
parente du contenu sémantique des théories. L'approche privilégiée jusqu'ici
était peut être trop ambitieuse, puisqu'elle envisageait la question de la syno-
nymie au niveau de la logique classique du premier-ordre dans sa totalité. Ne
pourrait-on pas en e�et résoudre ces di�cultés en considérant un fragment
de cette logique, comme par exemple le fragment équationnel, avant dans
un second temps, armés de nouvelles modalités de dé�nition des concepts
structurels, de chercher à capturer le cas général ? Que deviendraient dans
ce cas des exigences telles que la thèse du transfert de vérité ?

2.3 L'approche de l'algèbre universelle

C'est dans ce cadre équationnel en e�et, qui est celui de l'algèbre univer-
selle, étudiant les structures dé�nies par un système d'équations (universel-
lement quanti�ées), les classes de telles structures constituant des variétés,
que la question du dépassement de la sensibilité au langage s'est également
présentée. En e�et, l'idée même de l'algèbre universelle peut être décrite,
selon G. Grätzer comme

� the study of �nite operations on a set, and the purpose of
research is to �nd and develop the properties with such diverse
algebras as rings, �els, Boolean algebras, lattices, and groups may
have in common. �([88], vii)

Grätzer rattache ainsi l'objet d'étude de l'algèbre universelle aux travaux de
Whitehead, où celui-ci notait :

� Such algebras have an intrinsic value for separate detailed study ;
also they are worthy for a comparative study, for the sake of the
light thereby thrown on a general theory of symbolic reasoning,
and on algebraic symbolism in particular. �([251], v)

Ainsi, sans entrer dans les détails de l'histoire de l'algèbre universelle, ses
présupposés épistémologiques et ses liens avec la théorie des modèles, on voit
en quoi la question de l'identité des concepts structurels derrière la variété
des dé�nitions formelles apparaît au c÷ur de cette discipline.

Pour aborder cette question dans le cadre de l'algèbre universelle, on
peut s'appuyer sur les travaux de W. Taylor, en particulier [240]. Taylor
prend l'exemple traditionnel de la structure de groupes, et propose deux
axiomatisations équationnelles possibles du concept de groupe : d'une part

Γ1 : x(yz) = (xy)z

u(xx−1) = (y−1y)u = u
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et d'autre part
Γ2 : (xy)z = x(yz)

ex = xe = x

x/x = e

x/y = x(e/y)

u(e/u) = (e/u)u = e

Taylor remarque :

� Clearly Γ1 and Γ2 do not de�ne the same variety, for they
are of di�erent types � (2,1) and (2,2,0). But examination of the
models of Γ1 and the models of Γ2 will convince one that there
is no essential di�erence between a non-empty Γ1-group and a
non-empty Γ2-group. �([240], 16)

Ainsi, par delà la di�érence de présentations, il est clair pour Taylor que
ces deux axiomatisations font signe vers la même � essence �. Il s'agira dès
lors de dé�nir une relation d'équivalence (Taylor propose une relation équi-
valente à l'équivalence dé�nitionnelle) entre ces di�érentes axiomatisations,
qui rende compte de cette synonymie, de telle sorte que

� Properties of varieties seem more natural and interesting if they
are equivalence-invariant, if only because then they do not force
us to make any � unnatural � choice between, say Γ1 and Γ2

above. For example, the similarity type (2,1) is obviously not in-
trinsic 6 to the idea of a group. Many of the properties considered
below are (obviously) equivalence-invariant, but a few, such as
being � one-based � are not [...]. Moreover, certain results cannot
even be stated without mentioning equivalence. � ([240], 17)

Cependant, comme c'était le cas pour la théorie des modèles, plusieurs
relations d'équivalence peuvent être dé�nies entre les systèmes équationnels.
Certaines de ces relations d'équivalence pourraient également être formulées
non plus pour les systèmes formels, mais entre les structures et les classes
de structures qu'ils dé�nissent. Il s'agira alors, dans le cadre du premier
ordre et par complétude-adéquation, de déplacer le c÷ur de nos analyses
de la synonymie entre théories à une relation d'équivalence entre classes de
structures 7 . On pourra ainsi penser, par exemple, à la relation d'équivalence
rationnelle, proposée par Anatoli I. Mal'cev en 1958 dans [166] :

Dé�nition 14 Une classe K1 d'algèbres de signature σ1 et une classe K2

d'algèbres de signature σ2 sont rationnellement équivalentes s'il y a des ap-
plications F1 (F2) assignant aux symboles de la signature σ1 des termes de la

6. Nous soulignons, et renvoyons au chapitre suivant pour une analyse de cette notion.
7. On trouvera une formulation précise de ce déplacement dans ([75], 114).



2.3. L'APPROCHE DE L'ALGÈBRE UNIVERSELLE 61

signature σ2 (aux symboles de la signature σ2 des termes de la signature σ1)
de telle sorte que les arités soient préservées (i.e. les nombres d'arguments
d'une fonction f ∈ σi et du terme Fi(f) sont les mêmes) et les propriétés
suivantes sont véri�ées :

1. pour tout K1-algèbre A =< A, σ1 >, l'algèbre F2(A) =< A, σ2 >
appartient à K2 ; dans ce cas, les σ2-opérations de l'algèbre F2(A) sont
dé�nies sur A au moyen des F2(σ2)-termes correspondants de l'algèbre
A ;

2. pour tout K2-algèbre A =< A, σ2 >, l'algèbre F1(A) =< A, σ1 >
appartient à la classe K1 ;

3. l'égalité F1(F2(A)) = A vaut pour tout K1- algèbre ;

4. l'égalité F2(F1(A)) = A vaut pour tout K2- algèbre.

Il est intéressant de noter que dans le même article de 1958, Mal'cev démontre
une équivalence entre l'équivalence rationnelle et une relation d'équivalence
formulée dans les termes de la théorie des catégories : si K est une classe
arbitraires d'algèbres, soit

−→
K la catégorie ayant pour objets les K-algèbres

et pour morphismes les homomorphismes de K-algèbres.

Dé�nition 15 Des classes K1 et K2 d'algèbres sont catégorie-équivalentes

s'il y a un isomorphisme de la catégorie
−→
K1 vers la catégorie

−→
K2 qui commute

avec le foncteur d'oubli de la catégorie
−→
K i vers la catégorie des ensembles.

On a alors le théorème suivant :

Théorème 3 Soit M1 et M2 des variétés quelconques d'algèbres univer-
selles,

alorsM1 etM2 sont rationnellement équivalentes ssi elles sont catégorie-
équivalentes.

Il serait alors pertinent de chercher à situer dans le diagramme des re-
lations d'équivalence vu précédemment, restreint à la logique équationnelle,
cette relation d'équivalence rationnelle 8. Quoi qu'il en soit, on retrouve dans
le contexte de l'algèbre universelle, la même di�culté que pour l'approche
model-théorique qu'il y a à capturer de façon formelle la relation de synony-
mie.

Cependant une autre approche est possible, propre à l'algèbre universelle,
comme le remarque W. Taylor :

� It is possible to de�ne equational classes so as to make all
expressable properties automatically equivalence-invariant, i.e.
to give no preference to any of the possible equivalent forms
of a given variety. This amounts to considering the set (rather
than a sequence (Ft)t∈T ) of all possible operations de�ned by
V-terms. �([240], 17)

8. Nous réservons cette question à un travail ultérieur.
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C'est cette approche, propre à l'algèbre universelle dans la mesure où elle
nécessite la réduction de la logique considérée au cadre équationnel, qu'il
s'agira à présent d'examiner : il ne sera donc plus question de dé�nir une
relation formelle de synonymie entre des systèmes formels (ou de manière
équivalente, une relation d'équivalence entre classe de L-structures), mais de
porter l'attention directement sur le système des opérations caractérisant un
type de structures, c'est-à-dire sur la totalité organisée de ces opérations :
des objets algébriques.

2.3.1 Les représentations algébriques

Les clones de Hall

Il semblerait que cette piste de recherche ait été proposée pour la première
fois par Philip Hall, sans être publiée [39].

Soit A un ensemble. Un domaine d'opérateurs est un ensemble Ω avec
une application a : Ω → N ; les éléments de Ω sont les opérateurs, et si
ω ∈ Ω, alors a(ω) est appelé l'arité de ω. Si a(ω) = n, on dira que ω est
n-aire, et on écrit

Ω(n) = {ω ∈ Ω|a(ω) = n}

Une structure d'Ω-algèbre sur A est une famille d'applications

{Ω(n)→ AA
n}n∈N

de sorte qu'à chaque ω ∈ Ω(n) une opération n-aire sur A est associée.
L'ensemble A muni de cette structure est une Ω-algèbre, notée AΩ.

On note O(A) l'ensemble de toutes les opérations �nitaires sur A. Une
structure d'Ω-algèbre sur A est déterminée par un certain sous-ensemble
de O(A) ; à partir des opérations de ce sous-ensemble, on peut former les
autres opérations par composition, et le rôle décisif est joué non pas par
l'ensemble des opérations sur A dé�nie par Ω mais par l'ensemble de toutes
les opérations que l'on peut obtenir à partir d'elles par composition. La façon
selon laquelle les opérations sur A sont combinée peut être vue comme l'e�et
de certains opérateurs agissant sur O(A), et permettent donc de voir O(A)
comme une certaine structure algébrique.

On remarque d'abord queO(A) est identique à la somme disjointe
⊔
n∈N On(A),

où On(A) est l'ensemble de toutes les opérations n-aires sur A. Etant donné
m éléments α1, ..., αm ∈ On(A) et β ∈ Om(A), il existe une unique opération
n-aire γ dé�nie par

γ(c) = β(α1(c), ..., αm(c))

pour tout c ∈ An. Cette opération γ sera appelé la composition de α1, ..., αm
avec β, notée (β ◦ α1, ..., β ◦ αn), de sorte que l'on a

(β ◦ α1, ..., β ◦ αn)(c) = β(α1(c), ..., αm(c))
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En outre, pour chaque n > 0, il y a n éléments δin ∈ On(A) dé�nis par

δin(c1, ..., cn) = ci

L'e�et de δin, appelé opérateur unité, est donc d'extraire la i-ème coordonnée.
Dès lors, O(A) peut être vu comme une algèbre partielle avec la compo-

sition comme opération (m+1)-aire et les opérateurs unités, dont les valeurs
sont les opérations n-aires sur A. Pour chaque type de composition il est
nécessaire de spéci�er son domaine de dé�nition : la possibilité de composer
α1, ..., αm avec β dépend seulement des arités de α1, ..., αm, β.

Tout ensemble d'opérations sur A clos par composition et contenant les
opérateurs unités est un � ensemble clos d'opérations � sur A, ou clone sur
A. On peut noter que cette première notion de clone fait apparaître de façon
essentielle l'ensemble A sur lequel sont dé�nies les opérations du clone. On
trouve cependant dès les travaux de P. Hall une notion indépendante de cet
ensemble de base : les clones abstraits.

Un clone abstrait est une algèbre partielle A telle que : à chaque c ∈ A
un entier non-négatif α(c) est associé ; on trouve parmi les éléments de A des

opérateurs constants d(i)n (pour i = 1, ..., n et n ∈ N) tels que α(d(i)n ) = n et
pour tout entier r il y a sur A une opération (r + 1)-aire

(a1, ..., ar, b) 7→ a1, ..., arbµ

qui est dé�nie chaque fois que α(a1) = ... = α(ar) et α(b) = r ; de plus,
dans ce cas on a α(a1, ..., arbµ) = α(a1). Ces opérations satisfont les lois
suivantes :

(ab1µ)...(absµ)cµ = abcµµ

où a = (a1, ..., ar), b = (b1, ..., bs) et α(ai) = n, α(bj) = r et α(c) = s ; et

ad(i)r µ = ai

où a = (a1, ..., ar)

Les compositeurs de Lazard

La notion de clone est en fait très proche de la notion de compositeurs,
proposée en 1955 par Michel Lazard [143].

Soit en e�et M un ensemble quelconque. l'ensemble des fonctions à n
de M dans lui-même sera noté Fn(M). La notion de compositeur apparaît
comme � une généralisation naturelle � de la notion de demi-groupe d'ap-
plications d'un ensemble dans lui-même. On prend dans chaque Fn(M) une
partie En, et on considère la suite d'ensembles (En)n=1,2,... à laquelle on
impose deux conditions :

1. chaque En contient les projections πni pour 1 ≤ i ≤ n ;
2. si f ∈ Em et g1, ..., gm ∈ En, alors f(g1...gm) ∈ En.
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Il su�t alors d'assurer l'associativité de la composition :

Dé�nition 16 Un compositeur E est la donnée de :

1. d'une suite d'ensembles (En avec n = 1, 2, ... ;

2. d'une famille d'éléments distingués πni ∈ En pour 1 ≤ i ≤ n ;
3. une famille d'applications Tm,n : Em → Fm(En) dé�nis pour 1 ≤

m,n ≤ ∞ véri�ant les deux axiomes suivants :
� (associativité) ((Tm,nf)(g1, ..., gm))(h1, ..., hn) = (Tm,pf)((Tn,pg1)(h1, ..., hn), ..., ((Tn,pgm)(h1, ..., hn))

pour tous f ∈ Em, g1, ..., gm ∈ En et h1, ..., hn ∈ Ep ;
� (élément neutre)] (Tm,nπ

m
i )(f1, ..., fm) = fi pour tous f1, ..., fm ∈

En et (Tn,nf)(π
n
1 , ..., π

n
n) = f pour tout f ∈ En.

On dira qu'un compositeur E opère sur un ensemble M si l'on a une
famille d'applications τn : En → Fn(M) satisfaisant :

1. à la composition dans E correspond la composition des fonctions dans
M ;

2. aux éléments distingués πni de E correspondent les fonctions de même
nom dans M .

On dé�nit alors la notion de sous-compositeur F d'une compositeur E :
c'est la famille des ensembles Fn = F ∩ En, supposée contenir les éléments
distingués et stable par composition. On dé�nit un système de générateurs
A d'un compositeur E comme une famille d'ensembles An ⊂ En, tels que E
soit le seul sous-compositeur de E qui contienne A.

Soit A = (An) une suite d'ensembles. Un compositeur libre E engendré
par A est un compositeur admettant A comme système de générateurs, et
tel que pour tout compositeur F et toute application ϕ : A→ F (c'est-à-dire
pour toute famille d'applications ϕn : An → Fn), il existe un homomorphisme
(nécessairement unique) ψ : E → F prolongeant ϕ.

Tout compositeur E peut alors être dé�ni au moyen de générateurs et de
relations entre ces générateurs. Ainsi par exemple le compositeur des demi-
groupes a pour générateur f ∈ E2 et comme relation f(f(x1, x2), x3) =
f(x1, (x2, x3)).

Cependant, Lazard insiste sur les limites de la notion de compositeur :

� Plus généralement, on peut considérer que les ensembles sur
lesquels opère un compositeur E donné appartiennent tous à
une même espèce de structure algébrique. Les opérations (lois
de compositions) de l'espèce considérée correspondent à un sys-
tème de générateurs du compositeur E ; les relations entre ces
générateurs se traduisent par des identités génériques (c'est-à-
dire valables pour un choix quelconque des arguments) dans les
structures de l'espèce en question. Par exemple, pour les demi-
groupes, on prend une opération (le produit) et une identité (la
relation d'associativité).
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Il est aisé de caractériser les espèces de structures algébriques que
l'on peut dé�nir à partir d'un compositeur : ce sont celles où les
opérations sont partout dé�nies, et ne sont assujetties qu'à véri-
�er des � identités génériques �. Ces structures comprennent, par
exemple, les demi-groupes, groupes, groupes abéliens, anneaux,
anneaux de Lie, Ω-modules (Ω désignant un anneau donné), etc.
Par contre elles ne comprennent pas les corps (l'inverse n'est pas
partout dé�ni) ni les p-groupes (� pour tout x il existe un h tel
que xp

h
= 1 � n'est pas une identité générique, puisque h peut va-

rier), ni les demi-groupes avec règles de simpli�cation (� xy = xz
implique y = z � n'est pas une � identité �), etc. On obtient donc
une classe assez restreinte de structures algébriques. �([143], 5-
03)

L'idée d'utiliser la structure de demi-groupe pour représenter une variété
d'algèbre se retrouve par ailleurs dans les travaux de B.H. Neumann et E.C.
Wiegold [73]. Ces derniers se confrontent à la même di�culté :

� It is well known that the class of groups can be de�ned in a
number of di�erent ways : in terms of a binary multiplication, or
in terms of a binary multiplication and an unary inversion, or in
terms of a binary right division, and so on. How are these di�erent
de�nitions interrelated ? In order to study this problem, not just
for the class of groups, but more generally for classes of algebras,
a semigroup will be de�ned in connection with the class ; and if
the class is a variety, that is to say, equationally de�ned, then
the semigroup will in a sense specify it completely. �([73], 111)

Les auteurs proposent d'introduire des � opérateurs standard �, agissant sur
les suites dénombrables de variables : l'opérateur identité ι, l'opérateur de
répétition ϕ, l'opérateur d'e�acement ψ et les opérateurs de transitions τi
pour i = 1, 2, 3, ... dé�nis par

� ...x3x2x1ι = ...x3x2x1 ;
� ...x3x2x1ϕ = ...x3x2x1x1 ;
� ...x3x2x1ψ = x3x2 ;
� ...xi+2xi+1xixi−1...x1τi = ...xi+2xixi+1xi−1...x1.

On considère alors le demi-groupe Γ engendré par ces opérateurs standard
et par les opérateurs propres à la variété considérée (par exemple, pour les
groupes,la multiplication µ et l'élément neutre η) ; les opérateur standard
engendrent un sous-demi groupe Σ de Γ et Σ est �xé une fois pour toutes.
On a alors trois types de relations dans ces présentations :

1. celles qui dé�nissent les relations entre opérateurs standard (�xées) ;

2. celles qui connectent les opérateurs standard et les opérateurs spéci-
�ques (dites relations de � dénominations �) ;

3. celles qui dé�nissent les relations entre opérateurs spéci�ques.
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On peut alors dé�nir une relation d'équivalence, qui répond à la question
posée plus haut pas les auteurs :

Dé�nition 17 Les demi-groupes Γi associés aux variétésBi sont isomorphes,
par un isomorphisme dont la restriction à Σ est l'identité, si et seulement
si les variétés Bi sont les mêmes algèbres décrites en termes d'opérations
di�érentes.

Telle est la forme � abstraite � de l'invariant des présentations élaboré
dans le cadre de l'algèbre universelle. Ce détour par l'algèbre universelle
permet de souligner que l'idée � d'invariant des présentations �, que nous
envisagerons au prochain chapitre, ne peut être considérée comme propre
à l'approche catégorique de l'algèbre universelle. Cette notion d'invariance
peut en outre être rapprochée des � invariants topologiques � formulés en
topologie algébrique : de même que deux espaces topologiques homéomorphes
auront (par exemple) des groupes fondamentaux isomorphes, de même deux
variétés (au sens algébrique) rationnellement équivalentes auront des clones
isomorphes. Mais la réciproque, dans les deux cas, est fausse.

On notera, comme propriétés essentielles de ces algèbres, le caractère
� abstrait � de tels objets, au sens où le domaine sur lequel agissent les opéra-
tions caractérisées par ces � dé�nitions � n'apparaît pas dans la construction
de l'objet. Seules sont considérées les opérations elles-mêmes, indépendam-
ment des objets sur lesquels elles portent. A ce titre, les clones abstraits
comme les compositeurs semblent se placer au niveau purement opératoire,
et un tel mouvement d'abstraction peut être distingué de celui menant à
la constitution d'une théorie formelle. En e�et, ce passage des variétés d'al-
gèbres aux clones abstraits e�ace d'une certaine façon les individus concer-
nés par les opérations, c'est-à-dire � formellement � se passent des variables
sur lesquelles portent ces opérations. Les opérations sont directement prises
pour objet. La seule trace, pour ainsi dire, du domaine d'objets apparaît
dans l'arité des opérations, non dans des n-uplets de variable.

En un certain sens, il semblerait possible de considérer que les clones et
les compositeurs font l'économie du � moment de la variable � mis en avant
par Cavaillès,

� remplaçant les déterminations d'actes par la place vide pour
une substitution � ([34], 44)

Ce qui semble disjoint par l'élaboration de telles descriptions purement opé-
ratoires des concepts algébriques, c'est la corrélation opérations-objets.

Cette particularité nous conduit à penser que ces objets dépassent une ca-
ractérisation syntaxique des variétés considérées, car le passage aux algèbres
� concrets � ne pourra se faire par assignation d'une valeur à des variables,
ou par une interprétation de symboles jusque-là dépourvus de sens. La déter-
mination des variétés algébriques se fait donc selon une modalité échappant



2.3. L'APPROCHE DE L'ALGÈBRE UNIVERSELLE 67

au cadre � linguistique �. Mais cela fait apparaître un second trait caracté-
ristique des clones abstraits et des compositeurs : ils capturent � l'essence
d'un concept algébrique � en synthétisant la totalité des opérations caracté-
risant une structure algébrique donnée, et dans les deux cas cette synthèse
est rendue possible par la structure algébrique dont sont munis ces objets.
Cette � essence � du concept structurel, ce contenu sémantique stable à tra-
vers la variété de ses présentations formelles, n'est donc pas saisie seulement
par réduction (abstraction faite de la nature des objets sur lesquels portent
les opérations, remplacés par des variables) mais aussi et conjointement par
extension systématique, c'est-à-dire en tant que totalité (algébrique) close :
toute opération possible appartient déjà à ces objets algébriques.

2.3.2 Le cas des algèbres partielles

Cependant, comme le notait M. Lazard, les espèces de structures ainsi
dé�nies ne sont qu'une classe restreinte, à savoir seulement dans le cas où
les opérations sont partout dé�nies. Il semble donc naturel de chercher à
étendre cette démarche à des structures où les opérations ne sont dé�nies
que de façon partielle. C'est tout l'enjeu des travaux de Philip Higgins .

� There are many important algebraic systems which do not �t
conveniently into the theory of abstract algebras (that is, algebras
whose operations are everywhere de�ned). In the �rst place there
are various types of groupoids, categories and ringoids, which
have often been treated as partial algebras, that is, as sets with
operations not everywhere de�ned. The general theory of partial
algebras has been developed to some extent, but its content does
not compare favourably with that of the theory of �full� abstract
algebras. �([105], 115)

Pour parvenir à une représentation des algèbres partielles, il est possible
de partir de l'exemple des catégories. Il va s'agir de construire � algébrique-
ment � la structure de catégorie à partir de son ensemble d'objets ObC.

On pose I = ObC × ObC, de sorte qu'un élément i de I sera un couples
d'objets de C. On pose également Ai = C(B,C) pour toutes les paires d'ob-
jets de C. On a ainsi une famille d'ensembles disjoints A =

⋂
Ai indexée par

I. Par ailleurs, on dé�nit une relation n-aire sur I comme un sous-ensemble
de In, et on note R(I) l'ensemble des relations �nitaires sur I.

Pour dé�nir une catégorie à partir de ses objets, il est nécessaire d'in-
troduire deux � opérateurs �, ϵ et ◦, éléments d'un ensemble Ω = {ϵ, ◦}. On
peut alors dé�nir une application α : Ω→ R(I) de la façon suivante :

� α(ϵ) = {(B,B)/B ∈ ObC}, de sorte que ϵ extrait un unique élément
ϵB de chaque ensemble C(B,B), qui sera la �èche identité de B ;

� α(◦) = {((B,C), (C,D))/B,C,D ∈ ObC}, de sorte que ◦ dé�nit sur
A la multiplication C(B,C)× C(C,D)→ C(B,D)
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On peut alors dé�nir les propriétés, comme l'associativité de ◦ de ces deux
opérateurs par des équations appropriées.

Il est alors possible de généraliser cet exemple pour dé�nir des algèbres
avec schémas d'opérateur.

Soit I un ensemble, Ω un ensemble distinct de I qui est l'union disjointes
d'ensembles Ωn (n = 0, 1, 2, ...). Une Ω-structure sur I est une application
α : Ω → R(I), où R(I) est l'ensemble des relations �nitaires sur I, et
cette application envoie Ωn sur Rn+1. La paire Σ = (I, α) est un schéma
d'opérateurs ou Ω-schéma.

Il va alors d'agir d'appliquer ce schéma sur des ensembles de base. Soit
A = {Ai} une famille d'ensembles indexée par I. On suppose donné, pour
chaque ω ∈ Ωn et pour chaque (i1, i2, ..., in, i) ∈ α(ω) une application Ai1 ×
Ai2× ...×Ain → Ai. Alors la famille A avec les applications données sera une
Ω-algèbre à schéma d'opérateurs Σ, ou Σ-algèbre. Les éléments de Ω sont les
opérateurs.

Pour illustrer à nouveau cette dé�nition, il est possible de prendre un
second exemple : celui des groupes abéliens gradués 9 Soit I un ensemble, on
pose Ω0 = {ω}, Ω1 = {−} et Ω2 = {+}. Alors une Σ-algèbre A = {Ai}i∈I a
la structure suivante :

� ω extrait un élément distingué ωi de chaque Ai ;
� on a une application a 7→ −a de chaque Ai dans lui-même ;
� il y a une addition (a, b) 7→ a+ b dé�nie sur chaque Ai.

Par les équations appropriées on fait de chaque Ai un groupe abélien avec
élément neutre ωi, et on obtient ainsi la classe des groupes abéliens gradués
par un ensemble �xé I.

On voit ainsi apparaître la possibilité de développer, même dans le cas des
algèbres partielles, le projet de l'algèbre universelle d'une étude proprement
opératoire des concepts structurels, à travers la mise en lumière d'invariants
de nature algébrique de ces concepts, par delà la diversité des présentations
formelles. Une des di�cultés que rencontre cependant l'algèbre universelle est
le caractère ad hoc de ces invariants algébriques qu'elle introduit, qui restent
propres au champ de cette discipline, et qu'il reste di�cile de mettre en
relation avec les autres domaines mathématiques. Ainsi, comme le remarque
F. E. J. Linton :

� The theory of equationally de�nable classes of algebras, initia-
ted by BIRKHOFF in the early thirties, is, despite its power,
elegance and simplicity, hampered in its usefulness by two de-
fects. The �rst is its refusal to deal with in�nitary operations ;
the second is the awkwardness inherent in the presentation of an
equationally de�nable class in terms of operations and equations.
[...] SLOMINSKI recti�ed the �rst defect without, however, rec-
tifying the second. � ([146], 84)

9. Un groupe abélien gradué est une somme directe de sous-groupes abéliens.
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L'approche catégorique de ces questions permet de corriger ce � défaut �.

Conclusion

Nous avons donc vu dans ce chapitre les di�cultés que l'on rencontre dès
lors que l'on tente de saisir formellement la relation de synonymie, à partir
des dé�nitions axiomatiques formelles des concepts structurels, telles que les
conçoit la théorie des modèles : ces problèmes sont essentiellement la pluralité
des relations formelles envisageables et le caractère relatif de la notion de sy-
nonymie qui en découle. Or, dans la mesure où, derrière cette notion, se cache
celle de l'identité de la signi�cation, c'est là encore la question du contenu
sémantique des théories formelles qui s'est présentée : quel rapport établir
entre une théorie formelle et sa signi�cation ? Comment rendre compte de
la stabilité des concepts structuraux à travers les contextes multiples qui
organisent le champ mathématique ?

On a vu que ces di�cultés mettait en question également le statut à
accorder à la vérité du langage mathématique formalisé, à travers la � thèse
du transfert de vérité � : en admettant que le mathématicien se dote d'outils
lui permettant de saisir la signi�cation dans sa globalité, est-ce encore la
vérité qui sera préservée par la synonymie, ou quelque nouvelle propriété de
ces objets ?

On a vu également que l'algèbre universelle avait ouvert la voie à une
nouvelle modalité de dé�nition des concepts structurels, par des objets algé-
briques et non linguistiques. Or ce projet va être repris, généralisé et enrichi
par la théorie des catégories et la logique catégorique naissant avec les tra-
vaux de Lawvere. Dès lors la question qui se pose est de savoir ce que le
contexte catégorique va apporter à la voie ainsi ouverte, et quel rapport à
cet horizon de signi�cation va y être élaboré.
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Chapitre 3

Les théories de Lawvere

3.1 Introduction

La reprise catégorique du programme de l'algèbre universelle, que nous
avons présenté au chapitre précédent, est ainsi présentée par G. Wraith en
1969 :

� In the last few decades categorical methods have been invading
more and more branches of mathematics. From the beginning,
it was clear that universal algebra was ripe prey. To paraphrase,
one could say that universal algebra is the study of algebraic sys-
tems de�ned by operations and universal sentences which relates
these operations. For example, rings are de�ned by operations
called 'multiplication', 'addition', etc., and laws relating them,
e.g. associativity, distributivity. This was the classical approach.
The laws were expressed by using variables. In the categorical ap-
proach, we would say that (many-sorted) universal algebra was
the study of limit-preserving functors [...]. Instead of variables we
have the categorical notion of product. Instead of laws we have
categorical diagrams. � ([255], iv)

Le prolongement de ce programme dans le contexte de la théorie des
catégories apparaît donc naturel : il prendra la forme des théories algébriques
et de la sémantique fonctorielle développée en particulier par Lawvere dans
sa thèse.

Nous entrons ainsi pleinement dans la question centrale de notre travail
de recherche : que devient le problème de la sensibilité au langage dans le
contexte de la théorie des catégories ? Que peut-on conclure, sur un plan
épistémologique, de cette compréhension catégorique de la notion de séman-
tique ?

71
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3.2 La thèse de Lawvere

3.2.1 Éléments de contexte

William Lawvere soutient sa thèse en mai 1963 à Columbia, sous la di-
rection de Samuel Eilenberg. Il s'est tourné vers la théorie des catégories
après avoir étudié les travaux de Kelley et Godement, et après des études
initiales en mécanique rationnelle auprès de Truesdell. Au cours de sa thèse,
Lawvere se forme à la théorie des modèles à Berkeley auprès de Feferman,
Scott, Tarski et Vaught, et participe au congrès de théorie de modèles de
Berkeley qui se tient en juin-juillet 1963, à l'occasion duquel il présentera les
principaux résultats de sa thèse.

Nous souhaiterions dans un premier temps rappeler quelques éléments
du contexte d'élaboration de la sémantique fonctorielle de Lawvere, a�n de
révéler, par contraste, les apports de ses travaux.

Théorie des modèles et théorie des catégories

Au cours de ce même congrès de théorie des modèles de 1963, d'autres
mathématiciens présenteront des travaux articulant théorie des modèles et
théorie des catégories. C'est le cas notamment de Peter Freyd. Mais l'ap-
proche proposée par Peter Freyd est cependant di�érente de celle de Lawvere,
dans la mesure où il s'agit pour lui

� to describe a little of the theory of abelian categories and
the model-theoretic results therein ; secondly [. . .] to describe the
main existence theorem in the theory of adjoints functors and its
applications to model theory � ([82], 107)

Le but est donc pour Freyd d'appliquer des méthodes de théorie des
modèles, notamment le théorème de Lövenheim-Skolem, aux catégories abé-
liennes. Ainsi,

� without elements in the objects how do we know how many
of the lemmas needed form homological algebra are true in all
abelian categories [ ?] � ([82], 111-112)

Cet exposé de Freyd de 1963 montre ce qui sépare ces résultats des tra-
vaux parallèles de Lawvere : Freyd se place dans le cadre plus général des
théories du premier ordre, et non seulement dans le contexte algébrique,
et la notion de � modèle � considérée est identique à celle examinée dans
le cadre de la théorie des modèles traditionnelle, adossée à une conception
ensembliste. Apparaît ainsi clairement, par contraste, l'apport essentiel des
travaux de Lawvere : la � sémantique fonctorielle � 1 .

1. Lors du colloque de théorie des modèles de 1963, un autre exposé propose par ailleurs
d'articuler théorie des catégories et théorie des modèles : � Free structures and categories �,
de W. Felscher et G. Jafre. Cet exposé se rapproche des travaux de Lawvere et mentionne
d'autres travaux sur cette question :
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Concernant les travaux de Lawvere sur cette période (sa thèse ne sera
publiée qu'en 2004), on relèvera en particulier, par ordre de parution :

� � An elementary theory of the category of sets �. Proc. Nat. Acad.
Sci. U.S.A., 52 :1506�1511, 1964.

� � Algebraic theories, algebraic categories, and algebraic functors �.
In Theory of Models (Proc. 1963 Internat. Sympos. Berkeley), pages
413�418. North-Holland, Amsterdam, 1965.

� � Functorial semantics of elementary theories �. Journal of Symbolic
Logic, 31 :294�295, 1966.

� � Theories as categories and the completeness theorem �. Journal of
Symbolic Logic, 32 :562, 1967.

� � Adjointness in foundations �. Dialectica, 23 :281�296, 1969.

Les structures de groupes de Eckmann et Hilton

Il semblerait possible de prendre en compte un autre élément du contexte
d'élaboration de la sémantique fonctorielle et des théories de Lawvere, même
si à proprement parler les recherches de Lawvere semblent avoir été dévelop-
pées indépendamment de ces travaux : il s'agit de la série d'articles publiés,
entre 1960 et 1963, par B. Eckmann et P. J. Hilton, dans le cadre de la théo-
rie de l'homotopie, intitulée � Group-like structures in general categories � .
Si les résultats de ces articles n'ont pas joué de rôle dans le développement
des recherches de Lawvere, le rapprochement de ces deux projets met en
lumière, cependant, certains aspects essentiels du programme de Lawvere.
La motivation centrale de Eckmann et Hilton dans ces articles est liée à des
questions d'homotopie et ainsi explicitée :

� to give precise meaning to and to answer the question how
group structures arise in homotopy theory and why these group
structures satisfy the familiar conditions of naturality. � ([56],
227)

La solution à ce problème passera par la dé�nition, à l'intérieur de la catégorie
considérée, de la structure en question, plus précisément :

� The basic idea of this paper is to consider categories C rich
enough in objects and maps to enable us to formulate a set of
axioms which, in the case where C is the category S of (based)
sets, are equivalent to the group axioms. Of course these axioms

� les travaux d'Ehresmann sur les espèces de structure d'une part, antérieurs aux
esquisses et s'appuyant sur les outils catégoriques pour proposer une construction
analogue à celles de la géométrie di�érentielle,

� les travaux de Chevalley d'autre part, séjournant également à Berkeley de juillet
1962 à janvier 1963, et en particulier un exposé donné le 1er novembre 1962 intitulé
� De�nitions of algebraic structures �, non publié par la suite.
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are formulated entirely in terms of the maps of the category C. �
([56], 227)

Cette dernière remarque met l'accent sur deux aspects importants d'une
compréhension catégorique d'un système d'axiomes, qui seront au c÷ur de
l'approche fonctorielle de Lawvere :

1. les axiomes énoncent les propriétés que doivent satisfaire des appli-
cations entre objets d'une catégorie donnée, pour que ces derniers
puissent être considérés comme des structures d'un certain type. L'
� axiomatisation � ne porte plus dès lors sur un objet en particulier,
dont les éléments entretiendraient des relations déterminées par les
axiomes : la caractérisation des objets comme structures d'un certain
type se fait au contraire de l'extérieur de ces objets, sans considération
de leurs éléments ;

2. les conditions de � richesse � de la catégorie-support permettent d'envi-
sager d'autres contextes que l'univers ensembliste, c'est-à-dire d'autres
catégories présentant les mêmes propriétés.

On peut noter cependant dans la proposition de Eckmann et Hilton une
forme de confusion entre les ressources linguistiques nécessaires à la dé�nition
et les propriétés des objets : � rich enough in objects and maps to enable us
to formulate a set of axioms � et � these axioms are formulated entirely in
terms of the maps of the category �. Les théories de Lawvere viendront au
contraire séparer ces deux niveaux, rétablissant une forme de séparation entre
le langage et les objets.

Les travaux de Eckmann et Hilton, même s'ils ne constituent pas une
référence explicite des recherches de Lawvere, ouvrent néanmoins la voie à
une approche proprement catégorique de la dé�nition de structures dans
un � contexte � non-ensembliste. L'apport essentiel de Lawvere serait alors
le suivant : considérer certains objets catégoriques comme des caractérisa-
tions de notions algébriques (plus générales que les groupes). Partant de
la propriété de transfert de structure par des foncteurs appropriés, mise en
évidence par Eckmann et Hilton, il s'agit dès lors de déterminer des objets
catégoriques qui pourront jouer le rôle de dé�nition d'un type de structure,
en suivant en cela la voie de l'algèbre universelle : les � théories algébriques �.

Le projet de Lawvere

Le pas que franchit Lawvere constitue le point de départ de la � séman-
tique fonctorielle �, autour de l'idée centrale selon laquelle :

� Algebras (and other structures, models, etc.) are actually func-
tors to a background category from a category which abstractly
concentrates the essence of a certain general concept of algebra. �
([140], 8)
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Ce pas consiste dans l'explicitation d'une distinction entre des catégories qui
joueront le rôle de description d'un certain type de structures algébriques
et des catégories fournissant le � contexte � dans lequel ces objets seront
décrits. Il ne s'agit dès lors plus de caractériser à l'intérieur d'une catégorie
� su�samment riche � un certain type de structure, i.e. les propriétés de
certaines applications, et � d'induire � cette structure sur d'autres objets
(comme les ensembles de morphismes), comme c'était encore le cas dans
les travaux de Hilton et Eckmann, mais de déterminer de l'extérieur ces
propriétés des applications. En ce sens, les travaux de Lawvere semblent bien
o�rir un point de vue proprement catégorique sur une distinction de niveaux
entre d'une part la description d'un type de structure et d'autre part des
objets décrits dans un contexte donné. Ce point apparaît clairement dans le
commentaire de Lawvere de sa thèse :

� Much of mathematics consists in calculating in various abs-
tract theories, speci�cally interpreting one abstract theory into
another, interpreting an abstract theory into a background to
obtain a concrete category of structures, and transforming these
structures in and among these categories. � ([140], 10)

La sémantique fonctorielle, ainsi décrite, s'inscrit par ailleurs explicite-
ment et dès l'introducion de la thèse, dans le prolongement des travaux de
l'algèbre universelle que nous avons décrits au chapitre précédent :

� In this paper we attempt to achieve further uni�cation of ge-
neral algebra by replacing 'equationally de�nable classes of alge-
bras' with 'algebraic categories'. �([140], 24)

A�n d'atteindre cet objectif, Lawvere va développer sa thèse selon le plan
suivant :

1. La catégorie des catégories et les foncteurs adjoints
� La catégorie des catégories
� Les foncteurs adjoints
� Épimorphismes et monomorphismes réguliers

2. Les théories algébriques
� La catégorie des théories algébriques
� Les présentations des théories algébriques

3. Les catégories algébriques
� La sémantique comme foncteur coadjoint
� Caractérisation des catégories algébriques

4. Les foncteurs algébriques
� L'algèbre engendrée par un préalgèbre
� Les foncteurs algébriques et leurs adjoints

5. Certaines extensions 0-aires et unaires des théories algébriques
� Présentations d'algèbre : � polynomial algebras �
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� Monoïdes d'opérateurs
� Anneaux d'opérateurs (théories des catégories de modules)

Les chapitres qui retiendront tout particulièrement notre attention seront
les chapitres II, III et IV, et nous décrirons plus brièvement les notions et
les résultats présentés dans les chapitres I et V.

Le chapitre I présente les outils catégoriques nécessaires aux construc-
tions de la thèse, notamment les foncteurs adjoints induits, mais présente
également un contenu � fondationnel � : Lawvere y expose une théorie en
premier ordre de la catégorie des catégories en insistant sur le fait que ce
travail est � encore incomplet � 2.

Lawvere explicite ainsi l'intérêt de ce premier chapitre :

� what of the relation itself between abstract theory and concrete
background ? To conceptually relate any two things, it is neces-
sary that they belong to a common category ; that is, speaking
more mathematically, it is �rst necessary to functorially trans-
port them into a common third category [...], but then if the
attempt to relate them is successful, the clearest exposition of
the whole matter may involve presenting the two things them-
selves as citizens of that third category. �([140], 11)

Ce point nous semble important car Lawvere insiste ici sur la nécessaire ho-
mogénéité entre théories et modèles qui, si l'on veut comprendre leur relation,
doivent être intégrés à un paysage commun : ici la catégorie des catégories.

Lawvere introduit par ailleurs trois catégories particulières dans ce cha-
pitre : la catégorie vide 0, déterminée à isomorphisme près par la propriété
que pour toute catégorie A, il y a un unique foncteur 0 → A ; la catégorie
singleton 1 dé�nie dualement : les objets dans toute catégorie A sont en
bijection avec les foncteurs 1→ A ; la catégorie 2 est la catégorie avec deux
objets, 0 et 1, et trois �èches : les �èches identité de 0 et 1 et une �èche de
0 vers 1.

3.2.2 Les théories algébriques

Le chapitre II introduit donc la notion centrale de théorie algébrique, qui
y est ainsi dé�nie :

Dé�nition 18 Soit Ensf la catégorie des ensembles �nis, et Cat la ca-
tégorie des petites catégories. On note ({Ensf}, Cat) la catégorie dont les
applications peuvent être identi�ées aux triangles commutatifs de foncteurs :

Ensf
A

||

B

""
A f // B

2. On trouve par ailleurs dans l'introduction une explication en termes ensemblistes
(Zermelo-Fraenkel-Skolem) de la distinction entre petites et grandes catégories
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Soit A : Ensf → A un objet de ({Ensf}, Cat). Si n est un objet de Ensf ,
on notera A(n) la valeur à n de A, ainsi A(n) est un objet de A. Si σ est
une application dans Ensf , on écrira parfois simplement σ pour la valeur de
σ à A. Cependant, dans le cas particulier des applications i : 1 → n dans
Ensf , on écrira πni pour la valeur à i de A. Pour tout objet n dans Ensf ,
une opération n-aire de A est une application θ : A(1)→ A(n) dans A.

La catégorie T des théories algébriques est la sous-catégorie pleine de
({Ensf}, Cat) déterminée par les objets A : Ensf → A tel que A commute
avec les coproduits �nis et A est bijectif sur les objets.

Il résulte de cette dé�nition que A(n) est le n-ième coproduit de A(1)
avec lui-même : A(1) est donc un générateur de A.

La question qui se pose alors est de savoir comme s'articule la théorie
algébrique à ses présentations formelles. Le point de départ de cette articu-
lation est la dé�nition du foncteur T : T −→ EnsN , où N est une catégorie
discrète avec un ensemble dénombrable d'objets notés 0, 1, 2.... La catégorie
de foncteurs EnsN a pour objets des foncteurs qui peuvent être vus comme
des suites dénombrables d'ensembles.

Le foncteur T est dé�ni de la façon suivante :
� T (A) est la suite d'ensembles dont le n-ième terme est l'ensemble des

morphismes A(n)→ A(1) dans A
� pour f : A −→ B dans T , T (f) est la suite d'applications dans Ens

de MorA(A(1), A(n))→MorB(B(1), B(n)).
On a alors la proposition suivante :

Proposition 3 T admet un foncteur adjoint à gauche F : EnsN → T

Ainsi à partir de toute suite dénombrable d'ensembles S, considérée
comme une � signature �, on peut construire une théorie algébrique, la � théo-
rie algébrique libre engendrée par S � 3. Au moyen de cette adjonction, on
a :

Dé�nition 19 Une � présentation d'une théorie algébrique � est la donnée
de deux foncteurs S et E de EnsN et d'un morphisme dans EnsN f : E →
UF (S)×UF (S). La � théorie présentée par ⟨S,E, f⟩ � est le coégaliseur dans
T des morphismes

g′, d′ : F (E)⇒ F (S)

correspondant aux morphismes p1 ◦ f et p2 ◦ f de EnsN par l'isomorphisme
naturel T (F (E), F (S)) ∼= EnsN (E,UF (S))

Lawvere propose alors la terminologie suivante :
� les éléments de Sn sont les polynômes de base à n variables de

la présentation ;

3. On trouvera dans [187] une construction explicite de cette théorie libre.
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� les éléments de En sont les identités de base, ou axiomes, à n
variables de la présentation ;

� UFS(n) sont les polynômes à n variables de la présentation ;
� les éléments de UF (E) sont les théorèmes de la présentation ;
� le polynôme à n variables πin est la i-ème variable n-aire.

Exemple 1 Soit la présentation suivante :

n S(n) E(n)

0 {e} ∅
1 {s} {< m(Id1, s); e01 >,< m(Id1, e01); Id1 >}
2 {m} ∅
3 ∅ {< m(m(π13, π

2
3), π

3
3);m(π13,m(π23, π

3
3)) >}

S(n) = E(n) = ∅ pour n ≥ 4. Il s'agit d'une présentation possible de la
théorie des groupes.

En e�et ce tableau pour la théorie des groupes signi�e qu'il existe des
morphismes e : 0 → 1, s : 1 → 1 et m : 2 → 1 tels que les diagrammes
suivants sont commutatifs :

1
(Id1,s)//

01
��

1× 1

m
��

0 e
// 1

1
(Id1,e01)//

Id1 ""

1× 1

m
��
1

1× 1× 1× Id1m //

Id1×m
��

1× 1

m

��
1× 1 m

// 1

où 01 : 1→ 0 est le morphisme de 1 vers l'objet �nal 0 et où Id1 ×m =
(π13,m(π23, π

3
3)) et m× Id1 = (m(π13, π

2
3), π

3
3). Si on interprète e comme l'élé-

ment neutre, s comme la formation d'inverse et m comme la multiplication,
alors les diagrammes représentent la théorie des groupes.

Les théories algébriques, ainsi dé�nies, sont présentées en ces termes dans
l'introduction de sa thèse :

� Essentially, algebraic theories are an invariant notion of which
the usual formalism with operations and equations may be re-
garded as a 'presentation'. �([140], 24)
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Dans le commentaire de ses travaux en 2004, Lawvere développe cette idée,
en en faisant un des points essentiels de sa thèse :

� Algebras (and other structures, models, etc.) are actually func-
tors to a background category from a category which abstractly
concentrates the essence of a certain general concept of alge-
bra [...]. The dialectical contrast between presentations of abs-
tract concepts and the abstract concepts themselves, as also the
contrast between word problems and groups, polynomial calcula-
tions and rings, etc. can be expressed as an explicit construction
of a new adjoint functor out of any given adjoint functor. Since in
practice many abstract concepts (and algebras) arise by means
other than presentations, it is more accurate to apply the term
� theory �, not to the presentations as had become traditional in
formalist logic, but rather to the more invariant abstract concepts
themselves which serve a pivotal role, both in their connection
with the syntax of the presentations, as well as with the semantics
of representations. �([140], 8)

Ces remarques de Lawvere soulignent plusieurs points importants. Tout
d'abord l'idée que la théorie algébrique constitue un invariant des présenta-
tions : ainsi, par delà l'in�nie diversité des langages permettant de présenter
un concept structurel (tel que le concept de groupe), la théorie algébrique
permettrait d'identi�er à l'intérieur de ces variations une équivalence, de la
même façon qu'un groupe fondamental permet d'identi�er les espaces topo-
logiques homéomorphes.

Mais Lawvere ne se contente pas de cette idée d'invariance, puisqu'il
indique en outre que la théorie algébrique révèle � l'essence � du concept :
elle n'est donc pas seulement un invariant des présentations formelles, mais
elle permet de dégager le contenu, l'intension du concept structurel.

En�n, cette position privilégiée de la théorie algébrique par rapport aux
présentations amène Lawvere à substituer à la relation � formaliste � tra-
ditionnelle entre syntaxe et sémantique, une relation à trois termes, dans
laquelle la théorie algébrique jouerait le rôle de � pivot �.

E. Manes explicite ces di�érents points, et fait le lien avec les notions que
nous avons examinées au chapitre précédent :

� Di�erent equational presentations can give rise to the same va-
riety (up to an isomorphism that commutes with the underlying
set functor). There are many well know examples, for example
Boolean algebras and Boolean rings. Lawvere's model was in-
trinsically presentation-invariant. 'Boolean algebras' have only
one 'algebraic theory', a certain category [...]. The presentation
invariance is achieved by putting into the theory category all de-
rived operations (modulo the equations) ; this idea was already
well known in universal algebra. What is entirely new is that
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simple axioms su�ce to construct an algebraic theory without
any reference to a presentation. � ([168], 88)

De la même façon, une continuité est établie entre l'algèbre universelle et
les travaux de Lawvere, par A. Kock et G. Reyes en ouverture de leur section
du chapitre de théorie des modèles du Handbook of mathematical logic :

� The �equational theories� are the same, or the �totality� of ope-
rations (primitive and derived) can be identi�ed in the two cases,
and in such a way that the substitution process of operations into
other operations are preserved under the identi�cation. To un-
derstand this phenomenon in precise terms as an isomorphism
between two mathematical structures �consisting of� operations,
and equipped with some kind of substitution structure, led to
invention of concepts like �Clone of operations� (P. Hall, see
COHN [1965]), or �compositeur� (LAZARD [1955]), but these
were somewhat unmanageable notions. The right way of concei-
ving the totality of operations for an equational theory was found
by LAWVERE [1963] who realized that substitution should be
viewed as the composition of arrows in a certain kind of cate-
gory. �([122], 285)

Mais qu'est-ce qui, dès lors, est � entièrement nouveau � dans l'approche
de Lawvere, comme le remarque Manes ? En quoi est-ce � la bonne façon �
de résoudre ces di�cultés ?

Il est possible de démontrer l'équivalence entre théories algébriques et
clones abstraits ([239], [156]) : à tout clone abstrait correspond une théorie
de Lawvere, et réciproquement (avec une précision concernant les opérations
0-aires). Les deux constructions inverses constituant la preuve de cette équi-
valence mettent en lumière la proximité entre ces deux notions, sur laquelle
insiste F. Linton ( � closely akin �, [146]). Les propriétés des clones abstraits
peuvent ainsi permettre d'éclairer celles des théories algébriques. Au premier
rang de ces propriétés se trouve le fait que ces objets résultent d'un proces-
sus d'abstraction, au sens où le domaine sur lequel agissent les opérations
caractérisées par ces � dé�nitions � n'apparaît pas dans la construction de
l'objet. Seules sont considérées les opérations elles-mêmes, indépendamment
des objets sur lesquels elles portent. A ce titre, les clones abstraits comme
les théories algébriques semblent se placer au niveau purement opératoire.
Ainsi le passage des variétés d'algèbres aux clones abstraits ou aux théories
de Lawvere se fait sans tenir compte des individus concernés par les opéra-
tions. Les opérations sont directement prises pour objet. La seule trace du
domaine d'objets apparaît dans l'arité des opérations, mais elle n'apparaît
que sous la forme de produits d'ensembles, non de n-uplets de variables.

Cette particularité nous conduit à penser que ces objets dépassent une ca-
ractérisation syntaxique des variétés considérées, car le passage aux algèbres
� concrets � ne se fait pas par assignation d'une valeur à des variables, ou



3.2. LA THÈSE DE LAWVERE 81

par une interprétation de symboles jusque-là dépourvus de sens. La déter-
mination des variétés algébriques se fait donc selon une modalité échappant
au cadre sémantique modèle-théorique traditionnel.

Second trait caractéristique des clones abstraits et des théories algé-
briques : les théories algébriques, comme les clones abstraits capturent � l'es-
sence d'un concept algébrique � en synthétisant la totalité des opérations
caractérisant une structure algébrique donnée, et dans les deux cas cette
synthèse est rendue possible par la structure algébrique dont sont munis ces
objets, en tant qu'algèbre partielle ou comme catégorie .

Mais par-delà ces similitudes, quel pourrait être l'apport propre des théo-
ries algébriques par rapport aux clones abstraits, en tant qu'invariants des
présentations ? Compte-tenu de cette équivalence entre clones abstraits et
théories algébriques, il semble à première vue di�cile de mettre en lumière
des traits propres à l'approche catégorique de cette forme d'invariance. L'in-
térêt de la notion de théorie algébrique serait avant tout technique, dans la
mesure où elle permet d'employer dans le cadre de l'algèbre universelle les
concepts et méthodes de la théorie des catégories, et en particulier l'adjonc-
tion.

Il est cependant possible de dégager des éléments de distinction, entre
les clones et les théories algébriques. Ceux-ci reposent essentiellement sur
le fait que les travaux de Lawvere enrichissent l'algèbre universelle de no-
tions propres à une approche modèle-théorique. En e�et, tout en cherchant
à dépasser les di�cultés liées aux présentations syntaxiques des structures,
Lawvere introduit dans sa thèse, concernant les théories algébriques, la no-
tion de théorie � inconsistante � : toute théorie A : Ensf → A telle que A
est équivalente soit à 2 soit 1 est dite inconsistante. On alors la proposition
suivante :

Proposition 4 Soit A : Ensf → A une théorie algébrique. S'il y a dans
Ensf deux applications distinctes σ, τ : m → n′ telles que A(σ) = A(τ),
alors la théorie est inconsistante.

En outre, puisque les compositions 0→ 1⇒ 2 sont égales dans Ensf , pour
toute théorie algébrique A on a des compositions égales A(0)→ A(1)⇒ A(2)
dans A, et par là-même des compositions égales entre ensembles de �èches
(A(1), A(0)) → (A(1), A(1)) ⇒ (A(1), A(2)). Cependant (A(1), A(0)) n'est
pas nécessairement l'égaliseur des deux autres �èches. Si on note cet égaliseur
K, alors les éléments de K sont les constantes dé�nissables de la théorie.
Autrement dit, une constante dé�nissable est une opération unaire θ telle
que θ ◦ π20 = θ ◦ π21.

Ainsi, tout en s'éloignant des présentations syntaxiques des structures,
les travaux de Lawvere se distinguent des outils issus de l'algèbre universelle
en reprenant à nouveaux frais des concepts essentiels à l'approche modèle-
théorique, en particulier une forme de séparation entre plusieurs niveaux
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rappelant la distinction syntaxe/sémantique et en élaborant mathématique-
ment (c'est-à-dire en termes catégoriques) l'articulation entre ces di�érents
niveaux, des présentations aux théories d'une part, et des théories aux mo-
dèles d'autre part.

Une dernière remarque, concernant la dé�nition des théories algébriques
elles-mêmes. La dé�nition que donne Lawvere dans sa thèse ne sera pas
en e�et celle qu'il exposera par ailleurs au congrès de théorie des modèles
de Berkeley, ou qui sera reprise par la suite dans la littérature. Les théories
algébriques sont en e�et alors dé�nies de façon multiplicative et non additive :

� By an algebraic theory we mean a small category A whose
objects are the natural numbers 0, 1, 2,... and in which each
object n is the categorical direct product of the object 1 with
itself n times. By an n-ary operation of A is meant any map
n → 1 in A. Since n is a product, the projections π(n)i : n → 1 ,
i = 0, 1, ..., n − 1 are always n-ary operations for each n in any
algebraic theory, but in general there will be more. The maps
n→ m in an algebraic theory A are in one-to-one correspondence
with the m-tuples of n-ary operations of A. �([142], 414)

Lawvere explique ainsi, dans son commentaire de 2004, ce passage de la
formulation additive à la version multiplicative :

� Finally, there was the choice, which I now view as anachro-
nistic, of considering that an algebraic theory is a category with
coproducts rather than with products. The �coproduct� conven-
tion, which involves de�ning algebras themselves as contravariant
functors from the theory into the background, indeed did permit
viewing the theory itself as a subcategory of the category of mo-
dels. However, for logics more general than the equational one
considered here, such a direct inclusion of a theory into its ca-
tegory of models cannot be expected. The �product� convention
permits the concrete de�nition of models as covariant functors
from the theory ; thus the theory appears itself as a generic mo-
del. Moreover, the �product� convention seems to be more com-
patible with the way in which algebra of quantities and geome-
try of �gures are opposed. In algebraic geometry, C∞ geome-
try, group invariance geometry, etc. it became clear that there
were many potential applications of universal algebra in contexts
that do not �t the view that signatures are more basic than
clones (i.e. that no examples of algebra exist beyond those whose
algebraic theories are given by presentations). In these geome-
tric (equally concrete) examples, the algebraic theories typically
arise with products, not coproducts. For example, the algebraic
theory whose operations are just all smooth maps between Eu-
clidean spaces is not likely to ever �nd a useful presentation by
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signatures, yet its category of algebras contains many examples
(the function algebras of arbitrary manifolds, formal power se-
ries, in�nitesimals) that need to be related to each other by the
appropriate homomorphisms. �([140], 20)

L'avantage de la formulation additive est donc qu'elle souligne l'homogénéité
entre la théorie et ses modèles, puisque dans ce cas la théorie peut être vue
comme une sous-catégorie de la catégorie de ses modèles. La version multipli-
cative, elle, apparaît à Lawvere plus proche de ses applications � concrètes �,
essentiellement géométriques.

3.2.3 Les modèles des théories : la sémantique fonctorielle

Dans le chapitre III de sa thèse, Lawvere présente le versant sémantique
de ses travaux : la notion de � modèle � d'une théorie algébrique, dans le but
de caractériser de façon abstraite les � catégories algébriques �.

Dé�nition 20 Soit A une théorie algébrique. On dira que X est une pré-
algèbre de type A ssi X est un foncteur Aop → Ens. X est une algèbre de
type A ssi X est une pré-algèbre de type A et X commute avec les produits
�nis. On note Ens(A

op) la sous-catégorie pleine de EnsA
op

déterminée par
les objets qui sont des algèbres. On dira que X est une catégorie algébrique
ssi pour une théorie algébrique A, X est équivalente à Ens(A

op).

Ainsi une pré-algèbre X de type A est une suite d'ensembles avec, pour
chaque θ : A(n)→ A(m) dans A, une application θX : Xm → Xn dans Ens,
telle que (θϕ)X = ϕXθX . X est une algèbre ssi Xn

∼= Xn
1 pour tout ensemble

�ni n. Ainsi dans une algèbre X de type A, toute opération n-aire θ de A
détermine une application Xn

1 → X1 dans Ens.
La spéci�cité de cette notion de � modèle � semble bien être le fait que la

structure algébrique est désormais vue comme une application d'un certain
type, une relation entre une description et un � espace � d'objets ainsi décrit,
et non plus un ensemble muni d'une structure (même s'il est néanmoins
possible de parler de l' � ensemble sous-jacent � à ce modèle, à savoirX(A1)).
Ce changement de statut des objets considérés est semblable à ce qui se
retrouve par ailleurs du côté de la topologie : en e�et, un chemin dans un
espace topologique ne sera pas vu comme un ensemble de points d'un espace
topologique E, mais comme une application f : [0, 1] → E. En ce sens,
un � modèle � d'une théorie n'est plus un objet structuré, mais peut être
vu comme une � comparaison � entre une théorie, considéré comme objet
� descriptif �, et son � image � dans un espace donné, le transfert entre les
deux pôles étant garanti par la préservation des produits �nis (comme la
continuité dans le cas topologique).

Soit UA le foncteur d'ensemble sous-jacent de EnsA
op) dans Ens. On

note {UA} le foncteur 1→ EnsEns
(Aop)

, objet dans la catégorie de foncteurs
correspondante.
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Théorème 4 Pour toute théorie algébrique A, le foncteur d'ensemble sous-
jacent UA a la propriété que ({UA}n, {UA}m) ∼= (A(m), A(n)) pour tout en-
sembles �nis m et n, et avec A(m) et A(n) vus comme objets de A.

Ce résultat occupe pour Lawvere une place centrale dans sa thèse. Il est
en e�et annoncé dès l'introduction en ces termes :

� [The] explicit consideration of the categorical structure has se-
veral advantages. For example, from the category (or more pre-
cisely from an underlying-set functor) we can recover, not only
the identities which hold between given operations in a class of
algebras, but also the operations themselves (Theorem III.1.1). �
([140], 24)

On voit ici apparaître un élément essentiel de l'approche catégorique
des concepts structurels 4 : l'idée de retrouver, à partir de la catégorie des
structures d'un même type, une � théorie � déterminant ce type de structure.

Soit f : A→ B une application entre théories algébriques. On a alors un
foncteur f∗ : Aop → Bop, et un foncteur Ens(f

∗) : Ens(B
op) → Ens(A

op). On
pose alors la dé�nition suivante :

Dé�nition 21 Soit K la sous-catégorie pleine de (CAT, {Ens}) déterminée
par les objets U : X → Ens pour lesquels ({U}n, U) est petite pour tout
ensemble �ni n.

Le foncteur S : T op → K dé�ni par

S(A) = UA

S(f) = Ens(f
∗)

est appelé foncteur sémantique. Dans ce cas, pour f : A→ B dans T , S(f) =
Ens(f

∗) est vu comme une application UB → UA dans K, où UB et UA sous
les foncteurs d'ensembles sous-jacents.

Lawvere commente ainsi cette dé�nition :

� Thus intuitively the semantics functor assigns to each algebraic
theory the category of algebras of which it is a theory �.([140],
77)

On peut également dé�nir un autre foncteur :

Dé�nition 22 On dé�nit un foncteur Ŝ : K → T op de la façon suivante.
Etant donné un objet U : X → Ens dans K, on considère l'objet {U} ∈
|EnsX |. Il existe un unique foncteur Ensopf → EnsX qui commute avec

les produits �nis et qui envoie 1 sur {U}. Soit Ŝ(U) la théorie algébrique

4. Ce point sera étendu et discuté au chapitre 4, sous la forme du théorème de com-
plétude conceptuelle forte.
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Ensf → A, où A est la duale de l'image pleine de Ensopf → EnsX . On

appelle Ŝ(U) la structure algébrique de U .

Si T : U → U ′ dans K, alors Ŝ(T ) : Ŝ(U ′) → Ŝ(U) dans T est dé�ni
en dualisant le petit triangle dans

Ensopf

{{ ##
A′op

zz

(Ŝ(T ))op // Aop

##
EnsX

′

EnsT
// EnsX

le grand triangle étant commutatif puisque pour n ∈ Ensf on a T (U ′n) =
(TU ′)n = Un.

Lawvere explique ainsi cette dé�nition :

� Explicitly, the n-ary operations of the algebraic structure of
U : X → Ens are in one-to-one correspondence with the natural
transformations {U}n → {U} in EnsX . Theorem 1.1 states that
SŜ ∼= {T op}. � ([140], 78)

On a alors le théorème central de ce troisième chapitre :

Théorème 5 � Algebraic structure is adjoint to (algebraic) semantics. �

Pour Lawvere, dans l'introduction de sa thèse, l'intérêt de ce résultat
est le suivant : � suggesting a possible principle of philosophy (namely a
generalization of our Theorem III.1.2) � ([140], 24). Cette idée est reformulée
dans son commentaire de 2004 :

� that semantics has an adjoint called � structure � with a very
general domain, appears as a kind of philosophical theorem in a
soft mathematical guise. �([140], 16)

On peut considérer qu'il est fait ici référence à la dualité entre le Formel et
le Conceptuel, sur laquelle nous reviendrons plus loin.

3.2.4 L'algèbre engendrée par une préalgèbre

Le chapitre IV, centré sur l'étude des � foncteurs algébriques �, expose
un résultat qui nous apparaît important :

Théorème 6 Si A est une théorie algébrique, alors l'inclusion Ens(A
op) →

EnsA
op

des algèbres dans les préalgèbres admet un adjoint.

Lawvere dans l'introduction présente ainsi ce résultat :
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� There is a certain analogy whith sheaf theory here. Namely,
our 'prealgebras' of a given type form a category of unrestricted
functors, whereas 'algebras' are prealgebras which commute with
a speci�ed class of inverse limits. The analogy with sheaf theory
is further seen in the theorem of IV.1.1 which results. �([140], 24)

Nous reviendrons plus loin sur cette analogie, qui sera reprise et développée
dans d'autres travaux 5.

3.2.5 Quelques résultats autour des théories algébriques de
Lawvere

Dans [122], A. Kock et G. Reyes présentent quelques résultats essentiels
autour de la notion de théorie algébrique (ici donnée dans sa forme mul-
tiplicative). Ces résultats joueront un rôle signi�catif dans la suite de nos
analyses.

L'interprétation relative

Dans le contexte théorique élaboré par Lawvere, la notion d'interpréta-
tion relative d'une théorie dans une autre se présente naturellement, sous la
forme d'un morphisme entre théories algébriques :

Dé�nition 23 Un morphisme de théories algébriques est un foncteur f :
T → T ′ avec f(n) = n et avec f(πi) = π′i, pour toutes les projections spéci-
�ées.

Ainsi par exemple, si T est la théorie des groupes abéliens, T ′ la théo-
rie des anneaux commutatifs, on a une inclusion évidente T → T ′, dans
la mesure où T (n, 1) peut être vu comme le sous-ensemble de T ′(n, 1) (i.e.
l'ensemble des polynômes à n variables) consistant dans les polynômes ho-
mogènes de degré 1.

Si f : T → T ′ est un morphisme de théories algébriques, on a alors par
là-même un foncteur f ♭ : Alg(T ′, Ens)→ Alg(T,Ens).

Les algèbres libres

Lawvere, dans sa thèse, montre que de tels foncteurs admettent des ad-
joints à gauche, et en particulier un foncteur � algèbre libre �. On a alors le
résultat suivant :

Proposition 5 Soit T une théorie algébrique. Alors T est équivalente à la
duale de la sous-catégorie pleine de Alg(T,Ens) dé�nie par les algèbres libres.

5. En particulier dans la thèse de Jean Bénabou.
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On voit ainsi apparaître, même dans le cadre multiplicatif, l'homogénéité
entre une théorie et la catégorie de ses modèles, que soulignait Lawvere dans
la version � coproduit �.

Ce résultat permet à Kock et Reyes de construire une structure algébrique
de façon originale :

� The following is an example of an algebraic theory which is
neither obtained by a presentation, nor by � semantic � means,
but rather by a construction performed in the category of alge-
braic theories. Let T̂0 be the theory whose n-ary operations are
formal power series in n variables and without constant terms.
They can be substituted into each other without any convergence
trouble, since the constant term is missing. Formally, T̂0 can be
obtained as an inverse limit formation in the category of alge-
braic theories, lim←−T0,n is the algebraic theory for commutative
rings without unit and satisfying ∀x : xn = 0. The algebras for
T̂0 are not known, neither is a syntactic presentation. � ([122],
288, Exemple 1.14)

Cet exemple montre que les théories algébriques constituent bien des outils
autonomes de description de structures algébriques, qui peuvent être indé-
pendants de toute forme de présentation formelle.

Faire varier le � contexte �

La nature fonctorielle des modèles semble d'autant plus cruciale qu'elle
permet d'e�ectuer un pas que Lawvere ne franchit pas dans ses premiers
travaux, développés � as an attempt to make contact with the work of the
universal algebra community � [140], c'est-à-dire dans un contexte ensem-
bliste : considérer les modèles d'une théorie algébrique dans un contexte
non-ensembliste.

Dès 1966, Freyd, dans [81], envisage, dans le prolongement des travaux
de Eckmann et Hilton, la possibilité de faire varier la catégorie dans laquelle
sont dé�nies les structures du type considéré : il est en e�et possible de rem-
placer la catégorie des ensembles par une catégorie arbitraire C présentant
les propriétés appropriées. Ainsi par exemple, si T est la théorie algébrique
des Groupes :

� la catégorie Mod(T,Ens) est équivalente à la catégorie des groupes ;
� la catégorie Mod(T,Grp), où Grp est la catégorie des groupes, est

équivalente à la catégorie des groupes abéliens ;
� la catégorie Mod(T, Top), où Top est la catégorie des espaces topolo-

giques, est équivalente à la catégorie des groupes topologiques ;
� ma catégorie Mod(T,Man), où Man est la catégorie des variétés

di�érentielles, est équivalente à la catégorie des groupes de Lie.
En outre, si Alg(T, C) est la catégorie des T -algèbres dans C, on peut consi-
dérer à la place de C la catégorie (Alg(T ′, Ens))op, et obtenir ainsi la ca-
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tégorie des � T -coalgèbres dans la catégorie des T ′-algèbres �, qui contient
des structures comme les algèbres de Hopf, qui ne peuvent être décrits en
termes d'algèbre universelle (ni même en logique du premier ordre �nitaire).
On voit ainsi apparaître le fait que le cadre théorie introduit par Lawvere
élargit le champ de l'algèbre universelle.

L'algèbre générique

Si p : C → C′ est un foncteur préservant les produits, on obtient un
foncteur � transport le long de p �

Alg(T, C)→ Alg(T, C′)

en composant avec p. On a un exemple trivial qui jouera cependant un rôle
important par la suite : la structure générique. Pour une théorie algébrique
donnée T , on peut en e�et considérer la catégorie Alg(T, T ), possible puisque
T a des produits �nis. Parmi les T -algèbres dans T , on a le foncteur identité
idT : T → T . C'est une T -algèbre générique au sens où toute autre T -
algèbre A : T → C peut être obtenue par transport de l'algèbre idT le long
du foncteur préservant les produits A.

3.3 L'extension du programme de Lawvere

Au-delà de l'algèbre universelle, le cadre théorique introduit par Lawvere
présente cependant des limites. Ainsi par exemple, ne sont pas algébriques
au sens de Lawvere les petites catégories, les théories algébriques elles-mêmes
ou les ordres partiels. De là, un programme de recherche semble s'imposer :
l'extension de ce cadre au-delà du contexte algébrique.

3.3.1 La thèse de Bénabou

Plusieurs tentatives ont été réalisées en ce sens. On peut penser notam-
ment à la prise en compte des opérations in�nitaires dans les travaux de
Linton [146]. Mais ce sont les travaux de Jean Bénabou qui vont retenir
notre attention.

La thèse de Jean Bénabou est publiée en 1968 dans les Cahiers de topolo-
gie et géométrie di�érentielle catégoriques, mais dès l'introduction, Bénabou
indique que ses travaux ont été présentés en 1963, avant la publication des
travaux de Higgins, mais surtout de Lawvere. L'objet de ses travaux est
d'étudier

� systématiquement (c'est-à-dire fonctoriellement !) les structures
algébriques sur les familles �nies ou in�nies d'ensembles, ou plus
généralement d'objets d'une catégorie quelconque. � ([21], 2)
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La chronologie de la naissance de la sémantique fonctorielle se révèle donc
plus complexe qu'il ne semble de prime abord, et la reprise catégorique du
programme de l'algèbre universelle apparaît plus généralement � dans l'air
du temps � au début des années 1960.

Algèbres, types et espèces de structure

La notion centrale dans la thèse de Bénabou est celle de type d'algèbres.
Sa dé�nition formelle suppose quelques indications préalables 6.

Dans la thèse I désigne un ensemble �xe, dont les éléments i, i′, i1, ...
sont appelés indices. Un multi-indice de longueur n est un élément µ =
i1...in du monoïde libre M = M(I) engendré par I. Soit C une catégorie à
produits �nis, et X(I) une famille d'objets de C. Pour tout µ = i1...in ∈ M
on choisit un objet Xµ = Xi1...in , produit dans C des objets Xi1 ,...,Xin , et
des projections

prkµ(X
(I)) = prkµ : Xµ → Xik (k = 1, ..., n)

On peut alors dé�nir la notion de type et la sémantique fonctorielle à la
façon de Bénabou :

Dé�nition 24 Un type d'algèbres à une dimension sur I termes de base
(abrégé en I-type) est une catégorie T ayant M(I) comme ensemble des
objets et telle que tout multi-indice µ = i1...in est muni de �èches prkµ :
i1...in → ik avec (k = 1, ..., n) dites projections canoniques, qui en font, dans
T, le produits des objets i1,...,in.

Si T et T′ sont deux I-types, un morphisme de T dans T′ est un foncteur
de T dans T′ dont la restriction aux objets est l'application identique de
M(I), et qui commute avec les projections canoniques. On note alors Typ(I)
la catégorie des I-types.

Bénabou propose alors la dé�nition suivante :

Dé�nition 25 Soit T un I-type et C une catégorie à produits �nis. Une
algèbre de type T (ou T-algèbre) de C est un foncteur A : T→ C qui commute
avec les produits �nis. Si A et A′ sont deux T-algèbres, un morphisme de A
dans A′ est une transformation naturelle.

La catégorie C étant petite, les T-algèbres de C et leurs morphismes
déterminent une catégorie Alg(T, C).

Dans la version publiée de sa thèse en 1968, Bénabou précise le lien entre
sa dé�nition et celle de Lawvere :

6. Nous présentons les dé�nitions de Bénabou en respectant les conventions de notation
originales.
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� Si I = 1(= {∅}),M s'identi�e canoniquement à N et la catégo-
rie I des théories algébriques de Lawvere s'identi�e à la catégorie
Typ(1) des types d'algèbres à une dimension sur 1 terme. Ses ca-
tégories algébriques ne sont autres que les catégories Alg(T, Ens)
où T est un I-type. � ([21], 11)

Les travaux de Bénabou constituent donc bien une généralisation des
notions proposées par Lawvere.

La suite du premier chapitre de la thèse vise à intégrer au contexte ca-
tégorique les concepts de l'algèbre universelle que nous avons présentés au
chapitre 1, et à � donner un sens précis à la phrase � S est une espèce de
structures algébriques dé�nie par des opérations, internes ou externes et des
relations entre opérations composées �. � ([21], 3).

Tout d'abord, un I-schéma d'opérations Σ est un couple (Ω, τ) formé
d'un ensemble Ω et d'une application τ : Ω → M × I. Les éléments de Ω
sont les opérations du schéma, τ(ω) = (i1...in, i) est le type de l'opération
ω, caractérisé par son multi-indice source µ = i1...in, et son but i, et la
longueur n de µ est le degré de ω. Les opérations de degré 0, ω : 0→ i sont
des opérations internes particulières dites constantes. On peut alors dé�nir
une notion de I-morphisme entre I-schémas d'opérations, de telle sorte que
l'on a une catégorie Op(I) des I-schémas d'opération.

On peut également dé�nir la notion de préalgèbre : soit C une catégorie
à produits �nis, une préalgèbre de schéma Σ est un couple P = (X(I), ϕ(Ω))
d'une famille (Xi) (i ∈ I) d'objets de C et d'une famille (ϕω) ω ∈ Ω de �èches
de C telles que, si ω est de type (i1...in, i), ϕω : Xi1 × ... × Xin → Xi. La
famille X(I) est sous-jacente à P , et ϕω est la loi de composition structurale
associée à ω. On peut alors dé�nir une catégorie Prealg(Σ, C) des préalgèbres
de schéma Σ.

Bénabou remarque que � la notion de préalgèbre a une � interpréta-
tion � très commode � ([21], 14) : soit C une catégorie à produits �nis,
pour tout objet XI de CI et tout (µ, i) ∈ M × I, on pose Ωiµ(X

(I)) =
{µ} ×Hom(Xµ, Xi)× {i}. Le I-schéma ainsi déterminé est dit schéma des
lois de compositions de X(I) et noté Σ(X(I)). Une préalgèbre de schéma
Σ ayant X(I) comme famille sous-jacente s'identi�e à un morphisme de I-
schémas f : Σ→ Σ(X(I)) au moyen de la correspondance f ⇝ (X(I), (f(ω))
pour ω ∈ Ω. Cette � interprétation � nous semble importante car elle met en
lumière, comme dans le cas de la sémantique fonctorielle à la Lawvere, un
même changement de point de vue sur les structures, vues non plus comme
objets de nature ensembliste, mais comme morphismes.

Bénabou montre alors que cette notion de schéma est équivalente d'une
part à celle de schéma d'opérateurs de Higgins [105] et d'autre à celle schéma
de diagramme au sens de Grothendieck [91].

On peut alors dé�nir les notions de projections et d'opérations composées.
Une I-projection standard est un couple (µ, k) formé d'un multi-indice µ =
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i1...in et d'un entier k ∈ {1, ..., n}. On note Ω0 l'ensemble de ces couples,
τ : Ω0 → M × I l'application (i1...in, k) ⇝ (i1...in, ik) et S = (Ω0, τ) le I-
schéma standard. Un I-schéma à projections est un couple Π = (Σ, p) d'un
I-schéma Σ et d'un morphisme p : S → Σ ∈ Op(I). Les opérations p(µ, k)
du schéma sous-jacent Σ sont dites projections et notées prkµ. On dé�nit une
catégorie Proj(I) des I-schémas à projections.

On dé�nit alors précisément la notion d'opération composée. Soit Σ =
(Ω, τ) un I-schéma d'opérations, on peut en e�et � construire toutes les opé-
rations formelles que l'on peut déduire de celles de Ω 'par superposition' �
([21], 18). Sans entrer dans les détails de la dé�nition, on notera ici un rap-
prochement avec la stratégie de dé�nition examinée au chapitre 1, dans le
cadre de l'algèbre universelle : construire un objet algébrique synthétisant la
totalité des opérations dé�nissables, comme dans le cas des clones de Hall.
Cet objet est noté Σ̂ et est dé�ni par Bénabou comme le saturé de Σ, � dont
les opérations ω̂ sont toutes les opérations composées construites à partir des
projections standard et des ω ∈ Ω � ([21], 20). On pourra noter que Béna-
bou, dans sa thèse, dépasse la simple dé�nition de tels objets, pour étudier
leur structure algébrique propre :

� Les dé�nitions des mots signi�catifs (Bourbaki), des Σ-mots
(Higgins), ou des Ω-mots (Cohn) � mélangent � les opérations
composées et les variables sur lesquelles elles opèrent. Cela ne
permet pas de dégager la structure abstraite du saturé Σ̂ d'un
I-schéma Σ [...] indépendamment de la façon dont ils peuvent
opérer sur des ensembles [...]. Même si l'on se restreint aux struc-
tures algébriques sur les ensembles, cela rend di�cile et arti�cielle
la dé�nition des Σ-identités (Higgins) ou des Ω-lois, c'est-à-dire
des axiomes de la structure, car il est nécessaire d'utiliser des
� alphabets � auxiliaires, tout à fait � parasites � ([21], 21).

On voit ainsi apparaître plus clairement le projet de Bénabou dans ce pre-
mier chapitre : non seulement reformuler catégoriquement les notions anté-
rieures, mais également intégrer au cadre catégorique l'axiomatisation même
des structures algébriques.

Soit Σ = (Ωiµ) un I-schéma d'opérations et (Ωνµ) la famille d'ensembles
dé�nie par Ωνµ = Ωi1µ × ... × Ωinµ avec (µ ∈ M,ν = i1...in ∈ M). Une multi-
plication T sur Σ est une famille (T iνµ avec (i, ν, µ) ∈ I ×M ×M et où T iνµ :
Ωiµ×Ωνµ → Ωiµ est une application notée (ω, (ω1, ..., ωn))→ ω(ω1, ..., ωn). On
appelle schéma multiplicatif un couple (Σ, T ). On appelle compositeur sur
I-termes ou I-compositeur K un I-schéma multiplicatif (Σ, T ) où T est asso-
ciative et unitaire. Bénabou montre alors que cette notion de I-compositeur
s'identi�e à celle de compositeur de Lazard d'une part, et à celle de clone
d'opérations de Hall d'autre part.

Il est alors possible de dé�nir la notion d'espèce de structures algébriques.
Soit Σ = (Ωiµ) un I-schéma et Σ̂ le saturé de Σ pour les projections et
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opérations composées. On appelle schéma des relations de Σ le I-schéma
produit R(Σ) = Σ̂ × Σ̂. Ses opérations, dites relations de Σ, sont donc les
couples ρ = (ω̂, ω̂′) d'opérations de Ω̂ tels que τ(ω̂) = τ(ω̂′). Une espèce de
structures algébriques élémentaires sur I-termes, ou I-espèce, est une couple
S = (Σ,A), où Σ est un I-schéma et A est un ensemble de relations de Σ, dit
ensemble des axiomes de l'espèce S. Un morphisme (banal) de S dans l'espèce
S ′ = (Σ′,A′) est un triple (S, f,S ′) où f est un morphisme de schémas tel
que R(f)A ⊂ A′. On peut alors dé�nir une catégorie des I-espèces Esp(I)
et un foncteur d'oubli des axiomes qui associe à chaque espèce S son schéma
sous-jacent Σ.

On peut alors associer à une espèce de structure S une algèbre d'espèce
S. Soit C une catégorie à produits �nis et X(I) une famille d'objets de C. La
préalgèbre identique Id : Σ(X(I)) → Σ(X(I)) se prolonge en une préalgèbre
Îd de schéma (saturé) Σ̂(X(I)). Le schéma R(X(I)) = R(Σ(X(I))) est dit
schéma des relations de X(I). On a alors les projections canoniques pr1, pr2 :
R(X(I))→ Σ̂(X(I)) et χ1 et χ2 les morphismes composés (avec k = 1, 2)

χk : R(X
(I))

prk // Σ̂(X(I))
Îd // Σ(X(I))

Le noyau du couple de �èches (χ1, χ2) : R(X(I)) → Σ(X(I)) est l'en-
sembleA(X(I)) des relations vraies dansX(I) et le couple S(X(I)) = Σ(X(I),A(X(I)))
est l'espèce de X(I).

Une algèbre d'espèce S = (Σ,A), ou S-algèbre de C, est un couple A =
(S, f) où f : Σ → Σ(X(I)) est une préalgèbre telle que (S, f,S(X(I))) :
S → S(X(I)). On a alors une catégorie Alg(S, C). Bénabou explicite ainsi
ces dé�nitions :

� De manière moins formelle, soit P = (Xi, ϕω) : Σ → Σ(X(I))
une préalgèbre de schéma Σ sur X(I). Par adjonction de pro-
jections puis d'opérations composées, on a une préalgèbre P̂ =
(Xi, ϕω̂) de schéma Σ̂, ayant même famille sous-jacente. Une re-
lation ρ = (ω̂, ω̂′) de Σ est satisfaite par P si, dans la famille
X(I), les deux � opérations composées � ϕω̂ et ϕω̂

′
coïncident.

Une algèbre d'espèce S � est � une préalgèbre satisfaisant à tous
les axiomes de S. � ([21], 28)

Ces dernières remarques mettent en évidence le projet de Bénabou de res-
saisir, dans un contexte catégorique, les notions fondamentales de la théorie
des modèles traditionnelle que sont la � vérité � et la � satisfaction �. De
ce point de vue, on voit ainsi en quoi la thèse de Bénabou approfondit et
systématise la démarche de Lawvere.

Il reste cependant à montrer comment s'articulent les di�érentes notions
introduites dans ce premier chapitre.
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L'uni�cation des di�érentes notions d'algèbres

Dans le deuxième chapitre de sa thèse, Bénabou montre tout d'abord
que les notions de I-type et de I-compositeur sont équivalentes, � aussi bien
du point de vue � sémantique �, (leurs catégories de � modèles � étant iso-
morphes) que du point de vue syntaxique � ([21], 32).

Bénabou démontre ensuite le résultat important suivant :

Théorème 7 Il existe un foncteur de la catégorie des I-types Typ(I) dans la
catégorie des I-espèces Esp(I), qui associe à chaque type son � espèce sous-
jacente �, et ce foncteur admet un adjoint à gauche : le foncteur du type
engendré T(.) : Esp(I)→ Typ(I).

La démonstration de ce résultat amène Bénabou à introduire la notion
d'algèbre générique de l'espèce S, noté G(S) :

� Pour toute espèce de structures algébriques S, il y a une famille
canonique d'objets de T(S) munie d'une structure de S-algèbre,
dite S-algèbre générique, qui joue le rôle d'un � modèle univer-
sel � pour toutes les S-algèbres. De façon précise : pour toute
catégorie C et toute structure de S-algèbre A sur une famille
d'objets de C, il existe un unique foncteur TS(A) : T(S) → C
tel que A soit l'image directe de G(S) par TS(A). En particu-
lier, pour toute S-algèbre A, les opérations structurales de A
sont les images des opérations structurales de G(S), et une rela-
tion entre ces opérations structurales est identiquement véri�ée,
pour toute S-algèbre, ssi elle est véri�ée dans l'algèbre générique
G(S). �([21], 4)

En articulant ce résultat au théorème selon lequel les foncteurs ST :
Alg(T, C) → Alg(S(T), C) et TS : Alg(S, C) → Alg(T(S), C) sont des iso-
morphismes de catégories, compatibles avec les foncteurs d'oubli, Bénabou
répond ainsi à une question soulevée par A. Heller [102] concernant les liens
entre les schémas d'opérateurs de Higgins et les théories algébriques de Law-
vere 7 : ces deux notions sont équivalentes.

Bénabou dé�nit alors une notion d'équivalence entre espèces de struc-
tures : deux I-espèces sont (sémantiquement) équivalentes s'il existe deux
morphismes f̃ : S ′ → S et g̃ : S → S ′ tels que g̃ ◦ f̃ = 1̃S′ , et f̃ ◦ g̃ = 1̃S ,
c'est-à-dire si, pour toute catégorie C à produits �nis, il existe un isomor-
phisme Alg(S, C) ≃ Alg(S ′, C) fonctoriel en C et compatible avec les fonc-
teurs d'oubli. Muni de cette relation d'équivalence, Bénabou démontre :

Proposition 6 Deux I-espèces S et S ′ sont équivalentes ssi leurs types T(S)
et T(S ′) sont isomorphes.

7. On remarquera que dans la même note, A. Heller soulève la question du rapport entre
ces connexions et celles proposées par J. Isbell dans [110], mais cette dernière connexion
n'est pas abordée par Bénabou.
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Il apparaît ainsi que le type � classi�e � ([21], 3) les espèces de structures,
et constitue un invariant pour cette relation d'équivalence entre espèces de
structures. Cette notion de type associé à une espèce est centrale pour Bé-
nabou :

� Tous les résultats qui précèdent, une grande partie de ceux
qui suivent, et [...] la justi�cation même de la notion de I-type
résultent formellement [...] de l'existence et des propriétés du type
T(S) engendré par une I-espèce S. Nous allons en donner deux
description, l'une de nature � logique � fait le lien avec la théorie
des modèles, l'autre comme algèbre dé�nie par générateurs et
relations. �([21], 40)

Cette voie logique repose sur la dé�nition dans des termes catégoriques
de la notion de conséquence : soit S = (Σ,A) une I-espèce. La réunion⋃

C Alg(S, C) (où C est une catégorie à produits �nis) est dite classe des S-
algèbres et notée Alg(S). Pour toute A : S → S(Xi) ∈ Alg(S), on note
PA : Σ → Σ(Xi) la préalgèbre sous-jacente. L'ensemble A ⊂ R(Σ) des re-
lations satisfaites par la famille (PA) (pour A ∈ Alg(S)) est dit ensemble
des conséquences de A. Autrement dit, une relation ρ = (ω, ω′) ∈ R(Σ) est
conséquence de A si elle satisfaite pour toute S-algèbre. On a alors le résultat
suivant :

Proposition 7 Soit S = (Σ,A) une I-espèce. Une relation de Σ est consé-
quence de A ssi elle est satisfaite par l'algèbre générique de S.

Dans le cas ensembliste, Bénabou montre que cette relation de consé-
quence coïncide avec celle de la théorie des modèles. En e�et, on a

Proposition 8 Soit S = (Σ,A) une espèce de structures élémentaires. Une
relation de Σ est conséquence des axiomes de S si et seulement si elle est
satisfaite par toute algèbre d'espèce S sur une famille d'ensembles.

Par ailleurs, dans ce même chapitre, Bénabou précise le rapport entre
les types et les faisceaux, en examinant la notion de faisceaux d'algèbres
d'un certain type. En e�et, soient L et K deux catégories, Λ une classe,
Φ(Λ) = (Φλ : Lλ → K) une famille de foncteurs et, pour tout λ ∈ Λ,
πλ = (πλLλ

: Kλ → Φλ(Lλ)) un système projectif de source Kλ ∈ Ob(K)
et de but le foncteur Φλ. La famille π(λ) est dite topologie projective sur K
et le couple K = (K, π(λ)) est dit catégorie pro-topologique. Si X est une
catégorie quelconque, un préfaisceau sur K à valeurs dans X est un couple
K, P ), identi�é à P , où P est un foncteur de K dans X . Un faisceau sur K à
valeurs dans X est un préfaisceau F : K → X qui transforme tous les πλ en
limites projectives.

Bénabou montre tout d'abord que cette dé�nition des faisceaux sur une
catégorie pro-topologique coïncide avec la dé�nition par Grothendieck des
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faisceaux sur un site, puis que les faisceaux de T-algèbres de X s'identi�ent,
à isomorphisme près, aux T-algèbres de faisceaux, c'est-à-dire que l'on a un
isomorphisme

χ(K,T,X ) : Alg(T, Faisc(K,X ))→ Faisc(K, Alg(T,X ))

Mais le point qui semble le plus important est la remarque suivante :

� La notion de faisceau, ainsi généralisée, contient celle de T-
algèbres, où T est un type quelconque. En e�et, on peut asso-
cier à T une catégorie pro-topologique K = (K, π(Λ)) telle que,
pour toute catégorie à produits �nis X , Alg(T,X ) s'identi�e ca-
noniquement à Faisc(K(T),X ). La catégorie K est la catégorie
sous-jacente au I-type T. L'ensemble Λ est M [...] et le système
projectif de source λ et de but Φλ est dé�ni par les projections
canoniques prIλ : λ → iI données dans la structure de T. �([21],
58)

On voit ainsi apparaître formellement le rapprochement entre algèbre et
faisceau, qui n'était présenté par Lawvere que comme une � analogie � :

� On voit de la même façon que certaines structures algébriques,
où �gurent des � opérations à un nombre in�ni de variables �,
s'interprètent comme des foncteurs qui commutent avec des pro-
duits in�nis et rentrent par conséquent dans le formalisme des
faisceaux.

En réalité, la plus grande partie des propriétés obtenues pour les
catégories Alg(T, C) s'étend aux catégories de faisceaux sur une
catégorie pro-topologique quelconque. �([21], 59)

Il y a donc un lien étroit entre l'algébrisation et la faisceautisation, qui
prennent la forme d'un processus commun 8.

Présentations, types et algèbres ensemblistes

Le dernier chapitre place au c÷ur de ses analyses les relations entre les
notions introduites jusqu'ici et les présentations des algèbres ensemblistes
par générateurs et relations. Le premier résultat consiste ainsi à montrer que
pour tout I-type T, le foncteur d'oubli Alg(T, Ens) → EnsI a un adjoint
à gauche. La construction de cet adjoint proposée par Bénabou est originale
dans la mesure où la T-algèbre libre engendrée par une famille d'ensembles
apparaît comme algèbre des constantes d'un autre I-type :

� Ce point de vue fait le lien entre la construction usuelle, comme
quotient d'un ensemble de mots par une équivalence, et la notion
de � diagramme de la réalisation d'un langage �, essentielle dans
la théorie des modèles. �([21], 68)

8. Processus qui sera formalisé dans le cadre de la théorie des esquisses, au chapitre 5.
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Le deuxième point important du chapitre concerne le passage d'un I-
type à sa présentation par générateurs et relations : soit E(I) une famille
d'ensembles, et Ê(I) la famille d'ensembles sous-jacente à la T-algèbre libre
engendrée par E(I). Une T-relation d'indice i dans (E(I)) est un couple
ρ = (ϵ̂, ϵ̂′) ∈ Êi × Êi. Si A : T → Ens est une T-algèbre et ϕ(I) : Ê(I) →
A(I) ∈ EnsI , on dit que ρ est satisfaite par ϕ(I), si ϕ̂i(ϵ̂) = ϕ̂i(ϵ̂′). Une T-
présentation est un couple P = (E,R) d'une famille E = E(I) d'ensembles,
et d'une famille R = R(I), où Ri ⊂ Êi × Êi pour i ∈ I. On peut généraliser
cette dé�nition de la façon suivante :

Dé�nition 26 Une T-présentation (généralisée) est un couple P = (E,R)
dans lequel :

1. E = E(K) est une K-famille d'ensembles, avec K ⊂M × I ;
2. R est un ensemble de relations du schéma Σ(T

⊔
E(K)) sous-jacent à

T
⊔
E(K).

Ainsi par exemple les présentations ordinaires s'identi�ent aux présentations
généralisées pour lesquelles K = {0} × I, et R est homogène de degré 0.

Mais la notion centrale de ce dernier chapitre est sans doute celle de méta-
type, dont la dé�nition formelle et précise nécessite de reprendre toutes les
notions introduites dans le premier chapitre. Soit I un ensemble. On pose
Ĩ = M × I ; les éléments de Ĩ sont notés ĩ = (µ, i), ĩ′ = (µ′, i′), etc. Le
monoïde libre engendré par Ĩ est noté M̃ . On dé�nit alors un Ĩ-schéma
d'opérations Σ̃ = Ω̃ĩµ̃ de la façon suivante :

1. supposons µ̃ = ĩ0ĩ1...ĩp ̸= 0, où ĩk = (µk, ik) (avec k = 0, 1, ..., p)) et

soit ĩ = (µ, i). On prend Ω̃ĩµ̃ = ∅, sauf si i = i0 ou bien µ1 = ... = µp =

µ ou bien i1...ip = µp = µ0, auquel cas Ω̃ĩµ̃ est réduit à un seul élément
noté θiµ0µ.

2. si µ̃ = 0 et ĩ = (µ, i) = (i1...in, i), on prend pour Ω̃ĩ0 un ensemble
en correspondance biunivoque avec l'ensemble des entiers k tels que
ik = i. L'élément de Ω̃ĩ0 qui correspond à un entier k est noté πkµ.

Soit Σ = Ωiµ un I-schéma, T = T iνµ) une multiplication sur Σ et p = (prkµ) :
S → Σ un système de projections dans Σ. On associe à ces données une
préalgèbre P = (X(Ĩ), ϕ(Ω̃)) de schéma Σ̃, dans Ens, de la façon suivante :

1. Si ĩ = (µ, i) ∈ Ĩ, alors X ĩ = Ωiµ ;

2. soit ω̃ ∈ Ω̃ĩµ̃. Si µ̃ ̸= 0, alors ω̃ est de la forme θiµ0µ et le triple (i, µ0, µ)
est tel que l'on ait une application

T iµ0µ : Ωi0µ0 × Ωi1µ × ...× Ωinµ = X
˜iO × ...×X ĩn = X µ̃ → X ĩ = Ωiµ

on pose alors ϕω̃ = T iµ0µ.
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3. De même si ω̃ = πkµ, on pose ϕω̃ = prkµ qui est dé�ni.

On véri�e de cette manière que l'associativité de T et le fait que T est
élément neutre s'expriment par des relations dans Σ̃. Soit Ã l'ensemble de
ces relations et S̃ = (Σ̃, Ã). Le type T(S̃) qui ne dépend que de l'ensemble
I est appelé le méta-type de I-types et noté M(I).

On a lors le théorème suivant :

Théorème 8 Pour tout ensemble I, il existe un type M(I) surM×I termes
tel que les catégories Typ(I) et Alg(M(I), Ens) sont équivalentes.

Ce résultat a des conséquences importantes, que souligne Bénabou :

� Les espèces de structures apparaissent comme des présentations
des types, considérés comme algèbres de type M(I). De façon
précise, le type T(S) associé à une espèce S est la M(I)-algèbre
ayant pour générateurs les opérations de S et pour relations les
axiomes de S. Ce qui montre à nouveau que le type est le � vrai �
objet mathématique. �([21], 6).

On voit donc ici Bénabou insister sur le caractère central, dans le dévelop-
pement général de la connaissance mathématique, de la notion de type. Il
indique par ailleurs :

� cette interprétation présente les avantages suivants :

1. Elle permet de remplacer les notions métamathématiques
de � lois de composition � et � axiomes � d'une espèce de
structures algébriques sur I-termes par les notions mathé-
matiques, et particulièrement simples, de � générateurs � et
� relations � d'une algèbre (d'un type �xe M(I) ne dépen-
dant que de I).

Les théories algébriques deviennent elles-mêmes de cette
façon des ensembles munis de structures algébriques, très
simples, et justiciables des théorèmes généraux de l'algèbre
[...].

2. Elle justi�e, s'il en était encore besoin, le passage de l'espèce
S au type T(S) : l'espèce S correspond dans la catégorie des
M(I)-algèbres à une présentation de l'algèbre T(S). La no-
tion de présentation n'est pas intrinsèque, et en particulier
ne se prête pas bien à la � comparaison � de deux théories,
alors que le type est l' � invariant � commun à toutes les
espèces de structures algébriques équivalentes. �([21], 79)

3.

La première conséquence de cette � interprétation � met en lumière un
point que nous avions déjà souligné à propos de la thèse de Lawvere : on voit
en e�et apparaître dans le travail de Bénabou une reprise, dans le contexte
mathématique de la théorie des catégories, de la méthode axiomatique, par
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un rapprochement avec la méthode de dé�nition � par générateurs et re-
lations �, ce qui permet dans le même temps de voir une théorie formelle
comme un objet mathématique, c'est-à-dire comme un modèle d'un certain
type de structure algébrique. Une notion de nature syntaxique peut donc
être elle-même considérée comme la sémantique d'une autre caractérisation
formelle, ce qui, en dernière analyse, met en évidence le caractère relatif de
la distinction entre le plan de la syntaxe et celui de la sémantique.

L'invariant et l'intrinsèque

La seconde conséquence nous semble appeler davantage de commentaires.
La notion d'invariant des présentations était également présente dans la thèse
de Lawvere, mais sans être reprise ni développée formellement ; ce que dé-
montre au contraire Bénabou : le type est bien l'invariant des espèces de
structures, dans le même sens que le groupe fondamental est un invariant
des espaces topologiques. Cependant, Bénabou associe ici cette notion d'in-
variance à une autre notion, celle de l'intrinsèque, au moins négativement,
lorsqu'il précise que � la notion de présentation n'est pas intrinsèque �. On
retrouve par ailleurs dans l'÷uvre de Bénabou, une remarque similaire, où il
développe la même idée :

� La dé�nition de Birkho� des structures algébriques au moyen
de familles de lois de composition � �nitaires � internes partout
dé�nies satisfaisant des relations universelles, ainsi que ses géné-
ralisations au cas d'opérations in�nies (SLOMINSKI) ou externes
(HIGGINS), n'est pas intrinsèque : la structure de groupe, par
exemple, peut être dé�nie par une opération ternaire satisfaisant
les axiomes appropriés. Outre le manque d'élégance, ce � défaut
d'invariance � présente les inconvénients suivants : impossibilité
de comparer deux théories algébriques, d'étudier la catégorie des
théories algébriques, de dé�nir de manière générale les structures
algébriques sur les objets d'une catégorie, etc. � ([29], 14-01)

On voit donc se dessiner dans les travaux de Bénabou une recherche non
seulement d'un invariant des présentation, mais également d'une caractéri-
sation intrinsèque des concepts structurels. Bénabou nous semble ainsi e�ec-
tuer un pas supplémentaire en direction des concepts structurels, dépassant
un structuralisme de l'invariant en un structuralisme de l'intrinsèque.

Cette analyse est con�rmée par la présentation que fait Charles Ehres-
mann, directeur de thèse de Bénabou, des travaux de son étudiant :

� we de�ne a structure of kind p over H• as a neofunctor F from
U• toward H• satisfying similar properties. Such a de�nition will
result from the section 1. It admits as special cases the de�nition
of a structure of monoid an an object of H• given in [12] , and
its re�nements for other elementary algebraic structures (such as
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groups in [11], and the general intrinsic notion in [9] of algebras
of type T over H•). �([59], iii)

La référence [9] correspond ici aux travaux de Bénabou. On trouve par
ailleurs une analyse semblable 9 dans l'article de Joyal et Reyes, � Forcing
and generic models in categorical logic � :

� A theory is a category with certain operations (de�ned up to
isomorphism) [...]. The notion of theory is thus � intrinsic �, i.e.
independant of a particular presentation via formal languages
and axiomatic systems. In this sense, categorical logic may be
viewed as � synthetic � or � intrinsic � logic by opposition to the
usual � analytic � � formal � logic. � [118]

La question se pose alors de comprendre en quel sens un type (ou une
théorie de Lawvere) peuvent être compris comme une caractérisation � in-
trinsèque � des concepts structurels.

On peut tout d'abord rappeler le sens de la distinction entre l'intrinsèque
et l'extrinsèque, telle que la présente G. Roncaglia [220] :

� An intrinsic denomination of a thing is a reference to it through
some intrinsic and real features of it, the loss or variation of which
would determine a real mutation in the thing itself. To refer to a
man as 'animal', i.e. by means of essential features, would be a ty-
pical case of intrinsic denomination. Intrinsic denomination may,
however, also arise from internal accidents, for example when we
refer to a swan as white. We have extrinsic denomination, on the
contrary, when we refer to a thing, rather than through its in-
herent forms or features, by means of some relation or habitudo
it has toward something else � e.g. toward the perceiving subject.
A purely extrinsic denomination does not really a�ect the thing
denominated, and may be lost without any intrinsic mutation of
it. In this way, we say of something, e.g. a wall, that is 'seen' or
'known'. �([220], 208)

Cette analyse de la distinction entre intrinsèque et extrinsèque 10 éclaire
les remarques de Bénabou. En e�et, en précisant que � la notion de pré-
sentation n'est pas intrinsèque �, ce dernier insiste sur le fait qu'une telle
caractérisation par l'espèce de structure reste comme extérieure au concept
caractérisé, qui se trouve alors déterminé dans et par sa relation à l'activité
mathématicienne, comme acte de connaissance. L'intrinsèque au contraire

9. Nous laissons de côté ici l'usage de la distinction entre � synthétique � et � analy-
tique �.
10. En réalité, la notion d'intrinsécité fait l'objet de nombreux débats du côté de la mé-

taphysique analytique contemporaine, qui sont résumés par D. Marshall et B. Weatherson
[174]. Il serait pertinent d'analyser quelle notion d'intrinsécité est réellement en jeu dans
les di�érentes branches des mathématiques, mais cela dépasse le cadre du présent travail
de recherche.
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serait lié au concept en lui-même, indépendamment de toute relation au
sujet connaissant. Il faut noter cependant que Roncaglia met en évidence
une di�érence entre l'intrinsèque et l'essentiel, puisqu'un accident peut être
intrinsèque. Ainsi, si le type revendique une forme d'intrinsécité, de carac-
térisation en lui-même du concept mathématique, indépendamment de sa
relation au sujet connaissant, il ne capture pas pour autant l'essence du
concept.

On pourra souligner par ailleurs, avec F. Ferro, que la recherche de l'in-
trinsèque a partie liée avec une position philosophique réaliste :

� Le problème des propriétés intrinsèques se retrouve non seule-
ment comme problème de la métaphysique mais même comme
un élément constitutif de la métaphysique réaliste qui toujours
cherche à connaître la réalité intrinsèque des choses indépendam-
ment de la relation au sujet connaissant. �([77], 502)

Et il précise en note de bas de page :

� C'est en ces termes de propriétés intrinsèques que Hilary Put-
nam pose le problème du réalisme métaphysique. �

La volonté de dépasser la recherche de l'invariant par une recherche de l'in-
trinsèque n'apparaît donc pas neutre épistémologiquement, et semble d'ores-
et-déjà nous engager sur la voie d'une forme de réalisme 11. Ainsi associer
la théorie des catégories à une recherche de l'intrinsèque nous conduirait à
mettre en évidence certains présupposés philosophiques de l'approche caté-
gorique des concepts structurels.

Un tel rapprochement entre théorie des catégories et recherche de l'intrin-
sèque se retrouve par ailleurs dans les descriptions que fait Grothendieck de
son activité mathématique, dans Récoltes et Semailles, et qui font écho à ses
analyses de Bénabou. Ainsi durant ses années universitaires, Grothendieck
reproche à ses professeurs de s'en tenir à

� des recettes de calcul à tout venant, pour des longueurs, des
aires et des volumes, à coups d'intégrales simples, doubles, triples
[...], la question d'en donner une dé�nition intrinsèque ne semblait
pas se poser, pas plus pour mes professeurs que pour les auteurs
des manuels. �([92], 20)

Cette même idée se retrouve à plusieurs reprises sous la plume de Grothen-
dieck. Ainsi, par exemple :

� s'il y a une chose en mathématique qui [...] me fascine plus que
toute autre, ce n'est ni � le nombre �, ni � la grandeur �, mais
toujours la forme. Et parmi les mille et un visages que choisit
la forme pour se révéler à nous, celui qui m'a fasciné plus que
tout autre [...], c'est la structure cachée dans les choses mathé-
matiques.

11. Nous reviendrons sur ce point dans le sixième et dernier chapitre.
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La structure d'une chose n'est nullement une chose que nous puis-
sions � inventer � [...]. Ainsi sommes-nous amenés à constamment
� inventer � le langage apte à exprimer de plus en plus �nement
la structure intime de la chose mathématique [...]. Ce qui fait la
qualité de l'inventivité et de l'imagination du chercheur, c'est la
qualité de son attention, à l'écoute de la voix des choses. Car les
choses de l'Univers ne se lassent jamais de parler d'elles-mêmes
et de se révéler, à celui qui se soucie d'entendre. � ([92], 52)

Ainsi l'insistance de Grothendieck sur � l'humble voix des choses � ([92],
59), � sous la dictée des choses elles-mêmes � ([92], 688) nous semble aller
dans le même sens que cette recherche de l'intrinsèque que l'on peut voir à
l'÷uvre dans les travaux de Bénabou, à travers la notion de type.

3.3.2 Les travaux de Keane

Mais les travaux de Bénabou, comme ceux de Lawvere, se heurtent aux
limites imposées par une compréhension restreinte de ce qui peut être consi-
déré comme algébrique. Comme le remarque en e�et Bénabou :

� La structure de corps, ou les structures algébriques dans les-
quelles certaines opérations sont partiellement dé�nies, ne rentrent
pas dans ce formalisme. Ce fait est à rapprocher des remarques
suivantes :

1. Un produit de corps n'est pas un corps.

2. si C est une catégorie à produits �nis, il n'y a pas de bonne
dé�nition d'une structure de corps sur un objet X de C. �
([21], 29)

La question s'est donc rapidement posée de la possibilité d'un élargisse-
ment de la sémantique fonctorielle au-delà du cadre algébrique

En 1975, O. Keane [119] propose une extension du programme de Lawvere
au delà du contexte algébrique, en caractérisant les catégories dont les objets
sont des modèles de théories universelles de Horn et dont les applications sont
les homomorphismes de modèles.

Une théorie universelle de Horn est une théorie du premier ordre dont les
axiomes sont de la forme A ou A1 ∧ ...∧An → B où les A,A1, ..., An, B sont
des formules atomiques.

On trouve parmi cette classe de catégories
� la catégorie des ordres partiels,
� la catégorie des groupes sans torsion,
� la catégorie des théories algébriques.
Keane dé�nit donc les � théories de Horn abstraites � de la façon sui-

vante :

� By an abstract Horn theory we mean a small skeletal �nitely
complete category I with a cogenerator M such that :
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1. Every object in I can be embedded in a �nite power of M
so that M looks injective with respect to the embedding.

2. The maps which make M look injective are closed under
pullbacks and products. � ([119], 17)

3.4 Vers la logique classique du premier ordre

3.4.1 Les théories élémentaires de Lawvere

Dès 1965 en réalité, Lawvere propose une dé�nition d'un équivalent, pour
la logique classique du premier ordre, des théories algébriques, dans [138]. Il
reformule ensuite dans [141] cette dé�nition de la façon suivante :

Dé�nition 27 Une théorie élémentaire T est une petite catégorie avec pro-
duits �nis, dont le produit vide 1, satisfaisant :

1. il y a un objet distingué B avec deux morphismes ⊥: 1→ B et ⊤ : 1→
B tels que pour tout objet X, les morphismes ⟨1X ,⊤X⟩ : X → X × B
et ⟨1X ,⊥X⟩ : X → X × B, où ⊤X : X → 1→ B et ⊥X : X → 1→ B
constituent un coproduit de X avec lui-même, i.e. X × B = X + X.
Conséquence : pour chaque objet X de T , Hom(X,B) est un algèbre
de Boole, dont la relation d'ordre est noté ⊢X ;

2. pour tout f : X → Y et ϕ : X → B, il y a un morphisme ∃f [ϕ] : Y → B
tel que pour tout ψ : Y → B, ∃f [ϕ] ⊢Y ψ ssi ϕ ⊢Y ψ ◦ f ;

3. il y a un second objet distingué A de T tel que chaque objet X de T a
une représentation unique de la forme An ×Bk, où n, k ⩾ O.

Les morphismes An → A sont les termes n-aires, les morphismes An →
B sont les formules à n variables libres et HomT (1, B) est l'ensemble des
énoncés de T .

Dé�nition 28 Un modèle de T est un foncteur préservant les produitsM :
T → Ens :

1. qui envoie B sur un ensemble à deux éléments,

2. qui envoie chaque ∃f [ϕ] sur l'image de ϕ sous f , i.e. si f : X → Y et
ϕ : X → B etM(B) est identi�é à l'ensemble à deux éléments, alors un
élément y ∈M(Y ) est dansM(∃f [ϕ])−1(1) ssi il existe x ∈M(ϕ)−1(1)
tel queM(f)(x) = y.

M(A) est l'univers du modèle.
Dans le même article, Lawvere mentionne l'existence d'un théorème de

complétude, mais sans en donner l'énoncé. Il ne donne que les trois étapes
principales de la démonstration. On notera par ailleurs que cette dé�nition
fait intervenir un objet distingué, noté B. Comme le remarquent J.-P. Mar-
quis et G. Reyes :
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� This object, which will be called the object of truth-values [...],
will become pivotal in his characterization of the notion of ele-
mentary topos in 1969. � ([173], 23)

3.4.2 Les travaux sur les théories élémentaires

La notion de théorie élémentaire, telle qu'elle est dé�nie par Lawvere,
n'a �nalement été que peu développée. Et ce tout d'abord par Aubert Dai-
gneault, dans son article � Lawvere's elementary theories and polyadic and
cylindric algebras � [44]. La notion d'algèbre polyadique associée à une théo-
rie du premier ordre est due à P. Halmos, celle d'algèbre cylindrique à Tarski
(entre autres).

L'article de Daigneault présente deux résultats importants :

1. la catégorie T des théories élémentaires et la catégorie P dont les objets
sont des paires (P,D) où P est un algèbre polyadique et D un ensemble
d'opérations de P admissibles (en un certain sens) sont équivalentes,
si on ajoute un axiome à la dé�nition d'une théorie pour éliminer les
répétitions parmi les morphismes An → A ;

2. le foncteur sémantique Th→ModEns(Th) et le foncteur qui associe à
une paire (P,D) la catégorie des représentations 2-valuées sont équi-
valents. On a donc une correspondance biunivoque entre les modèles
de Th et les représentations 12 de (P,D).

Daigneault propose également une formulation du théorème de complé-
tude dans le contexte catégorique :

Théorème 9 Pour toute théorie T et ϕ : 1 → L dans T tel que ϕ ̸=⊥, il
existe un modèleM ≠ϕ de T tel queMϕ(ϕ) = ⊤.

Daigneault précise ainsi le rapprochement entre le domaine des théories
algébriques et celui des algèbres polyadique :

� the representation theorem for polyadic algebras [...] takes lieu
of 'completeness theorem' for this approach of �rst order logic. �
[44]

L'article de Joyal � Polyadic Spaces and Elementary Theories � de 1971
[117] montre par ailleurs qu'à toute théorie élémentaire peut être associée
� canoniquement � un espace polyadique, et réciproquement. J.-P. Marquis
et G. Reyes notent, à propos de cet article :

� It is asserted that under this correspondance, the two concepts
of model coincide and that classical theorems of logic are in-
terpreted and proven. We are not told which classical theorems
of logic are interpreted and proven. Finally, and this is an im-
portant remark, it is claimed, without any detail, that polyadic
spaces arise naturally in algebraic geometry. �([173], 50)

12. Nous reviendrons sur ce résultat à la �n du chapitre 4.
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On voit ainsi apparaître, dans le travail de Joyal, les prémices d'un rap-
prochement entre logique et géométrie algébrique, avant même l'introduction
dans le paysage de la notion de topos.

3.4.3 Les travaux de Volger

Mais les développements les plus importants des concepts introduits par
Lawvere sont dus à Hugo Volger, dans les articles � Completeness theorem
for logical categories � [246] et � Logical categories, semantical categories
and topoi � [247]. Le premier de ces articles propose en e�et une preuve,
inspirée par les remarques de Lawvere, purement catégorique, du théorème
de complétude, en suivant par ailleurs les lignes de la preuve � traditionnelle �
de Henkin. Volger se place cependant dans un cadre plus large que celui des
théories élémentaires : celui des catégories logiques, permettant l'extension
à la logique d'ordre supérieur. En outre, Volger montre de façon purement
catégorique l'équivalence entre le théorème d'interpolation de Craig, le lemme
de consistance de Robinson et le théorème d'amalgamation de Daigneault.

Dé�nition 29 Une catégorie C est dite logique si elle satisfait les conditions
suivantes :

1. C a les produits �nis est un objet terminal 1 ;

2. C a un objet spéci�é Ω qui est un objet algèbre de Boole, i.e. il y a des
morphismes O, 1 : 1 → Ω, ∽: Ω → Ω et ∧ : Ω × Ω → Ω qui satisfont
les identités d'une algèbre de Boole. Par conséquent, C(X,Ω) est un
algèbre de Boole pour tout X ;

3. pour tout f : X → Y dans C, il existe un foncteur ∃f : C(X,Ω) →
C(Y,Ω) adjoint à gauche de C(f,Ω) : C(Y,Ω)→ C(X,Ω) ;

4. � étant donné le pullback

X
(X,f)//

f
��

X × Y
f×Y
��

Y
∆Y

// X × Y

alors on a ∃(X,f)[1Y f ] = ∃∆Y
[1Y ](f × Y )

� étant donné le pullback

X × Z π2 //

1X×g
��

Z

g

��
X × Y πY

// Y

alors on a ∃πY [ϕ]g = ∃π2 [ϕ(X × g)]
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5. � soit eY = ∃∆Y
[1Y ] l'égalité sur Y . Si eY (f1, f2) = 1X alors f1 = f2 ;

� eΩ =⇔ où ⇔ est la bi-implication.

Dé�nition 30 Soit C une catégorie logique. Un foncteur logique M : C →
Ens est un C-modèle.

De là la formulation d'une théorème de complétude, qui selon Volger :

� The completeness theorem states that the concept of an ele-
mentary theory is the abstraction of its models. � ([246]

Théorème 10 Soit C une petite catégorie logique qui est :
� consistante, ie 0x ̸= 1X ,
� � nice �, ie ∃!X [1X ] = 1 pour tout X ∈ Objet(C),
1. pour toute paire de morphismes f, g : X → Y , il existe un C-modèle
M tel queM(f) ̸=M(g) ;

2. il existe un C-modèle M tel que card(M(X)) ≤ card(C) pour tout
X ∈ Objet(C)

La preuve par Volger de ce théorème de complétude est rigoureusement
parallèle à celle de Henkin : il s'agit de construire pour C une extension
qui soit maximalement consistante et riche. Comme pour la logique du pre-
mier ordre ordinaire, la construction d'une extension riche de C implique une
extension C[K] de C par un ensemble de constantes K, c'est-à-dire de mor-
phismes de la forme 1 → X avec X ∈ Objet(C). Cette extension doit être
conservative, i.e. le foncteur C → C[K] doit être �dèle.

Mais les travaux de Volger n'ont pas été développés par ailleurs. Selon
Marquis et Reyes dans � History of categorical logic �, cela tient essentielle-
ment à l'existence de l'objet des valeurs de vérité :

� The object of truth-values will constitue an obstacle for the
characterization of �rst-order logic. �([173], 23)

Ils soulignent en e�et que, du point de vue d'André Joyal et de Gonzalo
Reyes 13 :

� Volger's mistake had been to include the object Ω in the data of
a logical category. They came to the conclusion that this object
does not belong to �rst-order logic, neither in its syntax nor in
its semantics. �([173], 52)

Cette remarque nous semble importante car elle met l'accent sur le fait que la
sémantique fonctorielle héritée de Lawvere vient brouiller, en quelque sorte,
la distinction entre le plan de la syntaxe et celui de la sémantique, comme
en témoigne l'introduction de cet objet distingué Ω.

13. Point de vue qui sera développé au chapitre 4 du présent travail de recherche :
� While Volger was following Lawvere's path and suggestions, André Joyal together
with Gonzalo Reyes were looking at categorical logic from a slightly di�erent perspec-
tive. �([173], 43)
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3.4.4 Les travaux de Roisin

On trouve également un développement des notions élaborées par Law-
vere dans les travaux de Jean-Roger Roisin, dans sa thèse [219] et son article
[218] � On functorializing usual �rst-order model theory � 14. Il est impor-
tant de souligner que les travaux de Roisin s'inscrivent dans le prolongement
direct des recherches de Lawvere d'un invariant des présentations :

� A big stumbling block for earlier attempts to functorialize �rst-
order logic has been the notion of morphism between models.
Indeed, if one follows the ideas of the so successful functorial
treatment of universal algebra, one is led to think that there is
a preferred notion of morphism, recaptured by that of natural
transformation between functors that stand for models. But in
model theory, one is used to considering many notions of mor-
phisms : besides that of elementary extension and that of ex-
tension one also uses often 1-extensions and in fact, for some
problems, a denumerable list of intermediates (to be recalled be-
low). Re�ecting on that one sees that a suitable categorical for-
malization should at least allow a distinction between open (i.e.
quanti�erless) and other formulas, and even permit to speak of
the quanti�cation degree (i.e. the number of blocks of quanti�ers
in front of the prenex form � in classical logic) of a formula. We
show that this can be done without abandoning the idea that
a theory should be in a sense invariant with respect to various
presentations by means of particular atomic formulas and parti-
cular axioms. Meanwhile we show that one can meet some other
requirements for a categorization of �rst-order logic : possibility
of putting types (complete, existential or quanti�erless) into the
game, of speaking of the set of universal consequences of a given
theory or of placing purely algebraic theories within the general
framework. �([218], 612)

Roisin reproche ainsi à Volger, par exemple, de ne pouvoir décrire que
l'enrichissement d'une théorie par le diagramme élémentaire d'un modèle, et
non le diagramme en général. Roisin est ainsi conduit à proposer sa propre
dé�nition d'une théorie élémentaire :

Dé�nition 31 Une théorie élémentaire est un triplet (A, T 0, t) où :

� A est une théorie algébrique au sens de Lawvere ;
� T 0 est une théorie relationnelle à A-opérations ;
� t est un renforcement de QT 0 déterminant une théorie T quanti�ée

sur T 0.

14. Je remercie vivement M. Roisin d'avoir mis à ma disposition un exemplaire de sa
thèse, et de toutes ses indications
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L'intérêt des travaux de Roisin est qu'il s'inspire fortement des résul-
tats obtenus par Bénabou entre 1972 et 1973 sur les catégories déductives,
concernant notamment la dissociation de la partie opératoire et la partie rela-
tionnelle d'une théorie, et qu'il tire également parti de la théorie catégorique
des faisceaux, une théorie relationnelle étant dé�nie comme un préfaisceau
d'algèbre de Boole sur N. On peut alors développer dans ce cadre et de fa-
çon naturelle des notions essentielles de la théorie des modèles, comme la
méthode des diagrammes, la notion de model-complétude et un théorème
d'omission des types.

Si un des principaux avantages de ce formalisme est de se passer de l'objet
distingué Ω, et dans le même temps de se rapprocher de la théorie des modèles
usuelle, il repose néanmoins sur une machinerie catégorique assez lourde et
fait perdre la possibilité de faire varier la catégorie d'arrivée, les modèles des
théories élémentaires ne pouvant être dans ce cadre qu'ensemblistes.

3.5 Eléments d'analyse épistémologique

3.5.1 Théories et modèles : trois analogies mathématiques

Pour comprendre la relation entre la théorie et ses modèles qu'introduit
la sémantique fonctorielle, et qui fait l'économie des notions de vérité ou de
satisfaction, il est possible de la rapprocher d'autres méthodes de description
des structures, issues d'autres domaines mathématiques.

Anneaux et modules

La relation sémantique entre théorie et modèle n'est pas comprise dans ce
cadre en termes d'interprétation ou de satisfaction. La détermination des va-
riétés algébriques se fait donc selon une modalité échappant au cadre modèle-
théorique. Il est possible de comprendre cette détermination en suivant une
analogie développée par G. Wraith [255] :

� Giving a ring R with unit (not necessarily commutative) we
may consider the category of its left-modules, Rb. Since an R-
module is simply an abelian group with the elements of R acting
as unary operators on it, it is clear that R-modules are an alge-
braic system of the kind we want to consider, i.e. they are de�-
ned by operations and laws. The algebraic theory of R-modules
is uniquely determined by R and vice-versa. This suggests a ge-
neralization whereby we think of an algebraic theory as a sort
of generalized ring, and its algebras as generalized modules. It
turns out that this analogy is exceedingly fruitful. A good many
de�nitions and theorems valid for rings/modules carry over to
theories/algebras. � ([?], 3)
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Wraith part ainsi de la dé�nition usuelle des modules : soit R un anneau
avec unité, non nécessairement commutatif, R♭ la catégorie de ses modules
à gauche. Les R-modules sont les groupes abéliens avec les éléments de R
agissant comme opérations unaires sur lui. Par conséquent la théorie algé-
brique des R-modules est uniquement déterminée par R et réciproquement.
On peut alors généraliser cette construction de la façon suivante :

� la théorie algébrique devient un anneau généralisé,
� l'algèbre devient un module généralisé.
Cette analogie met alors en lumière la dimension opératoire de la théorie

algébrique : les opérations se trouvent dissociées des individus sur lesquels
elles portent, à la manière de l'action d'un anneau sur le groupe abélien,
les éléments de l'anneau étant vus comme des � opérations unaires �. On
retrouve ainsi la stratégie mis en ÷uvre par l'algèbre universelle, dissociant
les opérations (sous le forme de clone par exemple) de leur domaine d'appli-
cation.

Wraith insiste par ailleurs sur la dimension heuristique de cette analogie :

� a good many de�nitions and theorems valid for ring/modules
carry over to theories/algebras. �

On peut citer comme exemple d'une telle application la dé�nition d'une
équivalence de Morita entre théories : deux théories T et T ′ sont Morita-
équivalentes si leur catégorie de modèles respectives sont équivalentes. Il
devient ainsi possible d'étudier les propriétés des théories algébriques conser-
vées par Morita-équivalence 15 .

Mais comment faut-il comprendre le rapport entre un anneau et ses mo-
dules ? Anderson et Fuller, dans Rings and categories of modules, décrivent
ainsi cette articulation :

� Rings admit a valuable and natural representation theory, ana-
logous to permutation representation theory of groups. As we
shall see, each ring admits a vaste horde of representation as an
endomorphism ring of an abelian group. Each of these represen-
tations is called a module. A substantial amount of information
about a ring can be learned from a study of the class of modules
it admits. � ([5], 10)

On peut tirer de cette description plusieurs enseignements, concernant
l'articulation de la théorie et de ses modèles :d'une part la dé�nition des
modules suppose l'action d'un anneau sur un groupe, c'est-à-dire une homo-
généité entre la théorie et ses modèles ; d'autre part,le rapport de la théorie
à ses modèles peut alors être pensé comme une relation de représentation 16 ;
en�n la classe des modèles nous renseigne sur la théorie, ce qui nous semble
faire clairement écho au projet de Lawvere de dé�nir une procédure permet-
tant de retrouver la théorie à partir de la classe de ses modèles.

15. La relation de Morita-équivalence sera reprise et développée au chapitre 4.
16. Voir �n du chapitre 4.
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Les objets semi-simpliciaux

Lorsque Lawvere dé�nit une algèbre de type A comme un foncteur de
A dans Ens satisfaisant certaines conditions, une autre analogie se présente
pour éclairer cette dé�nition qui, si elle est n'est pas explicitée par Lawvere
dans sa thèse, apparaît néanmoins dans une des références de la bibliogra-
phie : l'ouvrage de Godement Topologie algébrique et théorie des faisceaux
[85]. On trouve en e�et, au �2 de l'Appendice consacré aux � résolutions
simpliciales standard �, la dé�nition d'un � objet semi-simplicial � dans une
catégorie quelconque :

Dé�nition 32 Soit ∆ la catégorie suivante :

� les objets de ∆ sont les � simplexes types � ∆n, où ∆n est l'ensemble
des entiers rationnels compris entre 0 et n,

� Hom(∆p,∆q) est l'ensemble des applications croissantes (au sens
large) de ∆p dans ∆q.

Etant donnée une catégorie quelconque C, un objet semi-simplicial de C sera
un foncteur covariant F∗ : ∆ −→ C.

A partir de cette dé�nition, Godement dé�nit la notion de simplexes
singuliers et d'opérateurs de face et de dégénérescence.

Ce rapprochement ouvre plusieurs pistes
� d'une part, il permet de voir la catégorie-contexte (Ens dans la thèse

de la Lawvere) comme un espace que la théorie algébrique viendrait
structurer, de la même façon qu'un simplexe singulier viendrait � dé-
couper � une portion de l'espace, sans pour autant être une partie de
cet espace,

� d'autre part, Godement propose cette dé�nition dans l'Appendice de
son ouvrage, qui vise à dé�nir les � constructions fondamentales �.
Or il se trouve que ces � constructions fondamentales � sont la pre-
mière formulation de ce qui deviendra par la suite les monades, dont
la proximité avec les théories algébriques du côté de l'algèbre, sera
rapidement mis en évidence,

� en�n, Godement applique dans l'Appendice sa dé�nition dans un cas
particulier, en remplaçant la catégorie quelconque C par la catégorie
des faisceaux d'ensembles sur un espace donné X.

Or c'est précisément en s'appuyant sur la théorie des Faisceaux que Law-
vere, dans sa thèse, explicite certains de ses résultats.

Algèbres et faisceaux

La distinction entre algèbres et préalgèbres constitue en e�et ce que Law-
vere présente comme � une certaine analogie avec la théorie des faisceaux �,
plus précisément :
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�Our 'prealgebras' of a given type form a category of unrestricted
functors , whereas 'algebras' are prealgebras which commute with
a speci�ed class of inverse limit �. [140]

Cette analogie établit ainsi une lien entre le travail de Lawvere dans le cadre
de l'algèbre universelle et les concepts élaborés par une approche catégorique
de la théorie des faisceaux. Cela apparaît d'autant plus clairement à travers
la notion d' � algèbre engendré par une préalgèbre �, au c÷ur du théorème
1 du chapitre IV :

Proposition 9 Si A est une théorie algébrique, l'inclusion i :Mod(A, Ens)→
EnsA des algèbres dans les pré-algèbres admet un adjoint à gauche.

Cette proposition peut apparaître comme le pendant algébrique du théo-
rème du faisceau associé. Parmi les références explicites de Lawvere dans
sa thèse, il est possible de rapprocher cette analogie de la remarque 1.2.3
du chapitre II de l'ouvrage de Godement Topologie algébrique et théorie des
faisceaux [85] :

� La démonstration du Théorème 1.2.1 prouve que tout préfais-
ceau d'ensembles F dé�nit canoniquement un espace étalé dans
X, i.e., un faisceau F̃ d'ensembles de base X ; on dit que c'est le
faisceau engendré par F ; on notera qu'on a un homomorphisme
canonique F → F̃ de préfaisceaux. � ([85], 112)

La terminologie retenue par Lawvere (� the algebra engendered by a
pre-algebra �) peut appuyer un tel rapprochement. Par ailleurs la seconde
référence de Lawvere sur cette question, à savoir l'article de J.W. Gray [89],
propose une démonstration de l'existence d'un adjoint à gauche du foncteur
d'inclusion des faisceaux dans les préfaisceaux 17. Plus exactement :

� there is a functor R from presheaves to sheaves which has the
inclusion functor of sheaves into presheaves as a right adjoint.
Equivalently, there is a natural transformation rF : F → R(F )
such that if ϕ : F → G, where G is a sheaf, then there is a unique
ϕ′ : R(F )→ G with ϕ′ ◦ rF = ϕ. �([89], 1)

C'est l'équivalent algébrique de cette dernière formulation que prouve Law-
vere,en démontrant l'existence de la transformation naturelle considérée via
la propriété de l'application universelle.

Si l'on développe cette analogie, il est alors possible de mettre en paral-
lèle :

� une théorie algébrique et une catégorie d'ouverts d'un espace topolo-
gique : aux ouverts correspondent les produits de A(1) et à l'inclusion
des ouverts les opérations entre ces produits ;

17. Remarque terminologique : pour Gray, contrairement à Godement et à l'usage de-
venu standard, un préfaisceau est un foncteur covariant, non contravariant



3.5. ELÉMENTS D'ANALYSE ÉPISTÉMOLOGIQUE 111

� les opérations sur les ensembles associées par la préalgèbre aux objets
de la théorie correspondent aux applications de restriction sur les
ensembles associés aux ouverts.

On peut rappeler qu'à grands traits un faisceau permet d'associer à un
espace topologique des données d'une autre nature, notamment algébrique,
tout en conservant les articulations local/global déterminées par la forme de
l'espace topologique étudié ; ainsi par exemple le faisceau associant à chaque
ouvert d'un espace topologique l'ensemble des fonctions continues à valeur
dans R dé�nie sur cet ouvert. Les axiomes des faisceaux garantissent alors
la possibilité de recoller ces ensembles de façon à passer des fonctions dé�-
nies sur les ouverts de l'espace à celles dé�nies sur l'espace tout entier. Au
contraire le foncteur qui associe aux ouverts de l'espace topologique l'en-
semble des fonctions bornées n'est pas un faisceau, dans la mesure où il n'est
pas possible de � recoller � les fonctions tout en conservant la propriété de
l'existence de bornes.

La faisceautisation d'un préfaisceau F consiste donc à considérer le � plus
petit � faisceau portant sur les mêmes données que F mais satisfaisant ces
contraintes de cohérence local-global. Dans le cas du préfaisceau des fonctions
bornées, on considérera le faisceau des fonctions localement bornées. Dès
lors, si la faisceautisation revient à une forme de localisation, imposant des
contraintes de cohérence entre le local et le global, quel sens donner à la
procédure d'algébrisation décrite par Lawvere ?

En examinant la preuve donnée par Lawvere de l'existence de l'algèbre
associée à une préalgèbre, parallèlement à la construction du faisceau asso-
cié donnée par exemple dans [241], il semblerait possible de montrer que les
contraintes imposées à une préalgèbre visent à faire d'applications entre en-
sembles des opérations sur un ensemble. En dernière analyse, les conditions
de recollement imposées aux sections d'un faisceau se trouvent donc mises
en parallèle avec des conditions imposées aux ensembles pour permettre la
dé�nition d'une opération.

Ce rapprochement entre algèbre d'un type donné et faisceau est par
ailleurs bien mis en évidence par Bénabou dans sa thèse, lorsqu'il montre que
la plupart des résultats concernant les algèbres d'une certain type s'étendent
aux faisceaux (sur une catégorie pro-topologique). En ce sens, le rapport
entre algèbre et faisceau est davantage qu'une analogie : l'algébrisation et la
faisceautisation apparaissent bien comme deux opérations de même nature.

Si par ailleurs on considère que la construction de Lawvere re�ète bien le
passage du préalgébrique à l'algébrique, et que par ailleurs la faisceautisation,
par les conditions de recollement qu'elle impose à un préfaisceau, caractérise
le passage du local au global, on peut considérer qu'un tel rapprochement
montre que, dans le contexte catégorique, le local et l'algébrique relèvent de
procédés de même nature 18

18. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre 5.
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3.5.2 Le Formel et le Conceptuel

Dans son article de 1969 � Adjointness in Foundations �, Lawvere donne
des éléments pour comprendre le statut des théories algébriques, et cela passe
par l'introduction, à l'intérieur du champ mathématique, d'une distinction
entre le Formel et le Conceptuel. Ainsi pour illustrer cette distinction, on peut
prendre l'exemple des équations polynomiales qui appartiennent au niveau
formel, quand une courbe géométrique appartient au niveau conceptuel :
� the Conceptual is in a certain sens the subject matter of the Formal �
([139], 281)

Mais Lawvere ajoute un autre exemple : � we concentrate in one moment
on the deduction of theorems from the axioms of group theory, and in the
next consider the classes of actuals groups to which the theorems refer. �
([139], 281) On pourrait alors penser que la distinction Formel/Conceptuel
recoupe la distinction entre syntaxe et sémantique. J.-P. Marquis nuance
cependant cette idée :

� Thus, at �rst sight, Lawvere's terminology coincides with the
classical distinction between the syntax and the semantics of for-
mal languages. However, Lawvere has the actual practice of ma-
thematics in mind and therefore does not equate his distinction
with the fundamental metamathematical distinction.In fact, he
sees foundational research as being part of mathematics [...] Thus,
the syntax of a logical system is part of the Formal, whereas the
semantics is part of the Conceptual. But Lawvere's presentation
of the semantics is somewhat odd. �([?], 213)

En e�et, Lawvere précise :

� Naturally the formal tendency in Foundations can also deal
with the conceptual aspect of mathematics, as when the seman-
tics of a formalized theory T is viewed itself as another formali-
zed theory T' , or in a somewhat di�erent way, as in attempts to
formalize the study of the category of categories. On the other
hand, Foundations may conceptualize the formal aspect of ma-
thematics, leading to BOOLEAN algebras, cylindric and polyadic
algebras, and certain of the structures discussed below. �([139],
282)

Ainsi Lawvere semble mettre en avant la porosité de la frontière entre le
Formel et le Conceptuel, tout en mettant en avant le fait que les catégories
correspondent selon lui aux mathématiques conceptuelles.

Par ailleurs, Lawvere entend montrer dans ce même article que la no-
tion catégorique d'adjonction permet d'articuler le Formel et le Conceptuel,
sous la forme d'une authentique dualité. Cette dualité serait en réalité une
forme généralisée de connexion de Galois, étendue à des questions � fonda-
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tionnelles � 19 , sous la forme d'une relation entre les ensembles d'axiomes et
la classe de leurs modèles :

� in Foundations there is the familiar Galois connection between
sets of axioms and classes of models, for a �xed set of relation
variables Ri. Globalizing to an adjoint pair allows making pre-
cise the semantical e�ects, not only of increasing the axioms, but
also of omitting some relation symbols or reinterpreting them, in
a uni�ed way, and if we deal with categories of models, allows
the latter to determine their own full sets of natural relation va-
riables, thus giving de�nability theory a new signi�cance outside
the realm of axiomatic classes. To do this for a given species
� equational, elementary, higher-order, etc. � of, say, I-sorted
theories, one de�nes an adjoint situation � ([139], 295)

Theoriesop
semantics// (Cat, [SetI ])
structure
oo

Dans ce diagramme, directement issu de sa thèse, Lawvere entend par
� Theories � les théories algébriques. On voit ici comment Lawvere généralise
les résultats mathématiques obtenus dans sa thèse, pour constituer sur le plan
épistémologique un programme de recherche en logique catégorique :

� The invariant notion of theory here appropriate has, in all cases
considered by the author, been expressed most naturally by iden-
tifying a theory T itself with a category of a certain sort, in which
case the semantics (categories of models) of T is a certain sub-
category of the category of functors T → SetsI . There is then a
further adjoint situation

Formal // Theoriesoo

describing the presentation of the invariant theories by means of
the formalized languages appropriate to the species. �([139], 295)

Dès lors, si l'on identi�e le plan conceptuel à la catégorie des modèles
d'une théorie,

� Composing these two adjoint situations, and tentatively identi-
fying the Conceptual with categories of the general sort (Cat, [SetsI ]),
we arrive at a family of adjoint situations

Formalop // Conceptualoo

(one for each species of theory) which one may reasonably hope
constitute the fragments of a precise description of the duality
with which we began our discussion. �([139], 295)

19. Au sens particulier que Lawvere donne à ce mot dans cet article.
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Ainsi la �n de l'article accorde aux théories algébriques un statut am-
bigu. L'usage du formalisme catégorique semble en e�et caractériser le niveau
conceptuel, et dès lors la dé�nition de cette notion invariante de théorie sous
la forme d'une catégorie ramène les théories algébriques du côté conceptuel.
Mais de la même façon, elles semblent conserver des aspects du niveau for-
mel, comme par exemple à travers la dé�nition de la � consistance � chez
Lawvere ou la preuve à la Henkin du théorème de complétude chez Volger.

Tout se passe donc comme si les théories algébriques pouvaient jouer
ce rôle d'intermédiaire entre le Formel et le Conceptuel précisément parce
qu'elles appartiennent à ces deux plans, comme des � objets dualisants � ou
� schizophrènes �.

3.5.3 Théorie et modèles, sens et dénotation

Néanmoins, cette relation à trois termes, entre les présentations formelles,
les théories algébriques et les catégories de modèles, peut également être com-
prise à la lumière d'une autre distinction, plus traditionnelle en philosophie.

En e�et, dans [141], Lawvere propose l'analyse suivante :

� Given a �rst order language with axioms L, the associated
theory T may be thought of as the � Sinn � of L and the category
S[T ] as the � Bedeutung � of L. �

Cette remarque de Lawvere est une référence à une distinction introduite
par Frege entre Sens et Dénotation [79]. On peut alors établir la correspon-
dance suivante, en complétant la première ligne :

Langage avec axiomes L Signes, mots
Théorie élémentaire T Sinn

ModEns(T ) Bedeutung
Une première remarque s'impose. Cette référence implicite à Frege dans

ce cadre peut surprendre, si on garde présente à l'esprit la controverse entre
Frege et Hilbert après la publication par ce dernier des Grundlagen der Geo-
metrie en 1899. Demopoulos [50] considère en e�et que dans ce texte Hilbert
introduit les bases de la conception modèle-théorique moderne des théories
mathématiques, associant à un système d'axiomes formels un modèle satis-
faisant ces énoncés, à travers notamment une technique de réinterprétation
des axiomes de la géométrie euclidienne visant à prouver leur consistance
relative. Or Frege, dans ses lettres à Hilbert, conteste la légitimité de cette
technique, sa critique reposant sur l'idée qu'un axiome a toujours un contenu,
un sens, qu'il tient de la signi�cation des termes qui le composent : une théo-
rie mathématique porte toujours sur un domaine spéci�que d'objets (les
nombres ou les points de l'espace). Un système d'axiomes est donc un en-
semble de � pensées � portant sur un certain domaine d'entités. Au contraire
pour Hilbert un axiome est un énoncé qui fonctionne comme une dé�nition
implicite des concepts, à travers la caractérisation formelle de leurs relations.
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L'approche axiomatique de Lawvere semble ainsi plus proche des méthodes
introduites par Hilbert que du logicisme de Frege.

Mais alors qu'Hilbert semblait pouvoir faire l'économie de la catégorie
du sens, en ne retenant que la relation entre un système formel et ses réalisa-
tions possibles, Lawvere la réintroduit dans ce même contexte. Pour Frege,
chaque énoncé de la théorie en tant que proposition a un sens (une � pen-
sée �), et également une dénotation (le vrai ou le faux). Or pour Hilbert un
énoncé n'a pas de sens, et n'acquiert sa vérité que dans le contexte du sys-
tème d'axiomes, si celui-ci est consistant. Lawvere ici ne réintroduit pas le
sens des énoncés pris individuellement, mais du système d'axiomes lui-même.
Cela met en lumière le fait que, si le sens est évacué du niveau des termes
et des énoncés, il ne disparaît pas totalement, puisque le système d'axiomes
dans sa totalité conserve un sens. Ainsi, un système formel caractérise bien
un domaine d'objets, mais non pas les entités du plus bas niveau (nombres,
points), mais des collections de telles entités : des structures. Mais si l'on
admet la distinction proposée par Frege, sur quel type d'expressions porte-
t-elle dans le cas de son application par Lawvere ? Pour Frege, au premier
plan, celui des signes et des mots, on ne trouve que deux types d'expressions :
les expressions � complètes �, � achevées � ou � saturées � d'une part et les
expressions � incomplètes � ou � insaturées � d'autre part. Dans le premier
groupe se trouvent les noms propres et les propositions a�rmatives, dans
le second les � termes conceptuels �. Prenons l'exemple de la théorie des
groupes : la présentation axiomatique formelle permet de dé�nir implicite-
ment une structure donnée comme étant un groupe. Ainsi on peut a�rmer
� G est un groupe �, comme on a�rmerait � Bucéphale était un mammi-
fère �. Une présentation axiomatique semble donc pouvoir être vue comme
un terme conceptuel, ce que Frege con�rme dans sa correspondance avec
Hilbert en considérant que celui-ci examine des concepts de second ordre.

La question du Sinn et de la Bedeuntung des termes conceptuels est prin-
cipalement abordée par Frege dans sa lettre à Husserl du 24 mai 1891 et dans
�Ausführungen über Sinn und Bedeutung � de 1892-1895. Cette analyse peut

se résumer dans le tableau suivant :
Mots Terme conceptuel
Sinn Sens du terme conceptuel

Bedeutung Référence du terme conceptuel = Concept
Ainsi, la dénotation d'un terme conceptuel est pour Frege un concept.

Comme le remarque P. de Rouilhan [48], Frege prolonge ainsi la distinction
saturé/insaturé du plan des termes, au plan du sens, mais également jusqu'au
plan des objets, de la Bedeutung : la dénotation d'un terme conceptuel est
une réalité incomplète, insaturée. Quand dès lors un objet tombe sous un
concept, il y a une union réelle entre l'objet et le concept, rendue possible
par l'insaturation de ce dernier, que souligne Frege dans � Ausführungen
über Sinn und Bedeutung � :

� les mots `insaturé' et `prédicatif' semblent mieux adaptés au
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Sinn qu'à la Bedeutung ; il doit cependant y avoir quelque chose
du côté de la Bedeutung qui corresponde à cela �

Cette réalité insaturée qu'est le concept doit être cependant rigoureusement
distinguée de l'extension du concept :

� les extensions de concepts sont des objets, non des concepts �

Frege ne déviera jamais de cette conception de la dénotation d'un terme
conceptuel, malgré les paradoxes qu'elle engendre, sur lesquels insiste P. de
Rouilhan.

On peut dès lors noter que Lawvere e�ectue un écart par rapport à l'ana-
lyse originale de Frege, en considérant comme dénotation du terme concep-
tuel non pas le concept lui-même, mais l'extension du concept, ModEns(T ).
En associant ainsi la Bedeutung du terme conceptuel à l'extension du concept
et non pas au concept lui-même, Lawvere se rapproche ainsi de la solution (�
husserlienne �) proposée par P. de Rouilhan [48] aux di�érents paradoxes qui
naissent de l'analyse des termes conceptuels proposée par Frege : le sens d'un
terme conceptuel serait ainsi le concept lui-même, ramené au plan de la pen-
sée, le concept en intension, et sa dénotation serait l'extension du concept.
On obtiendrait ainsi l'analyse suivante :

Mots Terme conceptuel Présentation L
Sinn Concept en intension Théorie (comme catégorie) T

Bedeutung Extension du concept ModEns(T )
Mais que gagne-t-on à un telle analyse ?
D'une part, l'analyse de Frege permet de substituer à la relation binaire,

centrale en théorie des modèles, entre syntaxe et sémantique, une relation
à trois termes, entre le mot, son sens et sa dénotation, permettant ainsi de
créer la place pour les théories de Lawvere. Par ailleurs, cette analyse permet
de comprendre le statut intermédiaire des théories algébriques, comme arti-
culations entre les présentations formelles et les classes de modèles. Comme
le remarque P. Ludwig,

� Frege soutient en e�et qu'un terme ne réfère que par l'intermé-
diaire, ou la médiation, de son sens : c'est parce que nous saisis-
sons le sens d'un terme que nous sommes capables de déterminer
[...] sa référence � ([153], 27)

De la même façon, la théorie algébrique peut être vue comme l'intermédiaire
entre une présentation formelle et la classe de ses modèles. En outre, cette
analyse frégéenne permet à Lawvere de rendre compte de la situation ma-
thématique dans laquelle plusieurs présentations formelles, dans des langages
di�érents, et donc avec des axiomes distincts, renvoient à la même structure,
l'exemple caractéristique de cette situation étant la théorie des groupes. Par
cette relation à trois termes, Lawvere peut donc rendre compte de ces si-
tuations de � synonymie � entre théories mathématiques, termes distincts
renvoyant à un même sens. En�n, Frege dans � Sens et dénotation � [79] in-
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siste sur le fait que le sens n'est pas subjectif comme l'est la représentation,
mais n'est pas non plus l'objet lui-même :

� le sens d'un signe [...] peut être la propriété commune de plu-
sieurs individus ; il n'est donc pas partie ou mode de l'âme indi-
viduelle [. . .] il n'y a pas d'obstacle à ce que plusieurs individus
saisissent le même sens � ([79], 106).

Il met ainsi en évidence la nature intersubjective du sens, qui en fait une
réalité non psychologique, comme les représentations. Or, en identi�ant les
théories de Lawvere et le sens de présentations formelles, il devient possible
de rendre compte de la situation décrite par W. Felscher :

� Everybody understands me when I speak of a 'Boolean alge-
bra' - without that I list its basic operations [cup, cap, minus ;
cup, minus ; cap, minus ; the previous and the constant Zero ;
the previous and the constant One ... ] or its de�ning equations.
Also, everybody knows that I can describe them just as well as
'Boolean rings'.

So we speak of Boolean algebras, knowing that we can refer to the
fundamental facts about them - e.g. the representation theorems -
without making precise which particular kind of basic operations
and equations we would choose to prove them : what matters is
that the various de�nitions are intertranslatable AND that the
homomorphisms are always the same. � [248]

Les théories de Lawvere constitueraient le contenu intersubjectif des
concepts structurels, indépendamment de leur présentation formelle, ce qui
est compris à travers une théorie formelle, sans pour autant être de nature
mentale ou psychologique.

Cependant, cette reprise par Lawvere de la distinction proposée par
Frege soulève encore une di�culté. Il faut noter en e�et que Lawvere consi-
dère comme Bedeutung associée à une présentation formelle la catégorie
ModEns(T ). Or les travaux de Freyd, dans le prolongement de ceux de Hilton
et Eckmann, ont montré qu'il est possible de remplacer la catégorie d'arri-
vée des ensembles par n'importe quelle catégorie de la même � doctrine �.
Il serait donc peut-être plus précis de dépasser cette restriction ensembliste
et de considérer comme dénotation des présentations formelles la catégorie
ModC(T ), où C est une catégorie quelconque présentant les propriétés adé-
quates. Mais la question se pose alors de savoir quel est la fonction de cette
catégorie-cible : peut-être faudrait peut-être plutôt envisager une relation
à quatre termes, articulant l'analyse frégéenne et, en première approxima-
tion, un schéma hylémorphique, que d'autres analyses de Lawvere semblent
impliquer :

� even in foundations, not Substance but invariant Form is the
carrier of the relevant mathematical information. �([136], 1506)
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Mot Présentation axiomatique
Forme-Sens Théorie de Lawvere T
Matière Catégorie-cible C

Dénotation ModC(T )
Ainsi, la théorie de Lawvere semble venir jouer le rôle d'intermédiaire

entre la présentation formelle et ses modèles, en représentant objectivement
et sous une forme non-linguistique, mais catégorique, l'intension du concept
visé par une théorie axiomatique.

Néanmoins, une dernière remarque pourrait venir accentuer la distance
entre l'analyse de Frege et celle de Lawvere. En e�et, la possibilité de varier la
catégorie cible ouvre la possibilité de modi�er les positions des di�érents ob-
jets mathématiques dans ce dernier tableau : les mêmes objets semblent ainsi
pouvoir jouer les di�érents rôles mis en évidence par l'analyse de Lawvere,
renforçant encore l'homogénéité du champ mathématique mise en évidence
notamment par l'analogie avec les anneaux/modules.

3.5.4 Une distinction fonctionnelle, non essentielle

On a vu en e�et, dès les travaux de Lawvere, que la distinction syntaxe-
sémantique s'avérait non pas absolue, mais relative :les mêmes objets mathé-
matiques peuvent jouer tout à tour le rôle de � théorie � et de � modèles �.
Cela rejoint cette remarque d'Anand Pillay, citée par J. Kennedy :

� the traditional notions of semantics and syntax are also �uid.
Categorical logic gives an account of the basic syntactic object
of �rst order logic, namely a complete theory, as a suitable ca-
tegory (event topos). Another point of view is to take the type
spaces as the fundamental objects, so a �rst order theory is a sui-
table functor from the category of natural numbers to pro�nite
spaces. From this point of view some of the syntactic aspects of
model theory appears in functional analysis, in other languages.
So the old notion of semantic being about mathematics and syn-
tax about logical formalism is modi�ed. The formalism is itself
an object of mathematics. �([121], 10)

Cette dernière remarque nous semble avoir été particulièrement bien illus-
trée dans la thèse de Bénabou, avec la notion de � méta-type �.

Mais la �uidité de cette distinction n'implique pas nécessairement qu'elle
perde toute pertinence.

On peut rapprocher cette situation de la position que défend William
James à l'égard de la notion de conscience. En e�et, James nie la réalité de la
conscience, comme entité stable, de nature psychologique, s'opposant au réel,
impliquant donc une forme de dualisme, et lui préfère l'uniformité, antérieure
à toute dichotomie, de l'expérience. Il défend ainsi une position qu'il quali�e
de � monisme neutre � de l'expérience pure. Sa position concernant la notion
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de conscience est résumée en six thèses, dans l'article (en français) intitulé
� La notion de conscience � :

1. � La Conscience, telle qu'on l'entend ordinairement, n'existe
pas, pas plus que la Matière, à laquelle Berkeley a donne le
coup de grâce ;

2. Ce qui existe et forme la part de vérité que le mot de
� Conscience � recouvre, c'est la susceptibilité que possèdent
les parties de l'expérience d'être rapportées ou connues ;

3. Cette susceptibilité s'explique par le fait que certaines ex-
périences peuvent mener les unes aux autres par des expé-
riences intermédiaires nettement caractérisées, de telle sorte
que les unes se trouvent jouer le rôle de choses connues, les
autres celui de sujets connaissants ;

4. On peut parfaitement dé�nir ces deux rôles sans sortir de
la trame de l'expérience même, et sans invoquer rien de
transcendant ;

5. Les attributions sujet et objet, représenté et représentatif,
chose et pensée, signi�ent donc une distinction pratique qui
est de la dernière importance, mais qui est d'ordre FONC-
TIONNEL seulement, et nullement ontologique comme le
dualisme classique se la représente ;

6. En �n de compte, les choses et les pensées ne sont point
foncièrement hétérogènes, mais elles sont faites d'une même
éto�e, éto�e qu'on ne peut dé�nir comme telle, mais seule-
ment éprouver, et que l'on peut nommer, si on veut, l'éto�e
de l'expérience en général. �([114], 232)

Rapporté à ce que nous avons appris de la sémantique fonctorielle, cela re-
vient à défendre l'idée que la distinction entre syntaxe et sémantique n'aurait
de réalité que � pratique �, elle ne serait que � fonctionelle �, et ne désignerait
nullement une frontière �xe et dé�nitive. La distinction syntaxe-sémantique,
la mise en vis-à-vis du langage et des objets, dans le contexte mathématique,
peut être vue non pas comme une distinction essentielle, mais comme une
certaine forme de relation entre diverses � expériences �.

Ce rapprochement avec la position de James soulève alors deux questions,
auxquelles il s'agira de répondre dans les prochains chapitres : d'une part en
quoi peut consister cette relation entre � expériences � évoquée par James
dans la deuxième thèse, dans le contexte des mathématiques ? Et d'autre
part, que peut-on dire de cette � éto�e de l'expérience �, dans le cas de la
connaissance mathématique ?

Pour tenter de répondre à ces questions, il nous est apparu possible de
considérer le rôle qu'ont joué les théories de Lawvere dans un autre contexte
formel : l'informatique théorique.
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Chapitre 4

Logique catégorique et

informatique théorique

Les liens entre la théorie des catégories et la théorie des langages formels
d'une part, l'informatique théorique d'autre part, sont précoces et prennent
des formes multiples [203]. On peut penser par exemple à l'utilisation des
Catégories Cartésiennes Fermées pour le typage du lambda-calcul, des mo-
nades pour modéliser des propriétés de programmes ou aux formulations
catégoriques des domaines de Scott [55]. Dans ce cadre, les notions intro-
duites par Lawvere dans sa thèse ont joué dans un premier temps un rôle
plus latéral (en témoigne par exemple le fait que ces notions sont rarement
abordées dans les ouvrages de synthèse tels que [15]), mais certains dévelop-
pements de l'informatique théorique, notamment la sémantique des langages
de programmation, accordent une place centrale aux théories algébriques.
Ces recherches s'inscrivent dans le prolongement des recherches en calcula-
bilité et théorie des langages formels de Samuel Eilenberg.

4.1 Les travaux de Samuel Eilenberg

Martin Hyland and John Power soulignent que les travaux de Lawvere
ont exercé une in�uence importante sur les recherches en théorie des langages
formels de Samuel Eilenberg :

� Eilenberg, who let it be known that he did not read Lawve-
re's thesis when it was written, did do so a few years later and
for computer science reasons. Apparently this in�uenced his lec-
tures `Universal algebras and the theory of automata' at the AMS
summer meeting in Toronto in 1967. � ([157], 440).

Les premières recherches de Samuel Eilenberg, associé à Jesse Wright,
ont conduit à l'article de 1967, � Automata in General algebra �, première
application publiée de la théorie des catégories dans le domaine de l'infor-
matique théorique, dans le cadre conceptuel des théories de Lawvere. Les

121
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auteurs reconnaissent dès l'introduction que cet article n'apporte aucun ré-
sultat nouveau : � this paper contains nothing that is essentially new, except
perhaps for a point a view � ([68], 453). En quoi consiste ce nouveau point
de vue, et quel rôle jouent les théories de Lawvere dans ce cadre ?

4.1.1 Le théorème de Mezei et Wright

L'article propose une reprise en contexte catégorique d'un résultat dû
à Mezei et Wright, publié la même année . L'objectif des auteurs dans ce
dernier article est de montrer, sous certaines conditions, l'équivalence entre
les langages hors contexte (� context-free languages �) et les automates à
états �nis :

� Context-free languages and �nite-state language become reali-
zations of the same general concept (of equational sets) when the
proper algebra is speci�ed. A principal objective of the paper is
to establish in the context of abstract algebra, relationships bet-
ween such concepts as equational and recognizable sets. �([179],
3)

et plus loin,

� the purpose of this investigation is to provide a basis for the
theory of an arbitrary algebra, which will subsume the theory
F (Σ) [du côté des langages context-free] and MΣ [du côté des
langages à états �nis] in such a way that context-free languages
and �nite-states languages become realizations of the same gene-
ral concept when the proper algebra is speci�ed �. ([179], 3)

L'idée générale de l'article est donc d'utiliser les outils de l'algèbre universelle
pour démontrer l'équivalence entre deux types de langage. Le point de départ
de ce travail, s'appuyant sur des résultats antérieurs, est donc le passage de
la théorie des langages formels et des automates à l'algèbre universelle, s'ap-
puyant d'une part sur le fait que les langages � context-free � sur un alphabet
�ni Σ sont dé�nis par un système d'équations à point �xe dans lequel la jux-
taposition représente l'opération d'un semi-groupe F (Σ) librement engendré
par Σ, et d'autre part sur le résultat selon lequel les langages à états �nis sur
le même alphabet sont dé�nissables par un système d'équations dans lequel
les symboles de Σ dénote les opérateurs d'une algèbre monadique générique
MΣ.

L'article de Mezei et Wright se situe donc à l'intersection de plusieurs
domaines de recherche :

1. la théorie des langages formels et les problèmes de décision, l'article
citant par exemple les travaux de N. Chomsky [37] ou de D. Scott
[186],

2. l'algèbre � abstraite � ou � universelle �.
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Il va donc s'agir d'articuler les concepts de langages � context-free �, au-
tomates à états �nis, semi-groupes, algèbres monadiques et systèmes d'équa-
tions à point �xe, en en proposant une uni�cation par généralisation :

� A major objective of this investigation is to reformulate the
several types of inductive de�nitions [...] in such a way that the
common features can be abstracted to become basic components
of a uni�ed general theory. [...] We wish to introduce the gene-
ral concept of � an equational subset of an arbitrary algebra �, a
set de�ned by � a system of simultaneous equations of the �xed-
point form �, appropriate for the given algebra. In particular,
context-free sets are equational sets de�ned by semigroup equa-
tions and �nite-automaton recognizable sets are equational sets
de�ned by monadic algebra equations, both subsumed under the
single concept of equational sets. � ([179], 5-6).

Le c÷ur de cet article est donc la dé�nition de la notion d'� ensembles
équationnels � : pour une algèbre abstraite arbitraire A, si a dénote un en-
semble d'éléments de A, a est équationnel ssi il est dé�nissable par un système
d'équations à points �xes sur la syntaxe de A. Pour ce faire, Mezei et Wright
vont introduire une série de notions, héritées de l'algèbre universelle.

Soit {Ωn : n ≥ 0} une collection d'ensembles disjoints deux-à-deux et
Ω =

⋃
{Ωn : n ≥ 0}. Ω est l'ensemble des symboles d'opérateurs, un élément

de Ωn est un symbole d'opérateur n-aire. Une algèbre A = (S, h) consiste
en un ensemble non-vide S, le � parcours � de A, et d'une application h
qui associe à chaque symbole d'opérateurs J ∈ Ω un opérateur hJ sur S. Si
J ∈ Ωn alors hJ : Sn → S est un opérateur n-aire.

Soit V = {X1, X2, ...} un ensemble de variables ordonnées par énuméra-
tion. La collection T des termes est le plus petit ensemble tel que :

1. V ⊆ T ,
2. Ω0 ⊆ T ,
3. pour tout J ∈ Ωn, n > 0 et tout T1, ..., Tn ∈ T , on a JT1...Tn ∈ T .
Soit un terme T ∈ T , ΩT est la collection des symboles d'opérateurs

apparaissant dans T , VT est la collection des variables apparaissant dans
T . Soit E une collection de termes, E ⊆ T . Soit ΩE =

⋃
{ΩT : T ∈ E},

VE =
⋃
{VT : T ∈ E}. On suppose en outre qu'une algèbre A = (S, h) est

donnée. On associe à E une application |AE| : (2S)n → S, où n = card(VE)
de la façon suivante : pour tout S1, ..., Sn ⊆ S,

|AE|(S1, ..., Sn) =
⋃
{|AT |(S1, ..., Sn) : T ∈ E}

Un système d'équations E est une suite �nie d'expressions de la forme
Vi = Ei, pour 1 ≤ i ≤ m, où les V sont des variables distinctes et les Ei sont
des ensembles de termes. Soit VE = {V1, ..., Vm} l'ensemble des inconnues de
E . VE est ordonné et les équations sont ordonnées de façon correspondante.
A moins que cela ne soit spéci�é, on suppose :
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1. Ei est �ni pour 1 ≤ i ≤ m,

2. VEi ≤ VE pour 1 ≤ i ≤ m.

En�n, on peut dé�nir la notion d'algèbre générique : l'algèbre générique
D = (TΩ, e) est dé�nie de la façon suivante : le parcours TΩ est la collection
des termes T ∈ T qui sont sans variables (i.e. VT = ∅). L'application e est
donnée par :

1. pour J ∈ Ω0, eJ = J ,

2. pour J ∈ Ωn, avec n > 0 et T1, ..., Tn ∈ TΩ, eJ(T1, ..., Tn) = JT1...Tn.

En�n, Soit A = (S, h) et B = (Z, k) des algèbres. Une application η :
S → Z est un homomorphisme de A dans B ssi :

1. pour tout J ∈ ΩO, ηhJ = kJ ;

2. pour tout J ∈ Ωn, n > 0, et tout s1, ..., sn ∈ S, on a ηhJ(s1, ..., sn) =
kJ(η(s1), ..., η(sn)).

On a alors le théorème suivant :

Théorème 11 Soit Ω �ni et Ω0 ̸= ∅. Soit A = (S, h) une algèbre, C un
sous-ensemble de S. C est équationnel par rapport à A ssi C est l'image
homomorphe d'un ensemble reconnaissable par rapport à l'algèbre générique.

La �n de l'article montre que les semi-groupes, caractérisant les langages
� context-free � et les algèbres monadiques dé�nissant les automates à états
�nis, sont des cas particuliers des algèbres ainsi dé�nis, et en déduit que les
langages � context-free � et les automates à états �nis sont équivalents. On
voit ainsi comment l'algèbre universelle est utilisé par Mezei et Wright pour
uni�er, par généralisation, des modèles calculatoires distincts à travers une
notion plus large d'algèbre dé�nie par un système d'équations à point �xe.

4.1.2 Automates et théories de Lawvere

L'année suivante (en septembre 1967) S. Eilenberg et J. Wright proposent
une reprise de ce résultat dans le contexte de la théorie des catégories, et c'est
dans ce cadre que les théories de Lawvere vont jouer un rôle essentiel.

Le premier avantage, selon ces auteurs, de cette reprise catégorique d'un
résultat antérieur, est son élargissement :

� The study of automata and of context-free languages usually
deals with monoids or semi-groups. The purpose of this paper is
to propose an extension of the domain of study to other algebraic
systems. In the process, a better understanding of what takes
place in monoids can be achieved. � ([69], 452)

Ainsi, les théories de Lawvere vont permettre de prendre en compte des
modèles calculatoires plus généraux que les modèles traditionnels de langage
et d'automates. La question qui se pose alors est de savoir quel rôle jouent
précisément les théories de Lawvere dans ce cadre.
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Pour décrire ce théorème et les notions qu'il suppose, nous nous appuie-
rons sur la présentation qu'en propose P. Lescanne dans sa thèse [145].

Rappelons tout d'abord que Ens est la catégorie des ensembles, et que
dans cette catégorie deux objets jouent un rôle particulier : l'ensemble vide
∅, objet initial de Ens et l'ensemble singleton I, objet terminal dans Ens.
Pour chaque entier n, on notera [n] l'ensemble {1, ..., n} de sorte que [0] = ∅
et [1] = I. Les ensembles [n] avec les morphismes entre eux forment une
sous-catégorie Ens0 de Ens.

Les théories

Eilenberg et Wright proposent une dé�nition des théories algébriques
sensiblement di�érente de celle de Lawvere, mais équivalente. En e�et, une
théorie T est dé�nie comme une catégorie telle que :

1. les objets de T sont les [n] ;

2. Ens0 est une sous-catégorie de T ;

3. étant donné les morphismes ϕi : I → [p] dans T avec i = 1, ..., n, il
existe un unique morphisme ϕ : [n]→ [p] tel que ϕi est la composition

I
i // [n]

ϕ // [p]

pour chaque i ∈ [n].

On notera < ϕ1, ..., ϕn > pour le morphisme ϕ. En outre, contrairement à ce
qui se passe dans Ens0, on pourra avoir dans T des morphismes ϕ : I → ∅ :
ce sont les opérations 0-aires qui joueront un rôle central par la suite.

Les algèbres

Sur ce point également la dé�nition di�ère quelque peu de celle de Law-
vere. En e�et, une T -algèbre A consiste en un ensemble A et une règle qui
assigne, à chaque ϕ : [n] → [p] dans T et à chaque p-uplet (x1, ..., xp) d'élé-
ments de A, un n-uplet (x′1, ..., x

′
n) = (x1, ..., xp)ϕ d'éléments de A, soumis

aux deux axiomes suivants :

1. si ϕ est dans Ens0, alors x′i = xϕi ;

2. si ψ : [k]→ [n] dans T , alors (x′1, ..., x
′
n)ψ = (x1, ..., xp)(ϕψ).

On peut dé�nir une catégorie T ♭ des T -algèbres.
On notera que si ϕ : I → [p] dans T , alors (x1, ..., xp)ϕ ∈ A, de sorte que

ϕ donne une application Ap → A où Ap est le p-ième produit cartésien de A.
Si par ailleurs p = 0, c'est-à-dire ϕI → ∅, alors ()ϕ ∈ A est un élément de A
déterminé par ϕ indépendamment de toute � entrée � a1, ..., ap. On note cet
élément ϕA.
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Les algèbres libres

Soit Ak = T (I, [k]) l'ensemble de tous les morphismes I → [k]. On trans-
forme Ak en une T -algèbre de la façon suivante : étant donné ϕ : [n] → [p]
dans T , et étant donné x1, ..., xp ∈ Ak, on a xi : I → [k] et par conséquent
< x1, ..., xp >: [p] → [n] dans T . Ainsi la composition γ =< x1, ..., xp > ϕ
est un morphisme γ : [n] → [k] dans T . On pose (x1, ..., xp)ϕ = (γ1, ..., γn).
On véri�e que Ak est une T -algèbre.

Chaque application i : I → [k] avec i = 1, ..., n dans Ens0 est un élément
de Ak et ainsi [k] est un sous-ensemble de Ak. On a alors le résultat suivant :
si A est une T -algèbre, alors tout morphisme f : [k]→ A admet une unique
extension f : Ak → A en un morphisme de T -algèbres. En e�et, on a, pour
ϕ ∈ Ak, fϕ = (f1, ..., fk)ϕ ∈ A. Tout cela montre que les algèbres Ak sont
des algèbres libres de base [k]. En particulier, A0 est l'algèbre libre de base
vide et, d'après le résultat précédent, pour toute T -algèbre A il y a un unique
morphisme ζA : A0 → A. En fait, ζAϕ = ϕA pour ϕ ∈ A0, c'est-à-dire pour
ϕ : I → ∅. Ainsi A0 est objet initial dans la catégorie T ♭.

Les théories libres

Comme en algèbre, on peut dé�nir des théories comme théories quotient
de théories libres.

Soit Ω = {Ωn}, pour n = 0, 1, ... une suite d'ensembles. On considère
une théorie T telle que Ωn ⊂ T (I, [n]). On suppose par ailleurs qu'à chaque
morphisme ϕ : [n] → [p] dans T est associé un entier dϕ ≥ 0, le � degré de
ϕ �) satisfaisant les conditions suivantes :

1. dϕ = 0 si ϕ est dans Ens0,

2. dϕ = d(ϕ1) + ...+ d(ϕn),

3. si ω ∈ Ωn, alors d(ϕω) = 1 + dϕ,

4. si ϕ : I → [p] et dϕ > 0, alors il existe un unique k ≥ 0 et une unique
factorisation

I
ω // [k]

ψ // [p]

de ϕ avec ω ∈ Ω et ψ dans T .

On a alors une théorie libre de base Ω notée Ens0[Ω].

Congruences

Soit A une T -algèbre. Une congruence Q dans A consiste en une relation
d'équivalence ∼ dans A satisfaisant (a1, ..., ap)ϕ ∼ (a′1, ..., a

′
p)ϕ pour tout

ϕ : I → [p] dans T , pourvu que ai ∼ a′i pour i = 1, ..., p. L'ensemble-quotient
A/Q a une structure de T -algèbre.

Une congruence Q dans une théorie T est une famille de relations d'équi-
valence, une dans chaque ensemble T ([n], [p]) satisfaisant les conditions sui-
vantes :
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1. Si ϕ1, ϕ2 : [n]→ [p] et ϕ1 ∼ ϕ2, alors ϕ1ψ ∼ ϕ2ψ pour tout ψ : [q]→ [n]
et γϕ1 ∼ γϕ2 pour tout γ : [p]→ [q],

2. Si ϕ1, ϕ2 : [n]→ [p] et ϕ1i ∼ ϕ2i pour tout i = 1, ..., n, alors ϕ1 ∼ ϕ2,
3. si ϕ1, ϕ2 : I → [p] sont dan Ens0 et si ϕ1 ∼ ϕ2, alors ϕ1 = ϕ2.

La première condition permet de dé�nir une catégorie T/Q dans laquelle
les morphismes sont des classes d'équivalence de morphismes dans T . La
troisième condition assure que Ens0 se plonge dans T/Q et la deuxième
montre que T/Q est une théorie : la théorie-quotient de T par la congruence
Q.

Présentation de théories

Le �9 de l'article de Eilenberg et Wright [69], qui n'est pas repris dans
la thèse de Lescanne, n'introduit pas de nouvelles notions ni de nouveaux
résultats, mais éclaire le rôle joué par les théories de Lawvere dans l'étude
des langages formels et des automates. En e�et, dans ce paragraphe, les
auteurs montrent comment la notion de théorie algébrique uni�e les concepts
algébriques essentiels de la théorie des automates, tels que les semigroupes,
les monoïdes ou les algèbres monadiques, caractérisant chacun des classes de
langages formels.

Ainsi par exemple, dans le cas des semigroupes, l'article propose de
construire la théorie Sg de la façon suivante : on commence avec une théorie
libre T engendrée par un unique morphisme π : I → [2]. Plus précisément,
T = EnsO[Ω] où Ω2 = {π} et Ωn = ∅ pour i ̸= 0. Les T -algèbres sont alors
des ensembles A avec une multiplication binaire (a1, a2)π ∈ A sans autre
condition supplémentaire. Pour introduire l'associativité, il faut � égaliser �
certaines paires de morphismes I → [3] dans T ou de façon équivalente deux
éléments de la T -algèbre libre A3. Ces deux éléments sont ((1, 2)π, 3)π et
(1, (2, 3)π)π. Cela engendre une congruence Q sur T . Une T -algèbre A est
compatible avec Q ssi

((a1, a2)π, a3)π = (a1, (a2, a3)π)π

vaut pour tous les a1, a2, a3 ∈ A, c'est-à-dire ssi A est un semi-groupe. La
théorie Sg est alors dé�nie comme la théorie quotient T/Q.

La même procédure permet de dé�nir les monoïdes et les algèbres mona-
diques.

Ensembles reconnaissables, automates et algèbres relationnelles

Soit A une T -algèbre et Q une congruence sur A. On dira que Q est �ni
si A a un nombre �ni de classes d'équivalence modQ, ou de façon équivalente
si A/Q est une T -algèbre �nie. Un sous-ensemble X de A est clos pour Q si
X est l'union de classes de congruence modQ, ou de la même façon si a ∼ b
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et a ∈ X implique que b ∈ X. Un sous-ensemble X de A qui est clos pour
une certaine congruence �nie Q est dit reconnaissable.

Soit T une théorie. Un T -automate est une paire A = (A, t) où A est une
T -algèbre �nie et t est un sous-ensemble de A. Les T -automates constituent
une catégorie T ♭a avec pour morphismes f : A → B où B = (B, s) les
morphismes de T -algèbres tels que f−1s = t. Le comportement BA est dé�ni
comme un sous-ensemble du T -algèbre initial A0 de la façon suivante : soit
ζA : A0 → A l'unique T -morphisme, alors BA = ζ−1

A t. On a alors le résultat
suivant : la classe de tous les comportements des T -automates coïncide avec
la classe des ensembles reconnaissables de A0.

A�n de généraliser la notion d'automate non-déterministe, on se restreint
au cas où la théorie T est libre : T = Ens0[Ω]. Une T -algèbre A est alors
décrite par des fonctions (x1, ..., xn)ω ∈ A avec x1, ..., xn ∈ A et ω ∈ Ωn. On
dé�nit une T -algèbre relationnelle A par un ensemble A muni de fonctions
qui, à x1, ..., xn ∈ A et ω ∈ Ωn, assigne un sous-ensemble (x1, ..., xn)ω de A.
Si X1, ..., Xn sont des sous-ensembles de A, alors on pose

(X1, ..., Xn)ω =
⋃

(x1, ..., xn)ω

l'union étendue, sur tous les n-uplets (x1, ..., xn) dans A tels que xi ∈ Xi

pour i = 1, ..., n. De cette façon l'ensemble Â de tous les sous-ensembles de A
devient une T -algèbre. Inversement, si sur l'ensemble Â on a une structure de
T -algèbre, satisfaisant l'égalité ci-dessus, avec A vu comme un sous-ensemble
de Â, en restreignant chaque ω ∈ Ωn à A on obtient une T -algèbre A. Les
T -algèbres relationnelles forment une catégorie T ♮, dont T ♭ est une sous-
catégorie.

Les ensembles algébriques

Soit T une théorie quotient d'une théorie libre. Un polynôme P : [n]→ [p]
est un n-uplet P = (P1, ..., Pn) où les P1, ..., Pn sont des sous-ensembles �nis
de T (I, [p]). Les éléments de Pi sont appelés les constituants de P et si tous
ces constituants sont de degré 1, alors on dira que P est de degré 1.

Soient A une T-algèbre relationnelle et X = (X1, ..., Xn) un p-uplet de
sous-ensembles de A. On dé�nit

XPi =
⋃
ϕ∈Pi

(X1, ..., Xp)ϕ

XP = (XP1, ..., XPn)

Alors XP est un n-uplet de sous-ensembles de A et P dé�nit une fonction
PA : Âp → Ân.

Dans le p-ième produit Âp de Â on dé�nit l'inclusion et l'union coordon-
née par coordonnée. On a alors la propriété suivante de PA : si dans Âp on
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a X0 ⊂ X1 ⊂ ... ⊂ Xk ⊂ ..., alors

(
⋃
k

Xk)PA =
⋃
k

(XkPA)

Cette propriété implique que XPA ⊂ Y PA, chaque fois que X ⊂ y dans Âp.
On considère à présent un polynôme P : [n] → [n]. Alors la transfor-

mation PA : Ân → Ân peut être itérée, sous la forme P kA : Ân → Ân. En
particulier, si ∅ ∈ Ân est le n-uplet (∅, ..., ∅), on a alors ∅ ⊂ ∅PA ⊂ ∅P 2

A ⊂
... ⊂ ∅P kA ⊂ ... et on dé�nit

PA =
⋃
k

∅P kA

On a alors le résultat suivant : PA est la plus petite solution de l'équation
XPA = X, pour X ∈ An, de même que la plus petite solution de l'inégalité
XPA ⊂ X.

Un ensemble X de l'algèbre initiale A0 pour une théorie T est dit algé-
brique s'il existe un entier n et un polynôme P : [n] → [n] tel que X = Pi,
c'est-à-dire que X est la première coordonnée de la plus petite solution de
l'équation Y PA0 = Y pour Y ∈ Ân0 .

On a alors le théorème de Mezei et Wright, repris dans un cadre catégo-
rique par Eilenberg et Wright :

Théorème 12 Si T = E0[Ω] est une théorie libre de base �nie, alors dans la
T-algèbre initiale A0 les ensembles reconnaissables et algébriques coïncident.

Dans toutes ces constructions, le rôle joué par les théories de Lawvere ap-
paraît clairement : les théories algébriques permettent en e�et de synthétiser
ou de déterminer le contenu calculatoire des formalismes considérés, comme
par exemple dans le cas des T -automates, dans le cadre duquel les di�érentes
formes de langages vont coïncider. Elles permettent ainsi la construction
de structures algébriques caractérisant les di�érents modèles calculatoires,
comme l'algèbre initial.

4.2 Sémantique des langages de programmation

4.2.1 Sémantique opérationnelle et sémantique dénotation-
nelle

La sémantique des langages de programmation vise, selon G. Winkel
[254], à associer à des programmes des objets mathématiques, dans le but
de comprendre leurs propriétés, de comparer leurs comportements et de rai-
sonner sur ces programmes.

Appliquée aux langages de programmation, la notion de sémantique se
distingue à la fois de la sémantique du langage naturel et de la sémantique
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modèle-théorique. Si le contexte informatique partage avec les langages for-
mels de la logique le fait d'être arti�ciels et symboliques, le point commun
avec la sémantique du langage naturel apparaît dans le fait que le langage est
donné en premier : en e�et, les systèmes formels de la logique mathématique
sont généralement conçus comme venant après leur sémantique, à savoir les
structures mathématiques étudiées. Une autre di�érence essentielle entre la
sémantique des langages de programmation et l'approche modèle-théorique
de la sémantique apparaît dans la nature des énoncés du langage considé-
rés : les énoncés formels de la théorie des modèles sont en e�et descriptifs,
et peuvent dès lors être dotés d'une valeur de vérité, alors que les énoncés
des programmes informatiques sont des commandes, appelant un exécution.
D'une certaine façon, la sémantique des langages de programmation se place
du côté du faire, quand la sémantique modèle-théorique usuelle se situe du
côté du dire.

Ainsi par exemple, une des questions auxquelles répond la sémantique des
langages de programmation est celle de l'équivalence calculatoire des énoncés
formels : comment savoir si deux commandes sont équivalentes ? Une telle
question n'a en réalité de sens qu'une fois déterminé un niveau d'abstraction,
comme le souligne C. Gunter :

� The two programs [...] are equivalent at one level of abstrac-
tion, that which considers only the value of the output on a given
input, but inequivalent at another level, in which the computa-
tional steps are considered. Showing that the e�cient implemen-
tation is � correct � in the sense that it really does compute the
Fibonacci function involves considering its meaning at an abs-
tract level ; the justi�cation that it is e�cient is based on a more
� low-level � semantics �. ([97], 8)

Une autre fonction de la sémantique des langages de programmation
peut être en outre d'éviter les ambiguïtés dans les descriptions informelles,
en langage naturel, du comportement calculatoire des programmes.

Mais comment est-il possible de remplir formellement ces fonctions ?
On distingue traditionnellement trois approches de la sémantique des

langages de programmation :
� la sémantique opérationnelle, qui décrit le processus d'exécution d'un

programme, souvent sous forme de règles de transition entre états
d'un interpréteur ou d'une machine abstraite, a�n de montrer com-
ment un programme s'exécute, étape par étape ;

� la sémantique dénotationnelle, ainsi décrite par Nielson :

� we are merely interested in the e�ect of executing a program.
By e�ect we mean here an association between initial states
and �nal states. The idea then is to de�ne a semantic function
for each syntactic category. It maps each syntactic construct
to a mathematical object, often a function, that describes the
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e�ect of executing that construct.

The hallmark of denotational semantics is that semantic func-
tions are de�ned compositionally ; that is,
� there is a semantic clause for each of the basic elements of

the syntactic category, and
� for each method of constructing a composite element (in

the syntactic category) there is a semantic clause de�ned
in terms of the semantic function applied to the immediate
constituents of the composite element. �([185], 91)

� la sémantique axiomatique, qui �xe la signi�cation d'un programme
en lui associant des règles d'inférence dans un système logique.

La distinction entre sémantique dénotationnelle et sémantique opération-
nelle est explicitée par Dana Scott :

� Thus the mathematical meaning of a procedure ought to be the
function from elements of the data type of the input variables to
elements of the data type of the output. On the other hand, the
operational meaning will generally provide a trace of the whole
history of the computation following the sequencing stipulated
in the stated procedure de�nition and will involve an explicit
�nitary choice of representations of data eventually in something
close to bit patterns. � ([223], 169)

Pour Scott, l'avantage de la sémantique dénotationnelle tient au fait qu'une
fonction est indépendante de ses moyens de calcul e�ectif, qui, dans le cadre
d'une sémantique opérationnelle, nécessite des choix plus ou mois arbitraires
de procédures de stockage des résultats partiels et des liens entre les phases
du calcul, choix que Scott considère comme � irrelevant for a true � un-
derstanding � of a program �. Certes il est essentiel d'étudier comment un
programme peut être implémenté � concrètement � dans une machine et don-
ner lieu à un calcul e�ectif, mais pour Scott l'étude mathématique, abstraite,
du programme doit être la première étape de l'examen de ses propriétés.

Par ailleurs, la sémantique opérationnelle peut prendre deux formes :
� la sémantique opérationnelle � à grands pas � : il s'agit dans ce cas

d'associer au programme une description mathématique de � ce qu'il
fait �, c'est-à-dire d'associer à une commande l'état résultant de l'exé-
cution de cette commande dans son intégralité. On peut montrer
de cette façon qu'un programme est déterministe ou que deux pro-
grammes sont � observationnellement équivalents � (c'est-à-dire asso-
cient au même état de départ le même résultat d'arrivée). Mais cette
approche ne permet pas d'appréhender le programme dans son exécu-
tion, mais seulement dans ses résultats. En particulier, elle ne permet
pas de décrire les programmes qui ne terminent pas, puisque ceux-ci
ne mènent pas à un résultat ;
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� la sémantique opérationnelle � à petits pas �, qui décrit l'exécution
d'un programme étape par étape, en lui associant un système de tran-
sition d'états.

Pour ce qui est de la sémantique dénotationnelle, que P. Dybjer [55]
décrit comme une sémantique � mathématique �, on peut distinguer trois
approches :

� la sémantique topologique, comprenant la sémantique dénotationnelle
proprement dite et la théorie des domaines de Scott,

� la sémantique logique, dont la théorie intuitionniste des types de
Martin-Löf peut être un exemple,

� la sémantique algébrique, qui s'appuie de façon essentielle sur les théo-
ries de Lawvere.

Quelle que soit l'approche retenue, la théorie des catégories joue un rôle
central dans la construction d'une sémantique des langages de programma-
tion, comme le remarque D. Scott :

� Another word about category theory : I actually feel that it
is particularly signi�cant and important for the theory and the
whole area of semantics. � ([225], 578)

Mais comment expliquer cette pertinence de la théorie des catégories dans
le contexte de la sémantique des langages de programmation ? Pour éclairer
ce point, on peut ici encore citer Dana Scott :

� What we are probably seeking is a � pure � view of func-
tions : a theory of functions in themselves, not a theory of func-
tions derived from sets. What then is a pure theory of functions ?
Answer : category theory. � ([224], 406)

Ainsi, en tant que � théorie pure des fonctions � 1, la théorie des catégories
se présente comme le cadre adéquat au développement d'une sémantique des
langages de programmation, tout particulièrement, pour D. Scott, dans une
perspective dénotationnelle. Mais quel serait dès lors le rôle des théories
algébriques de Lawvere dans cette perspective ?

4.2.2 Les travaux de Calvin Elgot

L'idée selon laquelle la théorie des catégories serait un contexte adapté
aux programmes de recherche de l'informatique se retrouve dans les travaux
de Calvin Elgot, qui le premier utilise les théories algébriques de Lawvere
pour construire une sémantique mathématique de type algébrique, sous l'in-
�uence de Samuel Eilenberg.

1. Nous retrouverons cette idée au chapitre 6 dans le cadre de la psychologie du déve-
loppement introduite par Jean Piaget.
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L'apport du contexte catégorique : une forme de constructivité

Elève de Tarski à Berkeley en 1954-1955, les travaux de Calvin Elgot
se sont centrés, selon D. Scott, sur l'étude du processus calculatoire en lui-
même, d'un point de vue � �nitiste et constructiviste � ([226], v). De ce point
de vue, la théorie des catégories est considérée par Elgot comme le contexte
adéquat :

� despairing that progress in the foundations of the theory of
computation was taking place much too slowly, I came to the
conclusion that what was needed was a �suitable� framework for
such a theory. [...] One conclusion concerning the nature of the
framework which has been slowly evolving in my mind : the lan-
guage of categorical algebra would be essential. �([71], 85)

Dès lors, Elgot compte parmi les � nouveaux rôles � de la théorie des ca-
tégories le fait d'être � a common fondation for theoretic computer science
and �nitely describable mathematics � ([71], 86). Pour illustrer cette idée, il
dé�nit à titre d'exemple la catégorie D − Sta, à la manière d'un groupe dé-
�ni par générateurs et relations, catégorie essentielle à la théorie des calculs
dans la mesure où elle représente algébriquement une forme de � machine
abstraite �, mettant ainsi en évidence le fait qu'une catégorie peut être vue
comme une structure algébrique à plusieurs sortes ou peut permettre de spé-
ci�er des types de données, les objets de la catégorie étant vus comme des
types.

Par ailleurs, pour clari�er l'idée d'un fondement constructif, Elgot la
distingue de l'usage fondationnel proposé par Lawvere, et précise :

� I would like the underlying logic to be quanti�er-free [...]. The
underlying language I have (only vaguely) in mind would gain po-
wer by having available the ability to describe general algorithmic
procedures for introducing new functions and having available,
for proof, a principle (or principles) of mathematical induction. �
([71], 88)

S'appuyant sur une description par Hermann Weyl de l'intuitionnisme de
Brouwer, qu'il reprend à son compte, Elgot vise ainsi à proposer, à travers sa
vision constructive de la théorie des catégories, selon D. Scott, � a balance
between being constructive and being abstract � ([226], p.vii). Ce dernier
critique cependant l'exigence d'une logique sans quanti�cateur, soulevant le
problème du choix de la catégorie devant servir de cadre à la théorie du calcul
recherchée (et privilégiant pour sa part les Catégories Cartésiennes Fermées
pour sa théorie des domaines).

C'est précisément relativement à cette question du choix de la bonne ca-
tégorie que s'établit le lien entre les travaux d'Elgot et les théories algébriques
de Lawvere, dans la mesure où, comme le rapporte Samuel Eilenberg :
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� Cal was convinced that iteration was a key operation in the
theory of formal languages [...]. Lawvere's theory of Algebraic
Theories was then a relatively new subject : when I told Cal
about it he recognized immediately that the notion of iteration
belongs there, and gradually the notion of an Iterative Theory
evolved. I believed that this invention was the ful�llment of one
of Cal's dearest secret dreams. �([66], xix)

Mais comment comprendre l'idée selon laquelle la théorie des catégories
présenterait une forme de constructivité qui la rendrait adéquate à la formu-
lation d'une sémantique mathématique des langages de programmation ?

On peut trouver des arguments à l'appui de cette idée dans l'analyse pro-
posée par Colin MacLarty dans [177]. En e�et, selon McLarty, les axiomes
de la théorie des catégories (qui en font une théorie � essentiellement algé-
brique � au sens introduit par P. Freyd dans [80]) permettent des preuves
qui ne reposent pas sur des négations, des disjonctions, une quanti�cation
existentielle ou l'axiome du choix, de telle sorte que

� Many theorems in category theory are proven by explicit, and
evident, diagrams. �([177], 98)

Après avoir présenté une preuve catégorique qu'il considère comme représen-
tative des arguments catégoriques, McLarty précise ainsi :

� More signi�cant proofs often use the same pattern. We need an
arrow with such-and-such domain, and such-and-such codomain,
and a certain property. The data o�ers just one straightforward
construction of an arrow with that domain and codomain. And
indeed the arrow has the property. These proofs are constructive
in the sense that they use no argument by contradiction, nor
excluded middle, nor choice. The answer is explicitly constructed
from the data of the problem. �([177], 99)

Ainsi si l'on formalise la logique inhérente à la théorie des catégories :

� the only rules of inference are the equality rules, the modi�ed
cut rule and term substitution. These are all explicit construc-
tions. The same weak logic su�ces for many extensions of the
category axioms : categories whith all �nite products, or with all
�nite colimits, or cartesian closed categories, and much more. [...]
Each of these naturally uses explicit constructions. �([177], 103)

En�n, un dernier argument de McLarty repose sur les apports propres d'une
preuve catégorique, à savoir le fait de fournir une explication des résultats
mathématiques :

� It is not too young but rather too focused on explication to rely
heavily on non-constructive proofs. �([177], 104)
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Ces di�érents arguments permettent ainsi d'éclairer le projet de Calvin
Elgot, tel que le rappelle D. Scott : � a balance between being constructive
and being abstract �.

Les théories de Lawvere dans les travaux d'Elgot

Les théories algébriques de Lawvere apparaissent dans un grand nombre
de travaux de C. Elgot. Mais c'est dans la notion de � théorie algébrique
itérative � qu'apparaît le plus clairement le lien entre les travaux de Lawvere
et la théorie de la calculabilité. Cette notion est introduite dans l'article
� Monadic computation and iterative algebraic theories �, présenté en 1973 :

� We make use of [Lawvere theories] to study Turing machines
and machines with a similar kind of control at a level of abstrac-
tion which disregards the nature of 'storage' or 'external memo-
ry'. � ([70], 179)

L'objectif des travaux d'Elgot est donc de proposer un modèle mathématique
des machines abstraites, et donc d'expliciter dans une structure algébrique
la notion d'itération qui y est implicitement présente, comme le souligne S.
Goncharov :

� Iteration is fundamental in many areas of computer science,
such as semantics, veri�cation, theorem proving, automata theory,
formal languages, computability theory, compiler optimisation,
etc. An early e�ort to identifying a generic notion of iteration
is due to Elgot, who proposed to consider an algebraic theory
induced by a notion of abstract machine (motivated by Turing
machines, and their variants) and regard iteration as an operator
over this algebraic theory. �([86], 1)

Elgot présente ses résultats ainsi :

� Our interest here is in the procedure, not at all in the nume-
rical function it may compute. For example, we are interested
in a step-by-step record of the external memory state x ∈ X
of a machine as it passes through a sequence of � instantaneous
descriptions �. This information is incorportared in the notion
� track of a machine � de�ned [...] as a certain � sequacious func-
tion � over X determined by the machine [...].
Thus, in particular, the family of all Turing tracks may be descri-
bed without recourse to the notion � Turing machine �. The sca-
lar conditional reiteration operation is closely related to Markov's
� reiteration � and to the � whiledo � or � dowhile � operations
used in programming language. [...]
The main notion of this paper is � iterative algebraic theory �
[...]. This notion is abstract in the sense that the elements � mor-
phisms � of the structure may be entities of any kind. Our main
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example of an iterative algebraic theory has sequacious functions
as its elements. � ([70], 176)

Ainsi, comme dans les travaux de Eilenberg et Wright, le contexte ca-
tégorique va permettre de dé�nir une forme abstraite de structure, dont un
modèle calculatoire pourra être vu comme un cas particulier.

Dans son article, Elgot prend pour point de départ une caractérisation
abstraite des � machines �, dont les machines de Turing sont des cas parti-
culiers : ces machines ont en commun la façon dont le séquençage des � actes
atomiques � est exécuté par une M-machine M . A chaque notion de ma-
chine M de ce type est associé un ensemble X dont les éléments peuvent
être appelés des � états (de mémoire) externes �. Dans le cas d'une notion à
la Turing M un élément x ∈ X représente à la fois la position de la tête de
lecture d'une machine à un instant donné du temps et le contenu du ruban
à cet instant. En plus de l'état externe, une M-machine M , à un instant
donné du temps, est dans un, parmi un nombre �ni, d'états (de mémoire)
internes. L'état externe et interne (qui ensemble forment l'état total) de M
à un instant donné, détermine son fonctionnement futur. On restreint les
ensembles d'états internes à des ensembles �nis [m] = {1, 2, ...,m} où m ∈ N
est un entier positif.

Les états internes d'une machine M sont en outre partitionnés en � ac-
tifs � et � au repos �. Les états au repos sont parfois désignés comme � sor-
ties �. On formalise cette partition en spéci�ant l'ensemble des états internes
sous la forme [s+ p], où M a le poids s et p sorties. Les éléments de [s] sont
actifs tandis que les éléments de s + [p] = {s + 1, s + 2, ..., s + p} sont au
repos. L'élément s + j est la j-ième sortie. Si X est l'ensemble des états
externes d'une M-machine M et [s + p] l'ensemble de ses états internes,
X · [s + p] = {xk;x ∈ X, k ∈ [s + p]} est l'ensemble des états totaux ; dans
ce cas, xk = x · k est la suite de longueur 2 dont le premier terme est x
et le second terme est k. Certains de états internes sont désignés comme
� initiaux �.

Les notions de machine M ont aussi des � actes atomiques � qui leur
sont associés. Un acte atomique peut e�ectuer un changement dans un état
externe, et dans ce cas cet e�et peut être spéci�é par une fonction X → X.
Un acte atomique peut aussi avoir pour e�et de � tester � si x ∈ X a une
certaine propriété ou non ; un tel acte atomique peut être spéci�é par une
fonction X → [2]. Les tests peuvent aussi être m-valués, m ≥ 1, donnant
une fonction X → [m]. Les actes atomiques peuvent aussi simultanément
transformer la mémoire externe et tester la mémoire externe : une telle com-
binaison peut être décrite par une fonction X → X · [m]. On dira qu'une
telle fonction à m résultats.

On peut associer à une notion de machine M une famille Γ = {Γm}m∈N,
qu'on appelle le genre de oM, où Γm est un ensemble de fonctions de type
X → X · [m]. Habituellement les ensembles Γm sont �nis et, sauf pour un
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nombre �ni de m, vides. Les éléments de Γm sont des M-générateurs avec
m résultats.

Si M a un poids s ≥ 0 et p ≥ 0 sorties, son � action � est déterminée par
une � table � avec s � lignes � :

1 g1 : X → X · [m1]; e1 : [m1]→ [s+ p]

2 g2 : X → X · [m2]; e2 : [m2]→ [s+ p]

...

s gs : X → X · [ms]; es : [ms]→ [s+ p]

où gi est un M-générateur avec mi résultats et ei est une fonction de
source [mi] et de cible [s+ p] pour chaque i ∈ [s]. Une ligne est appelée une
� instruction �. Ainsi par exemple, si M part avec une instruction i sur une
entrée x ∈ X, M agit d'abord en évaluant xgi = x′i′ ; i′ei spéci�e le numéro
d l'instruction suivante qui doit être exécutée ; si i′ei = s+j, j ∈ [p], alors M
s'arrête à la sortie j dans l'état externe x′ ; si i′eii′′ ∈ [s], alors une deuxième
action est lancée par l'instruction i′′, etc.

Les fonctions �nies f [n]→ [p], où n, p ∈ N, jouent un rôle important. Des
cas particuliers de ces fonctions sont utilisées pour spéci�er la partie � go-to �
d'une instruction. La famille de toutes les fonctions de ce type (indexées par
n, p) forme une catégorie N . Les objets de N sont les ensembles [n], pour
n ∈ N ; l'ensemble Nn,p est l'ensemble des morphismes de [n] dans [p].

On peut alors introduire la notion de théorie algébrique, telle qu'elle
est dé�nie par Elgot, permettant � to study equationally de�nable classes
of algebras from a more intrinsic point of view. �([70], 186). Une théorie
algébrique L est une catégorie dont les objets sont 0, 1, 2, ... qui, en outre,
pour chaque p ∈ N, admet des morphismes distingués π1, π2, ..., πp : p → 1
satisfaisant la propriété suivante : étant donné une famille de morphismes
fj : n→ 1, j ∈ [p], il y a un unique morphisme f =< f1, f2, ..., fp >: n→ p
tel que fπj = fj pour chaque j.

En fait, pour appliquer les résultats de Lawvere, Elgot est amené à dua-
liser cette dé�nition :

Dé�nition 33 Une théorie (co)algébrique T est une petite catégorie dont
les objets sont [0], [1], [2],... qui, en outre, pour chaque n ∈ N, admet des
morphismes distingués 1, 2, ..., n : [1]→ [n] satisfaisant la propriété suivante :
étant donné une famille de morphismes scalaires fi : [1] → [p], avec i ∈ [n],
il existe un unique morphisme (f = f1, f2, ..., fn) : [n] → [p] tel que if = fi
pour chaque i, c'est-à-dire

[1]
i // [n]

f // [p]
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L'opération décrite par cette propriété est appelée � source-tupling �.
Elle opère sur n morphismes scalaires pour produire un morphisme dont le
i-ième composant est le i-ième morphisme scalaire.

On dira par ailleurs que T est non-dégénérée si N peut être plongée dans
T .

Une théorie idéale I est une théorie algébrique non-dégénérée qui satisfait
en outre la propriété suivante de l'idéal à droite : si f : [1] → [p] n'est pas
distingué, alors fg n'est pas non plus distingué, où g : [p] → [q]. On dira
qu'un morphisme f : [n] → [p] dans I est idéal si aucun de ses composants
n'est distingué.

Soit f : [s] → [s + p] un morphisme dans une théorie idéale I On dira
que f a un itéré (conditionnel) dans I, si l'équation suivante en ξ : [s]→ [p]
admet une unique solution :

ξ = f(ξ, 1p).

On note la solution unique à cette équation f †. On dira que la théorie idéale
I est close par rapport à l'itération conditionnelle ssi tout morphisme idéal
f dans I à un itéré f † dans I.

Dé�nition 34 Une théorie itérative est une théorie idéale qui est enrichie
par une opération, l'itération conditionnelle, qui associe à un morphisme
idéal s : [s]→ [s+ p] un morphisme f † : [s]→ [p] tel que

f † = f(f †, 1p),

g = f(g, 1p)⇒ g = f †,

où g : [s]→ [p].

Cet article de C. Elgot met en lumière de façon explicite le lien entre
la notion abstraite de machine et les théories algébriques de Lawvere, mais
aussi ce qu'il manque à ces dernières pour constituer de véritables modèles
du calcul : une notion d'itération (sous la forme d'une équation à point �xe).
Tout se passe donc comme si la théorie algébrique venait décrire le contenu
calculatoire attendu et la notion d'itération mettait en ÷uvre ce contenu de
façon mécanique.

Ainsi, l'÷uvre d'Elgot apparaît comme une illustration claire de l'idée se-
lon laquelle la théorie des catégories peut représenter en elle-même une forme
de processus calculatoire, que les théories algébriques viennent déterminer.

4.2.3 Les Théories de Lawvere comme modélisation des pro-
priétés du calcul

Mais les théories de Lawvere jouent également un rôle central, dans
le cadre d'une sémantique dénotationnelle des langages de programmation,
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dans la modélisation des propriétés particulières des programmes, telles que
les e�ets de bord, le non-déterminisme ou la partialité. Cette orientation des
notions élaborées par Lawvere est essentiellement due aux travaux de John
Power, et se comprend dans le prolongement des recherches initiées à la �n
des années 1980 par Eugenio Moggi.

Le programme de Moggi : les � notions de computation �

Le problème auquel était confronté Moggi était celui de l'équivalence
des programmes. Une approche traditionnelle revenait à identi�er les pro-
grammes à des λ-termes, et à prouver leur équivalence en utilisant la βη-
conversion. Moggi remarque cependant, par exemple dans [180], que cela
implique une simpli�cation importante du problème puisque cette procédure
laisse de côté le comportement calculatoire des programmes concrets tels que
la non-terminaison, le non-déterminisme ou les e�ets de bord.

La méthodologie de Moggi s'inspire, pour résoudre cette di�culté, de
travaux antérieurs de Dana Scott sur les Catégories Cartésiennes Fermées :
c'est depuis la théorie des catégories qu'il va s'agir de dé�nir une forme de
lambda-calcul permettant de prouver l'équivalence des programmes, comme
l'indique Scott :

� I am trying to �nd out where λ-calculus should come from, and
the fact that the notion of a cartesian closed category is a late
developping one (Eilenberg and Kelly(1966)), is not relevant to
the argument : I shall try to explain in my own words [...] why
we should look at it �rst. � ([224], 408)

Le programme de Moggi est essentiellement développé dans [181]. Il
s'agira :

1. de considérer la théorie des catégories comme une théorie générale des
fonctions et de développer dans ce cadre une sémantique des compu-
tations basée sur les monades ;

2. de dé�nir un système formel correspondant à cette sémantique catégo-
rique ;

3. d'étendre la sémantique catégorique et le système formel a�n de cap-
turer des langages plus riches, comme le lambda-calcul.

Le choix de la théorie des catégories dans cette perspective est également
justi�é, selon trois points de vue :

� What does Category Theory o�er :
� a way of thinking and general guidelines,
� an abstract view of objects, which hide the internal structure

[...],
� a syntax independant view of languages/theories (suggested

by Categorical Logic) � ([182], 3)
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Pour Moggi, la possibilité o�erte par la théorie des catégories d'étudier les
propriétés des langages de programmation indépendamment des propriétés
particulières des langages joue ainsi un rôle central ; l'informatique théorique
semble ainsi reprendre un élément essentiel du programme de Lawvere. Plus
précisément, Moggi utilise le cadre de la théorie des catégories pour dévelop-
per une approche

� based on logics for reasoning about mathematical structures
that provide models for (functional) programming languages. Such
a logic is programming language independant, but poten-
tially it can be used to prove properties of programs (like equi-
valence and correctness). � ([182], 14)

Moggi distingue di�érents niveaux d'abstraction pour une sémantique
catégorique des langages de programmation :

1. les suites d'exécution de commandes peuvent être vues comme des
catégories, dont les objets sont les événements et les morphismes des
relations entre ces événements ;

2. les programmes peuvent être vus comme des catégories, où les objets
sont les états de ces programmes et les morphismes sont les transitions
� c'est en un sens l'approche de Elgot ;

3. les programmes ou les suites d'exécution peuvent être vus comme les
objets d'une catégorie ;

4. les programmes peuvent être vus comme les morphismes d'une catégo-
rie, dont les objets sont les types.

C'est dans cette dernière perspective que s'inscrivent les travaux de Moggi :

� we [...] consider programs as morphisms in a category. To be
precise a complete program should be identi�ed with an element,
i.e. a morphism with domain the terminal object, while a program
in a environment corresponds to a morphism. � ([182], 17)

Dans ce cadre, Moggi introduit l'idée centrale de � notions of com-

putation �, dé�nie comme � a qualitative description of the denotations
of programs in a certain programming language �. Ainsi, comme exemple
de notions de computation, Moggi mentionne les computations avec e�ets
de bord, où un programme dénote une application d'un espace de stockage
vers une paire constituée d'une valeur et d'un espace de stockage modi�é,
les computations avec exceptions, où un programme dénote soit une valeur
soit une exception, ou les computations non-déterministes, où un programme
dénote un ensemble de valeurs possibles.

Pour modéliser ces propriétés du calcul, Moggi va utiliser la notion caté-
gorique de monade, de la façon suivante :

1. on choisit d'abord une catégorie C comme modèle fonctionnel à l'in-
térieur duquel seront dé�nis les types de valeur et les computations.
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Plus précisément on introduit une opération unaire T sur les objets de
C qui envoie un objet A de C considéré comme l'objet des valeurs de
type τ , sur un objet TA vu comme objet des computations de type τ ,

2. un programme prenant en entrée une valeur de type A et après un
certain calcul donne une valeur de type B, peut être identi�é à un
morphisme de A vers TB dans C,

3. en�n, on formule un ensemble minimal de conditions sur les valeurs et
les computations de telle sorte que les programmes forment les mor-
phismes d'une catégorie.

L'idée générale de Moggi est non pas de se concentrer sur des notions de
computation spéci�ques, mais plutôt d'identi�er les propriétés générales que
l'objet TB des computations doit présenter. Cela suppose l'introduction de
la notion de monade :

Dé�nition 35 Une monade sur une catégorie C est un triple (T, η, µ), où T :
C → C est un foncteur, η : IdC → T et µ : T 2 → T sont des transformations
naturelles telles que les équations suivantes sont satisfaites :

1. µTA;µA = T (µA);µA ;

2. ηTA;µA = idTA = T (ηA);µA.

Un modèle computationnel est une monade (T, η, µ) satisfaisant la propriété
suivante : pour tout A ∈ C, ηA est un monomorphisme.

Il y a une dé�nition alternative des monades, qui se justi�e plus facilement
d'un point de vue calculatoire : c'est la notion de triple de Kleisli.

Dé�nition 36 Un triple de Kleisli sur C est un triplet (T, η,∗ ), où T :
Obj(C) −→ Obj(C), ηA : A −→ TA, f∗ : TA −→ TB pour f : A −→ TB et
les équations suivantes sont véri�ées 2 :

η∗A = idTA

ηA; f
∗ = f

f∗; g∗ = (f ; g∗)∗

Tout triple de Kleisli (T, η,∗ ) correspond à une monade (T, η, µ) où
T (f : A → B) = (f ; ηB)

∗ et µA = id∗TA. Intuitivement, ηA est l'inclu-
sion des valeurs dans les computations et f∗ est l'extension d'une fonction f
des valeurs dans les computations en une fonction des computations dans les
computations, qui d'abord évalue une computation puis applique f à la va-
leur qui en résulte. Les équations pour les triples de Kleisli a�rment que les
programmes forment une catégorie, la catégorie de Kleisli CT , où l'ensemble

2. on conserve ici la notation originale, plus proche des usages de l'information théo-
rique, où g ◦ f sera noté f ; g.
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CT (A,B) de morphismes de A vers B est le même que C(A, TB), l'identité
de A est ηA et la composition de f suivi de g est f ; g∗ : laf ; g∗ prend une
valeur a et applique f pour produire une computation fa, puis il l'évalue.

On peut alors proposer quelques exemples de monades sur la catégorie
des ensembles :

1. les computations non-déterministes :
� T (A) = P(A) et T (f)(X) est l'image de X le long de f ,
� ηA(a) = {a},
� µA(X) =

⋃
X.

2. les computations avec e�ets de bord :
� T () est le foncteur (×S)

S , où S est un ensemble non-vide d'espaces
de stockage. Intuitivement une computation prend un espace de
stockage et retourne une valeur avec l'espace de stockage modi�é,

� ηA(a) est (λs : S < a, s >), µA(f) est (λs : S.eval(fs)), c'est-à-dire
la computation qui étant donné un espace de stockage s, calcule
d'abord la paire computation-espace de stockage < f ′, s′ >= fs et
ensuite renvoie la paire valeur-espace de stockage < a, s′′ >= f ′s′.

La stratégie de Moggi est ensuite d'introduire un langage de programmation
tel que les programmes dénotent des morphismes dans la catégorie de Kleisli
CT correspondant à un modèle computationnel (T, η, µ) sur une catégorie
C. Pour pouvoir interpréter des λ-termes dans un modèle computationnel, il
faut alors dé�nir la notion de � monade forte sur une catégorie C à produits
�nis �, dans la mesure où les modèles catégoriques usuels du λ-calcul sont
les catégories cartésiennes fermées. Ces contraintes amènent Moggi à dé�nir
une version enrichie du λ-calcul typé : le λc-calcul.

Il est intéressant de noter la conclusion de Moggi :

� Our work is just an example of what can be achieved in the
study of programming languages by category-theoretic methodo-
logy, which free us from the irrelevant detail of syntax and focus
our mind on the important structures underlying programming
languages. �([180], 6)

On voit ainsi réapparaître cette idée récurrente, dans le champ de la logique
catégorique, d'un dépassement de la syntaxe, comme cela était mis en lumière
dès l'introduction de la thèse de Lawvere.

Du point de vue de leurs applications, les travaux de Moggi ont permis
notamment le développement du langage de programmation Haskell.

Monades et théories algébriques

La convergence entre la théorie des mondes et le cadre conceptuel in-
troduit par Lawvere a été mise en lumière dès 1966, notamment par Linton
[146], qui établit une connexion générale entre les monades et les théories
de Lawvere : toute théorie de Lawvere donne une monade sur Ens dont la
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catégorie des algèbres est équivalente à la catégorie des modèles de la théo-
rie de Lawvere, et, en généralisant la dé�nition de théorie algébrique, toute
monade peut être déterminée de cette façon (à isomorphisme cohérent près).

La question qui se pose alors est de savoir ce que cette connexion entre
monades et théories de Lawvere pourrait apporter, concernant une séman-
tique dénotationnelle. Comme le remarquent M. Hyland et J. Power, cette
question se pose d'autant plus après la mise en lumière par Moggi du fait que
la la monade des e�ets de bord peut être reconstruite à partir d'opérations
plus élémentaires :

� The recognition that Moggi's monad for side-e�ects arises from
the computationally natural operations lookup and update sub-
ject to computationnaly natural equations was critical to the de-
velopment of the ideas [...]. The general situation of knowing the
monad and reconstructing the theory is not that familiar in ma-
thematics : theory has had to be developed adequately to ground
the practice, and the computationally signi�cant examples have
had to be worked through [...]. But one should recognise that is-
sues of presentation are also mathematically signi�cant. �([157],
452)

Une des di�cultés inhérentes à l'approche de Moggi des notions de compu-
tation par la notion de monade est qu'elle semble à rebours de la pratique
mathématique usuelle, prenant pour point de départ les présentations et les
opérations.

En outre, Hyland et Power mettent en lumière l'intérêt des théories de
Lawvere si l'on cherche à combiner les e�ets computationnels :

� Returning brie�y to the sum of theories we note that in the non-
degenerate cases of interest it provides a way of combining theo-
ries without adding new equations to either. There is a way to do
that (again in non-degenerate cases) purely in terms of monads
by using a distributive law. From a distributive law TS → ST
one gets a composite monad ST ; but from the point of view
of Lawvere theories this distributes the operations of LS over
those of LT , and so the result is very di�erent from the monad
corresponding to the sum LS + LT . Moreover in important ins-
tances distributive laws do not exist. It was shown by Plotkin
and Varacca that there is no distributive law for any of the non-
deterministic choice monads over the probabilistic choice monad
or vice versa. [...] In contrast with the situation for distributive
laws, the various kinds of composite of Lawvere theories, such
as sum, tensor, and a distributive tensor, always exist. Those we
know include the combinations of computational e�ects of pri-
mary interest ; and it seems likely that further combinations of
computational e�ects which may well arise in particular in the
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enriched setting will also be best treated in terms of Lawvere
theories. �([157], 455)

Ainsi l'utilisation des théories de Lawvere pour modéliser les propriétés
du calcul, outre sa plus grande proximité avec la pratique mathématique
usuelle, va apparaître comme une solution au problème de la combinaison
des e�ets de computation.

Les théories de Lawvere pour modéliser les propriétés du calcul

Cette reformulation dans les termes des théories de Lawvere des tra-
vaux de Moggi est essentiellement due à John Power. Elle nécessite dans un
premier temps une généralisation des théories algébriques, sous la forme de
théories de Lawvere enrichies, notion proposée par John Power en 1999 dans
[209]. Cette généralisation des théories de Lawvere s'appuie sur la notion
de catégorie enrichie, dé�nie dès 1965 par di�érents auteurs (sous la forme
par exemple des � catégories relatives � de Bénabou). Pour dé�nir la no-
tion de catégorie enrichie, il faut dé�nir au préalable la notion de catégorie
monoïdale.

Dé�nition 37 Une catégorie monoïdale est une catégorie C munie :
� d'un foncteur ⊗ : C × C −→ C,
� d'un objet I de C appelé � objet unité �,
� d'un isomorphisme naturel a appelé � associateur � tel que pour tout

objet A, B et C de C, aA,B,C soit un isomorphisme de (A ⊗ B) ⊗ C
dans A⊗ (B ⊗ C),

� de deux isomorphismes naturels λ et ρ induisant, pour tout objet A, B
et C de C, des isomorphismes λA : I ⊗A −→ A et ρA : A⊗ I −→ A.

tels que les diagrammes suivants commutent

(A⊗ I)⊗B
aA,I,B //

ρA⊗IdB &&

A⊗ (I ⊗B)

IdA⊗λBxx
A⊗B

((A⊗B)⊗ C)⊗D
aA,B,C⊗IdD

//

aA⊗B,C,D

��

(A⊗ (B ⊗ C))⊗DaA,B⊗C,D

// A⊗ ((B ⊗ C)⊗D)

IdA⊗aB,C,D

��
(A⊗B)⊗ (C ⊗D) aA,B,C⊗D

// A⊗ (B ⊗ (C ⊗D))

On peut prendre pour exemples de catégories monoïdales la catégorie des
ensembles Set munie de la réunion disjointe, l'ensemble vide jouant alors le
rôle de l'objet unité, ou, si k est un corps commutatif, la catégorie des k-
espaces vectoriels munis du produit tensoriel usuel, k jouant le rôle de l'objet
unité.
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On peut alors dé�nir la notion de catégorie enrichie :

Dé�nition 38 Soit V une catégorie monoïdale,
une V-catégorie C, ou catégorie enrichie sur V est la donnée de :
� d'un ensemble Ob(C),
� pour toute paire (A,B) ∈ ObC×ObC d'objets de C, d'un objet C(A,B)

de V, objet des morphismes de A dans B,
� pour chaque triplet (A,B,C) d'objets de C, d'un morphisme oA,B,C :
C(B,C)⊗C(A,B)→ C(A,C) dans V, appelé morphisme de composi-
tion,

� pour chaque objet A de C, d'un morphisme jA : I → C(A,A), l'élé-
ment identité,

tels que les diagrammes suivants commutent :

(C(C,D)⊗ C(B,C))⊗ C(A,B)
α //

◦B,C,D⊗IdC(A,B)

��

C(C,D)⊗ (C(B,C)⊗ C(A,B))

IdC(C,D)⊗◦A,B,C

��
C(B,D)⊗ C(A,B)

◦A,B,D // C(A,D) C(C,D)⊗ C(A,C)
◦A,C,Doo

et

C(B,B)⊗ C(A,B)
◦A,B,B // C(A,B) C(A,B)⊗ C(A,A)

◦A,A,Boo

I ⊗ C(A,B)

jB⊗IdC(A,B

OO

l

44

C(A,B)⊗ I
r

jj

IdC(A,B)⊗jA

OO

La motivation essentielle de cette dé�nition est de munir l'ensemble de
morphismes entre deux objets de la catégorie C d'une structure supplémen-
taire : C(A,B) peut en e�et être muni, par exemple d'une structure d'espace
topologique, de groupe abélien, de graphe, voire de catégorie (ce qui donne
alors une 2-catégorie). La nécessité d'enrichir la catégorie C sur une catégorie
monoïdale vient alors de l'objectif de pouvoir composer des morphismes tout
en tenant compte de cette structure supplémentaire. Les catégories enrichies
sont étudiées de façon détaillées dans [120].

C'est à l'aide de cette notion que John Power introduit les théories de
Lawvere enrichies, qui lui permettent de reprendre le programme de Moggi,
et d'utiliser le cadre des théories de Lawvere pour modéliser les propriétés du
calcul. John Power introduit sa dé�nition � in seeking a general account of
what have been called notions of computations � ([209], 83). On généralise en
passant de Ens à une catégorie V qui est localement �niment présentable 3 en
tant que catégorie close monoïdale (symétrique) 4 Cela inclut des catégories
telles que Cat, Poset etGraph, ainsi que toutes les catégories d'algèbres pour
une signature équationnelle commutative ordinaire. On peut alors dé�nir la
notion de cotenseur :

3. Au sens de Gabriel et Ulmer [83].
4. On trouvera les dé�nitions plus précises de ces notions dans l'ouvrage de Kelly [[120].
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Dé�nition 39 Etant donné un objet X de V et un objet B d'une V -catégorie
C, le X-cotenseur de B, s'il existe, est l'objet BX de C accompagné d'une
famille d'isomorphismes

C(A,B)X ∼= C(A,BX)

V -naturels en A.

Si on remplace V par Ens, le cotenseur dé�nit simplement le X-ième produit
de copies de B. Un X-cotenseur est dit �ni si X est �niment présentable.

Dé�nition 40 Une V -théorie de Lawvere est une petite V -catégorie L avec
des cotenseurs �nis, associés à un V -foncteur I : V op

f → L préservant stric-
tement les cotenseurs �nis et identique sur les objets, où Vf est le squelette
d'une sous-V -catégorie pleine de V déterminée par les objets �niment pré-
sentables de V .

La notion de V -théorie de Lawvere permet ainsi à Power de retrouver,
dans le contexte des théories algébriques, les e�ets computationnels tels que
la partialité, les e�ets de bords ou la récursion. Pour illustrer cette reformu-
lation, on peut prendre l'exemple de la théorie de Lawvere pour les e�ets de
bord.

Soit L un ensemble �ni, considéré comme l'ensemble des � emplace-
ments �, et V un ensemble dénombrable, considéré comme l'ensemble des
� valeurs �. Par exemple, on peut prendre pour V l'ensemble des nombres
naturels. On dé�nit l'ensemble S des états d'un langage, comme ensemble
V L des fonctions des emplacements dans les valeurs. S est donc un ensemble
dénombrable. On considère les deux opérations de base lookup V → L et
update : 1 → L × V , qui ont respectivement pour fonctions, intuitivement,
de donner la valeur présente dans un emplacement, et d'inscrire dans un
emplacement donné le valeur donnée. On peut alors montrer que la théorie
de Lawvere dénombrable 5 LS pour les e�ets de bord est la théorie de Law-
vere dénombrable libre engendrée par ces deux opérations, dès lors qu'elles
satisfont les équations suivantes : si on dé�nit un symbole de fonction V -aire
lloc pour chaque loc ∈ L et un symbole de fonction unaire uloc,v pour chaque
loc ∈ L et v ∈ V , on a :

1. lloc(uloc,v(x))v = x

2. lloc(lloc(tvv′)v)v′ = lloc(tvv)v

3. uloc,v(uloc,v′(x)) = uloc,v′(x)

4. uloc,v(lloc(tv′)v′) = uloc,v(tv)

5. lloc(lloc′(tvv′)v′)v = lloc′(lloc(tvv′)v)v′ avec loc ̸= loc′

6. uloc,v(uloc′,v′(x)) = uloc′,v′(uloc,v(x)) avec loc ̸= loc′

5. Au sens où on autorise les arités dénombrables.
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7. uloc,v(lloc′(tv′)v′) = lloc′(uloc,v(tv′))v′ avec loc ̸= loc′

Les quatre premières équations spéci�ent les interactions entre les deux opé-
rations de base, les trois suivantes des propriétés de commutation.

Bilan de ces travaux

A partir de ces di�érents travaux et programmes de recherche, plusieurs
points peuvent être mis en évidence. On retrouve tout d'abord dans ce cadre
l'idée déjà présente dans les travaux de Lawvere selon laquelle les théories de
Lawvere permettent de décrire les programmes indépendamment du choix
d'un langage de programmation et rendent possible une forme de détache-
ment des choix syntaxiques pour décrire le contenu calculatoire des pro-
grammes qu'elles synthétisent.

Par ailleurs, en montrant que les théories de Lawvere modélisent les pro-
priétés du calcul, telles que le non-déterminisme ou les e�ets de bord, il serait
possible d'étendre cette idée aux travaux originaux de Lawvere en algèbre
universelle. Cela reviendrait ainsi à considérer qu'une théorie de Lawvere,
de façon générale, capturerait une propriété du calcul, ordinairement pen-
sée en termes de structure ensembliste. Des concepts structurels tels que
� Groupe � ou � Anneau � pourraient alors être vus non plus comme des
objets (c'est-à-dire des ensembles munis d'une ou plusieurs opérations) mais
comme des propriétés d'opérations plus fondamentales, ou du calcul en géné-
ral. Un groupe abélien par exemple, dans ce cadre, ne serait plus un ensemble
sur lequel serait dé�nie une opération, mais une certaine façon de procéder
à un calcul.

4.2.4 De la sémantique dénotationnelle à la sémantique opé-
rationnelle

Il semblerait possible de renforcer encore cette idée en examinant d'autres
travaux, utilisant les théories de Lawvere non plus comme une forme de sé-
mantique dénotationnelle, comme dans les travaux de Calvin Elgot, mais les
réorientant vers une sémantique opérationnelle des langages de programma-
tion .

Les travaux utilisant les théories de Lawvere dans la perspective d'une
sémantique opérationnelle sont relativement peu nombreux : on peut penser
aux résultats de Selly [227] appliquant les théories Cat-enrichies comme sé-
mantique du λ-calcul, les travaux de Ghani et L�uth [155] analysant la notion
de � modularité � dans les systèmes de réécriture de termes au moyen des
théories Poset-enrichies ou les travaux de Meredith et Stay [234] sur une sé-
mantique opérationnelle utilisant des théories de Lawvere à plusieurs sortes
enrichies sur la catégorie des graphes pour une version élargie du calcul des
combinateurs SKI de Post.
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J. Baez et C. Williams proposent dans [9] l'uni�cation, à travers la notion
de théorie de Lawvere enrichie, des di�érentes formes de sémantique pour les
langages de programmation :

� We thus obtain a spectrum of cartesian closed categories V to
enrich over, each connected to the next by a product-preerving
functor, which allows us to examine the computation of term
calculi in various ways :
� Simplicial sets : sSet-theories represent � small-step � ope-

rational semantics : an edge is single term rewrite.
� Categories : Cat-theories represent � big-step � operational

semantics : [...] a morphism is a �nite sequence of rewrites.
� Posets : Pos-theories represent � full-step � operational se-

mantics : a boolean is the existence of a big-step rewrite.
� Sets : Set-theories represent denotational semantics : an ele-

ment is a connected component of the rewrite relation. � ([9],
108)

On voit ainsi comme, en dernière analyse, la notion de théorie de Lawvere
enrichie permet d'uni�er les di�érentes formes de sémantique des langages
de programmation :

� a choice of enrichment for Lawvere theories corresponds to a
choice of computation, and changing enrichments corresponds to
a change of computations. � ([9], 119)

4.3 Remarques générales

Cette trajectoire des théories de Lawvere dans le contexte de l'informa-
tique théorique met en lumière plusieurs points.

Se révèle ici le caractère fondamentalement opératoire des théories de
Lawvere, au delà du cadre de l'algèbre universel : tout se passe en e�et
comme si les théories de Lawvere permettaient de représenter, dans le cadre
formel de la théorie des catégories, l'idée intuitive d'un contenu calculatoire,
ce qui détermine la réalisation e�ective du processus calculatoire. Les théories
de Lawvere viendraient ainsi représenter, d'une certaine façon, non pas ce
qui est calculé par le calcul, mais ce qui se calcule dans le calcul.

Ce faisant, c'est la dimension constructive de la théorie générale des ca-
tégories, qui est ainsi mise en évidence, comme l'ont montré les analyses de
McLarty : avant même la théorie des topos et l'intuitionnisme qui leur est in-
hérent, la théorie des catégories présente une forme de constructivité propre,
héritée de l'algèbre.

Ainsi nous avons vu que les langages de programmation, à la di�érence
de la conception modèle-théorique des langages formels, n'appellent pas une
évaluation en termes de vérité ou de satisfaction, mais demandent à être mis
en ÷uvre, exécutés : ils ne sont pas du côté de ce qui se dit, mais de ce qui
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se fait. A travers les di�érents usages qui ont pu être faits des théories de
Lawvere dans le contexte de la théorie des automates ou de l'informatique
théorique, il nous apparaît ainsi possible de défendre l'idée d'une nature opé-
ratoire de la théorie des catégories, opérations dont les propriétés ne seraient
pas déterminées ou caractérisées par des systèmes d'axiomes, toujours tribu-
taires d'un choix arbitraire de syntaxe, mais d'objets algébriques spéci�ques,
dépassant les contraintes des langages formels.
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Chapitre 5

La théorie catégorique des

modèles

Un des enjeux des travaux de Lawvere étudiés au chapitre 2 était de
retrouver la théorie à partir de la catégorie des modèles. L'introduction de
sa thèse précisait en e�et :

� from the category (or more precisely from an underlying-set
functor) we can recover, not only the identities which hold bet-
ween given operations in a class of algebras, but also the opera-
tions themselves (Theorem III.1.1). � ([140], 24)

On a vu cependant, à travers les travaux de Volger et Roisin notam-
ment, qu'il était di�cile d'étendre ce projet au delà des limites du cadre
algébrique, à la logique du premier ordre en général, sans perdre les avan-
tages du contexte catégorique. Steve Awodey indique néanmoins dans [7],
dans une note de bas de passage, la possibilité d'un tel dépassement :

� Technical results concerning the recovery of syntactical 'struc-
ture' from a suitable category of models often fall under the hea-
ding of 'conceptual completeness' following Makkai and Reyes �.
([7], 213)

L'idée de retrouver la théorie dé�nissant un concept structurel à partir de
la catégorie des modèles apparaît donc au c÷ur de l'approche catégorique de
la logique. La question est alors de savoir ce qu'implique ce projet d'extraire
de la sémantique la structure syntaxique correspondante. Cela présuppose
tout d'abord une antériorité de la classe des modèles, considérée comme
une donnée absolue, sur la théorie, c'est-à-dire in �ne sur le langage qui
la caractérise, ce qui soulève le problème épistémologique de l'accès à ces
structures. En outre, on peut également poser la question du statut de cette
théorie � extraite � de la sémantique, par rapport aux présentations formelles
traditionnelles : doit-elle être considérée comme � plus adéquate � au concept
que des formulations concurrentes ? Et quel sens donner précisément à une
telle � adéquation � ?

151
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C'est dans ses travaux sur la complétude conceptuelle forte que Michael
Makkai introduit ce projet :

� The most interesting phenomena in model theory are conclu-
sions concerning the syntactical structure of a �rst order theory
drawn from the examination of the models of the theory. With
these phenomena in mind, it is natural to ask if it is possible
to endow the collections of models of the theory with a natural
abstract structure so that from the resulting entity one can fully
recover the theory as a syntactical structure. � ([162], 97)

Le projet développé par Makkai se situe cependant dans un axe de développe-
ment di�érent de celui de Lawvere, ou, pour reprendre Jean-Pierre Marquis
et Gonzalo Reyes, � from a slightly di�erent perspective � ([173], 43). Cet
axe de recherche pourrait être caractérisé comme l'élaboration progressive
d'une théorie catégorique des modèles, initiée dès 1970 essentiellement par
les travaux d'André Joyal, formé à la géométrie algébrique issue de EGA4,
enrichis par la perspective modèle-théorique de Gonzalo Reyes � formé à
Berkeley, il vient alors de terminer sa thèse sous la direction de Craig.

Nous souhaiterions donc placer au c÷ur de ce chapitre la complétude
conceptuelle forte, a�n d'en dégager les implications épistémologiques. Ainsi
dans une première section, nous examinerons les notions nécessaires à la
dé�nition du versant � syntaxique � de ce résultat, en pro�tant de cette
construction pour présenter les concepts fondamentaux de la théorie caté-
gorique des modèles. Dans une deuxième section, nous étudierons le versant
sémantique du résultat de Makkai, et principalement les � ultracatégories �.
Dans un troisième temps, nous présenterons une conséquence importante de
ce résultat, également mise en lumière par Makkai : la complétude concep-
tuelle. En�n, nous terminerons ce chapitre en présentant un résultat central,
pour ce qui nous occupe, découlant de ces théorèmes : les théorèmes de
complétude.

Les analyses de ce chapitre s'appuieront de façon essentielle sur les concepts
dé�nis par les mathématiciens : les dé�nitions techniques y occuperont donc
une place importante, dans la mesure où c'est en entrant dans les détails
de celles-ci que nous essaierons de répondre aux questions épistémologiques
soulevées dans les chapitres précédents.

5.1 Les notions fondamentales

5.1.1 Une première approche de la complétude conceptuelle
forte

Dans [162], Makkai présente en ces termes la complétude conceptuelle
forte :
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� The category of structure preserving functors from Mod T to
SET with morphisms the structure preserving natural transfor-
mations is equivalent to te pretopos completion of the theory �
([162], 98)

Un tel résultat doit selon Makkai être rapproché de la dualité de Stone pour
les algèbres de Boole et les espaces de Stone : si T est une théorie de la logique
propositionnelle classique, on peut lui associer son algèbre de Lindenbaum-
Tarski B ; les éléments de B sont alors les classes d'équivalence ϕ/ ∼ ψ des
formules propositionnelles pour la relation d'équivalence

ϕ ∼ ψ ⇔ T ⊢ ϕ↔ ψ.

Un modèle est une assignation de valeurs de vérité aux atomes propo-
sitionnels qui rendent vrais les axiomes de T, et les modèles de T sont en
bijection avec les ultra�ltres sur B. L'espace de Stone S(B) des ultra�ltres
sur B peut alors être vu comme l'espace des modèles de T. En identi�ant
les théories propositionnelles avec leurs algèbres de Lindenbaum-Tarski qui,
pour citer Makkai, � means an abstraction from the 'presentation' given
by the language and the axioms � (p.98), et en identi�ant les interprétations
d'une théorie propositionnelle dans une autre par des homomorphismes Boo-
léens entre les algèbres de Lindenbaum-Tarski correspondant, on obtient la
catégorie BOOLE des théories propositionnelles vues comme des algèbres de
Boole. D'autre part, pour tout objet B de la catégorie BOOLE , B est un
objet de Stone, la catégorie des espaces de Stone. On a donc un foncteur

S : BOOLEop → Stone

et le théorème de dualité a�rme que S est une équivalence de catégories.
Le résultat présenté par Makkai est donc le suivant :

� In our theory, propositional theories are replaced by theories
in �rst order predicate logic (with equality) ; the L-T algebra of
a propositional theory is replaced by the pretopos completion
P(T) of a �rst order theory T [...]. Just as propositional models
of T (a propositional theory) became 2-valued homomorphisms
B(T ) → 2, models of T (a �rst order theory) become identi�ed
with certain functors P (T )→ SET where SET is the category of
all sets and functions [...]. The category BOOLE is thus replaced
by PT , the category of pretoposes and elementary functors.

The counterpart of Stone is of course the new contributions of
this paper ; it is UC, the category of ultracategories [...].

The Stone functor is S : BOOLEop → Stone is naturally replaced
by the functor

Mod : PT op → UC
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([162], 99)
Il est donc nécessaire, pour comprendre la complétude conceptuelle forte,

de présenter, dans un premier temps, les notions essentielles de ce résultat,
et en particulier le passage d'une théorie de la logique du premier ordre
à sa complétion de prétopos, et par là même l'identi�cation des théories
cohérentes et des prétopos défendue dans [74].

Les concepts utilisés dans cette section, leurs dé�nitions et les résultats
qui les concernent sont essentiellement issus des travaux de Makkai et Reyes
[74], de la section D de l'ouvrage de Peter Johnstone [115], des résultats
d'Olivia Caramello présentés dans [31] et du cours de Jacob Lurie [154].

5.1.2 De la théorie à la catégorie syntaxique

La sémantique catégorique, généralisation de la sémantique Tars-

kienne

Le point de départ de ces analyses est une théorie T du 1er ordre � clas-
sique �, comme la théorie des groupes ou la théorie des corps. Il s'agirait
donc dans un premier temps de dé�nir précisément cette notion 1 .

Relativement à cette syntaxe, il est possible de dé�nir une sémantique,
qui peut être vue comme une généralisation catégorique de la sémantique
Tarskienne usuelle, dé�nissant la notion de satisfaction d'une formule du
premier ordre dans une structure ensembliste. Nous allons donc, dans les
paragraphes qui suivent, nous écarter quelque peu de l'approche syntaxique
initiale a�n d'introduire quelques éléments de la sémantique catégorique, a�n
de montrer ce qui la sépare de l'approche de Lawvere examinée au chapitre
2.

Dé�nition 41 1. soit C une catégorie avec produits �nis et Σ une signa-
ture. Une Σ-structureM dans C est spéci�ée par les données suivantes :
� une fonction assignant à chaque sorte A dans Σ − Sort, un objet

MA dans C. Cette fonction est étendue aux suites �nies de sortes
en dé�nissant M(A1, ..., An) =MA1× ...×MAn (en posant M([]),
où [] dénote la suite vide, égal à l'objet terminale 1 de C).

� une fonction assignant à chaque symbole fonctionnel f : A1...An →
B dans Σ− Fun un morphisme MF : M(A1, ..., An)→MB dans
C.

� une fonction assignant à chaque symbole relationnel R ↣ A1...An
dans Σ−Rel un sous-objet MR↣M(A1, ..., An) dans C.

2. les Σ-structures dans C sont les objets d'une catégorie Σ−Str(C) dont
les morphismes sont les homomorphismes de Σ-structures. Un tel ho-
momorphisme h :M → N est spéci�é par une collection de morphismes

1. Le lecteur est invité, pour cette dé�nition, à se reporter à l'annexe 1
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hA : MA→ NA dans C indexée par les sortes de Σ et satisfaisant les
deux conditions suivantes :
� pour chaque symbole de fonction f : A1...An → B dans Σ − Fun,

le diagramme suivant commute :

M(A1...An)
Mf //

hA1
×...×hAn

��

MB

hB
��

N(A1...An)
Nf

// NB

� pour chaque symbole relationnel R↣ A1...An dans Σ−Rel, il y a
un diagramme commutatif dans C de la forme

MR // //

��

M(A1...An)

hA1
×...×hAn

��
NR // // N(A1...An)

Cette interprétation s'étend aux termes formulés dans Σ :

Dé�nition 42 Soit M une Σ-structure dans une catégorie C avec produits
�nis, étant donné un terme-en-contexte {−→x .t} sur Σ, où −→x = (xA1

1 , ..., xAn
n )

et t : B, on dé�nit inductivement une �èche

[[−→x .t]]M :MA1 × ...×MAn →MB

dans C de la façon suivante :
� si t est une variable, alors il est nécessairement un xi pour un unique

i ∈ {1, ..., n}, et on pose [[−→x .t]]M égale à la i-ième projection du
produit

πi :MA1 × ...×MAn →MAi

� si t est f(t1, ..., tn), où ti : Ci, alors [[−→x .t]]M est égal à la composée

MA1 × ...×MAn
<[[−→x .t1]]M ,...,[[−→x .tm]]M>//MC1 × ...×MCm

Mf //MB

A�n d'interpréter les formules du premier ordre dans une catégorie C, il
est nécessaire que la catégorie C présente une certaine forme de structure
catégorique, permettant d'interpréter les connecteurs et les quanti�cateurs
présents dans la formule. Ainsi par exemple, pour interpréter les conjonctions
�nies, on doit pouvoir former dans C les pullbacks. Cela conduit à une hié-
rarchie de types de catégories (ou � doctrines �), de plus en plus structurées.

Dé�nition 43 Une catégorie cartésienne est une catégorie avec les limites
�nies.
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Dans les catégories cartésiennes, on pourra interpréter les formules ato-
miques et leurs conjonctions �nies.

Dé�nition 44 1. étant donné deux monomorphismes m1 : a1 ↣ c et
m2 : a2↣ c d'une objet c d'une catégorie C, on dira que m1 se factorise
par m2 s'il existe un unique morphisme r : a1 → a2 dans C tel que
m2 ◦ r = m1. Cela dé�nit une relation de préordre ⩽ sur la collection
SubC(c) des sous-objets d'un objet donné c ;

2. on dit qu'une catégorie cartésienne C a des images si pour tout mor-
phisme f de C il existe un sous-objet Im(f) de Cod(f), appelé l'image
de f , qui est le plus petit, pour la relation de préordre ⩽, sous-objet de
Cod(f) par lequel f se factorise ;

3. une catégorie régulière est une catégorie cartésienne qui a des images
qui sont stables par pullbacks.

Ces dé�nitions peuvent sembler peu intuitives, mais elles reposent sur
une forme de routine, comme le précise O. Caramello :

� The process by which these classes of categories are de�ned
is quite canonical : �rst one looks at the set-theoretic structure
needed to interpret the connective and quanti�ers occuring in the
given fragment, then one proceeds to characterize it in categorical
terms, and �nally one uses the resulting categorical structure for
interpreting the given fragment of logic. � ([31], 30)

Dé�nition 45 Une catégorie cohérente est une catégorie régulière C dans
laquelle tout treillis de sous-objets a des unions �nies qui sont stables par
pullbacks.

Dé�nition 46 1. une catégorie C est dite well-powered si tous les pré-
ordres SubC(a), pour a un objet quelconque de C, sont équivalents à
une petite catégorie ;

2. une catégorie géométrique est une catégorie régulière well-powered, dont
les treillis de sous-objets ont des unions arbitraires qui sont stables par
pullback.

Dé�nition 47 Une catégorie de Heyting est une catégorie cohérente C telle
que pour toute �èche f : a→ b dans C, le foncteur de pullback f∗ : SubC(b)→
SubC(a) a un adjoint à droite ∀f : SubC(a) → SubC(b) (en plus de l'adjoint
à gauche ∃f : SubC(a) → SubC(b) qui existe par dé�nition des catégories
régulières).

On notera que tous les treillis de sous-objets d'une catégorie de Heyting
sont des algèbres de Heyting.
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Dé�nition 48 une catégorie cohérente C est dite booléenne, si tout sous-
objet m : a ↣ c dans C est complémenté, au sens où il existe un unique
sous-objet n de c tel que m ∪ n = 1c et m ∩ n = 0c.

On a alors un résultat essentiel pour la suite des analyses :

Théorème 13 Tout topos de Grothendieck est une catégorie géométrique.

Avec ces catégories structurées, on peut alors construire l'interprétation
des formules du premier-ordre dans les catégories. Soit M une Σ-structure
dans une catégorie cartésienne C. Une formule-en-contexte {−→x .ϕ} sur Σ (où
−→x = x1, ..., xn et xi : Ai) sera interprétée comme un sous-objet [[−→x .ϕ]]M ↣
MA1 × ...×MAn selon les règles inductives suivantes :

1. si ϕ(−→x ) estR(t1, ...tm) oùR est un symbole de relation de typeB1, ..., Bm,
alors [[−→x .ϕ]]M est le pullback

[[−→x .ϕ]]M //
��

��

MR��

��
MA1 × ...×MAn

<[[−→x .t1]]M ,...,[[−→x .tm]]M>//MB1 × ...×MBm

2. si ϕ(−→x ) est (s = t), où s et t sont des termes de type B, alors [[−→x .ϕ]]M
est l'égaliseur des deux morphismes [[−→x .s]]M , [[−→x .t]]M : MA1 × ... ×
MAn →MB ;

3. si ϕ(−→x ) est ⊤ alors [[−→x .ϕ]]M est le plus grand élément de SubC(MA1×
...×MAn) ;

4. si ϕ est ψ ∧ χ, alors [[−→x .ϕ]]M est l'intersection (i.e. pullback)

[[−→x .ϕ]]M // //
��

��

[[−→x .χ]]M��

��
[[−→x .ψ]]M // //MA1 × ...×MAn

5. si ϕ(−→x ) est ⊥ et C est une catégorie cohérente, alors [[−→x .ϕ]]M est le
plus petit élément de SubC(MA1 × ...×MAn) ;

6. si ϕ est ψ∨χ et C est une catégorie cohérente, alors [[−→x .ϕ]]M est l'union
des sous-objets [[−→x .ψ]]M et [[−→x .χ]]M ;

7. si ϕ est ψ ⇒ χ et C est une catégorie de Heyting, alors [[−→x .ϕ]]M est l'im-
plication [[−→x .ψ]]M ⇒ [[−→x .χ]]M dans l'algèbre de Heyting SubC(MA1×
...×MAn) (de la même façon, ¬ψ est interprété comme le pseudocom-
plément de [[−→x .ψ]]M ) ;



158 CHAPITRE 5. THÉORIE CATÉGORIQUE DES MODÈLES

8. si ϕ est (∃y)ψ où y est de sorte B et C est une catégorie régulière, alors
[[−→x .ϕ]]M est l'image de la composée

[[−→x .ψ]]M //MA1 × ...×MAn ×MB
π //MA1 × ...×MAn

où π est la projection du produit sur les n premiers facteurs ;

9. si ϕ est (∀y)ψ où y est de sorte B et C est une catégorie de Heyting,
alors [[−→x .ϕ]]M est ∀π([[−→x .ψ]]M ), où π est le même morphisme que
précédemment ;

10. si ϕ est
∨
i∈I
ϕi et C est une catégorie géométrique, alors [[−→x .ϕ]]M est

l'union des sous-objets [[−→x .ϕi]]M ;

11. si ϕ est
∧
i∈I
ϕi et C a des intersections arbitraires de sous-objets, alors

[[−→x .ϕ]]M est l'intersection des sous-objets [[−→x .ϕi]]M .

On notera ainsi une di�érence fondamentale entre les termes, qui se-
ront interprétés comme des morphismes, et les formules qui sont interprétées
comme des objets.

Une di�culté se présente alors ([115], 823) : toutes les formules n'ont pas
une interprétation � naturelle � relativement à des homomorphismes arbi-
traires entre Σ-structures. On dira tout d'abord que, siM est une Σ-structure
dans une catégorie cartésienne C, une formule-en-contexte {−→x .ϕ} sur Σ (où
−→x = x1, ..., xn et xi : Ai) est � interprétable dans C � s'il existe dans C un
sous-objet [[−→x .ϕ]]M ↣ MA1 × ... ×MAn respectant les règles inductives
précédentes. On ne peut alors avoir, au mieux, que le résultat suivant :

Lemme 1 Soit C une catégorie au moins cartésienne, soit h : M → N un
homomorphisme de Σ-structures dans C, et soit −→x .ϕ une formule-en-contexte
qui est à la fois géométrique et interprétable dans C. On a alors le diagramme
commutatif suivant :

[[−→x .ϕ]]M // //

��

M(A1, ..., An)

hA1
×...×hAn

��
[[−→x .ϕ]]N // // N(A1, ..., An)

Selon P. Johnstone, cette di�culté tient au fait que l'implication ne pré-
serve pas l'ordre sur sa première variable, autrement dit si X1 ⩽ Y1 et
X2 ⩽ Y2, dans un treillis de sous-objet dans une catégorie de Heyting, cela
n'implique pas nécessairement que (X1 ⇒ X2) ⩽ (Y1 ⇒ Y2). Le même pro-
blème se présente pour la négation et le quanti�cateur universel. Il est donc
nécessaire de préciser la notion de morphisme si l'on souhaite établir un lien
avec la théorie des modèles usuelle.
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Dé�nition 49 1. on appellera un homomorphisme h : M → N de Σ-
structure dans une catégorie de Heyting un morphisme élémentaire si,
pour toute formule-en-contexte du premier ordre −→x .ϕ sur Σ, on a le
diagramme commutatif

[[−→x .ϕ]]M // //

��

M(A1, ..., An)

hA1
×...×hAn

��
[[−→x .ϕ]]N // // N(A1, ..., An)

2. on appellera h un plongement élémentaire si ce diagramme non seule-
ment commute, mais est un pullback pour toute formule-en-contexte du
premier ordre ;

3. on appellera h un plongement (ou on dira que M est sous-structure
de N) si le carré ci-dessus est un pullback pour toutes les formules
atomiques (incluant l'égalité).

Muni de ces dé�nitions, on peut alors dé�nir formellement la satisfaction
d'un axiome dans une structure :

Dé�nition 50 Soit M une Σ-structure dans une catégorie C,
1. Si σ = (ϕ ⊢ −→x ψ) est un séquent sur Σ interprétable dans C, on dira

que σ est satisfait dans M (noté M |= σ) si [[−→x .ϕ]]M ⩽ [[−→x .ψ]]M dans
SubC(M(A1, ..., An)) ;

2. si T est une théorie sur Σ interprétable dans C, on dira que M est un
modèle est un modèle de T (noté M |= T) si tous les axiomes de T
sont satisfaits dans M ;

3. on écrit T−Mod(C) pour la sous-catégorie pleine de Σ−Struc(C) dont
les objets sont les modèles de T, et T−Mod(C)e pour la sous-catégorie
non-pleine avec les mêmes objets mais seulement les morphismes élé-
mentaires.

On peut donner quelques exemples concrets de cette démarche :

1. un groupe topologique peut être vu comme un modèle de la théorie
algébrique des groupes dans la catégorie des espaces topologiques ;

2. un groupe algébrique (resp. de Lie) est un modèle de la théorie al-
gébrique des groupes dans la catégorie des variétés algébriques (resp.
dans la catégories des variétés lisses) ;

3. un faisceau d'anneau sur un espace topologique X peut être vu comme
un modèle de la théorie des anneaux dans le topos Sh(X) des faisceaux
sur X.

On peut alors démontrer un résultat indispensable au développement de
la théorie des modèles : un théorème d'adéquation.
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Théorème 14 Soit T une théorie de Horn (resp. régulière, cohérente, intui-
tionniste, classique, géométrique) sur une signature Σ, et soit M un modèle
de T dans une catégorie cartésienne (resp. régulière, cohérente, de Heyting,
cohérente booléenne, géométrique) C,

si σ est un séquent (dans le fragment approprié du langage de premier
ordre sur Σ) qui est prouvable dans T, alors M |= σ.

On trouvera une preuve par exemple dans ([115], 832).
Ces dé�nitions et ces résultats permettent par ailleurs d'introduire un

résultat � syntaxique � important, qui articule les théories mathématiques
� usuelles � et les théories telles que les étudie en général la théorie catégo-
rique des modèles, et la complétude conceptuelle forte en particulier :

Théorème 15 Soit T une théorie du premier ordre sur une signature Σ.
Alors il existe une signature Σ′ contenant Σ, et une théorie cohérente T′ sur
Σ′, telle que pour toute catégorie cohérente booléenne C on a

T−Mod(C)e ≃ T′ −Mod(C)

La théorie T′ est parfois appelée la Morleyization de T.

On trouvera une preuve de ce résultat dans ([115], 859-860). Ainsi, la
restriction du résultat de Makkai au fragment cohérent n'empêche en rien son
application aux théories mathématiques � usuelles �, via la Morleyization.

P. Johnstone résume en ces termes les premières étapes de la théorie
catégorique des modèles :

� The de�nitions [...] provide an extremely useful tool for construc-
ting objects and morphisms with prescribed properties in a given
category C. Starting with (a structure for) a signature wich names
some 'basic' objects and morphisms of C, we can use the terms
and formulae over this signature to name more complicated ob-
jects and morphisms via the categorical semantics. �

([115], 828)
On voit ainsi ce qui sépare la perspective ouverte par la théorie caté-

gorique des modèles de la sémantique fonctorielle de Lawvere étudiée au
chapitre 2. En e�et, le résultat principal semble identique, à savoir munir les
objets d'une catégorie d'une structure, dans la �liation des travaux de Hilton
et Eckmann sur la structure de groupe. Mais la méthode mise en ÷uvre est
bien distincte. Alors que Lawvere dans sa thèse met l'accent sur la recherche
d'un invariant des présentations, reprenant ainsi un programme de recherche
ouvert par l'algèbre universelle et que l'on retrouve jusque dans les travaux
de Roisin sur le premier ordre, la théorie catégorique des modèles commence
par se donner une signature Σ, à partir de laquelle elle élabore d'une part
une syntaxe, c'est-à-dire un ensemble de formules, et d'autre part une séman-
tique, sous la forme des Σ-structures. La notion de langage formel reste donc
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centrale dans cette nouvelle approche. Par ailleurs, alors que dans le cadre
des travaux de Lawvere les théories deviennent des catégories et les modèles
des foncteurs, dans le cadre de la théorie catégorique des modèles ces derniers
restent des objets (certes généralisés au-delà de la catégorie des ensembles).
Il ne s'agit dès lors pas dans ce cadre d'une sémantique fonctorielle.

En réalité cependant, les deux trajectoires, semblent converger, comme
le souligne P. Johnstone dans [115]. Après avoir posé la dé�nition suivante :

Dé�nition 51 Soient T et T′ deux théories sur la même signature Σ. On
dira que T et T′ sont équivalentes si tout axiome de T′ est prouvable (dans
le fragment du premier ordre approprié) dans T, et réciproquement.

Johnstone précise :

� Note, however, that our notion of equivalence is still signature-
dependent : we cannot say, for example, that the theory of Boo-
lean algebras (that is, complemented distributive lattices) is equi-
valent to the theory of Boolean rings (that is, rings in which
every element x satis�es x2 = x), because they are written over
di�erent signatures. Later on, we shall introduce the weaker no-
tion of 'Morita equivalence' which frees our theories from this
dependence on a particular signature. � ([115], 835)

On voit apparaître, dans cette remarque de Johnstone et les notions qu'il
y introduit, ce même projet, déjà présent chez Lawvere, de dépasser les di�-
cultés posées par la dépendance des structures au langage. Il semblerait ainsi
également possible, dans le cadre de la théorie catégorique des modèles, de
ressaisir cette � formalism-freeness � que visait J. Kennedy [121] en introduc-
tion. Mais pour ce faire, il est nécessaire d'introduire une nouvelle notion :
les catégories syntaxiques.

Les catégories syntaxiques

Historiquement, la notion de catégorie syntaxique est introduite en 1973
[53] par Jean Dionne dans sa thèse de master sous la direction de Gonzalo
Reyes (voir [173]). La procédure de construction d'une catégorie syntaxique
(ou � conceptuelle � dans les termes de Dionne) est la suivante : étant donné
une signature Σ et une théorieT dans Σ, on dé�nit une relation d'équivalence
entre les formules de Σ par

ϕ ∼ ψ ssi T ⊢ (∀x1)...(∀xn)(ϕ⇔ ψ)

où x1, ..., xn sont les variables libres de ϕ et ψ. Les classes d'équivalence de
formules sont alors les objets de la catégorie syntaxique, dont les morphismes
sont les classes d'équivalence de relations fonctionnelles dé�nissables sur la
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signature. Ainsi une �èche entre deux objets [ϕ(−→x )] et [ψ(−→y )] sera représen-
tée par une formule fonctionnelle α(−→x ,−→y ) ; plus exactement [α(−→x ,−→y )] sera
un morphisme [ϕ(−→x )]→ [ψ(−→y )] si et seulement si

T ⊢ (∀−→x )(ϕ(−→x )⇒ (∃!−→y ) ∧ α(−→x ,−→y ))

où ϕ(−→x ), ψ(−→y ) et α(−→x ,−→y ) sont n'importe quel représentant de [ϕ(−→x )],
[ψ(−→y )] et [α(−→x ,−→y )] respectivement.

Pour Jean Dionne, les avantages de cette construction sont multiples :
d'une part,

� ainsi munis d'une structure de catégorie conceptuelle, notre
langage et notre théorie forment un objet d'étude plus simple et
surtout plus complet, en ce sens que l'on peut maintenant étudier
un nombre beaucoup plus grand de rapports entre les concepts.
Auparavant, nous étions limités aux relations inclusives ou, si
l'on préfère, implicatives, alors que maintenant, toute relation
fonctionnelle devient immédiatement accessible à la fois comme
objet et comme morphisme de notre catégorie. Si nous admettons
mieux connaître un concept à mesure que nous découvrons ses
rapports avec les autres, l'avantage de notre construction devient
évident � ([53], 3)

et d'autre part,

� la théorie des modèles sera justement un autre exemple des
simpli�cations apportées par les catégories conceptuelles. Jusqu'à
maintenant on ne s'intéressait le plus souvent, pour les modèles,
qu'à la théorie des ensembles ; or plusieurs théories parfaitement
consistantes n'ont aucune réalisation ensembliste. �([53], 4)

Pour illustrer son propos, Dionne mentionne un exemple de Ryll-Nardziewski
alors inédit d'une théorie T de Lω1,ω qui est complète et telle que tout sous-
ensemble dénombrable d'énoncés de T a un modèle dans les ensembles alors
que la théorie elle n'en possède pas. Dionne conclut ses travaux en indiquant
que sa construction des catégories syntaxiques o�re :

� l'avantage de nous permettre maintenant de travailler sans uti-
liser les axiomes, les règles d'inférence, les démonstrations for-
melles et le reste. Nous pouvons même oublier les variables, les-
quelles se sont toujours avérées fort di�ciles à manier. Passant
aux catégories, nous pouvons faire de la logique de façon � abs-
traite � en termes d'objets, de �èches, de foncteurs et de dia-
grammes, ce qui, de tous les avantages mentionnés dans ce tra-
vail, n'est pas le moindre, le logicien étant naturellement plus
intéressé par les concepts que par les indices à donner aux va-
riables. �([53], 110)
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Il serait possible de discuter l'idée selon laquelle les classes d'équivalence
de formules ainsi dé�nies donneraient accès à des � concepts � à proprement
parler. Mais, quoi qu'il en soit, les travaux de Dionne constituent clairement
une première étape de rapprochement avec la sémantique fonctorielle de
Lawvere.

Cette dé�nition des catégories syntaxiques est utilisée par Makkai et
Reyes dans ([74] chapitre 8, �2). Néanmoins, cette notion y est introduite de
façon proprement catégorique, par une propriété universelle. On peut noter
en e�et le fait que M soit un modèle de la théorie T dans une catégorie C
sous la forme M : T→ C. On peut alors formuler le résultat suivant :

Théorème 16 Pour toute théorie cohérente �nitaire T, il y a une catégorie
cohérente CT, avec un CT-modèle MT de T tel que, pour tout modèle M :
T → D, un D-modèle de T pour une catégorie cohérente arbitraire D, on a
un foncteur cohérent I : CT → D tel que le diagramme suivant commute :

T
MT //

M   

CT
I
��
D

où I est unique à isomorphisme près.

Makkai et Reyes commentent ainsi cette caractérisation catégorique des
catégories syntaxiques 2 :

�RT is the result of a usual sort of 'universal construction' that is
quite straightforward, and in fact, essentially determined by the
property of RT itself [...]. Let us point out that there is a close
analogy between the construction of RT and the construction of
the Lindenbaum-Tarski algebra BT of a theory. [...] This is a point
where we can observe how categories provide an algebraization
of logic. Just as cylindric and polyadic algebras are richer than
Boolean algebras, the category RT is a richer structure thant
the Lindenbaum-Tarski algebra, and this makes it able to fully
re�ect the content of the theory T.

[...] For all practical purposes, T and RT are the same. If one
draws the conclusion from this that thereby logic as conceived
traditionnaly has been eliminated in favor of categorical notions,
then one should be reminded that [some theorems] will equally
show that categories (in the � logical � situations at least) can
be eliminated in favor of logic. We think that the main point is
that the present natural identi�cation of logic with categorical

2. Makkai et Reyes n'utilisent pas ici la même terminologie que celle que nous avons
introduite : la catégorie syntaxique associée à une théorie T est notée RT.
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formulation is, at least potentially, useful since it makes possible
relating two vast but so far rather unrelated resources, namely
logical-model theoretical experience and category theoretical ex-
perience. � ([74], 241)

Ainsi, le rapprochement que nous proposons d'opérer dans ces analyses entre
théorie des catégories et théorie des modèles semble pleinement, et formelle-
ment, légitime. C'est sur le plan de la méthode (� for all practical purposes �)
qu'un tel lien prend sens, bien plus que sur des questions fondationnelles.

Par ailleurs, ce lien établi par Makkai et Reyes entre la catégorie syn-
taxique CT et le modèle M0 est également mis en lumière par P. Johnstone
dans ([115], section D1.4). Dans cette perspective la première utilité du mo-
dèle MT, dit � modèle générique �, est de permettre la démonstration du
théorème de complétude :

� One advantage of considering models in general categories, ra-
ther than just in Set, is that the [completeness] theorem has a
particularly simple form : given a theory T, we shall construct
a category CT of the appropriate kind (the syntactic category of
T) containing a particular T-model MT (the generic model of
T) with the property that the sequents valid inMT are precisely
those provable in T. [...]

The basic idea behind the construction of CT is that its objects
are precisely those things which have to be present in any cate-
gory (of the appropriate kind), containing a model of T. More
speci�cally, every object of CT will be the interpretation in MT

of some formula-in-context of the language of T. �([115], 841)

Ces remarques éclairent non seulement la construction du modèle géné-
rique, mais également sa fonction : la généricité de MT peut ainsi être com-
prise comme le fait que tout ce qui est vrai de ce modèle est démontrable. Le
modèle générique, d'une certaine façon, a pour fonction de faire le lien entre
la syntaxe et la sémantique, dans la mesure où ces deux versants semblent
y coïncider. A travers cette notion de modèle générique, apparaît ainsi un
lien entre la sémantique fonctorielle de Lawvere et la théorie catégorique des
modèles.

Le rôle joué par le modèle générique dans la démonstration du théo-
rème de complétude amène à rapprocher cette notion de la construction du
modèle syntaxique proposé par L. Henkin dans le même cadre : ce modèle
syntaxique de Henkin en e�et, de la même façon que le modèle générique
MT, fait coïncider la syntaxe et la sémantique en une même structure. Il est
cependant possible de mettre en lumière ce qui distingue ces deux approches,
et de révèler ainsi, par contraste, ce qui est propre à l'approche catégorique
en théorie des modèles. La construction de Henkin en e�et passe par un
travail sur le langage et, en même temps, sur le domaine d'interprétation :
le langage de départ est en e�et enrichi par un ensemble de � constantes
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témoins � qui, une fois cet ensemble quotienté par une relation d'équivalence
adéquate, va constituer l'univers du modèle syntaxique. Le modèle générique
MT au contraire n'est déterminé que par sa � place � dans la catégorie des
modèles de la théorie (le diagramme commutatif du théorème précédent) :
les � éléments � du modèle générique ne sont aucunement pris en compte.

Cela apparaît en outre dans la construction possible du modèle générique
MT, de la façon suivante ([31], 47 3) :

Dé�nition 52 Soit T une théorie géométrique sur une signature Σ. Le mo-
dèle générique de T dans CT est la structure MT qui associe :

� à une sorte A de Σ l'objet [xA.⊤] où xA est une variable de sorte A ;
� à un symbole de fonction f : A1...An → B le morphisme

[xA1
1 , ..., xAn

n .⊤]
[f(x

A1
1 ,...,xAn

n )=yB ]
// [yB.⊤]

� à un symbole de relation R↣ A1...An le sous-objet

[xA1
1 , ..., xAn

n .R(xA1
1 , ..., xAn

n )]
[R(x

A1
1 ,...,xAn

n )]
// [xA1

1 , ..., xAn
n .⊤]

On a alors le résultat suivant :

Théorème 17 Soit T une théorie géométrique sur une signature Σ,

1. pour toute formule-en-contexte géométrique [−→x .ϕ] sur Σ, son interpré-
tation [[−→x .ϕ]]MT

dans MT est le sous-objet [ϕ] : [−→x .ϕ]↣ [−→x .⊤] ;
2. un séquent géométrique (ϕ ⊢−→x ψ) sur Σ est satisfait dans MT si et

seulement si il est prouvable dans T.

Les théorèmes essentiels concernant les catégories syntaxiques sont alors
les suivants :

Théorème 18 1. pour toute théorie cartésienne T, CT est une catégorie
cartésienne ;

2. pour toute théorie régulière T, CT est une catégorie régulière ;

3. pour toute théorie cohérente T, CT est une catégorie cohérente ;

4. pour toute théorie du premier ordre intuitionniste T, CT est une caté-
gorie de Heyting ;

5. pour toute théorie géométrique T, CT est une catégorie géométrique ;

6. pour toute théorie du premier ordre classique T, CT est une catégorie
cohérente booléenne.

et par ailleurs,

3. O. Caramello, comme P. Johnstone, dé�nit les catégories syntaxiques en utilisant
une autre relation d'équivalence, mais les résultats obtenus sont équivalents.
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Théorème 19 1. pour toute théorie cartésienne T et toute catégorie car-
tésienne D, on a une équivalence de catégories Cart(CT,D) ≃ T −
mod(D) naturelle en D ;

2. pour toute théorie régulière T et toute catégorie régulière D, on a une
équivalence de catégories Reg(CT,D) ≃ T−mod(D) naturelle en D ;

3. pour toute théorie cohérente T et toute catégorie cohérente D, on a une
équivalence de catégories Coh(CT,D) ≃ T−mod(D) naturelle en D ;

4. pour toute théorie géométrique T et toute catégorie géométrique D, on
a une équivalence de catégories Cart(CT,D) ≃ T −mod(D) naturelle
en D ;

5. pour toute théorie du premier ordre �nitaire intuitionniste T et toute
catégorie de Heyting D, on a une équivalence de catégories Heyt(CT,D) ≃
T−mode(D) naturelle en D ;

6. pour toute théorie du premier ordre �nitaire classique T et toute caté-
gorie Booléenne D, on a une équivalence de catégories Bool(CT,D) ≃
T−mode(D) naturelle en D.

Ce dernier théorème montre ainsi la convergence entre l'approche de Law-
vere et les catégories syntaxiques de Dionne : in �ne, les modèles sont bien
conçus comme des foncteurs, une fois ramenée la présentation � linguistique �
à une catégorie. Mais qu'en est-il dès du second aspect essentiel de l'approche
de Lawvere, à savoir la recherche d'un invariant des présentations, évoquée
plus haut ?

Ce point est développé par P. Johnstone :

� So, up to equivalence of model categories, cartesian categories
are 'the same thing as' small cartesian categories. This is the ba-
sis of the notion of Morita-equivalence at which we have hinted
earlier : we say that two cartesian theories T et T′ are Morita-
equivalent if their syntactic categories CT et CT′ are equivalent.
By 1.4.7 [le théorème ci-dessus], this is equivalent to saying that
their categories of models in any cartesian category D are equi-
valent, in a fashion which is natural in D. (The term 'Morita-
equivalence' is borrowed from ring theory, where it is used to
described the relation between two rings which says that their
categories of modules are equivalent ; the analogy between mo-
dules over a ring and models of a theory is often a fruitful one.)

In passing, we note the following result about Morita-equivalence,
which shows that (for fragments of logic containing cartesion lo-
gic) there was some redundancy in De�nition 1.1.1, in that we
could have done without either the relation symbols or the func-
tion symbols. �([115], 846)
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(On se souvient que, dans le chapitre 2, Gavin Wraith avait exploité de
façon systématique cette analogue dans le cadre des théories algébrique de
Lawvere).

On a en e�et le résultat suivant, valable pour tout fragment du premier
ordre contenant la logique cartésienne :

Lemme 2 Pour toute théorie cartésienne T, il existe des théories carté-
siennes T′ et T′′, Morita-équivalente à T, telle que la signature de T′ n'a
pas de symbole relationnel, et celle de T′′ n'a pas de symbole fonctionnel.

Pour Johnstone, ce résultat fait donc signe vers une forme d'indépendance
à l'égard du langage : la Morita-équivalence capturerait ainsi le 'contenu'
d'une théorie indépendamment de la signature dans laquelle elle est donnée.

Munis de toutes ces notions et résultats, il est alors possible de démontrer,
de façon presque immédiate, un théorème de complétude :

Théorème 20 Soit T une théorie cartésienne (resp. régulière, cohérente,
géométrique, du premier-ordre) sur une signature Σ. Si un séquent σ car-
tésien (resp. régulier, cohérent, géométrique, de Heyting) est satisfait dans
tous les modèles de T dans des catégories cartésiennes (resp. régulières, co-
hérentes, géométriques, de Heyting), alors il est prouvable dans T.

5.2 Le versant � syntaxique �

5.2.1 De la catégorie syntaxique au topos classi�ant

A�n d'introduire le versant � syntaxique � de la complétude conceptuelle
forte en suivant les travaux de Makkai, la démonstration du théorème rend
nécessaire l'introduction d'un concept essentiel à l'élaboration d'une théorie
catégorique des modèles : le topos classi�ant. Sans rentrer dans les détails
historiques du développement de cette notion (que l'on retrouve dans [116]),
on peut comprendre cette notion comme une généralisation en termes caté-
goriques de la notion topologique d'espace classi�ant, et on trouve dans les
travaux de Makkai et Reyes les premières analyses du topos classi�ant d'une
théorie du premier ordre.

Un exemple d'espace classi�ant

A�n d'illustrer et de motiver l'élaboration de la notion de topos classi-
�ant, il est possible de partir d'un exemple d'espace classi�ant, en contexte
topologique : les groupes de cohomologie.

Ainsi, on dé�nit tout d'abord les n-simplexes standard

∆n = {(t0, t1, ..., tn) ∈ Rn+1 : O ≤ tn ≤ 1Σtn = 1} ⊂ Rn+1
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∆n a pour sommets v0 = (1, 0, ..., 0), v1 = (0, 1, 0, ..., 0),...,vn = (0, 0, ..., 1)
dans Rn+1 et a pour i-ème face

∆n−1(i) = {(t0, t1, ..., tn) : ti = 0}

Dé�nition 53 1. un n-simplexe singulier de l'espace topologique X est
une application continue fi : ∆

n → X ;

2. une n-chaîne singulière est une combinaison linéaire �nie Σnifi où
chaque fi : ∆

n → X est un n-simplexe singulier, avec ni pris dans un
groupe abélien G ;

3. le groupe des n-chaînes singulières Cn(X;G) est un groupe abélien libre
engendré par tous les n-simplexes singuliers de X ;

4. l'homomorphisme de bord ∂ est dé�ni par

∂ : Cn(X;G)→ Cn−1(X;G), f 7→ Σni=0(−1)ei(f)

où ei est donné par ei(f)) = f|∆n−1(i), restriction de f à la i-ième face
de ∆n

On peut alors dé�nir la cohomologie singulière à proprement parler :

Dé�nition 54 1. Etant donné un espace topologique X et un groupe abé-
lien π, le groupe de cochaînes singulières Cn(X;π) à coe�cients dans π
est dé�ni comme le groupe dual donné par Cn(X;π) = Hom(Cn(X;π), π)
du groupe de chaînes singulières Cn(X;π) ;

2. étant donné une cochaîne α ∈ Cn(X;π), α est un homomorphisme de
groupe Cn(X;π)→ π. L'application de cobord δ : Cn+1 → π est dé�nie
par δ(α) : α ◦ ∂ qui est l'application composée

Cn+1(X;π)
∂ // Cn(X;π)

α // π

3. le groupe de cohomologie Hn(X;π) avec ses coe�cients dans le groupe
abélien π est dé�ni comme le groupe quotient kerδ/Imδ à Cn(X;π)
dans le complexe de cochaînes

... Cn+1(X;π)oo Cn(X;π)
δn
oo Cn−1(X;π)

δn−1
oo ...oo C0(X;π)oo 0oo

Pour un espace topologique X le groupe de cohomologie singulière de di-
mension n à coe�cients dans un groupe abélien π , Hn(X;π), est donc dé�ni
pour tout entier naturel n. C'est un foncteur covariant sur π et contravariant
sur X. De plus deux applications continues f, g : X → Y qui sont homotopes
(f ≃ g) induisent un unique homomorphisme de groupe de cohomologie

f ≃ g ⇒ f∗ = g∗ : Hn(Y, π)→ Hn(X,π)
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Il y a en particulier un espace topologique K(π, n) qui a pour groupe de
cohomologie Hn(K(π, n), π) isomorphe à Hom(π, π). Cet isomorphisme en-
voie une classe de cohomologie γn en dimension n sur l'homomorphisme de
groupe identité π → π. Il a la propriété suivante : pour toute classe de co-
homologie de dimension n cn ∈ Hn(X,π) dans un espace paracompact X,
il existe une application continue f : X → K(π, n) avec f∗γn = cn, et cette
application est unique à homotopie près. Ainsi, si [X,Y ] est l'ensemble des
classes d'homotopie d'applications continues X → Y , on a une bijection

θX : Hn(X,π)→ [X,K(π, n)]

cn 7→ f : X → K(π, n)

avec f∗γn = cn. Cette bijection est naturelle en X et π et détermine la classe
universelle comme la préimage de l'application identité de K(π, n).

K(π, n) est l'espace classi�ant pour la cohomologie, ou espace d'Eilenberg-
Mac Lane. On trouvera dans ([2], 409-413), di�érentes constructions de l'es-
pace d'Eilenberg-Mac Lane. On trouvera également dans ([133], 423-434)
d'autres exemples d'espaces classi�ants.

Les topos de Grothendieck

La reformulation catégorique de la notion d'espace classi�ant suppose
l'introduction des topos de Grothendieck, dont les topos classi�ants sont des
exemples.

On peut dé�nir, dans une catégorie C donnée, la notion de crible :

Dé�nition 55 Soit C une catégorie et X un objet de C. Un crible sur X est
une collection de �èches de cible X qui est stable par composition à droite,
c'est-à-dire qui est telle que pour toute �èche f de la collection, les �èches de
la forme f ◦ g sont encore dans la collection. Pour toute �èche f : Z → X,
le crible principal associé à f est la collection, notée < f >, des �èches de la
forme f ◦ g. Le crible maximal sur X est le crible principal < 1X > associé
à l'identité de X, c'est-à-dire la collection de toutes les �èches de cible X.

A partir de la notion de crible, on peut alors introduire celle de topologie
de Grothendieck sur une catégorie :

Dé�nition 56 Soit C une petite catégorie, et pour chaque objet U de C, soit
J(U) un ensemble de cribles sur U . La famille d'ensembles (J(U))U∈Ob(C)
est appelée une topologie de Grothendieck sur C si :

1. pour chaque objet U le crible maximal sur U appartient J(U) ;

2. (stabilité) pour toute �èche f : U ′ → U , et tout crible sur U γ ∈ J(U),
on a f∗(γ) ∈ J(U ′) ;
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3. (transitivité) pour tout γ ∈ J(U) et tout crible δ sur U tel que pour
toute �èchef : V → U de γ, f∗(δ) ∈ J(V ), on a δ ∈ J(U).

Le couple (C, J) est appelé un site. Les éléments de J(U) sont appelés les
cribles couvrants (sous-entendu : couvrant U).

Il est alors possible d'introduire les notions essentielles :

Dé�nition 57 Soit (C, J) un site :

1. un préfaisceau d'ensembles sur C est un foncteur P : Cop → Ens ;

2. un faisceau sur (C, J) (ou J-faisceau sur C) est un préfaisceau P :
Cop → Ens tel que pour tout crible J-couvrant S ∈ J(c) et toute famille
{xf ∈ P (dom(f))|f ∈ S} tel que P (g)(xf ) = xf◦g pour tout f ∈ S et
toute �èche g de C composable avec f , il existe un unique élément
x ∈ P (c) tel que xf = P (f)(x) pour tout f ∈ S ;

3. la catégorie Sh(C, J) des faisceaux sur (C, J) a pour objets les faisceaux
sur (C, J) et comme �èches les transformations naturelles entre eux ;

4. un topos de Grothendieck est une catégorie équivalente à une catégorie
Sh(C, J) de faisceaux sur un petit site (C, J) ;

5. un site de dé�nition pour un topos de Grothendieck E est un petit site
tel que E ≃ Sh(C, J).

On peut dé�nir deux types de morphismes entre topos : les morphismes
géométriques et les morphismes logiques. La théorie des topos classi�ants
implique de dé�nir le premier type de morphisme.

Dé�nition 58 1. un morphisme géométrique de topos f : F → E est
une paire de foncteurs adjoints f∗ : F → E et f∗ : E → F , appelés
respectivement l'image directe et l'image inverse de f , tels que l'adjoint
à gauche f∗ préserve les limites �nies (f∗ préserve nécessairement les
colimites car il a un adjoint à droite, tandis que f∗ préserve toujours
les limites) ;

2. une transformation géométrique α : f → g entre deux morphismes
géométriques f, g : F → E est une transformation naturelle f∗ → g∗.

On peut alors introduire la notion de topos classi�ant (on reprendra ici
la présentation de MacLane et Moerdijk dans ([133], 435).

Si (informellement) on rassemble les axiomes caractérisant un certain
type de structure (comme les anneaux) dans une � théorieT, et qu'on appelle
ces structures M dans la catégorie E des T-modèles dans E , on peut former
Mod(E ,T) la catégorie de ces modèles dans E . De plus, on suppose que le
morphisme image inverse d'un morphisme géométrique f : F → E sur les
ensembles envoie tout T-modèle dans E vers un T-modèle f∗(M) dans F ,
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de sorte que Mod(E ,T) pour toute théorie T sera un foncteur contravariant
de E .

Un topos classi�ant pour des T-modèles est alors un topos B(T) sur les
ensembles ayant la propriété que pour tout topos ayant toutes les colimites
E on a une équivalence de catégories

cE :Mod(E ,T) ≃ Geom(E ,B(T))

qui est naturelle en E . Cette condition de naturalité signi�e que le diagramme
suivant commute :

Mod(E ,T)
cE //

f∗

��

Geom(E ,B(T))

Geom(f,B(T))
��

Mod(F ,T) cF
// Geom(F ,B(T))

Il suit par ailleurs de cette � dé�nition � informelle qu'il existe un T-
modèle universel ou générique MT dans B(T), plus exactement le modèle
correspondant à l'identité sur B(T) pour l'équivalence cB(T). Ce T-modèle
MT a la propriété caractéristique suivante : pour tout topos E et tout T-
modèleM dans E , il existe un morphisme géométrique f : E → B(T) (unique
à isomorphisme près), tel que M ≃ f∗(MT).

Exemples de topos classi�ants

Pour illustrer cette � dé�nition �, on peut prendre di�érents exemples de
topos classi�ants (on trouvera dans [133] les démonstrations de ces résultats).

Le classi�ant des objets Soit Fin la catégorie des ensembles �nis,EnsFin

est un topos de Grothendieck, que l'on notera S[U ]. On a par ailleurs un
foncteur d'inclusion Fin↣ Ens que l'on notera U .

On a alors le résultat suivant : pour tout topos cocomplet E , on a une
équivalence de catégories entre les objets de E et les morphismes E → S[U ]
naturelle en E

cE : E → Hom(E , S[U ])

qui envoie un objet de E sur son morphisme géométrique � caractéristique �.
EnsFin est donc le topos classi�ant des objets de E et le modèle générique

est le morphisme identité S[U ] → S[U ], à savoir le foncteur d'inclusion U :
Fin→ Ens.

Le classi�ant des anneaux De façon générale si C est une catégorie
avec limites �nies, un objet-anneau de C est un objet R de C équipé des
morphismes
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1
0 //

1
// R R×R

·
oo

+oo

dans C pour lesquels les identités usuelles des anneaux commutatifs sont va-
lides. Ainsi par exemple, un objet anneau dans Ens est un anneau ordinaire,
un anneau dans Sh(X) est un faisceau d'anneaux sur X. Pour tout topos E ,
on a une catégorie Ring(E). Cette catégorie admet un topos classi�ant, au-
trement dit pour tout topos cocomplet E , il existe un topos R avec un objet-
anneau R tel qu'on ait une équivalence de catégories Ring(E) ≃ Hom(E ,R)
naturelle en E .

On dira qu'un anneau est �niment présenté s'il est isomorphe à un anneau
de la forme Z[X1, ..., Xn]/(P1, ..., Pk) où les Pi sont des polynômes sur les
indéterminées X1, ..., Xn. On a alors une catégorie (fp− rings) des anneaux
�niment présentés.

Le topos de préfaisceaux Ens(fp−rings) est le topos classi�ant R recher-
ché, et l'anneau générique R est le foncteur d'inclusion de (fp− rings) dans
la catégorie des anneaux.

Le classi�ant des ordres linéaires Dans un topos E quelconque, on peut
dé�nir sur un objet de E un ordre linéaire : un ordre est alors un objet I de
E , avec un sous-objet ≤↣ I × I et deux � éléments globaux � b, t : 1 ⇒ I
tels que les énoncés suivants du langage de Bénabou-Mitchell soient valides
dans E :

1. ∀x ∈ I(x ≤ x)
2. ∀x, y, z ∈ I(x ≤ y ∧ y ≤ z ⇒ x ≤ z)
3. ∀x, y ∈ I(x ≤ y ∧ y ≤ x⇒ x = y)

4. ∀x ∈ I(b ≤ x ∧ x ≤ t)
5. ¬(b = t)

6. ∀x, y ∈ I(x ≤ y ∨ y ≤ x)
Les objets-ordres dans E forment une catégorie Ord(E).
On dé�nit par ailleurs, comme on le fait en homologie, la catégorie sim-

pliciale ∆ ayant pour objets tous les ensembles non-vides �nis ordonnés de
la forme [n] = {0, 1, 2, ..., n} avec 0 ≤ n, et pour morphismes α : [n] → [m]
les fonctions croissantes. On dé�nit alors un ensemble simplicial comme un
foncteur S : ∆op → Ens.

La catégorie des ensembles simpliciaux Ssets est donc la catégorie de
foncteurs Ens∆

op
et tout nombre entier naturel m détermine un foncteur

représentable y[m] : Hom∆(. . . , [m]) qui est un ensemble simplicial. On a
alors le résultat suivant :

Théorème 21 Le topos Ssets des ensembles simpliciaux est un topos clas-
si�ant pour les ordres, avec comme ordre générique G = Hom∆(. . . , [1]).
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Autrement dit, pour un topos cocomplet E, on a une équivalence de catégo-
ries Ord(E) ≃ Hom(E , Ssets) naturelle en E.

Cette équivalence associe à un ordre I ∈ E le morphisme géométrique
E → Ssets dont le foncteur image inverse est le foncteur de réalisation
géométrique | . . . |I : Ssets → E et le foncteur image directe est le foncteur
de complexe singulier SI : E → Ssets.

Ces di�érents exemples montrent que la notion de topos classi�ant per-
met l'uni�cation de constructions très di�érentes : une généralisation de la
notion ensembliste de � fonction caractéristique � d'une part, un outil de dé-
passement des structures algébriques �niment présentées vers les structures
en général d'autre part, et en�n un rapprochement entre des concepts en
première analyse distants, comme les ordres linéaires et les ensembles sim-
pliciaux. Mais c'est en étant rapporté à une théorie du premier ordre que les
topos classi�ants apparaissent essentiels.

Le topos classi�ant d'une théorie du premier ordre

On a vu que tout topos de Grothendieck est une catégorie géométrique.
De ce fait, le fragment de la logique du premier ordre qui sera majoritaire-
ment utilisé, lorsqu'il s'agira d'appliquer la notion de topos classi�ant, sera
la logique géométrique, telle qu'elle a été dé�nie plus haut. Cela ne constitue
cependant nullement une limitation, et les résultats obtenus dans le cadre
de la théorie des topos de Grothendieck conserve une pertinence pour les
mathématiques usuelles.

C'est ce que rappelle O. Caramello :

�Whilst the notion of geometric theory might seem quite restric-
tive at �rst sight, it turns out that most of the (�st-order) theories
naturally arising in mathematics have a geometric axiomatization
(over their signature). Also, the possibility of employing in�ni-
tary disjunctions (of an arbitrary cardinality) in the construction
of geometric formulae makes geometric logic particularly expres-
sive and suitable for axiomatizing theories which do not belong
to the realm of classical �rst-order logic (think for example of the
notion of algebraic extension of a given �eld [...]). � ([31], 53)

Ce passage du premier ordre classique à la logique géométrique peut par
exemple s'opérer via la Morleyization vue précédemment, associant à toute
théorie du premier ordre classique une théorie cohérente.

A�n d'associer à une théorie du premier ordre un topos classi�ant, il est
nécessaire de munir la catégorie syntaxique associée à cette théorie d'une
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topologie de Grothendieck, et de construire ainsi un site syntaxique. Ainsi,
si on dé�nit une famille couvrante comme une famille de �èches telle que
l'union de leurs images est le sous-objet maximal, on a :

Dé�nition 59 1. pour une catégorie cohérente C, la topologie cohérente
Jcoh est la topologie de Grothendieck sur C dont les cribles couvrant
sont ceux qui contiennent des familles couvrantes �nies ;

2. pour une catégorie géométrique C, la topologie géométrique Jgeom est
la topologie de Grothendieck sur C dont les cribles couvrants sont ceux
qui contiennent des petites familles couvrantes.

On a alors le résultat suivant :

Théorème 22 1. pour toute théorie cohérente T, le topos Sh(CT, Jcoh)
classi�e T ;

2. pour toute théorie géométrique T, le topos Sh(CT, Jgeom) classi�e T.

On trouvera une preuve de ce résultat dans ([31], 57).
Une théorie du premier ordre, cohérente et géométrique, est donc classi-

�ée par le topos des faisceaux sur le site syntaxique qui lui est associée, et
on peut alors construire, à l'intérieur de ce topos, un modèle universel de la
théorie, tel qu'il a été dé�ni plus haut. On peut alors dé�nir (voir ([31], 56,
Remarque 2.1.5) le topos classi�ant d'une théorie donnée comme un objet
représentant du (pseudo-)foncteur de la catégorie des topos dans la catégorie
des catégories

T−mod : TOPOS → CAT

associant :
� à un topos E la catégorie T−Mod(E) des modèles de T dans E ;
� à un morphisme géométrique f : F → E le foncteur T −Mod(f∗) :

T −Mod(F) → T −Mod(E) envoyant un modèle M de T dans F
vers son image f∗(M).

Cette notion d'objet représentant souligne que le topos classi�ant semble
capturer, pour ainsi dire, le contenu conceptuel d'une théorie, et déterminer
de la même façon que cette dernière l'existence de structures du type ainsi
dé�ni. Par ailleurs, l'existence du modèle générique dans ce topos classi�ant,
dans lequel la syntaxe et la sémantique coïncident, puisque tout ce qui y
est vrai est prouvable, et réciproquement, montre la possibilité qu'o�re ce
contexte catégorique de dépasser la distinction syntaxe-sémantique de façon
� structurale �, sans passer par un travail sur le langage comme dans le cas
du modèle syntaxique de Henkin.

Pour P. Johnstone, la dé�nition du modèle universel dans le contexte des
topos est même l'intérêt principal des topos classi�ants :
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� There is a category CT of the appropriate kind containing a
model of T that is generic, in the sense de�ned here. Since we
are mainly interested in models which live in toposes, it would
be convenient to be able to construct a topos containing a model
of a given theory which is generic amongst models in toposes �
([115], 890).

Le caractère central de ce modèle générique apparaît par ailleurs dans un
résultat énoncé par O. Caramello ([31], 57), selon lequel :

Remarque 1 Par le lemme de Yoneda, si un topos de Grothendieck G contient
un modèle générique d'une théorie géométrique T alors G satisfait la pro-
priété universelle du topos classi�ant de T. Réciproquement, si un topos de
Grothendieck E classi�e une théorie géométrique T, alors E contient un mo-
dèle générique de T.

Mais la notion la plus importante, notamment du point de vue des tech-
niques développées par O. Caramello dans [31] (� toposes as 'bridges' �), est
celle de Morita-équivalence, déjà considérée précédémment ; pour la distin-
guer de la relation de F-Morita-équivalence vue au chapitre 1, nous parlerons
plutôt ici de T-Morita-équivalence ; formellement,

Dé�nition 60 Deux théories géométriques T et T′ sont dites T-Morita-
équivalentes, si elles ont des topos classi�ants équivalents, autrement dit si
pour tout topos de Grothendieck E, il y a une équivalence de catégories

τE : T−mod(E)→ T′ −mod(E)

telle que pour tout morphisme géométrique f : F → E le diagramme suivant
commute (à isomorphisme près) :

T−mod(E) τE //

f∗

��

T′ −mod(E)

f∗

��
T−mod(F) τF

// T′ −mod(F)

De façon générale, selon O. Caramello :

� The notion of Morita-equivalences materializes in many situa-
tions the intuitive feeling of 'looking at the same thing in di�erent
ways', meaning, for instance, describing the same structure(s) in
di�erent languages or constructing a given object in di�erent
ways. �([31], 73)

Il y a donc bien derrière la Morita-équivalence quelque chose comme une
identité sous-jacente à di�érente présentation d'un même concept. Or cette
identité rejoint celle dé�nie en théorie des modèles � classique � par la relation
de bi-interprétabilité. On a en e�et le résultat suivant :
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Théorème 23 Si deux théories T et T′ sont bi-interprétables alors leur
Morleyisation sont Morita-équivalentes.

Bi-interprétabilité et Morita-équivalence ne sont cependant pas stricte-
ment équivalentes, et il est possible de préciser la relation entre ces deux
notions, comme le propose H. Aratake dans [6]. Quoi qu'il en soit, compte
tenu de cette non-équivalence de la relation de Morita-équivalence et de la
bi-interprétabilité, on peut chercher à clari�er ce que capture véritablement
la Morita-équivalence telle que la dé�nit O. Caramello. C'est l'enjeu d'un
résultat de D. Tzementzis démontré dans [242] :

Théorème 24 Deux théories cohérentes T et T ′ sont Morita-équivalentes
au sens de la théorie des topos ssi elles sont F-Morita-équivalentes.

La Morita-équivalence, qu'elle soit dé�nie syntaxiquement ou par les to-
pos classi�ants, désigne donc une seule et même relation d'équivalence, plus
stricte que la bi-interprétabilité. Malgré cette équivalence, O. Caramello pré-
cise néanmoins :

� The view underlying the 'bridge' technique consists in regar-
ding a topos as an object which, together with all its di�erent
representations, embodies a great amount of relationships exis-
ting between the di�erent theories classi�ed by it. Any topos-
theoretic invariant behaves in this context like a 'pair of glasses'
which allows us to discern information which is 'hidden' in a given
Morita-equivalence. Toposes can thus act as 'universal transla-
tors' across di�erent mathematical theories which have the same
'semantic content'. � ([31], 80)

Le problème reste donc de savoir ce qu'il faut entendre précisément par
� contenu sémantique � dans ce cas, par cette � information � conservée par
Morita équivalence.

5.2.2 La complétion de prétopos

Dans tous les cas, il est alors possible de dé�nir la complétion de prétopos,
telle qu'elle est présentée dans [162]. Pour ce faire, il faut introduire la notion
d'objets cohérents d'un topos :

Dé�nition 61 Soit E un topos :

1. un objet X de E est quasi-compact si tout recouvrement (Xi → X)i∈I
(avec la topologie canonique sur E) a un sous-recouvrement �ni (Xi →
X)i∈I′ , avec I

′ ⊂ I �ni ;
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2. un objet X de E est cohérent s'il est quasi-compact et si la condition
suivante est vraie : chaque fois que Q1 et Q2 sont des objets quasi-
compacts dans E et Q1 → X et Q2 → X sont des morphismes quel-
conques de E, alors Q1 ×X Q2 dé�ni par le diagramme suivant

Q1 ×X Q2
//

��

Q2

��
Q1

// X

est quasi-compact ;

3. Coh(E), la catégorie des objets cohérents de E, est la sous-catégorie
pleine de E dont les objets sont les objets cohérents de E.

Le théorème 9.2.2 de [74] montre ainsi que

Théorème 25 Pour tout topos cohérent E, Coh(E) est un prétopos.

Le concept de prétopos, issu des travaux de Grothendieck dans SGA4,
est une notion centrale de l'approche catégorique de la théorie des modèles.
Makkai et Reyes proposent une dé�nition logique et abstraite des prétopos
([74], 122) :

Dé�nition 62 Une prétopos P est une catégorie cohérente ayant en outre
les propriétés suivantes :

1. P a les quotients des relations d'équivalence (i.e. toutes les relations
d'équivalence dans P admettent un quotient dans P ;

2. toute famille �nie d'objets de P a une somme disjointe dans P .

Mais ils montrent que cette dé�nition est équivalente à celle donnée par
Grothendieck dans SGA4 (Exposé VI, 3.11) :

Dé�nition 63 P est un prétopos si c'est une catégorie telle que :

1. P a des limites �nies à gauche ;

2. P a des sommes �nies disjointes stables ;

3. les relations d'équivalence dans P sont e�ectives ;

4. tout épimorphisme dans P est e�ectif et stable ;

5. P est une petite catégorie.

On peut alors dé�nir la complétion de prétopos P (T ) d'une théorie T :

Dé�nition 64 Soit T une théorie cohérente, la complétion de prétopos P (T )
est le prétopos des objets cohérents du topos classi�ant de la théorie T .

Cette dé�nition est présentée au chapitre 9 de l'ouvrage de Makkai et
Reyes [74].
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De la complétion de prétopos à l'élimination des imaginaires

A l'automne 1980, Makkai remarque que le passage d'une théorie à sa
complétion de prétopos correspond à une opération syntaxique élaborée par
Saharon Shelah quelques années auparavant (dans [229]) : le passage d'une
théorie T à la théorie T eq (cette correspondance permet une construction
alternative de la complétion de prétopos (voir [154])).

Il est ainsi possible de noter, avec V. Harnik :

� the very same new mathematical concept came up in two, see-
mingly totally unrelated, pieces of mathematical research [...] The
pretopos completion of the logical category T, identi�ed with T,
is nothing but the logical category Teq which is identi�ed with
the �rst order theory Teq. � ([100], 80)

Shelah propose d'associer à toute théorie T dans un langage du premier
ordre L, une théorie Teq dans un langage Leq. Ce langage est à plusieurs
sortes, même si L est à une seule sorte. Une L-formule ϵ(−→x ,−→y ) avec −→x ,
−→y de sorte (d1, ..., dn) est appelée une formule d'équivalence de T ssi pour

tout modèle M |= T, la relation ϵ(M) ⊂
−→
d (M) ×

−→
d (M) est une relation

d'équivalence. Le langage Leq est une extension de L : il comporte, en plus
des symboles de L, un nouveau symbole de sorte dϵ pour chaque formule
d'équivalence ϵ(−→x ,−→y ), ainsi qu'un symbole fonctionnel fϵ :

−→
d → dϵ.

La théorie Teq est également une extension de T : ses axiomes sont
ceux de T et pour chaque formule d'équivalence ϵ(−→x ,−→y ), on a en outre les
deux axiomes suivants disant que les éléments de dϵ sont en correspondance
biunivoque avec les classes d'équivalence de la relation dé�nie par ϵ(−→x ,−→y )
et que fϵ envoie chaque uplet sur sa classe d'équivalence :

∀z∃−→x fϵ(−→x ) = z

∀−→x ∀−→y (ϵ(−→x ,−→y )⇔ fϵ(
−→x ) = fϵ(

−→y ))

avec z de sorte dϵ.
Etant donné queTeq est une extension deT, tout modèleN |= Teq admet

une restriction à un modèle N0 = N ↾ L |= T. Par conséquent, pour tout
L-énoncé ϕ, si T |= ϕ alors Teq |= ϕ. En outre, tout modèleM |= T admet
une extension canoniqueMeq |= T. L'existence de l'extension canonique des
modèles de T implique que Teq est une extension conservative de T : si ϕ
est un L-énoncé tel que Teq |= ϕ alors on a déjà T |= ϕ.

On notera ici que la correspondance entre la complétion de prétopos et
le passage de T à Teq, mis en évidence par Makkai, n'a rien de mystérieux :
si l'on pense que Teq vise à actualiser les classes d'équivalence virtuellement
suscitées par T dans chacun de ses modèles, et si l'on pense à la condition 1
de la Dé�nition ? ?, la coïncidence apparaît assez naturelle.

V. Harnik met évidence le fait que la construction de Shelah
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� is a very useful device. By skilfully swtiching between T ad
Teq, [Shelah] manages to obtain results pertaining to T, that he
could not obtain otherwise. � ([100], 86)

Pour V. Harnik, l'utilité principale de la eq-construction se situe au ni-
veau des types, notion centrale en théorie des modèles. On rappelle qu'un
type est ainsi dé�ni : Si M est une L-structure, A ⊂ M et b ∈ M , alors le
type de b sur A est la liste des propriétés du premier ordre de b exprimables
dans L auquel on ajoute des constantes individuelles dénotant les éléments
de A. Autrement dit,

tpM(b, A) = {ϕ(x,−→a ) : ϕ(x,−→y ) ∈ L,−→a ∈ A,M |= ϕ[b,−→a ]}

Ainsi,

� Shelah came to the conclusion that the notion of full type in the
given theory is too crude. To remedy this, he sometimes � steps
out of T � and looks at full type in Teq [...] and then return to
the original theory T [...]. Shelah's way is conceptually simpler
and is universally accepted. � ([100], 86-87)

Un des intérêts principaux de la eq-construction est que T et Teq ont
essentiellement les mêmes modèles. V. Harnik utilise le cadre catégorique
pour préciser cette idée : il y a entre les catégories Mod(T) et Mod(Teq une
équivalence de catégories, ce qu'il explicite ainsi :

� if we have an equivalence of categories F : C → D, then the
categories C and D [...] are the same from the point of view of
category theory. Equivalent categories di�er from each other only
in the number of isomorphic copies each object has. �([100], 88).

Cependant, en associant à la théorie T la catégorie syntaxique (au sens
de J. Dionne) T V. Harnik précise ce résultat. On dira tout d'abord qu'une
théorie T1 est une extension de T ssi il existe un foncteur logique au sens de
Makkai et Reyes [74] I : T→ T1. En ce sens Teq est bien une extension de T,
en prenant pour foncteur d'extension I : T→ Teq le foncteur de plongement.
On dira par ailleurs qu'une extension I : T→ T1 est signi�cative ssi I n'est
pas une équivalence de catégories.

Or pour la plupart des théories du premier ordre, le foncteur de plon-
gement I : T → Teq n'est pas une équivalence de catégories. Le passage de
T à Teq est donc une extension signi�cative. Ce n'est que dans de rares cas
que l'on a une équivalence de catégories. On peut alors poser la dé�nition
suivante :

Dé�nition 65 On dira qu'une théorie T admet l'élimination des imagi-
naires ssi le foncteur de plongement I : T → Teq est une équivalence de
catégories.
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Cette notion a été introduite, en termes modèle-théoriques, par Bruno
Poizat dans [207]. Les théories admettant l'élimination des imaginaires existent :
c'est le cas par exemple de toute théorie Teq pour une théorie du premier
ordre quelconque T. On voit ici apparaître un autre rapprochement entre
l'approche catégorique des théories et la théorie des modèles usuelle. Mais
qu'en est-il de la complétion de prétopos ?

On a sur ce point le résultat suivant : si T est une théorie du premier
ordre complète avec des modèles in�nis, alors la complétion de prétopos
dé�nie par Makkai et Reyes de la catégorie T est équivalente à la catégorie
Teq, qui est de façon générale un prétopos lorsque T est une théorie propre
au sens dé�ni par Harnik.

Il y a donc bien une correspondance étroite entre les deux constructions
de Shelah et de Makkai-Reyes. Quelles conclusions peut-on en tirer ?

Du côté catégorique, il apparaît ainsi que la complétion de prétopos est
bien une opération sur le langage et la théorie formelle, malgré l'introduction
des concepts issus de la géométrie algébrique de Grothendieck. Et récipro-
quement, cette correspondance jette une lumière nouvelle sur les opérations
formelles de la théorie des modèles : on peut ainsi en e�et leur donner, en
un sens précis, une portée géométrique.

Cette présentation du versant � syntaxique � de la complétude concep-
tuelle forte a ainsi permis d'introduire les concepts essentiels de la théorie
catégorique des modèles : nous sommes ainsi passés de la théorie du premier
ordre classique à sa Morleyisation cohérente, de là au site syntaxique et à son
topos classi�ant, et en�n à sa complétion de prétopos. Ce parcours a permis
non seulement de mettre en évidence les liens étroits entre l'approche catégo-
rique et la théorie des modèles usuelle, mais également de retrouver sous une
autre forme des questions abordées précédemment dans le cadre des théories
de Lawvere. Ainsi, alors même que la théorie catégorique des modèles accorde
une place centrale au langage, et semble exposée comme la théorie des mo-
dèles usuelle au problème de la sensibilité au langage, on retrouve la question
de l'invariance au niveau des catégories syntaxiques (résultat de Johnstone)
et la question de l'identité du contenu sémantique, cette fois sous les traits
de la Morita-équivalence (travaux de Caramello). C'est donc un même pro-
jet de recherche qui anime cette branche de la logique catégorique et celle
examinée au chapitre 2.
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5.3 Le versant � sémantique �

Nous avons présenté jusqu'ici les concepts catégoriques correspondant à
la dimension syntaxique du théorème de complétude conceptuelle forte. Cette
section sera essentiellement centrée sur l'introduction de la notion d'ultraca-
tégorie, pendant sémantique de la complétion de prétopos. Essentiellement
technique, elle visera à mettre en place les dé�nitions nécessaires à la formu-
lation de la complétude conceptuelle forte de Makkai, et s'appuiera pour cela
non seulement sur l'article de Makkai [162] mais également sur les travaux
de Francisco Marmolejo [170].

5.3.1 Ultra�ltres et ultraproduits

Le théorème de Los (1955) joue un rôle essentiel dans les travaux de Mak-
kai. Il s'agit donc dans un premier temps d'en introduire les éléments essen-
tiels. La notion d'ultraproduit constitue en fait une méthode de construction
de modèles, qui s'enracine dans les travaux de Skolem dès les années 1930.

Soit I un ensemble non-vide, S(I) l'ensemble des sous-ensembles de I.
Un �ltre D sur I est dé�ni comme un ensemble D ⊂ S(I) tel que :

� I ∈ D ;
� si X,Y ∈ D alors X ∩ Y ∈ D ;
� si X ∈ D et X ⊂ Z ⊂ I, alors Z ∈ D.

D est un �ltre propre s'il est di�érent de S(I).
On dira que U est un ultra�ltre sur I ssi D est un �ltre sur I tel que

pour tout X ∈ S(I),

X ∈ D ⇔ ¬((I \X) ∈ D)

On peut alors introduire la notion d'ultraproduit, d'abord sur les en-
sembles, puis sur les modèles. Soit I un ensemble non-vide, D un �ltre propre
sur I, et pour chaque i ∈ I, Ai est un ensemble non vide. Soit C = Πi∈IAi
le produit cartésien de ces ensembles. C est donc l'ensemble des fonctions
f de domaine I telles que pour chaque i ∈ I, f(i) ∈ Ai. Pour deux fonc-
tions f, g ∈ C, on dira que f et g sont D-équivalentes, noté f =D g, ssi
{i ∈ I : f(i) = g(i)} ∈ D. La relation =D est une relation d'équivalence et
on notera fD la classe d'équivalence de f , fD = {g ∈ C : f =D g}.

On dé�nit alors le produit réduit des Ai modulo D comme l'ensemble
des classes d'équivalence de =D, noté ΠDAi. On a donc

ΠDAi = {fD : f ∈ Πi∈IAi}

I est alors l'ensemble index pour ΠDAi.
Dans le cas particulier où D est un ultra�ltre sur I, le produit réduit

ΠDAi est un ultraproduit. Si tous les Ai sont identiques à un même ensemble
A, alors ΠDA est une ultrapuissance de A modulo D.
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On peut alors dé�nir ces notions pour les modèles : soit I un ensemble
non-vide, D un �ltre propre sur I, et pour chaque i ∈ I, soitMi un modèle
pour le langage L. Par convention on pose que dans lesMi les symboles de
relations P sont interprétés par Ri, les symboles fonctionnels F par Gi et les
constantes c par ai.

Le produit réduit ΠDMi est le modèle pour L décrit comme suit :

1. le domaine de ΠDMi est ΠDAi ;

2. soit P un symbole de relation à n places de L. Alors l'interprétation
de P dans ΠDMi est la relation S telle que

S(f1D...f
n
D)ssi{i ∈ I : Ri(f

1(i)...fn(i))} ∈ D

3. soit F un symbole fonctionnel de L à n places. Alors F est interprété
dans ΠDMi par la fonction H donnée par

H(f1D...f
n
D) =< Gi(f

1(i)...fn(i)) : i ∈ I >D

4. soit c une constante de L. Alors c est interprétée par l'élément b ∈
ΠDAi, où b =< ai : i ∈ I >D

On peut alors introduire le théorème de Los, ou Théorème fondamental
des Ultraproduits dans ([36], 217) :

Théorème 26 Soit N l'ultraproduit ΠDMi et soit I l'ensemble index. Alors

1. pour tout terme t(x1...xn) de L et des éléments f1D...f
n
D ∈ N , on a

tN [f1D...f
n
D] =< tMi [f

1(i)...fn(i)] : i ∈ I >D ;

2. étant donné une formule ϕ(x1...xn) de L et des éléments f1D...f
n
D ∈ N

on a N |= ϕ[f1D...f
n
D] ssi {i ∈ I :Mi |= ϕ[f1(i)...fn(i)]} ∈ D ;

3. pour tout énoncé ϕ de L, N |= ϕ ssi {i ∈ I :Mi |= ϕ} ∈ D.

On peut reformuler le théorème de Los en termes de catégories. On notera
que [162] modi�e la terminologie de [74] : les foncteurs � logiques � deviennent
des � foncteurs élémentaires �. On a lors le théorème

Théorème 27 Soit (I,G) un ultra�ltre. Le foncteur ultraproduit ΠG : EnsI →
Ens est élémentaire.

5.3.2 Les ultracatégories et la dualité de Makkai

Soit P un prétopos, vu comme la traduction catégorique d'une théorie du
premier ordre. On considère la catégorie Mod(P ) des modèles ensemblistes
de P , c'est-à-dire des foncteurs préservant la structure � logique � de P vers
Ens. Quelle est la structure catégorique de Mod(P ) ? Par exemple, cette
catégorie n'a pas nécessairement de limite : ainsi pour reprendre un exemple
classique, dans la catégorie des corps, un produit n'est pas un corps. Cepen-
dant, en vertu théorème de Los, on sait queMod(T ) admet les ultraproduits.
La notion de pré-ultracatégorie est conçue pour capturer cette notion. On
s'appuiera ici sur les dé�nitions introduites par Makkai dans [162].
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Les pré-ultracatégories

Dé�nition 66 Une préultracatégorie A est une catégorie A avec un foncteur
[U ]A : AI → A pour tout ultra�ltre (I,U).

On peut alors dé�nir, pour deux préultracatégories A et B, un préultra-
foncteur F : A → B comme un foncteur F : A → B avec un isomorphisme
naturel [U , F ]

AI
[U ]A //

F I

��
[U ,F ]

��

A

F
��

BI

[U ]B

// B

pour tout ultra�ltre (I,U).
Etant donné deux pré-ultrafoncteurs F ,G : A→ B, une pré-ultratransformation

naturelle τ : F → G est une transformation naturelle τ : F → G telle que le
diagramme suivant commute

F ◦ [U ]A //

[U ,F ]

��

G ◦ [U ]A
[U ,G]

��
F ◦ [U ]B // G ◦ [U ]B

On a une 2-catégorie PUC des pré-ultracatégories. Par exemple, si P est
un prétopos, Mod(P ) est une pré-ultracatégorie. La catégorie des ensembles
est également une pré-ultracatégorie.

Ultragraphes et ultramorphismes

Comme le remarque F. Marmolejo ([170], 41), la dé�nition d'un ultra-
produit de modèles ne s'accompagne pas de la dé�nition de morphismes
canoniques vers ou hors de ces objets, comme c'est le cas pour les limites
et colimites usuelles. C'est ce manque que viennent combler les ultramor-
phismes : Makkai remarque ainsi : � An ultramorphism is a 'canonically de-
�ned map between ultraproducts' � ([162], 117). Mais cette notion nécessite
au préalable celle d'ultragraphe.

Dé�nition 67 Un ultragraphe G est un graphe G muni d'une partition Gf∪
Gb des sommets e G et telle que pour tout β ∈ Gb on a un triplet (Iβ,Uβ, gβ)
où (Iβ,Uβ) est un ultra�ltre et gβ : Iβ → Gf une fonction. Les sommets de
Gf sont les sommets libres et les sommets dans Gb sont les sommets liés.

F. Marmolejo remarque que les ultragraphes sont aux ultraproduits ce
que les esquisses limites, qui seront présentée aux chapitre 5, sont aux li-
mites : dans un ultragraphe on veut spéci�er les sommets qui représenteront
l'ultraproduit des autres sommets.
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On peut alors dé�nir la notion d'ultradiagramme, c'est-à-dire un dia-
gramme qui assigne à un sommet lié un ultraproduit des images des sommets
associés au sommet lié.

Dé�nition 68 Etant donné une pré-ultracatégorie A et un ultragraphe G,
un ultradiagramme D : G → A est un diagramme D : G → A avec un
isomorphisme

dβ : D(β)→ ΠIβD(gβ(i))/Uβ

pour tout β ∈ Gb.

Etant donné deux ultradiagrammes D,D′ : G → A, un morphisme σ :
D → D′ est une transformation naturelle σ : D → D′ entre diagrammes telle
que le carré suivant commute pour tout β ∈ Gb

D(β)
dβ //

σβ

��

ΠIβD(gβ(i))/Uβ
ΠIβ

σ(gβ(i))/Uβ

��
D′(β]

d′β

// ΠIβD
′(gβ(i))/Uβ

On a alors une catégorie UD(G,A).
Soit un sommet k dans G, on dé�nit un foncteur evk : UD(G,A) → A

comme une évaluation en k, c'est-à-dire evk(D) = D(k) et evk(σ) = σk pour
tout σ : D → D′ dans UD(G,A).

Dé�nition 69 Soit A une pré-ultracatégorie, G un ultragraphe, k et l des
sommets de G, un ultramorphisme δ de type (G, k, l) est une transformation
naturelle δ : evk → evl où evk, evl : UD(G,A)→ A.

On notera ∆Ens l'ensemble des ultramorphismes 4 dans Ens.

Les ultracatégories et le théorème de Makkai

Dé�nition 70 Une ultracatégorie A est une précatégorie A avec un ultra-
morphisme δA : evk → evl : UD(G,A) → A pour tout δ : evk → evl :
UD(G,Ens)→ Ens dans ∆Ens.

Etant donné deux ultracatégories A et B, un ultra-foncteur F : A → B est
un pré-ultrafoncteur F : A→ B tel que FδA = δB.

Etant donné deux ultrafoncteurs F ,G : A→ B, une ultratransformation
naturelle σ : F → G est une pré-ultratransformation naturelle σ : F → G.

4. On peut noter que la dé�nition par Makkai d'un ultramorphisme reprend le pa-
radigme de la �bration Fam(C) → C, où C est une catégorie quelconque et Fam(C) la
catégorie des familles de C indexées par un ensemble (voir [113], 31).
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On a ainsi une 2-catégorie des ultracatégories UC.
Soit P un prétopos. On rappelle que Mod(P ) est la catégorie des fonc-

teurs élémentaires de P dans Ens.Mod(P ) est une pré-ultracatégorie. Com-
ment en faire une ultracatégorie ? Pour tout ultragraphe G est tout objet p
de P , on peut dé�nir le foncteur UD(G,Mod(P ))→ UD(G,Ens) qui asso-
cie à,l'ultra-diagramme D de modèles de P l'ultra-diagramme d'ensembles
D()(p) et au morphisme σ d'ultra-diagramme dans UD(G,Mod(P )) le mor-
phisme σ()(p), avec D()(p)(k) = D(k)(p) pour tout sommet k de G.

Soient deux foncteurs evk, evl : UD(G,Ens) → Ens, étant donné un
ultramorphisme δ : evk → evl on peut dé�nir δMod(T ) : evk → evl, cette fois

avec evk, evl : UD(G,Mod(P ))→Mod(P ), tel que pour tout p ∈ P ,

(δMod(P )D)p = δD()p

On obtient ainsi l'ultracatégorie Mod(P ) des modèles de P en relevant

les ultramorphismes de la catégorie des ensembles à la catégorie des modèles
d'une théorie.

On a alors un premier résultat important :

Théorème 28 Pour toute ultracatégorie A, la catégorie d'ultrafoncteurs UC(A,Ens)
est un prétopos.

On peut, de là, prouver le théorème de Makkai. Soit P un petit prétopos.
Pour tout objet p de P , le foncteur evp :Mod(P )→ Ens est un ultrafoncteur
evp :Mod(P )→ Ens. On peut alors dé�nir un foncteur

ev : P → UC(Mod(P ), Ens)

p 7→ evp

Théorème 29 Etant donné un petit prétopos P , le foncteur ev : P →
UC(Mod(P ), Ens) est une équivalence de catégories.

Autrement dit, on a une adjonction du même type que la dualité de Stone
entre les 2-catégories des pretopos PT et des ultracatégories UC

PT op
G=Hom(−,Ens)=Mod(−)

// UC

F=Hom(−,ENS)
qq

où Hom(P,Ens) = Mod(P ), pour tout pretopos P , est l'ultracatégorie
des foncteurs élémentaires P → Ens ; Hom(K,ENS), pour une ultracaté-
gorie K, est la catégorie (un prétopos) de tous les ultrafoncteurs et ultra-
transformations naturelles de K dans ENS.

Ce résultat s'appuie en réalité sur le fait que la catégorie des ensembles
peut être vue soit comme un prétopos (Ens) soit comme une ultracatégorie
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(ENS). La catégorie des ensembles joue ici le rôle d'objet dualisant, ou
� schizophrène �, c'est-à-dire qui participe de deux � propriétés � distinctes.

Mais en quoi le prétopos de tous les ultrafoncteurs et ultratransforma-
tions naturelles de K dans ENS correspond-il au versant syntaxique ? C'est
là le � résultat principal � de [?], à savoir le théorème 4.1 : les ultrafoncteurs
sont caractérisés par Makkai comme � essentiellement seulement � des fonc-
teurs standard [162], p.98. Les foncteurs standard sont ainsi dé�nis : toute
formule ϕ d'une théorie T , disons avec une seule variable libre, donne un
foncteur [ϕ] de Mod(T ) dans Ens : [ϕ] associe à tout modèle M l'extension
ϕ(M) de ϕ dans M et à tout morphisme h :M → N l'application h 7→ h(a).
Puisque h est, par dé�nition de Mod(T ), élémentaire, on a une fonction
ϕ(M) → ϕ(N). Les foncteurs standard sont les foncteurs de Mod(T ) dans
Ens qui ont la forme [ϕ]. Le foncteur F = Hom(−, ENS) permet donc bien,
en ce sens, de retrouver la syntaxe à partir de la sémantique.

5.3.3 Quelle théorie ?

Mais la question qui se pose alors est de savoir quelle est exactement la
théorie obtenue à partir de la dualité de Makkai. H. Andréka, J. Madarász,
I. Németi et G. Székely, dans ([98], Remarque 7), souligne que la théorie
obtenue à l'aide de la dualité de Makkai est déterminée à Morita-équivalence
près.

Les auteurs proposent au contraire, à partir du théorème 2 déjà men-
tionné au chapitre 1, de munir une catégorie de modèles d'une autre struc-
ture permettant de retrouver la syntaxe à équivalence dé�nitionnelle près :
les ultracatégories concrètes, fonctionnant ainsi comme invariants de l'équi-
valence dé�nitionnelle. Il est nécessaire au préalable de dé�nir une catégorie
concrète :

Dé�nition 71 Soit X une catégorie. Une catégorie concrète sur X est une
aire (A, U) où A est une catégorie et U : A → X un foncteur �dèle. Parfois
U est appelé le foncteur d'oubli (ou sous-jacent) de la catégorie concrète et
X la catégorie de base de (A, U).

On peut alors établir la dé�nition suivante :

Dé�nition 72 1. Une ultracatégorie concrète est un triple (C, F, p) où
(C, F ) est une catégorie concrète et la structure additionnelle p est un
système de fonctions in�nitaires < pU > pour U un ultra�ltre, sur
les objets de C tel que si U est un ultra�ltre sur l'ensemble I, alors
F (pU (mi)i∈I))ΠUF (mi) pour tout m : I → Ob(C) ;

2. soit T une théorie, son ultracatégorie concrète est (C, F, p) où (C, F )
est la catégorie des modèles de T avec seulement les isomorphismes
entre modèles comme morphismes, avec F le foncteur d'oubli naturel,
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et pour tous les ultra�ltres sur I et tous les systèmes (Mi)i∈I on a
pU ((Mi)i∈I) = ΠUMi.

On a alors le théorème suivant :

Théorème 30 Deux théories T1 et T2 sont dé�nitionnellement équivalentes
ssi leurs ultracatégories concrètes sont isomorphes.

5.3.4 Un exemple d'application

On trouve une application du théorème de Makkai, ou ce que Makkai
nomme dans ([163], 169) un � résultat de reconstruction �, dans un article
de M. Zawadowski [256]. Soit deux catégories logiques T et T1 et un foncteur
préservant la structure I : T → T1. On appelle ModIT la sous-catégorie
pleine de ModT dont les objets sont les modèles M : T → Ens de T qui
peuvent être étendus en un modèle M1 de T1 (c'est-à-dire que M =M1 ◦ I :
T→ Ens).

Dans le cas le plus simple, dans lequel les deux catégories représentent
des théories T et T1, T1 étend T au sens usuel, c'est-à-dire que le langage
et l'ensemble des axiomes de la première incluent ceux de la seconde. Dans
ce cas, Zawadowski remarque 5 :

� Note that ModIT is the categorical analogue of a pseudoele-
mentary class the same way ModT is the analogue of an elemen-
tary class . �([256], 132)

Comme le souligne V. Harnik :

� In general, the category ModIT has fewer objects than the
category ModT of all the models of T. And yet, Zawadowski
uses [Makkai's theorem] and proves that in certain cases, T can
be recovered from this proper subcategory of ModT. Indeed, the
main result of [his paper] implies that if T,T1 are pretoposes
and I : T → T1 is conservative, then T can be recovered from
ModIT. � ([100], 101)

5.4 Complétude et représentation

5.4.1 La complétude conceptuelle

Une des implications les plus immédiates de la complétude conceptuelle
forte est, naturellement, la complétude conceptuelle, établie Par Makkai et
Reyes dans [74]. L'énoncé est le suivant :

Théorème 31 Soit T1 un prétopos, T2 une catégorie cohérente et I : T1 →
T2 un foncteur cohérent.

5. Pour une dé�nition et des exemples, voir ([107], 207).
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Si I∗ : Mod(T2) → Mod(T1 est une équivalence de catégories, alors I
l'est également.

Pour Makkai, plus précisément, la relation entre la complétude concep-
tuelle et la complétude conceptuelle forte équivaut à un passage du local au
global 6 :

� conceptual completeness is a `local' phenomenon, since it refers
to a given comparison between two theories. On the other hand,
SCC is meant to be `global' : a uniform construction that, when
applied to the structure of models (e.g. Mod(T) possibly with
additional structure), gives back the theory itself.

Naturally, conceptual completeness should be a direct conse-
quence of any good formulation of SCC. � ([163], 168)

J.-P. Marquis et G. Reyes éclairent ainsi ce théorème :

� Two facets of the result have to be emphasized. First, the
conceptual completeness theorem provides a characterization of
pretoposes among coherent categories. Indeed, the result fails
whenever T1 is not a pretopos. Second, the theorem can be read
as follows : suppose that I : T1 → T2 is thought of an inter-
pretation and that T2 is considered to be an extension of T1 .
One could say that I is strongly conservative whenever I∗ is an
equivalence. Then the theorem asserts that pretoposes and only
pretoposes do not have proper strongly extensions. Still put dif-
ferently, one could say that although T2 is an extension of T1 ,
it has the same category of models. � ([173], 78)

Le premier aspect insiste sur le fait que ce théorème présente une pro-
priété caractéristique des prétopos. Ainsi, pour citer M. Zawadowski :

� In other words, conceptual completeness says that pretoposes
contain all concepts de�nable in �rst-order coherent logic. �([256],
138)

Le concept de prétopos semble donc parfaitement adéquat, en tant que
contrepartie catégorique de la logique du premier ordre classique (modulo
la Morleyisation).

Par ailleurs � et c'est le second aspect � ce théorème indique que si
Mod(T1) et Mod(T2) sont � les mêmes �, alors les théories sont également
les � mêmes �. Autrement dit, on voit ici apparaître l'idée, qui sera reprise
plus tard par Makkai, comme cela a été montré précédemment, que les mo-
dèles déterminent les théories, ou qu'il est possible de retrouver la syntaxe
à partir de la sémantique, le � comment � étant explicité par la complétude

6. Il serait possible de discuter ce rapprochement e�ectué par Makkai, et de comprendre
bien plutôt le passage de la complétude conceptuelle à la complétude conceptuelle forte
comme un passage du relatif à l'absolu.
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conceptuelle forte. En ce sens, il y a bien davantage dans la complétude
conceptuelle que dans les théorèmes de complétude usuels. Ce point est mis
clairement en évidence dans [74] : c'est le lien entre ce théorème et la notion
de dé�nissabilité. En e�et, Makkai et Reyes introduisent leur théorème de la
façon suivante :

� We are going to prove results of the form that certain proper-
ties of I∗ imply certain other properties of I. We will point out
that those statements are essentially equivalent to model-thoretic
ones, some of them well-known such as the Beth de�nability theo-
rem. � ([74], 194).

Le théorème de complétude conceptuelle peut ainsi être vu comme un
théorème de dé�nissabilité 7. Il ne s'agit donc pas seulement s'assurer la
possibilité de retrouver la syntaxe à partir de la sémantique, comme le ga-
rantit déjà une théorème de complétude, mais de garantir que cette syntaxe
re�ète bien les propriétés dé�nissables de la sémantique, que la structure
syntaxique constitue l'image �dèle de ce qui est commun aux structures de
la classe considérée. Ce point est d'ailleurs souligné par P. Johnstone :

� [This theorem] asserts that if something exists (in a 'natural'
way) in all models of a theory, then 'the theory should have a
name for it'. [...] More generally, we should like to prove that if
every model M comes equipped with some particular subobjects
RM ↣ M(A1, ..., An) (where A1, ..., An are sorts of the appro-
priate signature), and every homomorphism of models preserves
this relation, then there should exist some formula-in-context
−→x .ϕ (where xi : Ai for each i) whose interpretation in each model
M is precisely RM . �([115], 931)

Le théorème de complétude conceptuelle assure ainsi la dé�nissabilité de
la structure interne des modèles. Johnstone propose un exemple : la notion de
semi-treillis peut être dé�nie � en tant que monoïde idempotent commutatif �
d'une façon qui ne mentionne pas d'ordre partiel ; mais du fait que tout semi-
treillis possède un ordre partiel canonique, et tout homomorphisme de semi-
treillis préserve l'ordre, on peut s'attendre à ce que l'ordre soit dé�nissable

7. Makkai et Reyes associent donc ce théorème au théorème de dé�nissabilité de Beth
(voir ([107], 301)) :

Théorème 32 Soit L et L+ deux langages du premier ordre avec L ⊆ L+, soit T une

théorie dans L+ et ϕ(−→x ) une formule de L+. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

1. si A et B sont des L+-structures modèles de T et A ↾ L = B ↾ L, alors pour tous

les n-uplets −→a dans A, A |= ϕ(−→a ) ssi B |= ϕ(−→a ) ;
2. ϕ(−→x ) est équivalente modulo T à une formule ψ(−→x ) de L.

Ce théorème peut être reformulé de la façon suivante : du point de vue d'une théorie
du premier ordre, la dé�nissabilité implicite équivaut à la dé�nissabilité explicite.
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par une formule-en-contexte sur la signature des monoïdes � et en e�et, il
l'est, par la formule x, y.(mxy = x) où m est l'opération du monoïde.

De fait, Johnstone montre que le théorème de complétude conceptuelle
peut être vu comme la généralisation du théorème suivant pour la logique
cohérente :

Théorème 33 Soit T une théorie cohérente sur une signature Σ, soit A1...An
une suite de sortes de Σ, et supposons donné, pour tout modèle dans Ens de
T, un sous-ensemble distingué RM de M(A1, ..., An) tel que tout homomor-
phisme de T-modèle h :M → N dans Ens envoie RM sur RN .

Alors il existe une formule-en-contexte cohérente −→x .ϕ de Σ, où xi : Ai
pour chaque i, tel que [[−→x .ϕ]]M = RM pour chaque M .

Ainsi, la complétude conceptuelle, dans cette version � cohérente �, montre
bien en quoi le contexte de la théorie catégorique des modèles o�re la possibi-
lité de retrouver, à partir de la sémantique, une forme syntaxique essentielle
ou propre, qui serait comme adhérente aux concepts dé�nis, comme c'était
déjà le projet dans la thèse de Lawvere en 1963 (voir chapitre 2). En prenant
pour point de départ les structures mathématiques elles-mêmes, et non leurs
dé�nitions formelles, il apparaît ainsi possible, comme l'indique la notion
même de dé�nissabilité � en tant que propriété des structures � de faire de
leurs dé�nitions un objet mathématique second, extrait ou construit, une
image �dèle des structures, et non ce par quoi elles existent.

5.4.2 Di�érentes versions du théorème de complétude

La complétude conceptuelle forte implique en�n un théorème de com-
plétude. Il est à noter cependant que le théorème de complétude pour le
premier ordre classique prend dans le contexte de la théorie catégorique des
modèles une forme particulière : il se présente en e�et comme un théorème
de représentation.

C'est ce que défendent notamment J.-P. Marquis et G. Reyes [173], mais
également M. Makkai :

� A completeness theorem asserts the equality of the formal de-
ducibility relation and the semantic consequence relation in a
particular logic. Algebraic Logic and, in particular, Categorical
Logic replaces a completeness theorem by a representation theo-
rem. Witness the examples of the Stone representation theorem
for Boolean algebras, which is the algebraic equivalent of the
(strong) completeness theorem for classical propositional logic ;
the representation theorem for cylindric and polyadic algebras
that correspond similarly to the Gödel-Mal'cev theorem for Clas-
sical First Order Logic (CFOL) ; or the categorical representation
theorems, also to be mentioned below, similarly corresponding to
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the same completeness theorem and to other completeness theo-
rems in logic. � ([164], 49)

Ce rapprochement qu'opère la littérature entre résultats de complétude
et résultats de représentation implique que le contexte catégorique amène
à considérer la logique comme intégrée au champ mathématique. L'étude
formelle des concepts mathématiques n'est plus en e�et qu'une forme de
représentation parmi d'autres. Cela n'empêche pas cependant de laisser à la
logique sa spéci�cité. Mais la question n'est plus � quelle di�érence y a-t-il
entre la logique et les mathématiques ? �, mais bien plutôt � qu'est-ce qui
distingue la logique des autres formes de représentation mathématique ? �.
Les analyses conceptuelles du chapitre 6 nous amèneront à réexaminer cette
question du rapporte entre logique et mathématiques.

Il apparaît ainsi que l'idée que le théorème de complétude revient à une
théorème de représentation traverse tous les développements de la Théorie
Catégorique des Modèles. Un des premiers rapprochements entre complétude
et Représentation apparaît dans le travail d'A. Daigneault, que nous avons
décrit au chapitre 2 : celui-ci établit en e�et une équivalence entre le théorème
de complétude pour les théories élémentaires de Lawvere et un théorème
de représentation pour les algèbres polyadiques. Comme le soulignent J.-P.
Marquis et G. Reyes :

� Although Daigneault uses Lawvere's theorem in his paper, he
points out that Lawvere's completeness theorem could be reduced
to the representation theorem for polyadic algebras and ultima-
tely to the ordinary completeness theorem for polyadic algebras. �
([173], 47)

Un deuxième rapprochement entre théorème de complétude et théorème de
représentation est possible à partir d'un article de G. Reyes de 1974 [213]. En
e�et, la dernière section de cet article, �2, présente une preuve du théorème
de complétude par André Joyal. Le théorème de complétude s'énonce dans
ce contexte :

Théorème 34 Soit A une petite catégorie booléenne. Si A est distinct du
plus petit objet de P(A), alors il existe une modèle booléen M : A → Ens tel
que M(A) ̸= ∅.

La démonstration de Joyal utilise d'une part une suite in�nie de catégories
booléennes à partir de A et la dé�nition d'un ultra�ltre sur cette suite, et
par ailleurs le passage de A à une catégorie de faisceaux sur A pour la
topologie de la double négation. Concernant ce théorème de complétude,
Marquis et Reyes font deux remarques conceptuellement importantes. D'une
part, cette formulation du théorème de complétude s'avère très proche de
celle de Daigneault, et donc de la formulation originale de Lawvere, que
nous avons présentée dans le chapitre 2. D'autre part, cette formulation
du théorème de complétude est telle qu'elle est équivalente au théorème de
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représentation suivant (bien que ce rapprochement ne soit pas mentionné
dans l'article de 1974) :

Théorème 35 Soit C une (petite) catégorie cohérente. Alors il existe un
ensemble I et un foncteur cohérent re�étant les isomorphismes M : C →
EnsI .

Cette formulation est par ailleurs très proche du théorème de représentation
pour les algèbres polyadiques formulé par Daigneault.

Mais c'est à la lumière des concepts introduits par Makkai et Reyes dans
[74] qu'il est possible de clari�er la relation entre complétude et représen-
tation. En e�et, dans le contexte de ces travaux, il devient possible, selon
Marquis et Reyes, de reformuler le théorème de Joyal dans les termes sui-
vants :

Théorème 36 Soit C une catégorie cohérente et soitModEns(C) la catégorie
de foncteurs cohérents C → Ens, c'est-à-dire la catégorie des modèles de C.

Il y a une petite sous-catégorie pleine P de ModEns(C) telle que le fonc-
teur d'évaluation ev : C → EnsP re�ète les isomorphismes et préserve toutes
les limites �nies, les sups �nis stables, les images stables et les ∀f (C) stables
existant dans C.

En s'appuyant sur cette formulation du théorème de complétude, il est
alors possible de montrer son équivalence avec un théorème de représentation
pour les catégories cohérentes. Marquis et Reyes insistent sur le contexte his-
torique d'une telle équivalence. En e�et, au début des années 1960, Lubkin,
Héron, Mitchell et Freyd démontrent un théorème de représentation pour les
catégories abéliennes. A leur suite, M. Barr élabore la notion de catégorie
exacte et régulière et démontre pour ces notions un théorème de représenta-
tion. Comme le remarquent Marquis et Reyes :

� Barr's representation theorem for regular categories turns out
to be equivalent to a completeness theorem for coherent logic
when it is looked at from the proper angle. � ([173], 76)

Cette suite de résultat et ce contexte expliquent comment, par exemple,
Makkai en vient à proposer un � théorème de représentation de Gödel-
Deligne-Joyal �, et explique ainsi ce rapprochement :

� A word about the connections with ordinary formulations in
logic. There is an essentially one-to-one correspondence between
�rst order theories on the one hand and pretoposes on the other.
Models of a theory correspond to elementary functors from the
corresponding pretopos to SET, and in fact, elementary func-
tors in general correspond to interpretations suitably de�ned.
The pretopos corresponding to a theory (its pretopos completion)
is obtained in a simple syntactical way, much the same as the
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Lindenbaum-Tarski algebra of the theory. Once one establishes
these translations, the representation theorem becomes equivalent
to Gödel's completeness theorem. �([161], 221)

5.4.3 La notion de représentation en mathématiques

Mais une fois établie cette correspondance entre théorème de complétude
et théorème de représentation, il reste à déterminer la fonction et la portée
épistémologique d'un théorème de représentation en mathématique. A�n de
saisir celles-ci, il s'agira dans un premier temps de présenter de façon géné-
rale la notion de représentation, puis dans un second temps d'examiner son
fonctionnement sur un exemple précis.

Représenter une structure, c'est la décrire en termes de son action sur
d'autres objets préalablement connus. Ainsi dans le cas des groupes, pour
lesquels s'est développée la théorie de la représentation proprement dite,
représenter un groupe G, c'est donner G comme groupe des symétries d'une
ensemble structuré X préalablement donné. De façon générale, représenter
G c'est se donner un morphisme de groupe ρ : G → Aut(X), tel que pour
tout g ∈ G, on a un automorphisme ρ(g) de X qui est une permutation de
X. Comme le remarque Serge Lang,

� On rencontre les représentations dans de nombreux contextes,
[comme par exemple] les représentations des groupes dans des
espaces vectoriels de dimension �nie [ou les] représentations d'un
groupe dans des modules sur un anneau. En topologie et en géo-
métrie di�érentielle, on représente des groupes en les faisan opérer
sur des espaces topologiques divers, des sphères par exemple. �
([134], 58)

Une représentation est d'autant plus e�cace que l'ensemble X, � base �
de l'action, est élémentaire ou mieux connu. C'est le cas par exemple quand
X est un espace vectoriel. On parle de représentation linéaire lorsque X
est un espace vectoriel V ; le groupe des automorphismes de V est alors
GL(V ). Lorsque V est de dimension �nie, on parle de représentation linéaire
de dimension �nie. Une représentation linéaire d'un groupe G dans l'espace
vectoriel V , c'est donc un morphisme de groupes ρ : G → GL(V ). En di-
mension �nie et sous l'hypothèse que ρ est injectif, représenter linéairement
un groupe abstrait G, c'est donc le représenter comme groupe de matrices.
Une représentation linéaire est dite irréductible si V n'a pas de sous-espace
stable sous l'action de G.

L'idée fondamentale de la théorie des représentations est qu'il est pos-
sible d'étudier des propriétés de la structure abstraite à partir des proprié-
tés de sa représentation. Ainsi par exemple, la notion fondamentale de la
théorie des représentations linéaires des groupes �nis est celle de caractère.
Soit ρ : G → GL(V ) une représentation de dimension �nie de G. Son ca-
ractère χρ est la fonction sur G à valeurs complexes dé�nie par la trace :
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χρ(g) = trρ(g), où la trace est la somme des éléments diagonaux de la ma-
trice. Dans ce contexte, une représentation ρ est complètement déterminée
par son caractère χrho. La correspondance entre représentations et caractères
permet d'associer à tout groupe �ni sa table de caractères, c'est-à-dire le ta-
bleau de nombres complexes dont les entrées sont les valeurs des caractères
unitaires, et cette table en un certain sens détermine le groupe. Ainsi cette
correspondance ramène la structure du groupe �ni abstrait G à de simples
données numériques. On montre ainsi par exemple qu'un groupe �ni G est
commutatif si et seulement si pour tout caractère unitaire χ, χ(1G) = 1.

En contexte catégorique, on peut penser, à titre d'exemple de théorème de
représentation, au plongement de Freyd-Mitchell qui associe à toute catégorie
abélienne une catégorie de modules sur un anneau approprié.

A titre d'exemple plus précis, et plus proche de considérations logiques,
on peut examiner l'article de M. Stone de 1936, � The theory of representa-
tions of Boolean algebras �. Le problème y est ainsi présenté :

� In the present paper [...] we shall be concerned primarily with
the problem of determining the representation of a given Boolean
algebra by algebras of classes, aggregates, or combinations. It is
natural to surmise that the problem always has a solution leading
to the construction of an algebra of classes isomorphic to the
given Boolean algebra. � ([235], 37)

Stone éclaire ensuite ce problème par une analogie avec le théorème de Cay-
ley, à une réserve près :

� Such a result is a precise analogue of the theorem that every
abstract group is represented by an isomorphic group of permu-
tations. Here we shall establish the validity of this surmise and, in
addition, shall characterize all possible algebras of classes homo-
morphic to a given Boolean algebra. It is a curious fact that these
results are considerably more recondite than the corresponding
theorems for abstract groups : the elements of the representative
classes must be taken as certain classes of elements in the given
Boolean algebra (in particular, as the prime ideals in the alge-
bra), whereas the elements of the permutations representing an
abstract group are taken as elements of the group itself � ([235],
38).

Un point central de l'article de Stone est le déplacement des algèbres de
Boole, vers les anneaux Booléens, ce qui va lui permettre d'utiliser toutes les
notions liées aux idéaux, ce qu'il explicite ainsi :

� The representation problem is closely bound up with the theory
of ideals, particularly the prime ideals. Suppose that the Boolean
ring A has a homomorph B with elements which are subclasses
of a �xed class E. Then each element of E is associated [...] with
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a prime ideal in B and hence, [...] with a prime ideal in A. We
may therefore suppose that each element of E is replaced by the
associated prime ideal, so that A is represented by an algebra of
classes of its own prime ideals. If this representation be further
analyzed, it becomes clear that a given element a in A must be
represented by the class of those prime ideals which are thus
determined by the given basic class E and do not contain a as an
element. Thus any attempt to solve the representation problem
must be based upon a preliminary theory of the existence and
divisibility properties of prime ideals. �([235], 99)

Ce qui amène à la formulation du théorème fondamental de l'article 8 :

Théorème 37 Soit A un anneau booléen, a un idéal arbitraire dans A, E
la classe de tous les idéaux premiers de A, I le système algébrique de tous
les idéaux dans A sous les opérations d'addition non-restreinte et de mul-
tiplication �nie, E(a) la classe de tous les idéaux premiers qui ne sont pas
diviseurs de a et I(A) le système algébrique composé des classes de E(a)
comme éléments et avec les opérations de formation d'unions non-restreintes
et d'intersections �nies. Alors la correspondance a→ E(a) détermine un iso-
morphisme I→ I(A) en accord avec les relations :

1. E(A) = E(b) ssi a = b ;

2. si B est une classe non-vide d'idéaux, alors

E(Sa∈Ba) = Σa∈BE(A)

3. E(ab) = E(a)A(b).

Soit E(a) la classe E(a(a)) correspondant à l'idéal principal a(a) ; soit B(A)
le système algébrique avec les classes E(a) comme éléments et comme opéra-
tions la formation d'unions �nies, de di�érences symétriques (unions modulo
2) et d'intersections �nies. Alors B(A) est un anneau Booléen concret ou une
algèbre de classe isomorphe à A en vertu de la correspondance a→ A en ac-
cord avec les relations :

� E(a) = E(b) ssi a = b ;
� E(a+ b) = E(a)∆E(b) ;
� E(a ∨ b) = E(a) ⊂ E(b) ;
� E(ab) = E(a)E(b).

Le système B(A) est une algèbre parfaite réduite de classes.

Ainsi Stone dé�nit l'algèbre de classes B(A) associé à l'anneau Booléen
A comme la � représentation parfaite � de A.

On notera par ailleurs que l'article de Stone ne mentionne des concepts
topologiques que de façon latérale :

8. le symbolisme original de l'article de Stone est ici conservé, et devrait être explicité.
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� It will be evident from a closer inspection of our solution of the
representation problem, that the relations thereby revealed are
of such a nature that they can appropriately be stated in topolo-
gical terms. Once such a statement has been made, a number of
interesting topological connections are suggested. The further de-
velopment of the theory in the indicated direction will be carried
out in another paper. �([235], 100)

5.4.4 Quel concept de représentation ?

Quelles sont dès lors les caractéristiques de la notion mathématique de
représentation ? Que signi�e le fait que A représente X ?

On notera tout d'abord que A est un concept mathématique à part en-
tière, qui peut être étudié en soi, indépendamment de tout � intentionna-
lité � : ce n'est que dans un certain contexte que A est vue comme une
représentation de quelque chose d'autre.

Ensuite, il semble nécessaire de souligner le fait que le représentant et
le représenté sont dans tous les exemples considérés de même nature : des
groupes, des anneaux booléens ou des catégories. Il n'y pas de di�érence de
nature entre A et X, mais seulement une di�érence de statut relationnel.

Pour ce qui est de cette relation, il faut noter que A et X sont généra-
lement dans une relation d'équivalence, donc symétrique : le plus souvent le
représentant et le représenté sont isomorphes. Mais cette symétrie est pour
ainsi dire brisée par une asymétrie : A est en e�et � mieux connu � que X,
� plus élémentaire � ou � plus concret � que X. La relation de représenta-
tion, s'appuyant sur une relation d'équivalence, semble cependant introduire
une asymétrie. Cette asymétrie semble répondre à une certaine �nalité de la
représentation : A doit � servir � à mieux connaître X, à en déterminer des
propriétés ou à rendre possible une classi�cation (dans le cas des groupes).

Ces caractéristiques étant posées, quels sont les traits essentiels de la no-
tion de représentation en contexte mathématique ? Nous avons souligné le fait
que le caractère asymétrique de la représentation mathématique provient de
l'intérêt et des connaissances du mathématicien qui la met en ÷uvre : elle est
donc contextuelle, et certaines théories de la représentation, parmi les nom-
breuses proposées dans la littérature philosophique, permettent de rendre
compte de cette contextualisation. C'est le cas en particulier des analyses
développées par B. van Fraassen dans Scienti�c representation [243], sur les-
quelles nous allons nous appuyer. Les analyses de van Fraassen concernent
certes les sciences de la nature : en quoi une théorie scienti�que représente-t-
elle une certaine classe de phénomènes ? En quoi, par exemple, la température
représente-t-elle la chaleur, et comment la mesure-t-on ? Nous souhaitons
nénamoins, dans les développements qui suivent, faire l'hypothèse que ces
analyses de van Fraassen sont néanmoins transposables aux mathématiques.

Le point de départ de van Fraassen est la relation complexe entre res-
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semblance et représentation. En e�et, pour qu'il y ait représentation à pro-
prement parler, il ne faut pas qu'il y ait production de copies parfaitement
conformes à l'original : une � distorsion � peut être nécessaire pour que la
représentation soit réussie. Ainsi,

� Distortion, in�delity, lack of resemblance in some respect, may
in general be crucial to the success of a representation. This does
not rule out that that resemblance in some other respect may
be required. Yet even when that is the case � and it may be a
special case � the choice of those respects in which resemblance
or a speci�c kind of distortion is required, and those for which
just anything at all will do, will have to be seen as crucial as
well. �([243], 13)

Toute représentation suppose donc à la fois de la ressemblance et de la dis-
torsion, et cela repose sur un choix fait par celui qui représente. Le cas de la
caricature est pour van Fraassen riche d'enseignements : il permet en e�et
d'introduire l'idée d'une distinction entre la représentation de X, et la repré-
sentation de X en tant que Y, et cet � attribut interprétatif � ajoutée par la
caricature suppose un contexte social. En posant qu'il y a dans la représen-
tation au moins une relation à trois termes (� X représente Y en tant que
Z �), van Fraassen reprend une analyse de N. Goodman 9 :

� Undeniably [...] Goodman has brought into the limelight the
strong analogy : a picture is a picture of something, and depicts
that something as thus or so, and so is in that respect similar
to how a verbal description is a description of something, and
describes that something as being thus or so. �([243], 17)

Et ce dernier (le � en tant que Z �) est pour van Fraassen un � attribut
interprétatif �, qui dépend éminemment du contexte social pour être reconnu
comme tel.

De ces analyses, van Fraassen déduit qu'il y a dans la représentation une
forme d'asymétrie, qui cependant n'exclut pas la ressemblance :

� Certain modes or forms of representations (but not all) do trade
on selective (and not arbitrary) resemblances for their e�ect, ef-
�cacy, and usefulness, and this typically goes in one direction
only. �([243], 18)

On voit ainsi réapparaître l'idée d'un choix entre ressemblance et distor-
sion, mais ce choix n'est plus arbitraire : il est orienté par des considérations
pragmatiques, c'est-à-dire une certaine recherche d'e�cacité. Cette idée est
illustrée par l'exemple de la photocopie d'une photo de la Tour Ei�el accro-
chée à un mur : de quoi cette image est-elle une image ? De la Tour Ei�el ou
de la photo de la Tour Ei�el ?

9. On peut considérer que les racines des analyses de van Fraassen et Goodman se
trouvent dans l'÷uvre de Wittgenstein
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� If it is an image of something at all then what it is an image of
depends on the use, on what I use it to represent. So the question
what does it represent ? must in this case be taken as elliptic for
what is it being used to represent ? �([243], 21)

L'analyse de la représentation devrait donc être relation à quatre termes :
� Z utilise X pour dépeindre Y comme F �. La représentation suppose dès
lors, pour fonctionner, un contexte commun au producteur et au récepteur
de la représentation : un � système de représentation �, � some pre-existing
communally understood form of representation � ([243], 22) :

� Wether or not A represents B, and wether or not it represents
the represented item as C, depends largely, and sometimes only,
on the way in which A is being used. � Use � must here be un-
derstood to encompass many contextual factors : the intention
of the creator, the coding conventions extant in the community,
the way in which an audience or viewer takes it, the ways in
which the representing objects is displayed, and so forth. To un-
derstand representation we must therefore look to the practice of
representating, to how representation is a matter of use ? [...] use,
in the appropriate sense, must determine the selection of likeness
and unlikeness which may, in their di�erent ways, play a role in
determining what the thing is a representation of, and how it
represents it. �([243], 23)

En ce sens, toute représentation 10 est intentionnelle : elle est représentation-
de, et dès lors

� Given this intentionality it is perhaps not surprising that in the
case of representation, the relations can change with the context
of use. The very same object or shape can be used to represent
di�erent things in di�erent context, and in other context not
represent at all. �([243], 27)

Van Fraassen s'appuie ici sur une idée développée par Ronald Giere dans
Scienti�c perspectivism :

� If we think of representation as a relationship, it should be a
relationship whith more than two components. One components
should be agents, the scientist who do the representing. Because
scientists are intentional agents with goals and purposes I propose
explicitly to provide a space for purposes in my understanding of
representational practices in science. So we are looking at a rela-
tionship with roughly the following form : S uses X to represent
W for purposes P. � ([243], 28)

10. La conséquence de cette compréhension pragmatique de la représentation est selon
van Fraassen qu'on ne peut utiliser cette notion pour les images mentales : la pensée en
ce sens ne saurait être a�aire de représentation.
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En quoi une telle description correspond-elle à la notion mathématique
de représentation ?

On peut retenir d'une part l'idée d'une tension, dans la représentation
mathématique, entre ressemblance et distorsion. En e�et, si le représentant
est toujours isomorphe au représenté, il y a également un écart entre les ob-
jets. Cet écart a pour première conséquence que la représentation est bien
une sorte de relation d'équivalence asymétrique : il y a bien isomorphisme,
mais également une direction du représenté vers le représentant. Cet écart,
comme le souligne van Fraassen, est bien le résultat d'un choix, c'est-à-dire le
produit de l'intervention d'un agent qui sélectionne, déterminant une ressem-
blance nécessaire au transfert de propriétés, mais également une distorsion
vers ce qui est � mieux connu �, plus � concret � ou plus élémentaire. Et
c'est ici le point de vue du mathématicien qui détermine ce qui sera une
représentation e�cace. Cet objectif dé�ni par le mathématicien, le but qu'il
poursuit, selon ses propres critères de ce qui est élémentaire ou mieux connu
� critères sans doute historiquement déterminés � oriente dès lors la forme de
la représentation, mais également le fait même qu'il y ait représentation. En
e�et, en mathématiques comme dans le cas général, rien ne se présente en
soi comme une représentation, mais seulement relativement à un projet de
connaissance, à l'intention d'un agent. Ainsi toutes les représentations ma-
thématiques sont des objets que l'on peut examiner en soi, pour eux-mêmes,
ou doter d'une intentionnalité en en faisant une représentation-de.

Seule la distinction entre representation-of et representation-as semble
moins adaptée à la pratique mathématique de la représentation : il n'est pas
clair que la représentation mathématiques attribue un prédicat à ce qui est
représenté.

Quoiqu'il en soit, la pratique de la représentation mise en évidence par
van Fraassen et la frontière qu'elle trace entre ressemblance et distorsion se-
lon des critères contextuels � objectif poursuivi, détermination du � mieux
connu �, etc � semblent particulièrement adéquates pour comprendre la di-
mension pragmatique de la représentation mathématique.

5.4.5 La relation entre complétude et représentation

Quelles analyses peut-on dès lors tirer, d'un point de vue épistémologique,
de cette équivalence entre complétude et représentation ?

Il est d'abord important de souligner la relation qu'entretiennent préci-
sément les théorèmes de représentation et les théorèmes de complétude en
logique catégorique. Makkai souligne en e�et que ces di�érents résultats sont
dans une relation de traductibilité réciproque :

� A common element in these correspondences is the fact that the
algebraic and the logical formulations are translation-equivalent ;
given either the algebraic or the logical formulation, the other can
be deduced by a formal argument that is a routine translation, all
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of whose elements are in view already when the algebraic version
of the logic is introduced. In particular, it (the formal argument)
can be carried out in a weak metatheory, not going, in strength,
beyond a fragment of �rst order arithmetic. � ([164], 50)

C'est donc par une traduction mécanique (une � routine �) qu'un théo-
rème de complétude peut être compris comme théorème de représentation.

Mais au delà de cette idée, comprendre la complétude comme représen-
tation revient à préciser la nature de la relation entre sémantique et syntaxe
d'un système formel. En e�et, s'il est en droit possible de passer d'un pôle à
l'autre de la relation (complétude et adéquation), la syntaxe peut être vue
du côté de ce qui est � mieux connu � que la sémantique. Cela peut être
perçu à travers la dimension � mécanique � des règles d'inférence qui gou-
vernent la syntaxe. Il y aurait ainsi une forme d'asymétrie dans la relation
entre sémantique et syntaxe, cette relation n'étant plus par ailleurs qu'un cas
particulier de représentation. Ainsi la dé�nition syntaxique, par un système
d'axiomes formels, d'un concept structurel n'apparaît plus que comme une
procédure de représentation parmi d'autres, sans préséance particulière dans
la détermination des structures (on rappelle par exemple qu'une table de
caractères détermine un groupe �ni), si ce n'est selon des critères pragma-
tiques, relativement à des objectifs poursuivis et à un état de la connaissance
mathématique en général à un moment donné.

En outre, et ce point rejoint certaines analyses du chapitre 2, considérer
un théorème de complétude comme un théorème de représentation met en
lumière l'homogénéité entre la sémantique et la syntaxe d'un système for-
mel. En e�et pour qu'une telle relation soit possible, il faut que les termes
de la relation soient de même nature (autrement dit, appartiennent à une
même catégorie), de telle sorte que la relation sémantique/syntaxe n'est plus
une relation en soi, �gée et déterminée une fois pour toutes, mais une rela-
tion �uide, dessinée essentiellement par des considérations contextuelles et
pragmatiques.

Il serait cependant nécessaire d'apporter un bémol à ses analyses, comme
le propose M. Makkai

� Thus, categorical logic already has a framework for expressing
completeness theorems. However, it can be legitimately argued
that completeness-as-representation does not express the full in-
tended meaning of completeness. The fact that truth is carried
adequately by �nite combinatorial objects, namely the formal
deductions, has, apparently, disappeared in the statement of the
representation theorem.

[...] The fact remains that the Abstact Completeness Theorem
can be derived from representation ; however, this derivation,
going through the translation to completeness expressed in the
usual syntax of CFOL, requires stepping out of the framework of
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categorical logic : apparently, categorical logic is not su�cient in
itself for expressing the ACT.

To rectify this situation, what is needed is a syntax directly re-
lated to categorical logic, which provides an adequate notion of
formal deduction. � ([164], 50)

Cette syntaxe, qui va permettre de compléter l'outillage de la Logique
Catégorique a�n de mener jusqu'à son terme le rapprochement entre com-
plétude et représentation, sera donnée par les Esquisses d'Ehresmman, objet
du prochain chapitre.

Conclusion

La présentation des théorèmes de complétude conceptuelle forte et de
complétude conceptuelle, ainsi que que l'analyse du théorème de complétude
comme théorème de représentation, nous a conduit à introduire les notions
principales de la Théorie Catégorique des Modèles et par là-même nous a
permis de retrouver tous les problèmes principaux soulevés par la détermi-
nation catégorique des concepts structurels, que ce soit la recherche d'un
invariant des présentations présente dans la dé�nition des catégories syn-
taxiques ou à travers l'idée centrale selon laquelle la sémantique détermine
la syntaxe, la recherche d'une relation de synonymie détachée du langage
sous les traits de la Morita-équivalence, ou l'idée d'une �uidité de la relation
syntaxe/sémantique désormais considérée comme une forme parmi d'autres
de la représentation, déterminée par la pratique d'un agent mathématicien.

Il y a donc davantage dans la Théorie Catégorique des Modèles qu'une
simple reformulation de la théorie des modèles usuelle. Même si ce passage
par la Logique Catégorique n'a pas encore produit à ce jour de résultat ma-
thématique nouveau, il est possible de considérer qu'elle o�re une perspective
originale sur les notions fondamentales de la sémantique, relativisant in �ne
l'importance du langage formel. Il reste cependant à saisir ce que devient,
dans le contexte catégorique, la notion de langage formel, à doter la Logique
Catégorique de ce qui pourrait jouer le rôle d'une syntaxe : les Esquisses.
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Chapitre 6

Ehresmann et les esquisses

Introduction

La notion d'esquisse 1 est présentée par Charles Ehresmann en 1966 dans
[59]. Elle répond au même programme de recherche que les théories de Law-
vere, comme le souligne Charles Ehresmann lui-même, avec Andrée Bastiani :

� In the last decade algebraic structures have been de�ned on the
objects of a category V :

1. A multiplication on an object e of V is a morphism k from a
product e×e to e ; monoids on e, groups on e, ... are obtained
if further axioms are imposed on k by way of commuting
diagrams. [...]

2. The theory of �bre spaces and local structures led to p-
structured categories (such as topological categories, di�e-
rentiable categories, ordered categories, double categories)
relative to a faithful functor p from V to the category of
mappings, and more generally to categories in V (or category-
objects in V ).

Algebraic theories of Lawvere give an axiomatic way to de�ne
universal algebras ; but they do not cover structures de�ned by
partial laws, such as categories. However, all these structures may
be de�ned by � sketches �. � ([18], 105)

Ces remarques distinguent ainsi deux trajectoires pour résoudre une même
di�culté : dé�nir une structure � algébrique � sur les objets d'une catégorie.
Une première voie qui s'ouvre avec l'article de B. Eckmann et P. J. Hil-
ton [56] et qui aboutit aux théories algébriques de Lawvere ; une seconde
voie, qui est celle suivie par Ehresmann, qui repose sur des considérations
nettement distinctes de la première, puisque les notions de départ sont les

1. Je remercie vivement M. René Guitart sa disponibilité et son aide dans la préparation
de ce chapitre.
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� espaces �brés � et les � structures locales �. Cette seconde voie aboutit à
la notion d'esquisse. Ehresmann marque par ailleurs dès l'abord l'intérêt de
cette dernière notion par sa généralité : même les structures où les opérations
sont partiellement dé�nies sont dé�nissables par ce biais, mettant ainsi en
évidence un lien entre ce qui est � partiel � et ce qui est � local �.

La portée générale des esquisses sera par la suite clairement dé�nie par
un résultat central, le théorème de Lair [128] :

Théorème 38 Une structure est esquissable dans Ens ssi elle est axiomati-
sable dans un langage du premier ordre in�nitaire.

Les esquisses se présentent ainsi véritablement comme le pendant caté-
gorique des systèmes formels usuels. Se dessine ainsi un parcours conceptuel,
parallèle à celui de Lawvere et aboutissant à une notion plus générale que les
théories algébriques, puisqu'elles s'appliquant également aux structures où
les opérations ne sont que partiellement dé�nies, et dont la portée apparaît
non seulement équivalente à celle des systèmes formels, mais même révéla-
trice de certaines propriétés essentielles de ces derniers : la complétude d'une
théorie formelle, par exemple, peut ainsi � apparaître � graphiquement sur
l'esquisse des modèles de cette théorie, selon Makkai et Paré qui soulignent
que :

[there is] � an (obvious) identi�cation of a class of sketches
S so that the categories Mod(S) for such sketches are precisely
the categories of models of complete theories with elementary
embeddings as morphisms. � ([165], 58)

Questions

Cette première approche, génétique, des esquisses permet ainsi de faire
émerger di�érentes questions :

1. on a vu apparaître au chapitre 2, en particulier dans les travaux de J.
Bénabou, l'idée que le formalisme catégorique permettrait de décrire
de façon intrinsèque les concepts structurels. Mais quel sens donner, à
la lumière du parcours conceptuel que trace l'÷uvre d'Ehresmann, à
cette recherche de l'intrinsèque ?

2. alors que les travaux de Lawvere et Bénabou, examinés au chapitre 2,
s'inscrivaient dans le prolongement de l'algèbre universelle, quel éclai-
rage sur la notion même de structure les esquisses o�rent-elles, compte
tenu de ce parcours conceptuel géométrique ?

3. que devient, dans le contexte global des travaux d'Ehresmann, l'idée
que nous avons présentée en introduction d'un dépassement de la sen-
sibilité au langage ?
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6.1 La théorie des esquisses en contexte : Le local

et l'intrinsèque

L'approche de Lawvere et de Bénabou des concepts structurels reven-
diquent une forme d'intrinsécité, par opposition au caractère extrinsèque des
systèmes axiomatiques formels, vus comme des choix arbitraires de constantes
ou de paramétrages. C'est ce que souligne J. Bénabou en a�rmant dans sa
thèse :

� La notion de présentation n'est pas intrinsèque, et en particulier
ne se prête pas bien à la � comparaison � de deux théories, alors
que le type est l'� invariant � commun à toutes les espèces de
structures algébriques équivalentes. �([21], 79).

La question qui se pose alors est de savoir quelle est la portée réelle de cette
distinction entre l'intrinsèque et l'extrinsèque, concernant les concepts struc-
turels, et s'il y a dans cette remarque de Bénabou davantage qu'une simple
critique de l'arbitraire du langage. Si les présentations sont extrinsèques,
peut-on en conclure que la description catégorique des concepts serait, elle,
intrinsèque aux concepts eux-mêmes ? Rien n'indique en e�et que l'extrinsé-
cité des présentations formelles, mise en lumière par la diversité des façons de
viser un même concept structurel, implique nécessairement l'existence d'un
intrinsèque qui serait à trouver. Que signi�erait dès lors un tel caractère
intrinsèque ?

Or l'÷uvre d'Ehresmann est celle d'un géomètre di�érentiel, pour lequel
la dualité intrinsèque/extrinsèque présente un sens précis 2. Dans ce cadre
hérité du théorème remarquable de Gauss, à la description extrinsèque des
surfaces correspond bel et bien une caractérisation intrinsèque de la cour-
bure. Dès lors, la théorie des structures d'Ehresmann peut-elle permettre de
mieux comprendre cette idée d'une caractérisation intrinsèque des concepts
structurels ?

Il semble possible, dans cette perspective, de repartir du projet formulé
par Ehresmann lui-même dès 1939, comme le montre son intervention le 4
février 1939 à la Société française de Philosophie, lors d'une séance durant
laquelle Jean Cavaillès et Albert Lautman présentaient leur thèse respective.
Avec ce dernier, Ehresmann exprime cependant un désaccord, en a�rmant
que la formulation des problèmes dont les théories mathématiques sont des
solutions concrètes n'échappe pas à la mathématique elle-même, défendant
ainsi une totale autonomie de la pensée mathématique. Les conditions d'une
telle autonomie selon Ehresmann sont les suivantes :

� donner une dé�nition mathématique de la notion de structure,

2. Nous ferons ici l'hypothèse que la notion d'� intrinsèque � au sens de la géométrie
di�érentielle est la même que celle que vise Bénabou. Une telle identi�cation appellerait
sans aucun doute des justi�cations ou des nuances, qui dépassent cependant le cadre du
présent travail de recherche.
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� placer au c÷ur de cette entreprise la notion de structure induite.
En e�et,

� Étant donné un ensemble fondamental muni d'une structure
mathématique particulière, par exemple une structure de groupe
ou une structure d'espace topologique, le rapport entre cet En-
semble fondamental et une de ses parties se traduit par la notion
mathématique de structure induite sur la partie. Je ne peux pas
préciser davantage, parce qu'il faudrait d'abord dé�nir la notion
générale de structure mathématique. Le problème des relations
entre propriétés intrinsèques et extrinsèques et le problème des
propriétés de situation d'une partie dans un ensemble fondamen-
tal, ce n'est pas autre chose que le problème des relations entre
la structure de l'ensemble fondamental et les structures induites
sur une partie et sur la partie complémentaire.

En ce qui concerne les notions de local et de global, il me
semble que la notion de local n'a de sens que pour une structure
d'espace topologique : comme on a alors la notion de voisinage
d'un point, la notion de propriété locale en un point pourra se
déduire de la notion de structure induite sur un voisinage quel-
conque du point. Nous arrivons de nouveau à une notion pure-
ment mathématique. � ([35], 618-619)

On voit ainsi se dégager le caractère central, dans le projet ehresman-
nien, de la notion de structure � induite �, à laquelle s'articulent di�érents
problèmes mathématiques, comme le couple intrinsèque/extrinsèque, ou la
dualité local/global. Il semble en e�et que la notion de structure induite soit
le lieu où se nouent les problèmes essentiels de la géométrie d'Ehresmann.
Mais cette notion se révèle adossée à une dé�nition générale de la notion de
structure, et sur ce point, ce sont les liens entre Ehresmann et Bourbaki qu'il
peut être pertinent de mettre en évidence.

Ce caractère central de la notion de structure explique en e�et la place
qu'Ehresmann occupe dans le paysage mathématique de son temps. Membre
de Bourbaki à partir du 22 mars 1936, Ehresmann y interviendra rapidement
pour mettre au premier plan la notion générale de structure. Ainsi, selon
Jean Dieudonné, � dès avant 1940, il rêvait d'une théorie abstraite de toutes
les espèces possibles de structure � [52]. Cet attachement à la notion de
structure est con�rmé d'une part par la participation active d'Ehresmann,
selon Pierre Ageron [3], à l'élaboration des dé�nitions générales de structure
et de structure locale en septembre 1936, lors du � Congrès de l'Escorial �
� malgré les réticences de certains membres du groupe, la notion pouvant
apparaître primitive ; et d'autre part par le fait que la dé�nition générale de
la notion de structure apparaissant à la �n du premier tome des Eléments
sera réélaborée à plusieurs reprises par Ehresmann, ainsi par exemple :

� en 1952 dans son cours de Rio sur � Structures locales et revêtements �
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� en 1957 dans � Gattungen von lokalen Strukturen �, où il démontre
que sa dé�nition générale et catégorique des espèces de structures
coïncident dans le cas des structures sur des ensembles avec celles de
Bourbaki,

� en 1960 dans � Catégorie des foncteurs types �, où il donne une formu-
lation catégorique de la procédure bourbakiste de construction d'es-
pèces de structures par schéma de constructions d'échelons.

Tout ceci amène à considérer, avec Pierre Ageron, que la théorie des espèces
de structures développée par Ehresmann constitue, davantage qu'une prise
de distance, une � réélaboration profonde, mais �dèle, des idées bourbakistes
des années 30 �.

Dans le parcours conceptuel élaboré par Ehresmann, il est ainsi possible
de dégager quatre grands moments :

1. du projet initial au cours de Rio (1952),

2. le tournant catégorique : les � espèces de structures locales � (1957),

3. les catégories p-structurées,

4. la théorie des esquisses (1966)

L'hypothèse qu'il s'agira de défendre ici est que ce travail progressif des
notions de structure et de structure induite, et cette mise à distance pro-
gressive de Bourbaki vers la théorie des catégories et les esquisses, ouvrent la
voie à une compréhension mathématique de l'idée d'intrinsécité des descrip-
tions des concepts structurels. Cette hypothèse se trouve par ailleurs justi�ée
par l'importance accordée par Ehresmann à l'idée de dé�nition intrinsèque,
comme le remarquent par exemple André Hae�iger :

� Pour Ehresmann une des principales motivations pour intro-
duire les espaces �brés était de donner une dé�nition intrinsèque
globale des connexions considérées par E. Cartan et du transport
parallèle (c'est pour cette même raison que les physiciens se sont
en�n décidés à étudier la théorie des espaces �brés !). �([64], 559)

ou par ailleurs, Paulette Libermann, commentant les travaux d'Ehresmann
en géométrie di�érentielle :

� Le souci d'établir un calcul di�érentiel intrinsèque sur les varié-
tés, déjà apparent dans son article sur les connexions, a conduit
C. Ehresmann à introduire la notion de jet comme base de la
Géométrie Di�érentielle. �([64], 516)

6.1.1 Du projet initial au cours de Rio

Pour expliciter le mouvement général du premier moment, il est pos-
sible de s'appuyer sur le compte-rendu proposé en 1955 par Ehresmann de
ses di�érents travaux. Y est présentée une certaine idée de la Géométrie,
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comme � théorie des structures plus ou moins riches, dans lesquelles on dis-
cerne en général des structures algébriques et des structures topologiques
sous-jacentes �([64], 471). Une telle dé�nition s'appuie sur l'idée d'une géné-
ralisation de la géométrie élémentaire selon le point de vue du programme
d'Erlangen, élargi au domaine algébrique :

� D'une part, on a les structures essentiellement algébriques dé-
�nies sur un ensemble par un groupe de transformations (sui-
vant l'idée développée, par exemple, par Felix Klein dans son
programme d'Erlangen) ; d'autre part, on a les structures topo-
logiques, qui forment l'objet de la Topologie. Mais la notion de
groupe de transformations est un cas particulier de la notion de
pseudogroupe de transformations, dont les transformations ne
sont dé�nies que sur certains sous-ensembles de l'espace consi-
déré. Ces sous-ensembles sont les ensembles ouverts d'une struc-
ture topologique, de sorte qu'on admet déjà une structure topo-
logique sous-jacente. On est conduit ensuite à une notion géné-
rale de structure locale, étroitement liée à celle de pseudogroupe.
Par combinaison de structures algébriques et de structures to-
pologiques, on aboutit à des structures de plus en plus riches :
groupes topologiques, groupes de Lie, espaces homogènes de Lie,
espaces feuilletés, espaces �brés, en�n toutes les structures qu'on
peut appeler in�nitésimales et qui forment l'objet de la Géomé-
trie Di�érentielle. � ([64], 471)

Apparaît ici clairement l'in�uence de son directeur de thèse Elie Cartan :
celui-ci proposait en e�et le projet, dans � La théorie des groupes et les re-
cherches récentes de géométrie di�érentielle � , d'une synthèse de deux points
de vue en géométrie, celui de Riemann et celui du programme d'Erlangen :

� Est-il possible de faire rentrer dans le cadre, su�samment élargi,
du programme d'Erlangen, toutes les géométries nouvelles et une
in�nité d'autres ? [...]
A première vue, la notion de groupe semble étrangère à la Géomé-
trie des espaces de Riemann, car ils ne possèdent l'homogénéité
d'aucun espace à groupe fondamental. Néanmoins, si un espace
de Riemann ne possède pas une homogénéité absolue, il possède
cependant une sorte d'homogénéité in�nitésimale ; au voisinage
immédiat d'un point donné il est assimilable à un espace eucli-
dien.[...]
En résumé, dans les généralisations précédentes, l'idée directrice
est la suivante. Dans un espace holonome, au sens de M. F. Klein,
tout est commandé par le groupe fondamental et ses di�érentes
opérations. Ce sont ces opérations qui font de l'espace un tout
organique. Dans les espaces non holonomes, ce sont encore les
opérations du groupe qui sont un principe d'organisation, mais
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uniquement de proche en proche. C'est précisément en analysant
ce que cette organisation a d'incomplet que nous allons arriver au
rôle tout à fait nouveau que va jouer encore la notion de groupe
dans les Géométries nouvelles. � ([32], 6-10)

On notera par ailleurs que la notion � générale � de structure locale joue
un rôle central dans la première partie de l'÷uvre d'Ehresmann, en tant
qu'elle � permet de reconnaître l'unité de la Géométrie sous sa grande di-
versité � ([64], 471). Il faut souligner cependant que cette notion uni�catrice
n'est introduite explicitement qu'en 1951 dans un Compte-Rendu à l'Aca-
démie des Sciences, � Structures locales et structures in�nitésimales �, alors
que dès 1943 Ehresmann fait reposer les dé�nitions des di�érentes sortes de
structures géométriques sur le � pseudogroupe de transformations �. Dans
l'articulation entre � espèce de structures locales � et � pseudogroupe �, c'est
cette dernière notion qui semble essentielle en tant qu'outil de caractérisation
des variétés di�érentiables, des espaces �brés et des espaces feuilletés.

C'est ce que met en évidence l'exposé donné par Ehresmann à Rio en
1952 ([63], 3-24), où l'on voit se dégager l'interaction entre une dé�nition � à
la Bourbaki � des structures et la mise au premier plan du pseudogroupe de
transformations, notion � étroitement liée � à celle de structures locales.

Dans son cours de Rio, Ehresmann appuie sa dé�nition des structures
sur celle de Bourbaki à partir de l'exemple des espaces topologiques.

� Partons de l'exemple de structures topologiques. Une structure
topologique (ou une topologie) est dé�nie par la donnée d'un
ensemble O de parties de E véri�ant les conditions suivantes :
� (O1) La réunion d'une famille quelconque d'ensembles appar-

tenant à O appartient aussi à O .
� (O2) L'intersection d'une famille �nie d'ensembles apparte-

nant à O appartient aussi à O.
Un espace topologique est un ensemble E muni d'une structure
topologique. Toute partie de E appartenant à l'ensemble O cor-
respondant est appelé ensemble ouvert de cet espace topologique.
[...]

Soit P(E) l'ensemble des parties de E. L'ensemble O est une
partie de P(E), c'est-à-dire un élément T de P(P(E)), que nous
pouvons appeler l'élément structural dé�nissant la topologie. Les
propriétés (O1) et (O2) dé�nissent une partie Ω de P(P(E)), en-
semble des éléments de P(P(E)) qui possèdent ces propriétés.
Tout élément T de Ω dé�nit une topologie sur E ; l'ensemble Ω
dé�nit l'espèce des structures topologiques sur E . Nous pou-
vons partir d'un ensemble E quelconque. La loi de formation de
P(P(E)) à partir de E et en plus les deux propriétés (O1) et (O2)
dé�nissent la classe de structures topologiques sur un ensemble
quelconque, et cette classe s'appellera l'espèce des structures to-
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pologiques. Les propriétés (O1) et (O2) sont appelés les axiomes
de l'espèce des structures topologiques. �([63], p.4)

On peut noter plusieurs éléments importants dans cet exemple, explici-
tement inspiré de Bourbaki :

� d'une part, l'espèce de structures est toujours dé�nie relativement à
un ensemble de base, et non pas abstraitement ;

� d'autre part, l'espèce de structures reste déterminée de l'extérieur,
pour ainsi dire, par des axiomes.

Ehresmann peut alors donner la dé�nition suivante d'une espèce de struc-
tures :

Dé�nition 73 � une espèce de structures mathématiques est déterminée par :

1. La donnée d'une loi de formation d'un ensemble M à partir d'un en-
semble quelconque E et d'un certain nombre d'ensembles auxiliaires
A1, A2, ..., Ak. Cette loi de formation indique une suite d'opérations du
type suivant : a) formation de l'ensemble des parties d'un ensemble
déjà obtenu ; b) formation du produit de deux ensembles déjà obtenus ;

2. La donnée d'un système d'axiomes imposant des conditions aux élé-
ments de M , c'est-à-dire déterminant une partie W de M .

La loi de formation donnée dé�nit un type de structures ; tout élément de
M dé�nit une structure de ce type sur E.

L'ensemble W constitue une espèce de structures mathématiques sur E.
Tout élément V de W sera une structure de cette espèce sur E. �([63], 5-6)

On peut alors dé�nir des applications entre structures, et c'est à ce niveau
qu'apparaît la structure de groupe. En e�et,

� Considérons une espèce de structures mathématiques pour la-
quelle les ensembles auxiliaires A1, A2, ..., Ak sont �xés et munis
éventuellement de structures déterminées préalablement. Etant
donnés deux ensembles E et E′, le type de structures considéré
détermine, à partir de E et E′ deux ensembles M et M ′, et le
système d'axiomes en détermine deux sous-ensembles W et W ′.
Toute application biunivoque f de E sur E′ admet une exten-
sion f ′ appliquant d'une façon biunivoque M sur M ′. Comme
les axiomes ne font intervenir aucune structure préalable sur E
et sur E′, l'extension f ′ applique W sur W ′ ; c'est-à-dire trans-
forme toute structure de l'espèce considérée donnée sur E en une
structure de même espèce sur E′ . Si S et S′ sont deux struc-
tures de l'espèce considérée sur E et sur E′, c'est-à-dire deux
éléments de W et W ′, un isomorphisme de S sur S′ est une ap-
plication biunivoque f de E sur E′ dont l'extension f ′ applique
S sur S′. En particulier le groupe des permutations de E laisse
invariant W . Le sous-groupe qui laisse invariant S est le groupe
des automorphismes de S . [...]
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Considérons maintenant deux espèces de structures, en général
de types di�érents. Sur un ensemble E, les deux types corres-
pondent à deux ensembles M et M ′ et les deux espèces de struc-
tures correspondent à deux sous-ensembles W ⊂M et W ′ ⊂M ′.
On dira que les deux espèces de structures sont équivalentes sur
E lorsqu'on aura dé�ni une application biunivoque deW surW ′,
invariante par les permutations de E. On pourra identi�er alors
les structures qui se correspondent par cette application. Si l'en-
semble E n'est pas �xé, on dira que les deux espèces de structures
sont équivalentes lorsque pour un ensemble E quelconque on aura
dé�ni une application biunivoque (dite application d'équivalence)
de W sur W ′ de telle façon que les applications d'équivalences
associées à deux ensembles E et E′ se correspondent par toute
application biunivoque de E sur E′. �([63], 6)

Sur ce dernier point Ehresmann prend à nouveau l'exemple des espaces
topologiques, qui peuvent être dé�nis de plusieurs manières di�érentes, par
la donnée de l'ensemble des ensembles fermés, ou par la donnée des en-
sembles de voisinages des points de E , ou par la donnée des adhérences
des sous-ensembles de E. On voit donc apparaître l'idée de saisir un contenu
commun � derrière � des dé�nitions di�érentes, par le biais d'une application
invariante par le groupe de permutations sur l'ensemble de base.

Il devient alors possible de dé�nir la notion de structure locale, essentielle
au développement de la géométrie pour Ehresmann :

Dé�nition 74 � Une espèce de structures locales est une espèce de structures
(α) pour laquelle il existe une loi d'induction, c'est-à-dire une loi qui associe à
toute structure S d'espèce (α), donnée sur un ensemble E , un ensemble Φ de
parties de E et qui détermine sur tout ensemble U ∈ Φ une structure d'espèce
(α) appelée structure induite par S sur U muni de cette structure induite
étant appelée sous-espace distingué de E, de telle façon que les conditions
suivantes soient satisfaites :

1. La loi d'induction est canonique. C'est-à-dire si une application biuni-
voque f de E sur E′ transporte la structure S sur une structure S′

dé�nie sur E′, la restriction de f à chaque sous-espace distingué de
E est un isomorphisme sur un sous-espace distingué de E′ muni de la
structure S′.

2. Φ est l'ensemble des ensembles ouverts non vides d'une topologie T sur
E. On dira que S est une structure locale par rapport à cette topologie.

3. Transitivité des structures induites. Si U est un sous-espace distingué
de E (et par conséquent muni de la structure induite par S), les sous-
espaces distingués de U sont les sous-espaces distingués de E qui sont
contenus dans U .
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4. Axiome du recollement. Soit E′ la réunion d'une famille de sous-ensembles
de E dont chacun est muni d'une structure d'espèce (α) telle que la
condition suivante soit satisfaite : si Ei et Ej sont deux ensembles
de la famille dont l'intersection Ei ∩ Ej ne soit pas vide, celle-ci est
sous-espace distingué de Ei et Ej et les structures induites sur Ei ∩Ej
par les structures données sur Ei et Ej sont identiques. Il existe alors
sur E′ une structure S′ d'espèce (α) bien déterminée telle que chaque
Ei muni de sa structure soit sous-espace distingué de E′ muni de S′.
Nous dirons que les structures données sur les Ei se raccordent et que
E′ muni de la structure S′ est obtenu par recollement des sous-espaces
Ei.

En vertu des conditions précédentes la structure induite par S sur E est
identique à S. �([63],7)

Ehresmann remarque alors qu'une telle dé�nition, permet un passage du
global au local, mais non dans le sens inverse : en e�et, on peut retrouver à
partir de la topologie de l'espace E la topologie induite sur un sous-ensemble
A de E, mais par recollement de sous-espaces formant un recouvrement de E
on ne retrouve pas forcément l'espace topologique E. Il y a donc une forme
d'asymétrie qui apparaît ici dans le couple local/global.

On peut alors dé�nir le pseudogroupe des automorphismes locaux d'une
structure locale :

Dé�nition 75 � Soit S une structure locale d'une espèce donnée dé�nie sur
E . Soit Γ l'ensemble des automorphismes locaux de E, c'est-à-dire des iso-
morphismes d'un sous-espace distingué sur un sous-espace distingué. Γ est
un pseudogroupe de transformations, c'est-à-dire un ensemble de transfor-
mations véri�ant les axiomes suivants :

1. Tout f ∈ Γ est une application biunivoque dont la source et le but
appartiennent à Φ , où Φ est l'ensemble des ouverts non vides d'une
topologie sur E ; cette topologie s'appellera la topologie sous-jacente au
pseudogroupe de transformations.

2. Soit U la réunion d'une famille d'ensembles Ui ∈ Φ. Pour qu'une appli-
cation biunivoque f de U sur un sous-ensemble f(U) de E appartienne
à Γ, il faut et il su�t que la restriction de f à Ui appartienne à Γ, pour
chaque indice i.

3. Pour tout U ∈ Φ, l'application identique de U appartient à Γ. Si f ∈ Γ,
on a aussi f−1 ∈ Γ. Si f ∈ Γ et f ′ ∈ Γ et si de plus f ′f est dé�ni, on
a aussi f ′f ∈ Γ. �([63],8)

Γ admet en réalité une structure de groupoïde, et c'est par l'intermédiaire
de cette notion que la théorie des catégories intégrera par la suite l'outillage
ehresmannien. Quelques dé�nitions sont encore nécessaires, qui viennent de
la théorie des espaces �brés d'Ehresmann.
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Dé�nition 76 � Soit S une structure locale sur E ; soit S′ une structure de
même espèce sur E′. Un isomorphisme local f de E sur E′, c'est-à-dire un
isomorphisme d'un sous-espace distingué de E sur un sous-espace distingué
de E′, sera aussi appelé une carte locale de E sur E′. Etant données deux
cartes locales f1 et f2 dont les buts (c'est-à-dire les buts des applications
f1 et f2) ont une intersection non vide, au couple (f1, f2) est alors associé
l'automorphisme local ϕ21 de E tel que f1(x) = f2(x

′), où x ∈ E et x′ ∈ E,
soit équivalent à x′ = ϕ21(x). Nous dirons que ϕ21 est le changement de
cartes locales associé à (f1, f2).

Appelons atlas de E sur E′ un ensemble de cartes locales de E sur E′

dont les buts recouvrent E′. [...]

Si E′ est localement isomorphe à E, l'ensemble des cartes locales de E
sur E′ est appelé atlas complet de E sur E′. [...]

Un atlas complet de E sur E′ compatible avec Γ dé�nit sur E′ une struc-
ture associée à Γ. La classe des structures associées à Γ, sur un ensemble
quelconque, s'appellera l'espèce des structures associées à Γ. �([63], 9)

On peut alors formuler et démontrer le résultat suivant :

Théorème 39 L'espèce des structures associées à Γ est une espèce de struc-
tures locales.

L'intérêt de ces dé�nitions et de ce résultat est qu'il met en avant une
façon de dé�nir une structure sur un ensemble d'arrivée E′, modalité de dé-
�nition qui semble proprement géométrique, dans la mesure où elle passe
par des notions introduites pour les espaces �brés, comme les atlas et leur
complétion, mais surtout, si l'on s'en tient à la Notice de 1955, repose sur
le groupoïde de transformations. Certes, demeure l'extrinsèque des déter-
minations axiomatiques de l'espèce de structure de départ, mais il semble
que le passage par la notion de structure induite, l'atlas et le pseudogroupe
constitue bien une voie vers une caractérisation intrinsèque de la structure
d'arrivée E′.

6.1.2 Le tournant catégorique

Ces di�érentes constructions vont cependant être généralisées dans un
deuxième temps, grâce aux outils de la théorie des catégories, dès 1957 dans
l'article d'Ehresmann intitulé � Gattungen von lokalen Strukturen �, traduit
dans [57].

Catégories et opérateurs

La notion de catégorie venant, chez Ehresmann, généraliser celle de grou-
poïde, cela implique une dé�nition de la notion de catégorie sensiblement
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di�érente de celle d'Eilenberg et Maclane, par deux classes distinctes et hé-
térogènes d'objets et de morphismes. Ehresmann met en e�et l'accent sur
les morphismes :

Dé�nition 77 � Une catégorie est une classe C d'éléments dans laquelle est
dé�nie une multiplication (f, g)→ fg pour certains couples (f, g) d'éléments
de C, multiplication qui véri�e les axiomes suivants :

1. Si h(fg) ou (hf)g est dé�ni, alors les deux éléments sont dé�nis et
h(fg) = (hf)g.

2. Si hf et fg sont dé�nis, alors h(fg) est dé�ni. Un élément e de C est
appelé unité si fe = f et eg = g pour tous les éléments f et g de C
pour lesquels fe et eg sont dé�nis.

3. Pour tout f ∈ C il existe deux unités α(f) et β(g) telles que fα(f) et
β(f)f soient dé�nis.

Les éléments de C sont généralement appelés morphismes. Si on s'est donné
une application bi-univoque de la classe des unités de C sur une classe C0
alors C0 sera souvent appelée une classe d'objets pour C.

[...]

Un groupoïde est une catégorie C dont les éléments sont tous inver-
sibles. �([57], 2)

Ehresmann introduit alors une nouvelle notion, au c÷ur de laquelle se
trouve l'idée d'action d'une structure sur une classe, c'est-à-dire l'idée de
deux objets di�érents, mais tel que le premier � agit � sur le second :

Dé�nition 78 � Une catégorie d'opérateurs sur une classe S0 est une caté-
gorie C munie d'une multiplication (f, z)→ fz dé�nie pour certains couples
(f, z), où f ∈ C, z ∈ S0, fz ∈ S0, et qui satisfait aux axiomes suivants :

1. Si g(fz) ou (gf)z est dé�ni, alors les deux éléments sont dé�nis et
g(fz) = (gf)z.

2. Si gf et fz sont dé�nis, alors g(fz) est aussi dé�ni.

3. Si e est une unité de C et si ez est dé�ni, alors ez = z.

4. Pour tout f ∈ C, il existe un z ∈ S0 tel que fz soit dé�ni et pour
chaque z ∈ S0 il existe un f ∈ C, tel que fz soit dé�ni. �([57], 3)

Par ailleurs, on a alors le résultat suivant :

Théorème 40 � Si C est une catégorie d'opérateurs sur S0, alors à chaque
z ∈ S0 correspond une seule unité e ∈ C pour laquelle ez soit dé�ni . Nous
désignons cette unité par p(z). �([57], 4)
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Cette dé�nition éclaire en retour la dé�nition par Ehresmann des caté-
gories : en e�et, ce sont les morphismes qui se trouvent mis au premier plan
(non les objets), c'est-à-dire ce qui est susceptible d'agir sur un autre objet
mathématique. Ainsi, si Ehresmann inclue la classe des objets dans la classe
des morphismes, via les morphismes-identité, c'est a�n de pouvoir faire agir
une catégorie sur un ensemble.

Espèces de structures et groupoïdes des isomorphismes

On peut alors dé�nir la notion d'espèce de structures :

Dé�nition 79 � Soit C un groupoïde d'opérateurs sur une classe S0 et soit
S le groupoïde correspondant des couples (f, S), où S ∈ S0, f ∈ C, pour
lesquels fS est dé�ni ; p désignera la projection de S0 sur C0 ainsi que le
foncteur projection de S sur C. Alors S0 est appelé espèce de structures sur
C. Un élément S de S0 est appelé structure sur p(S) ∈ C0. (f, S) ∈ S est
appelé isomorphisme de S sur fS ; S est appelé groupoïde des isomorphismes
. Un isomorphisme (f, S) de S sur S est appelé un automorphisme de S. La
classe des automorphismes de S forme un sous-groupe de S qui sera appelé
groupe des automorphismes de S. La projection p applique celui-ci de façon
biunivoque sur un sous-groupe de C qui est souvent appelé aussi groupe des
automorphismes de S. �([57], 5)

Une telle dé�nition des espèces de structures appelle plusieurs commen-
taires. On peut noter tout d'abord une évolution par rapport à la dé�nition
donnée dans le cours de Rio précédemment cité, qui reprenait la dé�nition de
Bourbaki. En e�et, l'objet structuré (dans C) se trouve ici clairement distinct
de la structure (élément de S0) et de l'espèce de structure. Ainsi, les objets
structurés sont les objets du groupoïde d'opérateurs et la structuration se
fait par l'action de ce groupoïde sur l'espèce de structure (une classe). Par
ailleurs, on a là une formulation dans les termes de la théorie des catégo-
ries de certains faits déjà mis en lumière dans le cours de Rio de 1952, en
particulier le fait, pour les espèces de structure générales, que � le groupe
de permutations de E [l'ensemble de base] laisse invariant W [l'espèce de
structure] �. On peut également voir cette dé�nition comme une généralisa-
tion du � pseudogroupe de transformations �, dont la structure de groupoïde
était déjà mise en évidence. Ainsi, cette mise au premier plan des structures
de groupoïde et de catégorie peut être vue comme le prolongement de la
compréhension de la Géométrie que proposait Ehresmann dans sa Notice de
1955, mettant en avant la structure de groupe. Comme le remarque en e�et
Ehresmann en 1965 ,

� il est naturel de se demander s'il existe une notion uni�catrice
pour toutes ces théories diverses, comme la notion de groupe qui
a permis de rétablir l'unité de la Géométrie après la découvertes
des géométries non-euclidiennes. �([58], VII)
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Application au cas ensembliste : le lien avec Bourbaki et la notion

de type de structure

Dans � Gattungen von lokalen Strukturen �, Ehresmann rapproche sa
dé�nition de la dé�nition bourbakiste des structures :

� Les espèces habituelles de structures sont dé�nies sur des sous-
groupoïdes de E [catégories des fonctions entre ensembles] ou sur
un groupoïde produit ΠiCi, où Ci est un sous-groupoïde de E .
On construit un foncteur de ΠiCi dans E en partant des deux
foncteurs fondamentaux P et Π.

Etant donné un ensemble E , on désigne par P(E) l'ensemble des
sous-ensembles de E . A chaque application biunivoque f de E sur
E ′ correspond une application biunivoque P(f) de P(E) sur P(E ′)
et P est un foncteur de E dans E qui applique un sous-groupoïde
C de E sur un sous-groupoïde P(C) dans E . Le foncteur Π est un
foncteur de ΠiCi dans E qui est dé�ni de la manière suivante :
un élément de ΠiCi est une famille (fi, où fi ∈ Ci. Soit (xi) ∈
ΠiEi, xi ∈ Ei, alors Π(fi) est l'application (xi) → (fixi), où
Ei = α(fi). A l'aide de P et Π on peut dé�nir certains foncteurs
Φ de ΠiCi dans E . Par Φ est alors dé�nie une espèce de structure
S0 sur ΠiCi d'un certain type. Une sous-espèce de S0, qui est
d'ordinaire dé�nie par un système d'axiomes, est alors une espèce
de structures au sens de Bourbaki. �([57], 8)

Ce lien entre les catégories d'opérateurs et la dé�nition de Bourbaki met
en évidence un élément qui sera central par la suite : le fait de dé�nir une
espèce de structures par un foncteur. Cependant ces remarques soulignent
également la nécessité de dé�nir une sous-espèce de structures par un � sys-
tème d'axiomes � : ainsi, même si le contexte catégorique a permis de clari�er
le rapport entre la structure et l'objet structuré, il reste à � catégori�er � les
axiomes eux-mêmes, déterminant cette sous-espèce.

6.1.3 Les catégories structurées

Dans un premier temps, il faut noter que la première étape de cette
catégorisation des espèces de structures passe par l'étude systématique des
foncteurs Φmis en évidence dans le cas des dé�nitions � à la Bourbaki �, fonc-
teurs qu'Ehresmann dé�nit à partir de 1960 comme des � foncteurs-types �
(voir ([62], 101-116)). A partir de ces foncteurs-types, le système d'axiomes
dé�nissant l'espèce de structures est alors remplacé par des � foncteurs ty-
piques � :

� D'après les dé�nitions de [1] [il s'agit de � Gattungen von lo-
kalen Strukturen �], un foncteur ϕ′ ∈ F(E) dé�nit une espèce de
structures sur E . Le procédé régulier de dé�nition d'une espèce
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de structures sur E consiste à prendre pour ϕ′ un foncteur ty-
pique ; un tel foncteur sera, en général, déduit d'un foncteur type
donné par un système d'axiomes. Chaque axiome du système dé-
�nit un foncteur déduit et le système dé�nit l'intersection de ces
foncteurs déduits. �([62], 116)

Toutefois, en 1963, dans l'introduction de Catégories et structures , Eh-
resmann semble d'une certaine façon mettre à distance le projet bourbakiste,
ou tout du moins proposer une alternative :

� Deux attitudes sont possibles :

1. le point de vue � constructif �, partant de la question : com-
ment dé�nir d'une façon générale une structure d'une cer-
taine espèce au-dessus d'un ensemble E ? Ceci conduit Bour-
baki à la dé�nition de l'échelle des ensembles associés à E.
[...] Une espèce de structures sur les ensembles est alors dé-
�nie d'une manière précise par la donnée d'un sous-foncteur
d'un foncteur type.

2. le point de vue � algébriste � : oubliant comment les struc-
tures ont été construites, on ne conserve que l'ensemble
des structures au-dessus de E et l'ensemble des homomor-
phismes entre les structures. On est ainsi amené à la théorie
algébrique de la catégorie des homomorphismes et du fonc-
teur p de cette catégorie vers une autre (dans les cas usuels,
le foncteur � oubliant � les structures). �([58], VII)

Au point de vue constructif, Ehresmann va donc préférer la voie algébrique,
qui apparaît clairement catégorique : au lieu de partir de l'ensemble E, on
considère directement les structures au-dessus de E. On notera ici qu'Eh-
resmann marque la séparation, déjà aperçue dans � Gattungen von lokalen
Strukturen �, entre l'ensemble de base et la structure dé�nie sur cet ensemble.
Ces deux éléments sont encore solidaires dans la dé�nition bourbakiste, mais
c'est précisément ce lien que l'approche ehresmannienne va retravailler, entre
la structure comme objet et la structure comme loi.

Cependant, la voie algébriste présente elle aussi des limites. Et en ex-
plicitant celles-ci, Ehresmann révèle le c÷ur de son projet d'une théorie des
espèces de structures :

� Il est évident que, en partant uniquement des propriétés
algébriques du foncteur p, on ne peut espérer obtenir tous les
résultats spéci�ques relatifs à une situation particulière, c'est-
à-dire à une espèce de structure construite explicitement. Pour
aller plus loin, il faut recourir aux espèces de structures et aux
catégories dominées. Ceci n'est pas encore su�sant ; le stade ul-
térieur est celui des catégories structurées (ordonnées, inductives,
topologiques, di�érentiables, etc...). Ainsi développée, la théorie
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des catégories tend réellement à uni�er les mathématiques ac-
tuelles �([58], VIII).

Tel semble donc être le c÷ur du projet d'Ehresmann : trouver au c÷ur des
mathématiques les moyens de la spéci�cation de leurs objets. Et c'est à ce
niveau qu'interviendront les esquisses, qui constitue le termes d'un processus
de généralisation menant des espèces de structures locales aux catégories
structurées.

Les catégories structurées sont dé�nies en 1963 dans � Catégories struc-
turées � ([61], 21-98) : elles constituent le dernier palier de généralité de la
théorie des structures d'Ehresmann, et viennent uni�er ses di�érents tra-
vaux de topologie ou de géométrie di�érentielle. L'idée est alors de répondre
à la question de savoir comment munir une catégorie d'une structure supplé-
mentaire (topologique, di�érentielle, d'ordre, etc.) et cette procédure pourra
ensuite être généralisée à tout type de structure.

L'article de 1963 prend pour point de départ les dé�nitions de catégories
d'opérateurs et d'espèces de structures exposées dans en 1957 dans � Gattun-
gen �. Si Σ0 est une espèce de structure au-dessus de la catégorie C, alors p0
est l'application correspondante de Σ0 dans C0 ; on dira aussi que (C, p0,Σ0)
est une espèce de structures.

Soit (C, p0,ΣO) une espèce de structure. Soit Σ la classe des couples
(f, z) ∈ C × Σ0 tels que fz soit dé�ni, c'est-à-dire tels que α(f) = p0(z).
Munie de la loi de composition (f ′, z′).(f, z) = (f ′.f, z) ssi z′ = fz, Σ est
une catégorie, appelée catégorie des hypermorphismes associée à l'espèce de
structure (C, p0,Σ0).

On a par ailleurs le résultat suivant : soitM0 la classe des classes,M la
catégorie des applications entre classes. Soit (C, p0,Σ0) une espèce de struc-
tures telle que p−1(e) ∈ M0 pour tout e ∈ p0(Σ0). Soit f ∈ p(Σ), e = α(f)
et e = β(f).

Posons que F (f) une application f̃ : p−1(e) → p−1(e′) dansM. f̃(z) =
fz pour tout z tel que f(z) = e. F (e) sera identi�é à p−1(e). Si f est un
élément inversible de p(Σ), l'application f̃ est une bijection de F (e) vers
F (e′). Par conséquent l'application F : f → F (f) pour tout f ∈ p(Σ) est
un foncteur de α(F ) = p(Σ) versM, véri�ant la propriété suivante : soient
e ∈ α(F )0 et e′ ∈ α(F )0, on a F (e) ̸= ∅ ; et si e ̸= e′, on a F (e)∩F (e′) = ∅.

Le couple (C, F ) détermine entièrement l'espèce de structures (C, p,Σ).
On notera ici comment Ehresmann � fonctorialise � la détermination d'une
espèce de structures.

On peut alors construire la dé�nition d'une � espèce de structures domi-
née � :

Dé�nition 80 Soit C une catégorie et γ : K →M un foncteur.

On appellera espèce de structures dominée par (γ,K) un couple (C, F ) tel
que F : α(F ) → K soit un foncteur et que (C, γF ) dé�nisse une espèce de
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structures ; l'espèce de structures dé�nie par (C, γF ) sera appelée espèce de
structures sous (C, F ).

Ainsi par exemple, si Ω̃ est la catégorie des classes strictement ordonnées,
avec les applications respectant l'ordre, et ω le foncteur � d'oubli � de Ω̃ dans
M, alors une espèce de structures (C, F ) dominée par (ω, Ω̃) sera une espèce
de structures ordonnée. On a ici a�aire à un premier niveau de structuration
des objets d'une catégorie. Dans [58], Ehresmann enrichit la liste d'exemples :
en e�et, outre les objets-groupes de Eckmann et Hilton, les exemples de
catégories dominées sont nombreux :

� De nombreuses questions requièrent l'étude d'espèces de struc-
tures dominées ; ainsi les espèces de structures dominées par des
applications continues interviennent en théorie des espaces �brés,
les espèces de structures dominées par des applications continues
pointées ou par des classes d'homotopie entre espaces topolo-
giques pointés en Topologie Algébrique (Berstein-Hilton), les es-
pèces de morphismes en Géométrie Algébrique (Grothendieck) et
en Algèbre homologique (cohomologie générale). La donnée sur
une catégorie C• d'une topologie de Grothendieck revient à celle
d'une certaine espèce de structures. �([58], 338)

On voit ainsi clairement apparaître en quoi les catégories dominées per-
mettent de généraliser un grand nombre de situations mathématiques. Mais
cette étape peut encore être généralisée : c'est le rôle des catégories struc-
turées. Pour dé�nir ces dernières, plusieurs notions doivent être dé�nies au
préalable, notamment celle de � catégorie d'homomorphismes �, introduite
dès 1957 mais précisée et développée dans l'article de 1963 :

Dé�nition 81 Soient C et H deux catégories,

on dira que (C, p,H,S) est une catégorie d'homomorphismes si les condi-
tions suivantes sont véri�ées :

1. p : H → C est un foncteur ;

2. S est une sous-catégorie de H contenant H0 ;

3. (C, p′,S) est une espèces de structures, où p′ désigne la restriction de
p à S ;

4. soient h ∈ H et h′ ∈ H, si α(h) = α(h′), β(h) = β(h′) et p(h) = p(h′),
alors h = h′.

Ainsi par exemple,
� soit T0 la classe des topologies sur les classes M ∈M0 ;
� soit T̃ la catégories des applications continues f : S → S′, où S est

une topologie sur M et S′ une topologie sur M ′ ;
� soit θ le foncteur � d'oubli � qui à f : S → S′ associe f :M →M ′ ;
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� soit T le groupoïde des éléments inversibles de T̃ (les homéomor-
phismes) ;

(M, θ, T̃ , T ) est une catégorie d'homomorphismes.
De là, on construit la dé�nition des � catégories structurées � :

Dé�nition 82 Soit H, une catégorie, H′ et H′′ deux sous-catégories de H
contenant le groupoïde Γ des éléments inversibles de H,

on appellera catégorie H(H′,H′′)-structurée une couple (C•, s) où C• est
une catégorie, s ∈ H0 et p(s) = C véri�ant les conditions suivantes :

1. il existe s0 ∈ H0 tel que p(s0) = C•0 , ι ∈ H de s0 dans s, et [β, α] dans
H′ de s vers s0 × s0 ;

2. soit C• ⋆ C• la classe de couples (f ′, f) ∈ C × C tel que f ′.f soit dé�ni
et κ• l'application (f ′, f) → f ′.f où (f ′, f) ∈ C• ⋆ C•, il existe une
sous-structure s′ de s× s telle que p(s′) = C• ⋆ C• et on a κ de s dans
s′ dans H′′.

En particulier, une catégorie H(H,H)-structurée sera appelée une catégorie
H-structurée.

Ainsi par exemple, si T̃ est la catégorie des applications continues entre
espaces topologiques, alors une catégorie T̃ -structurée est une catégorie topo-
logique. Si D′ est la catégorie des morphismes de semi-groupes avec élément
neutre, alors une catégorie D′-structurée est une catégorie avec multiplica-
tion au sens de Bénabou. En�n, soit F la catégorie de tous les foncteurs,
alors une catégorie F-structurée est une catégorie double (ou objet-catégorie
interne à la catégorie des Catégories).

Au terme de ce parcours, des structures locales aux catégories structu-
rées, il est possible de mettre en lumière di�érents points. D'une part, ce qui
a été développé jusqu'ici, c'est bien une théorie géométrique des espèces de
structures, en un sens précis. En e�et, alors que la Notice de 1955, dans la
�liation de Cartan, plaçait la notion de groupe au premier plan de la Géo-
métrie, l'introduction de Catégories et structures en 1965 met en évidence
le prolongement de cette démarche dans une étude systématique des espèces
de structures, où le rôle joué par les groupes est désormais joué par les ca-
tégories, qui en ce sens viennent pour Ehresmann uni�er les mathématiques
structurales. Cela implique par ailleurs la compréhension proprement ehres-
mannienne des catégories, comme classe de morphismes sans objets, pouvant
agir sur une autre structure.

D'autre part, cette théorie des espèces de structures peut être vue comme
une recherche d'une caractérisation intrinsèque des structures, et ce pour
plusieurs raisons. Tout d'abord, dès 1957, les structures sont thématisées
comme des objets à part entière, distincts des objets structurés eux-mêmes,
l'articulation entre les deux étant pensée comme action d'une catégorie sur
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une classe. Les structures sont ainsi détachées des ensembles structurés (ou
des données de base en général), notamment grâce aux outils de la théorie
des �brés. Par ailleurs, dès 1939 la question de l'intrinsécité est ramenée à
celle des structures induites, celles-ci étant au c÷ur de la notion de structure
locale, cette dernière étant dé�nie dès 1952 (cours de Rio) par une � loi d'in-
duction �. Ainsi, tout se passe comme si le propre d'une espèce de structure,
ce qui la caractérise ou la détermine de façon intrinsèque, était donné par la
façon dont la structure globale détermine les structures locales, ce passage
du global au local étant caractéristique de la démarche d'Ehresmann, comme
le remarque Renaud Chorlay :

� Le Gestalt-switch d'Elie Cartan l'amenait à caractériser rétros-
pectivement les travaux classiques (y compris les siens jusqu'en
1925) comme implicitement locaux ; il s'engageait alors dans une
démarche double. Mieux cerner, d'une part, ce caractère local
[...]. D'autre part, aborder les questions globales, ce qui englobe
encore deux tâches : dé�nir globalement les objets à étudier, éta-
blir des théorèmes de passage du local au global. De tout cela,
Ehresmann est l'héritier direct, mais il in�échit déjà la recherche
dans une autre direction, celle d'un retour aux questions locales.
Ce retour n'est en rien une réaction, et on n'imagine pas retom-
ber dans un point de vue universellement et implicitement local.
Un langage ensembliste strict � qui n'a jamais été celui de Car-
tan ! � et un savoir faire acquis par un travail régulier sur les
systèmes d'axiomes sont mis au service de la question du local.
Les objets sont a priori dé�nis globalement � Ehresmann ne re-
vient en rien sur cet héritage �, la question de la caractérisation
des structures locales n'en est que plus délicate ; le global joue ici
le rôle du donné et du (mieux) connu, il s'agit de comprendre ce
qu'implique la localisation. �([38], 725-726)

Or la notion de � loi d'induction � dé�nissant les structures locales est
remplacée, dans l'÷uvre d'Ehresmann, par le pseudo-groupe des transfor-
mations, généralisé ensuite sous la forme des catégories d'opérateurs. Ainsi,
Ehresmann ne semble pas perdre de vue le projet de donner un sens à l'idée
de caractérisation intrinsèque, à travers la généralisation catégorique. Il reste
cependant à expliciter le contenu de ces espèces de structures, à � axioma-
tiser ces propriétés dans le cadre général des catégories � ([58], 336) : une
première tentative de � catégorisation � des systèmes d'axiomes a consisté
dans la dé�nition des � foncteurs typiques �, puis dans la dé�nition des ca-
tégories p-structurées, où les foncteurs, comme par exemple les foncteurs
d'oubli, viennent � coder � l'information contenue dans un système formel.
Mais il reste encore à intégrer le système formel au contexte catégorique : ce
sera le rôle des esquisses.
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6.2 Les esquisses et leurs enjeux épistémologique

6.2.1 Eléments de théorie des esquisses

Lorsqu'il introduit les esquisses en 1966, Ehresmann les présente comme
une réponse au problème suivant :

� If p is a functor from a category C• toward a category Ĉ•, a
unit s of C• is called a p-structure on p(s). If Ĉ• is a categoryM
of mappings, p-structures on classes are usually de�ned by the
construction of a typical functor (CS, appendix II) from a sub-
category ofM towardM. In many cases, it may be shown that
the p-structures obtained by such a construction are equivalent
to structures de�ned by using only � functorial � properties of
the category L, so that � similar � structures can also be de�ned
whenM is replaced by a category H•. So an important problem
is the following one :

From now on, we suppose that p is a functor from C• toward
the categoryM of mappings associated to a universeM0. How
to de�ne � canonically �, for a category H•, the notion of a
structure of kind p over H• (or more strictly on a unit e of H•),
so that a p-structure be a structure of kind p overM ? �([59], i)

On voit ici qu'il s'agit pour Ehresmann d'une part de dépasser l'approche
de Bourbaki (les � foncteurs typiques � 3) et d'autre part de montrer la pos-
sibilité de structurer des objets autres que des ensembles. A ce problème
fondamental, Ehresmann propose alors trois réponses possibles.

La première mentionnée par Ehresmann est celle proposée par Grothen-
dieck dans [90] :

� On voit de cette façon que la notion de structure de � C-
groupe �, � C-anneau �, etc. sur un objet X de C s'exprime de la
façon la plus commode (en théorie comme en pratique) en disant
que pour tout Y ∈ C , on a une loi de groupe (resp. anneau, etc. )
au sens usuel sur l'ensemble hX(Y ) [= C(Y,X)], les applications
hX(Y ) → hX(Y

′) correspondant à des morphismes Y → Y ′ de-
vant être des homomorphismes de groupes (resp. anneaux, etc. ).
C'est la façon la plus intuitive et la plus commode par exemple,
pour dé�nir les divers groupes classiques Ga, Gm, G↕(n), etc.
sur un pré-schéma S de base quelconque et pour écrire les re-
lations classiques entre ces groupes, pour mettre sur le schéma
a�ne V (F ) au-dessus de S, dé�ni par un faisceau quasi-cohérent
F , une structure de � �bré vectoriel �, pour dé�nir et étudier

3. Le lien entre les foncteurs-types à-la-Bourbaki et les esquisses a été précisément
examiné par A. Burroni dans (Réf ?), sous la forme de la procédure de typi�cation.
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les diverses variétés de drapeaux (grassmaniennes, �brés projec-
tifs) associés, etc. ; le yoga général étant d'identi�er purement et
simplement, à l'aide du foncteur canonique h, les objets de C à
des foncteurs contravariants particuliers, les foncteurs représen-
tables. �([59], 370)

Cependant, cette première méthode ne satisfait pas Ehresmann :

� This property is satis�ed if p is the forgetting functor from
the category of homomorphisms between some elementary alge-
braic structures (groups, rings,...) or from the category of func-
tors or neofunctors. However it is not full�lled for many usual
functors p such as the forgetting functor from the category of
continuous mappings or from the category of homomorphisms
between �elds. �([59], ii)

C'est pour dépasser les limites auxquelles est confrontée la méthode de
Grothendieck, à savoir l'impossibilité de dépasser le cadre algébrique, qu'Eh-
resmann introduit la deuxième méthode, celle des catégories structurées vu
précédemment. Mais � this second method leads to a more abstract ap-
proach � : celle des esquisses.

Il est ici nécessaire d'introduire les éléments fondamentaux de la théo-
rie des esquisses d'Ehresmann. Pour ce faire, nous utiliserons les travaux
d'Ehresmann ([59], [60]), de L. Coppey [40]) et C. Lair ([41], [42]), de René
Guitart ([93], [94]) et de Marie Bjerrum ([25]).

Dé�nitions préliminaires

Dans un premier temps on rappellera quelques dé�nitions catégoriques
fondamentales, dans le style de l'école d'Ehresmann, qui di�ère quelque peu
des dé�nitions usuelles (comme on l'a déjà vu pour la notion même de caté-
gorie).

Catégories, foncteurs et transformations naturelles On dira que S =
(ObS , F lS , c, d, id) est un graphe orienté ssi :

� ObS est un ensemble (ensemble d'objets) ;
� FlS est un ensemble (ensemble de �èches) et on écrit S(A,B) ou

Hom(A,B) pour le sous-ensemble de �èches de A vers B ;
� c : FlS → ObS est une application envoyant une �èche vers sa cible

(co-domaine) ;
� d : FlS → ObS est une application envoyant une �èche vers sa source

(domaine) ;
� id : ObS → FlS est une application qui envoie un objet C ∈ S vers la

�èche identité correspondante 1C tel que :
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ObS
id
// FlS

d
xx

c

ee : c · id = d · id = 1ObS

On dira que S . = (S, CoS , k) est un graphe multiplicatif ssi :
� S est un graphe orienté ;
� CoS est l'ensemble des paires de �èches composables, c'est-à-dire un

sous-ensemble de toutes les paires de �èches consécutives {(g, f) ∈
FlS × FlS | d(g) = c(f)} ;

� k : CoS → FlS est une composition partielle (multiplication) de
�èches k(g, f) = g ◦ f , qui satisfait les axiomes suivants :

1. Unitarité : ∀g ∈ FlS : (id · c(g), g), (g, id · d(g))) ∈ CoS et k(id ·
c(g), g) = k(g, id · d(g)) = g ;

2. Position : ∀(g, f) ∈ CoS : d(g ◦ f) = d(f), c(g ◦ f) = c(g).

Une catégorie C est un graphe multiplicatif où CoC est l'ensemble de
toutes les �èches consécutives et où la composition k est associative.

Etant donné D et C des graphes multiplicatifs, un foncteur (covariant)
F : C → D est une paire d'applications F = (F0, F1), F0 : ObC → ObD et
F1 : FlC → FlD, telles que ∀(g, f) CoC : (F (g), F (f)) ∈ CoD, F (g ◦ f) =
F (g) ◦ F (f);∀C ∈ ObC : F (1C) = 1F (C) en notant F au lieu de F0 et F1.

Etant donné des foncteurs F,G : C → D, une transformation natu-

relle τ : F → G est dé�nie par une famille d'applications (τC : F (C) →
G(C))C∈ObC telle que pour toute �èche f : C → D le diagramme suivant
commute :

F (C)
τC //

F (f)

��

G(C)

G(f)

��
F (D) τD

// G(D)

Si pour tout objet C ∈ C, τC est un isomorphisme, on dira que F et
G sont naturellement isomorphes et on écrit F ∼= G. On dira que deux
catégories C et D sont équivalentes, et on écrira C ∼ D, s'il existe des
foncteurs F : C → D et G : D → C tels que F ◦G ∼= 1D et G ◦ F ∼= 1C .

Limites projectives et inductives, limites et co-limites Soit I un
graphe orienté, C une catégorie et ϕ : I → C un foncteur (entre graphes
orientés).

Un cône projectif ou cône (dans C) de base ϕ est un couple (A, q) tel
que A est un objet de C et q une famille (qI : A → ϕ(I))I∈ObI de �èches
dans C, satisfaisant

∀i : I → J ∈ FlI : ϕ(i) ◦ qI = qJ ,
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c'est-à-dire que tous les triangles dans le cône commutent. Λϕ dénote l'en-
semble des cônes projectifs (dans C de base ϕ).

Un cône inductif ou cocône dans C de base ϕ est un couple (B, ι) tel
que B est un objet de C et ι est une famille (ιI : ϕ(I)→ B)I∈ObI de �èches
dans C telle que ∀i : I → J ∈ FlI , on a ιJ ◦ϕ(i) = ιI et on note Vϕ l'ensemble
des cocônes de base ϕ.

Un cône limite (de ϕ) est un cône (P, p) de base ϕ, écrit lim←−ϕ, satisfai-
sant la propriété universelle suivante :

∀(A, q) ∈ Λϕ, ∃!h : A→ P : (A, q) = (P, p) ◦ h,

où (P, p)◦h doit être compris comme le cône (A, p◦h) obtenu en composant
toutes les �èches dans p avec h.

Dualement, un cocône limite (de ϕ) est un co-cône (S, s) de base ϕ,
écrit lim−→ϕ satisfaisant la propriété universelle suivante :

∀(B, ι) ∈ Vϕ∃!k : S → B : (B, ι) = k ◦ (S, s).

Soit I un graphe orienté et C une catégorie, on dira que C a toutes les

I-limites [respectivement a toutes les I-colimites], si pour tout foncteur
ϕ : I → C, lim←−ϕ existe [respectivement lim−→ϕ existe].

Les esquisses

Une esquisse projective est une paire (S,P) où S est un graphe mul-
tiplicatif, appelé le graphe sous-jacent de l'esquisse, et P est un ensemble de
cônes dans S, appelé l'ensemble des cônes distingués.

Une esquisse mixte est un triple (S,P, I), avec un ensemble I de co-
cônes distingués.

Un morphisme d'esquisses s : σ → σ′ est un morphisme de graphe tel
que tout cône (cocône) distingué est envoyé sur un cône (cocône) distingué
dans σ′, c'est-à-dire si un cône distingué c dans σ est de base B : I → σ,
alors s(c) sera un cône distingué dans σ′ de base s ◦B.

Modèles et esquissabilité Une réalisation ou un modèle d'une es-

quisse σ = (S,P, I) (avec I possiblement vide) est un foncteur R : S → C
du graphe sous-jacent vers une catégorie C qui transforme tous les cônes et
cocônes distingués dans σ en limites et co-limites dans C.

Comme le remarque C. Wells :

� For example, there is a sketch for groups ; its models �are�
groups and the homomorphisms between its models are exactly
the group homomorphisms. There is a clear analogy with the way
a path in a topological space is de�ned as a continuous map from
a closed interval to the space. �([250], 3)
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Une catégorie C est dite esquissable dans une catégorie D s'il existe
une esquisse σ, telle que l'on ait une équivalence de catégories

Mod(σ,D) ∼ C

où Mod(σ,D) est la catégorie ayant pour objets tous les modèles σ → D et
pour �èches toutes les transformations naturelles entre modèles.

Quel est alors le rapport entre une structure dé�nie de façon ensembliste
traditionnelle et une structure dé�nie par une esquisse ? C. Wells précise ainsi
ce point :

� There are two ways of thinking of algebraic structures. I will
illustrate them using semi-groups as an example.

1. A semigroup is a set S together with a function that takes
each ordered pair of elements of S to an element of S, such
that...

2. A semigroup consists of a function m : S × S → S such
that...

Many mathematicians would say these are exactly the same, since
S×S is the set of ordered pairs of elements of S. To a categorist,
S × S is the product of S with itself, so its elements can be
represented as ordered pairs of elements of S, but in fact S ×
S is determined only by what you specify its �rst and second
coordinate functions to be together with the universal property
of products. For this reason, the category of models of a sketch
for semi-groups is equivalent but not isomorphic to the category
of semigroups in sense (1) above. �([250], 5)

On voit ici apparaître la distinction que nous avons vue apparaître dans
le champ de l'algèbre universelle au premier chapitre, approfondie par le
contexte catégorique par les travaux de Lawvere et leurs prolongements in-
formatiques, entre deux conceptions des structures, soit comme ensembles
structurés, soit comme lois dé�nissant des opérations. C'est précisément cette
seconde voie que nous avons vu se dégager précédemment de l'÷uvre d'Eh-
resmann, notamment à travers la notion de catégorie d'opérateurs en 1957.

Exemples En suivant [25], on construira l'esquisse des graphes multipli-
catifs.

Si on considère la dé�nition d'un graphe multiplicatif, on s'aperçoit qu'il
y a quatre ensembles en jeu : les objets, les �èches, les �èches consécutives et
les �èches composables. Par conséquent, une esquisse des graphes multipli-
catifs dans Ens devra contenir quatre Objets : S1 l'ensemble des objets, S2
l'ensemble des �èches entre eux et les �èches identité. On a donc un premier
graphe :
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S1
id // S2

d
zz

cdd

d.id = c.id = 1S1

On ajoute alors un objet S3 qui sera réalisé comme l'ensemble des �èches
consécutives, sous-ensemble de toutes les paires de �èches (f, g) pour les-
quelles le domaine de f correspond au codomaine de g. On a alors

S1
id // S2

d
zz

cdd
S3

p1
zz

p2dd

où p1 et p2 sont les restrictions des projections à partir du produit. Si
S3 joue le rôle attendu, il devra, une fois réalisé par un modèle de graphe
multiplicatif sous-jacent S présenter la propriété universelle selon laquelle
pour toutes �èches f, g : A→ FlS avec d.g = c.f , il existe une unique �èche
h : A → FlS ×ObS FlS tel que p1h = g, p2h = f , où FlS ×ObS FlS est le
produit �bré au-dessus de ObS . Cela signi�e que l'on devra distinguer le cône
suivant :

S3
p2 //

p1
��

s1

  

S2

c

��
S2

d
// S1

s1 désignant la composée.
En�n on devra introduire un objet S′

3 qui sera réalisé comme le sous-
ensemble de l'objet des �èches consécutives pour lesquelles la composition
est dé�nie. On obtient

S1
id // S2

d
ww

cgg S3

p1

ww
p2gg

S′
3

k

OO

p′2

[[

p′1

CC

j

DD

Pour s'assurer que S′
3 est réalisé comme un sous-ensemble des �èches

consécutives, on distingue le cône suivant :

S′
3

1S′
3 //

1S′
3
��

j

��

S′
3

j

��
S′
3 j

// S3
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signi�ant que j est réalisé comme un monomorphisme (i.e. une injec-
tion dans Ens). La composition est soumise à quelques axiomes (unitarité,
position) qui rendent nécessaires les applications j1, j2 : S2 → S3 qui, intuiti-
vement, envoient une �èche vers (1c(f), f) (resp. (f, 1d(f)), c'est-à-dire qu'on
a les équations :

� p2.j1 = 1S2 , p1.j2 = 1S2 ,
� p1; j1 = id.c, p2.j2 = id.d,
� alors, si j′1, j

′
2 : S2 → S′

3, j.j
′
1 = j1, j.j′2 = j2,

� unitarité : k.j′1 = 1S2 = k.j′2,
� position : d.k = d.p′2.j, c.k = c.p′1.j.
On a donc le graphe multiplicatif sous-jacent de l'esquisse des graphes

multiplicatifs :

S1
id // S2sd 66 schh

j′2

''

j′S

ww

d
ww

cgg

j1

��

j2

AAS3

p1

ww
p2gg

s1

}}

S′
3

k

OO

p′2

[[

p′1

CC

j

DD

s′1

ZZ

Les équations sont les suivantes : p1.j = p′1 ; c.i = d.i = 1S1 ; p2.j = p′2 .
d.p′1 = c.p′2 = s′1 . j.j′1 = j2 ; p1.j1 = id.d = sd ; j.j′2 = j2 ; p2.j2 = id.c = sc ;
p2.j1 = 1S2 ; k.j

′
1 = 1S2 = k.j′2 et p1.j2 = 1S2 .

On a les cônes projectifs distingués suivants :

S3
p2 //

p1
��

s1

  

S2

c

��
S2

d
// S1

S′
3

1S′
3 //

1S′
3
��

j

��

S′
3

j

��
S′
3 j

// S3

tous les deux indexés par .→ .← .
Un second exemple : on peut considérer la catégorie des ensembles Ens

comme une esquisse où (S,P) = (Ens, Lim), la grosse esquisse projective
consistant en la catégorie Ens équipée de tous ses petits cônes limites pro-
jectives. De ce fait, le recours à Ens comme lieu des supports de modèles
n'a rien de nécessaire a priori. On peut considérer, au lieu des réalisations
R : S → Ens, des réalisations R : (S,P) → (S ′,P′), réalisations entre
esquisses projectives.
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6.2.2 Le local et l'algébrique

Le théorème du faisceau associé généralisé

Comme cela a été montré au chapitre 2, dans sa thèse de 1963, Lawvere
introduit l'idée que le théorème qu'il démontre, selon lequel à tout préalgèbre
peut être associée, par adjonction, une algèbre du même type, fait écho au
théorème du faisceau associé à un préfaisceau démontré par Grothendieck.
Nous avons montré que ce point pouvait mettre en lumière la possibilité
d'un rapprochement entre la perspective locale (faisceau) et la perspective
algébrique (Lawvere) o�erte par le contexte de la théorie des catégories.

Or le contexte des esquisses montre qu'il s'agit de bien davantage qu'une
simple possibilité de rapprochement. Comme le souligne en e�et C. Lair
([129]), dès 1967 Charles Ehresmann démontre un théorème, dont les théo-
rèmes de Lawvere et de Grothendieck ne sont que des cas particuliers, et
c'est la théorie des esquisses qui permet la formulation et la démonstration
de ce théorème :

Théorème 41 Etant donné un morphisme d'esquisses t : σ → σ′ entre deux
esquisses projectives, alors si σ′ est petite, le foncteur d'oubli Ut admet un
adjoint à gauche.

Ce théorème, dans le cas des théories de Lawvere, revient au théorème de
construction des algèbres libres, et dans le cas des faisceaux de Grothendieck,
est le théorème du faisceau associé. Généralisé au cas des esquisses mixtes, il
s'agit du théorème du Diagramme Localement Libre, démontré par C. Lair
et R. Guitart ([96])

Ainsi le contexte de la théorie des esquisses d'Ehresmann montre que la
théorie des catégories permet plus qu'un simple rapprochement entre le local
et l'algébrique : la théorie des catégories semble être située en amont de cette
distinction 4.

L'esquisse, comme milieu commun du local et de l'algébrique

Dans [95], R. Guitart met par ailleurs en évidence cette idée d'une ge-
nèse commune du local et de l'algébrique dans le contexte de la théorie des
esquisses. En e�et,

� L'esquisse projective, suite aux topologies projectives de Béna-
bou et aux catégories marquées de Chevalley, est le milieu naturel
où coexistent l'opération algébrique x1.x2 = x et le recollement∫
si = s. Ainsi sont de même nature le fait algébrique que 2 fois

3 fasse 6 et le fait géométrique qu'en collant deux segments [0, 1]

4. Nous essaierons de saisir conceptuellement cette idée d'un lieu théorique antérieur
à la distinction du local et de l'algébrique dans le sixième et dernier chapitre
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et [0′, 1′] par leurs extrémités � en posant 0 ≡ 0′ et 1 ≡ 1′ � on
obtienne un cercle S1. � ([95], 174)

Cette première approche ouvre quelques questions : comment comprendre
cette notion de � milieu naturel � ? Ou cette idée d'une � nature � commune
au local et à l'algébrique ?

L'argument de R. Guitart est le suivant : de façon générale, sur le plan
de l'esquisse, soit σ = (S, P ) une esquisse, où S est le graphe multiplicatif
sous-jacent à l'esquisse et P un ensemble de cônes projectifs p = (pk : Π →
Bk)k∈K dans S, R une réalisation de σ dans Ens. Soit une �èche ω : Π→ B
dans S. On a alors

R(ω) : R(Π)→ R(B)

R(Π) = lim←−k∈KR(Bk)

ωR = R(ω).(≃−1) : lim←−k∈KR(Bk)→ R(B)

De sorte que, à travers ωR, les éléments xk des R(Bk), pour les k de
K supposés compatibles entre eux � c'est-à-dire tels que pour toute �èche
t : k → k′ dans K on ait xk′ = R(Bt)(xk) � peuvent être composés pour
former ωR((xk)k∈K) = x dans R(B).

Or cette construction diagrammatique générale peut être rapprochée de
la dé�nition proposée par Ehresmann des structures locales vue précédem-
ment, et reformulée par R. Guitart :

� Une espèce de structure locale W est une espèce de structure
telle que pour toute structure s sur un ensemble E, s ∈ W (E),
il existe une structure induite sur certaines de ses parties, ces
parties formant les ouverts d'une topologie, les inductions étant
transitives, et avec l'axiome du recollement : si E =

⋃
i∈I Ei

et si pour tout i de I on a une structure si sur Ei telles que
Ei ∩ Ej soit ouvert dans Ei et Ej et que les structures induites
de si et sj sur Ei ∩Ej soient identiques, alors il existe sur E une
unique structure s, notée W

∫
E((si)i∈I) = s, dont les Ei soient

des ouverts et induisant les si. � ([95], 173)

Pour Guitart, cette construction W
∫
E((si)i∈I) = s constitue la version

locale de la construction générale ωR((xk)k∈K) = x, c'est-à-dire la réalisation
des limites des cônes projectifs. Pour ce qui est du versant algébrique,

� si K = {1, 2}, alors il n'y a pas de condition de compatibi-
lité, et ωR((xk)k∈{1,2}) = x est noté simplement x1.ωx2 = x ou
x1.x2 = x . Et plus généralement on trouve les structures algé-
briques `partout dé�nies' unisortes de Lawvere, et les multisortes,
de Bénabou. �([95], 174)

Il apparaît ainsi que la théorie des esquisses permet de rendre compte
d'une forme d'antériorité de la théorie des catégories sur la distinction entre le
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local et l'algébrique, dans la mesure où la � nature � commune de l'opération
locale de recollement et de l'opération algébrique serait d'une certaine façon
révélée par la construction diagrammatique qu'est la réalisation de la limite
des cônes projectifs de l'esquisse mixte.

6.2.3 Syntaxe et sémantique

Mais la théorie des esquisses permet de montrer que la théorie des caté-
gories peut également remonter en amont de la distinction entre syntaxe et
sémantique.

L'esquisse des esquisses

En e�et, on peut montrer que la catégorie des esquisses est esquissable
par une esquisse projective, du moins si on limite la taille des esquisses par
un certain cardinal λ, c'est-à-dire que les ensembles de cônes distingués et de
cocônes distingués sont plus petits que λ, et de plus tous les graphes indexant
doivent être λ-petits, c'est-à-dire FlI plus petit que λ. On appellera Esqλ
la catégorie des esquisses mixtes λ-petites, avec les morphismes d'esquisses
correspondants.

Soit ϵλ = (Sϵλ ,Pϵλ) l'esquisse projective des esquisses mixtes λ-petites
pour un certain cardinal λ. On a alors l'isomorphisme suivant :

Mod(ϵλ, Ens) ≃ Esqλ

Pour la construction explicite de cette esquisse, on consultera [41].
On peut tirer de cette construction l'idée que, modulo les restrictions

de cardinalité visant à éviter une variante du paradoxe de Russell, � le lan-
gage des esquisses s'auto-décrit, sans di�culté particulière � ([41], 38). Plus
précisément, toute esquisse mixte λ-petite peut être vue à la fois comme
la représentation diagrammatique d'un système formel et comme le modèle
d'un système formel, c'est-à-dire la réalisation fonctorielle d'une esquisse
dans Ens. Si en outre on se souvient que la catégorie des ensembles peut
être vue elle-même comme une esquisse, on remarquera avec R. Guitart 5 que

� On arrive ainsi à une conception purement diagrammatique des
théories et des modèles et des preuves. Au point que ne sont plus
nécessaires dans leurs détails ni la théorie des ensembles comme
fond, ni la logique du premier ordre comme régime démonstratif.
Ce sont les cônes qui remplacent les formules, et les enchaîne-
ments de factorisations dans les diagrammes sont les démonstra-
tions. �

Un tel dépassement de la distinction syntaxe/sémantique, que nous avions
déjà vu apparaître à la �n du chapitre 2, passe par la construction du type
d'une esquisse.

5. Communication personnelle.
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Le type, entre syntaxe et sémantique

C'est là le point central de l'argument de B. Halimi , qui vise à montrer
que � sketches exhibit diagrams* as being a midpoint (or, as we will see, a
� �ipping � point) between syntax (formal theories) and semantics (functorial
models) �([99], 4).

L'aspect syntaxique des esquisses La dimension syntaxique des es-
quisses apparaît dans le fait que � not only axioms but formal proofs are
transposed into the setting of sketches. �([99], 6).

En s'appuyant sur l'article de L. Coppey [40], B. Halimi souligne qu'une
preuve formelle devient elle-même une esquisse par un enrichissement spéci-
�que de l'esquisse originale de la théorie. Pour éclairer ce point, L. Coppey
prend l'exemple des monoïdes.

On peut en e�et dé�nir un monoïde comme un ensemble muni d'une loi
binaire associative k(x, y) et d'un élément distingué e, l'élément neutre. Cela
permet d'engendrer une première esquisse des monoïdes S1. Or pour tout mo-
noïdeM = (M, .), l'associativité sur 3 variables de . entraîne l'associativité
sur 4 variables, exprimée par une formule ϕ1. L'expression de ϕ1 n'est pas
possible dans S1, elle requiert l'ajout d'un sommet et de nouvelles �èches au
graphe sous-jacent, soit une esquisse S′

1, ayant les mêmes réalisations dans
Ens. Mais ϕ1 suppose encore l'ajout de nouvelles �èches et l'existence de
produits �nis, donc une esquisse S′′

1 . Ainsi, comme le remarque L. Coppey :

� Finalement, on peut donc démontrer, en termes d'esquisses, que
l'associativité à 4 variables se déduit de l'associativité à 3, par
une progression (partant de S1, passant par S′

1, puis par S
′′
1 ) vers

la catégorie avec choix de produits �nis, librement engendrée par
l'esquisse S1 des monoïdes. �([40], 18)

Ainsi, la preuve de ϕ1, vraie dans tout monoïde, revient à la construction
d'une suite d'esquisses S1 → S′

1 → S′′
1 . Un preuve formelle apparaît donc

dans la complétion d'une esquisse. C'est la dimension � syntaxique � des
esquisses.

La dimension sémantique Pour éclairer la dimension sémantique des
esquisses, on peut partir d'une seconde dé�nition des monoïdes, comme en-
sembles munis d'une loi binaire associative satisfaisant une certaine formule
ϕ2 (exprimant l'existence d'un élément neutre). On peut alors construire une
nouvelle esquisse S3. Or, comme le remarque L. Coppey :

� Nous établissons que les deux esquisses S1 et S3, si elles ont évi-
demment les mêmes (catégories de) modèles ensemblistes, n'ont
pas les mêmes (catégories de) modèles dans la catégorie des es-
paces vectoriels sur un (quelconque) corps commutatif K. Ainsi,
leurs types ne sont pas isomorphes. �([40], 6)
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B. Halimi explique ainsi cette situation :

� So there are realizations of S3 in K-Vect which are not realiza-
tions of S1. The reason why is that there is no canonical choice
for the complement of a linear subspace. What is left open when
switching from a realization of S1 to a realization of S3 is preci-
sely such a choice for the complement of Φ. �([99], 9)

Ens et K-Vect n'ont donc pas les mêmes propriétés, et cette di�érence
peut être exprimée dans le cadre des esquisses, à travers la notion de type.

Pour éclairer le sens de cette notion, B. Halimi propose l'exemple suivant :
il faut noter tout d'abord que toute catégorie peut être vue comme une
esquisse. Par ailleurs, on l'a vu, sous certaines contraintes de cardinalité, les
esquisses peuvent elles-mêmes être esquissées. Une esquisse S est alors la
même chose qu'un foncteur FS de l'esquisse des esquisses dans Ens.

Soit une esquisse-limite, c'est-à-dire une esquisse dont les cônes et les
cocônes distingués sont des limites. On peut alors construire l'esquisse λ
des esquisses-limite. Puisque toute esquisse-limite est une esquisse, on a un
morphisme injectif de l'esquisse des esquisses, σ, dans λ, pl : σ → λ, dans la
mesure où l'esquisse des esquisses-limite est un enrichissement de l'esquisse
des esquisses. En e�et, si S est une esquisse limite, elle est donc un modèle
FS : λ → Ens. Alors, par composition avec pl, on obtient un morphisme
FS ◦ pl : σ → Ens, qui est un modèle de σ, donc une esquisse. Dès lors,
pour toute esquisse limite T : λ → Ens, T ◦ pl est la même chose que T ,
vu comme une esquisse ordinaire, et toute esquisse S est une esquisse-limite
ssi FS se factorise par pl. Ainsi � être une esquisse limite � apparaît comme
une propriété qu'une esquisse peut avoir ou non, et c'est cette propriété
que � représente � pl. Par conséquent, pour toute esquisse S, il existe une
plus petite esquisse étendant S : c'est � le type de S relativement à la

propriété pl �, où � le pl-type de S �, et il a les mêmes modèles que S.
Ainsi, comme le note B. Halimi,

� So, to sum up, it might be said that a type arises as the comple-
tion of a realization category, viewed itself as a sketch, in order
to ensure a certain mathematical fact (such as the uniqueness of
the complement. �([99], 10)

On trouve dans [42] une autre description informelle, et par analogie, des
types :

� Nous pouvons dire, en gros, que l'idée générale de type est
celle d'esquisse su�samment complète (tant algébriquement que
géométriquement), et que les types seront donc pour le moins
des catégories possédant su�samment de limites de formes pres-
crites, certaines d'entre elles pouvant être distinguées. L'analogie
avec le point de vue plus classique des logiciens est la suivante :
une esquisse est à son type ce qu'une théorie du 1er ordre est à
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la théorie complète qu'elle engendre (notons qu'on retrouve ici
encore la discussion sur singulier et pluriel, et qu'il conviendrait
justement de préciser, par exemple, les règles de déduction syn-
taxiques qui permettent de dé�nir une telle théorie complète).

On peut encore dire que les types sont des structures libres (de
types particuliers !) engendrées par des systèmes de générateurs
et relations que sont justement les esquisses. �([42], II-38)

Ayant dé�ni la notion de type, on peut revenir à l'idée des deux dimen-
sions, syntaxiques et sémantiques, des esquisses.

Soit un p-modèle d'une esquisse S la réalisation de S dans une catégorie
quelconque ayant la propriété p, et supposons que l'on veut prouver qu'un
théorème θ est vrai dans tout p-modèle de S. Il faut donc construire une
esquisse Tθ(S) insérée entre S et Tp(S), dans la mesure où il est clairement
vrai que θ est vrai dans tout p-modèle de Tθ(S). On a donc le diagramme
suivant :

S //

!!

Tθ(S) //

��

... // Tp(S)

vv
Sp

où Sp est de type p, c'est-à-dire en tant que catégorie, a la propriété p.

Par conséquent, on a STp(S)p ⊆ S
Tθ(S)
p ⊆ SSp . Or on a SSp = S

Tp(S)
p , puisque

Sp est de type p. Donc SSp = S
Tθ(S)
p , ce qui signi�e que θ est vrai dans tout

p-modèle de S, ce qu'il fallait démontrer. Ainsi la démonstration que θ est
vrai dans tout p-modèle de S revient à insérer une �èche ϕθ : S → Tθ(S)
dans la �èche canonique ηS : S → Tp(S) et de construire un chemin �ni

S → ...→ Tθ(S)→ ...→ Tp(S)

chaque �èche intermédiaire représentant une étape dans la preuve. La
conclusion de B. Halimi est la suivante :

�Hence a type such as Tp(S) summarizes a proof-theoretic construc-
tion starting from a given sketch S. The diagram* corresponding
to this syntactical status of Tp(S) is :

S
ηS //

��

Tp(S)

{{
Set

where Set is supposed to be of type p (otherwise Set has to be
replaced by Tp(Set)). �([99], 12)
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Pour ce qui est de la fonction sémantique d'un type Tp(S), le diagramme
correspondant est :

S //

�� ""

S′ //

��

...

A // Tp(A)

où p est la propriété minimale identi�ant les p-modèles de S et les p-
modèles de S′. Ainsi par exemple, pour reprendre l'exemple de ϕ2 :

S3
i //

�� %%

S1 //

��

...

K − V ect // Ens

L'application inclusion i signi�e que toute réalisation F de S1 est une
réalisation F ◦ i de S3, alors qu'il y a des réalisations de S3 dans K-Vect qui
ne sont pas réalisations de S1.

Pour le versant sémantique, la conclusion de B. Halimi est donc la sui-
vante :

� To sum up, the morphism ηS : S → Tp(S) may be drawn verti-
cally (that's the semantical aspect of type) or horizontally (that's
the syntactical aspect of type). Hence the following � �ipping �
diagram* :

SY NTAX : S //

��

Tp(S)

{{
Set

(where p is a property needed to prove some theorem θ in any
model of S) ;

SEMANTICS : S //

!!

S′

��
Tp(S)

(where S′ is an enrichment of S which p confuses with S).

You only have to turn the arrow around to go from one type to
the other. This is the sense in which a sketch exhibits the status of
diagrams* as being halfway between syntax (formal proofs) and
semantics (structures and types of structures). More than that,
a sketch-theoretic diagram* (that is, a diagram* whose vertices
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are themselves sketches) may be conceived of as a diagrammatic
representation of the connection between syntax and semantics,
to the extent that any sketch morphism can be viewed either as
a (semantical) realization, or as a syntactical (proof-theoretic)
enrichment). �([99], 14)

Ainsi, la théorie des esquisses permet de voir en quoi la théorie des caté-
gories, de même qu'elle permet de remonter en amont de la distinction entre
le local et l'algébrique, se place en deçà de la distinction entre syntaxe et
sémantique, plus profondément encore que les théories de Lawvere.

6.2.4 La question de l'invariant

Reste cependant ouverte la question de savoir si ce contexte permet la
construction, comme le revendiquait Lawvere au chapitre 2, d'un invariant
des présentations : nous avions vu en e�et qu'une théorie algébrique pou-
vait être considérée, en un sens précis comme un invariant des présentations
axiomatiques formelles.

On notera que cette question est abordée dans l'introduction de [59],
mais laissée ouverte :

� To a functor p may be associated several sketches. We will not
study here the problem of the equivalence of structures de�ned
by two di�erent sketches. Such a problem has been studied for
algebras of type T over M in [10], for algebras of type T over
H• in [9]. We will concentrate our attention on the � smallest �
sketches, for they are the most interesting ones to get structures
easily handled (while the � types �, which are the greatest ones,
are more suitable for logical purposes). �([59], 4)

Les références [10] et [9] sont respectivement l'ouvrage de Cohn Universal
Algebra de 1965 (on peut donc penser que Ehresmann fait ici allusion à la
notion de � clone �) et la thèse de Bénabou de 1963 � Structures algébriques
dans les catégories �. On trouve également cette question posée par C. Lair
et L. Coppey dans [41] :

� Il est naturel de se demander pour quels autres types de struc-
tures (usuelles ou non) on a la possibilité d'exécuter de telles
constructions graphiques, s'il y a plusieurs manières de procéder,
ou, inversement, comment s'apercevoir que deux constructions
graphiques de ce genre représentent la �même structure �. �([41],
10)

Elle se trouve abordée dans la Leçon 6 :

� Lorsqu'on parle de la dé�nition de tel type de structures on
commet à l'évidence un certain abus de langage puisqu'en géné-
ral ce type de structures est susceptible de multiples dé�nitions.
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Il serait a priori plus correct de parler d'une dé�nition de tel type
de structures. Cependant, si l'on commet volontiers cet abus de
langage, c'est qu'on veut exprimer par l'emploi du singulier (la
dé�nition] l'univocité du type de structures qui se trouve déter-
miné (par la dé�nition proposée), conscient que d'autres présen-
tations (dé�nitions) � équivalentes � pourraient être fournies. �
([42], II-37)

On voit donc que C. Lair et L. Coppey dans [42] prennent acte du fait
qu'une esquisse ne constitue pas un invariant des présentations, puisque plu-
sieurs � dé�nitions � di�érentes restent possibles pour un même type de
structure. On mesure ainsi l'écart persistant entre la diversité des dé�nitions
et l'� univocité du type de structures �.

Da façon générale, on se trouve confrontée à la di�culté suivante, souli-
gnée par [40] et [25], et que l'on peut mettre en évidence dans deux exemples.

Le premier concerne la structure de monoïde, et nous l'avons déjà ren-
contré plus haut. On peut en e�et dé�nir un monoïde comme un ensemble
muni d'une loi binaire associative et d'un élément neutre : une telle dé�-
nition permet de construire l'esquisse S1, mais on peut également dé�nir
un monoïde comme un ensemble muni d'une loi binaire associative satisfai-
sant une formule a�rmant l'existence d'un élément neutre, ce qui donnera
une seconde esquisse S3. On peut alors construire un morphisme d'esquisses
mixtes : v : S3 → S1 tel que :

1. Ensv : EnsS3 → EnsS1 est un isomorphisme, et EnsS1 comme EnsS3

sont la catégorie des monoïdes ;

2. K − V ectv : K − V ectS3 → K − V ectS1 n'est pas un isomorphisme :
K − V ectS1 et K − V ectS3 sont donc deux catégories di�érentes.

Un second exemple est celui des corps, que l'on peut dé�nir par deux esquisses
mixtes distinctes, comme le fait R. Guitart dans [94], σ et θ. On a lors un
morphisme v : σ → θ d'esquisses mixtes tel que :

1. Ensv : Ensθ → Ensσ est un isomorphisme : Ensθ et Ensσ sont donc
la catégorie des corps ;

2. Topv : Topθ → Topσ n'est pas un isomorphisme. Seule Topσ est la
catégorie des corps topologiques.

Ainsi, si l'on reprend l'exemple des monoïdes, deux théories dé�nition-
nellement équivalentes, permettant de construire deux esquisses di�érentes,
ne donnent pas systématiquement la même catégorie de modèles, comme
c'est le cas avec la catégorie des ensembles. Dès lors deux attitudes seraient
envisageables :

� soit dé�nir une relation d'équivalence sur les esquisses permettant de
rendre compte du fait qu'elles décrivent le même concept structurel,
indépendamment de toute réalisation ;
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� soit relativiser l'idée d'équivalence entre deux dé�nitions d'une �même �
structure au contexte ensembliste.

.
C'est cette seconde voie que propose R. Guitart 6 :

� Les deux esquisses de corps [...] décrivent bien le même concept
sous condition de viser avec elles un contexte logico-ensembliste
classique, d'utiliser la logique du premier ordre pour en détermi-
ner les réalisations ordinaires. Mais cependant en e�et les modèles
topologiques sont di�érents, à cause du fait que les �élastiques�
sont �exibles dans Top et rigide dans Ens. Un peu de même,
dans le cas des deux esquisses de monoides, le point décisif est
que, dans Ens, ¬ϕ [...] est unique, mais c'est une propriété spé-
ciale de Ens.

Et puis j'ajouterai que si deux esquisses déterminent les mêmes
modèles, cela n'implique pas que les morphismes entre modèles
(soit les transformations naturelles qui les déterminent) soient les
mêmes. �

De telle sorte qu'il serait possible de préciser cette idée, comme le fait M.
Bjerrum . Le problème est alors le suivant :

� Given two di�erent sketches of the same structure, �nd out
what type of models � ignore � this di�erence, i.e. give rise to
equivalent model categories. �([25], 25)

Cela permet d'introduire deux concepts essentiels : étant donné deux es-
quisses σ et θ, s'il existe une troisième esquisse η et un morphisme d'esquisse
v : σ → θ, tel que :

ηv : ηθ → ησ

R 7→ R ◦ v

est une équivalence de catégories, on dira que, via v, η confond σ et θ. Si
non, on dira, que v, η discrimine entre σ et θ. M. Bjerrum précise :

� The discrimination will rather depend on the sketch η, than the
morphism v, meaning that the di�erence between two sketches
rather depend on the structural richness/poverty of the type of
category we wish to model in. Said di�erently the discrimina-
tion takes place on a semantical level, but then again it depends
on v how easy it is to determine whether η confuse or discrimi-
nate. �([25], 25).

Cela permet ainsi de formuler un problème général : étant donné σ et θ,
trouver un type t : ϵλ → τ tel que tout µ de type t confonde σ et θ ; trouver
aussi au moins une esquisse ν qui fasse la distinction entre σ et θ.

6. Communication personnelle.
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Ainsi le contexte de la théorie des esquisses semble mettre en évidence le
fait qu'une équivalence entre deux dé�nitions désignant une � même � struc-
ture, c'est-à-dire l'identité du concept derrière deux présentations distinctes,
n'est pas une relation absolue, mais doit être comprise relativement au � mi-
lieu � dans lequel ce concept se trouve instancié. Si la logique du premier
ordre semble passer sous silence une telle relativisation, c'est parce qu'elle
est implicitement relative au contexte ensembliste, la catégorie des ensembles
étant globalement le lieu de la confusion.

C'était en un sens déjà ce que soulignait Bénabou dans sa thèse :

� Notons en�n les rapports très étroits, signalés occasionnelle-
ment de ce travail, avec la � théorie des modèles� . Le rôle pri-
vilégié de la catégorie Ens tient au fait qu'elle � sépare � les
structures algébriques : Deux espèces S et S ′ sont équivalentes au
sens de (I. 2) si, et seulement si, Alg(S, Ens) et Alg(S ′, Ens) sont
équivalentes, l'équivalence respectant les familles sous-jacentes. �([21],
6)

6.2.5 Esquisses, calcul et complexité

Il est par ailleurs possible de préciser la propriété d'esquissabilité au delà
de la distinction entre esquisse projective et esquisse mixte, en considérant
la forme des esquisses décrivant une classe de structures mathématiques. Un
des aspects les plus importants de la théorie des esquisses est en e�et qu'elle
permet de formuler les critères d'une classi�cation des systèmes axiomatiques
que le seul examen du langage formel laisse inaperçue. Il est ainsi possible
d'opérer des distinctions qui constituent alors le point de départ d'une forme
de hiérarchie entre les systèmes d'axiomes (une forme de hiérarchie seule-
ment, dans la mesure où les distinctions opérées ne forment pas un ordre
total [250]).

Il semble ainsi possible de voir apparaître dans cette classi�cation une
certaine mesure de � complexité � distincte des données logiques, comme le
souligne Jean-Pierre Marquis :

� Sketches are organized in a natural way. The basic idea
is to follow the natural organization of limits and colimits and
then additional structures that can be given on these. [...] By
playing with the sizes of limits and colimits and the presence and
absence of some of them, it is possible to obtain various types of
sketches. [...] There is therefore a natural classi�cation of sketches
that led to an intrinsic classi�cation of categories. Furthermore
since a sketch is fundamentally a geometric notion, it is possible
that some geometric measure of complexity could be devised and
would re�ect a di�erent kind of complexity than the standard
measures. The idea is not to replace the standard measures, but
to have a (potentially) di�erent notion at hand. �([?], 230)
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On peut par exemple distinguer les niveaux hiérarchiques suivants :
� une esquisse triviale consiste en un graphe seul, sans diagramme, ni

cône ni cocône. Par exemple, la catégorie des ensembles et des fonc-
tions est la catégorie des modèles de l'esquisse triviale avec un sommet
et pas de �èche ;

� une esquisse linéaire ou élémentaire peut avoir des diagrammes, mais
pas de cônes ni de cocônes. La catégorie des graphes ré�exifs est donné
par une telle esquisse [42]. Les modèles des esquisses élémentaires sont
des structures algébriques où toutes les opérations sont unaires ;

� une esquisse à produits �nis n'a pas de cocônes et tous les cônes
sont basés sur des diagrammes discrets �nis. Cela correspond, en
termes de pouvoir expressif, aux algèbres universelles (en général à
plusieurs sortes) données par une signature �nie et des équations. Les
modèles incluent des structures algébriques classiques telles que les
semi-groupes, les groupes, les anneaux, mais pas les corps ;

� une esquisse �nie discrète a seulement des cônes et des cocônes dis-
crets. Il est habituellement requis que les modèles d'une esquisse �nie
discrète soient dans une catégorie avec sommes disjointes �nies. La
catégorie des corps est la catégorie d'une esquisse �nie discrète ;

� une esquisse à limites �nies n'a pas de cocônes et tous les cônes sont
basés sur des diagrammes �nis. Ces esquisses correspondent, à équi-
valence près, aux structures essentiellement algébriques de P. Freyd.
Les esquisses à limites �nies peuvent esquisser toutes les structures
dé�nissables par des théories de Horn ;

� une esquisse à somme �nie a des cônes �nis et des cocônes discrets
�nis ;

� une esquisse projective a tous les cônes mais pas de cocônes ;
� une esquisse régulière a tous les cônes et les cocônes qui permettent

de dé�nir une �èche comme un épimorphisme dans les modèles. Gé-
néralement, les modèles doivent être dans des catégories régulières ;

� une esquisse cohérente a des cônes �nis et des cocônes �nis qui sont
soit discrets soit des � spéci�cations epi régulières � ;

� une esquisse géométrique a des cônes �nis et des cocônes arbitraires ;
� une esquisse mixte a des cônes et des cocônes quelconques.
Ainsi par exemple, passer des anneaux aux corps revient à dépasser le

niveau des catégories algébriques, notamment en raison du fait que le produit
de deux corps dans la catégorie des anneaux n'est pas un corps ou qu'il
n'existe pas de corps libre. Du point de vue de la hiérarchie arithmétique de
Kleene, cela équivaut à passer du niveau Π0

1 au niveau Π0
2. Ce dépassement,

du point de vue de la théorie des esquisses, revient à passer du niveau des
esquisses à produits �nis aux esquisses �nies discrètes, et à rendre compte
de ce passage d'un niveau de complexité à un niveau supérieur par l'ajout
de cocônes. La complexité en termes d'esquisse semble ainsi pouvoir être
considérée comme le pendant catégorique des mesures logiques � usuelles �
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de complexité.
Ces di�érents niveaux de complexité n'empêchent pas cependant de dé-

�nir une certaine notion de calcul dans les esquisses. En e�et, les travaux de
D. Duval et J.-C. Reynaud [54] ont montré qu'il était possible de dé�nir une
forme de calcul et d'e�ectivité même à partir de l'esquisse des corps, selon
le tableau suivant :

Esquisses Exemples Processus d'évaluation
projective /A/ Réécriture de termes

quasi-projective Esq. des corps de caractéristique �xée Evaluation statique
discrète Esq. des corps Evaluation dynamique

La compréhension informatique des esquisses suppose les dé�nitions sui-
vantes :

� Terms are de�ned as arrows in the substitution category of the
sketch, and we prove that this de�nition agrees with the usual
one. Expressions correspond to the intuitive notion of 'programs'
valid on all the models of the sketch, and are de�ned as arrows
in the evaluation category of the sketch. Terms can be considered
as rather simple expressions, corresponding to simple programs
without 'branches' (straight-line programs). �([54], 187)

Ainsi, le calcul dans les modèles des esquisses peut être considéré comme un
programme et prendre di�érentes formes :

� pour les esquisses quasi-projectives, comme celle des corps de carac-
téristique 0 ou p premier, il s'agira d'une � évaluation statique � :

� In practice, most structures traditionally used in computer
science and in computer algebra may be speci�ed by quasi-
projective sketches. Static evaluation, together with equatio-
nal term rewriting techniques, describes the 'usual' evaluation
process for such structures. The (static) value of an expression
is a term, which implies that a program may have branches,
but the result of its evaluation cannot. �([54], 187)

� au contraire, pour les esquisses discrètes telles que les corps en général,
le calcul dans de telles structures prend la forme d'une � évaluation
dynamique � :

� The value of an expression is not necessarily a term. Eva-
luation in this context is called dynamic evaluation. [...] More
generally, dynamic evaluation deals with problems that are
not su�ciently speci�ed, so that there may be several di�erent
answers to a given question. As a consequence, during evalua-
tion we must split the computation, so that we can consider
several branches. The main di�erence between static and dy-
namic evaluation is that static evaluation works with only one
sketch, while dynamic evaluation progressively transforms the
given sketch. �([54], 240)
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Ainsi, dans la mesure où les esquisses permettent de dépasser le cadre
algébrique auquel étaient restreintes les théories de Lawvere, ce dépassement
n'implique nullement un e�acement du calculatoire, mais bien plutôt un élar-
gissement de la notion de calcul, non plus � statique � mais � dynamique �.
De cette façon, il ne semble plus nécessaire de limiter l'idée selon laquelle
la théorie des catégories aurait en elle-même une dimension calculatoire au
cadre proprement algébrique, mais il devient au contraire possible, grâce à
la notion d'esquisse, de montrer que la notion de calcul inhérente à la théo-
rie des catégories est en réalité plus large que la conception usuelle, et que
même la structure de corps, par exemple, peut être vue comme le domaine
de procédures calculatoires.

Au terme de ce parcours, il apparaît que l'approche développée par Eh-
resmann de la notion de structure le conduit à mettre en lumière la capacité
de la théorie des catégories à intégrer la dé�nition même des concepts struc-
turels, par le biais des représentations diagrammatiques. Cela a supposé une
compréhension originale de la théorie des catégories elle-même, comme théo-
rie des morphismes sans objets, rendant possible la thématisation mathé-
matique d'une � action � des catégories sur d'autres objets mathématiques.
Ainsi, les travaux d'Ehresmann permettent de montrer en quoi la théorie
des catégories met à distance certains distinctions que l'on pourrait croire
essentielles, telle que celle entre le local et l'algébrique, ou entre syntaxe et
sémantique.



Chapitre 7

Un exemple d'épistémologie

catégorique : la philosophie des

mathématiques de Piaget

� J'ai eu peu de contacts, dans ma vie, avec les philosophies spé-
cialistes de l'épistémologie des mathématiques ; je pense toutefois
pouvoir dire que Jean Piaget occupe parmi eux une position tout
à fait exceptionnelle [...].
Je ne connais guère que deux philosophes qui [...] aient eu le cou-
rage de chercher à s'initier aux mathématiques de leur temps :
Albert Lautman et Jean Piaget. [...] L'ambition de Piaget, en ce
qui concerne les mathématiques, est moins encyclopédique mais
plus profonde : [...] cela l'a conduit à concentrer son attention
sur l'armature des mathématiques de son temps, et à se dégager
au moins partiellement de la hantise des questions de � fonde-
ments �, conformément aux tendances actuelles des mathémati-
ciens. �

Jean Dieudonné ([51], 1)

Ce sixième et dernier chapitre procédera de façon di�érente des précé-
dents. Il ne s'agira plus ici en e�et de prendre pour point de départ les
concepts mathématiques mis en ÷uvre dans le champ de la logique catégo-
rique, c'est-à-dire le travail des mathématiciens eux-mêmes, et d'en dégager
les préconceptions épistémologiques. Bien plutôt, nous souhaiterions partir
de ces éléments d'épistémologie e�ective mis en lumière dans les précédents
chapitres, a�n de montrer comment ils peuvent être articulés, sur le plan épis-
témologique, de façon systématique, pour constituer le cadre d'une théorie
de la connaissance mathématique.

Les chapitres précédents ont en e�et montré ce que devenait la question
de la sensibilité au langage dans le champ de la théorie des catégories à
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travers di�érents domaines théoriques. Ce faisant se sont dégagés les traits
essentiels de l'épistémologie e�ective implicite dans l'usage mathématique de
la théorie des catégories, qu'il va s'agir dans un premier temps de synthétiser.

Tout d'abord, la sémantique fonctorielle introduite par Lawvere a fait
émerger du c÷ur de la logique catégorique l'objectif de caractériser les concepts
structurels de façon intrinsèque, par delà la diversité et l'arbitraire des lan-
gages formels. Nous avons donc vu apparaître l'idée que les concepts struc-
turels peuvent se donner à voir en eux-mêmes, qu'ils portent en eux-mêmes
leur présentation. Ce projet s'est retrouvé dans le programme de recherche
développé par Charles Ehresmann, à travers la rencontre des outils et mé-
thodes de la géométrie di�érentielle et la recherche d'une théorie des espèces
de structures. Il semblerait donc possible de voir à l'÷uvre, dans toute ap-
proche catégorique des concepts mathématiques, l'ambition de revenir aux
concepts en eux-mêmes et de développer une connaissance mathématique
immédiate, qui ferait l'économie de la médiation du langage.

Une telle ambition met par ailleurs en lumière un deuxième trait saillant
de l'épistémologie e�ective sous-jacente à l'approche catégorique des concepts
structurels : le dépassement de la distinction entre le plan de la syntaxe et
celui de la sémantique. En e�et, dès la thèse de Lawvere en 1963, est apparue
la possibilité de relativiser cette distinction : aucun objet mathématique ne
semble pouvoir être considéré comme en soi syntaxique, ni comme relevant
absolument du domaine sémantique. L'e�acement de cette dualité s'est ainsi
incarné dans des objets au statut particulier tels que le modèle générique
de la théorie catégorique des modèles ou le type en théorie des esquisses.
Néanmoins, l'articulation de la syntaxe et de la sémantique a conservé une
pertinence, une fois pris en compte son caractère relatif : nous avons pu
voir en e�et que cette distinction est essentiellement de nature fonctionnelle
et peut être pensée comme une forme particulière de représentation, donc
relative à un point de vue et à un programme de recherche.

En outre, l'examen des applications de la sémantique fonctorielle et de
la théorie des esquisses dans le domaine informatique a mis en évidence le
fait que dans une approche catégorique des concepts structurels, l'accent se
trouve mis sur la calcul et la procédure calculatoire bien plus que sur les
objets sur lequel porte ce calcul. Cela nous a conduit à dégager des thèses
épistémologiques fortes, telles que le remplacement de la notion de vérité
(d'un énoncé) par celle d'e�ectivité (d'un calcul) ou la prise en compte des
structures mathématiques non plus comme des objets de nature ensembliste
mais comme des propriétés du calcul. Cela revient ainsi à mettre au premier
plan ce que fait le mathématicien, plutôt que ce qu'il dit. Une telle approche
opératoire des concepts mathématiques a eu pour conséquence la mise en
lumière d'une forme de constructivité de l'approche catégorique, distincte
des approches constructivistes traditionnelles telles que l'intuitionnisme, et
héritée de son origine algébrique.

En�n, le contexte catégorique a permis de mettre en exergue la dimension
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secondaire, et non principielle, de la distinction entre les concepts mathéma-
tiques de nature topologique et ceux de nature algébrique. En e�et, il est
apparu possible d'uni�er ces deux aspects dans un même résultat catégo-
rique, comme par exemple le théorème du diagramme localement libre, ou
dans un même concept, tel que les esquisses mixtes, ou plus exactement
de revenir en amont de cette distinction. Ainsi, à partir du moment où la
procédure calculatoire est mise au premier plan, la distinction du local et
de l'algébrique apparaît comme secondaire, comme le fruit d'une certaine
perspective.

Nous souhaiterions montrer dans ce chapitre qu'il est possible d'élabo-
rer une épistémologie qui synthétiserait les di�érentes thèses qui ont émergé
jusqu'ici et dans le cadre de laquelle les concepts fondamentaux de la théorie
des catégories joueraient un rôle essentiel. En d'autres termes il s'agirait de
montrer quelle forme pourrait prendre un structuralisme catégorique qui in-
tégrerait l'épistémologie e�ective à l'÷uvre dans toute approche catégorique
des mathématiques. Il s'agirait ainsi de reprendre, à nouveaux frais, les ques-
tions que nous posions en introduction à partir du débat entre S. Awodey et
G. Hellman.

Pour ce faire, nous souhaiterions nous appuyer sur les travaux épistémo-
logiques de Jean Piaget. Une telle référence peut, dans un premier temps,
paraître inattendue dans la mesure où la postérité a essentiellement retenu
de l'÷uvre de Jean Piaget ses travaux fondateurs en psychologie du déve-
loppement, davantage que ses recherches d'épistémologue. Elle nous semble
néanmoins justi�ée par deux raisons : d'une part, le fait que dans le cadre
de son épistémologique génétique, sont développées des analyses qui appa-
raissent très proches de celles qui sont propres à l'épistémologie e�ective
catégorique que nous avons dégagée jusqu'ici, et alors même qu'historique-
ment la théorie des catégories n'en était alors qu'à ses balbutiements. Nous
nous e�orcerons donc de mettre en lumière cette proximité conceptuelle.

D'autre part, la théorie des catégories trouve explicitement une place
dans les travaux de Piaget, tant comme objet d'étude que comme outils
d'analyse, conformément à la place que Piaget accordera aux méthodes for-
melles dans l'élaboration de son épistémologie. Ce second point nécessite
cependant de préciser au préalable la façon dont la théorie des catégories
s'est intégrée à l'édi�ce épistémologique de Piaget.

C'est à partir de 1967 que les écrits de Piaget font mention et usage de
la théorie des catégories. Il est délicat de savoir quelles ont été les sources
mathématiques qui ont permis à Piaget de prendre connaissance des notions
catégoriques : seuls les travaux de Mac Lane et d'Eilenberg sont mentionnés
dans un premier temps, puis ceux de Lawvere au milieu de années 1970,
mais aucune référence précise n'est donnée. Il semble au contraire que c'est
un collaborateur de Piaget, notamment dans ([195]), qui lui a permis de
prendre connaissance de l'intérêt épistémologique de la théorie des catégories.
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Il s'agit du mathématicien Seymour Papert 1. Nous reviendrons par la suite
sur la perspective ouverte par Papert et reprise par Piaget.

Par ailleurs, il est possible de distinguer dans l'÷uvre de Piaget au moins
deux périodes distinctes, le tournant se situant au milieu des années 1970. Si
la première période prend la forme d'une théorie épistémologique fondée sur
une psychologie de l'action, la seconde tente de revenir en amont de l'action
grâce à la notion de correspondance. Or la théorie des catégories semble avoir
joué un rôle essentiel dans ce tournant : s'il s'agissait d'esquisser ce tournant
à grands traits, on pourrait dire que Piaget est passé de la considération des
catégories comme structures de morphismes à la mise en avant des foncteurs
et des transformations naturelles. Dans ce travail de recherche, cependant,
nous nous appuierons seulement sur la première période de l'épistémologie
piagétienne, avant 1974, essentiellement pour deux raisons. D'une part la
théorie développée par Piaget dans le premier moment présente une grande
systématicité et une architecture conceptuelle forte alors que la seconde reste
à l'état d'ébauche, Piaget n'ayant pas eu le temps de la développer. D'autre
part la psychologie du développement héritée de Piaget, jusqu'à aujourd'hui,
s'est essentiellement construite sur le premier modèle, l'approfondissement
théorique entamé par celui-ci n'ayant guère été prolongé par la suite. C'est
donc sur l'articulation de la théorie des catégories et de la psychologie pia-
gétienne de l'action que se centreront nos analyses, même si celle-ci s'est
constituée avant la prise en compte par Piaget de la théorie des catégories.

L'objectif de ce chapitre est donc d'esquisser, à grands traits, les contours
d'une théorie de la connaissance mathématique qui s'appuierait sur la théorie
des catégories conçue comme épistémologie e�ective, et qui en expliciterait
les conceptions essentielles en s'appuyant sur les travaux de Jean Piaget.
Pour ce faire, nous procéderons en deux temps. Dans un premier temps,
nous montrerons en quoi l'épistémologie de Piaget, telle qu'elle se présente à
la �n de sa première période, constitue bien un structuralisme catégorique,
tel que nous l'avons décrit dans notre introduction. Dans un second temps,
en présentant la façon dont Piaget comprend les notions de nombre et d'es-
pace, nous montrerons en quel sens ses analyses épistémologiques font écho
à l'épistémologie implicite de la théorie des catégories 2 et comment il est
possible de retrouver à l'intérieur de son épistémologie génétique les traits
essentiels de l'épistémologie catégorique.

7.1 Un structuralisme catégorique

Nous allons donc montrer dans un premier temps en quoi l'épistémolo-
gie de Piaget constitue bien une forme de structuralisme catégorique, et par

1. On trouvera une description de la trajectoire de Seymour Papert dans ([10])
2. Les traits essentiels de l'épistémologie piagétienne, dont la présentation nous aurait

éloigné de l'objet d'étude du présent travail de recherche, seront présentés en annexes.
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là-même une authentique philosophie des mathématiques 3. Il est cependant
nécessaire, pour ce faire, de présenter au préalable l'idée que Piaget se fait de
l'épistémologie, sous la forme de � l'épistémologie génétique �. Dans le cadre
de celle-ci, la psychologie du développement joue, nous le verrons, un rôle
central. C'est pour cette raison que nous présenterons également quelques
éléments de la psychologie piagétienne du développement. Cela nous per-
mettra, dans un second temps, de montrer en quoi son projet philosophique
s'inscrit bien dans le champ du structuralisme, puis la place qu'occupe la
théorie des catégories dans ce cadre.

7.1.1 Epistémologie génétique et psychologie du développe-
ment

Piaget reconnaît plusieurs méthodes possibles pour l'épistémologie :

1. les méthodes d'analyse directe, qui consistent à dégager par simple ana-
lyse ré�exive les conditions de connaissance en jeu dans un nouveau
corps de connaissance scienti�que, ou dans une crise de ces connais-
sances ;

2. les analyses formalisantes, qui ajoutent à l'analyse directe des proces-
sus de connaissance � un examen des conditions de leur formalisation
et de la coordination entre cette formalisation et l'expérience. �([195],
65)

3. les épistémologies génétiques : au principe des recherches philosophiques
de Piaget se trouve l'idée qu'une épistémologie doit rendre compte non
pas seulement de la connaissance en elle-même, mais de son dévelop-
pement 4.

Ces dernières se répartissent en deux types de méthodes :
� la méthode historico-critique, étudiant la formation d'un corps de doc-

trine actuel. Cette première méthode consiste à � suivre le dévelop-
pement des notions dont a usé une science au cours de son histoire �,
en faisant par exemple l'histoire de la notion de nombre 5.

3. On pourrait également, pour s'en convaincre, s'appuyer sur la place importante
qu'occupe l'÷uvre de L. Brunschwicg, son � Maître vénéré � ([201], 225), dans les analyses
de Piaget.

4. Il s'agit ainsi de développer une épistémologie � génétique �, dé�nie comme une
� théorie de la connaissance scienti�que fondée sur l'analyse du développement même de
cette connaissance � ([193], 7). Autrement dit la question est de savoir � comment la
pensée scienti�que [...] a-t-elle procédé d'un état de moindre connaissance à un état jugé
supérieur ? �([193], 12)

5. Cette première méthode présente cependant une limite : elle porte sur des � notions
construites et employées par une pensée déjà constituée : celle des savants eux-mêmes
considérés sous l'angle de leur �liation sociale. [...] Mais il s'agit toujours de l'action de
pensées évoluées sur d'autres en évolution et non pas encore de la genèse comme telle de
la connaissance. �([193], 15-16)
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� l'épistémologie génétique à proprement parler, qui cherche à atteindre
les conditions psychologiques de formation des connaissances élémen-
taires et à coordonner ces résultats avec l'étude des conditions de
formalisation.

De là s'impose pour lui un recours à la psychologie du développement,
et à � cette embryologie de la raison qu'est l'étude de l'intelligence enfan-
tine 6 �([193], 5).

De là vient la place centrale dans l'÷uvre de Piaget de la psychologie
expérimentale, qui a constitué la postérité essentielle de Piaget jusqu'à au-
jourd'hui. Il ne s'agit pas pour autant de laisser de côté le rôle du milieu
social de l'enfant, et de l'histoire collective : mais l'hypothèse de Piaget sur
ce point est que

� même lorsqu'il reçoit des notions déjà toutes préparées par le
milieu social le jeune enfant les transforme et les assimile à ses
structures mentales successives �. ([193], 17)

Il n'y aurait donc pas pour Piaget d'apprentissage possible s'il n'y avait une
disponibilité de l'enfant à recevoir ses apprentissages : c'est là le principe
de la célèbre théorie des stades de développement. Ainsi s'il doit donc y
avoir, dans le cadre d'une épistémologie génétique, un collaboration entre les
méthodes historico-critique et génétique, c'est parce que

� la nature d'une réalité vivante n'est révélée ni par ses seuls
stades initiaux, ni par ses stades terminaux, mais par le proces-
sus même de ses transformations [...]. Dans le cas d'une notion
ou d'un ensemble d'opérations intellectuelles, ce n'est donc pas
seulement le point de départ qui importe, d'ailleurs toujours in-
accessible à titre de premier départ, ni l'équilibre �nal, dont ne
ne sait non plus jamais s'il est e�ectivement �nal : c'est la loi de
construction, c'est-à-dire le système opératoire en sa constitution
progressive �. ([193], 17)

On voit bien ici apparaître l'originalité de la philosophie des mathématiques
en germe dans le projet piagétien : ce ne pourra être ni une théorie fon-
dationnelle, ni une description des mathématiques telles qu'elles sont, mais
une philosophie du devenir des mathématiques. Et c'est dans ce cadre que

6. Piaget en trouve l'exemple en mathématiques, plus précisément dans l'÷uvre de
Poincaré, qui eut un impact décisif sur sa ré�exion :

� Poincaré cherchait la genèse de l'espace dans la coordination des mou-
vements du corps, dans la distinction des changements de position et des
changements d'états, etc. c'est-à-dire en autant d'hypothèses qui ne peuvent
être véri�ées que par l'analyse du développement mental de l'enfant, et en-
core à l'âge le plus tendre. Or, la méthode peut être généralisée et c'est la
construction de toutes les notions essentielles ou catégories de la pensée dont
on peut chercher à retracer la genèse au cours de l'évolution intellectuelle de
l'individu �([193], 17).
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s'impose l'étude préliminaire de la psychologie du développement de l'intel-
ligence, de façon expérimentale.

Eléments de psychologie piagétienne du développement

La psychologie piagétienne, de nature expérimentale, s'inscrit dans un
tournant de la psychologie au début du XXème siècle, dans les travaux de P.
Janet ou J. Baldwin par exemple 7 : le dépassement d'une psychologie de la
sensation et de l'association par une psychologie de l'action et des conduites 8

On ne trouve cependant pas chez Piaget, à notre connaissance, de réelle
théorie de l'action, cette notion étant considérée comme primitive, au delà de
l'idée d'une transformation par l'agent de son environnement. Une caracté-
risation de l'action apparaît cependant en 1974 dans Réussir et comprendre,
où l'action est comprise comme � une connaissance (savoir-faire) autonome �
([197], 231). Piaget a�rme ainsi à la fois que l'action est organisée et intel-
ligible, et que le principe de cette organisation de l'action est à chercher
non pas à l'extérieur d'elle-même, dans des connaissances dont les actions
ne seraient que des applications, mais à l'intérieur d'elle-même. On com-
prend ainsi comment l'action peut être considérée comme � une forme de
l'intelligence [...] qui prépare la pensée. �

Pour Piaget, la psychologie de l'action doit ainsi permettre de résoudre
le problème principal de toute épistémologie génétique : la constitution de
liaisons nécessaires, indépendantes du temps : comment l'esprit peut-il en
venir à construire, dans son développement individuel, des principes logiques
nécessaires ? On retrouve ici une di�culté à laquelle se trouvait déjà confronté
l'empirisme de Locke par exemple. Or pour Piaget,

� c'est précisément sur ce point qu'une psychologie de l'action
marque tous ses avantages sur celle de la sensation : la loi fonda-
mentale qui paraît régir la mentalisation progressive de l'action
est, en e�et, celle du passage, de l'irréversibilité à la réversibilité,
autrement dit de la marche vers un équilibre progressif dé�ni par

7. On pourrait penser également aux travaux de W. James, qui n'est cependant jamais
cité par Piaget.

8. En e�et,

� c'est de l'action que procède la pensée en son mécanisme essentiel, qui
est le système des opérations logiques et mathématiques, et c'est donc à
l'analyse des actions élémentaires et de leur intériorisation ou mentalisation
progressive de nous révéler le secret de la genèse de ces notions �. ([193], 21)

et de même

� L'action est une forme de l'intelligence parmi d'autres, et une forme qui
prépare la pensée, puisqu'entre la perception et l'intelligence ré�exive il y a
l'intelligence sensori-motrice, l'intelligence intuitive ou intériorisation repré-
sentative de l'action et tout le système des opérations liées à l'intelligence
opératoire concrète. �([193], 303)
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cette dernière. Tandis que les habitudes et les perceptions élémen-
taires sont essentiellement à sens unique, l'intelligence sensori-
motrice (ou préverbale) découvre déjà les conduites de détour
et de retour, qui annoncent en partie l'associativité et la réver-
sibilité des opérations. Sur le plan des actions intériorisées en
représentations intuitives, l'enfant commence à nouveau par ne
pas savoir inverser les compositions imagées, au moyen desquelles
il pense, les articulations progressives de l'intuition engendrant
par contre, dans la suite, une réversibilité croissante qui, vers
7-8 ans, aboutit aux premières opérations logiques concrètes :
celles-ci consistent, en e�et, en actions de réunir, de sérier, etc.
devenues ainsi réversibles au cours d'une longue évolution. Mais
cette dernière s'achèvera seulement vers 11-12 ans, lorsque les
actions rendues réversibles pourront elles-mêmes être traduites
sous forme de propositions, c'est-à-dire d'opérations purement
symboliques. C'est alors, et alors seulement, que grâce à la ré-
versibilité opératoire en�n généralisée, la pensée se libérera de
l'irréversibilité des événements temporels. � ([193], 24)

Cette citation résume l'essentiel de la théorie de Piaget. On y découvre d'une
part les di�érents stades de développement qui vont structurer l'ensemble de
ses analyses des notions mathématiques :

1. les perceptions, les ré�exes et les habitudes ;

2. l'intelligence sensori-motrice préverbale ;

3. l'intuition et la représentation mentale et imagée : les début de la pen-
sée, d'abord irréversibles, puis progressivement réversibles ;

4. les opérations concrètes vers 7-8 ans : les actions élémentaires sont
devenues des opérations réversibles, mais appuyées sur des représenta-
tions ;

5. les opérations formelles, lorsque les opérations concrètes prennent la
forme de propositions, vers 11-12 ans.

D'autre part, on voit comment Piaget entend résoudre la question de la
nécessité des principes logiques, à l'intérieur d'une épistémologie génétique
appuyée sur une psychologie de l'action : le � nécessaire � est compris comme
� indépendant du temps �, et cette indépendance temporelle est acquise dans
le passage de l'irréversible au réversible, autrement compris comme le passage
de l'action (irréversible) à l'opération (réversible). La réversibilité caracté-
rise ainsi les états d'équilibre, au sens où � l'équilibre de la pensée opératoire
n'est point le repos, mais un système d'échanges qui se balancent, de trans-
formations sans cesse compensées par d'autres � ([191], 60). De sorte que
� la logique formelle, ou logistique, constitue simplement l'axiomatique des
états d'équilibre de la pensée �([191], 12).

Il reste cependant à déterminer comment s'e�ectue le passage d'un stade
à l'autre, quel mécanisme permet ce développement psychologique.
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L'épistémologie génétique comme méthode, et les autres théories

de la connaissance

Mais faire le choix d'une telle méthode, n'est-ce pas accepter dès le départ
une certaine philosophie de la connaissance ? L'épistémologie génétique est-
elle une méthode, ou déjà une certaine théorie ?

Piaget insiste en e�et sur la neutralité théorique de l'épistémologie géné-
tique : elle ne serait qu'une voie d'analyse, et non pas une façon expérimentale
de justi�er une théorie philosophique a priori. Pour démontrer une telle neu-
tralité philosophique de l'épistémologie génétique, Piaget propose l'argument
suivant : après avoir établi une liste exhaustive des positions épistémologiques
possibles, il va s'agir de montrer que chacune de ses positions est compatible
avec la méthode de l'épistémologie génétique. Pour Piaget, ces positions épis-
témologiques possibles sont au nombre de six, et s'intègre dans un tableau
à double entrée, selon qu'elles sont d'une part génétiques ou non, et d'autre
part centrées sur l'objet, le sujet ou leur interaction :

Solutions non-
génétiques

Solutions génétiques

Primat de l'objet Réalisme Empirisme
Primat du sujet Apriorisme Pragmatisme ou

conventionnalisme
Indissociation du su-
jet et de l'objet

Phénoménologie Relativisme

Piaget examine donc ces di�érentes solutions et va montrer qu'elles pour-
raient être con�rmées ou in�rmée par l'épistémologie génétique.

7.1.2 Une épistémologie structuraliste

La première conséquence de l'application de cette méthode qu'est l'épisté-
mologie génétique est pour Piaget l'adoption d'une perspective structuraliste.
Pour Piaget en e�et, la méthode qu'il développe (l'épistémologie génétique)
et la psychologie sur laquelle il s'appuie (une psychologie de l'action) ne
peuvent conduire qu'au structuralisme 9

Dès La Psychologie de l'intelligence s'a�rme la dimension structuraliste
de l'épistémologie piagétienne, la structure apparaissant en e�et au c÷ur
de sa compréhension de l'action elle-même, même la plus élémentaire 10. Le

9. Un telle implication nécessaire entre épistémologie génétique, psychologie de l'ac-
tion et structuralisme pourrait cependant être discutée, mais cela dépasserait le cadre du
présent travail de recherche.
10. � les échanges que [toute conduite] provoque avec le milieu comportent également
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développement intellectuel de l'enfant revient donc à une forme d'histoire de
ses structures cognitives :

� Chaque structure est à concevoir comme une forme particu-
lière d'équilibre, plus ou moins stable en son champ restreint et
devenant instable aux limites de celui-ci. Mais ces structures,
échelonnées par paliers, sont à considérer comme se succédant
selon une loi d'évolution telle que chacune assure un équilibre
plus large et plus stable aux processus qui intervenaient déjà au
sein de la précédente. �([191], 16).

Il y a ainsi une direction à cette construction progressive des structures
opératoires de l'intelligence, vers une réversibilité qui augmente sans cesse
d'importance au cours du développement. Or le propre des opérations qui
apparaissent vers 7-8 ans est non seulement d'être intériorisées en pensée
grâce à la fonction symbolique, mais surtout d'être réversibles. Cette pro-
priété de réversibilité introduit dans le même temps la structure opératoire,
dans la mesure où il ne peut y avoir d'opération isolée, toute opération étant
solidaire de l'opération en sens inverse et pouvant se composer avec les autres
opérations à l'intérieur du système, de sorte que

� il y a donc structure opératoire dès qu'il y a opération et la
structure d'ensemble n'est pas un produit après coup des compo-
sitions entre opérations préalables puisque l'action initialement
irréversible ne devient opératoire et réversible qu'à l'intérieur
d'une structure et sous l'e�et de son organisation. �([193], 17)

Cette inscription des structures au c÷ur même de la conduite se trouve
renforcée par les apports de la théorie de la Gestalt 11, mais qu'il critique
et dépasse néanmoins. Cette importance des structures, inscrite en toute
opération 12, doit amener à considérer la possibilité d'une � logique des to-
talités, qui traduit en un schéma axiomatique ou formel le travail e�ectif de
l'esprit �([191], 56).

Encore est-il nécessaire de donner une dé�nition précise à la notion de
structure :

� En première approximation, une structure est un système de
transformations, qui comporte des lois en tant que système (par

une forme ou une structure, qui détermine les divers circuits possibles s'établissant entre
le sujet et les objets. C'est en cette structuration de la conduite que consiste son aspect
cognitif. Une perception, un apprentissage sensori-moteur (habitude, etc.), un acte de
compréhension, un raisonnement, etc. reviennent tous à structurer, d'une manière ou d'une
autre, les rapports entre le milieu et l'organisme �([191], 14)
11. Piaget reconnaît que � le mode d'analyse qui consiste à toujours traduire les faits

en termes de � champ � total est le seul légitime �([191], 85)
12. On notera cependant une ambiguïté dans les analyses de Piaget, qui défend à la fois

l'idée que tout échange entre l'organisme et le milieu présente une structure, ce qui inclue
l'action, et également que la structure apparaît seulement avec la réversibilité de l'action
en opération, comme � structure opératoire �. Une analyse plus approfondie de l'÷uvre
de Piaget devrait permettre de trancher cette ambiguïté.
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opposition aux propriétés des éléments) et qui se conserve ou
s'enrichit par le jeu même de ses transformations, sans que celles-
ci aboutissent en dehors de ses frontières ou fasse appel à des
éléments extérieurs. En un mot, une structure comprend ainsi les
trois caractères de totalité, de transformations et d'autoréglage.

En seconde approximation, mais il peut s'agir d'une phase bien
ultérieure aussi bien que succédant immédiatement à la décou-
verte de la structure, celle-ci doit pouvoir donner lieu à une for-
malisation. �([196], 7)

Cette possibilité de formalisation 13 qui accompagne selon Piaget, par dé-
�nition, toute structure est le domaine propre de la connaissance mathéma-
tique. Et sur ce point Piaget accorde un rôle prépondérant aux � structures-
mères � de Bourbaki. En e�et dans les travaux de Bourbaki, en particulier
l'article intitulé � L'architecture des mathématiques �, les structures pré-
sentent elles-mêmes une hiérarchie, au sommet de laquelle se trouvent les
� structures-mères � : les structures algébriques, les structures topologiques
et les structures d'ordre, structures irréductibles les unes aux autres et à
partir desquelles, par di�érenciation et combinaison, peuvent être retrouvées
toutes les structures � concrètes � étudiées par les mathématiques.

La question qui se pose est dès lors de savoir quel rapport établir entre
ces structures opératoires de l'intelligence et les structures-mères mises en
évidence par Bourbaki. Les travaux de Piaget le conduisent à défendre la
thèse suivante : � on retrouve à toutes les étapes, d'abord une tendance
fondamentale à l'organisation de totalités ou de systèmes, en dehors desquels
les éléments n'ont pas de signi�cation ni même d'existence, et ensuite une
répartition de ces systèmes d'ensemble selon trois sortes de propriétés qui
correspondent précisément à celles des structures algébriques, des structures
d'ordre et des structures topologiques �([194], 15) mises en évidence par
Bourbaki 14. Cette correspondance s'établit à travers les di�érentes formes
de la réversibilité mises en évidence par Piaget :

� La réversibilité, constituant ainsi sans doute la loi fondamen-
tale des compositions propres à l'intelligence, se présente dès le
départ (donc dès les schèmes sensori-moteurs) sous deux formes
complémentaires et irréductibles : l'inversion ou négation et la
réciprocité 15 �([194], 17)

13. Pour Piaget, il semble clair que toute structure opératoire est formalisable, mais ce
point n'est jamais justi�é.
14. Piaget précise que ces structures-mères � constituent le prolongement formalisé et

non pas l'expression directe �([194], 17) de ces structures élémentaires de l'intelligence.
15. � Lorsqu'un bébé de 10 à 12 mois, qui commence à organiser de façon systématique

les déplacements dans son espace proche, a déplacé un objet de A en B, il peut annuler
cette transformation par la transformation inverse en ramenant l'objet de B en A ce qui,
au total, équivaut bien à un mouvement nul. Mais il peut aussi laisser l'objet en B et se
déplacer lui-même de A en B, ce qui reproduira la situation initiale où l'objet était en
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Piaget distingue par ailleurs un troisième niveau de réversibilité, propre à la
topologie de l'espace dans lequel se déplace l'enfant, qu'il quali�e d'� infra-
logique � 16. On distingue ainsi trois formes de réversibilité :

1. la réversibilité par inversion ou négation, correspondant aux structures
algébriques ;

2. la réversibilité par réciprocité, correspondant aux structures d'ordre ;

3. les opérations � infralogiques �, correspondant aux structures topolo-
giques 17 .

Mais quel sens donner à cette � correspondance �, à cette � analogie �([195],
417) entre les structures-mères de Bourbaki et les types de structures opé-
ratoires de l'intelligence ?

� Les structures d'ensemble vers lesquelles s'oriente l'intelligence
au cours de son développement ne correspondent ni à des struc-
tures nerveuses préformées (ou à des formes a priori) ni à des
structures physiques empiriquement enregistrées : ce ne sont que
des lois d'équilibre se présentant sous la forme de systèmes d'opé-
rations possibles, dont certaines seulement sont actualisées en
fonction des conditions ambiantes physiques et sociales. Ce sont
ces possibilités dont la logique étudie par ailleurs les ensembles
complets et libre à elle de leur fournir les fondements qu'elle en-
tend : on ne saurait ainsi concevoir de point de friction entre
l'analyse déductive et exhaustive des possibles logiques, d'une
part, et, d'autre part, la détermination expérimentale des possibi-
lités ou des impossibilités qui caractérisent les formes d'équilibre
correspondant aux di�érents niveaux d'organisation de l'intelli-
gence 18. �([194], 31)

face de son corps propre : en ce cas le mouvement de l'objet n'a point été annulé, mais
simplement compensé par un déplacement réciproque du corps propre, ce qui constitue
une autre transformation. � ([194], 17)
16. � Lors des débuts du dessin, l'enfant ne distingue pas les carrés, cercles, triangles et

autres �gures métriques, mais [...] di�érencie fort bien les �gures ouvertes ou fermées, les
situations d'extériorité ou d'intériorité par rapport à une frontière (y compris la position
� sur la frontière �), les séparations et les voisinages (sans conservation de la distance), etc.
Or, partant ainsi d'intuitions topologiques fondamentales, il s'oriente ensuite simultané-
ment dans la direction des structures projectives et dans celle des structures métriques. �
([194], 26)
17. De telle sorte que

� ces faits semblent indiquer que les structures-mères des Bourbaki corres-
pondent, sous une forme naturellement très élémentaire, sinon rudimentaire,
et fort éloignée de la généralité et de la formalisation possible qu'elles revêtent
sur le plan théorique, à des coordinations nécessaires au fonctionnement de
toute intelligence dès les stades assez primitifs de sa formation. �([196], 24)

18. Piaget en tire par ailleurs des conséquences concernant l'enseignement des mathé-
matiques (la didactique des mathématiques ayant tiré de nombreux enseignements des
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Pour ce qui est de la logique, la notion de structure est également om-
niprésente, étant donné que tout système formel � constitue une structure
puisqu'il comporte les trois caractères de totalité, de transformations et d'au-
toréglage [...] mais ce n'est là qu'une totalité relative, car le système reste
ouvert par le haut quant aux théorèmes qu'il ne démontre pas (notamment
les indécidables à cause des limites de la formalisation) et ouvert par le
bas, car les notions et axiomes de départ recouvrent un monde d'éléments
implicites. �([196], 27). Et ce structuralisme logique est selon Piaget plus pré-
gnant encore lorsque l'on considère les systèmes logiques eux mêmes comme
des structures (algèbre de Boole, de Heyting, etc.).

Toutefois, deux points importants doivent ici être soulignés. D'une part
en e�et la mise en évidence de ces structures opératoires dans le dévelop-
pement cognitif ne signi�e nullement que ces structures constituent le point
�nal de l'histoire des mathématiques, qui culmineraient alors avec Bourbaki.
Bien au contraire si les groupes, par exemple, constituent la structure même
de l'esprit, rien ne montre que l'activité du sujet s'achève sur la prise de
conscience des possibilités o�ertes par ces totalités opératoires. En e�et, la
prise de conscience elle-même prolonge le cheminement de l'esprit, consti-
tuant en elle-même une construction 19 : on ne trouvera donc nul part dans
l'÷uvre de Piaget l'idée d'un point �nal, d'une ultime étape qui viendrait
clore le développement des mathématiques comme de l'esprit individuel :
même si l'analyse génétique nous ramène sans cesse à des notions plus élé-
mentaires et primitives, la simple prise de conscience de ces notions ouvre
en retour de nouvelles voies d'exploration. Ces remarques valent également
pour la théorie des catégories, qui pour Piaget ne peut être vue comme
le point d'arrêt de l'analyse des connaissances logico-mathématiques ou le
terme d'une trajectoire née avec les mathématiques grecques. La notion de
catégorie n'est qu'une étape, à la fois dans l'histoire des mathématiques et

travaux de Piaget) :

� Rien ne prouve qu'en mettant le formalisme au départ on le retrouve à
l'arrivée sous des espèces authentiques et les ravages d'un pseudo-formalisme
ou formalisme demeurant verbal parce que trop précoce montrent au contraire
les dangers d'une méthode ignorant les lois du développement mental.

En réalité, si l'édi�ce des mathématiques repose sur des � structures �, qui
correspondent par ailleurs aux structures de l'intelligence, c'est sur l'organisa-
tion progressive de ces structures opératoires qu'il faut baser la didactique des
mathématiques. Or, psychologiquement, les opérations dérivent d'actions qui,
en s'intériorisant, se coordonnent en structures. [...] La pédagogie dite active
parmi les procédés d'initiation mathématique ne compromet en rien la rigueur
déductive ultérieure mais la prépare au contraire en lui fournissant des bases
réelles et non pas simplement verbales. �([194], 33)

19. � On ne prend conscience d'un mécanisme intérieur qu'en le reconstruisant sous une
forme nouvelle, qui le développe en l'explicitant, et tout processus ré�exif se trouve ainsi,
par le fait même, doublé d'un processus constructif, qui prolonge, en le reconstituant, le
mécanisme interne dont il y a prise de conscience. �([193], 285)
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dans l'analyse des mécanismes de la connaissance.
D'autre part, il est important de souligner que le structuralisme pour

Piaget n'est pas une position philosophique, mais une méthode :

� Au total, le structuralisme est bien une méthode et non pas une
doctrine, ou, dans la mesure où il devient doctrinal, il conduit à
une multiplicité de doctrines. [...] En un mot, le danger perma-
nent qui menace le structuralisme, lorsqu'on a tendance à en faire
une philosophie, est le réalisme de la structure sur lequel on dé-
bouche sitôt qu'on oublie ses attaches avec les opérations dont
elle est issue. �([196], 123)

Conséquence de la méthode de l'épistémologie génétique, appuyée sur
la psychologie de l'action, il y aurait donc une neutralité philosophique du
structuralisme, qui n'est pas pour Piaget une position philosophique, mais
seulement un outil d'analyse 20.

7.1.3 Psychologie de l'action et théorie des catégories

La théorie des catégories et les opérations du mathématicien

Mais il reste à comprendre quelle est la place de la théorie des catégories
dans l'épistémologie piagétienne, en rappelant tout d'abord que celle-ci s'est
développée avant la rencontre de Piaget avec la théorie des catégories, à la
�n des années 1960. L'édi�ce conceptuel de l'épistémologie génétique une fois
constituée, comment la théorie des catégories a-t-elle pu s'intégrer ?

Dans la mesure où elle émerge de la pratique mathématique, Piaget va
dans un premier temps replacer la théorie des catégories dans le mouvement
général des mathématiques. De ce point de vue, les catégories apparaissent
selon lui dans le prolongement des structures mathématiques mises en avant
par Bourbaki 21. Ainsi la naissance de la théorie des catégories se présente
selon Piaget comme emblématique du processus d'abstraction 22 omniprésent
en mathématiques :

20. Une telle,position serait cependant tout à fait discutable, comme le montre par
exemple la possibilité de philosophies des mathématiques non structuralistes. On pourrait
au contraire défendre l'idée que, si l'épistémologie génétique est bien une méthode, le choix
d'une psychologie de l'action oriente déjà l'épistémologue vers une famille de positions
philosophiques, de nature structuraliste.
21. � Toute la théorie des catégories actuelles de Mac Lane et Eilenberg est tirée de la

manière dont les Bourbaki ont construit leurs structures, mais d'une manière qui était
instrumentale et qui devient théorie thématisée par abstraction ré�échissante à ce plan
nouveau qu'est la théorie des catégories �([201], 229)

On pourra mesurer ici ce qui sépare le devenir conceptuel des mathématiques tel
qu'il est théorisé par Piaget et l'histoire � réelle � des mathématiques : on ne trouve
en e�et aucune référence, dans les travaux fondateurs de Mac Lane et Eilenberg, aux
Eléments de Bourbaki, et inversement, les réticences du groupe Bourbaki à intégrer les
outils catégoriques ont été précisément documentées par Ralf Krömer dans [126].
22. La notion d'abstraction ré�échissante sera examinée plus loin.
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� C'est assez dire que, en insistant sur les fonctions, les catégories
sont axées non plus sur les structures mères, mais sur les procédés
mêmes de mise en relation qui ont permis de les dégager, ce qui
revient à considérer la nouvelle structure comme tirée, non pas
des � êtres � auxquels ont abouti les opérations précédentes, mais
de ces opérations mêmes en tant que processus formateurs. �
([196], 25)

Or, ce processus de construction des catégories est rapproché par Piaget
d'une distinction introduite par Seymour Papert entre � les opérations du
mathématicien � et celle de � la � mathématique. �([196], 25) 23

On voit ici s'introduire une distance entre les opérations de la mathé-
matique et les opérations du mathématicien et S. Papert expose cette dis-
tinction dans [195]. Son analyse prend pour point de départ l'idée que le
développement de la théorie des catégories met en évidence l'importance de
l'algèbre dans le champ mathématique, � non pas comme une structure parmi
d'autres, mais comme l'instrument mathématique par excellence, auquel on
ramène l'étude de problème de toute sorte � ([195], 509). L'origine de cette
situation particulière de l'algèbre dans le champ mathématique peut selon
Papert trouver une explication sur deux niveaux :

� sur le plan technique, � le fait que le calcul e�ectif ou constructif lui est
propre � ; il y aurait ainsi une dimension intrinsèquement constructive
et e�ective à l'algèbre ;

� sur le plan épistémologique, on constate � une correspondance parti-
culièrement étroite entre la forme algébrique et la structure des opé-
rations réellement e�ectuées par le mathématicien �([195], 509)

Papert propose donc une distinction que Piaget reprendra par la suite à de
nombreuses reprises :

� L'opposition entre l'opération mathématique et l'opération du
mathématicien ressort avec netteté à propos des opérations ma-
thématiques sur une in�nité d'éléments, comme par exemple,
le passage d'une suite à une limite. Il est évident que l'in�nité
d'éléments sur lesquels porte, au moins dans l'optique de la ma-
thématique classique, l'opération mathématique, ne �gure pas
comme élément distinct dans le raisonnement du mathématicien.
Au contraire l'opération du mathématicien se réduit nécessaire-
ment à la combinaison d'un nombre non seulement �ni mais pe-
tits d'éléments. Il ne change bien évidemment rien à ce fait que
l'on donne à certains de ces éléments, et avec justi�cations, des
noms tel qu'� ensemble in�ni � ou � nombres trans�nis. �([195],
509)

Il y aurait donc quelque chose d'e�ectif dans l'opération du mathémati-
cien, en un sens très précis, qui échapperait à la conception mathématique

23. Cette distinction est par exemple reprise par Ralf Krömer dans [125].
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générale de la notion d'opération. La source principale de cette confusion
entre les deux types d'opérations serait selon Papert la persistance d'un
� primat de l'être �, au détriment de la prise en compte des structures : � la
construction des algèbres d'ensembles ou des sous-groupes [...] dégage, au
moins dans une certaine mesure, la base �nitiste du raisonnement e�ectif
et algébrique du mathématicien �([195], 510). On voit donc ici réapparaître
l'idée défendue également par Piaget d'une forme d'e�ectivité inhérente au
calcul dans une structure, comme par exemple une catégorie. Ainsi, selon
Piaget

� l'analyse de Papert montre assez comment le passage des � struc-
tures � aux � catégories � est de nature à ébranler une fois de plus
ce � primat de l'être � sans cesse renaissant. Et du point de vue
de l'intériorisation de ces � êtres � et de l'abstraction ré�échis-
sante qui leur donne naissance, il est particulièrement suggestif
de constater que ce rétablissement constant du primat de l'opé-
ration s'accompagne dans le cas particulier d'une tendance à sub-
stituer ce que Papert appelle l'opération � du mathématicien �
aux opérations � de la mathématique �, la première étant e�ec-
tive parce que liée à un domaine de réalisation analysé en tous
ses éléments et la seconde en quelque sorte virtuelle parce que
trop schématiquement généralisée 24. �([195], 66)

L'apparition de la théorie des catégories dans le champ mathématique
marquerait donc, selon Piaget, la mise au premier plan de l'e�ectivité de
l'opération du mathématicien. On voit �nalement ici réapparaître ce que
nous avions souligné au chapitre 3 en rappelant le lien intrinsèque entre
théorie des catégories et λ-calcul mise en lumière par D. Scott et la forme
proprement constructive de la théorie des catégories mise en évidence par C.
McLarty.

Les fonctions constituantes et la structure de catégorie

C'est donc à partir de ce rapprochement entre les opérations du mathé-
maticien et la structure de catégorie proposée par S. Papert que Piaget va
intégrer les outils et notions catégoriques à sa théorie générale de la connais-

24. Ainsi, pour Piaget :

� Papert a �nalement montré comment le passage [des structures aux caté-
gories] est caractérisé par un déplacement d'accent, d'abord centré sur les
opérations � de la � mathématique en général pour se transférer ensuite sur
celles � du � mathématicien comme tel en son activité e�ective. De même la
logique combinatoire de Curry, comparée à celle des propositions, des rela-
tions, etc., marque un e�ort pour atteindre l'opération dans le détail même
de ses démarches e�ectives par opposition aux mécanismes généraux. �([195],
1238)
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sance à partir de 1967. Il indique en e�et, dans Epistémologie et psychologie
de la fonction :

� Nous supposerons donc qu'il existe des structures préopéra-
toires de fonctions et il s'agit de leur trouver un modèle. Or, après
avoir dégagé les grandes structures de groupes, de réseaux, etc.,
[...] les mathématiciens en sont venus à la recherche de systèmes
plus élémentaires et plus généraux. [...] Ils ont tenté de serrer de
près ce que S. Papert appelle si justement les opérations � du
mathématicien � par opposition à celles � de la mathématique �,
ce qui revenait à souligner le rôle des actions limitées, mais ef-
fectives qui sont exécutées en n'importe quelle situation. [...] Ce
qui nous intéresse, du point de vue génétique, est que certains
de ces systèmes, de par leur nature élémentaire, sont susceptibles
de signi�cation triviale aussi bien que technique et peuvent par
conséquent être utiles à la psychologie de l'intelligence ou à l'épis-
témologie génétique aussi bien qu'aux mathématiques.

Telle est la notion de � catégorie �, élaborée entre autres par Mac
Lane. �([190], 17)

On voit ici quel est le rôle et la place de la théorie des catégories : elle
constitue un � modèle �, une formalisation du fonctionnement de l'intelli-
gence en son stade préopératoire, et donc à plus forte raison préverbal. La
théorie des catégories, en tant que � modèle � de l'action, apparaît ainsi
au c÷ur de ce que Piaget appelait, en décrivant l'épistémologie génétique,
l'� analyse formalisante �. La piste qu'explore ici Piaget est celle d'une struc-
turation et d'une systématicité précoce de l'intelligence 25. Dès le niveau pré-
opératoire apparaît ce que Piaget caractérise comme � une sorte de logique
des fonctions �, qu'il caractérise ainsi :

� Il y a dans ces conduites un début incontestable de logique, mais
avec deux limitations essentielles : on n'y trouve pas encore de
réversibilité (si l'on dé�nit celle-ci par la possibilité d'inversion),
et par conséquent pas de conservations quantitatives (un tout
divisé ne garde pas la même somme, etc.). Il ne s'agit donc que
d'une demi-logique (au sens propre, puisqu'il en manque la moi-
tié, c'est-à-dire les inverses), mais qui marque néanmoins à son
actif deux notions assez fondamentales. 1) Il y a d'abord celle de
fonction ou application ordonnée (couples orientés), par exemple,
si l'on tire progressivement un �l formé de deux segments à angle
droit A et B, l'enfant comprend bien que le segment B augmente
en fonction de la diminution de A, mais sans pour autant ad-
mettre que la longueur totale A + B reste constante parce qu'il

25. Et comme le souligne Philip Davidson, � the systematic nature of children's com-
petencies, rather than the inadequacies that appear in comparison with operational
thought �[45].
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ne juge des longueurs que de façon ordinale [...]. 2) Il y a ensuite
la relation d'identité (c'est le même �l, bien qu'il ait changé de
grandeur). Mais, si limitées soient-elles, ces fonctions et identités
constituent déjà des structures sous la forme de � catégories très
élémentaires � 26. �([196], 56)

Les travaux expérimentaux menés par Piaget et ses collaborateurs dans
Epistémologie et psychologie de la fonction les amènent à conclure que � le
grand intérêt de cette logique primitive est [...] de demeurer essentiellement
qualitative, avec une nette dominance de la compréhension sur l'extension,
celle-ci n'étant point encore réglée, c'est-à-dire quanti�ée. �([190], 232). On
voit ainsi apparaître un des apports essentiels de l'épistémologie génétique de
Piaget : non seulement les concepts catégoriques permettent la formalisation
de compétences intellectuelles en développement, mais en retour les spéci�ci-
tés de ces concepts, dans l'édi�ce général de la connaissance mathématique,
s'en trouvent éclairées.

Dès lors, si jusqu'ici nous n'avons fait qu'esquisser la méthode épistémo-
logique de Piaget, cela nous a permis de montrer en quoi cette épistémologie
s'appuie à la fois sur une forme de structuralisme méthodologique et sur les
concepts et outils de la théorie des catégories. Mais qu'en est-il des thèses
philosophiques que Piaget est conduit à formuler en application de sa mé-
thode génétique ? Une fois décrite la méthode, quels sont les résultats de son
application ? En d'autres termes, quelles sont les thèses philosophiques que
Piaget, du fait de sa méthode, sera amené à défendre ?

Nous souhaiterions montrer à présent que certaines thèses philosophiques
importantes que Piaget va être conduit à défendre, en application de sa mé-
thode génétique et critico-clinique, se rapprochent fortement des préconcep-
tions épistémologiques que nous avons dégagées dans l'approche catégorique
des concepts mathématiques dans les chapitres précédents. Pour ce faire,

26. Du point de vue du développement de l'intelligence, cette logique des fonctions
prenant la forme de la théorie des catégories s'intègre à la genèse de la connaissance de la
façon suivante :

� Cette � logique � préopératoire rend compte entre autres du primat si gé-
néral, et jusqu'ici inexpliqué, des relations d'ordre entre 4 et 7 ans, et cela va
de soi puisque la fonction est une dépendance ordonnée et résulte d'� appli-
cations � orientées. Et cette � logique �, tout en aboutissant de façon posi-
tive à des structures formalisables, comporte, d'autre part, des lacunes et des
limitations, dont l'intérêt psychologique est de faire comprendre les erreurs
systématiques dues à ce primat de l'ordre : par exemple l'indi�érenciation du
� plus long � avec le � plus loin � ou les non-conservations, provoquées par
des estimations ordinales (de niveaux, etc.), en opposition avec les évaluations
extensives et métriques. En un sens psychologique très réel, cette logique pré-
opératoire des fonctions constituantes ne représente donc, si l'on peut dire,
que la première moitié de la logique opératoire, dont la réversibilité permet-
tra de construire l'autre moitié en complétant les structures à sens unique du
début. �([190], 1)
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nous avons fait le choix de rentrer plus avant dans les analyses épistémolo-
giques de Piaget, concernant en particulier les notions de nombre et d'espace,
a�n de montrer comment ces di�érentes thèses s'articulent dans l'édi�ce épis-
témologique général de Piaget et s'inscrivent dans un dialogue avec d'autres
philosophies des mathématiques. Si cela nous conduit à nous éloigner pour
un temps de la théorie des catégories proprement dite, ce parcours nous per-
mettra cependant de mettre en lumière des liens essentiels avec nos analyses
des chapitres précédents.

7.2 Quelques points d'épistémologie

7.2.1 Qu'est-ce qu'un nombre ?

Pour Piaget, le problème central de la philosophie des mathématiques
est la possibilité d'un accord entre une science rigoureusement déductive et
l'expérience physique, tel qu'il se manifeste par exemple dans l'applicabilité
de la géométrie riemannienne à la théorie de la relativité. Ce problème se
pose d'autant plus que les mathématiques sont pour Piaget essentiellement
constructives, au sens où :

� le monde des constructions géométriques et analytiques dépasse
le monde réel [...]. De ce point de vue, le raisonnement mathé-
matique apparaît comme une sorte de création [...]. Partant de
quelques axiomes aussi peu nombreux et aussi pauvres que pos-
sibles de contenu, et de quelques dé�nitions, le mathématicien
élabore, au moyen d'opérations constructives, cet univers im-
mense de relations que constituent les êtres dits abstraits. �([193],
56)

Et pour rendre compte de cette capacité créatrice du raisonnement ma-
thématiques, comme de son accord avec l'expérience, il convient de partir de
la formation de l'espace et du nombre 27.

La nature psychologique du nombre

Piaget commence par montrer que le nombre correspond à une forme
d'� expérience mentale � bien particulière : non pas une expérience mentale
consistant à imaginer une réalité extérieure au sujet, mais une expérience
mentale qui revient au contraire à imaginer les actions comme telles du sujet

27. Pour ce dernier, le problème est le suivant :

� La proposition � 1+1=2 � est-elle une vérité, une convention ou un énoncé
tautologique ? Ce rapport s'impose-t-il d'abord à nous en fonction d'expé-
riences, et desquelles ? Ou est-il construit a priori, ou encore objet d'un in-
tuition immédiate, et de quelles sorte ? Le nombre constitue-t-il une notion
première, ou une synthèse d'opérations purement logiques ? �([193], 57)
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faisant varier les faits. En e�et, que la transformation ait lieu matérielle-
ment ou � en pensée �, il y a toujours une activité inhérente au sujet. Mais
parmi ce second type d'expérience mentale, Piaget distingue deux formes
d'imagination de l'action :

� distinguer encore entre l'imagination d'actions mal di�éren-
ciées, insu�samment coordonnées entre elles et obligées par consé-
quent de s'appuyer sur la réalité extérieure pour aboutir à la pré-
vision de leur résultats (IIA) et l'imagination d'opérations pro-
prement dites, c'est-à-dire (selon la dé�nition que nous adopte-
rons), d'actions devenues réversibles et su�samment coordonnées
pour donner lieu à des compositions susceptibles d'anticipations
précises (IIB). �([193], 60)

La genèse du nombre, pour Piaget, se manifeste dans le passage de IIA à IIB,
expérimentalement déterminé vers la septième année de l'enfant environ 28.
Mais comment expliquer cette évolution de IIA à IIB ? Est-ce seulement par
l'habitude que se constitue une telle vérité nécessaire, comme le pensait déjà
Hume ? Pour Piaget, ce passage s'explique au contraire par la transforma-
tions des actions en opérations, c'est-à-dire lorsque les actions fondamentales
deviennent su�samment coordonnées entre elles pour pouvoir être inversées,

� et c'est cette réversibilité qui entraîne le sentiment de la néces-
sité de la conservation des ensembles et de leurs équivalences. �([193],
63)

Or cette réversibilité ne peut être obtenue dans la perception, dans l'imagi-
nation ou dans l'habitude, où les actions telles que réunir, séparer, ranger ou
changer d'ordre, ne peuvent être inversées. Il y a donc ici un dépassement de
la simple expérience mentale, et apparition d'un nouveau stade de dévelop-
pement intellectuel. Ce dépassement s'e�ectue par palier, les � stades � du
développement intellectuel :

1. une action est toujours solidaire d'actions antérieures, jusqu'aux ré-
�exes de base et aux réactions physiologiques du vivant dans son mi-
lieu. Toute action, par ailleurs, comporte deux dimensions :
� toute action correspond d'abord à une schème d'assimilation, consti-

tué par les actions antérieures, de la même façon qu'un jugement
assimile l'objet à des concepts. C'est la part de l'action relative au

28. A cet âge en e�et, l'expérience montre que l'enfant admet la conservation des quanti-
tés quelles que soient les modi�cations spatiales et perceptibles des ensembles considérés :

� Il fera même de cette équivalence durable et de cette conservation une sorte
de vérité a priori, mais cet a priori, comme tous ceux que nous rencontre-
rons encore, apparaît au terme et non pas au point de départ du processus
génétique, et caractérise donc sa phase d'équilibre �nal et non point de for-
mation. �([193], 62)
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sujet agissant 29.
� toute action porte également en elle une accommodation à l'objet,

lorsque le schéma de l'action est di�érencié par l'objet auquel il
s'applique.

Ces deux pôles de l'action que sont l'assimilation et l'accommodation,
sont indissociables, mais il peut exister entre ces deux tendances di-
verses formes d'équilibre. Au départ, cet équilibre est instable, car l'as-
similation tend à la conservation, quand l'accommodation implique des
modi�cations du sujet.

2. on a ensuite un équilibre plus large, mais imparfait encore, entre ces
deux tendances, lorsque l'on passe de l'action sensori-motrice à l'action
intériorisée constituée par la représentation intuitive, selon un jeu de
signi�cations et d'imitations mentales. C'est ici que Piaget se sépare
de l'empirisme classique : l'expérience mentale n'est pas que réception
d'une réalité extérieure (accommodation) mais également activité du
sujet (assimilation).

3. vient ensuite l'opération concrète : l'équilibre est en�n atteint entre
assimilation et accommodation, et les actions deviennent ainsi réver-
sibles et coordonnées entre elles. Mais ces premières opérations restent
liées à des manipulations e�ectives ou mentales.

4. les opérations deviennent ensuite abstraites ou formelles : elles ne
portent plus sur des réalités manipulables, mais prennent la forme
de jugements, qui décrivent les opérations et non plus les objets de
celles-ci. Se constitue alors une logique des propositions.

Par ce processus génétique, supposant un équilibre entre accommodation
(part de l'objet dans l'action) et assimilation (part du sujet), Piaget dépasse
donc les conceptions strictement empiristes du nombre, faisant de celui-ci le
résultat d'une abstraction à partir de la réalité extérieure. Mais soutenir une
telle thèse, n'est-ce pas soutenir que le nombre serait issu d'une expérience
interne ? L'objet d'expérience à partir duquel seraient tirés par abstraction
les éléments du nombre serait alors le sujet lui-même. On voit ainsi apparaître
l'idée que le nombre serait issu de l'intuition mnésique de l'ordre de succession
de nos états de conscience, thèse d'une parenté génétique entre le temps et
le nombre que l'on retrouve de Kant à Brouwer.

Cette thèse apparaît également dans l'ouvrage Zählen und Messen d'Her-
mann von Helmholtz : les états de conscience se succèdent dans le temps de

29. � L'assimilation mentale est donc l'incorporation des objets dans les schèmes de
la conduite, ces schèmes n'étant autres que le canevas d'actions susceptibles d'être répé-
tées activement. �([191], 18), de telle sorte que � l'assimilation est, en e�et, génératrice
de schèmes et, par là, de structures. [...] L'assimilation est donc source de continuelles
mises en relation et en correspondance, d'� applications �, etc., et au plan de la repré-
sentation conceptuelle, elle aboutit à ces schèmes généraux qui sont les structures. Mais
l'assimilation n'est pas une structure : elle n'est qu'un aspect fonctionnel des constructions
structurales �([196], 61)
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manière irréversible, constituant d'eux-mêmes une série dont l'intuition in-
terne est fournie par la mémoire ; il su�t alors de numéroter de façon conven-
tionnelle les termes de cette série. Cette thèse revient donc à montrer que
le nombre est ordinal avant d'être cardinal. Or Piaget s'appuie sur l'argu-
mentation de L. Brunschvicg dans Les étapes de la philosophie mathématique
pour montrer que dans le �ni, l'ordinal et le cardinal sont indissociables et
apparaissent simultanément, ce que con�rment ses expériences chez l'enfant.
La méthode � critico-clinique � permet également à Piaget de montrer que
la mémoire n'est pas qu'un enregistrement automatique et spontanément or-
donné : elle est une reconstruction active et opératoire ordonnée a posteriori.
Par conséquent le nombre est bien le produit d'une activité du sujet, c'est-à-
dire de la part assimilatrice de l'action, et d'une transformation des actions
en opérations, et non le seul résultat d'une expérience intérieure.

Pour dépasser ces di�érentes thèses, Piaget propose de s'appuyer une
fois encore sur la psychologie de l'action, qui permet de di�érencier l'action
de l'expérience intérieure, celle-ci n'étant que la prise de conscience plus ou
moins inadéquate de l'action elle-même 30.

L'abstraction ré�échissante

Pour faire émerger la série ordinale, il est en réalité nécessaire de distin-
guer deux formes d'abstraction, la seconde constituant un moteur essentiel
de la psychogénèse et de l'épistémologie qu'elle implique :

1. l'abstraction à partir des qualités des objets 31 ;

2. l'abstraction à partir de l'action 32.

Exemple d'une telle abstraction ré�échissante : la succession pratique, dans
une conduite sensori-motrice, n'est pas nécessairement consciente pour le su-
jet au niveau considéré. Abstraite de son contexte, la succession n'est plus vé-
cue mais représentée, ce qui suppose la construction d'un schème appartenant
à un niveau supérieur (au niveau de la pensée intuitive par exemple). Une
nouvelle abstraction l'extrait de ses contextes représentatifs et en fait une
opération proprement dite, pouvant par exemple être inversée. Cette forme
d'abstraction n'est pas une simple généralisation, aboutissant par exemple à
une classe, elle est également constructive car elle mène à l'élaboration d'une

30. � Ce n'est donc pas à l'expérience intérieure qu'il faut recourir et cela à aucun stade
du développement, mais c'est à ce développement même des actions et notamment au
passage graduel de l'action mentalisée aux opérations. �([193], 70)
31. � la qualité abstraite est déjà reconnue dans l'objet, sous la même forme, avant son

abstraction [...] imposée au sujet par la perception des objets eux-mêmes, et non pas d'un
caractère ajouté aux objets par l'action qui porte sur elle � ([193], 72)
32. � abstraction d'un caractère mental quali�ant tel schème d'action et destinée à faire

entrer ce caractère dans un schème plus complexe (et non en un simple concept descriptif de
l'expérience intérieure [...] abstraction ré�échissante c'est-à-dire qui transforme la conduite
même en la di�érenciant et par conséquent qui ajoute quelque chose à la qualité ainsi isolée
par abstraction. �([193], 72)
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nouvelle action, de type supérieur à celle dont le caractère considéré a été
abstrait. C'est une généralisation qui aboutit à une composition nouvelle, à
un schème plus mobile et plus réversible : elle est donc � source d'actions nou-
velles, dont l'aboutissement est constitué par les opérations elles-mêmes 33

. �([193], 73)
En d'autres termes, l'abstraction ré�échissante ajoute quelque chose à

l'objet, elle est créatrice de nouveauté, au sens où elle nécessite l'organisation
d'un plan supérieur de connaissance, où ce qui est abstrait entre structurel-
lement en relation avec d'autres données, et modi�e dans le même temps ce
plan.

Qualité et quantité

Mais, si le nombre est obtenu par abstraction ré�échissante à partir de
l'action, faut-il en conclure qu'il est un concept qualitatif, ou quantitatif,
comme on le considère d'ordinaire ? Pour saisir la nature épistémologique du
nombre, Piaget est amené à repenser la distinction entre qualité et quantité.

Selon Piaget, d'un point de vue génétique, qualité et quantité, sans être
identiques, sont indissociables, solidaires et interdépendantes (on retrouve ici
un point de vue somme toute assez général, indépendant du cadre génétique).
Ainsi par exemple, au niveau sensori-moteur, réunir des objets semblables
est une action introduisant une certaine quali�cation, mais la possibilité de
réunir plus ou moins d'objets est une quanti�cation de cette même action.
Cette � dépendance mutuelle � entre qualité et quantité pour Piaget montre
la parenté entre ces deux notions et le couple formé par la compréhension et
l'extension d'un concept. Par ailleurs les rapports entre extensions peuvent
prendre trois formes distinctes, � dont l'une caractérise la simple logique des
classes et des relations, et les deux autres les mathématiques �([193], 77).

Cette dernière remarque met en évidence un point essentiel de la philo-
sophie des mathématiques de Piaget : celui-ci trace en e�et une limite nette
entre la logique, identi�ée à une théorie des classes, et les mathématiques
proprement dites. Sa position ne sera donc ni logiciste, ni réductionniste : il
y a plus et autre chose dans les mathématiques qu'une théorie des classes, et
c'est précisément tout l'enjeu de cette distinction entre qualité et quantité,
retravaillée à travers une distinctions entre trois formes de quantité :

33. Ainsi, si cette abstraction est ré�échissante c'est selon Piaget en deux sens :

1. � dans le sens d'un ré�échissement, c'est-à-dire de la projection physique d'un ni-
veau antérieur sur un niveau supérieur. Pour abstraire les propriétés des actions
propres ou des opérations propres antérieures, il faut les conceptualiser, les faire
passer sur un plan supérieur. �([201], 229)

2. � dans le sens, cette fois, mental et cognitif, en ce sens que ce qui est transféré sur
le plan supérieur est, en même temps réorganisé. Etant sur un nouveau plan, cette
nouveauté, tirée du passé, est mise en relation avec les autres éléments qui sont
déjà sur le plan supérieur. Il y a donc réorganisation nécessaire. �([201], 229)
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1. la quantité intensive : � nous dirons qu'un rapport quantitatif est
d'ordre intensif si l'on sait seulement que le tout est plus grand que la
partie B > A ou C > B, etc. mais sans pouvoir déterminer si l'une des
parties, p. ex. A, est plus grande, plus petite ou égale par rapport à la
partie complémentaire A' �([193], 78)

2. la quantité extensive, quand on introduit � un rapport quantitatif nou-
veau entre les parties complémentaires d'un même tout [...]. C'est cette
spéci�cation des rapports d'extension entre les parties elle-mêmes qui
marque le passage de la quantité intensive à la quantité extensive,
c'est-à-dire de la logique des classes et des relations qualitatives à la
mathématique proprement dite. �([193], 79) Mais cette qualité exten-
sive peut elle-même prendre deux formes : métrique (le domaine nu-
mérique et métrique) et non métrique (la géométrie � qualitative � des
mathématiciens).
� la quantité extensive non métrique : elle apparaît par exemple dans

la quanti�cation � presque tous � : si A contient � presque tous �
les éléments de B on sait alors non seulement que A < B mais éga-
lement que A > non-A. Sur ce point, la démarche de Piaget semble
originale, dans la mesure où elle ramène dans le champ de la quan-
tité la dimension qualitative de certains champs mathématiques.

� la quantité numérique ou métrique, � lorsqu'en un tout B, les par-
ties complémentaires A et A' peuvent être réduites à une unité
commune. �([193], 80) Ainsi par exemple, dans le cas des ensembles
�nis, lorsque A et non-A peuvent être mis en correspondance bi-
univoque, on a B = 2A.

Dès lors on peut conclure que � en logique les qualités sont reliées par des
rapports de quantité intensive tandis qu'en mathématiques ces rapports sont
extensifs, soit non-métriques, soit métriques. �([193], 80) et ces � distinctions
correspondent à des paliers génétiques di�érents. �([193], 81) Piaget lie donc
la quantité intensive à la � logique des classes �, et opère de cette façon, une
� logicisation � de la quantité, à rebours des perspectives plus traditionnelles.

Ceci étant posé, il devient possible de caractériser les opérations élémen-
taires ayant pour objet des quantités intensives, c'est-à-dire les opérations
relevant de la seule logique des classes. Ce sont des opérations de réunion et
de séparation possédant les deux propriétés caractéristiques suivantes :

1. les compositions opératoires propres à la quantité intensive ne peuvent
être que dichotomiques : les classes ne ont construites que par la pré-
sence ou l'absence d'une qualité donnée (� blanc � ou � non-blanc �) ;

2. les réunions de classes ne peuvent se faire que � de proche en proche �.
Ainsi � en un système de classes botaniques ou zoologiques telles que
A + A' = B et B + B' = C on ne peut réunir A et B' que sous la
forme A + B' = C - A', tandis que l'on peut additionner n'importe
quel nombre à n'importe quel autre �([193], 82).
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Les opérations logiques, à quanti�cations intensives, compte tenu de ses pro-
priétés limitantes, se composent selon des structures précises, centrales dans
toute la psychologie de Piaget : les � groupements � 34 .

Dé�nition 83 Un groupement est une structure véri�ant les cinq propriétés
suivantes :

1. deux opérations de l'ensemble constituent par leur réunion une nou-
velle opération de l'ensemble, � fondement de la transitivité propre aux
inclusions �(p.82) ; par ex. : (A + A' = B) + (B + B' = C) = (A +
A' + B' = C) ;

2. chaque opération peut être inversée : si A + A' = B, alors B - A' =
A (c'est la réversibilité des opérations, s'opposant à l'irréversibilité des
actions) ;

3. l'associativité des opérations ;

4. la composition d'une opération et de son inverse donne une opération
identique générale ;

5. toute opération composée avec elle-même ou avec celles qui la com-
prennent laissent ces dernières inchangées : A + A = A d'où A + B
= B (c'est la tautologie des logiciens).

Contre le logicisme de Russell et Whitehead

Peut-on dès lors en déduire que le nombre entier peut être réduit à une
théorie des classes ? Piaget prend pour cible sur ce point la théorie de Rus-
sell : deux classes, considérées en extension, engendrent une même � classe
de classes �, si les individus qui les composent peuvent être mis en correspon-
dance bi-univoque, et cette classe de classes constitue un nombre cardinal, la
construction de la classe de classes ne requérant que des opérations logiques.
De même, un nombre ordinal est une classe de relations asymétriques � sem-
blables �.

A cette conception du nombre, Piaget oppose la question suivante :

� lorsque Russell nous parle de � classe de classes équivalentes �,
l'opération de correspondance bi-univoque au moyen de laquelle
il construit cette équivalence est-elle encore de nature simplement
logique, c'est-à-dire, ne relève-t-elle que de la quantité intensive

34. D'un point de vue génétique, on peut alors caractériser précisément le développement
de la logique en mathématiques :

� Le passage du � groupement � qui est de caractère simplement logique, à
ceux des � groupes � qui relèvent de la quanti�cation mathématique, marque
donc une étape décisive dans la constitution de la quantité [...] le � groupe-
ment � constitue la première étape sur la voie qui conduit aux groupes et en
particulier à celui des nombres entiers �([193], 84).
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qui intervient dans la formation des classes qualitativement dé�-
nies, ou bien introduit-elle implicitement le nombre, non pas sous
la forme de nombre isolé accolé à la classe considérée, mais dans
la mesure où cette opération de mise en correspondance serait
elle-même déjà de nature extensive et dépasserait ipso facto le
domaine de la logique des classes quali�ées ? �([193], 89)

Cela revient donc à se demander si la correspondance bi-univoque en
tant qu'ensemble d'opérations caractérise un groupement ou un groupe. Pour
répondre à ces questions Piaget distingue deux types de correspondance bi-
univoque :

1. la correspondance quali�ée, logique, de caractère purement intensif,
telle que les éléments se correspondent un à un en vertu de leurs qua-
lités di�érencielles et non pas en tant qu'unités quelconques ; cette
correspondance constitue un groupement d'opérations ;

2. la correspondance quelconque, qui n'est pas astreinte à déterminer les
correspondances en fonction des ressemblances qualitatives mais telle
qu'un élément quelconque de l'un des ensembles est associé à l'un des
éléments également quelconque de l'autre ensemble ; c'est une opéra-
tion extensive car elle élimine par abstraction les qualités propres aux
éléments considérés et les transforme en unités numériques.

Par conséquent, les classes de classes ne reposant que sur la correspondance
quali�ée ne sont pas des nombres : elles sont purement logiques. En utilisant
la correspondance quelconque, Russell introduit au contraire l'unité mathé-
matique dans sa réduction. Il sort donc par ce fait même selon Piaget du
domaine de la logique. Cette objection valant également pour les nombres
ordinaux obtenus à partir des classes de relations asymétriques.

Contre l'intuition rationnelle du nombre de Poincaré

Cela implique-t-il nécessairement, comme le soutient Poincaré, que le
nombre entier repose sur une sorte d'intuition, à la fois opératoire et a priori,
de la raison ? Cette idée se traduirait ainsi par la forme par excellence de
raisonnement mathématique : le raisonnement par récurrence. Cela impli-
querait donc une discontinuité radicale entre l'intuitif et la logique.

Or les résultats de psychologie expérimentale de Piaget semble réfuter
une telle discontinuité 35. Il y aurait donc selon Piaget une � interdépen-
dance � entre la logique et le numérique : � la notion de la conservation des
ensembles eux-mêmes, en tant que totalités soit logiques soit numériques,

35. � toutes les notions de caractère extensif et métrique, telles que la mesure, les pro-
portion, etc., en géométrie, et le nombre lui-même, ne se constituent sous leur forme
opératoire que lorsqu'elles peuvent s'appuyer sur des � groupements � logique de carac-
tère intensif [...] il n'existe pas d'abord un stade pré-numérique déjà caractérisé par des
structures logiques, puis un stade numérique � ([193], 93)
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n'apparaît nullement comme nécessaire au point de départ de la pensée in-
tuitive et cette conservation doit donc être construite opératoirement. Or,
c'est précisément dans cette construction que le � groupement � joue un rôle
indispensable. �([193], 94)

L'analyse génétique souligne donc la parenté forte entre la logique, com-
prise comme théorie des classes, et les mathématiques, qui ne doit pas mas-
quer cependant leur di�érence de nature :

� le passage des con�gurations perceptives ou imagées, dépour-
vues de conservation, aux collections logico-arithmétiques douées
de conservation nécessaire résulte de la réversibilité progressive
des actions de réunir et de sérier, et aboutit simultanément aux
� groupements � de l'emboîtement des classes et de la sériation
des relations asymétriques, ainsi qu'au � groupe � caractérisant
la suite des nombres entiers. �([193], 94)

En conséquence de quoi on ne peut opposer radicalement la théorie des
classes (la � logique �) à une intuition du nombre pur : � c'est donc au
pouvoir opératoire en général de l'esprit, sous ses formes logiques comme
arithmétiques, que s'attache le mystère. �([193], 95)

En dernière analyse, la compréhension piagétienne du nombre, et de son
rapport à la logique, repose sur sa théorie de la quantité (intensive ou ex-
tensive) et sur la distinction qu'il en déduit entre les groupements et les
groupes. Si l'on pourrait voir une forme de circularité dans sa stratégie ar-
gumentative, tout repose �nalement sur ses observations expérimentales et
sa méthode � critico-clinique �, qui lui permettent de justi�er sa théorie de
la quantité.

Qu'est-ce qu'un nombre, d'un point de vue génétique ? Le rôle des

schèmes

Comment comprendre dès lors cette � interdépendance � entre les classes,
les relations et les nombres ?

Il faut noter tout d'abord qu'il s'agit là de trois constructions, qui ré-
sultent d'un processus de développement intellectuel, de telle sorte que � les
groupements logiques et les groupes numériques apparaissent comme la forme
d'équilibre �nal d'un processus continu caractérisé par ses coordinations et
sa réversibilité progressives �(p.96), équilibre atteint vers 7 ans environ. Ce
processus prend pour point de départ les rapports perceptifs liés à l'acti-
vité motrice, intransitifs, irréversibles, non associatifs et même sans identité,
puisqu'ils ne constituent même pas encore d'objets à proprement parler, mais
seulement un �ux irréversible de qualités et de quantités.

La première étape de la construction consiste à coordonner les actions
entre elles sous forme de � schèmes �, pratiques, sortes de � préconcepts
sensori-moteurs, caractérisés par la possibilité de répéter la même action en
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présence des mêmes objets ou de la généraliser en présence d'autres ana-
logues �([193], 97). La notion de schème, héritée de Kant et de Bergson, est
centrale dans la psychologie de Piaget, et est ainsi présentée par Piaget :

� Nous appelons, pour notre part, � schème � d'action ou d'opéra-
tion le produit de la reproduction active d'actions de tous genres,
de la conduite sensori-motrice à l'opération intériorisée, et qu'il
s'agisse d'actions simples (p. ex. le schème de la préhension) ou
de coordinations entre actions (p. ex. le schème de la réunion ou
de la sériation). Ainsi dé�ni en fonction de l'activité du sujet, le
rôle du � schème � est essentiellement d'assurer l'incorporation ou
l'assimilation de nouveaux objets à l'action elle-même ; et celle-
ci, par sa répétition en des conditions renouvelées et généralisées,
acquiert de ce seul fait un caractère schématique. S'appliquant
nécessairement à une matière donnée, le schème est en outre sus-
ceptible d'accommodation. �([193], 252)

On pourra ainsi voir un schème non seulement comme une structure, mais
aussi comme un organe réalisant des transformations matérielles et logico-
mathématiques �nalisées. Un exemple de schème souvent pris par Piaget,
dans la classe des conduites sensori-motrices, est le schème de la succion,
compris comme totalité psycho-biologique organisée qui permet à un enfant
de s'alimenter physiquement au début de sa vie. Il y a dans ce schème, au delà
de son incorporation biologique, aussi bien des savoir-faire que des savoirs,
tant une dimension motivationnelle et a�ective, qu'une dimension cognitive.

Il nous semblerait possible ici d'établir un lien avec les développements
mathématiques des chapitres précédents : dans la mesure en e�et où le
schème est présenté par Piaget comme une structure opératoire et une coor-
dination générale d'actions, nous pourrions le rapprocher des concepts caté-
goriques tels que les théories algébriques de Lawvere ou les esquisses d'Eh-
resmann. Ainsi par exemple, il serait possible de voir le diagramme d'une
esquisse comme le � modèle � d'un schème au sens de Piaget. Un tel rappro-
chement nécessiterait cependant d'être plus précisément mis à l'épreuve de
la théorie psychogénétique de Piaget et de sa formalisation..

Quoi qu'il en soit, c'est par ces schèmes sensori-moteurs que se consti-
tuent les objets � solidi�és �, et les rapports de ressemblance, de di�érence
et de quanti�cation 36. Les mêmes actions s'intériorisent ensuite en concepts
intuitifs, avec la représentation mentale et imagée, et quelques années sont
encore nécessaires entre ce début de mentalisation des actions et l'arrivée au
niveau des opérations concrètes, une fois les actions devenues réversibles 37.

36. On voit ici apparaître le fait que pour Piaget il ne peut y avoir d'action absolument
singulière, qui ne pourrait être répétée. Cela tient au fait que toute action porte en elle,
on l'a vu, un potentiel d'accommodation et d'assimilation.
37. � la pensée intuitive qui marque le début de la représentation n'est donc pas autre

chose que l'évocation par le mot et l'image des diverses actions réelles, mais sous leur
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Dès lors la réunion et la séparation mentale des objets, devenues opéra-
tions réversibles et composables entre elles, engendrent de façon nécessaire-
ment interdépendante les classes, les relations asymétriques et les nombres :
les groupements fondés sur la ressemblance engendrant la théorie des classes,
les di�érences engendrant le groupement additif de la sériation des relations
asymétriques. Ces groupements ne pouvant fonctionner simultanément avec
les mêmes objets, sont néanmoins complémentaires (ressemblance/di�érence).
Le nombre résulte en�n de la transformation des éléments en unités 38, de
sorte que � le nombre n'est pas déduit des groupements mais construit par
une synthèse en un sens quasi hégélien 39 �.

� En conclusion, le nombre ne se réduit pas aux êtres logiques,
considérés en tant que groupements isolables, puisqu'il leur est
complémentaire et exprime leur fusion opératoire en une seule
totalité non réalisable sur le plan qualitatif. Les êtres logiques ne
se réduisent pas non plus au nombre, puisqu'ils résultent de la
dissociation de ses composantes cardinale (emboîtement) et ordi-
nale (sériation), avec recours aux qualités di�érentielles. �([193],
103)

.

Conclusion : ni empirisme, ni apriorisme

Piaget justi�e sa construction du nombre par la complexité des rapports,
dans l'élaboration de la connaissance, entre le sujet et l'objet. La question qui
se posait, et qui justi�ait selon lui le recours à la psychologie expérimentale,
était en réalité double : d'une part, l'expérience est-elle nécessaire pour que
s'organisent les opérations de classes, de sériations et de nombres ? D'autre
part, quel est le rôle de l'objet dans cette expérience éventuelle ?

La réponse à la première question est clairement positive :

� il existe donc une phase intuitive et préopératoire de la pensée,
au cours de laquelle l'expérience est nécessaire à la découverte et à
la véri�cation des vérités arithmétiques et une phase opératoire

forme encore quasi-matérielles et par conséquent irréversible. Les opérations, ce sont au
contraire les mêmes actions, mais coordonnées entre elles par la pensée. �([193], 98)
38. � fondre en un seul tout le principe de la sériation des di�érences et celui de la

hiérarchisation des équivalences, puisqu'alors les éléments A, A', B', etc. deviennent si-
multanément substituables sans restriction et sériables sans restriction, c'est-à-dire qu'ils
sont transformés un unités à la fois équivalentes et distinctes [...]. Le groupe additif des
nombres entier est donc le produit d'une fusion opératoire entre les groupements qualitatifs
des classes et des relations asymétriques, mais par abstraction des qualités di�érentielles
sur lesquelles sont fondés ces derniers |...] classer et sérier à la fois, c'est précisément
dénombrer �([193], 102).
39. C'est pour cette même raison, selon Piaget et comme l'avait montré selon lui L.

Brunschvicg, que les nombres cardinaux et ordinaux coïncident nécessairement dans le
�ni.
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à partir de laquelle la déduction commence à se su�re à elle-
même �.([193], 132)

Mais � et c'est là le point important de la position de Piaget, qui lui
permet de prendre ses distances avec l'empirisme � le fait que l'expérience
soit psychologiquement indispensable à la construction du nombre n'implique
pas que celui-ci soit extrait des objets. En e�et, le dénombrement ne sup-
pose qu'un objet quelconque, abstraction faite de ses qualités particulières :
l'objet n'est donc qu'un � support de l'action �, un � indicateur � : � Quoi-
qu'expérimental en sa source intuitive, le nombre est donc ajouté aux objets
et non point extrait d'eux. �([193], 133)

Sa solution n'est cependant pas non plus celle d'un apriorisme kantien
traditionnel :

� Dire que le nombre dérive des opérations ou des actions exercées
par le sujet sur les objets sans émaner de ceux-ci, c'est permettre
de concevoir les di�érents types de nombres comme le résultat
de coordinations progressives en évitant de se donner d'avance
le nombre tout fait dans l'esprit ou dans les choses. Bien que la
source des coordinations soit à chercher dans l'activité du sujet,
les diverses formes de nombres ne sont pas préformées en ce der-
nier, mais constituent les états �naux et nécessaire d'équilibre de
coordinations débutant dès l'organisation des schèmes sensori-
moteurs et perceptifs [...] En un tel cas, l'adéquation du nombre
au réel ne serait à expliquer [que] par le fait que les mécanismes
constructifs présidant au développement de l'esprit plongent leurs
racines dans l'organisation vitale et par conséquent dans la réalité
physique elle-même �([193], 135).

Piaget préfère donc caractériser sa solution comme celle d'un � a priori
fonctionnel (fonctionnel et non pas structural, c'est-à-dire ne contenant au-
cune structure a priori 40 �([193], 141). Cela tient au processus même d'élabo-
ration des structures mentales, du monde physico-biologique aux opérations
formelles 41.

40. Cette conception piagétienne de l'a priori se retrouvait déjà dans les critiques que
Piaget faisait de Poincaré :

� il n'est évidemment plus permis de considérer la structure de groupe comme
a priori au double sens d'une condition préalable et d'une condition néces-
saire de l'organisation spatiale des déplacements du sujet. En e�et, le groupe
des déplacements ne se construit, au niveau sensori-moteur, qu'au cours des
quatorze ou dix-huit premiers mois [...]. Ce n'est pas dire que la notion d'a
priori soit à rejeter pour autant, mais on n'en peut alors retenir que le carac-
tère de nécessité, conçue ainsi comme graduelle, par opposition au caractère
de condition préalable [...] : l'a priori de Poincaré, dans l'exemple de la struc-
ture de � groupe � comme dans celui du nombre, se réduit ainsi à la notion
d'équilibre dont la nécessité s'impose progressivement. �([195], 77)

41. � en e�et, les schèmes sensori-moteurs nés de la répétition active des conduites et
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7.2.2 Qu'est-ce que l'espace ?

Parler d'espace, pour Piaget, revient à parler d'une notion qui recouvre
plusieurs plans : l'espace perceptif, l'espace sensori-moteur, l'espace de l'in-
tuition imagée, l'espace construit déductivement. Or sur chacun de ces plans
pris isolément, di�érentes approches épistémologiques sont possibles, repre-
nant les épistémologies possibles vues précédemment. Ainsi par exemple,
pour ce qui est de l'espace perceptif et sensori-moteur, on obtient le tableau
suivant :

épistémologie non-
génétique

épistémologie géné-
tique

fondée sur l'objet � nativisme � réaliste Empirisme
fondée sur le sujet Apriorisme Conventionnalisme
non dualiste phénoménologie de

la � Forme �
Relativisme de l'ac-
tion

Pour ce qui est de l'espace construit déductivement, Piaget propose la
classi�cation suivante :

épistémologie non-
génétique

épistémologie géné-
tique

fondée sur l'objet réalisme des
Grecs/Russell

Gonseth et le sché-
matisme

fondée sur le sujet Hilbert Conventionnalisme
de Poincaré

non dualiste Approches phénomé-
nologiques ?

constituant, sur le terrain de la perception et de l'habitude motrice, les plus simples assi-
milations mentales du réel par le sujet, sont eux-mêmes issus d'une première abstraction
à partir des cycles ré�exes ou organiques, laquelle consiste à leur emprunter leur capacité
de répétition et d'extension généralisatrice. Les schèmes sensori-moteurs aboutissent pour
leur part à une sorte de logique de l'action, dont la cohérence particulière consiste p. ex. à
ne pas accomplir, en même temps que lui, un acte contraire au but poursuivi par un autre
[...]. Or la construction de cette logique sensori-motrice repose sur les coordinations précé-
dentes par abstraction de leur pouvoir de mise en succession ou de classement pratiques [...]
La pensée intuitive emprunte ensuite aux schèmes sensori-moteurs, grâce à de nouvelles
abstractions, leur pouvoir d'assimiler le réel selon le double mécanisme de la succession et
du classement, mais en traduisant ceux-ci sous la forme de représentations �([193], 141)



274 CHAPITRE 7. UNE ÉPISTÉMOLOGIE CATÉGORIQUE

L'espace perceptif

Piaget critique tout à la fois le réalisme nativiste et l'empirisme en re-
prenant à Helmholtz l'idée que la sensation ne saurait être une copie de
l'extériorité : la sensation serait bien plutôt un signe, mais de telle sorte que
la chose signi�ée serait assimilée à un schème d'action quelconque. Il y au-
rait donc, comme pour le nombre, une activité à la source de la construction
de l'espace : � elle consiste en mouvements dont les coordinations, incons-
cientes et automatiques d'abord, puis intentionnelles, s'appuient certes sur
des � signes � constitués par le donné sensible, mais de façon à incorporer
les objets signi�és dans un réseau toujours plus complexe, permettant de les
suivre et de les retrouver �([193], 163). C'est ainsi précisément l'action qui va
permettre de transformer, chez le nouveau-né, les divers champs perceptifs
en un espace uni�é :

� les tableaux visuels qui l'entourent ne constituent en rien un
espace avant que les �gures perçues aient été transformées en ob-
jets d'actions et qu'il se soit constitué entre ces objets un système
de coordinations pratiques. �([193], 164)

A la psychologie de la Forme, Piaget accorde l'idée que toute perception
est un système de rapports, aucun élément n'étant jamais perçu à l'état isolé.
Il critique cependant l'interprétation de ce fait donnée par cette théorie, et
en tire ses propres conclusions. En e�et, compte tenu des déformations que
subissent les grandeurs dans la perception, celle-ci ne saurait satisfaire les
axiomes de la structure de groupement propre aux opérations de la logique
qualitative : les rapports perceptifs ne sont pas réversibles ni associatifs. La
connaissance perceptive pour Piaget peut donc être considérée � foncière-
ment irrationnelle en ses compositions les plus élémentaires �([193], 177). Or
l'étude du développement de la perception, à di�érents âges, montre selon
Piaget que � la perception s'engage quelque peu dans la direction de la réver-
sibilité opératoire �, à mesure que progresse la décentration et � l'activité per-
ceptive � (analyses, comparaisons, transpositions, anticipations, etc.) dé�nie
comme � l'action des perceptions successives les unes sur les autres �([193],
179). Or c'est précisément à travers cette activité perceptive que s'opère la
structuration progressive de l'espace, cette progressivité révèle, expérimen-
talement, les propriétés diverses de l'espace perceptif : au niveau le plus
précoce et le plus élémentaire de l'activité perceptive, où se manifeste déjà
l'interaction indissociable entre le sujet et les objets, et non une pure pas-
sivité du sujet par rapport aux objets, l'espace perceptif présente en e�et
une structure topologique ; les progrès de la décentration munissent ensuite
l'espace d'une structure projective ; avant que les rapports entre grandeurs
et entre formes ne caractérisent un espace euclidien 42. Ainsi,

42. A�n de ne pas alourdir notre propos, nous n'entrerons pas dans l'analyse détaillée
de cette progression de l'espace topologique à l'espace euclidien, ni des expérimentations
mises en place par Piaget pour en montrer la validité.
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� on comprend alors la vraie signi�cation de l'espace perceptif,
au sujet duquel le sens commun est victime de tant d'illusions,
parfois partagées par certains mathématiciens : loin d'être plus
réel que l'espace intellectuel, l'espace sensible ne repose que sur
des indices de la réalité et non pas sur son expression immé-
diate, et ces indices ne se traduisent en connaissance � même
en connaissance simplement perceptive, � que par l'intermédiaire
d'une activité sensori-motrice dépassant d'emblée le sensible et
recourant à la motricité, c'est-à-dire s'engageant dans une direc-
tion qui est précisément celle de l'intelligence elle-même. �([193],
184)

L'espace sensori-moteur : l'épistémologie de Poincaré

L'espace sensori-moteur, constitué par les déplacements et les manipu-
lations du sujet, vient s'insérer entre l'espace perceptif, qu'il généralise, et
l'espace représentatif. L'espace perceptif appelait en e�et son dépassement,
à travers par exemple la construction des constances perceptives, qui abou-
tissent entre autres au schème de l'objet permanent, � produit le plus au-
thentique d'une intelligence sensori-motrice, antérieure au langage et aux re-
présentations � ([193], 187). Or, dans la mesure où cette intelligence sensori-
motrice rend possible l'uni�cation des champs perceptifs dans un espace
d'ensemble, milieu commun à tous les phénomènes perçus, il devient possible
selon Piaget de considérer que l'espace est une � forme � du comportement,
et non de la sensibilité.

Pour Piaget, c'est à Henri Poincaré qu'il revient d'avoir mis en évidence
ce fait que ni les sens ni l'expérience ne peuvent constituer un espace sans un
schème qui les oriente. Il y a en e�et chez Poincaré une forme d'apriorisme 43 :
c'est en e�et à l'organisation sensori-motrice des déplacements que Poincaré
fait remonter la découverte mentale de l'espace, en tant que système des chan-
gements de position 44. Toutefois, Piaget s'écarte de Poincaré sur di�érents
points. D'une part, pour Piaget, il n'y a pas de préexistance de la structure de
groupe, qui serait � au point de départ des comportements sensori-moteurs,
alors qu'elle en constitue seulement le point d'arrivée et la forme d'équilibre
�nale 45 �([193], 192). D'autre part, ce n'est pas par convention ou pour des
questions de � commodité � que notre espace pratique est considéré comme
euclidien : au contraire, pour Piaget, � les coordinations communes à toutes

43. En particulier lorsqu'il a�rme, dans La Science et l'Hypothèse, que � le concept
général de groupe préexiste dans notre esprit, au moins en puissance �
44. � Pour un être complètement immobile, il n'y aurait ni espace, ni géométrie � (La

Valeur de la science)
45. � la structure de groupe, au lieu d'être tirée de l'expérience, par une abstraction

simple à partir de l'objet, est découverte au cours des expériences, c'est-à-dire des actions
exercées sur l'objet, mais par abstraction constructive à partir des coordinations mêmes
de l'action. �([193], 194)
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ces actions diverses su�sent à engendrer une métrique générale [...]. L'échelle
de notre action nous suggère la métrique euclidienne. �([193], 197)

L'espace représentatif : l'intuitif et le formel

L'analyse du processus de construction de l'espace représentatif, dans
[193], est l'occasion pour Piaget de préciser et d'expliciter le rôle de l'in-
tuition dans la connaissance mathématique. Il souligne ainsi tout d'abord
le caractère �ou et approximatif de cette notion d'� intuitif �, telle que les
mathématiciens l'utilisent 46.Or Piaget propose pour sa part de conserver le
terme d'� intuitif � seulement pour le stade représentatif du développement
intellectuel, � caractérisé par la représentation imagée et statique, apparais-
sant au niveau préopératoire compris entre 2 et 7 ans et subsistant jusque
chez l'adulte �([193], 202).

En outre, Piaget insiste sur le fait que ce niveau � intuitif � du dévelop-
pement de l'intelligence n'est pas propre à l'espace : � les mêmes niveaux
génétique dits � intuitifs �, compris entre l'espace sensori-moteur et l'es-
pace axiomatique, correspondent à des formes logico-arithmétiques succes-
sives d'intuitions imagées, puis d'opérations �([193], 202). Il est ainsi possible
d'envisager un sens de l'intuition dans le domaine ensembliste et mathéma-
tique, parallèle à l'intuition de l'espace représentatif 47

Il y a donc bien la place, dans la connaissance mathématique, selon Pia-
get, pour une forme précise d'intuition, mais celle-ci n'est qu'un � ensemble
de termes de passage, un complexe indi�érencié initial, dont la di�érenciation
conduit [...] à la composition ré�exive des structures formelles �([193], 205).
Mais ce passage de l'intuitif au formel, de l'espace représentatif à l'espace
géométrique axiomatisé ne se fait pas de façon directe, mais nécessite au
contraire le passage par les paliers du développement de l'intelligence déga-
gés par Piaget : celui de l'intuition imagée, celui des opérations concrètes et
en�n celui des opérations formelles, que nous ne décrirons pas ici en détails.
Il convient cependant de s'attarder là encore sur le point de départ de ce
processus : l'intuition imagée, dans la mesure où � l'espace en tant que mi-
lieu uni�é, commun à tous les phénomènes, est une conquête de l'intelligence

46. � on croit dire quelque chose en opposant les notions d'intuitif et d'axiomatique,
alors que cette dichotomie revient simplement à distinguer les notions d'axiomatique et
de non-axiomatique, et que cette seconde notion recouvre en fait une série de réalités
génétiquement distinctes et souvent même qualitativement opposées. �([193], 201)
47. � Ces opérations concrètes, véritables racines de l'espace dit � intuitif � par les ma-

thématiciens sont isomorphes, et de développement parallèle (avec correspondance syn-
chronique) aux opérations logico-arithmétiques [...]. En parallèle exact avec l'intuition
spatiale préopératoire (niveau 1) il existe une intuition prélogique et prénumérique, avant
que se constituent les opérations logico-arithmétiques. [...] celles-ci sont précédées, d'abord
(nous l'avons vu) par les schèmes sensori-moteurs tenant lieu de concepts pratiques ou de
quantités motrices, puis par de véritables � intuitions � préopératoires, au sens même où
l'on parle de l'intuition spatiale imagée [...] Toute la pensée prélogique et prénumérique est
� intuitive � sur le plan logico-arithmétique comme sur le plan spatial �([193], 203-204).
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représentative �([193], 206) :

� Qu'est-ce d'abord qu'une image mentale ? C'est une imitation
intériorisée, servant de simple signi�ant symbolique aux actions
portant sur les objets ou à ceux-ci en tant qu'objectifs des actions
[...] imaginer une action consiste à pouvoir la reproduire, non pas
seulement parce que cette reproduction s'appuiera sur l'évocation
imagée, mais parce que cette évocation à elle seule est déjà un
début de reproduction motrice [...] l'imitation étant elle-même,
en ses racines, le prolongement de l'accommodation des schèmes
sensori-moteurs. [...] Cela dit, il est incontestable que l'intuition
spatiale élémentaire s'appuie sur des images, comme toute pen-
sée intuitive et préopératoire, mais il est non moins clair que ces
images ne signi�ent rien à elles seules, sinon en se référant à des
actions possibles. [...] l'image ne précède pas l'action, mais l'ac-
tion réelle, une fois ébauchée, peut se prolonger en image. �([193],
206-207)

Ce lien essentiel entre l'image mentale et l'action conduit Piaget, par
ailleurs, à introduire l'idée d'une autre forme d'intuition, en particulier en
discutant les analyses de Bergson. Piaget lui-même admet partager avec ce
dernier deux idées fondamentales : � que l'intelligence est liée à l'action et
que la connaissance authentique est une construction continue, créatrice de
structures nouvelles. �([195], 30)

Là où Piaget prend cependant ses distances avec Bergson, c'est dans sa
critique de l'intelligence elle-même, qui selon Piaget manque son objet :

� nous pouvons soutenir que la critique bergsonienne subsiste in-
tégralement et présente un intérêt décisif, tant par sa cohérence
que par sa lucidité aiguë, mais qu'elle ne s'adresse point au noyau
formateur de l'intelligence rationnelle et qu'elle vise essentielle-
ment l'autre aspect de la connaissance intellectuelle, aspect insé-
parable du premier mais profondément distinct en ses destinées
génétiques et que nous appellerons la � représentation imagée �.
En un mot, Bergson a réussi pleinement une critique de l'image,
mais il a manqué celle de l'opération comme telle �([195], 30)

Ainsi la critique que Bergson mène de l'intelligence, et qui rendra né-
cessaire l'intervention d'une forme d'intuition, repose pour Piaget sur une
méconnaissance de l'intelligence elle-même, qui pour lui s'inscrit dans le pro-
longement des comportements instinctifs et non pas en opposition à ceux-ci,
par l'intermédiaire des actions transformées en opérations 48.

48. � il existe une logique inhérente à la coordinations des actions, sans que cette lo-
gique dépende des images correspondant aux objets sur lesquels s'exercent ces actions :
si rudimentaire qu'elle soit, cette logique des coordinations d'actions comporte [...] toute
une structuration qui prolonge bien davantage la morphogenèse vitale (par l'intermédiaire
des coordinations nerveuses) qu'elle ne résulte du milieu matériel ambiant. �([195], 31)
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On voit ici que la confrontation avec la théorie bergsonienne de la connais-
sance est l'occasion pour Piaget de clari�er les deux aspects essentiels de
l'intelligence � distinction inaperçue par Bergson � entre l'opératoire et le
représentatif, et de mettre en évidence le caractère secondaire, voire inadé-
quat de la représentation intellectuelle, c'est-à-dire �nalement de la pensée
par rapport à l'intelligence. Cette distinction implique tout d'abord une cla-
ri�cation de ce qu'est une opération :

� Une opération est avant tout un acte, qui ne � représente � pas
mais e�ectue réellement une � transformation �, ceci en opposi-
tion avec les deux états, initial et �nal, dont la transformation
modi�e le premier pour construire le second. Que cette transfor-
mation soit e�ectuée matériellement ou symboliquement, il s'agit
dans les deux cas d'une transformation authentique. Par exemple
transformer un arc en une droite ou additionner deux nombres
en un nouveau nombre �([195], 31).

De cet aspect � opératoire � de la connaissance, Piaget distingue donc
un aspect � �guratif �, couvrant les perceptions, l'imitation, les images ou
la représentation imagée en général et � qui porte sur les états par opposi-
tion aux transformations ; ou qui cherche à représenter les transformations,
mais n'y parvient qu'en termes d'états et selon un symbolisme toujours in-
adéquat �([195], 31). Ainsi aucun symbolisme, même mathématique, ne peut
prétendre selon Piaget décrire adéquatement le travail de l'intelligence, et sur
ce point Piaget retrouve d'une certaine façon Bergson, mais en le nuançant :
l'image et le langage, c'est-à-dire la pensée, opèrent toujours en décalage par
rapport à l'intelligence 49.

Ainsi, à l'opposition bergsonienne de l'intelligence, appuyée sur le lan-
gage, et de l'intuition, Piaget substitue une distinction entre deux formes
d'intuition : l'intuition imagée ou représentative, que l'on voit apparaître
dans le développement mental de l'enfant au stade préopératoire, et une in-
tuition opératoire, sans contenu représentatif, comprise comme saisie directe
de l'acte pur, de la transformation en elle-même 50. Ainsi, au symbolisme for-

49. � Il est, en e�et, patent que l'opération comme telle demeure irreprésentable en tant
qu'acte pur (nous appelons actes purs un système d'activités qui, tout en débutant par des
applications aux objets, �nissent par pouvoir s'en détacher comme c'est le cas des mathé-
matiques � pures �) : la représentation imagée commence par n'en saisir que les résultats
ou les états initiaux et �naux, pour essayer ensuite d'en atteindre le processus. Mais elle
n'y réussit jamais complètement et procède précisément par cette � méthode cinématogra-
phique � si �nement décrite par Bergson, étant donc entendu que cette cinématographie
n'est point la méthode de l'intelligence elle-même en son noyau opératoire, mais seulement
celle de la représentation imagée en son symbolisme toujours inadéquat. �([195], 33)
50. � il est alors évident que les opérations comme telles, n÷ud vital du travail intellec-

tuel, présentent précisément l'ensemble des caractères dont Bergson voulait attribuer le
privilège à une intuition � supra � ou � ultra-intellectuelle � : la capacité de construction
créatrice, l'accès aux transformations par opposition aux états, la mobilité, la continuité,
etc., et même une solidarité avec les mécanismes formateurs de la vie organique. �([195],
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mel nécessairement inadéquat répondrait une forme d'intuition du contenu
sémantique des théories formelles. Ces analyses nous permettent ainsi de
donner un sens nouveau à la notion d'intuition, que J. Kennedy opposait à
la caractérisation formelle des concepts [121] : s'il y a décalage entre les sys-
tèmes formels et les concepts mathématiques, ce décalage révèle la nécessité
d'une intuition que Piaget nous permet de comprendre comme intuition de
l'acte pur.

Par ailleurs, cela implique chez Piaget une certaine position accordée
au langage symbolique : � le résultat essentiel de l'analyse génétique des
structures logico-mathématiques est précisément que leurs racines sont an-
térieures au langage et sont situées dans la coordination même des actions.
[...] Ce sont ces actions, dont la coordinations constitue déjà une sorte de
logique, qui sont au point de départ de ce que deviendront les opérations de
la pensée. �([195], 96). L'épistémologie génétique va donc s'attacher à � re-
monter de la logique linguistique (si l'on peut s'exprimer ainsi) à une logique
plus profonde qui est celle des coordinations des actions 51. �([195], 96)

Ces di�érentes remarques de Piaget nous semblent faire clairement écho
à ce que nous ont appris, dans le troisième chapitre, les applications des
théories de Lawvere à l'informatique théorique, en particulier dans le cadre
de la sémantique des langages de programmation, où le faire nous est apparu
plus central que le dire.

En conséquence,

� il n'existe pour une structure donnée (par exemple la suite des
nombres entiers ou � naturels �) qu'une seule reconstruction gé-
nétique adéquate, dans la mesure où elle atteint les lois de déve-
loppement générales, donc communes à tous les individus, tandis
qu'il existe de multiples reconstructions axiomatiques ou formali-
sations également légitimes, puisque le choix des axiomes est libre
pourvu qu'ils aboutissent aux conséquences voulues. �([195], 121)

On semble ainsi retrouver l'objectif a�ché par les catégoriciens (et exa-
miné dans le deuxième chapitre) de la mise en évidence d'un invariant des
présentations, revenant à ce qui est intrinsèque au concept structurel.

32)
51. Cette place accordée au langage est liée à la méthode même de l'épistémologie

génétique :

� l'unique problème psychologique intéressant l'épistémologie à propos d'une
structure donnée est, non pas � que pense le sujet de cette structure en sa
conscience ? � mais bien � comment le sujet a-t-il fait pour l'acquérir ? � [...]
Les seules données utiles à l'épistémologie se rapportent donc à ce que peut
faire le sujet et non pas à ce dont il prend conscience ou, familièrement dit,
à ce qu'il � raconte �. �([195], 119)

Ces remarques de Piaget rendent nécessaire la clari�cation de la notion de � signi�cation �
chez Piaget, notion qui, bien qu'essentielle, nous semble dépasser le cadre du présent travail
de recherche.
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L'espace axiomatisé : d'Euclide à Hilbert

Entre le niveau de l'espace de la représentation imagée, sur lequel viennent
ensuite agir les opérations concrètes, et l'espace axiomatiquement formalisé
de Hilbert s'intercale selon Piaget la géométrie déductive et formelle d'Eu-
clide, palier qui se caractérise par l'élaboration des � opérations formelles �.
En e�et, alors que les opérations concrètes portent directement sur les objets
manipulables ou sur leurs symboles représentatifs, les opérations formelles
portent sur des propositions, et non plus sur des objets ; mais l'analyse gé-
nétique met en évidence une continuité entre ces deux niveaux, qui tient au
fait que � les propositions entrant à titre de composantes dans le mécanisme
déductif des raisonnements sont choisies en fonction de leur signi�cation
concrète, c'est-à-dire de leur contenu lui-même, rapporté à des �gures réelles
ou possibles. �([193], 224)

Vers 12 ans, l'enfant selon Piaget devient capable de traduire les opé-
rations concrètes sous la forme de propositions. Mais progressivement, ces
propositions, sur lesquelles vont porter les opérations formelles, se détachent
de l'action. S'élabore ainsi une logique des propositions, à partir de la � lo-
gique � des opérations concrètes 52.

Mais comment expliquer génétiquement le passage de la géométrie d'Eu-
clide à la géométrie formalisée de Hilbert ? Car dans son fonctionnement
même, selon Piaget, le raisonnement humain n'a pas été modi�é par l'avè-
nement de la logique propositionnelle formelle. Le passage de la géométrie
euclidienne, palier des opérations formelles, à la géométrie de Hilbert, se-
rait avant tout un changement d'orientation, de direction, de la démarche
formelle 53. Piaget souligne par ailleurs que ce mouvement ré�exif de l'axio-
matisation formelle n'aboutit pas à des énoncés arbitraires et � arti�ciels �,
mais se rapproche au contraire de ce qui est psychologiquement primitif 54.

52. � la logique des propositions di�ère de celle des opérations concrètes par le fait qu'elle
est doublement opératoire, consistant ainsi en opérations au second degré ou opérations
e�ectuées sur d'autres opérations. En e�et :1° toute proposition est en son contenu une
opération (intrapropositionnelle), mais énoncée verbalement au lieu d'être exécutée en ac-
tion [...] 2° les propositions qui sont ainsi déjà opératoires en leurs contenus respectifs sont
ensuite combinées entre elles selon un ensemble d'opérations interpropositionnelles �([193],
225).
53. � Remontant ainsi à la source, par analyse ré�exive systématique, elle est conduite

à poser ses axiomes, non plus en vertu de leur évidence intrinsèque � l'évidence étant le
dernier résidu intuitif hérité des niveaux de pensée précédents � mais dans la mesure où
ils peuvent servir de support à une construction déductive telle qu'aucun lien n'échappe
plus à la formulation. La pensée axiomatique ne constitue donc pas, par elle-même, un
nouveau système d'opérations intellectuelles : elle recueille tel quel l'héritage des opérations
formelles, mais les applique dans une autre direction, orientée vers l'origine et non plus
dans le sens de la seule construction. �([193], 227)
54. � en ce qui concerne la géométrie elle-même, les axiomes d'Euclide expriment des

vérités logiques ou métriques acquises au niveau seulement des opérations concrètes et
sans signi�cation générale dans les domaines antérieurs, tandis que l'axiomatique véritable
des modernes atteint les racines psychologiques de l'espace, en particulier sur le terrain
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Se révèle ainsi selon Piaget une convergence relative entre l'analyse axioma-
tique et l'analyse génétique et cette convergence met en réalité en évidence
la continuité génétique qui unit les di�érents niveaux de la connaissance, de-
puis la connaissance perceptive, puis sensori-motrice, jusqu'aux opérations
concrètes puis formelles, et en�n jusqu'au schéma axiomatique, chaque pas-
sage d'un niveau à l'autre étant rendu possible par le mécanisme de l'abs-
traction ré�échissante, processus à la fois constructif et ré�exif 55.

Dès lors, la nécessité inhérente aux règles de la logique propositionnelle
formelle s'enracine dans la coordinations des actions du sujet : � l'existence
d'une logique nécessaire, dont il est à jamais impossible de sortir, bien que sa
structuration puisse se poursuivre et donner lieu à de nouveaux problèmes,
est donc liée à une ré�exion sur les conditions mêmes des activités du su-
jet �([193], 236).

L'espace et le nombre

Un des points saillants de l'analyse de la construction de l'espace par
Piaget est le parallélisme étroit entre le construction de ce dernier et celle
du nombre : � cette construction correspond pas à pas à celle des opérations
logico-arithmétiques, à cette seule di�érence près qu'il s'agit d'opérations
infra-logiques portant sur l'élaboration de l'objet lui-même �(p.145). De ce
point de vue, le rapport entre le nombre et l'espace peut être vu, selon
Piaget et à la suite des analyses de Beno Eckmann dans Topologie und Alge-
bra, comme une complémentarité, � au sens de la microphysique, c'est-à-dire
précisément [une] dualité de points de vue, eu égard à deux aspects égale-
ment nécessaires de la même réalité � ([193], 144), à l'instar de la dualité
ondes/corpuscules 56.

topologique. �([193], 228)
55. � les attaches qui relient l'axiomatique à la pensée concrète ne sont pas à chercher

dans leur contenu, c'est-à-dire dans une correspondance entre l'� abstrait � et la réalité
extérieure actuelle [...] : c'est dans la forme même, c'est-à-dire à l'intérieur du sujet, donc
dans la �liation entre les coordinations formelles axiomatisées et les coordinations dont
elles procèdent génétiquement, qu'est le lien entre l'abstrait et le concret, car l'� abstrait �
résulte, en ce cas d'une abstraction par rapport aux coordinations de l'action et non pas
d'une abstraction par rapport à l'objet. �([193], 233)
56. Deux points de vue sur une même � réalité �, celle de l'action : voilà ce que met en

évidence la psychogenèse du nombre et de l'espace :

� Au niveau perceptif, il n'y a pas plus d'espace unique que les collections
discontinues [...] ne constituent des classes logiques ou des nombres. Au ni-
veau sensori-moteur, les déplacements joints aux perceptions permettent cer-
taines coordinations organisant un espace proche, avec conservation pratique
de l'objet, mais sans espace représentatif dépassant les limites de l'action :
de même les schèmes sensori-moteurs constituent l'équivalent pratique des
concepts logiques, avec un début de quanti�cation [...], mais également sans
représentation. Au niveau de la pensée intuitive préopératoire, il se consti-
tue des images spatiales statiques et une imagination relatives aux trans-
formations possibles des objets, mais sans conservation ni réversibilité : du
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Ainsi par exemple, dès l'action élémentaire, quelques cailloux consistent,
du point de vue du nombre, en unités � distinctes �, que les opérations
arithmétiques réunissent et ordonnent à la fois ; les mêmes cailloux sont au
contraire du point de vue de l'espace les éléments d'un objet unique, reliés
par des rapport intérieurs à la �gurent qu'ils forment (voisinage, perspec-
tive, distance, etc.). Si l'on déplace les cailloux, le nombre reste le même,
mais l'objet total change de forme, et ses transformations constituent les
rapports spatiaux. Apparaît ainsi � une donnée fondamentale, qui atteste à
la fois l'unité de la pensée mathématique en sa double conquête de l'objet et
des collections possibles d'objets, et la nature essentiellement opératoire et
assimilatrice de l'espace comme du nombre. �([193], 258)

On pourrait même aller plus loin et considérer avec Piaget une genèse
conjointe du local et de l'algébrique. En e�et,

� le voisinage et la continuité sont des caractères généraux de
l'action, autant que l'emboîtement fondé sur les ressemblances
ou la sériation des di�érences [...]. Ce n'est que très lentement et
très progressivement que ces caractères de voisinages et de non-
voisinages, c'est-à-dire les aspects spatiaux et logico-arithmétiques
de l'action, se di�érencient l'un de l'autre : en fait, c'est à par-
tir seulement du niveau des opérations concrètes réversibles (7-
8 ans), tandis que toutes les intuitions imagées pré-opératoires
portent sur des con�gurations en partie spatiales �.([193], 262)

Cette dernière remarque doit être relue à la lumière des développements
mathématiques que nous avons examinés dans les chapitres précédents d'une
part, et d'autre part en repartant du rapprochement proposé par Piaget entre
la notion d'action et celle de catégorie. Ainsi, Piaget semble ici appuyer, à
l'aide de la psychologie du développement, l'idée que la théorie des catégories
se situerait en amont de la distinction du local et de l'algébrique, ces derniers
n'étant plus que deux perspectives o�ertes sur une même � réalité � sous-
jacente.

7.3 Conclusion

Les travaux de Piaget ont fait l'objet de nombreuses critiques, tout du
moins pour leur versant de psychologie expérimentale, comme le montrent
[184] et [152]. Au contraire son épistémologie génétique a fait l'objet de
moins de discussions, alors même qu'elle s'inscrit très explicitement dans les

point de vue de la logique et du nombre, il apparaît également des intuitions
préconceptuelles et prénumériques, mais sans conservation des ensembles ni
inversion possible des con�gurations. [...] Au niveau des opérations formelles
en�n, une logique formelle et hypothético-déductive embrasse simultanément
les transformations spatiales et numériques. �([193], 256).
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débats philosophiques centraux du XXème siècle, et dans la tradition de la
philosophie française des sciences.

Pour ce qui concerne notre sujet, plusieurs points importants se dé-
gagent des analyses de Piaget. Concernant la théorie des catégories, on voit
qu'elle occupe à partir de la �n des années 1960 une place importante dans
l'÷uvre de Piaget, tant comme objet d'étude épistémologique, que comme
outil d'analyse formelle du développement psychologique. La théorie des caté-
gories y apparaît comme la formalisation d'une � logique de l'action �, d'une
� logique des fonctions �, à l'÷uvre non seulement dans les développements
psychologiques pré-opératoires, mais �nalement dans toutes les structures
opératoires concrètes dégagées par l'analyse psychogénétique. Cette � demi-
logique � (puisque sans réversibilité), fait ainsi apparaître sa propre notion
de non-contradiction, structurale et non pas logique, mais surtout demeure
pour ainsi dire � une logique sans vérité � : la théorie des catégories, en tant
que formalisation de l'action en général, ne vise pas tant la vérité que l'e�-
cacité de l'acte, la vérité d'une proposition n'étant plus que la manifestation
propositionnelle de la réussite d'un acte.

Par ailleurs, ces travaux ont permis de dégager une conception précise
de l'� intuition � des concepts mathématiques structurels rendue nécessaire
par les limites du formalisme. Ainsi cette intuition a pris la forme d'une
compréhension du contenu sémantique des théories formelles, mais sous la
forme d'une savoir-faire : comprendre le sens d'une structure mathématique,
c'est ainsi être en mesure de mettre en acte l'opération caractéristique de
cette structure, dans sa signi�cation globale.

En outre, on a vu apparaître, lorsqu'il s'est agi pour Piaget de rendre
compte de la construction du concept d'espace, un rapprochement entre les
procédés de construction spatiaux et numériques, et ainsi un rapprochement
entre le local et l'algébrique que nous avions déjà vu à l'÷uvre dans la thèse
de Lawvere, la proximité entre faisceau et algèbre et le esquisses mixtes
d'Ehresmann.

En�n, Piaget a mis en lumière le fait que l'activité mathématique se
développe antérieurement et indépendamment du langage : faire des mathé-
matiques est possible avant même que ne se constitue un discours mathé-
matique, dans la mesure où l'activité du sujet mathématicien s'enracine dan
l'action elle-même, au niveau sensori-moteur, c'est-à-dire dans une forme
d'intelligence pré-linguistique. Ainsi, s'il y a bien quelque chose comme une
� pensée mathématique �, Piaget montre qu'il s'agit davantage d'une activité
intellectuelle, pré-représentative, que d'un discours, même formel.

Cependant, il est important de souligner que ces analyses restent ou-
vertes, et ce de plusieurs façons. En e�et, comme Piaget le souligne, le tra-
vail du psychologue est tributaire de son époque, des outils formels qu'il a sa
disposition, cette relativité interdisant au scienti�que d'absolutiser ses ana-
lyses. Il ne serait donc pas possible d'a�rmer que la théorie des catégories
serait LA théorie adéquate pour décrire les fondements du développement
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cognitif. De plus, à de nombreuses reprises, Piaget insiste sur le fait que ce
que l'analyse amène à considérer comme premier, élémentaire ou fondamen-
tal, ne l'est que faute de connaissance : si en fait, l'action est le fondement
des analyses de Piaget, en droit il serait toujours possible de remonter plus
avant, vers le biologique (le vivant dans son milieu) voire le niveau physico-
chimique. Ainsi la théorie des catégories ne peut prétendre décrire le sol,
le fondement de l'activité cognitive : elle n'est qu'un moment de l'analyse,
le point de contact entre l'analyse psycho-génétique et les développements
mathématiques d'une époque. De telle sorte qu'il ne semble pas possible de
considérer que Piaget propose une vision fondationnelle de la théorie des
catégories : cette théorie demeure une représentation formelle, par nature
inadéquate et approximative, pour rendre compte de l'� acte pur �. Si en
e�et, la théorie des catégories, comme l'a montré Piaget, semble proche des
schèmes sensori-moteurs dans lesquels s'enracinent les structures mathéma-
tiques, qui présentent bien une � objectivité intrinsèque � par les contraintes
qu'elles font peser sur l'activité intellectuelle, et même plus proche de ce
contenu conceptuel que ne le sont les théories formelles, d'où la possibilité
de dé�nir catégoriquement un invariant des présentations, il n'en reste pas
moins une distance entre ces schèmes, qui sont avant tout des actions ou
des coordinations d'actions et leur description catégorique. Si la théorie des
catégories serait ainsi plus proche de l'activité mathématique en tant que
telle, elle reste une image symbolique de cette activité.

Une di�culté demeure néanmoins, concernant la dimension constructi-
viste de l'épistémologie piagétienne. En e�et, Piaget entend répondre aux
contraintes d'e�ectivité et de constructivité, tout en dépassant les limita-
tions de l'intuitionnisme, en associant la constructivité aux structures ma-
thématiques : ainsi par exemple, il serait possible de raisonner par l'absurde
dans un ensemble in�ni dès lors que celui-ci serait muni d'une structure,
rendant possible la dé�nition d'une notion plus �ne de non-contradiction. Et
par ailleurs, l'ensemble des structures mathématiques seraient intégrées à un
processus constructif d'engendrement � longitudinal �, comme par exemple
en passant des monoïdes aux groupes. De ce point de vue, Piaget se réclame
d'ailleurs de l'épistémologie de Bourbaki.

Or, les analyses catégoriques antérieures ont mis en défaut cette homogé-
néité des structures mathématiques : ainsi, le passage des anneaux aux corps
n'est pas qu'un renforcement axiomatique, il introduit dans ce dernier type
de structures de nouvelles propriétés, de telle sorte que si l'on s'appuie sur
les travaux de Lawvere ou de Bénabou, les corps ne sont pas à proprement
parler des structures algébriques. La théorie des catégories elle-même n'est
pas algébrique, mais � essentiellement algébrique �. On voit ainsi apparaître
di�érents degrés de structuration, de telle sorte qu'il semble di�cile d'identi-
�er, avec Piaget, constructivité et structure. Faudrait-il dès lors restreindre
la constructivité à l'algébricité ? Mais dans ce cas, la théorie des catégories
ne serait plus elle-même à strictement parler constructive, puisqu'elle n'est
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qu'une théorie � essentiellement algébrique �. Mais si l'on fait le choix d'élar-
gir la constructivité au delà de ce qui est strictement algébrique, comme le
propose d'une certaine façon McLarty , � without assuming any precise sense
of constructive mathematics � ([177],96), quel critère donner de l'e�ectivité ?

Une autre di�culté concerne la place à accorder à la dimension sociale
et historique des mathématiques. Piaget, faisant le choix d'appuyer son épis-
témologie génétique sur la psychologie du développement, présuppose une
forme d'individualisme méthodologique, qui le conduit à proposer une lec-
ture de l'histoire des mathématiques en �n de compte assez caricaturale. En
un sens, tout se passe comme si se rejouait ici l'opposition entre d'une part
la psychologie du développement individuel de Piaget et l'interactionnisme
socio-culturel proposé par Lev Vygotski. La question qui se pose alors serait
de savoir s'il serait possible d'accorder une place plus importante aux dy-
namiques historiques et sociales dans le développement de la connaissance
mathématique, sans perdre les apports de l'épistémologie génétique de Pia-
get. Une piste possible pour dépasser cette di�culté nous semble être pro-
posée par les travaux d'Andrew Pickering, et l'idée d'une � engrenage des
pratiques � (� the mangle of practice �). Lorsqu'il prend pour objet d'étude
l'émergence du concept de quaternion dans l'÷uvre d'Hamilton, Pickering
cherche en e�et � to understand how dialectics of resistance and accommo-
dation can arise in conceptual practice � ([202], 147), idée qui pourrait être
rapprochée de certaines notions proposées par Piaget. Pickering propose ainsi
d'inscrire la connaissance mathématiques dans un réseau de déterminations
non seulement formelles et internes aux mathématiques, mais également so-
ciales, culturelles, historiques voire matérielles 57 et de développer quelque
chose comme une � ontologie performative �. Il serait ainsi possible d'arti-
culer la genèse psychologique des conditions a priori de la connaissance à
ses conditions sociales et historiques, en élargissant au delà des limites de
l'individu la relativisation du transcendantal proposée par Piaget.

57. � conceptual structures (scienti�c theories and models, mathematical formalisms)
are themselves to be understood as positioned in �elds of disciplinary agency, much as
machines are positioned in �elds of material agency. [...]. Again, though, conceptual en-
gineering should not be thought of as proceeding independently of the engineering of the
human and material. [...] Disciplines, for instance, are themselves subject to transforma-
tion in conceptual practice, and [...] conceptual and machinic elements of culture evolve
together in empirical practice. Scienti�c culture, then, appears as itself a wild kind of
machine built from radically heterogeneous parts, a supercyborg, harnessing material and
disciplinary agency in material and human performances, some of which lead out into the
world of representation, of facts and theories. � ([202], 145)
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Chapitre 8

Conclusion

� Les méthodes trahissent des métaphysiques, elles trahissent
à leur insu les conclusions qu'elles prétendent parfois ne pas
connaître. �

Albert Camus, Le mythe de Sisyphe ([30], 26)

8.1 La question initiale

Il s'agissait avant tout dans ce travail de recherche d'examiner une ques-
tion précise : ce que devient dans le contexte de la théorie des catégories la
di�culté, soulevée par la théorie des modèles et accentuée par son e�cacité
mathématique, de la sensibilité au langage, c'est-à-dire du fait que le langage
choisi détermine nécessairement les structures étudiées.

Notre hypothèse était que l'examen de cette question permettrait de dé-
gager les traits essentiels de l'� épistémologie e�ective � que constitue de
notre point de vue la théorie des catégories. Il ne s'agissait nullement de
défendre l'idée d'une supériorité mathématique de la théorie des catégories
sur la théorie des modèles, le questionnement retenu étant de nature épisté-
mologique.

8.2 Bilan

Le chapitre 1 nous a montré d'une part les limites des dé�nitions axio-
matiques formelles des concepts structuraux, à travers les di�cultés que
rencontre le projet d'une réélaboration mathématique de la relation de syno-
nymie, et d'autre part la possibilité, une fois le cadre considéré restreint à la
seule logique équationnelle, c'est-à-dire au champ de l'Algèbre Universelle,
de concevoir d'autres modalités de description des concepts structuraux, sous
la forme non plus de théories formelles, mais de systèmes algébriques. Ces
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systèmes algébriques ont mis au premier plan la possibilité de ne considé-
rer que la dimension proprement opératoire des concepts structurels, en les
détachant des objets auxquels s'appliquent ces opérations.

Le chapitre 2 a mis en évidence l'apport de la théorie des catégories à
cette forme alternative (algébrique) de dé�nition des concepts structurels,
sous la forme tout d'abord des théories de Lawvere, puis de leurs développe-
ments ultérieurs. Sont ainsi apparus non seulement la possibilité de dégager
des invariants des présentations linguistiques, mais également la possibilité
d'associer à ces systèmes algébriques une forme de sémantique (la séman-
tique fonctorielle) et par là même, d'élaborer une procédure systématique
permettant de retrouver ces objets dé�nitionnels à partir de la classe des
instanciations de ces concepts. En outre le contexte catégorique a ainsi rendu
possible la formulation d'un projet ou d'une ambition : le projet de travailler
dans l'intrinsèque des concepts, sans passer par le paramétrage arbitraire par
un langage. De cette façon, il est devenu possible, dans le cadre catégorique,
de réévaluer la distinction syntaxe-sémantique, comprise dès lors comme re-
lative et interne au champ mathématique. Cependant, dans le même temps,
se sont dégagées les limites de ce contexte catégorique hérité de Lawvere, à
savoir la di�culté que rencontre le dépassement du niveau algébrique.

Le chapitre 3 a examiné l'usage qu'il a été fait de ces notions et ou-
tils catégoriques en théorie des automates et en informatique théorique, et
plus particulièrement du point de vue de la sémantique des langages de pro-
grammation. Ce champ ouvre en e�et la voie, pour l'épistémologue, à la
formulation d'autres relations d'équivalence, plus �nes, que celles dé�nies
entre théories formelles : les équivalences entre programmes informatiques,
prenant en compte le comportement calculatoire des programmes, dévelop-
pant ainsi l'importance accordée à l'opératoire par l'Algèbre Universelle dans
le premier chapitre. Cela nous a permis de mettre en évidence une forme de
constructivisme inhérent à la théorie des catégories (capturée par l'idée de
théorie � essentiellement algébrique �), expliquant les di�cultés rencontrées
à sortir du cadre algébrique, mais mettant l'accent sur le fait que la théorie
des catégories peut être vue comme une � théorie pure des fonctions �, dans
le même sens que le λ-calcul. De telle sorte qu'est devenue possible la rééva-
luation du statut � ontologique � des structures mathématiques, qui dans ce
cadre peuvent être vues désormais, non plus comme des objets, mais comme
des propriétés du calcul. En�n, et de façon corrélative, il a été possible de
penser le remplacement de la notion de vérité d'un énoncé par celle de succès
d'un programme : l'objet de la théorie des catégories n'est donc pas ce qui
est � dit � par un énoncé, mais ce qui est � fait � par un concept.

Au chapitre 4, il s'est agi de chercher à dépasser les limites rencontrées
par la sémantique fonctorielle héritée de Lawvere, en partant cette fois de
la logique classique du premier ordre, mais appréhendée avec les outils de
la théorie des catégories, sous la forme de la Théorie Catégorique des Mo-
dèles développée par Joyal, Reyes et Makkai. Alors même que cette voie de
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recherche part de la considération de langages formels, comme la théorie des
modèles usuelle, on a vu apparaître dans ce cadre des traits distinctifs de
l'approche catégorique tels que d'une part la constitution d'objets dé�nis-
sant les concepts structurels indépendamment du langage, comme à travers
di�érents résultats de Johnstone sur les catégories syntaxiques, ou la notion
de topos classi�ant ; d'autre part le projet de faire émerger une présentation
syntaxique d'un concept de la classe de ses modèles, à travers le théorème
de complétude conceptuelle forte ; et en�n la caractérisation de la relation
entre syntaxe et sémantique comme un cas particulier de la notion de repré-
sentation, interne au champ mathématique.

Cependant, le projet de prendre en compte catégoriquement la logique du
premier ordre dans sa totalité rencontre également des limites : d'une part,
on retrouve dans ce cadre les relations d'équivalence rencontrées au chapitre
1, et avec elles les di�cultés qu'elles soulèvent, et d'autre part il manque à ce
rapprochement entre théorie des modèles et théorie des catégories le pendant
catégorique de la notion de déduction, permettant l'élaboration de nouvelles
connaissances mathématiques, et non seulement la dé�nition des concepts.

C'est pour cette raison que nous avons étudié au chapitre 5 la notion
d'esquisse, qui semble en e�et pouvoir être comprise comme un support pro-
prement catégorique (ou plus précisément graphique) non seulement pour
l'élaboration de dé�nitions des concepts structurels, mais également pour
la construction de nouvelles connaissances mathématiques. Le cadre des es-
quisses nous a ainsi permis de consolider certains aperçus du chapitre 2,
comme la possibilité de se placer en deçà de la distinction entre le Local et
l'Algébrique, de retrouver une certaine forme d'invariant des présentations
et de dépasser une conception �xe et rigide de la distinction entre syntaxe
et sémantique. Il a également été possible, par là-même, de comprendre d'où
viennent les di�cultés rencontrées à dépasser le cadre � algébrique � initial,
tout en intégrant au contexte catégorique les concepts dépassant ce cadre,
grâce notamment au théorème du Diagramme Localement Libre et à une
certaine mesure de complexité.

Mais il restait encore à montrer que toutes ces thèses partielles et locales
peuvent se connecter en un cadre conceptuel global, et nous avons trouvé
dans l'épistémologie génétique de Jean Piaget, et la philosophie des ma-
thématiques qui en découle, les outils pour une telle intégration. Ainsi une
épistémologie des mathématiques ancrée sur la théorie des catégories, conçue
comme épistémologie e�ective, nous semble mettre au premier plan l'action,
et les schèmes comme coordinations des actions, qui constituent la signi�ca-
tion des concepts structuraux. Nous avons vu comment cette même notion
fondamentale d'action détermine les considérations locales et les considéra-
tions opératoires, en se situant en amont ou en deçà de cette distinction.
Dans ce contexte, nous avons vu se dessiner la possibilité d'une intelligence
antérieure au langage, qui constituerait le c÷ur de l'activité mathématique,
relativement à laquelle toute représentation symbolique, y compris le for-
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malisme catégorique, se trouve en défaut. Par ailleurs, dans ce cadre, les
structures mathématiques nous sont apparues, sous la forme des schèmes
d'action, dans leur dimension non seulement transcendantale, mais égale-
ment historique. En�n, cette considération des structures mathématiques
comme condition de la connaissance en général ont mis en lumière la co-
naissance du sujet mathématicien de l'objet mathématique et la nécessité de
considérer comme seconde la vérité, par rapport au l'e�ectivité d'une action.

Ainsi, si d'un point de vue mathématique, la théorie des modèles et la
théorie des catégories n'ont cessé de montrer leur pertinence et leur e�cacité
respective, pour l'épistémologue, il nous semble que la théorie des catégories
constitue le lieu d'apparition, du c÷ur de la pratique mathématique, d'un
cadre conceptuel ouvrant la voie à l'élaboration non seulement d'une philo-
sophie des mathématiques, mais d'une théorie générale de la connaissance,
permettant de dépasser certaines des di�cultés essentielles d'une philosophie
ancrée sur le langage.



Chapitre 9

Annexe 1 : Fragments de

logique classique

Il va s'agir ici de dé�nir précisément la notion de théorie, utilisée notam-
ment au chapitre 4.

Dé�nition 84 Une signature Σ du premier ordre est la donnée de :

1. un ensemble Σ− Sort de sortes ;

2. un ensemble Σ−Fonc de symboles de fonctions f , chacun de ces sym-
boles étant équipé d'une liste �nie de sortes sources et d'une unique
sorte de sortie : on écrira f : A1...An → B pour indiquer que f a des
sortes sources A1...An et une sorte de sortie B. Si n = 0, f est appelé
une constante de sorte B. L'arité de f est le nombre n de ses sortes
sources ;

3. un ensemble Σ−Rel de symboles de relation R, chacun de ces symboles
étant équipé d'une liste �nie de sortes : on écrira R ↣ A1...An pour
indiquer que la liste de sortes associée avec R est A1...An. L'arité de
R est le nombre n de sortes qui lui sont associées.

On dira que la signature Σ est �nie si elle a seulement un nombre �nie
de sortes de symboles de fonctions et de relations. Pour chaque sorte A
de la signature Σ, on dispose d'une stock de variables de sortes A, utilisés
pour dénoter des individus de type A. On peut alors dé�nir les termes d'une
signature Σ :

Dé�nition 85 Soit Σ une signature. On dé�nit inductivement la collection
des termes sur Σ, en même temps que la spéci�cation pour chaque terme de
sa sorte (on écrit t : A ou tA pour dire que t est un terme de type A) :

1. toute variable xA est un terme de type A ;

2. pour toute liste de termes t1 : A1, ..., tn : An et tout symbole de fonction
f : A1...An → B, f(t1, ..., tn) est un terme de sorte B.
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On peut alors dé�nir, inductivement à partir des termes, les classes F de
formules, en même temps que l'ensemble FV (ϕ) des variables libres d'une
formule ϕ de F :

1. Relations : R(t1, ..., tn est dans F pour tout terme t1 : A1, ..., tn : An
et un symbole de relation R↣ A1...An ; FV (R(t1...tn)) est l'ensemble
des variables présentes dans les ti (pour i = 1, ..., n) ;

2. Egalité : s = t est dans F pour tout terme s et t de même sorte ;
FV (s = t) est l'ensemble des variables libres présentes en s et t ;

3. Vrai : ⊤ est dans F : FV (⊤) = ∅ ;

4. Conjonction binaire : (ϕ ∧ ψ) est dans F chaque fois que ϕ et ψ sont
dans F : FV (ϕ ∧ ψ) = FV (ϕ) ∪ FV (ψ) ;

5. Faux : ⊥ est dans F : FV (⊥) = ∅ ;

6. Disjonction binaire : (ϕ ∨ ψ) est dans F chaque fois que ϕ et ψ sont
dans F : FV (ϕ ∨ ψ) = FV (ϕ) ∪ FV (ψ)

7. Implication : (ϕ⇒ ψ) est dans F chaque fois que ϕ et ψ sont dans F :
FV (ϕ⇒ ψ) = FV (ϕ) ∪ FV (ψ)

8. Négation : ¬ϕ est dans F chaque fois que ϕ est dans F ; FV (¬ϕ) =
FV (ϕ) ;

9. Quanti�cation existentielle : (∃x)ϕ est dans F chaque fois que ϕ est
dans F et x une variable libre de ϕ ; FV ((∃x)ϕ) = FV (ϕ)\{x} ;

10. Quanti�cation universelle : (∀x)ϕ est dans F chaque fois que ϕ est
dans F et x une variable libre de ϕ ; FV ((∀x)ϕ) = FV (ϕ)\{x} ;

11. Disjonction in�nie :
∨
i∈I
ϕi est dans F chaque fois que I est un ensemble,

ϕi est dans F pour chaque i ∈ I et FV (
∨
i∈I
ϕi) :=

⋃
i∈I
FV (ϕi) est �ni.

12. Conjonction in�nie :
∧
i∈I
ϕi est dans F chaque fois que I est un ensemble,

ϕi est dans F pour chaque i ∈ I et FV (
∧
i∈I
ϕi) :=

⋃
i∈I
FV (ϕi) est �ni.

On dé�nit un contexte comme une liste �nie −→x = (x1, ..., xn) de variables
distinctes. On considère le plus souvent des formules-en-contexte, c'està-dire
des formules ϕ associées à un contexte −→x ; on écrira alors soi ϕ(−→x ) soit
{−→x .ϕ} pour une formule ϕ dans un contexte −→x .

Dé�nition 86 A partir des règles de formation décrites ci-dessus, on peut
dé�nir :

1. l'ensemble des formules atomiques sur Σ, le plus petit ensemble clos
sous les Relations et l'Egalité ;

2. l'ensemble des formules de Horn sur Σ, le plus petit ensemble contenant
les formules atomiques et clos sous Vrai et la Conjonction binaire ;
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3. l'ensemble des formules régulières sur Σ, le plus petit ensemble conte-
nant les formules atomiques et clos sous Vrai, la Conjonction binaire
et la Quanti�cation existentielle ;

4. l'ensemble des formules cohérentes sur Σ, le plus petit ensemble conte-
nant les formules atomiques et clos sous Vrai, la Conjonction binaire,
la Quanti�cation existentielle, le Faux et la Disjonction binaire ;

5. l'ensemble des formules du premier ordre sur Σ, le plus petit ensemble
contenant les formules atomiques et clos sous toutes les règles de for-
mations, sauf les règles in�nitaires ;

6. l'ensemble des formules géométriques sur Σ, le plus petit ensemble
contenant les formules atomiques et clos sous Vrai, la Conjonction bi-
naire, la Quanti�cation existentielle, le Faux et la Disjonction in�nie ;

7. l'ensemble des formules du premier ordre in�nitaire sur Σ, le plus petit
ensemble contenant les formules atomiques et clos sous toutes les règles
de formations.

Dé�nition 87 1. Par un séquent sur une signature Σ on désigne une
expression de la forme (ϕ ⊢−→x ψ), où ϕ et ψ sont des formules dans Σ
dans le contexte −→x ;

2. on dira qu'un séquent (ϕ ⊢−→x ψ) est Horn (resp. régulier, cohérent,...)
si les formules ϕ et ψ sont des formules de Horn (resp. régulières,
cohérentes,...).

On peut alors dé�nir précisément la notion de théorie :

Dé�nition 88 1. Une théorie sur une signature Σ est un ensemble T de
séquents sur Σ, dont les éléments sont les axiomes de T ;

2. on dira que T est une théorie algébrique si sa signature Σ ne contient
aucun symbole de relation (à part la relations d'égalité des sortes) et
ses axiomes sont tous de la formes (⊤ ⊢−→x ϕ), où ϕ est une formule
atomique de la forme (s = t) et −→x est sont contexte canonique ;

3. on dira que T est une théorie de Horn (resp. régulière, cohérente,...) si
tous les séquents dans T sont de Horn (resp. réguliers, cohérents,...).

A partir de ces fragments de la logique du premier ordre, on peut dé�nir
un système de déduction, sous la forme d'un calcul des séquents, qui est la
donnée de règles d'inférences de la forme

Γ
σ

signi�ant que σ peut être déduit d'une collection de séquents Γ. On peut alors
dé�nir la notion de preuve (ou de dérivation) comme une chaîne d'inférences
dont les prémices sont les axiomes du système et dont la conclusion et un
séquent donné.

On a alors les règles d'inférence :
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1. les règles pour la conjonction �nie sont les axiomes (ϕ ⊢−→x ⊤), ((ϕ ∧
ψ) ⊢−→x ϕ) et ((ϕ ∧ ψ) ⊢−→x ψ) et la règle

(ϕ ⊢−→x ψ) (ϕ ⊢−→x χ)
(ϕ ⊢−→x (ψ ∧ χ))

2. les règles pour la disjonction �nie sont les axiomes (⊥ ⊢−→x ϕ), (ϕ ⊢−→x
(ϕ ∨ ψ)) et (ψ ⊢−→x ((ϕ ∨ ψ)) et la règle

(ϕ ⊢−→x χ) (ψ ⊢−→x χ)
((ϕ ∨ ψ) ⊢−→x χ)

3. les règles pour la conjonction et la disjonction in�nitaires sont les ana-
logues in�nitaires des règles pour la conjonction et la disjonction �nie ;

4. les règles pour l'implication consistent en la double règle

(ϕ ∧ ψ ⊢−→x χ)
(ψ ⊢−→x (ϕ⇒ χ))

5. la règle pour la quanti�cation existentielle consiste en la double règle

(ϕ ⊢−→x ,y ψ)
((∃y)ϕ ⊢−→x ψ)

où on suppose que y n'est pas libre dans ϕ.

6. la règle pour la quanti�cation universelle consiste en la double règle

(ϕ ⊢−→x ,y ψ)
(ϕ ⊢−→x (∀y)ψ)

7. l'axiome de distributivité est (ϕ ∧ (ψ ∨ χ) ⊢−→x (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ)).

8. l'axiome de Frobenius est (ϕ ∧ (∃y)ψ ⊢−→x (∃y)(ϕ ∧ ψ)) ; où y n'est pas
une variable du contexte −→x .

9. la loi du tiers-exclu est (⊤ ⊢−→x ϕ ∨ ¬ϕ).

Dé�nition 89 En ajoutant les règles structurales usuelles du calcul des sé-
quents (axiome-identité, règles d'égalité, règle de substitution et coupure), on
obtient les systèmes déductifs suivants :
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Logique algébrique pas de règle additionnelle

Logique de Horn Conjonction �nie

Logique régulière Conjonction �nie, quanti�cation existen-
tielle et axiome de Frobenius

Logique cohérente Conjonction et disjonction �nies, quanti-
�cation existentielle, distributivité et Fro-
benius

Logique géométrique Conjonction �nie, disjonction in�nie
quanti�cation existentielle distributivité
in�nitaire, Frobenius

Logique du premier
ordre intuitionniste

toutes les règles �nitaires sauf le Tiers-
Exclu

Logique du premier
ordre classique

toutes les règles �nitaires

Dé�nition 90 On dira qu'un séquent σ est prouvable ou dérivable dans une
théorie (algébrique, régulière, cohérente,...) T s'il existe une dérivation de σ
relative à T, dans le fragment de la logique du premier ordre qui convient.
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Chapitre 10

Annexe 2 : L'épistémologie

piagétienne

Nous souhaiterions apporter en�n quelques éléments qui nous semblent
représentatifs de la philosophie des mathématiques de Piaget, qui se place
explicitement dans la tradition française de philosophie des sciences et dans
l'héritage de L. Brunschvicg. Pour ce faire, nous présenterons dans un premier
temps les analyses de Piaget concernant quelques questions centrales d'épis-
témologie mathématique, puis nous confronterons les thèses piagétiennes à
d'autres approches philosophiques.

10.1 Eléments complémentaires

10.1.1 Au-delà des entiers naturels

La genèse psychologique du nombre permet à Piaget d'éclairer le pro-
cessus à l'÷uvre dans la construction des autres types de nombres, négatifs,
rationnels, irrationnels, complexes et trans�nis. L'analyse génétique des pre-
miers met en e�et en évidence la nature non pas perceptive mais opératoire
du nombre en général, dans la mesure où � le nombre négatif apparaît comme
le modèle de l'abstraction à partir de l'action et non pas de l'objet �([193],
113). Les nombres irrationnels manifestent � l'isomorphisme des construc-
tions numériques et des constructions spatiales �([193], 119). Les nombres
complexes, qui portent en eux-mêmes selon Piaget le problème fondamental
de toute épistémologie des mathématiques, à savoir celui de l'applicabilité
des mathématiques à la physique, mettent en lumière le lien fondamental
entre les constructions mathématiques et le réel 1. Ce qui se révèle ainsi se-

1. � Dire que la rencontre entre le réel et les nombres imaginaires, rencontre se pro-
duisant bien après la construction de ceux-ci, est de la même nature que la convergence
immédiate des nombres entiers positifs avec les réalités élémentaires, parce que toutes deux
tiennent à l'accord entre la coordination d'ensemble des opérations et les transformations
physiques fondamentales, c'est simplement supposer que les structures de composition ré-
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lon Piaget, c'est

� cette connexion intérieure entre l'esprit et l'univers, s'établis-
sant au travers des mécanismes les plus fondamentaux de la mor-
phogenèse vitale, qui est sans doute seule à rendre compte des
anticipations possibles de la connaissance logico-mathématique
sur la connaissance physique �([193], 255).

Pour ce qui est en�n du trans�ni, Piaget constate d'une part que pour
l'in�ni actuel, il y a dissociation de l'ordinalité et de la cardinalité, et d'autre
part, que les opérations arithmétiques des nombres entiers naturels ne sont
plus valables dans ce cadre. Ainsi par exemple ℵ0 + ℵ0 = ℵ0. De sorte que

� le grand intérêt de cette réalisation de l'in�ni, laquelle trans-
cende ainsi sans cesse les opérations constructives pour atteindre
une suite d'in�nis actuels emboîtés les uns dans les autres, est
d'aboutir en fait à un a�aiblissement du caractère spéci�quement
numérique de la construction et de marquer un retour partiel aux
composantes logiques du nombre. �([193], 128)

10.1.2 L'historicité des mathématiques

Compte tenu de cet enracinement profond de la connaissance mathéma-
tique dans le développement de la pensée individuelle, la question se pose
nécessairement de savoir comment donner sens à l'historicité des mathéma-
tiques, et expliquer que les données les plus élémentaires de ce développe-
ment, comme la dimension topologique des premières constructions spatiales,
ne soient thématisées explicitement par les mathématiciens qu'après plus de
deux millénaires de pratique mathématique.

La réponse de Piaget à cette question est la suivante : � le mécanisme
essentiel qui se dégage de tout examen de l'histoire des mathématiques est as-
surément celui de la prise de conscience graduelle des opérations �([193], 269).
Les mathématiques grecques se caractériseraient ainsi par une � conscience
insu�sante du rôle des opérations � alors qu'à partir du XVIIème siècle se
manifesterait une � prise de conscience du mécanisme opératoire de la pen-
sée �. La pensée mathématique grecque se caractériserait alors par � un réa-
lisme par refus, si l'on peut dire, de reconnaître l'activité du sujet, tandis que
la fécondité de la science moderne s'expliquerait alors par le dynamisme du
mécanisme opératoire, devenu conscient de ses possibilités internes �([193],
270) 2.

versible atteintes par les groupements et les groupes d'opérations expriment à la fois les
lois les plus générales de la coordination des actions du sujet et les interactions les plus
directes entre le sujet et le réel. Tant cette coordination que ces interactions, tout en se
di�érenciant au cours de l'expérience, sont alors à concevoir comme ne dérivant pas de
l'expérience extérieure, parce qu'étant seules à la rendre possible, mais comme émanant
des conditions mêmes de l'organisation psycho-biologique �([193], 125)

2. On pourrait aisément reprocher ici à Piaget sa vision caricaturale des mathématiques
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Pour Piaget le réalisme est ainsi � enraciné dans le sens commun �, du fait
d'un mécanisme psychologique élémentaire : � la délimitation communément
admise entre le sujet et l'objet est essentiellement variable d'un niveau à
l'autre [du développement mental], mais encore elle dépend d'un phénomène
constant, ou constamment renouvelé : la di�culté à prendre conscience des
mécanismes internes de l'activité intellectuelle �([193], 274), le réalisme étant
en e�et compris comme � une confusion du sujet et de l'objet 3 �([193], 275).

S'appuyant sur l'ouvrage de P. Boutroux L'idéal scienti�que des mathé-
maticiens, Piaget distingue ensuite une deuxième période dans l'histoire des
mathématiques : une période � synthétiste, caractérisée par la constitution
de l'algèbre comme science théorique, par celle de la géométrie analytique
et par celle du calcul in�nitésimal [ :] l'idéal de vérité mathématique propre
à cette période consisterait [...] en une construction opératoire indé�nie et
autonome �([193], 278). Les caractéristiques essentielles de cette période de
l'histoire des mathématiques apparaissent ainsi dans le développement de
l'algèbre, dans les travaux de Descartes en géométrie analytique et dans le
calcul in�nitésimal de Leibniz et Newton 4. Mais cette période � synthétiste �
peut être elle-même analysée en ces termes :

� cette prise de conscience s'e�ectue par étapes, en procédant
de la surface au centre : c'est tout d'abord le résultat de l'acti-
vité de l'esprit, qui est aperçu le premier, indépendamment de
cette dernière, dont il est alors détaché (cf. la contemplation hel-
lénique) ; puis ce sont les manifestations les plus simples et les
plus directes de cette activité qui sont aperçues, dans ce qu'elles
ont de mobile et de libre [...]. Que de telles opérations soient
senties comme soumises à la � volonté � propre, c'est qu'elle de-
meurent encore proches de la frontière du champ opératoire, au
lieu de pénétrer à son intérieur : preuve en soit qu'elles n'ont pas
été d'emblée conçues comme constituant des ensembles fermés et
articulés sous la forme de � groupes �. �([193], 283)

Apparaît ainsi le moment fondateur de la troisième période, dans laquelle

antiques, dans la mesure où il trace des distinctions nettes au sein d'une réalité historique
beaucoup plus complexe et nuancée. Cependant, Piaget ici ne fait pas ÷uvre d'historien,
mais d'épistémologue, et admet comme présupposé un sens de l'histoire des mathématiques
(occidentales), comme le ferait Brunschwicg ou Cavaillès.

3. � le réalisme étant l'expression d'une indi�érenciation entre le sujet et l'objet et la
di�érenciation entre eux ne s'e�ectuant que progressivement, le sujet pensant ne se sent
jamais d'emblée agir par sa pensée, lorsqu'il parvient sur un nouveau palier de l'élaboration
intellectuelle, mais il commence toujours par prendre conscience des résultats de cette
pensée avant d'en saisir ré�exivement les mécanismes. [...] La pensée grecque n'a cessé de
croire saisir ou contempler des réalités toutes faites, faute de découvrir qu'elle opérait sur
elles. �([193], 276)

4. Pour Piaget, une phrase de Lagrange semble résumer l'essentiel de cette période :
� les fonctions représentent les diverses opérations qu'il faut faire sur les quantités connues
pour obtenir les valeurs de celles que l'on cherche, et elles ne sont proprement que le dernier
résultat de ce calcul �([193], 280).
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les mathématiques se trouveraient encore placées : la naissance chez Galois
de la théorie des groupes 5. Ainsi l'émergence des structures mathématiques
explique la � résistance � qu'éprouve le mathématicien : celle-ci n'est pas
le signe d'une extériorité de faits mathématiques, donnant naissance à une
forme nouvelle de réalisme, comme le pensait Boutroux, pour qui � derrière
la forme logique il y a autre chose. La pensée mathématique ne se borne pas
à déduire et à construire � ([26], 170), mais cette � résistance � révèle plutôt
pour Piaget � l'objectivité intrinsèque � des structures, où l'esprit se trouve
soumis à la cohérence interne de structures opératoires, sans pour autant que
celles-ci existent dans quelque Ciel des Idées 6.

Mais comment expliquer dès lors la constitution de ses totalités opéra-
toires, puisqu'elles ne préexistent pas, sous une forme achevée, à leur élabo-
ration ré�exive, et qu'elles sont construites sans que cette construction soit
arbitraire ? En quoi consiste cette � logique de l'opération � ?

10.1.3 Le raisonnement mathématique, entre rigueur et fé-
condité

Pour Piaget il est évident que � les opérations créent du neuf, puisque 12
n'est pas contenu dans 7 et 5, puisque le carré de l'hypoténuse n'est pas en-
tièrement � la même chose � que le carré des deux autres côtés �([193], 296)
Mais comment cette construction est-elle possible, tout en étant nécessaire ?
La solution à ces di�cultés se trouve dans l'analyse du raisonnement ma-
thématique lui-même. Piaget associe ainsi à la notion de construction celle
de fécondité, mettant en avant la part de l'objet, et à l'idée de nécessité
la notion de rigueur, mettant l'accent sur l'activité du sujet. Ainsi la ques-
tion de l'émergence nécessaire des totalités opératoires équivaut à celle de la
conciliation de la rigueur et de la fécondité du raisonnement mathématique,
c'est-à-dire �nalement à l'articulation du sujet et de l'objet dans la pensée
mathématique en général.

S'appuyant sur la thèse de Poincaré, selon laquelle la fécondité du raison-
nement mathématique tient à l'application du raisonnement par récurrence,
Piaget développe tout d'abord cette idée en soulignant que c'est dans le pas-
sage de la quantité intensive, de nature ensembliste, à la quantité extensive

5. � dans la théorie des groupes l'esprit ne construi[t] plus � à volonté �, mais ex-
plore, selon la description de Galois, et se trouve en présence d'une � objectivité intrin-
sèque �([193], 283)

6. � après avoir cru pouvoir construire librement l'ensemble des mathématiques au
moyen de quelques opérations maniées à volonté, l'esprit [a] découvert l'existence de tota-
lités opératoires obéissant à leurs lois propres et caractérisées par une certaine objectivité
intrinsèque [...]. Il est dans la logique même de la notion d'opérations de conduire à une
telle objectivité parce que les opérations sont nécessairement solidaires les unes des autres
en des totalités dont l'esprit ne saurait prendre conscience directement, mais laborieuse-
ment, par tâtonnements successifs et en procédant de l'extérieur à l'intérieur, c'est-à-dire
des résultats à leur source, selon la loi de toute prise de conscience. �([193], 284)
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que se révèle la dimension constructive, et non pas simplement tautologique,
de la pensée mathématique. Mais il reste à expliquer génétiquement comment
s'e�ectue ce passage, c'est-à-dire comment les concepts mathématiques ac-
quièrent leur � objectivité intrinsèque �, comment ces constructions se font
de manière non pas arbitraire, mais nécessaire.

Pour assurer la nécessité de cette construction, il faut qu'elle consiste
en l'application de règles nécessaires, assurant la rigueur du raisonnement
mathématique. Piaget montre que ces règles sont internes au développement
intellectuel, sous la forme d'un � réglage interne des opérations �, et ne sont
pas imposées du dehors à l'esprit :

� les dé�nitions et les axiomes, constituent précisément un sys-
tème de règles opératoires qui déterminent la manière dont les
opérations vont se combiner entre elles. C'est ainsi que les axiomes
de Peano [...] introduisent les notions de successeur ou de � sui-
vant �, de zéro et de l'égalité [...] : la construction est alors réglée
parce que les opérations mêmes sont astreintes à une composi-
tion qui ne laisse place à aucun �ottement [...] c'est parce que
les opérations +1, -1 et 0 forment entre elles un � groupe �, et
sont ainsi réglées par leur propre transitivité et leur propre réver-
sibilité, que les axiomes mis à la source de la construction sont
formulées de manière à retrouver une telle structure [...]. 7

Bref, si, même sur le plan des opérations concrètes, la � construc-
tion � qui engendre le raisonnement est d'emblée réglée, c'est en
vertu des lois de composition réversible qui caractérisent les opé-
rations comme telles, et c'est ce réglage interne qui dirige le choix
des propositions de départ. �([193], 292)

Il y a donc selon Piaget, une antériorité de la structure de groupe sur les
propositions formelles qui la dé�nissent, et c'est des lois qui régissent la struc-
ture elle-même que viennent les dé�nitions et les axiomes, compris comme
règles du raisonnement mathématique. Mais il reste encore à comprendre
pourquoi la structure de � groupe �, propre aux mathématiques et à la quan-
tité extensive, peut donner naissance à l'in�nie diversité des constructions
mathématiques, c'est-à-dire � conduire à un nombre inépuisable de compo-
sitions �, quand la structure de groupement, caractérisant la nécessité des
règles logiques, ne � conduit qu'à quelques compositions restreintes �([193],
293) ? Cette faiblesse inhérente à la structure de groupement, telle qu'elle
ne permet pas de rendre compte de la fécondité du raisonnement mathéma-
tique, est expliquée par Gilles-Gaston Granger par � le caractère local, ou
� pas à pas �, des opérations du groupement � ([87], 77). S'il est clair que la

7. Il serait nécessaire ici de nuancer quelque peu l'analyse de Piaget, ou de la détailler,
pour lui donner toute sa pertinence. En e�et les entiers naturels avec l'addition ne consti-
tuent pas un groupe, mais un monoïde commutatif. Il n'y a donc pas un lien direct entre
les axiomes de Peano et la structure de groupe.
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rigueur du raisonnement mathématique s'explique par les règles opératoires,
il reste donc à expliquer sa fécondité.

Pourquoi l'énoncé � 7 + 5 = 12 � nous apprend-il quelque chose de nou-
veau ? La réponse à cette question se trouve selon Piaget dans les opérations
elles-mêmes qui permettent la formulation d'un tel énoncé, au premier rang
desquelles l'abstraction propre aux mathématiques. Pour Piaget en e�et,
l'abstraction

� consiste à ajouter, et non pas à enlever, quelque chose à l'ob-
jet, tout en choisissant le point de vue auquel elle ajoute. C'est
ainsi qu'en comptant quelques boules on leur ajoute un lien qui
n'existait pas entre elles, au lieu d'extraire le nombre de leur
collection [...] L'abstraction est donc une articulation, ou si l'on
préfère, une structuration accordée au réel, et consistant en rela-
tions nouvelles, qui n'étaient pas encore contenues dans le donné
concret. �([193], 299)

Ainsi, dès la première étape de la constitution des � vérités � mathématiques
apparaît de la nouveauté, un dépassement du donné. Et même, plus géné-
ralement, toute opération pour Piaget produit du nouveau, dans la mesure
� en mathématiques (et en logique, mais à degré notablement inférieur) les
opérations sont simultanément sources de nouveauté et de rigueur 8 �. Cette
dimension constructive de l'opération en général vient, selon Piaget, du fait
que � toute opération suppose, en son point de départ, un lien indissociable
entre le sujet et l'objet �. Cette interdépendance du sujet et de l'objet est
un des principes essentiels de l'épistémologie de Piaget : une action n'est ja-
mais celle d'un sujet sur un objet séparé et indépendant, mais toujours, pour
ainsi dire, action-d'un-sujet-sur-un-objet. De même que la rigueur du raison-
nement mathématique tient des propriétés du sujet, de même sa fécondité
tient à la présence de l'objet dans l'action 9. Il ne saurait donc y avoir, du
point de vue génétique, un sujet absolu, opposé à un objet : Piaget propose
bien plutôt une genèse du sujet corrélative à celle de l'objet, en s'appuyant
fréquemment sur l'analogie avec la situation observée en mécanique quan-
tique (on a vu plus haut apparaître une telle référence à la mécanique quan-
tique quand il s'est agi de rapprocher la liaison entre l'espace et le nombre de
la dualité onde/corpuscule). Il n'y aurait pas ainsi quelque chose comme des

8. � Du point de vue génétique, toute relation établie entre les objets résulte donc
d'une activité de l'esprit consistant à di�érencier aussi bien qu'à identi�er et, par consé-
quent, tout système d'opérations, en tant que � groupement � de relations, est constructif
en même temps qu'il assure sa propre rigueur grâce au mode de composition qu'il consti-
tue. �([193], 301)

9. � Il n'existe pas, en e�et, de limite statique et donnée une fois pour toutes, entre
le sujet et l'objet, parce que l'esprit se construit peu à peu et qu'aux di�érents niveaux
de cette construction la délimitation est alors à refaire [...] Si l'on veut les opposer en
une formule valable pour tous les niveaux, celle-ci ne saurait que fonctionnelle et non pas
structurale. �([193], 302)
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objets mathématiques absolus et déterminés, mais au contraire des objets
mathématiques corrélés à un sujet mathématicien, les dé�nissant et dé�ni
par eux. Ce n'est qu'à ce titre là que peut s'expliquer la part constructive et
la richesse du raisonnement mathématique.

10.1.4 Piaget et le Cercle de Vienne

Piaget rejette ainsi clairement l'idée d'une nature analytique des énoncés
mathématiques, et est donc amené à critiquer en détails la thèse défendue
par le Cercle de Vienne, selon laquelle les mathématiques ne seraient que le
développement syntaxique d'une tautologie. Piaget va notamment critiquer
l'idée d'une séparation nette entre un système symbolique ou une syntaxe
refermée sur elle-même, dans laquelle seraient représentées la logique et les
mathématiques d'une part, et des � faits réels � dont les énoncés formels
seraient, selon Wittgenstein dans le Tractatus, des images. Il met ainsi en
avant � la nature essentiellement mentale du fait-signi�ant, désigné par les
symboles 10. � Dès lors, en tant qu'instrument conceptuel, le langage ne fait
pas disparaître l'opération, mais bien au contraire

� un système symbolique exact est donc doublement opératoire :
il représente au moyen d'opérations symboliques un jeu, non pas
de réalités toutes faites, mais d'opérations réelles. �([193], 313)

Ainsi, ramener les mathématiques à une pure syntaxe, comme le propose le
Cercle de Vienne, n'exclut en rien la fécondité et la constructivité opératoire
des structures logico-mathématiques.

Plus profondément, Piaget critique toute analyse ramenant l'intelligence
à sa forme supérieure qu'est la pensée verbale, et oubliant que l'action pré-
cède la pensée 11, de telle sorte que, pour saisir réellement la nature des
mathématiques,

� rien n'est plus propre à éclairer cette perspective que la mé-
ditation sur cette sorte de langage � de langage encore, mais

10. � Il reste qu'un langage se construit et ne se découvre pas par constatation extérieure,
et qu'un langage suppose des sujets psychologiques capables de parler entre eux et de se
représenter quelque chose au moyen de signes ainsi élaborés. Psychologiquement, la fonc-
tion symbolique [...] explique, si l'on veut, la pensée, mais elle la suppose en retour : plus
précisément elle ne l'explique qu'à la condition d'en impliquer les attributs essentiels et, si
la pensée n'est qu'un langage, c'est que le langage est un instrument conceptuel. �([193],
313)
11. � Le langage remplace en partie l'action, au point que l'introspection éprouve la

plus grande di�culté à discerner par ses seuls moyens qu'il est encore un comportement
véritable : la conduite verbale est une action, sans doute amenuisée et demeurant intérieure,
une esquisse d'action qui risque même sans cesse de demeurer à l'état de projet, mais
c'est une action tout de même, qui remplace simplement les choses par des signes et
les mouvements par leur évocation, et qui opère encore, en pensée, par le moyen de ces
truchements. [...] d'où l'illusion [...] des logiciens, que le schéma logistique le plus adéquat
doit être essentiellement une théorie des � propositions �. � ([191], 50)
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purement intellectuel, transparent et étranger aux duperies de
l'image � qu'est le langage mathématique. Dans une expression
quelconque, telle que (x2 + y = z − u), chaque terme désigne
en dé�nitive une action : le signe = exprime la possibilité d'une
substitution, le signe + une réunion, le signe − une séparation,
le carré x2 l'action de reproduire x fois x, et chacune des va-
leurs u, x, y et z l'action de reproduire un certain nombre de fois
l'unité. Chacun de ces symboles se réfère donc à une action qui
pourrait être réelle, mais que le langage mathématique se borne
à désigner abstraitement, sous la forme d'actions intériorisées,
c'est-à-dire d'opérations de la pensée. �([191], 50)

Et cela vaut également du langage logique, étant donné que � le caractère
essentiel de la pensée logique est d'être opératoire, c'est-à-dire de prolonger
l'action en l'intériorisant. �([191], 52)

Ce dépassement de la thèse du positivisme logique, d'une nature pure-
ment syntaxique et tautologique des mathématiques, s'impose d'autant plus
selon Piaget que les théorèmes d'incomplétude de Gödel ont mis en évidence
les limites de la formalisation héritée des métamathématiques hilbertiennes.
Ces théorèmes rendent en e�et nécessaire un � réajustement de la logique �
et conduisent à � dépasser [...] le cadre de la logique bivalente, étant reconnue
son insu�sance à absorber les mathématiques ou même à fournir, lorsque les
structures logiques et mathématiques sont simplement mêlées les unes aux
autres, le critère de la non-contradiction du mixte ainsi formé. �([193], 318)

L'épistémologie des mathématiques permet de comprendre l'existence de
telles limitations. Si l'on se souvient en e�et de la distinction proposée par
Piaget entre les quantités intensives, propres à la logique, et les quantités
extensives, propres aux mathématiques, de telles limites s'éclairent en ef-
fet : � Faut-il s'étonner qu'une telle dé�nition exclusivement intensive de
la non-contradiction ne su�se plus à rendre compte de la cohérence propre
aux systèmes extensifs et numériques ? �. La non-contradiction � classique �
étant ainsi intimement liée selon Piaget à la structure de groupement et à la
quantité intensive, elle ne saurait être adéquate à ce qui la dépasse 12

La solution que propose ainsi Jean Piaget, s'appuyant sur les travaux de
Gustave Juvet 13, est de considérer la non-contradiction logique p ∧ ¬p = ⊥

12. � Dans la mesure où le nombre déborde la classe intensive, dans cette même mesure
ou pour les mêmes raisons le raisonnement par récurrence ne peut que demeurer irréduc-
tible aux compositions opératoires de la logique bivalente des propositions. L'extension
considérable de fécondité que marque le passage du logique au mathématique tient donc
à toute la di�érence qui sépare du simple � groupement � [...] les groupes numériques,
algébriques et géométriques [...].

Or, c'est précisément cette structure fondamentale de groupe qui assure la rigueur du
raisonnement mathématique �([193], 325).
13. tels que L'axiomatique et la théorie des groupes, dans lequel il est montré que c'est

seulement en découvrant le � groupe fondamental � sur lequel repose une théorie que l'on
est certain de la cohérence interne de celle-ci.
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comme � un simple cas particulier du non-contradictoire caractérisant la lo-
gique des opérations réversibles en général �([193], 320), dans la mesure où
les mathématiques � débordent le cadre intensif et relèvent par conséquent
d'un critère plus délicat de non-contradiction. �([193], 321) Il s'agirait ainsi
de dé�nir une � non-contradiction arithmétique �, et après avoir montré que
la non-contradiction logique exprime la réversibilité inhérente à un groupe-
ment, Piaget en conclut que :

� si la non-contradiction en général se ramène à la réversibi-
lité en général, chaque ensemble de groupes enveloppe sa non-
contradiction et comporte son critère spécial de contradiction,
en référence avec l'opération identique du système. De ce point
de vue, la logique des mathématiques se réduit aux structures
mathématiques elles-mêmes. �([193], 321)

En réalité, cette idée d'une non-contradiction mathématique, plus �ne
que la non-contradiction logique, s'enracine dans la � logique � des actions
elles-mêmes, mêmes les plus élémentaires 14.

10.2 Comparaison avec d'autres approches philoso-

phiques

10.2.1 Piaget et la phénoménologie

Dans [193], c'est la voie de la phénoménologie de Husserl qui semble à
Piaget s'opposer le plus clairement au projet d'une épistémologie génétique.
Le point essentiel de l'opposition apparente entre phénoménologie et épisté-
mologie génétique est le suivant :

� La première thèse essentielle de la phénoménologie est celle que
Husserl a développée en ses Logische Untersuchungen : la vérité
est d'ordre normatif et ne relève pas de la simple constatation de
fait. �([193], 29)

Cette distinction phénoménologiquement cruciale entre la norme et le fait
pose à l'épistémologie génétique deux questions : celle des rapports entre la
norme et le fait et celle de la genèse des normes. Piaget résout la première en

14. � Le procédé suivi par la pensée réelle consiste [...] non pas à raisonner sur des
dé�nitions seules, ce qui manque d'intérêt pour elle (la dé�nition n'étant de ce point de
vue qu'une prise de conscience rétrospective, et souvent incomplète), mais à agir et à
opérer, en construisant les concepts selon les possibilités de composition de ces actions
ou opérations. Un concept n'est, en e�et, qu'un schème d'action ou d'opération, et c'est
en exécutant les actions engendrant A et B que l'on constatera si elles sont compatibles
ou non. Loin d'� appliquer un principe �, les actions s'organisent selon des conditions
internes de cohérence, et c'est la structure de cette organisation qui constitue le fait de
pensée réelle correspondant à ce qu'on appelle, sur le plan axiomatique, le � principe de
contradiction �. �([191], 48)
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introduisant la notion de � faits normatifs � 15. Pour ce qui est de la seconde
question, Piaget souligne que

� L'analyse des rapports entre la conscience et l'organisme nous
conduira précisément à reconnaître que, dissociée de ses conco-
mitants physiologiques, la conscience constitue tôt ou tard des
systèmes d'implications dont la nécessité se distingue essentiel-
lement des relations de causalité propres à l'explication des faits
matériels. �([193], 30)

On voit ici apparaître, esquissée, la solution que Piaget proposera à la critique
en � psychologisme � et la réponse à la question de la genèse des normes :
l'enracinement de la nécessité dans les relation entre l'organisme et son mi-
lieu, dont les opérations conscientes sont le développement.

Autre point de tension entre la phénoménologie et l'épistémologie géné-
tique : l'idée phénoménologique d'une connaissance des � intentions � de la
conscience, indépendantes de leur réalisation, et rendues accessibles par la
� réduction � phénoménologique. Or il est possible pour Piaget de conce-
voir une convergence entre la phénoménologie de Husserl et l'épistémologie
génétique :

� l'essentiel de bien des processus génétiques consiste en une
orientation dirigée vers certains états d'équilibre : il n'est donc
pas exclu au préalable que l'� intention � de Husserl puisse trou-
ver quelques con�rmations dans l'étude de ces directions géné-
tiques �.([193], 31)

Cette convergence passe par le rapprochement entre les � structures � husser-
liennes et les états d'équilibre mis en évidence par l'épistémologie génétique :

� le problème des rapports entre le possible et le réel [...] se re-
trouve partout où se pose un problème d'équilibre, l'équilibre
impliquant la considération de l'ensemble des transformations
possibles (tels les � travaux virtuels � du fameux principe mé-
canique) et non pas seulement des conditions réalisées. �([193],
31)

Par sa conception dynamique de l'équilibre, résultant de l'action de transfor-
mations � virtuelles �, Piaget entend ainsi se rapprocher de la notion d'in-
tention propre à la phénoménologie.

� Devenir mental et permanence normative �

Pour Piaget, le problème central est celui du rapport entre le fait psy-
chologique du développement et la norme logique :

15. � la norme aussi est un fait, c'est-à-dire que son caractère normatif se tra-
duit par l'existence, expérimentalement constatable, de certains sentiments d'obligations
ou d'autres états de conscience sui generis : implications senties comme nécessaires,
etc. �([193], 30).
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� trouver une interprétation de la pensée qui ne se heurte pas
à la logique comme à une donnée première et inexplicable, mais
qui respecte le caractère de nécessité formelle propre à la logique
axiomatique tout en conservant à l'intelligence sa nature psycho-
logique essentiellement active et constructive. � ([191], 70)

Ce problème peut être ramené à deux questions : celle du rapport entre l'ac-
tion et la pensée, et celle du rapport entre le possible et le réel. Alors en e�et
que la plupart des théories non-génétiques et quelques théories génétiques,
telles que l'empirisme classique, conçoivent la pensée comme antérieure à
l'action,

� du point de vue de l'analyse génétique, au contraire, l'action
précède la pensée et celle-ci consiste en une composition toujours
plus riche et cohérente des opérations qui prolongent les actions
en les intériorisant. D'un tel point de vue, les normes de vérité
expriment donc d'abord l'e�cacité des actions, individuelles et
socialisées pour traduire ensuite celles des opérations et en�n
seulement la cohérence de la pensée formelle. �([193], 34)

Mais cette question n'est que la surface d'un problème bien plus profond :
celui du rapport entre le possible et le réel. Et c'est la notion d'équilibre
qui joue le rôle de la jonction entre le réel et le possible, et celle de réver-
sibilité, qui assure le passage du devenir physique ou mental à l'intemporel
logique. Un système mécanique est dit en équilibre pour Piaget lorsqu'il y a
une composition entre des mouvements virtuels 16. Mais une telle situation
d'équilibration n'est donc possible que lorsqu'il y a réversibilité croissante
des actions, c'est-à-dire lorsqu'il devient possible de composer des actions
inverses pour dé�nir l'action nulle :

� La réversibilité, qui transforme les actions en opérations, pré-
sente ainsi ce caractère propre à l'intelligence et ignoré de l'action
réelle, de remonter le cours du temps et de s'a�ranchir de celui-ci
pour atteindre l'implication logique pure. �([193], 37)

Il n'y a donc pas lieu, pour Piaget, d'opposer le génétique au logique, les
normes au processus de développement, car tout processus génétique aboutit
à un équilibre qui rejoint le normatif 17.

16. � Parler d'équilibre c'est donc insérer le réel dans un ensemble de transformations,
simplement possibles. Mais, réciproquement, ces possibilités sont elles-mêmes déterminées
par les � liaisons � du système, c'est-à-dire par le réel [...]. L'action aboutira donc à consti-
tuer un état d'équilibre, c'est-à-dire qu'elle engendrera un système de relations stables,
lorsque l'ensemble des opérations virtuelles se compenseront exactement. �([193], 36)
17. La perspective ouverte par Piaget n'est pas la seule pensée possible de l'équilibre.

On pourrait ainsi la distinguer de celle proposée par Hayek dans Droits, Legislations,
Libertés, où les équilibres (les ordres spontanés) sont le produit de normes.
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10.2.2 Piaget et l'épistémologie naturalisée

Le projet d'une épistémologie génétique et l'appui qu'il trouve dans la
psychologie du développement met en lumière le lien entre la logique et les
mathématiques d'une part, la psychologie et la biologie d'autre part. C'est
en e�et à ces dernières qu'il revient, dans le projet même de l'épistémologie
piagétienne, dans son versant psychogénétique, de décrire les sources de la
connaissance logico-mathématique. En ce sens, Piaget procède à une natu-
ralisation de l'épistémologie des mathématiques, au sens dé�ni par Quine :

� the recognition that it is within science itself, and not in some
prior philosophy, that reality is to be identi�ed and described �
([211], 21).

Or une telle position n'est pas sans évoquer le projet de Penelope Maddy
de fonder le réalisme ensembliste dans une épistémologie naturalisée, plus
exactement dans une théorie cognitive de la perception, dans [160]. En e�et,
si les conclusions épistémologiques qui en sont tirées divergent, Maddy et
Piaget partagent une même méthode � et certains travaux de Piaget �gurent
d'ailleurs dans la bibliographie de Maddy. Jean Petitot résume en ces termes
le projet de Maddy :

� Penelope Maddy a elle aussi développé cette idée que la ques-
tion du platonisme est un problème scienti�que (de sciences cog-
nitives) et non pas philosophique. L'une de ses thèses principales
est que les ensembles sont, du moins au départ, c'est-à-dire au
niveau de l'amorçage concret des chaînes causales, des entités
perceptibles, constituant une espèce naturelle et avec lesquelles
nous pouvons entretenir une relation d'� acquaintance �. Tels
qu'elle les décrit, ces ensembles concrets (naïfs et primitifs) sont
des Gestalten perceptuelles localisées sur les agrégats d'objets
qu'elles uni�ent et permettent de dénombrer. Il existe, selon elle,
des � sets detectors � dans notre esprit et par conséquent :

� as in the case of knowledge of physical objects, it
is the presence of the appropriate detector which le-
gitimizes the gap between what is causally interacted
with, and what is known about. �

Bref, ces ensembles concrets qui ne sont pas des entités séparées
indépendantes sont causalement responsables de croyances per-
ceptuelles et celles-ci peuvent par conséquent être acquises par
des sujets. �([189], 154)

Maddy prend pour point de départ l'idée défendue par Gödel d'une in-
tuition mathématique analogue à la perception des objets physiques, et dans
cette perspective, � [she] will argue below that people often perceive sets of
physical objects �([160], 170) et pour ce faire elle s'appuie sur les travaux de
D. Hebb, en particulier The Organization of Behavior : A Neurophysiological
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theory, et notamment sur la structure rétinienne des grenouilles, montrant
des � bug-detectors �. De même, il serait selon elle possible de trouver dans la
structure cérébrale humaine des � set-detectors �, acquis au fur et à mesure
de notre développement cognitif.

Ce rapprochement entre Maddy et Piaget n'est pas une proximité de
thèses philosophiques, mais une proximité de méthodes (ce qui rejoint l'idée
défendue par Piaget d'une neutralité philosophique de la méthode psycho-
génétique) : il s'agit dans les deux cas de ramener la connaissance mathé-
matique à des données scienti�ques, c'est-à-dire une réalité dé�nie par le
discours scienti�que et non philosophique : une naturalisation de l'épisté-
mologie. Ce discours scienti�que est d'abord celui de la psychologie, qui
elle-même est pensée comme le prolongement du rapport entre l'organisme
et son milieu, dans la mesure où les équilibres qui émergent dans le champ
de la connaissance ne sont qu'une forme intériorisée des équilibres entre le
vivant et son milieu.

10.2.3 Piaget et l'intuitionnisme

Les mécanismes de la construction

Mais la question qui se pose est alors de savoir quel est le statut de ces
structures.

Piaget ancre son structuralisme dans une perspective génétique, ce qui le
conduit à élaborer une épistémologie constructiviste. Cette démarche construc-
tiviste l'amène à se rattacher à � son Maître vénéré � Brunschvicg ([201],
225), mais aussi à Bachelard et aux néo-kantiens comme Cassirer, et à s'op-
poser tant à l'empirisme qu'à l'innéisme de Chomsky ou de Konrad Lorentz
(et � non pas de l'apriorisme au sens de l'apriorisme transcendantal kan-
tien � ([201], 227)). Pour Piaget, le principe fondamental du constructivisme
est que :

� La connaissance n'est jamais prédéterminée ni dans les objets,
parce que les objets ne se réduisent pas à des accumulations d'ob-
servables ; l'objet n'est connu qu'à travers des relations, des inter-
prétations, par approximations successives, et nous n'atteignons
jamais l'objet en lui-même, nous nous en approchons indé�ni-
ment, mais sans jamais l'atteindre en lui-même. Et, d'autre part,
la connaissance n'est pas non plus déterminée par des structures
innées ou a priori du sujet � 18.([201], 225)

La critique de l'innéisme de Chomsky est conduite en opposant à l'hérédité
� un autre phénomène, qui est aussi général à toutes les échelles de l'orga-

18. Cette dernière remarque semble entrer en tension avec la perspective d'une épisté-
mologie naturalisée. Cependant, c'est par sa dimension génétique que l'épistémologie de
Piaget résout cette di�culté : tout est est à construire, dans l'organisation cognitive de
l'esprit humain
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nisme [...], c'est le mécanisme de l'auto-régulation 19 . � Cette discussion de
l'empirisme et de l'innéisme permet à Piaget de montrer que

� les structures cognitives, quoique devenant nécessaires, quoique
représentant ce caractère fondamental de l'a priori kantien qu'est
la nécessité, nécessité que je mets au terme et que Kant mettait
au point de départ [...] ne sont pas pour autant innées : elles ne
sont pas pour autant préalables ; elles supposent nécessairement
une construction 20 �.([201], 229).

Un des mécanismes fondamentaux de cette construction est, nous l'avons
vu, l'abstraction ré�échissante, par laquelle � il y a là nécessairement quelque
chose de neuf. En fait c'est ainsi que procèdent quantité d'inventions mathé-
matiques, qui consistent à tirer de travaux antérieurs ce qui servait simple-
ment d'instrument pour en faire la thématisation de théories nouvelles. �
([201], 229)

Constructivisme piagétien et intuitionnisme

Mais quelle relation entretiennent le structuralisme constructif de Piaget
et l'intuitionnisme de Brouwer et Heyting ?

Sur le terrain du nombre, on a pu voir se dessiner un rapprochement entre
Piaget et Brouwer, par l'intermédiaire de Poincaré 21. Le rapprochement avec
Poincaré tient au fait que les deux mathématiciens défendent selon Piaget
une intuition du nombre pur, par opposition au logicisme de Russell. Or pour
Piaget,

19. � N'importe quel organisme suppose un système, non pas seulement de régulation,
mais d'autorégulation, d'autoorganisation [...], mécanisme commun à la vie organique ou
biologique et à la connaissance ou activités cognitives. � ([201], 228)
20. Une remarque s'impose néanmoins : le structuralisme constructiviste de Piaget ne se

présente jamais comme un retour à des éléments qui seraient premiers et fondamentaux :

� Certes les structures humaines ne partent pas de rien et si toute structure est
le résultat d'une genèse, il faut résolument admettre, au vu des faits, qu'une
genèse constitue toujours le passage d'une structure plus simple à une structure
plus complexe, et cela selon une régression sans �n (dans l'état actuel de nos
connaissances). Il y a donc des données de départ à assigner à la construction
des structures logiques, mais elles ne sont ni premières, puisqu'elles marquent
simplement le début de notre analyse faute de pouvoir remonter plus haut, ni
déjà en possession de ce qui sera à la fois tiré d'elles et appuyé sur elles dans la
suite de la construction. Nous désignerons ces données de départ par le terme
global de � coordinations générale des actions � [...]. � ([196], 54)

21. Piaget rappelle en e�et que � pour Brouwer, qui a renouvelé l'intuitionnisme de
Poincaré en l'opposant au formalisme logique dans le détail des raisonnements constructifs
eux-mêmes (négation du principe du tiers-exclus pour les collections in�nies),le caractère
essentiel d'une entité mathématique est, non pas simplement d'être exempte de contradic-
tion (ce qui ne su�t plus, selon cet auteur, à lui assurer l'existence) mais bien de pouvoir
être construite e�ectivement. �([193], 92)
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� Entre la réduction insu�samment opératoire de Russell et l'in-
tuition directe de Poincaré et de Brouwer, il peut exister un ter-
tium. �([193], 92)

Or ce troisième terme, élaboré à partir de ses expérimentations psychogéné-
tiques sur l'enfant, consiste en la synthèse dans le nombre des opérations de
réunion et de sériation, de sorte que � indissociable du � groupement � des
classes et de celui des relations asymétriques, la suite des nombres ne saurait
donc béné�cier du privilège d'une intuition première �.([193], 94)

Mais la critique que Piaget mène de l'intuitionnisme de Brouwer dépasse
la question du nombre :

� Quant à faire avec Brouwer, de la construction opératoire une
réalité dépassant le non-contradictoire de caractère logique, c'est
oublier que, à côté du jeu formel des propositions combinées en
une axiomatique, la logique vivante elle-même requiert déjà ce ca-
ractère opératoire et que la non-contradiction e�ective se fonde
elle-même sur la réversibilité inhérente aux opérations construc-
trices des classes et des relations en même temps que les nombres. �([193],
95)

Il apparaît ainsi que Piaget remet en question les limitations imposées par
l'intuition de Brouwer à la logique, et entend retrouver au c÷ur de la � logique
vivante �, en raison du caractère inséparable des classes, des relations et
nombres, une forme de constructivisme 22 .

Certes, Piaget admet avec Brouwer une di�érence de nature entre les ma-
thématiques et la logique 23 et c'est ce qui a conduit Brouwer selon Piaget
à a�rmer que la logique dépend des mathématiques au lieu de la dominer.
L'intuitionnisme néanmoins ne conteste pas la valeur universelle du prin-
cipe de non-contradiction : il insiste simplement sur les di�cultés de son
application aux collections in�nies, dans la mesure où dans ce cas, il devient
di�cile de donner un sens à la quanti�cation universelle, qui n'est possible
que dans le cas d'une construction bien déterminée, comme justement celle
qui s'appuie sur la suite des entiers 24 . Cela conduit donc nécessairement à

22. En e�et, selon Piaget,

� Résolu à n'admettre que les êtres mathématiques e�ectivement construits,
Brouwer a été conduit à réexaminer la valeur des raisonnements portant
sur les ensembles in�nis et l'utilisation des démonstrations par l'absurde.
Réduisant alors la logique à une simple classi�cation verbale des ensembles
�nis, il a résolument mis en doute l'emploi du tiers exclu dans l'in�ni, en
admettant la possibilité d'un tertium : l'indémontrable, situé entre le vrai,
ou e�ectivement construit, et l'absurde. �([193], 319)

23. � La di�érence entre les mathématiques et la logique tient essentiellement, sur le
plan interpropositionnel, au passage des opérations �nies à celles qui sont généralisables
à l'in�ni � ([192], 374)
24. Brouwer en tirerait ainsi la conclusion suivante :
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� reconnaître l'irréductibilité des constructions opératoires de ca-
ractère mathématique par rapport aux opérations logiques biva-
lentes. [...] Plus précisément, sitôt qu'intervient l'in�ni, l'universel
� tous � perd sa signi�cation logique. De deux choses l'une, alors :
ou il cesse de présenter un sens, ou bien il en acquiert un, mais
exclusivement grâce à une loi de construction : seulement les opé-
rations qui constituent celle-ci débordent en ce cas le champ des
opérations logiques (intensives). �([192], 377)

Et c'est cette seconde direction que va suivre Piaget, a�n de rendre possible
un constructivisme mathématique.

Il va s'agir ainsi de repartir de l'idée de Brouwer selon laquelle � la vraie
logique des mathématiques serait la structure propre au nombre ou aux opé-
rations mathématiques elles-mêmes. �([192], 377) Cela a conduit Heyting
dans un premier temps à proposer une logique formelle intuitionniste, dans
laquelle par exemple on a ⊢ p→ ¬¬p, sans que la réciproque ne soit vraie. A
partir de là, plusieurs mouvements d'idées ont émergé selon Piaget. Ainsi par
exemple, Gonseth, dès 1926, refusant d'admettre avec Brouwer l'inadéqua-
tion générale de la logique classique et du tiers exclu dans le cas de l'in�ni
mathématique, a adopté une position intermédiaire, proposant un principe
du quart exclu conciliant les axiomes de Hilbert et le règle de triple absur-
dité de Brouwer. S'est dégagé également un second courant aboutissant à la
constitution d'une logique sans négation.

Or cette dernière piste révèle des éléments importants de l'épistémologie
intuitionniste, mais également du constructivisme piagétien :

� Le propre de la conception brouwérienne des mathématiques
est l'exigence d'une constructibilité entière [...]. Or, par un para-
doxe qui mérite l'attention, il se trouve que, contrairement à tout
ce que nous avons vu jusqu'ici de l'opération, Brouwer introduit
de l'irréversible en mathématiques mêmes ; de p on peut tirer
¬¬p, mais de ¬¬p on ne peut plus revenir à p, c'est-à-dire que
la double négation ne ramène plus à l'a�rmation. [...] L'irréver-
sibilité brouwérienne ne conduit donc pas à la notion, qui serait
contradictoire, d'opérations irréversibles. Elle exprime seulement
les limites de l'opération logique lorsqu'on ne peut connaître tous
les termes sur lesquels elle porte, faute de construction opéra-
toire : elle est une irréversibilité de fait et non pas de droit.
Cette sorte d'irréversibilité apparente ou provisoire, c'est-à-dire
de fait et non de droit, qui caractérise l'in�ni non construit du

� l'opération numérique déborde la non-contradiction et la non-contradiction
ne su�t pas à épuiser l'existence mathématique : celle-ci est � intuitive �,
selon la terminologie de Brouwer, c'est-à-dire relative à une construction
opératoire e�ective dépassant le cadre des opérations de la logique biva-
lente. �([192], 376)
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brouwérisme con�rme donc, en montrant ce que sont les limites
de l'opératoire, la thèse de la réversibilité de l'opération. �([192],
380-381)

Or dans une logique formelle sans négation, réduite à l'implication et à la
conjonction, il reste possible d'énoncer une forme de non-contradiction, mais
sans passer par l'inversion de la négation : il s'agit en e�et d'introduire la
notion de compatibilité, de sorte que

� La leçon de cette intéressante tentative est donc que, à vouloir
se priver de la négation et de la non-contradiction, on dissocie
simplement cette dernière en ses deux composantes : la complé-
mentarité d'une part, et la réversibilité en général d'autre part,
même si cette dernière demeure incomplète. �([192], 382)

� La non-contradiction logique et la nature du raisonnement ma-

thématique �

C'est dans la perspective structuraliste que Piaget va trouver la solution
à ces di�cultés.

En e�et, si la portée générale du tiers exclu a pu être légitimement mise
en doute par Brouwer, celle du principe de non-contradiction n'a nullement
été contestée, du moins dans le même sens. L'idée centrale de Piaget est donc
la suivante :

� Si toute logique a besoin d'un principe de non-contradiction, il
ne s'ensuit pas qu'il soit le même pour tous les systèmes. �([192],
385)

On retrouve ici, de façon plus précise, ce qui a déjà été énoncé dans la
critique du positivisme logique dans [193] 25. Or cette idée d'une pluralité
de formes de la non-contradiction se trouve pour Piaget con�rmée par les
théorèmes d'incomplétude de Gödel, sous la forme d'une � insaturation �
essentielle des théories � aussi fortes � que l'arithmétique, de telle sorte que
seule la solution proposée par Gentzen en 1936, montrant la nécessité d'une
théorie � plus forte � (l'arithmétique trans�nie) pouvait assurer cette non-
contradiction. Théorèmes de Gödel et preuve de Gentzen articulent ainsi de
façon intime le structuralisme et le constructivisme :

� Le premier intérêt de telles constatations est qu'elles intro-
duisent la notion de la plus ou moins grande force ou faiblesse
des structures en un domaine délimité où elles sont comparables.
La hiérarchie ainsi introduite suggère alors aussitôt une idée de
construction [...].Or, cette idée de construction n'est pas une
simple vue de l'esprit. Le second enseignement fondamental des

25. � Le schéma bivalent du vrai et du faux semble impropre à s'adapter à toutes les
formes de la quantité extensive et que le principe (p ∧ ¬p ≡⊥) n'est peut-être que l'une
des formes particulières de la non-contradiction. �([192], 386)
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découvertes de Gödel est, en e�et, de l'imposer de façon très
directe, puisque, pour achever une théorie dans le sens de la dé-
monstration de sa non-contradiction, il ne su�t plus d'analyser
ses présuppositions mais il devient nécessaire de construire la sui-
vante. [...] L'idée de la structure comme système de transforma-
tions devient ainsi solidaire d'un constructivisme de la formation
continue. �([196], 30-31)

Telle est alors l'interprétation que Piaget propose de ces résultats : d'une
part, � le nombre des opérations possibles de la pensée n'est pas �xé une fois
pour toutes et pourrait bien s'accroître � ([196], 31), et d'autre part,

� les structures arithmétiques pourraient bien constituer des formes
plus riches que les formes logiques et ces dernières ne parvien-
draient alors pas davantage à englober les formes supérieures à
elles que la partie n'est apte à s'intégrer le tout ; en ce cas, la non-
contradiction de l'arithmétique ne saurait être démontrée dans
l'arithmétique, non pas parce que l'arithmétique contiendrait des
propositions ni vraies ni fausses (relativement aux opérations
arithmétiques elles-mêmes), mais parce que la non-contradiction
logique serait d'une espèce trop peu a�née pour s'appliquer adé-
quatement à la non-contradiction mathématique.
[...] Si le principe (p∧¬p ≡⊥) est inattaquable, il n'est pas certain
qu'il épuise le non-contradictoire. Il n'exprime qu'une certaine
forme de cohérence opératoire parce que la signi�cation formelle
de la négation ¬p, par rapport à l'a�rmation p, est relative au
système d'ensemble des propositions envisagées. Si l'on se place
à ce point de vue de structures totales, on peut légitimement,
en e�et, rechercher s'il n'existe pas des degrés dans la cohérence
des systèmes d'opérations et par conséquent des degrés dans la
non-contradiction elle-même. �([192], 388)

On voit ici apparaître clairement en quoi la perspective structuraliste
développée par Piaget est en même temps une réponse aux limitations im-
posées par l'intuitionnisme à la � logique vivante �, et une nouvelle analyse
de la notion de contradiction : la cohérence est d'abord celle d'une structure
opératoire, qui se trouve garantie par l'autorégulation et par le caractère
de totalité propre à toute structure. La distinction entre non-contradiction
mathématique et non-contradiction logique s'appuie sur l'analyse des deux
aspects de la non-contradiction logique, mis en lumière précédemment : la
complémentarité et la réversibilité :

�Deux réalités fondamentales, mais distinctes, interviennent donc
dans la non-contradiction logique. L'une est générale et se trouve
ainsi apte à prendre bien d'autres formes que la non-contradiction
spéci�quement logique : c'est la réversibilité. De ce point de vue,
est contradictoire tout produit non nul d'opérations dont l'une
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est l'inverse de l'autre. La seconde réalité est par contre spéciale
à la logique :les opérations qui interviennent en logique des pro-
positions ne sont relatives qu'à un � groupement �, c'est-à-dire à
un système de simples complémentarités. �([192], 389)

Il devient ainsi possible de caractériser la non-contradiction en général, par
la nullité du produit d'une opération directe et de son inverse :

(Op)1 × (Op)−1 = 0

où 1 et −1 expriment les opérations directes et inverses.
Se dégagent ainsi par là même la parenté entre les inférences mathé-

matiques et les inférences logiques : dans les deux cas, la construction est
rigoureuse dans la mesure où elle est réversible : � la réversibilité constitue
donc le principe rationnel fondamental �([192], 390), réversibilité dont on a
vu, à travers les apports de la psychologie du développement, comment elle
est articulée par Piaget à la notion d'équilibre et d'autorégulation. D'autre
part :

� par-delà les principes trop pauvres de l'identité et de la non-
contradiction intensives ou bivalentes, la mathématique est sans
cesse garantie contre l'incohérence, même sur les points où elle
déborde la cadre logique dans lequel on voudrait l'enfermer. Mais
c'est aussi pourquoi la logique elle-même, si elle veut conserver le
contact avec le dynamisme réel de la pensée, doit reconnaître dans
l'identique et dans le non-contradictoire par complémentarité, les
premières approximations seulement d'un principe régulateur qui
les dépasse et qui est la réversibilité des mécanismes opératoires
en général. Seules, nous l'avons vu, les opérations portant sur
un in�ni non construit peuvent être regardées comme étant sans
retour : mais cette irréversibilité de fait marque alors les limites
de la construction opératoire, par opposition à la construction
rationnelle elle-même, toujours caractérisée par une réversibilité
de droit. �([192], 391).

En d'autres termes, si le structuralisme piagétien est bien un constructi-
visme, c'est au sens où la construction permanente de nouvelles structures,
par abstraction ré�échissante et généralisation constructive, vient garantir la
cohérence de totalités in�nies sans cesse en attente de leur cohérence struc-
turale. On voit ainsi apparaître la nécessité d'une � généalogie des structures
qu'impose la distinction introduite par Gödel entre la plus ou moins grande
� force � ou � faiblesse � des structures ainsi que � les relations indissociables
entre structuralisme et constructivisme. �([196], 13) 26

26. Ainsi par exemple, � la structure de groupe est par conséquent un instrument de
cohérence, qui comporte sa propre logique par son réglage interne ou autorégulation. �
([196], 19)
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10.2.4 Piaget et l'idée de dialectique

L'épistémologie structuraliste de Piaget, appuyée sur le constructivisme,
et faisant donc intervenir de faisant essentielle le mouvement constant d'élar-
gissement des totalités ; ne peut ainsi que faire intervenir la notion de dia-
lectique 27. Mais ce nécessaire caractère dialectique doit être pris chez Piaget
en un sens spéci�que :

� il ne s'agit pas simplement de thèse, d'antithèse et de syn-
thèse ; en fait, il s'agit d'états d'équilibre momentanés qui sont
rompus parce qu'un fait nouveau vient contredire ce que l'on
croyait, ou qu'une nouvelle découverte est faite dans un édi�ce
que l'on croyait complet. Les faits nouveaux créent des déséqui-
libres, ceux-ci créent des rééquilibrations, qui ne sont pas toujours
nécessairement des dépassements [...]. Ces dépassements, ces ré-
équilibrations, ne ramènent pas à l'état initial : ils sont toujours
majorants, c'est-à-dire atteignant un équilibre supérieur à ce qui
était avant. Ce qui était avant devient sous-système d'un système
plus large ultérieur. Ce n'est donc pas la dialectique au sens pré-
cis de Hegel, c'est quelque chose de plus large, que j'appellerai
équilibration. �([201], 226)

Mais quelle est la place du sujet, mathématicien ou non, dans ce struc-
turalisme constructiviste et dialectique ? On a en e�et souvent reproché
au structuralisme d'avoir � tué l'homme �, reproche que Piaget trouve par
exemple dans Les mots et les choses de Foucault. Or, pour Piaget,

� En premier lieu, il convient de distinguer le sujet individuel, qui
n'intervient point ici, et le sujet épistémique ou noyau cognitif
commun à tous les sujets de même niveau. En second lieu, il faut
opposer à la prise de conscience, toujours fragmentaire et souvent
déformante, ce que parvient à faire le sujet en ses activités in-
tellectuelles, dont il connaît le résultat et non pas le mécanisme.
Mais si l'on dissocie ainsi le sujet du � moi � et du � vécu �,
il reste ses opérations, c'est-à-dire ce qu'il tire par abstraction
ré�échissante des coordinations générales de ses actions �([196],
120)

Il s'agit donc �nalement pour Piaget de � restaurer l'esprit dialectique
dans le double sens d'une dialectique de la structure et de la genèse et d'une
dialectique du sujet et de l'objet 28. �([195], 80) Cette idée d'une dialectique

27. � Sur le terrain des sciences elles-mêmes le structuralisme a toujours été solidaire
d'un constructivisme auquel on ne saurait refuser le caractère dialectique avec ses signes
distinctifs de développements historiques, d'opposition des contraires et de � dépasse-
ments �, sans parler de l'idée de totalité commune aux tendances dialectiques autant que
structuralistes. �([196], 102)
28. Piaget voit cette dernière à l'÷uvre déjà chez Brunschvicg � lorsqu'il soutient

[...] qu'aucun système n'est dé�nitif et qu'aucun fondement n'est jamais stable, chaque



10.2. COMPARAISON AVEC D'AUTRES APPROCHES PHILOSOPHIQUES317

historique a pour conséquence une certaine conception de l'objectivité elle-
même :

� la relativité fondamentale de l'objet par rapport à ses inter-
prétations successives n'oblige en rien à douter de son existence
[...] l'objet n'est connu qu'à travers les actions du sujet qui, en
le transformant, parvient à reconstituer à la fois les lois de ces
transformations (comprenant son mode de production) et les in-
variants qu'elles comportent. L'objectivité n'est ainsi obtenue
qu'au terme d'un long processus au lieu d'être donnée au dé-
part comme le voudrait l'empirisme. [...] L'objet constitue la li-
mite (au sens mathématique du terme) d'approximations qui ne
se succèdent par fortuitement mais selon un déroulement plus
ou moins orthogénétique [...] on n'est jamais certain d'en avoir
atteint le terme �nal 29 �([195], 116).

Ainsi si la position constructiviste invite à penser la connaissance comme
liée à une action qui modi�e l'objet, par là-même, remarque Piaget,

� le sujet n'est plus face à l'objet, � et sur un autre plan �, à le
regarder tel qu'il est ou à travers des lunettes structurantes : il
plonge dans l'objet par son organisme, nécessaire à l'action, et
réagit sur l'objet en l'enrichissant des apports de l'action ; c'est-
à-dire que sujet et objet sont désormais situés exactement sur le
même plan [...]. En bref, il n'y a plus en droit de frontière entre
le sujet et l'objet : le sujet se prolonge en ses outils, instruments
ou appareils insérés dans l'objet, de même que sa logique et ses
mathématiques traduisent les structures progressives de la coor-
dination de ses actions, coordination dont les sources remontent
jusqu'aux coordinations nerveuses et organiques. �([195], 1244)

Ainsi pour Piaget � et sur ce point il s'appuie sur la Critique de la Raison
dialectique de Sartre, il ne saurait y avoir de sujet en soi, pas plus que de
conscience stable, permanente et identique à elle-même 30.

construction demeurant relative à une situation particulière et à un moment déterminé de
l'histoire. Mais [...] l'acquis n'est point menacé de disparaître, mais est simplement appelé
à s'intégrer en des constructions plus larges et plus compréhensives. �([195], 115)
29. Ainsi, � un tel devenir ne consiste donc pas en une succession purement contingente,

mais en un processus d'intégration et d'équilibration, donc en une dialectique réelle et
rationnellement vécue �([195], 117).
30. � Le sujet n'est pas donné non plus sous une forme permanente, car il s'élabore en

fonction de instruments matériels ou intériorisés qu'il façonne pour agir sur l'objet [...]. le
sujet non plus n'est pas distribué sur un seul plan, mais on retrouve en lui l'équivalent des
échelles sous la forme de niveaux d'activité s'étendant entre les interactions biologiques,
les interactions nerveuses, les comportements élémentaires, etc. jusqu'aux formes supé-
rieures de la pensée abstraites. Or, chacun de ces niveaux est relatif à un certain mode
d'interdépendance avec l'objet, depuis le milieu organique jusqu'à l'� objet quelconque �
sur lequel portent les structures logico-mathématiques. �([195], 1261)
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On pourrait ici objecter à Piaget que la notion de structure, d'action, de
schème d'action, d'abstraction ré�échissante, etc,. sont des absolus � qui sont
utilisés à tous les stades de développement. Cependant Piaget montre que la
psychologie du développement elle-même est prise dans un mouvement dia-
lectique : l'épistémologue appartient ainsi toujours à un certain moment de
l'histoire des sciences, qu'il étudie mais également sur lequel il prend appui.
Ses outils conceptuels doivent être également analysés dans le mouvement
dialectique général, pour dégager ce que Piaget nomme des � vections � de
la connaissance humaine, objets de l'� épistémologie généralisée �.

Ainsi, il n'y aurait donc pas de sujet en soi, mais l'émergence d'un su-
jet mathématicien, naissant de son activité mathématique même, face aux
� êtres � mathématiques. Pas de sujet antérieur aux mathématiques qu'il
construit, mais un sujet qui naît comme mathématicien en acte. L'épistémo-
logie de Piaget n'est donc en rien un idéalisme ou une philosophie du sujet :
l'idée de dialectique impose au contraire une émergence conjointe du sujet
mathématicien et de l'objet mathématique, à partir d'une certain niveau
d'activité abstraite. Pour Emmanuel Barot, en adoptant le point de vue de
cette épistémologie généralisée, on voit ainsi apparaître

� une � raison pratiquement constituante � (Sartre), la praxis ma-
thématicienne. Celle-ci s'objective, s'aliène, sous forme de � rai-
son constituée � en aboutissant à l'indépendance, à la �xation et
à la codi�cation explicites de son activité. Cette � raison consti-
tuée � est l'ensemble des objets maniables, des théorèmes que l'on
s'approprie, dans le cadre de textes théoriques, désubjectivés au
terme de l'activité. Ce processus est réactivé par chaque individu
lors de son apprentissage personnel. �([13], 44)

Pour ce qui est de la dialectique de la structure et de la genèse, parallèle
à la précédente, Piaget l'explicite ainsi :

� point de genèse sans structures, car toute genèse consiste en la
transformation progressive d'une structure antérieure sous l'in-
�uence de situations nouvelles, et toute genèse aboutit à la construc-
tion d'une nouvelle structure [...]. Réciproquement, toute struc-
ture comporte la possibilité de nouvelles genèses, puisqu'il n'y
a pas de structure dé�nitive marquant l'achèvement de toute
construction ; et ceci déjà du point de vue de la validité elle-
même, puisque nous avons vu en quoi la perspective gödelienne
impose une indé�nie ouverture vers le haut. Et toute structure
résulte d'une genèse antérieure, comme en témoigne l'impossibi-
lité d'atteindre un a priori véritable ou un fondement premier en
un sens absolu 31. �([195], 131)

31. � Chaque conquête nouvelle, comme la théorie des ensembles, la topologie, l'algèbre
générale, etc., conduit à des remaniements et à des refontes complètes, et non pas seule-
ment à des additions linéaires comme on pourrait s'y attendre si l'on voulait réduire les
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Le mouvement dialectique apparaît donc au c÷ur du devenir mathéma-
tique selon Piaget. En ce sens, Piaget o�re bien une réponse dialectique à
la question que dégage Emmanuel Barot : � comment une science consti-
tuée historiquement et en devenir peut-elle être le dépositaire de vérités
non-historiques ? �([12], 80) Barot distingue ainsi trois conceptions de l'épis-
témologie dialectique :

� � faibles : la dialectique est subjective, ré�exive, façon com-
mode, didactique d'organiser des données extérieures mul-
tiples ;

� intermédiaires : la pensée humaine procède dialectiquement,
c'est-à-dire qu'il y a objectivité, réalité en soi de la dialectique
dans nos processus du pensée ;

� fortes : la dialectique est la loi de l'être et du savoir que l'on
prend de l'être. �([12], 83)

Pour Barot, Piaget appartient au deuxième niveau, intermédiaire :

� la version moyenne fait de la dialectique le mode de fonctionne-
ment propre de la pensée humaine : il y a réalité objective et ca-
ractéristique de la dialectique subjective, c'est-à-dire que la pensée
mathématique en acte procède en soi dialectiquement. [...] Elle
est celle de la pensée humaine dans son intériorité : cette pensée
est déterminée par des processus de structurations, c'est-à-dire
de transformations déterminées par des structures que celles-là
transforment, etc. et en particulier dans la formation de la pen-
sée mathématique : Piaget défend de façon exemplaire cette ver-
sion. �([12], 84)

Dans cette compréhension � intermédiaire � de la dialectique mathéma-
tique, Barot retrouve avec Piaget, Bachelard, Gonseth, mais surtout Cavaillès
et l'idée de � l'expérience mathématique � et de l'indépendance des concepts,
inscrits néanmoins dans une dialectique comprise comme � mouvement de
pensée e�ectif � ([12], 84), alors que Lautman défendrait une conception
forte de l'épistémologie dialectique 32 .

Barot décrit donc ainsi la dialectique proprement mathématique :

constructions logico-mathématiques à de simples déductions généralisatrices ou au seul
a�nement du � langage �. �([195], 1264)
32. Ce mouvement dialectique, de façon générale, conduit nécessairement selon Barot à

un � construction dialectique de l'objectivité �, qu'il trouve également à l'÷uvre dans la
Critique de la raison dialectique sartrienne :

� on peut directement relier la méthodologie néosartrienne [...] à l'e�ort
consacré par Piaget à l'étude du développement des structures opératoires
non conscientes du sujet épistémique (type de tout sujet individuel sans
être une hypostase conceptuelle � transcendantale), dont d'une part la lo-
gique est censée fournir l'axiomatisation ; et d'autre part, à celle des séries
d'abstraction ré�échissantes qui en sont issues. Les objets mathématiques
sont dépendants de ces structures opératoires, qui sont le fruit d'une genèse
elle-même investissant et supposant des structures stabilisées plus anciennes.
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� dans et par ce jeu dans cette dynamique de l'objectivité construite
qui advient dans son indépendance sur la base d'un recouvrement
entre la preuve, le calcul qui la réalise, et l'activité e�ective qui
e�ectue celui-ci, nous voyons une dialectique e�ective et tech-
niquement attestée de la construction mathématique, celle de
la dualité créatrice entre immanence des corrélats aux actes et
transcendance de leur validité, dans le double statut transcendant
(au terme d'une construction réussie) et immanent (rôle d'élé-
ment dans une construction ultérieure) des objets déjà construits,
dans la temporalité de leur présentation et l'atemporalité de leur
usage possible. �([12], 91)

Dans [13], Barot présente cette dialectique à l'÷uvre dans la connais-
sance mathématique comme une � genèse du sens �([13], 33), permettant de
� faire � dériver � progressivement l'existence du niveau sémantique, rela-
tivement autonome, de la pensée, à partir des mécanismes physiologiques
que les sciences étudient, pour montrer ensuite que l'aboutissement de cette
genèse, l'existence du sens et des idéalités mathématiques, peut être étudiée
indépendamment de cette genèse �([13], 35), en entendant � par idéalité un
type général d'objet transcendant ses occurrences particulières, et possédant
une réalité non spatio-temporelle. �([13], 36)

Barot montre ainsi que, grâce à la dialectique héritée de Piaget, � les pro-
ductions objectives (indépendantes de l'expérience subjective) de la pensée,
symboliquement codi�ées, dérivent, � émergent �, d'actes cognitifs biologi-
quement déterminés, mais ne peuvent ni être éliminés, ni être réduits au
pro�t de ces derniers �([13], 41)

La dialectique piagétienne permet ainsi à Barot de défendre � la thèse
d'un réalisme intentionnel, c'est-à-dire d'une existence idéale des contenus
sémantiques irréductibles au niveau neuro-physiologique 33 �.

[...]Les théories mathématiques sont donc, pour partie au moins dans cette
perspective, génétiquement réellement dépendantes de structures opératoires
plus élémentaires et partagées que l'on ne maîtrise pas (celles-ci sont dé-
terminées naturellement), mais, à leur niveau d'objectivité propre, en sont
formellement indépendantes quant à leur validité et leurs propriétés. �([12],
89)

33. Dans la mesure où

� les contenus sémantiques relèvent d'une genèse à partir du non-sémantique.
Mais leur existence étant vécue et éprouvée au travers de l'intentionnalité
de la représentation, cette existence, intersubjectivement idéale, n'est plus
réductible au fonctionnement des niveaux non-sémantiques : la réalité indé-

pendante du niveau sémantique n'est plus récusable. D'où le réalisme inten-
tionnel : cette dialectique du nominalisme [...] et du réalisme intentionnels
trouve certains arguments dans les travaux de Piaget �([13], 59)

Toutefois, Il n'est pas si clair que Piaget ait souscrit à cette option réaliste, dans la mesure
où il insiste bien plutôt sur la dimension a priori des structures de la connaissance.
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10.2.5 Piaget et la philosophie transcendantale

Il y a une proximité manifeste entre l'épistémologie génétique de Piaget
et l'approche transcendantale kantienne. En témoigne par exemple l'idée
défendue par Piaget selon laquelle � [l'intelligence] ne se borne pas, en e�et,
à opérer sur les objets, pour les réunir en classe, les sérier ou les dénombrer.
Son action porte également sur la construction de l'objet comme tel, et [...]
cette ÷uvre est même amorcée dès l'intelligence sensori-motrice �([191], 68)
dans la mesure où ,� préparée par la continuation des mouvements usuels,
la conservation de l'objet est le produit de la coordination des schèmes, en
quoi consiste l'intelligence sensori-motrice. [...] L'objet est donc construit par
l'intelligence elle-même, dont il constitue le premier invariant �([191], 152),
ce qui n'est pas sans évoquer le travail de synthèse uni�catrice de l'objet 34

dans la Critique de la Raison Pure.
On peut penser également à l'explication que donne Piaget de l'applica-

bilité des nombres complexes à la physique 35.
On voit ici en quoi les structures opératoires apparaissent comme les

conditions de possibilité de la connaissance du réel en général et toute confron-
tation avec le réel semble conditionnée par ces structures 36, de telle sorte que,
pour Piaget,

� il n'existe pas d'expérience pure, indépendante de tout sujet
[...] mais le donné expérimental est dès le départ [...] assimilé à
des structures �([195], 585)

Ainsi Piaget considère lui-même que l'épistémologie génétique le conduit
à une forme d'apriorisme :

� en rattachant les structures logico-mathématiques aux formes
de la coordination générale des actions, nous faisons par cela-

34. � L'objet n'est pas autre chose que l'invariant dû à la composition réversible du
groupe � de sorte que � l'objet et le groupe des déplacements sont donc indissociables,
l'un constituant l'aspect statique et l'autre l'aspect dynamique de la même réalité �([191],
153)
35. � Dire que la rencontre entre le réel et les nombres imaginaires, rencontre se pro-

duisant bien après la construction de ceux-ci, est de la même nature que la convergence
immédiate des nombres entiers positifs avec les réalités élémentaires, parce que toutes deux
tiennent à l'accord entre la coordination d'ensemble des opérations et les transformations
physiques fondamentales, c'est simplement supposer que les structures de composition ré-
versible atteintes par les groupements et les groupes d'opérations expriment à la fois les
lois les plus générales de la coordination des actions du sujet et les interactions les plus
directes entre le sujet et le réel. Tant cette coordination que ces interactions, tout en se
di�érenciant au cours de l'expérience, sont alors à concevoir comme ne dérivant pas de

l'expérience extérieure, parce qu'étant seules à la rendre possible, mais comme émanant
des conditions mêmes de l'organisation psycho-biologique �([191], 125)
36. � La première phase, qui est celle de l'établissement des faits, n'est déjà elle-même

nullement indépendante d'une mathématisation [...]. La raison en est qu'il est impossible
de constater ou d'enregistrer un fait, si élémentaire soit-il, sans un cadre de référence
logico-mathématique, si élémentaire soit-il, lui aussi [...]. Dès la perception elle-même, de
telles structures (géométriques ou autres) interviennent nécessairement �([195], 583)
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même appel à une sorte d'a priori fonctionnel qui conditionne
chaque action et opération particulières. [...]

La lacune fondamentale de l'apriorisme classique est son carac-
tère statique, dû lui-même à son exigence illusoire de transcen-
dantalisme ou commencement absolu. Il importe donc tout à la
fois de relativiser l'a priori et de l'assouplir sous la forme d'une
construction progressive.

Le relativiser parce que les frontières entre l'expérience et ses
conditions préalables ou entre la libre construction et ses cadres
nécessaires sont essentiellement relatives aux sujets considérés se-
lon les étapes de leur développement historique ou génétique. �([195],
593)

� Relativiser l'a priori � : cette idée est reprise par Michel Bitbol dans
[24] sous la forme d'un � arrière-plan transcendantal historicisé et relati-
visé �([24], 266), enraciné dans la dynamique de l'action. Bitbol souligne en
e�et que,

� Comme le remarque Jean Piaget, il est dès lors � [...] impossible
de savoir d'avance si [ces formes] appartiennent au sujet, à l'objet,
à tous les deux ou à leur relation seule �. Les formes a priori, si
ce sont celles de l'action, surgissent d'un processus d'interface
qui ne se réduit ni à la préformation de la face sujet, ni à la pré-
structuration de la face objet de la connaissance, puisque ni l'une
ni l'autre de ces faces ne lui préexistent entièrement �([24], 267),

de telle sorte que

� Sans récuser le dispositif kantien des formes a priori, Piaget lui
impose un devenir formateur au cours d'une ontogenèse sensori-
motrice puis cognitive se déroulant le long de la temporalité de
l'enfance, étape après étape des coordinations de l'activité d'ex-
ploration de l'environnement �([24], 295)

Piaget résume ainsi sa compréhension de la connaissance mathématique :

� En un mot, la réalité des mathématiques est celle de leur construc-
tion, et si celle-ci est solidaire des caractères les plus généraux de
l'organisation vivante [...] la dialectique interne qui anime cette
construction constitue une substructure d'une résistance qui n'a
rien à envier à celles du platonisme ou de l'apriorisme tout en
témoignant d'un dynamisme beaucoup plus proche du chemine-
ment e�ectif de ce type fondamental de connaissance. �([195],
596)
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