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Résumé

Ce travail a pour objet I’étude des systemes dynamiques quantiques dont la
limite classique est chaotique, et en particulier de leurs états liés. Nous nous re-
streignons a des systemes unidimensionnels. Les états quantiques sont représentés
par des densités de probabilité dans 1’espace des phases (densités de Husimi), afin
de les comparer, dans la limite semi-classique, aux mesures invariantes classiques.
De fagon duale, tout état quantique peut étre reconstruit a partir de la constel-
lation formée par les zéros de sa densité de Husimi.

Nous amorcons 1’étude par un systeme hamiltonien intégrable présentant un
point fixe instable. Une approximation WKB uniforme pres de I’énergie critique
fournit une description semi-classique précise des états propres : tandis que leurs
densités de Husimi se concentrent sur la séparatrice, les constellations de zéros
s’alignent le long de lignes d’anti-Stokes, également de nature classique.

Nous considérons ensuite des transformations canoniques hyperboliques sur
un espace des phases compact (le tore), qui sont tres chaotiques, et qu’on sait
quantifier : ce sont les applications du chat d’Arnold et du boulanger. Le ca-
ractere arithmétique des premieres permet de construire des familles d’états tres
particuliers, appelés états cristallins en raison de la forme de leurs constellations.

Plus généralement, nous montrons que les états propres de ces systemes sont
bien modélisés, en moyenne, par des états aléatoires gaussiens : leurs densités de
Husimi, ainsi que leurs constellations, sont semi-classiquement équidistibuées sur
le tore, mais présentent néanmoins des fluctuations quantiques universelles. A
I'opposé, il semble que les caractéristiques spécifiques a un état propre individuel
(par exemple une cicatrice sur un point périodique classique) soient codées de
facon robuste par les premiers coefficients de Fourier de sa constellation.






Abstract

The aim of this work is to study classically chaotic quantum systems. We
restrict ourselves to one-dimensional dynamics, and pay a particular attention to
eigenstates, using both analytical and numerical methods. Quantum states are
represented using phase space probability densities (Husimi densities), so that
they can be easily compared to classically invariant measures, in the semiclas-
sical limit. On the other hand, a quantum state can be built directly from the
knowledge of its constellation, i.e. the set of zeros of its Husimi density.

We first study an integrable Hamiltonian system with a fixed unstable point.
A precise description of Husimi densities of eigenstates near the critical energy
is provided by uniform WKB approximations. While densities concentrate ex-
ponentially around the separatrix, zeros are distributed along classically defined
(anti-Stokes) lines.

We then study area-preserving maps on the torus, in particular Arnold’s ‘cat’
maps and the baker’s map, which are both proven to be fully chaotic and for which
we know a consistent quantization procedure. Due to arithmetical properties
of cat maps, we can build families of very ergodic eigenstates, for which the
constellations form crystals on the torus.

More generally, we show that eigenstates of these quantum maps have, on
average, similar properties to Gaussian random states : their Husimi densities and
constellations are grossly equidistributed over the whole torus in the semiclassical
limit, and their fluctuations around the ergodic measure are universal. On the
other hand, we argue that the specific features of an individual eigenstate (e.g. a
scar above a periodic point) can be robustly extracted from the first few Fourier
coefficients of its constellation.
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Introduction générale

[’objet principal de cette these est I'étude de transformations quantiques
classiquement chaotiques sur le tore bidimensionnel. Avant de rentrer dans les
détails, tachons tout d’abord d’éclairer le lecteur sur la pertinence (relative) de
ce genre de modele en physique (afin de justifier en partie la mention ‘physique
théorique’ sur la page de garde).

Les transformations canoniques a temps discret interviennent dans 1’étude
des systemes dynamiques classiques, c’est-a-dire 1’évolution dans le temps d’un
point sur un espace des phases, régie par des équations de mouvement; pour
un systeme réaliste, 'espace des phases est généralement a 6n dimensions, ou
n est le nombre de particules physiques qui se déplacent, et les équations de
mouvement sont des équations différentielles par rapport au temps (par exemple,
des équations de Hamilton). Cependant, un tel systeme est généralement trop
complexe pour étre analysé aisément. On est juste capable d’en décrire certaines
caractéristiques plus ou moins génériques, selon la nature des équations de mou-
vement. Il est alors commode de modéliser certaines de ces caractéristiques en
utilisant des systemes dynamiques ‘jouets’, généralement de plus basse dimensio-
nalité, et qui peuvent étre a temps discret : ces systemes dynamiques ‘jouets’, qui
sont censés isoler une caractéristique précise du ‘gros’ systeme de départ, ne sont
plus donnés par des équations différentielles, mais par des applications canoniques
de I’espace des phases sur lui-méme. Par exemple, les deux applications sur le tore
que nous nous proposons d’étudier (dites respectivement ‘du chat’ et ‘du boulan-
ger’) ont été introduites par les mathématiciens comme des archétypes possédant
deux propriétés caractéristiques du chaos classique : la propriété d’Anosov, et la
dynamique symbolique [8]. Les raisons principales d’utiliser un espace des phases
torique sont d’une part son caractere bidimensionnel (donc de dimension mini-
male), d’autre part sa compacité, qui force les points a revenir au voisinage de
leur position initiale.

Le concept de chaos dynamique est apparu en étudiant des systemes de
planetes (en nombre n > 3) en interaction gravitationnelle, pour lesquels la
mécanique classique s’applique a merveille. Si on remplace celles-ci par des électrons
et des noyaux atomiques en interaction coulombienne (également en 1/r?), la
taille du systeme impose d’utiliser le formalisme quantique. On se retrouve donc
face au probleme de quantification (c’est-a-dire , déterminer le spectre et les



états propres) d’un systeme classiquement non intégrable, défini dans ’espace
de Hilbert L*(R*"). Pour analyser ce systéme quantique, on va court-circuiter le
processus de quantification, c’est-a-dire qu’on va quantifier directement les trans-
formations a temps discret, étudier leurs propriétés, et croiser les doigts pour que
ces propriétés soient aussi génériques qu’au niveau classique. Pour les applica-
tions sur le tore que nous considérons, on sait définir de facon assez naturelle
les espaces de Hilbert (section 3.1), ainsi que les propagateurs quantiques corres-
pondant a ces applications (section 3.3.2). De plus, ces propagateurs sont assez
simples pour qu’on puisse les étudier (analytiquement et numériquement) beau-
coup plus en détail que les dynamiques quantiques réalistes. Enfin, on espere
qu’ils ne capturent, comme au niveau classique, que la substantifique moelle du
chaos quantique (si tant est qu’elle existe), qui est dissimulée sous des couches de
détails non pertinents —impertinents— dans le systeme réaliste.

Incidemment, outre le caractere ‘archétypique’ de ces transformations quan-
tiques sur le tore, la réalité rejoint presque la fiction, puisqu’on dispose de-
puis peu de temps de systemes expérimentaux dont la description revient a
une dynamique quantique bidimensionnelle de contrepartie classique chaotique.
Je pense a certains systemes de physique du solide, communément regroupés
sous le terme de ‘systemes mésoscopiques’ : il s’agit généralement de composés
électroniques de faible taille (< au micron) fabriqués par épitaxie, dans lesquels
les électrons sont piégés dans des plans, voire sur une droite ou pres d’un point.
On peut alors étudier les propriétés de transport électronique a travers des ca-
vités dont on fixe la forme, la taille, etc.. En particulier, on obtient une réalisation
expérimentale (parmi d’autres) de billards quantiques bidimensionnels, qui sont
eux aussi des archétypes de systemes classiquement chaotiques. Si on impose
un champ magnétique intense perpendiculairement au plan des électrons, qu’on
suppose également soumis a un potentiel bipériodique, on retrouve en fait une
mécanique quantique sur le 2-tore, similaire a celle que nous nous proposons
d’étudier (cf. section 3.2.1). Des applications quantiques similaires ont en fait été
utilisées pour tenter de comprendre les transitions entre plateaux de conductivité
dans les systemes présentant un effet Hall quantifié [65, 9, 58].

Apres ces quelques tentatives de justifications physiques, nous décrivons plus
en détail le contenu de ce travail. Outre les applications quantiques sur le tore,
nous nous sommes également intéressés a une dynamique hamiltonienne dans
le plan R? : plus précisément, nous avons étudié les états propres (de diffu-
sion) de I'hamiltonien purement hyperbolique Hpyper = ¢gp. Par moments, nous
évoquerons aussi certaines applications classiquement chaotiques définies sur la
spheére §%, mais nous n’avons pas approfondi leur étude ici. Tous ces systémes dy-
namiques seront tout d’abord définis classiquement, puis quantifiés sur les espaces
de Hilbert adéquats (pour le tore et la sphere, ces espaces sont de dimension finie
inversement proportionnelle a la constante de Planck). Nous nous sommes at-
tachés particulierement a 1’étude des états propres des différents systemes, plutot
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qu’a leurs spectres. D’autre part, nous avons choisi de représenter ces états par

des fonctions définies dans 'espace des phases, en utilisant un formalisme d’états

cohérents indexés par une variable de position complexe z = q\;%p : la fonction

représentant I’état quantique (dite fonction de Bargmann) sera ainsi une fonction
analytique en la variable z, a partir de laquelle on peut définir une densité positive
ou nulle sur I’espace des phases (densité de Husimi). C’est par le biais de cette
densité (d’origine quantique) qu’on voudrait faire le lien avec la dynamique clas-
sique. Généralement on cherche a identifier les caractéristiques macroscopiques de
ces densités, pour les comparer aux mesures classiquement invariantes sur I’espace
des phases, dans la limite ou la constante de Planck tend vers zéro : les densités
de Husimi se concentrent effectivement de facon uniforme sur les régions classi-
quement autorisées, c’est-a-dire, dans le cas hamiltonien, les surfaces d’énergie;
dans le cas des applications chaotiques sur T2, le tore tout entier. Nous avons
cherché a préciser cette correspondance entre grandes structures quantiques et
classiques, mais surtout a étudier les caractéristiques ‘microscopiques’ des den-
sités de Husimi, plus exactement les points de ’espace des phases ou ces densités
s’annulent ; il se trouve en effet que les propriétés analytiques de ces densités per-
mettent de les reconstruire sans ambiguité a partir de ’ensemble de leurs zéros
(et de deux coefficients supplémentaires, dans le cas du plan) : on obtient ainsi
la représentation stellaire des états purs quantiques. Un de nos objectifs a été de
mieux caractériser semi-classiquement ces constellations de zéros, dans les cas ou
ils représentent des états propres. On a utilisé a cet effet des outils habituels de
mécanique statistique décrivant un ensemble de particules a I’équilibre, comme la
densité moyenne de particules, la fonction de corrélation a deux particules, etc..

[’étude de I'hamiltonien hyperbolique permet de mettre en évidence ces as-
pects complémentaires des densités de Husimi dans le cas d’une dynamique
intégrable : pour les énergies régulieres, on peut appliquer le formalisme WKB di-
rectement en représentation de Bargmann. Grace a la simplicité de I’hamiltonien,
ce formalisme a pu étre étendu a 1’énergie critique d’un point fixe hyperbolique :
on obtient ainsi une approximation uniforme des fonctions de Bargmann et de
Husimi autour de cette énergie. L’intérét pour la dynamique de [:[hyperb vient
aussi du fait que I'hyperbolicité est un ingrédient indispensable au chaos : les
points fixes des applications du chat et du boulanger sont tous instables, a 'ins-
tar de l'origine pour Hpyperp- Il est donc possible que certaines caractéristiques des
états propres de cet hamiltonien soient aussi présentes dans ceux des applications
quantiques chaotiques, au moins localement dans ’espace des phases.

Pour tenter de répondre a cette question, nous avons donc entrepris une étude
a la fois dynamique, statistique et numérique des états propres de ces applica-
tions quantiques, dans la limite semi-classique. Les résultats dynamiques sont as-
sez fragmentaires, comparés a la précision apportée par les approximations WKB
dans le cas intégrable. Ils consistent en une propriété d’équidistribution semi-
classique des densités de Husimi sur le tore (propriété de Schnirelman); nous
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avons pu en déduire rigoureusement une propriété analogue pour les constella-
tions des états propres, qui a également débouché sur des propriétés universelles
de la phase des fonctions de Bargmann (leur module étant donné par la den-
sité de Husimi) ; cette équidistribution des constellations n’est pas spécifique au
tore, mais est également montrée pour d’autres géométries bidimensionnelles.
Une caractérisation plus précise des constellations (ou d’autres aspects des fonc-
tions de Husimi) n’est actuellement possible que par une approche statistique
des états propres, c’est-a-dire en les identifiant a des états aléatoires dans 1’es-
pace de Hilbert. On peut en effet cerner plus précisément les corrélations entre
les zéros, ainsi que les facteurs de forme des constellations, pour ces ensembles
d’états aléatoires sur le tore. Ces prédictions ont ensuite été comparées aux états
propres chaotiques obtenus numériquement : en regle générale, I'accord est tres
bon lorsqu’on prend la moyenne sur tous les états propres. En ce qui concerne
les états individuels, les résultats statistiques constituent un ‘bruit de fond’, a
partir duquel il semble possible (sans qu’on sache encore le faire explicitement)
d’extraire les caractéristiques spécifiques au systeme et a 1’état propre considérés,
comme par exemple les cicatrices de points périodiques sur certaines densités de
Husimi. Nous n’avons pas cherché a expliquer semi-classiquement les raisons de
cette correspondance entre états propres et états aléatoires, ni 'apparition des
cicatrices (on dispose de résultats partiels a ce propos). On s’est plutot attaché a
tenter de décrire quantitativement cette correspondance, en utilisant ces applica-
tions quantiques du tore. Enfin, la question posée plus haut, sur la pertinence des
fonctions propres de [:[hyperb pour décrire un état propre chaotique au voisinage
d’un point fixe instable n’a pas trouvé, a ’heure actuelle, de réponse définitive.

Plan de la theése

La majeure partie des résultats présentés dans cette these ont été (ou au
moins ont I"ambition d’étre) publiés dans trois articles, présentés en appendice
[1, 2, 3]. Nous avons tenté un compromis entre le simple agrafage de ces articles
(rédigés en anglais), et une traduction complete et exhaustive. Nous avons choisi
de reproduire ici les résultats les plus caractéristiques, en omettant souvent le
détail des calculs ou des preuves. Inversement, nous avons parfois rajouté une
section décrivant un procédé de calcul que I’article correspondant tenait pour
acquis (c’est le cas par exemple des fonctions de corrélations entre zéros dans les
modeles statistiques : nous présentons ici la méthode due a Hannay [66]). Nous
espérons que le lecteur n’aura pas trop a patir de ce compromis.

Nous nous sommes tout d’abord efforcé de présenter le contexte dans lequel
apparaissent les problématiques étudiées dans la these, pour qu’elles ne semblent
pas brutalement parachutées.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les bases de la théorie des systemes
dynamiques classiques : celle-ci relie les propriétés de stabilité locale des trajec-
toires aux propriétés plus globales des mesures invariantes, en particulier I'ergo-
dicité. Nous y exposons également la réduction d’'une dynamique continue en une
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dynamique a temps discret, définie sur un espace de dimension plus basse : ce
procédé nous encourage donc a étudier les applications chaotiques, plutot que
des flots hamiltoniens de dimension supérieure. Nous nous penchons rapidement
sur les problemes posés par 'obtention du propagateur quantique a partir d’une
transformation canonique a temps discret.

La suite du chapitre est consacrée a la définition de ’expression ‘chaos quan-
tique’ : en gros, il s’agit d’identifier sur les données quantiques (spectre, états
propres), la nature chaotique de la dynamique classique. Nous établissons également
un court inventaire des systemes physiques dans lesquels le caractere chaotique
de la dynamique classique a des effets importants sur les quantités mesurées
expérimentalement. On voit s’y profiler déja un ‘pont’ entre systeme chaotique
et systeme désordonné, ou aléatoire.

Le second chapitre présente le formalisme des représentations de Bargmann-—
Husimi ainsi que la représentation stellaire pour des fonctions d’onde sur la
droite réelle. Ces représentations sont ensuite utilisées pour analyser les fonctions
propres de diffusion de 1’hamiltonien ]:]hyperb, qui sert a modéliser localement
un point fixe instable. Nous résumons ici les résultats de [1], mais décrivons en
détail les méthodes asymptotiques utilisées pour obtenir de bonnes approxima-
tions des états propres de cet hamiltonien, dans ces diverses représentations : on
aura donc un apercu de la différence profonde entre ces méthodes et celles que
nous développerons pour décrire les états chaotiques. Outre son intérét propre
sur le plan des approximations uniformes dans la méthode WKB, ce chapitre
sert en quelque sorte de ‘boutoir’ contre lequel va s’appuyer I’étude de ces états
chaotiques.

Le troisieme chapitre contient une large fraction cinématique, dont on va se
servir dans la suite. Nous y définissons la mécanique quantique sur un espace des
phases compact, le tore T? = R?/Z? ainsi que les représentations de Bargmann—
Husimi—stellaire sur cet espace. Nous y avons inclus quelques résultats originaux,
mais l’essentiel du formalisme est standard. Nous introduisons ensuite les deux
transformations du tore dont nous allons étudier la version quantifiée : il s’agit
des transformations du chat d’Arnold, et de la transformation du boulanger. Ces
transformations satisfont toutes les propriétés chaotiques recensées dans le pre-
mier chapitre. Nous expliquons comment quantifier ces transformations, puis nous
nous attachons plus particulierement a celle du chat. En effet, le caractere linéaire
de la transformation classique permet de définir naturellement des familles (non
completes) d’états propres dont les zéros forment des constellations particulieres,
plus exactement ces constellations présentent des périodicités non triviales sur le
tore : les états propres sont ainsi qualifiés de cristallins. La construction de ces
états propres est faite en détail dans [2]. Comme elle est assez technique, nous
n’en reproduisons ici qu’'un embryon, qui nous servira ensuite : nous montrons
comment construire des états propres, dont la constellation forme un sous-réseau
du tore, invariant par la dynamique classique.

Ces états propres sur réseau forment une portion infime parmi les états propres
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du chat, et ils n’existent que pour ces applications-la, aux propriétés arithmétiques
tres particulieres. Le dernier chapitre relate au contraire la description de tous les
états propres des deux applications étudiées, avec I’ambition de pouvoir généraliser
les résultats a n‘importe quelle application classiquement chaotique. Ce chapitre
reprend en gros [3], en lui adjoignant un petit commentaire sur le théoreme de
Schnirelman. Nous voulons en effet, dans ce chapitre, caractériser les fonctions de
Husimi des états propres, plus précisément que ne le fait ce théoreme. Pour cela,
nous mesurons leurs fluctuations par rapport a la densité ergodique, en utilisant
une panoplie de ‘normes’ plus ou moins standard. Nous utilisons également un
arsenal d’états de référence tres localisés, ou au contraire uniformément répartis
sur le tore, et qu’on sait décrire de facon précise dans les diverses représentations.
Parmi eux, on attachera un intérét particulier a 1’“état aléatoire” ; en effet, nous
observons que les différentes ‘normes’ des fluctuations prennent pour les états
chaotiques des valeurs proches de leurs moyennes sur les ensembles de vecteurs
aléatoires. Cette analogie entre états chaotiques et aléatoires est également vérifiée
au niveau des constellations de zéros, étudiées dans les deux dernieres sections.
Nous montrons rigoureusement 1’équidistribution des constellations pour les états
propres chaotiques, étendant la preuve donnée dans [3] a d’autres géométries que
le tore. Cette équidistribution permet de caractériser la phase de la fonction de
Bargmann, auquel on n’avait pas acces directement par Schnirelman. Enfin, les
corrélations entre les zéros sont calculées dans le cadre du modele statistique, et
leur comparaison avec les états propres chaotiques aboutit a une discussion sur
la caractérisation quantitative des cicatrices.
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Chapitre 1

Chaos classique et quantique

1.1 Rappels de mécanique classique

Apres avoir rappelé quelques bases de mécanique hamiltonienne, nous décrivons
succinctement les concepts de la théorie des systemes dynamiques permettant
une classification précise des différents degrés de chaos classiques. Les principales
références utilisées dans cette section sont [7, 8, 45, 81, 89, 101].

Nous considérons les systemes dynamiques définis par la donnée d’'un espace
des phases, c’est-a-dire une variété symplectique (M,w) de dimension 2d, qui
admet (au moins localement) un systeme de coordonnées symplectiques = =
(a,P) = (q1y---+Gd, P1s- - -, Pa), telles que la forme symplectique soit donnée par

d
w=">_dp; Adg;. (1.1)

i=1

La dynamique sur cet espace est définie
— soit par un hamiltonien H(q, p,t) engendrant les équations de Hamilton :

do; _OH — dp; _ _OH

_ 27 - 1.2
dt  Op;’ dt dq;’ (1.2)

En intégrant ces équations sur un intervalle de temps [{,,¢], on obtient
une application canonique 7}, : (q,p) — (Q,P), qu’on peut retrouver (au
moins localement) par le biais d’une fonction génératrice A;,(q, Q) :

A A
2Q; ! dq;

P; (1.3)

Cette fonction correspond (& une constante additive pres) a l'intégrale d’ac-
tion le long de la trajectoire classique allant de q a Q dans l'intervalle de
temps :
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M@, @) =3 [ nin ™ (1.4

D(p,P)
. D(q,Q) : A L1
pace des phases, il faut employer une autre fonction génératrice, déduite

de A;; par une transformation de Legendre de certains couples de co-
ordonnées (@, P;); la fonction génératrice obtenue prend alors la forme
Ai1(q,Q;, Pr), ou les indices j, k forment une partition de (1,...,d).

Si par hasard la matrice jacobienne est singuliere en un point de 'es-

— soit, plus directement, par une bijection canonique sur I’espace des phases
(c’est-a-dire conservant la forme symplectique) 7' : (q,p) — (Q,P). Le
systeme dynamique considéré est alors dit a temps discret. Comme pour
un systeme hamiltonien, I’application 7" peut étre engendrée par une fonc-
tion génératrice A(q, Q) (plus généralement A(q,Q;, P:)), & travers les
équations (1.3).

Par la suite, nous allons essentiellement considérer des systemes a un degré de
liberté, c’est-a-dire pour lesquels ’espace des phases est bidimensionnel. Dans ce
cas, la forme symplectique w définit une aire sur cet espace des phases, invariante
par la dynamique (la mesure de Liouville). A une dimension, les coordonnées
symplectiques seront notées (g, p).

Si le systeme est donné par un hamiltonien indépendant du temps (c’est-a-
dire si %aqt’ﬂ) = 0, alors la dynamique est intégrable : I’énergie de la particule
est une constante du mouvement, toute trajectoire est alors contenue dans une
surface d’énergie ¥y = {z € M | H(z) = F}. Si le mouvement est borné (par
exemple, si H(z) — oo en || — o0), toute trajectoire réguliere (c’est-a-dire
correspondant a une énergie F telle que le gradient V H ne s’annule pas sur )
a la topologie d’un cercle, et il existe alors des coordonnées canoniques locales
(I, ¢) (dites action-angle) telles que H([I,¢) = H(I) : les équations de Hamilton
sur cette trajectoire se réduisent alors a une rotation uniforme sur ces cercles
I =constante, de vitesse ¢ = dH/dI.

Si en revanche VH s’annule en un point z, (supposé isolé) de ¥, deux types
de dynamiques locales sont possibles. La matrice hamiltonienne de H en z, [101],
donnée par

def __B8°H _ 9’H
M[H](z,) = Y (1.5)
92 9q0p [(g,p)=%0

est de trace nulle, et ses valeurs propres sont soit imaginaires pures, soit réelles.
Dans le premier cas (valeurs propres +if), pour une fréquence > 0), les tra-
jectoires proches du point fixe z, seront circulaires, confinées dans un voisinage
de z, : la dynamique est équivalente localement a celle donnée par la forme nor-
male Hepip = £Q/2(Q*+ P?) (dans des coordonnées symplectiques adaptées). Un
tel point fixe est dit elliptique. Si au contraire les valeurs propres de M[H](z,)
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sont £A, avec A > 0, le point fixe z, est dit hyperbolique, et la dynamique
est localement identique a celle de la forme normale Hyyperb = AQP. Dans ce
cas, le mouvement n’est a priori pas borné dans un voisinage de z, (bien qu’il
puisse I’étre globalement dans Y p). La surface d’énergie critique X g (s, (appelée
séparatrice) est constituée localement de trois composantes :
— le point fixe x, (donné dans les coordonnées ci-dessus par Q = P = 0)
— une variété stable W?(z), correspondant aux z qui convergent vers x, sous
le flot lorsque t — oo (localement, cette variété est donnée par @) = 0,
P #0)

— une variété instable W'(z), qui correspond aux z qui évoluent vers z,
lorsque ¢t — —oo (localement donnée par P =0, ) # 0).

Insistons sur le fait que la distinction entre variété stable et instable n’a de
sens qu’au voisinage de z, : il est tout-a-fait possible que ces deux variétés stable
et instable n’en forment qu’une seule. Par exemple, dans le cas d’un hamiltonien
a double puits Ha, = p*/2 — ¢*/2 + uq*, pour lequel le potentiel possede un
maximum local en 'origine, le point fixe z, = (0,0) détermine une séparatrice en
forme de 8, puisque ses variétés stable et instable se connectent hors du voisinage
de z, (voir figure 1.1). Une telle trajectoire est appelée homocline; la particule
qui la décrit (dans le sens du temps, ou a rebours) rejoint le point fixe en un temps
infini. Comme la dynamique est continue, cela signifie que les particules d’énergie
proche de 0 = Hg,.(z,) ralentissent énormément lorsqu’elles approchent de z,,
avant de s’en échapper finalement (cf. les trajectoires F_ et Fy sur la fig. 1.1).

Dans le chapitre 2.2, nous étudierons la quantification de I'hamiltonien de
point hyperbolique pur, c’est-a-dire de la forme normale Hyyperb(@, P) = APQ
(par un changement d’échelle de temps, on peut prendre A = 1). Le mouvement
n’est alors pas borné (si ce n’est celui du point fixe z, = (0,0)), de sorte que les
fonctions propres ne seront pas normalisables : elles correspondent a des états
de diffusion. Néanmoins, le comportement de ces fonctions propres au voisinage
de x, est comparable a celui de fonctions propres normalisées d’un hamiltonien
quantique du type de Hy . de méme énergie.

1.1.1 Dynamique réduite

Les choses deviennent plus complexes des qu’on s’intéresse a un hamiltonien
bidimensionnel H(qi, ¢z, p1,p2). Celui-ci est intégrable si et seulement si il existe
une constante du mouvement indépendante de 1’énergie, ou encore s’il existe un
systeme de coordonnées symplectiques (11, I3, ¢1, ¢2) tel que I'énergie ne dépende
que des deux premieres : H = H([, ;). La dynamique consiste alors plus ou
moins en un ‘produit cartésien’ de deux dynamiques unidimensionnelles ; en par-
ticulier, si la dynamique est bornée, I'espace des phases peut se diviser en une
réunion de sous-variétés {I;(q,p) = I1, l2(q,p) = I3} ayant la topologie d’un
tore. Toute trajectoire décrit alors une ‘birotation’ q'bl = wy, q.bg = wy sur un de
ces tores; selon la commensurabilité des deux fréquences wy, w,, les trajectoires
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Fi1G. 1.1 — En haut, le potentiel de double puits, intersecté par cinq valeurs de I’énergie.
En bas les courbes Y correspondant a ces énergies : en gras, la séparatrice correspond
a I’énergie nulle; Uorigine est un point fixe hyperbolique, dont les variétés stable et
instable sont déterminées par le sens des fleches (elles se connectent hors du voisinage
du point fixe : celui-ci est en fait un point homocline). Les deux cercles pleins marquent
des points elliptiques correspondant aux fonds des puits. Le cercle central entoure un
zone ou la dynamique est bien décrite par la forme normale Hpyperb.
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seront périodiques ou au contraire denses sur le tore. Quoi qu’il arrive, elles ne
peuvent s’échapper d’une surface de codimension 2 dans I'espace des phases [7].

Si au contraire la seule constante du mouvement est 1’énergie, rien n’empéche
alors une trajectoire de visiter n’importe quel voisinage de la surface d’énergie, qui
forme une variété de codimension 1. Le mouvement est alors dit non intégrable.
Pour pouvoir I’analyser plus facilement, on a recours a I’étude de la dynamique
réduite : on transforme le systeme hamiltonien bidimensionnel en un systeme
a temps discret agissant sur un espace des phases réduit, qui consiste en une
sous-variété bidimensionnelle ¥ de ¥z, appelée section de Poincaré.

Pour un hamiltonien quelconque, on s’arrange pour placer la section de facon
transverse au flot hamiltonien; par exemple, on pourra considérer la section
Y = {qg = 0} N Xg si tous les points de ¥ vérifient ¢ # 0. On considere
alors le systeme dynamique a temps discret qui, a tout point y = (0, g2, p1, p2)
de ¥ tel que ¢; > 0, associe le point Ty de premier retour de y sur X par le
flot hamiltonien, tel que ¢; > 0 (autrement dit, on ne considere que les points
d’intersection de la trajectoire avec la section traversant celle-ci dans un sens bien
défini). En choisissant les coordonnées (ga,p2) sur ¥ (la valeur de p; étant fixée
par I’équation H (0, g2; p1,p2) = E), cette section admet la structure symplectique
réduite wjz = dga A dp,, et 'application de Poincaré y = (¢, p2) — Ty = (g3, p3)
est automatiquement canonique.

Pour certains systemes hamiltoniens, comme les billards bidimensionnels, il
existe une réduction ‘naturelle’ qui consiste a ne regarder que les positions et
les angles des rebonds successifs de la particule sur les bords du billard. En
appelant g I’abscisse curviligne le long du bord et p = sin 6 la coordonnée donnant
I’angle du choc par rapport a la normale ((gq, p) sont les coordonnées de Birkhoff),
I’application résultante est canonique, et elle capture le caractere non-trivial du
mouvement.

Méme dans le cas d’hamiltoniens bidimensionnels plus compliqués, il semble
que la substantifique moélle de la dynamique (classique) peut étre extraite de ce
formalisme réduit (quitte a considérer plusieurs sections de Poincaré) [89]. D’autre
part, celui-ci est beaucoup plus économique a mettre en ceuvre numériquement
et graphiquement : on visualise plus aisément des points sur une surface bidimen-
sionnelle que des trajectoires dans une variété a trois dimensions.

Les transformations a temps discret apparaissent également lors de I'étude
d’hamiltoniens unidimensionnels dépendant explicitement du temps (auquel cas
il n’y a pas d’énergie conservée). Plus précisément, le formalisme réduit est simple
a mettre en ceuvre lorsque la dépendance est périodique (disons de période 1) : on
peut alors simplement regarder ’application stroboscopique T' qui a tout point
(g, p) associe son image par le flot au temps 1. Un grand nombre d’applications
étudiées en pratique peuvent étre construites de la sorte; a cet effet, on utilise
beaucoup des hamiltoniens pulsés, c¢’est-a-dire de la forme

H(q,p,t) = Ho(q,p) + Hi(q,p) Y_ d(t —n). (1.6)

neZ
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1.1.2 Analyse locale de stabilité

L’analyse de stabilité autour d’'un point fixe hamiltonien faite dans la section
précédente peut étre transposée aux applications (sur une espace ¥ bidimension-
nel) : un point fixe y, = T'y, (plus généralement un point périodique y, = T y,)
sera stable (resp. instable) si les valeurs propres de la matrice jacobienne DT™
sont deux phases conjuguées e (resp. deux valeurs réelles ce** ol ¢ = £1).
Nous nous intéresserons exclusivement au second cas; A, /n est appelé 'exposant
de Lyapunov de l'orbite périodique {T7y,,5 = 0,...,n — 1}, il détermine son
taux d’instabilité, autrement dit la rapidité avec laquelle les trajectoires voisines
s’éloignent. Les espaces propres de DT™ (E'(y,) associé a ce*, E%(y,) & ee™*n)
définissent les germes de variétés Wi(y,) (instable) et W*(y,) (stable) similaires a
celles qui apparaissent pour un point fixe hyperbolique d’un systeme hamiltonien.
Un point de W*(y,) convergera vers l'orbite périodique {T7y,} lorsque ¢ — oo,
par une succession de points au lieu d’une trajectoire continue. Ces notions de
stabilité ne se restreignent pas au cas des points périodiques : on définit ’expo-
sant de Lyapunov d’un point y, quelconque par la limite de A, /n lorsque n — oo
(si elle existe). Si cet exposant est positif, le point y, (qualifié d’hyperbolique)
admet les variétés stable et instable

def

W;(yo) ={yeX /|T"y — T"y,| = 0 lorsque n — toc}.

1.1.3 Classification des applications chaotiques

Ces notions locales permettent de procéder a une classification des systemes
dynamiques chaotiques. On se place dans le cadre réduit, et dans le cas ou l'es-
pace des phases est borné (de sorte qu’aucune trajectoire ne s’échappe a 'infini).
Le chaos provient en effet de la concomitance de 1’hyperbolicité locale avec la
récurrence des trajectoires (or pour un espace des phases compact, le théoreme
de retour de Poincaré montre que tout point revient dans son voisinage apres un
certain temps). Ces deux ingrédients ne sont pas réunis pour Hpyperb, agissant
dans le plan, mais elles le seront si on projette son action sur le tore (application
du boulanger, du chat d’Arnold).

On dit que Iapplication T satisfait la condition d’Anosov (ou simplement, est
une application d’Anosov) si tous les points de ¥ sont hyperboliques, et si leurs
exposants de Lyapunov A, sont minorés uniformément sur ¥ par A > 0. Dans
ce cas, on montre que les orbites périodiques sont denses dans ¥, bien qu’elles y
forment un ensemble de mesure nulle dans ¥ (pour la mesure de Liouville). On
montre également que pour ces systemes, presque toutes les orbites ont le méme
exposant de Lyapunov A : I'instabilité est donc uniforme sur X.

Un moyen de caractériser la ‘chaoticité’” d’un systeme consiste a calculer son
entropie de Kolmogorov—Sinai A(T) [45], qui est définie a partir de partitions
{A1,..., A} de lespace des phases. Pour une telle partition, on peut localiser
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de mieux en mieux la position initiale y, d’une particule en progressant dans
la suite A;, A;,, A;, ... définie par Ty, € A;, ; on peut alors définir la quantité
d’information fournie par le passage du rang k£ au rang k+1 : ceci définit 'entropie
de T associée a la partition {A;,..., A, }; Uentropie de Kolmogorov—Sinai est
donnée par la borne supérieure par rapport a toutes les partitions. Un systeme
ayant une entropie strictement positive est appelé un K-systeme.

Pour un systeme d’Anosov sur ¥, cette entropie est donnée simplement par
h(T) = X, 'unique exposant de Lyapunov positif. C’est donc un K-systeme.

Un K-systeme possede des propriétés chaotiques plus intuitives que celles
qui le définissent. On montre qu’il est mélangeant, et par conséquent qu’il est
ergodique [45]. Ces deux propriétés sont définies pour tout systeme dynamique
donné par une application 7" sur un espace mesuré (X, 1) tel que la mesure y soit
invariante par T' (pour les applications canoniques considérées, p peut étre par
exemple concentrée sur une orbite périodique). Le systeme dynamique (X, i, 7T')
a la propriété de mélange ssi, pour toutes fonctions f,g € L*(X, i),

lim [ f(1"2)g(@)du(z) = u(f) nlg) (1.7)

n—too

(en notant u(f) = [y f(x)dp(w)),

Pour un systeme dynamique quelconque, le théoreme de Birkhoff-Khinchin
nous assure que la moyenne temporelle

1 n—1

f(z) ¥ lim 5 3 f(TFz) (1.8)

n— oo
k=0
existe, et que u(f) = p(f). Le systeme est dit p-ergodique si cette moyenne est
indépendante de la position initiale 2 (a un ensemble y-négligeable pres) :

n—1
pour presque tout z € ¥, > f(T*2) = u(f). (1.9)
k=0

Cela revient a dire que presque toute trajectoire visite I’espace des phases de facon
dense et uniforme. I’ergodicité est une conséquence de la propriété de mélange,
mais l'inverse est faux. En effet, si 'on considere la dynamique discrete sur le
2-tore donnée par la translation

(q,p) = (¢ + ag,p + @) (1.10)

avec des périodes (ay,,) incommensurables, on voit aisément que toute tra-
jectoire est dense et ergodique; cependant, le systeme n’est ni hyperbolique,
ni mélangeant. Pourtant, cette translation irrationnelle sur le tore constitue un
exemple de dynamique totalement ergodique [45] : la limite temporelle 1 /n 32725 f(T*x)
converge vers u( f) uniformément sur le tore. Pour une application canonique sur
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Y, la mesure invariante y par défaut est toujours la mesure de Liouville wyy : 'ap-
plication T sur ¥ sera donc dite ergodique si elle I’est vis-a-vis de w. Cependant,
le méme systeme dynamique (X, 7T') peut étre ergodique vis-a-vis de deux mesures
invariantes différentes py, pz. Dans ce cas, elles sont forcément mutuellement sin-
gulieres. Par exemple, pour une application canonique 7' w-ergodique, 'orbite
périodique {T7y,,7 = 0,...,n — 1} définit une mesure invariante 1/n Z?:_(} 0Ty,
vis-a-vis de laquelle T" est trivialement ergodique ; il est clair que cette mesure est
singuliere par rapport a w.

Avant de passer au probleme quantique, nous signalons brievement une for-
mulation duale de la dynamique classique : le systeme (X, i, T') définit naturel-
lement un opérateur unitaire Uy agissant sur L*(X, u), par (Urf)(z) = f(Tx).
Une fonction constante sur ¥ sera évidemment fonction propre de Ur de valeur
propre 1. On montre que T est p-ergodique si et seulement si les seules fonctions
invariantes sont les constantes (les mesures invariantes singulieres ne sont pas
dans L%*(X, u)). En ce sens, l'ergodicité est une propriété spectrale du systéme
[45]. 1l en est de méme de la propriété de mélange. Ce point de vue, dual par
rapport aux équations de mouvement locales, est en fait bien adapté au passage
a I’étude du systeme quantifié, pour lequel on peut également définir des mesures
(dites quantiques, ou semi-classiques) sur I'espace des phases, sur lesquelles agit
le propagateur quantique. Comme on le verra dans la suite, ’objectif de I’analyse
semi-classique est de caractériser ces mesures quantiques, en les comparant aux
quantités invariantes classiques.

1.1.4 Quantification de transformations & temps discret

Le formalisme de Weyl (voir éq. (2.10)) donne un procédé de quantification
des observables sur l’espace des phases, donc en particulier de 1’hamiltonien.
Par exponentiation, on peut donc définir 'opérateur d’évolution quantique (ou
propagateur) associé a une dynamique hamiltonienne. Nous donnons la formule
dans le cas général d’un hamiltonien dépendant explicitement du temps : il faut
alors ordonner dans le temps ’exponentielle, puisque les opérateurs ]:](t) a des
instants différents peuvent ne pas commuter (c’est ce que symbolise la lettre 7) :

Us,s def 7 e_;b_ftoﬁ(tl) dtl, avec ﬂ(t) = OpW(H(q,p,t). (1.11)

Un tel propagateur est automatiquement unitaire, puisque H est hermitien par
quantification de Weyl (c’est également le cas si on utilise la quantification anti-
Wick). Une fois définis, on peut alors étudier la nature de ces opérateurs d’évolution
lorsque % est petit, c’est-a-dire dans la limite semi-classique. On obtient, dans la
représentation de Schrodinger, la formule de Van Vleck, qui s’exprime en terme
des actions classiques génératrices du flot (cf. éq. 1.3, 1.4) :

: 1/2
1 9°A9AQ, q) (@)
(QUsyilq) ~ W > det (—W e n (1.12)

trajectoire j
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ou chaque traJectoire classique j reliant g a () entre ¢, et ¢ est engendrée par
I’action A (Q q). Cette expression n’est valable qu’asymptotiquement, a ¢ fixé et
h — 0. En particulier, I'opérateur correspondant exactement au membre de droite
n’est en général pas unitaire (sauf dans le cas ou la dynamique est linéaire, c’est-a-
dire lorsque ’hamiltonien et les actions sont quadratiques dans les coordonnées).
Cette formule peut s’obtenir formellement par un argument de phase stationnaire
appliqué a l'intégrale de Feynman donnant le propagateur [25].

Si maintenant on s’intéresse a une transformation 7" a temps discret, il n’existe
pas de maniere canonique de quantifier 7' [23]. Si la transformation est une ap-
plication de Poincaré d’un systeme hamiltonien de dimension supérieure (par
exemple 2), on peut bien entendu définir par (1.11) un propagateur U, ; agissant
sur L*(R?), mais transformer celui-ci en un opérateur unitaire agissant unique-
ment sur des fonctions d’onde définies sur la section de Poincaré n’esta priori pas
évident [29, 107].

Si la transformation correspond a une vision stroboscopique (aux temps en-
tiers) d’un hamiltonien unidimensionnel dépendant du temps H(q, p,t), on peut
alors utiliser la formule (1.11), en restreignant ¢ a des valeurs entieres. C’est ce
qu’on fait en général pour quantifier les systemes pulsés (1.6). Le propagateur a
temps 1 de ce type d’hamiltonien est alors :

U = e iHo/h o=t [k (1.13)

Néanmoins, un choix arbitraire se cache dans cette formule. En effet, d’une part
la transformation canonique qu’on veut quantifier peut étre engendrée par une
infinité de flots hamiltoniens H(q,p,t) distincts (méme en exigeant que H soit
périodique par rapport au temps). Or, a priori, chaque flot déterminera un pro-
pagateur quantique (1.11) différent.

Si maintenant on cherche a quantifier une application canonique 7' définie
ex nihilo, on se trouve alors totalement démuni d’'une quelconque prescription
de quantification. On ne s’impose qu’une condition semi-classique, par analo-
gie avec la formule de Van Vleck : une quantification bona fide de la transfor-
mation 7" consistera en une famille d’opérateurs unitaires Urp(h) admettant le
développement suivant dans la limite A — 0 [94, 29] :

92 AW v
¢—Z( W) S N REY

ou les AU)(Q, q) correspondent aux fonctions génératrices des différentes orbites
possibles (g, p¥)) = (Q, PY) = T(q,p\")). Si la transformation est engendrée par
des fonctions A(])(P q), on obtient alors I’expression de U en représentation mixte

(@Ur(R)]q) ~

(P|U|q), donnée par la formule analogue a (1.14) ; ce sera par exemple le cas pour
la transformation du boulanger (v. section 3.3.2).
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Comme dans le cas hamiltonien, le membre de droite de (1.14) ne sera en
général unitaire que dans la limite semi-classique. Pour les transformations cano-
niques sur le tore décrites dans la section 1.1, on sait obtenir une (voire plusieurs)
quantification exacte (cf. section 3.3), qui consiste alors en une suite infinie de
matrices unitaires N x N : on appelle cette suite une application quantique corres-
pondant a la transformation classique T'. Notre objectif est 1’étude des vecteurs
propres de ces matrices (et plus particulierement leurs densités de Wigner ou
de Husimi sur le tore), dans cette limite. Ce type d’étude fait partie des di-
verses problématiques concernant la quantification de systemes classiques chao-
tiques ; ces problématiques sont généralement regroupées sous le terme générique
de ‘chaos quantique’.

1.2 Chaos quantique

1.2.1 Quelques systemes physiques ?

Les premiers systemes dynamiques sur lesquels ont été identifiés des pro-
priétés chaotiques relevent de la mécanique céleste : les structures hyperbo-
liques fondamentales (points homoclines, séparatrice, divergence exponentielle
des orbites voisines) ont été analysées par Poincaré pour le probleme des trois
corps en interaction gravitationnelle. Par la suite, on s’est rendu compte que
de nombreux systemes dynamiques réalistes présentaient ces caractéristiques, au
moins dans certaines parties de I’espace des phases. Parallelement, des modeles
mathématiques simples ont été introduits, en guise de ‘prototypes’. Pour les
modeles conservatifs, citons par exemple le flot géodésique sur une surface com-
pacte de courbure négative constante [63], les applications canoniques hyperbo-
liques sur le tore [8], certains billards bidimensionnels [45] ; pour tous ces systemes,
on a une preuve rigoureuse des propriétés chaotiques (au moins de certaines
d’entre elles).

Le probleme de la quantification des systemes non intégrables s’est posé des
laube de la mécanique quantique [54], puisqu’il apparait des qu’on cherche le
spectre de 'atome d’hélium, qui est la version microscopique du probleme des
trois corps en interaction en 1/r%. Les chimistes ont alors utilisé des méthodes
perturbatives, bien adaptées au calcul des premiers états excités, ou des méthodes
variationnelles du type Hartree-Fock. Il fallut attendre quelques dizaines d’années
avant de pouvoir créer en laboratoire des atomes ou molécules ‘semi-classiques’,
c’est-a-dire dont les nombres quantiques sont de I'ordre de plusieurs dizaines, pour
lesquels les électrons sont presque sur des trajectoires classiques. Pour ce type de
systeme (appelé atome ou molécule de Rydberg), une approche semi-classique
devient pertinente. La nécessité de considérer le caractere classiquement chao-
tique de ce type de systemes est clairement apparu lors d’expériences d’ionisa-
tion d’atomes en présence de champs magnétiques ou de micro-ondes [18, 39] : en
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plongeant un atome de Rydberg dans un champ micro-onde de faible intensité,
on a observé un taux d’ionisation (nécessairement multiphotonique) anormale-
ment élevé en comparaison des calculs perturbatifs usuels. On a pu 'expliquer en
interprétant cette ionisation comme un mécanisme relevant de la mécanique clas-
sique d’une particule chargée dans un champ électromagnétique : on parle alors
de photo-ionisation diffusive, par analogie a la diffusion d’une particule classique
dans tout l'espace des phases pour un systeme chaotique. Ces expériences d’io-
nisation font donc intervenir les aspects dépendants du temps de la dynamique
chaotique. Il ressort d’une étude plus poussée que I’analogie avec la diffusion clas-
sique est en fait limitée par le phénomene de localisation dynamique : si on conti-
nue a faire évoluer le systeme quantique, les interférences quantiques stoppent la
diffusion classique de 1’électron, d’une maniere analogue au phénomene de loca-
lisation dans les métaux désordonnés.

Parallelement, le spectre et les états propres de systemes atomiques simples
classiquement chaotiques a été traité par des techniques semi-classiques (formule
des traces, cf. éq.(1.16)), et également statistiques (théorie des matrices aléatoires,
v. plus bas). Parmi les systemes les plus simples, citons 1’atome d’hélium [27] et
I’atome d’hydrogene en présence d’'un champ micro-onde ou d’un champ magnétique
constant [49]. Il a ainsi été possible d’identifier les orbites périodiques les plus
courtes des systemes classiques a partir des spectres expérimentaux. Dans les cas
ou le systeme est tres chaotique (atome d’hydrogene dans un champ magnétique
intense), on a pu montrer que la statistique des niveaux d’énergie était en tres
bon accord avec la théorie des matrices aléatoires. En revanche, il semble plus
difficile d’avoir acces expérimentalement aux caractéristiques des états propres :
on a juste noté que les états liés dont 1’énergie est sur un pic de “résonance quasi-
Landau” doivent avoir une probabilité importante de se trouver pres du noyau de
I’atome, autrement dit doivent présenter une cicatrice le long de ’orbite cyclotron

[49].

Plus récemment, les progres des techniques d’épitaxie en physique des solides
ont permis la fabrication de composés électroniques bidimensionnels, en piégeant
les électrons libres entre deux couches de semi-conducteurs différents, et de tres
petite taille (< au micron), donc pour lesquels les effets de décohérence des fonc-
tions d’onde peuvent étre négligés en premiere approximation ; ces systemes sont
communément appelés systemes ‘mésoscopiques’. On peut ainsi graver ‘sur mesu-
re’ des cavités bidimensionnelles de forme donnée; en se placant dans I"approxi-
mation de liquide de Fermi, c’est-a-dire en supposant que les porteurs de courant
sont des quasi-particules sans interaction, on a donc une réalisation microsco-
pique de billards quantiques bidimensionnels [121]. Ces cavités peuvent étre soit
ouvertes (c’est-a-dire connectées a deux fils conducteurs), soit fermées (c’est-a-
dire connectées a deux jonctions tunnel). On mesure généralement les variations
de conductivité électrique entre les deux extrémités en fonction de I’énergie de
Fermi. Lorsque le composé est suffisamment pur pour qu’on puisse considérer
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que le transport électronique est balistique (par opposition a diffusif, pour les
composés plus ‘sales’), on a remarqué que les propriétés statistiques des fluctua-
tions de conductivité étaient reliées a la nature de la dynamique classique dans
la cavité [121], comme c’est le cas pour la statistique des énergies des états liés.
La présence d’un fort pic de conductivité signifie que la fonction d’onde de 1’état
propre a l’énergie de Fermi présente une grande intensité au niveau de la jonc-
tion tunnel : si par hasard cette jonction se trouve sur un rebond d’une orbite
périodique du billard classique, on peut interpréter un pic de conductivité comme
une cicatrice de cette orbite sur I’état lié. Outre les fluctuations de conductivité,
la nature (chaotique ou intégrable) de la dynamique classique est également ca-
ractérisée par les effets de localisation faible sur la magnétorésistance des cavités.
En effet, la résistance de la jonction est reliée semi-classiquement aux interférences
quantiques entre des trajectoires classiques de méme action ; comme ’action d’'une
trajectoire dépend du champ magnétique appliqué, la dépendance de la résistance
par rapport au champ magnétique fournit des informations sur la statistique des
actions des trajectoires classiques, donc sur la dynamique classique [37]. Plus
récemment, 1’étude de diodes a effet tunnel résonnant en présence de champ
magnétique a également mis en évidence 'influence des orbites périodiques clas-
siques a l'intérieur d’une double barriere de potentiel pour expliquer les fluctua-
tions de conductance reliées aux états métastables; la encore, un pic de conduc-
tivité est associé (de fagon plutoét qualitative) a une cicatrice due a une orbite
instable [59].

L’étude de ces systemes mésoscopiques a souvent constitué un pont naturel
entre le chaos quantique et les systemes désordonnés, puisque la frontiere entre
transports balistique et diffusif reste expérimentalement assez difficile a définir :
on a donc cherché a unifier les deux situations, par exemple en employant des
modeles de matrices aléatoires [35], ou plus récemment des méthodes de théorie
des champs supersymétriques [6, 134]; on verra effectivement que les fonctions
propres chaotiques présentent de fortes similitudes avec des états aléatoires.

Enfin, puisque I’équation de Schrodinger d’un électron dans un billard est
équivalente a I’équation de Helmholtz avec conditions au bord de Dirichlet, on
a réalisé des billards quantiques macroscopiques en utilisant des cavités micro-
onde quasi-bidimensionnelles de forme arbitraire, sur lesquelles on sait mesu-
rer expérimentalement l'intensité des champs électriques, donc I'intensité des
fonctions d’onde quantiques, et observer les cicatrices prédites par les calculs
numériques [119, 120].

1.2.2 Problématiques du chaos quantique

Sur un plan plus théorique, s’est posé le probleme de la correspondance
classique-quantique pour une dynamique chaotique. En clair : le chaos étant
un phénomene de mécanique classique, et étant donné le principe de correspon-
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dance, comment identifier les manifestations du chaos classique dans les données
quantiques 7 C’est cette vaste question qu’on regroupe sous le terme de ‘chaos
quantique’.

Je mets le terme entre guillemets pour la raison suivante : tout systeme
quantique lié ayant un nombre fini de degrés de liberté est intégrable au sens
de Liouville. Une fois qu'on a décomposé un état initial sur une base d’états
propres, l’évolution dans le temps, donnée par 1’équation de Schrodinger, est
quasi-périodique. Il n’y a donc jamais de divergence exponentielle entre deux
états initiaux proches, au sens de la métrique hilbertienne. L’évolution quan-
tique, vue comme un systeme dynamique dans ’espace de Hilbert, n’est donc pas
chaotique.

Pour tenter de retrouver une trace d’hyperbolicité au niveau quantique, on
peut étudier I’évolution de paquets d’onde quasi-ponctuels : ces états minimisent
les relations d’incertitude de Heisenberg, donc ils sont localisés dans 'espace des
phases sur une cellule de taille  i?. Pour une durée d’évolution fixée, le théoreme
d’Ehrenfest montre qu'un tel état va effectivement évoluer comme une particule
classique, dans la limite o — 0. Cependant, si le systeme classique est chao-
tique, deux points voisins d’une distance ~ Vh vont s’éloigner classiquement a
une vitesse exponentielle : ils seront totalement décorrélés au temps d’Ehrenfest
lgy = |logh|. Pour des temps t > (g, le paquet d’onde est donc completement
délocalisé dans ’espace des phases, et son évolution ne peut plus étre décrite semi-
classiquement. Il n’est donc pas concevable de retrouver les propriétés classiques
(ergodicité, mélange) en adaptant simplement les formules a 1’évolution de ce pa-
quet d’onde (puisque ces formules font toujours intervenir la limite ¢ — o0). Au-
trement dit, une particule quantique ne peut ‘voir’ les structures infiniment fines
(enchevétrement des orbites stable et instable pres d’un point fixe) caractérisant
le chaos classique.

Ce type de phénomene exprime en fait la non-commutativité des limites t —
00, h — 0, qui est au cceur du probleme.

1.2.3 Quantités invariantes

Face a cette barriere temporelle pour ’étude semi-classique de 1’évolution
quantique, une approche alternative consiste a comparer les quantités invariantes
dans le temps des dynamiques classique et quantique. Pour la dynamique clas-
sique, ce sont essentiellement les densités dans l'espace des phases invariantes
par la dynamique (par exemple les orbites périodiques) ; au niveau quantique, le
spectre et les états propres du propagateur (ou de I’hamiltonien).

Etats propres

Pour comparer les états propres aux densités classiques, on doit les représenter
par des fonctions sur ’espace des phases, permettant de mesurer leur concentra-
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tion dans cet espace, dite concentration microlocale (I'adjectif local étant réservé
a I'espace des positions). On utilise en général deux types de densités microlocales
(appelées également densités de mesure semi-classiques), toutes deux bilinéaires
dans la fonction d’onde et normalisées a I'unité (cf. section 2.1).

La fonction de Wigner Wy(q,p) est invariante par transformation symplec-
tique des coordonnées, mais elle peut prendre des valeurs négatives en certains
points, et ne définit donc pas vraiment une mesure de probabilité. En lissant
Wy par une gaussienne, on obtient la fonction de Husimi Hy(q,p), qui n’est
plus invariante symplectique, mais qui est positive ou nulle, et présente des pro-
priétés analytiques intéressantes (dans le cas d’un état pur, elle est multiple de la
norme au carré d’une fonction holomorphe). Ces propriétés permettent d’inver-
ser le processus, c’est-a-dire reconstruire la fonction d’onde a partir de sa densité
de Husimi. Elle permettront également de caractériser exactement 1’état a partir
des zéros de Hy : on obtient ainsi une représentation des états quantiques en
terme d’un ensemble de points (ou constellation) dans ’espace des phases, ap-
pelée représentation stellaire. C’est cette représentation (multiplicative) que nous
nous proposons d’étudier ici, pour un cas intégrable (chap. 2.2) et surtout pour
des dynamiques chaotiques sur le tore (chapitre 4).

Que sait-on sur ces densités microlocales?

Pour un systeme intégrable, on connait précisément la forme asymptotique
des mesures semi-classiques des états propres. L’approximation WKB fournit en
effet des estimations uniformes de ces mesures (au moins dans le cas d’une énergie
non singuliere), qui montrent effectivement une forte convergence vers les mesures
concentrées sur les tores invariants. On retrouvera ce phénomene dans 1’étude de
I’hamiltonien hyperbolique pur Hpyperb, ¥ compris sur la séparatrice (section 2.2).

Pour un systeme ergodique (c’est-a-dire pour lequel presque toutes les tra-
jectoires couvrent l'espace des phases de facon dense), on connait beaucoup
moins bien le lien entre mesures invariantes classiquement et densités microlocales
d’états propres. On sait seulement que ces densités convergent semi-classiquement
(au sens faible) vers la mesure de Liouville sur X5 (ou sur la section de Poin-
caré pour une dynamique a temps discret) : cette équidistribution des densités
constitue le théoreme de Schnirelman, que nous détaillerons plus loin (section
4.3).

Cette propriété en mesure est loin d’étre aussi précise que les approximations
WKB pour les systemes intégrables. En particulier, elle laisse la porte ouverte
a une zoologie de phénomenes possibles a I'ordre sous-dominant (c’est-a-dire in-
visibles au sens de la mesure, mais néanmoins détectables dans des topologies
plus fines). En particulier, de nombreux calculs numériques semblent indiquer
dans certains cas la présence de fortes concentrations de la densité semi-classique
(ou, dans 'espace de configuration, du carré de la fonction d’onde) le long d’or-
bites périodiques classiques (qui sont, nous le rappelons, isolées et instables). Ce
phénomene, découvert par Heller sur les billards quantiques [70], porte le nom
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de cicatrice. Leur interprétation semi-classique reste insatisfaisante : la formule
des traces (v. plus bas, éq. (1.16)) permet de les expliquer a condition de prendre
la moyenne des densités sur un grand nombre d’états propres [30, 22], mais leur
présence au niveau des états propres individuels reste problématique (des résultats
dans ce sens ont néanmoins été obtenus [4]). Un compte-rendu plus détaillé de ces
travaux est donné dans la section 4.7.3. Dans le cas des applications quantiques
étudiées dans la suite, nous tenterons de définir quantitativement la présence
d’une cicatrice (sans chercher a les expliquer semi-classiquement), en particulier
au niveau des représentations stellaire et de Husimi.

On a vu que la classification des systemes classiques comprend plusieurs ni-
veaux de ‘chaoticité’, allant de la simple ergodicité a la propriété d’Anosov. Il
serait souhaitable d’identifier cette hiérarchie au niveau quantique : le théoreme
de Schnirelman ne caractérise que 1’ergodicité de la dynamique classique; il est
également possible de caractériser au niveau des fonctions propres la propriété de
mélange du systeme classique (dans un sens un peu plus faible que celle décrite
par I’équation (1.7)) [131]. Les cicatrices fourniraient une classification encore
plus précise, induisant un lien direct entre fonctions propres et orbites périodiques
classiques.

Spectres chaotiques

Avant de s’intéresser aux fonctions d’onde (qui sonta priori tres complexes des
qu’on s’intéresse a un systeme réaliste), les recherches se sont d’abord concentrées
sur les spectres des hamiltoniens non intégrables (cf. la section 1.2.1). Il semble
en effet possible de caractériser grossierement la nature du systeme dynamique

classique en étudiant les propriétés dudit spectre.

Ce dernier est donné par la densité spectrale d(F) def YR O0(E — E,); cette

distribution peut étre lissée sur différentes échelles, sachant que 1’écart entre deux
niveaux consécutifs est d’ordre h? (2d est la dimension de I'espace des phases).
Pour une fenétre de lissage macroscopique, la densité spectrale moyenne d(E) est
donnée par la formule de Weyl :

A(E) ~ s [ dadpd(E = Hia.p). (1.15)

c’est-a-dire que d( F) est proportionnelle & la surface de X : cette densité moyenne
dépend donc de la géométrie du systeme classique. Pour des lissages plus fins,
cette formule nécessite des corrections en A, qui sont de deux natures : d’une
part, ce terme dominant doit étre corrigé par une série (divergente) du type
Yo, doh", qui inclut également des effets géométriques de X g. D’autre part, la
densité présente des oscillations de plus en plus serrées lorsque & — 0, qu’on ob-
tient semi-classiquement par la formule des traces [14, 62] : celle-ci relie, par une
sorte de formule de Poisson, les oscillations de la densité spectrale aux orbites
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périodiques classiques. En utilisant les notations de Berry dans [64], on a donc,
a I'ordre dominant en h :

e 1 .
d(E,e) Y S 6.(E— E,) ~d(E)+ 72 Ay(E) e To(B)/h Gi(Sp(B)/htp) (1 16)
n P

. est une lorentzienne de largeur ¢, qui sert a lisser d(F). Chaque indice p cor-
respond a une orbite périodique d’énergie F (supposée isolée), d’action classique
Sp(F), d’indice de Maslov «, et A,(FE) est relié a la stabilité de I'orbite : toutes
ces données sont donc purement classiques. Une formule analogue existe pour le
spectre d’opérateurs unitaires correspondant a des applications quantiques clas-
siquement chaotiques [122] : les valeurs propres sont alors des pseudo-énergies
elfn,

Cette formule, qui est a la base de la plupart des approches semi-classiques
des spectres ‘chaotiques’, n’est rigoureusement prouvée que dans la limite h —
0, et elle nécessite un lissage ¢ qui rend impossible I'identification des niveaux
individuels dans cette limite. Sans ce lissage, la somme diverge violemment, du
fait de la prolifération exponentielle des orbites périodiques pour un systeme
chaotique. Il semble néanmoins possible de s’affranchir de cette divergence par
une resommation ‘a la main’ de la série, qui revient plus ou moins a la tronquer
en ne conservant que les orbites de période < mhd(E) [24].

Une formule semi-classique généralisant (1.16) donne acces aux fonctions de
Wigner des états propres, toujours en moyennant sur une fenétre en énergie de
largeur €. On se contentera ici de la formule obtenue par Berry pour un systeme
hamiltonien autonome H, en dimension D :

W(z; E,e) ¥ Wz, E,)0.(E - E,)

St (2) 4y (1(5 cexgMe =Ty )5(15 H(2)
~ o (FE—H,(x cos | — — v, e\ L= L1\ T)).
p y/det(M, —1I) ht M, +1 8

Cette formule est expliquée dans la derniere section du chapitre 4. Elle relie les
fluctuations moyennes des fonctions de Wigner aux orbites périodiques classiques.
On devrait aboutir aux fonctions propres individuelles (c’est-a-dire a la limite ¢ —
0) par une resommation de la divergence; cette resommation n’a pour I'instant
pu étre faite que de facon approximative [4].

A la recherche de ’universalité

Face a I'impossibilité d’obtenir de facon précise le spectre exact de ’hamil-
tonien (ou plus généralement de l'opérateur d’évolution), on peut s’intéresser
aux corrélations entre les énergies propres, en utilisant les outils de la physique
statistique (fonctions a n points, facteurs de forme). Cette idée remonte aux
années 1950 [52, 106], lors de 1’étude des niveaux excités de noyaux atomiques.
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La complexité de ’hamiltonien de ce type de systeme (a grand nombre de degrés
de liberté) a conduit a une conjecture (paradoxalement) tres simplificatrice :
celle d’interpréter cet hamiltonien complexe comme une grosse matrice (dans une
base fixée), dont les élements seraient ‘aléatoires’. On aboutit donc & un modele
de matrice aléatoire pour modéliser les hamiltoniens complexes (déterministes),
dans le cadre duquel on peut calculer analytiquement les corrélations de valeurs
propres [92] (on doit en fait utiliser plusieurs modeles, dépendant des symétries du
systeme) . Cette approche s’est révélée tres satisfaisante en physique nucléaire.
Trente ans plus tard, ces mémes ensembles de matrices ont été utilisés pour
modéliser les spectres de systemes quantiques classiquement chaotiques ayant un
petit nombre de degrés de liberté (par exemple, un billard de Sinai bidimension-
nel, ou les applications chaotiques sur le tore) [35].

Les modeles de matrices aléatoires permettent de calculer les corrélations
entre les niveaux d’énergie, sur des écarts petits devant les variations macrosco-
piques de d(E). Ces calculs statistiques correspondent tres bien aux corrélations
obtenues a partir de spectres de systemes déterministes chaotiques (obtenus
numériquement) [35]. Il existe donc une universalité dans les corrélations spec-
trales de ce type de systeme, ou plus exactement un ensemble fini de classes
d’universalité élémentaires, dépendant des symétries globales de la dynamique
(invariance par renversement du temps, spin entier ou demi-entier) ; on peut pas-
ser d’'une classe a l’autre de facon continue, en variant un parametre de brisure
de symétrie [35]. Tout systeme chaotique (ayant certaines symétries) aura des
corrélations spectrales données par ’ensemble de matrices aléatoires correspon-
dant. De plus, les spectres de systemes intégrables, qu’on connait plus précisément
par les regles de quantification EBK, ont des corrélations tres différentes (pois-
soniennes) de celles des modeles de matrices : les corrélations spectrales appa-
raissent donc comme des indicateurs quantiques de la nature de la dynamique
classique (intégrable ou chaotique). Signalons tout de méme des contre-exemples :
certaines surfaces compactes de courbure négative constante [33], et les transfor-
mations quantiques du chat (cf. section 3.3.2) ont des spectres a statistique de
Poisson, bien que les dynamiques classiques présentent toutes les caractéristiques
du chaos ; ces pathologies s’expliquent par I'existence de ‘symétries arithmétiques’
dans ces systemes, qui rendent leur spectre tres peu générique.

Cette approche statistique peut en fait étre reliée partiellement aux approches
semi-classiques esquissées ci-dessus. En utilisant la formule des traces (1.16), on
peut retrouver (de facon non rigoureuse) le facteur de forme spectral prédit par la
théorie des matrices aléatoires, qu’il faut en fait corriger pour les temps tres courts
par des contributions non-universelles dues aux premieres orbites périodiques
[21, 32]. Parallelement, une approche de théorie des champs supersymétrique,
inspirée de la physique des systemes désordonnés [6, 134], a également permis
de calculer les corrélations des spectres de systemes classiquement chaotiques, et
aboutit plus ou moins aux mémes résultats que par la formule des traces, c’est-
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a-dire a une forme universelle des corrélations dans un certain secteur en énergie
(resp. en temps si on s’intéresse au facteur de forme), corrigée par des termes
spécifiques au systeme.

Retour aux états propres

Une approche statistique a également été utilisée pour modéliser les fonctions
propres de systemes classiquement chaotiques : celles-ci ont été assimilées tres tot
a des superpositions d’ondes planes de méme énergie mais de directions aléatoires
[20], avant méme la découverte du phénomene de cicatrice. Cette vision des choses
rejoint en fait les modeles de matrices aléatoires : en effet, un vecteur propre d’une
matrice aléatoire est un vecteur aléatoire, ou encore, selon la représentation qu’on
utilise (Schrodinger, Wigner, Bargmann), une fonction aléatoire dans un certain
espace. Nous développerons dans la section 4.7.1 plusieurs modeles de vecteurs
aléatoires dans le cadre de la mécanique quantique sur le tore, afin de modéliser
les fonctions propres des transformations quantiques du chat ou du boulanger.
Nous nous placerons de préférence en représentations de Bargmann—Husimi, et
également en représentation stellaire, ce qui constitue une approche plus récente
de I’étude statistique des vecteurs propres. On vérifiera en particulier que les
densités semi-classiques aléatoires sont non seulement en accord avec la propriété
d’équidistribution prédite par le théoreme de Schnirelman, mais qu’elles décrivent
cette équidistribution de maniere plus précise (section 4).

En nous inspirant des études sur le spectre (cf. la discussion sur le facteur de
forme), nous nous attacherons a maitriser les fluctuations des différentes quantités
dans ce type de modele statistique, afin de pouvoir extraire des effets dynamiques
sur les fonctions propres chaotiques : en clair, pour pouvoir identifier des effets
spécifiques au systeme (par exemple les cicatrices) par dessus les fluctuations
‘universelles’ données par les modeles statistiques.



Chapitre 2

Un systeme intégrable sur le plan

Avant de nous plonger dans le chaos du tore, nous effectuons un petit ‘exercice
asymptotique’, qui consiste a calculer la forme des fonctions propres d’un hamil-
tonien unidimensionnel, pour une énergie proche de celle d'une séparatrice (v.
fig. 1.1), et en utilisant spécifiquement les représentations de Bargmann—Husimi
et stellaire dans le plan. Le calcul des fonctions propres est fait en utilisant la
forme normale de ce type de dynamique, c’est-a-dire I’hamiltonien purement hy-
perbolique Hpyperb = gp; 1l mene a des approximations uniformes des fonctions
d’onde autour de I’énergie critique, qui vont donc au-dela des formules WKB
standard. Ces méthodes asymptotiques seront décrites suffisamment en détail
pour qu’on puisse mesurer par contraste I'ampleur du vide a combler dans les
cas non intégrables. Tous les résultats sont extraits de [1]. Nous commengons par
définir les représentations utilisées.

2.1 Fonctions de Bargmann—Husimi dans le plan

La représentation de Bargmann [15] est une représentation des fonctions
d’ondes utilisant des états cohérents, qui permet d’identifier toute fonction d’onde
¥(q) € L*(R) a une fonction entiere ¢(z) (c’est-a-dire holomorphe sur €, identifié
a l'espace des phases R?). Plus précisément, 1(z) est définie par la transformation
intégrale :

1

(z) = (zl) & EDE

/e‘#”i% v(q')dd'. (2.1)
R

Cette transformation de L*(R) sur un espace de fonctions entieres dépend de 7,
mais en général cette dépendance sera implicite dans nos notations (par exemple
dans celle de I’état cohérent |z)). La formule ci-dessus définit a la fois la fonction
de Bargmann (z) associée a 1’état ¢ et ’état cohérent |z) (de Weyl) localisé
autour du point de I'espace des phases (g, p) donné par z = (¢ —ip)/V/2. Cet état
est construit a partir de I’état fondamental de I'oscillateur harmonique |0), par
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action d’un opérateur de translation dans 'espace des phases [132, 77, 104] :

ZaT

2) = <" 0) = e Ulq.p)l), (22
ol on a noté a’ = (§ — ip)/v/2 opérateur de création et U(q,p) et gilpi—ap)/h
I'opérateur unitaire de translation dans ’espace de phases. La formule ci-dessus
a plusieurs conséquences [77] : |z) est un état propre de 'opérateur d’annihila-
tion a, de valeur propre z. D’autre part, |z) dépend de la variable z de facon
anti-holomorphe (de maniere a ce que ¥(z) en dépende de facon holomorphe).
Cette propriété I'empéche d’étre normalisé : on a en fait (z|2') = e**/*. Enfin,
la famille des états cohérents {|z), z € C} forme une famille surcomplete dans
L*(R), puisqu’on a la formule de fermeture suivante :

d*z .
T= | — e /" |2)(z]. 2.3
[ L2 o oy (2.3
(dans toute la suite, la mesure usuelle sur C sera notée d*z 4 dR(z)d3(2)).
Cette formule permet de reconstruire la fonction d’onde en représentation de
Schrodinger a partir de sa fonction de Bargmann, par insertion de cette identité
entre (g| et [¢). Elle établit en fait une isométrie [15] entre les espaces de Hilbert
L?(R) et Fy, l'espace des fonctions entieres ¥(z) vérifiant [, d?z|i(z)[2e=*/" <
oo, muni du produit scalaire :
d*z Ny ,
(@lo) = | — e (2) ¢(2). (2.4)

c mh

La propriété ci-dessus vérifiée par les fonctions de F; a des conséquences sur
leur croissance a 'infini : en utilisant la relation de Cauchy-Schwarz, on obtient
I'inégalité [15] :
Lz
$()] < gl 5, (2.5)
ce qui montre que t(z) est une fonction d’ordre < 2 et de type fini < 1/2h [34].

Par conséquent, la distribution des zéros de t(z) (qui sont des points isolés de
C) est également contrainte : la fonction de comptage

n(r) L 4 {zéros zj de ¥(z) tels que |z;| < r} (2.6)
(les zéros sont toujours comptés avec leur multiplicité) est bornée par :

n(r) <&

(2.7)

lim sup —.
r—00 7'2 o h

Cette propriété permet de décomposer f(z) en un produit de Hadamard [34] du
type :

2
¢(Z) — e(a0+a12+’1222)/h Zn(O) H (1 — i) exp (i —I— 2—2) . (28)

Py 2 z1 2z
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Le produit ci-dessus converge forcément, du fait de la contrainte (2.7). Le coeffi-
cient quadratique ag est borné par ay < 1/2 pour que la borne de croissance (2.5)
soit satisfaite. ag correspond a un facteur de normalisation.

Cette formule de factorisation signifie que la fonction de Bargmann t(z) d’un
état ¢ est totalement déterminée par la connaissance des coefficients ag, ay, as
et des zéros {z}. On a donc la possibilité de coder entierement 'information
sur Pétat ¢ dans ces données : on obtient la représentation stellaire de L*(R)
[86]. Cette représentation est multiplicative, donc hautement non-linéaire ; étant
constituée d’un ensemble de points dans 1’espace des phases, elle est suscep-
tible de se préter a une analyse semi-classique. A I’heure actuelle, une telle ana-
lyse est a I’état embryonnaire, une partie de cette these est en fait consacrée
a son développement, essentiellement dans le cas ou les fonctions de Bargmann
représentent des états propres de systemes classiquement chaotiques (section 4)
(86, 128, 10].

Nous introduisons deux types de densités semi-classiques associées a un état
quantique ¢ € L*(R), respectivement sa fonction de Wigner [12] et de Husimi
[71] : ces deux fonctions représentent ¢ sous la forme de ‘densités de probabilité’
sur I'espace des phases R

2.1.1 Fonctions de Wigner et de Husimi

Nous commencons par la définition de la fonction de Wigner W (g, p) associée
a un état normalisé ¢ € L*(R) :

Wolap) = 5 [ 0l —r/2)(a+ r/2) % dr (2.9
wh Jr
On vérifie aisément que cette fonction est réelle, que [ Wy(q,p)dp = [¥(q)]?,
donc que son intégrale totale sur R? vaut 1. Algébriquement, on peut définir la
transformée de Wigner d’un opérateur A par une formule analogue (ci-dessus,
A correspond au projecteur orthogonal sur ). Cette transformation est alors
I'inverse de la quantification symétrique (dite de Weyl), qui a une fonction :

fla:p) = /ei(“q‘“p)/h f(u,v) dudv
R2

associe I'opérateur  Op" (f) e / Ulu,v) f(u,v)dudv (2.10)
R2

(ou on a utilisé les opérateurs de translation définis plus haut). La fonction de
Wigner est réelle, mais peut prendre des valeurs négatives. Elle est en revanche
invariante par transformation symplectique linéaire des coordonnées (g, p).

Nous présentons ensuite la densité de Husimi, qui dérive de la précédente par
un lissage gaussien approprié :

1 e
Hy(g,p) = E/RQ Wy(d',p') e (" + = YVR g dp, (2.11)
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Comme la gaussienne n’est pas invariante par transformation symplectique (mais
seulement par rotation), la fonction de Husimi est moins symétrique que celle
de Wigner; elle est également normalisée sur R% Le lissage permet de tuer les
oscillations de la fonction de Wigner, et il rend en fait la fonction de Husimi
positive ou nulle sur R% Celle-ci peut en effet étre définie alternativement a
partir de la fonction de Bargmann v(z) :

1 ~ 1 )z —1
Hw(qvp) = ﬁW(Z)PG_%/E = 57 <¢|<Z>|<Z>|¢> avec z = qﬂp.

(Cette normalisation de Hy, est différente de celle utilisée dans [1], afin d’en faire
une densité de probabilité sur (R% dqdp)). Cette équation décrit en fait Hy(q, p)
de fagon plus parlante que (2.11), et c’est sur celle-ci que nous nous appuyons
dans la suite. Elle permet de caractériser analytiquement les densités de Husimi

(2.12)

parmi I'espace énorme des mesures de probabilité sur R?, la caractérisation d’une
fonction de Wigner étant plus problématique. De plus, elle montre que les zéros
de ¥(z), qui contiennent presque toute I'information, sont également les zéros de
H,. Par conséquent, on peut aisément reconstruire I’état 1) (a une phase pres) a
partir de la densité de Husimi, donc retrouver la phase de t(z) a partir de son
seul module.

Comme la fonction de Wigner, la densité de Husimi peut se généraliser aux
observables quantiques. Inversement, les états cohérents permettent de définir
une quantification des fonctions sur ’espace des phases, dite quantification Anti-
Wick [104, 69], qui est différente de celle de Weyl mais débouche également sur
des opérateurs auto-adjoints pour une fonction classique réelle :

2
Op (1 [ TE12) f(z.2) (s % (213)
c mh

Cette quantification est un cas particulier des quantifications dites de Toplitz
[131]. Elle a I'avantage d’associer a une fonction positive un opérateur auto-
adjoint positif. De plus, Popérateur OpAW(f) s’exprime aisément comme un
opérateur différentiel agissant sur la fonction de Bargmann. En effet, il suffit
d’utiliser les correspondances

z — multiplication par z
d
z — h— 2.14
dZ Y ( )
et d’ordonner les z a gauche des z dans la série de Taylor de f(z, z) (d’ou ’appel-
lation ‘anti-Wick’). Ce formalisme permet en particulier de représenter la mesure
de Husimi Hy comme un ‘élément de matrice’ :

/w dqdp f(q,p) Hy(a,p) = (£|0p™" ()]¥). (2.15)
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C’est en se servant de cette interprétation algébrique des densités de Husimi (ou
de I'identité équivalente relative aux fonctions de Wigner) qu’on peut montrer
la propriété de Schnirelman, c’est-a-dire 1’équidistribution semi-classique de la
densité dans le cas de systemes classiquement ergodiques (section 4.3).

Extension multidimensionnelle

La transformation de Bargmann se généralise sans probleme a L?(R?) pour
toute dimension d (ainsi que la transformée de Husimi, définie plus bas). Néanmoins,
on obtient alors des espaces de fonctions entieres a plusieurs variables complexes
2(1), - - - » 2(d), dont I'analyse est plus compliquée qu’en une dimension. En particu-
lier, ’ensemble des zéros d’une telle fonction n’est pas discret, mais constitue une
union de sous-variétés ayant des points singuliers, appelées données de Cousin [88,
chap. 3]. La décomposition de la fonction de Husimi en termes de ces données est
toujours faisable, mais ces dernieres sont moins faciles a analyser qu’un ensemble
de points discrets dans le plan. Une autre possibilité pour étudier un probleme
multi-dimensionnel (par exemple pour d = 2) consiste a décomposer la fonc-
tion de Bargmann en une somme de termes homogenes par rapport a I'une des
variables :

%/)(2(1),2(2)) = Z Zﬁ)%/)n(Z(Q)),

n>0

et a analyser séparément les constellations des fonctions t,(2(z)) [40].

2.1.2 Autres géométries

Plus généralement, il est possible de définir les représentations de Bargmann—
Husimi sur un espace des phases de géométrie quelconque, du moment que cet
espace possede une structure complexe, et qu’on sait y construire une famille
d’états cohérents dépendant analytiquement de la position (la définition de la
fonction de Wigner nécessite I'existence d'une transformée de Fourier sur ’espace
des phases). Dans le cas bidimensionnel (la position est donnée dans chaque
carte par un seul parametre complexe z), on a alors une représentation stellaire
analogue a celle du plan. Nous nous restreignons a ce cas-la dans la suite.

Dans la section 3.1, nous présentons en détail les représentations de Bargmann—
Husimi, ainsi que la représentation stellaire, lorsque ’espace des phases est le tore
bidimensionnel T2, sur lequel on étudiera les application quantiques du chat et
du boulanger.

Il est également possible de définir naturellement ces représentations sur la
sphere §* (également un espace des phases compact bidimensionnel), qu’on munit
d’une structure complexe par projection stéréographique sur C U oo [91, 104].
On obtient alors comme fonctions de Bargmann des polynomes en la variable
z, de degré ~ 1/h; par conséquent, la représentation stellaire est plus simple
que dans le plan, puisque le produit de Hadamard est fini. Nous décrivons un
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peu plus en détail cette représentation pour les états de spin sur la sphere car le
théoreme d’équidistribution des constellations chaotiques s’y applique également.
Nous reprenons les définitions de [86] : en décomposant un vecteur de spin S
(c’est-a-dire tel que §2|;/)> = h*S(S + 1)) dans la base {|S,5), j = —S,...,S}

des états propres de S3 :
s

) = > a;|S.3), (2.16)

i=—5

sa fonction de Bargmann est le polynéme

Y(z) = 3 O a5 (2.17)

j==5

= ag l]_:_[(z — 2z (2.18)

(Cgs est le symbole binomial). Le produit scalaire induit dans cette représentation
s’écrit alors

_ d’z (254 1)¢(2)9(2)

L e e

Dans ’équation ci-dessus, on a volontairement séparé 1’aire normalisée sur la
sphere W(lfTZP)Q du reste de l'intégrand. Celui-ci définit (en prenant ¢ = ) la
fonction de Husimi associée a 1 : on obtient donc une densité de probabilité sur

(2.19)

S2, invariante par rapport & ’action du groupe des rotations.

La transformation de Bargmann peut étre définie naturellement dans le disque

de Poincaré D % {|z| < 1} [104, chap. 5], autrement dit dans le demi-plan

supérieur {S¢ > 0} elle permet par exemple de décrire la dynamique radiale
d’un systeme invariant par rotation [102]. Cependant, les familles de fonctions
holomorphes sur le disque qu’on obtient sont moins faciles a caractériser en termes
de leurs zéros que dans le plan [104, §14.3] [117]. Les états cohérents obtenus sur
le disque (aussi appelé la pseudosphere) sont engendrés par les représentations
discretes de SU(1,1), similaires aux représentations de SU(2) : ces représentations
sont également indexées par un demi-entier k& = 1,3/2,2,..., mais elles sont
de dimension infinie [104]. Les fonctions de Bargmann sont alors des fonctions
analytiques ¢(z) = (k, z[t)) sur D; la norme de 1’état cohérent |k, z) valant (1 —
|2|#)72%, on définit la fonction de Husimi de v par Hy(z,2) = (2k — 1)](2)[*(1 —
|2|%)?*. Le produit scalaire de deux états dans la représentation d’ordre k s’écrit,
en représentation de Bargmann :

0lo) = 2 [ e - B 2

A partir de la pseudosphere, on construit naturellement une surface de Rie-
mann compacte X, de genre g > 2, en quotientant D par un sous-groupe fuchsien
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I' de SU(1,1). En périodisant la construction faite sur I, on sait alors définir des
fonctions de Bargmann sur X, ainsi qu'une quantification anti-Wick des obser-
vables sur cette surface [78]. Ceci définit naturellement une mécanique quantique
sur X, vue comme espace des phases (contrairement a leur utilisation habituelle
en chaos quantique comme espaces de configuration a flot géodésique hyperbo-
lique). Les fonctions de Bargmann sur X, seront des formes automorphes de
I', c’est-a-dire des fonctions analytiques sur D ayant les propriété de pseudo-
périodicité :

o

Le facteur v(y) est un caractere multiplicatif unitaire de I' (c’est-a-dire v(y17y2) =

ozz—l—B
Bz+ a

Q™

) €T, VzeD, U ( ) = v(7)(Bz 4+ a)*p(z). (2.21)

™R

v(y1)v(72), et |v(y)| = 1). Une telle forme automorphe est dite de poids k, associée
a v. Cette équation est le pendant de (3.11) pour les surfaces de genre > 2. On
peut généraliser cette construction pour des valeurs de k fractionnaires, du type
kE=n/(2g — 2); v(y) n’est alors plus un caractere de I', mais un multiplicateur,
défini pour que les relations de quasi-périodicité ci-dessus soient cohérentes avec
le choix de phase pour (Bz + a)?* [78, 105]. Dans tous les cas, la fonction de
Husimi peut alors étre définie comme sur le disque D :

Hy, (2,2) = (2k = Dve(2)[* (1 = [2[*)*". (2.22)

(le facteur de normalisation (2k — 1) n’a de sens que pour les valeurs de k corres-
pondant & des représentations de SU(1,1), c’est-a-dire & = 1,3/2,2,...). Cette
fonction est périodique par rapport a I', donc c’est bien une densité sur X,. Elle
sera normalisée a 1'unité en utilisant le méme produit scalaire que (2.20), mais
en intégrant uniquement sur un domaine fondamental de X, (cf. le passage de
(2.4) dans le plan a (3.20) sur le tore). Enfin, signalons que cette fonction ¢x(2) a
exactement 2k(g — 1) zéros dans le domaine fondamental [104]. La dimension de
ces espaces de Hilbert dépend du genre g, du poids k et du caractere v(y) : par
exemple, pour k = 1, la dimension sera ¢ si le caractere est trivial (v =1), g — 1
sinon [56]. En choisissant & = (29—2)7", on obtient des fonctions ¢ n’ayant qu’un
zéro sur X,, dont la position dépend du multiplicateur v(y) (cf la situation sur le
tore pour N = 1). En utilisant ces fonctions, on peut alors factoriser toute fonc-
tion 1, (z), de facon unique & une constante pres : on a donc une représentation
stellaire des états quantiques, comme sur la sphere ou le tore.

Cette mécanique quantique sur X, ne présente pour I'instant qu’un intérét
anecdotique, au moins dans le domaine du chaos quantique, puisqu’on ne connait
pas de dynamique classique chaotique définie sur ce type de surface. Nous avons
un peu détaillé la quantification sur ces surfaces pour pouvoir énoncer le théoreme
d’équidistribution des constellations en toute généralité (section 4.6).



40 CHAPITRE 2. UN SYSTEME INTEGRABLE SUR LE PLAN

2.1.3 Propriétés semi-classiques des fonctions de Wigner
et Husimi

Ces deux types de mesures microlocales ont été introduites pour tenter de
retrouver des traces de dynamique classique au niveau quantique, c¢’est-a-dire sur
les fonctions propres.

Pour un systeme intégrable, la fonction de Wigner associée a un état propre
d’énergie réguliere £ se concentre sur le tore invariant associé a cet état, et
présente des oscillations dans la portion de ’espace des phases accessible classi-
quement, tandis qu’elle décroit exponentiellement a I'extérieur [20]. Le lissage me-
nant a la densité de Husimi permet de tuer ces oscillations dues aux interférences
quantiques : H, se concentre sur le tore invariant et décroit exponentiellement
des qu’on s’en éloigne [123]. Dans la section suivante, nous obtiendrons cette
concentration dans le cas de 'hamiltonien intégrable Hyyperb @ @ une dimension,
un ‘tore invariant’ est simplement une courbe d’énergie X5 (v. éq. (2.36)). Pour
cette raison, Hy est plus proche que W, d'une densité classiquement invariante
(sans compter qu’elle est positive, contrairement a Wy,).

Dans le cas d’états propres chaotiques, la seule information semi-classique
est donnée par le théoreme de Schnirelman (v. section 4.3) : a la limite & — 0,
les fonctions de Wigner (resp. de Husimi) convergent au sens des distributions
(resp. au sens de la mesure) vers la mesure invariante sur la surface d’énergie,
d(F — H(gq,p)) [20]. Nous tacherons de préciser un peu de quelle maniere les
densités de Husimi se rapprochent de cette limite classique (chapitre 4). Nous y
étudierons également les propriétés semi-classiques de la représentation stellaire.

2.2 Point fixe hyperbolique

Avant de nous consacrer a des systemes chaotiques sur le tore, nous allons nous
intéresser a des systemes hamiltoniens unidimensionnels indépendants du temps
(donc intégrables) dans le plan. On va étudier en priorité les états propres dont
la surface d’énergie classique est une séparatrice (cf section 1.1), pour lesquels les
approximations WKB standard ne fonctionnent pas. Afin de pallier ce manque,
notre méthode consiste a substituer a I’hamiltonien sa forme normale autour de la
séparatrice, c’est-a-dire ’hamiltonien purement hyperbolique Hpyperb(q,p) = qp
(dans les variables convenables). Par une rotation de 7/4 de ces variables

_Q+P P-Q

q V2 p V2

celui-ci se ramene & une barriere quadratique Hyypern(@, P) = P?/2 — Q?/2, qui
bien entendu, une fois quantifiée, n’a pas d’états propres liés, mais uniquement

(2.23)

des états de diffusion non normalisables, et dont le spectre est R tout entier. Nous
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utiliserons la quantification de Weyl, ce qui correspond a

: hod B
thperb = T(qd_q + 1/2) = Q335 o - (224)

Notons que I'hamiltonien de départ peut, lui, posséder des états liés, et donc un
spectre discret {F;, 7 € N} ; par exemple, il suffit d’ajouter un terme quartique a
Hhpyperb pour obtenir l’hami}tonien (jle double puits Hy,.(Q, P) = Hiyperb(@, P) +
p@Q* (v. fig. 1.1). Bien que Hap. et Hyyperb soient de natures spectrales totalement
différentes, ils sont équivalents (au sens de leur développement limité au voisinage
de Dorigine (@, P) = (0,0)); par conséquent, une fonction propre d’énergie F;
de ]:[d.p. doit ‘ressembler’ a une certaine fonction propre de [:[hyperb de meéme
énergie. Cette ressemblance a un sens dans l'espace des phases, au voisinage
de l'origine (on dit que les deux fonctions sont proches microlocalement) : pour
pouvoir comparer correctement les deux états, il faut donc les représenter par leurs
densités semi-classiques (v. figure 2.3). Nous avons opté pour la représentation de
Bargmann—Husimi qui nous semble mieux rendre compte de la limite classique
que celle de Wigner, et également dans le but de tester la représentation stellaire
dans un cas ou ’espace des phases est non compact (contrairement au chapitre
suivant). Nous ne détaillerons pas plus les arguments expliquant la ressemblance
microlocale entre les fonctions propres de ]:[d.p. et [:[hyperb (on donnera un exemple
numérique en conclusion) [43]. On se contentera plutot de décrire en détail celles
auxquelles on a acces analytiquement, c’est-a-dire les secondes.

La stratégie décrite ci-dessus pour trouver une approximation des états propres
de ]:[d.p. pres de l'énergie de la séparatrice est en fait un cas particulier des
méthodes d’approximation uniforme des solutions d’'une équation différentielle,
qu’on doit mettre en ceuvre des que la méthode WKB standard diverge (par
exemple, on doit utiliser une fonction d’Airy pour modéliser une fonction propre
de I"équation de Schrédinger autour d’un point tournant [25]).

2.2.1 ﬁhyperb en représentation de Bargmann

La représentation de Bargmann a été au départ introduite pour décrire les
états liés, c’est-a~dire des fonctions d’onde dans L*(R). Or, les fonctions propres
de Hyyperb = ?—(q% + 1/2) ne sont pas de carré intégrable : pour toute énergie

E € R, il existe deux fonctions propres indépendantes de ﬁhyperb, données par
YE(q) = K O(&q) F/h=1/Dloslal, (2.25)

ou O(q) est la fonction de Heavyside, K une constante non nulle quelconque. La
solution générale pour cette énergie sera notée

V=¢Y+ 8 pour Ae T=CUco. (2.26)
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Ces fonctions peuvent étre considérées comme des distributions tempérées sur
R, auxquelles on peut facilement étendre la représentation de Bargmann [16].
En effet, I'intégrale (2.1) définissant (z|¢)) a toujours un sens si 1(q) est une
distribution, puisque le noyau (z|g) est dans S(R). La fonction 1 (z) obtenue sera
toujours entiere, et d’ordre 2 : en fait, dans le cas présent, on a une majoration
sur t(z) similaire a celle d’une fonction normalisée (2.5) :

Veec,  |vP(z) <Oy e (2.27)

Pour cette raison, les zéros de 1/¥(z) sont soumis & la méme contrainte (2.7)
que pour une fonction de carré intégrable. Par conséquent, les fonctions 1% (2)
peuvent se décomposer en un produit de Hadamard du type (2.8).

Les fonctions de Bargmann ¥ (2) peuvent étre obtenues de deux manieres :
soit en calculant la transformée de Bargmann de ¢¥(q), soit en remarquant que
[:[hyperb est réalisé en représentation de Bargmann comme 'opérateur différentiel
suivant (en utilisant les éqs.(2.14) :

[ Hgpers ] (2) = % (_hadd_; + 22) ¥ (2). (2.28)

On obtient donc une équation similaire a I’équation de Schrodinger de la barriere
quadratique (2.24), si ce n’est que les solutions 1% (z) sont étendues a tout le plan
complexe (en utilisant la variable Z = ze™17/4
(2.24) dans la variable Q). Les solutions de cette équation sont données en termes
de fonctions spéciales D, (y) appelées fonctions cylindro-paraboliques [17, vol. 2,

chap. 8] :

, on retrouve exactement ’équation

iB

han

VE(2) = K =75 T(1/2 +3E/h) Doyjaoimn(F24/2/h). (2.29)

Notre objectif consiste donc a décrire dans tout le plan complexe les fonctions
AD,(y)+ D_,(y), pour v = —1/2 —iFE/h. Par symétrie, on peut se restreindre au
cas K > 0; on pourrait également poser h = 1, quitte a renormaliser ’énergie et
la variable z, mais on ne le fera pas, afin d’obtenir de réelles approximations semi-
classiques pour les fonctions de Bargmann ¥ (z), ainsi que pour les fonctions de
Husimi correspondantes, notées HY(z, z).

Les fonctions cylindro-paraboliques étant ce qu’elles sont, on ne peut les
décrire simplement que dans certaines limites, ou pour des valeurs particulieres
des variables y et v. Remarquons déja que pour une valeur nulle de I’énergie, ces
fonctions se réduisent a des fonctions de Bessel :

iD—1/2(y) + D—1/2(—y) = eiir/s(ﬂy)lﬂ J3F1/4(iy2/4). (2-30)

n se servira ainsi de la connaissance qu’on a des zéros des our analyser
O de 1 ’ d des Jg1/4 |
ceux des fonctions D, plus générales.
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2.2.2 Développements asymptotiques

Les résultats asymptotiques se répartissent en deux classes. Une premiere
possibilité consiste & étudier les fonctions /¥ en fixant 1’énergie, puis en prenant
la limite o — 0. Si £ = 0, on se ramene donc a ’étude des fonctions de Bes-
sel décrites ci-dessus; si F# # 0, cela signifie qu'on se place sur une courbe ¥p
d’énergie réguliere (pour I'hamiltonien Hq,., ces courbes d’énergie ont la topo-
logie d’un cercle, cf. fig. 1.1). On peut donc utiliser la méthode WKB standard,
directement en représentation de Bargmann [125]. Etant donné la simplicité de
I’hamiltonien, on obtient des formules asymptotiques assez explicites, que nous
donnons dans la variable Z.

Méthode WKB en représentation de Bargmann

Nous choisissons une énergie £ > 0. On utilisera la partition du plan com-
plexe donnée dans la figure 2.1. Il faut tout d’abord calculer la solution ¢(7)
de I"équation de Hamilton—Jacobi Hpyperb(Z, %) = F. Elle est donnée par les
intégrales :

W70, 7) = /Zj\/QE—l—Z?

1
= 3 [ZV2E + 77 +log(Z' + V2E + Z27)] (2.31)

z
Zy’
ou Zy est une origine qu’on ajustera selon les cas. I.’intégrale ci- dessus dépend du
chemin qu’on emprunte autour des points tournants Zy = +iv/2E, ou de facon
équivalente, de la détermination de la racine carrée (on choisit en pratique de
définir celle-ci par les coupures indiquées sur la figure 2.1 et une valeur positive
en l'origine). Ces deux points seront singuliers vis-a-vis des approximations qui
suivent.

La théorie WKB dans C [99] nous prescrit alors la forme asymptotique des
fonctions ¥ (Z) en divisant le plan complexe en secteurs S;, séparés par des lignes
émanant justement des points tournants (dites lignes de Stokes, v. fig. 2.1). Dans
chaque secteur, et loin des points tournants, la solution générale de ’équation de
Schrodinger a ’énergie E aura la forme asymptotique :

1

VA2) ~ G (o) O g (e A (232)
ou les coefficients o, 3; dépendent du secteur dans lequel on se trouve (la
détermination de la phase du préfacteur est fixée par les mémes coupures que
la racine carrée). Lorsqu’on traverse une ligne de Stokes, ces coefficients sont
modifiés de facon discontinue, les relations entre coefficients de deux secteurs
adjacents étant appelées régles de connexion. Comme on va le voir, cette dis-

continuité n’est pas contradictoire avec le caractere parfaitement holomorphe de
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Lignes de Stokes pour F = 1.000, € = 0.2

I T I I T I T I

Fi1G. 2.1 — Partition du plan complexe en secteurs délimités par des lignes de Stokes.
Celles-ci sont issues des points tournants Z. Afin d’éviter une ligne de Stokes singuliére
reliant Z, & Z_, on a dii faire légérement tourner & dans le plan complexe : i = €' |A|.
Les lignes en gras indiquent le choix des coupures pour les fonctions multivaluées.

VP(Z) : en effet, elle consiste a ajouter un terme exponentiellement petit le long
de la ligne.

Reégles de connexion

Il suffit en fait d’établir ces regles de connexion pour la solution particuliere
WE(Z) = pE(—7Z), les régles pour une solution ¢ (Z) s’en déduisant par linéarité.

En analysant l'intégrale (2.1) définissant 1¥(z), on remarque que cette fonc-
tion décroit exponentiellement lorsque R(z) — —oo. Etant donné notre choix de
détermination des racines carrées, cela signifie que le coefficient 5 doit s’annuler
dans les secteurs correspondants (Sy, S'; S3).

Ensuite, pour passer d’'un secteur §; a un secteur adjacent S;/, séparés par
une ligne de Stokes qui émane du point tournant Z;;:, il est commode d’écrire les
solutions WKB (2.32) en prenant comme action ¢(Z;;/, 7Z) : au voisinage de 7,1,
celle-ci se comporte comme C;:(Z — Z;;1)*/?. Chaque ligne de Stokes partant de
Z;i est définie par la condition i¢(Z;;, Z)/h € R, donc il y en a 3 autour de
chaque point tournant, formant les angles séparés de 27 /3 (cf. fig. 2.1).
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Quelle sont les regles de connexion si on veut passer de §; a S; par une
rotation dans le sens trigonométrique (par exemple, de S & S5 sur la figure
2.1)? Supposons qu’on ait i¢(Z;;, Z) > 0 le long de la ligne de Stokes jj’;
Zii 2% est alors dominant. Au passage de la ligne, les
modifications a faire sont les suivantes :

le terme exponentiel e

0 Zy D)h Ly (620, 2) R L emié( 70, 2) (2.33)
e—i0(Z;1. )k o=id(Z,,2) /B

[l est clair que les expressions des deux cotés de la ligne de Stokes sont équivalentes
lorsque & — 0, puisque le coefficient devant le terme dominant est inchangé. Si
on traverse une ligne de Stokes dans le sens des aiguilles d’'une montre, le facteur
i doit étre remplacé par un —i.

En appliquant les formules de connexion ci-dessus, on peut donc prolonger le
développement asymptotique a tous les secteurs S;, donc a tout le plan complexe
(moins les voisinages des points tournants : les développements WKB ont un sens
tant que ¢(Zy, Z) > h). Les formules sont données dans [1, §4.2]

Approximation uniforme

Le paragraphe qui précede est standard puisqu’il concerne des états d’énergie
réguliere. Si on veut des informations sur les états propres d’énergies proches de 0,
il faut procéder autrement : les deux points tournants Z4 = £iv/2E vont en effet
confluer vers l'origine, ce qui pose des problemes pour les développements WKB
ci-dessus. Pour contourner le probléme, on va utiliser la relation (2.29) entre ¥
et la fonction cylindro-paraboliques D_y/5_ig/s(y), et étudier celle-ci en fixant
le parametre v = —1/2 — i/ /h. Semi-classiquement, cela revient a considérer
les fonctions propres de ]f[hyperb d’énergies O(h). Pour un hamiltonien du type
]ﬁld.p. a spectre discret, une fenétre en énergie de cette taille autour de £ = 0
contient approximativement O(|log ) valeurs propres E; [43], donc I’étude qui
suit a un sens, puisqu’elle permettra de décrire un grand nombre d’états propres
de ]:[d.p. (rappelons qu’une fenétre de taille O(R) autour d’une énergie E réguliere
ne contiendra asymptotiquement qu'un nombre fini de F;).

On connait les développements asymptotiques de D,(+y) lorsque |y| — oo
[17] : comme pour la méthode WKB standard, il faut diviser C en secteurs, qui
sont maintenant les quatre quadrants S; (qui peuvent étre vus comme les limites
des §j, 7 =0,...,3, lorsque £ — 0). Dans chaque secteur, le développement en
|2|/v/h — oo est de la forme (& I'ordre dominant en A) :

LZJE(Z) ~ aj(h)Z—I/Q—iE/h 6—22/2h —I—ﬁj(h)z_l/Q_iE/h 622/2}‘1’ (2‘34)

qui ressemble fort aux expressions WKB ci-dessus (les formules compleétes sont
dans [1, §4.1]). Ces développements nous renseignent donc sur la forme semi-
classique des fonctions /¥ (z) hors d’un voisinage de 'origine.
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2.2.3 Comportement semi-classique des fonctions de Hu-
simi

En se basant sur les développements asymptotiques ci-dessus, on a acces a la
forme des fonctions de Husimi H¥(q, p) dans les deux régimes (F fixée non nulle,
ou ' = O(h)) : on trouve (sans surprise) que ces densités se concentrent semi-
classiquement le long de certaines branches constituant ¥ : dans le premier cas,
Y est constituée de deux branches hyperboliques non connexes, dans le second
Y g est la séparatrice, formée des 4 demi-axes Ry, iRy et de l'origine.

Rappelons tout d’abord que le mouvement classique d’une particule soumise
a Hyyperb s'écrit :

;=7 (2.35)

Si on décompose en dz = dz + dz, un petit déplacement autour d’un point
z € ¥, la fonction de Husimi autour de chaque branche de Y5 s’écrit alors (loin
des point tournants, resp. de l'origine) :

HY(2,2) ~ ée*l&ﬁ/h, (2.36)
le facteur I dépendant de A et de la branche de X5 concernée. Semi-classiquement,
ce facteur est interprété comme l'intensité du flux de particules le long de la
branche concernée. La formule ci-dessus montre que ce flux est conservé le long
de la branche, puisque la densité de particules est inversement proportionnelle a
leur vitesse (cf [123]). Par conséquent, la fonction de Husimi ne satisfait pas a
I’équation d’une densité classique invariante p(qo, po) = p(qo€’, poe™") (alors que
la fonction de Wigner de ¥ vérifie cette équation [13]). Cette ‘non-classicité’ est
reliée au fait que ’épaisseur de H¥(z,z) autour de la trajectoire classique Xz est
indépendant de la position le long de la courbe (elle vaut \/ﬁ), ce qui est faux
pour une densité classique p. Pour une énergie £ > 0, la relation entre les flux le
long des deux branches de g et le parametre A est :

I, = I; = |K|?/v2rh,

f)
I = Ia = KPP Vo, (2.37)

ou les indices correspondent aux demi-axes asymptotes des branches concernées :
le flux arrivant de p — 400 (& 2z — —ioo) se retrouve intégralement en ¢ —
+oo (& z = 400).

Dans le cas ou la surface d’énergie est proche de la séparatrice, il peut y
avoir échange de particules entre les quatre demi-axes, au niveau de l'origine. Les
relations entre les flux concernés sont alors plus complexes :

I, = |K*/vV2xh
I_ = |K[\?/vV2nh (2.38)
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|K|?//2nh

Ly = zcosh(wE/h){WerE/h+2%<A)+6_WE/E} 239
K|?/V2rh _7r .
I = :;a)l}l/(m{w?e BIR 9% (X) 4 e™P/M, (2.40)

Les transferts entre ces branches correspondent physiquement a un effet tunnel
a travers la barriere quadratique [13].

Ces flux sont bien définis loin des points singuliers des développements asymp-
totiques; dans le cas E > 0, ces points sont les points tournants, qui sont
situés hors de Y, donc dans une région ou la fonction de Husimi est de toute
maniere exponentiellement petite (ceci est d’ailleurs une des raisons pour les-
quelles la méthode WKB est plus ‘lisse” en représentation de Bargmann qu’en
représentation de Schrodinger, ou les points tournants sont forcément sur 1’axe
réel qui porte la solution, et doivent étre traités par approximation uniforme
[125]). En revanche, pour £ = O(h), le point singulier des développements asymp-
totiques (c’est-a-dire 'origine) est sur la séparatrice, qui ‘porte’ les grandes valeurs
de la fonction de Husimi. La valeur de la densité HY en ce point ne peut donc

provenir d’arguments asymptotiques (les formules (2.36) divergent en I'origine),
mais doit étre calculée exactement :
KPP+ AP

: <1 4 E)
S bl S L B i
2mh\/ 87 4 2h

Cette valeur ne correspond & un maximum absolu de H”(z,z) que dans le cas
pair A = 1 (dans le cas impair, la fonction s’annule en I'origine). Elle est de nature

2

H{(0,0)

(2.41)

purement quantique et peut étre attribuée a I’étalement de la particule di aux
relations de Heisenberg.

2.2.4 Représentation stellaire des fonctions propres

Pour déterminer la position des zéros des fonctions 1% (2), nous utiliserons
conjointement des informations asymptotiques (c’est-a-dire les développements
WKB et a grand |z|/h des fonction de Bargmann) et exactes.

Tout d’abord, on connailt exactement les coefficients ag, aq, a; apparaissant
dans le préfacteur du produit de Hadamard (voir [1], eq. (23)). Les zéros ne
peuvent étre connus qu’approximativement (excepté le zéro en 'origine pour les
fonctions impaires). Pour cela, on se base essentiellement sur les développements
asymptotiques de ¥¥(z). Ceux-ci consistent en général (dans chaque secteur S;)
en une somme de deux termes exponentiels :

WP(2) ~ f9(2) €0 4 [0 () emie) /R (2.42)

ou les fonctions fi])(z) dépendent du secteur ou on se trouve et de A, mais pas de
h. Semi-classiquement, cette somme ne peut s’annuler que si aucune des fonctions
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fij) n’est nulle, et si la phase ¢(z) est purement réelle (sans quoi un des deux
termes domine 'autre). On trouve donc que les zéros sont distribués asympto-
tiquement le long de lignes dans le plan complexe (pour certaines valeurs de A,
ces lignes sont dites d’anti-Stokes : tout comme les lignes de Stokes décrites plus
haut, elle rejoignent les points tournants, mais correspondent a des valeurs réelles
de l'action ¢(Zy, Z)). Plus précisément, les zéros dans le secteur S; seront situés
asymptotiquement aux positions données par I’équation implicite

AUC)
()

En général, dans un secteur donné, les entiers n peuvent parcourir un intervalle

I
¢(z) = mnh + glog ( ) , ou n est un entier. (2.43)
i

[no,00) ou (—oo,n,| : on a alors une infinité de zéros dans le secteur, sauf si
une des deux fonctions fij) est rigoureusement nulle. On obtient les positions
asymptotiques des zéros en inversant 1’équation ci-dessus.

Pour notre systeme, les phases ¢(z) ont a l'infini le comportement ¢(z) ~
+i2%/2, donc les zéros lointains (s’il y en a dans le secteur considéré) auront une
distribution du type :

27(1]') ~ €92 \oinhT + o(Vnh). (2.44)

Autrement dit, ils ont comme asymptotes les 4 bissectrices. On vérifie que ce
développement est compatible avec (2.7). Pour obtenir les termes suivants du
développement ci-dessus, il faut connaitre explicitement la phase ¢(z) et fij). On
obtient alors des choses différentes selon qu’on se place a énergie non-nulle ou
au contraire d’ordre h. Dans le second cas, on peut utiliser un peu de géométrie
plane pour se figurer ce qui se passe lorsqu’on fait varier A, a E/h fixé. Sur
la sphere de Riemann C parcourue par A, considérons les deux cercles Cy de
centres cx = +ietF/h de rayons Ry = (1 4+ e*2F/M)1/2 (v fig, 2.2). Les zéros de
¥¥(z) dans le premier quadrant Sy ont alors les positions asymptotiques suivantes
(n € [n,, ), n, restant a déterminer) :

2

A E A —c_ 1
n (20 — 1)1 — = log(4nm) + arg I(1/2 + 1E/h) — ilog + 020,
h h R_ n
(2.45)

(voir [1, section 6] pour les autres secteurs). Cette équation n’a bien sur de sens
que lorsque A est différent de {c_, o0} : ces deux valeurs correspondent a des
fonctions ¥¥ n’ayant pas de zéros ‘lointains’ (c’est-a-dire |Z{)| > /&) dans le
secteur considéré. Lorsque A se rapproche d’une de ces valeurs critiques, les zéros
du secteur Sy partent a I'infini collectivement. Pour le voir, on ne peut utiliser
I’équation (2.45), car le terme dépendant de A peut étre de de I'ordre de Z%/h. 1l
faut donc revenir a I’équation implicite (2.43), qui se transforme en

Vs A—c_

E
Y (2n — 1)7 —ilog T Elog(QZz/h) +argT(1/2 +iE/R). (2.46)
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Dans ’équation ci-dessus, le terme dominant peut étre soit le second, soit le
premier (auquel cas les zéros sont proches des bissectrices). Cette formule cor-
respond alors non seulement aux zéros dans Sy, mais également dans un secteur
adjacent (c’est-a-dire qu’on peut prendre n € 7). La solution de cette équation
pour A — ¢_ donne alors lieu a la fuite des zéros a l'infini, le long de branches

d’hyperboles [1, fig. 4].

Im A

F1G. 2.2 — Plan complexe de la variable X. Le cercle C'_ correspond aux solutions (%)
réelles.

Ingrédients extra-asymptotiques

Les formules ci-dessus ne nous donnent acces qu’aux zéros > V. De plus,
les indices n,m dans les estimations ci-dessus ne correspondent pour 'instant a
aucun comptage précis des zéros le long des lignes concernées. Pour obtenir des
informations sur ce qui se passe dans le voisinage de 'origine, on utilise :

~ la régularité des zéros lors d’une déformation continue des parametres F/h

et A des fonctions propres : le zéro d’une fonction analytique (compté avec
multiplicité) est une singularité topologique, qui ne peut pas apparaitre ni
disparaitre subitement en un point de C par perturbation de la fonction.

~ toutes les fonctions ¥¥(Z) sont solutions (non identiquement nulles) de
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I’équation différentielle du second ordre

2

(—EZ% — ZH (7)) = 287 (2). (2.47)

Par conséquent, elles ne peuvent s’annuler en méme temps que leur dérivée
premiere. Autrement dit, elles n’ont que des zéros simples.

— L’équation ci-dessus a des coefficients réels, donc elle admet des solutions
réelles (c’est-a-dire telles que ¥ (7Z) = ¢%(7)). Les zéros de ces fonctions se-
ront soit sur ’axe réel, soit en paires conjuguées complexes {7Z;, Z;}. Comme
il n’y a que des zéros simples, lors d’une déformation réelle de ¢)¥, les Z; € R
resteront réels, et les Z; complexes resteront dans le méme demi-plan. Ces
solutions réelles correspondent a certaines valeurs de X; en analysant le
terme indépendant de m dans 1’équation (2.45), on s’apercoit que des zéros

réels lointains ne sont compatibles qu’avec la condition A € C_. Comme
on sait que ces solutions réelles forment un espace vectoriel de dimension
2 (sur R), elles correspondent donc a tout le cercle C_. Par une analyse
similaire, on trouve que les constellations des ¥ (Z) sont symétriques par
rapport a l’axe imaginaire pur lorsque A € (.

— Nous avons déja fait remarquer que les fonctions propres sont des Bessel
lorsque £ = 0. Or on connait assez bien les zéros de ces fonctions. En
particulier, on sait que pour les fonctions paire (A = 1) et impaire (A = —1),
les zéros sont soit réels, soit imaginaires purs. On sait aussi les compter
exactement le long de ces axes : par exemple, pour la fonction ¢9(7), le

n-ieme zéro le long de R sera a une position 7, ~ \/h(2m7r — 37 /4).

En utilisant les arguments ci-dessus, on peut suivre les pérégrinations d’un zéro
précis (par exemple Z,, donné ci-dessus) lors de déformations continues des fonc-
tions propres, a travers les formules asymptotiques (2.45) : si A est maintenu a sa
valeur 1, en variant F/h a partir de 0, on trouve ainsi que la formule (2.45) cor-
respondra effectivement au n-ieme zéro sur ’axe R ; on sait aussi que la fonction
YF(Z) n’a pas de zéro en dehors des axes (ce qui n’était pas visible sur la formule
asymptotique) On peut ensuite faire varier A sur C_ (par exemple dans le sens
trigonométrique) : ce zéro Z, reste réel, mais il avance (vers la droite) le long de
I’axe, dans un mouvement collectif. Lorsque A a fait un tour complet du cercle,
7, a pris la position qu’avait Z,,; avant la variation. Au contraire, les zéros qui
se trouvaient sur ’axe imaginaire ont effectué un ‘petit tour’, et sont revenus a
leur position initiale.

Ce type de raisonnement peut également s’appliquer aux cas d’énergie fixée
FE # 0, a partir des expressions WKB correspondantes [1, §6.6].

2.2.5 Confirmation numérique

Notre objectif originel était de modéliser les fonctions propres de systemes
hamiltoniens présentant une séparatrice, dans un voisinage du point fixe hyper-
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bolique. Nous n’avons pas diagonalisé I’hamiltonien de double puits Hyp, décrit
plus haut, mais avons plutot considéré I'hamiltonien bipériodique de Harper
Huarper = — cos(2mq) — cos(2mp), qu’on diagonalise sur les espaces Hy ,, d’états
quantiques sur le tore (cf. section 3.1). Cet hamiltonien a une séparatrice pour
I’énergie nulle, qui joint les points hétéroclines (0,1/2) et (1/2,0). Lorsque 2 — 0,
il existe dans chaque espace Hy . un état propre v, d’énergie E; . proche de 0.
Cette famille d’états a été analysée en détail par Faure [58], qui a montré qu’ils
sont délocalisés, comme le serait une particule classique voyageant le long de la
séparatrice ; en particulier, tout point du tore correspond a un zéro de la fonction
de Bargmann ¢, ..(z) pour au moins une valeur de . Nous nous sommes contentés
de dessiner la fonction de Husimi de cet état dans I'espace Hy o (conditions de
bord périodiques), pour la valeur N = 1/h = 31. Nous l'avons comparée (fig.
2.3) a son ‘modele’ ¥ (Z) (d’ott la rotation de 7/4). On trouve que les zéros des
deux fonctions coincident presque parfaitement non seulement dans le voisinage
du point hyperbolique, mais en fait jusqu’a ce que les contraintes de périodicité
de ;0(z) rompent le charme.

La question menant a la suite (mais qui n’a pour I'instant pas de réponse
définitive) est la suivante : ces fonctions propres de [:[hyperb pourraient-elles également
modéliser les fonctions propres de systemes a temps discret, au moins autour d’un
point fixe instable 7 En particulier, les cicatrices observées sur les états propres
chaotiques ont-elles une forme similaire a celle des fonctions de Husimi H¥(q, p)
pres du point fixe?
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E,., = —-00714 Harper (dim = 31) E = 0.352 A = + 1.000
N7 I

F1G. 2.3 — Fonctions de Husimi de deux états propres (les niveaux des contours sont
espacés de 0.089, les zéros sont indiqués par les cercles). A gauche, le quinzieme état
propre de Hparper; pour N = 31 (en utilisant des conditions périodiques pour les états

propres : k = 0). Le zéro de la fonction de Bargmann en ’origine est double. A droite,
’état propre de Hyyperb correspondant au méme écart par rapport a la séparatrice (la
rotation de 7 /4 correspond au passage z — 7). La valeur de la fonction de Husimi en
Porigine est & 6.752.



Chapitre 3

Chaos quantique sur le tore

Les transformations canoniques les plus simples pour lesquelles on a une
preuve rigoureuse des propriétés chaotiques (ergodicité, mélange, propriétés d’Ano-
sov) sont des applications sur le 2-tore T? [8]. Leur dynamique classique a été
étudiée en détail (par exemple, on connait exactement toutes leurs orbites périodiques).
Ces applications ne découlent pas d’un hamiltonien sur T? dépendant du temps,
elles sont de vraies applications a temps discret ; cependant, grace a des propriétés
de linéarité, on sait construire de facon cohérente des applications quantiques cor-
respondantes, au sens donné dans la section 1.1.4. Avant cela, il faut tout d’abord
définir ce que signifie la mécanique quantique sur le tore (vu comme espace des
phases).

3.1 Meécanique quantique sur le 2-tore

Il s’agit de décrire de facon cohérente I'analogue quantique d’une particule se
déplagant dans un espace des phases ayant la structure du 2-tore T? = R?/7?
c’est-a-dire que la position et I'impulsion de la particules sont définies modulo Z.
Une densité de probabilité classique sur cet espace des phases sera donnée par
une fonction bipériodique positive p(q, p), avec la normalisation

/TQp(q,p)dqdp = 1.

Avant de construire ’analogue quantique d’une telle densité (c’est-a-dire une
densité de Husimi définie sur le 2-tore), nous commengcons par décrire les espaces
de Hilbert adaptés a la géométrie torique. Nous choisissons une présentation assez
‘physique’, similaire a la construction des fonctions d’ondes de Bloch en physique
du solide [86, 36].

L.’espace de configuration étant unidimensionnel, une fonction d’onde sera une
distribution ¥ (q) € S'(R), avec les propriétés de quasi-périodicité :

(q+ 1) = "™ (qly) (3.1)

53
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et (p+1lp) = ™ (ply), (3.2)

la transformée de Fourier étant définie par

6™ = [ (g da (3.3)

La possibilité de choisir le parametre & e et + ik, (les k; sont appelés angles
de Floquet) non nul vient du fait que les fonctions d’onde 1(q) et €™ 1(q)
représentent un méme état quantique sur lintervalle [0,1), et de méme pour
leur transformées de Fourier (dans [3], cet angle k a été noté ¢). Ces deux rela-
tions de quasi-périodicité ne sont pas indépendantes, car les observables ¢ et
p ne commutent pas : la quasi-périodicité de position implique une quantifi-
cation des impulsions : ;/N)(p) = Znezg/;né(p — pn), avec p, = 27h(n + K1) et
Uy, = \2mh [y emiaen/h ¥(q) dq. Une telle forme pour ;/;(p) est compatible avec la
condition (3.2) si et seulement si il existe un entier positif N tel que :

27hN = 1. (3.4)

La conjugaison des relations (3.1,3.2) débouche donc sur une quantification de
la constante de Planck. Pour des valeurs de h incompatibles avec 1’équation ci-
dessus, on ne peut définir une fonction d’onde sur le tore de cette maniere (cepen-
dant, on peut toujours étudier une mécanique quantique sur le tore, mais dont
I’espace de Hilbert sera de dimension infinie [19]).

Ce méme phénomene de quantification de la constante de Planck apparait
des qu’on veut quantifier d’autres espaces des phases compacts (par exemple la
2-sphere). Cette contrainte signifie intuitivement qu’on ne peut mettre qu’un seul
état quantique par cellule de I'espace de phase de taille (27h)? (ici, d=1).

Pour une valeur » = 1/27 N, la quasi-périodicité de @ZNJ(p) implique que ¥,y =
e~z )+ 1a distribution 1 est donc donnée par N coordonnées {@/;n, n =
0,...,N — 1}. Autrement dit, 1) appartient a un espace vectoriel complexe de
dimension N (qui se trouve étre exactement le nombre de cellules de taille 277
sur le tore). Ce sous-espace de distributions Sy, admet comme base les ‘peignes
de Dirac’ :

|ai)nwe =Y ™™ g+ m), j=0,...,N—1, (3.5)
mEL
ou les positions ¢; sont quantifiées de facon duale aux p,, : ¢; = 27h(k2 + 7).

Tout opérateur U(Q, P) = €(Pi=@0)/% de translation dans R? agit naturelle-
ment sur §'(R), mais il ne laisse Sy . invariant que si @, P sont multiples entiers
de 1/N (ces opérateurs appartiennent alors a un sous-groupe discret du groupe
de Heisenberg a une dimension). On peut alors définir une structure de Hilbert
sur Sy . telle que toute translation discrete U(n/N,m/N) soit unitaire. A une
constante pres, cette structure est unique, donnée par

<Qj|Qj’>N,H = (Sj]‘/, \V/ j,j/ = 0, ey N —1. (36)
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Nous discuterons du choix de la normalisation de ce produit scalaire plus bas. On
obtient ainsi un espace de Hilbert de dimension NV, noté Hy ., d’états quantiques
sur le tore. Une observable (resp. un propagateur) quantique sera donnée par une
matrice N x N hermitienne (resp. unitaire) sur cet espace. On sait quantifier
de fagon canonique (a la Weyl) une observable classique, c’est-a-dire faire cor-
respondre a une fonction f € C°(T?) une matrice hermitienne Op%}i(f) (v. éq.
(3.25)) ; en revanche, on n’a pas de formalisme général pour quantifier une trans-
formation canonique du tore. On sait le faire, plus ou moins au cas-par-cas, en
particulier pour certaines transformations linéaires par morceaux (transformation
du chat, du boulanger, en dent de scie).

Remarques sur le parametre de Floquet

Pour i = 1/27 N fixé, on a un continuum d’espaces quantiques Hy ., indexés
par les angles de Floquet ;. Bien qu’isomorphes, ces espaces sont, d’une part,
différents en tant que sous-espaces de S’'(R), et d’autre part, pour une observable
classique f(q,p) sur T? la matrice Opﬁﬁ(f) sur Hy , dépend de &, ainsi que ses
valeurs propres. Les valeurs propres de Opy (A) étant continues en &, on obtient
ainsi la décomposition du spectre de Opy(f) en N bandes de niveaux d’énergie,
chaque bande correspondant a une famille continue d’états propres de niveau j :
(i s € T2} [51].

[.’étude de la dépendance du spectre vis-a-vis du parametre de Floquet k peut
mener a des phénomenes remarquables lorsqu’on étudie une famille paramétrée
d’opérateurs [58] : la structure en bandes devient cruciale lorsqu’apparait une
dégénérescence entre deux niveaux, pour une certaine valeur des parametres.

A la limite N — 00, les valeurs discretes de position ¢; et d’'impulsion p,, de-
viennent denses dans [0, 1], quelle que soit la valeur de . De plus, on s’attend a ce
que les différences entre les quantifications dans deux espaces Hy ., Hn . solent
d’ordre sous-dominant, afin de retrouver une limite classique indépendante de «.
Par conséquent, dans ce travail nous nous bornerons généralement a quelques va-

leurs particulieres de &, essentiellement le cas périodique k£ = 0 et anti-périodique

k=0% (141)/2. Notons tout de méme que la quantification des applications du

chat nécessite souvent de considérer plusieurs espaces Hy . (voir section 3.3.2).
Construction alternative des espaces Hy

On peut également construire les espaces de distribution Sy . en appliquant
un opérateur de symétrisation S(N, ) sur les fonctions ¢(q) € S(R) [36] :

SN, k) = 3 (=)Mo efrtan=sam) U(n, m) . (3.7)

n,me%

Il est clair que cette symétrisation débouche automatiquement sur des distribu-
tions ayant les propriétés de quasi-périodicité de Sy .. Avec notre choix de produit
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scalaire sur Hy ., on montre que ces opérateurs de symétrisation constituent une
décomposition en intégrale directe de L?(R). Autrement dit, tout vecteur de L*(R)
peut se décomposer en une combinaison linéaire de ses projetés S(N, k)1, et on
a la relation suivante sur les normes des différents espaces :

Wil = N [ @ISV, )91, (3:5)

Le facteur N dans l'intégrale provient d’un choix différent de normalisation du
produit scalaire de celle choisie dans [36].

3.2 Représentation de Bargmann sur le tore

Dans le plan R?, les états cohérents standards ont été définis comme les trans-
latés de I’état fondamental de l'oscillateur harmonique |0). Grace a la relation de
fermeture (2.3), ces états permettent d’identifier isométriquemement les espaces
de Hilbert L*(R) avec 'espace de fonctions entieres Fy. La transformation de
Bargmann ¢ (q) — %(z), donnée par la formule (2.1), peut étre étendue a des dis-
tributions tempérées ¢ € S'(R) (on a déja utilisé cette propriété dans la section
2.2). En particulier, on peut transformer un vecteur ¢ € Sy . en une fonction
entiere qui sera encore d’ordre 2. Le vecteur ‘position’ |¢;)n  donne alors

1
< |QJ> (ﬂ_h)l/4

2N (=5 (2°+47)+V22q;) 0 (in(\/ﬁZ —q; + i%)‘iN) , (3.9)

ou B3 est la fonction théta de Jacobi définie avec les conventions de [127] :

= Zei””2+2inz, pour tous Z,7 € C, S(7) > 0. (3.10)
nesl

On obtient ainsi un espace de fonctions entieres Fy , de dimension N, qui est
exactement caractérisé par les propriétés suivantes :

Pz +1/V2) = B e NOERED () (3.11)
I/J(Z + 1/\/5) — 62i7m2 e7rN(1/2—i\/§z) 1/}(2)

Ces relations de quasi-périodicité par rapport au tore complexe T¢ (de périodes
1/\/§,i/\/§) sont le pendant dans Fy . des relations (3.1,3.2) définissant SN.w-
Elles fournissent des informations sur la structure analytique de ¢ (z), en par-
ticulier sur ses zéros [86]. Il est clair que ’ensemble des zéros de t(z) est Tg-
périodique; il y a exactement N zéros par cellule fondamentale, et ceux-ci sont
contraints par la relation

N 1 . .
Ezl = N( +1) ~ 2 od Te. (3.12)

=1



3.2. REPRESENTATION DE BARGMANN SUR LE TORE 57

Dans I’équation ci-dessus et par la suite, le nombre complexe z; est un représentant
sur C du point de T¢ correspondant. En particulier, si les zéros ne sont pas
dégénérés, on aura alors [ # ' = z; #Z zp modulo T¢. Enfin, mieux que pour les
fonctions de Bargmann du plan, on peut reconstruire ¢)(z) uniquement a partir
de ses zéros (a une constante de normalisation pres, bien entendu). Pour cela, on
utilise une ‘brique fondamentale’ adaptée a T, qui est donnée par

X(2) E (2] = 0)nmtwmqraiyyz = 24 e™ 0, (122 | ). (3.13)
(Nous utilisons la notation de y(z) de [3], qui differe de celle de [2] par translation

de (1+ 1)/2\/5) L’unique fonction de Fy . s’annulant aux points {z;} de T est
alors donnée par :

N
(z) = (z])n,x = const. X €272 20l A H X (z—z). (3.14)
=1
Cette formule de factorisation est I’analogue sur le tore du produit de Hadamard
(2.8) pour les fonction de Bargmann dans le plan. Sur le tore on n’a pas de degré
de liberté supplémentaire aux N zéros (les coefficients a; et ay dans le facteur
exponentiel de (2.8)). Du fait de la contrainte (3.12), les zéros constituent N — 1
degrés de liberté complexes, ce qui correspond exactement a la dimension de
I’espace (projectif) des états quantiques dans Hy .

3.2.1 Analogie avec les fonctions d’onde de Landau

Le formalisme que nous venons de développer pour ‘quantifier le tore’ apparait
naturellement lorsqu’on étudie la dynamique d’'une particule chargée placée dans
un potentiel bidimensionnel périodique, et soumise a un fort champ magnétique
transverse (supposé constant). En absence de potentiel, le champ magnétique a
comme effet de placer les particules sur des niveaux d’énergie, dits niveaux de
Landau. En effet, si on choisit le potentiel vecteur A = (—By/2, Bx/2), ’hamil-
tonien (a deux dimensions) s’écrit (en posant 2m =c=1) [5] :

]:]Landau = (ﬁ_ GA’)Q (315)

= ([p. — eAs] —ilp, — €Ay]) ([pe — eAs] +i[p, — €Ay]) + heB.
C’est donc le produit d’'un opérateur différentiel du premier ordre par son conjugué
hermitien. En procédant par analogie avec 1'oscillateur harmonique unidimen-
sionnel, on trouve des niveaux d’énergie infiniment dégénérés, du type F, =

2e¢Bh(n + 1/2), pour n € N, appelés niveaux de Landau. Les états du niveau
fondamental (n = 0) sont donnés par I’équation

([p> — eAs] +ilpy — eA,])¢ = 0

(80 ) + S (@ 4 i) wlay) = 0

= % (@b(:ﬁ,y)e%ﬁ) =0, (3.16)
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ou on a noté z = x + iy la variable complexe représentant la position dans le
plan. On en déduit donc que les fonctions d’onde des états du premier niveau de
Landau sont données par des fonctions entieres f(z) : ¥(z,y) = f(z) e”17, of

| &t \/Ii/eB est la longueur magnétique. La réduction dimensionnelle correspond,
au niveau quantique, a projeter la dynamique sur le premier niveau de Landau,
En supposant que les niveaux excités sont trop élevés pour intervenir de facon
importante dans la dynamique, la projection sur le premier niveau de Landau
est donc analogue a une réduction dimensionnelle au niveau quantique, puisque
les fonctions d’ondes sont identiques a des fonctions de Bargmann dans le plan,
mais elles représentent vraiment la fonction d’onde de ’électron dans 'espace
physique.

Si maintenant on impose un potentiel électrique périodique par rapport a un
réseau (par exemple un réseau carré), il faut alors décomposer les états décrits
ci-dessus dans une base d’états de Bloch, c’est-a-dire invariants par rapport aux
translations magnétiques du réseau. Par exemple, la période x — x 4+ 1 impose
I’équation de pseudo-périodicité :

e—%(pm—eAm)¢ — e?imﬂl/}
. 1
s flz41) = ™ exp{— + —} (2), (3.17)

ainsi qu’une équation similaire pour la translation y — y + 1. k1 et k9 sont alors
les parametres de Bloch de la fonction d’onde. Ces deux équations sont identiques
a (3.11), elles n’ont donc de solution que si la longueur magnétique (et donc le
champ magnétique) prend des valeurs quantifiées : e B/h = 2r N (autrement dit,
pour des valeurs autres du champ magnétique, il n’existe pas de fonctions propres
ayant ces propriétés de quasi-périodicité [51]). Les fonctions d’onde obtenues sont
donc les fonctions théta décrites ci-dessus (3.9).

Bien que ce formalisme ait été mis sur pied depuis un certain temps [129, 5, 51],
il a été largement utilisé dans les travaux concernant 'effet Hall quantique [65, 9].
Le potentiel périodique V (z,y) a pour effet de briser la dégénérescence du niveau
de Landau en N bandes, correspondant chacune a une famille {¢; ., « € [0,1)*}.
Il est alors possible d'utiliser la représentation stellaire des états ;. pour définir
un indice topologique (indice de Chern) associé a la bande j [9, 58] ; cet indice rend
compte des propriétés de localisation de v; ., donc des propriétés de conduction.

Lien entre représentations de Schrodinger et stellaire sur le tore

Ces degrés de liberté sont reliés de maniere non-linéaire aux coordonnées de
dans la base {|g;)n«} de Hn x, comme le montre bien la formule de factorisation.
Nous explicitons un peu plus cette relation.

Lorsque 'espace des phases est la sphere [86], on a vu que les fonctions de
Bargmann d’un spin S sont des polynomes de degré 25, dont les coefficients sont
reliés simplement aux coordonnées de I'état dans la base |5, j) des états propres
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de S3 (voir la section 2.1.2). Les relations allant des 2.5 zéros z; a ces coefficients
sont simplement données par les formules de Newton :

v(z)=[[(z—=z) = Z a;\/C Sﬂ 25T implique
=1 j==S
asg = 1, CES_]‘\/ gS = (—1)j Z Zly e Zl]. (318)

ll <<l]

Nous avons obtenu une formule analogue pour les fonctions de Bargmann sur le
tore : la donnée des zéros fixe la valeur de x par (3.12), et on a

N-1 N B
P(z) = aj (zlg)ne = [] &7 x(z — 21), (3.19)
7=0 k=1
N 4 = ({Zl}) +2]K2 Z e Zl ml2-|—2\/§7r Zl mi(z1—20) )
Yo m==i

C({z}) est un facteur de normalisation global assez compliqué dépendant de N
et des zéros, z, = (1 41)/2v/2; les coefficients my, (I = 1,..., N) décrivent les
entiers. Pour trouver cette formule de développement, on a utilisé le fait que
les fonctions theta forment une algebre graduée (la graduation correspondant au
nombre de zéros) [74]. En fait, nous ne nous servirons pas de cette formule dans
la suite, mais la présentons ici a titre de curiosité.

3.2.2 Densité de Husimi. Représentation stellaire sur 12
Pour I'instant, le noyau intégral (z|g) a permis d’identifier un espace vectoriel

de distributions Sy . a un espace de fonctions theta. Cette identification devient

en fait une isométrie d’espaces hilbertiens si on munit Fy , du produit scalaire :

V€ P (60w =2 [ 2 Tl (el €L (3.20)

Cette relation est I’analogue sur le tore du produit scalaire (2.4) sur F. Elle
nous mene donc de la méme maniere a la définition d’une densité de Husimi sur
le tore : a chaque état ¢ de Hy ,, on fait correspondre la fonction positive ou nulle

Hy(q,p) € |(2]y)]? e72™N== (3.21)

Cette fonction est bipériodique par rapport a T2, et elle s’annule quadratiquement
aux points 2; = (q;, p1) de T2 correspondant aux zéros z; de ¥(z) (2 = 27"%(q —
ip;)). Cette fonction définit donc une densité de de probabilité sur T? (par rapport
a la mesure de Lebesgue dg dp).
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La propriété de factorisation des fonctions de Bargmann s’étend sans probleme
aux densités de Husimi (elle se simplifie méme) :

Hy(x) = Cy [T Hylz — ), (3.22)

=1

ou H,(z) = |x(z)[*e 2™, x(z) étant défini en (3.13). Grace a ces formules de fac-
torisation, toute I'information sur I’état ¢» (outre une phase globale) est contenue
dans sa constellation de zéros, qui est donnée par la mesure singuliere :

N
def -
pu(2) = NT1Y 2 Gper(x — 1), (3.23)
=1
les fonctions d,er étant périodisées par rapport a T2

Lien avec la transformée de Wigner sur le tore

Il existe plusieurs extensions ‘naturelles’ de la transformation de Wigner dans
le plan a la géométrie torique [36]. Les opérateurs sur Hy , sont des matrices
N x N, qu’on peut décomposer sur la base des translations discretes :

N-1
. m n
A= > A U(—, ~), (3.24)
n,m=0 N N
ou les translations discretes sont restreintes a Hy .. On obtient naturellement
cette décomposition en quantifiant & la Weyl une fonction lisse sur T?, comme
dans le plan :

f(q’p) = Z fn,m e?iﬂ’(’nq—mp)

n,me%
op¥ (f) ol (ﬂ 3) . 3.25
— pN,H(f) nJﬂZ;ny N? N ‘HNM ( )

A partir de la décomposition (3.24), on peut définir la fonction de Wigner (que
nous normalisons a 'unité, ce qui modifie d’un facteur NV les notations de [36])
associée i A
— soit comme la distribution O'W(A) sur le tore, qui fait correspondre a toute
fonction lisse f la valeur Tr(/l Opﬁﬁ(f)). Plus explicitement, cette distri-
bution est une somme de pics de Dirac centrés sur le sous-réseau carré de

T? de maille 1/2N :

1 N n+m k

W, A i (m=nlk
A D)= —— 0 er\q — —( 7 ) er\P — S+ Anm 2 )
g ( )(Q7p) 4Nn7nzk::0 P (q 2N ) P (p QN) ; € N
(3.26)

en utilisant une périodisation des coeflicients A, ,, pour n,m > N. Cette
définition de la fonction de Wigner a par exemple été utilisée dans [67] pour
décrire les fonctions propres du chat quantique.
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— On peut au contraire représenter I'opérateur A par ’analogue ‘classique’ de
la formule (3.24) [48], c’est-a-dire par le polynome trigonométrique

. N-vo N N-1 .
W(A)ap) = 3 A o Ay = T A, e,

n,m=0 n,m=0

=[3

(3.27)
Pour les applications quantiques classiquement chaotiques, le théoreme de Schni-
relman s’applique aux deux types de transformations [36]. Dans les deux cas, on
obtient la fonction de Wigner d’un état ¢ € Hy . en considérant A= |1} (¢]. On
voit donc que les deux différentes définitions ne dépendent que des coefficients

Yom & (WIU(S TI). (3.28)

(bien entendu, ces coeflicients quadratiques en v ne sont pas tous indépendants
[48]). Le lien avec la densité de Husimi se fait par une déformation de convolution
gaussienne (la formule ci-dessous n’est valable que pour N pair) :

N-— 2,2
—2ir(ng—m —gRtm
H¢(q,p) = E 2im(ng—mp) e 2N d)n,m
—1 N N
X 04 <7TN(] + 7rm n 15) 0 <7TNp +7 i—)(3.29)

Lorsque n, m < N/2, les fonctions théta sont asymptotiquement de 1'ordre
de 1, donc on retrouve effectivement (dans cette limite) une convolution de
W(|42)(¢|)(q, p) par la gaussienne (2N)~* e™2™Ne* gpparaissant dans (2.11).

3.2.3 Etats cohérents sur le tore

Sur R?, on s’est servi des états cohérents de Weyl pour représenter un état
quantique par une fonction entiere, sa transformée de Bargmann. Inversement,
la représentation de Bargmann d’un état de Hy ,, décrite plus haut, va nous
permettre d’exhiber une famille d’états ‘cohérents’ |z)n . sur le tore T [36]. En
fait, on se sert de la relation de fermeture sur Hy , donnée par n’importe quelle
base orthonormée, par exemple celle des états de ‘position’ |¢;) n . L’état cohérent
est alors donné par

N
= Z |QJ N,x |QJ (3'30)

Autrement dit, Vz € C, I’état cohérent |z)n . est I'unique élément de Hy . tel
que, pour tout état |¢p) € Hy ., on ait y.(z|th) = ¥(z). Ces états dépendent
du parametre z de facon anti-holomorphe, et leur normalisation dépend de la
position z dans C (et pas seulement dans T¢), comme I'indiquent les relations
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(3.11). On peut en fait donner leur normalisation sous une forme fermée (on se
bornera au cas k£ = 0), ou mieux, le produit scalaire de deux états cohérents :

N pair: ylz | 2y = Ne&FNaz 03(7TN21\—/I_;2 1iN/2) ag(mzv“;;? [iN/2)
Z1 — 22

N impair : y(21 | z2)8 = N e¥™N=12 {62(7‘[‘\/5}\[(21 + o) | 2iN)04(in N | iN/2)

V2
21 — Z2

+05(TV2N (21 + Z3) | 21N )bs(ir N 7 |iN/2)}. (3.31)

Ces expressions nous fournissent en fait les fonctions de Bargmann des états
cohérents |z)n o (des formules similaires ont été obtenues dans [80] lors du calcul
de fonctions de Landau bipériodiques). Dans la limite N — oo, les expressions
dans les cas pair et impair sont équivalentes, elles donnent en fait, a des corrections
exponentielles pres, la formule

27Nz 2o

N(z1 | z2)y ~ Ne lorsque N — oo, (3.32)

valable aussi longtemps que (21 — 2z3) est situé dans un carré compact de C centré
en l'origine, de c6té < 1/24/2. Dans ce cas, on retrouve (au facteur N pres) le
produit scalaire des états cohérents du plan. En particulier, cette estimation est
vraie si z; = z3 : pour N pair, la norme de ’état |z)n o vaut

|2

n(z|2)ny = Ne¥™NEF g (mNg | iN/2)83(n Np | iN/2). (3.33)

Remarque

Ces états cohérents peuvent aussi étre construits en appliquant I'opérateur de
symétrisation S(N, k) aux états cohérents du plan |z) [36]. On a en fait

S(N, )|z) = %pm (3.34)

(par rapport aux notations de [36], le facteur N~! provient du choix différent de
normalisation du produit scalaire sur Hy ).

[’appellation “états cohérents” pour les |z)n, n’est qu’en partie justifiée.
D’une part, ils ne sont les états propres d’aucun opérateur d’annihilation ; d’autre
part, méme renormalisés par un facteur e"N7=" ils ne peuvent étre construits a
partir d’un état de base |0)n . par action du groupe des translations sur le tore.
En fait, seuls les états séparés par Az = (n+im)/N+/2 sont images I'un de I"autre
par un opérateur de translation : les autres translations entrelacent deux espaces
Hn, distincts.

Néanmoins, ces états vérifient au moins deux propriétés fondamentales des
états cohérents : d’une part, la résolution de l'identité sur chaque espace Hy x

(eq. (3.20)).
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D’autre part, comme le montre 1’équation (3.32), les états |z)n sont tres (mi-
cro)localisés dans I’espace des phases, la fonction de Husimi de 1’état normalisé

((7% valant approximativement

H|ZO>(Z, z) ~ N e 27N |z=z0f* lorsque N — oo, (3.35)

autrement dit on retrouve asymptotiquement la formule valable dans le plan.
Cependant, il est possible de définir des familles alternatives d’états dans Hy .
ayant des propriétés analogues : par exemple, I’état completement dégénéré défini
dans la section 4.2.2, ou encore ’état fondamental de I’hamiltonien de Harper (v.
la conclusion de la section 2.2), qui fait office d’oscillateur harmonique sur le tore.
Néanmoins, aucun d’entre eux ne vérifie la propriété de fermeture (3.20), qui est
un ingrédient majeur de 'utilisation des états cohérents.

3.3 Deux transformations chaotiques du tore

Les transformations canoniques sur le tore que nous allons étudier ne sont pas
des applications de Poincaré d’hamiltoniens de dimension supérieure, ni méme
des applications stroboscopiques, mais au contraire définies ex nihilo : on les a
choisies pour leur simplicité, mais surtout parce que leurs propriétés chaotiques
sont prouvées mathématiquement [8].

3.3.1 Transformation du boulanger

L’application du boulanger sur T2 [8, 113] est un prototype de dynamique
symbolique : elle utilise le codage de chaque point (p,q) de I'espace des phases
par une double suite infinie de 0 et 1, chacune correspondant au développement
binaire de p (resp. de ¢). Ainsi, on note le point

(p,q) = ...€_2€_1,€0€1€5..., avece; =0ou l. (3.36)

La dynamique du boulanger consiste a faire avancer la virgule d’'un cran :

(P,Q) = B(p,q) = ...e_26_1€0,€1€62.... (3.37)
_ (2 J; © 929 — e), (3.38)

Localement, la dynamique est donc identique au flot de Hyyperb pendant un temps
(log2)~!. Cette application, discontinue sur la ligne {q = 1/2}, a donc les pro-
priétés d’Anosov : elle est uniformément hyperbolique, d’exposant de Lyapunov
A = log2, et en chaque point les variétés stable et instable sont données par
W*(qo,p0) = {q =}, W (qo,po) = {p = po} (c’est-a-dire les translatées des axes
invariants par Hpyperb). La double suite (sans la virgule) définit exactement une
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trajectoire entre { = —oo et t = 400, la virgule indiquant le moment auquel on
se trouve. Une orbite n-périodique correspond a un mot ¢ . ..¢, répété a I'infini.
On obtient donc une description exhaustive des orbites périodiques.

Cette transformation possede la symétrie de parité (¢, p) <> (1—q,1—p), ainsi
que la propriété de renversement du temps par (q,p) < (p,q) (renversement du
sens de lecture de la double suite). De telles symétries joueront un role important
au niveau quantique.

Enfin, cette application est engendrée par la fonction génératrice /—NX(P, q),
également discontinue, et définie uniquement dans les secteurs ou les développements
binaires de ¢ et P commencent par le méme chiffre ¢ :

A, (P,q) =2Pq — P — €oq. (3.39)

Si P et g ont un premier chiffre différent, ils ne peuvent étre reliés par la trans-
formation. Cette fonction génératrice nous permettra de quantifier cette trans-
formation de facon exacte.

Application quantique du boulanger

En effet, si on applique brutalement la formule de Van Vleck (1.14) en utilisant
les fonctions génératrices A, (P, q) dans les secteurs ou g et P commencent par le
méme chiffre, on trouve I’expression suivante (dans une représentation mixte) :

1 .
(P|Uglq) = %\/56—1(2%—@(%1)»/% (3.40)

Apres une périodisation (et donc quantification) des variables ¢, P données par les
équations (3.1,3.2), on obtient, dans le cas ou N est pair, la méme matrice dans
chacun des deux secteurs {q, P < 1/2}, {q, P > 1/2} : il s’agit de la matrice de
transformation de Fourier discréte a N/2 éléments : par exemple, dans le premier
secteur (correspondant a 5,k < N/2), les éléments de matrice de la transformation

(polUslgs)ve = 2/ N e FOFmI0r), (3.41)
Cet élément est identique a (p, +1/2|Ug|q; +1/2) N« situé dans le second secteur

sont

autorisé classiquement, tandis que le reste des éléments de matrice de Up est fixé
a 0 (reflétant le fait que le passage de g a P est interdit classiquement).

Dans la représentation mixte, la matrice Ug agit donc de facon indépendante
et unitaire sur chacun des deux blocs. Comme le passage des bases |¢j)n.x & [P )N x
est aussi unitaire (c’est la transformation de Fourier discrete a N éléments),
on en déduit que la transformation totale Up est unitaire sur tout Hy . on a
donc construit une version quantique de 'application du boulanger [13] ayant les
propriétés désirées (cf. section 1.1.4). Les propriétés des matrices Ug dans la limite

semi-classique ont été étudiées par [114]. Nous nous bornerons a calculer leurs

états propres (numériquement), dans le cas particulier K = 0 Lf (1 +1)/2, pour
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lequel la transformation quantique est invariante par parité et par renversement
du temps (autrement dit, les symétries classiques du boulanger ne sont conservées
quantiquement que pour cette valeur de &).

3.3.2 Transformations du ‘chat’ d’Arnold

Les transformations du chat consistent en les automorphismes hyperboliques

a b
d

coefficients entiers et déterminant unité), de trace |a + d| > 2. La dynamique est

du 2-tore, c’est-a-dire les matrices S = de SL(2,7) (autrement dit, a

simplement donnée par

( 7 ) 8. ( Z ) modulo Z, (3.42)

p

donc elles sont invariantes par parité. Arnold avait au départ considéré la trans-

11
1 2

cations pour la quantification. Pour nos calculs numériques, nous avons utilisé

formation Sy = , mais nous verrons que ce choix présente des compli-

deux transformations :

2 1 12 7
s=(21) wse(2 1) as)

La premiere est invariante par renversement du temps (q,p) < (q,—p). La se-
conde est la plus simple (& notre connaissance) dont la seule symétrie soit la parité
(les notations Sy, Sz correspondent a S, S” dans [3]). Nous utiliserons également
2 1
11

Comme pour le boulanger, le caractere linéaire de la transformation implique
une uniformité de ’hyperbolicité : tout point de T? a ses variétés stables et in-
stables données par les deux sous-espaces propres de S, et I’exposant de Lya-
punov positif (correspondant & la variété instable) est donné (pour tout z) par

a A/ (a+d)2— . , N
A = log| il 2( "7 {ne telle transformation est un archétype du systeme
d’Anosov (elle peut aussi étre formulée en termes de dynamique symbolique).
Les points périodiques sont tous les points de coordonnées rationnelles.

la transformation Sg, = dans les figures 3.1 et 3.2.

Pour les applications de trace a + d > —2, la dynamique discrete provient
en fait d’un flot hamiltonien défini dans tout le plan R? : I'application S est
alors I'application stroboscopique (au temps 1) de I’hamiltonien quadratique
Hs(q, p) = aq*+Bqp+~yq? [75]. Cet hamiltonien est hyperbolique c’est-a-dire qu’il
se transforme en Hpyper, = AP(Q) dans des coordonnées symplectiques adéquates.
Il possede donc un unique point fixe instable en 'origine, et ses trajectoire clas-
siques sont des hyperboles.



66 CHAPITRE 3. CHAOS QUANTIQUE SUR LE TORE

Si on applique cette dynamique hamiltonienne a une densité p dans le plan
qui est T%périodique, a tout moment ¢ la densité image p(t) sera périodique vis-
a-vis d’un tore déformé. Quand ¢ est entier, ce tore déformé redevient identique
a T2, et p; est alors T:périodique. La transformation stroboscopique agit donc
proprement sur les densités p sur T2 On a donc obtenu une transformation a
temps discret ‘tres chaotique’ en repliant sur le tore une dynamique intégrable
hyperbolique dans le plan.

Dans le plan, la transformation S peut étre engendrée par une fonction génératrice

AS(QaQ) : 1
As(Q,q) = 57 (dQ* = 2Qq + aq’) (3.44)

(comme S est hyperbolique et unimodulaire, on a forcément b # 0). Sur le tore,
cette action classique n’engendre toute la dynamique que si, pour des positions
(g, Q) données dans [0, 1), on considere toutes les positions finales @, Q+1,...Q+
b — 1 : chacune donnera lieu & une trajectoire (g, p) — (Q, P) différente sur T

La dynamique sur le tore sera donc engendrée par les b fonctions As(Q + 7, q),
j — N h_1

F1G. 3.1 — Transformation du chat Sgg, mise en image par Leon “I really have nothing
against cats” Poon.
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Chat ‘perturbé’

Comme on va le voir dans la suite, toute transformation du chat S a des
propriétés arithmétiques tres particulieres, aussi bien au niveau classique que
quantique. Une conséquence importante de ces propriétés concerne la statistique
des spectres de Ug, qui est tres différente de celle d’un systeme classiquement
chaotique ‘générique’ [76]. On peut des lors se demander si les vecteurs propres
du chat ont des propriétés génériques. Pour s’en convaincre, nous avons (par-
tiellement) étudié une transformation plus générique, qui consiste a perturber
l’action génératrice (3.44) du chat par un terme non-linéaire assez petit pour que
les propriétés chaotiques soient conservées (les propriétés d’Anosov sont en effet
stables par perturbation lisse). Nous avons choisi de perturber I"application Sj,
en reprenant le schéma de [28], c’est-a-dire que le terme supplémentaire a ’action
(3.44) vaut dsin(2mq). Ceci engendre alors la transformation :

( q ) s 51(6) ( 5 ) g, ( 5 ) + 26 cos(2mq) ( ; ) modulo Z.  (3.45)

p

La transformation a les propriétés d’Anosov tant que § < dpax, aVeC dmax =
;{3\_/15 ~ .0083 [28]. Dans nos applications numériques, nous prenons comme pa-
rametre 6 = .005. La transformation obtenue Ss est alors plus complexe a ana-

lyser : en particulier, on ne dispose pas d’expression analytique pour les points

périodiques. Pour tout parametre §, cette perturbation brise les symétries de
parité et de renversement du temps.

Quantification du chat

Pour quantifier les transformations S, on raisonne d’abord dans le plan :
I’application stroboscopique de ’hamiltonien Hs donne sur le plan la formule
exacte de Van Vleck, du fait de la linéarité de la dynamique :

1
\2imh

La périodisation de cette expression, qui consiste a remplacer le ket |¢) par le
|g;)n < définien (3.5), réclame une discussion dépendant des propriétés arithmétiques

QI ) = A entptier-napar?) (3.46)

des entiers a,b,d, N [67]. En regle générale, on trouve que l'opérateur Us =
e~%mNHs apyoie chaque distribution de Sy, dans une distribution de Sy ./, ou
la relation entre les deux parametres de Floquet dépend de S et de N (cf [3,
éq. 23]). On obtient donc un opérateur d’entrelacement entre ces différents es-
paces. De plus, si on considere dans les deux espaces les structures hermitiennes
définies ci-dessus, cet opérateur d’entrelacement est unitaire (une formule presque
générale de cet entrelacement se trouve dans [3, éq. 79]).

En particulier, pour tout application classique S on peut toujours trouver un
parametre k tel que k' = k. Dans ce cas, 'opérateur Ug se ramene a une matrice
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unitaire sur Hy . Nous nous placerons toujours dans ces cas-la : on peut alors
définir des états propres de Ug, et c’est eux que nous allons étudier, en particulier
par leurs représentations de Bargmann. Pour simplifier les calculs, nous ne nous
servons que de matrices S de la forme

{01 10
SZ(l 0) ou (0 1)modlulo?, (3.47)

car les opérateurs correspondants agissent comme des endomorphismes sur Hy .o
pour tout N. Si, de plus, le coefficient b et NV sont premiers entre eux, les matrices
unitaires associées sont alors données par une formule simple, tres similaire a la
formule dans le plan [48] :

CN 217’[’ 2 _ g . _
No{qi|Uslg;)no = \/WGXP{W 57 (db" /2) = b7 + j*(ab 1/2)}}7 (3.48)
ou b~! est un entier inverse de b modulo N, tel que db™! et ab™! soient deux
entiers pairs, et Cy est une phase dépendant de S et de N [2, appendice A].

Quantification du chat perturbé

La perturbation du chat que nous avons utilisée (directement au niveau de la
fonction génératrice) permet d’étendre le schéma de quantification décrit ci-dessus
aux applications perturbées [28]. En effet, on peut quantifier la transformation
S1(0) agissant dans le plan, par la formule de Van Vleck :

1
\/2imh

La périodisation du propagateur ci-dessus n’a aucune influence sur le dernier fac-
teur, qui est invariant par ¢ — g+ 1. On aboutit donc aux mémes restrictions sur

(Q|Us, ) 9) = o315 (1Q=29Q+ag?) oidsin(2mq)/h (3.49)

le parametre de Floquet que dans le cas non-perturbé, et on obtient les matrices
suivantes dans Hy :
ON 2im [ 12 —1 op—1 2 —1 : :
LT sla: — GT[] (db=1/2)—7'5b7 1 +5°(ab /2)] 6217rN551n(27qu) ] 3.50
No{qir|Uss)lgi) v o o (3.50)
[’unitarité de ces matrices découle simplement de celle de Ug, puisque le fac-
teur exponentiel de droite correspond uniquement a un changement de phase des

vecteurs |g;)no. Les états propres de Ug, (5) ne seront ni invariants par parité, ni
réels, contrairement a ceux de Usg,.

3.4 Etats propres cristallins des chats quantifiés

Au lieu de calculer la quantification de S en représentation de Schrodinger,
comme on |’a fait ci-dessus, on peut le faire directement en représentation de Barg-
mann, ou les distributions sont remplacées par des fonctions entieres. L’action de
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Us sur I'état |g;)n . de fonction de Bargmann (3.9) débouche, par périodisation
directe de (z|Us|q;), sur :

al—l—c . z K1 ai+c
. 0 (n N SV R S
(lUslgj)ne = (z|Usla;) Os (” [ 1\flerd * N] | bi +d >

1 1 exp{ (d ib)2? — (a — ic)q? —|—2\/_2q}

ou <Z|US|Q> (ﬂ'h)l/4 /—lb—l-d Qh(lb—l-d)

(3.51)

Autrement dit, on trouve que Us agit sur les fonctions (z|g;)n . par 'action
usuelle du groupe métaplectique sur les fonctions théta (ce groupe est le double
revétement du groupe symplectique SL(2,R), obtenu en fixant le signe de la ra-
cine carrée apparaissant dans (3.48)). Ce qui importe, c’est que cette action est
linéaire sur la variable de Bargmann z, et qu’elle transforme le parametre 7 par
laction usuelle de SL(2,R) : 7/ = 22 Comme S a des coefficients entiers, 7/ et

br+d
7 définissent le méme tore, et la fonction (z|Us|g;) appartient bien a un espace

FN -

Cette remarque va nous permettre de construire une classe tres particuliere
d’états propres de Ug dans certains espaces Hpy ., qui ont des propriétés non-
triviales de périodicité dans l'espace des phases : ce sont les états cristallins,
pour lesquels les densités de Husimi, et donc également les constellations, sont
périodiques non seulement par rapport a T? (c’est le cas de tout état de Hy ),
mais aussi par rapport a un sous-réseau de T?. La construction détaillée de ces
états est faite dans [2]; comme elle est assez technique, nous n’en reproduisons
ici que les grandes lignes. Ces états servent de référence par rapport a des états
propres plus ‘désordonnés’ du chat, et a ceux du boulanger. En effet, on trouve
parmi les états cristallins des états ‘tres ergodiques’, comme nous le verrons dans
la section 4.2.1.

La construction de ces états utilise les propriétés des fonctions théta apparais-
sant dans les équations (3.9, 3.51), combinées avec factorisation des fonctions de
Bargmann sur le tore (3.14) : on observe en effet une dynamique tres particuliere
des constellations de zéros sous les transformations quantiques du chat.

3.4.1 Construction des états propres

Pour commencer, décrivons les fonction de Bargmann associées aux états
|9 % €t Us|gi)n.x (v. fig. 3.2). Ces fonctions de Bargmann sont quasi-périodiques
vis-a-vis de réseaux plus fins que Tt : outre les deux relations (3.11), on a en plus

(z +1/NV2|gj)n,e = eBmmemW/AN=V2) (1000
—b+1id

(+ g

(b2 +d?)

Uslgj)ne = €m0 e™ v e mOHIVE () 7glg L (3.52)
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En particulier, on voit que les zéros de ces deux fonctions sont distribués le long
de ‘lignes discretes’ sur le tore (v. fig. 3.2) : les zéros de (z|g;) N, sont donnés par

1

tandis que ceux de (z|Us|g;) N peuvent étre déduits des précédents par la simple

formule :
2] = (—ac _db>zl mod T¢ (3.54)
= z; = Sz mod T
N= 20
1 -
] g 7 ’
I 9
i §
= 05 - i,
§ §
£ §
g
®
O O T ‘
0 0.5 1 0 0.5 1
Re zV2=gq Re 2V2=q

FI1G. 3.2 — Transformation classique d’une constellation. L’état de gauche est |gg)20,0,
c’est-a-dire un état localisé en la position ¢ = ¢o = 0. A droite, son image par Ug,_ . Les
contours indiquent le logarithme de la densité de Husimi, pour faire ressortir les zéros.

Autrement dit, les zéros de la fonction image se déduisent de ceux de 'antécédent
par la transformation du chat classique. Ce n’est pas le cas pour un état initial
générique de Hy .. On peut d’ailleurs écrire les équations de mouvement des zéros

lorsque le propagateur e~ x

st agit sur un état initial dans Hy . (cf. les remarques
de la conclusion générale) : ces équations sont tres non-linéaires, mais il se produit
des annulations ‘miraculeuses’ lorsque ’état initial est de la forme de |g;)n ., ce
qui implique la propriété suivante :

Proposition 1 Le mouvement des zéros de (z) lorsqu’on applique a ¢ € Hy
une application quantique du chat Us est classique si et seulement si ¢(z) peul
s’écrire sous la forme d’une unique fonction théta (a un facteur exponentiel prés) :

P(2) = (i) n = €270 fi(az + B|r). (3.55)
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C’est bien entendu le cas de | ;) v« (cf. éq (3.9)), mais également vrai de son image
Us|q;)n - Sion agit sur cette derniere par I'action d’un autre opérateur Ug, les
zéros vont encore se déplacer classiquement. Remarquons que cette propriété ne
dépend pas de I'angle de Floquet initial : elle reste vraie méme si les vecteurs [¢)
et Us|t) sont dans des espaces Hy ., différents.

N= 33
1 -l 1
b . ) ) [ %
. . . I
. ° . Qv
0.5 + - >~ 0.5
[ L] L4 I\
) . . g
V] . .
0 VE . ‘ . 0
0 0.5 1 0 0.5 1
q Re zVR=gq

FI1G.3.3- A gauche, un réseau invariant classiquement par Sy, pour N = 33. Ce réseau
a comme base minimale v; = (1,6), v = (6,3) modulo N. A droite, I’état propre de
Us, correspondant au méme réseau, apres translation de (1/2,1/2) et réflexion par
rapport a I’axe réel. Les nuances de gris correspondent aux valeurs de Hy, les points
blancs correspondant aux zéros.

3.4.2 Reéseaux invariants

Décrivons plus précisément les réseaux de zéros qu’on obtient de la sorte,
c’est-a-dire en faisant agir les transformations de chat quantiques Ug sur les états
de base |¢;)n - Les N zéros peuvent toujours étre écrits de la sorte :

Z;:z;—l—l(n—l—im)/N\/i, pour [ =1,--- N, (3.56)

ou les entiers n, m sont premiers entre eux, de maniere a avoir N points distincts
sur T¢. En prenant 2/ = 0 et en dilatant le réseau d’un facteur Nv/2, et en prenant
son symétrique par rapport a 1’axe réel, on débouche sur un sous-réseau entier
du tore carré de co6té N, autrement dit un sous-module libre de type 1 Z%, ot
Zn est anneau des entiers modulo N [82, p.81-84]. La qualification ‘de type 1’
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signifie que le réseau est engendré par un unique vecteur dans 7%, qui est ici le
vecteur (n,m); le module est ‘libre’ s’il contient N points distincts sur Z%;. Si on
appelle ¢, 'état quantique associé a ce sous-module A (c’est-a-dire tel que les
conjugués complexes des zéros se placent sur A/N+/2), ’équation (3.54) montre
que 'action quantique de Ug sur @, se traduit par ’action classique de S sur A.

La propriété de factorisation (3.14) montre que la relation A <> |1)a)n . est
injective : a tout sous-module A correspond un unique état 15, qui appartient a
un certain espace Hy ., dépendant de la somme (3.12). Par conséquent, si, pour
une certaine transformation S, on trouve un sous-module A tel que SA = A, cela
signifie que I’état ¢y est un état propre de Ug (et donc que Ug agit comme un
endomorphisme sur l’espace Hy . qui contient ¢4 ). On peut donc construire des
familles d’états propres de Ug par 1’étude purement classique des sous-modules
de 73 invariants par S.

Cette étude est faite en détail dans [2, section 5], et elle montre le caractere
profondément arithmétique de la transformation du chat. Les sous-réseaux inva-
riants n’existent en effet pas pour toutes les valeurs de N. Le parametre crucial
dans cette étude est le discriminant de la matrice S, défini par D = ‘1"2'—d —1 (c’est
un entier, car nous nous restreignons aux matrices S du type (3.47)). Nous ne
donnerons ici que les résultats concernant des entiers N premiers, car nos études
numériques ultérieures ont été faites exclusivement avec ces valeurs (le cas général
est traité dans [2]). Dans ce cas, tout sous-module A peut étre engendré sur Z3%

(}g) o (’i) (3.57)

L’invariance de A par la transformation S prend alors la forme d’une des deux

par un vecteur du type

équations :

bk? + (a—dk—c = 0 modN (3.58)
(resp.) ck + (d—a)k’—b = 0 mod N.

En général, résoudre ces équations revient a extraire une racine carrée de D dans
Zn, cest-a-dire trouver un entier zy tel que 23, = D modulo N. C’est évident
si N divise D, auquel cas il suffit de prendre x = 0. Hormis ce cas trivial (qui
ne concerne qu’un nombre fini de valeurs de V), les entiers premiers se partagent
en deux classes : les nombres premiers N qui sont scindés par rapport a D, pour
lesquels il existe deux solutions +xy ; les nombres premiers pour lesquels il n’y a
aucune solution (qui sont dits inertes).

Si N est un nombre premier scindé par rapport a D, il existe donc deux
sous-modules (différents) A1 invariants par S'; autrement dit, il existe deux états
propres ¥, de Ug ayant leurs constellations sur un réseau. Pour cette valeur de
N, ce sont les seuls; de plus, ils ne sont pas orthogonaux, mais appartiennent
a un meéme sous-espace propre de Ug sur Hy, de dimension au moins 2. Des
‘états propres sur réseau’ peuvent également apparaitre pour des valeurs de N
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non premieres, mais quand il y en a, ils sont tres peu nombreux parmi tous les
états propres de Us (en particulier, ils ne forment jamais une famille complete
de Hy ). Dans la limite N — oo, il constituent certainement un ensemble de
densité asymptotique nulle [2, §5.2].

Construction des autres états propres : propriétés cycliques de Ug

Pour les valeurs de N décrites plus haut, on peut en fait construire tous les
états propres a partir d'un des réseaux Ay. En effet, si on considere ’ensemble des

réseaux affines (c’est-a-dire ne passant pas par 'origine) {A; = A + ( (Z) ) , 1=
1

que ces réseaux A; sont envoyés les uns sur les autres par S. En appliquant
S itérativement a Ay, on obtient ainsi un cycle (A, SAy, S?Ay, ..., SPA, =
A1) de période p. Ces propriétés cycliques se transposent directement au niveau
quantique. Les vecteurs 15, forment avec o une base orthonormée de Hy x,
sur lesguels le propagateur quantique Ug agit par permutation (a des phases

y..., N — 1} déduits de A par translations verticales, il est clair, par linéarité,

pres). A partir du cycle {¢a,, Usthn,,...}, on peut aisément fabriquer p états
propres orthonormés (éq (60) de [2]), dont les valeurs propres sont e#m(r+o)/P . =
0,...,p— 1. Si la période p < N — 1, on recommence le processus a partir d'un
réseau A; qui n’a pas encore été compté, et ainsi de suite. On obtient finalement
une base orthonormée d’états propres de Ug.

Si on n’a plus qu’un cycle (c’est-a-dire si p < N —1), toutes les phases propres
de Ug sont en général dégénérées. C'est une des raisons pour lesquelles le spectre
de Ug ne présente pas des corrélations identiques a celles des matrices aléatoires,
mais au contraire une statistique poissonienne. Comme on voudrait décrire des
états propres les plus ‘génériques’ possibles sur le plan du chaos quantique en
général, on cherche plutot des états non dégénérés. Pour cette raison, nos études
numériques seront faites pour des valeurs de NV scindées, et telles que la période
du cycle ci-dessus soit p = N — 1. Il n’y a alors qu’'une seule phase propre deux
fois dégénérée, celle qui correspond aussi a I’état ¢5. Ces valeurs de N forment
un ensemble infini { N} }ren, donc peuvent se préter a une analyse semi-classique.
Cet ensemble de valeurs pour la constante de Planck est intéressant pour une
autre raison : on sait que la propriété de Schnirelman s’applique a toute suite de
fonctions propres {¢n, } de Us, dans la limite N, — oo [48] : ¢’est un théoreme
d’ergodicité quantique unique pour ces valeurs (cf section 4.3).

Signalons qu’il existe des valeurs de N pour lesquelles aucune phase propre
n’est dégénérée [48], mais on ne sait pas si toutes les suites de fonctions propres
s’équidistribuent dans ce cas.

Etats propres associés a un réseau carré

Il existe d’autres états ¢ dans Hy . dont les fonctions de Bargmann s’écrivent
comme indiqué dans la proposition ci-dessus, et qui ne peuvent étre obtenus a
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partir de |g;) v .. Par exemple, citons ’état 1) dont la constellation forme un réseau
carré sur le tore (ce n’est bien siir possible que si N = M? avec M entier). Cet
état peut s’écrire sous la forme

1 — I
\/—M;(_l) | i )Nk 5 (3.59)

def

<Z|¢SQ>N,H = X(MZ) =

ou la valeur de x dépend de la parité de N : k = 0 si N est pair, k = 0 si N est
impair. La définition de s, montre bien que ses zéros sont sur le réseau carré de
coté (M+/2)~" (le sous-réseau correspondant de 7Z? est un sous-module de type 2,
contrairement a ceux considérés jusqu’a présent).

Par linéarité, 'opérateur Us agit sur 1yq comme sur I’état unique [1/2), 5 de
H, 5 dont la fonction de Bargmann est x(2) (éq. (3.13)), autrement en multipliant
hsq par une simple phase. 1)y, est donc un état propre de Ug dans Hy .

Ce type d’état propre est encore plus rare que les états 1)y décrits plus haut,
puisque la valeur de N est contrainte a étre un carré parfait. Nous 1’avons men-
tionné car il est état propre de tous les opérateurs Ug, du moment que S vérifie
une des deux conditions (3.47) : c’est une sorte d’état propre universel, qui de
plus a des propriétés d’équidistribution presque optimales (v. sections 4.2.1 et

4.5).

3.4.3 Propriétés ergodiques des réseaux invariants

Nous décrivons dans cette section la maniere dont les réseaux A invariants par
une transformation S se répartissent sur le tore. En effet, un réseau de N points
sur T? peut étre localisé le long d’une ligne, comme c’est le cas par exemple pour
les zéros des états |g;)n ., ou au contraire délocalisé sur tout le tore, comme par
exemple les réseaux carrés décrits ci-dessus.

Une maniere quantitative de mesurer le caractere (dé)localisé d’un réseau
bidimensionnel sur T? consiste a calculer les générateurs les plus courts de ce
réseau, c’est-a-dire deux vecteurs V;, V5 tels que, d’une part, A = {nV; + mV; |
n,m € 7}, d’autre part, tout vecteur V€ A strictement plus court que V; est
nul, et tout vecteur V' strictement plus court que V, est soit +V;, soit nul. Une
telle ‘base minimale’ de A existe toujours a deux dimensions [41], elle détermine
en particulier la forme de la cellule de Dirichlet—Voronoi du réseau (c’est-a-dire
la cellule constituée des points plus proches de l'origine que de tous les autres
points de A). Par une contraction de A d’un facteur 1/N, on se ramene au réseau
de zéros sur T?. On a alors [3, appendice B] :

Proposition 2 Pour une transformation du chat S donnée, il existe une cons-

tante Cg telle que, pour tout réseau de points sur T? invariant par S, les générateurs
ni 1€ 1 < < Ls

minimauz vy, vy sont bornés par Govw S lv;] < T

Par conséquent, la cellule de Voronoi de la constellation est de diametre
O(1/+v/ N); cette borne est optimale, puisque I'aire de la cellule est forcément 1 /N,
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quelque soit le type de réseau. Cette borne est trivialement violée pour les réseaux

: : o 0
le long de lignes verticales : les générateurs sont dans ce cas vy = ( 1/N ),
1 : . o
vy = , et la cellule de Voronoi a un diametre de 'ordre de 1. La proposition

0
ci-dessus constitue une propriété d’équidistribution pour les réseaux invariants,
et est utile pour estimer les différentes normes utilisées pour mesurer ’ergodicité
des fonctions de Husimi sur réseau (v. section 4.2.1).

Cette ergodicité est également visible par transformée de Fourier de la constel-
lation (cf. section 4.6.1). Pour un vecteur d’onde fixé k = (k,, k,), le coefficient
pr = N7V N e 8mhet a550cié a une constellation sous forme d’un réseau clas-
siquement invariant par S sera rigoureusement nul si N > Qsk?, ot Qs est une
constante dépendant de la transformation S. Ceci permet de montrer que les me-
sures atomiques associées a ces réseaux invariants A sont équidistribuées dans la
limite N — oo [2, section 6].

3.4.4 Etats cristallins

On a déja évoqué la rareté des états propres sur réseau. Il est cependant
possible de construire des états propres plus généraux, ayant des propriétés de
périodicité analogues aux états sur réseaux : il s’agit des états dits cristallins,
pour lesquels la constellation (et la fonction de Husimi) est aussi périodique vis-
a-vis d’un sous-réseau de T? invariant par S, mais chaque ‘cellule’ de ce réseau
peut contenir un nombre fini de zéros, dont les positions a I'intérieur de la cellule
sonta priori arbitraires : ’analogie avec un cristal bidimensionnel est claire. Nous
ne détaillerons pas plus ici la construction de ces états propres; elle est faite
dans la section 8 de [2], et est également basée sur I'action classique de S sur
certains sous-réseaux de T2 Un état cristallin de fonction de Husimi invariante
par rapport a A jouit alors des mémes propriétés d’équidistribution que ’état sur
réseau associé a A.
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F1G. 3.4 — Deux états propres cristallins de Ug,. Les nuances de gris représentent les
valeurs de la fonction de Husimi. Les zéros sont indiqués par des cercles. A gauche, le
cristal est périodique par rapport au réseau carré d’ordre 9. A droite, par rapport a un
réseau invariant d’ordre 11 contenu dans celui de la figure 3.3.



Chapitre 4

Fluctuations des états propres
chaotiques

4.1 Objectifs

Les objectifs de ce chapitre peuvent étre résumés ainsi : on sait que les den-
sités de Husimi d’états propres chaotiques convergent vers 1 au sens faible, dans
la limite semi-classique (c’est la ‘propriété de Schnirelman’, cf. section 4.3). Ceci
constitue en général la seule information rigoureuse dont on dispose sur ces den-
sités microlocales. Nous voudrions cerner plus précisément la structure de ces
densités, en particulier mesurer quantitativement leurs fluctuations par rapport
a la limite classique. Pour ce faire, nous allons utiliser plusieurs types de ‘normes’
mesurant 'ampleur des fluctuations de densité des H, (les guillemets signifient
que ces quantités ne sont pas toujours des normes au sens mathématique), ainsi
qu’un ensemble de ‘fonctions de Husimi de référence’, c’est-a-dire des fonctions
de Husimi connues explicitement, et caractérisées par des propriétés d’ergodicité,
ou au contraire de localisation sur le tore. Nous chercherons a estimer ces fluctua-
tions d’une part directement sur les Hy, d’autre part sur les constellations p,, des
états propres chaotiques; la charniere entre les deux représentations est la fonc-
tion log Hy : son utilisation nous conduira d’une part a des résultats dynamiques
sur les densités de zéros, d’autre part vers une conjecture liant ses coefficients de
Fourier aux pics de densité visibles sur certains états propres (typiquement, ces
pics sont des cicatrices de points périodiques instables). Nous commencons par
décrire les différentes familles d’états de référence.

4.2 Etats de référence

Pour situer un peu les états propres ergodiques dans Hy ., il est nécessaire

b
d’avoir le maximum de ‘reperes’ dans cet espace, qu’on représente par ses fonc-
tions de Husimi. Nous donnons donc une liste d’états connus analytiquement,

77
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et intéressants pour leurs propriétés semi-classiques dans I’espace des phases (ils
seront soit tres ergodiques, soit tres localisés). On pourra alors comparer les
différentes ‘normes’ de ces états de référence a celles des états propres chao-
tiques, obtenues numériquement. On en a représenté 6, de différents types, sur la
figure 4.1

4.2.1 Etats ergodiques

Comme une fonction de Husimi ne peut étre rigoureusement plate, un probleme
(apparemment non-trivial) consiste a trouver I’état de Hy , le plus ergodique, re-
lativement a une ‘norme’ donnée (par exemple, pour la norme sup), autrement
dit I’état qui minimise cette norme parmi tous les états normalisés de Hy .. Il
n’existe pas de réponse définitive a ces différents problemes d’optimisation. On
a en revanche des résultats partiels : on sait minimiser certaines de ces ‘normes’
sur un ensemble d’états plus restreint que Hy . tout entier.

Etats sur réseau

Il est difficile d’avoir une idée de I’état le plus ergodique appartenant a un es-
pace Hy , donné. Tout d’abord, on peut restreindre le probleme a x = 0, puisque
les ‘normes’ sont invariantes par translation. Elles sont également invariantes
par dilatation de la variable x : chacune de ces normes prendra la méme valeur
pour les fonctions H(z) et H(Mz), donc leurs valeurs minimales sur Hy o seront
supérieures ou égales a celles prises sur Hyarz o. Il est donc plus naturel d’étudier
ces problemes d’optimisation sur I’ensemble des espaces Hy g, ou N € N. On peut
alors émettre une conjecture provenant de ’analogie entre ces optimisations et le
probleme d’empilement optimal de disques dans le plan.

Conjecture 1 Quelle que soit la ‘norme’ utilisée pour mesurer les fluctuations
de Hy, celle-ci est minimale lorsque les zéros de Hy forment un réseau triangu-
laire €quilatéral.

Quelle que soit la taille de sa maille, un réseau équilatéral ne peut constituer
un sous-réseau du tore, & cause de l'irrationalité de v/3. Néanmoins, dans la limite
N — o0, on peut en construire des approximations de plus en plus justes, c’est-a-
dire des réseaux triangulaires pour lesquels les angles se rapprochent de 7/3 (par
exemple, pour N = 56, on peut construire un réseau triangulaire isocele dont les
rapports des longueurs entre les cotés et la base d’un triangle est ~ 1.0077, voir
fig. 4.1). Les valeurs minimales des ‘normes’ sont donc atteintes dans la limite
N — oc.

Nous avons pu prouver que les fonctions de Husimi a réseau équilatéral opti-
misent les normes L? et la moyenne géométrique si on restreint 'espace des états
aux états sur réseau [3, appendice A]. La conjecture affirme donc que les états les
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plus ergodiques sont a chercher parmi les états sur réseau. Cela semble raison-
nable : des problemes similaires de minimisation des déterminants de laplaciens
par rapport a toutes les structures riemanniennes sur le tore aboutissent a cette
conclusion [100].

La preuve de ce résultat partiel utilise le calcul explicite de ces ‘normes’ dans
le cas des états sur réseau, qu’ils soient ou non états propres d’un opérateur Ug
(cf. section 3.4). Tout état sur réseau peut en effet s’exprimer tres simplement
en représentation de Bargmann : si (v1,vz) sont des générateurs du réseau dans
Te (ordonnés pour que I(vy/vy) > 0), les fonctions de Bargmann et de Husimi
de I'état b correspondant s’écrivent, a une dilatation pres, comme des ‘briques
élémentaires T-déformées’ [3, section 4.4] :

Wl7) = @S(r) e 0, (n 3 | 7), (4.1)

—27Tp2 .
X(T)(Q7p) = 23(7) es0 ‘91 (7(q—ip) | 7)
ou le parametre de déformation 7 = Z—? est invariant modulaire, c’est-3-dire que

aT+cC

br+d
carré 7 = i, on retrouve la brique élémentaire usuelle x(z), H,(x)). A partir de ces
formules, on peut extraire assez explicitement les ‘normes’ de ces états, qui sont

les parametres 7 et 7/ = donnent des fonctions équivalentes (pour le réseau

égales aux normes de H, ;). On trouve alors des expressions reliées aux problemes
de déterminants de laplaciens cités un peu plus haut (nous n’avons pas trouvé de
jonction plus directe entre les deux types de problemes).

Pour aller dans le sens de la conjecture ci-dessus, nous signalons que tous
les états propres du chat (perturbé) et du boulanger que nous avons calculés
numériquement sont moins ergodiques (au sens des diverses ‘normes’) que le
réseau équilatéral (v. fig. 4.5); de plus, parmi les états propres du chat, les plus
ergodiques sont souvent les états sur réseau, lorsqu’ils existent (c’est le cas pour
les valeurs de N que nous avons considérées). Par conséquent, il est nécessaire
d’utiliser une autre approche pour mieux décrire les états propres génériques des
applications chaotiques : celle des états aléatoires.

Etats aléatoires

Les états propres des transformations quantiques étudiées présentent en général
des fluctuations relativement importantes (par rapport a celles du réseau équilatéral,
ou carré), tout en restant globalement délocalisés sur T#; d’autre part, il semble
difficile d’établir des corrélations entre deux états propres distincts, au vu de leurs
fonctions de Husimi. Par conséquent, une approche statistique semble raisonnable
pour décrire ces états propres. En effet, la dynamique classique ne privilégie au-
cune région de l'espace des phases. Or, les ensembles de vecteurs aléatoires que
nous allons considérer seront invariants par translation sur T% dans la limite
N — oc.
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On va voir qu’un état aléatoire typique ne peut étre que ‘faiblement loca-
lisé” (en particulier beaucoup moins que les états définis au paragraphe suivant).
Néanmoins, il présente des fluctuations nettement plus prononcées que les états
sur réseau ; autrement dit, ceux-ci sont tres atypiques dans l'espace Hy .

Enfin, les états aléatoires apparaissent naturellement comme les états propres
de matrices unitaires aléatoires (dans les ensembles CUE ou COE, selon la symétrie).
Or on sait que dans la limite N — oo, deux états propres distincts sont décorrélés.
On retrouve donc 'apparent ‘désordre’ régnant parmi les états propres chaotiques.

Cette approche statistique remonte a un certain temps [20], mais son ap-
plication aux représentations de Bargmann—Husimi et surtout stellaire est plus
récente [86, 85]. Lorsque I'espace des phases est la sphere, les fonctions de Barg-
mann sont alors des polynomes de degré ~ 1/ [91]. Les premieres étude concer-
nant les zéros de polynomes aléatoires remontent aux travaux de Kac [73], et ils
ont été développés par la suite pour de multiples applications [26] (les ensembles
utiles pour la description des états chaotiques ont été introduits et développés par
[66, 31, 107]); des ensembles statistiques de fonctions entieres plus générales ont
été également étudiés [93, 53, 84]. Dans le cas présent, les fonctions sont dans les
espaces Fy ., c’est-a-dire qu’on s’intéresse aux combinaisons linéaires aléatoires
des fonctions théta intervenant dans les expressions (3.9). Nous avons vérifié que
le comportement local de la densité de zéros est le méme que pour les géométries
étudiées jusqu’a présent (sphere, plan, plan hyperbolique). Cette universalité des
propriétés locales des fonctions de Bargmann aléatoires vis-a-vis de la géométrie
a été clairement mise en valeur dans [84].

Symétries

Nous ne donnerons pas ici tous les détails de calcul, ni tous les résultats de
ce modele aléatoire sur le tore. Comme pour les modeles de matrices aléatoires,
il est nécessaire de définir les symétries des vecteurs propres qu’on veut étudier.
Par exemple, les transformations quantiques du chat (resp. du boulanger) sont
invariantes par parité si on choisit un parametre de Floquet valant x = 0 (resp.
k = (141)/2). Cela signifie que toute fonction propre ¢ vérifiera ¢(z) = £1p(—=2)
(pour les applications du chat Us que nous avons étudiées, les espaces propres
2-dégénérés ne contiennent que des fonctions paires). A cela il faut ajouter une
éventuelle symétrie anti-unitaire : les états propres du boulanger sont invariants
par transformation de Fourier discrete (rotation de 7/2 dans T¢) suivie de la
conjugaison complexe : tout état propre peut étre normalisé de facon a ce que
(i2) = (2). Pour le chat Us,, la symétrie anti-unitaire s’écrit (%) = (2), au-
trement dit les fonctions de Bargmann sont réelles. On n’a pas de telle symétrie
dans le cas de Usg,. Ces équations définissent des axes et points de symétries qui
auront des propriétés remarquables vis-a-vis des distributions de zéros. La trans-
formation quantifiée du chat perturbé présentée dans la section 3.3.2 n’a aucune
symétrie manifeste. Nous n’avons pas pour l'instant étudié les constellations de
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ses états propres, mais nous nous sommes restreints a ’étude des ‘normes’ de
leurs fonctions de Husimi.

Il est donc nécessaire d’étudier différents ensembles de vecteurs aléatoires,
présentant ou non les symétries décrites ci-dessus. Notre étude a débuté par des
vecteurs aléatoires sans symétrie, définis comme suit :

N-1

Yy = Y ailg)Ino; (4.2)

=0

et les coeflicients a; sont des variables aléatoires complexes gaussiennes centrées
en 0, de variance N~!. Ce modele est invariant par changement de base ortho-
normeée : il peut également étre défini par la loi de probabilité

N 2 132
D(¢) o —(NN_ 1)!"¢"2N_2 e~ NP \/gexp{——N(HwHQ D } en N — oc.
(4.3)

La norme ||¢|| de ces états est donc piquée autour de la valeur 1 dans la limite
N — oo. Notre ensemble sera donc analogue, dans cette limite, a celui d’un vec-
teur propre normalisé d’une matrice unitaire (resp. hermitienne) aléatoire prises
dans les ensembles CUE (resp. GUE) [92], pour lequel Doy () o< 8(]|¢)|* — 1) :
ce modele correspond géométriquement a un point aléatoire sur la sphere com-
plexe de dimension N — 1, par rapport a la métrique usuelle. Cette interprétation
géométrique est utilisée pour estimer la norme sup moyenne de la fonction Hy
dans cet ensemble [3, appendice C]. 1l est clair que les deux types d’ensembles
sont rigoureusement équivalents vis-a-vis des propriétés des zéros de ¢(z). Nous
décrirons succinctement dans la section 4.7.1 les méthodes utilisées pour obtenir
certaines propriétés statistiques des constellations pour ces modeles (nous nous
sommes essentiellement basés sur les travaux de Hannay [66] pour le cas des
vecteurs aléatoires complexes et Prosen [107] pour les vecteurs réels).

4.2.2 Etats localisés

De méme que la fonction de Husimi ne peut étre rigoureusement plate sur
T2, elle n’est pas non plus concentrée en un unique point. Cependant, elle peut
d’une certaine maniere mieux s’approcher d’une mesure de Dirac que de la mesure
ergodique. Pour le voir, il faut au contraire chercher a maximiser les ‘normes’ sur
les espaces Hy . Dans le plan, on sait que cette maximisation est atteinte pour
les états cohérents de Weyl : ils sont les ‘plus singuliers’ pour les mesures L” et
Ientropie [90]. Il semble raisonnable d’étendre la propriété aux états cohérents
du tore, définis dans la section 3.2.3, au moins dans un sens asymptotique. Il y
a d’autres manieres de construire des états localisés en un point z; que par la
projection de |z1) sur Hy . : par exemple, on peut considérer les états |1, )y dont

les N zéros de Bargmann sont au méme point z def 214+ (14 i)/2\/§ (v. fig. 4.1).
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FIG. 4.1 — 6 états de référence. A gauche, de haut en bas : un état aléatoire complexe
sans parité; un état sur réseau presque équilatéral (le rapport des cotés vaut 2 1.0077);
un état a réseau carré déformé, de parametre A =~ 0.016. A droite, de haut en bas :
un état complétement dégénéré, ayant un zéro d’ordre 16 en ’origine ; I’état cohérent
en l'origine (la distribution des zéros montre bien la factorisation de la fonction de
Bargmann en deux fonctions théta (3.31); une onde plane.
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Un tel état ressemble fort a ’état cohérent |z1)n ., au moins asymptotiquement
dans un voisinage de z; : sa fonction de Husimi sera aussi en N e=™N(@=21)* prag de
z1; il aura donc asymptotiquement les mémes ‘normes’ que |z1)n,, (sa moyenne
géométrique est méme plus singuliere que celle de |z1)y,). Par contre, 1’état
|45, ) v sera forcément dans I'espace Hy () dont le parametre de Floquet est
donné par (3.12), tandis qu’il existe un état cohérent en z; pour tout x. Ces
états (dits ‘dégénérés’) sont tout de méme remarquables par la singularité de leur

représentation stellaire.

Les états propres d’hamiltoniens a des énergies non critiques (I’état cohérent
|0) correspondant a I’énergie minimale pour l'oscillateur harmonique) constituent
également des familles bien contrélées d’états de Hy .. Comme on I'a vu dans le
cas de Hpyperb, les densités de Husimi sont alors localisées le long des courbes Xz,
et transversalement elles ont une décroissance gaussienne : pres d’un point zpg

. , 2
situé sur X, on a Hy(z) ~ |9.:|\C/ﬁ e~%71/" [123]. Nous nous contenterons, comme

état de référence, des ondes planes, c’est-a-dire des états propres de l'opérateur
impulsion sur Hy .. Ces ondes planes sont déduites des états |q;)n . par trans-
formée de Fourier discrete, c¢’est-a-dire par rotation de 7 /2 des fonctions de Hu-
simi. Leurs N zéros sont donc sur une ligne horizontale, espacés de 1/N+/2.

Enfin, on peut construire des états localisés pour lesquels la densité de zéros
est délocalisée sur tout le tore, contrairement aux trois types décrits ci-dessus.
Pour cela, il suffit de modifier légerement un état sur réseau en déformant le
réseau de facon lisse (v. figure 4.1). La densité moyenne de zéros peut meme
tendre vers la mesure uniforme, bien que la fonction de Husimi devienne piquée
en un point. La construction de ces fonctions de Husimi dans le cas ou le réseau
initial est carré est faite dans [3, section 4.2.4], donc elle n’est valable que pour des
valeurs N = M?. Citons simplement le résultat obtenu pour un cas particulier.
En reprenant les notations de ’article, on considere des parametres A, = A, = A
dépendant de N comme N*~!/(47%), o1 0 < a < 1, la suite des fonctions Hy est
alors piquée en l'origine, bien que la densité moyenne de zéros converge vers 1.
Pres de 'origine, la fonction (normalisée) peut s’écrire

Hy(z) ~ N® e”™ " [ (Mz) pour |z| = o(1), N — oco. (4.4)

(H, est défini dans I"équation (3.13)). C’est pour ce cas particulier de réseau
déformé qu’on donne les ‘normes’ dans le tableau 4.1. Le pic en l'origine sera
d’autant plus singulier que « sera proche de 1 (pour a = 1, c’est-a-dire des
valeurs fixes de A, la formule ci-dessus n’est plus valable).

Pour I'instant, nous ne sommes pas en mesure de relier précisément les phénomenes
observés spécifiques au systeme a une dynamique semi-classique : la seule infor-
mation utilisée est ’ergodicité du systeme classique, qui débouche au niveau
quantique sur la propriété de Schnirelman. Nous commencons donc par rappeler
précisément en quoi consiste cette propriété, et a quels systemes elle s’applique.
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4.3 Propriété de Schnirelman

Il existe plusieurs versions de ce théoreme, selon le systeme étudié. Nous ne
les citerons pas toutes, mais en donnons une sorte d’archétype :

Théoréeme 1 (Schnirelman)

Considérons un systéme dynamique quantique (hamiltonien ou a temps dis-
cret) dont la version classique est ergodique (sur une surface d’énergie, ou sur
Uespace des phases réduil, notés tous les deux X ). Alors, pour presque toute suite
de fonctions propres {1n} des propagateurs quantiques, les fonctions de Husimi
(resp. de Wigner) associées convergent vers la mesure ergodique £ sur X. Cette
convergence s’entend au sens de la mesure (resp. des distributions), ¢’est-a-dire
que pour toute fonction f(x) continue (resp. C*) sur X, on aura

[ do f(@) Hoy(2) " [ de(a) f(a). (4.5)

(dans les cas qui vont nous occuper, £ est la mesure de Lebesgue sur X). Le
terme ‘presque toute suite’ (dans le cas de dynamiques sur un espace de Hilbert
de dimension finie N) signifie que I’équidistribution est effective si les états ¢y
appartiennent a des sous-ensembles E(N) de {1,..., N} tels que %M — 1. Ce
théoreme laisse donc la porte ouverte a des ‘suites exceptionnelles’ d’états propres,
pour lesquelles les densités de Husimi ne convergeraient pas vers la mesure er-
godique (et pourraient par exemple converger vers d’autres mesures invariantes
singulieres, par exemple portées par un nombre fini d’orbites périodiques).

On dira qu’une suite d’états {¢} (sans présumer de son origine) pour laquelle
les fonctions de Husimi Hy, convergent en mesure vers £ satisfait la propriété de
Schnirelman.

4.3.1 Historique

Apres avoir été conjecturé par Schnirelman [116] sous une forme plus faible
(c’est-a-dire 1’équidistribution des fonctions propres dans I'espace de configura-
tion), le théoreme a tout d’abord été montré pour les fonctions propres du la-
placien [130, 42], puis plus généralement pour un systeme hamiltonien ergodique
sur la surface d’énergie Yz [69]. Plus récemment, il I’a été pour les billards chao-
tiques [133, 61], qui réclament un traitement plus fin du fait de la singularité du
potentiel. Pour les applications a temps discret sur le tore (ou la limite semi-
classique prend la forme de N = (2rh)™' — oc), les premiers résultats (& ma
connaissance) concernent les transformations quantifiées du chat Ug : en utili-
sant les propriétés arithmétiques de la transformation (qui leur permettent de
calculer explicitement les états propres), Degli Esposti, Graffi et Isola ont montré
qu’il existe un ensemble infini {N;} de valeurs de N tel que, pour toute suite
{; N, } d’états propres de Usg, les densités de Husimi convergent vers £ lorsque
k — oo. Pour ces valeurs particulieres de NV, ils obtiennent donc une propriété
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d’ergodicité quantique unique, au sens de Rudnick et Sarnak [112], ce qui signi-
fie que la propriété de Schnirelman exclut toute suite exceptionnelle. En utilisant
des méthodes plus générales, Bouzouina et De Bievre ont montré que la propriété
d’équidistribution était en fait valable pour presque toute suite d’états propres,
sans aucune restriction sur les valeurs de N ; leur résultat se généralise aisément
aux chats perturbés, tel celui décrit dans la section 3.3.2. Ils montrent également
I’ergodicité quantique unique pour les translations irrationnelles quantifiées du
tore (qui sont classiquement ergodiques mais pas mélangeantes). La propriété
de Schnirelman pour les états propres du boulanger quantique n’a été montrée
que dans 'espace de configuration, autrement dit pour des fonctions f(z) ne
dépendant que de la variable g (ou bien p, par symétrie des fonctions de Husimi)
[47]. Nos résultats numériques indiquent des fluctuations plus importantes des
densités de Husimi pour le boulanger que pour les chats (perturbés ou non);
nous les supposons induites par la discontinuité de la transformation classique,
mais il semble que ces fluctuations soient insuffisantes pour contredire clairement
I’équidistribution au sens de la mesure (v. section 4.7.3).

Le point névralgique dans la démonstration de ’équidistribution des densités
de Husimi est le théoreme d’Egorov, qui énonce I’équivalence, a I’ordre dominant
en h, entre évolutions quantique et classique pendant un temps fini ¢, pour toute
transformation 7' sur le tore :

Théoreme 2 (Fgorov)
Pour tout temps t entier, pour toule fonction f lisse sur T2, il existe une
constante C' telle que

lUz*0p™ (/U7 — Op™ (f o TH)|| < Ch. (4.6)

Cette propriété est standard pour des systémes hamiltoniens continus [69]. Mo-
dulo des corrections dues aux discontinuités de la dynamique, elle s’étend également
aux problemes de laplaciens sur les variétés a bords, comme les billards [57]. En
revanche, dans le cas des applications, il doit étre montré au cas par cas. Se-
lon la transformation, ce théoréeme peut étre est trivial (par exemple dans le cas
des transformations du chat, ou les deux opérateurs sont rigoureusement égaux)
ou au contraire difficile a établir (pour I'application du boulanger, a cause des
discontinuités).

4.3.2 Preuve schématique du théoreme de Schnirelman

Nous résumons la preuve donnée dans [36] pour une application ergodique
T sur le tore. Les densités de Husimi H;x (j = 1,..., N) des états propres de
Ur définissent des mesures y;n sur T2 qu’on cherche & décrire. Pour cela, on
considere une fonction lisse f sur T? de moyenne nulle et on voudrait estimer

pin (1) [ F (@) Hy()da = (| Opt 1 (4.7)
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(il s’agit de montrer que cette quantité est petite lorsque N — oo). En utilisant
le théoreme d’Egorov et I’équivalence (a ’ordre dominant) entre quantifications
de Weyl et d’anti-Wick (v. section 2.1.1), on aboutit a I’estimation suivante, pour
un intervalle de temps K fixé :

1 K-1

pin(f) = pn (g kZ_: fo Tk) + O(N7Y) (4.8)

C’est a partir de 1a qu’on peut utiliser la propriété d’ergodicité classique (eq.
1.9)) : la moyenne temporelle de f dans le membre de droite converge vers zéro
pour presque tout point initial z, lorsque K — oc. Pour ¢ > 0 donné, le sous-
ensemble du tore constitué des points ayant déja parcouru celui-ci de fagon assez
uniforme au temps K :

K-1

e 1
K, o) {:1; eT?st. |— Y foT*x)
[X k=0

< c} (4.9)

est de mesure proche de 1 si K est grand. En utilisant 1’équidistribution des
densités semi-classiques en moyenne (c’est-a-dire Tr(Op" (f)) = O(1)), on arrive
a montrer que la fraction d’états propres pour lesquels le complémentaire de
Q(K, ¢) sur T? contribue de facon importante & I'intégrale (4.7) est petite dans
la limite N — oo. Pour les autres états (I'immense majorité, définissant des
ensembles asymptotiquement denses E;(N) de {1,...,N}), cette contribution
est petite, donc (4.7) également, vu la définition de Q( K, €). On a donc prouvé la
propriété pour une fonction particuliere f. Par un argument standard d’extraction
diagonale par rapport a une suite dense de fonctions, on obtient des ensembles
E(N) de densité asymptotique 1 pour lesquels la propriété est vraie pour toute
fonction lisse sur T2

4.4 Quelques outils d’analyse des fonctions de
Husimi

La convergence de (presque) toutes les fonctions de Husimi vers la mesure
de Lebesgue n’empéche pas celles-ci de présenter (a 'ceil nu) des caractéristiques
tres différentes d’un état propre a un autre, méme lorsque la constante de Planck
est petite (voir par exemple fig. 4.2, et les figures la de [3] pour les états propres
du chat Sy). Les densités de Husimi sont des mesures tres régulieres, puisqu’elles
sont analytiques réelles. Pour essayer de différencier quantitativement les états
propres, on cherche a regrouper ceux-ci en familles d’états ayant des caractéristiques
similaires, pour une plage assez large de valeurs de V. Identifier une famille consti-
tuerait une premiere étape de l'objectif a long terme, c’est-a-dire associer chaque
famille a une ‘particularité’ de la mécanique classique (par exemple, regrouper
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dans une famille les états ayant une cicatrice au-dessus d’une orbite périodique).
La figure 4.2 montre par exemple trois états du boulanger, les deux premiers
ayant une cicatrice marquée sur I'orbite de période 2 (1/3,2/3) —(2/3,1/3), tan-
dis que le troisieme a une cicatrice non-ponctuelle le long des variétés stable et
instable de l'origine.

4.4.1 ‘Normes’ des fluctuations

Nous avons tout d’abord mesuré les propriétés de fluctuations globales des
fonctions de Husimi, en utilisant un arsenal de ‘normes’ permettant d’avoir acces
a plus de détails des densités H, que les propriétés en mesure. Ces ‘normes’ sont
toutes construites a partir des fonctionnelles

1/r
| Hyl|» & </T2 Hy(z)" dx) , pour 0 <r <oo, et(4.10)

[Hylloo = sup H(z), (4.11)
rET?
| Hyllo = GM[H,] %! exp/ log Hy(z) dz. (4.12)
T2

Ce ne sont des normes au sens mathématique que lorsque r > 1. Les fonctions
Hy, sont lisses et définies sur un compact, donc toutes ces intégrales convergent.
D’autre part, on s’impose toujours (sauf dans le modele aléatoire) de normaliser
les états de sorte que |Hylls = 1. Enfin, les propriétés de convexité imposent les
inégalités 0 < r < s < oo = |.|[, < ||.|ls [L11, p. 70]. Ces différentes quantités
peuvent étre reliées a des cas particuliers d’entropies de Renyi [95] ; I"utilisation
spécifique de ces entropies sur les fonctions de Husimi a été suggérée dans [107],
en terme d’aire de localisation de 1’état propre (v. la section suivante).

Les normes a grand parametre r auront tendance a faire ressortir les pics
des Hy, tandis qu’au contraire les petites valeurs de r (par exemple la moyenne
géométrique GM[Hy]) seront plutot influencées par la répartition des zéros de
Hy (qui sont des singularités de log H,).

La maniere la plus simple a priori de caractériser 'ampleur d’une cicatrice
(généralement ponctuelle, sauf pour certains états propres du boulanger) est de
mesurer la hauteur de H, au point fixe (resp. sur les points périodiques). Comme
on s’attend a ce qu’un état présente au plus un petit nombre de cicatrices signi-
ficatives, la norme sup ||Hy||e est généralement un bon indicateur pour trouver
les états les plus ‘cicatrisés’. En effet, sur les figures 3a(a), 3b(a,b) de [3], on
s’apercoit que les états ayant la norme sup la plus élevée sont également ceux
qui ont la plus grosse cicatrice sur un point fixe (I'origine pour les états pairs
du chat S; et du boulanger) ou une orbite de période 2 (pour les états impairs
du boulanger). Pour le chat quantique Us,, on trouve numériquement que cette
norme calculée sur les états propres pairs prend ses valeurs maximales pour les
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Fi1G. 4.2 — Trois états propres du boulanger quantique. A gauche, les densités de
Husimi, en nuances de gris. A droite, les constellations, ainsi que les cellules de Voronoi

induites. Les deux états du bas ont une cicatrice ponctuelle sur une orbite de période

2, tandis que celui du haut présente un renforcement de sa densité le long des axes réel

et imaginaire, qui constituent la séparatrice associée a I’origine.
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états ayant une cicatrice en 'origine (qui constitue un des deux points fixes de
S1).

Une facon plus ‘douce’ de mesurer la non-ergodicité est de calculer la norme L?
de la densité de Husimi, donnée par (fr2 Hy(z)? d:z;)l/Z. Cette quantité est quar-
tique dans la fonction d’onde, elle est donc le pendant dans I’espace des phases du
‘rapport inverse de participation’ (traduction libre de inverse participation ratio),
qui mesure la localisation dans I'espace de configuration (cette quantité est utilisée
pour caractériser les transitions de localisation dans les systemes désordonnés).

Entropies quantiques

Pour se rapprocher de la propriété en mesure de H,, on utilise la norme
L' ou plutét sa dérivée par rapport a e. On obtient alors la ‘fonction H’ (a la
Boltzmann) de 1’état ¢, donnée par

H[H,] % /T dr Hy(z) log Hy(x). (4.13)

De par la convexité des normes L” citée plus haut, cette fonction est forcément
positive (elle ne s’annule que pour une fonction constante). Cette fonction est
reliée a I'entropie de l'opérateur densité p introduite par Wehrl pour pallier le
caractere non semi-classique de I'entropie quantique de Von Neumann T'r(p log p)
[126]. Nous nous contenterons de calculer cette fonction H pour les fonctions
de Husimi des états propres individuels. Néanmoins, le concept d’entropie en
mécanique quantique a donné lieu a de multiples développements, que nous citons
brievement (la liste qui suit n’est pas exhaustive, loin s’en faut).

L’entropie de Wehrl a donné lieu a des généralisations ayant pour objectif de
retrouver semi-classiquement ’entropie de Kolmogorov—Sinai du systeme dyna-
mique T' (cf. section 1.1), ou au moins certaines de ses propriétés. Notre fonc-
tion H[H,] est un cas particulier de cette entropie de Wehrl, dans les cas ou la
matrice densité représente un état pur : cette entropie devrait rendre compte
de I"information’ contenue dans la densité H, : si celle-ci est tres uniforme,
H[H,] — 0, tandis qu’au contraire une fonction H, localisée autour d’un point
fait diverger H dans la limite semi-classique (cf. tableau 4.1). Par exponentiation
de cette entropie, Prosen définit quantitativement 1’aire de localisation de 1’état
Y, état propre d’'un systeme a dynamique classique mixte, c¢’est-a-dire contenant
des ilots de stabilité dans une ‘mer’ chaotique [107].

Au lieu de considérer séparément les fonctions de Husimi des différents états
propres de Ur, on peut au contraire tous les regrouper afin d’obtenir une ‘en-
tropie dynamique’ dépendant non plus de I’état propre considéré, mais du point
z de I'espace des phases [95]. Cette approche permet de retrouver certaines ca-
ractéristiques classiques de 1’évolution quantique, dans le cas ou la dynamique
est mixte. On a plusieurs possibilités de définir cette entropie :

I'une est définie par S(x) def —/p(:z;’,x) log p(z',z)dx’, (4.14)
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N
en notant p(z’,z) = > H;n(z') Hjn(z);
7=1
% def N
l'autre vaut S(z) = — Z H;n(z) log Hj n(z). (4.15)
7=1

Elles sont toutes deux liées a I’évolution dans le temps d’un paquet d’onde gaus-
sien par Ur.

On peut également définir une entropie dynamique ‘globale’ de 1’application
quantique U, qui serait le correspondant quantique de ’entropie de Kolmogorov—
Sinai pour le systeme classique. La aussi, plusieurs approches sont possibles. Par
analogie avec la définition de I’entropie de K-S, on peut considérer des partitions
{A,..., A} de l'espace des phases, et utiliser les amplitudes (z|Ur|z;) pour
définir le taux de transition d’une région A; a une autre. Des résultats rigoureux
ont été obtenus sur la moyenne de cette entropie prise sur I’ensemble des matrices
unitaires de taille N x N [118].

Il existe d’autres entropies (plus ‘algébriques’) associées a un opérateur d’évolution
Ur [55, 44]. A la différence des précédentes, ces entropies-la ne ‘voient’ pas Ur
comme un propagateur sur un espace de Hilbert, mais plutot comme un automor-
phisme sur une algebre d’observables quantiques (celle-ci peut étre une algebre
de Von Neumann, ou une C* algebre). Ces entropies sont généralement plus diffi-
ciles a calculer explicitement que les précédentes, sauf pour des cas assez simples
[79]. Par contre, elles se prétent mieux a des généralisations a un nombre infini
de degrés de liberté, en particulier a I’étude de systemes statistiques quantiques.

Moyenne géométrique

Enfin, a 'extrémité de la chaine des ‘normes’ L” se trouve la moyenne géométrique
de la fonction de Husimi, GM[Hy] = exp [z log Hy(x) dz. Au contraire des autres
‘normes’, cette quantité est maximale pour une densité rigoureusement plate (on
a en effet GM[1] = 1), et prend des valeurs proches de zéro pour les états lo-
calisés. La pertinence de cette moyenne pour notre étude vient des propriétés
multiplicatives de la fonction de Husimi : en effet, la représentation stellaire est
reliée a la densité de Husimi par le logarithme de cette derniere. Par exemple, la
moyenne géométrique est reliée simplement a la constante de normalisation du
produit de Hadamard (3.22). En effet, la fonction

7 def
Hy(z) = Hy(z)/GM[H,] (4.16)
est ‘plus naturelle’ que H, au point de vue de la factorisation, puisqu’on a :

A

Hy(z) =] Hy(x — 27). (4.17)

=

o~

1
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(La fonction H, est définie en (3.13)). Cette modification de H,, permet également
de définir la densité de Husimi ‘logarithmique’

o) & < log Fly(e) = 13" h(o — ) (4.13)

=1

cette densité est alors de moyenne nulle sur T2

Dérivée de ) aux zéros

Dans la limite semi-classique, la fonction de Husimi présente localement de
fortes oscillations, puisqu’elle doit a la fois s’annuler en N points (répartis uni-
formément sur le tore dans le cas d’états propres chaotiques), et étre normalisée
a l'unité. On ne peut donc mesurer sa hauteur moyenne locale qu’en la lissant sur
un disque de taille > 1/N (c’est-a-dire plus grand que la taille moyenne d’une
cellule de Voronoi, cf. section 4.4.2). Un autre moyen consiste a sélectionner un
zéro z; dans la région qu’on observe, et remarquer que localement la fonction de
Husimi vaut

Hy(2,2) = (2 — 200" (2))|P e ™N27 (4.19)

Par conséquent, la quantité scalaire f(z) def ﬁW’(Z;)Pe_Q”N'Z”rA) semble étre
un indicateur valable de la hauteur du relief local de H pres du zéro z. On
s’attend en effet a ce qu’elle fluctue beaucoup moins que Hy(z,z), ou que la
dérivée |¢0'(z)| prise en un point quelconque de T¢. La factorisation de Hadamard
(3.22) de Hy(z,z) montre que f(z;) représente en fait I'influence globale des
N — 1 autres zéros sur la valeur de H, autour de z;. On pourrait étendre cette
distinction entre un zéro particulier et le reste du monde a un ensemble fini de
zéros proches, pour mieux rendre compte des variations locales de H,;,. Nous nous
restreignons ici a I'approximation (4.19), et admettons que la distribution des
valeurs de f(z;) sur tous les zéros de tb mesure correctement les variations de
hauteur locale moyenne de la fonction de Husimi, et constitue a ce titre un autre
type de mesure des fluctuations quantiques (également invariante d’échelle, grace
au facteur ;1% dans la définition de f(z)).

Pour un état sur réseau, cette valeur est la méme pour tous les zéros, elle ne
dépend que du parametre T apparaissant dans (4.1). Par conséquent, f(z;) sera
bornée pour tous les états propres sur réseau d’une application Ug donnée, au
meéme titre que les autres invariants. Pour les états localisés, les valeurs de f(z)
décroissent exponentiellement vers zéro dans la limite N — oo, puisque les zéros
sont situés loin des régions classiques.

Le modele de vecteurs aléatoires fournit la distribution de f(z;) : a des correc-
tions exponentiellement petites pres, on trouve f e~/ (voir section 4.7.1). Nous
avons établi un histogramme cumulé des valeurs de ce scalaire, a partir d’un
unique état propre du chat Ug, pour N = 149, et I’'avons comparé a cette dis-
tribution théorique (v. figure 4.3) : 'accord entre les deux est tres bon, déja au
niveau d’un état individuel.
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F1G. 4.3 — Histogramme cumulé des valeurs de f(z;) sur tous les zéros d’un état propre
de Us, a N = 149. La courbe lisse représente la prédiction du modele de vecteur
complexe aléatoire.

4.4.2 Représentation stellaire

Comme on I’a déja mentionné plusieurs fois, cette représentation consiste a
‘écrire’ un état ¢ € Hy,, comme une distribution de N points sur T2 autrement
dit comme la densité normalisée

1 N
pd’(‘r) = W nger(x - .1}1) (420)
=1
= > puk T (4.21)
ken?

(Les points z; = (g, pi) correspondent aux zéros z; = (¢ — ip;)/+/2 de la fonction
de Bargmann ¢(z).) Cette représentation est a la fois minimale, et elle vit dans
I’espace des phases, donc devrait se préter a une analyse semi-classique.

On est en effet capable, par des arguments semi-classiques, de décrire précisément
les positions des zéros individuels lorsque @ est état propre d’un systeme hamil-
tonien autonome (cf. section 2.2) : ceux-ci se répartissent le long de lignes (d’anti-
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Stokes) définies classiquement ; le long de ces lignes, ils sont distants de 1'ordre
de 1/N.

Pour un systeme chaotique, 1’absence du formalisme WKB nous laisse tota-
lement démunis face au probleme. Numériquement, on s’apercoit que les zéros
d’états propres chaotiques sont plutot équidistribués dans ’espace des phases,
contrairement au cas intégrable (cf. fig. 4.2). Du fait de la compacité du tore, la
distance moyenne entre les zéros les plus proches est alors de I'ordre de N='/2. Ce-
pendant, il pourrait a priori exister de grandes fluctuations autour de cette valeur
moyenne, néanmoins compatibles avec I’équidistribution. Or, numériquement, on
voit tres rarement des paires de zéros beaucoup plus proches I'un de 'autre que
cette distance moyenne. On voit encore moins d’agrégats de zéros, comme il
pourrait s’en produire si les zéros aléatoires étaient indépendants sur T? (suivant
une statistique poissonienne). On a plutot I'impression que les zéros voisins ne
sont pas indépendants, mais qu’au contraire ils se repoussent sur une distance
de lordre de N=1/2 c’est-a-dire la distance a partir de laquelle les contraintes de
taille finie se font sentir. Cette répulsion a déja été remarquée pour les systemes
pulsés chaotiques sur la sphere et le tore [85]. Quantitativement, elle est mesurée
par la fonctions de corrélation a deux zéros :

Rol@,9) 1Y Sper(z — 1) Gperly — ). (4.22)
N

Pour un systeme chaotique, il est en général nécessaire de moyenner cette fonction
sur tous les états propres pour une valeur de N donnée; on obtient ainsi un
histogramme qu’on peut comparer aux résultats des modeles statistiques : R, est
connue analytiquement pour le modele des vecteurs aléatoires sans symétrie [66],
et on la controle également pour les vecteurs pairs complexes ou réels (cf. section
4.7.1). Le résultat statistique correspond tres bien aux données numériques pour
les modeles pulsés étudiés par Leboeuf et Shukla [85]. Pour les applications du chat
et du boulanger, nous n’avons pas comparé directement la fonction de corrélation
a deux points, mais avons préféré utiliser sa transformée de Fourier, c¢’est-a-dire
le facteur de forme de la constellation,

def
Fy(k) = pysl (4.23)
1 .
= ¥ —I—/ i’z Pz, e 2k (21-72) Ry(x1,x2). (4.24)
T2

Ce facteur de forme (écrit ici pour un état individuel) rend compte des fluctua-
tions des coefficients de Fourier de la constellation, donc de fluctuations globales
de densité, alors que py et Ry permettent de déceler des fluctuations locales.

Y a-t-il un ordre local des constellations ?

Pour certains états propres, les constellations forment localement des en-
sembles structurés, ressemblant a des réseaux déformés, ou a des ‘lignes hyperbo-
liques” autour d’une cicatrice. Néanmoins, I'apparition de ces structures locales



94 CHAPITRE 4. FLUCTUATIONS DES ETATS PROPRES CHAOTIQUES

semble assez sporadique. Pour en effectuer une analyse quantitative, nous avons
tenté d’analyser les distributions de cellules de Voronoi associées aux constella-
tions (chaque cellule centrée autour d’un zéro z; contient les points plus proches
de z; que de tous les autres zéros, v. la figure 4.2). A ce niveau, on préfere donc
interpréter la distribution de points comme une partition du tore en alvéoles,
par analogie aux systemes physiques ayant réellement une géométrie alvéolaire :
mousses, agrégats métalliques, tissus biologiques etc. Pour tous ces systemes, la
paroi de l'alvéole est le siege de la dynamique : elle constitue physiquement le
matériau étudié, et est donc soumise a des contraintes de rigidité intrinseques.
Au contraire, dans le cas des cellules de Voronoi d’une distribution de points,
les alvéoles sont virtuelles, elles ne contiennent pas de dynamique propre, mais
permettent pourtant de caractériser celle (plus intrinseque?) des points. Une
partition de Voronoi permet en effet de définir aisément des observables associées
aux cellules (nombre de cotés, surface, périmetre), qui donnent des informations
quantitatives sur la constellation : la surface de la cellule définit la portion de I’es-
pace occupée par le point, autrement dit I'inverse d’une densité locale de points,
le nombre de c6tés donne le nombre de plus proches voisins, le rapport entre
périmetre et surface donne une indication sur I'isotropie de la cellule, donc de la
distribution de zéros voisins, etc.

Cette approche a déja été utilisée pour 1’étude de distributions aléatoires de
points dans le plan : le cas de la distribution poissonienne a permis de définir
une “distribution de Voronoi aléatoire” [50, 110], dont on controle assez bien les
propriétés statistiques; plus récemment, Le Caér et Ho [87] ont utilisé les mémes
idées pour décrire les distributions des valeurs propres de matrices aléatoires com-
plexes (non hermitiennes) [60] : ils aboutissent a une statistique plus ‘piquée’ des
différentes observables, indiquant une rigidité plus grande de la distribution des
alvéoles. La statistique des observables associées aux cellules permet en général
de mettre en évidence la rigidité de la constellation de facon plus précise que par
la seule fonction a deux points R(z,y) : pour un réseau perturbé, la majorité
des points aura six voisins (sauf si le réseau de départ est rectangulaire), et les
tailles des cellules variera peu. Nous avons également cherché a corréler la densité
locale de zéros (c’est-a-dire la surface des cellules) a la présence d’une cicatrice.
Une telle corrélation n’a pu étre systématiquement mise en évidence sur les états
chaotiques : la densité de zéros semble en effet présenter un creux pres d’une
cicatrice, mais inversement une baisse de densité n’implique pas forcément un
grand pic de Hy (voir les états du boulanger sur la figure 4.2).

Plus généralement, 1’étude statistique des cellules de Voronoi n’a pas été
poussée assez loin pour pouvoir éventuellement mettre en évidence des lois d’échelle
caractéristiques des constellations chaotiques (comme il en existe pour les distri-
butions aléatoires de points décrites ci-dessus). La raison principale est la diffi-
culté d’extraire numériquement les zéros des états propres des qu’on atteint des
valeurs raisonnables de N (c’est-a-dire quelques centaines); les lois d’échelle ob-
tenues pour les cas statistiques étaient en effet basées sur des études portant sur
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plusieurs milliers de points.

De plus, la recherche de ‘familles” d’états propres directement au niveau des
constellations s’est montrée difficile a mettre en ceuvre. Méme en se restreignant
a certaines valeurs de N et aux états ayant une cicatrice en un point donné, les
configurations locales de zéros semblent n’obéir a aucun semblant d’ordre semi-
classiquement. Seule la loi d’échelle (triviale) de la distance typique entre zéros
et la largeur des cicatrices ( toutes deux ~ N~'/?) est identifiable sur les données
numériques. On gardera donc des constellations chaotiques I'image des molécules
dans un gaz dense, plutot que celle des atomes d’un solide déformé. En particulier,
la distribution ne présente pas en général d’anisotropie globale marquée, comme
ce serait le cas pour un solide (les coefficients de Fourier p; pourront néanmoins
étre anisotropes dans le cas des vecteurs réels, mais cette anisotropie est due a la
densité singuliere de points sur les axes de la symétrie). En ce sens, les états sur
réseau (méme déformés) ne peuvent modéliser de facon correcte les constellations
chaotiques. Autrement dit, la structure locale des constellations ne peut pas se
décrire a partir d’un produit cartésien de deux distributions unidimensionnelles
(comme c’est le cas pour un réseau déformé, cf. [3, section 4.2.4]), mais nécessite
une description intrinsequement bidimensionnelle.

Coefficients de Fourier - Logarithme de H,

Nous tirons une autre lecon de la section précédente : la ‘structure fine’
de la densité de Husimi dans une certaine région semble décorrélée des pro-
priétés locales de la constellation, dans le cas d’états propres chaotiques. Ceci
est clairement visible dans I’exemple de 1’état a réseau déformé (qui n’est pas
un état propre chaotique), pour lequel une régularité presque parfaite du réseau
n’empéche pas l'apparition d’un fort pic de Hy. La construction de ce contre-
exemple indique en fait la marche a suivre : c’est plutot dans les coefficients
de Fourier pyp = N™' N e 8782t qu’il faut chercher la présence du pic. Cet
exemple ne peut bien entendu rendre compte de la complexité des états propres
chaotiques : il a été construit comme produit de deux densités unidimensionnelles,
et c’est sous cette forme qu’on a pu exhiber la présence d’un pic. Néanmoins,
nous verrons que les coefficients de Fourier py ; sont des indicateurs valables de
la non-uniformité de Hy. On peut déja le sentir d’apres la relation simple qui lie
py & la densité de Husimi logarithmique hy(z) = Ygspeg by p €™
I’équation (4.18) :

, définie dans

Ahy(z) = 4m(py(z) = 1), (4.25)
ou, en transformée de Fourier, hyr = —WT’;C. (4.26)
m

La premiere équation provient simplement de la structure analytique de la fonc-
tion de Husimi (3.21). En fait, on verra qu’elle peut se généraliser a d’autres
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géométries que le tore. En remplacant ¢ par la brique élémentaire y, on trouve :
Ahy(z) = 47 (dper(z) — 1), (4.27)

autrement dit h, est (presque) la fonction de Green sur le tore. Physiquement,
on peut donc interpréter hy(z) comme le potentiel électrique créé par N charges
négatives ponctuelles sur les zéros et une densité de charge uniforme positive
N sur T? (afin de respecter la neutralité électrique globale). Cette équation est
a la base de la preuve de I’équidistribution des constellations, section 4.6. Ce
passage au logarithme est le ‘nerf” qui rend la représentation stellaire a la fois
attrayante et difficile a analyser. Dans le cas intégrable, il mene simplement aux
approximations WKB pour les fonctions propres.

4.5 Résultats sur les ‘normes’

Nous présentons sur les figure 4.4, 4.5 et 4.6 les valeurs des quatre ‘normes’
introduites plus haut (c’est-a-dire la norme sup, la norme L?, la fonction H et la
moyenne géométrique) calculées sur tous les états propres de la transformation
quantique du chat S; (resp. du chat perturbé S;(d) et du boulanger), pour une
série de valeurs de la constante de Planck. Ces figures incluent les valeurs des
normes pour certains états de référence ; nous expliquons ci-dessous comment les
obtenir.

4.5.1 ‘Normes’ des états de référence

La plupart des ‘normes’ peuvent étre calculées pour les différentes familles
d’états de référence, au moins dans la limite semi-classique. Nous les résumons
dans le tableau 4.1.

On y distingue clairement les différentes échelles de localisation, en partant de
I’état le plus ergodique (le réseau équilatéral) jusqu’a ’état le plus localisé (1’état
dégénéré). Tous les états sont normalisés a 'unité. Seules les ‘normes’ des deux
états sur réseau peuvent étre calculées exactement en partant de la représentation
(4.1), et en utilisant des identités sur les fonctions théta (v. annexe A).

Les valeurs données pour les états aléatoires sont valables uniquement dans
la limite N — oo. Elles ne correspondent pas exactement aux moyennes des
normes prises sur ’ensemble statistique, mais plus exactement a des moyennes
d’intégrales du type :

([oH@)E) ~ [ sy etan, (4.28)

ot on a utilisé le fait que la distribution ponctuelle de H,(x) peut s’écrire asymp-
totiquement D(H) ~ e~ (sauf pour les points de symétrie dans les modeles de
vecteurs (im)pairs). Il suffit donc d’appliquer la formule ci-dessus en prenant pour
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‘Normes’ des fluctuations quantiques pour des états propres du chat Sj.
Sont représentées successivement : (a) la norme sup, (b) la norme L%, (c) I’entropie
H, (d) la moyenne géométrique (I’axe des ordonnées est inversé). Les croix + donnent
les valeurs pour les états individuels, tandis que les courbes relient les moyennes sur
tous les états. Les cercles pleins représentent les états ayant la plus forte cicatrice en
Iorigine. On a indiqué les valeurs correspondantes pour quelques états de référence :
réseau équilatéral, vecteur aléatoire, onde plane, état cohérent.
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S1(68), en utilisant les mémes conventions que sur la figure 4.4.
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pour les états propres impairs du

boulanger, en utilisant les mémes conventions que sur la figure 4.4, si ce n’est que les
cercles pleins représentent les états propres les plus cicatrisés sur ’orbite de période 2.
On a relié deux séries particulieres de valeurs de V.
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état norme sup norme L2 entropie H | moyenne géom.
iseon | W0 | B forgor
équilatéral ~ 1.4610 ~ 1.0768 ~ 0.1016 ~ 0.8435

P T'(1/4)? T'(1/4 T(1/4)°
réseau %2?/% f%—?ﬁ éﬁ/%

carré ~ 1.6693 ~ 1.0864 ~ 0.1110 ~ 0.8346

aléatoire < 2log N V2~ 1.4142 1 —~ =~ 0.4228 e~ 0.5615
onde plane | ~ /2N ~ N4 ~ Lllog(2N) — 1] | ~ /2N e~ ™N/6
déformé | ~ No|[H |l | ~ N2 H,||2/v/2 | ~ alog N ~ Nee™5 GM[H,]
cohérent ~ N ~ \/N/Z ~log N — 1. ~ Ne~mN/6
dégénéré | ~ N ~/N/2 ~log N —1 ~ N2N

TAB. 4.1 — Valeurs numériques des différentes ‘normes’, calculées pour les états de
référence, en allant du plus ergodique au plus localisé.

f(H) les fonctions H?, Hlog H et log H. Pour obtenir les ‘normes’ typiques, on
applique ensuite =1 & ces intégrales.

[.’estimation sur la norme sup pour le modele statistique a été faite par rapport
au modele de vecteur normalisé Depgp(t) ~ §(1 — |[¢]]2). On obtient par des
arguments géométriques sur la sphere complexe de dimension N — 1, ou de facon
équivalente I’espace projectif CPN™! : cela revient en fait & montrer que le tore
formé par 'ensemble des états cohérents {|z)n, z € T} sur cette sphere est
‘loin’ de la majorité des points de CPN~', pour la distance de Fubini-Study
drs(¢p,1p) = arccos [(¢|)|. Cette borne pour la norme sup typique d’un état
aléatoire permet de distinguer une cicatrice d’une fluctuation statistique. On
verra en effet que les états les plus cicatrisés ont des normes sup croissant plutot
en loi de puissance par rapport a V.

Les valeurs asymptotiques des ‘normes’ pour les états localisés sont calculées
en utilisant I’approximation gaussienne valable dans la limite N — oc. Pour le
réseau déformé, nous utilisons les états décrits dans la section 4.2.2. Au vu des
résultats qui existent dans le plan [90], on s’attend a ce que les valeurs obtenues
pour les états cohérent et dégénéré constituent approximativement les bornes
supérieures des normes L", r > 1 et de la fonction H. Remarquons que l’état
dégénéré est plus singulier que ’état cohérent au sens de la moyenne géométrique;
cela semble logique, au vu de leurs constellations respectives. Inversement, comme
on 'a déja expliqué, les valeurs des ‘normes’ pour le réseau équilatéral devraient
constituer les bornes inférieures (resp. supérieure pour la moyenne géométrique)
sur les espaces Hy .
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4.5.2 ‘Normes’ des états propres chaotiques

Nous tachons ici de tirer quelques conclusions des figures 4.4, 4.5 et 4.6
présentées ici (on peut leur adjoindre les ‘normes’ des états pairs du boulanger,
montrées sur la figure 3b de [3].

Nous avons calculé ces normes pour les états propres individuels, et les avons
ensuite moyennées sur tous ces états, de facon analogue a ce qu’on fait pour le
modele aléatoire; par exemple, pour les normes L?, on a effectué la moyenne de
| |3, avant d’en prendre la racine carrée. Il ressort en général que ces moyennes
sur les ensembles d’états propres sont en tres bon accord avec les prédictions des
modeles aléatoires pour toutes les transformations. Ceci montre que les états
propres restent en moyenne relativement inhomogenes, comme le sont les états
aléatoires, méme a la limite semi-classique : les densités de Husimi ne tendent
donc vers la densité ergodique au sens d’aucune ces ‘normes’ (de plus, elles restent
bien moins homogenes que pour le réseau équilatéral).

Au niveau des états propres individuels, on assiste pour les transformations
du chat a un léger resserrement des fluctuations de ces ‘normes’ autour de la
valeur statistique, dans la limite N — oo (sauf pour la norme sup, pour la-
quelle on ne dispose pas vraiment de valeur typique, mais seulement d’une borne
supérieure). Par contre, pour les états propres du boulanger, les fluctuations
semblent s’accentuer avec N, en particulier pour les états ayant une forte cica-
trice (au-dessus de I'origine pour les états pairs, au dessus de 'orbite de période
2 {(1/3,2/3),(2/3,1/3)} pour les impairs). Les valeurs des ‘normes’ prises sur
ces états a cicatrice semblent également tres erratiques, sauf si on restreint les
valeurs de N aux puissances de 2 (resp. a trois fois les puissances de 2), qui
constituent des valeurs ‘spéciales’, vu la nature de la transformation. Ces fortes
fluctuations (qui, pour 'entropie H, restent tout de méme inférieures a celles
des ondes planes) doivent probablement étre mises sur le compte de la disconti-
nuité de la transformation classique, qui fait apparaitre au niveau quantique des
phénomenes de diffraction, également responsables de singularités logarithmiques
dans les développements semi-classiques des traces du propagateur Ug [113, 98].
D’un autre c6té, des états tres ergodiques persistent pour toute valeur de N :
on a donc dans le spectre a la fois des états tres délocalisés et des états a pics
assez prononcés, qui en fin de compte donnent une moyenne correspondant bien
au modele aléatoire.

Les deux transformations classiques Sy et Si(d) étudiées ici sont continues,
a la différence du boulanger. Cela se traduit par des fenétres de fluctuations
beaucoup plus étroites que pour ce dernier. Ce phénomene n’est donc pas di a de
quelconques propriétés arithmétiques du chat Sy, puisque la perturbation § brise
immédiatement celles-ci (en particulier, le spectre de Us, (5) a bien la statistique
de I’ensemble CUE). On a donc bon espoir que la figure 4.5 soit ‘générique’
pour les applications quantiques totalement chaotiques définies a partir d’une
transformation lisse de I’espace des phases.
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Cas du chat 5,

Sur les figures 4.4 décrivant les ‘normes’ du chat Usg,, les cercles pleins cor-
respondent aux états ayant le pic le plus élevé en l'origine, et il se trouve que ce
sont également ceux qui maximisent la norme L?; sur la figure (b), on voit que
ces normes maximales convergent vers la valeur statistique : il y a donc un léger
resserrement des fluctuations par le haut, vers la valeur moyenne (en tout cas,
les valeurs semblent majorées uniformément par rapport a N). En revanche, les
valeurs minimales des ‘normes’ (pour ces états propres) restent en général nette-
ment en-dessous des moyennes statistiques, tout en étant supérieures aux valeurs
du réseau équilatéral : elles ‘voguent entre les eaux ergodiques et statistiques’.
Ces états propres ergodiques sont en particuliers les états sur réseau : pour les
valeurs de N considérées ici, il y en a deux, correspondant a la méme énergie
(cf section 3.4.2). En fait, on dispose de bornes rigoureuses pour les ‘normes’ de
ces états propres particuliers. Comme on ’a indiqué dans la section 4.2.1, ces
‘normes’ peuvent étre calculées explicitement, puisqu’elles correspondent a celles
des briques 7-déformées H, ) ; on obtient alors des fonctions lisses par rapport a
7 [3, appendice A]. D’un autre c6té, on a vu dans la section 3.4.3 que pour une
application S donnée, le parametre 7 des réseaux invariants par S est borné dans
un compact de {S7 > 0}, uniformément par rapport a N. Ceci montre donc que
tous les états propres sur réseau de S ont des ‘normes’ bornées uniformément
lorsque N — oo.

Par exemple, pour S; les valeurs de 7 des réseaux invariants sont restreintes
a \/ﬂ <37 <3, —1/2 < R7 < 1/2; la norme L? et la moyenne géométrique
des états propres sur réseau sont alors bornés par 1.0768 < || Hyesl2 < 1.317,
0.8435 > GM|[H] > 0.510. Pour la norme L?, cet intervalle n’inclut pas la
valeur du modele statistique : il existera donc pour une infinité de valeurs de N
des états propres de Ug, plus ergodiques (au sens de cette norme) que la moyenne
statistique, qui semble étre également la moyenne sur tous les états propres (on
distingue ces états sur réseau comme des points isolés en-dessous de la ligne
statistique sur les figures 3a).

Nous discuterons plus précisément les grandes valeurs des ‘normes’, corres-
pondant aux états a cicatrice dans la section 4.7.3. Retenons de ce qui précede
les conclusions suivantes : pour les trois transformations étudiées, le modele sta-
tistique est en tres bon accord avec les valeurs moyennes des ‘normes’, ce qui
montre que les fluctuations quantiques sont ‘incompressibles’, méme dans la li-
mite semi-classique. Autour de ces valeurs moyennes, les fluctuations des états
propres individuels s’étalent sur des fenétres plus ou moins larges : pour les deux
chats Sy et Si(d), les fenétres semblent bornées uniformément par rapport a N,
tandis que leur taille croit dans le cas du boulanger. Ceci montre bien que les
états propres chaotiques conservent des caractéristiques assez variables, méme a
la limite semi-classique : on trouvera, pour tout N, des états tres ergodiques,
et des états aux fluctuations plus prononcées, ces deux types s’équilibrant pour
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retrouver une moyenne donnée par le modele statistique.

4.6 Equidistribution des constellations de zéros

Dans cette section, nous attaquons le probleme de la caractérisation des
constellations d’états propres chaotiques par une série de résultats dynamiques :
nous montrons que la propriété de Schnirelman d’une suite d’états {15} a comme
conséquence 1’équidistribution semi-classique des constellations correspondantes
sur I'espace des phases, lorsque celui-ci est compact. Nous adaptons la preuve
donnée dans [3, section 4.1] pour les états sur le tore (qui nous concernent au
premier chef, puisque notre étude porte sur les applications du chat et du boulan-
ger) aux autres espaces des phases bidimensionnels sur lesquels on sait définir une
mécanique quantique et une représentation de Bargmann (v. section 2.1.2) : la
sphere (sur laquelle on connait des transformations chaotiques, du moins d’apres
les calculs numériques) et les surfaces de Riemann compactes de genre > 2, qui ont
cependant moins d’intérét physique ; néanmoins, nous les incluons ici comme des
‘curiosités mathématiques’. La démonstration utilise uniquement les propriétés
d’analyticité des fonctions de Husimi, plus exactement de leur logarithme hy(x)
(défini, pour le tore, par I’équation (4.25)). Rappelons que hy est le potentiel
électrique associé a une densité de charges ponctuelles placées aux zéros, plongées
dans une charge uniforme chargée de rétablir la neutralité électrique (sans cette
neutralité, le potentiel ne peut étre défini de fagon univoque).

On note X l'espace des phases compact sur lequel on étudie les constellations
(c’est-a-dire T2 ]a sphere §2 ou une surface de Riemann X, de genre g). Dans tous
les cas, on sait construire des espaces d’états quantiques ¥y représentés par des
fonctions de Bargmann ¢n(z) ayant N zéros sur X, ot N — oo dans la limite
semi-classique. Sur le tore, N est la dimension de I'espace de Hilbert Hy . auquel
appartient vy ; dans le cas de la sphere, ¥y appartient a un espace de dimension
N + 1, la différence venant du fait que les zéros ne sont pas contraints sur la
sphere, alors qu’ils le sont par (3.12) sur le tore. Sur X, la dimension dépend des
conditions de périodicité des fonctions de Bargmann : pour des fonctions associées
au caractere trivial, les fonctions de poids k ont 2k(g — 1) zéros, et la dimension
de 'espace est g pour k =1, (2k — 1)(¢g — 1) pour k > 2 entier [56, p.80].

Théoreme 3 Pour toute suite de fonctions de Husimi {Hy,} convergeant au
sens faitble-+ vers la mesure de Lebesque Lx dans la limite N — oo, la suite
correspondante des densités de zéros {py, } converge également vers Lx.

La preuve de ce théoreme utilise plusieurs ingrédients. Tout d’abord, on facto-
rise de facon canonique la fonction de Husimi au moyen des ‘briques élémentaires
logarithmiques’. Nous employons les variables =,y et z,£ pour désigner respec-
tivement les points de X et les coordonnées complexes qui les représentent. On
note génériquement z;, [ = 1,..., N les zéros de Hy, . Pour chaque point y de
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la variété, on considere la fonction de Bargmann ,(z) ayant un unique zéro
en z = {. La fonction de Husimi logarithmique hy, (z) (normalisée a zéro par
définition) sera notée sous la forme d’un noyau h(y;x). A priori, celui-ci n’est
symétrique en z <+ y que sur T? et S%, pour lesquels on dispose d’une formule
explicite. Ce noyau permet de factoriser toute fonction de Husimi Hy,, :

hyy(z) = %;h(xl;x). (4.29)

On a les formules suivantes pour les différentes géométries :

‘ variété ‘ T? ‘ s2 X,
mesure Lx 2d?z W(lfTZP)Q JTZP)?
aire Ay 1 1 g—1
laplacien 200 4 (1 4+ |2[*)200 4m(1 — |2]%)200
) (z=8)[? z=¢[? [y (2) 2
noyat h(y’ J}) log GM[;X] e2m|z—¢? log (1+]=2)(1+1€?) +1 10g (1_|Z|2)91T1 + cte

On a utilisé la notation 0 = 38—2, J= %. Pour le tore et la sphere, les noyaux
h(y;.) sont reliés les uns aux autres par le groupe de symétrie de la variété (resp.
le groupe des translations sur T? et des rotations sur S?). Par contre, pour une
surface de genre g > 2, les noyaux h(y;.) n’ont pas de relation simple les uns par
rapport aux autres, puisque le groupe d’automorphismes d’une telle surface est
fini. La constante de normalisation peut donc dépendre de y dans ce cas, mais
elle sera lisse par rapport a y.

Apres avoir défini les noyaux h(y;z), nous revenons au théoreme ci-dessus.
La stratégie en est assez simple, et utilise les propriétés analytiques du noyau.
On remarque effectivement que h(y;x) correspond (a une constante pres) au
noyau de I'opérateur A%', puisque on a toujours ddlog |1, (2)|> = 7§(z — ). Par
conséquent :

1
_ E)’
ou 0(y; x) est le noyau de I'identité, Ax 'aire de X. Si maintenant on integre ce
noyau par rapport a une densité normalisée p(z) sur X (plus précisément une

mesure de Baire, c’est-a-dire une forme linéaire continue sur ’espace de Banach
C(X) des fonctions continues [109, p.109]), on obtient le potentiel h,(x).

/. 1w 2ply)dy.

Dans le cas ou p est une distribution de N points, %, est la densité de Husimi

Axh(y;z) = 4m(d(y; z) (4.30)

hy(x) = (4.31)

logarithmique correspondante.
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Remarques

Pour z fixé, la fonction hA(y; x) est semi-continue supérieurement (s.c.s.) [68],
ce qui revient a dire qu’elle prend ses valeurs dans [—oo, o) et que les ensembles
{y € X | h(y;z) < a} sont ouverts pour tout a € R. Une telle fonction de y
a la propriété d’étre la limite ponctuelle d'une suite décroissante de fonctions
continues (cette propriété est évidente pour nos noyaux, qui n’ont qu’une unique
singularité logarithmique, et sont lisses ailleurs). On peut alors définir I'intégrale
ci-dessus pour tout z par passage a la limite, et la fonction h, est automatique-
ment s.c.s. Dans tous les cas, la formule (4.30) s’integre sans probleme en :

1
Axh,(z) =4n(p(x) — A—) (4.32)
X
A partir de cette formule on déduit aisément la proposition suivante :
def

Proposition 3 Soit p une mesure de Baire sur X telle que son potentiel h,(x) =
Ix dy p(y)h(y; x) soil constant presque partout (la constante est alors forcément
nulle). Alors p est la mesure de Lebesque Lx sur X.

Considérons maintenant les densités de zéros py, associées aux fonctions de
Husimi Hy, : ces densités sont des mesures de Baire positives, normalisées, et
définies sur un espace compact X. Par conséquent, elles admettent une valeur
d’adhérence po, (cf. le théoreme de Banach—Alaoglu, [109, p.115]). Cette mesure
Poo sera la limite faible-* d’une sous-suite {p,} de {py, }. On peut alors définir le

potentiel ho () def h,. () a partir de cette mesure limite. Le reste de la preuve
consiste a montrer que si la suite { Hy, } (donc la suite extraite { H,}) converge
en mesure vers Lx, alors h, est forcément nul.

Pour cela, il faut relier assez précisément les potentiels A, def h,, au po-
tentiel limite h,,. On se sert des propriétés de sous-harmonicité des potentiels
h, : Iéquation (4.30) montre qu’en ajoutant au noyau k(y;z) la fonction 27|z|?
(pour le tore), log(1 + |2|?) (pour la sphere), ﬁlog(l — |2]*) (pour une sur-
face de genre g), on obtient un nouveau noyau g(y;z) tel que les potentiels

gp(x) def fx dyg(y; ) p(y) sont de laplacien positif ou nul, autrement dit sont
des fonctions sous-harmoniques.

Pour le tore et les surfaces de genre > 2, les potentiels g, ne sont plus mono-
valués, comme |'étaient les h,, mais ils restent majorés uniformément tant que z
reste dans un voisinage compact du domaine fondamental de X sur C (et c’est
dans un tel voisinage qu’on veut les estimer). En revanche, pour le cas de la
sphere il faut restreindre z & un compact de C pour que g,(z, z) soit majorée uni-
formément. On peut par exemple considérer le disque Dy = {|z| < 2}. Pour avoir
acces au reste de la sphere, on change de projection stéréographique, autrement
dit de coordonnée complexe. Le choix le plus simple consiste a prendre la coor-
donnée 2’ = 1/z. Une simple manipulation montre alors que les potentiels g/ (x)
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définis a partir du noyau ¢'(y; x) = h(y; z) +log(1 + |2’|*) sont sous-harmoniques
et majorés uniformément sur D} = {|2/|* < 2}. 1l est clair que §? = Dy U D).

Grace a ces propriétés, le lemme de Hartog [3, lemme 1, p.20] [88, corollaire
1.32] s’applique aux potentiels (g, g ) (le cas échéant a (¢/,, ¢’ )), donc également
aux potentiels (h,, he ). Précisément, pour toute fonction continue h* majorant
heo, pour tout € > 0, les potentiels h,, sont majorés sur tout X par (hZ + ¢) des
que n est assez grand. En méme temps, les h,, convergent vers h., au sens faible,
mais également au sens de la limite supérieure, pour presque tout point de X
(sans oublier qu’ils ont de plus en plus de singularités logarithmiques & mesure
que N croit). Grace a la sous-harmonicité, on a donc réussi a coincer les h,, sous
une enveloppe proche de h,.

Si maintenant h., n’est pas constante, on peut trouver deux sous-ensembles
F_ et F, de mesures non nulles (v. les détails dans [3, section 4.1]), tels que le
rapport

Ir, eN hn() dy Jr, H,(z)dx
[p eNm@ dy [ H,(z)dx

(4.33)

diverge lorsque n — oo, donc lorsque N — oc. On a donc une contradiction avec
la propriété de Schnirelman de la sous-suite H,. Il faut donc que h., soit nul,
donc, d’apres la proposition 3 ci-dessus, que p., soit la mesure de Lebesgue sur

X.

Ce qui précede montre que toute valeur d’adhérence p., de la suite {py, }
est la mesure de Lebesgue. Cela implique que la suite {py, } converge vers cette
limite. O

4.6.1 Conséquences de I’équidistribution des zéros

Pour une suite d’états propres chaotiques {¢)x} sur le tore vérifiant la pro-
priété de Schnirelman (comme par exemple les états propres du chat Sy que nous
avons calculés), le théoreme ci-dessus peut s’exprimer au niveau des coefficients
de Fourier des constellations :

Vk#0, pnir— 0 lorsque N — oo. (4.34)

Cependant, en utilisant les définitions (4.18,4.25), on peut réécrire la densité de
Husimi comme :

ﬁN(x) = exp (— > Npi]\;keﬁ”k“) ) (4.35)
iz mk
Cette expression est formelle, car la série de Fourier ne converge pas en tout point.
Cependant, on a I'impression qu’en tronquant celle-ci de fagon astucieuse (pour
Iinstant mystérieuse), on aboutirait a un taux de décroissance mieux controlé
des coefficients de Fourier.
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Conjecture 2 Pour loule suite d’élats {ton} vérifiant la propriété de Husimi,
les coefficients de Fourier des constellations correspondantes décroissent semi-
classiquement en py = o( N71), sauf bien sir si k = 0.

Nous n’avons pas trouvé de contre-exemple a cette conjecture, mais la construc-
tion des états a réseaux déformés [3, §4.2.4] exhibe des suites py x & décroissance
plus lente (du type N'=<, pour a > 0) tels que les densités de Husimi soient
piquées en l'origine.

Cas des constellations sur S?

Pour la sphere, il faut remplacer la transformation de Fourier par la décomposition
en harmoniques sphériques Y, (0, ¢) [124, section 2.1]; une densité p(6, ¢) s’écrira
donc

p(07¢) = Z Z P}nYzm(@vﬁb)v (436)

>1 m=-1

o pi = [ d(cos0)do V7(0.) p(0, ). (4.37)
[.’équidistribution des constellations chaotiques sur la sphere s’écrit alors :
(I,m) # (0,0) = py — 0 lorsque N — oo (4.38)

et on pressent un résultat similaire a celui énoncé dans la conjecture 2. Les constel-
lations d’états propres chaotiques sur la sphere ont été étudiées en rapport avec
les modeles de polynomes aléatoires [85, 31].

Apparemment, la seule propriété de Schnirelman ne permet pas d’étudier
les moments d’ordre supérieur des constellations, par exemple les corrélations a
deux zéros. On peut en effet construire des états ¢y vérifiant asymptotiquement
la propriété de Schnirelman, mais pour lesquels les zéros sont fortement dégénérés
[3, section 4.2.3] ; on a du mal a concilier ceci avec la propriété de ‘répulsion’ entre
les zéros voisins, constatée numériquement pour les états propres chaotiques;
pour le moment, la compréhension de cette répulsion ne peut se faire que par le
biais des modeles de vecteurs aléatoires, et non par des arguments dynamiques
découlant directement de ’ergodicité classique (ou d’une propriété chaotique).

Avant de passer a I’étude de ce modele statistique, nous évoquons les conséquences
de I’équidistribution des zéros au niveau de la fonction de Bargmann, et en par-
ticulier au niveau de sa phase (son module est trivialement relié a la fonction de
Husimi, dont on a déja une estimation).

4.6.2 Phase de 9(z)

On sait remonter de la constellation p, a la densité de Husimi logarithmique
hy, qu'on peut écrire (a un terme générique pres), comme la partie réelle du
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logarithme de la fonction de Bargmann. En dérivant hy,(z,z) par rapport a la
variable z, on obtient la dérivée logarithmique de t(z), qui est une fonction
méromorphe. Dans le cas du tore, on a

hy(z,2) = N7 'log|v(2)]> — 2m2z (4.39)
10 O .
= 5. (57 = %ﬁ@ﬂ@—z (4.40)

Wf k;ﬁo

On a utilisé la relation linéaire (4.25) entre les coefficients de Fourier de hy, et py.
Comme les coefficients individuels convergent vers 0 dans la limite semi-classique,
cette somme va étre ‘petite’, dans un certain sens (elle ne peut I’étre uniformément
a cause des poles de ¢'/1). En fait, on peut régulariser cette série de Fourier en
convoluant d,hy par une gaussienne de largeur arbitraire. Lorsque la largeur de
la gaussienne tend vers zéro, ce lissage ne converge vers 'identité qu’au sens L?,
pour s < 2. On ne pourra donc espérer une meilleure estimation de ¢'/¢ que
pour cette topologie. Une fois régularisée, la série de Fourier ci-dessus converge
absolument, et on peut la tronquer en contrélant le reste. Enfin, on applique la
propriété d’équidistribution py ; — 0 sur les coefficients de la série tronquée. La
preuve est exposée en détail dans la partie 4.3 de [3]. Elle aboutit au théoreme
suivant :

Théoréme 4 Soit {¢n} une suite d’états (Y € Hy,) dont les constellations
pn sont €quidistribuées dans la limite semi-classique. On a alors, pour tout 1 <
s < 2, lestimation suivante :

1 Py
2rN ¢Yn

— 0 lorsque N — oo. (4.42)

S

——(2) =z

Cette estimation conduit a une sorte de formule WKB ayant une signification
purement formelle, valable pour toute fonction propre chaotique, indépendamment
des spécificités de la transformation quantique.

En effet, en représentation de Schrodinger, il est naturel de considérer la
quantité my(q) def ?%(q) comme un moment quantique local de 1’état 1, c’est-
a-dire 'analogue quantique du moment p conjugué a la position g. Pour s’en

convaincre, on peut remarquer que la moyenne de I'impulsion p sur cet état

= [ da(B(a)(@)) mola). (4.43)

Comme ©(q)Y(q) est la densité de probabilité de présence au point ¢, la for-
mule ci-dessus montre que 'impulsion totale est représentée par une moyenne
sur I'impulsion locale my(z), pondérée par la densité moyenne de particules.
D’ailleurs, si ¢¥g(q) est donné par une formule W K B, on aura a I’ordre dominant
my(q) ~ pr(q), 'impulsion classique de la particule d’énergie F a la position g.

vaut
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Comme la transformation de Bargmann n’est rien d’autre qu’une rotation
symplectique complexe, on peut naturellement y étendre les notions ci-dessus.
On définit donc my(z) o h%(z) le moment quantique local de i au point z.
Classiquement, le moment conjugué a z est z (puisque la rotation symplectique
fait passer des variables (g, p) aux variables (z,z). Cependant, on ne peut pas
avoir ’égalité my(z) = z dans un ouvert de C, par analyticité de m,; (en dehors
des zéros de v).

Cependant, dans le cas d’une dynamique intégrable d’hamiltonien H,, les
solutions WK B d’énergie E en représentation de Bargmann sont construites
en résolvant 1’équation de Hamilton—Jacobi H,(z,¢'(z)) = E en l'action ¢(z)
(v. la section 2.2.2 et [125]). Hors du voisinage (de largeur ~ h) des lignes ou
s’accumulent les zéros, le moment local my(z) de la solution doit étre proche
d’une solution ¢%(z), dans la limite &~ — 0. Or, il se trouve que sur la surface
réelle d’énergie classique Yg, ¢%(z) vaut exactement z, puisque X est définie
par {z € C|H,(z,2) = E}. On a donc, au sens de la convergence ponctuelle :

dans la région classiquement autorisée, m(z)~ z quand i — 0. (4.44)

Dans le cas chaotique, le théoreme 4 ci-dessus montre qu’on a une identité
analogue, si ce n’est que la région autorisée est le tore tout entier, donc un espace
de dimension 2 sur lequel ’asymptotique ne peut pas étre ponctuelle : elle n’est
que L*, pour s < 2. Néanmoins, pour un état propre chaotique ¢ particulier, on
s’apercoit (v. fig. 4.7) que 'accord entre m(z) et z est bon sur tout T¢, excepté aux
poles de m(z). En oubliant ces poles, il est totalement impossible de distinguer
des états ergodiques, a cicatrice, sur réseau, uniquement par 'apparence globale
de m(z) sur Tg. Cette fonction constitue donc une caractéristique visiblement
universelle des fonctions propres chaotiques. On ne peut alors résister a ’envie
de représenter ces dernieres par I’expression ‘WKB’ formelle

“o(z) merSTEE Y (4.45)

[’intégrale ci-dessus nécessite bien sur une certaine interprétation. Sa partie
réelle, correspondant au module |¢p(2)|, est bien définie, puisque la forme £(2'dz") =
ial(q2 + p?) est exacte. L’équation ci-dessus signifie donc que [¢(2)| ~ e™Nz*/2
ce qui revient en fait a ’équidistribution asymptotique de la densité de Husimi

Au contraire, la partie imaginaire de log ¢(z), c’est-a-dire la phase de ¢(2), ne
peut étre estimée correctement a partir de la formule ci-dessus, puisque la forme
3(2'dz") = (pdg — qdp)/2 n’est pas fermée. Autrement dit, I'équation (4.44) se
traduit en termes de arg¢(z) par I’équation suivante :

arg b(2) ~ ( :Zéjq ) , (4.46)
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qui ne peut s’intégrer car le membre de droite a un rotationnel valant identi-
quement —27 N. Pour pouvoir néanmoins restaurer cette équivalence dans un
sens plus faible, la phase doit présenter une distribution tres dense de dislo-
cations, c’est-a-dire de points autour desquels elle fait un tour de 27. En clair,
I’équidistribution des zéros de 1(z) implique une arborescence de la phase typique
des états propres chaotiques, présentant des dislocations uniformément réparties
sur le tore (cf. fig. 4.7).

4.7 Corrélations entre zéros. Facteurs de forme

Comme nous I’avons déja fait remarquer, la propriété de Schnirelman, qui est
notre seul lien entre la dynamique classique ergodique et les états propres, ne peut
expliquer la ‘répulsion’ entre les zéros qu’on observe numériquement, et qui est
responsable de la certaine rigidité des constellations. On a déja remarqué que les
‘normes’ de fluctuations des densités de Husimi des états propres correspondaient
bien (en moyenne) aux valeurs statistiques prédites par les modeles de vecteurs
aléatoires dans Hy .. Il est donc naturel de s’intéresser aux constellations de ces
états aléatoires, et de les comparer a celles des états chaotiques; a priori, les
‘normes’ et les constellations pourraient étre décorrélées, c’est-a-dire que le bon
accord entre les deux familles d’états pourrait se faire au niveau des ‘normes’
sans pour autant que les constellations aient des propriétés similaires. Il s’avere
néanmoins que la répulsion entre les zéros d’états chaotiques correspond tres
précisément aux calculs effectués dans les modeles aléatoires. Cet accord avait
déja été remarqué au niveau des fonctions de corrélation a deux points R(x,y),
pour des états propres sur la sphere [85, 31]. Nous préférons faire les comparaisons
dans 'espace de Fourier, c’est-a-dire que nous comparons plutot les facteurs de
forme (4.23) des constellations au modele statistique.

4.7.1 Méthodes et résultats statistiques

Avant de présenter les données numériques, nous présentons rapidement les
méthodes utilisées pour calculer les facteurs de forme statistiques. Les résultats
sont donnés plus en détail dans [3, section 5]. Nous nous restreignons essentielle-
ment au modele le plus simple, celui du vecteur aléatoire complexe sans symétrie,
défini dans (4.2).

Nous avons déja expliqué sommairement comment obtenir les valeurs typiques
des ‘normes’ dans ce formalisme statistique. Il suffit en fait de calculer la valeur
moyenne de Hy(x), pour tout . Comme on travaille avec des variables gaus-
siennes, la distribution de la fonction de Bargmann est au point z simplement
donnée par

D(.) = e e, (4.47)
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FIG. 4.7 — Gauche : représentation du moment quantique local 7y (z) = hy)'/9(2) : la
couleur représente la phase, 'intensité le module. En haut : I’état propre du boulanger
représenté en haut de la figure 4.2. Au centre : la fonction z. En bas : le 15e état propre
de 'hamiltonien de Harper (N=31) représenté sur la figure 2.3 (les lignes entourent
la région ou Hy(z) > |[Hylleo/10. Droite : trois fonctions de Bargmann 1 (z), avec les
mémes conventions de représentation. En haut, 1’état propre du boulanger. Au centre,
un état propre de Ug,. En bas, I’état propre de Hyarper ; l'intensité est codée de facon
binaire, par rapport au seuil indiqué a gauche.
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N-
avec la variance o, = <|77Z)Z|2>N E zlgi)nol*. (4.48)

(Dans I’équation ci-dessus et dans la suite, on utilisera la notation abrégée 1, def
h(z)). Cette variance est donnée par la norme de I’état cohérent |z)y o, calculée

n (3.33). On aboutit alors a une distribution de la fonction de Husimi quasiment
uniforme sur le tore :

1 -
D(H(z)) = P, e H@)/% g (2), avec 0, = 03(mNg|iN/2) 05(m Np|iN/2).
(4.49)

Cette variance converge donc vers 1 exponentiellement et uniformément sur T2,
a la limite semi-classique. Pour N fini, cependant, on observe des fluctuations
périodiques qui peuvent s’expliquer par le fait que les états de Hy, ne sont
invariants que par les translations discretes de pas 1/N. Si on tient compte de ces
fluctuations exponentielles, on obtient alors des corrections aux valeurs typiques
des normes données dans le tableau 4.1. Seule la norme sup des états aléatoires ne
peut étre estimée par ce formalisme, et réclame des méthodes plus géométriques
[3, appendice C].

Passage a la statistique des zéros

Nous décrivons la méthode utilisée par Hannay [66] pour extraire de la loi
de 9 les fonctions de corrélations a n points des zéros. Cette méthode utilise
les propriétés des variables aléatoires gaussiennes : en particulier, la distribution
de toute quantité linéaire en ¥ est une gaussienne donnée par la matrice de
covariance correspondante. Commencons par la densité moyenne de zéros, donnée
par

) (N Z Soerl > : (4.50)

ou les Z; sont les N zéros de la fonction de Bargmann aléatoire 1 (z), I'indice N
a droite du crochet signifiant qu’on prend la moyenne sur des vecteurs aléatoires
dans Hy . On peut réécrire cette densité en utilisant la distribution conjointe de
D(tp., ") et les propriétés de la fonction delta :

=N //d% d* )L D(e, L) 8(4:) [PL]7 (4.51)

Il suffit donc d’écrire ce que vaut cette distribution conjointe. En utilisant la
matrice de covariance

Z>N <¢_Q¢Z§N ) 7 (4.52)
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la distribution conjointe au point z vaut

Dl tt) = e~ () s

z

Les éléments de matrice de M, se calculent simplement & partir de la loi (4.47).
Il suffit en fait de connaitre la variance o, et de dériver celle-ci par rapport a z
ou z. On obtient pour p(z) I'expression

1 o2 _

plz) = maz@210g<¢Z¢Z>N (4.54)
] TN

~ sinh(7N/2)

= p(x) [cos(2m Nq) + cos(2n Np)]  lorsque N — oo.
(le facteur 1/2 entre p(z) et p(x) est dii aux relations entre métriques d*z = 2 d*z).
Ceci montre que la distribution des zéros du modele statistique est uniforme sur
le tore a la limite semi-classique, les corrections périodiques exponentiellement
petites a N fini étant dues aux corrections correspondantes de la variance de
h(z). A ces corrections pres, on retrouve donc la méme uniformité que pour les
états sur la sphere ou la pseudosphere [84]. Sous cet angle, le modele statistique
est compatible avec les résultats dynamiques concernant les fonctions propres
chaotiques.

Si on considere maintenant un ensemble de vecteurs aléatoires pairs, qu’on
obtient & partir des vecteurs aléatoires ci-dessus par P*(2) = %(1/)(2) +¢(—2)),
on peut utiliser le méme formalisme, si ce n’est que la fonction de corrélation de
base sera modifiée :

pair

(PE()) = (BR(2), + (P (=2)) . (4.55)

En négligeant les corrections exponentielles, on trouve la distribution suivante,
valable asymptotiquement pour tout |¢| < 1/4, |p| < 1/4 :

7 Nx?

pair ~ h N 2 S
P () anh(rNz®) + COShQ(’JTNl'Q)

(4.56)

La densité asymptotique dans le reste du tore est obtenue par périodicité : pP*(g+
1/2,p) = pPa(q, p+1/2) = pP2*(q, p). On trouve donc une chute de densité autour
des points de symétrie.

Par contre, le modele de vecteurs aléatoires réels réclame un peu plus de tra-
vail [107]. En effet, on perd l'invariance par rotation complexe ¢» — el des
distributions précédentes, de sorte que les variables aléatoires sont maintenant
Rip., R, S, Il la matrice de covariance remplacant M, dans la dis-
tribution conjointe (4.53) sera donc de rang 4 x 4. Les calculs menant a p(z)
seront donc plus compliqués, et font clairement ressortir les axes de symétrie (les
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axes {Jz = 0} et {Sz = 1/2}, auxquels il faut ajouter les axes {Rz = 0} et
{Rz = 1/2} si on se restreint en plus a des vecteurs pairs). On trouve alors une
distribution uniforme p(z) ~ 1 loin de ces axes (4 une distance > 1/v/N), tan-
dis que cette densité décroit linéairement quand on s’en rapproche; ce défaut de
zéros hors des axes est compensé par une distribution singuliere de zéros placés
exactement dessus (la proportion de ces zéros-ci est asymptotiquement ﬁ pour
le modele des vecteurs pairs réels). On trouve alors une distribution non-isotrope,
mais qui converge encore vers 1 au sens de la mesure, lorsque N — oco. Ce type
de distribution avait déja été obtenu dans I’étude des polynomes aléatoires réels
[31, 53, 108, 93] utilisés pour décrire les états propres chaotiques sur 2, appelés
polynomes aléatoires SU(2) a cause de I'invariance de ’ensemble statistique par
rotation (cette invariance impose les variances relatives des coefficients).

Les fonctions de corrélation intervenant dans nos matrices de covariance sont
quasiment identiques a celles qu’on trouve pour les états aléatoires réels sur la
sphere, donc nos résultats sur la densité sont localement identiques a ceux ob-
tenus dans cette géométrie. Seules les contraintes macroscopiques (par exemple,
périodicité de p(z) par rapport au tore) sont spécifiques a la densité sur le tore.
On retrouve donc, au niveau de la densité moyenne de zéros, 'universalité des
propriétés locales évoquée a la fin de la section 4.2.1.

Dérivée de (z) aux zéros

La statistique de la fonction scalaire f(z) def ﬁ|¢l(21)|2 e=2N=2l®  pour z
un zéro de v est obtenue assez simplement a partir des résultats précédents. On

veut mesurer exactement, pour tout f > 0, la quantité

D(f) = <%;5(f(Zl)—f)>N 4.57)
= 2m [ 2 (S (1) - f2mN TN R )

N

A partir de 1a, il suffit d’insérer la distribution D(v),, ), et intégrer en 1, et ..
On trouve alors

D)= [ ot g 2 { [_pei } -
TS R B Cx e |

En négligeant les corrections exponentiellement petites en IV, on voit que I'intégrand
est indépendant de z, et vaut f e/,
Fonction a deux zéros. Facteurs de forme

Cette universalité se retrouve également dans les moments d’ordre supérieur
de la distribution de zéros. Nous nous sommes contentés de la fonction de corrélation
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a deux zéros, car celle-ci fournit déja des prédictions intéressantes sur la statis-
tique des coefficients de Fourier py ;, qui constitue notre objectif principal.

Nous n’avons explicitement calculé cette fonction que dans le modele de vec-
teurs complexes sans parité, qui se traite encore assez simplement, du fait de 1’ho-
mogénéité et 'isotropie de la distribution. Il suffit pour cela d’utiliser la méme
méthode que pour la fonction a un point (cette méthode permet en principe
d’obtenir les fonctions a n points, mais les calculs effectifs deviennent vite insur-
montables). Reprenant la définition de la fonction de corrélation Ry (x,y) donnée
en (4.22), sa moyenne R(z,§) sur 'ensemble aléatoire est donnée (pour z # ¢ les
variables complexes correspondant a z,y) par

R(=,€) = N2 [ dypdieddldyt, D0, v, 91 50) ()02 S0l L. (459)

La distribution conjointe D(t., ¢, 1], 1;) est gaussienne, de matrice de cova-
riance similaire a M(z) :

Mgt | (B0l ey (i Qitve)
(Bt (et) (Dot (vl
(et (i), (W0t (D)

Les fonctions de corrélation <;/321/)§>N sont données par les recouvrements entre

les états cohérents du tore,
<7I}Z¢£>N = N7 yol€]z)no- (4.61)

Ces recouvrements ont été calculés en (3.31), et leur développement asymptotique
pour un écart |z — €| < 1/2y/2, donné dans (3.32), amene :

<;/;Z;/;£>N ~ ™ orsque N — oo, uniformément pour |z — €| < m — €.

(4.62)
On utilisera toujours cette approximation, ce qui signifie qu’on ne cherchera pas
a décrire les fluctuations exponentielles de période 1/N qu’on trouve dans la
fonction a un point. Par conséquent, on pourra utiliser directement les calculs de
Hannay, qui sont valables pour le méme type de corrélations logarithmiques. Il
s’agira ensuite de rendre les résultats périodiques par rapport & T2, Nous décrivons
succinctement les étapes finales du calcul.

Tout d’abord, il est clair que I'intégrale donnant R(z,£) ne dépend que du
bloc 2 x 2 inférieur droit de M(z,£)~. On note ce bloc m(z,£)~', et d’apres
Iestimation (3.32) c’est une matrice hermitienne définie positive. A partir de la,
la maniere la plus simple d’extraire la moyenne R(z, £) de cette distribution gaus-
sienne consiste a rajouter des termes de source dans la distribution, autrement
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dit d’utiliser la fonction génératrice

1 U =1t o1 = r = !
Z . — /d2 ! d2 !/ _(wszf)m(zvé) (d)zv"p‘f) (lel)z-l-ﬂgd)‘f-# C~C~) .
($7 57 ILL) ’,’T4 det M(Z, 5) wz 77Z)5 € €

(4.63)
En dérivant cette fonction par rapport aux ‘courants’ u, u, on fait descendre les
termes qu’on veut inclure dans la moyenne; apres avoir dérivé, on pose u = 0
pour récupérer la moyenne. On obtient, par des manipulations standard :

Hatin) = o0 crine ) ()
m2de z,
PY
— R z, = N_2 — — Z 25 G
(2:8) OO O Ofi (= M)‘“:O
B 1 detm(z,&)per m(z,§)
= (7TN)2 det M(Z, f) ’ (4‘65)

ou on utilise la notation de permanent per M def >pM;p;.

Une fois cet arsenal algébrique débobiné, il ne reste qu’a calculer explicitement
les déterminants et permanents. R(z,&) est alors une fonction rationnelle des
corrélations <1/;Z¢§>N et de leurs dérivées. Pour des points x, y assez proches pour

pouvoir appliquer I'approximation (4.62), la fonction a deux points est donnée
par une fonction d’échelle [66] :

R(xz,y) ~ g(y/7N/2 |z —y]) lorsque N — oo, (4.66)
def  (sinh?r% 4+ %) cosh r? — 272 sinh 12
B sinh® r2

Cette fonction g(r) (v. [3, fig. 6, gauche]) montre donc une répulsion quadra-

tique (g(r) ~ r?) sur une distance < N~'/2, suivie d'une fonction plate a longue
distance, indiquant une décorrélation des zéros. Cette prédiction a été comparée

ou g(r) (4.67)

par Lebceuf et Shukla [85] aux données numériques provenant d’états propres de
systemes de spins sur la sphere (plus précisément, des transformation de spin
pulsé, qui sont chaotique pour les valeurs de parametres utilisées). En prenant
la moyenne sur tous les états propres, ils obtiennent un excellent accord pour
R(z,y). Afin d’étudier ce qui se passe au niveau des états propres individuels,
nous avons eu recours a la transformée de Fourier de cette fonction R(z,y) (en
effet, on peut difficilement comparer la courbe statistique lisse R(z,y) a la dis-
tribution de pics Ry(x,y), tandis que les coefficients de Fourier se prétent a
comparaison directe).

Facteurs de forme

Comme nous I’avons déja indiqué dans la section 4.4.2, la fonction a deux
points R(x,y) du modele aléatoire mene directement, par transformée de Fourier,
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au facteur de forme <|pk|2>N. Cette moyenne quadratique fournit une estimation

des valeurs typiques des coefficients py i (en effet, dans le modele sans symétrie
étudié jusqu’a présent, les coefficients de Fourier ont une moyenne nulle, donc
la premiere estimation provient des seconds moments). Ce type de facteur de
forme est également utilisé pour analyser les spectres de systemes chaotiques, en
relation avec les modeles de matrices aléatoires [21].

En utilisant 'isotropie et I’homogénéité asymptotiques de R(x,y) (4.66), on
se ramene simplement a une expression intégrale pour le facteur de forme, par le
biais d’une fonction d’échelle :

(Ipr[) .~ dro+ N7 Ba(|k|/VN) (4.68)
ol Fy(k) = —2n&’ /Ooo Yy JQ(K\/%) (1 — cothy)dy (4.69)
ey LoD, o

J3 est la fonction de Bessel, et ((n) la fonction zeta de Riemann ((n) & Yis0d

La fonction d’échelle Fy(k) est dessinée sur la figure 6b (droite) de [3] : elle montre
une dépression, ou cuvette, pour les coefficients de Fourier a grande longueur
d’onde (k| < VN), avant de retrouver une moyenne <|pk|2>N ~ N7! pour les

grandes valeurs de k (cette limite est simplement due au théoreme de Riemann-
Lebesgue [111, p.103] appliqué a la formule 4.23.

Nous montrons ci-dessous comment cette forme en cuvette peut étre reliée a la
répulsion entre zéros proches. Cette assertion est contraire a I’intuition qui associe
le comportement d’une fonction pres de l'origine a la décroissance a I'infini de sa
transformée de Fourier. Lorsque cette décroissance est en loi de puissance, elle a
en effet comme conséquence une singularité de la fonction en 0 (v. par exemple
le facteur de forme des valeurs propres de matrices aléatoires [35]). Dans le cas
présent, la décroissance de g(x) — 1 a l'infini est gaussienne : a elle seule, cette
décroissance ne fournit aucune information sur le comportement de Fy(x) pres
de D'origine ; elle implique en revanche que Fj est analytique pour x € C2.

Pour une distribution de points totalement décorrélés (distribution de Pois-
son), on trouve <|pk|2>N = 0ko(1—=N"1)+ N7, c’est-a-dire un spectre ‘plat’, pro-
venant de la fonction & deux points Rpeiss(,y) = 1 — N1 La fonction Fy oiss(k)
vaut donc identiquement 1.

Dans le cas des zéros, on a les relations suivantes entre g(x) et Fy(k) :

g9(0) =0 = 2(F2(f€) —1)d*k = —1.
R
Comme d’autre part on sait (par Riemann-Lebesgue) que Fy(k) — 1 — 0 en
Kk — 00, la valeur —1 de l'intégrale ci-dessus n’est possible que par la présence de
valeurs négatives pour Fy(k)—1 a distance finie. Enfin, la condition de normalisa-
tion 1 = pg = [fg2(g(z) — 1)d*z = —1 implique Fy(x) — 0 lorsque £ — 0, donc
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il est raisonnable de penser que les valeurs négatives de Fy — 1 correspondent a
une cuvette proche de l'origine. On peut donc relier ‘avec les mains’ répulsion des
zéros et cuvette du facteur de forme pres de k = 0.

Pour connaitre plus précisément le développement de Taylor de F,(k) en I'ori-
gine, on a besoin des premiers moments de g(x). On trouve alors (grace a une
annulation ‘miraculeuse’ du moment d’ordre 2) un comportement quadratique
des coefficients de Fourier de petit k& :

<|pk|2>N ~m/C(3) |k|* N7 quand N — oo, & k # 0 fixé. (4.71)

D’une part, cette estimation montre que les vecteurs aléatoires satisfont ample-
ment & la conjecture 2, par la dépendance en N=3/2 des coefficients de Fourier indi-
viduels. D’autre part, ce modele statistique permet de caractériser la dépendance
de py par rapport au vecteur d’onde k, ce qui est nouveau par rapport a I’approche
dynamique de la section 4.6.1. On va pouvoir comparer directement ces résultats
statistiques aux spectres de Fourier des constellations des états propres chao-
tiques, soit individuellement, soit apres moyennisation sur tous les états propres.

Pour cela, il est également utile de disposer de prédictions relatives aux coef-
ficients de Fourier Ay, de la densité logarithmique hy (). La relation linéaire entre
hy et pp induit

L Fy(k
<|hk|2>N ~ N 3% lorsque N — oo. (4.72)

Ce facteur de forme-ci est également dessiné sur la figure 6b (droite) de [3]. Celle-
ci montre que, a I'inverse des coefficients de p(x), les hy prennent leurs valeurs

lorsque

maximales pour des petits vecteurs d’onde k, et décroissent en ﬁ
mk

k| > V/N.

D’autre part, les systemes chaotiques que nous avons étudiés présentent des
symétries qui peuvent a priori influencer ces facteurs de forme. Nous avons
déja décrit les changements que ces symétries apportent au niveau des densités
moyennes de zéros. Il est possible d’étendre le formalisme menant a ce facteur de
forme pour un ensemble de vecteurs aléatoires pairs ; il suffit pour cela de calculer
la matrice de covariance m(z,§) a partir des fonctions de corrélation

.\ pair _ -

(v(2)8(0) " = (¢(2)0(O)  + (¢(2)0(=9) .. (4.73)
et de réinjecter leur forme asymptotique dans I’équation (4.65). On obtient alors
des formules beaucoup plus complexes que dans le cas sans parité, dues au fait
que R(z,y) ne sera plus ni isotrope, ni homogene. Néanmoins, on retrouve une
formule relativement simple utilisant les fonctions & un point (4.56) dans le cas
ou = et y ne sont pas a proximité du méme point de symétrie :

RP (2, y) ~ pP(2)p"(y) R(x,y) R(z, —y). (4.74)
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A partir de cette expression approximative, on montre que le facteur de forme de
ce modele est globalement identique a celui du modele sans parité :

pair 1 1
<|Pk|2>N = ko + BRI/ VN) + 555 Feon(k/VN) + O(1/N?),  (4.75)
la fonction Fi.. étant une correction due aux abords des points de symétrie; on
sait seulement que cette fonction est équivalente & ak?/N pour k petit, ott a > 0
est indéterminé. On se servira en fait de la prédiction du modele sans parité pour
les études comparatives qui suivent.

En revanche, il semble que les coefficients de Fourier aient des statistiques
assez différentes dans les modeles de vecteurs aléatoires réels. Du fait des singu-
larités dans la fonction & un point (concentration de zéros le long des axes de
symétrie), on trouve déja un résultat non-trivial pour la moyenne des coefficients

de Fourier (on utilise les variables d’échelle k = k/v/N) :

réel 2 1
<,0k>N ~ ko + m{%qFRP(ﬁp) + Ok, Frp(kq)} + WFpoint(li)- (4.76)

La fonction d’échelle Frp est fournie par la transformée de Fourier de la densité
autour de I'axe de symétrie, qui est identique a celle de la densité pour le modele
de polynomes aléatoires étudié par Prosen [108]. On n’a par contre pas d’expres-
sion analytique simple de la fonction a deux points : celle-ci fait intervenir des
déterminants de matrices 4 x 4, qui ne se simplifient que lorsqu’on est loin des
axes (on retrouve alors la prédiction des modeles complexes). On ne peut donc
que formuler une conjecture quant au facteur de forme. Malgré la forte anisotro-

réel

N

réel réely 2
des coefficients de Fourier Ap? = <|pk|2>N — (<’0k>N ) ne change pas drasti-

quement par rapport aux modeles complexes. Ceci fournit donc une expression
pour le facteur de forme, a ’ordre dominant :

pie de la moyenne <,0k> ci-dessus, il est raisonnable de penser que la variance

()" = 5 (5 {0 Paeln) + 8, Fap(e) b + Bals) . (477)

Cette formule (v. [3, fig. 6b droite]) est utilisée dans les figures rendant compte
des coefficients de Fourier pour les états propres de S; et du boulanger, puisque
ces transformations présentent toutes deux une symétrie anticanonique.

4.7.2 Résultats sur les coefficients de Fourier

Nous avons extrait numériquement les constellations pour des états propres
des chats et du boulanger quantifiés Usg,, Us, et Ug, et cela pour un certain
nombre de valeurs de la constante de Planck (ces valeurs sont les mémes que
celles utilisées pour étudier les ‘normes’ des fluctuations). A partir de la, il est
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trivial de calculer les coefficients de Fourier py i, et hy 1, et si besoin est, de prendre
leurs moyennes sur tous les états d'une parité donnée. Nous n’avons pas encore
accompli ce travail pour le chat perturbé Usg,, pour lequel les états propres sont
sans symétrie (donc susceptibles d’étre décrits par le modele statistique le plus
simple).

Nous nous contenterons ici de résumer la section 6 de [3], qui détaille les
différentes facettes de I'analyse des spectres de Fourier de ces états propres, en
relation avec les prédictions statistiques. L.idée majeure de cette section est la
suivante : les caractéristiques essentielles d’un état propre chaotique v sont conte-
nues de fagon univoque et robuste dans les premiers coeflicients de Fourier py 4,
c’est-a-dire ceux pour lesquels le vecteur d’onde k est < V/N. Ces coefficients de

Fourier sont ainsi qualifiés d’essentiels, par opposition aux coefficients |k| > v N
qui semblent plutot s’apparenter a du bruit dont on ne peut rien tirer.

Cette idée, qui, sans formulation plus précise, ne constitue méme pas une
conjecture au sens mathématique, provient de plusieurs constatations. Tout d’abord,
il semble raisonnable de paramétrer une constellation de N points sur le tore
par N coefficients de Fourier indépendants. Cela est évident en une dimen-
sion : N points z; sur le cercle unité sont donnés exactement par leurs fonctions
symétriques sy def SN 2k pour k =1,... N, & travers les formules de Newton ;
les fonctions s; pour £ > N peuvent d’autre part se déduire de ces N premieres
fonctions par des relations algébriques simples. Par contre, en deux dimensions
cette correspondance ne peut étre aussi simple. Si on cherche naivement a recons-
truire une constellation de N points a partir des 2N coefficients de plus grande
longueur d’onde py x, (il faut en prendre 2N a cause de la relation p_, = pi), c’est-

a-dire les coefficients de vecteurs d’onde |k| < kN, ol ke & \/2/7 ~ 0.7979
on se heurte a plusieurs problemes :

— ces 2N coefficients pourraient étre dépendants les uns des autres dans le
cas général, c’est-a-dire satisfaire des relations de dépendance autres que la
relation triviale p_p = pg. Si c’est le cas, on doit forcément en considérer
d’autres pour caractériser la constellation.

— 1l existe en fait des constellations pour lesquelles la donnée de ces 2N pre-
miers coefficients ne suffit pas : pour pouvoir différencier plusieurs réseaux
quasi-équilatéraux (construits dans la section 4.2.1) dans la limite N — oo,

on a nécessairement besoin de coefficients de Fourier de vecteurs d’onde

k| ~ ksV'N, ol ks e v/2/V/3 ~ 1.0746. Nous pensons que I’ensemble

des coefficients contenus dans ce disque de rayon ksv/N est suffisant pour
caractériser de facon non ambigué toute constellation.

— méme en connaissant tous les coefficients dans le disque de rayon x5 v/'N,
on ne dispose pas d’algorithme, ou de formule algébrique pour en extraire
explicitement les zéros ou les coeflicients py 1 au-dela de ce disque. Pourtant,
ceux-ci devraient étre déterminés de fagon unique.

Ces problemes d’inversion de Fourier n’ont, a notre connaissance, pas regu de
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réponse définitive. Ils constituent pourtant un des piliers de la cristallographie,
qui s’attache a retrouver les configurations atomiques dans une maille de cris-
tal a partir des seuls modules |pi| des coefficients de Fourier. Pratiquement, les
gens procedent plutot par tatonnements, par approximations successives, ou en
utilisant un ‘principe d’entropie maximale’ [38].

Bien que la restauration exacte de la constellation a partir d’'un nombre fini
de coefficients de Fourier reste hors de portée, il semble que les caractéristiques
dominantes de la fonction de Husimi associée puissent tout de méme étre obte-
nues par les sommes de Fourier partielles. Pour le voir, comparons les spectres
de Fourier de ces états propres aux facteurs de forme statistiques. Si on prend la

moyenne quadratique d’un coefficient pj, sur tous les états propres, on retrouve de
pair

N
chat S sans symétrie anticanonique : en moyenne, ceux-ci sont donc isotropes et

s’alignent fidelement sur la courbe Fy(k) (v. fig. 4.8, haut). Pour les applications
du chat 57, "accord entre les données numériques et le facteur de forme conjec-
turé du modele des vecteurs réels (4.77) est encore assez bon pour les directions
k non singulieres (c’est-a-dire autres que les axes horizontal et vertical), et pour

facon assez fidele le facteur de forme <|pk|2> donné en (4.75) pour les états du

les coefficients k relativement grands (v. fig. 4.8, bas). Pour I"application du bou-
langer, I’accord est moins bon, surtout pour les coefficients de petit |k| (v. [3, fig.
9b, bas]).

Néanmoins, dans tous les cas la forme en cuvette de |px|? est toujours présente,
méme au niveau des états propres individuels [3, fig. 10, gauche et centre]. Cette

| 2

forme en cuvette du facteur de forme semble donc constituer une caractérisation
universelle des constellations d’états propres chaotiques (pour les états sur réseau
(déformés ou non), la cuvette est d’une certaine maniere de taille et de profondeur
maximale [3, fig. 10, droite]). Comme on I’a noté pour les états aléatoires, la
présence d'une cuvette au centre du spectre de Fourier est symptomatique de
la répulsion entre zéros voisins. Si maintenant on divise ce spectre de Fourier
par mk?, on obtient les coefficients h, ;. de la densité de Husimi logarithmique
hy(z) (cf. éq. (4.72)) : ceux-ci sont au contraire dominants a I'intérieur du disque
{|k| € V/N}, tandis qu’ils décroissent en 1/k? lorsque |k| — oo. Ainsi, le probleme
d’inversion de Fourier a partir de ces O(N) coefficients hy; prend une autre
dimension ; bien que la série de Fourier de hy(x) ne converge pas pour tout
point x, on peut raisonnablement penser que ses sommes partielles n’incluant
que ces O(N) coefficients fourniront une bonne approximation de la fonction
ailleurs qu’au voisinage de ses zéros, le reste de la série étant contrélé par des
coefficients hy, ; bien plus petits. Nous avons testé cette resommation partielle de
la série 3o hy p €87F
— d’une part sur tout le tore, pour un état propre particulier du boulan-
ger présentant une cicatrice sur l'orbite de période deux [3, fig. 12] : cette
cicatrice apparait déja lorsqu’on tronque la série pour ne garder que 4 co-
efficients indépendants ; si on inclut tout le disque ks+v/N, on retrouve une
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FiG. 4.8 — Moyennes quadratiques des coefficients de Fourier des constellations

(gauche) et des densités de Husimi logarithmiques (droite), pour les états propres pairs
de Us, (en haut) et Us, (en bas). Les abscisses indiquent la norme du vecteur d’onde
|k|, ainsi que sa valeur renormalisée k. Chaque point correspond & la moyenne sur les
états propres d’un coefficient a k fixé, choisi dans certaines directions : 4+ horizontal,
x vertical, A premiere diagonale, 7 seconde diagonale, et o dans la direction (2,1)
pour le chat S;. Les courbes représentent les facteurs de forme prédits par les modeles

statistiques :

a gauche, en traits alternés, la fonction F;(k) définie en (4.69); en traits

discontinus, la forme conjecturée le long des axes de symétrie pour les vecteurs réels
(4.75). A droite, le facteur de forme de la densité logarithmique (4.72).
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image tres fidele de la densité de Husimi.

— d’autre part, au point x = (0,0), pour un ensemble d’états propres du chat
Us, [3, fig. 11] : les sommes partielles convergent assez rapidement vers leur
valeur limite h,(0), tout en présentant encore des oscillations de Gibbs hors
du disque de rayon ksv/N ; la seule exception concerne un état pour lequel
I’origine est tres proche d’un zéro. Plus empiriquement, il semble qu’on
puisse discerner un pic de densité en l’origine en observant les signes des
coefficients hy, ;. dans le disque {|k| < koV/N} (cf. [3, fig. 10]).

A partir de ces résultats assez empiriques, on peut donc formuler la conjecture

suivante, qui concerne a priori tout état de Hy , :

Conjecture 3 La fonction de Husimi Hy(x) d’un état ¢ de Hy,. est donnée

2irk.w

approximalivemenl par erponenlialion des sommes partielles 37 <k by x € ,

pour un cul-off K de lordre de /N.

Toute la subtilité réside bien entendu dans ’adverbe ‘approximativement’. A-t-on
une convergence ponctuelle ? Uniforme sur le tore? De type L*7

4.7.3 Cicatrices

On s’est jusqu’a présent intéressé aux coeflicients hy ; pour des états propres
correspondant a une valeur de N fixée. En étudiant maintenant la dépendance
de ces coefficients par rapport a N, on revient a la description des cicatrices,
esquissée dans la section 4.5.2. Nous regroupons les résultats sur ces coefficients
de Fourier avec ceux de la norme sup, décrits dans cette méme section.

En effet, nous rappelons que selon notre conjecture 2 de la section 4.6.1, la pro-
priété de Schnirelman interdirait a un coefficient de Fourier p; de décroitre moins
vite qu’en o( N7') dans la limite N — oco. Les modeéles statistiques prévoient une
décroissance des coefficients en N~3/2, ce qui est compatible avec notre conjec-
ture. Nous avons cherché a estimer la dépendance par rapport a NV des coefficients
|h1o| et |h11] pour les états propres du chat Sy et du boulanger, en utilisant une

échelle logarithmique [3, fig. 13a et b, droite] : on cherche donc a majorer les

log |hy|
log N *

Si on suppose qu’un état propre n’a que des cicatrices ponctuelles (cela semble

exposants 3, = lim sup

étre le cas pour les états propres du chat), la largeur de la cicatrice ne peut étre
que de lordre de 1/v/N, qui est la seule longueur caractéristique du probleme
(cette dépendance est confirmée ‘a 1'ceil nu’ par nos simulations numériques).
Par conséquent, la propriété de Schnirelman impose une croissance de la fonc-
tion de Husimi au point périodique du type Hy(z,) = o(N). L’exposant de
W doit donc étre < 1 pour qu’on soit sur de
I’équidistribution en mesure des densités Hy. Comme on ne regarde que les cica-

croissance o = limsupy

trices les plus fortes (I'origine pour les états pairs de Ug, et du boulanger, I'orbite
de période 2 contenant (1/3,2/3) pour les états impairs du boulanger), on peut
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FIG. 4.9 — Premiers coefficients de Fourier |hg | (haut) et |hq 1| (bas) pour les états
propres pairs des transformations Us, (gauche) et Ug (droite). On utilise une échelle
log-log pour essayer de mesurer 'exposant 5 de décroissance des coefficients par rap-
port a N. Une ligne droite représente le modele aléatoire, qui prédit une pente —3/2
(hachures alternées a gauche, ligne continue fine a droite. Pour chaque N, les cercles
pleins représentent ’état a la cicatrice la plus marquée en (0,0). Ces points sont reliés
par les pointillés (uniquement pour les valeurs N = 2% dans le cas du boulanger). La
ligne en trait plein est la moyenne quadratique sur tous les états pairs.
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remplacer Hy(z,) par || Hy||w dans la définition de a, et utiliser les figures 4.6 et
4.4 (nous n’avons pas cherché les cicatrices sur les états propres du chat perturbé).

En prenant la moyenne quadratique sur les états propres des coefficients de
Fourier ci-dessus, on trouve les résultats suivants pour les coefficients i (qui
semblent ne pas dépendre du vecteur d’onde k considéré) : pour les états pairs
du chat Us,, on a —1.5 < 8 < —1.4, tandis que pour les états pairs (resp.
impairs) du boulanger on a f ~ —1.1 (resp. f < 1.33), donc des valeurs plus
singulieres que les prédictions statistiques. La moyenne quadratique des normes
sup semble compatible avec une croissance du type < 2log N prédite par le
modele statistique.

Néanmoins, on sait que les cicatrices ne sont pas censées se manifester sur ces
moyennes, mais qu’il faut au contraire observer les états propres individuels. On
a donc tenté d’estimer les exposants a et 3 en ne considérant que les états les
plus singuliers, autrement dit en prenant I’enveloppe supérieure des coefficients
|hi| (resp. des normes sup) sur les figures 4.4, 4.6 et 4.9. On remarque d’ailleurs
que les états ayant la cicatrice la plus forte au sens de la norme sup (symbolisés
par un cercle plein sur les figures) ne sont pas ceux qui maximisent |hg]|.

Pour les états du chat, on trouve alors que a < 0.5 pour les états impairs (non
représentés dans les figures), o < 0.34 pour les états pairs. Les coeflicients 3 sont
bornés supérieurement par —1.1. Signalons que pour les états pairs considérés,
en utilisant ’expression explicite des états propres, nous avons obtenu la borne
rigoureuse ||Hy||lso < CV/N, valable pour tous les états propres ¢ relatifs a cer-
taines suites de valeurs de N (voir annexe B). Cette majoration uniforme est bien
entendu compatible avec le résultat numérique pour «.

En ce qui concerne les états propres du boulanger, les coefficients montrent une
localisation plus importante, comme on 1’a remarqué lors de I’étude des ‘normes’.
Pour les états pairs (resp. impairs), on a a = 0.8, 8 < —1.0 (resp. a = 0.85, 8 <
—1.2). Signalons également que les normes sup maximales sont tres régulieres si on
considere des valeurs N = 2/ ou N = 3.27. On remarque donc que le coefficient /3
pour les états impairs est a la limite de validité de la propriété d’équidistribution.
Cette valeur a été obtenue sur tres peu d’états, donc elle est bien sur soumise
a caution. Néanmoins, une suite exceptionnelle d’états propres n’est pas exclue
pour l’application du boulanger; d’ailleurs, bien que les coefficients « restent
inférieurs a 1, la présence de cicatrices non-ponctuelles sur certains états propres
du boulanger (on trouve des cicatrices le long des variétés stable et instable
de Dorigine sur 1’état du haut de la figure 4.2) rend l'utilisation du coefficient
a comme indice parametre d’uniformité asymptotique assez douteuse. Un état
d’onde plane a par exemple une norme sup croissant en v/2N, et il est singulier
a la limite semi-classique. En regle générale, les états propres du boulanger sont
donc plus singuliers que ceux du chat. Il reste a faire le méme travail pour les états
propres du chat perturbé, afin de s’assurer du caractere générique des résultats
du chat.
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4.7.4 Comparaison aux estimations semi-classiques

Il existe plusieurs approches pour expliquer semi-classiquement la présence
(ou I'absence) d’une cicatrice sur les états propres de systemes classiquement
chaotiques. La premiere est due a Heller [70], qui fut le premier a observer
numériquement le renforcement de fonctions d’onde le long d’orbites périodiques
instables, sur des billards quantiques bidimensionnels. Sa théorie ‘linéaire’ consiste
a étudier la propagation dans le temps d’un paquet d’onde gaussien |z) situé ini-
tialement le long de l'orbite périodique. Bien entendu, cette propagation n’est
semi-classique que jusqu’au temps log 1/h. Par transformée de Fourier, on ob-
tient ainsi la moyenne du recouvrement |(z|¢,)| prise sur un certain nombre
d’états propres |¢,). Cette théorie permet donc de mettre en évidence une en-
veloppe d’états propres susceptibles de présenter une cicatrice autour de 'orbite
périodique considérée. Heller prédit aussi que seules les orbites de courte période
pourront cicatriser les états propres (celles pour lesquelles AT < 1, ou A est I'ex-
posant de Lyapunov, T' la période), et que le renforcement du recouvrement sera
de l'ordre de % par rapport au ‘bruit de fond statistique’.

Une analyse partant de la formule des traces de Gutzwiller a mené Bogo-
molny [30] (resp. Berry [22]) & une estimation plus précise des fonctions d’onde
dans Pespace de configuration (resp. ’espace des phases). Nous ne décrirons que
succinctement le résultat de Berry, qui correspond plus a notre approche : Berry
calcule la moyenne, sur une fenétre d’énergie de largeur ¢, des fonctions de Wi-
gner Wz, F,) d’états propres d’énergies F,, ~ F, dans un systeme hamiltonien
autonome H, de dimension D; il obtient un terme de Thomas—Fermi, auquel
s’ajoutent des contributions oscillantes dues aux orbites périodiques p :

W(z; E,0) ¥ S Wz, E,)6.(E — E,) (4.78)

N n—eTp/h
N5E(E—HO(1;))+Z 2 e cos(l

7 y/det(M, —I) h

Dans cette formule, x est la position dans I’espace des phases, X la variable réduite
donnant I’éloignement (en restant dans la couche d’énergie ¥ g) par rapport a

M, -1
(S, + tXJﬁX) + yp) §(E—H,(x)).
P

I'orbite périodique p, M, est la matrice de monodromie de 'orbite, S, son action,
vp son indice de Maslov, J la matrice de la forme symplectique. La fonction de
Dirac remplace en fait une fonction d’Airy de largeur ~ B3 A largeur e fixé,
le poids de l'orbite périodique sur la moyenne des fonctions de Wigner en = est
donc en A”~'. Dans le cas d’un hamiltonien bidimensionnel, on trouve donc une
décroissance de la ‘force’ de la cicatrice ~ h.

Pour avoir acces aux états propres individuels (c’est-a-dire faire tendre € — 0),
il faut pouvoir resommer la somme sur les orbites périodiques, qui diverge forte-
ment du fait de leur prolifération exponentielle lorsque 7' — oo. Agam et Fishman
ont utilisé une resommation partant de valeurs complexes de A, pour lesquelles la
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série converge, et procédant par continuation analytique [4]. Ce mécanisme de re-
sommation tronque effectivement la série, de sorte que seules les orbites de période
< hd(E) contribuent au calcul de la fonction de W (z, E). Une fois obtenue 1’ex-
pression semi-classique de la fonction de Wigner, les auteurs définissent quanti-
tativement le poids d’une orbite périodique p par I'intégrale Y,(FE) de W (z, F)
dans un tube entourant l'orbite p de diametre h. Remarquons que cette définition
correspond grosso modo a prendre I'intégrale de la fonction de Husimi le long de
cette orbite, ou, pour la dynamique réduite, considérer la valeur de H, au point
périodique. En appliquant leur formalisme a un billard hyperbolique, les auteurs
observent effectivement une corrélation entre les grandes valeurs des poids Y, (FE),
calculés semi-classiquement, avec ’apparition d’une cicatrice le long de 'orbite
p. De plus, ils estiment la décroissance du poids pour les états cicatrisés a ﬁ, ce
qui revient exactement a la décroissance en i de Berry. Enfin, les énergies corres-
pondant aux états cicatrisés sont empiriquement celles pour lesquelles une ‘onde
stationnaire’ peut se développer le long de l'orbite p, c’est-a-dire celles satisfai-
sant & une condition de Bohr-Sommerfeld S,(E) = 2nhn + h~,. Ces résultats
encourageants pour le billard hyperbolique sont malheureusement mis en défaut
par I’étude similaire faite sur un billard de courbure négative constante [11] :
on n’observe plus de corrélation évidente entre les grandes valeurs de Y,(F) et
une cicatrice le long de p; les auteurs invoquent la multitude d’orbites de courte
période pour ce type de systeme, entrainant des interférences entre les poids des
différentes orbites.

Ce probleme de caractérisation des cicatrices sur un billard de courbure négative
nous mene aux résultats rigoureux de Sarnak, Rudnick et Twaniec [72, 112]. Ces
auteurs étudient les fonctions propres du laplacien sur des surfaces hyperboliques
compactes X de dimension 2 (le systeme dynamique classique associé a la pro-
priété d’Anosov [63]). Lorsque ces surfaces sont construites comme quotients du
disque de Poincaré par des sous-groupes arithmétiques de SU(1,1), on peut esti-
mer les fonctions propres de fagon plus précise que pour une surface générique (on
sait d’autre part que le spectre du laplacien présente alors des corrélations non
standard, dues aux fortes dégénérescences des longueurs des géodésiques [33]).
Les résultats sont donnés sous forme d’estimations dans 'espace de configura-
tion, les densités de probabilité considérées étant les carrés p,(q) def |V (q)|? des
fonctions d’onde ,(q) d’énergie F,. D’une part, Rudnick et Sarnak montrent
qu’aucune suite p,, ne peut converger vers une mesure singuliere localisée le long
d’une orbite périodique ; ils conjecturent ensuite que toute suite p,, converge vers
la densité ergodique sur X [112]. Sur ces mémes surfaces, Iwaniec et Sarnak ob-
tiennent des estimations sur la norme sup des fonctions v, (¢q) [72], qui améliorent
la borne |[1h, ][ < C E/* valable pour toute surface compacte : ils obtiennent

\V/G, EICE? HKQZ)nHOO S OE E2/24+67
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et surtout exhibent une infinité d’états propres 1, pour lesquels

H;/)n] |o > C'y/loglog E,,.

Ils montrent ainsi que les densités propres ne sont pas bornées uniformément sur
X, mais croissent a I'infini. Les auteurs remarquent que le taux de croissance est
tres faible, et reste compatible avec la prédiction des ensembles d’états aléatoires,
qui est en /log E,,. D’autre part, ils énoncent la conjecture

Ve>0, 3C., ||[thnllee < CLEE, (4.79)

pour ces surfaces de dimension 2. Cette conjecture est contredite dans le cas des
surfaces hyperboliques de dimension 3, pour lesquels on peut construire une suite
infinie de fonctions propres ¢, telle que |[1)y,||c > C E%J/‘l [112].

Comment situer nos résultats sur les applications quantiques par rapport
a ceux qui précedent ? Tout d’abord, nous n’avons pas la moindre explication
semi-classique du type Agam-Fishman quant a la présence de cicatrices sur des
états propres particuliers. Une voie d’approche possible consisterait a écrire le
développement semi-classique de la fonction de Green a énergie fixée, qui mene a
des formules du type (4.78). Ce travail a été amorcé par Monastra [96], qui s’est
intéressé aux applications quantiques du chat, du boulanger et a I’application
de Harper (qui revient a un hamiltonien de Harper pulsé), mais n’a pas cherché
a utiliser les formules semi-classiques obtenues pour analyser le phénomene de
cicatrice pour ces systemes.

Quantitativement, les estimations obtenues dans [22, 4] sur la décroissance des
cicatrices correspondent, dans nos notations, a des fonctions de Husimi majorées
uniformément en N, puisqu’un poids de cicatrice ~ f, ou de facon équivalente
1/v/E observé pour le billard hyperbolique correspondra, aprés projection sur la
section de Poincaré, a une tache de largeur 1/v/N, de hauteur approximativement
constante ~ 1/X, ou A est 'exposant de Lyapunov du point périodique (cf. section
1.1.2). Nos résultats semblent donc contradictoires avec ceux-ci : nous trouvons
des densités de Husimi non bornées dans la limite N — co. En projetant celles-ci
sur I'axe des abscisses, on peut aussi les comparer aux résultats de [112] sur les
surfaces hyperboliques. La projection d’une cicatrice de type v/27 N® e~ 27N (2*+7?)
sur I'espace de configuration donne une mesure u(q) valant localement p(q) >
Ne=1/2e=27N9* - Aytrement dit, la conjecture (4.79) pour les fonctions propres
du laplacien sur des surfaces de dimension 2 de courbure négative constante ne
sera vérifiée par nos états propres que si a < 1/2. Pour les états propres du chat
S1, on peut montrer rigoureusement que cette borne est effective, au moins pour
les valeurs de N que nous avons considérées (c’est-a-dire des nombres premiers
scindés, aboutissant a une dégénérescence minimale des pseudo-énergies) ; on peut
également montrer que dans ce cas-la la conjecture de Rudnidk-Sarnak est vraie
(v.’annexe B). Par contre, pour les états du boulanger, les normes sup maximales
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semblent croitre en N%%, donc violer cette conjecture. C’est également le cas si
on considere des suites d’états du chat tres dégénérés, pour lesquels le théoreme
de Schnirelman ne s’applique plus (v. 'annexe B).

Nous n’avons pas fait une analyse aussi précise des états propres du chat
perturbé S;(d). Néanmoins, si on se borne a comparer les normes supérieures
sur les deux figures 4.4 et 4.5, il semble que leur croissance typique en N soit
comparable. Ceci signifie que les états propres du chat pour les valeurs de N
minimisant la dégénérescence ont des propriétés similaires a des états propres
d’'un systeme “générique”, tandis que ceux du boulanger sont déformés par la
singularités le long de I’axe imaginaire.
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Conclusion générale

Le fil conducteur de cette these est sans conteste 1’étude et 'utilisation des
représentations de Bargmann—Husimi et stellaire des états quantiques unidimen-
sionnels. Pour cela, il nous a fallu préciser un peu plus les caractéristiques pure-
ment cinématiques de ces représentations, et des relations qui les unissent. Notre
théoreme d’équidistribution des zéros pour les fonctions propres chaotiques est
en fait une propriété intrinseque aux représentations de Husimi et stellaire : une
distribution non-uniforme de zéros engendre forcément une fonction de Husimi
singuliere, lorsque N — oo. Nous n’utilisons la dynamique quantique que par
le biais de la propriété de Schnirelman, mais jamais dans le déroulement de la
preuve. Un probleme intéressant serait I’établissement d’une propriété réciproque
a ce théoreme : qu'implique 1’équidistribution des zéros des états propres au ni-
veau du systeme dynamique classique ?

Nous avons utilisé ces représentations pour ‘mettre de 'ordre’ dans 'espace
de Hilbert Hy ., c’est-a-dire ordonner les états quantiques selon leur degré de
localisation. Pour cela, on a eu recours a plusieurs ‘normes’ mesurant les fluctua-
tions quantiques directement au niveau des densités de Husimi. Nous pensons que
I'utilisation de ces normes peut se révéler fructueuse si ’on cherche des propriétés
plus fines des états propres chaotiques que celle d’équidistribution en mesure. La
question d’optimisation de ces ‘normes’ parmi tous les états quantiques pose déja
un probleme intéressant, lui aussi de nature cinématique : elles exhibent une sorte
d’“incompressibilité” des fluctuations quantiques, qui ne peuvent décroitre vers 0
dans la limite h — 0; autrement dit, il existe un ‘gap’ entre la densité uniforme
classique et les densités quantiques les plus ergodiques. Nous avons proposé la
conjecture que les états ‘maximalement ergodiques’ correspondent a des constel-
lations sous forme de réseau équilatéral, par analogie au probleme d’empilement
de spheres dans le plan. Enfin, autre probleme cinématique abordé dans ce tra-
vail : comment reconstruire exactement une densité de N points sur le tore a
partir d’'un nombre fini (de Pordre de V) de coefficients de Fourier ? Sous quelles
conditions sur la densité les séries de Fourier partielles convergent-elles ‘genti-
ment’ ? Ces questions ont des réponses assez simples en une dimension, mais le
passage a deux dimensions semble non-trivial.

Ce saut dimensionnel 1D—2D est en fait assez caractéristique des problemes
qui se posent lorsqu’on passe d’une dynamique intégrable (par exemple le systeme
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hamiltonien Hpyperb) @ une dynamique chaotique. Classiquement, la particule vit
sur des espaces différents : une courbe d’énergie Y. dans le premier cas, le tore
tout entier dans le second. Par une sorte de ‘dualité’, la méme opposition 1D-2D
est vérifiée par les constellations d’états propres, dans la limite semi-classique :
celles des états intégrables sont localisés le long de lignes d’anti-Stokes, alors
qu’elles sont délocalisées sur tout 1’espace des phases dans le cas chaotique. La
non-trivialité du passage 1D-2D se retrouve dans les estimations sur la dérivée
de la fonction de Bargmann : la jolie formule

¢/
h—
¥

a une signification différente pour les deux types de dynamique. Dans le cas

(z2) ~ 2

intégrable, elle est vraie uniformément sur la surface d’énergie Y, dans le cas
chaotique elle n’a de sens que pour des topologies plus grossieres mais s’applique
sur tout le tore.

Cette formule révele un aspect important des états propres chaotiques, ce-
lui de "universalité de leurs propriétés. Cette formule ignore en effet totalement
la spécificité du systeme étudié, pour autant qu’il soit classiquement ergodique.
Si on cherche a décrire plus précisément les constellations de ces états propres,
cette universalité persiste, dans les caractéristiques moyennes des états propres
mais également dans celles des états individuels; la meilleure facon de le voir
consiste a considérer les coefficients de Fourier de ces constellations : ceux-ci
ont systématiquement une distribution en cuvette autour de l'origine, jusqu’a
des vecteurs d’onde |k| ~ /N aprées quoi on ne les distingue pas d’un bruit
blanc. Les coefficients moyennés sur les états propres sont par contre remarqua-
blement en accord avec ceux prédits par les modeles de vecteurs aléatoires. Cette
correspondance a également été vérifiée au niveau des différentes ‘normes’ des
densités de Husimi. Celles-ci montrent donc que les états propres chaotiques sont
en moyenne loin d’étre aussi ergodiques que les états sur réseau minimisant les
‘normes’, méme a la limite semi-classique.

C’est par une étude plus approfondie de ces fluctuations au niveau des états
individuels qu’on peut espérer différencier les dynamiques chaotiques les unes des
autres, c’est-a-dire échapper a I'universalité. La encore, les coefficients de Fourier
des constellations semblent contenir 1’essentiel de 'information semi-classique,
typiquement la présence d’une cicatrice sur la densité de Husimi. Malgré I'im-
possibilité de reconstituer exactement 1’état propre a partir de ces coefficients
(cf. plus haut), il semble que I'uniformité des constellations chaotiques permette
au moins une reconstruction approximative assez fidele de la densité de Husimi
par les sommes de Fourier partielles. La présence d’information sur les orbites
périodiques classiques dans ces coefficients de Fourier ‘essentiels’ est réminiscente
du phénomene analogue concernant les corrélations spectrales : en effet, le facteur
de forme des énergies propres pour un systeme classiquement chaotique est donné
par une forme universelle (correspondant aux modeles de matrices aléatoires) sauf
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pour les petits parametres de Fourier, ou se font sentir les orbites périodiques
courtes [21]. Cependant, la nature multiplicative (donc fortement non-linéaire)
des constellations (et de leurs coefficients de Fourier) rend cette correspondance
avec les orbites classiques non-triviale.

La méme difficulté apparait si on s’intéresse a la dynamique dans le temps,
c’est-a-dire a I’évolution d’un état quelconque par un propagateur quantique, qui
peut étre hamiltonien ou a temps discret. La suite logique du travail présenté
ici consiste alors a étudier cette évolution dans le temps directement au niveau
des constellations. Pour une évolution hamiltonienne, on sait en effet écrire de
facon fermée cette ‘dynamique des zéros’, comme un systeme différentiel de la
forme zx(t) = fu(zx(t);{z:(t)}), k = 1,..., N, ou la fonction fy est tres non-
linéaire, sauf pour des hamiltoniens triviaux [83]. Le systéeme dynamique a N
particules zx(t) obtenu est en général assez inextricable, il contient des interac-
tions a plusieurs particules, toutes répulsives a courte distance. Néanmoins, il
n’est pas impossible que pour une constellation initiale de zéros assez homogene,
comme par exemple celle d’un état propre chaotique, une sorte de phénomene
d’écrantage permette de retrouver, au moins approximativement, un mouvement
collectif des zéros. C’est le cas si on applique un hamiltonien quadratique a un
état sur réseau (cela correspond a une version a temps continu d’une transforma-
tion du chat). Cette étude de la ‘dynamique des zéros’ étant a un stade encore
préliminaire, nous avons préféré ne pas 'inclure dans le corps de cette these, qui
est donc entierement vouée a leurs propriétés ‘statiques’.
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Annexe A

Calcul des ‘normes’ pour les
états sur réseau

On présente ici le calcul des ‘normes’ des fluctuations des fonctions de Husimi
sur le tore, dans le cas particulier des états sur réseau décrits dans la section
4.2.1, en complément de ’étude faite dans 'appendice A de [3]. En particulier,
on montre comment obtenir les valeurs numériques données dans le tableau 4.1
de la section 4.5.1.

La plupart de ces normes s’expriment a partir d’une intégrale du type [ dgdp f(Hy(q,p)),
ou la fonction f peut étre la mise au carré, le logarithme. Pour les états sur réseau,
on peut se ramener a une intégrale portant sur la brique élémentaire H, ;) définie
en (4.1). En effet, supposons le réseau de zéros sur T? engendré par (vy, vs), comme
sur la figure 3.3, a gauche. Le parametre modulaire est noté 7 = vy/v; (ou on
utilise des notations complexes pour vy, vy apres une réflexion par rapport a
I’axe réel). Si on opere le changement de coordonnées (q,p) = = = avy + [y, le

jacobien Dﬂ(%% vaut det(vq,v2) = 1/N. On obtient donc

/w dgdp f(Hy(q,p)) = %/dadﬁ F(Hy(avy + Bvg))

= & [ dods f(Hy 0+ 76). (A1)

L’intégrale sur (o + 73) s’étend sur un domaine contenant exactement N copies
du tore T, de périodes 1, 7, et il est clair que la fonction H, (. est périodique par
rapport a ce tore. Par conséquent, on aboutit a

/[0 o docdB [0+ 7)) (A.2)

Ceci permet en fait de définir les ‘normes’ associées a la brique élémentaire H

P q x(7)>
pour toute valeur de 7 dans le demi-plan supérieur, sans se restreindre aux sous-
réseaux de T2 Le calcul des intégrales ci-dessus se fait généralement en utilisant
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la transformée de Fourier de Iintégrand f(H, ;). Lorsque f est le logarithme
népérien, on se sert de 'identité [17, vol 11, §13.19] :

log [%ﬁg)l log(sin(mz)) + 4 Z

@™ sin*(mmz)

T - , (A.3)
o1 on note ¢ = €. La série converge absolument pour tout z dans la bande
|Sz] < 7. La fonction log (6, (7z|7)) n’est périodique que par rapport a z — z+1.
Si on lui ajoute son complexe conjugué et le terme quadratique —27(3%2)* /7, on
retrouve (a une constante pres) la fonction log H, (), qui est également périodique
par rapport a z — z + 7. On obtient ainsi la décomposition de Fourier :

eZiW(ma—I—l,@)
(mS37)? + (I — mR7)?
(A4)

ou n(r) = elm7/12 [1,51(1—e*™7) est la forme modulaire de Dedekind. Cette série

de Fourier converge hors des points (a, 3) entiers. Le terme constant fournit la

ST
log H.( (a+76)——log( T)+2Rlogn(r)——
T (m,1)#(0,0)

moyenne géométrique de H, ;) :

GM[H, )] = exp {/[O o o8 Tos(Hr(or Tﬁ))} (A.5)
= V237 n(7)]% (A.6)
La fonction n(7), ainsi que les valeurs 6;(0|7), pour ¢ — 1,...,4, peuvent étre ex-
primées en terme d’intégrales elliptiques de Legendre, K(k) def fo W,
de la maniere suivante [17, vol. 11, p.362] :
€ € er . K/
FEVIZE, O KEYKE), ¥ iz (k)
2K
= 05(017) = \[—, 02(0]7) = 05(07)Vk, 0a(0]7) = 05(0|7)VK', (A.T)
K(k
n(r) = (2kK)"/ Kk) (A8)
7T

On connait les valeurs de k et K correspondant aux parametres 7 des réseaux
carré et équilatéral [17, vol. 11, p.320], et on obtient les moyennes géométriques
indiquées dans le tableau 4.1. Une étude des variations de la fonction n(7) dans le
domaine modulaire est faite dans I’appendice A de [3] ; elle révele que le parametre
7 rendant maximale la moyenne géométrique correspond au réseau équilatéral.

On peut de méme calculer la série de Fourier (cette fois-ci uniformément
convergente dans le plan (a, 3)) de la fonction Hyy(a + 7f), a partir de la série
définissant 0;(z|7). On trouve

H () a + 7—6 Ze2l7r ma+3) 1)ml+l—|—m e—#[(l—m%q—)hl—(m%q—y] ‘ (A9)
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Cette décomposition nous fournit (par la formule de Parseval) la moyenne quadra-
tique de H,(ry, qui s’exprime en termes d’une fonction théta a deux dimensions :

/[0 12 dadf Hy\(a+718) = . o~ S lI=IRry+ (557 Y] (A.10)
1 ]J

= ob0(r)). (A.11)

On a utilisé les notations de Mumford [97, p.118] pour la fonction théta; la
matrice de Siegel vaut ici

O(r) = - ( I Rr
Ir\ R 1
Pour les valeurs de 7 qui nous intéressent, ces fonctions théta se ramenent a des
formes quadratiques en termes de fonctions théta unidimensionnelles :

0(012(%)) = 65(0[i)”

0|0 = 93(0|1%)93(0|12\/§)+02(0|1%)92(0|12\/§). (A.12)

En se servant des liens (A.7) avec les intégrales elliptiques, on aboutit aux ex-
pressions du tableau 4.1 pour les moyennes quadratiques.

Les décompositions de Fourier (A.4,A.9) permettent aussi de calculer I’entro-
pie des fonctions sur réseau. On a en effet, toujours par la formule de Parseval,

1
/[0 . dadf Hyy(a+ 78) log Hyry(a+73) = ) log(237) 4+ 2Rlogn(r) (A.13)
- S (1) ey
T (m)#(00) w(m, )
ot on a utilisé la forme quadratique définie positive w(m,l) = |mr — I|?/ST

associée a la matrice (7)/i. Le dernier terme peut s’écrire comme une intégrale
sur les fonctions ©(0|s(7)) : il vaut

" ds [0(0]sQ(r) — 1] — %/;O ds [0(0]sQ(7)) — 1]. (A.14)

1/2

Nous ne sommes pas parvenus a simplifier cette expression, méme pour les cas
T=1i,7=e"5

La valeur de la norme sup n’est pas connue pour tout 7, car en général on
ne sait pas exactement ou se trouve le maximum de H,(;) sur 7;. Cependant,
pour les deux réseaux étudiés ici, les symétries nous donnent la réponse : il est
clair que le maximum de H, se trouve au point (1/2,1/2), et que celui de

H, (¢nsay au centre du triangle équilatéral (1/2,4/3/6). Dans le premier cas, la



138ANNEXE A. CALCUL DES ‘NORMES’ POUR LES ETATS SUR RESEAU

valeur 01 (m(1/2 4 1/2)[i) est reliée a 05(0]i), donnée directement par (A.7). Dans
le second, il faut procéder a quelques transformations (on note p def gir/3 +1) :
0y(z|7+1) = €4 0,(z|7)
= 0u(n(1/2+V3/6)| ) = e 0y(L)p)
elm/4 eime/9 (5 /3). (A.15)

(pour obtenir la derniere formule, on s’est servi de la factorisation de 6 [17, vol.
IT p.357]). La fonction n(p/3) s’obtient aisément a partir de A.7).



Annexe B

Bornes L pour les états propres
du chat

On considere ici uniquement les transformations du chat S. Pour certaines
valeurs de N (appelées admissibles dans [2]), on peut se servir des expressions
explicites des états propres de Ug pour estimer leurs coefficients de Schrodinger et
leur densité de Husimi (cette approche a été utilisée par les auteurs de [48] pour
prouver la propriété d’ergodicité quantique totale relative a ces suites de valeurs
de N). Pour simplifier la présentation, nous nous restreindrons aux entiers N pre-
miers scindés (cf. section 3.4.2). La construction des états propres procede alors
comme indiqué dans la sections 3.4.2 et dans [2, section 8.1] : elle est basée sur les
propriétés cycliques de I'application S appliquée aux sous-réseaux A; construits
par translation du réseau A invariant modulo N. A chaque A; on associe un état
quantique t; appartenant a un certain espace Hy . (pour éviter les complications,
on ne considere que le cas périodique £ = 0). On a alors :

au niveau classique, SA; = Ay

. i L
au niveau quantique,  Us|e;)y = €*™ e |Yaidw, (B.1)

ou X est une valeur propre de S modulo N, choisie telle que b) soit un entier
pair, et o est une phase. La valeur propre A’ engendre un sous-groupe cyclique de
7% d’ordre p, auquel sont associées m(N) def (N —1)/p orbites (ou cosets) dans
ZN

O, =1l s=0,....,p—1} poura=1,...,m(N), (B.2)

ou l, € Z} est un représentant quelconque de 'orbite O,. A chaque orbite O,,
on peut associer une famille de p états propres orthonormés |¢, )y de valeur

propre 62”(0"'1%), définis par
1 pl TS 2im b g2 2s 2y—1
| o )N = — ZG_MF e” N 3 al1mATH A=Y |10 )N (B.3)

\/}_) s=0
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[’ensemble de ces états propres (incluant 1’état propre sur réseau |¢go)n = |t00))
forme une base orthonormée de Hy .

On veut estimer les fluctuations d’un de ces états |, )n (en excluant le cas
sur réseau, qui est mieux connu). On commence par I’écrire dans la base de départ
|g;)n. Pour les valeurs de N considérées, le réseau invariant A est engendré par un

k

i) = \/}W YN en (3 *+4) |¢;)n. En utilisant la notation A = & bA’ZQ( -\t
modulo NV, on obtient les coefficients de Schrodinger :

1 : . . , »
vecteur ) modulo NV [2; section 5, lemme 2], ce qui fournit la décomposition

2im (

2imw (k ;2

(352-4) p-1

€N ‘2 2im 2s 18 s Ts

) _ (AN LjlaNS) (—2im 22 B.4

wr )N = ———— enN e .

(wlurty = = (B.4)

On peut réécrire cette somme en utilisant les caracteres multiplicatifs x de Z},

[115]. Un tel caractere est dit d’ordre m ssi ™ = 1, le caractere trivial. Pour

toute fonction f sur Z%, on a 'identité :

zf@“):ﬁ S Y (o) fla). (B.5)

x d’ordre m(N) z€ZL};

D’autre part, A" est la puissance m(N)-ieme d’une racine primitive p de Z3;, donc
il existe un caractere , tel que e ™% = Xr(A?), pour tout s = 0,...,p—1
(ce caractere est construit a partir du logarithme discret, ou indice, 1ié a p :
Ind(p®) = s). En combinant le tout, on obtient :

2im 1 1 2im 2, -
(léariy = FED o L TP (o) e,
J le m(N) x d’ordre m(N) z€Z%

(B.6)
La somme sur les z est une somme de Gauss généralisée. Comme A # 0 modulo
N, pour tout caractere multiplicatif x on a I'estimation [115] :

‘ Z X Aa: +]lax

TE€LY

< 2V'N. (B.7)

On en déduit alors la borne supérieure suivante sur les états propres |¢q )N

‘v’oz,r,j, |<QJ|¢OZ7T> | \/— (BS)

La période p est une fonction assez erratique de N, sur laquelle on dispose
d’informations essentiellement probabilistes (correspondant a des comportements
moyens sur un ensemble de nombre premiers N). La distribution des diviseurs
m(N) a été étudiée par Keating [75, section 4]. Elle est indépendante de la trans-
formation S, elle est tres piquée sur la valeur 1 (cette valeur est prise avec un
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probabilité & 0.3739), et décroit en moyenne comme 1/m?. Ainsi, la proportion
de premiers N tels que m(N) > m est d’ordre m™"' si m est assez grand. Par
conséquent, on peut se restreindre sans trop de pertes a des valeurs de N pour
lesquelles m(N) reste inférieure a une constante m (cf. [48]). Cette contrainte
constitue en fait une restriction sur la dégénérescence des états propres (celle-ci
vaut soit m(N) soit m(N)+ 1). Sur cet ensemble de N, on obtient I’estimation :

4m

sl vl < - (B.9)

Cette estimation est forte, puisque la normalisation des états propres impose
N-1 2 _
j=0 1(aj|dar)n]? = 1.

Ce résultat est le pendant de la conjecture de Sarnak sur les fonctions propres
du laplacien sur les surfaces bidimensionnelles de courbure négative [72, éq. 0.8].
En effet, la densité de probabilité de présence d’un état propre ¢ au point = €
[0, 1] est approximativement donnée par |4(x)|* &~ N|(gna|P)n|*; pour les états
propres considérés ci-dessus, cette densité de probabilité est bornée uniformément
(par rapport a i) par 4m sur I'intervalle [0, 1].

Si on veut se libérer de la contrainte m(/N) < m, on a une majoration plus
faible. Dans le cas ou N est un premier scindé, p est la période de toutes les
orbites (excepté le point fixe a l'origine) partant de points du sous-réseau carré
de T? de maille 1/N [103] : S? est congrue a 'identité modulo N. Inversement, si
on se donne une matrice S et une période p, on peut calculer le plus grand N pour
lequel S = I modulo N [76, appendice B]. On trouve en général Nyay ~ CA
lorsque p — oo, ot A} est la plus grand valeur propre (sur R) de S [46]. On aura
donc, asymptotiquement,

log N
N) > B.10
ce qui fournit la borne uniforme pour tous les N premiers scindés
4log A
b |? < —2F B.11
alén Il < i (B11)

Cette estimation est plus faible que la conjecture de Sarnak, elle correspond a des
états propres potentiellement tres dégénérés, pour lesquels chaque espace propre
est de dimension O(N/log N), et autorise donc de plus fortes fluctuations.

A partir des coefficients de Schrodinger, on peut estimer grossierement les
fonctions de Husimi des états propres |¢,,.)n. En effet, en écrivant ¢(z) =

Z;VZ_OI @i (z|g;)n, et utilisant simplement la borne (B.9), on aboutit a

[ —mNzz m = —mNzz
[6(2)] e < 25 2 [zlainl e
=0

]:
< 2/ N (2N e RU-VENRS
N JEL

< 2/Aml/2 N4 (B.12)
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Les deux dernieres inégalités sont valables dans la limite N — oo, a des cor-
rections exponentiellement petites pres. La borne ci-dessus est indépendante de
z, et amene a une estimation de la borne sup des densités de Husimi des états
propres :

1 Hylloo < 22*m /N, (B.13)

Cette borne est compatible avec les observations numériques des états propres
de Us, (v. fig. 4.4), et elle semble étre violée pour les états du boulanger. Par
ailleurs, en supposant que les pics de hauteur ~ /N sont ponctuels, et de largeur
V/N, le poids d’un tel pic sur la densité totale est d’ordre N~/2.

Siau contraire on utilise des valeurs de N conduisant a des états tres dégénérés
(par exemple les valeurs Npyax correspondant a une période p donnée), on trouve
alors dans certains espaces propres des états ayant des pics beaucoup plus pro-
noncés, dont les hauteurs semblent croitre o« N ; on se trouve alors a la limite de
validité de I’équidistribution en mesure (la propriété d’ergodicité totale n’a été
démontrée que dans le cas ou m(N) reste borné [48]).
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Articles

Nous joignons a l'introduction qui précede les trois articles écrits durant la
période de la these. Deux d’entre eux ont été publiés, le troisieme n’a été soumis
a publication que récemment. Les références sont les suivantes :

[1] Figenstate structures around a hyperbolic point, S. Nonnenmacher and A.

Voros, J. Phys. A 30, 295-315 (1997)

(2] Crystal properties of eigenstates for quanium cat maps, S. Nonnenmacher,

Nonlinearity 10, 15691598 (1997)

[3] Chaotic eigenfunctions in phase space, S. Nonnenmacher and A. Voros, soumis

a J. Stat. Phys. (Novembre 1997) preprint SPhT97129

Ces articles sont inégalement représentés dans le corps de l'exposition. Le
second n’est que brievement abordé dans la section 3.4, tandis que les deux autres
sont reproduits de facon plus extensive. Nous présentons les articles précédés d’un
bref résumé.
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