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Introduction

Imaginons un damier infini dont les cases seraient alternativement jaunes et
bleues. BEn nous éloignant de ce dernier que va-t'il se procluire? Les cases vont nous pa-
raitre de plus en plus petites jusqu’a ce que 'on ne puisse plus les distinguer. A ce moment
13, on ne verra plus qu'une surface uniformément verte. Cet exemple naif illustre parfaite—
ment ce qu’est 1yhomogénéisa’cion : I'étude de matériaux microscopiquement hétérogénes
et de structure périoclique (ex. les cristaux), dont le comportement macroscopique est celui
d’un matériau homogéne. Le prol)léme étant de déterminer les caractéristiques du maté-
riau homogéne. Cest I'idée sous-jacente a cette these dont 1701)jet est |'étude macroscopique
du revétement universel des nilvariétés gra&uées. Ce travail trouve ses racines dans deux
résultats :

Le premier concerne les tores riemanniens et on le doit a D. Burago et S. Ivanov :

Théoreme 1 ([BI95]).

Soient (T", g) un tore riemannien, Vol(Bg(,O)) le volume des boules géoc[ésiques Bg(p) de
rayon p, centrées en un point][ixe, induits sur le revétement universel, alors

L Vel(Bu()
im —————~

p—+oo pr

= Volas(g) > b,

® cn cas cl’éga/ité le tore est p/at.

On l?n est le volume euclidien de la boule euclidienne unitaire.

Le second concerne les variétés hyperl)oliques et on le doit a G. Besson, G. Cour-
tois et S. Gallot :

Théoreme 2 (IBCG95)).
Soit X une variété compacte admettant une métrique go dont la courbure est partout éga/e a

—1, alors pour tout autre métrique g :
Ent(X, g)" Vol (X,g) > Ent(X, go)" Vol (X,80) =(n—1)" Vol (X, g0)
en cas d’éga/ité g est isométrique a gy.

Du point de vue des groupes fon&amentaux, que 'on placerait sur un segment en
fonction de leur croissance, ces deux résultats se trouveraient a chaque extrémités. L'un
concerne les groupes Z", le second des groupes a croissance exponentieue. Ainsi il devient
naturel de se demander s'il existe un résultat similaire pour les situations intermédiaires.
Qutre les tores, suivant M. Gromov [GroSl], les autres groupes a croissance polyno—

miale sont ceux posséclant un sous-groupe nilpotent d’indice fini. Ce sont justement les
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groupes nilpo’cents qui sont au coeur de notre étude. Bien que les deux théoremes pré-cités
concernent le volume des boules de grancls rayon, nous avons choisi un autre point de vue :
nous nous sommes concentrés sur le spectre du 1ap1acien de ces Loules, en effet celui-ci

. . ? . .
contient en son sein cl autres 1n£ormat1ons, notamment 1e Volume.

IT— Apres les tores, les variétés nﬂpo’ten’ces les plus simples sont les groupes
de Heisenberg, ils font 170Ljet du chapitre IV. Le volume asymptotique riemannien des
groupes de Heisenberg s'avére non borné lorsqu’on fait varier la métrique, de sorte qu’o]a—
tenir un résultat similaire a celui de D. Burago et S. Ivanov semble un échec. Cepenclant
en se plagan’c dans le cadre de la géométrie sous-riemannienne certaines obstructions dis-
paraissent : c’est donc tout naturellement que 'on se place dans le cadre de la géométrie
sous-riemannienne au chapitre IT pour studier les variétés nilpotentes, i.e., des variétés

obtenues en quotientant un groupe de Lie unipotent par un sous-groupe co-compact.

Toutefois, dans ce caclre, il n’existe pas de forme volume canonique, comme dans
le cas riemannien, et pas de 1ap1acien canonique. Le seul cas ott ces o})jets peuvent étre
définis de manieres natureﬂe, est le cas ott 'on munit la varisté nilpotente d'une métrique
invariante a gauc}le par le groupe de Lie. Dans ce cas on définit usuellement un 1ap1acien
— dit 1ap1acien de Kohn — en prenant une base orthonormée de champs (horizontaux)
invariants a gauche pour la métrique sous-riemannienne. On commence donc par définir
un 1ap1acien sous-riemannien qui coincide avec le laplacien de Kohn dans le cas invariant

a gauche.

En nous inspirant des travaux de P. Pansu, dans [Pan82], concernant le volume
des gran&es Loules, nous étudions la norme stable dans ce cadre et montrons comment
celle-ci nous permet d’étudier le comportement asymptotique des boules de grands rayon
sur le revétement universel : du point de vue de la Jcopologie de Gromov-Haussdorff et du
point de vue du volume. Ce travail étant un préliminaire indispensable a l'étude du spectre

de ces mémes boules de grancl rayon. En effet le résultat principal de ce chapitre est :

Théoréme I1.19.
Soit M = T'\G une nilvariété grac]uée, munie d'une métrique sous-riemannienne g que/—
conque sur la distribution issue du premier espace de la gra(juation. Notons c]g la distance
sous-riemannienne, By (p) les boules centrées en 'identits, de rayon p, induites sur le revéte-
ment universel et \; (Bg (p)) la i valeur propre du /ap/acien sous-riemannien pour e pro]a/éme
de Dirichlet sur Bg (p).
Alors il existe un opérateur Zzypoe//iptique Ay, le /ap/acien de Kohn associé a une métrique
sous-riemannienne invariante d gauclze sur G, tel qu'en notant \° sa i™ valeur propre pour
e proljiéme de Dirichlet sur la boule unité de la distance du issue de la norme stable on ait :
lim o2 (By(p) = AT

On obtient également 17équivalent riemannien de ce théoréme (voir I1.32). La
démonstration de ce théoreme utilise la théorie de 1'homogénéisa’cion sous une forme peu
usuelle. Les outils nécessaire a la démonstration sont introduits dans la partie IILII et uti-
lisés dans la partie IT.III. Soulignons que si l’homogénéisation est un outils classique de
17ana1yse numérique pour des opérateurs pério&iques, i.e. invariant par l'action de Z" par

translation, elle I'est moins dans le cadre de I'action d’un sous-groupe co-compact d’un
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groupe de Lie nilpotent. Les seuls travaux allant dans ce sens étant ceux de M. Biroli,
U. Mosco, C. Picard et N. Tchou (c£ [BMTQ@], [BMTOY] et [BPT()S]) et uniquement

dans le cadre des groupes de Heisenloerg. Notre travail en est, en quelque sorte, une gé-
néralisation. Enfin notons que dans le cadre riemannien, 'étude asymptotique du spectre
fait apparaitre la métrique du tore d’Albanese et donne une inégalité sur le volume asymp-

totique :

Théoréme 3.

Soit (M, g) un groupe de Lie ni/potent muni d'une métrique riemannienne relevée d'une mé-

trique riemannienne d'un quotient co-compact. Alors son volume asymptotique riemannien vé-
rifie :

1 (Dy)
p2(Dy)

ou iy est la mesure riemannienne associée a g, U une mesure sous-riemannienne associée d une

Volas(g) >

pi2(Ba(1))

métrique sous-riemannienne invariante da gauclze, issue du tore d’Albanese de M, dont Bg(l)

est la boule géodésique de rayon 1 et Dy un domaine fonc[amenta/ pour ['action co-compacte

I — Au chapitre I nous nous concentrons sur les tores. En effet notre pre-
miere question concernait 17asymptotique de la premiére valeur propre pour le probléme de
Dirichlet sur le revétement universel des tores, dans le but savoir si celle-ci vérifie un ré-
sultat similaire au théoreme 1 de D. Burago et S. Ivanov. C'est 1701)]'6’[ du chapitre I que
de démontrer que tel est le cas. Plus précisément, nous y donnons une nouvelle expression
de la norme stable utilisant la théorie de 17homogénéisa’cion (en particulier on redémontre
comment |'obtenir a partir de la distance déduite de la métrique du tore relevée sur son
revétement universel, théoreme III.1 et corollaire H]I]I.l.bis). Nous montrons précisément
comment la norme plate du tore d’Albanese apparait 1orque nous homogénéisons le la-
placien. Aprés avoir fait le lien avec la I'-convergence en TILII nous montrons enfin le

théoreme principal de cette partie :

Théoreme II1.21.
Soient (T",g) un tore de dimension n, Bg(p) la boule ge’oa]ésique de rayon p induite sur
son revétement universel, centrée en un point ][ixé, et A\p (Bg (p)) Ja premiére valeur propre du

/ap/acien pour e prob/éme de Dirichlet sur B, (p) alors
1. 111’1’1 pz)\l (Bg(p)) = )\oo S )\e,n
pP—00

2. En cas a[’éga/ité Ja métrique g est p/ate.

0it Moo est la premiére valeur propre d'un opérateur e//iptique sur la boule unité de la norme

stable et Aen a premiére valeur propre du /ap/acien euclidien, sur la boule euclidienne.

et modulo 'utilisation de 1’inéga1ité de Faber-Krahn, que nous redémontrons dans
un cadre un peu plus général, celui des espaces de Minkowski (lemme T11.24), ce théoreme
nous permet de préciser le résultat du théoreme 3 sur le volume asymptotique faisant
intervenir le volume du tore d’Albanese, en montrant que le cas d’égalité caractérise les
tores plats (voir proposition III.25) et en reclémontrant, dans le cas de la dimension 2,
17inégalité du théoreme 1 de D. Burago et S. Ivanov.
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Théoreme III1.25.
Soit (T", ) un tore de dimension n, Bg(p) les boules géoa’ésiques de rayon p centrées en un

point][ixe, induites sur son revétement universel et Volg (Bg (p)) lewr volume riemannien. Si on

pose
Volas(g) = lim M
p—00 pr
alors,
— Volas(g) > VOlg (T )1),1

o VOIA] (Tn)
— en cas a”éga/ité le tore est p/at.

ou ]Jn est le volume euclidien de la boule euclidienne unitaire.

Corollaire III1.25 bis
Pourn =2o0n obtient

- Volas(g) > b,
— en cas cl’éga/ité le tore est p/at.

De plus, nous expliquons, dans la partie IIT.II1.3, pourquoi cette inégali’cé ne

? . A ”, . . 7.
permet pas d’obtenir ce méme résultat pour les dimensions supérieures.

IV — Enfin au chapi’cre IV nous étudions en détail les groupes de Heisenl)erg.
Notamment dans le cadre sous-riemannien, nous construisons de maniére canononique
une forme volume pour le premier d’entre eux (cf lemme IV.18). Nous en proﬁtons pour
introduire une forme volume qui nous semble canonique pour les autres (ou du moins qui
semble étre un bon cancliclat). Dans ce chapitre nous regroupons aussi les résultats rela-
tifs aux métriques invariantes a gauche riemanniennes et sous-riemanniennes, leurs sous-
groupes co-compact et les différences par rapport aux cas des tores qui nous empéchent,

pour l'instant, d’obtenir un résultat similaire au théoreme II1.21 dans ce cadre.

Lintérét de ces résultats étant double : d’une part ils confirment la conviction
qu'un résultat similaire a celui du tore devrait exister pour les nilvariétés graduées, permet-
tant de caractériser les métriques invariantes a gauche par leur volume asymptotique ou par
leur spectre asymptotique ; d’autre part les méthodes utilisées, celles de l’homogénéisa’cion
et de la [-convergence qui s'avérent aclaptées a stude macroscopique des nilvariétés. La

I'-convergence est succintement décrite au chapitre L.

Numérotation Les lemmes, propositions... sont numeérotés ensemble et les équations
indépendamment. Ainsi IV.18 se réfere au lemme IV.18 du quatrieme chapitre, tandis
que IMI-13 a I'équation correspondante du troisieme chapitre.



Premier chapitre

Préliminaires topolog’iques et

analytiques

Introduction

Lun des principaux pro]olémes en calcul des variations est de déterminer la borne
inférieure d’une fonctionnelle et le cas échéant ses minima. Lune des méthodes pour y
parvenir est d'utiliser les équations Cl’Euler—Lagrange. Ce sont celles-la méme que I'on
utilise pour la recherche des géoclésiques d’une variété. Maintenant, si l'on étudie une
suite de fonctionneﬂes, dont on connait pour cllaque élément le minimum et le point ot
celui-ci est atteint, on est naturellement amené a se demander comment cela se comporte
par passage a la limite. Un cas simple est celui ot la suite de fonctionnelles converge
uniformément sur lyespace étudié. Dans ce cas la suite des bornes inférieures converge
vers la borne inférieure de la fonctionnelle limite (en fait la convergence uniforme induit
I'existence d'une borne inférieure). En revanche dans le cas de la convergence simple tout

peut arriver, et comme 17exemple de la suite de fonctions le montre :

0 x<j;
—1 x> j.

1a suite cles l)ornes in£érieures ne converge pas forcémen’c vers la Lorne inférieure cle 1a

fonction limite.

Dot le désir d'une convergence sur les fonctionnelles, plus faible que la conver-
gence forte bien trop restrictive, dont le comportement vis-a-vis du passage a la borne infé-
rieure serait agréable, i.e., dont on pourrait intervertir aisément le passage a la borne infé-
rieure et le passage a la limite. C'est 1a 'un des principaux avantages de la ['-convergence,
elle en posséc]e d’autres, dont celui de conserver les formes quaclratiques lors du passage a

la limite (important en ce qui concerne notre prol)léma’tique).

I Bréve initiation a la ['-convergence

Dans tout ce qui suit nous noterons X un espace topologique et V(X) I'ensemble

des voisinages ouverts d’un point x € X
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I.1 Définition de la ['-convergence
I.1.a Fonctions semi-continues inférieurement

Les fonctions semi-continues inférieurement jouant un role particulier pour la

I'-convergence, nous réunissons quelques résultats les concernant.

Nous rappelons qu'une fonction F sur un espace topologique X a valeurs dans
R est dite semi-continue inférieurement en un point x € X si, et seulement si, pour tout
t < F(x) il existe un voisinage U € V(x) tel que t < F(y) pour tout y € U. Si cela est
vrai en tout point de X on dira que la fonction F est semi-continue inférieurement sur
X. Toutes les fonctions n’étant pas semi-continue inférieurement on voudrait connattre
la fonction semi-continue inférieurement la plus proche. Clest le role de la définition

suivante :

Définition I.1.
Nous appeﬂerons enve/oppe semi-continue inférieurement ou fonction relaxée, d'une fonction

F la fonction sci(F) définie par

sci(F)(x) = sup G(x) (I-1)
Geg(F)

ou G (F ) est Uensemble des fonctions semi-continues inférieurement sur X telles que

G(y) < F(y) pour tout y € X.

Propriétés I.2. B
Soit F une ][onction de X dans R alors

1. sci(F) est une ][onction semi-continue in][érieurement;
2. sci(F)(X) = SUPpey(y) infye U F(y);

en sorte que I est semi-continue in][érieurement si et seulement si F = sci(F).

Preuve. Notons H(x) = SUP ey (x) intyey F(y) Remarquons d’abord que, pour tout
voisinage U de x, on a infyeU F(y) < F(x) en sorte que I'on obtient H(x) < F(x) pour
tout x € X.

Sit < H(x) alors il existe un voisinage U de x tel que t < infye v F(y). Alors
pour tout z € U il existe W € V(z) N U qui vérifie t < infye v F(y) < infyewz F(y), ce
qui implique que t < infyewz F(y) < SUPWep(y) intyew F(y) = H(z), ce qui prouve que
H est semi-continue inférieurement.

Ainsi par définition de sci(F), on obtient I’inégalité H < sci(F). Soit a pré-
sent G une autre fonction semi-continue inférieurement telle que, pour tout x € X,

G(x) < F(x), alors on obtient que

sup inf G(y) < sup inf F(y) = H(x)
Uev(x) €U Uev(x) 7€V

si on admet que G(x) = sup UeV(x) infye v G(y) quan(l G est semi-continue inférieure-

ment, alors le résultat est démontré puisque cela implique sci(F ) < H. Démontrons donc
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cette derniere affirmation. Soit t < ' < G(X) Puisque G est semi-continue inférieure-
ment, il existe un voisinage de x, W e V(X) tel que, pour tout point y de ce voisinage,
t<t' < G(y)donct <t <inf vew G(y). On en déduit que t < SUP (e () inf e G(y),
autrement dit si t < G(X) alors t < SUpPey(x) inf vel G(y) Ceci implique 11nega11’ce

G(x) < sup UeV(x) infye U ( ), lmegallte inverse étant immédiate.

Pour la derniére affirmation de la propriété si F (X) = sci(F ) (X) alors F est
égale a H qui est semi-continue inférieurement. Réciproquement si F est semi-continue
inférieurement alors F(X) = SUPrey(y) inf el ( ) = H(X) O

Définition I.3.
Une fonction f : X — R est coercitive si pour tout t € R lensemble {1[ < t} est

pré-compact. Elle est /égérement coercitive sil existe un compact non vide K C X tel que

in£X 1[ = in£[< 1[

Exemple [.4. On montre par exemple qu'une fonction { : R” + R est coercitive si, et
seulement si, 1im|X‘_)+oo {(x) = +00. Les fonctions { : R* = R pério&iques ne sont donc

pas coercitives, mais 1égérement coercitives.

I.1.b Cadre g’énéral

Donnons-nous une suite (F}) de fonctions de X dans R.

Définition 1.5.
La T-fimite in][érieure et la T-limite supérieure de la suite (F;

}) sont 1es fonctions cle X clans
R définies par

(F 11m 11’1£F )( ) = sup 11m 11’1£ 11’1£ F ( )
j—oo Uev(x) o0 vel

(F— lim sup F,) (x) = sup lim sup 1n£ F; ( )
j—o0 UeV(x) j—oo YEU

S’il existe une fonction F : X — R telle que I'- lim infj_,oo F]

= F—limsupj_)oo F. =F,

j
on dit que la suite (F,) [-converge vers F .

Remarque I.6. On peut se restreindre a une base de voisinage, au lieu de considérer V(x)

clans son ensemble.

Ayant parlé de convergence uniforme et de convergence simple il est normale

e sintéresser aux liens et dittérences entre ces trois notions. Les exemples suivants

de s'inté li t diffe t trois noti L ples suivant
iré de Dal-Maso |Mas chapitre montrent quen général convergence simple e

(tiré de Dal-Maso [Mas93] chapitre 4) trent qu'en général g imple et

T -convergence sont indépendantes.

Exemples I.7. Pour ces exemples X =R.
(a) Si Fn( ) = nxe_2“2"2, alors (FH) converge simplement vers 0 tout en

I'-convergeant vers la fonction

six = 0;

0, six # 0.

1 —-1/2
)
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(1)) Si F,(x) = sin (nx) bien que cette suite ne converge pas simplemen’c elle
I-converge vers la fonction F(x) = —1.

Toutefois, il existe un résultat positif puisque :

Proposition I.8.

On a les inéga/ités suivantes :

- lim inf Fl < lim inf Fj, I lim sup Fl < lim sup Fl
j—00 j—00 j—o00 j—00

on en déduit que si la suite (F,) [-converge vers I tout en convergeant simp/ement vers G,

alors F < QG.
Preuve. Il suffit de suivre les définitions. U
Intéressons-nous a présent a la convergence uniforme

Proposition I.9.
Si (F,) converge uniformément vers F, alors (F}) [-converge vers sci(F)

Preuve. Supposons que la suite (F)) converge uniformément vers F , alors, pour tout

voisinage ouvert de X , on a (comme remarqué en intro&uction)

lim inf F;(y) = inf F(y)

joooyelU yeU
en sorte que, pour tout x € X, on obtient

sup lim inf F](y) = sup inf F(y) = H(X)

UeV(x) I 7 yel UeV(x) YU
or la propriété 1.2 nous dit justement que H (x) est la fonction relaxée de F. U

Pour obtenir de meilleurs résultats il sera nécessaire cl'ajouter des hypo’théses, soit sur F,
soit sur la manigre de converger (clécroissance...). Le lecteur désireux d’en savoir plus sur

les liens entre ces convergences pourra se reporter au chapi’tre 5de [Mas93].

[.1.c Le cas des espaces métriques

Dans les espaces métriques, on obtient une caractérisation de la I'-convergence a
l'aide des suites.

Théoreme 1.10.
Soit (X, d) un espace métrique. Une suite de ][onctions (F,) [-converge vers F, si, et seulement

si, pour tout x € X, les deux propriétés suivantes sont vériﬁées :

1. Pour toute suite (Xj) convergeant vers X

F(x) < liminf F,(x). (1-2)

j—oo
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2. Il existe une suite (X,-) convergeant vers x telle que

F(X) = lim F;(X}) (I-3)

j—00

Preuve. Supposons que (Fl) [-converge vers F et considérons une suite (Xj) convergeant

vers X, on a

F(x) = sup lim inf inf Fj(y),

UeV(x) 1 yeU

Considérons U un voisinage de x. A partir d'un certain rang x; € U, en sorte que
in yeUFj(Y) < Fj(xj) et donc lim infj_)oo infyeUFj(y) < lim infj_)oon(Xj), en pas-
sant a la borne supérieure sur les U on conclut. De méme on remarque qu’en général

(F— lim sup Fn) (x) < lim SUP; o0 Fl (Xj).

Considérons x tel que F(x) < +o0 et soit (U,) une base dénombrable de voi-
sinages de x, telle que U, C U, pour tout k € N et soit (s) une suite décroissante
convergeant vers I (x) dans R telle que s, > F(x) pour tout k, par définition de F (x) :

s, > F(x) > lim sup inf Fl(y)

j—oo YE Uy,

pour tout k. Ainsi il existe une suite croissante d’entiers jL telle que

s, > inf F,(y)

ye l]le

pour toutj > j,. Onen déduit que, pour tout k €N, il existe yi e U, tel que s, > Fj (yi)
On définit alors la suite (x;) enposant x; = xsij < jjetx; = yi sijp, <j <jp+p- Comme
x; € U}, pour tout j > j, la suite (Xj) converge vers x dans X, et comme s, > E(Xj)
pour tout j > j, on obtient

F(x) = lim s, > lim sup E(Xj) > lim in{;E(Xj) > F(X)

k—o0 j—00 j—00

Réciproquement : Soient F = TI'- liminf F, et F = I-lim sup FF,, on veut dé-
montrer 1’égali’cé de ces deux fonctions. Par ce qui précécle on a, pour tout x, une suite

X;j — X telle que

E(x) < lim inf Fj (X)-) = F(X), F(X) < lim sup Fj(xj) = F(x)

il suffit donc de démontrer que F(x) < E(x) et F(X) < F(x) Or, en procéclant comme

ci-dessus, on montre qu’il existe une suite x; — x telle que F(x) = lim Sup; o Fj(xj),
pour cette suite on aura aussi F(x) < lim sup;_,o E(Xj) par hypothése, en sorte que

F(x) = F(x).

Pour terminer la démonstration il suffit donc de démontrer qu’il existe une suite

X — X telle que E(X) = lim infj_,oo F}(X,) Pour cela soit x € X tel que E(x) < o0 et

(U,) une base dénombrable de voisinages de x, telle que U, C U, pour tout kL eN
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et soit (s,) une suite convergeant vers E(X) dans R telle que s, > E(X) pour tout k. Par
définition de E(X) :
s, > F(x) > liminf inf F](y)

j—oo yelU,

pour tout L, ainsi il existe une suite strictement croissante d’entiers ik telle que pour tout

k

s, > inf F, .

L > it Fy ()
Donc pour tout k €N, il existe v, € Uy tel que s, > FJ‘I; (v1)- On définit alors la suite
(Xj) en posant x; = y, si j = j, et x; = x sinon. Comme x; € U, pour tout j > j, la

suite (Xj) converge vers x dans X, et comme Xj, =y, on obtient

F(x) = lim s, = lim inf Elz (Yk) > lim ianj(Xj) > F(X)

ce qul conclu’c la preuve. D

Remarque I.11. La démonstration du théoreme précéclent induit une caractérisation par
les suites des I'-limites inférieures et supérieures d’une suite de fonctions. On remarque
que la preuve est encore valide pour des espaces possédan’c une base dénombrable d’ouverts.
Dans la littérature c’est souvent cette définition par les suites qui est donnée et en pratique

Jest celle-la qui est la plus utilisée.

On dira qu'une famille de fonctions est légérement equi-coercitive, s'il existe un compact
K C X tel que pour chaque fonction de la famille la borne inférieure sur ce compact, soit

égale a la borne inférieure sur X.

Théoréme I.12.

Soit (X, d) un espace métrique, et supposons que la suite (F}) soit /égérement equi-coercitive
sur X et I'- hmj_,oo E = F alors /71'n][1'mum de F sur X est un minimum et

min F = lim in£Fj

X j—oo X

de p/us si la suite (Xj) converge vers x telle que hmi Fj(xj) = 1imj_,oo infy F} alors la limite est

un point minimum pour F

Preuve. La suite (F,

contenue &ans un compact teﬂe que

) étant légéremen’t equi-coercitive, on peut trouver une suite (Xj)

1irnj inf F} (X)-) = 11rn} inf 1g<1f F)

on peut donc trouver une sous-suite de (Xj) convergeant vers x et que I'on note encore (Xj)

telle que
1im F} (X)-) = 1im‘ inf 1g<1f F)

]

alors par définition de la I'-convergence

1§£ F < F(X) < 11}11 Fl (Xj) = hm' inf 151(£ F}

]
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mais en plus on peut trouver, pour tout y € X, une suite (yj) convergeant vers y et vérifiant

lim sup 1§fF) < limsup F,(y}) = F(y)
j

En passant a la borne inférieure sur les y € X on obtient finalement
lim sup inf F] < inf F < F(x) < lim inf inf E < lim sup inf E
j X X j X j X
en sorte que I'on obtient la convergence de la suite (infx Fl), vers une valeur de F , qui
n’est autre que le minimum de F.

Dans la preuve que 'on vient de faire la seule hypothése sur (Xj) que I'on a utilisée

est 1im}- 1[)-(Xj) = 1im)-_)OO infy F, La derniére assertion est par conséquent démontrée. [

[.2  Propriétés de la I'-convergence

Nous n’allons pas étudier les propriétés les plus générales, pour cela nous ren-
voyons a [Mas93] et & la large bibliographie quiy est incluse, et puisque, en fin de compte,
nous allons utiliser cette convergence sur des espaces fonctionnels (LZ, Hl) il est tout

naturel d’étudier a présent :

[.2.a La I'-convergence dans les espaces vectoriels normés

Dans ce qui suit X sera un espace vectoriel normé réel. On se donne une suite
(F}) de fonctions a valeurs dans R. Comme nous allons le voir certaines propriétés poten-

tiellement partagées par les F,- vont passer a la limite.

Théoreme 1.13.
Si toutes les F} sont convexes il en est de méme pour I'- lim sup Fj.

Preuve. Commengons par noter F = T-lim sup Fi et supposons donc que pour tout j,

Fj est convexe. Prenons alors x1 et xg deux points tels que F(xi) < 400 etsoit t € [0, 1]
et notons x = tx] + (1 — t)Xz. Par continuité de lyapplication

(u,v) — tu + (1 —t)v

de X x X — X, pour tout U € V(x), on peut trouver deux voisinages, U; € V(x1) et
U2 S V(XZ), tels que 17ensem]31e

V={tn+(1-t)n|neclU,neclhycU.

Alors, pour tout j € N, ona
inf E(y) < inf E(y) < inf inf Fj(tyl + (1 - t)yz). (I-4,)

yelU yev €U y2€Us
Comme pour i = 1,2

lim sup inf E(yi) < F(Xi) < 400 (I-5)

j—0o0 Vi€ Ui
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il existe kb € N tel que, pour tout j > ]2, infyieUl- Fj(yl-) < 400, en sorte, que pour j > ]e,
on obtient en utilisant 17hypothése de convexité

inf inf I (n+ (1 —t)ym) <t inf F(yl) (1—1) inf F. (7) (I-6)

€U el el el

et maintenant 'utilisation des inégalités (I-4), (I-5) et (I-6) nous donne

lim sup inf F( ) < f:F(Xl) +(1— t)F(XZ)

j—o0 yeU

ceci pour tout voisinage U de x. En passant a la borne supérieure sur U on obtient

finalement F(x) < tﬁ(xl) + (1 - t)F(XZ), donc F est convexe. 0
Remarque I.14. Comme le montre 1rexemple qui suit la T-limite inférieure ne partage
généralement pas cette propriété. On prend X = R et F,(x) = (X — (- 1)“)2 alors par

la propriété 1.8 (et la caractérisation par les suites) on obtient

I- 11m11’1£F =inf((x—1) (X+1 > %

j—00
. 7
quin est pas convexe.

Définition 1.15.
On dira qu'une fonction F : X — R est paire (resp. impaire) si F( —x) = F(X) (resp.
F( — X) = —F(X)) pour tout x € X.

Proposition I.16.
Si toutes les fonctions Fj sont paires alors il en est de méme pour les T-limites supérieure et

in][érieure.
Preuve. On note une fois de plus

F =TI-liminf F, F=r- limsup F,

Il suffit de montrer que pour tout x on a E( - X) < E(x) Comme la fonction y—= -y
est un homéomorphisme, pour tout U € V( - X) 'ensemble V = {—y ‘ y € U} est un
voisinage de x. De sorte que, pour tout j € N, on a :

inf Fi(y) = inf F(—y) = inf F(y)

yeU yeV yeV

et donc

11m 11’1£ 11’1{ F( ) — 111’1’1 11’1{ 11’1{ F( ) E(X)

j—oo yeU j—oo yeV

on passe a présent a la borne supérieure sur les voisinages U de —x pour terminer. On

procéde de maniere similaire pour F. N

Remarque I.17. Soit X = R et soit F, (X) = xcos (nx). Toutes les fonctions F, sont

impaires, cependant on montre que la T-limite est F(x) = —|X| qui est paire.
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Définition I.18.

Soit p € R: on dira qu'une fonction F : X — R est positivement lromogéne de c[egré p si,
pour tout t < 0 et pour tout x € X, on a F(tx) = tPF(x)

Proposition 1.19.
Si toutes les (F,) sont positivement lzomogénes de a’egré P il en est de méme pour les T-limites

supérieure et in][érieure.

Preuve. Soit t > 0, comme la fonction x + tx est continue, pour tout voisinage
UeV(tx), W = (1/t)U est un voisinage de x. Ce qui implique que, pour tout j € N,
ona:

inf Fj(v) < inf Fi(ty) = ¢" inf F;(y)

yeU yeW yeW

(101’10

lim inf inf F(y) <t lim inf inf Fi(y) < (I- lim inf F)(x).

j—oo yeU j—oo yeW

en prenant la borne supérieure sur tous les U on obtient
(-lim inf F) (tx) < ¢2(P-lim inf F)(x),

ce qui suffit. On procede de méme pour la I'-limite supérieure. U

Définition 1.20.

On dira d'une application F: X — [0, +o0] qu’eﬂe est une ][orme quaa’ratique a valeurs
Stendues si ¢’est une forme quaclratique sur un sous-espace Y (que I'on notera D(F)) de
X et si elle vaut +00 sur X\Y.

Onala proposition suivante, caractérisant les formes quadratiques a valeurs étendues :

Proposition I.21.
Soit F : X — [0, +00] une fonction que/conque. Si

(@) F(0) =0,
(l)) F(tx) < fZF(X) pour tout x € X et t > (),
(c) F(x+y)+ F(x—y) <2F(x) + 2F (y) pour tout x,y € X,

alors F est une ][orme quaclratique a valeurs étendues. Réciproquement, si F est une ][orme

quac[ratique a valeurs étendues alors les deux dernidres conditions sont des éga/ités.
Preuve. cf. par exemple [Mas93] chapitre 11 pages 128-131. 0

On peut a présent énoncer le théoreme suivant

Théoreme 1.22.
Si la suite (F,) [-converge vers une ][ontion F, et si toutes les ][onctions F‘j sont des ][ormes

quaclratiques a valeurs étendues positives alors F l'est aussi.

Preuve. La positivité passe de maniere évidente a la 1imite, par conséquent il suffit de

montrer que F vérifie les conditions de la proposition 1.21.
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La condition (a) : pour tous les j on a Fj(O) = 0 en sorte que F(O) < 0 suivant la
proposition 1.8, la positivité faisant le reste.

Puisque toutes les fonctions sont homogéne de clegré 2 il en est de méme par la proposition

I.19 pour F.

Vérifions la condition (c), i.e. hnégalité du paraﬂélogramme. Soient x1 et x5 € X puisque
les deux fonctions (vi,y2) ¥ y1 + v et (y1,y2) — y1 — ya sont continues de X x X
dans X, pour tout voisinage U € V(x; + x3) et V € V(x; — x3) il existe des voisinages
W: € V(x;), pouri = 1,2, tels que,

+wnlneW,ne W} cU, {mi—wm|neW,neWtcCV,

et puisque les fonctions F, sont toutes des formes quadra’ciques étendues elles vérifient :

inf F( ) + inf F](z) < inf inf F (y1 + yz) inf 1nf F. (y1 )

yelU z€V y1€EW yreWs y1€EW) ypeW.
f inf +y,) + F:
< inf y;gw( [+ y2) + Fi(n — YZ))

<2 yliélvfm Fi(y1) +2 migvf@ F(y2)

on en déduit que

11m1n£1n£F( )-I—llmsup 1an( )Sllmsup(lan( )-I— 1n£F( ))

j—oo yeU j—oo z€V j—oo  ¥EU zeV
< 2lim sup inf F; (Yl) + 2lim sup 1n£ F; (yz) < 2F(x1) + 2F(x2)
j—0o0 }’IEWI j—oo V2

ceci pour tout U e V(Xl + X2) et Ve V(X] - XZ). En passant a la borne supérieure sur
UetVon obtient F(Xl + X2) + F(Xl — X2) < ZF(Xl) + 2F(X2) O

(’est une des raisons pour 1esquels la I'-convergence est utile. Puisque nous nous intéres-
sons précisément aux formes qua&ratiques, ceci nous indique que la limite éventuelle aura

la forme espérée.

[.2.b Compacité et I'-convergence

Dans I'étude de certaines équations différentielles, on peut étre amené a passer
. ’, . ’ o P . . 21 -

par une famille d équations permettant d approcher la solution ; équations intermédiaires
que I'on sait résouclre, contrairement au pro]oléme initial. L’étape suivante (ou paraﬂéle)
consistant a parvenir a récupérer I'existence en faisant converger dans un certain sens les
solutions intermédiaires. Pour cela on introduit une topologie adap’cée au prohléme, en
espérant qu’eﬂe posséde le plus de compacts possible. Clest ce que I'on fait avec la méthode
des éléments finis, par exemple.

Par conséquent, pour que la I'-convergence soit intéressante, il faut que la théorie

contienne des théoremes dit de compacité. En voici quelques—uns.

Proposition [.23. B
Soit (X, cl) un espace métrique séparaé/e, et (F) une suite de fonctions de X — R. Alors il

existe une suite croissante (j) telle que la suite (FH ) soit [-convergente.
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Preuve. Soit (U},) une base dénombrale d’ouverts pour la topologie de X. Comme R est

compact, il existe une suite croissante d’entiers (U}-O),- telle que

lim inf F o(y)
j yer gj
existe. Alors pour tout ]e > 1on cle{jmt 1a suite ( 1‘) j comime sous- suite cle ( }]‘ 1) i suivant

1aqueﬂe
11m 11’1{ F ( )

j yeU, i

existe. On prencl alors la cliagonale j, = ok 12 , afin que, pour cette suite,

11m 11’1£ F ( )

Lk yey

existe pour tout 1 € N. En particulier on aura

11m1n£ 11’1£ F ( ) — llmsup 11’1£ Fe( )

L yveE U Tk L ve U]

O

Remarque I.24. Sans la condition de séparaljili’té, la proposition est fausse en générale.
Par exemple considérons X = {—1,1} munis de la topologie discrete. X est métri-
sable et la I'-convergence se confond alors avec la convergence simple. Prenons la suite

fj : X — {—1, 1} définie par 1[( ) = x; six = (xo,xl,... ) Si 1[ est une sous-suite,

)

prenons x défini par x;, = (— 1)12 etx; = 1sij Z {j, | ke N}. Alors la limite 11m1 1[ ( )

7 . 7
n existe pas (:]e sorte qu aucune sous-suite ne converge.

Plagons nous dans un cadre encore plus particulier (mais proche de notre prol)lé—
matique). Soit Q un ouvert de R”, on note A I'ensemble des sous ensembles ouverts de Q
et Wl’f’( -) 17espace de Sobolev des fonctions u € L? avec Du € L.

Supposons que p > 1l etsoit a > 3 > 0. Posons Z = I(p, Oz,ﬁ) la classe des

fonctionnelles F : Lr(Q) x A — [0, +00] pour 1esqueues il existe une fonction de Borel
£:QxR" — [0, +oo] telle que :

. 1,1
(i) F(u A {fA (X Du )(JX7 siu € ‘WIOC (A),
+ 00, sinon,
(i) alél < f(x,€) < BEP + 1)
pourtout u € LP(Q), A € 4, x€ Q, (£ €R".Ona le théoreme suivant dont nous ne
donnerons pas la preuve (cf chapitre 12 de [BDO8] et chapitre 20 de [Mas93]) :

Théoréme 1.25.
DPour toute suite (Fn) de fonctionne//es dans la classe T il existe une sous-suite Fﬂle et une

][onctionne//e F dans la classe T telles que (Fnk(-,A)) [-converge vers F (-, A) dans Lr(Q)
pour tout A € A.

Donnons enfin une version aclaptée a I'étude des opérateurs eﬂiptiques (tel que le

1aplacien auquel nous nous intéressons). Prenons a et (3 deux réels strictements positifs
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et Q un ouvert borné de R”. On note B (Q) 'ensemble des matrices carrées symétriques
(aij)lgi,jgn a coefficients dans LOO(Q), telles que pour tout £ € R" et presque tout x € Q,

on ait :

alél < a(x)&& < BIEI (I-7)

ij=1
Parallglement on notera Q(Q) 17ensem]31e des fonctionneﬂes quadratiques de la forme

F:L*(Q)x A — [0, +oc]
(u,A) — {fA< Z;=1aiiDjUDiu> dx, siu€ H'(A)

+ 00, sinon,

(I-8)

avec (aij) c E (Q) On dira que F est la fonctionnelle quaclratique associée a la matrice

(al-,-). Alors on a le théoreme suivant :

Théoréme 1.26.
Bour toute suite (F}) dans Q(Q) il existe une sous-suite (Fizz) et une fonctionne//e F e Q(Q)
telles que (Fize (-,A)) ["-converge vers F(~,A) pour tout A € A

Preuve. On remarque que Q(Q) C I(Z, a, ﬁ) en sorte que, par le théoreme I.25, il existe
une sous-suite (File) et une fonctionnelle F € I(Z, «, ﬂ) telles que Fize ['-converge vers
F(-, A) dans Lz(Q). Le théoreme 1.22 quant a lui nous inclique que F est bien une forme
qua&ratique (Preuve compléte chapitres 19, 20 et 22 de [Mas93]). [

[.3 Un cas particulier : lrhomog’énéiSation

L’homogénéisation consiste en la recherche de la I'-limite éventuelle quancl e—0

cles fonctionneﬂes cle 18. forme :

Fo(u) = /Q{ (2. Du(x)) .

€

Elles sont associées a des problémes de matériaux microscopiquement hétéro-
génes, dont le comportement macroscopique est celui d'un matériau homogéne, d’ou le
terme <<homogénéisation». Le but est donc de chercher les caractéristiques du matériau

omogene décrivant le comportement macroscopique. Dans ce cas on a un certain nombre
homogene décrivant | portement pique. D rtai b
e méthodes, et méme de résultats suivant la torme de la tonction f. Four en savoir plus on
de méthodes, et méme de résultats suivant la f de la fonction f. P ir pl
pourra consulter [BDIS§]|, ou bien [BLP78]. Nous donnons ici quelques exemples relatifs

a notre étucle, dont les résultats précisent le théoreme I.26.

Dans ce qui suit nous noterons M™*" 'ensemble des matrices & m lignes et n
colonnes et on rappeﬂe que Whe est 17espace de Sobolev des fonctions u qui sont LP? ainsi

que leur jacoljienne.
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I.3.a Homog’énéisation 3 une dimension

Etudions la F—convergence des £onc’cionneﬂes de la forme

Fo(u) = / (L wm)de we w1
Q €
ot f : R? = R* est une fonction telle que

{(t,-

(t,)
(t’ )
[(-x
(

est continue pour presque tout t € R;

—

est convexe pour tout t € R;

est mesurable pour tout x € R;

f -, x) est l—périoclique pour tout x € R;

de plus, il existe p>1 tel que pour tout (t, X) c R?
[x[P < £(t,x) < B(1 +[x]7) (I-9)

alors il existe une fonction convexe 1[0 ‘R — R* telle que pour toute suite (8 j) on ait

/ ) d = Dlim F () (L-10)
0 j

pour tout u € WLP(O, 1).

Pour parvenir a démontrer cela on va chercher a calculer 1[0 a priori. L’inégalité

de Jensen nous permet cl’exprimer 1[0 comme un minimum :

f(x) = min {/Olfo(u' T+ 9de u(0) = u(l) = o}

alors en appliquant I-10 avec ¢; = 1/j on « devine » que

b = hmmm{/ [(it, o + x)dt - u(0) = u(1)=0}

= hmmm{ f}f u +X)clt u(0) = u(l)}
0

= 11mm1n{1 1[ (t,u +X)clt cu(0) = u(])}
J 0

= hm min {1 1[ t,u' + X)clt tuestj périoclique }
J Jo

montrons que
1 [/
inf {—/ {(t, u' + X)clt uestj périodique }
J Jo

1
= min {/ 1[(1:, u' + X)clt cuest 1 périoclique }
0



26 Chapitre 1. Préliminaires topologiques et analytiques

en effet on peut facilement montrer que

1 [
inf {—/ f(t, u + X)clt tuestj périoclique }
J Jo

1
< min {/ {(t, u + X)le cuest 1 périoclique }
0
quant a 1’inégalité inverse, on prencl une fonction u j —périoclique, et on définit
=
v(t) = = u(t+1i)

J 20

qui est alors une fonction l—périoclique en sorte que

1 1
inf{/ 1[(1:, W+ X)clt cwest 1 périoclique } < / {(t,vl + X)dt
0 0
_ l/
j Jo
1 —

—_/ 1y l(u'(t + 1) +x))dt

} f(t, v + X)C]t

j —
181 [

(convexité) < - Z — / f(t,d/ (¢t + i) + x)dt
j =i Jo

1 [ ,
7/0 {(t,d'(t) + x)dt

d’on hnégalité inverse. Ainsi la recherche de £y revient a résoudre le pro]oléme cellulaire :

1
{o(x) = min {/ {(t, u + X)dt tu est l—périodique }
0

on clispose aussi d’une autre formule, dite formule asymptotique homogéne :

T
{O(X) = lim min{%/o {(t,u/ +X)clt cu(0) = u(T) = 0}

T—+oc0

Pour montrer la F—convergence il sufltit de se restreindre aux fonc’tions afﬁnes par morceaux
(en fait a un sous ensemble dense de WLP).

1.3.b Homogénéisation périodique

Nous allons donner I'énoncé qui généralise ce qui vient d’atre dit. On considere

une fonction borelienne f : R* x M™*" — R™* satisfaisant aux conditions suivantes :
(i) (Périodicité)
£(-, A) est Z"-périodique, pour tout A € M™*" (I-11)
i.e 1[(X + ]z,A) = f(x,A), pour tout x € R, Lk ez
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(ii) (Condi’tion de croissance s’tanclard) il existe deux constantes 0 < a < 3 et p>1
telles que

al Al < f(x, A) < B(1+[A]), (I-12)

pour tout x € R et A € Mm>n,

Enfin, on se donne un ouvert borné Q de R” et on pose, pour tout € > 0 et tout

u € Wl’P(Q;Rm),
Fu(u) = /Qf@,pu(x)) ds.

Ceci intro&uit, on peut énoncer le résultat suivant, dont nous ne donnons pas la

démonstration (c£ [BDOS§] chapitre 14)
Théoreme 1.27.

Soient f et FE comme ci—c[essus, a/ors, pour toute suite €; — 0,

I- lim ng(u) = /Ql[bom(Du(X» dx,

j—+oo
pour tout u € Wl’l’(Q; R™), ou 1[1]om s Mm*m — RY est une fonction satis][aisant la formu/e
asymptotique lzomogéne :
1
ﬁlom(A) = lim — inf{/ {(X,A + Du(x))dx tu € W&’P(]O, t[n;RIn)}
10,¢[

t—+oo t

pour tout A € M™*",

Remarque 1.28. La fonction f}mm possécle d’autres propriétés, elle est notamment quasi-
convexe. Nous renvoyons une fois de plus a [BD98] 5.3, pour plus de détails. Notons
cependan’t que, comme dans le cas a une dimension, si, pour tout x € R”, la fonction

f (x,-) est convexe, 1[]10111 est la solution du probléme cellulaire suivant :

{bam(A) = inf{/ {(y,A + Du(y)) cly tu € W;,p(]o, I[H;Rm)}
10,1[~
pour tout A € M™*1 gvec

W;’p (]O, 17 ]Rm) = {u c ‘Vli’cp cu Z“-pério&ique} .

[.3.c Homogénéisation presque périoclique

Définition 1.29.
Soit (X, || - ||) un espace de Banach complexe. On dira d'une fonction v : R* — X qu’eﬂe
est unlformément presque périoa[ique si elle est la limite uniforme d'une suite de polynémes

trigonométriques sur X i.e. 1im]2 | P, — v||oo = O pour des fonctions de la forme,

L

bk
P(y) = ) x expi(A,y),
=1

avec Xjk € X, )xf." € RN et r, € N
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On considére une fonction f : R* x R™ x M™*? — R satisfaisant la condition

de croissance
alAPP < f(x,s,A) < B(1+|A]) (I-13)

pour tout (x,s,A) € R* x R™ x M™*" et pour un p > 1. On demande de plus que les

cleux enseml)les

A _ n
TT7 —{TGR :

[x+7,s+ A7 Y) — (x5 Y)| < n(1 +|Y])
pour tout (x,s, Y) € R* x R™ x MmX“}

(I-14)
TV = {T ER™ |f(x,s +7,Y) — £(x,5 V)| < n(1 +|Y])

pour tout (x,s, Y) € R" x R™ x MmXH}

soient relativement dense dans R” et R™ respectivement (i.e. il existe L > 0 tel que

TA+[0,L[" = R" et TO + [0, L[ = R™).

. . J L. des § . f , ,
Remarque. Ceci provient d une caractérisation des tonctions unitormément presque pé-

rioclique. (cf [BD9§] théoreme A.6)

Enfin, on dé{-ini’t, pour Q un ouvert borné de R et pour tout u € WI’P(Q; R™),

Fo(u) = /j(f’ “(X),Du(x))dx

€ 9

alors on a

Théoreme 1.30.

Soit £ vérifiant les lzypotlzéses I-13 ot 1-14, F. comme ci-dessus alors il existe une ][onction
{bom s M R telle que, pour tout ouvert borné Q, u € WI’P(Q; R™) et toute suite
g —0:

I- lim ng(u) = /Ql[hom<Du(X))dx,

j—t+oo

Ja fonction l[Imm satis][aisant de p/us ala formu/e asymptotique lzomogéne

[ (A) = lim mf{l [(x, u(x) + Ax, Du(x) + A)ds :

oo LE Sjogpe

u € Wé’P(]O,t[“;Rm)} (I-15)

pour tout A € M™*"

Remarque I.31. Pour la démonstration de ce théoréme voir [BDOS] chapitre 15. Nous
verrons une utilisation de ce théoreme liée & la norme stable en IMI. La fonction 1[110m
est également quasi-convexe : quancl nous 17appliquerons nous obtiendrons une fonction

convexe.
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IT AnalySe fonctionnelle et mme-espaces

II.1 Filets et convergdence (].e Gromov-Hausdorﬂ
II.1.a Enseml)les ordonnés et filets

Pour définir une Jcopologie donnée, le cas le plus agréalole est le cas des espaces
métriques ol celle-ci peut étre décrite a l'aide des suites. Il est ainsi tentant de définir
une topologie en définissant la convergence des suites, mais cela ne suffit pas. Pour s’en
convaincre considérons lrespace CR des fonctions définies sur R a valeurs dans C, muni
de la topologie procluit (1a convergence simple). Le sous-ensemble des fonctions continues
C(R) est un sous-espace de C®. Tentons de déterminer son adhérence a 'aide des suites.
Si on considére une suite de fonctions continues (1[,1) convergeant simplement vers , alors

f est borel mesurable. Ainsi 'ensemble des limites des suites convergentes a éléments dans
C(R) est un sous ensem]ole clistinct &e (CR. Cepen&ant C(R) est clense clans (CR. En effet
sif c CR les ensembles

{gECR: ‘g(Xj)—{(Xj)‘ <epourj = 1,...,11}
(x1,...,x, ER,n € N,e > 0)

forment une base de voisinage de f , et chacun d’entre eux contient une fonction continue.

On peut cepenclan’c généraliser la notion de suite dans un espace ’topologique
quelconque. La notion de filtre en est une vision, ici nous parlerons de filet (net en an-
glais). Pour cela on considere un ensemble partiellement ordonng, i.e. la donnée d'un
ensemble A muni d’une relation binaire < tel que (i) @ = « pour tout a € A; (ii) si
a=xXfetf <7y alors o < 7 et (iii) pour tout o, € A il existe ve A tel que o = 7y et
B =.

Définition 1.32.
Un fi/et dans un ensemble X est une application Q= Xq d’'un ensemble partieﬂement

ordonné A dans X.

Exemples [.33. Voici quelques exemples d’ensembles par’cieﬂement ordonnés

1. L’ensemble des entiers naturels N avec i = jsi et seulement si i <j. Dans ce cas
le filet est simplement une suite.

2. L’ensemble R\ {a} (a € R), avec x =< y si, et seulement si, [x —a| > |y — a.
3. L’ensemble des partitions a = xp < -+ - < x, = b de I'intervalle a, ])], avec

(a=X0<--~<Xn=1))j(a=yo<~-~<ym=]7)

si, et seulement si max (Xj — Xj_l) > max (Yle — .Y]e—l)'

4. L'ensemble des voisinages d'un point x dans un espace topologique X, avec

U<xV&sUDV.

Plagons nous dans un espace topologique X, et donnons-nous un filet (Xa)ag A

on dira que le filet converge vers un point x, si pour tout voisinage U € V(x), il existe
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ap € A tel que x, € U pour tout ap = « (on dira «pour « suffisamment grancl»). De
méme on dira d'un point qu’il est un point d’accumulation du filet si pour tout voisinage
U de x, pour tout a € A il existe 8 = o tel que xg € U. Définissons maintenant ce
qu'est un sous-filet :

Définition 1.34.

Un sous-filet d’un filet (XQ)QGA est la donnée d'un filet (yg)geg et d'une application b +—
ag de B dans A tels que (i) pour tout ap € A il existe 6o € B tel que si 8 = [ alors
ag = «p, et (ii) Y3 = Xag

Remarque I.35. Un sous-filet d'une suite n’est pas forcément une sous-suite, méme si
I'ensemble par’cieuemen’c ordonnée pour le sous-filet est N (on peut s’arréter sur un &lément
de la suite).

Nous sommes maintenant en mesure de généraliser aux espaces Jtopologiques
quelconques la caractérisation des espaces fermés, de la continuité, de la compacité dans le
cas métrique en remplagant suite par filet et sous-suite par sous-filet (cf Folland [F0184]
chapitre 4 par exemple).

IIll) Topolog’ie de Gromov-HaussdorH mesurée

Pour mener a bien nos clémonstra’tions, nous allons avoir besoin de la conver-

gence &e Gl‘OI’l’lOV—H&uESdOI’H;, que nous aﬂons a]oorcler suivant 1e point &e vue &e Fulzaya

[Fuk9O] :

Notons MET I'ensemble des classes d’isométries cl7espaces métriques compacts.
Soient X et Y deux éléments de MET alors une application ¢: X — Y est appelée une

€-approximation de Hausdorff si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. Le é-voisinage de o(X) dans Yest Y.
2. Pour tout x,y € X ona

\d(xw —d(¢(x). <z>(y>)\< .

Nous aurons besoin par la suite d’une version plus précise de la convergence de
Gromov—HausclorH, aclaptée aux espaces mesurés. Nous demanderons ainsi a ceux-ci, non
seulement de converger au sens de Gromov-Hausdorff usuel, mais aussi d’entrainer les
mesures avec eux, en les faisant converger vaguement, c'est ce qui est dit dans la définition
qui suit.

Notons M |'ensemble des couples (X, m) ot (X) est dans MET et m est une

mesure de Radon sur X. On notera CO(Q) les fonctions continues a valeurs dans R sur
un ensemble Q. Enfin A est un ensemble partieﬂement ordonné (« directed ») alors

Définition 1.36 (Topolog’ie de G-H mesurée).
On dira qu'un filet d’espaces dans M, {Xaama}aeA converge vers (X,m) au sens de
la convergence de G-H mesurée si, et seulement s'il existe un filet de nombres positifs,

décroissant vers 0, noté g, et des €q-approximations, ma—mesurables fa X, = X tels
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que
/ uofy, dm, —>/ udm VYu€ CO(X) (I-16)
Xa X

? ~ .
I est—a—chre

({a)*(ma) vaguﬁ;ent m

I1.2 Convergences des filets d’opérateurs bornés

Dans cette partie nous allons aclapter les notions usuelles de convergence dans un
espace de Hilbert a notre pro]oléma’tique, ce qui nous permettra d’a&ap’cer les notions de

convergence cl’opérateurs bornés sur un espace de Hilbert.

I1.2.a Topolog’ies sur un filet d'espaces de Hilbert

Pour ce qui suit on se donne un filet (X, my)aca d’espaces dans M, que I'on
suppose converger pour la topologie de G-H mesurée vers (X0, mMoo). Nous nous intéres-
serons spécialement a LZ(XQ, ma) = L@Z (resp. LZ(XOO, moo) = LOZO) i.e. ensemble des
fonctions a valeurs réeﬂes, dont le carré est intégrable, on notera (-, )4 (resp. (,)oo) leur
produi’c scalaire respec’cif et ||l (resp. || - |loo)) leur norme respective. A présent nous
allons donner un sens au fait qu’un filet d’éléments u, € Lg converge vers un élément
U € LOZO fortement. On supposera dans tout ce qui suit que les fonctions continues sont

clenses clans chaque espace La2 (resp. LOZO)

Définition 1.37 (Topolog’ie forte sur £2).

On dira d’'un filet (Ua)ae.A avec u, € LQZ qu’il converge fortement vers un vecteur u € LOZO
s'il existe un filet (Vﬁ)ﬁg[g C CO(XOO) qui tend vers u dans LOZO et tel que

lim lim sup ||Vﬁ o 1[& — uaHa =0
B a

((1[@) est le filet des Ea—approxima’tions). La topologie induite par cette forme de conver-

gence sur £2 = |—|a€A Li est appelée topo/ogie ][orte.

Nous allons voir que cette convergence est une bonne convergence, dans la mesure

ot elle vérifie un certain nombre de propriétés que l'on est en droit d’exiger delle :

Propriétés 1.38.
Soit (Ua)aeA et (Va)aeA deux ﬁ/ets de vecteurs de £* avec Uy, Vo € Li et u, v E LOZO alors

1. u,—0€ Lfo dans £2 si et seulement si HuaHa — 0.
2. Si uy — u dans £2, alors lualla = |lulloo-

3. Siu,—uetv, — v dans £ alors Aty + v — Au + pv dans £> pour tout \
et [ dans R.

4. Siuy,—uet vy, — v dans 22, alors (ua, Va)a — (u, V)oo.

. 1 [|Ug — Valla — Yel ug, — u aans alors v, — u dans .
5 Si 0 et dans £2 all dans £>
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0. Si u, —> u et vy — u dans £ alors Hua —VaHa — 0.

7. Pour tout w € LOZO il existe un ][i/et (Wa)acA avec wy € LQZ qui converge vers w dans £,

Puisque nous avons une convergence for’ce, il est 1ogique d’introduire une conver-
gence faible. Pour cela nous allons généraliser une propriété dela convergence faible usuelle
sur un espace de Hilbert.

Définition 1.39 (Topolog’ie faible sur £2).

On dira qu’un filet (ua)aEA/ converge faiblement vers un vecteur u € LOZO si

1iorén (ta, va)a = (1, V) oo (I-17)

pour tout filet (Va)acd, Va € Lg convergeant fortement vers v € LOZO dans £2. Cette
convergence induit une topologie sur £2 dite topo/ogie ][aily/e

Nous allons voir que Jest bien la bonne maniére de voir. Commengons par une

propriété importante : la compacité faible des bornés (cf [KS] lemme 2.2):

Propriété 1.40.
Soit (Ua)aeA/ u, € Li un ][i/et a/ors, si HuaHa est uniformément borné pour (v € A, il existe

un sous—fi/et faila/ement convergent.

Preuve. Soit (¢},)cy une base orthonormale de Lfo. Par densité des fonctions conti-
nues dans Lgo, pour tout k il existe un filet de fonctions continues (Sple,g)ﬁel? telles que

hmﬁ Prg = oL dans LOZO Quitte a passer a des sous-filets de A et B on suppose que (on
note LX) = ¢ of,),
hénh;n<ua,1[;g01,5>a =a R

suivant 17hypothése de borne uniforme, a; € R. En répétant ce procéclé, on peut supposer
que pour tout k€ N il existe a, €R telle que

hén 1i(£n<ua, 1[;901\7,6>a = ay.

Fixons un entier N. Pour tout € > 0 il existe un BeeB tel que pour tout 3 = .

{1 1800 — 0| < e
pour ]z,] =1,...,N.De plus, pour tout 3 > f,, il existe Qe € A tel que,

< Ze,

[(Exor 5, 1201 5)a — Oy

pour tout k.l =1,...,Neta > Qe . Soit Ly g = Vect{f;@kﬁ | k= 1,...,N}, et

Paﬂ : LQZ — Laﬂ la projection sur l’espace linéaire La,g - Li on a alors :

N
> tas 0150 Eadal” = [ Papuall2| < On(e)
k=1
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et B = B, avec Oy une fonction ne clépenclan’c que de N telle que

pour tout o = a
= 0. On en déduit que pour tout N

1im€_>o On (6)

N

N
. . * 2 . .
Slal = limlim "o, £y gl = limlim [P a2

k=1 k=1

< hmsup ||ua||i < 00
«

en sorte que
[e.e]
— 2
u = Zale¢k S LOO.
k=1

On va démontrer qu'un sous-filet de (ua)a converge faiblement vers u. Considérons
v E LOZO et posons l’le = <V, gb]e)oo. Suivant la propriété 1.38, dans notre cas il suffit de
montrer que ([-17) est vérifié pour un filet (Vo) bien choisi. Soit Vg] = Zf:l LL L3
Ainsi définie Vg e CVet limN_)oo 1im5 Vg = v fortement. On obtient

N

N
1ién1iorén<ua,£:vg]>a = 1i[r3n1i;nz:]312 <Ua>1[(:901375>a = Zalelak

k=1 k=1

qui tend vers (u,v)oo avec N — 00. Il existe donc un filet de nombres entiers (Ng)@

N,
tendant vers 0o tel que vg o converge fortement vers v et
N,
1imlim<ua, {;V56>a = <u, V>oo.
«

O

La propriété suivante donne des informations sur le filet des normes d'un filet

faiblement convergent.

Propriétés 1.41.
Si le ][i/et (ua)ae converge ][ailyiement vers un vecteur u € Lfo. Alors

sup ||ua||a <00 et ||11Hoo < hrr}linf HuaHa
(07

de p/us, 1, — u si et seulement si

Hu”oo = lim HuaHa
(e}

Preuve. On procécle par I'absurde. On considere un filet (uq) faiblement convergent tel

que sup,, HuaHa = +00. Alors on peut en extraire une suite telle que Hu%”% > ]2;
posons
1 ug,
Vi = —— =
el lla,

alors vy ||a1€ — 0 donc v}, converge fortement vers 0, en sorte que

<ua1e7V]2>a1( - <u70>00 = OI
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mais on a aussi
<uOt1€>Vle>Oc1e > 1,

ce qui est absurde.

Pour 'autre inégalité on prencl un filet (Wa)a convergeant fortement vers u (11 y

en a un A’aprés H38), alors

0 < 1iminf“ua—WaHi
«

hrr;inf(“uani + HWaHi — 2<ua7 Wa)a)

lim inf lualZ = IullZ,
|'assertion finale provient de 1’égalité suivante
Hua - Wa”i = HuaHi + HWaHi - 2<U0m Wa>a-
et cle [.38. O

La propriété suivante caractérise la convergence forte a I'aide de la convergence faible.

Propriété 1.42.
Soit u € H alors u, —u fortement si, et seulement s1, <ua, Va>a —><u, V>OO pour tout ][i/et

(Va)aca va € Lg Convergeantfaiuement vers v € LOZO.

Preuve. Suivant la définition 1.39 la condition est de maniére évidente nécessaire. Réci-

proquement pour tout (Va) convergeant fortement (clonc fai]olemen’t) vers v on a

<ua7 Va>a — <u7 V>oo
a—+0o0

en sorte que le filet (ua) converge faiblement. Introduisons-le dans 171'1ypot11ése, cela nous
2

Sor On conclut en utilisant la propriété I.41

O

donne la convergence du filet HuaHi vers ||ul|
Remarque [.43. Si pour tout «, Li = LOZO on obtient les convergences usuelles.

H.Z.l) Converg’ence des opérateurs bornés

Notons C(Lgo) 'ensemble des opérateurs linéaires bornés sur LOZO, et || . ||5Oo leur
norme. Soit By, € E(LOZO) et B, € [,(Laz) pour tout a € A.

Théoreme et définition I.44.

Soit u, v € LOZO et (Ua)aeA/ (Va)aeA deux ][i/ets de vecteurs, u,, v, € Lg alors on dit
que (Bga)aca converge ][ortement (resp. ][ailyiement, compactement) vers B si Byu, — Bu
fortement (resp. fail;/ement, fortement) pour tout (ua) convergeant][ortement (resp. faiZJ/ement,
faib/ement) vers u <

1im<Baua, Va>a = <Bu, V>oo (H—IS)

pour tout (ua), (Va), u et v tels que u, —u fortement (resp. ][aib/ement, fai]alement) et
Vo — V][ai]y/ement (resp. fortement, fai]alement)
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Preuve. L’équivalence provient de la propriété 1.42 et de la définition 1.39 U

Remarque 1.45. Ainsi définie la convergence forte des opérateurs est équivalente ala
convergence faible de leurs acljoints, en sorte que des opérateurs convergent compactement
si, et seulement si, leurs acljoints convergent compactement. Enfin pour les opérateurs

auto—adjoin’cs les deux premiéres notions sont équivalen’ces.

On note B* 'adjoint de B.
Propriété I.46.

Si le ][i/et (B,) converge compactement vers B alors B et B* sont des opérateurs compacts.

Preuve. Supposons que le filet converge compactement. Soit (Vﬁ) geB un filet convergeant
faiblement vers v dans Lgo. Alors

<u,BVﬂ>oo = <B*u,Vﬂ>oo —><B*U7V>oo = <u,Bv>oo

ce qui traduit la convergence faible de Bvg vers Byv. Pour tout 3 notons (u,3) un filet
tel que hma Ugp = V3 fortement. Par convergence compacte des B, on a la convergence
forte de Bauga g vers Bvg, ceci pour tout 5. Soit un filet de réels positifs (e(9))s tel que
hmﬁ E(ﬁ) = 0. Alors il existe Oz(ﬂ) telle que, pour tout v = Oz(ﬁ),

|1 Baaslla = 1Bvslloo| < ().

Si on note w3 = Ua(B),8 alors

lim wg =V faiblement

et donc la convergence compacte implique la convergence forte du filet Ba(ﬁ) W3 vers By,

or par construction,

lim] | Bagey ws lags) — | Bvslloc| = 0.
on en déduit donc que || Bvg|lco = || Bv||oo. On conclut grice A la propriété L.41. 0

En ce qui concerne les normes des opérateurs on peut énoncer ce qui suit,

Propriété 1.47.
Si B,— B fortement alors

1irr;in£ HBaHEa > ||BH£<X>

si de p/us la convergence est compacte il ya éga/ité.

Preuve. Soit € > 0, il existe donc u € Lfo normé tel que ||Bulloc > ||Bllz., — € On
prend maintenant un filet (uq) convergeant fortement vers u. Alors |lualla — 1, de plus

par convergence forte des (B,), on a ||Baugl||la — || Bu|oo, en sorte que

1irr;ianBa||£a > 1irr;inf% = ||Bul|, > [IBllz —€
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Supposons que le filet converge compactement et montrons 1’inéga1ité inverse. On prencl

un filet (ua) de vecteurs normés tel que,

h;n‘HBaHCa - HBauaHa‘ =0.

Quitte a prenclre un sous—filet, on peut supposer que (ua) converge faiblement vers u. En
tenant compte de [.41, on a ||ul|e < 1. De plus la convergence compacte implique la

convergence forte de B,u, vers Bu, on obtient alors,

Bu
1Bllee > 1P > o, = L Bl =l [ Bulle.

Hu”oo



Deuxiéme Chapitre

Spectres asymptotiques des

nilvariétés g’ra(luées

Introduction

Depuis M. Gromov [Gro81] nous savons que les seuls groupes a croissance poly—
nomiale sont ceux possédan’t un sous-groupe nilpoten’c d’indice fini. Il est donc normal, du
point de vue riemannien, de s'intéresser aux nilvariétés, les quotients compacts de groupe
de Lie dont 17algé1)re de Lie est nilpotente. C’est dans ce cadre que se situe le travail de
P. Pansu [Pan82] qui a étudié le volume des grancles boules sur le revétement universel des
nilvariétés munies d'une métrique riemannienne. Cette étude faisait apparaitre une famille
de métriques non-riemanniennes, dites de Carnot—Carathéoclory, que 'on appeHe aussi au-
jourcﬂlui sous-riemanniennes. Leur étude s'est Leaucoup cléveloppée et on les trouve au
centre d'un certain nombre de théories, citons entre autres la théorie du contréle, la phy—
sique non holonome et la géométrie sous-riemannienne. Cest dans ce cadre que se place
ce chapitre. En effet, si du point de vu macroscopique les métriques riemanniennes se
comportent comme des métriques sous-riemanniennes invariantes a gauche, qu’en est-il
du 1ap1acien sur les gran&es boules ? Le cas invariant a gauche nous en donne une idée.
Celui-ci tend 2 se comporter comme un opérateur hypoeﬂiptique, que I'on appeﬂe 1ap1a—
cien de Kohn. Il est associé¢ a la métrique de Carnot—Carathéoclory apparaissant dans I'étude

macroscopique.

Cepen&ant dans le cas général les comportements sont bien plus complexes. Aussi
nous sommes-nous placé dans un cadre sous-riemannien, qui nous semble adap’té al'stude
macroscopique des nilvariétés. Dans ce ca(lre, le seul 1aplacien usuellement étudié est le
1aplacien de Kohn. Ce cas est trés restrictifs puisqu’il ne concerne que les métriques sous-
riemanniennes invariantes a gauche, il est donc naturel de demander il existe un laplacien
aclapté dans le cas non invariant a gauc}le. Dans un premier temps nous introduisons donc
une famille de laplaciens sous-riemanniens (cf I.l.d), qui coincide avec le Laplacien de
Kohn dans le cas invariant a gauche, et qui partage certaines de ses propriétés, notamment
17hypoeﬂiptici’cé. Dans un second temps nous étudierons le spectre de ces 1aplaciens sous-
riemanniens sur les boules de granc] rayon. Nous montrerons que celui-ci se comporte

asymptotiquement comme le spectre d’un 1aplacien de Kohn, pour une métrique invariante
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a gauche, généralement différente de la distance obtenue par P. Pansu [Pan82]. Pour y

parvenir nous utiliserons certaines notions de convergence des opérateurs, introduites en

LIL

I Géométrie sous-riemanniennes des

nilvariétés gracluées

I.1 Définitions des ol)jets studiés

[.1.a— On s’intéresse aux algé]ores de Lie nﬂpotentes U qui possédent une

gradua’cion, ¢’est-a-dire une décomposition de la forme suivante :
u=Viae---aV,

teﬂe que

1. V;est un supplémentaire de u'*1 dans v ;
2. [V, V)] C Vi

N 17 4
ou lon a pose

ul =y, Wt = Jul ul. (IT-1)

Les algébres de Lie nilpo’tentes d’ordre 2 sont toutes gra(luées. Il existe cependan’t
des algélores de Lie nilpoten’te non gracluées des la dimension 6.

A toute graclua’tion (Vi) est attaché un groupe a un parametre d’automor-
phismes :
0, :0,(x) = p'xsix € V.

appelées dilatations. Lexistence d’une telle dilatation est en fait équivalente 3 |existence

d'une gracluation, et Cest la principal vertue des algé]ores gracluées.

Nous allons a présent nous restreindre aux quotients compacts des groupes de
Lie simplement connexes dont 1’a1gé]3re de Lie est nilpotente. Clest ce que I'on appeﬂe les
nilvariétés. Si 17a1gélore de Lie est de plus graduée nous parlerons de nilvariété graduée (1e

groupe de Lie simplemen’t connexe est parfois appelé, dans ce cas, groupe de Carnot ).

I.1.b— Soit M une nilvariété gracluée, i,e. M* = T'\ G ot G est un groupe
de Lie simplement connexe, dont 1’algé1)re de Lie est nilpotente et graduée, et I un sous-
groupe co-compact de G. La graclua’tion induit une distribution H, en transportant par
translation a gauche 1’espace Via 17origine. On suppose M" muni d’une métrique sous-

riemannienne g sur H. i.e. la donnée d'un procluit scalaire en chaque point x de M" sur

H..

En raison de 17}1ypot11ése de gra&ua’cion, une base de V| vérifie les conditions
d’Hérmander, en sorte que cette métrique détermine une distance clg sur M ", dite distance
sous-riemannienne ou distance de Carno’t—Carathéodory. On reléve tous ces éléments sur
le revetement universel G ot 'on obtient donc une métrique ¢ invariante par I'action
a gauche du sous-groupe cocompact I' (mais par forcément par G),on dira que g est

périoclique. On notera Dr un domaine fondamental pour l'action de I' a gauche.
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Nous appeHerons métriques ré-échelonnées la famille de métriques g, =

%(5,))"@, pour p > 0.

I.1.c — Donnons nous une base X, ... 7Xc11 de Vi, elle induit une famille de
champs de vecteurs dans H, qui en tous points détermine une base du transporté de V1. En
prenant les crochets successifs on obtient des bases des V:. En prenant les formes cluales,
nous obtenons une forme volume dX sur la variété. Celle-ci étant invariante a gauc}le par

G, son intégration nous donne une mesure de Haar.

Soit une meétrique L sur H et notons (Aij (X)) la matrice de la meétrique sous-
riemannienne dans la base (Xl, ... ,Xdl) au point x. On note Ji = dim (\/1) La dimen-

sion homog’éne de la variété est le nombre d = Zf icll-.

Définition II.1 (Volume sous-riemannien).
Nous définissons le volume sous-riemannien comme étant la mesure de Haussdorff
d-dimensionnelle i induite par la distance sous-riemannienne. On notera F(b,x) la

densité de la mesure, qui &épen& de la métrique et des coorclonnées, telle que

i (A) = / F(h,x)ds

Exemple ]I]IZ. Dans le cas cles tores, F(l] 5 X) C]X = clet (}11‘}‘)1/2 (X) C]X i.e. 1& forme Volume

usuelle associée a la métrique riemannienne. Pour le premier groupe de Heisenberg, i.e.
R3 muni de la multiplication O6n Q) * (', ¢) = (x+xXsn+n,(+ +x71), on
prend H, = Vect{ax,an + X@n} et, soit L une métrique sur H, on a F(}I,X) dx =
det (h;) dxdnd¢

Remarque I1.3. On pourra aussi étudier le cas ot 'on se donne une mesure a partir
d’une densité F définissant une forme volume ne clépenclant pas du systéme de coordon-
née a automorp}lisme prés, i.e., soit ¢ un isomorphisme du groupe de Lie qui envoie les

coordonnées x sur y, on demande que 1’éga1ité suivante soit vérifiée :
F(h,x) dx = F(h.y) dy

Principalement ce que I'on veut, cest que la fonction F vérifie, F(gp, x) = F(g, 5px) (voir

définition de gp en I.l.]o).

I.1.d— A présent on se dote “(tlyun opérateur sous-riemannien ressemblant au
1aplacien, adapté a la mesure. Notons (g;f[) la matrice inverse de la matrice (gij) représen-
tant la meétrique sous-riemannienne é dans la base (Xl, ... ,AXH) et définissons le 1aplacien

sous-riemannien associé par,

dy
1 ..
Al[:—,iEX,'F',X I’Xjf.
H F(g,x) ( (g )g’)-{ )

ij=1

On rappel que, puisque les (Xi):l,...,dl vérifient les conditions d’'Hormander, 1yopérateur

1

Ay est hypoelliptique.

On procéde de la méme maniere pour les métriques ré-échelonnées. On note o

la mesure associée a gp et Ap le sous—laplacien. Enfin (gg) sera la matrice inverse de la

matrice de Sp dans la base Xi,. .. >XJ1-
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1.2 Etude macroscopique des mesures
[.2.a Convergence des compacts

On rappeue que (5p) pck+ est une famille de dilatations associées au groupe de Lie
G. On se donne une métrique sous-riemannienne invariante par I'action a gauche de T.
On rappeﬂe que P. Pansu dans [Pan82] montre qu’ﬂ existe une norme de groupe || + |0

que I'on appeﬂe norme stalole, et une distance cloo sur G homogéne, i.e,
CIOO((pra 5p)’) = pc]oo(x,y)
et telle que
. d(0,x,6,y)

pP— 00 p

= CIOO(X>Y)>
pour tout x et y dans G, avec
(Joo(x,y) = inf{/l ||7,HOo dt ‘ ’y(O) = x,’y(l) = y et, pour presque tout t,’)// S H} .
0
de sorte que, en notant Dr un domaine fondamental pour 'action de I, et pour une

_ pe(Dr)
Hoo = (D) "

mesure &e Haar M osur G

Lemme I1.4.
Soit £ une fonction dans LI(A, ,u), oit A est un sous ensemble compact de G ayant un bord

a]e mesure nu//e pour , a/ors

1
;/Mfﬁ;(x) dpg(x) = /Af(x) dpy(x) — A{d““’ (I1-2)

R—+o0
P
autrement a’it, la suite des mesures Wy converge vaguement vers [loo Sur A.

Preuve. 1l suffit de le vérifier pour des fonctions continues :

On note * la loi de groupe. Soient z1,. .. vz et Gy, Q) des éléments de I tels
que
J=*Dr co,A | J¢=*Dr
i j
et G*DpN (5pA #Ppourj=1,... ,] (ona donc encadrs A par des unions de « pavés »

dilatés de domaines fondamen’caux) , en remarquant alors que,

,(Dr) = ‘:j((l?:))u(w — (D),

on obtient facilement les inégali’tés suivantes

S il £(x) peel(Dr) <

5px€z,' *1)1"

1

/6A {(5% (X)) Cl:“g(x) < Z sup {(x) fioo(Dr)  (II-3)

6pX€(<i*DF)m6pA
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On divise maintenant tous les membres par p‘l, ce qui nous clonne,

inf f o (01/,Dr) <
F Xe&l/ir(lzi*DF) (X)'“ (l/p F)_

JHanm <3 sn 09 plyDe) (014

j X€51/p(<i*1)r)ﬂA

les termes extrémes sont les intégrales de suites de fonctions, plus précisément (yp étant

la fonction caractéristique de I'ensemble E ),
—a gauche {gp(x) = Zi in €61, (z+Dr) f(x) X6, ,(z*Dr) i
N o [P —
—eta C].I'Olte J{l - Z] suPX€51/p(<i*1)F)ﬂA {(X) X(Sl/p(ci*DF)mA’
convergeant simplement vers f. Par conséquent en vertu du théoreme de convergence do-

minée, ils convergent tous les deux vers fA f cl,uoo (X) entrainant avec eux le terme cen-

tral. [l

Notons dp(x,y) = clg (5p(x), (5p(y)>/p (i.e. la distance associée a la métrique ré-

échelonnée gp) et résumons ce qui vient d’etre fait

Théoréme IL.5.
Soit A un compact de G alors la suite (A, c]p, ,up)p converge au sens de Gromov—Hausa’orﬁ[

mesuré vers (A, c]oo, ,uoo)'

Preuve. 1l suffit de montrer que, pour tout € > 0, il existe un e-réseau fini (X], o ,XN)
de (A, doo) et un e-réseau fini (Yb ey N) de (A, dp), pour p suffisamment grand, tels
que

CIOO(XHXJ’)
dﬂ(yi’}’j)

—l'ga

Soit r > 0 un réel, et soient (71,--.,7N) tous les points de T tels que, pour
i=1,...,N, 51/r%‘ C A.Onnote x; = 51/r%‘, pour i = 1,...,N.

On remarque d'une part qu’il existe, en raison de I'invariance par I'action a gauche
du groupe co-compact I, deux constantes « et 15} telles que,

a‘JOO(X7Y) < Clg(X>.Y) < HCIOO(XLV) (IL-5)

en sorte que, pour tout point x de A, en prenant le point x; le plus proche (correspondant

au point deT'le plus proche de .x) on obtient, pour une constante C donnée (1e diametre

de M™),

cloo(x,xi) < i(Jg((’);x, ’yi) < iC

ar or

et, en réinjectant cela dans I1-5, on o]atient,

clp(x, Xi) < ﬁC

ar

Ainsi, pour r suffisamment grancl, (xl, . ,XN) est un e-réseau de (A, c]oo) et des (A, c]p).
Fixons un tel T, alors pour p suffisamment grancl, les résultats de P. Pansu [Pan82]
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donnen’t, pour tout i,

doo (i, %) 1’ <e.

Clp (Xi y Xl)

Ceci nous permet de conclure quant a la convergence au sens de Gromov-Haussdorff de
la suite (A, CZR) vers (A, Cloo) Le lemme 1.4 nous donne la convergence de lrintégrale des
fonctions de la définition (1.36). U

I1.2.b Le cas des boules sous-riemanniennes

COI’ICGHtI’Ol’lS nous sur 1es }3011168 sous-riemanniennes. On notera

Bwo(p) = {x € G | dx(e,x) < p}

et
By(p) = {x € G | dile.x) < p}.

Théoréme I1.6.
Le ][i/et (51/pBg(p), clp, up) converge vers (Boo(l), JOO, ,uoo) au sens de Gromov—Hauschorﬁ[

mesuré.

Preuve. Cela provient du fait que 91,8, (p) est la boule unité pour dp. Ainsi si
CIOO(O,X) < 1 pour p suffisamment gran& CIP(O,X) < let donc x € (51/pBg(p). De sorte
que le raisonnement fait pour le lemme II.5 est encore Valaljle, 3 condition de prenclre
p suffisamment grancl pour que les éléments du e-réseau soient hien dans & 1 /pBg (p). La

partie convergence vague des mesures provient de la convergence simple de clp(O, x) vers

(JOO(O,X) sur Boo(1) \ 0B (1). 0

En prenant la fonction constamment égale 3 1 on obtient

Corollaire T1.6.bis

Onala convergence et la limite suivante

lim Mg<Bi(,0)) — Moo(Boo(l))

p—+oo P

7 . . .
que ['on appe//era volume asymptotique sous-riemannien.

Remarque II.7. On remarquera que les théoremes TI.5 et TI.6 sont essentiellement da
au fait que la métrique g étudiée est invariante par I'action a gauche d’un sous-groupe
I'de G co-compact. Il faut noter qu’ils sont encore valide si 'on prend une metrique
riemannienne sur M” et qu'on la releve sur G. Dans les deux cas les questions qui nous
préoccupent sont :
— Peut-on caractériser les métriques (sous-)riemanniennes invariantes a gauche
par G grace au volume asymptotique (sous-)riemannien ¢
— Que peut-on dire sur le comportement du spectre de Dirichlet du 1aplacien
(sous-)riemannien sur les boules B,(p) quand p — +00?

dans les parties qui suivent on va réponclre a la seconde question.
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II  Structures sPectrales

II.1 Probléme étudié

Dans la partie précéclente nous avons introduit au paragrap}le 1.1.d une famille de
laplaciens sous-riemanniens (A,). Lintérét de ces opérateurs réside principalement dans
p p P p p

la propriété suivante :

Propriété I1.8.
Soit £ : G — R une ][onction, en notant [p(x) = 1[(5,0(}()) ona /%’ga/fté suivante sur G :

(Aph) (x) = p? (AH{)p(X)

en sorte que les valeurs propres de A, sur le domaine D sont exactement les valeurs propres de

Agq sur 8,D multiplhées par p*.
Preuve. Cela provient du fait que pour X; € V; on a

Xi - £ (x) = p(X; - H)(6,5) = p(X; - (%), (I1-6)
Puisque par construction

F (g, x)g)(Xi - ), = (F(e,x)}Xi - ),
(en effet on a F(g, 5px) = F(gp, X) ) il vient

X; - (F(g,x)gXi - f) (x) = p(Xf - (F(g,x)g1X; -f))p(x) (I1-7)

En combinant les égali’cés (I1-6) et (I1-7) il n'est pas difficile de conclure. 1 assertion finale
est évidente. U

Au lieu d’studier le 1ap1acien Ay sur les domaines d,D (resp. By (p)), on peut se
ramener a |'étude des 1ap1aciens A, sur D (resp. 01/,By (p) ), en sorte que I'on se ramene a
I'étude d’une suite d’opéra’teurs agissant sur L2(D, ,up) — resp.L2(51/pBg (p), up). Comme
onl'a vu en 1.5 (resp. I1.6), les espaces (D, clp, ) (resp. (51/pBg (p), clp, [,)) convergent
au sens de Gromov-Haussdorff mesuré. On peut donc se placer dans la situation de I1.2 et
se demander quel type de convergence doivent vérifier les opérateurs sur LZ(D, ,up) (resp.
L2(51/pBg (p), ,up)) pour entrainer avec eux leur spectre. Le but des prochains paragraphes
est de donner une réponse adaptée a notre probléma’cique.

I1.2 Converg’ence des structures spectrales

II.2.a— Dans ce paragraphe on considére Lfo en tant qu’espace de Hiﬂ)ert, A
et Aa seront &es opérateurs auto—adjoints. On notera E et Ea leur mesure spectrale (cf
Rudin [Ru&()l] par exemple) et R, Rﬁ‘ les résolvantes pour [ dans 17espace résolvant (i.e.
hors du spectre). On désire étudier les liens entre la convergence des opérateurs (A,), des
mesures spectrales (E,) et des résolvantes R;f ; nous allons montrer que la convergence de

17un entraine 1a convergence cles autres, cest 1e contenu &u théoréme II.9.
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Théoreme II.9.
Soient (Ay) et A des opérateurs auto—ac]joints, (E,) et E leur mesure spectra/e respectives
et R;f , R, les résolvantes pour [ dans | espace résolvant. Alors les assertions suivantes sont

4. /
équivalentes

1. Rﬁ‘ — R, ][ortement (resp. compactement) pour hors de la réunion des spectres des
A, et A.

2. QO(AO() — cp(A) fortement (resp. compactement) pour toute fonction continue a support
compact ¢ : R — C.

3. valAa) — ©(A) ][ortement (resp. compactement) pour tout fi/et {¢a | R — C}

e fonctions continues, s'annulant a /’inﬁni et convergeant uniformément vers , une

][onction s'annulant & /’1'nf;'ni.

4. E, (])\, u]) — E (])\, u]) ][ortement (resp. compactement) pour toute paire de nombres
réels qui ne sont pas dans le spectre de A.

5. <Eaua, Va>a — <Eu, V>oo vaguement pour tous ][i/ets de vecteurs (Ua)aeA et (Va)aeA

tels que uy, — u ][ortement et vo — Vfaib/ement (resp. u, — u faib/ement et vy — v

][a iblement).

Preuve. 3 implique facilement 2et].

1 = 2 et 3 Considérons 'ensemble A des fonctions (¢, continues, s'annulant a l'infini
telles que ©(A}) converge fortement (resp. compactement) vers p(A). Remarquons que
pour toute paire de fonctions bornées 0, :R—Cona

[e(AL) = DA, [[o(A) —v(A)] < i‘;ﬂ%‘@(") —¥(x)]

de sorte qu'une limite uniforme de fonction dans A est encore dans A. C'est donc une
algébre fermée pour la convergence uniforme et la conjugaison complexe. Comme elle
contient les fonctions de la forme x +— (¢— X)_l pour ¢ € C\R elle sépare les points de
R. Alinsi, par le théoreme de Stone-Weierstrass, elle contient toutes les fonctions qui s'an-
nulent a l'infini. Ce qui démontre 2. Considérons un filet (o) convergeant uniformément
vers une fonction s’annulant 3 l'infini. Alors, soit une suite (ua) convergeant fortement

(resp. faiblemen’c) et (v,) une suite convergeant fail)lemen’t,

}<30a(Aa)u0n va) = (¢(A)u, V>}
< }(g&a(Aa)ua, va) — (¢p(Ad) ua, Va)} + }(@(Aa)uow Va) = (¢(A)u, V>‘
< ig}g\%(@ —0(®)] - Nuall - [vall + [{#(Aa) ta; va) = (6(A)u, )]

le premier terme de droite tend vers 0, grace a la convergence uniforme, et le dernier
égalemen’c car @ est une fonction s’annulant a l'infini et continue, donc dans A. Soient
u, ve Lfo et (ua)aEA/ (Va)aeA des filets tels que uy, — u fortement (resp. faihlemen’t) et

Voo — V faiblement (resp. faiblemen’c). Posons a, = <Eaua, Va>a et apo = <Eu, V>OO, alors

(P(A), Voo = / o dane, ase (1A 1]) = (BN ), v)oe

et les mémes formules avec an, Ay et Ea(])\, ]). Les équivalences 2-5 proviennent sim-

plement des définitions T.44. O
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m2.b— Rappelons qu'une forme quaclratique Q sur un espace de Hilbert H
sur C (resp. R) est obtenu a partir d’une forme sesquilinéaire (resp. bilinéaire) , symétrique
et positive £ : D(E) x D(E) — C (resp. R), ott D(E) C H est un sous-espace vectoriel,
en posant Q(u) = &(u,u). On remarquera que & (u,v) = (u,v)y + E(u,v) pour u,
v € D(E) est aussi une forme sesquihnéaire (resp. Lﬂinéaire) symétrique et positive. De
sorte que D(g) muni de &l devient un espace pré—hiﬂ)ertien. On dira que Q est fermée si,
et seulement si, (D(g ), 51) est comple’t. Dans la suite on identifiera la forme quadra’cique
Q avec la forme quaclratique étendue & définie par E(u) = Q(u) sur D(E) et E(u) = o0

sur H\ D (5 ) Dans ce cas, la fermeture de & est équivalen’ce 3 la semi-continuité inférieure

de £E:H— R

Définition I1.10 (Compacité asymptotique).

Soit un filet (ga) de formes quadratiques fermées, ot &, est une forme quaclratique sur
Lﬁ, pour tout « € A. On dira que ce filet est asymptotiquement compact si, et seulement
si, de tout filet (Va)a tel que

lim su Eolvy) + ||va 2 < 00
p a

07

on peut extraire un sous-filet fortement convergeant.

I1.2.c — Une structure spectrale sur un espace de Hilbert H sur C (resp. R)

est la donnée d'un ensemble
Y ={A&EE(T),(R)}

ott A estun opérateur auto—adjoint, défini et positif sur H, vu comme le générateur infini-
tésimal associé a une forme quaclra’tique & définie sur un sous espace dense ( déterminé par
D((‘:) = D(\/X) et 5(11, V) = <\/Xu, \/KV>’)-{ pour u et v dans D(g) ), E est la mesure
spectrale, (Tt)tzo est un semi-groupe a un parametre de contractions fortements continues
(Tt = e_tA, t > 0)et (RC) est une résolvante fortement continue (RC = (C - A)_l pour
¢ €p(A), ott p(A) est I'ensemble résolvant de A).

Dans la suite on étudiera des structures spectrales Y sur Lg , on notera alors

Yia = {Aougon Eow (Tta)> (R(a)}

Définition I1.11.

Soient (EQ)QGA un filet, avec Y, une structure spectrale sur Li, pour tout a € A, et
2

oo/

> une structure spectrale sur L on dira que le filet (Za)a converge fortement (resp.

compactement) vers ¥ si, et seulement si 'une des conditions équivalentes du théoreme
I1.9 est vérifice.

Propriétés T1.12.
Soit (Xa)aca un ][i/et de structures spectra/es convergeant ][ortement vers X alors, pour toute

suite (Va)a convergeant][ailylement vers v, on a

E(v) < lim inf Ealva)

Si de p/us e fi/et (Ea)a converge compactement, alors e ][i/et des ][ormes quac]ratiques
(Ea) est asymptotiquement compact.
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Preuve. Supposons le filet de résolvantes (RY) fortement convergent. Notons
aé(u, v) = =Au — AR{u, v),

(approximation de Deny—Yosicla de la forme bilinéaire associée a &), alors le filet (aé(u, u))
converge vers E,(u) en croissant 1orsque A — —00 (c£ Mosco [Mos94] 1.(i)). Il est facile
de voir que, par hypothése, pour (ug) et (vo) convergeant respectivement fortement vers u
et faiblement vers v,

lim a(i‘(ua,va) = —)\<u — AR\ u, V>oo = aA(u, V).

On rappeﬂe que (c£ Dal Maso [Mas93] proposition 12.12)
a)‘(u, u) > a)‘(v, v) + 2A(v = AR\v, u — v) oo

en sorte que, pour tout filet v, convergeant faiblement vers u et w, un filet convergeant

fortement vers u,ona:
Ealva) > aé(va, Vo) > aé(wa, Wa) T 2Mwo — AR W, Vo — Wa)

ainsi lim inf, Ealva) > a)‘(u, u) pour tout A < 0, en faisant tendre A — —00, on conclut

a hminfa 5a(va) > g(u).
Supposons maintenant que (X,) converge compactement, et soit un filet

(Ua)aeA tel que
sup(ga(ua) + ||uaHi) <M < 0.

Qui’cte a pren&re un sous—]r:ilet on peut supposer que (ua)a converge faiblement vers u.

Soit p > 0 un nombre qui n’est pas dans le spectre de A, Puisque

1 Ealua) _ M
C1<Eaua7 ua>a < _/ )\Cl<Ea(>\)ua7ua>a < (u ) < —
Ip,o0l P J1pcol P P
on a M
lualls < | d(Eava, ua)a + —
[0,9] P
la convergence compacte implique que lim, lePJ d(Eaua, Ug)a = lePJ d(Eu, U)o en
sorte que
M M
limsup [Juall < [ d{Eu,u)o + — < [JullZ + —
a [0,p] P P

et, en faisant tendre p — 00, on obtient

lim sup [|ualf7 < [Jull3-

«

En utilisant le lemme 1.41 on en déduit la convergence forte du filet (ua). [

Afin d’stre exhaustif, voici une dernidre cléﬁnition, équivalente.

Théoreme I1.13.
Soient (Ea)ae A un fi/et de structures spectra/es sur les espaces Lg, ) une structure spectra/e
sur Lgo, alors Yo — Zfortemem‘ (resp. compactement) si, et seulement si, pour tout t > 0 e

fi/et (Tf‘) converge ][ortement (resp. compactement) vers T,
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I1.3 Comportement asymptotique du spectre

Considérons a présent un filet de structures spectrales (X4), comme défini en
I1.2.c et intéressons-nous plus particuliérement au spectre. Pour un opérateur (lonné, on

notera 0'( . ) son SPECJEIE. Ol)servons cl’aloorcl 16 cas cle 1& convergence £orte :

Proposition IT.14.
Si Y, — Efortement, a/ors, pour tout \ € J(A), il existe Ao € U(Aa) tel que e fi/et (/\

converge vers )\ on note ce/a b

o(A) C limo(A,)

«
Preuve. Soient A € 0(A) et e > 0, posons ( = \ + ie alors :

1 1 1
IR | 2o = - et IRl oo = - = -
¢ 1n£p€o(Aa) [ 1n£p€o(A) [ €

Par hypothése, le filet des résolvantes converge fortement en sorte que, par 1[47,

limsup inf [(—p| <c¢

a pEa(Aa)

cela étant vrai pour tout €, on conclut. U

Lemme II.15.
Si deux nombres réels a,l) tels que —00 < a < b < 400 ne sont pas dans le spectre de A

a/ors

a< |(|€(”2) <b pourtout u € E( ) -\ {0}.

(o1 E(]a,la]) = E(]a, +OO[> sih = +oo).
Preuve. Soient donc a < b deux nombres hors du spectre de A et

u € E(Ja, b1) L \ {0}

alors

dEu = E(la, b u:u_/dEu
Ja,b]

ainsi <Eu, u> = 0 sur ]R\ ])] Maintenant si u € D(
E(u) = (Au,u) = Ad ANu,u) = Ad Au, u
(0) = (Auu) = [ X(EWaw) /W (), )

et le dernier terme vérifie :

allull, = a | ]JJ<E(A)u,u> S/]”MNE(A)HM <b [ d(EMNu,u) = bllul

JaJ’J
U

Pour un borel I € R on note n(I) = dim E(I)Lgo et na(l) = dim EQ(I)Lg
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Proposition 11.16.
Soient a < b deux nombres hors du spectre de A. Si ¥, — Ej[ortement alors

hmainfna (]a, ]3]) > n(]a, ])])

en particu/ier

lim inf dim La2 > dim LOZO

Preuve. Prenons une base orthonormée {9013 | k= 1,.. .711(]&,])])} de E(]a,ln])Lfo.
Soit n € N un nombre fixé si n(]a,l)]) = 00, sinon n = n(]a,lj]). Alors il existe
des filets S L2 pour E=1,... . n tels que lim,, or = . Comme E, (]a,l)]) —
E(] 1)]) fortement en posant Tﬂk = (] l)]) ), on o]o’tlent

limy = E(la, bl)¢i = ¢4

en sorte que

1i;n< ?’@Dfé)a = <80i790j> = 0;
on en déduit que (1/11‘\)‘) k=1,.,n est une famille libre pour & suffisamment grancl et

lim infna (]a, l)]) >n

ceci démontre la premiere assertion ; pour la seconde cela provient du fait que n (]a, ])])

tend vers dim LOZO quand a— —c0eth — +o00. |

Regarclons maintenant ce que I'on obtient de plus en cas de convergence compacte :

Théoréme I.17.

Si ¥, — X converge compactement, a/ors, pour tout a,]a nombres réels hors du spectre de A
vérifiant a < l), et pour o suﬁ[isamment granzj, ng (]a,];]) = n(]a, l)]) En particu/ier Ja
limite des ensembles o (An) coincide avec & (A)

Preuve. La convergence compacte implique la compacité des opérateurs Rg, T, et

E(])\,,u]) (c£ ]1.46). Ainsi le spectre de A est discret, et donc n(]a,];]) < o0 si
a < b < 00. Notons (0 < ))\1 << <A, le spectre deA, ol

n=0 si le spectre est Vicle,
n €N sile spectre est fini et (IT-8)

n=o00 sile spectre est une suite qui tend vers |'infini.

Etape 1 : fixons un gp et posons A} = E(]—OO,)\l + €O]>L§ et Ay = LOZO, ol
AM =M +eg=00sin = 0. Soit
H1 = 1imin£in£{5a(u) | ||uHa =1, ue A(f‘}

le lemme II.15 nous permet de dire que lima g (] o0, [ ) 0, pour tout p € |—00, p1].
En appliquant la proposition .16 on obtient que n( —00, ) = (, autrement dit pour
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tout 1 < puy alors 1 < Aj done p; < Ay De sorte que, si 1 = +00 alors, n = 0 et
Lg =0 pour « suffisamment grand. Dans ce cas le théoreme est démontré.

Supposons que p1 < +00. Pour suffisamment grand on peut trouver des
vecteurs unitaires ¢ € A} tels que lim inf, Ea(go‘f) = p1. De la compacité asymptotique
es Cq on extrait un sous-tilet de acA tel que 1 = lim, ortement donc suivan
des & trait filet de (8 tel que 1 = limg ¢ fort td ivant
. 1) < p1. La convergence torte entraine la convergence des normes en sorte que
.12 E(p1) < 1. L gence forte entratne | gence d rte g

o]l = 1 et donc
AL = inf{g(u) [ull =1, ue Al} < E(p1) <y < +oo. (IT-9)

Par conséquent n >1, M\ = n1 = 5(@1) et ¢ est un vecteur propre de A pour Al

Remarquons de plus que, puisque E, (])\1 —€, M + 6]) — E(])\l — €, + 6])
fortement pour € > 0 fixé et que E (])\1 —€, M + 6]) — K ({)\1}) fortement quancl e — 0,
il existe un filet de nombres positifs e — 0 tel que E, (])\1 — €N+ 6?]) — K ({)\1}>
fortement. On en déduit un filet

Ui = Ea(lh — e M+ )9t = E({M})er = o1 (II-10)

Etape 2 : On pose A§ = E(]—OO, Ao+ 50])L§ N{pf)H Ay = (p1) et

o = 1imin£inf{ga(u) ‘ ||uHa =1, ué€ Ag}.

De nouveau le lemme I1.15 nous permet d’affirmer que limg ng (]—OO,,LL]) = 0, pour
tout 1 € (],ul,,uz[), et la proposition II.16 que s < Ay. De sorte que si puy = +o0,
on a les égalités n=1et Lg = (%) pour « suffisamment grancl. Supposons f1, < 00.
On prend des vecteurs unitaires 05 € Ag tels que lim infa ga(gog) = Uy. Alors le méme
raisonnement qu’é 17étape 1 donne n >2, A = s et la convergence forte d'un sous-filet
es vers (o vecteur propre de our la valeur propre Ay. De méme, on trouve un
des (5 ¢ propre de A pour la valeur propre As. De mé
ilet €5, — U tel que = E, —€ € — . résent remarquons que
fil 5 0 1q 5 E.(]\ g,)\z‘i' 5 Lé ©2 Ap' q q
pour tout € > 0 il existe o, € A tel que, pour tout & = @, on ait
1. Y e EQ(P\,' —€, A\ + €]>L§ pouri = 12;

2. si A\ +2€ < )\ alors
E,(JM —e, A +€l) L2 = () et E.(JM +e,M—¢])L7 = 0.
Etape 3 : On répéte ce procédé. Si on pose
® = E(]—00, A\, +eol) LEN @, ... ¢ )"

on obtient

)\1e = = liminfinf{ga(u) | Hu”a =1, ue AZ}

pour 3 < n. Soit ke {1, 2y ,n} quelconque et € > 0 suffisamment petit relativement
a k. Alors il existe ap . € A tel que, pour tout av = QL o



50 Chapitre II. Spectres asymptotiques des nilvariétés graduées

1. pourtout A € {Ay,...; \,_ et A <AL,
Ea(M—e A+ e) Lo = (4 [ p < i < av),

avecp)\Zmin{iGN’)\iZ)\}etq)\zmax{iEN|/\i=)\};
2. pour i = 1,...,k —1avec \; < A1,

E.(IN + € A1 —€]) L2 = {0}

Conclusion Soit a,b e R* \U(A) deux nombres donnés tels que a < l), alors ce qui

précéde montre que pour & suffisamment grancl
Ea(]a,])DLg = <¢If | E=1,...,naveca < AL < 1))

Ainsi n, (]a,ln]) coincide avec le nombre de k tels que a < A\, < 1), autrement dit

n(]a,lj]). ]

Concluons par le résultat qui nous concerne tout particuliérement.

Corollaire .17 .bis

Supposons que ¥, —> X compactement et que toutes les résolvantes Rf‘ soient compactes.
Notons alors AL (resp. )\Z‘ ) la k* valeur propre de A (resp. Ay ) avec mu/tip/icité. On pose
A\, = +oosi kb > dim L2 + 1 quand dim L2 < oo, et Af = 4o00si b >dimL?+1

quana’ dim LQZ < 00. Alors
lim )\Z =\

R

pour tout k

De p/us, soit {QDZ‘ | k= 1,..., dim Li} une base orthonormale de Lg telle que gog soit
vecteur propre de A, relativement a )\I(j. Alors il existe un sous—][i/et tel que pour tout k € Net
3 < dim LOZO les vecteurs goz convergent fortement vers Q] vecteur propre de A pour la valeur

propre \|, et tel que {¢} | k= 1,..., dim Lgo} soit une base orthonormale comp/éte de LOZO

Preuve. 1l faut reprenclre la démonstration du théoreme I1.17 en redéfinissant les AZ a

l'aide des o directement. 0

Remarque II.18. La ’cechnique utilisé fait appel 3 la caractérisation variationnelle des

Valeurs propres que 1701'1 appeﬂe min-max.
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IIT Homogénéisation sur les nilvariétés g’ra(luées

Nous allons a présent étudier le spectre du laplacien sous-riemannien Agy sur
p P p
les boules sous-riemanniennes. Plus précisément 17o]3jecti£ est de démontrer le théoreme

suivant :

Théoreme I1.19 (Spectre asymptotique, version sous-riemannienne).

Soit M™ = I'\G une nilvariéts graa[uée, munie d'une métrique sous-riemannienne g que/—
conque sur la distribution issue du premier espace de la gratjuation. Notons c]g la distance
sous-riemannienne, Bg(p) les boules centrées en /’identité, de rayon p, induites sur le revéte-

ment universel et \; (Bg (p)) la i valeur propre du /ap/acien sous-riemannien pour e pro]a/éme

de Dirichlet sur Bg (p).

Alors il existe un opérateur Zzypoe//iptique A, le /ap/acien de Kohn associé a une
métrique sous-riemannienne invariante a gauclle sur G, tel qu'en notant A\° sa i valeur
propre pour le proZJ/éme de Dirichlet sur la boule unité de la distance d. issue de la norme stable
on ait :

. 2 —
lim p?); (Bg(ﬂ)) = A7
p—00
Remarque I1.20. En d’autre terme, sur le revétement universel, on part d'une meétrique
sous-riemannienne invariante par I'action a gauche d’un sous-groupe co-compact [' et on
en déduit le comportement du 1ap1acien sous-riemannien sur les boules de grand rayon

grace a une métrique invariante a gauche par G.

III.1 Homogénéisation des laplaciens sous-riemanniens

Dans ce paragraphe nous aﬂons construire 170pérateur JAYS du théoreme I1.19.
Pour cela on commence par construire les fonctions X! périodiques et réguliéres relative-

ment i I" solutions de

di
i 1 ki
Apx' = —m ;Xk (F(gvX)gH) (IT-11)

qui existent suivant le lemme I1.26 puisque les fonctions F (g,X)g%‘:; sont périodiques
relativement a I’ (eHes sont définies sur le quotient) en sorte que la moyenne sur Dp de
ce terme est nulle. Alors on appeHera laplacien sous-riemannien homogénéisé lyopéra’teur

déterminé par (en aclop’cant les conventions d'Einstein pour les sommations) :

1

Af=—— b
f¢(Dr)

(/ g — en XX Jﬂg)?@&f (I1-12)
Dr

Remarque IM.21. Si X* est la 1-forme duale de X;pouri = 1,..., c]l définissons les

1-formes suivantes

w; = CIXI_X*
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alors, on peut remarquer que

/gH gﬁXIe'Xj Cl:ug
Dr

/D el (XX, —dx'X,) dpg

= - ( IIQXIQ) dﬂg
Dr

Munissons |'ensemble des 1-formes sur M de la forme hilinéaire définie par

W, w = a%)( CU')( J
< >2 Mg(DF) /Dr gH - Lk

alors on a

Lemme I1.22.
Soient w; = dx' — X pouri = 1,...,d, : on a 'égalits

d
Ak = (@i, @)X X, f

i,j=1

autrement dit, A est le /ap/acien de Kohn associé a la métrique sous-riemannienne invariante

a gauclze par G déterminée par la matrice inverse de la matrice ((w;, wj>2).

Preuve. Détaillons les calculs,
ts(Dr){wi, @j)2 = /D g% dpg +/D HCJX X, dx/- X dpg
i
ki 7. il 1.
_/ gndx’- X, dﬂg_/ g?idX"XI dpg
1)1" 1)1"
en utilisant 1'équation (IT-11) on obtient
i 1 I
s (D wi,w-2=/ ) dp, — — X, (F(g,X)gr) X du
g( F)< )> D SH g D F(g X) 1( (g ) ) g
—/ RS Jug—/ g1 Xix dig
1)1" 1)1"
de sorte qu’en intégrant par partie cela donne
(Dr)(w;, w;), = Vo dp, + kX d
He\ T ) (Wi, Wi )2 DgH Hg DgH LX d g
i

—/Dg’Xzex dpg — /gHXIX dpg
T

Dr
qui se simplifie comme suit :
Mg(DF)<wiawi>2 :/D g?i dﬂg_/l) gH XX dﬂg
T

ce qui termine la démonstration. |
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II1.2 Espaces de Sobolev a(laptés

Soit v une fonction différentiable sur G. On appeﬂera graclien’t sous-riemannien

de vle champs de vecteurs VHgV sur H défini par
ClVX X = gX(V'}-LgV(X)?X), Vxée G, vX € H,.

On définira aussi le champs de vecteurs Vv par Vmgv = (g;i{)V'HV (Les coordonnées
de Vv sont simplement JVXX)

Définition II1.23.

On dira d’une fonction qu’eue est périodique relativement a T’ si, et seulement si, pour
tout x € G et v € T elle vérifie
Hy#x) = {(x)

Définition I1.24.
Une fonction sera dite périoclique et réguliére relativement a T, si elle est la limite d'une

suite de fonctions C OO(G) et périoc]ique relativement a T’ pour la norme
Mer = [ WP die+ [ Vol di
Dr Dr
On notera D%(Q,,ug) I'adhérence de lrespace COOO(Q) pour la norme || . Hg,Qr

vl q = / w2 dpsg + / Voeev i

dans DH(Q, ug) = {V S LZ(Q,,Mg) ‘ HVHgQ < +OO} et D%er(Q,,ug) le sous espace fermé
des fonctions périocliques et réguliéres relativement a T" dans Dy (Q, ug).

donné par

Théoreme I1.25.
Soit D un domaine compact de G, alors /’espace D%(D, ug) s'injecte compactement dans
/’espace Lz(D, )

Pour une démonstration de ce théoreme on pourra consulter [FSCO7] théoreme

3.4, ou [Dan91].

Lemme I1.26.
Pour tout { € LZ(DF) /’équation

Ay () = f dans Dr (IT-13)

admet une unique solution fai]yle périoc]ique et régu/iére relativement a T (@ une constante addi-
tive prés) si, et seulement si, fDr f J,ug = 0.

Preuve. On cherche (NS Dﬁffr(Dp, ,ug) telle que

4
/ Z g;{[ le Xi¢ cl,ug = 1[925 c],ug, pour tout ¢ € D;fr(Dp, ,ug). (IT-14)
DF DF

ij=1
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en prenant pour ¢ une fonction constante, la condition s'avere nécessaire. Réciproque-
ment, la condition de moyenne nulle sur { nous permet de définir une applica’cion lindaire
sur D%er(Dp, ,ug) = D%er(Dp, ug)/R. Les conditions d'Hormander étant Vérifiées, la forme

bilinéaire symétrique

DY (Dr,pg)* — R
c]l ij
(¢a¢) = po Zi,,':lg;[ Xﬂ/] Xio dlug

est définie et positive, en sorte que le théoreme de représentation de Riesz permet de
conclure. 0

Lemme 11.27.
Soit £ € Ll(Dr), et £§ Ja ][onction déterminée par ﬂ(f) = 1[<(5t(§)), s1 1llt est son extension

périoalique relativement a T, elle converge L *° ][aib/ement %

1
b KO dps(&) = Mt II-15
(LooYaiblex g (Dr) Sy (€)d s () = M(t) ( )

La démonstration de ce lemme est la méme que celle du lemme TT.4

Dans la suite on notera || - ||H,p (pour p € @) la norme déterminée par

v, = / P, + / Va2 diyp, p R, (I1-16)

les espaces Lg(Q) = L2(Q, up), DPO(Q) I'adhérence pour la norme Il - HH,p des fonctions
R (Q) dans 17espace D,(Q) = {V € Lz(Q,,up) | ||V||%_{7p < OO}

II1.3 Convergence compacte des résolvantes

Dans cette section on notera Bp(l) la boule unité pour la distance clp associée a

la métrique ré-échelonnée gp. On introduit les formes bilinéaires suivantes

ap(u,v) = / g;;j Xiu )(jv c],up
B, (1)

et
ai(uav) = ap(u,v) + )\(H,V)p

(u,v)pz/ av dp,
B,(1)

Remarque I1.28. Dela périodici’cé des métriques étudiées et de 17hypoeﬂiptici’cé, on déduit
I'existence de constantes « et 16} telles que (c£ définition I1-16)

avec

allv3, < af(v.v) < Blviiz,
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III.3.a Compacité asymptotique

On notera

L= |_| Lz(Bp(l)a Np)

Lemme I1.29 (Lemme pivot).
Soit un ][i/et (up)p, avec u, € Dpo (Bp(l)) pour tout p, s'il existe une constante C telle que
pour tout p > 0 on ait

lugll7,, < C

alors ce ][i/et admet un sous—][i/et ][ortement convergent dans L.

Preuve. Soit B = Upo(l), on va montrer que la convergence forte dans LZ(B, ,uoo)
implique la convergence forte dans £2. Le théoreme I1.25 permettant de conclure.

Remarquons qu’en raison de la périoclicité (i.e. I'invariance par I'action a gauche
d'un sous-groupe co-compact I') on a I'existence de constantes o et 154 telles que (cf deéfi-

nition II-1 ())

allviree < [Ivll#, < Bliviia.co

Commencgons par prendre un filet (u,) et supposons qu'il converge fortement dans

¢ par p p PP q g

L2 B, 0o), Vers us, (on suppose bien stir que u, € DY(B,(1 our tout p car cela
2 PP q p p \(Pp p p

sufﬁt) alors on considere une suite de fonctions (cp)pey ot ¢, € C(())o (Boo(l)), pour tout

k , qui converge fortement vers Upo, fixons k et remarquons que pour p suffisamment grand

son support sera clans Bp(l) or

ler = ol < Bller = tooll,00 + Blltte = t1plr,00

soit € > 0 alors pour k suffisamment grancl Bller, — tool|H,00 < €. On le fixe puis on

choisit p pour faire tendre le second terme vers 0.

Pour conclure il faut remarquer que, par hypo’thése, le filet (up) est borné dans
DO(B, ,uoo) ce qui nous permet, en appliquant le théoreme I1.25, d’en extraire un sous-
filet fortement convergent dans LZ(B, ,uoo), et donc dans ﬁz, par ce qui précécle. 0

Dans tout ce qui suit on notera la structure spectrale sur L pZ , pour p € @, donnée

par Ap comme suit

Ep = {Apa 5p7 Ep7 (Ttp)teRﬂ (R[L))H«<0}
[1.3.b Preuve énergétique
Pour une algébre de Lie nilpoten’ce, 1'exponentieﬂe est un digéomorphisme entre
17algé]3re et le groupe de Lie. On note In son inverse et X le duale du champ de vecteur

X; (cf paragraphe [.1.c). Soit p; : G — R définie par p;(g) = X In (g), alors en vertu
de la formule de CamploeH—Haussclorg, i.e.

In (X*y) =lIn (X) +1In (y) + é[ln (X),ln (y)} + C(X,y)
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ot C(x,y) e’ pour i = 1,....,djona:
X' In(xxy) = X'In(x) + X' In (y)

autrement di’c, @;pouri = 1,..., di est un morphisme de groupe, de sorte que dgol- est
dL,,, = dg;,, don

invariante a gauche, i.e. dSOih*g .

Xivgy = dy; Xi(g) = dy; - Xi(e) = XX = 05

Autrement (lit, si on utilise les coordonnées exponen’cieﬂes en prenant comme base de
Vi la base Xi,... 7X(hr le calcul que I'on vient de faire exprime le fait que, pour tout
i7j = 17“‘7(:[1/

X x = §;

)

Soit A > 0 et considérons G)'? 17opéra’teur de Lp2 dans Dpo (Bp(l)) C Li déter-

miné par
a{(GRf,0) = (£,0), Vo € D,)(B,(1)). (I1-17)

On veut montrer que 1es opérateurs (G?) convergent &ans £2 compactement vers l’o éra-
q P A g p p

teur G), correspondant au proljléme homogénéisé :

a(Gaf,9) = (£, ¢)os V¢ € DL (Buo(1), o) (II-18)

avec (1[, (b)oo = fBoo(l) fqb cl,uoo et
aio(u,v) = / <wi,w,->2 X;-u Xj-vcl,uoo-i-)\(u,v)oo.
Boo(1)

7 , N .
En cl autres termes on veut montrer 1e theoreme suivant :

Théoreme I1.30.

Pour tout A < 0, e ][i/et des résolvantes (Rf ) p associées aux /ap/aciens (Ap) converge compac-
tement vers Ry, la résolvante de Ao corresponalant au prola/éme lzomogénéisé. Ce qui induit
Ja convergence compacte du ][i/et de structures spectm/es (E p) vers Yoo

Preuve. I'énoncé traduit le fait que R)’\) = —Gf)\ et R;\’O =—G_,.

Premiere étape :

Considérons donc {p un filet convergeant faiblement vers f dans £?, ce filet est
donc uniformément borné £2 et donc (D;)) )/, le dual de Dg.

Soit donc fp S Dg alors, par (H.ZS), ona:
O‘HG,(){pHit,p < ({pa G;\)l[p)p < K||1[p||(D2)”|G>'?1[pHH,p

en sorte que

1GL Ll < Cllfollpgy
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le filet (G’fl[p) étant uniformément borné pour les normes | - HH,pr par le lemme pivot

I1.29 on peut en extraire un sous—{'ﬂe’c convergeant fortement dans L2 ie.
u, = Gf{p — u} fortement dans £? (IT-19)

De plus P, = (g;j)VHfop est lui aussi borné dans £? en sorte que le filet P, admet un
sous-filet qui converge dans £? vers P L€ Lgo faiblement. Pour tout oo € Lgo prenons
un filet gbp convergeant fortement vers Do dans £? alors

/ Py Vug, Cl:up + A(Gf{m Gp)p = ({pv Gp)p—
Be (1) (I1-20)
A;G)R;vn¢mdum+awu;¢w%o=(A¢wxw

Il suffit donc de montrer que ij = ((wi, wj>2)VHu; sur Boo(l) car cela montrera que
u;k\ = G)\I[ .
Deuxiéme étape :

On commence par prendre N (v) € D, (cf. construction par I'équation II-11)
en lui demandant d’atre de moyenne nulle sur un domaine fondamental (pour fixer la

constante), et on définit
1
W) = .= X" (px)

pour k=1,...,d. Ainsi
Wy — X], fortement dans £2. (II-21)

et par définition de X]2 on a
Ayw, = 0 sur Boo(1). (I1-22)

En mul’ciplian’c cette expression par une fonction test NS D;,)(Bp(l» et en intégrant on
obtient

[ i Xew X0 dy = 0 (11.23)
Bp(1)

Soit ¢ € COOO (Boo(l)) (remarquons que, pour p suffisamment grancl, le support de (© sera
dans B,(1) ). On prend alors ¢ = ©w, que I'on injecte dans (II-17), et dans (I1-23) on

injecte ¢ = u,, puis on soustrait les deux équations pour obtenir

/ g,i)j (Xi'up Xivp wy — Xjw, Xivg up) Clﬂp
Fo® (I1-24)
:/B 1 Lwyp cl,up—)\/ u,w, d .

(1) By (1)

Maintenant, en faisant tendre p — OO dans (IT-24), tous les termes convergent car ils sont
le pro&uit d’un terme qui converge fortement et d’'un terme qui converge faiblement dans

L2, Plus précisément
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o P, définit par P,; = gng u, converge faiblement vers P5 dans £? d’apres (I1-20) ;
e X;-pw, converge fortement vers X;-x;, dans £? en vertu de (I1-21)

) ggXi “w,, est Dr / ,O—périoclique et tend faiblement £? vers sa valeur moyenne
(@), @)z = 9ﬁ<gij(y) (5117 - XX (Y)))

e X;-pu, converge fortement vers X;-puy par (II-19), puisque ¢ est & support com-
pact.

e Quant au membre de droite, W, converge for’cemen’t, tout comme u, et 1[p converge

faiblement vers f.

En résumé II-24 converge vers (on note P} . les coordonnées de P}
A,i A

/ (P;,lee — (wj,wle)zu;)Xj-go T / o dpie — )\/ uixy dplso.
Boo (1) Boo(1) Boo(1)
(IT-25)

Si, de plus, on injecte dans 17équa’cion (I1-20), poo = ¥x, cela donne

/ fa.p d oo — A / pusxy dpee = / Py X (pxt) d oo (IT-26)
B (1) Boo(1) Boo(1)
de sorte que, en combinant (I1-25) et (I1-26), on obtient, pour tout ¢ € C* (Boo(l)>,

17égah’cé suivante :

/ (P;,jxlz - <wl’ w12>211*)){j‘@ Cl/"LOO = / P;,]){}(SOXIZ») d/“’LOO
Boo(1) Boo (1)

qui se traduit, au sens des distributions, par 1’égali’té (en effet f Xi-pu = — f ©X;-u pour
des fonctions tests) :
d d 4
= X (Prx— (@, @p)au)) = = ) X Prxp & Py =) (@), @1)2 X-uj
j=1 =1 =1
ce qui nous permet de conclure a I'égalité u} = G\f. N

On peut a présent terminer la preuve du théoreme II.19, celui-ci est simplement
dfi au théoreme I1.30 qui nous permet cl’appliquer le corollaire T1.17.bis. Enfin la propriété
II.8 permet de conclure.

Remarque IL.31. Tout ce qui a été fait dans ce chapitre pour une meétrique sous-
riemannienne peut étre fait pour une métrique riemannienne. Dans ce cas on observe
la convergence du spectre des 1ap1aciens (A,) vers le spectre du laplacien de Kohn asso-
cié a la métrique issue du tore d’Albanese de la nilvariété. Autrement dit la famille (A p)
converge compactement vers A définit par (on note (-, ->g le pro&uit scalaire induit sur

les 1-formes par la métrique g)
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en prenant pour base des 1-formes harmoniques, celles déterminées par
=X —x

et AY' = Ax; sur un domaine fondamental.

Il est bon de noter que le 1ap1acien de Kohn obtenu est différent de celui que I'on
obtiendrait en restreignant la métrique riemannienne sur 'horizontale pour obtenir une
métrique sous-riemannienne. Voir aussi le théoreme TV.26 et les remarques qui suivent,

et énongons le théoreme qui est la version riemannienne du théoreme I1.19

Théoreme 11.32 (Spectre asymptotique, version riemannienne).

Soit M* = T\G une nilvariéts grac[uée, munie d'une métrique riemannienne g que/conque.
Notons clg la distance riemannienne, Bg (p) les boules centrées en /’identité, de rayon p, induites
sur le revétement universel et )\i(Bg (p)) la i¥m

Dirichlet sur Bg (p).
Alors il existe un opérateur Zzypoe//iptique A, le /ap/acien de Kohn associé a une

. . . . . 7 Iy}
métrique sous-riemannienne invariante a gauclle sur G, tel qu'en notant \° sa i

propre pour le proZJ/éme de Dirichlet sur la boule unité de la distance d. issue de la norme stable

valeur propre du /ap/acien pour e prol;/éme de

UG/QMT

on ait :

lim /02)\1'<Bg(9)) = A"

p—00
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Troisiéme c}lapitre

Le cas cles tores

Introduction

Le but de ce chapitre est 'étude de la géométrie asymptotique des tores. Celle-ci
est largement avancée notamment grace aux travaux de D. Burago et S. Ivanov (|[BI94] et
[BI95]), qui leurs ont en outre permis de démontrer la conjecture de Hopf concernant les
tores sans points conjugués. Dans leur article ([BI94]) D. Burago et S. Ivanov studient le
volume des grancles boules sur le revétement universel d'un tore muni de la métrique rele-
vée, et réussissent a caractériser les tores plats en fonction de cette grancleur asymptotique.
Ici nous montrerons que nous pouvons faire de méme en étudiant, non pas le Volume,
mais le spectre du laplacien de Dirichlet sur les ]aoules, en utilisant la méthode introduite
au chapitre II.

Cepen&ant bien que les tores soient des nilvariétés graduées ce sont les plus
simples, ainsi les ol)je’cs introduits dans la partie I sont simplemen’t les objets usuels de la
géométrie riemannienne. De plus les connaissances les concernant étant actuellement plus
précises, cela nous permet d’obtenir des résultats plus précis concernant 17asymptotique des
valeurs propres du 1aplacien des boules de grancl rayon. On obtient par exemple le méme
résultat pour le spectre de Neumann que pour le spectre de Dirichlet, i.e. le fait que les
valeurs propres du laplacien sur les boules admettent un équivalen’t lorsque le rayon tend
vers 'infini.

De plus, dans la partie 11, et pour le probléme de Dirichlet, nous majorons la
constante relative a la premiere valeur propre (que nous nommerons Aj-asymptotique)
intervenant dans cet équivalent, et montrons que cette majoration est optimale puisque

non seulement elle est atteinte, mais de plus elle permet de caractériser les tores plats.

I est intéressant de remargquer, que, comme pour le volume, la convergence d’une
part et la majoration (minoration pour le Volume) et la caractérisation du cas cl’égalité
d’autre part sont deux pro]olémes distincts. Ainsi dans leur article, D. Burago et S. Ivanov
ne parlent pas de la convergence du volume asymptotique. Bien que celui-ci converge
effectivement (cf P. Pansu [Pan82] et théoreme II.6), cette convergence est obtenue
inclépenclamment. Il n'en est pas de méme pour le A 1-asymptotique, ce sont les mémes

outils qui permettent d’obtenir les deux résultats : 17}10mogénéisation et la ['-convergence.
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I Homogénéisation et norme stable

On consideére un tore T" muni d’une meétrique riemannienne g, que I'on remonte
sur son revétement universel sur 1equel on la note g. De sorte que 'on oublie le tore en
se ramenant a |'étude d'une métrique pério&ique sous |'action de Z" sur R". Dans ce qui
suit Clg sera la distance issue de g, 0, désignera Ihomothétie de centre 0 et de rapport p et
gp = 51/18 et JT un domaine fondamental pour I'action de Z* sur R”.

I.1 La norme sta]ale

I.1.a— Dans les années 80, P. Pansu [Pan82] montrait qu'une métrique sur R”
issue d’un tore donnait naissance a une distance dont le comportement pour deux points
tres éloignés était sem]olable dla clistance issue d’une norme. Dans 1es années 90, D. Bu-
rago [Bur92| montrait un résultat analogue pour une distance pério&ique sur R" sous une
action de Z" par translation (i.e. (J(X + ]z,y + ]2) = d(x,y) pour tout ke 7"). Clest
cette norme que I'on nomme la norme stable. Pour préciser la différence entre les deux

résultats, considérons la distance a 1rorigine d'un point, 1[1 (X) = clg(o,x) et définissons
fp(x) = clg(O, (5px) /p alors P. Pansu montre 17existence cl’une norme H . Hb teﬂe que pour
tout x € R

lim £

im £ = [l

tandis que le résultat de D. Burago donne lexistence d'une constante C telle que pour
tout x € R”
C

S_
p

[£5() — I

en d’autres termes le résultat de P. Pansu est un résultat de convergence simple, tandis que

celui de D. Burago est un résultat de convergence forte.

Nous donnons ici une troisieme démonstration de la convergence simple des fone-

tions 1[p, qui est en fait une applica’cion du théoreme I.30.

Théoréme IIr.1.

Soit § une une métrique sur R" relevée d'une métrique sur un tore T", alors il existe une norme
|| . ||OO telle que
1. la suite de ][onctionne//es

Ey(u) = /Iéwpu(t))(u'(f%u'(f))df

pour tout ouvert borné I de R et u € WLZ(I; Rn) , I'-converge (au sens LZ) vers la

][onctionne//e
Bl = [ (o) Eudk
2. la norme vém'fiant

L[ / /
el = Jim inf{ 4 [ Gerenlul + €+ €) dr € W00 R
(IMT-1)
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en particu/ier si on note {p(x) = clg(o, (5px)/p alors pour tout x € R" on a
lim £,(x) = Ilxloe = Il
p—+o00

Preuve. On applique le théoreme 1.30 avec 1[(X, s, f) g (f f) Pour cela il faut vérifier
que { ainsi définie satisfait bien les hypothéses du théoreme 1.30. La condition de crois-
sance contrdlée I-13 est vérifié en raison de la périoclicité de g, ainsi il existe bien deux

constantes « et 3 telles que pour tout s

alé]® < g.(8,€) < BlEP (IMI-2)

ol ‘ . ‘ est une norme euclidienne fixée. La périodicité garantit aussi les hypo’théses 1-14.

On obtient donc comme I'-limite la fonctionnelle

avec ¢ définie par ITI-1. Il nous reste & montrer que © est le carré d'une norme.
® P que ¢

Homogénéité : Il est immédiat que ©(0) = 0 et p(N\) = )\Zgo(f) (changemen’c de
variable dans ITI-1).

Séparation : Faisons deux remarques :

1. L'énergie d’une courbe entre les points O et t£ dans un espace euclidien est minimale
pour le segment de droite joignant 0 a t¢, de sorte qu'en injectant une métrique

euclidienne dans III-1, on obtient cette méme métrique cuclidienne.

2. Considérons deux métriques b et g telles que

g.(6,€) < h.(&,9),

pour tout s et &, alors, pour tout u € W(}’Z(]O, t[; R"), on a :

1

t 1 t
;/0 Suren(u +&u' +6) dr < ;/O hpureny(d' + &, 0’ +€) dr (IM-3)

de sorte qu’en passant aux infima suivant u et a la limite sur ¢ on obtient :

hm 1n£{%/0 g(ll+57_)(u’ + 67 u/ + f) CIT Tu € W()l’z(]07f[; Rn)} S

t—+o0o

lim inf{% /t hpseny(u' + & u' + &) d7 - u € Wy(]0, ¢ R“)}. (ITI-4)
0

t—+oo

Appliquons ces deux remarques a I'inégalité TMT-2 soit a|¢]? < &.(¢,€) < BIE~

Ceci nous donne donc
alél < p(€) < plef
de sorte que p(€¢) = O si et seulement si € = 0.

Inég’alité triang’ulaire o 1l suffit de remarquer que

{eR" o) <1} ={eR"[Vp(£) <1} =5,
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Ainsi si /o(§) = 1 = (&) et Jo(n) = 1 = ¢(n) alors, pour tout 0 < XA < 1, la

convexité de @ (cf remarque [.31) donne

A&+ (1 =2)n) <Ap(§) + (1 =Nep(n) =1

on en déduit
VEAE+ (1 =Nn) <1

Dong, pour tous x, y non nuﬂes, on a

+(1 - N2 )31

ve() Ve

X
VP(x)
Vel et en utilisant 'homogénsité d bi
NEOENEO) généité de |/ on a bien
hnégali’cé triangulaire et donc | loo = \/E( - ) est bien une norme.

de sorte qu'en prenant \ =

Quant a la remarque ﬁnale, elle provient du fait que Hf Hgo est la limite de l'infi-

mum des énergies des courbes entre 0 et & pour la meétrique
(s,8) = (1/t")g5,.(d6yy. - €, d by - €)
(soit gi(§,&) en faisant les identifications usuelles entre R” et son fibré tangent) qui est

atteint le 1ong des géodésiques. |

Remarque 1.2, Ce théoréme exprime le fait que |'énergie le long d'une courbe dont les
q p q g g

extrémités sont tres éloignées dans (R™, g) est équivalente a 17énergie de la méme courbe
pour (RH, || . ||§) On peut remarquer que cela est encore vrai pour des métriques a coeffi-

cients ( g; dans une base de R") bornés et mesurables.

Exem le TIT.3. Soit n = 2 et soit la métrique définie dans la base canonique de R™ par
P q q p
gl-,-(X) = a(x)(sl-,- otta:R? — {a, B} est 77 périodiqueACk < B et sur [0, 1[2

« sinon.

ax) = {ﬁ six €10, 4 x4, 1[oux €13, 1[x]0, 1[;

alors (c£ [BDO8] exemple 162)
5 2
el = a((V2 = 1) min{j&], &1} + max{l&i], &21})

Le résultat suivant, bien que simple, mérite d’étre cité

Corollaire III.1.bis
Pour tout xet y € R* on a
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Preuve. Comme on |'a remarqué dans le théoreme précéclen’t, pour toute norme eucli-
dienne, il existe v et I} teues, que pour tout x et y € R”,

alx —y| < dg(x,y) < Blx—y] (ITT-5)

Soit x* et y* les points du réseau de I'action de Z" les plus proches de x et y respectivement

alors

dg(X> X*) + dg(X*>.V)
clg(x, X*) + (Jg(y —x", O)
< dg(x, X*) + dg(y—x*,y—x) + Clg(y—x, 0) (]I]I]I—é)

dg(X’Y)

IA

alors, il existe une constante C telle que, pour tout x, on ait clg (X, X*) < C, de sorte qu’en

utilisant (IT1-5)
dg(y —x"y—x) < gdg(x —x",0) = gdg(x, x")

en combinant cela a l'inégalité (III-6) on a
(Jg(x,y) < clg(x—y, O) + C(l + 6/05)
Enfin on remarque que
Clg(Y_Xa O) - clg(y—x*,y— X) < flg(%X*) < dg(% X) + dg(xa?f*)
de sorte que
di(x,y) > dy(x = y,0) = C(1 + /)

on en déduit aisément que clg(5px, 5py) est équivalent a c]g (5p(x —y),0) quan(l p — ~+oo.
0

L.1.h— Transposons les résultats concernant la convergence des compacts et des
boules dans le cadre des tores. Tout d’abord le théoreme T1.5 devient dans ce cas :

Théoreme III.4.
Soient (T", g) un tore, c]g la distance induite sur R”, clp(x, y) = clg (5p(x), 5p(y)) /pet d la

distance issue de la norme stable induite. Soit A un compact de R™ alors la suite (A, clp, ,up)p

converge au sens a’e GTOWZOU-H(JMSG’OT]?[WZQSMTQ/ vers (A, Cloo, ILLOO)

Ensuite le théoreme 1.6 se transpose ainsi :

Théoreme II1.5.

Soient (T",g) un tore, clg la distance induite sur R”, dp(x,y) = clg (5,0(}(), (5p(y))/p et
dyo la distance issue de la norme stable induite. Soit Bp(l) la boule unité de (Jp, alors la suite
(B,(1), clp, ), converge au sens de Gromov—Hausa’orﬁ[ mesuré vers (Boo(1), dss, foo)-

Enfin le corollaire sur le volume asymptotique devient ici :
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Théoreme II1.6.
Si on note 11 la mesure de Lel)esgue sur R™ alors
Vol (B,(p)) p(B(1))
lim —5—28 = Vol (T") = = oo (Bwo(1 -7
p—00 p" g( ) M(ﬂ) H ( ( )) ( )

Remarque IMI.7. La démonstration de ce dernier résultat est incluse dans les théoremes

concernant le volume asymptotique riemannien des nilvari¢tés de P. Pansu [Pan&3].

[.2 Homogénéisation du laplacien et variété de Jaco})i

Rappelons comment on obtient 1’opéra’ceur homogénéisé ; on commence par cher-

cher la solution pério&ique unique X' (a une constante additive prés) de
Ax' =Ax; sur Il (ITI-8)

17opérateur Ay est alors défini par

1 ) 50X/ 0*f
Aof=——r—r </ i gkt ] ) — [11-9
Ol (g) 1 g g ay]e :ug (,V ) aXI_ an ( )

en notant 7); (x) = ¥ (x) — X; 1’application harmonique associée et

ij 1 ij il )% )
j — i gikZA ]
" = Ve ( /ﬂ S g (v)

on peut remarquer que 168 Cl?’]l sont cles 1—£ormes sur le tore sous—jacent. Ce qul nous &onne

clans ce cas

Propriété [TT.8.
Notons (-, ), e proc[uit scalaire induit sur les l-formes du tore par la métrique g alors

y 1 1 ;
"= e d)s = o al (0) = o

de sorte que Dy est bien un opérateur e//iptique.

Remarque IIL.9. Au lieu de prenclre une métrique riemannienne on peut considérer une
métrique finslérienne et lui associer le 1ap1acien défini par P. Centore [Cen00]. On peut

alors refaire ce qui vient d’etre fait (partie I.1 et ci—clessus) dans ce cadre la.

Ainsi (¢") induit un procluit scalaire sur les 1-formes harmonique, (dont on no-
tera || - ||2 la norme), et par passage au quotient sur Hl(T, R). En effet les (cl?]i) peuvent
étre vues comme des 1-formes harmoniques sur le tore. Comme elles sont indépenclan’ces
on peut aussi les voir comme une base de HI(T,R) (théoréme de Hoclge). Par dualité
on obtient un procluit scalaire (qij) sur Hi(T,R) (on notera || - ||§ la norme in&uite). A
présent il est normal de s'intéresser au lien entre la norme stable |- |lset] - HE Pour cela
retournons sur H 1(T, R), la norme duale a la norme stable est obtenue en quotientant
la norme infinie (cf. Pansu [Pan99] lemme 17) que I'on note || - ||, et la norme || - |5
induite par (q”) est obtenue a partir de la norme L? normalisée. En combinant 17inégahté

de Holder et le théoreme de Ho&ge on obtient :
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Propriété III.10.
BPour toute l—j[orme Qona
lalla < Jlef[™

de sorte que, par dualité, pour tout v € H;(T,R),
17l < il

en particu/ier la boule unité de | - [|% est incluse dans B(1).

Enfin pour terminer remarquons que la varisté H, (T, R)/Hl (T, Z) muni de la
métrique pla’ce, obtenue en faisant le quotient de (Hl (T, R), || . ||§) , est ce que I'on appeﬂe
la variété de Jacolji ou tore d’Albanese du tore (T, g).

[.3 Spectre asymptotique

[.3.a Remarque sur les espaces étudiés

Soit ¢ une métrique sur R” relevée d'une métrique sur un tore, et (gp) P la fa-
1. ~
mille des métriques ré-échelonnées. Notons (J,ug (x) = det 25(x) dx la mesure associée a g

alors c]up(x) = det %é((st)ClX est la mesure associée a Sp- Passons aux espaces en notant
le (Bp(1)> (11 faut comprenclre la boule ouverte ici)

v v
H,(B,(1)) = {V Y e B c L2(Bp(1),dup)} (ITI-10)
muni de 1a norme
n 8V 2 n 8V 2
2 _ 2 2 _ 2
Mz = Mo+ 2 <p % = e+ 3 oo)

L) .
ou l'on a noté

Miz/ Vdu, (resp. |V|§O:/ VZCIMOO). (IMI-11)
B,(1) Boo(1)

o

Le procluit scalaire dans L? (Bp(l), ,up) est une fois de plus
(u,v), = / uv Cl[Lp (IMI-12)
Bp(1)

le (Bp(l)) est un espace de Hilbert. On définit de manizre usuelle H,},O (Bp(1)>
comme la fermeture des fonctions C> (Bp(1)> a support compact, dans le (Bp(l)) pour

1a norme H . HP On a alors

HPI’O(BOO(I)) = {V | v e le (Bp(l)) telle que v = 0 sur 8Bp(1)}
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Pour se ramener aux notations de II,

DuB,(D) = H(B,V) e DUBL) = Hlo(By()

P P

Pour ce qui suit Vp sera un sous-espace fermé tel que

H,(B,(1)) c V, c H)(B,(1)).

On peut définir un filet de structures spectrales en étendant le 1ap1acien défini
sur V, a LPZ. La question que 'on peut se poser est de savoir si on a encore convergence
de ce filet de structures spectrales. Une lecture attentive de la démonstration du théoreme
I1.30 montre que pour pouvoir faire la méme clémonstration, il suffit que 1’espace Vp
s'injecte compactement dans Lpz. Or dans le cas particulier présent, H; (Bp(l)) s'injecte
compactement dans Lﬁ. De sorte que cela est vrai pour tout sous-espace muni de la méme
norme ; notamment cela est vrai pour H pl (Bp(l)). Autrement clit, tout ce qui a été fait
dans le cadre général uniquement pour le 1ap1acien avec les conditions de Dirichlet au bord,
peut étre fait dans le cadre des tores, pour le laplacien avec les conditions de Neumann au
bord (ce que l'on ne peut pas encore faire dans le cas des nilvariétés car on ne dispose pas

— pour le moment — cl’injection compacte du méme type).

I.3.b Enoncé des résultats

Le théoreme II.19 devient dans ce cas

Théoreme II1.11.

Soient (T™,g) un tore, Bg(p) les boules riemanniennes, de rayon p centrées en un point

fixe, induites sur le revétement universel, \; (Bg (p)) la i valeur propre du /a;o/acien pour les
conditions de Dirichlet ou Neumann au bord sur Bg (p).

Alors il existe un opérateur e//iptique A, qui n'est autre que e /ap/acien associé d

un produit euclidien sur R”, tel qu'en notant A sa i valeur propre pour les conditions de

Dirichlet ou Neumann au bord de la boule unité de la norme stable Boo(l) on ait

lim p?\;(Be(p)) = A

p—00
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II Retour sur la ['-convergence

II.1 T et Mosco-convergence des formes qua(lratiques

Nous sommes maintenant en mesure de donner une version aclaptée a notre
prololéme de la I'-convergence

Définition TII.12 (I'-convergence).
On clira_qu’un filet {Fa : Laz — R}QGA de fonctions ["-converge vers une fonction F

LOZO — Rsi, et seulement si, les deux conditions suivantes sont vérifiges :

(Fl) Si un filet (Ua)ae.A S Li converge fortement vers u € Lfo dans £? alors

F(u) < lim inf Fa(ua);

(FZ) Pour tout u € LOZO il existe un filet (ua)QGA S LQZ qui converge fortement vers u
dans £? et tel que
F(u) = lim Fa(ua).

Remarque III.13. Ceci differe 1égérement de la définition usuelle, mais on peut s’y ra-

mener facilement en prolongeant tous les F, par linfini sur £? (voir I'introduction de

[Mas93]).

Résumons a présent un certain nombre de propriétés de cette convergence.

Lemme III.14.
1. Siun ][i/et {F, : Lg — R}oea de fonction [-converge vers une ][onction F . Lfo - R,
alors F est semi-continue inférieurement.

2. Si un ][i/et (Ea)aca de formes quaa]ratiques Eo sur L@Z I-converge vers une ][onction
F . Lgo — R, alors F est 1'c]entif1'é a une ][orme quaa’ratique sur Lgo.

On a aussi le théoreme de compacité suivant :

Théoréme III.15.

Tout ][i/et (Sa)aeA de formes quaa]ratiques Eq sur Lg admet un sous-][i/et [-convergeant, dont
la hmite est une ][orme quac[ratique sur LOZO.

Remarque IM1.16. En fait ce théoreme est vrai dans un espace de fonctions plus gran&,
sous certaines conditions sur {Lﬁ}aeA. Bien stir la limite n’est pas nécessairement une
forme quadratique dans ce cas la. Ici cest le lemme TMI.14 qui nous permet de parler de
17aspec’t de la limite.

Définition T11.17 (topolog’ie de Mosco).

Nous dirons qu'un filet (Ea)aca de formes quaclratiques Eq sur Lg Mosco-converge vers
& forme quadratique sur L2 si la condition (F2) de la définition TIT.12 et (F1’) sont
vérifiés :

(Fl’) Si un filet (Ua)aeA> u, € Li converge faiblement vers u € LOZO dans £? alors

g(u) < lim inf ga(ua)
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La topologie induite sera appelée topo/ogie de Mosco.

Il est clair que la Mosco-convergence implique la ['-convergence, de sorte que
cette topologie est plus forte que la F—topologie. Il nous reste a introduire un dernier type

e convergence :

Définition III.18 (I'-converdence compacte).
Nous dirons que le filet (Ea)aca T-converge compactement vers € si €, — & au sens de
Mosco et si (&,).ca est asymptotiquement compact.

Précisons a présent le lien entre la Mosco-convergence et la ['-convergence.

Lemme III.19.
Supposons que (E,)aca est asymptotiquement compact alors (Ea)aca [-converge vers E si et

seulement si (ga)ae.A Mosco-converge vers E.

Preuve. Il suffit de montrer que la T'-convergence implique 'hypothese (F1’) de TIT.17.
On procécle par I'absurde en supposant I'existence d'un filet (ua) faiblement convergeant
tel que lim infa 5a(ua) < g(u). Quitte a extraire un sous-filet on peut supposer que
lim 5a(ua) < 5(11) de sorte que 'on a aussi lim sup,, 5a(ua) + HuaHi < +00. Il est facile

e voir que la compacité asymptotique passe a un sous-filet, on peut donc extraire un
sous-filet Un(B) qui converge fortement. Ehypo’chése de ['-convergence passant aussi aux
sous-filets de E, on obtient

lim Ealuy) = hén ga(g)(ua(ﬁ)) > E(u)

ce qui est absurde. U

I1.2 Structures spectrales et I'-convergence

On revient sur les structures spectrales afin d’énoncer le théoreme suivant :
P

Théoreme I1I.20.
Soit (34) un fi/et de structures spectra/es sur les Lé et X une structure spectra/e sur Lfo.
Alors Yo — 2 ][ortement (resp. compactement) si, et seulement si, €, Mosco—converge (resp.

[-converge compactement) vers E.

Preuve. On va montrer lyéquivalence entre la convergence forte (resp. compacte) des ré-

solvantes et la Mosco-convergence (resp. ['-convergence compacte) des énergies.

Commengons par supposer que le filet (€a) Mosco-converge et montrons que
pour tout z € LOZO, si on pren& un filet Zq convergeant fortement vers z alors le filet
u, = —Rf‘za converge fortement vers u = —Ryz. Le vecteur u est caractérisé comme

étant 17unique point minimisant de
vie E(v) = AIVIIZ, — 2(z v) oo

on peut caractériser de méme les ty. Comme opérateur de Li, Rf‘ est borné par .

Ainsi le filet (ua) est ]oorné, de sorte que l'on peut en tirer un sous-filet faiblement
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convergent, encore noté (u,), de limite @i. Par la condition (F2) pour tout v € LOZO on
peut trouver un filet Vo convergeant fortement vers v tel que hma ga(va) = 5(V). Or pour
tout o

5a(ua) - )‘HuaHi - 2<Za= ua>a < Ea(Va) - >‘||Va||i - 2<Zaa Va>a (HH'13)

en passant a la limite sur & € A on trouve, en utilisant la condition (F1’) de TMI.17 et

le fait que pour un filet convergeant faiblement ||£1||oo < lim infa HuaHa (on rappeﬂe que
A < 0),
E(a) = MallZ, —2(z, @)oo < E(V) = AlIV]IZ — 2(z, V)

on en déduit que 1 = —R,z. En raison de I'unicité de u, ceci montre que le filet (ua)
converge faiblement vers u. Montrons a présent que ||uaHa converge vers ||uHOO Pour
cela considérons un filet Vo convergeant fortement vers u tel que 1ima 5a(va) = g(u),
réécrivons I'inégalité (IMI-13) :

Ealta) = Allua + Za/)‘”Z < Ealva) = Allva + Zoa/)‘”i
de nouveau en utilisant (F1’), on obtient

E(V) — )xlimsup Hua + Za/)‘”i < g(v) — )\Hu + z/>\||go

«

d’ott l|uo + za/)\Hi — ||u + z/)\HgO ce qui implique que le filet (ug + 7o /) converge
fortement. Le filet (7o) convergeant fortement on en déduit que (uq) converge fortement.

Etudions le cas de la I'-convergence compacte. Considérons un filet W, conver-
geant faiblement vers w et soit u, = —R)?‘Wa Alors le filet u, est encore borné. En
remplagant Zo par wy dans (IMT-13) on obtient que lim sup,, 5a(ua) est l)ornée, de sorte
que par la compacité asymptotique on peut extraire un sous-filet fortement convergeant de
g, de limite @. En ré-injectant dans (ITI-13), avec zy = v4 ot (v,) est un filet fortement

convergeant vers v, on obtient

E(a) — AallZ, — 2(w, @)oo < E(v) = Av]|Z = 2(w, V)0
de sorte que i1 = —R\w. En raison de I'unicité on conclut a la convergence forte de R)‘\"Wa
vers Ryw.

Réciproquement supposons que, pour tout A <O, le filet R)?‘ converge forte-

ment vers Ry. Dans ce qui suit (u,) sera un filet fortement convergeant vers u.
Conditions (F1') : déjé fait, voir la propriété II1.12.

Conditions (F2) : On extrait un sous-filet A, — —o00 tel que

E(u,u) > 11§\n lim aé(ua, ug) > lim aé"(ua, Ug)
(0% «

on prencl alors le filet Wo = )xaR)?‘a u, pour tout ¢, et on remarque que

ar(ta, a) = —Mua — AR g, tg)a — Mug — AR g, — AR 14 ) o
+)\<ua - )\Rfua, —ARfua)a
= —A|uy — )\Rf‘uani + )\2<ua — AR uy, —R{ua)a
= —)\Hua — )\Rfuani + 5a(>\R§‘ua)
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en effet si on note ag la forme bilinéaire associée a E, alors Rf‘ua peut étre définie comme

le seul élément tel que
ao( — RYua, va) — M—=R{ta, va)a = (ta, Va)a, Vva € D(&a)
de sorte que, ﬁnalement,
20" (ttas ta) = Ea(Was Wa) = Aallta — wall2
On en déduit que w, — u fortement dans £? et

5(11, u) > lim sup Sa(wa, Wa)

a—+00

on a ol)tenu ce que 170n Voulai’c.

Pour le cas de la convergence compacte, il suffit de montrer la compacité asymp-

totique, mais cela a été fait en I1.12 U
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III Le son macroscopique caractéristique
des tores plats

III.1 )| asymptotique

Le but de cette partie est de démontrer le théoreme suivant et son corollaire que

'on pourrait résumer par <<Macroscopicaﬂy, one can hear the sound of a flat torus !».

Théoreme IM1.21.
Soient (T",g) un tore de dimension n, Bg(p) la boule ge’oa]ésique de rayon p induite sur
son revétement universel, centrée en un point ][ixé, et A\p (Bg (p)) Ja premiére valeur propre du

/ap/acien pour le ;oroZ)/éme de Dirichlet sur B, (p) alors

1. 11m pZ)\l (Bg(p)) = )\oo S )\e,n
p—00

2. En cas a[’éga/ité la norme stable est euclidienne.

0it Mg est la premiére valeur propre d'un opérateur e//iptique sur la boule unité de la norme

stable ot Aeon la premiére valeur propre du /ap/acien euclidien, sur la boule euclidienne.

Ce théoreme est a rapprocher du théoreme sur le volume asymptotique démontré

par D. Burago et S. Ivanov dans [BI95].

La convergence de la valeur propre est donnée par la théorie de 17homogénéisation
décrite en TILI.2. 1l reste donc a donner la preuve de la majoration et a caractériser le cas
d’égah’cé. La démonstration que nous proposons consiste & majorer \ (Bg (p)) pout tout p
en faisant intervenir une fonction qui clépend uniquement de la distance au centre. Ensuite
on utilise la convergence simple des distances vers la norme s’cahle, telle que donnée par
la théorie de 17homogénéisation (cf théoreme IMI.1) ou P. Pansu [Pan82] (sachant que
D. Burago [Bur92] démontre la convergence uniforme) et enfin la proposition (I1-2).

Preuve. Soit f une fonction continue de R — R on définit

{ngl/pBg(p) — R

L {<dg<o,ap<x>>>

p

et £ (x) = 1[(||X”oo> sur Boo(1) on veut montrer que (on rappeﬂe que 0,, (x) = px)

/fp * XBy(p) © Spdp, — Lo d pios (IMT-14)
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Pour cela on va clécouper la différence des deux termes en trois parties i.e. :

’/{P'XBg(p)o(sp Cl:“p_/ foo dpioo| <
Boo (1)

‘ / by - (XBy(p) © 0p = XBoo(1)) ity (IIL-15)

+ / (£, — L) du, (IIL-16)
Boo (1)

+ / b clup—/ fro dpice (IT1-17)
Boo(1) Boo(1)

A présent il suffit de remarquer que
1. Le terme (IMI-15) tend vers O car a I'intérieur on a le pro&ui’c de X B, (p) © 0p = XBoo(1)/

qui tend simplement vers 0 en vertu de HH.I.]ois, et de termes bornés a support sur

un méme compact.
2. Pour (III-16) méme raisonnement mais ici ¢est f, — £, qui tend simplement vers 0
3. quant a (III-17) c’est a la proposition (II-2) que nous la devons.
En conclusion on a bien (ITI-14). On calcul a présent le quotient de Rayleigh de £, ce qui

nous (101’11’16 :

/((I[/)p)2 *XBy(p) © 0p d 1

PA(Bu(p) < (I11-18)
/ ({p)2 * XB.(p) © Op d:“p
a présent on applique (III-14) pour obtenir
/ ((M)s)” dpise
lim sup p? A (By(p)) < 2= (ITI-19)

p—o0 / 2 e
Boo(1)

en prenant pour f la bonne fonction (i.e. la solution de 1’équation "+ Hx;ll[/(x) + AL =

0) on conclut.

Pour le cas cl’égalité on prend de nouveau pour f la fonction qui donne la fonction
propre du 1ap1acien dans le cas de la boule dans 1'espace euclidien usuel (i-e. la solution
de £ + Hx;ll['(x) + )\81[ = 0) et on la normalise (en norme Lz). La théorie de la T-
convergence nous permet de dire que, en notant &, et £ les énergies respectives de A, et

A sur les boules (51/pBg(p)> et Boo(l) pour les mesures aclaptés, ona:

500(1[00) < lim inf gp(fp) < lim sup 5p(1[p) <A (IMT-20)

P00 R—o0
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(ici on suppose de plus les fonctions normalisées) ceci en vertu de la propriété I1.12 et du

théoreme I1.19. Par hypothese de I'égalite,
Ae < Exo(l), (III-21)
de sorte que (IMI-20) et (IMI-21) impliquent 'égalité. On en déduit que £y est dans I'espace

propre associé a la premiére valeur propre. Donc £ est C> (au moins au voisinage de
zéro). Maintenant en studiant les fonctions de Bessel (cf [Bow58], §103 a §105) on
s'apergoit qu'en posant p = (n —2)/2 on a f(x) = X_p]p(\/TeX). Or J, est anaiytique et
définie par (ci [Bow58| §84)

xP X x*
Jolx) = ZI’F(p-I-l)(l_Z'Zn-i-Z+2'4-2n+2'2n+4+”.)

cie sorte que 1[ est (:]e ia forme

[ AP LA x4\2
(X)_zpr(pﬂ)( 22012 24 on+2 ontd )

autrement dit de la forme 1 + ax? + apx* + ... (2 une constante multiplicative prés) en

particuiier la fonction 1 + ax + arx? + ... est inversible au voisinage de zéro, d'inverse

Hx”io est une fonction C? au voisinage

g € C™ ce qui implique que g o foo(x) = cst -
de z€ro, donc la norme stable est associée & un produit scaiaire, i.e. la norme stable est
p

euclidienne. O

Corollaire ITI1.21 bis
Si iimp_>OO pz)\g (Bg (p)) = Xen alors la métrique g est p/ate.

Preuve. La norme stable étant euclidienne on peut conclure comme pour le cas (i’égaiité

dans [BI95] concernant le volume asymptotique. U

I11.2  Sur le volume asymptotique
I1I.2.a Une inég‘aiité de Faber-Krahn g’énéraiisée

Nous avons ioesoin cie queiques déﬁnitions.

Définition II1.22.
Pour une sous-variété N de R” rectifiable (on pourra la penser de mesure non infinie pour
la mesure de Hausdorff aciaptée) on notera le courant ci’intégration associé [(N). Pour un

courant C (i’in’cégration on notera M(C) sa masse telle que définie par H. Federer.
Définition II1.23.

Soit R”, muni d’une norme H : || on notera H * sa ciuaie) alors on définit

/ \df|2dp
M (Q ]| ]l) = inf 2 (II1-22)

f / Pdy
Q

ou [ est la mesure de Haar sur R” et les fonctions f sont iipsciiitziennes nulles sur le bord.
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On a le lemme suivant,

Lemme TI1.24 (Inégalité de Faber-Krahn pour les normes).
Soit D un domaine de R" muni d'une norme |- |l et d’une mesure invariante par translation.

Notons D* la boule pour la norme de méme volume que D alors,
A D) < (D) (IMI-23)
le cas cl%’ga/ité im;o/ique que D est une boule.

Preuve. Nous avons besoin de deux outils pour y arriver, le premier étant une inégalité
isopérimétrique, celle-ci nous est donnée par un résultat de Brunn (voir démonstration par
M. Gromov dans [MS86]), le second est une formule de la co-aire. Celle-ci se trouve dans

Federer [Feclf)()] p- 438. plus précisément, en notant G, = {X | ‘f(x)| = t}, on a d'une

part que . .
/Lomdf - / hagde = / Iy (ho)de
Q 0 Gy 0

et dautre part
sup{
/ (dEode = [ M1 de (II1-24)
Q 0

(cf P. Pansu [Pan99]) ot dv est la forme volume de R" invariante par translation et telle

que le volume de la boule unité pour la norme || - || soit égal al.

1
En considérant @ = ——— xdf on * représente 17opérateur de Hoclge sur les

|di]?

formes différentielles de R” euclidien, on obtient

Sllpl[
/ hdy = / haygdt
Q 0 Gy

On considere a présent la méme égalité sur Q, = {X | |{(X)‘ > t} le.:
suplf Sllp{
hdv = / hagde = / Iy (ho)de (II1-25)
Q, t Gy t

en dérivant chaque membre de 17égalité (III-25) on obtient presque partout 1’égalité

3 }104|Gf = Im:t(boz) (HHH—Zé)

Gt

a présent en combinant (IM-26) et (IM1-24) on déduit

] [df[|* ey, = M(Iy-,) (IMI-27)

Gy
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en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwartz au membre de gauche de (III-27) et en
identifiant les termes correspondant par (IT-26) on obtient I'inégalité suivante

M(I|{\=t)2

Tg(a) < I, <(Hd{||°°)2a) (IIL-28)

La fonction f* associée a f par symétrisation étant hpschitzienne, on a une for-

mule de la co-aire similaire. De sorte que lon a presque partout 17égalité

d d
=i(0) = = Vel(@) = = \ol(Q)) = I (o) (IT1-29)

et par hnégalité isopérimétrique de Brunn (c£ [MS86]) on a 1’inéga1ité
M(Lipe=) < M(Ijg=,) (III-30)

en incorporant (III-29) et (III-30) dans (III-28) et en remarquant que HCI{*HOO est
constant sur {’1[| = t} et que, par conséquent , lyéquivalen’c de (ITI-28) pour {* est une
égalité on obtient (presque partout)

* || 00 * M(1 *=t)2 M(1, =t)2
II{*|=t<<H4{ H )Za) N I{*Ii(a*) = If|:i|(oz)

Il ne reste plus qu’a intégrer les termes extrémes de (III-31) pour obtenir lyinégalité désirée,

L)< [ (=)

ce qui permet de conclure la preuve, étant donné le fait que,

/ (v = /Q ().

Quant au cas d’égalité, il implique le cas d7égalité dans 17inégalité isopérimétrique

< I (1)) %) @r31)

i.e.

(18 Brunn, ce qul permet cle conclure. D

Remarquons que ce lemme implique immédiatement

Corollaire TIT.24.bis

Soit Dy la boule unité pour la norme H . || alors
A(Dr) = A
done

(D)) _
o (B2) < (D 111)

ou [t est une mesure de Haar sur R™.

Preuve. La symétrisation du théoreme précéclent montre que la borne inférieure est at-
teinte par les fonctions ne dépendant que de la distance au centre, de sorte que l'on fait le

méme calcul que dans le cas euclidien. N
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I1.2.b Minoration du volume asymptotique

On va appliquer lrinégali’cé de Faber-Krahn généralisée a Ao, pour cela remar-
quons que Moo (Boo(l)) =)\ (Boo(l), H . ||1]) avec (quitte 3 normaliser la mesure de Haar
associée pour que la boule unité de | - 1|}, soit de mesure 1, mais cela ne change pas les

quotients de Raleigh)

lel; =Y q"¢

et notons B, la boule unité de |- 1|,- On peut appliquer 17inéga1ité du lemme TMT.24 et
plus précisément son corollaire IMI.24.bis,

2/n
> (Gt )

ou on note 4 une mesure de Haar quelconque. Maintenant, en appliquant le théoreme

II1.21, on obtient :

2/11
(%) <1 aprés simplification. (III-32)

Le résultat suivant s'en déduit en prenant pour mesure de Haar dans (ITI-32),
celle dont le volume de Byo(1) est le volume asymptotique (i.e. [lso), d’une part et en
transformant le second membre pour faire apparaitre le volume du tore d’Albanese d’autre

part.

Proposition III.25.
Soit (T", g) un tore de dimension n, B, (p) les boules géoa[ésiques de rayon p centrées en un

point][ixe, induites sur son revétement universel ot Volg (Bg(p)) leur volume riemannien si on

pose
Volas(g) = lim Violg (Bg(p))
p—00 pr
alors Vel ("ﬂ“ )
— Volas > ey 2 SullVA - ]Jn
()2 Vol (T=)

— encasd 7éga/ité la norme stable associée a g est euclidienne, donc le tore est p/at.

ou 1),1 est le volume euclidien de la boule euclidienne unitaire.

Preuve. 1l s'agit maintenant de jus’cif—ier le cas d’égalité, celui-ci découle soit du cas d’éga—
lité dans 1’inéga1ité de Faloer—Krahn, imposant que Boo(l) est un eﬂipso'l'cle, soit du cas
cl’égahté dans le théoreme IMT.21. U

Il nous reste deux remarques concernant cette proposition, la premiere est incluse

dans le corollaire suivant
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Corollaire III.25 bis
BPourn =2on obtient
- Volas(g) > b,

— en cas a”éga/ité la norme stable associée a g est euclidienne, donc le tore est p/at.

Cest-a-dire que 'on obtient a nouveau le théoréme de D. Burago et S. Ivanov
sur le volume asymptotique des tores en dimension 2 (cf [BI95]). La seconde est que l'on
ne peut faire mieux, pour la jus’tiﬁca’cion de cette affirmation nous renvoyons a [11.3.

1.3 Exemples

ITII.3.a Les tores plats en dimension n > 1

Utilisons notre méthode pour voir ce qu’eﬂe nous permet de dire dans le cas de la
dimension 1, sachant que, dans ce cas, normalement tout doit se simpliﬁer.

s

Avec les notations de 1.2 on va chercher la forme de 17opérateur homogén isé.

Commengons donc par prenclre une métrique riemannienne périoclique sur R, i.e.
une fonction g : R — RS telle que g(x + 1) = g(x), et la métrique g(x)z(fxz alors le

1ap1acien associé est
Ao L O( 1 0
B g(x) 8x g(x) 8x

Pour déterminer 1ropérateur homogénéisé il nous faut déterminer la fonction X

donnée par I'équation (III-8) soit dans notre cas

P )01
oy \e() o) Oy \ely)
qui s'integre immédiatement en

! aX() +
_— = —_— c
s oy
9
oyt

g(v)
(y) =1+ cgly)

on intégre une seconde fois pour obtenir

v
X(.V) =yt C/ g(t)dt + constante
0

il reste a déterminer c, et cette constante est déterminée par la condition de périodioité et

on obtient finalement :

X(y) =y— % (IIL-33)
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de sorte qu’en combinant (IM-33) et (III-9) on obtient I'opérateur homogénéisé suivant :

( fol ) C[t)2 0x2 0x2 o

Comparons a présent le volume de [0, 1] pour g au volume pour la métrique,

1
que nous nommerons homogéne, associée Pour g on obtient fO )dt = Vol (g) et
pour la meétrique homogene on obtient f fo c]t il ya donc egahte Les tores de

cllmensmn 1 étant plats 11 est normal que nous olotenlons ce resultat.

Passons aux dimensions supérieures et considérons une métrique pla’te particuliére

de la forme Z?:l giZ (Xi)dxiz, le volume est alors

= lj/ol g:(t)dt

On notera Gj(xl, ce ey X1y Xl e ,Xn) = Hi#j gi(xi) et G(X) = H?:l gi(xi) le déter-

minant. Les équations pour les X deviennent alors

i=1 8.5’1 g1 8.5’1 ay, g}()’}) ‘

On peut voir que le prol)léme est 3 une dimension, par conséquent on peut supposer que

les X; ne dépendent que de Vi les équations se réduisent a :

alﬁxf_i 1

Jy; g; Oy; - Jy; gf(Yi)

. ’, . N . . . . .
qui est ] équation a une dlmensmn; ainsi on o]o’clent,

Jo glt)dt g,(t)cl
Jo g(t)d

_ 1 G'(x) >
B = Nl (2) </ﬂ 1N gj(t)cltdx> Ox}

X;i(y) = Vi —

et donc

cle sorte que

Vol, (T) /fo t)dt H/
T Vol (

= =1
VolAJ( ) n —2 Volg( )
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I11.3.b La dimension 2

Considérons une métrique conformément équivalente a une métrique eucli-
dienne, gz(x,y)clxz = gz(x,y)(clxz + clyz) [ci g est supposée périoclique de périocle 1

en x et y. Dans ce cas il nous faut déterminer deux fonctions y* et *. D’aloorcl, observons
y X X

1 P 0>
A e N + R
g(x,y)? \0x 0Oy

17équation (III-8) n’admettant pas de second membre s'écrit tout simplemen’t :

que le 1ap1acien associé est :

g 0

- *+_ *:
X T =0

et les seules fonctions périocliques de périocle 1 sont les fonctions constantes. Ainsi

A=t (2,2
“ Vol(g) \0x2  0y?

et en notant Ay la matrice associée a A ona

Volg (T) B B
m =V cletAoo xVolg = 1.

[1.3.c Le cas conformément plat, n > 3.

Recommencons comme precedemmen’c mais dans le cas ot n > 3. Soit donc
la métriques g2 (X], . ,Xn)(CIX% -+ clx ) g penochque de penocle 1 en chaque x;. Le

1aplacien associé est, dans ce cas, de 1a £orme

_lii w20
e 0% D

Xj

et 17équation pour Xi est de la forme (on note x = (X], . ,Xn) ety = (yl, . ,yn)) :
N A
78" W= 5" )
; % dy Oy,
d’autre part, on obtient :

" o, P
_Vol(g)AOOZZ/ﬂg( nzcl——z/ )2 deaxax
i=1

Le déterminant de Ao, la matrice associée a A, est alors :

aXU(i)
vol H/ ( 0 "ok )‘]X

det (AOO)
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Slmpllﬁons un peu la question en considérant g ne dépendan’t que d'une des
variables, x; par exemple alors la recherche des y/ devient

2 j j
2(n)" 2 Y0 12;5 (2 = D¢/ (1)) 0

— =0 sij#1
5,
n—2 X o ! 11—3L — 2 =2
()" 200 Oy + (n —=2)g'(n)g(n) o o (1)
Ainsi en prenant
¢
x; =0 sij 71
vl
) | sy
X1 =y — 5 +o
/O (1/g(t)"?)dt
\

on o]o’tlent bien une solution en eHet

Preuve. Pourj # 1 c’est immédiat. Sij = 1, x; ne dépendant que de y, les calculs se
simpliﬁen’t, et:

de sorte que
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Finalemen’c, on obtient :

([ stor=a)”

/Ol g(t)“dt) " /Ol(l/g(t)“‘Z)dt

(
Vol, (1) _ ( /0 (1) de)”
(

Vol (T)
Vol ,; (T)

= det A, Vol (g)2 =

< ~Jo ~ Par C.-8.

VO]A] (T) / g(t)“dﬁ) 2
0
1 1/n—2 n(n—2)
n—2
Vol (1) _ (( /0 (0 k)
VolA] (T) - /l 1/n
d
(] ewrd)

VOlg (T) ..
m <1 par Holder.

L’égalité implique que la meétrique de clépart est euclidienne. En tout cas cela montre bien
que l'on ne peut pas espérer obtenir I’inégalité de D. Burago et S. Ivanov dans la cas de

dimension n > 3 par I'intermédiaire de la proposition III.25.
Remarque I1.26. On peut faire exactement la méme chose avec g(x) = [[, gi(x). La

question que l'on peut tout de méme poser est celle de savoir si pour n > 3 on a pas
Volg (T) < VolA] (T), le cas d’égalité étant obtenu pour les tores plats. Il semblerait que
ce soit faux d’aprés un résultat de J. Lafontaine [Laf74]. Cependant qu'en est-il si 'on
se restreint aux métriques conforméments plates, les calculs précéclants suggerent que cela

peut-étre le cas.



84

Chapitre III. Le cas des tores



Quatriéme chapitre

Le cas des groupes de Heisenl)erg’

Introduction

Le premier exemple de groupe de Lie nilpotent non-abelien est le groupe de Hei-
senl)erg de dimension 3. On peut le voir comme I'ensemble des matrices 3 x 3 triangulaires
supérieures, avec des 1 sur la cliagonale. Il est donc tout naturel de se pencher sur son cas
1orsque I'on désire étudier les variétés nilpoten’tes. C’est un groupe riche en structures, et
c’est pour cela qu’on le rencontre dans de nombreux domaines, ainsi on peut le voir comme

sy, . ’ 7, . sy,
un exemple de variété munie d'une structure de contact, ou I'étudier en tant que variété

C-R.

Dans ce chapi’cre nous allons surtout nous concentrer sur les aspects riemanniens
et sous-riemanniens des groupes de Heisenberg, et voir comment s'énoncent ici les théo-
rémes du deuxieme chapitre. Nous espérons par ce bref panorama, mettre en valeur les
différences avec les tores qui empechent de généraliser, pour I'instant, les résultats permet-

tant de caractériser les tores plats par 17asymptotique des valeurs propres du 1aplacien.

I Panorama des groupes de HeiSenl)erg’

I.1 Définitions et propriétés

Ot l'on donne des définitions des objets étudiés et de certains résultats les concer-

nants.

Définition TV.1 (Groupes de Heisen]oerg’).
Le groupe de Heisenloerg est défini par

1 'x
H, = {v(x,y,2z) = {0 I,
0 0

,(x,y) ER™ 2z €R

— < w

muni de la multiplication des matrices.

On rencontre dans la littérature plusieurs autres définitions selon que I'on se
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trouve dans le cadre des équations clifférentieues, de la géométrie CR, ou de la géométrie
sous-riemannienne et qui sont toutes isomorphes. La géométrie sous-riemannienne nous
intéresse tout particuliérement, mais avant de rappeler ce qu’eue est, nous allons voir la

principale identification que nous ferons de ces groupes.

Propriété IV.2 (Coordonnées classiques).
H,, est un sous-groupe fermé de GL (n + 2,R) a’@?éomorplze a R?" Y muni de la loi de groupe

notée * et donnée par :

(3, 2)x (X y, 7)) = (x + Xy +y 247 + (x.y) (IV-1)
ou (-, ) désigne le produit scalaire usuel de R*"
Preuve. C’est une application immédiate de la définition. 0

On peut remarquer que H,, est un fibré en droite sur R?" , toutes les difficultss
P q q

viendrons justement de cette fibre !

Déterminons le commutateur
[7(X>Y7 2)7 ’Y(X/>Y/a Z,)} = 7(07 0,A ((X’ Y)v (X,’ Y,)))

ott A est la forme symplectique standard sur R?", dont la matrice par rapport a la base

0 I,
] B (_In O)
Il en résulte que le centre de H, est Z, = {7(0,0,z2); z € R} car A est non dégénérée,

de sorte que H, est nilpo’cent de rang deux.
Ealgébre de Lie b de H, est définie par :

canonique est

0 'x =
bn = X(X7.Y>Z) =(0 O, y 7(X7.V) € RZn,Z €eR
0O 0 O

Propriété IV.3.
/ ’exponentie//e réalise un a[lﬁ[éomorplzisme de b, sur H, et

exp(X(}gy, z)) = ’y(x,y,z + 1/2<X,y>).

Le crochet de Lie est donné par
X,y 2), X (<, 2)] = X(0,0,A((x,), (+,1) )

On en déduit que le centre de h,est3, = {X(O, 0, z); z € R}. Aprés identifica-
tion de R?" avec le sous-espace {X(x, v, O); (x, y) S R2n} de B., on notera |'existence de
la clécomposition h, = R?" @ 3.. Notons Z = X(O, 0, 1), alors, pour tout X et Y dans
R?", (X, Y] =A(X, Y)Z ; de sorte que 'on parvient a décrire les automorphismes
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Propriété IV .4 (Automorpllisme de B.)-
Tout élément de Aut(f)n) s éerit sous la ][orme afou B € Sp(n, R) et

L, O
a = (atz 2) oti a € R* ot w € R*.
a

w

Sia=1, alors o est un automorplzisme intérieur.

Introduisons a présent les coordonnées exponentieﬂes. Cela consiste a paramétrer

par 17a1gé1)re de Lie,
(X’yv Z) = eXP(X(X>.V7 Z)) = V(vavz + 1/2<XaY>)

etdonc
(5322 + =, )b 2+ 2 y'))
ryX7.Y7Z 2X7y 7X7Y7Z 2X7y

! ' ;1 . '
:7<x+x,y+y,z+z +§(<X,y>+<x,y>) +<X,y>>

/ / !/ 1 / / 1 / !/
(5t oy S (o Ay ) + 5 () = )

:eXP(X<X+X’,y+y’,z+ Z + é((X,y,> - <X/=Y>)>)

de sorte que I'on obtient finalement une nouvelle identification

Propriété V.5 (Coor(lonnées exponentieues).

R2n+l

H, est isomorplze a muni de la relation de groupe :

1

(X>Y>Z)(X/>Y/>Z/) = <X+X,7y+.yl7z+zl+ §(<X7y,> - <X/7.V>)>

[.2 Métriques invariantes a g’auclle des groupes de HeiSen})erg’

Dans cette partie nous résumons ce qui est connu sur les métriques invariantes a

gauche (les groupes de Heisenberg.

1.2.a Métriques riemanniennes

Considérons la premiere représentation du groupe de Heisen]oerg H,, (ie. les

coordonnées classiques) et notons

0 0 0 0
Xi—a—Xi; Yi—a—Yi—Xia—z; Z—a—zf
Ozl-zdxi; ﬁizdyi; wzclz-l-ZXidyi;

i=1

ces notations introduites on peut donner une classification des métriques invariantes a

gauche sur Hn .
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Théoréme IV.6.

. . . . . 7
Toute métrique invariante a gauclze sur H,, est équwa/ente, a automorpifusme prés, d I'une des

métriques de la ][orme :
ng:---,Vn = Vlz(alz + /612) + wZ,
avec V1, ...,V, € R\{O}.

Ce théoreme provient de la caractérisation des automorphismes de b, et du lemme
IV.7 suivant. Pour lyénoncer, introduisons pour un n—uple’t donné r = (rl, cey rn) véri-

fiant 0 < rn<-.-<r, 1’eﬂipso'1'de fermée dans C»
2
< 1}

E(r)Z{zEC“\Z

Z;
I;

alors

Lemme 1V.7.
Soit un e//ipso'fc[e

E = {WERZU | Zal-jwiwj < 1}

ij
dans R*" = C" alors il existe une app/ication linéaire symp/ectique W € sp2n telle que
WE = E(r) pour un n—up/et r = (rl, - ,rn) tel que 0 < rp < --- < 1, De p/us es

nombres r; sont déterminés de maniére unique par E

Preuve. Considérons la forme symplectique canonique wy sur C* = Rzn, ainsi que le

pro&uit scalaire

n

g(u,v) = Z a;j1;vj
ij=1
de sorte que E = {W € R?» ‘ g(W, W) < 1}. Alors il existe une base UL, ooy Uy, Vg ooy Vy

qui est orthogonale pour g et qui est aussi une base symplectique, i.e. la forme symplec’cique
wp sur C" §'ecrit w = Z?:l (in VAN (in pour les coordonnées w = Z?:l (XiLli + yivi) ; cela

provient de la cliagonalisation des matrices hermitiennes. On peut supposer que

g(u, ) = g(vi,vi) =

J?N| —

Soit @ : R?" — R?" I'application linéaire symplectique qui envoie la base standard de R
sur cette base (i.e., Pz = Z?:l (Xi u; + yiw) ) alors

n 2 2
xi tyi
g(Pz, Pz) = Z -
i=1 i
et donc W = ®7! vérifie ce que 'on voulait. Pour I'unicité du n—uple’t, soit la matrice
cliagonal D(r) = {1/1’%, cee 1/1‘5, 1/1’%, cee 1/1‘5} et supposons qu’ﬂ existe une matrice

symplectique W et un n—uplet r tels que
‘WD(H)W = D(+)
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comme Jo'W = l-l—’_lfo ott Jo est la matrice telle que wo(u,v) = (Jou,v), alors on a
W oD ()W = JoD(+')

de sorte que les valeurs propres de JoD(r) et JoD(+) doivent étre iclen’ciques, or les valeurs
propres de JoD(r) sont (£ i/r%, ce :l:i/rlzl). O

En particulier pour le premier des groupe de Heisenloerg on a

Corollaire TV.7 bis

Sur H; es métriques invariantes a gauclres sont, a automorplzisme pres, de la forme

g = a% +ﬁf + w?

1.2.b Métriques sous-riemanniennes

Ici on se place en coordonnées exponentieﬂes de sorte que les champs invariants

a gauche que I'on va considérer seront de la forme :

oy 0 o x 0 P
X‘:___l_. ‘:__1__1_. - .
1 ’ i aYI 262, Z aZ,

1 n
a; = dx; ; Bi = JYi; w = dz— é;}qdyj _Yidxi;

alors on considere la distribution donnée par

H, = kerw = Vect{Xi,Yi ‘ i= 1,...,11}.

Commeona
wA (dw)* = dz Adyy Adsg A+ Ady, Adx, # 0O

la distribution H,, est totalement non intégrable. Néanmoins, nous allons considérer les
métriques g définies positives sur H,. On a :
[Xi, Z] = 0 [Y:, Z]
[X.X] =0 Y. Y]

0 [X:, Y;] = 51','2
0

la distribution vérifie les conditions de Hérmander ; deux points peuvent donc toujours étre
joints par une courbe presque partout horizontale i.e. dont le vecteur tangent est presque
partout dans H, (c£ Strichartz [Str86]), ceci nous permet de définir une distance clg dite

sous-riemannienne ou de Carno’c—Cara’choclory. Comme pour le cas riemannien, le lemme

TV.7 nous donne
Théoréme IV.8.

Toute métrique sous-riemannienne invariante a gauclze sur (HH, Hn) est équiva/ente, a auto-

morplzisme prés, d 'une des métriques de la ][orme



90 Chapitre IV. Le cas des groupes de Heisenberg

avec v = (V1,...,V,) sur a splzére unité de R™ usuel. De p/us la ][ami//e

{& |ves™}

est irréductible.

De méme

Corollaire IV.8.bis

Sur (Hl, 'Hl) es métriques sous-riemanniennes invariantes d gauckes sont d automorpllisme
prés de Ia ][orme

_ 2 2

g=a7+ [
Remarque 1V.9. Cela est lréquivalent du fait qu7i1 existe cles bases orthonormés sur R”
usuel, quelque soit le produi’c scalaire ; malheureusement comme on le voit ce n’est plus vrai

pour H, quand n>1. la particulari’té ducasn =1 provenant explici’cemen’c du fait que
les matrices symplectiques 2 % 2 sont les matrices inversilales, ou Sp(2, R) = Gl (2, ]R).

On note
:U/(()O) = sin2 © —cotyp;
2 (IV-2)
v(p) L4 sip # 0etrv(0) =2;

© + sin® (p — sin @ cos @
alors sur H;, pour la métrique ¢ = Oz% + Oz%, ona:

Théoreme IV.10 ([BGGOO] théorsme 1.36).
1] Yy a un nombre fini de géoalésiques joignant /’origine a (x,y,t) siet seulement si (x,y) #

(0,0). Ces géoalésiques sont paramétrées par les solutions 0 de
(0/2)(x* +57) = 4lt] (IV-3)

et leurs /ongueurs sont strictement croissantes en fonction de 0. 11 Yy a une seule géoc]ésique si

ot seulement si
2 2
4lt] < ple) (" +y7)
ou Y1 est /’unique solution de @ = tan @ sur |m,2m|. Sinon leur nombre tend vers /’in][ini

/orsque 4|t|/(x2 + yz) — 00. Le carré de I /ongueur de Ia géoa/ésique donné par une solution
0 de TV-3 est

](9)2 = v(0/2) (4|t‘ + (X2 + y2)) (ITV-4)
en particu/ier, si on considére 0, /'unique solution de TV-3 sur [0, 27| alors

d (0, (x,7,1))% = v(8./2) (4]t] + (> + 7)) (IV-5)

En remarquant que toute courbe sur R? entre O et (X, y) peut étre relevée en
une courbe horizontale entre O et (X, v, t), oit t est alors aire orientée entre le segment
[0, (x,y)] et la courbe, on en tire aisément le fait que les géodésiques sont des relevées d’arc
de cercles sur R? (ot de droites si on reste dans le plan t = 0), cela provient du proljléme

de Diclo, alors ce qui suit devient évident :
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Théoreme IV.11.
Les geoc[esn;ues joignant /omgme a un pomt (0 0,t) ont des /ongueurs d, (12, etc ... a[é][inies

par (clm) 4m7T|t‘ de sorte que cl ( ) = 47T‘t|.

Grace au fait que toute métrique sous-riemannienne invariante a gauche sur H;

peut se ramener a automorphisme prés a cette métrique on clot ce cas. Sur H, avec la

métrique gy, ., = ?=l (Ozl2 + ﬁ?)/ylz on 0 <y <..- < Vp < Vpt1 = =0 = Uy
et en notant X = (xl,...,xn,yl,...,yn) p12 = Xi2+yi2 pour i = 1,... n, X =

"= | faut distinguer plusi
(Xl,...,xp,yl,...,yp) et X’ = (Xp+1,..., H,yp+1,...,yn) Il taut istinguer plusieurs
cas :

Théoreme IV.12 (IBGGO0O0] théoreme 3.24).
Si X" # 0, alors il Yy a un nombre fini de géoa]ésiques entre /’origine et (X,t). Elles sont

indéxées par les solutions de
4t = Z V22 u(v20/2) (IV-6)

Jeur /ongueur croissante en fonction de 0. En particu/ier le carré de la distance sous-riemannienne
entre (X, t) et /’origine est

d(0,(X, )" = %(4&\ + Xn:cot (ufec/z)u?p?) (IV-7)
i=1

ou 0, est /’unique solution de TV-0 sur 10, 27T/V§ [.

Théoreme IV.13 ([BGGO0] théorsme 3.52).
Si X" # 0et X" =0,
1. Si

1< 3 2utRn ), 9
i=1
alors la distance sous-riemannienne est donnée par
d.(0,(X, 1)) = 6/2 <4|f\ + Zu P2 cot ( 29/2)) (IV-9)
oit O est la solution unique de TV-0 sur 10,27 /v,|.

2. Sinon, il Yy a une in][inité de géoa/ésiques de mémes /ongueurs entre /brigine et (X,t),

paramétrées par Ja splzére

I"O) = — <4If\ ZV (¥ 7T/Vf)) (IV-10)

ou( = (Xl,...,xn,m,...,”r]n) et C” = (Xp+l,...,Xn,7717+],...,7]11). Leur/ongueur

est donnée par

d. (0, (X, t))z = % (4\t| + ZV p? cot (v 7T/1/f)> (IV-11)
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Il reste un cas.

Théoreme IV.14.
Soit X = 0ett #0 et][ixons une paire d'entiers (j,m), j=1,2,... ,net m € N¥, alors il

Yy a une infinité de géoa[ésiques de méme /ongueur cl,-m(t) entre /’origine et (0,t), avec

dmm|t
(1) = mg' J (IV-12)
Vi
La distance sous-riemannienne entre /’origine et (0,t) est donc
4,(0.(0, 1)) = dy, (1> = +7I1 V.13
g( 7( 7t)) - nl(t) - 2 ( - )
Remarque IV.15. Le cas IJ% = ... = VIZI se déduit du cas H;. Pour tout les détails on

se référera a [BGGOO]. Pour une vision plus géométrique, on pourra visiter la page de
R. Montgomery — http ://orca.ucsc.edu/ rmont/sR.html — et consulter dans son livre
en écriture le chapitre 1 « Dido meets Heisenl)erg ».

I.3 Sous groupes co-compacts des groupes de HeiSen]oerg’
Ce qui suit vient de [GW&6].
Définition TV.16.

Soit r = (1‘1, .y rn) un n—uplets d’entiers naturels non nuls tels que 1; divise rj4+1 pour
1 <j < n, on note rZ" les n—uplets x = (Xl, - ,Xn) tels que x; € er, 1<j<n On
définit

I, ={v(xyt)|xetZ",ycZ' t €L}

qui est un sous-groupe co-compact de H,,.

On peut alors énoncer le théoreme suivant qui caractérise les sous-groupes co-

compact.

Théorsme IV.17 (IGW86] théoreme 2.4).

Les sous groupes T, de la c[éﬁnition Iv.16 c/assi][ient les sous groupes co-compacts de H, a
automorplzismes prés. Autrement dit, pour tout sous groupe co-compact I’ de H,, il existe un
r unique tel que I soit envoyé par un automorplzisme sur I',. De p/us pour r et s des n—up/ets

comme dans IV.10, T, et I, sont des groupes isomorplzes si et seulement si r = s.
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II Mesures et convergences

II.1 Métrique sous-riemannienne et Mesure associée
IM.la le groupe H

On reprencl les notations de 1.2. Nous considérons a présent des meétriques sous-
riemanniennes dont la distribution est donnée par H; = Vect{X , Y} et qui s’expriment

par (on omet l'indice 1),

g =alx,y,z)a” + b(x,y,2)8* + c(x,y,z) (@B + Ba)

ot les fonctions a, b et ¢ sont périocliques (par I'action a gauche d'un sous-groupe co-

compact). Nous noterons la matrice corresponclante

Gy, = <a(X>y> z) c(x,y, Z))

c(x,y,2) b(x,y,z)

Lemme IV.18.

La mesure de Haussa’orﬁ[ 4-dimensionnelle associée a la distance sous-riemannienne c]g, est
déterminée par

1(A) = /Aclet(GH) ds dy ds

Preuve. On notera (-,+) = g, la métrique invariante a gauche sur H; décrite en 1.2.
On se place sur H1(x), alors sur ce sous-espace g(U,V) = (LU,LV)y, ott L est un

automorphisme de b1, procédons par étape :

Etape 1: gestinvariante & gauche, il suffit donc d’studier ce qui se passe a 170rigine alors
—t a ¢
s(U,V)y="U (C L) v

Comme Gy est symétrique définie positive elle peut s’écrire sous la forme YLL, on consi-
dere alors

2o i)

qui est bien un automorphisme. En tout cason a L*g, = g de sorte qu’en notant la
mesure de Haussdorff 4-dimensionnelle associée a dg on obtient Hg(Q) = H. (L (Q)),

ot H, est la mesure associée a la métrique sous-riemannienne canonique. Or il

s’avere que cette derniere corresponcl 3 la mesure de Haar usuelle sur R3 de sorte que

Hg(Q) = (clet L)HC(Q), et comme det L = det GH on conclut pour ce cas.

Etape 2 : En un point £ fixé on a ge = Lg<-, ¢. Or par continuité en £, pour tout
A > 1, on trouve un § > 0 tel que, pour tout |§ — x| < § et pour tout V' € H;(x),

<L§ . V, Lg . V>X S gX(V, V) S )\<L§ . V, Lg . V>X

> =
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en intégrant sur ce voisinage, i.e., pour |x — y| < §/2, on trouve

%du(Lg(X), Le(y)) < dy(x,y) < M. (Le(x), Le(y))

(on a fait un abus de notation en notant le morphisme de groupe Lg( - ) sur Hj et l'au-
tomorphisme associé L¢ sur by), de sorte que pour les voisinages w de & contenus dans la
boule de centre & et de rayon 0 / 2 on olotient,

%HAQ@DgPUMSAHUAW>

soit

1
L (det Grl©) () € H(w) < A(det On(€)) L ()
on en déduit que ng(f) = det Gr'H(f)clPIL t

Remarque ]IVlC). En vertu de qUOi on appeﬂera £orme Volume associée la forme

J,ug = &et(GH) dx Cly dz.

II.1.b CasdesH,, pour n > 1

On reprend les notations de 1.2 ici aussi. On considere une meétrique de la forme
g = Z g + gi(j+n)04iﬁj + g(i+n)jﬁia;‘ + g(i+n)(j+n)ﬂiﬁj
i=1

On va lui associer la mesure
%z/um®$®&
Q

Remarque IV.20. Cette mesure est aussi issue de la forme volume associée a la meétrique

riemannienne cléﬁnie par

n l
Srie — Zgijaiaj + gi(j+n)041ﬂj + g(i+n)jﬁiaj + g(i+n)(j+n)5iﬁj + (GleJc G)“W

i=1

Est-ce la mesure de Haussdorff 2n + 2—dimensionneue associée a la distance

sous-riemannienne (Jg ?

11.2 Enoncés des résultats

II.2.a — Dans ce qui suit on note J,, la famille de dilatations associées au groupe
de Heisenberg telles que 0, (x,y,2) = (px, py, p2z). On se donne une métrique sous-
riemannienne sur R**! invariante par I’action a gauche de T,. Transposons dans ce cas
les résultats du deuxieme chapitre. On rappel que [loo est la mesure de Haar telle que, pour

un domaine fondamental D. pour Iaction de I', on ait :

proo(D:) = p1g(D:)

alors
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Lemme IV.21.

Soit { une ][onction dans Ll(A, ,ug), oit A est un sous ensemble compact de R?"+1

ayant un

l)OTCZ a[e mesure nu//e pour ,LLg, a/ors

1 aitl
e [ o6 du) = [0 et FGoi 0 dy — [ Fd (V-1
p SpA A -~ "

R—+o0
dpp(x)

On rappel que ch(X,y) = a’g (5p(x), (5p(y))/p alors :

Théoréme IvV.22.
Soit A un compact de RZHH, alors la suite (A,Jp,,up)p converge au sens de Gromov-
Hausa’orﬁ[ mesuré vers (A, cls, ,uoo).

Sans oublier le cas particulier des boules :

Théoréme IV.23.
On ala convergence au sens de Gromov-Haussc]orﬁ[ mesuré du ][i/et (51/pBg(p), clp, ,up) vers

(Boo(1), ds, o).

Corollaire 1v.23 bis

Onala convergence et la limite suivante

lim % — o (Boo(l))

p—+oo

7 . . .
que ['on appe/era volume asymptotique sous-riemannien.

Remarque IV.24. Ce resulta’c, tout comme son analogue dans le cas du tore, est démon-

tré par P. Pansu dans [Pan83].

H.Z.l)— Nous terminons cette partie par I'énoncé dans ce cas du théoreme

II.19 .

Théoreme IV.25.

Soit (I'\H,, H.,, g) e quotient compact d’un groupe de Heisenlyerg, muni d'une métrique
sous-riemannienne g sur la distribution H,,. Notons clg la distance sous-riemannienne, B, (p)
les boules centrées en l'identits, de rayon p, induites sur H, et \; (Bg(p)> la i valeur propre
du /ap/acien sous-riemannien pour e prola/éme de Dirichlet sur B, (p).

A/ors, il existe un opérateur lzypoe//iptique Ao, e /ap/acien de Kohn associé a une
métrique sous-riemannienne invariante d gauclle sur H,, tel qu'en notant \° sa i®™ valeur
propre pour e pro]aléme de Dirichlet sur la boule unité de la distance du issue de la norme stable
on ait :

lim p?); (Bg(P)> = A"

p—00
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I1.3 Sur le volume asymptotique

Dans cette partie nous voulons montrer que, comme pour le cas des tores, on
obtient une inégalité sur le volume asymptotique. Malheureusement il n’existe pas &7équi—
valent au théoreme de Faber-Krahn en géométrie sous-riemannienne pour I'instant. Bien
qu’il y ait des inégalités du méme type, elles ne sont pas optimales comme pour le cas
d’égali’cé dans le théoreme de Faber-Krahn qui n'a lieu que pour les boules. Ainsi nous
n’obtenons pas pour I'instant de conclusion concernant le cas cl'égali’té dans notre inégali—

tés. Voila ce que nous obtenons :
I1.3.a — Commengons par le cas riemannien :

Théoréme IV.26.

Soit (H,,, H.,,g) un groupe de Heisenlaerg muni d'une métrique riemannienne relevée d'une
métrique riemannienne d'un quotient co-compact. Alors son volume asymptotique riemannien

ol
verlfle :

Volas(g) > Zigﬁ p2(Ba(1))

ou [l est la mesure riemannienne associée a g, U2 une mesure sous-riemannienne associée d une
métrique sous-riemannienne invariante d gauclze, issue du tore d’Albanese de H,, dont Bz(l)

est la boule ge’oa]ésique de rayon 1 et Dy un domaine fona’amenta/ pour ['action co-compact.

Preuve. Soit (Hl(V, R), || . Hs) 1’espace d’homologie du quotient compact V muni de
la norme stal;le, dest le dual de 17espace de cohomologie (HI(V, R), || . ||oo) muni du
quotient de la norme L des 1-formes. Considérons la norme L? sur les 1—£ormes, notée

Il (& normalisation prés), par 17inégalité de Holder pour toute 1-forme o
2 < flefog (IV-15)

hnégali’cé étant valable pour les formes harmoniques, en utilisant le théoreme de Hodge—

de Rham elle passe au quotient et par dualité on obtient (notations évi&entes)

Iyl < 11l
pour tout 7y € Hl(v, R), aprés identification du H' avec H,, (c£ [CE48] et [Nom54) il

vient que, pour les distances sous-riemanniennes associées clz et cloo, on a lyinégalité
doo(O,X) < dz(, X)

cle sorte que 1a laoule cle rayon 1 pour c]z est incluse dans 1a Loule cle 1a distance <<stal)le>>.

Ainsi pour toute mesure :

en particulier cela est vrai pour la mesure J7%) induite par ||’)/H§ qui est sous-riemannienne
invariante a gauche. En mul’ciplian’c de part et d’autre par ug(D;) /12(Dy) on conclut. [

Remarque IV.27. Cette inégali’cé est surtout intéressante en dimension 2 ot J7%) (Bz(l))
ne dépend pas de la métrique de clépar’c, cest 17équivalen’c de la constante b,, le volume
euclidien de la boule unitaire eucliclienne, du cas des tores. On peut remarquer que la dé-

monstration reste valable pour toute distance sous-riemannienne invariante a gauche dont
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1a looule unité est incluse dans ceﬂe cle 1a norme stalole. Cependant dans 1e cas par’ciculier
de la démonstration faite ici on retrouve le rdle particulier joué par le tore d’Albanese du

groupe de Heisen]oerg.
Que peux-t-on dire du cas d’égali’cé?

Remarque IV.28. La démonstration utilise juste le fait que H, est une nilvariété, en

sorte que le théoreme est valable pour toutes les nilvariétés.

I1.3.b — Il reste le cas sous-riemannien. La démonstration précéclen’ce échoue
pour plusieurs raisons.

— La norme stable est dans ce cas le quotient de la norme L des 1-formes
restreintes a la distribution ‘H,,. De méme 17équivalent de la norme L? n'est
défini que sur le dual de H.,,.

-1 n'y a pas actuellement d’équivalent du Théoreme de Hodge—de Rham, excepté
pour le cas invariant a gauche, en géométrie sous-riemannienne. De sorte que
le passage au quotient de 1’inéga1ité (IV-15) n’est pas évident.

Cepen&ant, si une telle inégalité faisait surface dans ce cas, elle serait 17équiva1ent

de lyinégalité de la proposition II1.25.
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Annexe A Probléemes liées

A.1 Noyau de la chaleur en g’ran(ls temps

Soit (T™,g) un tore et (R, 3) son revétement universel muni de la meétrique

relevée. On rappel que g, = (1/p2)5;§ sont les meétriques ré-échelonnées et A, leur

1ap1acien sur R".

Nous allons étudier, du point de vue de 17}10mogénéisa’ci0n, le comportement du
noyau de la chaleur sur le revétement universel en temps 1ong , i.e. on s'intéresse au com-

portement quancl t tend vers l'infini d'une solution u(t,x) au probléme

% +Au =0 dans ]0, + oo x R”

u(O, X) = uo(X)

Pour une vision utilisant la proba]oﬂité on consultera M. Kotani et T. Sunada [KS00].

(A.1)

Introduisons les fonctions ré-échelonnées
uy(t, x) = pnu(pzt,5px), p>0

alors il est immédiat (c£ I1.8) que u est solution de A.1 si, et seulement si, u, est solution

de

% + Ayu, =

0 dans |0, + oo x R”
l0.%) = (5,

(A.2)

de sorte que I'stude de u(t, ) quan& t tend vers l'infini se ramene a I'étude de up(l, )

quan& p — 00 ; autrement dit a 'stude de la suite spéctrale lige aux opérateurs (A p) sur

R”. On a alors
Théoréme A.l.

La suite des résolvantes (R)’\)) converge fai]ylement vers la résolvante (R®) de Ay dans

L2(R").

Remarque A.2. La démonstration est la méme que celle de TM.30. En fait on parlera
plutot de G-convergence dans ce cas-ci. On peut appliquer les théoremes du chapitre I1I de

[ZKON79], en particulier les théoremes 4 et 6.

Théoreme A.3 (|ZKON79]| page 136).
La solution fondamenta/e ]e(t, X, ) de A.1 admet le a[éve/oppement asymptotique suivant

]z(t,x,y) = ]eoo(t,x,y) + t_%e(t,}gy)

ou ]eoo(t, x,y) est la solution ][onc]amenta/e de

ag—f + Apus, = 0dans |0, +o00| x R” (A.3)

et 9(t,x,y) — 0 uniformément quand t — 00 sur |X|2 + ‘y‘z < at, pour toute constante
a > 0 fixée.
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Remarque A.4. Cet énoncé est 1égérement plus faible que I'énoncé du théoreme 1 de

M. Kotani et T. Sunada dans [KS00].

Théoreme A.5 (|ZKON79] page 138).
Soit ug € L* (R™)y N L>(R). Alors la solution u(t, x) de A.1 admet le a’éve/oppement asymp-
totique suivant, quana’ t — +o00o,

u(t,x) = 00(47#)_% / uo(y)cly + t_%e(t,x) (A.4)

ot O(t, x) converge uniformément vers O pour |x| < R, oit R est une constante positive et c

est le déterminant de la matrice associée a A

Ce dernier énoncé peut étre précisé comme suit :

Théoreme A.6 (Duro, Zuazua [DZ00] ).
Soit ug € L! (R™). Alors la solution unique de A.1 Uéri][ie pour tout p € [1, +ool :

£/ 2071/0) || (£) — g (8)]], — O, quand t — +00 (A.5)

oit s est la solution unique du prol;/éme komogénéisé (A.3). Prurn = let n = 2, A.5 est

vraie aussi pour p = 0Q.

A2 Converg’ence spectrale d’une famille de revétement d'un tore

Ftudions a présent le revétement a k" feuillets d'un tore riemannien induit par
I'homothétie de centre 0 est de rapport k sur R i.e.

51€:Tn — Tn

X ]2~x

Si on remonte la métrique g, on obtient une métrique g}, sur le tore, telle que le volume soit
Volgk (T) = L Volg (T). On voit donc de maniére naturelle apparaitre le ré—échelonnage
en prenant la métrique g, = (l/lez)éle, dont le volume est Volg (T).

A présent concentrons nous sur les distances induites par g, que I'on notera c]k.
Le théoreme IMI.4 nous dit précisément que la suite des tores (T“, c]l\’, /’Lle) converge au
sens de Gromov-Haussdorff mesuré vers le tore (T“, JOO, ,uoo), muni de la distance issue

de la norme stable et de la mesure de Haar tel que foo(T) = Volg (T).

Cependant, en ce qui concerne 17énergie des fonctions et le comportement du
1ap1acien, I'stude faite pour les boules pouvant étre faite pour un domaine £ondamental,
on s'apergoit que cette suite converge vers le tore d’Albanese, i.e. le tore (T, dy, fa) ol
(JA est la distance issue du pro&uit scalaire défini en [.2, ceci au sens de la distance D
introduite par A. Kasue et H. Kimura. En effet, nous obtenons ici la I'-convergence des
énergies de Dirichlet, ce qui incluit, suivant le théoreme 2.1 de [KKO97], la convergence
suivant la distance D.

. . 7. .
La question restant en suspend, est de savoir s'il y a aussi convergence au sens de

la distance spec’crale introduite par P. Bérard, G. Besson et S. Gallot dans [BBGO4].
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The Last Word ]:)y the Author’s Mother

So you've read his book and, God wiHing, enjoyecl it. Do I have to
tell you how proud a mother would be of a son like that ? I don’t. Now mayl)e
he'll give up all this foolishness and go into a worthwhile profession.

Par la mere de Dan Greenburg dans
How to be a ]eWis}l Mother









Résumé

Considérons une nilvariété graduée munie d'une métrique riemannienne
(resp. sous-riemannienne), on releve la métrique sur le revétement uni-
versel, on obtient ainsi une distance qui a son tour définit des boules.
Sur ces boules on peut étudier le 1ap1acien (resp. un sous—laplacien). On
se concentre sur son spectre pour le probléme de Dirichlet. On clécrit,
en utilisant les outils de 17homogénéisation, le comportement asympto-
tique des valeurs propres quancl le rayon des boules tend vers I'infini. On
obtient également une minoration du volume asymptotique des boules
faisant intervenir le tore d’Albanese. Dans le cas particulier des tores, on
étudie aussi le spectre de Neumann et on caractérise les tores plats grace a
17asymptotique de la premiére valeur propre du 1ap1acien pour le pro]oléme

de Dirichlet. On explore aussi le cas des groupes de Heisenberg.

Mots-clés

Nilvariété, homogénéisation, spectre du 1aplacien, norme sta]ole, tore

cl’Aﬂ)anese, volume asymptotique.

Classification mathématique

53C24, 58C40, 74Q99.



