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Introduction

Un des premiers exemples de variété hyperbolique est di & Gieseking
en 1912 il se construit en partant d’un tétraédre hyperbolique idéal et en
recollant certaines faces. Cette variété bien que non orientable est compléte,
non compacte et de volume fini. De telles constructions peuvent se généra-
liser en prenant plusieurs tétraédres et en recollant des faces. On obtient le
complémentaire du noeud en huit & partir de deux tétraédres. Bien stir, avec
leur domaine fondamental polyédral, on peut alors calculer le volume d’une
variété ainsi construite (cf. [R]) si I’on sait calculer le volume d'un tétraédre
(d’un simplexe en général) hyperbolique. D’aprés [EP|, une telle construction
est toujours possible pour une variété hyperbolique non compacte de volume
fini.

D’aprés le théoréme de rigidité de Mostow (voir 5), le volume d’une va-
riété hyperbolique compléte orientée est un invariant topologique (le volume
simplicial se calcule : || M|| = % , cf. [R]). Mais le volume d’une variété
hyperbolique est une quantité qui reste encore difficile & calculer. On peut
néanmoins, par exemple, obtenir dans certains cas une borne inférieure ([K2]
et [K3]).

Dans [BCG], la question de la minimalité de l’entropie d’une métrique
hyperbolique sur une surface est traitée en utilisant un forme calibrante
construite & partir de la fonction volume des triangles hyperboliques idéaux.
En dimensions supérieures, connaissant mieux la fonction volume des sim-
plexes hyperboliques on pourrait donner une preuve du résultat et peut-étre
généraliser la construction au cas des produits de surfaces qui est encore
ouvert.

C’est en m’intéressant initialement au volume simplicial des espaces lo-
calement symeétriques que j’ai été amené & étudier le volume des simplexes
hyperboliques.

Tout d’abord, nous présentons quelques résultats connus sur les simplexes
hyperboliques. Ensuite, nous exposons une formule qui donne le volume d’un
simplexe hyperbolique idéal en fonction de ses sommets sur la sphére a I’in-
fini. Enfin, aprés avoir déterminé une base des harmoniques sphériques de
L? (S”_l), nous donnons une méthode pour développer en harmoniques sphé-
riques la fonction volume des simplexes hyperboliques idéaux. Malheureuse-
ment, cette méthode ne permet pas encore d’avoir la forme générale des
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coefficients du développement, mais seulement d’en calculer des termes (ce
que nous faisons avec l’aide du logiciel de calcul formel Maple V).

Nous utiliserons dans toute la suite les bases de la géométrie hyperbo-
lique. Nous en utiliserons les différents modéles : celui du demi-espace de
Poincaré, noté H'}, celui de la boule de Poincaré B” et enfin le modele pro-
jectif de Klein K". On peut trouver des références dans, entre autres, [R],
[BP] ou [Be].



Chapitre 1

Calcul du volume hyperbolique

Le calcul du volume des simplexes euclidiens se réduit & un calcul de
déterminant, puisque le volume du simplexe (4o, ..., 4,) est donné par la

formule % det(AoA{, . ,AOA;L). Par contre, le volume d’'un simplexe hyper-
bolique est beaucoup plus difficile & calculer en général.

Lorsqu’il s’agit de trouver les simplexes de plus grand volume, il suffit
de s’intéresser aux simplexes idéaux, car étant donné un simplexe non idéal,
en prolongeant les rayons géodésiques issus d’un point intérieur et pointant
vers les sommets, on obtient des points & I'infini qui sont les sommets d’un
simplexe idéal contenant strictement le simplexe initial.

Une premiére approche — plutét analytique —, consiste a intégrer directe-
ment la mesure hyperbolique sur le simplexe.

Nous exposons maintenant quelques résultats sur le volume des simplexes
hyperboliques.

1.1 Aire des triangles hyperboliques

Le cas le plus simple est celui des triangles hyperboliques.
Nous avons

Théoréme 1. L’aire d’un triangle hyperboliqgue dont les angles auxr sommets
sont a, B ety est :

aire(T' (e, 8,7)) = 7 — (@ + B+ 7).

Plagons-nous dans le modéle du demi-plan de Poincaré. Un triangle est
alors déterminé par ses cdtés, qui sont des arcs de cercle orthogonaux au
bord du demi-plan. Voir par exemple [GHL]|, [R] ou [BP].

Nous donnons une preuve trés succincte. Etant donné que tout triangle
est la « différence » de deux triangles ayant un sommet & U'infini (voir figure
1.1), il suffit de faire le calcul dans ce cas la. En supposant de plus que le
point C' & U'infini n’est pas sur le bord du demi-plan (voir figure 1.2), on a a
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C

Dy

Fi1G. 1.1 — Différence de deux triangles avec un sommet & 1’infini

calculer :

/ dz dy
vy

qui, par la formule de Stokes, est égal a

[
aT?/'

OT est constitué de deux demi-droites verticales et d’un arc de cercle AB que

0
T
B
o B
N
B8

TN

Fi1G. 1.2 — Quand C est a l'infini




1.2. Volume des tétraédres hyperboliques 9

I'on parameétre en coordonnées polaires — de centre celui de l'arc de cercle.

[ [ &
or Y AB Y

T—Q o}
_ / 7‘.sm9d‘9
3 sin @

= m—a-—p.

Remarques

1) Pour un triangle sphérique, la formule est :
aire(T(a, 8,7)) = (a+ B +7) — .

2) Lorsque le triangle est idéal, I’aire vaut alors exactement 7.
Nous obtenons alors :

Proposition 1. L’aire des triangles hyperboliques est majorée par m et cette
borne est atteinte uniqguement par les triangles idéauz.

Voyons ce qui se passe en dimension 3.

1.2 Volume des tétraédres hyperboliques

Comme précisé plus haut, il suffit de considérer les simplexes idéaux pour
majorer le volume.

Dans le modeéle du demi-espace, on peut envoyer le point D du tétraedre
ABCD aVlinfini. Alors, si on coupe le tétraédre par un plan horizontal (c’est-
a-dire par une horosphére basée en oo) suffisamment « haut », on obtient dans
I'intersection un triangle translaté du triangle euclidien ABC. Les angles de
ce triangle sont les angles diédres autour du sommet D. On peut de la méme
maniére couper le tétraédre par des horosphéres et obtenir ainsi les angles
diédres autour de chaque sommet. Ces angles apparaissent alors comme les
angles d’un triangle sur une horosphére (qui est plate), par conséquent leur
somme est égale & . On peut assez facilement vérifier en utilisant le fait
que chaque angle diedre se retrouve a deux sommets, que les triplés d’angles
diédres sont identiques en chaque sommet.

Ces angles permettent donc de paramétrer le volume des tétraédres.

Nous avons alors (pour une preuves, voir [R], [M1] ou encore [M2]) :

Théoréme 2. Le volume d’un tétraédre idéal dont les angles diédres sont «,
B ety est donné par :

vol(a, B,7) = Jl(e) + JI(B) + JI(v).

ou
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Définition 1 (Fonction dilogarithme).
0
JI(0) = —/ In|2sin¢|dt.
0

Cette fonction apparait dans le calcul de l'intégrale donnant le volume
du tétraédre.
On peut montrer que

oo

1 sin 2n6
TO) =35> .

n2

n=1

En appliquant le principe des extrema liés, on montre que le volume est
maximal lorsque o = 3 = v = 3. Cela correspond a un tétraedre régulier :

Définition 2 (Simplexe régulier). Un simpleze est dit régulier si toute
permutation de ses sommets peut étre réalisée par une isométrie.

Sia=p=~=3, il est clair que 'on peut permuter les sommets A, B
et C par une isométrie fixant D = oo et ensuite, on permute A et D par une
inversion par rapport & la sphére euclidienne de centre A passant par B et
C. Réciproquement, un tétraédre régulier a tous ses angles diedres égaux.

Théoréme 3. Les tétraédres hyperboliqgues de volume mazimal sont les té-
traédres idéaux réguliers.

Le volume maximal pour un tétraédre hyperbolique est donc
Ve = 3.H(g) ~ 1,0149.

Puisque le volume est paramétré par les angles diédres, on peut aussi le
voir comme le volume d’un tétraédre hyperbolique dont les sommets sont
0,0, 1let z€ C~R~ gH? \ {co} (on vérifie que dans ce cas-13, z est
le birapport des sommets). Les angles diédres sont alors arg(z), arg(l — %)
et arg(t2) (voir [NZ]). Dans ce cas, on peut établir que le volume comme
fonction de z se calcule ainsi

n

V(z) =Im (Z %) + log |z| arg(1 — z).

n=1

1.3 Théoréme de Haagerup-Munkholm

Le résultat du théoréme 3 se généralise en dimension supérieure :

Théoréme 4 (Haagerup-Munkholm). Dans l’espace hyperbolique de di-
mension n > 2, un simplexe est de volume maximal si et seulement si c’est
un simpleze idéal régulier.
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Ce théoreme a été démontré par U. Haagerup et H.J. Munkholm dans
[HM], par une preuve par récurrence qui utilise en les comparant deux ex-
pressions intégrales suivantes pour le calcul du volume.

a)

La premiére dans le modéle du demi-espace, un sommet étant & ’infini
et les autres sur la sphére unité (n — 2)-dimensionnelle S»~2 centrée en
0 dans le bord du demi-espace :

oo dzd
ol (S (Ay, ..., Ay, 00)) = / / dy
2€Sp(A1,nAn) JA/1=? Y

_ 1 / dz
n—1Jy, (1- |w|2)(n—1)/2

ou Xg(Al,..., An,00) est le simplexe hyperbolique et g (41,...,A)
est le (n — 1)-simplexe euclidien engendré par les sommets Aj, ... A,.

La deuxiéme dans la méme situation, mais considérant les sommets
Aq,..., A, dans le modéle projectif. Alors, cette fois :

d
vol(Sm (A1, ..., Ay)) = / 7‘””/2 (1.1)
EE(AIV“!A"L) (]- - |~’E|)

puisque dans le modéle projectif les simplexes hyperboliques sont re-
présentés par les simplexes euclidiens et que la mesure hyperbolique
s’écrit alors

dz
(1 —|z))"”

dans H* 1.

Notons que Norbert Peyerimhoff a donné une preuve de ce résultat plus
géométrique. Cette preuve utilise la symétrisation de Steiner et se rapproche
dans ’esprit de celle de la maximalité du volume des simplexes euclidiens
réguliers parmi les simplexes inscrits dans une sphére (si en un sommet les
arétes ne sont pas de la méme longueur, alors on peut augmenter le volume
en rendant ces longueurs identiques car on augmente alors la longueur de la
hauteur issue de ce sommet).

Application Ce résultat est utilisé par M. Gromov pour montrer le théo-
réme de rigidité de Mostow (cf. [R])

Théoréme 5 (Rigidité de Mostow). Sl existe une équivalence d’ho-
motopie entre deux variétés hyperboliques compactes connexes orientées de
dimension n > 3 alors elles sont isométriques.
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1.4 Une formule due & Milnor

Dans [M1], John Milnor part de (1.1), 'écrit en coordonnées sphériques,
r = |z| et développe l'intégrand en série entiére en r. Ensuite, il passe aux
coordonnées barycentriques

n n
r=Y &Ai, > &=1,§>0.

Notant Ag = {(fo,...,&n) | Dopoéi = 1, & > 0}, il obtient la formule

suivante :
VOI(EH(AOa s 7An))

— o= (k-1 ok
= det(AoAy, ..., AgAn) > L T déo ... dé,.
k=0 0

Cependant, cette formule n’est pas commode & intégrer dans le cas gé-
néral, et Milnor ne I'applique qu’a deux cas particuliers : celui des simplexes
réguliers et celui des orthosimplexes’.

Par exemple, dans le premier cas, il obtient :

= (25) (24 +1

(B k-1
Vy:naw:\/ﬁ(z 2 2 (nl_2k)(' 2 )) %

X
—
N
=
-
~
—
N
<
S
~

1.5 La Formule de Schlafli

Une autre approche consiste a essayer d’exprimer le volume en fonction de
quantités géométriques. Par exemple, pour les triangles euclidiens, la formule
de Héron

A=plp-a)p-b)lp—c), p= %Hc
exprime l'aire du triangle en fonction des longueurs des cotés.

De méme, nous avons vu que l'aire des triangles hyperboliques s’exprimait
en fonction des angles au sommets (théoréme 1). Ainsi, il s’est avéré que
le volume des tétraédres hyperboliques s’exprimait en fonction des angles
diédres.

En dimensions supérieures toutefois, aucune formule n’est connue. Ce-
pendant, il y a un moyen de relier le volume d’un simplexe a des aires de
faces et des angles diédres, c’est la formule de Schléfli (cf [M3]) :

''Un simplexe dont les faces F; sont ordonnées et tel que F; L Fj si |i — j| > 2
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Théoréme 6 (Formule de Schléfli). Soit P une famille lisse paramétrée
de polyédres dans H". Alors, pour tout polyédre P € P,

1
dVol, (P) = — 3y Vol,, o(F) dwp.
Fy(n—2)-face de P

wyg désigne l'angle diédral entre les deux (n — 1)-faces dont l'intersection est
F.

Malheureusement, cette formule n’est en général pas intégrable pour des
simplexes, sauf dans quelques cas particuliers comme celui des orthosim-
plexes. Voir a ce sujet [K1]

1.6 Objectif

Notre objectif dans la suite est d’obtenir une méthode pour développer la
fonction volume d’un simplexe dans un cadre d’analyse harmonique. A cette
fin, nous allons considérer le volume comme fonction des sommets dans le
modéle de la boule B™ de Poincaré. Ainsi, nous ne particularisons pas un
sommet. L’outil de cette décomposition sera la formule développée dans le
prochain chapitre.

Nous obtenons bien une méthode, mais pour le moment, les calculs ne
peuvent pas étre simplifiés littéralement jusqu’au terme afin d’avoir une for-
mule générale. Cependant, nous donnons quelques valeurs des coefficients
calculés par le logiciel de calcul formel Maple V. Ce ne sont donc pas des va-
leurs approchées, et leur relative « simplicité » laisse penser qu'une formule
synthétique doit exister.
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Chapitre 2

Une formule de calcul du
volume des simplexes

Nous exposons dans ce chapitre une formule intégrale donnant le volume
d’un simplexe euclidien ou hyperbolique — la formule s’applique aussi aux
simplexes sphériques. Cette formule ne permet pas de calculer explicitement
le volume, mais en donne une expression exploitable analytiquement.

Elle est utilisée par Alain Connes dans [C] section 9, pour les triangles
euclidiens et hyperboliques.

Nous commencons par le cas des triangles, puis nous passons au cas
général des simplexes hyperboliques.

2.1 Aire des triangles euclidiens

Soit un triangle ABC dans P le plan euclidien. On suppose les sommets
du triangle décrits dans le sens direct.
On définit, pour m € P, les angles orientés suivants (voir la figure 2.1) :

|

3
&L
2
Z
I
L
3
]
=

a(m) = (

Bim) = (mC,md), B(C)=B(A)=0:
Vm) = (mAmB), ~(4)=~(B)=0.

Proposition 2. Soit ® une fonction réelle impaire ayant pour développement
limité en O :
() = z + O(z?).
Alors
1

Aire(ABC) = o /? (2(a(m)) + @(B(m)) + B(y(m)) ) dm,

ot dm représente la mesure de Lebesgue.
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A

C
B '
\ 8]
VA
F1G. 2.1 — Le triangle ABC

Preuve. Nous allons montrer que m (q)(a(m)) + @(ﬂ(m)) + @(’y(m)))
est intégrable puis établir la formule. Pour cela, nous allons nous ramener
au cas ou ®(z) = z.

En effet dans ce cas, m — a(m) + B(m) + y(m) est intégrable car :

a(m) + B(m) +y(m) = 27 si m est a 'intérieur du triangle
= 0 sinon

et le triangle est d’aire finie. Remarquons que si les sommets du triangle sont
classés dans le sens indirect, alors a(m) + B(m) + y(m) = —2nx.

On obtient aussi immédiatement

/? (a(m) + B(m) + y(m)) dm = 2 Aire(ABC).

En considérant ’aire algébrique — i.e. positive si (E , ﬁ) est une base
directe et négative sinon —, la formule est valable dans tous les cas.

Pour l'intégrabilité, nous montrons que ®(«) — « est intégrable Il en sera
de méme pour les autres angles.

Lemme 1.
a(m) = O(r 1),
—
quand r = ||Am/|| tend vers +oc.
Preuve du lemme.

mB? + mC? — BC?

cos(a) = 2mBmC
2r2 4+ O(r)
2(r +0(1))(r +0(1))
~ 1

Cela permet d’affirmer, puisque o €] — 7, 7], que :

a(m) —— 0.
r—+00
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Alors, un développement limité donne :
sin(a) = a + 0(a?).
Mais
dn(e) - det(mB,mC) _ det(mB, BO)
ImB|mC||  |[mB||mC]|
|mB||IBC|

|mB|[ImC|

IBC|

ImCl

N

| sin(a)]

N

On en déduit

et donc

Par hypothése
Donc

ce qui assure l'intégrabilité de
m — ®(a(m)) — a(m),
et, par suite, en faisant de méme pour les autres angles, celle de
m i &(a(m)) - a(m) + B (B(m)) — B(m) + B(y(m)) - 7(m).

La fonction m — ®(a(m)) — a(m) est changée en son opposée par la
symeétrie par rapport a (BC). On a donc nécessairement :

/:p <<I> (a(m)) — a(m)) dm = 0.

En raisonnant de la sorte pour les deux autres angles, on obtient :

/?(é(a(m))Jr@(B(m))+¢>(7(m))) dm /y(a+ﬁ+v)(m) dm

= 2w Aire(ABC).
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Exemple important On peut choisir pour la fonction @ la fonction sinus
car les hypotheéses de la propriété 2 sont bien vérifiées.

2.2 Les simplexes hyperboliques

L’intérét de ce type de formule est qu’elle est largement généralisable.
D’abord aux dimensions supérieures et ensuite en courbure constante néga-
tive ou positive.

Dans tous les cas, le principe reste le méme : intégrer une somme de
fonctions associées a chacune des faces qui se comportent asymptotiquement
comme ’angle solide sous lequel est « vue » la face et qui ont une propriété
d’antisymétrie par rapport & cette face. Ces fonctions seront des détermi-
nants, choisis pour leurs simplicités géométrique et analytique.

Nous nous intéresserons dans la suite seulement aux simplexes hyperbo-
liques, et en particulier aux simplexes idéaux.

Nous étudions d’abord le cas des simplexes finis.

2.2.1 Les simplexes hyperboliques finis

Soit donc un m-simplexe ¥ = (A, 41,...,A,) hyperbolique dont les
sommets Ay, Ay,..., A, sont des éléments de H". Nous désignerons par F;
la face du simplexe opposée au sommet A;.

Pour un point m € H", nous définissons les vecteurs ug(m), ..., u,(m)
comme étant les vecteurs vitesses unitaires de T,,,H" des géodésiques joignant
m & Ag,...,A,. Ce sont les vecteurs unitaires qui « pointent » vers les
sommets du simplexe ..

Alors les fonctions qui vont intervenir dans la formule sont données par :

—1)¢ —
By(m) = (( _)1)' det(uo(m), - -, w1 (M), - - -, tn ()
Cette notation signifie qu’on omet u;(m) dans la liste ug(m), ..., un(m).

Nous utiliserons les angles solides w;(m) qui sont les angles solides sous-
tendus par les cones de sommet m sur les faces F;. Nous supposons ces angles
solides orientés, d’orientation celle de la base (ug, ... ,1;(;), ey up(m)).

Alors nous définissons

a; = (_l)iwia

de sorte que q; et ®; sont de méme signe.

Les étapes de I’élaboration de la formule vont étre sensiblement les mémes
que pour les triangles euclidiens : montrer l’intégrabilité puis utiliser les
symétries.
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FiG. 2.2 — En dimension 2

Intégrabilité La fonction que nous voulons intégrer est

Proposition 3. La fonction m — Y & o(—1)"det(...,u;(m),...) est inté-
grable sur H".

Comme dans la section 2.1, nous allons montrer que |®; — ;| est inté-
grable.

Pour cela, étudions le comportement asymptotique de cette différence.
Nous allons faire le calcul pour ¢ = 0, mais le calcul pour les autres faces est
exactement le méme.

Dans le modéle de la boule de Poincaré B", supposons que le point m est
a distance t du centre O de la boule. Alors les distances aux sommets de Fj
sont majorées par des fonctions du type t + 6, avec § > 0.

Lemme 2. |®) — ag| = O(e~ (DY),

Preuve du lemme. La situtation est la suivante : soit n vecteurs unitaires
U1, - - - , Uy dont nous voulons estimer le déterminant et ’angle solide. Voyons
les vecteurs u; comme des points Uy, ..., U, de S™~1, dont nous appelons O
le centre. Alors, en notant « conv » ’enveloppe convexe,

det(u, ..., un) = det(OU,...,0U0,) = n!Vol(conv(O, U, ..., Uy)). (2.1)

Le volume du simplexe étant orienté.
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FiG. 2.3 — En dimension 3

En ce qui concerne I'angle solide, nous avons :

—
o = / _ Oy
conv (U1 y.eUn) ||O_})||"_1

si 71 est la normale unitaire orientée au simplexe conv(Uy,...,U,), i.e.
- = - =
(T -T2) A= (U1 - T)

B CRAREI CE

_)
La quantité Op.7 est exactement la hauteur h signée (le signe est celui
du déterminant det(OU7, ..., 0U,)) du simplexe (O, Uy, ...,U,) issue de O.

On peut la mettre en facteur.

Ainsi,
dp
oy = h/ o2 .
conv(Uy,...,Un) HO—Z;HH 1

De (2.1), on déduit :
det(ui,...,un) = (n—1)hvol(conv(U,...,Uy)) (2.3)
= (n—1V 2.4
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ou V =vol(Uy,...,Uy).

Cette fois, nous notons le volume « vol » sans majuscule pour indiquer
qu’il est non signé. En effet, un simplexe de dimension non maximale n’a pas
d’orientation naturelle.

Le reste de la preuve de l'intégrabilité réside dans l'estimation asymp-
totique de ces quantités quand t tend vers l’infini, en utilisant la quantité

suivante :
a= maxHUin”.
i#]

Or
Uiv; = |70 = 2 fsin (4210 . (2.5)

Désignons par 7;; 'angle géomeétrique (u;,u;) et par x l'angle au som-
met A; dans le triangle hyperbolique (m, A;, A;). Alors, dans ce triangle
hyperbolique, la loi des sinus hyperbolique (cf [R]) nous donne :

sh dH(Ai, Aj) . sh dH(m, Aj)

sin 7;; sin K
D’ou
sinx sh dIBI(Aia A])
shdm(m, A;)

Alors, puisque dm(A;, A;) < oo et du(m,A;) = t+ 9, il existe une
constante réelle strictement positive C telle que :

sin7;; =

| sinn;;| < Cre™.

De la méme maniére, la premiére loi du cosinus (cf [R]) montre que le
cosinus de 7;; tend vers 1. Cela prouve que 7;; t—> 0.
— 00
. . . ’[] .
Ainsi, pour t assez grand, |sm% < | sin;l.
Ceci nous permet, grace a (2.5), de conclure que

a=0(e.
Majorons maintenant le volume V :
V = VO](U1, “e ,Un)

1 > ’
= E det(UlUQ,...,UlUn)
U,Ug x --- x U U,

(2.6)
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Ensuite, nous allons estimer l'intégrale

Lo 150
conv(Ut,...,Up) ||O_]))||n_1 ’

en minorant H O_;)” .

Lemme 3.

n—1
a2

Vp € conv(Uy,...,Uy), 1 > ||O_1))||2 >1-— o

Preuve du lemme 3.

La premiére inégalité 1 > OP? est évidente.

Appelons P le point (unique par convexité) du simplexe (Uy,...,U,) qui
réalise le minimum de la distance O P. Désignons par H le projeté orthogonal
de O sur I’hyperplan affine engendré par le simplexe.

Il y a deux possibilités : P = H ou P # H,

Si P=H,alors Vi € {1,...,n}, (ﬁ% € IWZ Et donc

Vi€ {1,...,n}, OP.w, = OP2.

Par le théoréme de Pythagore, il est facile de voir que les distances PU;
sont identiques, et donc P est le centre de la (n — 1)-spheére circonscrite au
simplexe (Uy,...,Uy).

Puisque P € conv(Uy,...,U,), nous pouvons écrire

n n
O? = Ztiui, avec Zti = 1, et Vi € {1,... ,n}, ti 2 0.
i=1 =1

Alors,
Vie{l,...,n}, OP? = t; + thui.uj
J#i
Par ailleurs,
— i U.U?
u;.u; = cos (uj,u;) = 1 — 2sin’ (s, ) =1- 12 J

c’est-a-dire
a2
Uy = 1 — —.
2
Donc

- a2
Vie{l,...,n}, OP? > ti+(1——> t;
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En sommant cette inégalité pour chaque %, on obtient

2 2
a a

i.e.

2 2
op? > 1- (& _ %
(2 2n

n—1,

2n “
C’est 'inégalité souhaitée, mais il reste & envisager la possibilite P # H,
c’est-a-dire le cas ou H n’est pas un point du simplexe.

Si P # H, alors, encore par le théoréme de Pythagore, le point P réalise
sur le simplexe le minimum de la distance & H (Hp? = Op? — OH? >
OP? — OH? = HP?). Considérons la face de dimension maximale k qui
contient P dans son intérieur. Puisque sur cette face, P réalise la distance
minimale & H, et que H est équidistant des sommets (HU? =1 — OH?), P
est donc le centre de la (k — 1)-sphére circonscrite a la face.

Nous sommes alors ramenés au cas ol « P = H », mais non plus pour
le simplexe, mais seulement pour la face en question. Cependant les calculs
faits plus haut demeurent valables.

Donc

OP? > 1-

k-1
P2>1—— 2,
O 2ka

Conclusion, dans tous les cas

k-1
OP? > i 1-— 2.
kefnﬁ.?,n}( 2% “)

Finalement, comme k +— 1— ’“2—_kla2 est décroissante, le lemme est prouvé. [

Le lemme précédent donne :

d %
v </ < . 2.7)
conv(Ui,...,Un) HOp” (1 _ n2_—nla2) p)
Soit
dp 1
o< |\vV —/ — | <V — —1
conv(Ut,...,Up) H@;Hn il (1 _ "2—;1(12)71

d’ou, en utilisant (2.2), (2.6) et |h| < 1,

|CI)0 —Oé()l < |h|V - — 1
(1 — "_—1a2)T

a1 [(n—1)2

n! 4n

|Po —ap| < a® + o(a?) (2.8)
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Enfin, nous avons

B0 — ag| = O(e~ "),
Le lemme 2 est prouvé. U

Pour en terminer avec l'intégrabilité, la mesure sur la boule de Poincaré

B"™ est
2"dzy ... dz, 2npn =l dr du

(1= [z%)" (1—r2)"
en coordonnées polaires oil 7 = dgn (O, ) et du est la mesure sur S L.
Orr= th% donc la mesure s’exprime comme suit :

2n=1th" 1 L(1 — th? L) dt du

t t
= 2n_1 thn_l 5 Cth—Q 5 dtdu

(1—th?5)"
— ot bt L g
2 2
= sh"'tdtdu
Or e~(™*Visht ~ le™™, donc pour tout i € {1,...,n}, |®; — | est

intégrable.

Calcul De la méme maniére que dans le cas des triangles euclidiens, nous
avons

Lemme 4. Pour m € H",

si m €conv(Ay,...,An)
sinon

{iVol(S”_l) ~ N

Zai(m) =

le signe dépendant de l'orientation du simpleze.

Preuve. Voyons déja que si m est a 'intérieur du simplexe, tous les angles
solides a;(m) sont de méme signe. Nous savons que ’angle solide w; est de
méme signe que le déterminant det(uo, ..., a4;,. .., u,). Or ce déterminant est
de signe constant pour tous les m du méme c6té de 'hyperplan contenant
la face F;. Donc, pour tous les points & l'intérieur du simplexe, w;(m) est du
signe de w(A;). wo(Ap) est du signe de det(ui(Ap),. .., un(Ag)), c’est-a-dire
du méme signe que lorientation du simplexe. Ensuite, w;(A;) est le signe de
Porientation du simplexe (A;, Ag, Ay, - .. ,:4:-, ..o, Ay), soit (—1)* fois le signe
de wo(Ap). Vu que a; = (—1)"w;, il est clair que tous les a; sont de méme
signe & l'intérieur du simplexe. Leur somme est alors Vol(S™~!) & ce signe
prés, c’est la mesure de ’angle solide total.

Si m est & 'extérieur du simplexe, tout rayon issu de m et rencontrant une
(n — 1)-face en entrant dans le simplexe ressort en traversant une deuxiéme
face. Cela signifie que dans une direction de T,,,H", on traverse 0 ou 2 faces.
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Pour ces deux faces cette direction « compte » pour les deux angles solides
associés, mais avec deux signes opposés, puisque m se trouve du méme coté
d’une face que le simplexe, et de ’autre coté pour ’autre face. Donc, lorsque
I'on calcule la somme des «;, on obtient 0. O

Cela prouve, puisque le simplexe 3 est de volume fini, que la somme des
«; est intégrable et que

/ Zaz ) dm = Vol(S" 1) Vol(%).
e 1=0

On en déduit 'intégrabilité de la somme des ®@; et la formule finale :
/ Z )¢ det(. /(\), ...)dm = Vol(S" 1) Vol ().

2.2.2 Les simplexes hyperboliques idéaux

Pour les simplexes idéaux, la situation est quasiment la méme, sauf que
les sommets Ay, ..., A, sont sur le bord de H". Les vecteurs unitaires u; sont
définis de la méme maniére, ainsi que les angles solides «; et la fonction que
I’on veut intégrer :

F:mHZ@ Z%det(...,m,...).

=0

Ao

Fia. 2.4 — Un triangle idéal
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Cependant, la preuve de l'intégrabilité est un peu plus délicate. En effet,
I’étude asymptotique de |®; — ;| doit prendre en compte non seulement la
distance & un point ('origine dans le modéle de la boule de Poincaré B™ par
exemple), mais aussi la direction dans laquelle le point tend vers l'infini, car
les sommets étant & U'infini, on peut tendre vers 'infini et se « rapprocher »
d’un sommet.

Nous allons voir cela plus précisément. Comme nous 1’avons vu dans le cas
des simplexes finis, nous allons essayer d’estimer le maximum des distances
des vecteurs u; dans ’espace tangent en m, c’est la quantité que nous avons
appelée a.

Pour simplifier les calculs, nous allons cette fois utiliser le modéle projectif
de Klein K". Choisissons une direction & ’origine, un vecteur unitaire v. Le
point m sera le point m(t,v) a distance hyperbolique ¢t de O — qui désigne le
centre de la boule de Klein (modéle projectif) — dans la direction v. Dans le
modéle, m(t,v) est le point (tht)v.

Comme le modéle projectif n’est pas conforme, nous devons placer m en
O pour que les angles solides et déterminants dans le modéle correspondent
aux véritables valeurs. A cette fin, nous appliquons une isométrie qui améne
m en O. Tout d’abord, effectuons une rotation p, qui envoie v sur le vecteur
(0,...,0,—1). Alors, le point m est envoyé sur (0,...,0,—tht). Ensuite,
nous appliquons une isométrie hyperbolique g; dont l’action dans le modéle
de 'hyperboloide est donnée par la matrice (n + 1) x (n + 1)

I 0
g «— cht sht
sht cht
91 pu

g: 0 pu(A1)

F1Gg. 2.5 — On raméne m(t,v) en O
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Cette rotation agit dans R**! de la maniére suivante :
gé(.’ll'l, <3 Tn—1,Tn, :L-TH—I)
= (x1,-..,Tp_1,Tpcht + zpy1sht, z,sht + x,41 chi).
Cela donne dans le modéle projectif :

1 Tp—1 Tn cht—l—sht)

! —_
9u(T15 s Tnt, ) = (wnsht—i—cht""’xnsht—lrcht’ zpsht+cht

Cette formule est valable pour les points du bord. N
Alors, ®g(m(t,v)) = det (Og{t ° p’U(AIS’ .-, 0g; 0 py (Anj) .

Notons u;(t,v) = Ogj o py(A; .

Si py(A;) a pour coordonnées (z14,...,%n,;), alors
X1 Tn—14 Tpicht+sht
’U,i(t,'U): : IR : ’ : .
Znisht+cht Tpisht+cht’ x,;sht 4 cht
Nous voyons déja, qu’a moins que z,; = —1, u; = 0,...,0,1).
—00
Supposons donc que Vi € {1,...,n}, z,; > —1 (Uensemble des m(t,v)
tels que Vi € {1,...,n}, z,,; = —1 est de mesure nulle).
= T, Tk, ?
. t’ — . t’ — ) _ s +
i 2, ) u]( QL (; (:vn,isht—kcht :cn,jsht—l—cht)

1

Znpicht+sht  x,;cht+sht 2\ ?
Tn,i sht+cht Tn,j sht+cht

-1

3

Tk, _ Tk,j
Zpisht+cht  x, ;sht+cht

< +
k=1

ZTpgcht+sht  x,;cht+sht
Tpisht+cht 1z, ;sht+cht

(2.9)

Majorons les premiers termes :

Tk, _ Tk,j ‘

Zpisht+cht  xzy,jsht+ cht

| zk,i(zn,sht + cht) — zp j(zn,isht + chi)

B (znisht+cht)(xy, ;sht +cht) ‘

_ |($k,il‘n,j - mk,jl'n,i) sht + (mk,i — :L‘k,j) chi|
(zn,isht + cht)(z, jsht + cht)

_ ‘(.’L‘k,i(l + .’L‘n,j) — .’Ek,j(l + In,i))et + (.Tk,z'(l — wn,j) — .Tk,j(l — a:n,i))e_t|

(T + 2net + (1= 2ng)et) (L + 2ng)et + (1 — zng)e )
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Si zgi(1+ Tng) — Th,j(1 + Tng) # 0,

Tk B Tk,j
Tnisht+cht  x,;sht+cht

. |2k + Zng) = 2o (L+ Znid)|
(1 + zn3) (1 + 20y )

(2.10)
et si zp;(1+2n;) — Tx;(1+2n,) =0,

Tk i _ Tk, 5
Tpisht+cht 1z, ;sht+cht

0 (|($k,z'(1 — Znyg) = Ty (L~ wn,i))e_t\)

(14 20,0) (1 + zn5)et

1
= O(e™%).
(e R
(2.11)
Pour le dernier terme,
Tpicht+sht  z,;cht+sht| |(:cn,Z — & j)(ch?t — sh? t)‘
Tpisht+cht m,;sht+cht|  (znisht+cht)(z, sht+cht)
_ |Zn,i = Zn,j|
(znisht+cht)(zp;sht +cht)
2

(-’En,i sht+ ch t) (-’En,j sht+ch t)
Et donc

Tpicht+sht  z,;cht+sht| 1

= O(e 2.12
Zpisht+cht  z,;sht+cht 1+ zp:)(1 + z4) (™) )

De (2.9), (2.10), (2.11) et (2.12) on déduit que

[[wi(t; 0) —u;j(t,v)|

( max |xk,z~<1+wn,j)—xk,j<1+xn,i)|) O(c™) + O(e™2)

ke{l,...,n—1}
= (14 Znsi) (1 + zny)
Soit,
a< max |25,i(1 4 Tnj) — g5 (1 + 20 )| O+
i£j (1 + .’Bn,i)(l + :En,j)
ke{l,...,n—1}
1
+ [ max O(e™?). (2.13
( X T T o) (L F xn,j>> ). (213)
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Nous conservons le second terme pour le cas ol le premier est nul.

La majoration (2.8) reste valable puisque nous l’avons établie en raison-
nant seulement sur les vecteurs unitaires u;.

Nous obtenons

[®) — ao| = O(a™*") (2.14)

Le probléme est que le terme de droite de (2.13) n’est pas intégrable
comme fonction de m(t,v) pour la mesure hyperbolique en coordonnées po-
laires sh” 'tdtdv = sh™ 'tsin® ' 0dtde, 6 étant la colatitude de v. En

effet, nous pouvons supposer que par exemple A; = (0,...,—1) et que
v est proche de OA;, soit — cela n’enléve en fait aucune généralité — que
v =(0,...,—sinf, — cos ). Pour p, choisissons la rotation de matrice

1 0 ... 0

0 :

1 0 0 (2.15)
: 0 cosf —sinf
0 --- 0 sinf cosé

dans la base canonique.
Alors, z,,1 = —cosf, et £,_1,; = sinf, donc la quantité & intégrer est

O(e %)
02

. n+1
(2 sinf + 1 — cos 9) sin™1 9 sh™1 10 (e= ()~
1+ cosé

qui n’est pas intégrable. Nous ne pouvons pas montrer que |®g — ag| est
intégrable de cette facon.

Nous allons avoir besoin d’une étude plus fine.

Mais montrons d’abord une propriété de la fonction F' que nous voulons
intégrer.

Proposition 4. La fonction F est du signe de Vol(X) (c’est-a-dire positive
si X2 est orienté dans le sens direct).

Preuve. Envisageons pour la preuve les deux situations suivantes : m est a
I'intérieur ou a ’extérieur de X.

Si m est & 'intérieur de X, nous avons vu dans la preuve du lemme 4 que
toutes les ®; sont du méme signe, en 'occurrence celui de ’orientation de X..

Si m est a l'extérieur, alors, cela signifie qu’il existe au moins un sommet
A;, tel que m et A;, ne sont pas du méme coté de 'hyperplan H;, contenant
la face Fj,. Donc le rayon géodésique joignant m & A;, traverse H;,, ou
encore le segment de droite [OUj,] rencontre 'hyperplan affine engendré par
les autres U;. Cela force u;, a étre une combinaison linéaire « barycentrique »
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des vecteurs u;, 7 # ig (si m est & Uintérieur de X, c’est un multiple négatif).

C’est-a-dire :
-1

- 1#£10
A(to, .-y tigy---rtn) ER®, AN 1,
Uiy = A Z t;u;
1#£10
A > 1 nécessairement, puisque la droite affine (OUj;,) coupe '’hyperplan
(Uo, - -, Uiy, . ..,Uy) alintérieur de la boule de rayon 1, or u;, est de norme
1.

F = (=1)°det(..., a5, ...) + »_(=1)"det(..., ;...
%10
Dans les déterminants ot apparait u;,, on peut le remplacer par la combi-
naison linéaire ci-dessus. Alors

det(...,uio,...,ﬁ},...) = )\tidet(...,ui,...,ﬂ\i,...)

Mi(—1) 0 det(..., a5, . .)

car & présent u;, n’apparait plus et le coefficient (—1)*~%~! vient du fait que

l'on a remis u; & sa place. Donc

F o= (=1)°det(...,Mp,...) — Y (=1)°Xt;det(..., @, ... )
i#ig

= (=D det(...,p,...) [ 1=A)
1#£10
= (=) det(...,a@,,...) 1 =N

Par construction, 1 — A < 0.
Quant au signe du déterminant det(...,a;,...), il est opgosé a celui de

——

det(ug — Uig, - - - Ui — Wig, - - -, Up — Uiy) CAT Ug — Ui, = U;, Uk et de plus O
et Uj, ne sont pas du méme c6té de I'hyperplan affine (U, ..., Uiy, -..,Un).
Siig = 0, det(up — Uig, - - -, Uig — Uig, - - - , Up — Wi,) €st du signe de I’orien-

tation de 3. Sinon, en enlevant ug — u;, aux autres vecteurs du déterminant,
on obtient

——

det(ug — Uiy, - - -, Uig — Wigy - - 5 Un — Uig)
—
= det(uwg — Uigy .-y Uig — Uy - - - 5 Uy — Up)
—
= —det(ui, — U0, UL — UQy - -, Uig — UQy - - -y Up — U)

= —(=1)% Ydet(u; — ug, .-, un — ug)
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Finalement, F' est donc du méme signe que
(=1)(—(=1)°"1) det(u; — ug, ..., u, — up) = det(u; — ug, . .., U, — ug),

soit du signe de l'orientation de 3. O

Passons a la preuve du résultat principal :

Proposition 5. La fonction F est intégrable sur H" et
/ F(m) dm = vol(S" 1) Vol(%).

Preuve. Nous avons vu que ’obstacle a l'intégrabilité de ®; — «; se situe au
voisinage des sommets autres que A;.

Soit r > 0. Considérons pour chaque j € {1,...,n}, 'horosphére §; au
point A; de rayon euclidien r dans le modeéle B" de la boule de Poincaré.
Soit B, la boule bordée par la sphere euclidienne §;. Posons

Qi(r) =H"\ | J B;.
J#i

Nous prendrons r suffisamment petit pour que les différentes horosphéres
$); ne se coupent pas.

Lemme 5. ®; — «; est intégrable sur Q;(r) et
/ (®; — aj)(m)dm = 0.
Q;(r)

Preuve du lemme. Nous faisons la preuve que |®y — | est intégrable, c’est
évidemment le méme principe pour les autres indices.

Puisque le probléme d’intégrabilité se situe au voisinage des sommets A;,
pour j # 0, il suffit de montrer I'intégrabilité dans ces voisinages. Montrons
que | Py — | est intégrable au voisinage de A; par exemple.

Reprenons les notations utilisées dans ’étude de I’estimation (2.14). On
paramétre v par vy € R* 1 x {0}, et 0 € [0, 7] de telle sorte que v est I'image
de vy par la rotation (2.15). Nous prenons pour les calculs vg = (0,...,0,1,0).
On peut toujours s’y ramener par une rotation de repére.

Pour 6 assez petit — disons 0 < 8 < 6y —, les réels ¢ pour lesquels
le point m(t,v(0)) appartient a Qo(r) sont dans un ensemble de la forme
[0,%1(0)[U]t2(8), +o0]. Les réels t1(0) et t2(6) étant les valeurs de ¢ pour les-
quelles le rayon t — m(t,v(6)) coupe 1.

D’apreés les estimations (2.14) et (2.13), il nous suffit donc de prouver que
sur ensemble {(¢,0); 0 < 0 < 0y et t > t2(6)}, les fonctions

92 i 1— n+1
(t,@e( Smffms 9"059> sin"~1 ge=(M+Dtgpn—14
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[
0,...,-1) 91 © pu(A1)

FiG. 2.6 — Quand 6 tend vers 0

et
1

n+1
- Sinnfl 0672(n+1)t Shnfl t
1—cosf

(t,0) — (

sont intégrables pour la mesure d@ dt.
Cela passe par le calcul de t2(0).

Lemme 6.
t2(0) =62+ 0(1).
Preuve du lemme 6. Nous notons [ la distance euclidienne de m(t2(0), v(9)).
Alors 2 =y2_, +y2 et I =th %2
Le fait que m(t2(0),v(0)) = (0,...,0,yn—1,yn) est sur le rayon issu t —
m(t,v(0)) s’écrit
Tp—1 = —tgsinf
{ r, = —tgcosf °

Traduisons que m(t2(0),v(0)) est sur I'horosphére :

lQSinQH—l—(—lcos&—(—l—l—r))2 = r?
12 -21(1—r)cos@+1—2r

On choisit 8 < 6y de telle sorte que cette équation ait deux solutions réelles.
La solution qui nous intéresse est la plus grande, elle correspond & la sortie
du rayon de I'horospheére.
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I = (1-7)cos®++/(1—7)2cosd—1+2r

= (1—7r)cosf+ \/7"2 -1 —r)2%2+0(94)

1/1—7\2
1- 2 2
()

92
= (1—7‘)(1—5)—1-7“

+0(6%

1—r

I = 1- 62 + 0(6%).

T

Donc

to = 2argth(l)
_ 1 1+1
- T
2 — 1062 4+ 0(0%)

L2162 4+ 0(64)
STTH—Z +0(1).

t2 = ]Il1

Et enfin les deux quantités qui nous intéressent sont bien intégrables :

4 + 1 i
LT (o) e
o Ju — cos

1 Go 400
= - / 0(0~+t1))sin"~1 9 (e7?t — e72M) dt do
2 0 to

— 1 o 0(9—2) 1 —2t_|_ 1 —2nt oo de
32 2°¢ 2
0 to
7]
_ 1 0 0(9_2) (16—2752 _ ie—QnQ) de
2 Jo 2 n
o

= [ 0(6*)0(6") 6
0

< 4+
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8o +oo 1 n+1
/ / (170> sin 1 ge 2Tt ghn—1 4 44 40
o Ji — cos

1 0o +00
— 5/ 0(9—(n+3))/ (e—(n+3)t _ e—(3n+1)t) dtde
0

to

1 o 1 1 +00

= _/ 0(0_(n+3)) ——ef(n‘}_’?’)t + e*(?)n"r].)t de
2 Jo n+3 3n+1 t
1

_1 / " 0-10(67%) do
0

< 400

Ceci termine la preuve de la premiére partie du lemme 5.

La nullité de l'intégrale provient de l'antisymétrie de ®; — «; par la sy-
métrie par rapport & 'hyperplan contenant la face F; et du fait que par
construction €;(r) est stable par cette symétrie. O

Pour terminer la démonstration de la proposition 5, nous devons passer
de Qz (‘l“) a H"*.
Soit

n
Qr) = H'\ U B,
=0
= Qi(r)\B;, Vie{l,...,n}
Pour chaque i, ®; — «; est intégrable sur Q;(r) donc sur Q(r) et puisque
Bi(r) C Qi(r), ®; — «; est intégrable sur B;(r).
Et

/ (®; — ) (m) dm = / (@ —a)(m)dm — [ (@ — az)(m) dm
o) l

Qi(r) Bi(r)

= —/ (CI)Z — az)(m) dm.
B;(r)

Soit, en sommant sur 4,

F(m) — a;(m) ] dm = ®;, — a;)(m)dm
/Qm(() > <)> /W( )(m)

Mais 7 < 7' = B;(r) C B;(r') et
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donc

r—0

/ (®; — o) (m) dm ——> 0.
B;(r)

Enfin, H” étant I'union croissante des €;(r), nous avons

/Q(r) (F(m) - Zz_%ozz‘(m)> dm — . (F(m) - ZZ_%oéi(m)> dm = 0.

Cela termine la preuve. O
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Chapitre 3

La base des harmoniques
sphériques

Dans ce chapitre, nous présentons une base de L?(S™~1).
Cela nous donnera alors une base de LQ((Snfl)nH) par le biais de

2 ((Sn—l)n-l-l) ~ I2 (Sn—l)@(n—{—l) .

Cette base sera construite a partir des polynomes de Gegenbauer (ou
polynémes ultrasphériques). Il y a différentes définitions de ces polynémes
(par une série génératrice, par la donnée des coefficients, par récurrence, ou
encore par la formule de Rodrigues associée), mais nous aurons besoin de
plusieurs de ces caractérisations. C’est pourquoi nous allons prouver leur
équivalence. On peut trouver une définition de ces polynémes dans [V2]
ou [S]. Nous faisons tous les calculs complétement afin d’obtenir les bonnes
constantes, étant donné que selon les ouvrages, les polynoémes de Gegenbauer
ne sont pas toujours normalisés de la méme maniére.

3.1 Les polyndmes harmoniques homogénes sur S"!

Le but de cette section est d’obtenir une base de L?(S™?!) constituée de
polynémes harmoniques homogénes.

Nous notons ™! l'espace des polynémes homogénes (en rajoutant 0)
a n variables (z1, ..., ,) de degré | et $™ le sous-espace des polynomes
harmoniques. Notons aussi z = (z1,...,Zy), Ts = Zle z? et T =1

Pour des raisons de concordance dans les formules, on considérera que si
1 <0, ®™ = {0}.

3.1.1 Les espaces de polynémes harmoniques homogénes

On peut voir H™ comme un sous-espace de L2(S”™1) par restriction des
polynémes de R" & S™~L. Nous désignerons alors par $§™ l'espace des res-
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trictions des polynomes de $§™ a S?~ 1.

Pour le produit scalaire de L?(S™1), ces espaces 5’”, l € N, sont deux
4 deux orthogonaux. On peut justifier cela par le fait que la représentation
quasi-réguliére de SO(n) dans L?(S™!) se scinde en sous-représentations
irréductibles deux & deux non équivalentes réalisées dans ces sous-espaces.
Mais on peut aussi remarquer que, étant donné I’expression du laplacien sur
R™ en coordonnées polaires,

BQ_n—lg 1

Agpn = ——5 — —— —Agn-
K or? r  Or + r2 st
et les relations
. oP _ I p
VP € R™ ) ggp _Tl(l—l)P s
orr T g2

dues & ’homogénéité, on a pour tout polynéme H € H™,

I(0—=1)+ (n— 1)l
7-2

1
0= ApnH = H + 5 Agn-1H.

Cela signifie que les espaces $™ sont des espaces propres pour Agn—1 associés
aux valeurs propres —I(l + n — 2), toutes différentes.

_ Afin de montrer que L?(S™"!) est la somme hilbertienne des espaces
$H™. nous allons montrer que I'espace des restrictions a S™~1 des fonctions
polynémes est engendré par les H™.

3.1.2 Projection harmonique

Tout d’abord nous avons la décomposition suivante (la preuve s’inspire
de [V1]) :
SRn,l — f)”l D TZmn,l—Z (31)

Preuve : Introduisons un produit scalaire sur S8, et montrons que les deux
sous-espaces de la décomposition sont orthogonaux pour ce produit scalaire.
Définissons alors la forme bilinéaire suivante sur R :

<P7 Q)n,l = P(D)(Q)a

ou P(D) est 'opérateur différentiel de symbole P(z1,...,zy). Il faut montrer
que cette forme est symétrique définie positive. Nous allons montrer pour cela
que sa matrice dans la base de 98 constituée des monoémes, est une matrice
diagonale dont les éléments diagonaux sont strictement positifs.

Notons & cette fin z* = [, 7 si & = (a1, ..., an).
Alors o o
) 0 0% 8

== ... ——1xP.
T 0! oxan
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— Si a # B alors, puisque Y ;o = Y.i ;B = [, il existe un indice j
pour lequel a; > B;. Donc 'ordre de dérivation partielle par rapport &
xj est supérieur au degré en z; et (wa,mﬂ)n’l =0;

— Si a = B, alors un calcul direct donne %flT e %mﬂ =T (o)l

On en déduit que (-,-),; est bien un produit scalaire sur R et que

{ T () l(a.)nﬂﬂa D i 0 = l} est une base orthonormée.
=0\

Alors
Pc (T2mn,l—2)J- & VQ e RM2, (r2Q, Py =0
& VQeR™ 2 QD)-AP=0
& VQ eR™2 (Q,AP),; 2=0
o APc mn,l—2i<-,->n,1_2 = {0}
& Pen™

Nous avons montré
ﬁnl — (szn:l—Z)J‘<"')n,l

0

On peut alors définir pour un polynéme homogéne sa projection harmo-
nique :
fRn’l N fjnl
:H:l : ’
P — H(P)
ou H;(P) est le polynome qui apparait dans la décomposition (3.1) de P.
Nous allons maintenant voir comment calculer la projection harmonique
d’un polynéme P € ™.
(3.1) nous permet d’écrire :

P = ‘}Cl(P) + TQQa
ot Q € M™=2. Si nous calculons le laplacien de P, nous avons :
AP = A(r’Q)

Mais nous avons le
Lemme 7. Pour F € R™™,

A(r?F) = r2AF 4 2(n + 2m)F.

Preuve du lemme : Soit i € {1,...,n}. Par la formule de Leibniz,
0?5 oOF  ,0°F
—5(r“F) = 2F + 2(2x;) — —.
ox? (r°F) +2 $Z)3xi T ox?

D’ou le résultat en appliquant la formule d’Euler 8 > % (r?F) = A(r?F).
O
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Donc
AP =r*AQ +2(n + 21 — 4)Q.

Si on applique a nouveau le laplacien, et ceci de maniére itérée, on montre
facilement par récurrence & ’aide du lemme que :

AFP = r2AFQ + 2k(n + 21 — 2(k + 1)) AFQ.

Posons a; = 5 pour k € N* et ap = 1. Ainsi

1
H(nTA—2(kF1))
AFQ = apy (AFFIP - r2AkT1Q).

11 est alors possible d’exprimer la projection harmonique de P en fonction
des itérées du laplacien de P :

H(P) = P-rQ
= P —air?(AP - r’AQ)
= P—ar’AP+ a1r4(a2A2P — a2r2A2Q)

N k N
= Z(—l)k H a; rkARp — (—l)N H a; r2(N+1)ANQ.
= =0

k=0 7=0

et ceci pour tout N € N*. Mais @) est de degré [ — 2 donc, pour N > % -1,
ANQ = 0. Prenons N = |1/2] et nous avons I’expression cherchée

[2/2] (—1)k'r2kAkP

Hi(P) = 3.2
(P kZ:O 2k n+ 2l —4)(n+20—6)... (n+ 2l — 2(k + 1)) (32)
3.1.3 Décomposition canonique
Maintenant, en itérant la décomposition (3.1), nous obtenons
l @ k -2k
Rml = (P r2k gt =2 (3.3)

k=0

Nous appellerons décomposition canonique l'unique écriture d’un poly-
néme de ™! sous la forme de (3.3).

En restriction a la sphére » = 1, (3.3) montre qu’on peut écrire tout
mondme — donc tout polyndéme — comme somme de fonctions de frl—k,

Par densité des polynémes dans C(S™ 1), et de C(S™!) dans L?(S™}),

nous en déduisons
“+o00

1.2 (Sn—l) _ @ 5nl'

=0
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3.2 Construction de la base

Pour obtenir une base de L?(S™ 1), il va nous suffire d’expliciter une base
de H™.

Dans un premier temps, nous allons établir une nouvelle décomposition,
qui va permettre de construire la base cherchée par récurrence, en se rame-
nant & n — 1 variables :

l
mn,l — r29{n,l—2 e @ x%—sf)n—l,s (3‘4)
s=0

Preuve : Montrons d’abord que la somme est totale. Soit f € SR™!. Dans
q

'expression de f, en remplacant toutes les occurrences de x2 par la quantité

7?2 — (z? + -+ +z2_,), nous obtenons f sous la forme suivante :

f(@) = r*F(z) + 2a61(2") + ¢2(2")

avec 7' = (iL'l, ce- ;$n—1); Fe mn,l—Q’ ¢1 € R et ¢2 € AR
Puis, on applique la décomposition canonique & ¢1 et ¢o et cela donne :

5] 11/2]

f(z) = r’F(z) + Z T2 Hy_gs_1(2) + Z 2 H_gy(2'),
s=0 s=0

ou les I;TZ sont des polynéme harmoniques de "% II ne reste plus qu’a

effectuer la substitution 72_; = r? —z2 et a regrouper tous les termes conte-
nant 72 :

l

f(z) =r*G(z) + Z xl S Hy(x").

s=0

Dans cette derniére écriture, on a posé H;(z') = (—1)H;(z!).
Il faut maintenant prouver que la somme est directe.

A cette fin, nous allons montrer que la somme des dimensions des espaces
sommés est exactement la dimension totale.

Lemme 8. Sin > 2,
. g (nt+l-1
a) dim®™ = (")

(n+20-2)(n+1-23)!
(n—2)1!

b) dimH™ =

Le a) est un calcul combinatoire classique et le b) provient du a) et de
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(3.1) :
dim$H™ = dimR™ — dim R 2

- ("))

_ (n+1-3) [(n+l—1)(n+l—2) _1]

(I =2)(n—1)! (-1

(n+1=3)! (n-1)+)((n-1+(~-1)-1(-1)
(I —2)(n —1)! I(r-1)
(n+1-3)! (n+2l—2)(n+1-3)!

= m(n—l)(n—l—Ql—Q):

La somme des dimensions des espaces sommés est

(n —2)!

l
dim R™ 2 4 Z dim §" 1S
s=0

!
= dim%™2 + 3 (dim %" — dim R 1e2)
s=0
= dimR™2 + dim R~ U 4 dim Ry L1

. (n;r_z;:a) N (n+§—2) . <n;r_z;3>
:wwl—l)+(n—|—l—2)(n—1)+l(n—1)]
:W[(n+l—2)(n—l)+l(n+l—2)]
:%(n—l—l—m(n—kl—n

(n+1—1)! _ (n—l—l—l

M(n—1)! l

) = dim R™!

Ceci termine la preuve de (3.4). O

Cette décomposition (3.4) nous donne une base de §™ connaissant une
base de chaque ™ 1% pour s < I.
En effet, en appliquant la projection harmonique a (3.4), il vient :

l
ff)nl — @}Cl(xé—sﬁn—l,% (3‘5)
s=0

puisque J;(r?98™!=2) = {0} par définition de ;. La somme ci-dessus
est directe car le noyau de J;, qui est 72982, est précisément en somme
directe avec les wﬁ;sfjn_l’s.
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Gréace 4 (3.2), nous allons expliciter la forme des espaces H;(z}, *H"1*).
Soit s € NN [0,1] et H € "~ 1%, Calculons A¥(zl=*H(z")).
Remarquons que 1’on peut écrire A = A’ + % ou A = Z?;ll %.
Alors

k 2(k—m)
Al H(e) = Z(’“)A'ma—%w(w’))

car H est A’-harmonique.
AP H(@)) =1 —s)(l—s—1)...(1—s—2k+ 1)zl "2 H(z"),

expression qui est non nulle pour 2k <1 — s.
Nous pouvons cette fois écrire (3.2) pour =\, *H(z') :

y Z (—DFl—s)(l —s—1)...(1 —s— 2k + 1) 2k 1—5—2%
£t FE(n+2A—4)(n+2A-6)...(n+2A-2(k+1) "
M=+ DOE 1= (B4 1) 5 s o

= H(z
(@) kz_o FEIT(I—s—2k+ 1)2FT(5 +1—-1) "

La fonction qui est entre parenthéses est un polynéme homogéne que
I’on peut exprimer en terme de polynémes ultrasphériques ou polyndémes de
Gegenbauer — voir 4 ce sujet la section 3.3. En effet, comparons les coefficients
du polynome ci-dessus avec ceux des polynoémes ultrasphériques donnés par
(3.9) dans la section 3.3. L’identification va se faire avec C3 ot N =1 — s
et A= ”T_Z + s

(DTl —s+ )03 +1—(k+1)  (-D)T(N+1)I(A+ N —k)
2KEID(l — s — 2k + 1)2PT(2 +1—1)  4*kID(N — 2k + 1)T(A+ N)
(-1)*NIT(N + X — k)
4FEN(N — 2K)'IT(N + ))
_ NIy <(_ ¥ (A + N —k) 2N_2k>
2NT (N + )) kNN — 2k)IT())

Or le terme entre parenthéses est exactement le coefficient de zV=2% dans
C3 — c’est la formule (3.9).
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Il apparait donc que nous avons

g[ l—sﬁn—l,s l—s 2 :!” ﬁ7l—1,8

En combinant ce résultat avec (3.5), il vient

l

ﬁnzzea - sC 5 +S< )571 Ls

s=0

Finalement, pour obtenir une base de $™, il suffit d’en trouver une pour
les 5’)”_1’5, mais ceci se fait de la méme maniére en décomposant s
comme ci-dessus. A la fin du procédé, on aboutit & un espace $*° qui est de
dimension 2, engendré par (zg + iz1)® et (zo — ix1)5.

Quand on est arrivé au bout du procédé, on a choisit successivement
n — 2 entiers naturels « s », que 'on note ki, ko, ... k,_2. Le dernier choix
s’accompagne aussi du choix d'un signe, qui détermine le choix (zg + iz1)*
ou (zg —iz1)®. On a les inégalités suivantes : [ > k1 > -+ > kp_9 > 0.

Ainsi, on indexe chaque élément de la base par un (n — 1)-uplet : K =
(I = ko, k1,...,tkn_2).

Le polynome obtenu est de la forme (pour n > 3) :

k noj=2 g Tn—j .
H ﬁl k k,+1 JH(—])(wz + i )kn—2 (3.7)

Tn—j

ou A% est une constante — que 'on calculera plus tard — choisie de telle
maniére que [q,_. |E% (£)[>d¢ = 1.
Pour n =2, K = (ky) = (k), et

B2 = AZ(zq +iz)F. (3.8)

Notation Nous noterons parfois dans la suite :

=n,l __
=K ‘—‘(l K'):

Nous verrons dans la section 3.4 que la base construite est en fait ortho-
normeée.
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3.3 Polyndémes de Gegenbauer

Dans cette section nous allons introduire les polynémes de Gegenbauer
et donner quelques propriétés. Nous en déduirons I’orthonormalité de la base
construite précédemment.

Nous donnons d’abord une définition, puis montrons certaines proprié-
tés de le famille de polyndémes. On peut prendre une des propriétés comme
définition, mais il nous semble que le choix que nous avons fait permet plus
simplement d’établir les autres propriétes. Encore une fois, nous effectuons
tous les calculs, car ils ne sont pas faits dans les livres que nous avons trouvé
sur le sujet, et nous avons besoin d’étre strs des différentes constantes qui
vont apparaitre.

Définition 3. Pour n € N et A > —%, on appelle polyndéme ultrasphérique
ou de Gegenbauer C) le polynéme défini par la série génératrice
1
(1 — 2zt 4 12)
c’est-a-dire C))(z) est le coefficient de t" dans le développement en série de
la fonction de t ci-dessus.

Les polynomes ultrasphériques sont aussi les polynémes orthogonaux
pour le poids wy(z) = (1 — xQ)A*% sur [—1,1].

Pour montrer cela, nous allons procéder par identification : définissons
une autre famille de polynoémes

Soit L gn )
A . 2\ —A+5 2\n+A—3
Qh(e) = (1—a?) 2 [(1-22)"" 2]
Proposition 6. (Q}) est une famille orthogonale dans L3 ([—1,1]) muni du
produit scalaire

1
(Frg)n = / f@)glz)un (o) d.

Nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 9. Il existe des polynomes P de degré k tels que

dk a a a—
F (1-2%)" = P(x)(1 - 2?)* "

Ces polyndmes vérifient la relation de récurrence
P2, (z) = P (z)(1 — 2%) — 2(a — k)z P2 (z).
La preuve se fait facilement par récurrence : P =1 et

Al a-a] = 2 [r@a-a)

= P (z) (1 — 2" — 2z(a — k)P (z) (1 — 22)*
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Notons By} le coefficient dominant de P;*. Il suffit alors de poser
P2, (z) = P (z)(1 — 2%) — 2(a — k)zP2(z).

Il est clair que le degré augmente car le coefficient de z¥1 est Bp(—2a+k) #
0.

. . A1
Preuve de la proposition 6 : Le lemme 9 nous dit que Q) = Py 72 Donc

Q) est de degré n.

Soit p > g.
Logr _1
(@7, Q)5 :/_1@ [(1 —a2%)"" 2] X
d? P a1
X @ |:(].—$2)q+ 2:| (1_12) +2 dl‘
Logr _1
X e

Effectuons p intégrations par parties successives. Le terme intégré est tou-
jours nul car il contient (1 — :1:2) en facteur. Qé‘ est de degré ¢ < p donc

1 1 dp

@)= [ - @)=

-1 dzP

Calculons de la méme maniére la norme de @) dans L2 ([—1,1]).

@ = [ 8 0 el

_y dan
1 n
. ynta—1 d A
_ (—1)"/_1 (1= S Q) de
1
= (—1)”n!BZ+)\_;/ (1 —$2)n+’\_% dz
—1
n4+A—1 n4a—1 naa—l
Comme BOH‘ >=1et Bk:f‘ =(k-2(n+ - %)BkH‘ 2
+A—1 1 1
B, = (—1)"(2(n—|—)\—5))...(2(n+/\—§)—(n—1))

T(2(n+A—3)+1)
T(2(n+A—3)—n+1)
L'(2n 4+ 2))

Tn+2))

(=1)"

— (-1

Pour terminer le calcul, nous avons besoin de la généralisation des for-
mules de Wallis aux exposants non entiers que nous obtenons dans le lemme
suivant aprés quelques propriétés de la fonction I :
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Lemme 10. Pour Re(p) > 0 et Re(g) > 0, posons

1
B(p,q) = / @11 - 1) dt.
0

! _1 m I'2a+1)
AL — 20 _ mMleaTl)
/_ (1 T ) dz /0 sin“® p dy 0T (0 + 1)2

Preuve du lemme.  a)

+o0o +0oo
T(p)T(q) = /0 e P 1dt> ( /0 e_ttq_ldt)
+o0 oo
= / u?~ 1du) (/ eV 2! dt)
0 0

= 4/ (w?+v?) ), 20—1,,24-1 4y, dy

R+ xR

3 [too
= / / 2(p+9) =2 00521 9 gin27 L Gr dr 6
= 2 / e Pl d¢ x / * cos?P1 9sin21 9 dg

0 0

Par le changement de variable 7 = cos? 0,

o dr
2/7(1—1)

N[

P(EIN(g) = 20(p+0) / (1 - 1)

= T(p+4q)B(p,q)-
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b) a) avec p = g donne :

T'(p)?
['(2p)

1
3 /1 p—1
= 2/02 (Z_U2> du

1
d
— 91-2(p-1) / (1-— $)p_1—$ avec z = 4u?
0

4/t
1
= 212p/ (1—1;)p71$7%d:1:
0
1 T(p)T'(%
= 21"2B(p, =) = Q_QPL(IQ)
2 I(p+3)

Puisque I'(3) = /7, cela donne bien b).
c)

1 _1 1 ]._
/ (1-2%)%2dz = 220‘/ ua*%(l—u)"*%du avec u = il

_1 0 2
1 1
= 22aB (a+§,a+§)
9 T(a + %)2
I'2a+1)

Mais b), avec p = a + %, donne
T Lo 2
F'2a+1)" = 7I‘(a + 5) Fa+1)
et donc
T(a+ 3)? _ w['(2a + 1)
F2a+1) 42T(a+1)%

1 _1 m['(2a + 1)
1-2) 2de = 5 -
[1 ( T ) dz 22ar‘(a+ 1)2

ce qui termine la preuve du lemme.

Soit

Finalement,

12 = nlal(2n + 2X)T'(2n 4+ 2\ + 1)
nlIA T YA (n 4+ 20T (n + A + 1)2
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L’étape suivante dans I'identification des polynémes C; et Q) consiste &
exprimer leurs dérivées.

B AL o 1 ) -
Pour C; : soit ®(t,z) = T amie) Pour z fixé, ®(.,z) est déve

loppable en série entiére avec un rayon non nul. Nous avons donc
10"® ! 1 9nt 1 97t
Cest-a-dire le Coefﬁ(:lent de t" dans le développement de g—i(w, 0).
9P 22Xt : A+1 PPN
Puisque % (z,0) = T zatr ey €@ coefficient vaut 2AC; ;. D’o
A A+1
C, =2XC 1.

~ Pour @) : Utilisons le fait que (Q)™)
Soit k < n—2.

nen st orthogonale.

< /\’ )\—H )\+1 / Q )‘+1( )'LU)\_|_1(.’E) dz.

Par intégration par parties,
<Q Q2+1>)\+1 / Q)\ Q)\—l—l ( )’LU,\_|_1 (.’L‘) dz+

/ Q)@ (@) x 20\ + )aws(z) d
= —(Q) (1 -2, +2(/\+1)(Qn,a:Q’\+1>
—/—/

dogn—1 d°<n 1
=0

Nous en déduisons que Q)‘ = ,unQ)‘+1 Déterminons p\ grace au coef-
ficient dominant. )

A1
Notons D)) = B:lH_

Alors nD) = pr DAL ce qui donne

n—'"n—1
2n+2A
M)‘ . nD)‘ _on F((:+2)\)) _ nl(n+ 2\ +1) — n(n+2)
n M1 T Tlent2y) T - :
D;Ty m T(n + 2))

D’ou
Q' = —n(n+20)Q,1.
Afin de procéder a 'identification, posons
A—1
NC e
n'( n+2)\ 1)
(— )"F(n + A)D(n + 2))

— A
B T (A\)T(2n + 2)) n-
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Ce choix est fait pour que R,’y = ZARQE. Nous allons plus précisément
montrer par récurrence que VA > %, R) =C).

- R} =C)=1;

— Supposons que VA > %, R

+1 _ A+l
n—1 — Cnfl'

( 22!5((;);(;125”2;2» X (=n(n+20) Q)
(=2)"T(n 4+ A)T'(n + 2X)
n!T(A)T(2n + 2))
y (n—DITA+ 120 +2X) 3y
(=2)"T(n 4+ A)(n+2x+1) 7!
C(n+20TA+1) Haia
nT(A\)T(n + 21 +1) "t

A _
Ry =

= —n(n+2X)

=2n(n + 2X)

= 2\R)M1

Par I'hypothése de récurrence, RQI = C,)L".

Si n est impair, C) et R} sont aussi impairs et on peut donc en déduire
C)=R).

Sinon, on peut calculer la valeur en 1 :

CM1) = (2)‘+7?_1) car

+oo
1 _ 1 Z 22+ k-1 y
(1-2t+t2)* (1—-t)2* P k

La formule de récurrence du lemme 9 avec « = n + \ — % nous permet
d’obtenir
n+i—; 1 1
P, (1) = (—2)”(n+)\—§)...()\+§)
Cn+22—-1)2n+22—2)...(2A +1)

= —1)"
(=1) 2n+2X—2)2n+ 22 —4)...(2A + 2)
T'(2n+2X)
= (=) (23+1)
- on—1 L(n+))
T D)

L'(2n+ 20T (A + 1)
(=2)»"IT2A+ )T (n+ A)

P20+ 20)T(A + 1) (=2)"T(n + A)D(n + 2))
(=2)" 1IT2X+ 1)T'(n + A) nIL(A)T(2n + 2))
_ 2T(n+2)) T(n+2)) (n +2) — 1)

RM1) = —

nlT(2A+1)  nlT(2))
= C).

n
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Les égalités des dérivées et des valeurs en 1 permettent donc d’en conclure
que :
Cp =R,

En résumé, nous avons montré que la famille des polynémes de Gegen-
bauer était orthogonale pour le poids wy(z) = (1 —22)*~ 2 sur [~1,1]. Nous
avons au passage établi une expression pour ces polyndémes, qu’on appelle :

Formule de Rodrigues pour les polynémes de Gegenbauer

C(z) =

(=2)"T(n+ A)T(n + 2X) —ati d” ntA—1
nIT(VT(2n + 20 (1-2’) " o [(1 -a’)" ] '

Cherchons maintenant une écriture développée des polyndémes de Gegen-
bauer.

1 Jio (_’\>( 2t + 12)°
e — 22 .
(1—2zt+2)* g\ s

Afin de déterminer le coefficient de t™, il suffit de se limiter aux termes
d’ordre s < n. Mais

g (j) (—2at + %) = Szijo (Z\) Z (;) (—2a)™2 ™,

Le coefficient cherché est donc

X (D))

o<m<s
2s—m=n

Effectuons le changement de variable &k =n — s. Alors m = n — 2k est dans
[0,n — k] quand k < 3.
Donc

L3)

o) = 3 2) (o)

nokTA+n—Ek n—k)! "
= > () k(fr(L—k)!I‘()\)) x (frf—Zk))!k!(_%U) *

y TOA+7n—k)
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Etablissons enfin la formule suivante qui nous sera utile dans la suite :

s . )
/ C,;\(cos H)Cﬁ(cos 6) sin®* 0 d0 = g wl'(m + 2))

; P ipim e o0

Cette formule traduit ’orthogonalité des polynomes de Gegenbauer aprés
le changement de variable x = cos 6 :

™ 1 .
C(cos B)C (cos ) sin?* 9 df = C(z)C\ () (1 — 2 A=3 dz
0 k m . k m
= <CI€\7 C’?n))\
B 2T (m + AT (m + 22) ) 2 Q|2
— %km \ TmIT ()T (2m + 2)) m

_ 5 (2"T(m+ NT(m +2)) 2 mIal(2m + 20)0(2m + 2X + 1)
— O T mIDOOT (2m + 20) Am AT (m + 20T (m + A + 1)2

3.4 Normalisation des =%

Nous allons calculer la constante A%.

Mais d’abord vérifions que la base constituée des restrictions des % est
orthogonale dans L2(S™1).

Pour les calculs, il sera commode d’utiliser les coordonnées sphériques :

I = sin 0n—1 sin 9”_2 ...sin 92 sin 91
T9 = sinf, 1sinf, o...sinfy cos b,
Tpn—1 = sinB,_1cosb,_o
Ty = cosb,_1
Nous noterons r,—; la norme du vecteur (z1,...,Zn—;) dans R*77. Il est

: Tnj _ . g ) .
alors clair que = cos(Op—j—1) et rp_j_1 = sinbp_;_17,_;.
La mesure sur S"~! s’exprime ainsi en coordonnées sphériques :
I'(3)
dé = —228in" 26, ...sinfdf; ... d6, ;. (3.11)

272

Remarque : Nous choisissons la mesure de probabilité sur S* 1, c’est
pourquoi nous avons divisé par le « volume » de la sphére — volume calculé
évidemment pour la mesrure non normalisée.

Effectuons d’abord les calculs pour n = 2. Dans ce cas,

_ ARAL
27

2
- = imf ,—i 2
JREAGEGEE et an = (4275,
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Ce qui montre au passage que A% =

Passons maintenant au cas n > 3.

Avec les formules au-dessus et (3.7), il est aisé d’exprimer E% en coor-
données sphériques :

ol P2tk < kj Fikn—20
=% H Ck] Zk ™ (cosbp—j_1)sin®™+! 6, _; 1271 (3.12)

Notons E' la restriction a la sphére de E%. Dans ce cas, pour § € Sn—1

(12

noi=2 g L. .
?{ H k; k: i+ I (COS gn_]‘_1) SlIlkJ+1 On_j_leiik“_ﬁl. (313)

Soit K = (l = ko,kl,...,SKk'n,Q) et M = (l = mygy,my,

< EMMy_2). €k €t
ey valent —1 ou +1 car on prend k, o et m,_o positifs.

L %(&)ém a

A}?H/

njlo

L (cos Op—_j_1)%

n—j—2+k, .
j+1 s M kjr1+n—75—2
kj_zkj-H (COSOn,j,l) sin™i+1 1R +1 J On—j-1d0, j 1%

27
x / etemmn 2 —exkn—2)01 dé,
[’

1=0

A cause de la derniére intégrale, pour que le produit scalaire soit non nul, il

faut que epymy_o = exk,_o. Ensuite, on raisonne de proche en proche

si
EMMn—2 = Exkn_9, l'intégrale sur O donne :

B 1tk Lig,
/ Coy k(€08 02)CL T (cos ) sin™ =271 0, dO)
62=0

La formule d’orthogonalité des polynomes de Gegenbauer (3.10) dit alors
que pour que cette intégrale soit non nulle, il faut que m, 3 = k,_3. En
continuant ainsi, il est clair que si M # K, alors
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Nous en venons au calcul de A% :

e = G
B
@ (7

2
—J—-HCJ.H . Ok
. 1 .
X H/ ( ki (cosbp—_j—1)sin™+1 0, _; 1) X
n j—1= =0

x sin™ 772 On—j—1d0,_j_1

D’ou
(5 =
K] — n—3 j
i
P(%) H k —2kj+1 ’
§=0
(n ﬁ 7r1‘(k-+kj+1+n—j—2)
(3) 2n i 2k 3 (ke — k)t (ky + 2422\ T (212 +kj+1)2
n n— F11— ?
71-1_5 1_[3 on—j+2kj41 4(k;j — k_]—|—1) (2]{/‘ +n—j— 2)F( j"’l)
=T u T(kj+kjr1+n—75—2)
(3.14)

3.5 Passage de n variables & n — 1 variables

Dans cette partie, nous allons exposer un moyen de relier les harmoniques
sphériques & n et n — 1 variables. Cela permettra par la suite de simplifier
certains calculs de coefficients.

Nous définissons ’application linéaire suivante :

s { gyl — g, Zy]
' P(.Tl,...,zl,‘n) — P($1,...,$n_1,i’rn_1)

qui consiste & substituer ir, 1 & z,. Alors, S(r,) = 0, donc le noyau de S
contient évidemment le sous-espace r2R™!~2 et lui est en fait égal. Ceci se
voit en écrivant un polynéme P de R™ sous la forme

P(xy,...,2p) = TTQLF—I-:cnR—I—T,
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ot F e R=2 Re R Ui-Let T € Wbl Alors S(P) = ir, 1R+ T ne
peut étre nul que si R et T le sont.

Donc, puisque ™ N r2R™=2 = {0}, S établit un isomorphisme de £
sur son image, qui est toute I’image de S en vertu de (3.1). Appelons {™
cette image. Les polynomes E?l, K (que 'on notera E%) formant une base

. —n,l
de $™, nous disposons donc d’une base de U™ avec (S (:?{’:))K,-

En conséquence, pour trouver la décomposition d’un polynome de $H™' en
harmoniques sphériques, il nous suffira de décomposer son image par S dans

la base (S (:7;(5)) . Mais cette tache va étre facilitée par le fait suivant :

Lemme 11. La base (S(E%))KI de U™ est orthogonale pour le produit

scalaire L? sur S"—2

.6 = [ FEGE) .

Nous allons d’abord expliciter les polynémes S (H K,) D’apres (3.7) et
(3.8), en isolant le facteur correspondant a l'indice j = 0, on obtient la
relation suivante :

(1)

A% 24k (ZTn\ —pe
TIL{: AnKl 7120 kIlC 3 e 1 (i) :‘?(,1 (315)

ou K = (ko,...,tkn2) et K' = (k1,...,tkn_2), c’est-a-dire K = (ko, K').
Ainsi,

A" k
=n,dy K I—ky 52tk —n—1
sieph = s (oncim () o)

KI
Ak z ki 2tk [ Zn —n—1
= S C — =",
An 1 I—k1 T K
KI
=n—1

étant donné que E75 " n’est fonction que des n—1 premiéres coordonnées. De

n—2
+k N ,
plus, comme Cl e ' est un polynome de degré I — ki, rp, est en facteur dans

Zn

- ) sauf celui qui correspond au terme de
n

54k
tous les termes de 7, ¥1C, % (

n=2 1k . .
plus haut degré dans lek1+ '. Lorsque ’on applique S, il ne reste donc que
ce terme dans lequel on substitue ir,_; & z,. D’aprés (3.9), il vient donc :

. n_ - -k
I—k1 5tk [ Zn _ DG 14 1))
SG% Ciy (m>>Wh“”%%ﬂ— (= k)T —1+k)

Finalement, si on calcule S(E K’,) en restriction 4 S" 2, on a :

An T(2—1+10)

Ve € "2 S(EM)(¢) = (20)'F1ER ().
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Appelons D% la constante qui apparait ci-dessus, pour avoir
—2 qr=nil =n—1
Ve e S"7F S(ER)(E) = DR ER (€).

Le lemme découle alors de 'orthonormalité des =%, dans L2(S"2).

Nous sommes désormais capables de déterminer la coordonnée d’un po-
lynome P de H™ sur le vecteur de base E grace & une intégration sur S™ 2 :
cette coordonnée vaut :

[ PeEE@a-5 [ seeEiew e

D?{ Sn—2

3.6 Une base de L2((S"1)"")

Comme nous 'avons dit au début du chapitre, nous nous intéressons au
volume d’un simplexe idéal comme fonction des sommets sur OH® ~ S™~ 1.
Puisqu’il y a n + 1 sommets, ’espace a considérer est LQ((S"*I)nH).

Par le théoréme de Stone-Weierstrass, I’espace C(S™~H®("+1) est dense
dans G((S”_l)n+1), et donc on a bien :

L2((Sn71)n+1) ~ L2(Sn71)®(n+1)_

Pratiquement, cela signifie que la famille suivante est une base hilbertienne
de L2((S"™H)") :

(E?{O ®-- @5 | K = (ko,i,...,iKn_g,i)).

LQ((S"_l)nH) étant muni du produit scalaire naturel :

<f7g> = /Snl Snilf(f()a"'aén)g(é()a"'afn) d£0 d&na

on vérifie facilement que la base ci-dessus est orthonormée.
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Chapitre 4

Décomposition du volume des
simplexes en harmoniques
sphériques

4.1 Principe général

Etant donné un simplexe idéal ¥ dans I’espace hyperbolique H", nous
pouvons le définir dans le modeéle de la boule de Poincaré par ses sommets
Qo,-..,0, € OH* ~S™ 1,

L’objectif de ce chapitre est d’exposer une méthode pour décomposer
la fonction volume du simplexe idéal — vue comme fonction des sommets
V(Q0,-..,Q) — en harmoniques sphériques dans la base de L? ((S”_l)m'l) ~
L2(S"1H®(™+1) qui a été construite dans le chapitre 3.

D’aprés les résultats du chapitre 2, cette fonction est :

————

Vol(3) = @ / ; %det(uo(m),...,ui(m),...,un(m))dm

(4.1)
ou, rappelons-le, dm est la mesure canonique sur H" et u;(m) est le vecteur
unitaire tangent en m & la géodésique issue de m et dirigée vers le sommet
Q;.

Pour faire des calculs, utilisons une paramétrisation de H". Pour cela,
plagons-nous d’abord dans le modeéle du demi-hyperboloide H". Si e, =
(0,...,0,1) dans R™!, alors

V€ € Hia §=g1(01)0---0ogn_1(n_1)0 gh(ﬁn)(en)

avec
01 € [Oa 271-[5
0; € [0,7], pourje{2,...,n—1}
0, € Rt
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g;(0;) est la rotation d’angle 6; dans le plan (z,7,41) de R®! (dans le
modéle du demi-hyperboloide H?) et g;,(6y,) est la translation hyperbolique
d’ « angle » 0, (il y a une analogie formelle avec une rotation au niveau de
la matrice, mais c’est une isométrie hyperbolique alors que les rotations sont
elliptiques) dans le plan (x,, zy 1), c’est-a-dire ’élément de matrice

I 0
o h(0n) sh(0,)
sh(6,) ch(é

g;z (en) A

Dans ces coordonnées, la mesure s’écrit :

dzy...dzx,

d¢ = =sh" 10, sin" 26,_1...sin6d0; ... db,.

|~Tn+1|

Dans la suite, nous allons surtout utiliser le modéle K" de Klein. Dans ce
modeéle, les isométries ci-dessus agissent projectivement et non plus linéaire-
ment. Afin de simplifier (4.1), ramenons comme dans le chapitre 2 le point
m en O, c’est-a-dire en e, dans le modéle H''. Nous avons alors facilement
une isométrie qui fait cela :

(91(61) 0+ 0 gn1(Bn—1) 0 9o (0n)) " = gh " (Bn) 0 ... g7 (61)-
Notons © = (64,...,0,) et
go = g(01,...,0,) = g1(61) 0+ 0 gn_1(6n—1) © g;,(0n).

En ramenant m en O, les vecteurs u; sont envoyés sur les vecteurs uni-
taires tangents en O aux géodésiques pointant vers gél(Qi) (action projec-
1 .
tive). Mais, dans K* C R”" ce vecteur s’identifie au vecteur Ogg™(€) i.e. &
gél(Qi). Ce qui signifie que

V(Qo,...,0%) = Vol(2)

~wmmae ), L §;<—”"X

X det(gél(QO)a s 7961(91')7 tee ,g(?)l(Qn)) X
x sh” 10, sin" 26,_;...sin6,d0; ... db,. (4.2)

Formule avec intégration sur le groupe d’isométries Remarquons
que nous pouvons écrire cette intégrale comme une intégrale sur le groupe
d’isométrie G = SOy(n,1). En effet, puisque H* = SOqy(n,1)/SO(n), tout
g € G peut s’écrire sous la forme : ggk, ou k € SO(n). La mesure sur G est,
4 un facteur de normalisation prés,

dg =sh™ 10,sin""260,_;...sin6,d6; ... db, dk.
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Donc, en remarquant que dans la formule (4.2), on peut remplacer gg ! par
k*1961 = (g@k')_1 puisque le déterminant est invariant par 1’action diago-
nale de SO(n), on obtient

Vol(®) = 5= 1)!301(8"—1) /OZW /07r " /07r /o+00 g(_l)i *

X det ((g@k)_l(Qo), -y (g90k) TN, - -, (g@k)_l(Qn)) x

. o _ dk
x sh™ 16, sin™ 26,_1...sinfdo; ... denm-
1
- (n — 1)Ivol(S"~1)vol(SO(n)) *
o (_1)z' det(g_l(QO)a ey g H (), ,g_l(Qn)) dg
G =0

La méthode de décomposition
Pour alléger les notations, notons Ig = [0, 27[X [0, 7[X - - - X [0, 7[x [0, +00[
le domaine de paramétrisation,

dge =sh" 16, sin™ 260,_;...sin6yd6; ... do,

et

n
D(Vo, ..., Vo) = Y _(-1)"det(Vo,-.., Vi,..., V). (4.3)
i=0
Si (; est la i-éme fonction coordonnée dans R"® — dans lequel on voit la
boule K" comme la boule unité —, en posant (; = 1 et en développant le
déterminant, on obtient :

D(gg' (), 95" @) = > e [] ¢rolga' (). (44)
1=0

T€X(0,...,n)

Pour base de LQ((S"_I)HH), on a choisi la base suivante construite &
partir des harmoniques sphériques (voir la section 3.6) :

QL Q---Q ="
@KO;Klr“;Kn — “Kp ® — K1 ® ® —Kn"

C’est une base orthonormée de L2((S”_1)n+1).
La fonction volume d’un simplexe idéal (Qg,...,Q,) — V(Qo,..., Q)
est bornée sur (S”_l)n+1 (par le théoréme 3) donc est dans LQ((S”_l)nH).
Pour calculer la coordonnée de la fonction volume sur Ug, k.. K,, On
intégre le volume contre Vg, ;... K,-
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A cette fin, on peut décomposer d’abord la fonction D puis intégrer sur le
groupe, c’est-a-dire inverser ’ordre d’intégration, et cela grace au théoréme
de Fubini.

Précisément, si ¥ représente Vg, K, ... i, €t si on note

go - D(Qo,...,0%) = D(gg" - ..., 95" D),

I’action diagonale de go, on veut montrer que
Lemme 12.

/(S - [/ go - D(Qo, ..., %) dge | T(Q, ..., 0%) d... A,

Ie
:/ / g@D(Qo,,Qn)\II(Q(),,Qn)dQO dQn dg@
Ie | J(sn-1m+!

o, comme dans (3.11), dQ; est la mesure de probabilité sur S™ 1.

Preuve. 11 suffit pour cela de montrer que la fonction
(@,Qo, . ,Qn) —go D(Qo, . ,Qn)\I/(Q(), e ,Qn)

est intégrable pour la mesure dgg d€)p ... d€2,. Mais puisque ¥(Qy, ..., Q)
est bornée, il suffit de montrer que

(0,Q0,...,2) — go - D(Q, ..., )

est intégrable, c’est-a-dire que sa valeur absolue est d’intégrale finie.

Or go - D(Q,...,2,) = (n — 1)!F(ge(0)) et, d’aprés la proposition 4
(page 29), la fonction F' (voir page 25) est de signe constant.

Donc |F| = ¢(Q,-..,2,)F, ou €(Q,...,02,) = £1 selon lorientation
de X.

Ainsi, il suffit de voir que l'intégrale suivante est finie :

[ g €00 O (00(0) g 4. A,
ex(Sn—1)"
Z/ e(Q0,---, ) [/ FE(QO,...,Qn)(QG(O))dQG] dQp... dQ,
(sn-nnHt Ie
:/ €00, 9) [/ F(m)dm] Q... Ao,
( nfl)n n
_ / €00, -, 9) [vol(S™ ) Vol(%)] d0% ... 9,
(Sn—1)n 1

= vol(S"™) / [Vol(2)| dQp ... dQ,
(Sn—l)n+1

< vol(Sn_l)Vmaz (n)
< 400



4.1. Principe général 61

ol Vipaz(n) est la valeur maximale du volume d’un n-simplexe hyperbolique,
dont l'existence est garantie par le théoréme d’Haagerup-Munkholm (voir
1.3). O

D’apres (4.4) et la forme de la base, il nous suffit de savoir décomposer
les fonctions du type (;(gg' (€)) dans L2(S?~1).

Pour cela, nous allons procéder par étapes en considérant successivement
les actions des différentes isométries composant go. Examinons d’abord 1’ac-
tion de la translation hyperbolique g/, (6y).

Mais vu (4.4) et le fait que {p = 1, nous pouvons déja dire que les
UKo, K1,...,K, OU il 0’y a pas un K; = (0,...,0), seront orthogonaux & V, car
la constante 1 est orthogonale & E% si K # (0,...,0), et {y apparait toujours

au moins une fois.

4.1.1 L’action de la translation hyperbolique ¢/, (6,)

Ci(gh(0,)1(Q")) peut étre interprété comme (g’ (6,) - ¢;) ('), c’est-a-dire
en introduisant une représentation de SOy(n,1). Nous pouvons définir cette
représentation de la maniére suivante : pour g € SOgy(n, 1), et f une fonction
de ®", I’ensemble des fonctions lisses définies sur la « partie supérieure » du
cone de lumiére de R™! et invariantes par homothéties de centre 0. Alors

(T(9)f)(z) = (g~ (2))

donne une fonction (7'(g) f) qui appartient & ©™. Une fonction de D" est uni-
quement déterminée par sa restriction a la (n — 1)-sphére des points du coéne
de derniére coordonnée z,4; = 1. On peut ainsi identifier D™ a 1’ensemble
des fonctions lisses sur S~ 1.

Ensuite, on prolonge T(g) & L2(S™!) par un opérateur borné. Cela est
possible car ’adjoint de T'(g) est densément défini (il apparait dans 1’adjoint
le jacobien de g : T(g)*(f) = Jac(9)T(g~")(f))-

Maintenant, il nous faut regarder l'action de cette représentation sur les
fonctions (;, i.e. écrire une identité dans L2(S™ 1) du type :

9n(0n) - Gi = Z F;{(HR)E?{
K
Ceci nous permettra d’écrire

/Sn_1 Gilge' (Qj))mde

J

=Y Fi(0n)Ek (9n-1001) " - g1(01) 71 () B, () A
K

Ainsi, a ce stade, il faudra étudier I’action de la rotation g, (0r,—1) sur la
base des E' et continuer le procédé jusqu’a terminer avec 'action de g;(61).
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En fait, en écrivant effectivement Paction de g, (6,,) sur les coordonnées
sphériques grace a sa matrice, on s’apercoit avec (3.12) que gél(O ) g?( n’a des
composantes non nulles dans la base que sur les éléments =7 avec K' = L/,
c’est-a-dire que seuls les degrés kg et [y peuvent différer. Ce qui veut dire que
I'on a :

g;l(ﬁn) Bk = ZF(a K’ ‘—‘(a K'):

Remarquons de plus que les fonctions coordonnées (;, 1 < ¢ < n sont des
harmoniques sphériques de degré 1.

On peut se rendre compte assez simplement qu’au coefficient de norma-
lisation prés,

— pour k > 3, (i est proportionnelle A= _H , oll

I, =(1,...,0, "1 ,0,...,0)

c’est-a-dire IIy; = 0 sauf pour i =0eti=n+1—k.
— pour k =1 et k = 2, c’est différent & cause de la présence de ’expo-
nentielle complexe dans (3.12). On a plutot ¢ qui est proportionnel &

—=n —_n

=(1,0,...,0,1) — =(1,0,...,0,—1) et Gz a “( ,0,-..,0,1) +E “(1 0,...,0,—1)"

4.1.2 Action des rotations

Pour les rotations, il s’agit de décomposer g (6x) - é?{, 1<k<n-1
dans la base. La représentation qui intervient cette fois est celle de SO(n)
(ou des sous-groupes SO(k + 1)). Cette fois, on dispose de la représenta-
tion quasi-réguliére de SO(n) dans 'espace L2(S™~!). Mais celle-ci se scinde
en représentations irréductibles dans les espaces de polynémes harmoniques
homogenes H™ (la stabilité de ces espaces est évidente).

Cela indique que ’on va avoir une décomposition du type :

9k(Ok) - Sk =D Hie 11y (06) =gy -
LI

L& encore, si on regarde dans le détail, on s’apercoit que l'action de g ne
donne dans la décomposition ci-dessus des coefficients H (kk 1) hon nuls que
lorsque L' et K' ne différe que par un indice (le numéro n — k, pour k > 2)
ou si kK =1, la rotation se contente de multiplier par un nombre complexe.

C’est dans I’étude de I’action des rotations que nous utilisons les résultats
de la section 3.5.

Mais nous allons voir cela en dimensions 2 et 3. En effet, nous allons
4 partir de maintenant nous attacher a faire les calculs dans les cas des
dimensions n = 2 et n = 3. Le traitement du cas de la dimension 2 est assez
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peu intéressant puisque la fonction volume est parfaitement connue et que
la méthode que nous exposons ne permet pas encore de retrouver ce qui est
connu dans la mesure ou les calculs ne se simplifient pas aisément.

4.2 La dimension 2. Les triangles idéaux

Un triangle hyperbolique idéal dans H? est donné par ses sommets. Ceux-
cl peuvent étre paramétrés par un argument :

Q =€, iel0,2n].

Les harmoniques sphériques sur S! sont les 8 — €%, pour k € Z. D’aprés
la section précédente, il nous suffit de savoir développer en série de Fourier
les fonctions ((g1(61) o gh(62)) - X et ((g1(61) 0 gh(62)) - Y, X et Y étant les
fonctions coordonnées.

L’action de g1 (61) est simple : elle multiplie le coefficient de Fourier indexé
par k par e~ 01,

Comme vu précédemment, la fonction volume n’aura de coefficient non
nul que sur les fonctions de la base de LQ((SI)?’) du type ei%ieti®i avec
i# 7.

Le coefficient est alors :

—go - Y(ei‘i’i)g@ . X(eitﬁj)] ez’ki@eikj(pjw

7r)3 sh 92 d92

Suivant la remarque ci-dessus,

27 27 ) .
/ / go - X (e"%)go - Y (') d¢; dgp; =
o Jo

) 27 27 . )
efz(ki+kj)01 / / 912(92) . X(€Z¢i)g,202 . Y(equj) d¢z’ dqu
0 0

et donc si k; + kj # 0, lors de I'intégration en 61 on obtient 0.

Conclusion : nous n’avons & chercher que les coefficients sur e?*%ie~t¢2,
Puisqu’en permutant les sommets on multiplie par la signature de la permu-
tation, il suffit calculer le coefficient pour ¢ =1 et j = 2. Notons Y (g, ) ce
coefficient.

4.2.1 Action de g}(6,)

_ T chf@y —sho
05(62) 1<m,y)=( ycho, )

chfy —yshy’ chhy —yshby
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Attention : Nous choisissons le paramétrage x = sin ¢ et y = cos ¢ pour
nous accorder avec les dimensions supérieures. Alors, cela signifie que le sens
trigonométrique n’est dans notre cas pas le sens direct. Alors

1 2w . .
FEO) = 5o [ (o)X g
1 2w

_ 1 sin e ~k® dg
2w Jo chéy —cos¢pshby

_ 1 /2” sin ge k¢ dg
2nshy Jo p—cos¢

En notant p = coth 6s.
Pour Y, le coefficient est

1 2w

FY(6y) = o s gh(02) - Y (?)e™ " dgp

B i 27 (cos ¢ ch @y — shfy)e ¢ do
21 o ch 8y — cos psh by
27 _ —iko
i/ (ucosp —1)e do
2m Jo [ — cos ¢

Nous voyons qu’il nous suffit de savoir calculer
2w eimd)
K(m,p) = /0 mdﬁﬁ
puisqu’alors

X 1
Fi(02) = Zinsho, (K(-k+1,p) — K(—k—1,p))

FY0) = o (2K(k) — u(K (k41,0 + K(—k—1,4)))

Pour des raisons de parité,
2m
cos mae
K(m,p) = / SRTE_ 4.
0o M—cos¢

Ainsi, K(m,u) = K(|m|, ). Il suffit de calculer K pour m € N.
En utilisant les polynémes de Tchebychev T,,,

27 T (cos @)
——do.
W — cos ¢

2T COSk¢
n= [

Km, ) = |

Calculons
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Pour cela, nous utilisons le fait que

cos® ¢ uk L ,
— _ J k—1—j
—CoS¢  p—cosg jz::(),u €08 ¢-
Or
/27r d¢ /7r d¢
_ % g P
0 M —Cos¢ 0o K—cose
/0 (1+t2) gy (t=tang)
1 p1, ]
=4 \/ o (e=ty/ =)
[ e+ u
1
= 7/12—12
= 27T'Sh92

et les autres termes donnent des intégrales de Wallis :

/27r k-1 g 0 si k—1—j est impair
COS = k—1
0 ¢ ¢ 4%WSIIC_1_‘7 est palr

En combinant cela avec ’expression des polynémes de Tchebychev :

Tin(cos$) = Re((cos¢+ising)™)

lm/2)
= Z (21) cos™ 2 p(—1)! sin?
=0
Lm/2y Lo/
= Z (2[) cos™ 2 p(—1)! Z (s) (—=1)* cos? ¢
1=0 5=0

lm/2] 1
- By

nous obtenons :

K(m, p)
lm/2] [y It (2u)!
l+s m—204+2s _ 2u :

Nous avons les ingrédients pour calculer les coefficients, mais a ce stade,
les calculs ne sont pas assez simplifiés pour étre « humainement » vraiment
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réalisables. Par contre, nous pouvons faire des calculs sur un ordinateur grace
au logiciel de calcul formel Maple V. C’est que nous avons fait en annexe.
Cependant, le résultat attendu étant tres simple, nous pouvons espérer
que certaines simplifications rendent le calcul littéral possible.
En effet,

oy g
Proposition 7. T _x) = —1-
Preuve : V(¢o, ¢1,d2) = L7 selon l'orientation du triangle, c’est-a-dire se-
lon 'ordre circulaire des sommets. Ici, vu nos conventions, ’orientation est

directe si ¢ < @2 < ¢1.
Alors

1 21 27 21 » .
Yoron = g [ [ Vioobdo)e B agodg dgy
871 Jo 0 0

1 27 27

= m), V(0, 1, ¢2)e*? dgg dgpy dgpo

1 27 b2 . 2T . )
= — / |:—7T/ e~ %1 4¢; + 7r/ e~k dqﬁl] k92 dgpy
47!' 0 0 5

1 2w —ikda 1 1— —ikdo )
_ 1 [_e . Lloe ]equsz ey
ar Jo —ik —ik
i 2m . .
= 2 ); (1 — e "*92)ethd2 4,
?
= ——x2
2nk xam

4.3 La dimension 3. Le cas des tétraédres idéaux

4.3.1 L’action de la translation hyperbolique g}(6s)
Nous noterons dans la suite ézl = é?l k)"

- . =3, . .
Alors, en utilisant les expressions de =;” et les normalisations qui se

trouvent dans la section 3.4, nous obtenons :

3,1 =3,1

-El =1
G= X= —itt ==t
V6
=3,1 =3,1
\:i)’ +\:?21

V6

b<
Il

(=

N
I
d

(3=
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Le bord S? dans le modéle projectif est Iintersection du cone isotrope
avec le plan {4 = 1}. Dans R®!, l’action linéaire de g} s’écrit :
95(03) " H(z,y,2,1) = (z,y,zchf3 — shfz, —zshf3 + chbs),

ce qui correspond projectivement au point de S? de coordonnées :

T Y zchf3 —shfs
—ZSh93 +Ch03’ —ZSh93 +Ch03’ —ZSh03 +Ch93

Soit 1
/ 9 . X = i
g95(63) (z,9,2) sh 03 cothf3 — z

On va utiliser les coordonnées sphériques

z = sinpysing;
y = sinycos ]
Z = COSp2

Dans ces coordonnées, la mesure sur S? s’écrit (voir (3.11))

sin o dpg dpy
47 )

Et pour ¢ € S?, d’aprés (3.13),
=3, ik , .
B (6) = Ai,kC;_k (2)e* ke gin o,

Pour X et Y Alors,

3 . .
(gh(03) - X E&a) - Aa,k /27r /7r sin o9 sin 1
3173 ' Tek 4 sh 03/, —o Jp,—0 cothfs — cos oo

1 .
X C;j—kk(cos wz)efzgk‘pl sin® 1 o ey dps

Dans cette expression on isole l'intégrale

2T .
/ sin gole*”“k“’l dpy
0

qui vaut —iemdg1. Donc, en notant u = coth 63,

3
~ —i0g1emA3 ™ 02 (cos @) sin®
o) Xy = —puemler [Tl e,
0

47 sh O3 b — COS
3
3

_ i0p1em AL | /1 Cq_i(2)(1 —2?)

d
4wshbls | T—p o
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68
par le changement de variable x = cos ¢.
Pour Y, nous avons

3
~ 5k17rA3 1 CE_ (.’II)(l —.'I,'Q)
! =3,a a,l a—1
(65060 ¥,Elf) = et | dz

—1 r— M

3

Lo? (z)(1 —2?

Calculons l'intégrale / a-1(@)( )da:.
-1 r— U

Posons Py (z) = C(2)(1 — z2).

Calculons / T dz avec
R Al ¥

Cela donne, pour k > 1,

1k i )
/ dz =p [ln|x—u|]71—|—
1T — M -

voir (3.9)) :

(=]

J
L’étude des polynomes de Gegenbauer donne (
[N/2]
(N —k+ ) _
A k N -2k
= -1 2 .
Ohl@) = > (-1) TOVEIN — 28)1 %)

k=0
LN/2]+1
En écrivant Py(z) = Z aNo_op o727 Tidentification donne
k=0
_ k=0,
I'(N + 3) oV .

N e
“N+2 T TN

T(N—k+5) -
axsz- = (21 1r(g)(k T 2k)!2N "
AN -k+3) 1]
(N +1—2k)(N + 2 — 2k) TRl
_ (_1)k—12N—2kF(N —k+3)(N+1)(N+2)
B L(3)E(N + 2 — 2k)!
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k= |N/2] +1
T(N - |N/2| +3) oN—2|N/2|

L
T(3)[N/2]Y(N - 2|N/2])!

a%,mm = (

[ Ci@ -2
-1 r— M

|N/2]+1 1 N+1-2k 4 (—1)N—i
N N+2-2k - J
DL ANk |\ M ln1+u‘ Z N+2-2k—j"
|N/2]+1 N+1-2k N—j
_ 1% N 1—(=1)"7 j
= Py(p)In 1+ kzo ON+2-2k - N+2—2k—ju
[N/2]+1 N+1-2k 1 ( l)N_j
— N A\
= —203Py(p) + Z AN2-2k Z N2 _ok_ jH]
k=0 7=0
En remarquant que
I(N-k+3) 13 2N-2k+1 (2N —2k+2)!
r'(3) 2277 2 o 22N=ZkHI(N — 4+ 1)

nous pouvons synthétiser ’étude des différents cas faite au-dessus, par
I'expression :

N (N +1)(N +2)(—1)* (2N + 2 — 2k)!
ONy2—2k = INHL(N + 1 — k)EI(N + 2 — 2k)!

En utilisant (3.14), on obtient

20 +1
A3 =
e a(a+1)’
qui permet d’écrire
~ 2a+1
L(6s) - X,E30) = —5 " X
(93 (05) - X, =27 Y4 shf3\ a(a +1)
[(a—1)/2]+1 a—2k ya—i
x | —265P,_1(coth 6s) + kz_o all i ok Z p— 1 — 2k — cothJ 05

et
(95(03) - Y, E2) = ie(g3(03) - X, E27)
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Pour avoir une formule synthétique, nous écrirons :
(95(6) - X, E2) = eF," (03)

et de méme,

(95(05) - Y,ED) = F (63)

avec évidemment Fyxy = —iFy.

Pour 7

~ A (2™ [T coth@ —1
R e R
4T Jp1=0Jpy—0 cothB3 — cos o

ERA .
X C;j—k (cos (pg)e_“k‘pl sinft1 w2 dp1 dps

A cause de I'intégration par rapport a ¢, ce produit scalaire est nul si k # 0.
11 reste donc :

T cothfscosps —1 1 .
C2(cos sin @y d
cothf3 —cosgpy  * (cos p2) sin ¢z dpy

. 43
(g5(05) - Z,50") = == /
2 0

Effectuons le changement de variable z = cos 9 :

~ A3 1 1—=x 1
! 0:) -7 E?’,a — a,0 / HCQ d
o) 2,50 =722 [ L=l

Rappelons que

1 La/2] T(a—Fk+1/2 B
Ca () = Z(_1)kr(1(/2)k!(:—/212)!(230)& .

k=0

Posons

Qal(z) = (1 — pz)Ce ()

— Z (_1)k P(a —k+ 1/2) 90—2k |:xa—2k _

T(1/2)F(a — 2k)! g1,

W
k=0

Alors, sachant que

Al g =V2a+1,
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en utilisant la méme méthode que précédemment, on obtient :

2 =3,a
ﬁ(gé(%) A :3’ ) = —203Q. (1) +
la/2]
—k + 1/2) 2a72kx

*'ZE: 1/2 K(a — 2k)!

a—2k—1 a

J 1+ (=1)*7 7 ; —2k+1
— — 9,0 2k+
% ]ZO [a—2k—j 'ua—2k—j-|-1 H H

On notera _
(95(03) - Z,55) = FZ(03).

4.3.2 L’action de la rotation g,(6>)

Nous venons donc de voir ’action des « translations » hyperboliques
sur les fonctions coordonnées. Afin de connaitre complétement 'action du
groupe, il nous faut regarder 'action des autres rotations sur les fonctions qui
sont apparues dans 1’étude précédente. C’est-a-dire que nous allons etudler
dans la suite l’action d’une rotation dans le plan (y, z) sur les fonctions = :0 ,
é‘i’“ et gial.

Pour cela, utilisons le principe développé dans la section 3.5. En effet,
E?Zk € $3% et puisque H3¢ est invariant par I’action de SO(3), go- u3a € .
(Nous notons ey, le signe associé a k > 0, i.e. —1 ou +1.) Donc, nous sommes
bien dans les conditions d’application de (3.16) et celle-ci se traduit par

= 1 =3a \ =2
<92 ‘—‘g:lm g?nm)gz = 113 <S(92 ' E:k)a _‘emm)gl
(a,m)

Poussons le calcul de ce coefficient un peu plus loin. D’aprés (3.6) et
(3.7), on peut déduire que

20kT(a + %)
a—k)IT(k+3)

Mais ’action de SO(3) commute avec la projection harmonique H, grace
a lunicité et invariance des termes dans (3.1). Cela signifie que

g2 - Ha(z* My + exiz)*) = Halgz - (z° P (y + exi)®)).

Encore d’aprés (3.1), puisque S(r?%"?) =0, on a S o H, = S.
Donc

g:k($ Y,z ) - A?a,k)(

Ha(2*F(y + epiz)").

< —=3a —3a A?aak) X 2aik1—‘(a + %)

gQ Hglkj’ Em7IL>§2 3 | X
D( , )(0,— k).r(k‘ 2)
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La matrice de g5 ' (f2) dans la base canonique de R? est

1 0 0
0 cosfy —sinby
0 sinfy cosfy

Donc

g2 - (227K (y + egiz)¥)

= (ysinfy 4 zcos 0)**(y cos Oy — zsin by + epiz)F.

Nous allons déterminer la restriction 4 S' de I'image de ce polynéme par

S avec

r = sing

y = cosp
Cela revient & remplacer z par i :

S((ysin®y + 2 cos 02)* % (y cos By — zsinfy + 6k’i£L‘)k) st
= (cos @siny + i cos B2)* ¥ (cos @ cos §y — i sin By + e sin ).

Alors

<S(92 ' (za—k(y + Ekim)k))’agmm>§1

1 27
=9 (cos @sin by + i cos 02)* F x
T™Jo

x (cos ¢ cos O — i sin by + exi sin p)Fe ™™ do.

Maintenant, souvenons-nous que les harmoniques sphériques qui nous in-
téressent a cette étape sont celles qui sont intervenues lors de ’étude de 1’ac-
tion de la translation hyperbolique, c’est-a-dire les harmoniques sphériques
du type Eg“, E3¢ et 239, Cela simplifie les calculs ci-dessus, puisqu’alors
k=0ouk=1.

Action de go sur E3¢ D’aprés ce qui précéde, nous sommes ramenés au
calcul de 'intégrale suivante :

I .
Koem(0) = 5 / (cos psinf + i cos 0)%e ™™ dp.
T Jo
D’abord, nous pouvons remarquer avec le changement de variable ¢ = —¢
que K, _m = Kqm. Nous pouvons donc faire le calcul avec m = |m|. Déve-

loppons :

a

(cos psin® + icos6)* = E (a) sin” §(icos 8)*"" cos” . (4.5)
T
r=0
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Nous avons donc besoin de calculer le coefficient de Fourier de cos ¢

1 27 . 1 u U 2w ) )

1
= {2

0 sinon

u
(u+m> siu 4+ m est pair et u > m
2

Donc dans (4.5), seuls vont compter les exposants plus grands que m et de
méme parité que m. Si nous faisons le changement d’indice r = m + 2¢, nous
avons

a m+ 2t\ [sinf\ ™ —m—
Kam(0) = (m + 2t> (m + t) (T) (icos )"~
t=0
aem i i @ m+2t\ (sim@\™
= 1 (-1) cos 0
P m+ 2t m+1 2
Finalement,
3 1
<92 . Ega E3a ) , = A(qu) X 2‘1F(Cl + i)Ka m(02)

i S D(Sa,m)a! 1—‘(%) ’

Gréce a (3.14), nous pouvons simplifier

Al ) =V2a+1 (4.6)
et
3
D3 = A(aam) P((I, + %) (2i)afm
wm = g e — ) Tm+ )
ou
A2 =1
o 2 _ 4a—m)2a+ )M(m+ 1y?
(am) m(a +m)!
En utilisant ) S 2m)!
(2m)!
r (m + 5) = g
cela donne
5 2 (2a+1)(2m)?(a—m)!

Ao = 4m(mh2(a + m)!
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En combinant tout cela, il vient :

s (2m)! \/ (a —m)!(2a + 1) (2a)!m!

(a,m) 2mm) (@ +m)! 4a-m (g — m)lal(2m)

B (2a)! (2a +1) a—m
— 2eg!\/ (a —m)!(a + m)!z

! (2¢e)e—™

et enfin,
o a—m)l(a+m)
(g2 30,53 )y = LT i)
=%a o V(e —m)l(a +m)!
<92 :8a’ 522m>g2 = ol X
145 . 42t
8 > ( a ) (m + 2t> (_1)t<sm9)m R
= \m+ 2t)\m+t 2

Action de g, sur =34 Cette fois-ci, nous nous intéressons aux intégrales :
g +1 )

2w
Jc:l%smm(g) = % /0 (Cos (psin 09 + i cos 92)11—1 x
X (cos pcos @ — isinf = isin p)e ™™ dop

On peut écrire de la maniére suivante :

2w
J(fsmm(e) - E/O (COS QOSIHGQ + Il cos 02)0.—1)(

ip —ip p _ oty .
X ((%) cosf —isinf + (%)) e P dyp

2T
Jéts m(0) = i/ (cos psinfy + i cos Hg)a_lx
=m 2 0
+ —(smm—l)i(p —(Emm+1)i(P .

y ((COSQ 1)6 n (COSO + 1)6 _ i sin Qe tEmme dy
2 2
1

Jj;mm(G) =3 [(cosﬁ +1)Ks16,,m—1(0) + (cos b F 1)Ka71,smm+1(9)]

—i8in0Kq_1¢,,m(0)

De la méme maniére que plus haut, on obtient par calcul :

=30 =3 _ fla=m)(a+m)! i
<92 ’ _‘:I:alﬂ ‘—‘sfnm>§2 - \/ a(a + 1) (a — 1)!Ja,smm(e)



4.4. Synthése 75

Comme pour g4, par souci d’alléger les formules, nous noterons

—3a —3 Z
<92 : ‘:‘Oa’ ‘:‘sim>g2 = Ha,smm(QQ)

et
=3a =3 +
<92 : ‘::I:al’ ‘Zefnm>g2 = Ha,smm(92)
Enfin, nous devons étudier l'action des rotations g; dans le plan (z,y)
sur les harmoniques sphériques qui apparaissent aprés la deuxiéme étape,

c’est-a-dire les harmoniques sphériques =3¢

Ee,moum < a.

4.3.3 L’action de la rotation g;(6,)
Cette action est trés simple, étant donnée la forme d’une harmonique
sphérique (3.7) :

91(61) - B3 (z,y,2) = e oM =30 (3,4, 2)

Nous utiliserons la notation

Ep(61) = =m0

4.4 Synthése

Connaissant les actions de chacune des rotations, nous pouvons mainte-
nant décomposer ’action du groupe lui-méme.

Regardons tout d’abord ce qui se passe pour les fonctions coordonnées.

Dans la décomposition de X, on trouvera une coordonnée sur Z3¢ de

deux maniéres différentes : en « passant » par 234 ou par 23¢. Les coefficients

obtenus sont B, (01)H, ,(02) F,X (03) et En,(61)H, ,,,(02) (—F;"(05)). Dans la
décomposition de Y nous avons de maniére similaire Ep, (61)H,,, (62)FY (63)
et Em(ﬁl)H;m(Gg)Fg/(Gg). Pour regrouper ces termes, notons

H;ffm =H/,, - H,

a,m

et
Hyp = Hyf + He

Résumant ce qui a été fait au-dessus, nous pouvons écrire dans L?(S?) :

“+0o a
(91(61)92(02)5(03)) - X = > > Em(01)Hyon (02) FN (63)25¢

a=1m=—a

+o00 a
(91(01)92(02)g5(63)) - Y = Y > En(61)H,,,(62)F,) (03)=3

a=1m=—a

+o0o  a
(91(61)92(02)g5(63)) - Z = > > Ep(01)H.,,(62)F/ (63)Z0

a=1m=—a
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Rappelons la fonction D que nous voulons décomposer — voir (4.3) et
(4.4) -

1 . B -
svolE P e Qo100 D) =

# —1. _1' _1.

2vol(S?) TEE%;__B)’?(T)X@@ Q:1)Y (9o - 2r(2))Z(9g - Dr(3))-

Nous avons écrit go = g1g295. Il reste & décomposer :

ﬁ(SQ)D((gl(91)92(92)95(03))_1(90), e (91(61)92(62)g5(63)) ~ (23))

— Siw Z (Z Z En(61)H, 02)Ff(03)53,‘f(97(1))> X
...,3)

a=1m=—a

+oo b
x (Z > Ek(91)Hsz(92)Ff(93)5ib(97(2))> X

b=1k=-b

400 c
X (Z Z Eh(91)ch,h(92)FcZ(93)520(97(3))) (4.7)

b=1 h=—c

Essayons de déterminer la coordonnée sur une harmonique sphérique fixée
que 1’on notera
_ =3ap =303
Upp =0 Q... @500,
Nous avons Vi € {0,...,3}, |ki| < a;
Notons Aq (01,62, 603) cette coordonnée.
Nous avons déja une contrainte pour que Aq (601, 602,63) # 0 :

3ie{0,...,3}, ;=0

ce qui correspond & Z ~30‘1 = Eg’o = 1. Le calcul de Ay (61,02,03) se fait en
envisageant toutes les possibilités d’obtenir ¥, , dans (4.7). On doit tenir
compte des permutations des trois indices ¢ pour lesquels a; # 0 :

1
Aa,n(ela 023 93) = g Z E(7—) 7—(1) (01) .,_(1) "‘77—(1) (92) (67 (1) (93)

T€%(0,...,3)
ai70:>i*7(z')
X Eﬁlr(2) (el)HYT(z) Kr(2) (02)FO}4/ 7(2) (03)E’€7—(3) (HI)HZT(3) K (3) (02)FaZ 7(3) (03)

Maintenant, pour avoir la coordonnée sur ¥, . de la fonction volume - que
l'on notera Y, . —, il reste a intégrer par rapport aux angles 6;, 60,03 :

Ta,n = / / / Aa,,.; (01, 92, 93) Sh2 93 sin 92 d91 d92 d93
01€[0,2w] J02€[0,7] J 3R+
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Mais il y a en facteur dans Ag (601, 62,63) la fonction

1=0

3
E,io(el)E,ﬂ (91)E,¢2 (91)E,¢3 (91) = eXp (—’i91 Z K)i)
(Rappelons qu’un des k; au moins est nul). Lors de Iintégration par rapport
a 6, on obtient 0 si |k| := Z?;éo k; = 0. Cela donne une nouvelle contrainte :
|k| #0 = Yo, =0.

Faire une permutation des sommets correspond a permuter les indices,
et cela multiplie le volume par la signature de la permutation :

To(a,n) = 8(U)T(oc,n)'
Cela permet de restreindre l'étude des coefficients aux cas ol
0=ap< a1 <a < as.

Une autre remarque permet d’éliminer beaucoup de cas : lorsqu’on ap-
plique la symétrie centrale par rapport & O — antipodation — (dans R", par
exemple dans le modéle B"), le volume V du tétraédre est multiplié par
—1, comme pour tous les n impairs. Cela est di au fait que 'orientation du
simplexe peut-étre donnée par le signe d’un déterminant de n « arétes vec-

torielles » (o1, ..., Q) que antipodation change en leur opposé. En
ce qui concerne ¥, ., elle est multipliée par (_1)Ea¢_ Conclusion : les ¥, ,
dont le degré total (D «;) est pair n’apparaissent pas dans la décomposition
de V.

Moins encore qu’en dimension 2, les calculs ne sont pas — en 1’état —
faisables « a la main ». Nous donnons en annexe un programme Maple V
qui calcule les valeurs de ¥, .. La liste qui suit est ordonnée par degré total,
sous la forme :

(o, g, 3], [K1, K2, k3], W k]

(on suppose oy = 0.)

Quelques précisions supplémentaires

Dans [GM], on trouve des formules explicites pour les éléments de la base
E3¢  ainsi que pour les coefficients (go - 23%, Ef’t“m)SQ en terme de polynoémes
orthogonaux (respectivement de Legendre et de Jacobi). Par exemple, on
obtient

(g2(02) - Eiak, Eiam>s-2 = P,?L,k(cos 6s),

avec 5
@ (1) =C(1—1)%(1+1t)2 P (1),
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ota=|m—k|,B=|m+k,s=a—3(a+p)et P2 est le polynome de
Jacobi

psaﬁ(t) — ﬂ(l _ t)fo‘(l + t)—ﬂ :11; [(1 _ t)s+a(1 + t)s+ﬂ] .

En poussant les calculs, on obtient des expressions des coefficients du
type ka(ﬁ), Hg:k(ﬁ), et Haz,k(ﬁ)
On peut montrer que ces expressions sont proportionnelles respective-

ment a
da—l
=T [(1 —z)* R+ :1:)“+k] (cos @),
a+1
% [(1 —z)v ka4 x)'”'k] (cos @),
et
da

I [(1 —z) k1 4+ w)a+k] (cos ).

Alors, quand on calcule YT, ., il apparait dans l'intégrale une somme de
termes dans lesquels il y a chaque fois un produit du type HX () HY () HZ (6).
En intégrant, d’aprés les expressions ci-dessus, on vérifie 4 1’aide d’intégra-
tions par parties successives que
Proposition 8. Le coefficient T, . est nul si les trois coefficients a; non
nuls ne sont pas les longueurs des cotés d’un triangle.

Par exemple, si a = (0,1,4,6), 6 > 4+ 1, donc Ty, = 0.



79

Annexe A

La dimension 2 —
Programmation Maple V

K:=proc(m: :integer,t)

RETURN (1/2/Pi*convert(
[seq(convert([seq((-1)~(1+s)*binomial (abs(m),2*1)*binomial (1,s)*(-2*¥Pi*sinh(t)*coth
(t)~ (abs(m)+2*s-2*1)+convert (

[seq(coth(t) ~j*Pi*GAMMA (abs (m)+2*s-2*1-j)*(1-(-1)~(abs(m)-3j)) /2" (abs(m
)+2%s-2%1-3j-1) /GAMMA ((abs (m) +2%s-2%1-j-1) /2+1)~2,j=0. .abs(m) +2*s-2%1-1

)]

,649)),s=0..1)]

,“+9),1=0. .floor (abs(m)/2))]

69D

end;

Fx:=proc(k::integer,t)
RETURN(-1/(2+I*sinh(t))*(K(-k+1,t)-K(-k-1,t)))
end;

Fy:=proc(k::integer,t)
RETURN(-1/(2*sinh(t))*cosh(t)*(K(-k+1,t)+K(-k-1,t))+K(k,t))
end;

l:=proc(aa::list,t)
RETURN (
Fx(aal[1],t)*Fy(aal2],t))
end;

Lambda:=proc(a::integer,t)
RETURN(1([a,-a],t)-1([-a,a]l,t)) end;
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Upsilon:=proc(a::integer) local resultat;
resultat:=int(simplify(Lambda(a,t))*sinh(t),t=0..infinity);

#if has(resultat,limit) then

resultat:=limit(series(op(resultat) [1],t3=0,convert(aa, ‘+¢)+6),t3=0)
fi;

RETURN (resultat)

end;

seq(Upsilon(k) ,k=1..20);

—I, _11’ _11’ _11’ _11’ _11’ _11’ _lj’ _11’ 1 I, 1 I,
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 1 1 1 1 1 1 1 7
1277 1377 1477 1577 1677 1777 1877 1977
1
——1T
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Annexe B

La dimension 3 —
Programmation Maple V

with(orthopoly) ;with(combinat) ;

A:=proc(k0::integer,kl::integer)

local n;

n:=3;

RETURN (sqrt (( 1/GAMMA(n/2))* (2~ (2*abs(kl) + n - 4)*(k0 - k1) !*((n +
2%k0) - 2)*GAMMA((n - 2)/2 + abs(k1))~2)/(sqrt(Pi)*GAMMA(((k0 +
abs(k1) + n)) - 2))))

end;

r::(x,y’,z)—>( (XA2+'YA2+ZA2)A(1/2)) 3

X:=proc(l::integer,k::integer,x,y,z)
RETURN((A(1,abs(k))*r(x,y,z) ~(1-abs(k)+1)*G(1-abs(k),1/2+abs (k) ,z/r(x,
y,2))*(y+sign (k) *I*x)~(abs(k))));end;

Xs:=proc(l::integer,k::integer,x,y,z)
RETURN ((A(1,abs(k))*G(1-abs(k),1/2+abs (k) ,z)* (y+sign(k)*I*x) ~abs(k)));
end;

Fx:=proc(a::integer,t)
RETURN(-I/4/sinh(t)*sqrt((2*a+1)/(ax(a+1)))*(
-2xtxG(a-1,3/2,coth(t))*(1-coth(t)~2)

+convert (

[seq( (ax(a+t1)*(-1)~(k+1)*(2*a-2%k)!/(2~ax(a-k) !*k!*(atl-2xk)!))*
convert (

[seq((1+(-1)~(a-j))/(a+1-2xk-j)*(coth(t))"j
,j=0..a-2%k)], “+¢) ,k=0..floor((a-1)/2)+1)1,+)))



82 B. LA DIMENSION 3 - PROGRAMMATION MAPLE V

end;
Fy:=I*Fx;

Fz:=proc(a::integer,t)

RETURN (1/2*sqrt (2*a+1) *(
-2xtxG(a,1/2,coth(t))*(1-coth(t)~2)+

convert (

[seq((-1) "k*GAMMA (a-k+1/2) %2~ (a-2%k) /GAMMA (1/2) /k!/ (a-2%k) !
* (

convert ([seq(
((1-(-1)~(a-j))/(a-2%k-j)-coth(t)*(1+(-1)~(a-j))/(a-2%k-j+1))*coth(t)~

Js

j=0..a-2%k-1)]1, ‘+¢)-2%coth(t)~(a-2%k+1)),

k=0..floor(a/2))]1,‘+*)

));

end;

K:=proc(a::integer,m::integer,t)

RETURN (I~ (a-abs(m))*convert([seq(binomial (a,abs(m)+2*s)*binomial (abs(m
)+2%s,abs(m)+s)*(-1)"s*x(sin(t)/2) " (abs(m)+2*s)*cos(t) " (a-abs(m)-2*s)
,8=0..floor((a-abs(m))/2))]1,¢+*)

)

end;

Hz:=proc(a::integer,m::integer,t)
RETURN (sqrt ((a-abs(m)) !'*(atabs(m))!)/a!*I~(abs(m)-a)*K(a,m,t)
)

end;

Hx:=proc(a::integer,m::integer,t)

RETURN (sqrt ((a-abs(m) ) !* (atabs(m))!/a/(a+1))*I~(abs(m)-a)/(a-1) ! *(K(a-
1,m-1,t)-K(a-1,m+1,t))

)

end;

Hy:=proc(a::integer,m::integer,t)

RETURN (sqrt ((a-abs(m)) ! * (a+abs(m))!/a/(a+1))*I" (abs(m)-a)/(a-1) ! *(cos(
t)*(K(a-1,m-1,t)+K(a-1,m+1,t))-2%xI*sin(t)*K(a-1,m,t)

)

end;

signature:=proc(n::integer,L::1list)
RETURN (convert (map ((p->(L[p[1]1]1-L[p[2]11)/(p[1]1-p[2])),choose(n,2)), ‘*¢
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)

end;

l:=proc(aa::list,kk::1ist,P::1list,T::1list)

RETURN (signature(3,P)*Fx(aal[P[1]],T[3])*Fy(aal[P[2]],T[3])*Fz(aal[P[3]],
T[3])*Hx(aa[P[1]],kk[P[1]1],T[2])*Hy(aa[P[2]],kk[P[2]],T[2])*Hz(aa[P[3]
1,kk[P[3]]1,T[2])

)

end;

Lambda:=proc(aa::list,kk::1ist,T::1list)

RETURN (exp (-I*convert ([seq(kk[i],i=1..3)], +)*T[1])*
convert (map((x->1(aa,kk,x,T)),combinat [permute] (3)),‘+)
);

end;

Upsilon:=proc(aa::list,kk::1ist) local

resultat;

resultat:=(1/2*int (int (simplify(Lambda(aa,kk, [0,t2,t3]))*sinh(t3) ~2*sin(t2
),t2=0..Pi),t3=0..infinity));

if has(resultat,limit) then

resultat:=1limit (series(op(resultat) [1],t3=0,convert(aa, ‘+¢)+6),t3=0)

fi;

RETURN (resultat)

end;

liste:=proc(d::integer) local 1i,i;
li:=[op(map(X->[X[1],X[2],Upsilon(X[1],X[2])],

(map (V->op(select (w->convert (w[2],¢+¢)=0, [seq(seq(seq([V, [a,b,c]],a=-V
[1]1..V[11),b=-V[2]..V[2]),c=-V[3]..V[3])])),select(x->(nops(x)=3) ,part
ition(d)) ))))1;
for i from 1 to nops(li) do print(1il[il);

od

end;
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Annexe C

Pour le degré total de 3 a 11 —
Résultats Maple V

Remarque : Les calculs ont été fait sans diviser par ’aire de S2. Pour
avoir les véritables coefficients, il suffit de diviser les coefficients suivants
par 4.

> liste(3);
1,1, 1], [1, 0, —1], %1\/3‘,]
(11, 1, 1], [0, 1, 1], _%I\/g]
M, 1, 1, [1, -1, 0], —éj\/g]

[[1, 1, 1], [0, 0, O], O]

1, 1,1, [1, 1, 0], %I\/g]
[, 1, 1], [0, -1, 1], %Iﬁ]
1, 1,1, [-1, 0, 1], —é]\/g]

> liste(5);

[[17 27 2], [1, 15 _2]7 7_121\/3\/5]

[, 2, 2], 0, 2, 2], —% I3
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1
— T
’24]

(1, 2,2, [1, 0, —1]
L, 2, 2, [0, 1, ~1], _7_121\/5,]
1
1,2, 2], [-1, 2, -1, 5 TV3 V2
2,2, 1, 1,0, —5. 7]
11, 2, 2], [0, 0, 0], 0]

1

11,22, [-1, 1,0}, 5, 1]
1,2, 2], [1, =2, 1], _%I\/gﬁ]

(1,2, 2], [0, -1, 1], = 73]

72
1,2, 2], [-1, 0, 1], _i 1
1, 2, 2], [0, -2, 2], %I\/g]

M, 2, 2], [-1, -1, 2], —71—2 IV3V2]

1, 1, 3], [1, 1, —2], 0]
(1, 1, 3], [1, 0, —1], 0]
1, 1, 3], [0, 1, —1], 0]
1, 1, 3], [1, =1, 0], O]

[, 1, 3], [0, 0, 0], 0]
(11, 1, 3], [-1, 1, 0], O]
[[1, 1, 3], [0, -1, 1], O]
(L, 1, 3], [-1, 0, 1], 0]

1, 1, 8], [-1, -1, 2], 0]
1
M, 22,1, 1, -2, 7_21\/5\/5]

1, 2, 2], [0, 2, —2], _%I\/g]
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1
124

M, 2,2, 0, 1, —1], —71—21\/5]

1, 2, 2], [1, 0, —1] I]

M, 2,2, [-1, 2, —1], %I\/g\@]

mﬂﬂL%—L%—iﬂ

[[1, 2, 2], [0, O, 0], O]

[[1’ 2, 2], [_la 1a O], il]

M, 2,2, [1, -2, 1], —%Ix/??x/i]

1
7—21\/:’?]
ngLFme—in

11,2, 2, [0, =2, 2], 1 IV/3]

(1, 2, 2], [0, —1, 1],

1, 1, 3], [-1, 0, 1], 0]
1, 1, 3], [-1, —1, 2], 0]
> liste(7);

mJ3H1L4L£ﬂ¢hﬂ

[[25 2a 3]a [1, 2a _3], _ﬁj\/g\/ﬂ
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2,2, 3], [2,0, —2], 504]f\[]

2, 2,3, [1, 1, —2], 0]

(12, 2, 3], [0, 2, —2], _ﬁj\/_\/_]
12, 2, 3], [2, -1, —1], _@I\ff]
2,2, 3], [1,0, 1], 5041\/_\/_]
[12, 2, 3], [0, 1, 1], —mlff]
2,2, 3], [-1, 2, —1], @I\/_\/_]
(12, 2, 3], [2, -2, 0], ﬁ]ﬁ]
22,3, [1 =1, 0], g5 TV
12, 2, 3], [0, 0, 0], 0]

12, 2, 3], [-1, 1, 0], Q;QIﬁ]
[12, 2, 3], [-2, 2, 0], _ﬁfﬂ
2, 2, 3], [1, -2, 1], _ﬁjf\f]
12,2, 8], 10, -1, 1], £, TV7 V2
12, 2, 3], [-1, 0, 1], —@I\/_\/_]
2 23], [-2, 1, 1], 504]\/_\/_]
2.2, 3L, 10, =2, 2} 504I*f‘f]

12, 2, 3], [-1, -1, 2], 0]
2,2, 3], -2, 0, 2], — =~ IV5V7)

504
(12, 2, 3], [-1, L1 VEVT

3 504

[[2’ 2’ 3]’ [_2, _15 ]’ _@I\/_\/_]
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11, 3, 3, [0, 3, —3], —%I\/?;]

[[1, 3, 3], [1, 2, —3]

0L, 3, 3, [L, 1, —2], %I\@\/E]
1,3, 3], [0, 2, —2], —131—41¢§]

[[1’ 37 3]5 [_L 3a _2], %I]

1
%I\/i]

[[L, 3, 3], [1, 0, —1],
1
[[1, 3, 3], [0, 1, —1], —@I\/?_,]

1

1 _ _
L3, 8] [-1, 2, ~1], e

1V3 V5]

[, 3, 3], [1, -1, 0], —%I\/i]

[[1, 3, 3], [0, 0, 0], O]

[[1’ 37 3]7 [_17 1, 0]7 ilﬁ]

96
1
[[1’ 3’ 3]a [1’ _2, 1]’ _%I\/g\/g]
M1, 3, 3, [0, —1, 1], %I\/g]

[[1, 3, 3], [-1, 0, 1], —%I\/E]

1, 3, 3], [1, =3, 2], —% 1

1, 3, 3], [0, —2, 2], ﬁ]\@]
1
M, 3, 3], [-1, -1, 2], —@I\/ﬁx/ﬁ]
11, 3, 3], [0, =3, 3], %I\/ﬁ]
1,3, 3], [-1, -2, 3], —%I]

[[1’ 25 4], [1, 25 _3]5 O]

[[11 21 4], [1, la _2]7 O]

89
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[[1, 2, 4], [0, 2, —2], 0]
1, 2, 4], [1, 0, —1], 0]
[[1, 2, 4], [0, 1, —1], O]
1, 2, 4], [-1, 2, —1], 0]
1, 2, 4], [1, -1, 0], 0]

[[1, 2, 4], [0, 0, 0], O]

L, 1, 5], [1, 1, —2

[1, 1, 5], [1, 0, —1

=)

[ ]

1, 1, 5], 0, 1, —1
1, 1,5], 1, 1,0
[[L, 1, 5], [0, 0, 0], O]
[[1, 1, 5], [~1, 1, 0], O]
[[1, 1, 5], [0, -1, 1], O]
[, 1, 5], [~1, 0, 1], O]

1, 1, 5], [-1, —1, 2], 0]
> liste(9);

I[3, 3, 3], [3, 0, =3], —@I\/_]

(3, 3, 3, [2, 1, I\/_\/_]

-3 864
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13, 3, 3], [1, 2, —3], —86% IVTV2]

(13, 3, 3], [0, 3, —3], ﬁfﬁ]
1
(13 3, 3], [3, =1, =2}, o IVTV2]
3, 3, 3], [2, 0, —2], ﬁl\/ﬂ

13, 3, 3], [1, 1, —2], 0]
(13, 3, 3, [0, 2, —2], —ihﬁ]
13, 3, 3], [-1, 3, —2], —ﬁfﬁﬁ]
(13, 3, 3], [3, —2, —1], —ﬁhﬁ\/ﬁ]

I3, 3, 3], [2, -1, —1], O]

[[3a 3a 3]3 [la Oa _1], ﬁI\/ﬂ
(3, 3, 3], [0, 1, —1], —ﬁhﬁ]

[[35 3a 3]a [_11 2a _1], O]

13, 3, 3], [-2, 3, —1] 1 IVTV?2]

’ 864
13,3, 8], B, =3, 0], (o TV
3, 3, 3], [2, =2, 0], —ﬁhﬁ]
113, 3, 3], [1, —1, 0], —ﬁhﬁ]

[[3, 3, 3], [0, 0, 0], O]

[[3a 3a 3]3 [_1, la O]a iI\/ﬂ

864
13, 3, 3], [~2, 2, 0], 86%1 IVl
[[3’ 3, 3], [_3, 3, 0], —ﬁ[ﬁ]

13, 3, 3], [2, =3, 1], —8%41\/7\/5]

[[3’ 3a 3], [1, _2, 1]5 O]
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(13, 3, 3, [0, -1, 1], 8%41\@
13, 3, 3], [-1, 0, 1], —@I\f]
I3, 3, 3], [-2, 1, 1], 0]
13,3, 3], [-3, 2, 1], 8641f\f]
[13,3,3], [1, -3, 2], 8641\/_\/_]
(13, 3, 3], [0, =2, 2], 8%41\/7]

[[3, 3, 3], [-1, —1, 2], 0]

13, 3, 3], [-2, 0, 2], —@I\f]
3, 3. 3], [-3, 1, 2], —@Iff]
13, 3, 3], [0, -3, 3], —@I\/_]
13,3, 3], [-1, =2, 3], 8641ff]
13, 3, 3], [-2, —1, ],—Sﬁhff]
(13, 3, 3], [3, 0, 3], 8é41x/?]
12, 3, 4], [2, 2, —4], 7201ff]
2, 3, 4], [1, 3, —4], —%I\/_\/_]
12,3, 4], [2, 1, -8, 5 TV
2, 3, 4], [1, 2, -3], —mI\/_]
(12, 3, 4], [0, 3, 3], —mI\/_]
(12, 3, 4], [2, 0, —2], IOOSIxf\f]
2, 3, 4], [1, 1, —2], ﬁhﬁ]
(12,3, 41, [0, 2, =2), ——— I3 V7]

2520
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12,3, 4], [-1, 3, 2], 33601fff]
12,3, 4], [2, -1, -1, —mfff]

[12, 3, 4], [1, 0, —1], QOlﬁI\f\f\f]
2, 3, 4], [0, 1, —1], _Mjf\f]
2,3, 4], [-1, 2, -1], 1440 [V

12,3, 4], [-2, 3, ~1], ~1550 TVEVIVEVE]
12, 3, 4], [2, -2, 0], 10081#]
12, 3, 4], [1, -1, 0], —M]\/_\/_\/_]
12, 3, 4], [0, 0, 0], 0]

2,3, 4], [-1, 1, 0], 20161f\ff]
[12, 3, 4], [-2, 2, 0], _ﬁj\ﬁ]
12,3, 4], [2, =3, 1], 100801ffff]
23,4 11, =21} 14401\ff]
(12,3, 4], [0, -1, 1], 2016Iff]
12, 3, 4], [-1, 0, 1], Mjf\ff]
2, 3, 4], [-2, 1, 1], 10081‘[*[]
[12, 3,4, [1, =3, 2], —mszﬂ
[12, 3, 4], [0, =2, 2], 25201\fff]
(12, 3, 4], [-1, -1, 2], —MI\/_]
12, 3, 4], [-2, 0, 2], —mjf\/_]
2,3, 4], [0, =3, 3], — 1V/3]

’ 480



94 C. POUR LE DEGRE TOTAL DE 3 A 11 - RESULTATS MAPLE V

2,3, 4], [-1, -2, 3], ﬁwg]
12, 3, 4], [-2, -1, 3], _LI@
(12,3, 4], [-1, -3, 4], mjff]
(12, 3, 4], [-2, -2, 4], _%I\/_\/_]
(11, 4, 4], [1, 3, —4], ﬁ[ﬁ]
1, 4, 4], [0, 4, —4)], _ﬁjﬂ
[[1, 4, 4], [1, 2, -3], 8001\[\[]
11, 4, 4], [0, 3, —3], _%I\f]
1,4, 4], (-1, 4, ~3], 55 TV3]
11, 4, 4], [1, 1, =2], sgﬁj‘/g]
1, 4, 4], [0, 2, -2, ‘m“ﬂ
[[1, 4, 4], [-1, 3, —2], @[\/_\/_]
(1, 4, 4], [1, 0, —1], SOOIfff]
[[1, 4, 4], [0, 1, —1], _@Iﬂ
M, 4, 4], [-1, 2, —1], %I\/g]

1, 4, 4, [1, -1, 0], _ﬁh/g\/g\@]

(1, 4, 4], [0, 0, 0], 0]

[[1, 4, 4], [-1, 1, 0], Sooszf]
[[1, 4, 4], [1, =2, 1], 8301\/5]
11, 4, 4], [0, —1, 1], ﬁ;x/g]

[[154,4][101],— [fff]
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(ML, 4, 4], [1, -3, 2, —ﬁ[x/?}\/ﬂ

L 1V3]

1,4, 4], [0, 2, 2],
[[7 7 ]7[07 7 ]7 400

[[1, 4, 4], [-1, -1, 2], —%I\/g]

[[11 4a 4], [1, _4a 3]5 _ﬁl\/g]

11,4, 4}, 10, -3, 3], s V3

1
1, 4, 4], [-1, -2, 3], —@I\/Z’:ﬁ]
[[1’ 45 4]’ [Oa _47 4]5 NN

[[1’ 4, 4]7 [_1, -3, 4]’ _LI\/g]

2, 2, 5], [2, -1, —1], O]
(2, 2, 5], [1, 0, —1], O]
[[2, 2, 5], [0, 1, —1], 0]
2, 2, 5], [-1, 2, —1], O]
(2, 2, 5], [2, —2, 0], O]
(2, 2, 5], [1, —1, 0], O]
[[2, 2, 5], [0, 0, 0], O]
(2, 2, 5], [-1, 1, 0], O]

(2, 2, 5], [-2, 2, 0], O]



96 C. POUR LE DEGRE TOTAL DE 3 A 11 - RESULTATS MAPLE V

[[2, 2, 5], ], 0]
[ l ], 0]
12, 2, 5], [-1, 0, 1], O]
[ l ], 0]
[[2, 2, 5], ], 0]
12, 2, 5], [-1, —1, 2], 0]
(12, 2, 5], [-2, 0, 2], 0]
12, 2, 5, [-1, =2, 3], 0]
2, 2, 5], [-2, —1, 3], 0]
(12, 2, 5], [-2, —2, 4], 0]

1,

[[1, 3, 3], ], 0]
[[1, 3, 3], ], 0]
[[1, 3, 5, [0, 3, —3], 0]
[[1, 3, 3], ], 0]
[[1, 3, 3], ], 0]

[[1, 3, 5], [-1, 3, —2], 0]
1, 3, 5], [1, 0, —1], O]
[[1, 3, 5], [0, 1, —1], O]

1, 3, 5], [-1, 2, —1], 0]
[[1, 3, 5], [1, —1, 0], O]

[[1, 3, 5], [0, 0, 0], O]
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98 (€. POUR LE DEGRE TOTAL DE 3 A 11 - RESULTATS MAPLE V

[[1, 1, 7], [0, 0, 0], O]
1, 1,7, [-1, 1, 0], 0]
1, 1, 7], [0, -1, 1], O]
1, 1,7, [-1, 0, 1], 0]

1, 1, 7], [-1, -1, 2], 0]
> liste(11);

3, 4, 4], [3, 1, —4], —iI\/E«/i]

8800
(13, 4, 4], [2, 2, —4], %Iﬁ\/&/ﬁ]
13,4, 4], 11, 3, 4], ~ oo IVTVEVY)
(3, 4, 4], [0, 4, —4], 44% IV7]
(13, 4, 4, [3, 0, —3], —% 1
13, 4, 4], [2, 1, —3], ﬁfﬁ\/ﬁx@]
(13, 4, 4], [1, 2, 3], —%Iﬁx/ﬁ]
(13, 4, 4], [0, 3, —3], —%I\/ﬂ
(13, 4, 4], [-1, 4, 3], —Sg%fﬁﬁ\/i]
(13, 4, 4], [3, -1, —2], ug—mlx/ﬁﬁx/i]
3, 4,41, 2,0, ~2], > TV
3, 4, 4], [1, 1, —2], %Iﬁ\/z’?\@]
(13, 4, 4], [0, 2, —2], —% IV7]
3, 4, 4], [-1, 3, —2], —% V23]
13,4, 4], -2, 4, ~2], oo TV3VE VA

(3, 4, 4], [3, -2, —1], —122—20 IV5V7V/7?)



I[3, 4, 4], [2, -1, —1], 0]

13, 4, 4], [1, 0, —1], —— I/ V73]

* 61600
u3,4,4L[0,1,-—u,-—é{%%6.lxﬁﬂ
3 4, 4], [1, 2, 1], 5o TVTVEVY)
13, 4, 4], [-2, 3, 1], gé%ﬁAl\/ﬁx/E\ﬁZ
(13, 4, 4], L—3,4,——1],——gé%ﬁ.[\/gx/i
3, 4,41, B, =3, 0], oo T

3, 4, 4], p,-—2,0L-—i§§§6.I\/?»4ﬂ

9
[[37 4’ 4]’ [11 _17 O]a _m I\/g\/?\/?_)]
[[3, 4, 4], [0, 0, 0], O]

3, 4, 4], L—1,1,0L-—f1—-1\/5\/7~4ﬂ

61600
(13, 4, 4], [-2, 2, 0], 15256.1\/?xﬂﬂ
13, 4, 4], -3, 3, 0], s ]
(13, 4, 4], [3, —4, 1], éé%ﬁ.rx/gxﬁﬂ
IE 4,4],[2,-3,1],-gé%ﬁ.z\/§\/5\/§]
u3,4,44,[1,-2,1],-56266.[x/?\/§\ﬂﬂ
(13, 4, 4], [0, -1, 1], 6{%%6.Ix/ﬂ
13, 4,41, [-1,0, 1], s TVEVIVE

[[3, 4, 4], [-2, 1, 1], 0]

[[37 4’ 4]’ [_3’ 2’ 1]; %I‘/gﬁ\/ﬁ]

13, 4, 4] p,-4,2],-§§%6_r\/§\/5\ﬁﬂ

99



100 C. POUR LE DEGRE TOTAL DE 3 A 11 - RESULTATS MAPLE V

(13, 4, 4], [1, =3, 2], SSOOIWW]
B, 4,4, [0, -2, 2), TV
(13, 4, 4], [-1, -1, 2], — 308001f«f\f]
(13, 4, 4], [-2, 0, 2], 123201\f\f]
(13, 4, 4], [-3, 1, 2], —ﬁI\/_\/_\/_]
(13, 4, 4], [1, —4, 3], Sgooffff]
(13, 4, 4], [0, -3, 3], sssoojﬁ]

(13, 4, 4], [-1, -2, 3], 88001‘[‘[]
(13, 4, 4], [-2, 1, 3], —mff\ff]
13, 4, 4], [-3, 0, 3], 17360 1
(13, 4, 4], [0, —4, 4], —mff]

(13, 4, 4], [-1, =3, 4], SSOOIff\f]
(13, 4, 4], [-2, -2, 4], —mffff]
(13,4, 4], [-3, -1, 4], 88001\[‘[]
(13, 3, 5], [3, 2, —5], 9504I\f\fff]
13, 3, 51, [2, 3, =5, —mef\f\/_f]
(13, 3, 5, [3, 1, —4], 95041\/_\/_\/_\/_]

(13, 3, 5], [2, 2, —4], 0]
13, 3, 51, [1, 3, —4], —mI\f\f\/_f]
3 4752“/_‘[]
1V2V/11V7)

[[3, 3, 5], [3, 0, —

2,1, —
[[3’ 3, 5]’ [ ? ? 3], 9504
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[[3, 37 5]7 [11 27 _3]7 _LI\/i\/ﬁ\/ﬂ

9504
H3,3,5L[0,3,——ﬂ,-—iééi_[\/fixﬁﬂ
13, 3,5],[3,-—1,-—2],-§§%Z_Ixﬁ§\/fixfﬂ
13, 3, 5], [2, 0, —2], ﬁj\/ﬁ\/ﬂ

(I3, 3, 5], [1, 1, —2], 0]

U3,3,5L[0,2,-—2L-—-—1—-I\/Iixﬁﬂ

4752
13, 3, 5], [-1, 3, —2], gé%z_lxﬁix/fixfﬂ
(3, 3, 5], [3, —2, —1], gé%z.lx/gx/ff
u3,3,5],[2,-1,-1],-§i%§.z\ﬂ§\/fi

[[35 3a 5]5 [17 O, _1]5 ﬁ[\/ﬁ\/ﬁ]

3, 3,5],[0,1,-—1],-—43—-1\/11\/16]

9504

13,3, 8], [-1, 2, ~1], 52 TVBVAT

(13, 3, 5], L—2,3,-—1],-55%1.1\/5\/11]
u3,3,5],[3,-—3,0],—-53%ZAI\/Ti
(3, 3, 5], [2, =2, 0], §é%éu[\/fﬂ
H3,3,5],[1,——1,0],——§é%z.lx/fi

(13, 3, 51, [0, 0, 0], 0]

3, 3, 5], [-1, 1, 0], §é%ZAI\/Tﬂ
(3, 3, 5], L—2,2,(ﬂ,——§é%6u[\/fﬂ

13, 3, 5], [-3, 3, 0], §é%z.lx/fi

13, 3, 5, [2, =3, 1], §é%1.1\/5\/fi



102 C. POUR LE DEGRE TOTAL DE 3 A 11 - RESULTATS MAPLE V

13, 3, 5, [1, =2, 1], —%[\/_\/_]
(13, 3, 8], [0, =1, 1], 95041\/_\/_]
13, 3, 5], [-1, 0, 1], "5561'[‘/__‘/_1
(13,3, 5], [-2, 1, 1], oo ]\/_\/_]
13, 3, 5], [-3, 2, 1], "5561‘[‘/_‘/_7
(13, 3, 51, [1, =3, 2], mjf\/_\/—]
(13, 3, 81, [0, =2, 2], 47521\/_\[]
(13, 3, 5], [-1, —1, 2], O]

13, 3, 5], [~2, 0, 2, ‘m“ﬁf}
133,38, =3, 1, 2, 5o L VaVITVA
(13, 3, 8], [0, =3, 3], 47521¢_f]

3, 3, 8], -1, =2, 3], 95O4I\/_\/_\/_]
3, 3, 5], [-2, -1, 3], — 95O4I\fff]
13, 3, 5], [=3, 0, 3], —ﬁj\/_\/_]
(13, 3, 5], [~1, -3, 4], 95O4I\/_\/_\/_\/_]

(13, 3, 5], [-2, —2, 4], 0]

13, 3, 5], [=3, —1, 4], ——— IVTV3VII V2]

9504
193,872, =5 ]95041*[\[\/_f]
13, 3, 5], [-3, —2, 5, —mj\/_\/_\/_\/—]
[12, 4, 5], [2, 3, —5], 3960 BRI NVANGTY
2, 4, 5], [1, 4, —5], ——— Iv/3 /1]

1980
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2,4, ) 12, 2, =4 198001‘f\f\f\ﬁf]
(12, 4, 5, [1, 3, ~4], 5550 L BVBVT
2, 4, 5], 0, 4, —4], —mj\/_\/_]
4,8, 2. 1, =3, 198001\/_\/_\/_\/_]
(12, 4, 5], [1, 2, =3], 0]

(12, 4, 5], [0, 3, —3], —mj\/_\/_]
[[2, 4, 5], [-1, 4, =3], 99001‘[‘[‘/_]
(12, 4, 5], 2, 0, =2], 39601\/_\@
24, 8] {1 1, =2 19800 Tog00 £ V3 VILVT]
[12, 4, 5, [0, 2, —2], _m“/_\f\ff]
(12, 4, 5], [-1, 3, =2], 39601f¢_]
2, 4, 5], [-2, 4, —2], —mhf\fx/_]
(12, 4, 5], [2, -1, —1], — 39601\f\F]
2, 4, 5], 1, 0, 1], @I*/_]

[[2, 4, 5], [0, 1, —1], —MI\/_\/_\/_]
(2, 4, 5], [-1, 2, - ]49501\f\f\/_]
[[2, 4, 5], [-2, 3, —1], —mffff]
(12, 4, 5], [2, =2, 0], 39601\f\/_]
2, 4, 5], [1, -1, 0], m]f\/_]
(2, 4, 5], [0, 0, 0], O]

12, 4, 5], [-1, 1, 0], V6 V1]

3960



104 C. POUR LE DEGRE TOTAL DE 3 A 11 - RESULTATS MAPLE V

(12, 4, 5], [-2, 2, 0], —mff\/_]
(12, 4, 5], [2, =3, 1], MI\/_\/_\/_]
[[2, 4, 5], [1, =2, 1], —mffxfx/_]
(2, 4, 3], [0, =1, 1, 19800I‘[‘/_‘f]

2, 4, 5], [~1, 0, 1], _ﬁ V]

[[2, 4, 5], [-2, 1, 1], 39601f\/_]
(12, 4, 5], [2, —4, 2, 198001«f\f\/_]

(12, 4, 5], [1, =3, 2, —mff\/_]
24,5}, 10, =2, 2] 19800I VILV3V5 V]
2.4, 8 (=1 =12 - 19800 Tas00 | VOVILVT)

(12, 4, 5], [-2, 0, 2], —mI\/_\/_]
[[2, 4, 5], [1, —4, 3], —Mffff]

(12, 4, 5], [0, =3, 3], 33001f\/_]

(12, 4, 5], [-1, =2, 3], 0]

12, 4, 5], [-2, -1, 3], — 198001\ffx/_\f]
(12, 4, 5], [0, —4, 4], 33001f\/_]
[12, 4, 5], [-1, =3, 4], QQOOI\/_\/_\/_]
12, 4, 5], [-2, -2, 4], —mffff\/_f]
12, 4, 5], [-1, —4, 5], 19801\[\/_]
(12, 4, 5], [-2, =3, 5], _M TV6 V1]
1, 8, 81, {1, 4, =31, 1800 Ta00 1 V3 Vo
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[, 5, 5], [0, 5, —5], ——I\/_]

360
(1L, 5, 5, [1, 3, —4], &I\/g]
M, 5, 5], [0, 4, —4], —mI\/_]

(M1, 5, 5], [-1, 5, —4], lsoofff]
11,5, 5, 11,2, 3], 5511
11, 5, 5], [0, 3, 3], —@If]
([, 5, 5], [-1, 4, 3], ﬁ[\/?_)]

(1, 5, 5], [1, 1, —2], 18001f\ff]

11,5, 5], 0,2, ~2], ~5o5 TV
0,5, 8], [-1, 3, ~2], 505 7
([, 5, 5, [1, 0, —1], %I\/ﬁ]

(L, 5, 5], [0, 1, 1], —mI\/_]
([, 5, 5, [-1, 2, =1], 18001fff]
I, 5, 5], [1, —1, 0], 6301\/5]
[[1, 5, 5, [0, 0, 0], 0]

[, 5, 5], [~1, 1, 0], 6OOIx/B]

([, 5, 5], [1, =2, 1], —mffff]
11,5, 51, [0, ~1, 1), 30 T3]

[[1, 5, 5], [-1, 0, 1], —%I\/_]

[[1, 5, 5], [1, =3, 2], _ﬁ I

[[la 5a 5]3 [Oa _2a 2]a I\/g]

900



106 C. POUR LE DEGRE TOTAL DE 3 A 11 - RESULTATS MAPLE V

[[1’ 5’ 5]’ [_1’ _15 ]a _—I\/_\/_\/_]

1800
[[1, 5, 5], [1, —4, 3], _mI\/_]
1L, 5, 51, [0, -3, 3], &I\/g]
(11, 5, 5], [-1, -2, 3], _% 1

11, 5, 5], [1, —5, 4], ——Iff]

1800
11, 5, 51, [0, —4, 4], Z%iij\/g
L, 5, 5], [-1, —3, 4], —@I\f]
1L, 5, 51, [0, —5, 5], géa_[wﬁﬂ
(1, 5, 5], L_l’__4’5]’_'1566'[‘/_‘/7
12, 3, 6], [2, 3, —5], 0]
12, 3, 6], [2, 2, —4], 0]
(12, 3, 6], [1, 3, —4], 0]
[[2, 3, 6], [2, 1, —3], 0]
(12, 3, 6], [1, 2, —3], 0]
[12, 3, 6], [0, 3, —3], O]
(12, 3, 6], [2, 0, —2], O]
12, 3, 6], [1, 1, —2], 0]
12, 3, 6], [0, 2, —2], 0]

12, 3, 6], [-1, 3, —2], 0]
[12, 3, 6], [2, =1, —1], O]
12, 3, 6], [1, 0, —1], 0]
12, 3, 6], [0, 1, —1], 0]

[[27 3, 6]7 [_1, 2, —1], 0]
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2, 3, 6], [-2, 3, —1], 0]
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108 C. POUR LE DEGRE TOTAL DE 3 A 11 - RESULTATS MAPLE V

[[1, 4, 6], [0, 3, —3], 0]
I[1, 4, 6], [-1, 4, —3], 0]
[[1, 4, 6], [1, 1, —2], 0]
[[1, 4, 6], [0, 2, —2], 0]
[[1, 4, 6], [-1, 3, —2], 0]
[[1, 4, 6], [1, 0, —1], O]
[[1, 4, 6], [0, 1, —1], O]
I[1, 4, 6], [-1, 2, —1], 0]
[[1, 4, 6], [1, —1, 0], O]

[[1, 4, 6], [0, 0, 0], O]

[[1, 4, 6], [-1, —1, 2], 0]
[[1, 4, 6], [1, —4, 3], 0]
[[1, 4, 6], [0, =3, 3], 0]

[[1, 4, 6], [-1, —2, 3], 0]
[[1, 4, 6], [0, —4, 4], 0]

[[1, 4, 6], [-1, —3, 4], 0]

[[1, 4, 6], [-1, —4, 5], 0]
2, 2, 7], [2, 2, —4], 0]

[[2a 2, 7]a [2a 1, _3]a O]
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2,2,7, 2, -1, —1], 0]
2,2, 7], [1, 0, —1], 0]
12,2, 7], [0, 1, —1], 0]
2,2, 7, [-1, 2, —1], 0]
2,2, 17, 2, =2, 0], 0]
1
2,2, 7], [0, 0, 0]
2,2,7, -1, —1, 2], 0]
2,2, 7], [-2, 0, 2], 0]
2,2, 7], [-1, =2, 3], 0]
2,2, 7, [-2, —1, 3], 0]
2,2,7), [-2, -2, 4], 0]
1,3, 7, [1, 3, —4], 0]
1,3, 7], [1, 2, —3], 0]

o e S = T e S il O il St S S|
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110 C. POUR LE DEGRE TOTAL DE 3 A 11 - RESULTATS MAPLE V

[[1, 3, 7], [0, 3, —3], 0]
1,3, 7,1, 1, —2], 0]
[[1, 3, 7], [0, 2, —2], O]
i1, 3,7, [-1, 3, —2], 0]
1, 3, 7], [1, 0, —1], 0]
1, 3, 7], [0, 1, —1], O]
1, 3, 7, [-1, 2, —1], 0]
1, 3,7, [1, -1, 0], 0]

[[1, 3, 7], [0, 0, 0], O]

I[1, 3, 7], [-1, —1, 2], 0]
[[1, 3, 7], [0, =3, 3], O]
1, 3,7, [-1, =2, 3], 0]

11, 3,7, [-1, =3, 4], 0]

], 0]
[[1, 2, 8], ], 0]
[[1, 2, 8], [0, 2, —2], O]
[[1, 2, 8], ], 0]
[[1, 2, 8], ], 0]

[[13 25 S]a [_1, 2a —1], 0]
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[[la 1, 9]5 [_1, _1a 2]a O]
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