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Introduction

Un probléme important en topologie des variétés de dimension 3 est de
savoir dans quelle mesure les propriétés géométriques d’une variété compacte
de dimension 3 sont déterminées par ses propriétés homotopiques. Pour simp-
lifier la discussion, nous nous intéressons aux variétés fermeées (c’est-a-dire
compactes et sans bord) et orientables.

Le premier invariant qu’on associe & une variété M est son groupe fonda-
mental 71 M. S’il est fini, on sait que le type d’homotopie de M ne suffit pas
pour déterminer sa topologie, a cause de ’exemple des espaces lenticulaires
(voir |26, 27|.) Par ailleurs, la conjecture de Poincaré affirmant que si m M
est trivial, M est homéomorphe & S? est toujours ouverte. Dans ce travail,
on ne considére que des variétés dont le groupe fondamental est infini.

Un théoréme de H. Kneser [35] affirme qu’étant donné une variété fermée
M, il existe des variétés M,,..., M, telles que M est homéomorphe a la
somme connexe M # ---# M, et chaque M; est soit homéomorphe a S* x S2,
soit irréductible, c’est-a-dire que toute sphére plongée dans M; borde une
boule.

On s’intéresse donc aux variétés fermées, orientables, irréductibles, de
groupe fondamental infini. Dans le cas ou la variété contient une surface
plongée orientable F' incompressible (c’est-a-dire telle que le morphisme in-
duit m F — m M est injectif), les travaux de F. Waldhausen [59, 58, 60],
puis de W. Jaco et P. Shalen [30] ainsi que K. Johannson [31] montrent
I’existence d’une famille plongée de tores incompressibles qui découpent la
variété en morceaux de Seifert (c’est-a-dire possédant une « fibration » dans
laquelle on autorise des fibres exceptionnelles, voir section 4.2) ou atoroidaux
(c’est-a-dire dont le groupe fondamental ne contient pas d’autre sous-groupe
isomorphe & Z? que ceux provenant du bord).

Dans la suite, on appellera variété de Haken une variété fermée, orienta-
ble, irréductible qui contient une surface orientable incompressible et variété
petite une qui n’en contient pas. Des exemples de variétés petites ont été
construits par F. Waldhausen [59] et par W. Thurston [55]. Les exemples de
Waldhausen sont des variétés de Seifert. Ceux de Thurston sont des variétés
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viii INTRODUCTION

hyperboliques, c’est-a-dire admettant une métrique riemannienne a courbure
constante strictement négative. Au milieu des années 1970, Thurston a con-
jecturé qu’il n’y avait pas d’autres exemples; plus précisément, si M est
fermée, orientable, petite et si my M est infini, alors si M est atoroidale, elle
est hyperbolique, sinon elle est de Seifert. C’est un cas particulier important
de la conjecture de géométrisation [49).

Au début des années 1980, P. Scott [50] a prouvé que toute variété ayant
le méme groupe fondamental qu'une variété de Seifert est de Seifert. Il a
également [48, 51| ramené le probléme de géométrisation des variétés petites
non atoroidales a I’énoncé suivant, qui fut ensuite démontré indépendamment
par D. Gabai [17] et A. Casson et D. Jungreis [9] en utilisant des travaux de
G. Mess [41] et P. Tukia [57], ainsi que le théoréme principal de [50].

Théoréme 0.0.1. Soit M une variété de dimension 3 fermée, orientable
et petite. St mi M admet un sous-groupe infini cyclique normal, M est une
variété de Seifert.

Remarquons que le théoréme 0.0.1 est également vrai si M est de Haken.
Ce résultat est dit 8 Waldhausen [59] dans le cas ot le sous-groupe cyclique est
central et intervient dans la preuve du théoréme 0.0.1. Pour le cas général,
voir par exemple [27]. Signalons par ailleurs que le théoréme 0.0.1 a été
généralisé dans le cadre des groupes a dualité de Poincaré par B. Bowditch [7].

Dans son programme de géométrisation des variétés de dimension 3,
Thurston [55] a introduit la notion d’orbifold, qui généralise celle de vari-
été et permet entre autres choses d’étudier les actions de groupes discrets sur
les variétés. Si O est un orbifold de dimension 3, on sait (voir chapitre 6) don-
ner un sens a tous les termes intervenant dans I’énoncé du théoréme 0.0.1. Il
est donc naturel de se demander si ’analogue de ce théoréme est encore vrai
pour les orbifolds. C’est un des buts de cette thése de donner une réponse
affirmative en démontrant la généralisation suivante du théoréme 0.0.1 :

Théoréme 0.0.2. Soit O un orbifold de dimension 3 fermé, orientable et

petit. St O admet un sous-groupe infini cyclique normal, O est un orbifold
de Seifert.

Ce théoréme peut se déduire du théoréme 0.0.1 et du théoréme des or-
bifolds de Thurston. Cependant, la preuve de ce dernier fait appel a des
techniques compliquées et difficiles, et n’est pas encore publiée. De plus, le
théoréme des orbifolds seul n’implique pas le théoréme 0.0.1.

Un des buts de ce travail est d’étendre les techniques de la preuve du
théoréme 0.0.1 pour englober le cas des orbifolds. Nous obtenons ainsi une
preuve du théoréme 0.0.2 qui n’utilise pas le théoréme des orbifolds et nous
retrouvons le théoréme 0.0.1 comme corollaire. Notre preuve suit le méme
schéma général que la preuve originale du théoréme 0.0.1. Une des difficultés
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majeures est que le revétement universel de I’orbifold n’est pas a priori une
variété. Ceci nous améne a redémontrer dans un cadre plus général toutes les
étapes de cette preuve dies a G. Mess [41].

Nous allons maintenant présenter plus en détail les résultats de cette
these.

Quasi-isométries en dimension 2

Soit [ un groupe de type fini, c’est-a-dire admettant une partie génératrice
finie S. On munit I' d’'une métrique dg, appelée métrique des mots associée a
S, en définissant dg(y1,72) comme le plus petit entier n tel que 7, ', s’écrit
comme un produit de n éléments de SUS~!. Comme cette définition dépend
du choix de S, on introduit la notion suivante : on dit que deux espaces mé-
triques (X1, d;) et (Xa,ds) sont quasi-isométriques s’il existe des constantes
A>1et C' >0 et une application f : X; — X, telles qu’on ait :

)\_1 dl(iﬂ,.II) -C S d?(f(x)af(x,)) S )\dl(l‘,fljl) +C ‘v’x,x' € Xl
Vye Xy, dzeX;, d(f(z),y) <C.

On vérifie que cela définit une relation d’équivalence entre espaces métri-
ques et que si S et S’ sont deux parties génératrices finies d’un groupe T,
les métriques des mots associées & S et S’ sont quasi-isométriques. On peut
donc étudier les groupes de type fini & quasi-isométrie prés. Cette question
a regu beaucoup d’attention a la suite des travaux de M. Gromov [22, 24]
(cf. aussi [18]).

Rappelons qu'un groupe a wvirtuellement une propriété P s’il admet un
sous-groupe d’indice fini qui a la propriété P. Ainsi, nous appelerons groupe
de surface virtuel tout groupe qui admet un sous-groupe d’indice fini isomor-
phe au 7; d’une surface fermée orientable de genre > 1.

La question abordée aux chapitres 2 et 3 est la suivante : étant donné
une surface R planaire & I'infini, quels sont les groupes quasi-isométriques a
une métrique riemannienne compléte a bord géodésique sur R? Le théoréme
suivant donne la réponse pour les surfaces simplement connexes :

Théoréme 3.1.1 Soit I' un groupe de type fini. Alors T est quasi-iso-
métrique & une surface riemannienne compléte 1-conneze @ bord vide ou géo-
désique si et seulement si I' est virtuellement le groupe fondamental d’une
surface compacte (éventuellement a bord). Plus précisément, on a :

1. I' est quasi-isométrique a un plan riemannien complet si et seulement
st I' est un groupe de surface virtuel.
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1. ' est quasi-isométrique a une surface riemannienne compléte 1-con-
nexe & bord géodésique non vide si et seulement si I' est virtuellement
libre.

Pour la partie (i), nous utilisons le théoréme des groupes de convergence
di a P. Tukia [57], D. Gabai [17] et A. Casson et D. Jungreis [9]. Modulo
ce théoréme, G. Mess [41] a donné une démonstration de cette partie (i) en
utilisant la notion de marche aléatoire sur les groupes, et sous ’hypothése
supplémentaire que le plan riemannien est quasi-homogéne (voir la section 1.4
pour la définition). Il affirme que le résultat reste vrai sans cette hypothése.

Au chapitre 2, nous montrons que tout plan riemannien complet quasi-
isométrique & un groupe est quasi-isométrique a un plan riemannien complet
quasi-homogéne. Nous utilisons pour cela des idées un peu différentes de
celles suggérées dans [41], qui permettent en outre d’obtenir le méme résultat
pour les surfaces planaires a ’infini (c’est-a-dire n’ayant qu’un nombre fini
d’anses), ainsi que des résultats du méme type pour des surfaces de topologie
arbitraire.

Au chapitre 3, nous donnons une preuve du résultat de Mess sur les
groupes quasi-isométriques a un plan quasi-homogéne. Notre preuve est dif-
férente de la preuve originale, plus simple et ne fait pas appel aux marches
aléatoires. Puis nous complétons la démonstration du théoréme 3.1.1 en trai-
tant le cas & bord (c’est-a-dire la partie (ii)).

Les résultats des chapitres 2 et 3 constituent l’essentiel de I’article [37] &
paraitre aux Commentarii Mathematici Helvetici.

Variétés ouvertes de dimension 3

Les variétés non compactes de dimension 3 sont beaucoup moins bien
comprises que les variétés compactes. P. Scott et T. Tucker [52] ont donné des
exemples de variétés ouvertes, orientables, irréductibles ayant le méme groupe
fondamental, mais non homéomorphes. Certains de ces exemples montrent
en particulier que le théoréme 0.0.1 n’est pas vrai pour les variétés ouvertes.
Cependant, nous prouverons que si W est une variété de dimension 3 ouverte,
orientable, irréductible, dont le m; admet un sous-groupe infini cyclique cen-
tral, et qui posséde une triangulation 7 vérifiant certaines propriétés d’uni-
formité, alors W est de Seifert. Les propriétés en question sont en particulier
satisfaites si 7 est invariante par une action de groupe cocompacte.

Pour énoncer le résultat formellement, il nous faut donner quelques défini-
tions. On dit que T est & géométrie bornée s’il existe une borne uniforme sur
le nombre de simplexes contenant un sommet. Une application f : P - W
d’un complexe simplicial dans W est dite combinatoire si chaque simplexe
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de P est envoyé homéomorphiquement sur un simplexe de W. La longueur
(resp. l’aire) d’une telle application est le nombre de 1-simplexes (resp. 2-
simplexes) de P.

On dit que (W,T) a un profil isopérimétrique fini si toute application
combinatoire f : S' — M homotope & zéro peut étre prolongée en une ap-
plication combinatoire f : D2 — M telle que Daire de f est majorée par un
nombre qui ne dépend que de la longueur de f.

Soit a un élément central de mW. On dit que a est uniformément repré-
sentable s’il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout sommet z de T,
il existe un lacet combinatoire basé en x, représentant a et de longueur au
plus C().

Enfin, on peut munir toute variété triangulée d’'une « quasi-métrique »
(voir la section 1.1), ce qui permet de parler de diamétre d’une partie et de
quasi-isométries. Nous donnons maintenant ’énoncé du théoréme principal
du chapitre 5.

Théoréme 5.1.1 Soit W une variété de dimension 3 ouverte, orientable
et irréductible. Soit T une triangulation a géométrie bornée de W telle que
(W, T) a un profil isopérimétrique fini. Soit a un élément uniformément re-
présentable d’ordre infini dans le centre de mW . Alors les propriétés sui-
vantes sont vérifiées :

i. W admet une fibration de Seifert telle que a est une puissance de 1’élé-
ment de mW représenté par la fibre ordinaire.

1. St le sous-groupe engendré par a est mazximal parmi les sous-groupes
nfinis cycliques centraux, il existe une fibration de Seifert p: W — B
et une métrique riemannienne compléte quasi-homogene sur B telle que
p est une quasi-isométrie.

Ce théoréme généralise des résultats obtenus par G. Mess |41] dans le
cas ou W est un revétement cyclique central d’une variété fermée. La preuve
utilise entre autres des outils développés dans [41], notamment la notion
d’homotopie cyclique bornée. Pour la partie (ii), nous construirons une dé-
composition de W par des tores et des anneaux plongés en morceaux de
diamétre uniformément borné. Nous appelons une telle décomposition un M-
scindement. Notre construction est inspirée par celle de [41], avec plusieurs
différences notables diies d'une part a 1’absence d’action cocompacte de grou-
pe et d’autre part a la plus grande complexité de la topologie. Noter en
particulier que 7y M n’est méme pas supposé de type fini.

Nous donnons également une version du théoréme 5.1.1 pour les varié-
tés non nécessairement irréductibles. Il s’agit du théoréme 5.5.1, dont
I’énoncé est assez technique. Nous en déduirons le théoréme suivant, qui est
un ingrédient crucial de la preuve du théoréme 0.0.2.
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Théoréme 5.5.4 Soit W une variété de dimension 3 ouverte (c.-a-d.
non compacte et sans bord), orientable dont le groupe fondamental est infini
cyclique. Soit I' un groupe de type fini agissant proprement et cocompactement
sur W. Alors T est un groupe de surface virtuel.

Le théoréme 3.1.1(i) intervient a la fin de la preuve du théoréme 5.5.4,
qui utilise donc tout le matériel des chapitres précédents.

Esquisse de la preuve du théoréme 0.0.2

Soit O un orbifold de dimension 3 fermé, orientable, petit. Soit Z un
sous-groupe infini cyclique normal de 7;O. Soit O le revétement dont le m
est Z. Supposons pour simplifier que ce revétement est non compact.

Comme on ne sait pas a prior: que O est une vraie variété, on considére
I’espace sous-jacent W de O. Cest une variété de dimension 3 orientable
de 7 infini cyclique, mais a priori pas nécessairement irréductible. D’aprés
le théoréme 5.5.4, ' est un groupe de surface virtuel. On en déduit que
7O admet un sous-groupe normal d’indice fini G sans torsion, qui est une
extension de Z par un groupe de surface. On sait (voir par exemple [43]
ou [7]) que G est isomorphe au groupe fondamental d’une variété de Seifert.
Jusqu’ici, on n’a pas besoin de supposer que O est petit, ni méme irréductible.

Il s’agit alors de prouver (sans utiliser le théoréme des orbifolds!) que O
est de Seifert. C’est 1a que nous utiliserons ’hypothése que O est petit. En
fait, il suffit de supposer que O est irréductible et ne contient aucun turnover
(orbifold dont Pespace sous-jacent est S? et ayant exactement trois points
coniques) incompressible. Nous démontrons la proposition suivante :

Proposition 6.4.2 Soit O un orbifold de dimension 3 fermé, orientable,
wrréductible et ne contenant aucun turnover incompressible. Supposons que
m O est infini et isomorphe au groupe fondamental d’un orbifold de Seifert
compact, orientable, irréductible. Alors O est de Seifert.

Cette partie du travail fera I’objet d’une discussion détaillée au chapitre 6.



Chapitre 1

Géométrie a grande échelle

1.1 Introduction

Soit X une variété PL de dimension n et 7 une triangulation de X.
On cherche & associer & 7 une notion de distance qui permette d’utiliser la
notion de quasi-isométrie. Il y a plusieurs fagons de le faire, et chacune a des
avantages et des inconvénients. Une premiére méthode consiste a prendre la
métrique par chemins pour laquelle chaque n-simplexe est isométrique au
n-simplexe euclidien de coté 1. Ce point de vue est utile pour les questions
liées & la géométrie riemannienne. Il permet notamment de définir une notion
combinatoire de courbure (cf. [22], [20] chapitre 12 et les articles de F. Paulin
et M. Bridson dans [19]). Il a aussi plusieurs inconvénients : par exemple, il
n’y a pas de description simple des boules métriques, et par ailleurs, il n'y a
pas de généralisation claire aux décompositions cellulaires.

Ainsi, dans des contextes plus combinatoires, il est souvent plus simple
de travailler avec la métrique par chemins dans le 1l-squelette (voir par
exemple [3, 7, 33]). On mesure alors la taille d’un sous-complexe par le dia-
meétre de son intersection avec le 1-squelette. L’inconvénient de cette méthode
est que nous étudierons plutdt des sous-variétés en position générale que des
sous-complexes. Aussi est-il plus pratique d’avoir une distance définie sur
tout X.

Nous utiliserons donc surtout la troisiéme méthode consistant & mesurer
la distance entre deux points en comptant le nombre minimal de simplexes
qu’il faut traverser pour passer d’un point a I’autre. Plus précisément, si « est
un chemin reliant deux points x,y € X, on note taille(«) le cardinal minimal
d’un ensemble de n-simplexes recouvrant «. La distance d(z,y) est définie
comme le minimum des nombres taille(a) — 1 pour de tels chemins a. (Le
terme —1 permet d’avoir d(z,z) = 0.)
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Cette définition se généralise immeédiatement & n’importe quel espace to-
pologique connexe par arcs muni d’un recouvrement par des parties com-
pactes. On 'appliquera dans des contextes plus généraux que les variétés
triangulées, par exemple & des CW-complexes, ou encore a des variétés de di-
mension 3 recouvertes par les adhérences des composantes complémentaires
d’un découpage par des surfaces plongées (cf. les notions de « potential » et
de « variance » de [46]).

Le seul inconvénient de la troisiéme méthode est qu’elle ne définit pas une
métrique, ni méme une pseudo-métrique, mais une quasi-métrique 6], c’est-
a-dire que I'inégalité triangulaire n’est satisfaite qu’a une constante additive
prés. Pour s’en rendre compte, prenons x et z dans l'intérieur de deux n-
simplexes adjacents et y dans la face commune. Alors on a d(z, z) = 1, mais
d(z,y) = d(y, z) = 0! Comme on travaille & quasi-isométrie prés, cela ne pose
aucun probléme, mais justifie le degré de généralité du début de ce chapitre.

1.2 Espaces quasi-métriques

1.2.1 Définitions

Définition (cf. [6]). Soit C une constante positive et X un ensemble. On
appelle C-quasi-métrique (ou simplement quasi-métrigue) une application
d: X? — [0, +oo[ vérifiant les trois propriétés suivantes :

i. d(z,z) =0 pour tout z € X ;
ii. d(z,y) = d(y,z) pour tous z,y € X ;
ili. d(z,2) <d(z,y) +d(y, z) + C pour tous z,y,z € X.
Le couple (X, d) est appelé espace quasi-métrique.

Une 0-quasi-métrique est ce qu’on appelle parfois une pseudo-métrique.
Les espaces métriques sont donc des cas particuliers d’espaces pseudo-métri-
ques, qui sont eux-mémes des cas particuliers d’espaces quasi-métriques.

Introduisons tout de suite le vocabulaire et les notations de base. Soit
(X,d) un espace quasi-métrique. Soit z un point de X et R > 0. La boule
de centre z et de rayon R, notée By(x, R), est ’ensemble des y € X tels que
d(z,y) < R. Soit A une partie de X. Le R-voisinage de A est ’ensemble
Na(A, R) = U,ea Ba(z, R). Si ce voisinage est égal & X tout entier, on dit
que A est R-quasidense (dans X).

Le diameétre d’une partie A, noté diam, A est la borne supérieure (dans
[0, +0¢]) des nombres d(z,y) pour z,y € A. On dit que A est bornée si
diamgz A < +o00. Dans toutes ces notations, les indices sont souvent omis
quand il n’y a pas d’ambiguité possible. Si S est un ensemble et f: 5 — X
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une application, on note souvent diam(f) le diamétre de I'image de f. La
méme convention sera utilisée pour la taille dans la prochaine section. Cette
notation est cohérente avec ’abus de langage courant consistant & identifier
un chemin avec son image (cf. lemme 1.3.1).

Les notions d’isométrie et de géodésique ne sont pas pertinentes pour
les espaces quasi-métriques (par exemple une application qui conserve les
distances n’est pas forcément injective...) En revanche, les notions « a grande
échelle » correspondantes sont fondamentales.

Définition. Soient A > 1 et C > 0 des constantes. Soient (X1, d;) et (Xa, d2)
des espaces quasi-métriques. Une application f : X; — X, est dite (A, C)-
quasi-isométrique si pour tous z,x’ € X; on a :

Ay (z,2") — C < do(f(2), f(2') < Ny (z,2") + C.

Si de plus f(X;) est C-quasidense dans X, on dit que f est une (A, C)-
quasi-isométrie (ou simplement une quasi-isométrie). On dit que (X1, dy) est
quasi-isométrique 4 (Xo,ds) s’il existe une quasi-isométrie de X; vers Xj.

On montre que pour toute quasi-isométrie f : X; — X, il existe une
quasi-isométrie f : X — X telle que f o f (resp. f o f) est a distance
uniforme finie de Iidentité de X, (resp. X;). On dit que f et f sont inverses
a grande échelle. Cela montre que la relation « (Xi, d) est quasi-isométrique
a (Xa,ds) » est symétrique. Comme elle est également réflexive et transitive,
c’est une relation d’équivalence entre espaces quasi-métriques.

Les espaces métriques (X, d) dont on étudie les propriétés 4 quasi-isomé-
trie prés sont en général supposés géodésiques (deux points quelconques z,y
sont toujours reliés par un segment géodésique, c’est-a-dire une application
isométrique d’un intervalle compact de R dans X) et propres (les boules
fermées sont compactes). Les espaces quasi-métriques que nous étudierons
vérifieront des propriétés similaires.

Définition. Soit (X, d) un espace quasi-métrique. Une (A, C)-quasi-géodési-
que de X est une application (A, C)-quasi-isométrique d’un intervalle I de R
dans X. Si I est de la forme [a, b] avec a,b € R (resp. [a, +00[, resp. R) on
parle de segment quasi-géodésique (resp. rayon quasi-géodésique, resp. quasi-
géodésique bi-infinie).

S’il existe des constantes A, C' telles que pour tous z,y € X, il existe un
segment (A, C')-quasi-géodésique reliant x et y, on dit que 'espace (X, d) est
quasi-géodésique.

Il est clair qu’un espace métrique géodésique est (1, 0)-quasi-géodésique.

Pour définir la notion d’espace quasi-métrique propre, une petite difficulté
se présente : il n’y a pas de bonne notion générale de topologie associée a une
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quasi-métrique. En effet, la topologie engendrée par les boules ouvertes n’est
pas toujours séparée, et contrairement aux espaces pseudo-métriques, on ne
peut pas la rendre séparée en identifiant les points a distance 0 (a cause de
la constante additive dans I'inégalité triangulaire, le fait d’étre a distance 0
n’est pas une relation d’équivalence!)

Heureusement, tous les espaces quasi-métriques que nous considérerons
seront munis d’une bonne topologie indépendante de la quasi-métrique. Cela
justifie la définition suivante :

Définition. Soit X un espace topologique. Une quasi-métrique sur X est
dite propre (relativement & la topologie donnée) si les compacts de X sont
exactement les fermés bornés.

Bien siir, un espace métrique est dit propre s’il est propre relativement a
la topologie induite par la métrique. On vérifie aisément que c¢’est équivalent &
demander que les boules soient compactes. En effet, un compact d’un espace
métrique est toujours fermé borné et toute partie bornée est incluse dans une
boule.

1.2.2 Exemples classiques

Dans ces exemples, comme dans toute cette thése, les variétés et les
graphes sont supposés connexes.

Variétés riemanniennes Soit X une variété lisse et h une métrique rie-
mannienne compléte sur X. Alors (X, h) est un espace métrique géodésique
propre.

Graphes On appelle graphe tout CW-complexe de dimension 1. La mé-
trique standard sur un graphe (connexe) G est la métrique géodésique pour
laquelle chaque aréte est isométrique a un intervalle de R de longueur 1.
Cette métrique est propre si et seulement si G est localement fini.

Groupes Soit [' un groupe de type fini, S une partie génératrice de I" et
G le graphe de Cayley de IT' relativement & S. Alors la classe de quasi-iso-
métrie de la métrique standard de G est indépendante de S. (Sa restriction
a I est la métrique des mots définie dans l'introduction.) Tout groupe de
type fini est donc muni d’une métrique quasi-géodésique propre bien définie
a quasi-isométrie prés. Si deux groupes sont commensurables, ¢’est-a-dire s’ils
possédent des sous-groupes d’indice fini isomorphes, alors ils sont quasi-iso-
métriques. (En effet tout sous-groupe d’indice fini dans I' est quasidense dans
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I'.) Par convention, a chaque fois qu’un groupe est mentionné dans un con-
texte métrique, il sera implicitement supposé de type fini. Cela concerne en
fait presque tous les groupes considérés dans cette thése, a ’exception notable
des groupes fondamentaux de variétés non compactes.

1.2.3 Deux lemmes fondamentaux

Le premier lemme permet de relier la notion de quasi-isométrie a celle
d’action de groupe. Il est habituellement énoncé pour les espaces métriques
géodésiques propres (cf. par exemple [20], proposition 19 p. 60). Nous aurons
besoin d’une version incluant certains espaces quasi-métriques. On rappelle
qu’une action d’un groupe discret I' sur un espace X est dite propre si pour
tout compact K C X Densemble des g € T tels que gK N K # ) est fini.
Elle est cocompacte s’il existe un compact K C X tel que ’ensemble des
translatés de K recouvre X.

Lemme 1.2.1. Soit X un espace topologique muni d’une quasi-métrique
quasi-géodésique propre d. Soit I' un groupe de type fini. Supposons que I’
agit proprement et cocompactement sur X par homéomorphismes préservant
d. Alors T est quasi-isométrique a (X,d).

Preuve. Soient A\, C' > 0 des constantes telles que d soit une C-quasi-métri-
que (A, C)-quasi-géodésique. Soit S une partie génératrice finie de I' et dg
la métrique sur I' associée a S. Comme 'action est cocompacte, il existe un
compact Y C X tel que pour tout z € X il existe v, € " tel que y;'z € Y.
Comme d est propre, Y a un diamétre fini D.

Fixons un point o € Y et considérons 'application ¢ : I' — X définie
par ¢(y) = vyxo. Nous allons voir que ¢ est une quasi-isométrie.

Montrons pour commencer que ¢(I') est quasidense. On a l'inégalité
d(zo,v; ') < D pour tout x € X. Par hypothése, 'action de I" préserve d,
d’ott d(Vxx0, ) = d(x0,7; ') < D. Ceci prouve que ¢(I') est D-quasidense.

Soient 7,+" € T'. Nous allons donner une majoration de d(vyxg,v'zo) en
fonction de dg(v, 7). Ecrivons v~y = ay---a,, ou m = dg(7y,7') et a; €
S U S~ pour tout 7. On a les inégalités suivantes :

d(ywo,v'w0) = d(wo,7™"7'0)
< d(xg, a120) + d(a1z9, a1axg) + - - -
+d(ay -+ apme170, 7 Y'x0) + (Mm —1)C
< d(xg, a120) + d(xg, agzp) + - - -
+ d(z0, amxo) + (m —1)C

<m(C+ max d(zg,ax)).
acSuS-!
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Pour obtenir une inégalité dans ’autre sens, on va utiliser la quasi-
géodésicité de d. Soit o une (A, C')-quasi-géodésique reliant vz et v'zo. En
subdivisant «, on obtient une suite finie yo, ... ,y; avec yo = Yxo, ¥ = ¥ o,
d(Yi, Yir1) < A+ C pour tout i et | < Ad(yzo, 7' xo) + C. Comme ¢(I') est
D-quasidense, on peut trouver pour chaque ¢ un élément ; € I' tel que
d(ys;, viro) < D. On peut supposer que o =y et v, =" On a:

ds(v,7'") < ds(v,m) +ds(mn,v) + - +ds(vi-1,7),

et pour tout 7,
d(7i%o, Yit170) < d(Vito, Ys) + d(Ys, Yir1) +d(Yir1, Yir120) +2C < A+2D+3C,

d’ou d(l’o, ’Yi_l’)/i+1l'0) S A + 2D + 3C.

Or I' agit proprement et d est propre, donc ’ensemble F' des éléments
v € I tels que vB (g, A+ 2D + 3C) N B(wg, A + 2D + 3C) # () est fini. On a
VU que y; '7y;41 appartient & F. On a donc

ds(v,7") < Imax ls(v)

< max Ls(v)(Ad(yzo,¥'z0) + C).

O

Soit N un ensemble et d,d deux quasi-métriques sur N. On dit que d
et d' sont uniformément équivalentes s’il existe deux fonctions strictement
croissantes i : Ry — Ry et ¢/ : Ry — R, telles que d(z,y) < u(d'(z,y))
et d'(z,y) < p'(d(z,y)) pour tous z,y € N. Cette relation est apparemment
plus faible que celle de quasi-isométrie, mais pour les espaces quasi-géodé-
siques les deux notions sont équivalentes. Le lemme suivant combine ce fait
avec l'observation qu’une partie quasidense dans un espace est quasi-isomé-
trique a cet espace.

Lemme 1.2.2 (cf. [24], p. 7). Soit (X,d) un espace quasi-métrique quasi-
géodésique, Y une partie quasidense de X, d' une quasi-métrique quasi-géo-
désique sur'Y et N une partie quasidense de Y (a la fois pour d et pour d').
On suppose que d et d' sont uniformément équivalentes sur N. Alors (X, d)
et (Y,d') sont quasi-isométriques.

Preuve. Tout d’abord, en remarquant d’une part qu’une partie quasidense
d’un espace quasi-métrique est quasi-isométrique a cet espace, et d’autre
part que le fait d’étre quasi-géodésique est invariant par quasi-isométrie, on
se raméne au casou X =Y = N.

On suppose donc que d et d' sont deux C-quasi-métriques (A, C')-quasi-
géodésiques uniformément équivalentes sur un ensemble X. Soient z,y € X
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et « une (A, C')-quasi-géodésique pour la quasi-métrique d reliant x et y. En
subdivisant «, on obtient une suite finie xg,...,z, avec yo = z, T, = v,
d(z;,ziv1) < A+ C pour tout i et n < Ad(z,y) + C. On en déduit :

IS

"(z,21) + -+ d'(Tn_1,y) + (n—1)C
"(d(z,z1)) + -+ ¢ (d(zn_1,y)) + (n—1)C

d'(z,y)

3 T
=
~
+
S
_|_
8

!

VAN VAR VANVAN

=

A+ C)+ C)(Ad(z,y) + C).
On obtient de méme
d(z,y) < (pA+C) + C)(Md'(z,y) + C)

en considérant une quasi-géodésique pour d' reliant x et y. On a bien démon-
tré que (X, d) et (X, d') sont quasi-isométriques. a

1.3 Recouvrements compacts

1.3.1 Définitions et propriétés

Définition. Soit X un espace topologique connexe par arcs. On appelle
recouvrement compact de X une famille K de parties compactes et connexes
par arcs de X telle que X = |J /. On dit que K est localement fini si aucun
compact A de X ne rencontre une infinité d’éléments de K.

La taille d’une partie A de X, notée taillex(A), est le plus petit cardinal
d’une sous-famille K’ de K telle que A C |JK'. Si K est localement fini, une
partie compacte a toujours une taille finie.

Soient z,y des points de X. Un chemin minimisant entre x et y est une
application continue « : [0,1] C X telle que a(0) =z, a(1) = y et taillex ()
est minimale. Si K est localement fini, un tel chemin existe toujours.

Dans la suite, on fixe un espace topologique connexe par arcs X et un
recouvrement compact localement fini  de X.

Proposition-Définition. La quasi-métrique canonique sur X associée a IC
est ’application définie en posant di(z,y) = taillex(a)—1 ot v est un chemin
minimisant entre z et y. Le couple (X, dx) est un espace 1-quasi-métrique
propre.

Preuve. On voit immédiatement que les conditions (i) et (ii) de la définition
d’un espace quasi-métrique sont satisfaites. Pour vérifier (iii), considérons
trois points quelconques x, ¥y, z € X. Soit & un chemin minimisant entre = et
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Y, et § un chemin minimisant entre y et z. Alors la concaténation o U [ est
un chemin entre z et z. On a

taillex (U B) < taillex () + taillex(3),
d’ou

di(z, z) < taillex(aU B) — 1
< dlC(xa y) + dlC(ya Z) +1

Ceci prouve que (X, dx) est un espace 1-quasi-métrique. En utilisant le
fait que IC est localement fini, on voit facilement que dx est propre. O

Exemple. Soit X un espace topologique connexe par arcs et D une décom-
position cellulaire de X (c¢’est-a-dire un homéomorphisme d’un CW-complexe
vers X). Supposons que D est localement finie. Notons k(D) la collection
des cellules de D. Alors IC(D) est un recouvrement compact localement fini
de X. On note dp (plutot que di(p)) la quasi-métrique canonique associée
a IC(D). Si z est une O-cellule et » € N, la boule de centre x et de rayon r
est ce qu’on appelle habituellement la (r + 1)-iéme étoile itérée de x. Plus
généralement, tout r-voisinage d’un sous-complexe est un sous-complexe.

On peut remarquer que si X est une variété de dimension n, on obtient la
méme quasi-métrique en considérant la collection des cellules de dimension
n.

L’exemple précédent sera approfondi & la sous-section 1.3.2. Pour 'ins-
tant, revenons au cas général. Le lemme suivant donne une définition alter-
native utile de dy :

Lemme 1.3.1. Soient x,y des points de X. Alors dx(x,y) est le plus petit
entier n tel qu’il existe une suite finie Ky, ..., K, d’élements de K telle que
re Ky, ye K, et K;NK; 1 #0 pour tout 0 < i< n—1.

Preuve. Soit Ky, ... , K, une suite finie vérifiant les propriétés ci-dessus avec
n minimal. Soit zy, ..., Z,41 une suite finie de points de X telle que zy = z,
Tny1 =y et x; € K; 1 N K; pour tout 1 < ¢ < n. Comme chaque K; est
connexe par arcs, il existe un chemin o; C K; joignant z; & x;,; pour tout
0 <7 < n. La concaténation g U --- U a,, est un chemin de taille au plus
n + 1 joignant x et y. Par conséquent, on a dx(z,y) < n.

Pour obtenir I'inégalité dans I’autre sens, choisissons un chemin minimi-
sant « entre x et y. Soient Ly, ..., L, des éléments de I tels que I'image
de o est dans Loy U --- U Ly, avec m = di(z,y) = taille(o) — 1. On peut
supposer que x € Ly et y € L,,. Considérons le graphe abstrait G a m + 1
sommets numérotés de 0 & m défini en mettant une aréte entre ¢ et j si et
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seulement si L; N L; # (. Nous allons montrer que 0 et m sont dans la méme
composante connexe de G. Cela entraine 'existence d’une suite Ky, ..., K,
comme ci-dessus avec n < m, ce qui termine la preuve du lemme 1.3.1.

Si 0 et m sont dans deux composantes différentes de G, il existe une
partition de {0,...,m} en deux sous-ensembles A, B avec 0 € A, m € B
et pour tout (i,7) € A x B, i n’est pas relié a j, c’est-a-dire L; N L; = 0.
L’égalité

a=(an ULi)U(aﬂ ULJ)'
i€A jEB
est une partition de v en deux fermés non vides (puisque 1'un contient x et
lautre y). Ceci contredit la connexité de . O

Remarque. Ce lemme peut s’interpréter de la fagon suivante : soit G le 1-
nerf de KC, c’est-a-dire le graphe dont I’ensemble des sommets est K et ol on
met une aréte entre K et K’ si et seulement si K N K’ # 0. Il existe une
application f : G — X telle que 'image de tout sommet K € K est un point
de K et chaque aréte est envoyée dans un ensemble de diamétre au plus 1.
Cette application f est une (1,4)-quasi-isométrie.

Corollaire 1.3.2. L’espace quasi-métrique (X, dx) est quasi-géodésique.

Définition. On dit que K est & géométrie bornée s’il existe une constante
v € N, telle que tout K € K rencontre au plus v éléments de K. La plus
petite constante v ayant cette propriété est appelée complexité locale de K
et notée v(K).

Exemple. Soit X un espace topologique connexe par arcs et D une décom-
position cellulaire de X. On dit que D est a géométrie bornée si (D) 'est.
Par exemple, si D est une triangulation, cela revient a dire qu’il y a une borne
supérieure uniforme sur le nombre de simplexes dans I’étoile d’un sommet de
D.

Lemme 1.3.3. Soit A C X un sous-ensemble borné connexe par arcs. On a

toujours diam A < taille(A). De plus, si K est a4 géométrie bornée, on a aussi
taille(A4) < y(K)diamA+L,

Preuve. Soient z,y des points de A. Par hypothése, il existe un chemin dans
A reliant x et y. La taille de ce chemin est majorée par celle de A. On a donc
di(z,y) < taille(A) pour tous z,y € A, d’ou la premiére inégalité.

Pour la seconde, choisissons un point x € A et remarquons que A C
B(z,diam A), d’ou taille(A) < taille(B(z,diam A)). Le probléme est donc
réduit a l'inégalité suivante

taille(B(z,r)) < v(K)"™'  V(z,r) € X x N, (1.1)
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que nous allons démontrer par récurrence sur 7.

La boule de centre x et de rayon 0 est la réunion des K € K contenant
x, donc l'inégalité 1.1 pour r = 0 est une conséquence immédiate de la
définition de v(K). On obtient la boule de centre = et de rayon r + 1 a partir
de celle de rayon r en rajoutant au plus 7(v(K) — 1) éléments de K. On en
déduit que taille(B(z,r+1)) < v(K) taille(B(z,r)) et I'inégalité 1.1 suit par
récurrence. U

Définition. Soit X un espace topologique connexe par arcs. Soient K, K’
des recouvrements compacts localement finis & géométrie bornée de X. On
dit que K' est a géométrie bornée par rapport a K' s'il existe une constante
v(K, K') telle que tout K € K’ rencontre au plus v(K, K') éléments de K. Si
K' est a géométrie bornée par rapport a K et IC est a géométrie bornée par
rapport & ', on dit que K et K’ sont équivalents.

Le lemme suivant est évident, mais crucial.
Lemme 1.3.4. Si K et K' sont équivalents, Uapplication identité de (X, dx)
vers (X, dx) est une quasi-isométrie.

Voici un cas particulier important :

Exemple. Soit X un espace topologique connexe par arcs, D une décompo-
sition cellulaire localement finie de X et D’ une subdivision de D. On dit que
c’est une subdivision uniforme s’il existe une constante C' € N telle que toute
cellule de D est subdivisée en au plus C cellules de D’. Si D est & géométrie
bornée et D’ est une subdivision uniforme de D, alors D’ est a géométrie
bornée et les recouvrements compacts (D) et (D') sont équivalents. Le
lemme 1.3.4 montre donc qu’on ne change pas de classe de quasi-isométrie en
effectuant une subdivision uniforme. Ce fait sera constamment utilisé dans
la suite.

1.3.2 Le cas des décompositions cellulaires

On a vu qu'une décomposition cellulaire d’un espace est un cas parti-
culier de recouvrement compact. Nous allons maintenant approfondir cette
notion et distinguer certaines classes de décompositions cellulaires que nous
utiliserons au chapitre 2.

Convention. Les décompositions cellulaires considérées dans cette thése
sont toutes localement finies.

Commencons par quelques rappels. Soit X un espace topologique con-
nexe par arcs et D une décomposition cellulaire (localement finie) de X. On
peut voir D comme une collection de n-cellules. Une n-cellule, ou cellule de
dimension n, est un couple (n, f) ou n est un entier naturel et f une applica-
tion continue de B™ vers X. Par abus de langage, on appelle aussi n-cellule
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I’application f, ou encore son image. La réunion des n-cellules est appelée
n-squelette et noté D™, La dimension de D est la borne supérieure dans
[0, +00] des dimensions des cellules.

Pour qu’une telle collection soit une décomposition cellulaire, elle doit
vérifier certaines conditions combinatoires. Un cas particulier important est
celui des triangulations. Nous allons définir deux notions intermédiaires, celle
de pseudo-triangulation et celle de pseudo-triangulation non-dégénérée.

Soit f : B"™ — X une n-cellule. ’image du bord de B™ est une réunion
de cellules de dimension < n. En considérant les préimages de ces cellules,
on munit B™ d’une décomposition cellulaire & une seule n-cellule, de sorte
que I'image de B™ par f est obtenu en identifiant certaines cellules du bord.
On dit que f est un pseudo-simpleze si la décomposition cellulaire induite
sur B™ est isomorphe & celle du simplexe standard. Un pseudo-simplexe f
est appelé non-dégénéré (ou un simpleze) si c’est un plongement (c’est-a-dire
s'il n’y a pas d’identifications au bord).

Définition. On appelle pseudo-triangulation une décomposition cellulaire
de dimension finie dont toutes les cellules sont des pseudo-simplexes. Une
pseudo-triangulation est dite non-dégénérée si tous ses pseudo-simplexes sont
non-dégénérés.

Remarque. Un espace muni d’'une pseudo-triangulation est donc la réali-
sation géométrique d’un complexe semi-simplicial (cf. [13, 42]). Une pseudo-
triangulation non-dégénérée n’est pas forcément une triangulation. En effet,
deux n-cellules sont autorisées a avoir plus d’une (n — 1)-cellule en commun.

Définition. Soit (X, D) un espace topologique connexe par arcs muni d’une
pseudo-triangulation non-dégénérée. On appelle métrique simpliciale régu-
lrere associée & D la métrique par chemins sur X telle que chaque cellule
f : B®™ — X soit un plongement isométrique, B™ étant identifiée au n-
simplexe standard régulier de coté 1.

Remarque. Cette métrique est géodésique (par définition) et propre (car D
est localement finie).

Exemple. Soit G un graphe. La décomposition cellulaire naturelle est une
pseudo-triangulation. Elle est non-dégénérée si et seulement si le graphe n’a
pas de boucle. Dans ce cas, la métrique simpliciale réguliére coincide avec la
métrique standard.

Pour les surfaces, la métrique simpliciale réguliére est une métrique rie-
mannienne a singularités coniques correspondant aux sommets ol la somme
des angles ne vaut pas 27. Ce cas sera étudié en détail au chapitre 2.

Lemme 1.3.5. Soit (X,D) un espace topologique connexe par arcs muni
d’une décomposition cellulaire. Supposons que le nombre de 1-cellules dans
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le bord d’une cellule de D est uniformément majoré. Alors (X,dp) est quasi-
isométrique au 1-squelette de D muni de la métrique standard.

Preuve. Notons Y le 1-squelette de D et dy la métrique standard sur Y.
Soit N le 0-squelette de D. Comme N est quasidense a la fois dans (X, dp)
et dans (Y, dy), le lemme 1.2.2 réduit le probléme & montrer que les deux
quasi-métriques sont uniformément équivalentes sur N.

Soient z,y € N des points quelconques. Il est clair que dp(z,y) <
dy (z,y). Dans l'autre sens, le lemme 1.3.1 donne une suite finie Ky, ... , K,
de cellules telles que z € Ky, y € K,, et K; N K; 1 # 0. Or par hypothése,
il existe un entier k£ > 0 telle que toute cellule contient au plus k 1-cellules.
Par conséquent, on a dy(z,y) < kdp(z,y). O

Ce lemme s’applique en particulier si D est a géométrie bornée, ou si D
est une pseudo-triangulation.

Lemme 1.3.6. Soit (X, D) un espace topologique connexe par arcs muni
d’une pseudo-triangulation non-dégénérée de dimension 2. Soit (Y, dy) le 1-
squelette de D muni de la métrique standard. Notons d la métrique simpliciale
réguliére associée a D. Alors (X,dp), (X,d) et (Y,dy) sont quasi-isométri-
ques.

Preuve. D’apreés le lemme 1.3.5, (X,dp) et (Y, dy) sont quasi-isométriques.
On va montrer que (X, d) et (Y, dy) sont quasi-isométriques. Le lemme 1.2.2
permet de se ramener a comparer les deux métriques sur le O-squelette N.
Soient z,y € N des points quelconques. Il est clair que d(z,y) < dy(z,y).
Soit v une d-géodésique reliant x a y. On cherche a approcher vy par un
chemin restant dans Y. Pour cela, considérons un 2-simplexe o qui rencontre
v. L’intersection de v avec ¢ est un segment de droite d’extrémités b et c.
Si v rentre a l'intérieur de o, les points b et ¢ appartiennent & deux cotés
distincts de o. Soit a le sommet commun a ces deux cotés. On considére le
triangle (abc). Comme 'angle en a vaut 7/3, la formule des sinus donne

4
d(a,b) +d(b,c) < 7 d(b,c).

On peut donc approcher v par un chemin reliant & y dans Y, de longueur
au plus 4/v/3 - d(z,y). O

On vient de prouver que les trois facons naturelles de mesurer les dis-
tances dans un complexe simplicial de dimension 2 sont équivalentes quand
on travaille & quasi-isométrie prés. Le lemme 1.3.6 semble vrai en toutes
dimensions. (C’est en tout cas clair si D est & géométrie bornée.)
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1.4 Notions générales de géométrie bornée

Nous avons introduit dans la section précédente la notion de géométrie
bornée pour les recouvrements compacts. Cette notion est un analogue com-
binatoire de celle de variété riemannienne a courbure sectionnelle bornée et
rayon d’injectivité minoré. Afin d’unifier ces deux points de vue, nous allons
définir deux notions générales : une notion faible, celle d’espace uniforme a
grande échelle, qui est invariante par quasi-isométrie, et une autre plus forte,
celle d’espace quasi-homogéne, qui n’est pas invariante par quasi-isométrie,
mais distingue dans une classe de quasi-isométrie donnée certains espaces
« localement plus homogénes que les autres ».

Définition. Un espace métrique X est quasi-homogeéne si pour tout r > 0,
il existe une partie bornée Y, C X tel que pour tout x € X, il existe un point
y € Y, tel que B(z,r) est isométrique a B(y,r).

Remarque. La terminologie est die & Mess [41]. Cette notion est beau-
coup plus faible que celle de [34]. Par exemple, un espace quasi-homogeé-
ne dans notre sens peut n’avoir aucune autre isométrie que l'identité. Par
ailleurs, on ne suppose rien sur la topologie de Y,. En particulier, il existe
des espaces quasi-homogénes 1-connexes qui ne sont pas uniformément 1-
connexes (cf. 1.5).

Exemple. Les espaces suivants sont quasi-homogénes :

i. Tout graphe (connexe, localement fini) muni de la métrique standard
(en particulier le graphe de Cayley d’un groupe de type fini);

ii. Tout espace topologique muni de la métrique simpliciale réguliére as-
sociée & une pseudo-triangulation non-dégénérée a géométrie bornée;

iii. Tout espace métrique sur lequel un groupe agit proprement et cocom-
pactement par isomeétries.

Soit (X,d) un espace quasi-métrique et Cy,Cy des constantes positives.
Un sous-ensemble A de X est dit C-séparé si deux boules de rayon C
centrées sur deux points distincts de A sont disjointes. On dit que A est u-
niformément discret s’il existe une fonction n : Ry — N telle que pour tout
r > 0 et pour tout = € X le cardinal de AN B(x,r) est majoré par n(r).

Définition. Un (C1, Cs)-réseau dans X est un sous-ensemble N qui est C-
séparé et Cy-quasidense. Un réseau est dit uniforme s’il est uniformément
discret.

A ma connaissance, la notion suivante a été formulée pour la premiére fois
par J. Block et S. Weinberger [4] sous le nom de « coarse bounded geometry ».
(Cf. aussi [24], p. 12.)
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Définition. Un espace quasi-métrique est dit uniforme a grande échelle s’il
admet un réseau uniforme.

Soient X, Xy des espaces métriques et f : X; — X, une quasi-isomé-
trie. Supposons que X; est uniforme & grande échelle. I’image d’un réseau
uniforme N C X; est uniformément discréte et quasidense dans Xs. Par con-
séquent, n’importe quelle partie 1-séparée maximale de f(IV) est un réseau
uniforme dans X5. On a donc :

Proposition 1.4.1. Le fait d’étre uniforme a grande échelle est invariant
par quasi-isométrie.

La proposition suivante fait le lien entre la quasi-homogénéité et 'unifor-
mité & grande échelle.

Proposition 1.4.2. Tout espace métrique quasi-homogene propre est uni-
forme a grande échelle.

Preuve. Soit X un espace métrique quasi-homogéne propre. Par définition,
pour tout r > 0, il existe une partie bornée Y, C X tel que pour tout z € X,
il existe un point y € Y, tel que B(z,r) est isométrique a B(y,r).

Soit IV une partie 1-séparée maximale de X. On a vu que N est un réseau.
On va montrer qu’il est uniforme. Fixons r > 0. La quasi-homogénéité de
X permet de se ramener a majorer le cardinal d’une partie 1-séparée de
N(Y,,r). Or comme X est propre, N(Y;,r) est compacte. Il suffit donc pour
conclure de prouver I'affirmation suivante :

Affirmation. Soit Y un espace métrique compact. Il existe un entier N > 0
tel que toute partie 1-séparée de Y a au plus N éléments.

Supposons par I’absurde que pour tout n € N il existe une suite finie
x7, ...,z avec d(z},27) > 1 sii # j. Quitte & faire une extraction dia-
gonale, on peut supposer que chaque suite {27 },cn converge vers un point
x°. En passant a la limite dans les inégalités, on voit que pour tous i # j
on a d(z°, x;o) > 1. L’ensemble des x:° est donc discret et infini, ce qui est
absurde. O

Par conséquent, les exemples précédents d’espaces quasi-homogénes sont
également des exemples d’espaces uniformes a grande échelle. On a en parti-

culier :

Corollaire 1.4.3. Tout espace quasi-métrique quasi-iSométrique a un groupe
est uniforme a grande échelle.

Plus généralement, tout espace quasi-isométrique a un graphe a géométrie
bornée est uniforme & grande échelle. Pour les espaces quasi-géodésiques, la
réciproque est vraie :
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Proposition 1.4.4 (cf. [32]).
Pour qu’un espace quasi-métrique quasi-géodésique soit uniforme a grande
échelle, il faut et il suffit qu’il soit quasi-isométrique a un graphe a géométrie
bornée.
Preuve. On a vu que la condition est suffisante. Montrons qu’elle est né-
cessaire. Soient A\,C > 0 des constantes et (X, d) un espace C-quasi-métri-
que (A, C)-quasi-géodésique. Soit N C X un (Cy, Cy)-réseau uniforme. Soit
n : Ry — N une fonction telle que pour tout » > 0 et pour tout x € X le
cardinal de N N B(x,r) est majoré par n(r). Posons C3 = A\ + C + 2C5.

Construisons un graphe G dont ’ensemble des sommets est N en mettant
une aréte entre deux points z,y € N quand = # y et d(z,y) < Cs. Comme
N est uniforme, G est & géométrie bornée. Il n’est pas évident a priori que G
soit connexe. Cependant, on peut définir une application § : N? — [0, +00]
de la facon suivante : si x et y n’appartiennent pas & la méme composante
connexe de G on pose §(z,y) = +o00. Sinon, §(z,y) est égal a la distance
standard dans G entre x et y.

On a clairement d(z,y) < (C3 + C)é(z,y) pour tous z,y € N. Soit
a une (A, C)-quasi-géodésique reliant z a y. Soit N, I’ensemble des points
z € N tels que B(z,C2) N # (0. On a alors o C U, ¢, B(z,C2), et il est
facile de voir (par ’argument de subdivision habituel) que §(z,y) < #N, <
n(A\%d(z,y) + C(A+ 1) + Cy + C). Ceci prouve que G est connexe, et (G, )
est quasi-isométrique a (X, d) par le lemme 1.2.2. O

La proposition 1.4.4 ne sera pas utilisée dans la suite. Son intérét est
surtout théorique : elle permet de dire que pour les espaces quasi-géodé-
siques propres, les propriétés « quasi-homogeéne » et « uniforme a grande
échelle » sont équivalentes @ quasi-isométrie pres, c’est-a-dire que d’une part,
tout espace quasi-homogéne est uniforme a grande échelle ; d’autre part, tout
espace X uniforme a grande échelle est quasi-isométrique a un espace Y quasi-
homogéne. En pratique, il est intéressant d’avoir des résultats plus précis. Par
exemple, si X est une variété riemannienne, peut-on demander que Y soit
une variété riemannienne difféomorphe & X ? Cette question sera résolue par
I’affirmative pour les surfaces planaires au chapitre 2.

Pour terminer, relions les notions de cette section avec les notions habi-
tuelles de géométrie bornée en géométrie riemannienne.

Exemple. Toute variété riemannienne compléte dont la courbure de Ricci
est bornée inférieurement est uniforme a grande échelle. C’est une conséquen-
ce de I'inégalité de Bishop-Gromov.

Par ailleurs, toute variété riemannienne compléte quasi-homogéne a une
courbure sectionnelle bornée (donc une courbure de Ricci minorée) et un
rayon d’injectivité minoré.
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1.5 Notions d’uniforme connexité

Dans cette section, nous partons du probléme suivant : dans quelle mesure
les invariants topologiques « a I'infini » sont-ils des invariants de quasi-isomé-
trie. En guise d’introduction, voici la réponse pour I'invariant le plus simple, le
nombre de bouts. Rappelons que le nombre de bouts d'un espace topologique
X localement compact est la borne supérieure b(X) € [0, +oc] de ’ensemble
des entiers n € N pour lesquels il existe un compact K C X tel que X —Int K
a au moins n composantes non compactes.

Proposition 1.5.1. Le nombre de bouts est un invariant de quasi-isométrie
pour les espaces métriques géodésiques propres.

Preuve. Soient X et Y des espaces métriques géodésiques propres (donc en
particulier localement compacts). On notera d la distance a la fois dans X et
dans Y.

Soient f: X C Y et f:Y — X deux (A, C)-quasi-isométries inverses &

grande échelle, c’est-a-dire telles que pour tout x € X on a d(f(f(z)),z) < C

et pour tout y € Y on a d(f(f(y)),y) < C.Posons § = \2+20A+ A+ C+1.

Par symeétrie, il suffit de montrer que b(X) < b(Y). Soit n < b(X).
Par définition, il existe un compact K C X tel que X — Int K a au moins n
composantes non compactes (c’est-a-dire non bornées, puisque X est propre).

Comme Y est propre, le §-voisinage K’ de I'adhérence de f(K) est com-
pact. Soient C (resp. C') I'ensemble des composantes non bornées du complé-
mentaire de K (resp. K'). Nous allons construire une application 1) surjective
de C' sur C, ce qui prouvera que n < b(Y).

On commence par démontrer un lemme.

Lemme 1.5.2. Soit K C X un compact et v > 0. Soit V une composante
non bornée de X — K. Alors V' contient au moins une composante non bornée
de X — N(K,r).

Preuve. Si ce n’était pas le cas, V N (X — N(K,r)) aurait une infinité de
composantes bornées, de diamétres non uniformément bornés. On en déduit
que N(K,r+2)—N(K,r+1) rencontre encore une infinité de ces composantes.
Soit {z,} une suite de points de N(K,r +2) — N(K,r + 1) telle que pour
n # m, T, et x,, sont dans deux composantes distinctes de X — N(K,7).
Comme X est propre, une certaine sous-suite de {x,} converge vers un point
x tel que r +1 < d(z,K) < r+ 2 et la boule de centre x et de rayon 1/10
rencontre une infinité de composantes de X — N (K, r). Ceci contredit le fait
que X est géodésique. O
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Soient U € C' et y € U. On a

d(f(y), K) > X d(f(f(v)), f(K)) - C
> Ald(z, f(K) - C(1+ A7)
> 1.

En particulier, f(y) appartient au complémentaire de K. Soit 3’ un autre
point de U. On va montrer que f(y) et f(y') sont dans la méme compo-
sante de X — K. Pour cela, considérons un segment géodésique « reliant z
et y. On peut recouvrir a par les boules centrées sur « et de rayon 1, en
extraire un recouvrement fini par compacité, puis appliquer le principe du
lemme 1.3.1 pour obtenir une suite de points ¥ = yo, ¥1, ... , vy, = 3 de « tels
que d(yi, ¥ir1) < 1 et d(y;, f(K)) > d — 1 pour tout i. Par un calcul analogue
au précédent, on a pour tout %

d(f(y:), K) > A+ C +1.
Par ailleurs, on a d(f(y:), f(yir1)) < A+ C. Comme X est géodésique, on
peut relier f(y) & f(y') par une géodésique brisée 3 passant par les points
f(y;). 11 résulte des calculs précédents que 3 évite K.

On peut définir ¢(U) comme la composante de f(y). D’aprés le paragra-
phe précédent, 1(U) ne dépend pas du choix de y et est bien non bornée. I
reste & prouver que 1 est surjective. Soit V' une composante non bornée de
X — K. D’aprés le lemme 1.5.2, V contient au moins une composante non
bornée V' de X — N (K, §+C+1). L’argument précédent utilisant cette fois-ci
la géodésicité de Y montre que si z et 2’ sont deux points quelconques de
V', leurs images par f appartiennent a la méme composante U de Y — K' et
que celle-ci est non bornée. Comme d(f(f(x)),z) < C, on a nécessairement,
f(f(x)) € V, dou V =(U). Ceci prouve la surjectivité de U et termine la
preuve de la proposition 1.5.1. 0

Un des points-clés de I'argumentation a consisté a utiliser 1’existence de
segments géodésiques pour approcher par un chemin continu une suite de
points telle que deux points consécutifs sont proches. Ce principe, appelé
en anglais « connect the dots », fonctionne aussi pour la connexité de rang
supérieur. Nous allons I'utiliser dans des contextes variés. Comme une étude
extensive des notions qui en découlent (en particulier 'uniforme k-connexité
et 'uniforme asphéricité) serait trop longue, nous nous contenterons de don-
ner des définitions générales et quelques lemmes concernant surtout les vari-
étés de petite dimension. Le lecteur désireux d’en savoir plus peut consulter
par exemple |7, 14, 33, 45].
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1.5.1 Uniforme k-connexité

Définition ([24]1D, p. 26). Soit X un espace topologique, k un entier na-
turel et d une quasi-métrique sur X. On dit que (X,d) est uniformément
k-connezxe s’il existe une application o : R, — R, telle que pour tout
k' < k, toute application continue f : S¥ — X se prolonge en une fonction
f: B¥*1 — X telle que diam(f) < a(diam(f)).

Lemme 1.5.3. Soit F' une surface 1-connexe non compacte et h une métri-
que riemannienne compléte sur F. Alors (F,h) est uniformément 1-connezxe
st et seulement s’il existe une fonction o/ : R, — R telle que tout disque
plongé D vérifie diam(D) < o/ (diam(0D)).

Preuve. Supposons que (F, h) est uniformément 1-connexe. Soit D C F un
disque plongé. Alors il existe une application continue f : D? — F de
diameétre au plus a(diam(0D)) dont la restriction & S* a pour image dD.
Comme F' n’est pas compacte, F' privée d’un point n’est jamais 1-connexe.
Ceci prouve que D C f(D?), d’ou diam D < a(diam(dD)).
Réciproquement, supposons qu’il existe une fonction o' : R, — R, telle
que tout disque plongé D vérifie diam(D) < o (diam(9D)). Soit f : S' — F
un lacet. Alors f est homotope & une immersion générique g qui reste dans
le 1-voisinage de I'image de f. L’image de g est un graphe. Chaque circuit
dans ce graphe borde par hypothése un disque plongé de diamétre majoré
en fonction du diamétre de f. Par conséquent, (R, h) est uniformément 1-
connexe. ]

1.5.2 Uniforme asphéricité

Le reste de ce chapitre ne sera pas utilisé avant le chapitre 5. Pour les
résultats concernant les variétés de dimension 3, on utilisera le théoréme de
la sphére, qui est rappelé au chapitre 4.

Définition. Soit X un espace topologique et d une quasi-métrique sur X.
On dit que (X, d) est uniformément asphérique s'il existe une fonction « :
R, — R, telle que pour tout k£ € N, toute application continue f : S¥ — X
se prolonge en une fonction f : B¥ 1 — X telle que diam(f) < a(diam(f)).

Soit M une variété de dimension n et 7 une triangulation de W. Soit
1 <12 < net P un complexe simplicial de dimension 7. Rappelons qu'une ap-
plication f : P — W est dite combinatoire si f(P) C T® et si la restriction
de f a tout i-simplexe de P est un plongement dont ’image est un ¢-simplexe
de 7. Ainsi, on peut voir le nombre de i-simplexes de P comme le nombre de
i-simplexes de f(P) « compté avec multiplicités ». On appelle ce nombre le
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i-volume de f, noté Vol;(f). Dans ce contexte, on utilisera les mots longueur
et atre comme synonymes de respectivement 1-volume et 2-volume.

Le lemme suivant relie le i-volume d’une application & son diamétre pour
la quasi-métrique canonique d7.

Lemme 1.5.4. Soit (M, T) une variété triangulée de dimension n. Soit 1 <
1 <n et P un complexe simplicial connexe de dimension i. Soit f: P — W
une application combinatoire. Alors diam(f) < Vol;(f).

Preuve. Le i-volume de f est minoré par le nombre de i-simplexes de f(P).
Comme chaque i-simplexe est contenu dans un n-simplexe, ce nombre est
minoré par la taille de f(P), qui & son tour est minorée par diam(f(P))
d’aprés le lemme 1.3.3, puisque f(P) est connexe par arcs. O

On se spécialise maintenant a la dimension 3.

Proposition 1.5.5. Soit M une variété de dimension 3 orientable et non
compacte. Soit T une triangulation a géométrie bornée de M. Alors les quatre
propriétés suivantes sont équivalentes :

i. (M,dr) est uniformément asphérique;
it. Il existe une fonction o/ : N — N telle que tout compact K C M
est contenu dans une sous-variété asphérique L C M avec diam L <
o/ (diam K) ;
ii. Il existe une fonction Cy : Ry — Ry telle que toute application combi-
natoire f : S — X s’étend en une application combinatoire f : B> —

X avec Volz(f) < Co(Vola(f)) ;

w. Il existe une fonction Cy : Ry — Ry telle que toute application conti-
nue f : S? — X s’étend en une application continue f : B®> — X avec

diam(f) < Cy(diam(f)).

Preuve. 1l est clair que (ii) implique (i) et que (i) implique (iv). Montrons que
(iv) implique (iii). Soit f : S? — M une application combinatoire d’aire A.
D’apreés le lemme 1.5.4, diam f < A. Soit « la fonction d’uniforme asphérici-
té. On peut supposer que « est croissante. Par conséquent, f est contractile
dans le a(A)-voisinage V' de I'image de f.

Comme T est & géométrie bornée, la taille de V' est bornée en fonction de
A. Cela signifie que V' appartient & un nombre fini de types combinatoires.
Dans chacun de ces types, il y a un nombre fini d’applications combinatoi-
res de S? d’aire A, et pour chacune de ces applications on peut choisir un
prolongement & B?. Le probléme est donc résolu en définissant Cy(A) comme
le maximum des 3-volumes de ces prolongements.

Il reste & montrer que (iii) implique (ii). L’assertion (iii) entraine que mo M
est trivial. Un argument classique basé sur le théoréme de Hurewicz (cf. la



20 CHAPITRE 1. GEOMETRIE A GRANDE ECHELLE

preuve du corollaire 4.1.2) montre que M est asphérique. De méme, toute
sous-variété de M dont le 7y est trivial est asphérique.

Soit, K un compact de M. Soit Y un voisinage régulier de N (K, 0) obtenu
en prenant 1’étoile dans la deuxiéme subdivision barycentrique de 7. Comme
T est & géométrie bornée, il n’y a qu'un nombre fini de types combinatoires
possibles pour Y, dépendant seulement de diam K. En particulier, le nombre
de composantes de dY est majoré par une fonction de diam K.

Si Y est asphérique, on peut prendre L = Y. Sinon, il existe d’aprés le
théoréme de la sphére une 2-sphére plongée S qui ne borde pas de boule d’ho-
motopie dans Y. Comme M est asphérique, il existe une boule d’homotopie
B C M avec 0B = S. Cette boule d’homotopie est unique car par hypo-
thése, M n’est pas une sphére d’homotopie. Au moins une composante U de
M — IntY est contenue dans B. Nous allons maintenant majorer diam U en
fonction de diam K.

A chaque 2-sphére plongée S non homotope 4 zéro dans Y, on associe une
2-sphére singuliére combinatoire qui lui est homotope en poussant S dans le
2-squelette de 7. Choisissons f : S? — Y d’aire (combinatoire) minimale
parmi toutes ces 2-sphéres. Alors il n’y a qu'un nombre fini de possibilités
pour f & homéomorphisme combinatoire prés, donc Voly(f) est majoré par
une fonction de diam K. Par hypothése, f s’étend en une application combi-
natoire f : B® — M de volume controlé, donc également de diamétre controlé
(d’aprés le lemme 1.5.4). Or on a U C f(B?). En effet, pour tout z € U, la
2-sphére plongée S n’est pas homotope a zéro dans M —{z}, donc f non plus,
ce qui montre que x € f(S?). On a bien démontré que diam U est contrélé
par diam K.

Posons Y; = YUU. Si myY; # 0, on répéte la méme construction. Au bout
d’un temps fini et majoré par le nombre de composantes de dY, on obtient
une sous-variété asphérique de diamétre contrélé par diam K. O

Corollaire 1.5.6. Soit M une variété de dimension 3 orientable asphéri-
que. Soit T une triangulation de M invariante par une action de groupe
cocompacte. Alors (M,dy) est uniformément asphérique.

1.5.3 Uniforme représentabilité et profil isopérimétri-
que

Si la variété M n’est pas l-connexe, elle ne peut étre uniformément 1-
connexe. En revanche, on peut affaiblir la définition en demandant que tout
lacet homotope a zéro 1’est avec un controle sur le diamétre. Pour des raisons
techniques, nous utiliserons des inégalités isopérimétriques plutot qu’isodia-
métriques.
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Définition. Soit (M, 7) une variété triangulée. On dit que (M, T) a un profil
1sopérimétrique fini s'il existe une fonction Cy : N — N telle que toute ap-
plication combinatoire f : S' — M homotope & zéro peut étre prolongée en
une application combinatoire f : D> — M telle que Voly(f) < Cy(Voly(f)).

Enfin, on peut exercer un controéle sur la longueur des lacets non homo-
topes a zéro.

Définition. Soit (M, 7) une variété triangulée et ¢ un élément de 7 M. On
dit que a est uniformément représentable s’il existe une constante Cy > 0
telle que pour tout sommet z de 7, il existe un lacet combinatoire o basé en
x, de longueur au plus Cj et représentant un conjugué de a.

Remarque. Le cas particulier qui nous intéresse est celui d’un élément cen-
tral ¢ € m M. Dans ce cas, la classe de conjugaison de a est réduite a {a},
et le lacet « représente a. En d’autres termes, le fait de dire qu’un lacet re-
présente a a un sens indépendamment du point de base choisi pour définir
T M.

Lemme 1.5.7. Soit M une variété de dimension 3 asphérique et non com-
pacte, T wune triangulation o géométrie bornée de M et a un élément de
mM. Si a est uniformément représentable dans (M, T), alors (M,dr) est
uniformément asphérique.

Preuve. Soit Cy > 0 une constante associée a 'uniforme représentabilité de
a. On va démontrer 'assertion (ii) de la proposition 1.5.5, qui est équivalente
a asphéricité uniforme. Le début est le méme que dans la preuve de (iii)
= (ii) de cette proposition. Soit K un compact de M. Soit Y un voisinage
régulier de N(K,0) inclus dans N(K,1). Si Y est asphérique, on a fini. Sinon
le théoréme de la sphére donne une 2-sphére plongée S qui ne borde pas de
boule d’homotopie dans Y. Comme M est asphérique, il existe une boule
d’homotopie B C M dont le bord est S.

Au moins une composante U de W — Int Y est contenue dans B. Or oU
est Cy-quasidense dans U, car sinon il existerait un point x de U tel que tout
lacet passant par x de longueur majorée par C, est contenu dans U, donc
dans la boule d’homotopie B, ce qui contredirait I'uniforme représentabilité
de a. On en déduit une majoration en fonction de diam K du diamétre de la
réunion de Y et de toutes les composantes de W — Int Y qui sont contenues
dans des boules d’homotopie. Appelons L cette réunion. D’aprés le théoréme
de la spheére, L est asphérique. O

Proposition 1.5.8. Soit W une variété de dimension 3 ouverte, orientable,
dont le groupe fondamental est infini cyclique engendré par un élément a.
Soit T une triangulation a géométrie bornée de W. Supposons qu’un groupe
I agit proprement, cocompactement et simplicialement sur (W,T). Alors W
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est asphérique, a est uniformément représentable et (W, T) a un profil isopé-
rimétrique fini.

Preuve. Montrons d’abord que a est uniformément représentable. Par co-
compacité, il existe un sous-complexe fini Y de W tel que pour tout x € W
il existe v € T tel que v 'z € Y. Pour chaque sommet z de Y, on choisit
un lacet combinatoire basé en z représentant a. Soit Cy le maximum des
longueurs de ces lacets. Alors pour tout z € 7%, on peut construire un
lacet basé en = représentant a de longueur au plus Cj en prenant 'image
par l'action d’un élément de I' d’un lacet passant par un sommet de Y. Ceci
prouve que a est uniformément représentable.

Prouvons par I’absurde que W est asphérique. D’aprés le théoréme de la
sphére, si moW # 0, alors il existe une 2-sphére plongée S C W représentant
un élément non trivial de mW.

Si S sépare, appelons Wy, W5 les composantes de W découpé le long de
S. Pour tout ¢, si W; est non compact, alors par représentabilité unifor-
me, Int W; contient un lacet représentant a € mW. Or le théoréme de van
Kampen assure que mW = m; Wi xm Ws. Comme au moins un des W;, disons
W1, est non compact, on en déduit que 71 W5 = 0, donc que W5 est une boule
d’homotopie. Cela contredit le fait que S représente un élément non trivial
de mW.

Si S ne sépare pas, soit W’ la variété obtenue en découpant W le long
de S. D’aprés le théoréme de van Kampen, mW = mW' x Z. A nouveau
par représentabilité uniforme, W' contient un lacet représentant a € m W.
On a encore obtenu une contradiction, donc on a prouvé que mW = 0, et
finalement W est asphérique.

Enfin, le fait que (W,7) a un profil isopérimétrique fini découle de la
cocompacité et du lemme 1.5.4 par 'argument de finitude habituel. O



Chapitre 2

Quasi-isométries des surfaces

Dans ce chapitre, on étudie I’équivalence a quasi-isométrie prées de diverses
notions de géométrie bornée pour les surfaces. La motivation principale pour
la suite est le corollaire 2.1.2, qui sera utilisé au chapitre 3.

2.1 Enoncés des résultats principaux

Soit R une surface, c’est-a-dire une variété de dimension 2 connexe. On
dit que R est planaire si elle n’admet pas de courbe plongée non-séparante.
On dit que R est planaire a linfini s’il existe une sous-surface compacte
K C R telle que chaque composante de R — K est planaire.

Théoréme 2.1.1. Soit R une surface ouverte planaire & l'infini et h une
métrique riemannienne compléte uniforme a grande échelle sur R. Alors R
admet une métrique riemannienne compléte quasi-homogene quasi-isométri-
que a h.

Grace au corollaire 1.4.3, on peut appliquer ce théoréme aux surfaces
planaires quasi-isométriques a des groupes, obtenant le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.2. Soit I' un groupe de type fini. Supposons qu’il existe une
surface ouverte planaire R et une métrique riemannienne compléte sur R
quasi-isométrique a I'. Alors R admet une métrique riemannienne compléte
quasi-homogéne quasi-isométrique a I'.

Les méthodes utilisées pour démontrer le théoréme 2.1.1 permettent aussi
d’obtenir le résultat suivant.

Théoréme 2.1.3. Soit R une surface ouverte et h une métrique rieman-
nienne compléte a courbure minorée. Alors R admet une métrique rieman-
nienne compléte quasi-homogene quasi-isométrique a h.

23
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Remarquons que dans le théoréme 2.1.3, on n’a besoin d’aucune hypothése
sur le rayon d’injectivité (contrairement, par exemple, & O. Attie [1] dans un
contexte analogue).

2.2 Préliminaires

2.2.1 Meétriques riemanniennes et arcs h-minimaux

Soit F' une surface riemannienne compléte & bord strictement convexe.
Par convention, tous les arcs f : I — F' sont supposés propres, c¢’est-a-dire
tels que f~'(0F) = OI. Il en est de méme de leurs homotopies.

Un arc essentiel dans F' est une immersion (propre) qui n’est pas (propre-
ment) homotope a un arc dans 0F. Un tel arc est dit h-minimal s’il minimise
la longueur dans sa classe d’homotopie (propre).

On dit que deux arcs ag, ap sont homotopiquement disjoints s’il existe des
arcs af, a, homotopes respectivement a a; et ay et vérifiant aj Nal, = ().

Proposition 2.2.1 (Freedman-Hass-Scott [15]).
Soit F' une surface riemannienne compléte a bord strictement conveze.

1. Tout arc h-minimal homotope a un arc plongé est plongé.

1. Deuzr arcs h-minimauzr homotopiquement disjoints sont disjoints ou
égauct.

111. Sotent ay,as deux arcs h-minimaux plongés contenus dans un disque
(non proprement) plongé D. Alors a; et as ont au plus un point d’inter-
section.

On notera 7y Uy, 12, ou simplement 7; U 7, la concaténation de deux arcs
(non propres) 7,1, C F' ayant une extrémité commune w.

Soit Y un fermé de F'. On note dy la distance sur Y associée & la structure
de longueur induite par l'inclusion. On appelle cette distance la métrique
intrinséque induite par h. Quand Y n’est pas convexe, elle ne coincide pas
avec la restriction a Y x Y de la fonction distance associée a h. On appelle
diamétre intrinséque de Y le nombre diamgy, Y.

2.2.2 Pseudo-triangulations des surfaces

Soit R une surface et D une décomposition cellulaire de R. Une 0-cellule
est simplement un point. Une 1-cellule est soit un arc plongé, soit une courbe
fermée simple. Dans ce dernier cas, on dit que la 1-cellule est une boucle. La
longueur combinatoire d’une suite finie de 1-cellules est son cardinal. Si f est
une 2-cellule, on peut voir son bord comme une telle suite, d’oil 1a notion de
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périmetre combinatoire. Remarquons que les 1-cellules du bord de f doivent
étre comptées « avec multiplicités ». On dit que f est un n-gone quand son
périmétre combinatoire vaut n. On dit que D est réduite si elle n’admet ni
1-gone, ni 2-gone.

Les pseudo-simplexes de D sont les 3-gones. Par conséquent, D est une
pseudo-triangulation si et seulement si toutes les 2-cellules sont des 3-gones.
Il y a quatre types de 3-gones dégénérés, représentés sur la figure 2.1 : (1)
deux sommets, une boucle et deux arcs; (2) deux sommets, une boucle et un
arc double; (3) un sommet, trois boucles; (4) un sommet, une boucle simple,
une boucle double.

NS S D
F1G. 2.1: Les quatre types de 3-gones dégénérés

Supposons maintenant que la surface R est munie d’'une métrique d. Le
module |D| d’'une décomposition cellulaire D (par rapport a d) est défini par
|D| = sup(longueurs des 1-cellules). On dit que D est uniformément locale-
ment finie s’il existe une fonction n : R, — N telle que pour tout r > 0,
toute boule de rayon r rencontre au plus n(r) cellules.

Définition. Soit D une pseudo-triangulation d’une surface R munie d’une
métrique d. On dit que D est uniforme (par rapport a d) si elle satisfait les
conditions suivantes :

i. DO est un réseau;
ii. D a un module fini;
iii. D est uniformément localement finie.

Remarque. Par (i) et (i), D®) est un réseau uniforme. Cependant, (iii) est
en général plus forte que de demander 'uniformité de D©® (cf. la proposi-
tion 2.3.2 et le contre-exemple correspondant).
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Remarque. Soient O, C, des constantes telles que D soit un (Cy, Cy)-
réseau. Alors les diamétres intrinséques des 1-cellules qui ne sont pas des
boucles sont minorés par 2C;, puisqu’elles contiennent deux points distincts
de N. Par ailleurs, la condition (ii) donne une borne supérieure uniforme sur
les diamétres intrinséques des 2-cellules; en effet, la somme des longueurs des
1-cellules du bord d’une 2-cellule donnée est toujours majorée par 3|D|, donc
le diamétre intrinséque d’une 2-cellule est toujours majoré par 3|D| + 2C;.
En particulier, toute 1-cellule ou 2-cellule qui rencontre un compact K est
contenue dans le (3|D| + 2C,)-voisinage de K.

Lemme 2.2.2. Soit R une surface ouverte, d une métrique sur R et D une
pseudo-triangulation uniforme sur (R, d). Alors D est 4 géométrie bornée.

Preuve. Pour montrer qu'une pseudo-triangulation est a géométrie bornée, il
suffit de vérifier que son 1-squelette est a géométrie bornée, c’est-a-dire qu’il
y a une borne supérieure uniforme sur la valence de ses sommets. L’existence
d’une telle borne est garantie par la condition (iii). O

Lemme 2.2.3. Soit R une surface ouverte, d une métrique géodésique sur R
et D une pseudo-triangulation uniforme sur (R, d). Soit (X, dx) le 1-squelet-
te de D muni de la métrique intrinséque. Alors (X,dx) est quasi-isométrique
a (R, d).

Preuve. Soit N le 0-squelette de D. Par hypothése, N est quasidense a la
fois dans (R,d) et dans (X,dx). Par le lemme 1.2.2) il suffit de majorer
uniformément d(z,y) en fonction de dx(z,y) et réciproquement pour tous
z,y € N.

On a clairement d(z,y) < dx(z,y). Dans l'autre sens, soit £ une géodé-
sique dans R reliant deux points x,y. Notons Dy, ..., Dy les 2-cellules qui
rencontrent £. Vu que D est uniformément localement finie, le nombre & est
majoré par une fonction de d(x,y). Décomposons £ en arcs & U ---U &, on
chaque &; est contenu dans une 2-cellule Dj(;y. On peut remplacer chaque §&;
par un chemin contenu dans dDj;) sans changer les extrémités. En recollant
tous ces chemins et en faisant des courts-circuits pour éliminer les points
doubles, on obtient un arc reliant z & y dans X de longueur majorée par
3k|D). O

Lemme 2.2.4. Soit R une surface et D une pseudo-triangulation non-dégé-
nérée a géométrie bornée. Alors R admet une métrique riemanniene compléte
quasi-homogéne h telle que l’identité entre (R,dp) et (R, h) est une quasi-
1sométrie.

Preuve. Soit d la métrique simpliciale réguliére sur (R, D). La métrique d
est donnée par une métrique riemannienne lisse g dans le complémentaire de
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DO, Comme il n’y a qu'un nombre fini de boules de rayon 1/10 centrées sur
DO 3 isométrie prés, on peut définir une métrique riemannienne compléte
quasi-homogéne h qui coincide avec g en dehors de N(D® 1/10) en lissant
de fagon cohérente les singularités coniques.

Gréce au lemme 1.3.6, il suffit de prouver que (R, h) est quasi-isométri-
que a (R, d). Remarquons que D est uniforme par rapport a chacune de ces
deux métriques. En appliquant le lemme 2.2.3 & chacune des deux métriques,
on se raméne & comparer sur P les métriques intrinséques induites par
respectivement h et d, lesquelles sont quasi-isométriques par construction.

O

Lemme 2.2.5. Soit X une surface et D une décomposition cellulaire a géo-
métrie bornée de X. Il existe une subdivision uniforme de D qui est une
pseudo-triangulation non-dégénérée a géométrie bornée.

Preuve. Tout d’abord on se débarrasse des 1-gones et des 2-gones de la fagon
suivante : on ajoute une O-cellule dans le bord de chaque 1-gone (de sorte
que les 1-gones deviennent des 2-gones), puis on transforme chaque 2-gone en
3-gone en ajoutant une 0-cellule dans son bord. La décomposition cellulaire
obtenue est une subdivision uniforme de D et toutes ses 2-cellules sont des
n-gones avec 3 < n < C pour une certaine constante C'.

Ensuite on subdivise chaque m-gone ¢ en 3-gones en choisissant une 0-
cellule v € Jc et en ajoutant une 1-cellule entre v et chaque 0-cellule dans dc
différente de v et non adjacente a v. Chaque n-gone est ainsi divisé en (n—2)
3-gones, donc la pseudo-triangulation obtenue est encore une subdivision u-
niforme de D.

La derniére étape permet de passer a une pseudo-triangulation non-dé-
générée. On commence par ajouter une (-cellule au milieu de chaque boucle
(1-cellule dégénérée). Soit A un 3-gone dégénéré. Si A est du type (1) ou (2),
on relie par une 1-cellule la nouvelle 0O-cellule a la O-cellule opposée a la
boucle. Si A est du type (3), on relie les trois nouvelles O-cellules deux par
deux. Si A est du type (4), on fait la méme chose que pour le type (3); 'une
des nouvelles O-cellules est double, donc I'une des trois nouvelles 1-cellules
est en fait une boucle [. Cette boucle appartient & deux nouveaux 3-gones
dégénérés A;, Ay de type (1). Subdivisons | en ajoutant une O-cellule z au
milieu et relions x aux 0-cellules opposées a [ dans A; et Ay. On a réussi a
subdiviser A en six 3-gones non-dégénérés en rajoutant quatre O-cellules et
six 1-cellules. En effectuant cette opération pour chaque 2-cellule dégénérée,
on obtient une pseudo-triangulation non-dégénérée qui est une subdivision
uniforme de D. O

Remarque. Quitte a subdiviser un peu plus, on pourrait méme obtenir une
vraie triangulation, mais cela ne sera pas utile dans la suite.
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En combinant les lemmes 2.2.4 et 2.2.5, on obtient le résultat suivant, qui
sera utilisé au chapitre 5.

Proposition 2.2.6. Soit X une surface. Soit D une décomposition cellu-
laire a géométrie bornée de X. Alors X admet une métrique riemannienne
compléte quasi-homogene h telle que l'identité entre (X, dp) et (X, h) est une
quasi-tsométrie.

2.3 Résultats sur les pseudo-triangulations

Théoréme 2.3.1. Soit (R, h) une surface riemannienne compléte ouverte.
Soit N un réseau dans (R, h). Il existe toujours une pseudo-triangulation D
de R de module fini par rapport a h et dont le 0-squelette est égal a N.

La preuve de ce théoréme est technique et sera donnée dans la section 2.4.
Quand le réseau N est uniforme, on s’attend a ce que la pseudo-triangulation
D soit uniforme. La proposition suivante montre que c’est bien le cas sous
certaines hypothéses topologiques ou géométriques.

Proposition 2.3.2. Soit (R, h) une surface riemannienne compléte ouverte.
Supposons que R est planaire a l'infini ou que la courbure de h est minorée.
Soit D une pseudo-triangulation quelconque de R. Si D est de module fini et
si DO est un réseau uniforme, alors D est uniformément localement finie,
donc uniforme.

Contre-exemple. Choisissons une infinité de disques D; deux a deux dis-
joints de rayon 1 dans E2. Soit L,, une surface riemannienne compléte ob-
tenue en remplagant chaque D; par une surface de genre ¢ et de diamétre
au plus 10. Alors aucune pseudo-triangulation de X ne peut étre uniformé-
ment localement finie. Cela illustre la nécessité des hypothéses de la propo-
sition 2.3.2. Topologiquement, L,, est un « monstre du Loch Ness » infini, la
surface non planaire a I'infini la plus simple.

Passons & la preuve de la proposition 2.3.2. Voici pour commencer un
lemme général qui nous servira aussi dans la section 2.4.

Lemme 2.3.3. Soit (F,h) une surface riemannienne compléte (éventuelle-
ment & bord). Notons d la distance associée. Soient C' un réel positif et Y C F
une partie fermée C-quasidense. Soit & C F une courbe plongée qui évite Y et
sépare F' en deux sous-surfaces fermées Fy, Fy. Alors on a les deuz propriétés
suivantes :

i. Pour i€ {1,2} fizé, si F;NY =0 alors & est C-quasidense dans F;.

i. SIFINY #£Q et FbNY #0, il eristex; € FINY et xy € FoNY tels
que d(z1,29) < 2C.
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Preuve. L’assertion (i) est une conséquence immédiate de la quasi-densité
de Y. Pour démontrer I’assertion (ii), remarquons que la compacité de &
entraine que la distance entre Fi NY et F5 NY est réalisée par un couple
(x1,22) C (FANY) x (F,NY). Silon avait d(z1,22) > 2C, le milieu d’une
géodésique minimisante reliant x; et z, serait a distance > C de F', ce qui
contredit nos hypothéses. O

Preuve de la proposition 2.3.2. Soit N le 0-squelette de D et A son module.
Commencons par le cas ol R est planaire a I'infini. Sans perte de généralité,
on suppose que R est planaire. Il faut majorer le nombre de cellules qui
peuvent rencontrer une boule métrique en fonction du rayon de cette boule.
Pour les O-cellules, 'hypothése que N est uniformément discret donne le
résultat demandé. Si I’on trouve une majoration uniforme pour les 1-cellules,
on a gagné puisque toute 1-cellule rencontre au plus deux 2-cellules distinctes.

Vu qu’une 1-cellule qui rencontre une boule B(xz,r) est contenue dans
B(z,7 + A), on a réduit le probléme a I’affirmation suivante :

Affirmation. Il existe une fonction C' : R, — N telle que pour tout r» > 0
et pour tout € R, le nombre de 1-cellules contenues dans B(x, ) est majoré
par C(r).

Pour démontrer I'affirmation, considérons une boule B(z, ). Soit £ ’en-
semble des 0-cellules de D contenues dans B(z, 7). Par hypothése, le cardinal
de L est borné indépendamment de z. Génériquement, B(z, ) est une surface
planaire compacte. En rajoutant chaque composante de R — B(x,r) qui est
un disque topologique ne contenant aucun point de N, on obtient une sous-
surface Z. D’aprés le lemme 2.3.3, Z est contenue dans B(z,7 + Cy), ou Cy
est une constante telle que N est Cy-quasidense.

Soit C ’ensemble des applications o : I — Z vérifiant :

i. La restriction de v & |0, 1] est un plongement ;

ii. 1g(a) < A;

iii. a(I)NN =«a({0,1}).

Deux éléments de C sont dits proprement homotopes s’ils sont homotopes
a travers des éléments de C. Il y a au plus une 1-cellule de D dans chaque
classe d’homotopie propre (sinon D contiendrait un 2-gone). On est donc
ramené & majorer le nombre de classes d’homotopie propres d’éléments de C.

Pour cela, il suffit de majorer le nombre de composantes de bord de la
surface planaire Z. Le lemme 2.3.3 nous dit que chaque composante de R— 7
contient un point y € N tel que d(z,y) < r + 2C5. Puisque N est unifor-
me, le nombre de tels points y est uniformément majoré. Cela démontre

Iaffirmation, et donc la proposition 2.3.2 dans le cas o R est planaire a
I’infini.
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Pour traiter le cas ou (R, h) est a courbure minorée, on observe que 1’ar-
gument, ci-dessus marche & condition de donner en outre une majoration
uniforme du genre de la surface Z. Une telle majoration est donnée par la
formule de Gauss-Bonnet a partir de la minoration de la courbure et de la
majoration du diamétre de ~Z. O

Avant de prouver le théoréme 2.3.1, montrons comment en déduire les
résultats annoncés dans 'introduction de ce chapitre.

Preuve des théorémes 2.1.1 et 2.1.3.

Commencons par prouver le théoréme 2.1.1. Soit donc R une surface ouverte
planaire a I'infini et A une métrique riemannienne compléte uniforme a grande
échelle sur R. Par définition de 'uniformité a grande échelle, (R, h) admet
un réseau uniforme N.

Le théoréme 2.3.1 implique que (R, h) admet une pseudo-triangulation D
de module fini dont le 0-squelette est V. D’aprés la proposition 2.3.2, D est
uniforme. En particulier, d’aprés le lemme 2.2.2, D est & géométrie bornée.

Le lemme 2.2.3 dit que (R,h) est quasi-isométrique au l-squelette de
D, lequel est lui-méme quasi-isométrique a (R, dp) d’aprés le lemme 1.3.5.
La proposition 2.2.6 permet de conclure que h est quasi-isométrique a une
métrique riemannienne compléte quasi-homogeéne.

Pour prouver le théoréme 2.1.3, il suffit de se rappeler que la borne infé-
rieure sur la courbure implique I’existence d’un réseau uniforme. Le reste de
la preuve est inchangé. O

2.4 [Existence de la pseudo-triangulation

2.4.1 La surface trouée R(N)

Dans toute cette section, (R,h) est une surface riemannienne ouverte
compléte munie d'un (Cy, Cy)-réseau N. On cherche a construire un graphe
plongé dans R, dont I’ensemble des sommets est N, et qui sera le 1-squelette
de la pseudo-triangulation.

Pour des raisons techniques, on commence par remplacer chaque point z €
N par un petit disque topologique et on travaille dans le complémentaire de la
réunion des intérieurs de ces disques. Pour assurer I'existence de géodésiques
dans la surface trouée, il faut perturber la métrique pour la rendre strictement
convexe.

Précisément, choisissons pour chaque x € N un triplet de nombres réels
(ri(z), ro(z), r3(x)) tel que 0 < 7 (z) < ro(z) < r3(z) < min(Cy/2,inj(z)), o
inj(z) est le rayon d’injectivité de h en x. Posons D, = B(z,ry(x)), Cy, = 0D,
et A, = B(x,r3(z)) —Int B(x,r;(x)). Perturbons A en la multipliant par une
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fonction plateau a support dans A, de sorte que C, est strictement convexe
dans R — Int D, et appelons hy la métrique perturbée.

Posons R(N) = R — J,cn Int(D,). Le bord de R(N) est la réunion dis-
jointe des cercles C,, donc R(N) a un bord strictement convexe pour hy.
On peut choisir ro suffisamment petit pour qu’il y ait une borne supérieure
uniforme Cj3 sur les hy-longueurs des cercles C,.

Notons d la fonction distance sur R(NN) induite par hy. Il existe des
constantes C7,CY > 0 telles que d(Cy, Cy) > C] pour tous z # y et OR(N)
est C’)-quasidense dans R(N). A partir de maintenant, nous allons travailler
dans Iespace métrique géodésique (R(NV),d).

2.4.2 Premiére étape

Définition. Un graphe géodésique est une collection E d’arcs h-minimaux
dans (R(N), hy) appelés arétes. On dit que E est plongé si chaque aréte est
plongée et deux arétes distinctes sont disjointes. On dit qu’il est réduit si
deux arétes distinctes ne sont jamais homotopes. Le module de E, noté |E|,
est la borne supérieure des longueurs de ses arétes. Les E-composantes sont
les composantes connexes de R(N) — |J E.

Comme pour les décompositions cellulaires, il y a une notion de périmétre
combinatoire d’une F-composante (qui peut étre infini). On appelle n-gone
une E-composante 1-connexe dont le périmétre combinatoire vaut n.

Si E, E' sont deux graphes géodésiques, on dit que E’ est une extension
de Fsi EC E'.

Proposition 2.4.1. Posons Cy = 2CY. 1l existe un graphe géodésique plon-
gé réduit Ey dans R(N) tel que |Ey| < Cy et chaque Ey-composante est
1-conneze.

Preuve. L’idée de la preuve est trés simple : soit £ une liste de toutes les
classes d’homotopie libre non triviales dans R(N) qui admettent un repré-
sentant plongé. On dit qu’un arc a tue une classe [£] € L si a n’est pas
homotopiquement disjoint de &.

On pourrait croire qu’en prenant les éléments de £ dans un ordre arbi-
traire et en les tuant un par un en ajoutant des arcs h-minimaux, on obtient
un graphe géodésique plongé de module fini. Cependant il semble difficile de
prouver que le graphe obtenu est bien plongé; aussi notre approche est-elle
un peu différente.

On dit qu’'un arc essentiel a annihile [£] si son nombre d’intersection
(algébrique) modulo 2 avec £ est 1 (cette propriété est indépendante du choix
de £ dans sa classe d’homotopie). Si a annihile [£], alors a tue [£]. Soit L' =
[€1],[€2] - - . une liste de tous les éléments de £ qui peuvent étre annihilés.
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Nous allons construire un graphe géodésique plongé réduit Ey tel que chaque
élément de L' est annihilé par une aréte de Fy. Nous montrerons ensuite
qu’en fait tous les éléments de £ sont tués.

Le graphe Ej est construit par récurrence. Considérons I’ensemble de tous
les arcs qui annihilent [£;]. Par un argument de compacité standard basé sur
le théoréme d’Ascoli et le fait que tous ces arcs rencontrent &;, cet ensemble
contient un arc a; de longueur minimale. Il est clair que a; est h-minimal.

Supprimons de la liste £’ toutes les classes qui sont annihilées par a;.
Prenons la premiére classe [£,,] sur la liste qui n’est pas annihilée par a;.
Choisissons un arc as de longueur minimale parmi tous les arcs qui annihilent
[€n,] et continuons la construction par récurrence. On obtient une suite {a, }
d’arcs h-minimaux, ce qui définit un graphe géodésique E,. Remarquons que
si deux arcs a,, et a,, sont homotopes, ils annihilent les mémes classes. Par
conséquent, Fj est nécessairement réduit.

Supposons qu'il existe une classe [£] € L qui n’est tuée par aucune aréte
de E,. Alors ¢ sépare R(N), car sinon il existerait un lacet rencontrant &
en exactement un point, & partir duquel on construit facilement un arc qui
annihile &. Soient U,V les composantes de R(N) découpé le long de &£. Si
U et V contenaient chacun une composante de R(N), un arc reliant ces
composantes annihilerait [£]. On peut donc supposer par exemple que U ne
rencontre pas OR(N). En particulier, U est compact d’aprés le lemme 2.3.3.

Comme U ne peut pas étre un disque, U a au moins une anse (orientable
ou non-orientable). Soit & C U une courbe non-séparante. Alors [¢'] apparait
sur la liste £/, donc il existe une aréte a de Fyy qui annihile [£']. Par hypothése,
a ne tue pas &, ce qui entraine que V contient un arc homotope a a. Cela
contredit le fait que a tue &'

Pour terminer la preuve de la proposition 2.4.1, on doit encore montrer
que les arétes de Ej sont plongées, deux a deux disjointes et de longueur au
plus 04.

S’il existe n tel que a, n’est pas plongé, on écrit a, = 1 Uz 12 Uy 13
ou z est un point multiple arbitraire. Par construction, il existe une classe
[&,] telle que a, est de longueur minimale parmi les arcs qui annihilent [£].
Choisissons le représentant &, en position générale par rapport a a,. Par
hypothése, #(&, N a,) est impair. Si #(£, N ne) était pair, #(&, N (n U n3))
serait impair, donc en lissant 7; U 13 on obtiendrait un arc plus court que
a, et tuant [£,]. C’est une contradiction, donc en fait #(&, N 7e) est impair.
Par symeétrie, on peut supposer que lg(n;) < lg(ns). En lissant n; U n Un; !,
on obtient un arc plus court que a, et qui annihile [¢,], d’ou & nouveau une
contradiction.

Si deux arétes a,,a,, se coupent en un point w, l'intersection doit étre
transverse, puisque ce sont des géodésiques (au sens riemannien). Ecrivons
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an, = M Uy o et a,, = 13Uy, ns. Quitte & changer les indices, on peut supposer
que 73 n’est pas plus long que les autres 7;, d’ou en particulier lg(ns) < lg(n,)
et 1g(ns) < lg(ne). Soit [£,] une classe telle que a,, est de longueur minimale
parmi les arcs qui annihilent [£,]. Supposons par position générale que &, est
self-transverse et évite w. Alors en comptant les points d’intersection de &,
avec 1, et 12, on voit qu’exactement un des arcs 73 U 7, et 13 U ny annihile
[£,]- On obtient donc une contradiction en lissant ’arc adéquat. Nous avons
démontré que le graphe Ej est plongé. Remarquons que le méme argument
prouve le lemme suivant.

Lemme 2.4.2. Soit a,, une aréte de Ey. Alors l'inégalité
min(1g(m), 1g(12)) < mind(C:, w)

est vraie pour toute décomposition a, = 1Ny Uy 7o.

Remarque. En particulier, pour tout w € a,, un des deux sous-arcs 7, 7>
minimise la distance entre ses extrémités.

Il reste & prouver que |Ey| < Cy. Soit a,, une aréte de Ej. Ecrivons a,, =
M Uy M2, Ol w est le milieu de a,,. Comme OR(N) est C)-quasidense, w doit
étre Cl-proche d’une composante C, de OR(N). Par conséquent, le lemme
ci-dessus implique que w est C)-proche d’une des extrémités de a,. Comme
w est le milieu de a,, on en déduit 1g(a,) < 2C% = C,. Cela termine la preuve
de la proposition 2.4.1. O

2.4.3 Deuxiéme étape

Le but de cette étape est d’ajouter suffisamment d’arétes au graphe Ej
pour que les composantes du complémentaire soient topologiquement des
disques ouverts et aient un diamétre uniformément borné. Comme le fait
d’ajouter des arétes dans une composante 1-connexe la découpe en compo-
santes 1-connexes, nous allons nous restreindre dans la suite aux graphes E
tels que toutes les F-composantes sont 1-connexes. Cette restriction n’est pas
essentielle, mais simplifie certains énoncés.

Soit F un tel graphe géodésique. Soit X une E-composante. Il est possible
que I'adhérence X de cette composante ne soit pas 1-connexe, car elle peut
contenir des lacets & un coté ou des lacets & deux codtés dont chaque coté
appartient 3 X. Pour éviter ce probléme, on considére 'image réciproque de
X dans le revétement universel de R(N) : comme X est simplement connexe,
cette image réciproque est la réunion d’une infinité d’exemplaires de X. Soit
X une composante de cette image réciproque et X Tadhérence de X.

Si X est compacte, 0X est topologiquement un cercle, consistant en une
réunion d’arcs agUcgUa;UcU. . .Ua,Uc, recollés a leurs extrémités, ou les arcs
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a; se projettent sur des arétes de E et les arcs ¢; sur des sous-arcs de OR(N).
On appelle les a; arcs-frontieres et les ¢; arcs de bord. Topologiquement,, X est
un disque. Si X est non compacte, ¢’est un disque privé d’un nombre fini ou
infini d’arcs du bord. Chaque composante de 0X est dans ce cas homéomor-
phe 4 R et posséde une décomposition similaire ...Ua {Uc_{UagUcoUaU. ..
en arcs-frontiéres et arcs de bord.

Dans toute la suite, on munit X de la métrique intrinséque venant du
relevé de hy.

Lemme 2.4.3. Soit E un graphe géodésique plongé réduit et X une E-
composante 1-conneze. Alors 0X est Cl-quasidense dans X.

Preuve. Tout point x € Int X se projette sur un point y € X. Il existe un
chemin ¢ C R(N) de longueur au plus C} reliant y & AR(N). Soit € le relevé
de £ partant de x. Si £ coupe une aréte a € F, 5 coupe un relevé de cette
aréte, qui est inclus dans dX, donc d(z,0X) < C}. Sinon, £ reste dans X et
la méme conclusion est vraie. O

Lemme 2.4.4. Soit E un graphe géodésique plongé réduit tel que toutes les
E-composantes sont 1-connezes. Soit a un arc proprement plongé dans R(N)
qui ne rencontre aucune aréte de E. Soit X la E-composante qui contient a.
Supposons que a n'est pas paralléle rel OR(N) dans X a un arc dans OR(N).
Alors :

1. L’arc a est essentiel.

i. Soit a un arc h-minimal homotope d a. Sia n’est pas paralléle rel OR(N)
dans X a une aréte de E, a est contenu dans X et en ['ajoutant a F,
on obtient un graphe géodésique plongé réduit.

Preuve. Pour démontrer 1'assertion (i), observons que comme a n’est pas
paralléle rel OR(N) dans X & un arc dans OR(N), a n’est pas paralléle a
un arc dans OR(N), car si c’était le cas, la région produit ne pourrait pas
contenir d’aréte de E (puisque chaque aréte de E est essentielle).

Prouvons maintenant I’assertion (ii) : d’aprés la proposition 2.2.1, 3 est
plongé et ne coupe aucune aréte de E. Si 3 n’était pas contenu dans X,
il serait disjoint de a, et lui serait donc paralléle. En examinant la région
produit, on voit comme au paragraphe précédent que a serait homotope a
une aréte de F, contredisant nos hypothéses. Par conséquent, a est bien
contenu dans X. Encore par le méme argument, il ne peut étre homotope &
une aréte de E. Cela suffit pour conclure qu’en ajoutant a & E, on obtient
un graphe géodésique plongé réduit. O
Proposition 2.4.5. Il existe des constantes Cs, Cg > 0 et un graphe géodé-
sique plongé réduit E' tel que |E'| < Cs et pour chaque E'-composante X, X
est homéomorphe a un disque et son diametre intrinséque vaut au plus C.
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Preuve. Commencons par une esquisse de la preuve : le point de départ est
le graphe Ey donné par la proposition 2.4.1. On construit par récurrence
transfinie une famille croissante de graphes Ex. A chaque étape, on choisit
une composante X et on décompose X en arcs-frontiéres a,, et arcs de bord
¢, comme expliqué ci-dessus. On trouve deux arcs de bord c,,,c,, tels que
ny —ng > 1 et il existe un arc vy de longueur controlée les reliant dans
X. Cependant, la borne sur lg(7y) dépend a priori des longueurs des arcs-
frontiéres voisins. Comme on veut itérer la construction, il faut distinguer
soigneusement les arétes de Ej des nouvelles arétes. La stratégie consiste a
choisir un arc-frontiére, disons ag, que nous appelerons « I’arc rouge », et a
trouver une collection d’arcs de coupure v, .. ,7, suffisamment éloignés de
ap et qui découpent X en p~+1 composantes dont I'une a un diamétre controlé
et de facon a ce que les autres aient seulement un arc de coupure dans leur
bord. Quand & une étape ultérieure de la récurrence on cherche a découper
I’'une de ces composantes, on choisit comme arc rouge cet arc de coupure.

Posons C5 = 204 + 2Cy et Cg = 3C5 + 2C5 + C4 + 1. Tous les graphes
FE\ que nous allons construire auront les propriétés suivantes : si yp < A, E)
est une extension de E,; le module de E) vaut au plus Cs et pour toute
FE\-composante X, soit le diamétre intrinséque de X est majoré par Cj, soit
X admet au plus un arc-frontiére qui n’est pas déja une aréte de Ey (I'arc
rouge).

Il est clair que Ej a toutes ces propriétés. Si A est un ordinal limite, on
pose FE\ = <A E,. 1l nous reste a expliquer comment on construit Ey,; a
partir de F).

Prenons une E)-composante X qui soit n’est pas compacte, soit a un
diamétre intrinséque plus grand que Cy. Par hypothése de récurrence, il y a
au plus un arc rouge, et s’il y en a un, on numérote X de fagon a ce que
ce soit ag. Notons U l'arc c_; U ag U ¢y et x,y ses extrémités. Considérons
le voisinage métrique Y = N (U, Cs) C X pour la métrique intrinséque sur
X. Par hypothése, ¥ # X. Soit F un petit voisinage de Y dans X inclus
dans N (U, Cs+1) et qui est une surface planaire compacte connexe. Soit v la
composante de OF qui rencontre 9X. Il est clair que v contient U. De plus,
~ ne remplit pas 8X, car alors on aurait diam(X) < Cs + C) + 1 d’apres le
lemme 2.4.3.

On peut décomposer (y —U) U {z,y} en 7y U UpU---UE 1 Uy,
ou y; C 0X et & C X - N(U, Cs). Or d’aprés le lemme 2.4.3, tout point de
la réunion des &; est Ci-proche de dX . Soient Zi, ..., 24 les composantes de
Padhérence de dX N N(,C4) — U. Chaque 7; est contenu dans un certain

(@)
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Considérons le graphe (abstrait) G dont les sommets sont les Z; et ou il
y a une aréte entre Z; et Zj si et seulement si N(Z;,C5) N N(Z, C5) n’est
pas inclus dans N (U, C5). On a le lemme suivant :

Lemme 2.4.6. Pour tout i, Zju et Zji1) sont dans la méme composante
connexe de G.

Preuve. La preuve est la méme que celle du lemme 1.3.1 en utilisant le fait
que &; est connexe et disjoint de N (U, Cs). O

Appelons W la réunion de tous les a, et ¢, qui ne sont pas contenus dans U
et rencontrent la réunion des N(Z;, C}). Notons W1, ... , W, les composantes
de W. Chaque Z; est contenu dans un certain Wy;.

Lemme 2.4.7. Etant donnés des indices j,j' tels qu’il y a une aréte de G
entre Z; et Zy, soit on a k(j) = k(j'), soit il existe des arcs de bord c, C Wi
el ¢ C Wiy tels que In —m| > 2 et un arc h-minimal de longueur < Cs
reliant c,, a c,, dans X.

Preuve. Par hypothése, il existe un point z € X tel que d(z,2Z;) < C4,
d(z,Zj) < Cy et d(z,U) > Cs. Supposons que k(j) # k(j'). Alors il existe un
arc b de longueur < 2CY reliant Z; & Z;i. Les extrémités de b se trouvent soit
sur des arcs-frontiéres, soit sur des arcs de bord. En étendant b le long du bord
si nécessaire, on obtient un arc b’ de longueur au plus 2C% + 2C,; = Cj reliant
un certain ¢, C Wy & un certain c,, C Wy(;»y avec n # m. Si |n —m| < 2,
I’arc recherché est a,. Sinon il suffit d’appliquer le lemme 2.4.4. O

En combinant les deux lemmes précédents, on arrive a la conclusion sui-
vante : quitte a réindexer les Wy, il existe une suite finie bf,... ,b] avec les
propriétés suivantes :

i. Chaque b} est un arc h-minimal de longueur majorée par Cs ;

ii. W, contient z, W, contient y et pour tout 4, b} relie des arcs de bord
Cn@i) C Wi et Cpy C Wiga.

Il reste I’éventualité que certains b} se coupent. Ce probléme est résolu
par le lemme suivant.

Lemme 2.4.8. Quitte a réindexer a nouveau les Wy, il existe une suite
1., bl satisfaisant les deux propriétés ci-dessus, et telle que de plus les
b! soient deuz & deuz disjoints.

Preuve. Soit bY,...,bY une suite finie satisfaisant les deux propriétés ci-
dessus. On définit une notion de complexité en considérant le couple (s, 7n),
ordonné lexicographiquement, oul s est le cardinal de la suite et n la somme
des longueurs de ses termes.
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Soit bY,...,b! une suite de complexité minimale. Nous allons montrer
par 'absurde que les b} sont deux a deux disjoints.

Supposons donc qu’il existe 1 < j tels que by N b} # (. Alors d’apreés la
proposition 2.2.1(iii), b; et b} se coupent en un seul point w, et de facon
transverse. Soient di, ds, d3,d4 les arcs reliant w a respectivement Cy,(;), Cmgi),
Cn(j) €t Cm(y)- S1j —¢ > 1, on peut trouver une suite de cardinal < s en
remplacant b par un arc h-minimal homotope & d; Udy (reliant c(n;) & C(m;))
et en supprimant chaque b} pour i < k < j. On en déduit que j =i+ 1 et
q(é) = p(j)-

Silg(dy) > lg(ds), remplagons b par un arc h-minimal homotope & d; Uds.
Sinon, remplagons bf par un arc h-minimal homotope & d2 Ud,. Dans chaque
cas, la suite d’arcs obtenue a le méme cardinal et un 7 plus petit, contredisant
I’hypothése de minimalité. 0J

Comme diam X > (g, il y a au moins un arc de coupure parmi les b!.
En projetant ces arcs de coupure dans X, on obtient des arcs h-minimaux,
et d’aprés le lemme 2.4.4, le graphe géodésique E),; obtenu en rajoutant ces
arcs a F) est plongé et réduit. Il a donc toutes les propriétés requises.

La construction doit s’arréter pour un certain ordinal dénombrable \g.
Le graphe E), a la propriété supplémentaire que toutes les F) -composantes
ont un diamétre intrinséque majoré par Cs. On peut donc poser E' = E), et
la preuve de la proposition 2.4.5 est terminée. O

Remarque. On peut représenter cette construction par un arbre 7" avec un
sommet distingué, dont les arétes sont étiquetées par des ordinaux, de fagon
a ce que la propriété suivante soit satisfaite : quels que soient les sommets z, y
de 7', la suite finie d’ordinaux obtenue en lisant les étiquettes sur la géodési-
que reliant x a y est soit strictement croissante, soit strictement décroissante,
soit d’abord strictement décroissante, puis strictement croissante, le mini-
mum étant atteint exactement deux fois. Cet arbre est le 1-nerf du recouvre-
ment de X par les adhérences des E’-composantes. (cf. la remarque suivant
le lemme 1.3.1).

On peut en déduire que X muni de la métrique intrinséque associée a d
est quasi-isométrique & T'. En effet, soient x,y des points de X — UE' et v
une géodésique reliant x et y. Soit n le nombre de points d’intersection de y
avec F'. I’argument d’échange habituel montre que v minimise ce nombre
parmi les arcs reliant = et y, ce qui signifie que n est la distance dans 7" des
points associés a xz,y. Comme toutes les E’-composantes ont un diameétre
intrinséque majoré par Cg, on a lg(y) < Cgn. Pour avoir une inégalité dans
Pautre sens, on remarque que la distance entre deux arcs de E’ est minorée
par une constante strictement positive, sauf si les ordinaux associés sont
identiques. D’aprés le paragraphe précédent, cela se produit au plus une fois
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sur le chemin entre = et y.
Cette remarque est inutile pour la preuve du théoréme 2.3.1, mais sera
cruciale dans la section 3.4 du chapitre 3.

2.4.4 Fin de la preuve

Proposition 2.4.9. Il existe un graphe géodésique plongé réduit E" tel que
|E"| < Cg et toutes les E"-composantes sont des 3-gones.

Preuve. Le graphe E' donné par la proposition 2.4.5 est réduit, ce qui impli-
que qu’aucune E’-composante n’est un 1-gone ou un 2-gone.

Soit X une FEs-composante de périmétre combinatoire strictement supé-
rieur & 3. On écrit comme précédemment 0X = apUcgUaUc U. . .Ua,—1Uc,_1.
Choisissons une suite finie d’arcs deux a deux disjoints bs, ... , b,_o telle que
pour tout 7, b; relie ¢y & ¢;. Projetons ces arcs dans X et choisissons un arc
h-minimal b; dans la classe d’homotopie du projeté pour chaque ¢. D’apreés
la proposition 2.2.1, les arcs b; sont plongés et deux a deux disjoints. Par
ailleurs, leurs diamétres sont majorés par le diamétre intrinséque de X, donc
par Cg. Les b; découpent X en 3-gones. En effectuant la méme opération
pour chaque E,-composante, on obtient un graphe E” vérifiant les propriétés
demandées. O

Pour obtenir une pseudo-triangulation de R, il suffit de relier chaque
extrémité de chaque aréte de E” au centre du D, correspondant. Le module
de cette pseudo-triangulation est fini, en fait majoré par Cs+2C. Ceci achéve
la, démonstration du théoréme 2.3.1.

2.5 Conclusion

En rassemblant divers résultats de ce chapitre, on peut donner une ré-
ponse assez compléte a la question de I’équivalence a quasi-isométrie prés des
différentes notions de géométrie bornée pour les surfaces.

Soit (R, h) une surface riemannienne ouverte compléte. On considére les
propriétés suivantes :

(R) R admet une métrique riemannienne compléte quasi-homogéne quasi-
isométrique a h.

(C) R admet une métrique riemannienne compléte a courbure minorée
quasi-isométrique a h.
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(D) R admet une décomposition cellulaire & géométrie bornée D telle que
(R, dp) est quasi-isométrique a h.

(T) R admet une pseudo-triangulation non-dégénérée a géométrie bornée
D telle que (R, dp) est quasi-isométrique a h.

(U) (R, h) est uniforme a grande échelle.

Théoréme 2.5.1. Les propriétés (R), (C), (D) et (T) sont équivalentes et
impliquent (U). Si R est planaire a Uinfini, (U) implique les autres propriétés.

Preuve. On a déja vu au chapitre 1 que (R) implique (C) et que (C) implique
(U). D’autre part 'implication (T) = (D) est triviale et la réciproque est
donnée par le lemme 2.2.5. Le théoréme 2.1.3 dit que (C) implique (R) et le
théoréme 2.1.1 que (U) implique (H) si R est planaire a U'infini.

Pour conclure, on remarque que dans la preuve du théoréme 2.1.3, on
passe par (T) pour montrer que (C) implique (H). On a donc en fait montré
que (C) implique (T) et que (T) implique (H). O

Terminons par quelques commentaires. Le fait que (C) est équivalent a
(T) permet de traduire des problémes de quasi-isométries de surfaces depuis
le cadre riemannien vers le cadre combinatoire et vice-versa. Cela nous sera
trés utile au prochain chapitre.

La question de savoir si (U) implique encore (H) quand R a du genre a
I'infini n’est pas simple, car il y a plusieurs facons de la poser. Par exemple
la surface L,, du contre-exemple suivant la proposition 2.3.2 est quasi-iso-
métrique & E?, donc au « monstre du Loch Ness infini régulier » L, défini
de facon analogue, mais en remplacant cette fois chaque disque D; par un
tore & un trou avec une métrique fixée. On voit donc que L,, et L, sont
d’une part diffétomorphes, d’autre part quasi-isométriques, mais il n’existe
aucun difféfomorphisme qui soit en méme temps une quasi-isométrie! En fait
la surface la plus simple dans cette classe de quasi-isométrie est encore E2,
donc la question n’a peut-étre aucun intérét. (Par exemple, tout groupe a un
bout est quasi-isométrique & une métrique compléte quasi-homogeéne sur le
monstre du Loch Ness infini.)

Il serait intéressant de généraliser le fait que (C) implique (R) en dimen-
sion supérieure. On peut formuler de nombreuses conditions analogues a (C)
en imposant des bornes sur la courbure sectionnelle, la courbure de Ricci, le
rayon d’injectivité... et il n’est pas clair du tout qu’elles soient équivalentes
a quasi-isométrie pres.
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Chapitre 3

Groupes et surfaces

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se pose la question suivante : étant donné une surface
non compacte R, quels groupes de type fini sont quasi-isométriques a une mé-
trique riemannienne compléte sur 7 La question n’est intéressante que si R
a une topologie simple. Nous obtenons une réponse compléte dans le cas des
surfaces 1-connexes :

Théoréme 3.1.1. Soit I un groupe de type fini. Alors ' est quasi-isométri-
que a une surface riemannienne compléte 1-connexe a bord vide ou géodésique
st et seulement si I' est virtuellement le groupe fondamental d’une surface
compacte (éventuellement & bord). Plus précisément, on a :

. I' est quasi-isométrique a un plan riemannien complet si et seulement
st I' est un groupe de surface virtuel.

1. I' est quasi-isométrique a une surface riemannienne complete 1-con-
nexe a bord géodésique non vide si et seulement si I' est virtuellement
libre.

La partie (i) de ce théoréme est la caractérisation des groupes de surface
virtuels qui sera utilisée au chapitre 5. B. Bowditch a obtenu une preuve
totalement différente de ce résultat [7].

Les groupes qui sont virtuellement le 7; d’une surface compacte se ré-
partissent en cinq classes de quasi-isométrie : groupes finis, groupes virtu-
ellement Z2, groupes virtuellement le m; d’une surface fermée hyperbolique,
groupes virtuellement Z, groupes virtuellement libres de rang > 2. Chacun
de ces groupes est quasi-isométrique a une surface riemannienne compléte,
1-connexe sans bord ou a bord géodésique. Ceci découle du fait que deux
groupes commensurables sont quasi-isométriques et du lemme 1.2.1 appliqué

41
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a l'action du groupe sur le revétement universel de la surface muni d’une
métrique invariante.

La partie difficile de la preuve du théoréme 3.1.1 consiste donc & prouver
qu’un groupe quasi-isométrique a une surface 1-connexe (R, h) est virtuelle-
ment un groupe de surface. D’aprés le chapitre 2, on peut supposer (R, h) a
géométrie bornée. Le but de ce chapitre est de démontrer les deux proposi-
tions suivantes :

Proposition 3.1.2. Soit I' un groupe de type fini quasi-isométrique a un
plan riemannien complet quasi-homogeéne. Alors I est virtuellement Z% ou R
est quasi-isométrique ¢ H2.

Cette proposition est originellement diie & G. Mess [41]. La preuve que
nous allons en donner a la section 3.3 est entiérement différente et plus simple.

Proposition 3.1.3. Soit R une surface non-compacte 1-connezxe a bord non
vide. Soit D une pseudo-triangulation non-dégénérée de R. Alors tout groupe
de type fini quasi-isométrique o (R, dp) est virtuellement libre.

Cette proposition sera démontrée & la section 3.4. Pour terminer cette
introduction, nous prouvons le théoréme 3.1.1 en admettant les proposi-
tions 3.1.2 et 3.1.3.

On a déja vu que la condition est suffisante. Pour montrer qu’elle est
nécessaire, considérons un groupe [' quasi-isométrique a une surface rieman-
nienne compléte 1-connexe (R, h) a bord vide ou géodésique. Si R est com-
pacte, T est fini, c’est-a-dire virtuellement 7, (S?), donc le résultat est vrai.
Supposons donc R non-compacte.

Si OR = ), R est un plan. D’aprés le corollaire 2.1.2, on peut supposer que
(R, h) est quasi-homogéne. On applique alors la proposition 3.1.2. Si T" est
quasi-isométrique & H2, ' est hyperbolique au sens de Gromov et son bord
est homéomorphe & S!. Le groupe I' admet donc une action de convergence
uniforme sur S'. Le théoréme des groupes de convergence |57, 17, 9] dit que I"
est virtuellement le groupe fondamental d’une surface fermée hyperbolique.

Si OR # 0, la preuve du théoréme 2.3.1 prouve que h est quasi-isométri-
que & une pseudo-triangulation non-dégénérée sur R. On applique alors la
proposition 3.1.3 pour conclure.

Remarque. Dans le théoréme 3.1.1, I’hypothése que la métrique est a bord
géodésique n’est pas essentielle. On peut se contenter de conditions beaucoup
plus faibles, pourvu qu’on puisse appliquer les méthodes du chapitre 2 pour
se ramener & une pseudo-triangulation non-dégénérée.
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3.2 Préliminaires

3.2.1 Groupes a croissance polynomiale

Soit I' un groupe de type fini et S une partie génératrice finie de I'. La
fonction croissance de T' (relativement & S), notée Vi, est la fonction qui &
tout entier naturel n associe le cardinal de la boule de centre I’élément neutre
et de rayon n pour la métrique des mots associée & S. On dit que I est &
croissance superpolynomiale si pour tout D > 0 il existe Cp > 0 tel que
Vr(n) > CpnP pour tout n € N. On dit que T est & croissance polynomiale
d’ezposant D € N §'il existe C > 0 tel que C~'n? < Vr(n) < CnP pour tout
n € N. Ces propriétés sont indépendantes du choix de la partie génératrice
S et invariantes par passage a un sous-groupe d’indice fini.

Posons I'y =T et pour tout ¢ > 1, [';;; = [[,T;]. On rappelle que T est
nilpotent si la suite I'; est stationnaire. Pour les deux résultats qui suivent,
une référence utile est [56].

Théoréme 3.2.1 (M. Gromov [21]). Soit T un groupe de type fini. Alors
soit I' est a croissance superpolynomiale, soit I' est virtuellement nilpotent.

Addendum 3.2.2 (H. Bass [2]). Tout groupe nilpotent T est 4 croissance
polynomiale d’exposant D =2 ir;, ot 1; est le rang de I'; /T 4.

3.2.2 Dimension isopérimétrique

On va définir la notion de dimension isopérimétrique pour les groupes et
pour les variétés riemanniennes. Afin d’unifier les définitions, on utilise les
notations suivantes :

Si (R, h) est une variété riemannienne et 2 C R un domaine borné dont
le bord est suffisamment lisse, on note |§2| son aire et |0€2| son périmétre.

Si I est un groupe de type fini et 2 est une partie finie de I', on note ||
le cardinal de 2 et on pose

N={geQ|3g' el -Q, ds(g,9") =1}

Cette définition dépend du choix de S, mais pas la notion suivante :

Définition. La dimension isopérimétrique d’un groupe I' (resp. d’une va-
riété riemannienne (R, h)) est la borne supérieure de ’ensemble des D > 0
pour lesquels il existe C'p > 0 tel que I'inégalité

9P/ < Cplon)

est vraie pour toute partie finie de I' (resp. tout domaine borné a bord suffi-
samment lisse de R).
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Lemme 3.2.3 (Cas particulier du « lemme d’Ahlfors » [25], 6.9).
Soit (R, h) une variété riemannienne compléte de dimension n conformément
équivalente a E™. Alors la dimension isopérimétrique de (R, h) est inférieure
ou €égale a n.

Proposition 3.2.4. Soient D > 2 un entier, I' un groupe et (R,h) une
variété riemannienne compléte quasi-homogéne quasi-isométrique a I'. Sup-
posons qu’il existe une constante C > 0 telle que Vr(n) > CnP pour tout
n € N. Alors la dimension isopérimétrique de (R, h) est supérieure ou égale
aD.

Preuve. D’apreés le théoréme 1 de [10], ' a une dimension isopérimétrique
supérieure ou égale & D. Il résulte des lemmes 4.2 et 4.5 de [32] que la
dimension isopérimétrique de (R, h) est égale a celle de T. O

3.2.3 Lemme du demi-minimum et principe de Bloch

Lemme 3.2.5 (Lemme du demi-minimum, cf. [23], p. 256).

Soit (X, d) un espace métrique complet et h : X — R une fonction telle que
x +— 1/h(z) est localement majorée. Soit x un point de X tel que 0 < h(z) <
1. Alors il existe un point 2’ € X tel que d(x,2') < 2, h(z') < h(z) et pour
tout y € X, si d(y,a’) < £+/h(a’) alors h(y) > th(z'). Un point vérifiant
cette derniére propriété est appelé un demi-minimum.

Preuve. On raisonne par ’absurde. Supposons qu’il n’existe aucun point =’
ayant toutes ces propriétés. En particulier, x lui-méme n’est pas un demi-
minimum. II existe alors z; € X tel que d(z1,z) < 2/h(z) et h(z1) < $h(z).
Le point z; n’étant pas non plus un demi-minimum, il existe xs tel que
d(ze,x1) < % h(z1) et h(zs) < %(xl) On en déduit d(z,z2) < ﬁ + % <2
et h(zz) < th(z).

On obtient ainsi par récurrence une suite de Cauchy {z,} vérifiant les
inégalités d(z,2,) < 2 et h(z,) < zh(z). Comme X est complet, {z,}
converge vers un point au voisinage duquel la fonction A prend des valeurs
arbitrairement proches de zéro, ce qui est contraire aux hypothéses. O

Lemme 3.2.6 (cf. [23], p. 255).

Soient (X, gx) et (V,gv) des surfaces riemanniennes complétes. Supposons
que X est quasi-homogeéne et que Isom(V') est cocompact. Soit ¢ : X — V
une application conforme. Définissons une fonction p: X — R en posant
gx = pictgy. S'il eriste une suite de points x,, € X telle que u(x,) — 0, il
eriste une application conforme f :E? — V.
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Preuve. Appliquons le lemme du demi-minimum & la fonction y pour chaque
ZTp- On obtient une suite y, vérifiant

lim p(y,) = 0
1 1
Vye X  dx(y,yn) < 3 w(yn) = ply) > §u(yn)-

Comme X est quasi-homogéne, il existe des constantes r, A et pour tout n
une carte conforme ¢,, : B(0,7) — X tels qu’on ait ¢,,(0) = y,, ||Dd,(0)|| =1
et SuPgep(or) | Ddn(a)l| = 1/2A.

Posons B, = B(0,\/\/1(y,)) C E?. Alors pour tout n suffisamment
grand pour qu’on ait 24/u(y,) < r, on peut définir une application z, :
B, — B(0,r) en posant z,(a) = p(yn)a. On utilise ensuite la cocompacité
de Isom(V') : en postcomposant ¢ avec des isométries de V', on obtient des
applications conformes ¢, : X — V telles que pour tout n, ¢,(y,) appartient
a un compact fixe K C V. Finalement on pose f, = ¢, o ¢, 0 z,.

On a besoin d’une majoration de sup ||Df,||. On va I’obtenir en majorant
indépendamment ||De,||, ||Don|| et ||Dzy||-

D’abord on voit que || Dz, (a)|| = p(yn) et ||Dén(z.(a))|| < 1/2X pour tout
a € B,. Ainsi, si a € By, on a ¢n(2,(a)) € B(yn, 31/1(yn)) et la propriété de
demi-minimum dit que z(¢n(2n(a))) > 244(yn)- Or ¢, est la composée d’'une
isométrie de V' avec ¢, cette derniére étant conforme de dilatation 1/u, d’ou
|| Den(dn (20 (@) < 2/1(yr). On en déduit :

IDfa(@)]l < [[Den(dn(zn(@))] - 1Ddn(za (@) - [[Dza(a)]
1

(yn) 2\

< 14(Yn)

IA
> =

Par conséquent, pour n fixé, la suite { fp}pZn obtenue en restreignant
chaque f, a B, est équicontinue sur B, et pour tout p on a fp(O) € K
et |Df,(0)]] = 1. On peut donc appliquer le théoréme d’Ascoli, qui dit
que {f,}p>n admet une sous-suite convergente. Par extraction diagonale, on
construit une suite d’applications conformes g, : B, — V qui converge u-
niformément sur les compacts vers une application ¢ : E2 — V. Il est bien
connu que g doit étre conforme ou constante, mais la derniére possibilité est
éliminée par le fait que ||Dg(0)|| = lim || Dg,(0)|| = 1. O

3.2.4 Un dernier lemme utile

Lemme 3.2.7. Soit V une variété riemannienne compléte quasi-homogéne.
Pour tout A > 0 il existe T(A) > 0 tel que pour tout x € V, le volume de
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B(z,7(A)) est strictement supérieur a A.

Preuve. Soit a > 0 une borne inférieure sur les volumes des boules de rayon 1
et n(A) € N tel que A < n(A)a. Il n’y a qu’a choisir 7(A) assez grand pour
que toute boule de rayon 7(A) contienne au moins n(A4) + 1 boules disjointes
de rayon 1. Par exemple, 7(A) = 3n(A) + 1 fait affaire. O

3.3 Le cas sans bord

Passons a la preuve de la proposition 3.1.2. Soit I" un groupe et (R, h) un
plan riemannien complet quasi-homogéne quasi-isométrique a I'. D’aprés le
théoréme d’uniformisation de Riemann, (R, h) est conformément équivalent
soit & E2, soit & H2.

Supposons que (R, h) est conformément équivalent & E?. Alors d’aprés le
lemme 3.2.3, la dimension isopérimétrique de (R, h) est inférieure ou égale a 2.
Elle n’est donc pas supérieure ou égale a 3, ce qui implique (par la contraposée
de la proposition 3.2.4 pour D = 3) qu'’il n’existe pas de constante C' >
0 telle que Vr(n) > Cn?® pour tout n € N. Le groupe I' n’est donc pas
a croissance superpolynomiale. D’aprés le théoréme 3.2.1, I' est virtuelle-
ment nilpotent, donc a croissance polynomiale d’un certain exposant D < 2.
D’aprés I’addendum 3.2.2, T' est virtuellement Z, Z? ou le groupe trivial.
D’aprés la proposition 1.5.1, I' a un bout. Par conséquent, I' est virtuelle-
ment Z2.

Dans toute la suite, on suppose que (R, h) est conformément équivalent a
H? et que I" n’est pas virtuellement Z?2. Pour simplifier les notations, notons
ds? la métrique hyperbolique sur H? et considérons une métrique rieman-
nienne quasi-homogéne conforme h = p2ds? telle que (H?, h) est quasi-iso-
métrique a I'. Notons d la distance hyperbolique et dj, la distance induite par
h. Le but est de montrer que (H?, d) et (H?, d;,) sont quasi-isométriques.

On commence par appliquer le lemme 3.2.6 en posant

(X, 9x) = (H?,h)
(V,gv) = (H?, ds?)
Cc= IdH2.

Comme le théoréme de Liouville interdit 1’existence d’une application con-
forme f : E2 — H?, on en conclut que p est minorée par une constante
strictement positive. Cela donne une majoration de d en fonction de dj,.
Pour avoir une inégalité dans l'autre sens, on va a nouveau utiliser le lemme
du demi-minimum.
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Etant donnés z € H2, p > 0, on note D(z, p) le disque hyperbolique de
centre z et de rayon p, A(z, p) l'aire de ce disque pour la métrique h, C(z, p)
son bord, I(p) (resp. L(x, p)) son périmétre pour ds? (resp. pour k). (Comme
ds? est homogene, [(p) est indépendant de x, mais L(z, p) peut-étre pas.)

A part 'homogénéité, la seule propriété de la métrique hyperbolique dont
nous aurons besoin est le fait suivant.

Fait. Il existe une constante positive Ry telle que p < R, implique I(p) <
20p.

Etant donnés x € H? et A > 0, on note r(x, A) la borne inférieure des
nombres p > 0 tels que A(z, p) > A. Pour A > 0 fixé, la fonction z — r(z, A)
vérifie 'hypothése demandée dans le lemme du demi-minimum, & savoir que
xz+— 1/r(z, A) est localement majorée.

Lemme 3.3.1. Fizons A > 0. Si 0 < r < Ry et A(z,r) < A, il existe
p € [r/2,r] tel que L(z, p) < 10v/A.

Preuve. On raisonne par ’absurde. Si le lemme n’est pas vrai, I'inégalité de
Cauchy-Schwarz et le fait ci-dessus prouvent que pour tout p € [r/2,7], on

a:
2
100A < (/ uds) Sl(p)-/ p? ds
C(z,p) C(=,p)

< 20p- / p? ds.
C(z,p)

En divisant par p et en intégrant le résultat entre r/2 et r, on obtient :

100A/ @ < 20A(z,r) < 20A
r/2 Y

5ln2 < 1.

0

Lemme 3.3.2. Fizons A > 0. Si inf{r(z,A) | x € H*} = 0, il existe une
courbe fermée de longueur < 800v/A bordant un domaine d’aire > A.

Preuve. Appliquons le lemme du demi-minimum & la fonction z +— r(z, A).
On trouve z4 tel que 74 = r(z4,A) < Ry et pour tout z, d(z,z4) < % TA
implique r(z, A) > %r 4. Choisissons x4 de sorte que 74 < i\/ﬁ. Alors pour
tout © € D(xa,2r4) et tout r <74, on a A(z,r) < A.

D’aprés le lemme 3.3.1, on peut a chaque point z tel que d(z,z4) = 74
associer un nombre p(z) € [r4/4,74/2] vérifiant L(z, p(z)) < 10v/A. Soit z;
un point de C(z4,74). Alors C(z1, p(x1)) et C(xa,74) se coupent en deux
points (voir figure 3.1). Soit x5 un de ces deux points d’intersection.
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Alors C(z1, p(x1)) ne peut pas étre extérieur a C(z2, p(z2)). S'il lui était
interieur, on aurait p(z1) < p(x2)/2, ce qui est impossible. Ces deux cercles
sont donc sécants. On peut poursuivre la construction, obtenant des points
x3, x4 ete. jusqu’a ce que C(z,, p(z,)) recoupe C(z1, p(x1)). On a

4 T4

nra Zp(a:z) < (ra) <2074,
=1

d’ou lon déduit n < 80. En recollant les arcs extérieurs des C(z;, p(x;)), on
obtient une courbe de longueur au plus 800v/A qui borde un domaine d’aire
au moins A. O

Lemme 3.3.3. Il eriste une constante Ay > 0 telle que inf{r(z, Ay) | z €
H?} > 0.

Preuve. Dans le but d’obtenir une contradiction, prenons une suite 4; — +o0o
telle que inf{r(z, A;) | = € H?} = 0. Le lemme 3.3.2 nous donne une suite de
|69, |2
. ‘Ql| . .
aires sont mesurées a l’aide de la métrique h).
Supposons qu’il existe une constante C' > 0 telle que

domaines €; avec borné et |€2;| — +o00. (Ici toutes les longueurs et les

QP < C09
pour tous les domaines bornés. Alors il existe une constante C' > 0 telle que
%3 < C1o] < C" ]2,

ce qui contredit le fait que |{2;| — +oc.

L’inégalité isopérimetrique du paragraphe précédent n’est donc pas vraie.
La proposition 3.2.4 dit alors que I' n’est pas a croissance au moins cubique.
Comme expliqué dans le cas euclidien, il en résulte que I' est virtuellement
Z?, ce qui contredit ’hypothése faite plus haut. O

Fin de la preuve de la proposition 3.1.2.

Posons 19y = min(Ry,inf{r(z, Ay) | z € H?}). En utilisant le lemme 3.3.1,
on définit une fonction p : R — [ro/2,r] telle que A(zx,p(z)) < Ay et
L(z,p(x)) < 10v/Aq pour tout x € H2 Notons pour simplifier C(z) =

C(z, p(z))-
Soient x,y des points quelconques de H? et v une géodésique hyperboli-
que passant par x et y. On va construire une suite finie x4, ... ,z, de points

de v telle que z; = z, z, = y et deux C(x;) consécutifs sont sécants. Pour
cela, on pose x1 = x, et pour 2 > 1, z; sera I'un des deux points d’intersection
entre v et C(z;—1) (voir fig. 3.2). Si l'on regarde  de fagon a ce que z soit
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a gauche de y, on peut décrire le choix fait & chaque étape en disant qu’on
prend le point « de gauche » ou « de droite ».

Si C(x) et C(y) sont sécants, il n’y a rien a faire. S’ils sont extérieurs, on
choisit toujours le point de droite. Pour un certain m, C(z,,—1) est extérieur
a C(y) et pas C(x,). La condition sur les rayons assure que C(y) et C(z,,)
sont sécants. Si C'(z) et C(y) sont disjoints, mais pas extérieurs, on choisit
d’abord le point de gauche jusqu’a ce que C(z,,) soit extérieur a C(y), puis
le point de droite jusqu’a obtenir un cercle qui coupe C(y). Dans tous les
cas, le nombre de points nécessaires est borné en fonction de d(z, y).

On peut maintenant relier z et y par un chemin o U SU § ou « (resp. §)
est une h-géodésique minimisant la longueur parmi les arcs reliant x a un
point de C'(z) (resp. y & un point de C(y)) et 8 C |JC(x;). Chaque C(z;) a
une longueur inférieure & 10\/Ay. La h-longueur de 3 est donc majorée par
une fonction de d(z,y).

On est donc ramené au probléme suivant : étant donné un point z € H?,
trouver un majorant de la h-distance entre z et C(x, p(x)) qui ne dépende
pas de z. J’affirme que le lemme 3.2.7 résoud ce probléme.

En effet, soit 79 = 7(Ap) la constante donnée par ce lemme. Supposons
par ’absurde que tous les points de C(z, p(x)) sont distants de x de plus de
To- Soit z un point de la h-boule de centre z et de rayon 7. Si z & D(x, p(x)),
un argument de connexité montre qu’il existe une h-géodésique minimisante
entre = et z qui coupe C(z, p(z)). Soit u un point d’intersection. Alors on a
dp(z,u) < 719, ce qui est absurde.

Nous venons de prouver que la h-boule de centre z et de rayon 7y est
contenue dans D(z, p(z)), mais l'aire de ce dernier est inférieure a A,. Cette
contradiction termine la preuve de la proposition 3.1.2. 0

3.4 Le cas a bord

La preuve de la proposition 3.1.3 est basée sur le lemme suivant.

Lemme 3.4.1. Soit R une surface non-compacte 1-conneze a bord non vide.
Soit D une pseudo-triangulation non-dégénérée de R et d la métrique sim-
pliciale réquliére associée. Supposons que (R,d) est quasi-isométrique & un
groupe. Alors OR est quasidense dans (R, d).

Comme la démonstration de ce lemme est assez technique, nous allons
d’abord montrer qu’il implique la proposition 3.1.3. Pour cela, considérons
un groupe I' quasi-isométrique a (R, d). D’aprés le lemme 1.3.6, T' est é-
galement quasi-isométrique & (R, dp). Notons N l’ensemble des 0-cellules
de D appartenant a OR. Le lemme 3.4.1 implique que N est quasidense.
Perturbons la métrique de facon a la rendre lisse & 'intérieur de R et que
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chaque point x € N soit remplacé par un arc de bord convexe. Nous sommes
a présent dans la situation de la section 2.4. La proposition 2.4.5 appliquée
a R vue comme une unique composante l-connexe donne un graphe géo-
désique plongé qui découpe R en morceaux de taille uniformément bornée.
D’aprés la remarque suivant cette proposition, (R, d) est quasi-isométrique
a un arbre. Par conséquent, [' est quasi-isométrique a cet arbre, donc un
groupe hyperbolique dont le bord est de dimension 0. Il est bien connu qu’un
tel groupe est nécessairement virtuellement libre [20].

Passons a la preuve du lemme 3.4.1. On note encore d la distance dans
I. Par hypothése, il existe des constantes \',C’' > 0 et des (X, C')-quasi-
isométries f : [ — R, f : R — I inverses a grande échelle, c’est-a-dire

telles que pour tout g € I' on a d(f(f(g)),9) < C' et pour tout x € R on a
d(f(f(z)),z) < C".
Lemme 3.4.2. [ existe des constantes \,C > 0 telles que :

i. Quels que soient z,y € R, il existe une (A, C)-quasi-isométrie fy, :
R — R telle que fy(x) est C-proche de y.

ii. Quel que soit x € R, il existe une (N, C)-quasi-géodésique oy, telle que
x est dans le C-voisinage de .

Preuve. L’idée est que (i) et (ii) sont des versions a grande échelle de cer-
taines propriétés que I' vérifie parce que c’est un groupe, a savoir : ' agit
transitivement sur lui-méme par isométries et pour tout g € I' il existe une
géodésique dans le graphe de Cayley de I" qui passe par g. Ainsi, les propriétés
a grande échelle correspondantes sont satisfaites dans n’importe quel espace
métrique quasi-isométrique a I'.

Par exemple, pour montrer (i), on voit que si z,y sont deux points de
Ret h: T — I une isométrie qui envoie f(z) sur f(y), alors f o ho f est
une quasi-isométrie qui envoie z prés de y. Un calcul facile montre que les
différentes constantes ne dépendent que de X et C'. La preuve de (ii) est
similaire. ]

L’idée du lemme suivant est diie a B. Bowditch (cf. [7]).

Lemme 3.4.3. (R,d) est uniformément 1-conneze.

Preuve. On doit trouver une fonction p : Ry — R telle que tout lacet v C R
borde un disque singulier de diamétre au plus p(diam+). Le lemme 1.5.3
montre qu’il suffit de travailler avec des lacets plongés. Nous allons montrer
que la fonction

p(r) = +1)+CA+1)

fait I’affaire.
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Supposons que ce n’est pas le cas. Alors il existe un nombre > 0 et un
disque plongé Q tel que diam 02 = r et diam 2 > p(r).

Soit z un point de 2 tel que d(z,0Q) > p(r)/2. D’aprés le lemme 3.4.2(ii),
il existe une (A, C')-quasi-géodésique o, qui rencontre B(z,C). On peut sup-
poser que «, est continue. Elle doit donc rencontrer 02 en au moins deux
points x1 = a(t1) et zo = g (t2), ol t1 et ty sont tels qu’il existe ¢y € [t1, o]
vérifiant d(ay(tg),z) < C. Or a, est une quasi-géodésique, donc

2(p(r) — C)

tg—tlz(tg—t0)+(to—t1)2 A

On en déduit que

2(p(r) = C) = CA
\2
ce qui contredit le fait que diam 02 = r. O

d(ze,21) >

>,

Lemme 3.4.4. A toute (i1, D)-quasi-isométrie h : R — R on peut associer
une (p, D')—quasi-isométrie continue h' : R — R telle que h(z) et h'(x)
soient D'-proches pour tout x € R, ot la constante D' ne depend que de p, D
et de la fonction p.

Preuve. On construit A’ par extensions successives sur les i-squelettes de la
pseudo-triangulation. On peut poser A’ = h sur le 0-squelette. Puis on définit
h' sur le 1-squelette en envoyant chaque 1-cellule sur un arc géodésique. Enfin
on utilise le lemme 3.4.3 pour définir A’ sur le 2-squelette. Un calcul facile
montre que la constante D' = 2(u+1)p(2u+2D) +2pu+ D + 2 convient. [

Lemme 3.4.5. [ existe une fonction € : Ry — Ry telle que pour tout
D > 0, toute application continue h : S' x {0,1} — R telle que h(t,0)
et h(t,1) sont D-proches pour tout t € S' admet une extension continue
h:S'x I — R satisfaisant diam h(t x I) < €(D) pour tout t € S*.

Preuve. Similaire a celle du lemme 3.4.4 en utilisant une triangulation de
StxI. O

Preuve du lemme 8.4.1. Supposons par contradiction qu’il existe un point
x € R tel que d(x,0R) > 6, ou 0 est a déterminer. Soit y un point quelconque
de OR. D’apres le lemme 3.4.2(i), il existe une (A, C')-quasi-isométrie f;, qui
envoie = dans B(y, C). Soit f,, un inverse & grande échelle de f,,. Quitte
a augmenter les constantes, on peut supposer que f;, et fx,y sont, continues
(grace au lemme 3.4.4).

Soit U un disque topologique contenant B(f,,(z), A\(C + 1) + C) et tel
que diamU < p(2A(C + 1) + 2C). Comme d(y, foy(x)) < C, le disque U

rencontre OR. Cela entraine que chaque composante de R — U est 1-connexe.
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Soit © un grand disque tel qu’on ait z € Q et d(x, 92) > §. Choisissons §
assez grand pour que (6 —C)/A > diam U. Alors le lacet f,,(0€2) évite U. Du
fait que chaque composante de R—U est 1-connexe, f,,(0Q) borde un disque
singulier V' disjoint de U. Pour tout z € V on a d(f;,(z),2) > AM(C+1)+C,
d’ott d(f,,(2),7) > 1. Cela prouve que f,,(fs,(09)) est homotope & zéro
dans R — {z}.

Définissons h : S! x {0,1} — R par hy = 0Q et hy = fr,(f2,(00)).
Le lemme 3.4.5 fournit une homotopie entre 0 et f,,(fz,(9Q)) telle que le
diameétre de h(t x I) est majoré par €(C) pour tout ¢ € S*. Si on choisit §
plus grand que ¢(C), cette homotopie évite nécessairement x, et on obtient
la contradiction recherchée. O
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Fic. 3.1:

Fic. 3.2:
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Chapitre 4

Rappels sur les variétés de
dimension 3

4.1 Généralités

Sauf mention explicite du contraire, toutes les surfaces et variétés de
dimension 3 sont supposées lisses et connexes. Les applications f : FF — M
et leurs homotopies sont supposées propres, c’est-a-dire vérifiant f~'(OM) =
OF. Dans certains énoncés, nous nous limiterons aux variétés orientables
pour simplifier. Nous utiliserons le terme surface singuliére pour désigner
une application (propre) d’une surface vers une variété de dimension 3. Une
sous-variété est une sous-variété a bord de codimension 0.

Pour cette section et la suivante, la référence générale est [27].

Définition. Soit M une variété de dimension 3. On dit que M est irrédu-
ctible si toute sphére plongée dans M borde une boule.

Soit M une variété de dimension 3 orientable et f : ' — M une surface
singuliére orientable. Supposons que F' n’est pas une sphére. On dit que f est
incompressible si f, : mF — m M est injective; sinon elle est compressible.
De méme, f est 0-incompressible si f, : m(F,0F) — m (M, 0M) est injective
et 0-compressible sinon. Il résulte du théoréme du lacet que si F' est plongée
dans M, F' est compressible si et seulement s’il existe un disque plongé D
dans M tel que DN F = 0D et 0D n’est pas homotope & zéro dans F'. De
méme, F' est J-compressible si et seulement s’il existe un arc o C F', un arc
B C OM et un disque D C M tels que 0D = aU B, DN M = « et a n’est
pas homotope dans F' & un arc de JF. Une sous-variété V. C M est dite
incompressible si chaque composante de 0V est incompressible dans M. Par
le théoréme de van Kampen, cela implique que 7V — w1 M est injective.

)
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Définition. On appelle variété de Haken toute variété de dimension 3 com-
pacte, orientable et irréductible qui contient une surface plongée compacte,
orientable, incompressible.

Remarquons qu’avec les définitions ci-dessus, tout disque proprement
plongé dans une variété M est incompressible. Ainsi, toute variété M com-
pacte, orientable, irréductible dont le bord n’est pas vide est de Haken. En
particulier, c’est le cas de B3.

Théoréme 4.1.1 (Théoréme de la sphére [44, 61]). Soit M une varié-
té de dimension 3 orientable telle que mo M est non trivial. Alors M contient
une sphére plongée non homotope a zéro.

Corollaire 4.1.2. Soit M une variété de dimension 3 orientable. Supposons
que M est non-compacte, ou & bord non vide, ou de 7 infini. Alors si M est
wrréductible, M est asphérique.

Preuve. Soit M le revétement universel de M. Comme M est irréductible, le
théoreme de la sphére implique que mM = 0, d’ot moM = 0. Les hypothéses
impliquent que M est non compacte ou a bord non vide, d’ou H;(M) = 0
pour tout 7 > 3. Par conséquent, le théoréme de Hurewicz permet d’affirmer

que M, et donc M, sont asphériques. O

La réciproque du corollaire 4.1.2 est impliquée par la conjecture de Poin-
caré. Comme cette conjecture est toujours ouverte, on appelle sphére d’homo-
topie une variété de dimension 3 fermée dont le 7; est trivial. Le théoréme
de décomposition en somme connexe a la conséquence suivante :

Lemme 4.1.3. Soit M wune variété de dimension 3 compacte, orientable,

asphérique. Alors il existe une sphére d’homotopie S et une variété compacte,
orientable, irréductible N telles que M = S#N.

Cette différence potentielle entre variétés asphériques et variétés irrédu-
ctibles rend non trivial le résultat suivant :

Théoréme 4.1.4 (Théoréme de la sphére équivariante). Soit M une
variété de dimension 3 orientable irréductible. Alors tout revétement de M
est wrréductible.

Le théoréeme de la sphére équivariante a d’abord été prouvé par W. Meeks,
L. Simon et S.-T. Yau [40] en utilisant des surfaces minimales. Puis M. Dun-
woody [11] et W. Jaco et H. Rubinstein [29]| en ont donné des preuves com-
binatoires. Enfin les deux derniers auteurs [28] ont simplifié leur approche
en utilisant la notion de surface PL minimale. Au chapitre 6, en généralisant
cette notion au cadre des orbifolds, nous obtiendrons une version pour les
orbifolds du théoréme de la sphére équivariante, dont la version pour les va-
riétés est un corollaire. Les surfaces PL minimales jouent également un grand
role au chapitre 5.
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Pour conclure cette section, nous énongons le théoréme du cceur compact,
que nous utiliserons dans la suite du présent travail.

Théoréme 4.1.5 ([47]). Toute variété M de dimension 3 dont le groupe
fondamental est de type fini admet un ceeur compact My, c’est-a-dire une
sous-variété compacte telle que application m My — m M induite par 1'in-
clusion est un isomorphisme. Si M est irréductible, on peut choisir My irré-
ductible. L’inclusion de My dans M est alors une équivalence d’homotopie.

4.2 Variétés de Seifert

Si (e, B) est un couple d’entiers premiers entre eux, 0 < 8 < «, on
définit le tore solide fibré T (c, ) comme le quotient du cylindre D? x I par
Iidentification de D?x {0} avec D?x {1} via ’'homéomorphisme z + e™#/® 2,
muni du feuilletage en cercles par les images des intervalles {2} x I. Les feuilles
de ce feuilletage sont traditionnellement appelées fibres.

Une variété de Seifert est une variété de dimension 3 munie d’un feuille-
tage en cercles oul chaque feuille a un voisinage isomorphe & un tore solide
fibré. Plus précisément,

Définition. Soit M une variété de dimension 3 orientable. On dit que M
est une variété de Seifert, ou admet une fibration de Seifert si M est une
réunion de cercles disjoints appelés fibres, tels que chaque fibre posséde un
voisinage saturé homéomorphe a un tore solide fibré de type T'(«, 3) par un
homéomorphisme envoyant fibre sur fibre.

Soit M une variété de Seifert et f une fibre. Si on peut choisir @ = 1
dans la définition ci-dessus, on dit que f est ordinaire. C’est toujours le cas
si f C OM. Sinon, on dit que f est exceptionnelle ; le nombre « est alors bien
défini et appelé ordre de f.

On appelle base d’une fibration de Seifert 'espace des feuilles. Munie de
la topologie induite par la projection canonique, c’est une surface. On peut
méme lui donner une structure d’orbifold [55, 49] pour laquelle I'image d’une
fibre exceptionnelle d’ordre « est un point conique d’ordre «, mais ce point
de vue ne jouera pas un grand role dans la suite.

Le théoréme suivant est di & F. Waldhausen [60] dans le cas Haken et a
P. Scott [50] dans le cas petit.

Théoréme 4.2.1. Sotent M et N des variétés de dimension 3 fermées,
orientables, irréductibles. St N est de Seifert et 1M est isomorphe ¢ m N,
alors M est homéomorphe a N. En particulier, M est de Seifert.

Nous utiliserons aussi les trois résultats suivants, diis & F. Waldhausen.
Le premier est une version du théoréme 0.0.1 pour les variétés de Haken. Il
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s’applique en particulier aux variétés dont le bord est non vide.

Théoréme 4.2.2 ([59], cf. aussi [27]). Soit M une variété de Haken. Si
m M admet un sous-groupe infini cyclique central Z, M admet une fibration
de Seifert telle que Z est engendré par une puissance de [’élément de mi M
représenté par la fibre ordinaire.

Une surface plongée dans une variété de Seifert est dite verticale si elle
est homotope & une surface plongée qui est une réunion de fibres.

Théoréme 4.2.3 ([58]). Soit M une variété de Seifert compacte et irrédu-
ctible dont le bord n’est pas vide. Alors toute surface orientable incompressible
fermée dans M est un tore vertical.

Dans I’énoncé suivant, on note K2xI le I-fibré tordu (orientable) sur la
bouteille de Klein K?2.

Théoréme 4.2.4 ([58]). Soit M une variété de dimension 3 compacte, ori-
entable, & bord non vide. Supposons que M n’est pas homéomorphe a S' x D?,
T? x I ou K?x1I. Alors M admet au plus une fibration de Seifert a isotopie
preés.

Notons une conséquence utile du théoréme 4.2.3.

Lemme 4.2.5. Soit M une variété de Seifert compacte et irréductible dont le
bord n’est pas vide. Alors tout élément non nul de Hy(M) peut étre représenté
par une famille de tores plongés incompressibles deux & deux disjoints.

Preuve. Comme OM = (), M est une variété de Haken. Tout élément non
nul de Hy(M) peut donc étre représenté par une famille de surfaces fermées
incompressibles. D’aprés le théoréme 4.2.3, ces surfaces doivent étre des tores
verticaux. Par des homotopies, on peut s’arranger pour que les seules inter-
sections soient des courbes fermées verticales. Par chirurgie le long de ces
courbes, on obtient une famille de tores plongés deux a deux disjoints repré-
sentant la méme classe d’homologie. O

Enfin, nous aurons besoin du théoréme du tore homotopique. Ce théo-
réme est une conséquence de la théorie de la « sous-variété caractéristique »,
diie indépendamment & d’une part W. Jaco et P. Shalen [30|, d’autre part
K. Johannson [31].

Théoréme 4.2.6 (Théoréme du tore homotopique [30], [31]).

Soit M une variété de Haken. Soit f : T? — M un tore singulier incompres-
sible. Alors il existe une sous-variété incompressible V-.C M fibrée de Seifert
et un tore singulier g : T*> — M homotope a f tel que g(T?) C V.
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4.3 Surfaces PL minimales

4.3.1 Théorie générale

Comme tous les résultats de cette section sont essentiellement « biens
connus des spécialistes » (a 'exception, semble-t-il, du lemme 4.3.1), nous
nous contenterons de rappels succints en nous servant de P’article [28] comme
référence. Nous donnerons plus de détails au chapitre 6 ol nous généraliserons
certains résultats aux orbifolds.

Soit (M, T') une variété triangulée de dimension 3 et F' une surface plongée
dans M en position générale par rapport & 7. On dit que F' est normale si
pour chaque 3-simplexe o de 7, 0N F' est une réunion de disques intersectant
chaque aréte de ¢ en au plus un point et intersectant au moins une aréte de
0. On définit de facon similaire une application normale d’'une surface F
vers M [28]. Deux applications normales f, f' : F' — M sont normalement
homotopes s’il existe une homotopie H : F x I — M entre f et f’ telle que
chaque application intermédiaire H; soit normale. L’ensemble des applica-
tions normalement homotopes a f est appelé classe d’homotopie normale de
f et noté N (f).

On appelle métrique de Jaco-Rubinstein sur (M,7T) une métrique rie-
mannienne sur 7 — 7 telle que chaque 2-simplexe est isométrique & un
triangle idéal dans H2. Une telle métrique est déterminée par les applications
de recollement le long des arétes de 7. Dans [28], ces applications étaient
choisies de fagon arbitraire. Nous aurons besoin d’une notion plus précise.
Fixons donc un triangle idéal A C H? (par exemple dans le modeéle du
disque de Poincaré, soit A le triangle dont les sommets idéaux sont les racines
cubiques de 'unité). On définit un homéomorphisme de chaque 2-simplexe o
(privé de ses sommets) sur A en utilisant les coordonnées barycentriques et on
met sur o la métrique induite, de sorte que les applications de recollement
sont bien définies (elles appartiennent au groupe d’isométries de A). On
appelle cette métrique la métrique de Jaco-Rubinstein réguliére sur (O, T).

Soit F' une surface compacte et f : F' — M une application en position
générale. On appelle poids de f, noté pd(f), le cardinal de I’ensemble fini
FHTW) et longueur de f, notée lg(f) la somme sur toutes les compo-
santes e de f~1(T® — T(M) de la longueur de f(e) pour la métrique de
Jaco-Rubinstein réguliére.

On appelle aire PL de f le couple ||f|| = (pd(f),lg(f)) € N x R;. On
met sur ’ensemble de ces couples 'ordre lexicographique.

Lemme 4.3.1. Soit F' une surface compacte et f : I — M une application
normale. Alors taille(f) < pd(f)?.
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Preuve. Pour tout 1 <4 < 3, notons X* I’ensemble des i-simplexes de T qui
rencontrent f(F') et n; le cardinal de cet ensemble. Comme f est normale,
chaque 3-simplexe qui rencontre f(F') a une aréte qui rencontre f(F). Il existe
donc une application ¢ : X3 — X! telle que f(o) C o pour tout o € X3,
J'affirme que I'image réciproque d’un singleton a au plus pd(f) éléments.
En effet, comme f est normale, pour tout e € X!, le nombre de 3-simplexes
contenant e est majoré par ny, donc par pd(f). On obtient :

taille(f) = ns < pd(f) - n1 < pd(f)%
]

Nous rassemblons dans la proposition 4.3.2 quelques résultats généraux
sur les surfaces PL minimales. Ces résultats sont essentiellement dis a Jaco
et Rubinstein [28|, & ceci prés que nous ne supposons pas que M est un
revétement d’une variété compacte.

Proposition 4.3.2. Soit (M,T) une variété triangulée de dimension 3 ori-
entable et asphérique. Soit F une surface orientable qui n’est ni S?, ni D? et
f: F'— M une surface singuliére incompressible et 0-incompressible. Alors :

1. 1l existe une surface normale d’aire PL minimale dans la classe d’ho-
motopie de f.

1. 51 f est un plongement, toute surface d’aire PL minimale dans la classe
d’homotopie de f est un plongement ou un revétement double d’une
surface non-orientable.

111. Deux surfaces plongées homotopiquement disjointes d’aire PL minimale
dans leurs classes d’homotopie respectives sont égales ou disjointes.

Preuve. L’assertion (i) se prouve comme dans [28] a ceci prés que si M n’est
pas compacte, il y a une infinité de classes d’homotopie normale de surfaces
de poids donné. Heureusement, le lemme 4.3.1 prouve qu’il n’y en a qu’un
nombre fini & homéomorphisme combinatoire prés, ce qui est suffisant.

Les assertions (ii) et (iii) se déduisent de (i) comme pour les théorémes 6
et 7 de 28], c’est-a-dire en fait comme les théorémes 5.1 et 6.2 de [16]. O

4.3.2 Le cas des anneaux dans les variétés a centre

Soit M une variété orientable, asphérique, & bord non vide incompressi-
ble. Soit 7 une triangulation sur M. On suppose que 7 M admet un sous-
groupe infini cyclique central Z. On appelle anneau vertical une applica-
tion A : S' x I — M qui induit au niveau des groupes fondamentaux un
morphisme injectif d’'image Z. Un anneau vertical est essentiel s’il n’est pas
homotope dans OM. Par conséquent, tout anneau vertical plongé essentiel
est incompressible et 0-incompressible.
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Définition. On appelle anneau h-minimal tout anneau vertical plongé es-
sentiel normal qui minimise I'aire PL. dans sa classe d’homotopie.

Deux anneaux verticaux plongés A, A’ sont dits transverses si A N A’
est une réunion disjointe finie (éventuellement vide) de courbes et d’arcs
transverses & 7(?), le long desquels A et A’ s’intersectent transversalement.
De nombreux résultats sur les surfaces minimales se démontrent en faisant
une chirurgie le long de courbes transverses d’intersection et en « arrondissant
les coins » pour obtenir une contradiction.

Si A et A’ sont h-minimaux, ils sont transverses sauf si AN A’ admet un
point selle généralisé ou un arc contenu dans 7). Dans ces cas embétants,
il existe pour tout ¢ > 0 suffisamment petit un anneau A, normalement
homotope a A tel que 1g(A4.) < Ig(A) + €, A, est transverse a A, et dans
toute opération consistant a échanger deux sous-surfaces de A, et A’ et &
lisser les courbes ou arcs venant de I’échange, le lissage peut-étre effectué de
facon & gagner une longueur de plus de e. Cela permet souvent de réduire le
cas général au cas transverse dans une argumentation de ce type. Suivant [28],
nous appelerons ce principe « ’astuce de Meeks-Yau ».

Remarque. Si A et A’ sont deux anneaux verticaux essentiels, une courbe
d’intersection (resp. un arc d’intersection) est essentiel(le) sur A si et seule-
ment si elle (il) est sur A’. On peut donc parler d’arc (courbe) d’intersection
essentiel(le).

Proposition 4.3.3. Soient A, A’ des anneauzr h-minimauz.

i. Si A et A" sont transverses, AN A" est vide ou ne contient que des
courbes essentielles.

1. Sinon, pour € suffisamment petit, il existe un anneau A, normalement
homotope a A et transverse a A’ tel que A.N A’ est vide ou ne contient
que des courbes essentielles.

Preuve. Commencons par le cas out A et A’ sont transverses. Si AN A’ a une
composante fermée inessentielle ¢, on peut en choisir une « innermost » sur
A, c’est-a-dire que ¢ borde un disque D C A dont l'intérieur évite A’. Or ¢
borde également un disque D' C A’. Ainsi, D U D' est une sphére plongée
dans M. Comme M est asphérique, cette sphére est homotope & zéro. Cela
entraine qu’en échangeant D et D’ et en lissant les anneaux obtenus vers
Pextérieur au voisinage de ¢, on obtient un anneau A” homotope & A et un
anneau A" homotope & A" avec ||A"|| + ||A™]| < ||A||+ ||A"||, ce qui contredit
la h-minimalité de A, A'.

Supposons maintenant que A N A’ ne comprend pas de courbe fermée
inessentielle, mais un arc inessentiel «. Choisissons « innermost au sens ol
lintérieur du disque D C A qu’il coborde avec un arc 8 C 0A évite A'.
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Comme « est aussi inessentiel sur A, il coborde un disque D' C A’ avec un
arc 8’ C 0A'. Alors BU B est une courbe fermée qui borde le disque DU D'".
Or OM est incompressible, donc SU ' borde un disque D” € 9M. La réunion
de ces trois disques est une sphére qui doit étre homotope a zéro et on obtient
une contradiction comme ci-dessus.

Supposons finalement que A N A’ n’a aucune composante inessentielle,
mais au moins un arc essentiel. Alors AN A’ est une réunion disjointe d’arcs
essentiels. Soit F' une composante de 0M qui rencontre A (et donc A’).
Choisissons des courbes ¢, ¢ de respectivement A et A’ telles que ¢ et ¢’ se
trouvent sur F. Alors ¢ et ¢ s’intersectent transversement en un nombre
fini de points. Comme OM est incompressible, ¢ et ¢’ représentent un méme
élément central de w1 F'. Elles se coupent donc en un nombre pair de points, et
en particulier en au moins deux points. Soient a; et ay deux arcs de AN A’
tels qu’il existe des arcs (1,32 C 0A tels que le disque D C A bordé par
a1 UB1UanUB, ne rencontre A' qu’en oy Uai. Il existe des arcs 5, 85 C A’ tels
que B UP] (resp. B2UBh) cobordent un disque Dy C OM tel que DiND = f;
(resp. un disque Dy C OM tel que DoN D = f33) et a; U B Uag U 55 borde un
disque D’ C A’ tel que DU D' U D; U Dy est une sphére plongée. A nouveau,
I’asphéricité de M donne une contradiction.

Si A et A’ ne sont pas transverses, on utilise I’astuce de Meeks-Yau. Soit
€ > 0 suffisamment petit pour qu’il existe un anneau A, normalement homo-
tope & A et transverse a A’ et vérifiant la condition décrite précédemment.
La preuve du cas transverse montre que dans chacune des trois situations
a éviter (courbe inessentielle, arc inessentiel ou arc essentiel), il existe des
anneaux A”, A" homotopes respectivement & A et A’ tels que

pd(A") + pd(A™) = pd(A) + pd(A’)

et
lg(A") +1g(A") < 1g(Ae) +1g(A") — e <1g(A) +1g(A").

On a donc |A"| < |A] ou |A"| < |A"|, ce qui contredit la h-minimalité de
A A O



Chapitre 5

Variétés ouvertes de dimension 3

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la preuve du théoréme suivant.

Théoréme 5.1.1. Soit W une variété de dimension 3 ouverte, orientable
et irréductible. Soit T une triangulation a géométrie bornée de W telle que
(W, T) a un profil isopérimétrique fini. Soit a un élément uniformément re-
présentable d’ordre infini dans le centre de miW . Alors les propriétés sui-
vantes sont vérifiées :

i. W admet une fibration de Seifert telle que a est une puissance de [’élé-
ment de mW représenté par la fibre ordinaire.

1. St le sous-groupe engendré par a est mazximal parmi les sous-groupes
infinis cycliques centrauz, il existe une fibration de Seifert p: W — B
et une métrique riemannienne compléte quasi-homogene sur B telle que
p est une quasi-isométrie.

Cette preuve occupe les sections 5.2 & 5.4. Dans la section 5.5, nous prou-
vons une version du théoréme 5.1.1 pour les variétés non nécessairement
irréductibles, et nous en déduisons le théoréme 5.5.4 annoncé dans l'intro-
duction.

L’exemple M, de [52] est une variété de dimension 3 ouverte, orientable,
irréductible dont le m; est infini cyclique et qui n’est pas homéomorphe &
St x R2. 1l est facile de voir que M, n’admet pas de fibration de Seifert.
Cet exemple montre que le théoréme 5.1.1 n’est plus vrai si 'on omet 'une
des hypothéses « uniformément représentable » ou « profil isopérimétrique
fini ». Par ailleurs, M, admet une exhaustion par des tores solides, ce qui
montre que pour prouver 5.1.1(i), méme en supposant m; M de type fini, il
ne suffirait pas de construire une exhaustion de M par des cceurs compacts
(cf. la discussion sur ce sujet dans [8]).

63
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Dans tout ce chapitre, on travaille avec une variété W de dimension 3
munie d’une triangulation et d’un élément d’ordre infini du centre de m W.
Par commodité, nous donnons un nom a un tel objet.

Définition. On appelle VT'C' (comme « Variété Triangulée avec un élément
Central ») tout triplet (W, 7T,a) ou W est une variété de dimension 3, T
une triangulation & géométrie bornée de W et a un élément central d’ordre
infini de mW. Une VTC est maximale si le sous-groupe engendré par a est
maximal parmi les sous-groupes infinis cycliques centraux.

Une VTC est dite orientable, irréductible, etc. quand la variété W a
cette propriété. A chaque fois qu’on parle d’une partie bornée de W, ou du
diamétre d’une telle partie, ou de quasi-isométries, la quasi-métrique ds est
sous-entendue.

Définition. Soit (W, T, a) une VTC ouverte et orientable. Soit V' une sous-
variété de W. On appelle fibration de Seifert compatible sur V toute fibration
de Seifert sur V' & base orientable telle que a est une puissance de 1'élément
de m W représenté par la fibre ordinaire.

Définition. Soit (W, T, a) une VTC ouverte, orientable, maximale. On ap-
pelle M-scindement de (W, T, a) une famille M de tores et d’anneaux plongés
combinatoires tels que :

i. Pour tout anneau A € M, il existe deux tores 77,7y € M (peut-étre
égaux) tels que 0A C Ty U Ty;
ii. Tous les éléments de M sont disjoints sauf dans les situations prévues
par le (i);
iii. Pour tout anneau A € M, l'application m; A — m W est injective et
son image est le sous-groupe engendré par a;

iv. Soit V' Padhérence d’une composante de W — | JM. Alors V est une
sous-variété compacte asphérique et Hy(Int V') = 0;

v. Les composantes de W —| J M ont des diamétres uniformément bornés.
La preuve du théoréme 5.1.1 se scinde en trois propositions :

Proposition 5.1.2. Soit (W, T,a) une VTC ouverte, orientable, irréducti-
ble. Si a est uniformément représentable et si (W, T) a un profil isopérimé-
trique fint, W admet une fibration de Seifert compatible.

Proposition 5.1.3. Soit (W, T,a) une VTC ouverte, orientable, irréducti-
ble, mazimale. Si a est uniformément représentable et (W, T) a un profil
isopérimétrique fini, il existe une subdivision uniforme Ty de T telle que
(W, Ts,a) admet un M-scindement.
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Proposition 5.1.4. Soit (W, Tz, a) une VI'C ouverte, orientable, irréducti-
ble, mazrimale. Si cette VI'C admet un M-scindement, il existe une fibration
de Seifert p: W — B et une métrique riemannienne compléte quasi-homo-
géne sur B telle que p est une quasi-isométrie.

Comme le fait de remplacer 7 par la subdivision uniforme 7, ne change
pas sa classe de quasi-isométrie, il est clair que ces trois propositions impli-
quent ensemble le théoréme 5.1.1.

5.2 L’homotopie cyclique et ses applications

5.2.1 Notion d’homotopie cyclique

Un point de base dans S*, noté 0, est fixé définitivement.

Définition. On appelle homotopie cyclique sur une VIC (W, T,a) toute
application H : W x S* — W vérifiant les conditions suivantes :

i. H(-,0) est I'identité de W ;
ii. Pour tout z € W, le lacet H(x,-) représente a.

On appellera ce lacet H(z,-) la trajectoire de x dans H. Le diamétre de
H, noté diam H, est le nombre sup, .y, diam(H(z,-)) € [0,+occ]. On dit que
H est bornée si son diametre est fini.

Proposition 5.2.1. Soit (W, T,a) une VTC ouverte, orientable, asphéri-
que. Si (W, T) a un profil isopérimétrique fini et a est uniformément repré-
sentable, (W, T ,a) admet une homotopie cyclique bornée.

Preuve. La construction de cette homotopie cyclique bornée H va se faire par
extensions successives sur les i-squelettes. A chaque étape, on peut considérer
le probléme de I'extension de H du i-squelette au (i + 1)-squelette comme un
probléme de remplissage dont la solution est donnée par I'une des hypothéses.

On commence par utiliser la représentabilité uniforme pour construire H
sur le 0-squelette. Grace au lemme 1.5.4, on a diam H < Cj. Ensuite, pour
chaque aréte e reliant deux sommets v, v’, on considére le lacet combinatoire
o, basé en v défini de la fagon suivante : d’abord on suit la trajectoire H (v, -),
puis on passe par e, puis on suit la trajectoire H(v',-) dans le sens inverse,
et enfin on rejoint v en passant par e. Par construction, a, est homotope
a zéro et sa longueur est au plus 2Cy + 2. Comme (W, T) a un profil iso-
périmétrique fini, on peut remplir a, par un disque combinatoire d’aire au
plus C1(2Cy + 2). Cela permet de prolonger H en une homotopie cyclique de
diametre au plus C1(2C) + 2) sur le 1-squelette.
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D’apreés le lemme 1.5.7, (W, T') est uniformément asphérique. Pour chaque
2-simplexe ¢, on peut voir la restriction de H & dc comme une application
combinatoire d’un anneau vers W. On peut prolonger cette application en
une application combinatoire f : S2 — W en ajoutant deux exemplaires de c.
Or d’aprés le lemme 1.5.4, on a diam(f) < Voly(f) < 3C1(2Cy+2)+2, donc le
lemme 1.5.5 nous permet de remplir I’application f par une application com-
binatoire de B vers W dont le diamétre est majoré par Cy(3C;(2Cy+2) +2).

L’extension de H au 3-squelette est analogue au paragraphe précédent et
utilise aussi ’asphéricité uniforme via le lemme 1.5.5. On obtient finalement
une homotopie cyclique H définie sur W tout entier et telle que diam H <
C2(4C5(3C1(2Cy + 2) + 2) + 2). O

5.2.2 Sous-variétés remarquables de W

Dans cette sous-section, (W, T,a) est une VTC ouverte, orientable, ir-
réductible telle que a est uniformément représentable et (W,7T) a un profil
isopérimétrique fini. On note d la quasi-métrique canonique associée a 7.
D’aprés la proposition 5.2.1, (W, T, a) admet une homotopie cyclique bornée
H.

Nous allons introduire quelques propriétés qu’une sous-variété de W peut
avoir ou non. Pour chacune de ces propriétés, notre but est de montrer que
W admet une exhaustion par des sous-variétés ayant cette propriété, et si
possible de maniére uniforme, c’est-a-dire que tout compact K est contenu
dans une sous-variété compacte L ayant la propriété en question et dont la
taille est bornée en fonction de celle de K.

Sous-variétés réguliéres

Définition. Soit V' C W une variété compacte. On dit que V est réguliére
si elle est irréductible et contient un lacet représentant a € m W.

Notons qu’une sous-variété réguliére n’est jamais contenue dans une bou-
le, ce qui entraine que chaque composante de son complémentaire est irrédu-
ctible. Voici un lemme plus général.

Lemme 5.2.2. Soit Q) une sous-variété connexe irréductible (non nécessai-
rement compacte) de W. Soient K1, ..., K, des sous-variétés réguliéres deux
a deuz disjointes de Int Q). Alors Q — |, Int K; est irréductible.

Preuve. Soit X une composante de Q—[J, Int K;. Soit S une 2-sphére plongée
dans X. Comme @ est irréductible, S borde une boule B C (). Si B n’était
pas incluse dans X, elle contiendrait au moins un K;. Cela contredit le fait
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que K; contient un lacet représentant a € m W. Par conséquent, X est irré-
ductible. 0

Lemme 5.2.3. Il existe une fonctionr, : N — N telle que pour tout compact
K Cc W, il existe une sous-variété réguliere L C W telle que K C Int L et
diam L < ry(diam K).

Preuve. C’est une conséquence facile de la représentabilité uniforme de a et
du lemme 1.5.7 : posons 71 (t) = C3(t+Cp+3). Soit K C W un compact. Soit
Y le O-voisinage de K. Choisissons un lacet combinatoire o de diamétre < Cj
basé en un sommet de Y. D’aprés le lemme 1.5.7 et la proposition 1.5.5, Y U«
est contenu dans l'intérieur d’une certaine sous-variété asphérique L C W de
diamétre au plus 71 (diam K). Comme W est irréductible, L est également
irréductible, donc réguliére. O

Sous-variétés épaisses et sous-variétés S-réguliéres

Posons dans la suite Cy = r1(0) + diam H + 5.

Définition. Soit V' C W une sous-variété réguliére. On dit que V' est épaisse
si V' contient une boule de rayon Cj.

Lemme 5.2.4. Soit V C W une sous-variété épaisse. Alors V' contient une
sous-variété réquliere dont la distance a OV est au moins diam H + 1.

Preuve. C’est évident vu le lemme 5.2.3 et la définition de Cj. O

Lemme 5.2.5. Soit K C W une sous-variété épaisse. Alors il existe une
sous-variété épaisse L C W telle que L est la réunion de K et de certaines
composantes de W — K, diam L < diam K + 2C4 + 10 et chaque composante
compacte de W — Int L est épaisse.

Preuve. Soit L la réunion de K et de toutes les composantes compactes de
W — Int K de diamétre au plus C; + 1. Comme K est épaisse, L contient
une boule de rayon C,. Par ailleurs, diam L < diam K + 2C4 + 10, et chaque
composante compacte de W — Int L contient une boule de rayon Cj.
Démontrons par I’absurde que L est irréductible : si L est réductible, il
existe une boule B C W telle que 0B C L et B n’est pas contenue dans
L. 11 existe donc une composante X de W — Int L qui est incluse dans B.
Nécessairement, X est compacte, donc contient une boule de rayon Cy, et
par conséquent une trajectoire de H. Cette contradiction prouve que L est
irréductible. Le lemme 5.2.2 montre que toutes les composantes compactes
de W — Int L sont irréductibles, donc épaisses. O

Définition. Soit V' C W une sous-variété compacte. On dit que V est S-
régquliére si elle est réguliére et admet une fibration de Seifert compatible. Une
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sous-variété S-réguliére est dite tendue si elle est homéomorphe a S! x D? ou
incompressible dans W.

Lemme 5.2.6. Soit V C W une sous-variété S-réguliere.

1. SV n’est pas un tore solide, il n’y a qu’une seule fibration de Seifert
compatible sur V' a isotopie preés.

1. La réunion de V' et de toutes les composantes de W — Int' V' qui sont
des tores solides est une sous-variété S-réguliére tendue.

Preuve. Preuve de (i) : d’aprés le théoréme 4.2.4, les seuls fibrés de Seifert a
base orientable pour lesquels il n’y a pas unicité a isotopie prés de la fibration
de Seifert sont S' x D?, T? x I et K*xI (le I-fibré tordu sur la bouteille de
Klein). Dans les deux derniers cas, il n’y a qu’une seule fibration compatible.

Preuve de (ii) : la réunion de V et de toutes les composantes de W —Int V'
qui sont des tores solides est S-réguliére. En effet, la fibre de la fibration
compatible sur V' n’est pas homotope & zéro dans W, donc cette fibration
s’étend aux tores solides complémentaires. Pour terminer la preuve, il suffit
de démontrer I'affirmation suivante.

Affirmation. Si une sous-variété S-réguliére U n’est pas tendue, au moins
une composante de W — Int U est un tore solide.

Ecrivons OU = Ty U ---UT, U Ty U---UTyyp, oit Th,..., T, sont
compressibles dans W et T}, 41,... ,T,4+, sont incompressibles. Pour chaque
1 <7 < n, choisissons un disque de compression D; pour 7T;. Par chirurgie le
long de D;, on obtient une 2-sphére S; qui borde une boule B;. Comme T;
est une réunion de fibres dans une fibration de Seifert compatible, T; n’est
pas contenu dans une boule, donc borde un tore solide V; obtenu en recollant
les deux copies de D; dans B;. Or par hypothése, U n’est pas un tore solide,
donc il existe 7 tel que T; est une composante de W — Int U. O

Lemme 5.2.7. Soient Vi,...,V, des tores solides épais S-réguliers deux a
deux disjoints. Soit Q) une sous-variété S-réquliére tendue telle que chaque V;
se trouve dans lintérieur de Q. Posons X = Q — J;IntV;. Si X contient
une boule de rayon Cy, X est une sous-variété S-régquliére épaisse.

Preuve. Commencons par remarquer que d’aprés le lemme 5.2.2, X est irré-
ductible, donc une sous-variété réguliére épaisse. D’aprés le lemme 5.2.4, il
existe pour tout 7 une sous-variété réguliére K; C V; telle que d(K;, 0V;) >
diam H. Posons Y = W — |, Int K;. D’aprés le lemme 5.2.2, Y est irréducti-
ble.

Soient 7 : X — W et j : X — Y les applications canoniques. On voit
aisément que toutes les composantes de X sont incompressibles dans Y.
Ceci implique que le morphisme induit j, : mX — mY est injectif.
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Pour pouvoir appliquer le théoréme 4.2.2, on cherche un élément central
A € m X tel que i,A = a. Par hypothése, on peut choisir un point de base
o € X tel que la trajectoire a de xy dans H reste dans X. Soit A € m X la
classe d’homotopie de .. Par hypothése, on a H(X x S') C Y. On en déduit
les égalités suivantes entre sous-groupes de m Y :

H,(m(X x 8)) = Hu(m (X x {0})) - H.(m ({2} x S%))
= H,(m (X x {0}))
= j*’ﬂ'lX.

Or j, A est central dans H, (7 (X x S1)) C m Y. Comme j, est injectif, on
peut conclure que A est central dans 7 X. De plus, on a i,A = a puisque A
est la classe d’homotopie d’une trajectoire de H. D’aprés le théoréme 4.2.2,
X admet une fibration de Seifert compatible. O

Lemme 5.2.8. Soit V C W une sous-variété épaisse. Si chaque composante
de OV est un tore et si chaque composante compacte de W —Int V' est épaisse,
alors V' est S-régquliére.

Preuve. Si V' est un tore solide, la régularité de V implique que 1’élément
central a est une puissance de I’ame de V', donc V' admet certainement une
fibration de Seifert compatible.

Si V' est incompressible, le morphisme induit mV — m W est injectif,
donc le théoréme 4.2.2 fournit une fibration de Seifert compatible sur V.

Supposons donc que V' n’est ni un tore solide ni une sous-variété incomp-
ressible. Soient T7,...,T, les composantes de 0V qui sont compressibles.
Jaffirme que chaque T; borde un (unique) tore solide V; qui soit contient V/,
soit intersecte V en T;.

En effet, soit Y; la composante de W — Int V' qui contient 7;. Alors Y; est
soit non compacte soit épaisse, donc elle n’est contenue dans aucune boule.
La compressibilité de T; implique que 7; sépare W en deux sous-variétés
W1, Wy, dont I'une contient V' et I'autre Y;. Exactement une sous-variété
parmi Wy, Wy est compacte. Comme aucune ne peut étre incluse dans une
boule, celle qui est compacte est un tore solide V;.

Convenons de dire que le tore T; est extérieur si V C V; et intérieur sinon.
Remarquons qu’il y a au plus un tore extérieur parmi les 7;.

Sil existe 7y tel que T, est extérieur, on applique le lemme 5.2.73 Q =V},
avec les tores solides correspondant aux tores intérieurs. Si tous les 7; sont
intérieurs, on applique le méme lemme avec Q@ =V U, Vi. O

Existence de sous-variétés épaisses et S-réguliéres

Notre but est maintenant de démontrer le résultat d’existence suivant :
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Proposition 5.2.9. Il existe une fonction r3 : N — N telle que pour tout
compact K C W, il existe une sous-variété épaisse et S-réguliere V.C W
contenant K dans son intérieur, vérifiant diamV < r3(diam K) et telle que
toutes les composantes compactes de W — Int V' sont épaisses.

On a besoin d’un lemme.

Lemme 5.2.10. ] existe une fonction ro : N — N telle que pour tout com-
pact K € W, il existe une sous-variété épaisse U C W contenant K dans son
intérieur, de diamétre au plus ro(diam K), et dont le bord est une réunion de
tores.

Preuve. Soit z un point de K. D’aprés le lemme 5.2.3, K U B(z,C}) est
contenu dans I'intérieur d’une certaine sous-variété réguliere K’ de diamétre
au plus 7 (diam K +2C, + 3). En particulier, K’ est épaisse. En appliquant le
lemme 5.2.3 encore deux fois, on obtient des sous-variétés réguliéres K", K"
de W vérifiant les conditions suivantes : K’ C Int K", K" c K", les distances
d(0K',0K") et d(0K",0K") sont strictement supérieures au diamétre de H
et diam K" est majoré en fonction de diam K.

Soient X, ..., X, les composantes de K" —Int K'. Chaque X; est irrédu-
ctible d’apres le lemme 5.2.2. Pour tout 1 <4 < p, notons F;1,..., F;,, les
composantes de K" contenues dans X;. On définit une classe w; € Hy(X;)
en posant w; = Y _;[Fy 1.

Affirmation. Pour tout 4, il existe une collection finie (éventuellement vide)
de tores plongés deux a deux disjoints T; 1, ..., T} ,,, dont aucun n’est ho-
mologue & zéro dans X;, et vérifiant la formule suivante dans Ho(Xj) :

w; = Z[Tzk]

k

Supposons pour le moment que l'affirmation est vraie. Considérons la
collection de tous les tores T;; pour tout ¢ et tout k et oublions ceux qui
sont homologues a zéro dans K"'. La collection de ceux qui restent borde une
sous-variété compacte U C K" contenant K'. Par conséquent, K est inclus
dans l'intérieur de U et diam U est majoré en fonction de diam K. Montrons
que U est irréductible. Si U est réductible, il existe une boule B C K" telle
que 0B C U et B n’est pas contenue dans U. On en déduit que B contient
une composante 1" de JU. Cela contredit le fait que T n’est pas homologue a
zéro dans K™. Nous venons de prouver que U est irréductible, donc épaisse.
Cela termine la preuve du lemme 5.2.10 modulo I'affirmation.

Prouvons maintenant ’affirmation. Fixons 7 et supposons que w; # 0.
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Lemme 5.2.11. Pour tout j, il existe une collection finie de tores singuliers
T! T!  tels que la formule suivante est vraie dans Hy(X;) :

!
.771’ Tt J:p]
l

Preuve. Pour simplifier les notations, posons F' = F; ;. Rappelons que F' est
une composante de 0K". La condition d(0K",0X) > diam H entraine donc
que 'image de F' x S! par H est contenue dans X;. On peut par conséquent
considérer la restriction H : F x S' — X,. Soit o € F un point de base
et G = H,(m (F x S, (0,0))) C m1(X;,z0). Soit « la trajectoire de zq. La
classe d’homotopie de a dans 71 (W, ) est a, donc la classe d’homotopie de
a dans 71 (X;, zo) est un élément non trivial ¢’ de G. En fait, o’ est central
dans G vu que 7(S') est central dans 7 (F x S'). Nous venons de prouver
que le centre de G n’est pas trivial.

Soit X' le revétement de X; tel que m; X' = G. Comme X; est irréducti-
ble, X; et X' sont tous les deux asphériques, donc on a Hy(X') = Hy(G).
De plus, X’ est irréductible par le théoréme de la sphére équivariante 4.1.4.
Considérons l'inclusion j : F' — X. Comme G contient j,(m F'), j se factorise
a travers une application j' : F' — X'. Or la classe d’homologie [F] € Hy(X)
n’est pas triviale. En prenant I'image par j. de cette classe d’homologie, on
obtient un élément non trivial w de Hy(G).

Le théoréme du ceeur compact 4.1.5 donne une sous-variété Xj C X' telle
que m X} = G. Comme G a un centre non trivial, le théoréme 4.2.2 permet
d’affirmer que X est un fibré de Seifert. Il en résulte que G est le groupe
fondamental d’un fibré de Seifert compact & bord non vide. Par conséquent,
d’aprés le lemme 4.2.5, la classe w € Hy(G) peut étre représentée par des
sous-groupes isomorphes & Z2. On obtient ainsi les tores singuliers désirés.
(Noter I'importance de I’asphéricité de X;.) O

Le théoréme du tore homotopique 4.2.6 produit une sous-variété fibrée
de Seifert (non nécessairement connexe) V' C X qui contient des tores sin-
guliers homotopes aux T]’l Considérons la collection de tous ces tores singu-
liers pour tout j et tout [, et notons cette collection T7', ... ,T;. Soit w' la
somme de leurs classes d’homologie dans H,(X). En appliquant & nouveau
le lemme 4.2.5, on obtient une famille 7; i, ... ,T; , de tores plongés deux a
deux disjoints incompressibles dans V' vérifiant w’ = >, [T; x] € Ho(V).

Or la somme des classes d’homologie de TY,...,T; dans Hy(X) est
w;, d’ott w; = Y, [T;x]. Ceci prouve I'affirmation et termine la preuve du
lemme 5.2.10. O

Preuve de la proposition 5.2.9. Posons r3(t) = ro(t) + 2Cy + 10. Soit K un
compact de W. D’apres le lemme 5.2.10, il existe une sous-variété épaisse
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U C W contenant K dans son intérieur, de diamétre au plus ry(diam K), et
dont le bord est une réunion de tores. D’aprés le lemme 5.2.5, en ajoutant a
U certaines composantes de W — U, on obtient une sous-variété épaisse V' de
diameétre au plus r3(diam K'), dont le bord est une réunion de tores et telle
que toutes les composantes compactes de W — Int V' sont épaisses. D’aprés
le lemme 5.2.8, V' est S-réguliére. O

5.2.3 Preuve de la proposition 5.1.2

Proposition 5.1.2  Soit (W, T,a) une VTC ouverte, orientable, uniformé-
ment irréductible et uniformément représentable. Alors W admet une fibra-
tion de Seifert compatible.

Preuve. D’aprés le lemme 5.2.9, W admet une exhaustion par des sous-vari-
étés épaisses et S-réguliéres. En rajoutant des tores solides complémentaires
comme dans le lemme 5.2.6, on obtient une exhaustion Vy, C Vi C --- C
V, C --- ou chaque V,, est une sous-variété S-réguliére épaisse et tendue.
On peut supposer sans perte de généralité que pour tout n, la sous-variété
X, =V, —Int V} est épaisse.

S’il existe n tel que V,, contient un tore incompressible, V,, est incomp-
ressible. D’aprés le lemme 5.2.6, V,, admet une unique fibration de Seifert
compatible & isotopie prés. La méme chose est vraie pour V,, ;. Comme toutes
les composantes de 0V, sont des tores incompressibles, on peut choisir la
fibration de V,,;; de fagon & ce que ce soit une extension de celle sur V,,. En
continuant par récurrence, on construit une fibration de Seifert compatible
sur W toute entiére.

Il nous reste a traiter le cas difficile ou chaque V,, est un tore solide.
Comme Vj et tous les X, sont épaisses, on peut appliquer le lemme 5.2.7
a X, pour chaque n. On obtient une fibration de Seifert compatible sur
chaque X,,. Pour tout n > 1, le tore 0V, est incompressible dans V,, 1, donc
I’argument de récurrence du paragraphe précédent permet de construire une
fibration de Seifert compatible sur W — Int V. Cette fibration s’étend au
tore solide V{ puisque la fibre n’est pas homotope a zéro dans W. On a donc
construit une fibration de Seifert compatible sur W toute entiére. O

5.3 Le M-scindement

A partir de maintenant, nous supposons que notre VIC (W, T,a) est
mazimale. Notre but est de montrer que (W, T, a) admet un M-scindement.
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5.3.1 Premiéres conséquences de la maximalité

Pour simplifier, on utilise la proposition 5.1.2 et on fixe une fibration de
Seifert compatible p: W — B.

Définition. Soit M une sous-variété de W. Une fibration de Seifert sur M
est dite fortement compatible si I’élément de m W représenté par la fibre
ordinaire est exactement a.

Notons que p est automatiquement fortement compatible, puisque a est
maximal. Un exemple de fibration de Seifert compatible qui n’est pas for-
tement compatible est donné par une fibration en cercles triviale d’un tore
solide dont I’ame est une fibre exceptionnelle de p.

Lemme 5.3.1. Soit M une sous-variété connexe de W. Si au moins une
composante de OM est incompressible dans W, toute fibration de Seifert com-
patible sur M est fortement compatible.

Preuve. Soit pys une fibration de Seifert compatible sur M et T un tore in-
compressible qui est une composante de M. La fibration de Seifert p,, induit
une fibration en cercles de T. Comme T est incompressible dans W, on peut
isotoper p de sorte que T soit saturé. On obtient donc deux fibrations sur
T. Comme T est mi-injectif, les éléments de 77T représentés par les fibres de
ces deux fibrations sont une puissance I'une de 'autre. Ceci implique que ces
deux fibrations sont homotopes sur 7. On en déduit que py; est fortement
compatible. O

Lemme 5.3.2. Soit V C W une sous-variété épaisse S-réguliére. Si chaque
composante compacte de W — Int'V' est épaisse, V admet une fibration de
Seifert fortement compatible. De plus, une telle fibration est unique a isotopie
preés.

Preuve. Rappelons que dans une variété de Seifert, toute racine de la fibre
ordinaire est une puissance d’une fibre exceptionnelle. Par conséquent, si p n’a
pas de fibre exceptionnelle, n’'importe quelle fibration de Seifert compatible
sur V est fortement compatible. On peut donc supposer que W n’est pas
S1 x R2. Cela implique que W admet une exhaustion par des sous-variétés
S-réguliéres incompressibles.

Si 0V a une composante incompressible dans W, I’existence d’une fibra-
tion fortement compatible est garantie par le lemme 5.3.1. On suppose donc
que ce n’est pas le cas. Cela signifie qu’il existe des tores solides Vi,... .V,
tels que pour tout 7, V; NV est une composante de 0V, et U = VU, V; est
un tore solide.

Soit ) une sous-variété S-réguliére incompressible telle que U C Int Q.
D’aprés le lemme 5.2.7, X = @ — [J,Int V; admet une fibration de Seifert
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compatible. D’apres le lemme 5.3.1, cette fibration est fortement compatible.
Or V est incompressible dans X, donc on peut isotoper la fibration de facon
a ce que V soit saturée. Par conséquent, V' admet une fibration de Seifert
fortement compatible.

L’unicité & isotopie prés de la fibration fortement compatible est claire si
V est un tore solide et se déduit du lemme 5.2.6(i) dans les autres cas. [

On peut remarquer que le lemme 5.3.2 est faux si on omet de supposer
V' épaisse. Par exemple, on peut mettre la fibration en cercles triviale sur un
voisinage régulier d’une fibre exceptionnelle et retirer des fibres.

5.3.2 Les tores

Proposition 5.3.3. Il existe des constantes Cs,Cg, C7; > 0, une fonction
ry : N — N, une subdivision uniforme T, de T et une sous-variété 2, chaque
composante M de W —Int X étant munie d’une fibration de Seifert fortement
compatible pyr, de facon a ce que les propriétés suivantes soient vérifiées,
toutes les distances et les longueurs étant mesurées relativement a Ty :

i. Chaque composante de ¥ est combinatoire (relativement a Ty ), épaisse,
S-réguliére, et son diamétre est inférieur ou égal a Cs.

11. Chaque composante M de W —Int ¥ a un bord Cg-quasidense. De plus,
pour tout compact K C M, il existe une sous-variété S-régquliere L C M
telle que K C Int L, diam L < ry(diam K), et M admet une fibration
de Seifert fortement compatible isotope a py telle que L est saturée
dans cette fibration.

iti. Sur chaque tore T de 0%, il existe une courbe cr qui est une fibre de la
fibration pyr concernée, combinatoire et de longueur au plus C.

Preuve. Posons Cf = r3(0), C§ = sup{C%,3diam H + 10} et r)(t) = r3(t +
2C% + CL + 10).

Soit N C W une partie C§-séparée maximale. Comme on 'a déja vu, N
est (2C§ + 1)-quasidense. Appliquons la proposition 5.2.9 pour chaque point
z € N en prenant K = {z}. On obtient pour chaque z une sous-variété
S-réguliére épaisse V,, de diamétre au plus C; et telle que z € Int V. Soit «
un lacet combinatoire de longueur inférieure ou égale & Cy passant par x et
représentant a.

Posons ¥ = |J,cn Vz- Comme Cf < Cg, V, NV, = 0 pour z # y, donc
chaque V, est une composante de ¥. Comme 7 est & géométrie bornée, iln’y a
qu’un nombre fini de couples (B(z, Cf), o;) & homéomorphisme combinatoi-
re prés. On peut donc supposer que 0% est en position générale par rapport
a T et qu’il y a un nombre fini de composantes de ¥ & homéomorphisme
combinatoire prés.
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Pour continuer, nous avons besoin d’une version « relative » de la pro-
position 5.2.9. On dit qu’une sous-variété V de W est compatible avec ¥ si
pour tout z € N, on a soit V, C Int V, soit V, NV = (.

Lemme 5.3.4. Pour tout compact K C W, il existe une sous-variété épaisse
S-réguliere V' compatible avec ¥, de diamétre au plus rj(diam K), contenant
K dans son intérieur et telle que chaque composante compacte de W —Int V'
est épaisse.

Preuve. Soit K un compact de W. Soit K; la réunion de K et de toutes les
composantes de ¥ dont la distance & K vaut au plus 2C§. Les constantes
ont été choisies de fagon a ce que pour tout z on ait soit V, C Kj, soit
d(Vy, K1) > 2C§. D’apreés le lemme 5.2.10, il existe une sous-variété épaisse
U contenant K; et dont le bord est une réunion de tores, telle que diam U <
r9(K1). Observons que U est contenue dans la sous-variété K™ de ce lemme,
qui est obtenue a partir de K; en répétant trois fois ’'opération consistant a
prendre le (diam H)-voisinage et & ajouter des composantes complémentaires
compactes incluses dans des boules. Or chaque composante de X est réguliére,
donc ne peut étre incluse dans une boule. Il en résulte que le 2C-voisinage
de U est disjoint des composantes de Y qui ne sont pas contenues dans K.

On construit V' a partir de U en rajoutant de petites composantes du
complémentaire comme dans la preuve du lemme 5.2.5, de sorte que chaque
composante compacte de W —Int V' est épaisse. Comme dans la preuve de la
proposition 5.2.9, on conclut en utilisant le lemme 5.2.8 que V' est une sous-
variété épaisse S-réguliére; par construction, on a diamV < 7(diam K),
donc V' a toutes les propriétés demandées. O

Soit M une composante de W — Int X. Grace au lemme 5.3.4, on obtient
une exhaustion Vo C V) C --- C W telle que chaque V; est une sous-variété
épaisse, S-réguliére, tendue, compatible avec 3. Les lemmes 5.2.7 et 5.3.2
assurent que pour tout ¢, V; N M admet une fibration de Seifert fortement
compatible. Ces fibrations se recollent pour donner une fibration globale py,
sur M. Remarquons que pour chaque tore 7" C dM, la fibre de p;s et celle
de la fibration fortement compatible sur ¥ sont homotopes dans 7.

Il en résulte que pour tous z,z’ € N, si les couples (B(z,C§), ) et
(B(2', C§), ayr) sont homéomorphes, alors il existe un homéomorphisme ¢
entre eux tel que Vy = ¢(V,) et pour toute composante 7' de 9V, si 1'on
note M (resp. M') la composante de W — Int ¥ qui contient T (resp. ¢(7)),
alors I'image par ¢ d’une fibre de p;, contenue dans 7' est homotope dans
&(T) a la fibre de py.

Ce fait entraine ’existence d’une subdivision uniforme 7; de 7 telle que X
est combinatoire par rapport & 7; et d’une constante C7; > 0 et d’une famille
de courbes cp telles que la propriété (iii) est vérifite. Comme dr et d7; sont
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quasi-isométriques, il existe des constantes C5,Cs > 0 et une fonction 74
telles que les propriétés (i) et (ii) sont vérifiées. O

5.3.3 Le graphe d’anneaux : définitions

On fixe dans toute la suite une triangulation 7; et une sous-variété X
vérifiant la conclusion de la proposition 5.3.3. On choisit une composante
M de W — Int¥. On note encore 7; la triangulation sur M obtenue en
restreignant 7;. Comme 7 est a géométrie bornée et 7; est une subdivision
uniforme de 7, 7; est également a %éométrie bornée. On fixe une métrique
de Jaco-Rubinstein réguliére sur 71(2 .

Par abus de notation, on note encore a 1’élément de 71 M représenté par
la fibre ordinaire de p,; (bien que le morphisme 7 M — m W ne soit pas en
général injectif). On sait que M est irréductible. Le bord de M est incomp-
ressible sauf si M est un tore solide, mais dans ce cas son diamétre ne peut
excéder C'5 + Cg. Comme notre but est de découper M en morceaux de taille
uniformément bornée, on supposera dans la suite que M n’est pas un tore
solide. Les résultats de la section 4.3.2 s’appliquent donc.

Un graphe d’anneauz E est un ensemble d’anneaux h-minimaux (c’est-a-
dire verticaux, essentiels et d’aire PL minimale dans leur classe d’homotopie)
appelés arétes. Un graphe d’anneaux est plongé si chaque aréte est plongée
et deux arétes distinctes ne se coupent jamais. Il est réduit si deux arétes
distinctes ne sont jamais homotopes. On appelle F-composantes les compo-
santes de M — | J E.

On va démontrer la chose suivante :

Proposition 5.3.5. Il existe un graphe d’anneauz plongé réduit (éventuelle-
ment vide) E(M) dans M vérifiant les propriétés suivantes :

i. Chaque E(M)-composante a un Hy trivial;
ii. Les E(M)-composantes ont un diamétre uniformément borné ;
iii. Les arétes de E(M) ont un poids uniformément borné.

De plus, les bornes dans (ii) et (iii) ne dépendent que de W (et pas de M ).

5.3.4 Construction du graphe d’anneaux
Premiére étape

Proposition 5.3.6. Il existe une constante Cs > 0 et un graphe d’anneaux
plongé réduit Ey tel que chaque aréte de Ey a un poids inférieur ou égal a Cg
et chaque Ey-composante a un Hy trivial.



5.3. LE M-SCINDEMENT 7

Preuve. Commencons par une définition. Soit 7" un tore incompressible. Si «
est un arc (propre) dans M, on dit que « annihile T si le nombre d’intersec-
tion de a et T est impair. Soit A un anneau essentiel dans M. Choisissons
une fibration de Seifert compatible sur X telle que A et T sont saturés et
notons 7, ¢ leurs projetés sur la base de la fibration. On dit que A annihile
T si le nombre d’intersection de n et & est impair. Observons que si 77 et
T, sont homologues, A annihile 77 si et seulement si A annihile 7,. On peut
donc dire que A annihile une classe d’homologie donnée.

Lemme 5.3.7. Pour tout tore incompressible T tel que [T| # 0 € Hy(M),
il existe un anneau d’aire PL minimale parmi tous les anneaux verticaur
essentiels annihilant T, et un tel anneau est automatiquement plongé. De
plus, il existe une constante Cy telle que tout tore comme ci-dessus est anni-
hilé par un anneau vertical essentiel de poids au plus Cg.

Preuve. Soit T un tore incompressible tel que [T'] # 0 € Hy(M). On verra
plus loin qu’il existe toujours un anneau vertical essentiel A’ qui annihile 7.
Admettons ce résultat pour 'instant et montrons qu’il en existe un d’aire PL
minimale. D’aprés le lemme 4.3.1, tout anneau de poids au plus pd(A') est
dans le pd(A’)2-voisinage de T, donc I’existence d’un anneau d’aire minimale
annihilant 7' se montre comme dans 4.3.2(i). Pour voir qu’un tel anneau est
plongé, on applique 4.3.2(ii) en remarquant qu’un anneau qui annihile un
tore ne peut pas étre le double d’un ruban de Mé&bius.

Posons Cy = 12Cs + 13 et Cf = r4(Cy).

Soit T un tore incompressible tel que [T] # 0 € Hy(M). Soit T ne sé-
pare pas, soit T sépare et chaque composante de M découpée le long de T
rencontre OM. Dans les deux cas, T est annihilé par un arc «. Supposons
que « est combinatoire de longueur minimale /. Notons z,y les extrémités
de a. Soit z un point de o N 7'1(0) tel que les longueurs des sous-arcs [zz]
et [zy] sont minorées par (I — 1)/2. Comme OM est Cg-quasidense, il existe
nécessairement w € OM N 7;(0) et un arc combinatoire S reliant z et w de
longueur au plus 6(Cs + 1). Au moins un des deux arcs [zz] U S et [yz] U S
annihile 7', donc par minimalité, on a | < Cj.

En particulier, o a un diamétre inférieur ou égal a C§. Gréace a la proposi-
tion 5.3.3(ii), on obtient une sous-variété S-réguliere L C M de diamétre au
plus r4(C{), contenant « dans son intérieur et telle qu’il existe une fibration
de Seifert fortement compatible p : M — B telle que L = p~*(p(L)).

Posons 1 = p(«) et & = p(T'). Mettons n et T en position générale tout
en laissant 1 dans p(L). Si n est plongé, posons A = p~*(n). Sinon écrivons
1N = MUwN2U,nNs ol w est un point double de 7. Si #n9NE est pair, remplagons
n par m; Uns. Si #n, NE est impair, remplagons n par g, Un,Un; © (ol I'on a
noté n; ' Parc n; avec I'orientation opposée). Aprés perturbation, on obtient
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un arc qui a moins de points doubles que n et qui rencontre toujours £ en un
nombre impair de points. Au bout d’un nombre fini de telles opérations, on
obtient un arc plongé. L'image réciproque de cet arc est un anneau essentiel
de diamétre au plus C§ annihilant 7.

Nous allons maintenant donner une borne uniforme sur le poids minimal
d’un tel anneau. On met d’abord T en position normale. Nous venons de
montrer qu'’il existe un anneau essentiel A de diamétre au plus C§ annihilant
T. Soit T'" une composante de M contenant au moins une composante de
0A. Comme diam 7" < (5, la géométrie bornée de 7; donne une borne sur la
taille de N(T", C{). Par conséquent, il n’y a qu’un nombre fini de possibilités
pour le 5-uplet (N(T",C¥), T', M N N(T",C{),T N N(T",C¥), czv) & homéo-
morphisme combinatoire prés. Dans chaque situation, il existe un anneau
A C M N N(T'C¥) en position normale tel qu'une composante de 0A se
trouve sur 7", est librement homotope & ¢ et le nombre de composantes de
ANT qui sont des courbes essentielles est impair. Sélectionnons pour chaque
situation un anneau possédant toutes ces propriétés et notons A la collection
de ces anneaux. Soit Cy le maximum de leurs poids.

Pour tout T, il existe un anneau A de diamétre au plus Cy annihilant 7.
Le C{-voisinage de T" correspond a une certaine situation modeéle possédant
un anneau A’ € A. Alors en ramenant A’ dans W par un homéomorphisme
combinatoire, on obtient un anneau de poids au plus Cs annihilant 7. Cet
anneau doit étre vertical & cause de la condition sur ¢pr et essentiel du fait
qu’aucun anneau paralléle au bord ne peut annihiler 7°. O

Soit £ = {[T1],[T3], ...} une liste de toutes les classes d’homologie repré-
sentées par des tores incompressibles plongés dans M. Le graphe Ej est
construit par récurrence selon le méme principe qu’au lemme 2.4.1. A chaque
étape, on prend le premier élément [T] restant sur la liste. Le lemme 5.3.7
fournit un anneau vertical essentiel h-minimal de poids au plus Cg qui annihile
[T]. On supprime de la liste toutes les classes annihilées par cet anneau et on
recommence. On obtient ainsi un graphe d’anneaux Ej.

On montre comme au lemme 2.4.1 que ce graphe est plongé et réduit, en
utilisant la proposition 4.3.3 pour adapter les arguments d’intersections de
géodésiques. Pour voir que chaque Fj-composante a un Hy trivial, on suppose
que ce n’est pas le cas. Soit donc X une Ej-composante telle que Hy(X) #
0. On sait que X est une variété de Seifert, donc d’aprés le lemme 4.2.5,
X contient un tore incompressible T représentant une classe non nulle de
Hy(X). Or T doit étre homologue a zéro dans M, sinon sa classe dans Hy(M)
apparaitrait sur la liste £ et ainsi 7" serait annihilé par une aréte de Ey. Par
conséquent, 7" borde une sous-variété compacte Y C Int M. Mais alors aucune
aréte de Fy ne peut rencontrer Y, donc Y C X. Cette contradiction termine
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la preuve de la proposition 5.3.6. O

Seconde étape

Soit Ey le graphe d’anneaux construit dans la proposition 5.3.6. Nous
allons ajouter des anneaux a Fy pour découper les Fy-composantes en mor-
ceaux plus petits de diamétre uniformément borné.

Soit X une Ey-composante. On a par hypothése Hy(X) = 0, mais Hy(X)
peut étre non trivial s’il existe une aréte A de Ey dont les deux cotés donnent
sur X . Pour éviter cette difficulté, on travaille dans la variété X construite de
la fagon suivante : remplacons chaque aréte de Fy par deux copies paralléles
de cette aréte, obtenant un graphe (non réduit) E’. Alors les E’-composantes
qui ne sont pas bordées par deux arétes paralléles sont en bijection avec les
FEy-composantes. Si X est une Fy-composante, on définit X comme I’adhéren-
ce de la F'-composante correspondante, munie de la structure combinatoire
induite par la triangulation 7; et les arétes de F'.

On identifie X au sous-ensemble évident de X et on munit X de la quasi-
métrique induite par le recouvrement de X par ses intersections avec les
3-simplexes de T;. Le diameétre intrinséque de X est le diameétre de X (ou X))
pour cette quasi-métrique. Remarquons que X et X sont homotopiquement
équivalents ; en particulier, HQ(X ) =0.

Le bord de X admet une décomposition 0X = 9,X U8, X ol 9pX =
YN X et 9, X est la réunion des anneaux correspondant aux arétes de E’.
On appelle les composantes de 80)2' anneaur de bord et les composantes de
81X anneaux-frontiéres.

Un anneau (ou un arc) proprement plongé dans X est dit bien plongé
si son bord est contenu dans 9, X. Un arc ou un anneau bien plongé est
essentiel si ses deux composantes de bord se trouvent sur deux anneaux de
bord différents qui ne sont pas reliés par un anneau-frontiére. On appelle
anneau de coupure un anneau bien plongé essentiel. Un anneau de coupure
est c-minimal s’il est d’aire PL minimale parmi tous les anneaux de coupure
reliant les mémes anneaux de bord.

La proposition suivante est une reformulation de la proposition 5.3.5.

Proposition 5.3.8. Il existe des constantes Cy, C1g > 0 et un graphe d’an-
neaux plongé réduit E tel que chaque E-composante X a un Hy trivial et
un diamétre intrinseque inférieur ou égal a Cg, et chaque aréte a un poids
nférieur ou égal a Cly.

Lemme 5.3.9. Il existe une fonction rs : N — N telle que si o C X est un
arc bien plongé reliant deux anneauz de bord distincts T et T', alors soit T
et T' sont reliés par un anneau-frontiére, soit il existe un anneau de coupure
c-minimal A C X de poids au plus rs(taille(«)) reliant T et T".
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Preuve. La preuve est analogue a celle du lemme 5.3.7. L’anneau A est
construit comme réunion de fibres dans une fibration de Seifert fortement
compatible définie sur une sous-variété S-réguliére. Pour assurer que A se
trouve dans la bonne composante, il suffit de choisir la fibration de Seifert de
sorte que son intersection avec le graphe d’anneaux soit saturée, ce qui est
toujours possible puique les arétes sont des anneaux verticaux. O

Lemme 5.3.10. Soient A, A’ des anneauz c-minimauz. Supposons que A
relie des anneaux de bord T,U et que A’ relie des anneaux de bord T',U’.
Alors :

i. Soit A et A’ sont disjoints, soit éventuellement aprés perturbation com-
me dans la proposition 4.3.3, I'intersection est réduite a une courbe
essentielle.

i. SiT =T, A et A" sont disjoints.

Preuve. Preuve de (i) : Supposons que A et A’ sont transverses (le cas général
en découle en utilisant ’astuce de Meeks-Yau). D’apreés la proposition 4.3.3,
AN A" est une réunion disjointe de courbes fermées essentielles. Supposons
qu’il y a au moins deux courbes ¢;,co C AN A’. On les choisit de fagon a ce
que les anneaux A; C A et A} C A’ bordés par ¢; U ¢y ne se rencontrent pas
en dehors de ¢; Ucy. En échangeant A; et A et en arrondissant les coins, on
obtient deux anneaux A", A" tels que A" relie T et U, A" relie T' et U’, et
|A"] + |A"| < |A] + |A'|. Cela contredit la c-minimalité de A et A’

La preuve de (ii) est similaire : si A et A’ ne sont pas disjoints, on obtient
en perturbant A si nécessaire une courbe essentielle transverse d’intersection.
On procéde alors a un échange pour obtenir une contradiction. O

Preuve de la proposition 5.3.8. Le raisonnement est similaire a celui de la
proposition 2.4.5. Définissons les constantes suivantes :

1 =2Cs+2v(T1)Cs + 3
Cy = sup(rs(v(T1)"*"), Cs)
s=CF+1
010 =Ts+ 305 + 50.

On va construire une suite transfinie de graphes d’anneaux F, vérifiant les
propriétés suivantes : F est une extension de chaque graphe E,, pour p < A;
chaque aréte de E) a un poids majoré par Cy (et donc un diamétre majoré
par s — 1 d’aprés les lemmes 1.3.3 et 4.3.1) ; pour chaque E)-composante X,
soit le diamétre intrinséque de X est inférieur ou égal a (g, soit X admet
au plus un anneau-frontiére qui n’est pas déja dans E, (appelé « 'anneau
rouge »).
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Il est clair que Ej a toutes ces propriétés. Si A est un ordinal limite,
on pose E, = Uu <x Eu- Nous devons maintenant expliquer comment on
construit F), i connaissant E). Supposons donc que pour 'ordinal J, il existe
une composante X de E) qui est non compacte ou a un diamétre intrinséque
strictement plus grand que Cj,.

Soit 4y C ;X l’anneau rouge. Soit U la réunion de Ay et des deux
anneaux de bord adjacents. Soit Y une sous-variété telle que N(U,s) CY C
N(U, s+ 1). Soient Fy, ..., Fy,, les composantes de Y. Comme HQ(X') =0,
chaque F; borde une sous-variété Y;. On dit que F; est extérieure si Y C Y;.
Il y a exactement une composante extérieure, mettons Fy. Alors Fy contient
U. De plus, Fy ne remplit pas X, car F, = 0X impliquerait diam(X) <
28"‘20(5 +3< Cl().

Affirmation. F, — U est connexe.

En effet, U se rétracte sur une courbe essentielle ¢ C Fy. Cherchant une
contradiction, supposons que c est séparante. Soit F' une composante de Fj
découpé le long de c. Alors F' est une surface orientable dont le bord est une
courbe essentielle dans M. Comme F' ne peut étre ni un disque ni un anneau,
F' doit étre compressible. Aprés un nombre fini de compressions, on arrive a
une contradiction. Ceci prouve I’affirmation.

Soient z, y deux points tels que x appartient a I’'un des anneaux adjacents
a Ay et y appartient a 'autre. L’affirmation implique qu’il existe un arc y
dans Fy—U reliant z & y. On peut décomposer 7y en v U& Uy U---U&y_1 U7y,
avec v; C 0X et & C X — N(U,C%). Soient Zy, ..., Z, les composantes de
I’adhérence de X N N (Fy,Cs) — U. Comme 0X est Cg-quasidense, chaque
7; se trouve dans un certain Zj;). Considérons le graphe abstrait G dont les
sommets sont les Z; et ol on met une aréte entre Z; et Z si et seulement si
N(Z;,Cs) N N(Zg,Cg) n’est pas contenu dans N (U, s).

Lemme 5.3.11. Pour tout i, Zju et Zjit1) sont dans la méme composante
conneze de G.

Preuve. Identique a celle du lemme correspondant dans la preuve de la pro-
position 2.4.5. O

Notons W la réunion de tous les anneaux de bord et de tous les anneaux-
frontiéres qui ne sont pas contenus entiérement dans U et rencontrent le
Ceg-voisinage d’au moins un Z;. Soient Wi,..., W, les composantes de W.
Chaque Z; est contenu dans un certain Wy;).

Lemme 5.3.12. Soient j,j' des indices tels qu’il existe une aréte de G entre
Z; et Zj. Alors soit k(j) = k(j'), soit il existe des anneauz de bord T C Wiy )
et T C Wy tels que soit T' et T' sont reliés par un anneau frontiére, soit il
existe un anneau de coupure c-minimal de poids au plus Cy reliant T et T".
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Preuve. Par hypothése, il existe un point z € X tel que d(z,Z;) < Cs,
d(z,Z;) < Cs et d(z2,U) > s. Supposons que k(j) # k(j'). Alors il existe
un arc « de taille < 2Cg + 1 reliant Z; & Zj. Si une extrémité (ou les deux)
de « se trouve sur un anneau-frontiére, on peut prolonger « le long du bord
pour obtenir un arc o/ de diamétre au plus 2Cqs + 2v(7;)Cs + 3 = [ reliant
des anneaux de bord T C Wy et T" C Winy.

D’aprés le lemme 1.3.3, on a taille(a’) < v(7;)"*?, donc le lemme 5.3.9
implique que soit T" et T" sont reliés par un anneau-frontiére, soit il existe un
anneau de coupure c-minimal de poids au plus Cy reliant T et T". O

En combinant les deux lemmes ci-dessus, on arrive a la conclusion sui-
vante : quitte a réindexer les W, il existe une suite finie A,..., A telle
que :

i. Chaque A} est un anneau h-minimal de poids au plus Cy. (Soit un
anneau-frontiére, soit un anneau de coupure.)

ii. W, contient x, W, contient y et pour tout i, A; relie des anneaux de
bord T; C W; et T C Wi,;.

Lemme 5.3.13. Quitte a réindexer encore les Wy, il existe une suite finie
AT, ..., Al possédant les propriétés ci-dessus, et de plus les A’s sont dis-
joints deux & deur.

Preuve. C’est la méme démonstration que pour le lemme correspondant dans
la proposition 2.4.5 en remplacant la notion de longueur par celle d’aire PL
et en utilisant le lemme 5.3.10 & la place de 2.2.1(iii). O

D’aprés le lemme 4.3.1, chaque A} a un diamétre inférieur ou égal a s.
Il y a au moins un anneau de coupure parmi eux, car sinon tous les points
de OX seraient dans N(U,3s + C5 4+ Cg + 15), donc X serait contenu dans
N(U,35+C5+2Cg+20) et X aurait un diamétre strictement inférieur a Cho,
contrairement aux hypothéses.

On définit Ey 4 en ajoutant les anneaux A7 & F). Comme il n’y a qu'un
nombre dénombrable de classes d’homotopie d’anneaux bien plongés essen-
tiels, la construction s’arréte a un certain ordinal dénombrable A. Le graphe
F, correspondant a la propriété supplémentaire que chaque E)-composante
a un diamétre intrinséque majoré par Ctg. O

5.3.5 Preuve de la proposition 5.1.3

Soit, (W, T, a) une VTC ouverte, orientable, irréductible, maximale telle
que a est uniformément représentable et (W, 7T) a un profil isopérimétrique
fini. D’aprés la proposition 5.3.3, il existe une subdivision uniforme 7; de T et
une sous-variété combinatoire ¥ dont les composantes sont des sous-variétés
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S-réguliéres épaisses de diamétre uniformément borné. D’aprés la proposi-
tion 5.3.5, chaque composante M de W — Int ¥ admet un graphe d’anneaux
plongé réduit E(M) tel que les arétes de E(M) ont un poids uniformément
borné et les E(M)-composantes ont un Hj trivial et un diameétre uniformé-
ment borné, les bornes dépendant de W mais pas de M.

Soit M’ la collection de toutes les composantes de 0¥ et toutes les arétes
de tous les graphes E(M). Il s’agit d’une collection de tores et d’anneaux
satisfaisant les conditions (i), (ii) et (iii) de la définition d’'un M-scindement.

Un premier probléme vient du fait que les anneaux de M’ ne sont pas
combinatoires dans 7. Il nous faut donc prouver I’existence d’une subdivision
uniforme qui rende M’ combinatoire. Comme les tores sont déja combina-
toires, on est ramené au lemme suivant :

Lemme 5.3.14. Il n’y a qu’un nombre fini de types combinatoires pour l’in-
tersection de la réunion des anneauz de M' avec un simplexe de T;.

Preuve. Tous les anneaux de M’ sont normaux. Soit ¢ un simplexe de T;
La borne uniforme sur les poids des anneaux de M’ donne une borne sur
le nombre de composantes de I'intersection avec ¢ d’un anneau donné. Le
lemme 4.3.1 montre qu’il y a aussi une borne uniforme sur les tailles des
anneaux de M'. Comme chaque graphe F(M) est réduit, cette borne sur les
tailles donne une borne sur le nombre d’anneaux qui rencontrent o. O

Il reste a résoudre un deuxiéme probléme : certaines composantes de Y
peuvent avoir un Hy non trivial. Cependant, comme il n’y en a qu’un nombre
fini & homéomorphisme combinatoire prés, il suffit de rajouter un nombre
uniformément fini d’anneaux verticaux dans chaque composante de X et de
passer & nouveau a une subdivision uniforme pour les rendre combinatoires.
Finalement, on obtient une subdivision uniforme 75 de 7 et un M-scindement
pour (W, Tz, a).

5.4 Fin de la preuve

Dans cette section, nous achevons la preuve du théoréme 5.1.1 en dé-
montrant la proposition 5.1.4. Soit (W, 73,a) une VTC ouverte, orientable,
irréductible, maximale admettant un M-scindement M. Commencons par
deux remarques.

Remarque. Chaque tore de M rencontre au moins un anneau. (Sinon il
existerait une composante de complémentaire avec un Hs non trivial.)

Remarque. L’identité entre (W,dr,) et (W, dpr) est une quasi-isométrie.
(Car les recouvrements compacts correspondants sont équivalents.)
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Passons a la preuve de la proposition 5.1.4. La premiére étape consiste
a construire une fibration de Seifert sur (W, 7, a) qui respecte M, c’est-a-
dire telle que chaque élément de M est saturé.

On commence par munir chaque anneau d’une fibration triviale en cercles.
La condition (iii) de la définition d’'un M-scindement et la premiére remarque
préliminaire montrent qu’on peut étendre (d’une fagon unique a isotopie prés)
ces fibrations aux tores. Pour simplifier, épaississons chaque anneau de M
et étendons la fibration & 1’épaississement. Alors chaque adhérence V' d’une
composante de complémentaire V' a un Hy trivial. Par conséquent, 0V est
constitué d’un seul tore. Par hypothése, V' est asphérique, mais comme W est
irréductible, V' est en fait irréductible. Si V' est un tore solide, la fibration sur
0V s’étend automatiquement en une fibration de Seifert compatible sur V.
Sinon, V' est incompressible et le théoréme 4.2.2 donne une fibration de Seifert
compatible sur V. Comme V est incompressible et ¢ maximal, cette fibration
de Seifert est fortement compatible (cf. lemme 5.3.1). On peut donc 'isotoper
de maniére a ce qu’elle étende la fibration de 0V construite précédemment.

Soit p : W — B la projection sur la base. L’image de M par p est le
1-squelette d’une décomposition cellulaire D de B. Comme 75 est a géomé-
trie bornée et les composantes du complémentaire de M ont un diameétre
uniformément borné, D est & géométrie bornée.

Par construction de D, p : (W,dyp) — (B,dp) est une quasi-isométrie.
Par la deuxiéme remarque préliminaire, c’est aussi une quasi-isométrie entre
(W,dr,) et (B,dp). La proposition 2.2.6 permet de conclure.

5.5 Le cas asphérique non-irréductible

Dans cette section, nous montrons comment adapter nos arguments pour
traiter le cas ot on ne suppose plus W irréductible, mais seulement asphéri-
que. Bien siir, on ne peut pas s’attendre a démontrer que W elle-méme est
une variété de Seifert (étant donné que la conjecture de Poincaré est toujours
ouverte), mais nous montrerons que W est homotopiquement équivalente a
une variété de Seifert.

Pour énoncer précisément le résultat, on donne d’abord une définition.

Définition. Soient (W, T,a) et (W', T',a’) deux VTC. On appelle équiva-
lence d’homotopie uniformément propre entre (W, T,a) et (W', T",a') une
application f: W — W' telle qu’on ait les propriétés suivantes :

i. f est une équivalence d’homotopie propre;
ii. f est une quasi-isométrie entre (W,dr) et (W', dr);

iii. f,(a) =a'.
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Pour simplifier la terminologie, on dit que (W, T, a) et (W', T',d’) sont équi-
valentes s’il existe une équivalence d’homotopie uniformément propre entre
elles.

Théoréme 5.5.1. Soit (W, T,a) une VTC ouverte, orientable, asphérique
et mazimale. Supposons que a est uniformément représentable et que (W, T)
a un profil isopérimétrique fini. Alors il existe une équivalence d’homotopie
uniformément propre de (W, T, a) vers une VTC ouverte, orientable, irrédu-
ctible (W', T',a') admettant une fibration de Seifert compatible. De plus, il
eriste une métrique riemannienne compléte quasi-homogéne sur la base de
cette fibration telle que la projection soit une quasi-isométrie.

La preuve du théoréme 5.5.1 se scinde en deux propositions.

Proposition 5.5.2. Sous les hypothéses du théoréme 5.5.1, il existe une
équivalence d’homotopie uniformément propre de (W,T,a) vers une VIC
ouverte, orientable, asphérique, mazimale (Wa, Ta, a2) qui admet un M-scin-
dement.

Proposition 5.5.3. Soit (Ws, Tz, as) une VI'C ouverte, orientable, asphéri-
que, mazrimale qui admet un M-scindement. Alors il existe une équivalence
d’homotopie uniformément propre de (Wa,Ta,az) vers une VIC ouverte,
orientable, irréductible (W', T',a') admettant une fibration de Seifert compa-
tible. De plus, il existe une métrique riemannienne compléte quasi-homogéne
sur la base de cette fibration telle que la projection soit une quasi-isométrie.

Soit (W, T, a) une VTC ouverte, orientable, asphérique. Soit V' une sous-
variété non nécessairement connexe de W dont chaque composante est asphé-
rique et compacte. On appelle 0-chirurgie de Poincaré dans V' la transfor-
mation suivante : pour chaque composante réductible U de V', on choisit une
2-sphére plongée Sy C U bordant une fausse boule By C U telle que U — By
ne contient aucune fausse boule. On subdivise 7 uniformément pour rendre
Sy combinatoire. Ensuite on retire chaque By et on colle & sa place une
vraie boule convenablement triangulée. Notons (W', T") la variété triangulée
obtenue. Il existe une équivalence d’homotopie naturelle ¢ : W — W'. Posons
a = ¢.(a). Alors (W', T, a') est une VTC ouverte, orientable, asphérique,
appelée transformé de Poincaré de (W, T, a) relativement ¢ V. L’image de
V' par I’équivalence d’homotopie est appelée transformé irréductible de V.

Fait. Avec les notations ci-dessus, s’il existe une constante C' > 0 pour la-
quelle chaque composante de V' est de taille au plus C', alors ’équivalence
d’homotopie ¢ est uniformément propre.

Cette construction permet de déduire la proposition 5.5.3 de la pro-
position correspondante dans le cas irréductible. En effet, soit M un M-
scindement de (Wy, 73, as). Pour chaque composante Y de W, — | J M, soit



86 CHAPITRE 5. VARIETES OUVERTES DE DIMENSION 3

Zy une sous-variété de Y obtenue en retirant un voisinage régulier de 0Y.
Soit V' la réunion de ces sous-variétés Zy sur toutes les composantes de
Wy — |J M. Les composantes de V' sont compactes, asphériques et de taille
uniformément bornée. Par conséquent, le transformé de Poincaré (W', 77, ')
de (W, Ts, ag) relativement & V' est équivalent a (Ws, Tz, as).

Observons que (W', 7", a') admet un M-scindement naturel M’ et que
par construction, toutes les composantes de W' — | J M’ sont irréductibles.
On peut donc appliquer le début de la preuve de la proposition 5.1.4 pour
construire une fibration de Seifert fortement compatible sur W' respectant
M'. En particulier, W' est irréductible, et la fin de la preuve de la proposi-
tion 5.1.4 donne la conclusion souhaitée.

Preuve de la proposition 5.5.2. 11 nous faut parcourir les sections 5.2 et 5.3
pour voir ot I'irréductibilité est utilisée et adapter les définitions et les lemmes
concernés.

Il y a un principe de base que le lecteur doit garder présent a 'esprit :
a chaque fois qu’on essaie d’établir I'existence d’une surface incompressible
F' incluse dans une certaine sous-variété V' C W et possédant une propriété
donnée, on procéde comme suit : on effectue une 0-chirurgie de Poincaré dans
V, obtenant une variété W' ayant le méme type d’homotopie propre que W
et une sous-variété irréductible V' C W’ telle que V est homéomorphe a la
somme connexe de V' et d’une sphére d’homotopie; puis on construit une
surface F' dans V' avec les propriétés désirées en utilisant ’irréductibilité
de V'; enfin, on isotope la surface F’ de fagon & la rendre disjointe de la
boule provenant de la chirurgie, de sorte que sa préimage par I’équivalence
d’homotopie est une surface F' C V avec les propriétés désirées.

Considérons la section 5.2. L’irréductibilité apparait pour la premiére fois
pour définir les sous-variétés réguliéres. A partir de cet endroit, il faut partout
remplacer le mot « irréductible » par « asphérique ». Ainsi, la définition d’une
sous-variété réguliére devient :

Définition’. Soit V' C W une variété compacte. On dit que V est réguliére
si elle est asphérique et contient un lacet représentant a € m W.

Avec cette nouvelle définition, les lemmes 5.2.2 et 5.2.3 restent vrais tels
quels. Il suffit de remplacer dans les preuves « boule » par « boule d’homo-
topie ».

La définition d’une sous-variété épaisse n’a pas besoin de changement,
ni les lemmes 5.2.4 et 5.2.5. La partie de la preuve faisant intervenir des
fibrations de Seifert est plus compliquée a adapter. Convenons d’appeler tore
solide d’homotopie une variété de dimension 3 homéomorphe & la somme
connexe de S' x D? et d’'une sphére d’homotopie.
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Définition’. Soit V' C W une sous-variété compacte. On dit que V est S-
régquliére si elle est réguliére et si un transformé irréductible de V' admet une
fibration de Seifert compatible. Une sous-variété S-réguliére est dite tendue
si elle est incompressible dans W ou un tore solide d’homotopie.

Avec cette définition modifiée, le lemme 5.2.6(ii) reste vrai, ainsi que le
lemme 5.2.7. Pour ce dernier, le début de la preuve est inchangé, sauf qu’on
sait seulement que X et Y sont asphériques plutot qu’irréductibles. L’argu-
ment utilisé dans le cas irréductible prouve que 7; X a un centre non trivial.
En appliquant le théoréme 4.2.2 & un transformé de Poincaré, on montre que
X est S-réguliére pour la nouvelle définition.

Avec des modifications similaires, la preuve du lemme 5.2.8 reste valable.
En ce qui concerne la proposition 5.2.9, I'irréductibilité est utilisée deux fois,
dans la partie de sa preuve correspondant au lemme 5.2.11. La premiére fois,
nous appliquions le théoréme 4.2.2 4 une variété X pour étudier un groupe G
isomorphe a 71 (X{)). Dans la nouvelle situation, on arrive seulement & montrer
que X est une somme connexe d’une variété de Seifert 4 bord non vide et
d’une sphére d’homotopie, mais cette différence ne concerne pas le groupe G.
La deuxiéme fois, nous appliquions le théoréme du tore homotopique 4.2.6.
Pour adapter la preuve, on utilise le principe décrit plus haut : on applique le
théoréme du tore homotopique dans un transformé de Poincaré pour obtenir
les tores, puis on remarque qu’ils existent déja dans I’ancienne sous-variété.

On pourrait utiliser ces résultats pour prouver un analogue faible de la
proposition 5.1.2 en considérant une exhaustion de W par des sous-variétés
S-régulieres tendues. Le résultat est que W est une somme connexe d’une va-
riété de Seifert avec un nombre fini ou dénombrable de sphéres d’homotopie.
Toutefois, ce fait n’est pas trés utile.

Il nous faut ensuite adapter les arguments du début de la section 5.3.
Une difficulté provient de I’absence de fibration de Seifert globale sur W. Le
lemme 5.3.1 devient :

Lemme 5.3.1° Soit M une sous-variété connexe de W telle qu’au moins
une composante T de OM est incompressible dans W. Soit W' un transformé
de Poincaré de W relativement a M. Toute fibration de Seifert compatible
sur le transformé irréductible M' C W' de M est fortement compatible.

Dans la preuve, on se place dans une sous-variété S-réguliére tendue V' C
W' contenant M'. Comme V' est tendue et contient un tore incompressi-
ble (I'image 7" de T'), V' est incompressible. Comme M’ est de Seifert, elle
est irréductible. On peut donc effectuer une O-chirurgie de Poincaré dans
V! —1Int M' de facon a ce que que I'image V" de V' soit irréductible. D’aprés
la maximalité de a et le théoréme 4.2.2, V" admet une fibration de Seifert
fortement compatible. Comme on a fait la chirurgie loin de 7", on obtient une
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fibration sur 7", que ’on peut comparer a la restriction de p,s, et le reste de
I’argument est inchangé.

Lemme 5.3.2° Soit V C W une sous-variété épaisse S-réguliére telle que
chaque composante compacte de W —Int V' est épaisse. Soit W' un transformé
de Poincaré de W relativement a V. Alors le transformé irréductible V! C W'
de V admet une fibration de Seifert fortement compatible. De plus, une telle
fibration est unique a isotopie pres.

Dans la preuve du cas irréductible, le cas o W =2 S x R? est traité sépa-
rément. Ici, on dit que si W n’admet pas d’exhaustion par des sous-variétés
incompressibles S-réguliéres, elle admet une exhaustion par des tores solides
d’homotopie qui sont des cceurs compacts de W'. Dans ce cas, mW' est cy-
clique engendré par a, ce qui suffit pour conclure que la fibration compatible
sur V' est fortement compatible. Le cas ou la variété admet une exhaustion
par des sous-variétés incompressibles S-réguliéres n’a pas besoin de modifi-
cation supplémentaire.

En utilisant ces deux lemmes et ce qui précéde, on obtient la version faible
suivante de la proposition 5.3.3 :

Proposition 5.3.3° 1] existe des constantes Cs, Cg, C7 > 0, une fonction
ry: N = N, une VTC ouverte, orientable, asphérique, mazimale (W1, T, a1)
équivalente & (W, T, a) et une sous-variété . C Wy, chaque composante T
de 0% étant munie d’une courbe fermée plongée ¢ C T telle qu’on ait les
propriétés suivantes :

i. Chaque composante de Y. est combinatoire pour T, a un diamétre ma-
joré par Cs et admet une fibration de Seifert fortement compatible.

1. Chaque composante M de W1 —1Int ¥ a un bord Cg-quasidense. De plus,
pour tout compact K C M, il existe une sous-variété S-réguliére L C M
telle que K C Int L, diam L < ry(diam K) et, éventuellement aprés 0-
chirurgie dans L, il existe une fibration de Seifert fortement compatible
sur L telle que toutes les courbes cr qui rencontrent L sont des fibres.

111. Chaque courbe cr est une fibre de la fibration de Seifert fortement com-
patible de X2 ; de plus, elle est combinatoire et sa longueur est inférieure
ou €égale a C';.

La différence principale est qu’on ne peut espérer construire des fibra-
tions de Seifert sur les composantes du complémentaire de 3, ce qui alourdit
I’énoncé de la propriété (ii). La preuve est similaire, mais techniquement
plus compliquée que celle de la proposition 5.3.3. Pour commencer, on utilise
la forme affaiblie de la proposition 5.2.9 pour construire une collection de
sous-variétés S-réguliéres suffisamment éloignées les unes des autres et telles
que chaque composante du complémentaire a un bord quasidense. Quitte
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a rajouter des tores solides d’homotopie, on peut supposer que chacune de
ces sous-variétés est épaisse et n’a que des composantes complémentaires
épaisses. On prend alors le transformé de Poincaré relativement & la réunion
de ces sous-variétés. Cela donne la VTC (Wi, 71, a;) et la sous-variété fibrée
3.

Les propriétés (i) et (iii) sont faciles a vérifier. Pour (ii), la seule différence
réside dans I’absence de la fibration p,,;. On voudrait faire la chose suivante :
prendre une sous-variété S-réguliére V' C W, avec les propriétés suivantes : V'
contient K ; elle est épaisse ; chaque composante de W —Int V' est épaisse; V'
contient chaque composante de ¥ qu’elle rencontre ; chaque composante de
V—XNV est épaisse. On voudrait alors conclure que (éventuellement apreés 0-
chirurgie de Poincaré) V admet une fibration de Seifert fortement compatible
prolongeant celle de V' N X, de sorte qu’on peut prendre L = V N M. En
réalité, on ne peut pas parler de sous-variétés épaisses dans W, parce qu’on
ne sait pas quelle constante choisir. Il faut donc ramener K dans W par
I’équivalence d’homotopie propre, faire la construction décrite plus haut dans
W, et prendre son image dans Wj.

Passons a la deuxiéme partie du programme, & savoir la construction du
graphe d’anneaux. Comme on ne dispose plus des fibrations p,,, on dit qu’un
anneau A C M est vertical quand une courbe fermée plongée essentielle sur
A est librement homotope & une courbe ¢y ot T" est une composante de OM.
On observe que 'assertion (ii) de la proposition 5.3.3" implique que toutes
les courbes ¢ C OM sont librement homotopes dans M et déterminent un
élément central de m; M. On peut donc appliquer les résultats sur les anneaux
PL minimaux.

La seule autre différence est que dans le lemme 5.3.7, on ne dispose pas
d’une fibration de Seifert sur la sous-variété L elle-méme. Il faut donc utiliser
I’astuce habituelle : faire une O-chirurgie de Poincaré pour obtenir la fibration
de Seifert, construire I’anneau, et renvoyer dans la variété de départ. Pour
voir qu’il y a une borne uniforme sur les poids des anneaux, on observe
que si taille(L) est fixée, on peut choisir un nombre fini de fagons de faire
la O-chirurgie de Poincaré, de sorte que la sous-variété irréductible obtenue
appartient & un nombre fini de types combinatoires. Le reste de la preuve de
la proposition 5.5.2 est inchangg. O

Nous déduisons a présent du théoréme 5.5.1 le résultat suivant annoncé
dans I'introduction.

Théoréme 5.5.4. Soit W une variété de dimension 3 ouverte, orientable
dont le groupe fondamental est infini cyclique. Soit I' un groupe de type fini
agissant proprement et cocompactement sur W. Alors I' est un groupe de
surface virtuel.
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Preuve. Puisque 'action de I' est propre et cocompacte, W admet une tri-
angulation ['-équivariante 7 & géométrie bornée. Soit a un générateur de
mW. Alors (W, T, a) est une VTC ouverte, orientable, maximale. D’aprés le
lemme 1.5.8, W est asphérique, (W, 7) a un profil isopérimétrique fini et a
est uniformément représentable.

Les hypothéses du théoréme 5.5.1 sont donc satisfaites. D’aprés ce théo-
réme, il existe une VTC ouverte, orientable, irréductible (W', T, a') telle que
mW' 2 Z, (W, dr) est quasi-isométrique a (W', d) et il existe une fibration
de Seifert compatible sur W’ telle que (W', d7) est quasi-isométrique a une
métrique riemannienne compléte A sur la base B de cette fibration.

Comme m W' est cyclique, B doit étre diffeomorphe & R?. D’aprés le
lemme 1.2.1, T est quasi-isométrique a (W, dy), donc a (W', dy), donc a
(B, h). D’aprés le théoréme 3.1.1, I' est un groupe de surface virtuel. O



Chapitre 6

Application aux orbifolds

Le but de ce chapitre est de terminer la preuve du théoréme 0.0.2 dont
nous rappelons I’énoncé :

Théoréme 0.0.2 Soit O un orbifold de dimension 3 fermé, orientable et
petit. St 11O admet un sous-groupe infini cyclique normal, O est un orbifold
de Seifert.

Le théoréme 5.5.4 permet de réduire la preuve a montrer qu’un orbifold
dont le groupe fondamental est une extension de Z par un groupe de surface
virtuel est de Seifert. Nous démontrons dans ce but des théorémes équiva-
riants.

6.1 Quelques rappels

Un orbifold de dimension n est un espace topologique métrisable loca-
lement modelé sur des quotients de R™ par des sous-groupes finis de O(n).
Par exemple, le quotient d’une variété par une action propre d’'un groupe
discret posséde une structure naturelle d’orbifold pour lequel la projection
est un revétement (au sens des orbifolds). Un orbifold obtenu de cette fagon
est dit bon. Pour les définitions non rappelées ici, le lecteur est renvoyé a [55],
chapitre XIII ou [5]. On note | X | I’espace sous-jacent d’un orbifold X et ¥x
son lieu singulier.

Convention. Tous les orbifolds de dimension 3 considérés sont connexes,
orientables et sans bord. Tous les sous-orbifolds sont connexes. Pour les
2-sous-orbifolds orientables des orbifolds de dimension 3, le terme « point
singulier » sera utilisé comme synonyme de « point conique ».

Un orbifold de dimension 2 est discal si et seulement si ¢’est un disque avec
au plus un point singulier. Les orbifolds fermés de dimension 2 se répartissent
en quatre classes : mauvais, sphériques, euclidiens et hyperboliques. Un orbi-
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fold de dimension 2 fermé a une caractéristique d’Euler strictement positive
si et seulement s’il est mauvais ou sphérique.

On appelle goutte d’eau (resp. fuseau, resp. turnover) une sphére avec
un point conique (resp. deux, resp. trois). Une goutte d’eau est toujours un
mauvais orbifold; un fuseau peut étre sphérique ou mauvais; un turnover
peut étre sphérique, euclidien ou hyperbolique.

Soit O un orbifold de dimension 3 et F' C O un 2-sous-orbifold orientable.
On dit que F' est compressible si soit

i. F est sphérique et borde un 3-sous-orbifold (discal) isomorphe au cone
sur F', soit

ii. La caractéristique d’Euler de F' est négative ou nulle et il existe un
2-sous-orbifold discal D qui intersecte F' transversement en 0D et tel
que 0D ne borde pas de 2-orbifold discal dans F'.

On dit que F' est incompressible s’il n’est pas compressible. Notons que si
F' est mauvais ou un turnover de caractéristique d’Euler négative ou nulle, F'
est toujours incompressible. On dit que O est wrréductible s’il n’admet aucun
2-sous-orbifold orientable incompressible de caractéristique d’Euler stricte-
ment positive. En particulier, un orbifold irréductible n’admet pas de mau-
vais 2-sous-orbifold. Un orbifold de dimension 3 fermé est petit s’il n’admet
aucun 2-sous-orbifold incompressible. On voit donc que tout orbifold petit
est irréductible.

Deux 2-sous-orbifolds F, F’ sont isotopes si les applications canoniques
(|IF|,2r) = (|O|,20) et (|[F'|,X%) — (]O|,X0) sont isotopes. Si F, F’ sont
isotopes, ils sont isomorphes (en tant qu’orbifolds) et F' est incompressible si
et seulement si F’ I'est. On utilisera le fait suivant :

Fait. Soit F' un 2-sous-orbifold. Soit D C F un sous-orbifold discal. Soit D’
un 2-sous-orbifold de O tel que D'NF = 9dD' et D U D’ est un 2-sous-orbi-
fold sphérique compressible. Alors le 2-sous-orbifold obtenu a partir de F' en
remplacant D par D' est isotope & F'.

6.2 2-sous-orbifolds PL minimaux

Définition. Soit O un orbifold de dimension 3. Une triangulation T de O
est une triangulation de la variété sous-jacente |O| pour laquelle ¥p est un
sous-complexe du 1-squelette et chaque 3-simplexe de 7T intersecte Y» en un
sommet, une aréte ou I’ensemble vide. Le couple (O, T) est appelé orbifold
triangulé. Si F' est un orbifold de dimension 2 orientable et f une application
de F vers O, on dit que f est en position générale si I’application induite
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entre espaces sous-jacents est en position générale par rapport a 7 et si pour
tout z € F, le groupe local en f(z) est isomorphe au groupe local en z.

Définition. Soit (O, T) un orbifold triangulé de dimension 3 et F' un orbifold
de dimension 2 compact orientable. Une application normale de F' vers O est
une application f : F' — O telle que application induite |f| : [F| = (|O]|,T)
est normale et pour tout x € F, le groupe local en f(x) est isomorphe au
groupe local en z.

Deux applications normales f, f' : F' — O sont normalement homotopes si

les applications induites entre espaces sous-jacents sont normalement homo-
topes. Comme pour les variétés, on note NV'(f) la classe d’homotopie normale
de f.
Exemple. Soit f : F' — O une application normale. Si |f| est un plonge-
ment, son image est I'espace sous-jacent d’un 2-sous-orbifold de O isomorphe
a F. Un tel orbifold sera appelé sous-orbifold normal, et 'application f un
plongement. Dans la suite, on identifie souvent un 2-sous-orbifold normal
F C O avec I'application d’inclusion F' — O (qui est un plongement).

Exemple. Soit f : FF' — O une application normale. Si |f| est un revétement
double sur son image, cette image est ’espace sous-jacent d’un 2-sous-orbi-
fold non orientable (& un coté) dont le revétement d’orientation est isomorphe
a F'. On appelle une telle application f un revétement double.

Dans la suite, on fixe un orbifold triangulé (O, 7) de dimension 3 et on
munit 7 de la métrique de Jaco-Rubinstein réguliére. Soit f : F — O une
application en position générale. Le poids singulier sing(f) de f est le nombre
de points singuliers de F'. Son poids total pd(f) (resp. sa longueur lg(f)) est
défini comme le poids (resp. la longueur) de I’application sous-jacente. L’ aire
PL de f est le triplet || f|| = (sing(f), pd(f),1g(f)) € N? x R,. On met sur
I’ensemble de ces triplets 'ordre lexicographique.

Remarquons que le poids singulier de f est inférieur ou égal au poids
total (d’on le nom), puisque I’hypothése sur les groupes locaux force I'image
d’un point singulier & étre un point singulier, donc dans le 1-squelette de 7T .
Deux applications normalement homotopes ont le méme poids singulier et
le méme poids total, donc une application normale minimise 1’aire PL. dans
sa classe d’homotopie normale si et seulement si elle minimise la longueur.
Nous allons maintenant citer un résultat de [28] traitant de I’existence et de
I'unicité d’une telle surface.

On doit d’abord donner deux définitions : on appelle linking 2-sous-or-
bifold un 2-sous-orbifold plongé normal qui borde un petit 3-sous-orbifold
discal autour d’'un sommet de 7. Un multiple d’un linking 2-sous-orbifold
S est une application normale obtenue en recollant des triangles dans un
nombre fini de copies de S.
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Les deux théorémes suivants sont des conséquences directes de résultats
de [28|.
Théoréme 6.2.1 (Théorémes 1 et 2 de [28]). Soit f: FF — O une ap-
plication normale qui n’est pas un multiple d’un linking 2-sous-orbifold. 1l
eriste une et une seule application d’aire PL minimale dans la classe d’ho-
motopie normale de f.

Théoréme 6.2.2 (Corollaire 3 de [28]). Soit f : FF — O une application
normale qui n’est pas un multiple d’un linking 2-sous-orbifold. Si f est un
plongement, application d’aire PL minimale dans N (f) est soit un plonge-
ment, soit un revétement double.

Proposition 6.2.3. Soit F un ensemble non vide d’applications normales
tel que chaque f € F est d’aire PL minimale dans N'(f), et tous les éléments
de F ont le méme poids total. Alors l’ensemble des aires PL des éléments de
F est fini. En particulier, F admet un élément d’aire PL minimale.

Preuve. Soit w le poids total commun des éléments de F. Pour f € F, on note
V(f) laréunion des 3-simplexes qui intersectent f(F'). Les poids singuliers des
éléments de F appartiennent a ’ensemble fini des entiers naturels inférieurs
ou égaux a w, donc il suffit de démontrer que I’ensemble de leurs longueurs
est fini. Le lemme 4.3.1 donne la borne uniforme w? sur la taille des ensembles
V().

Par conséquent, la collection {V (f) | f € F} est finie & homéomorphisme
combinatoire prés. Dans chaque V(f), le nombre de classes d’homotopie nor-
male d’applications de poids total w est finie. Or la régularité de la métrique
de Jaco-Rubinstein et le fait que les éléments de F minimisent la longueur
dans leur classe d’homotopie normale impliquent que pour tous f,g € F, s’il
existe un homéomorphisme combinatoire de V' (f) sur V' (g) qui conjugue f et
g, alors 1g(f) = 1g(g). Ceci prouve que '’ensemble des longueurs des éléments
de F est fini. O

Soit F' un 2-sous-orbifold en position générale. Ci-dessous, on décrit trois
mouvements qui permettent de mettre F' en position normale.

Mj : soit o un 3-simplexe et U une composante de |F'|No qui n’est pas un
disque. On choisit une courbe plongée v C U non homotope a zéro dans U et
qui borde un disque D C Int o tel que DN |F| = ry. Par chirurgie le long de 7,
on obtient un ou deux orbifolds selon si v sépare F' ou non. Dans le deuxiéme
cas, il y a un choix a faire. On dira donc qu’une classe C de 2-sous-orbifolds
est stable par ce mouvement si au moins un des orbifolds obtenus appartient
ac.

M, : soit o un 3-simplexe et U une composante de |F'|No qui est un disque,
mais ne rencontre pas 7). On choisit un tel disque « innermost », ¢’est-a-
dire que la boule qu’il coupe de ¢ ne contient aucune autre composante de
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|F|No. On pousse U dans le 3-simplexe voisin. Ce mouvement peut toujours
étre réalisé par une isotopie.

M; : soit o un 3-simplexe et U une composante de |F| N o qui est un
disque, mais rencontre une méme aréte e de o deux fois. On en choisit un
« innermost » et on le pousse dans le 3-simplexe voisin. Ce mouvement peut
étre réalisé par une isotopie seulement si e n’est pas contenu dans le lieu
singulier.

Lemme 6.2.4. Soit C une classe de 2-sous-orbifolds. Supposons que C est
stable par isotopie et par les mouvements M;-Ms. Alors pour tout F € S
en position générale, il existe un 2-sous-orbifold F' € C normal d’aire PL
inférieure ou égale a celle de F'.

Preuve. On définit la complezité ¢(F) d’un 2-sous-orbifold F' en position
générale par ¢(F') = (sing(F), pd(F),n(F)) avec ordre lexicographique, ol
n(F) est la somme sur tous les 2-simplexes o de 7 du nombre de composantes
de o N |F)|.

Soit F' € C en position générale. Si F' n’est pas normal, on applique les
mouvements M;—Mj3 jusqu’a obtenir un 2-sous-orbifold normal. Comme la
complexité ¢ décroit strictement a chaque étape, le processus se termine avec
un 2-sous-orbifold normal F’. Comme ’aire PL décroit a chaque étape, on a
bien ||F[| < [[F']. O

Si C est une classe de 2-sous-orbifolds stable par isotopie, on appelle
complétion de C la classe C obtenue en rajoutant a C les revétements doubles
qui sont normalement homotopes a des éléments de C.

Théoréme 6.2.5. Soit C une classe de 2-sous-orbifolds. Supposons que C
est stable par isotopie et par les mouvements M;-Ms. Soit C la complétion
de C. Alors C admet un élément d’aire PL minimale.

Preuve. Soit C' le sous-ensemble de C constitué des applications normales.
Remarquons que C' a la propriété de stabilité suivante : si f est un plonge-
ment ou un revétement double normalement homotope & un élément de C’,
alors f € C'.

Le lemme 6.2.4 entraine que C’ est non vide et que tout élément d’aire
PL minimale dans C' sera automatiquement d’aire PL minimale dans C. Il
nous reste & montrer que C' admet un élément d’aire PL minimale.

Comme (sing, pd) prend ses valeurs dans N?, cette fonction admet un
minimum (s,w). Soit F C C' le sous-ensemble constitué des applications
f € C telles que (sing(f),pd(f)) = (s,w) et f est lapplication d’aire PL
minimale dans N (f). D’aprés les théorémes 6.2.1 et 6.2.2 et la propriété de
stabilité de C', F est non vide et tout élément d’aire PL minimale dans F
sera, d’aire PL. minimale dans C'. Or tous les éléments de F ont le méme
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poids total w, donc 'existence d’un élément d’aire PL minimale dans F est
garantie par la proposition 6.2.3. O

6.3 Théorémes équivariants

6.3.1 Irréductibilité

Théoréme 6.3.1. Soit O un orbifold de dimension 3 orientable irréductible.
Alors tout revétement régqulier de O est irréductible.

Preuve. Soit O un revétement régulier de O. Notons I' le groupe de re-
vétement, de sorte que @ = (O'/T". Munissons O’ d’une triangulation I'-
équivariante 7 et de la métrique de Jaco-Rubinstein réguliére. Notons S
I’ensemble des 2-sous-orbifolds incompressibles de O’ dont la caractéristique
d’Euler est strictement positive et S sa complétion. Cherchant une contra-
diction, on suppose que S n’est pas vide.

Lemme 6.3.2. La classe S est stable par isotopie et par les mouvements
M;-Ms;.

Preuve. On a déja vu que S est stable par isotopie, donc par le mouvement
Mz.

Pour la stabilité par M;, on voit que la courbe «y sépare |F| en deux
disques. La chirurgie donne donc deux sous-orbifolds F} et F, dont I’espace
sous-jacent est S2. Si F et F, étaient tous les deux compressibles, I'un serait
une sphére réguliére bordant une boule, donc 'autre serait isotope a F', ce
qui contredit 1'incompressibilité de F'. Un des deux sous-orbifolds obtenus
par chirurgie est donc dans S.

Pour M3, si 'aréte e est contenue dans le lieu singulier, le sous-orbifold
obtenu est une sphére avec au plus un point singulier. S’il n’était pas in-
compressible, ce serait une sphére réguliére bordant une boule, donc F' serait
isotope & un bon fuseau compressible, ce qui est absurde. O

Lemme 6.3.3. S contient un 2-sous-orbifold équivariant.

Preuve. D’apreés le théoréme 6.2.5 et le lemme 6.3.2, il existe une applica-
tion normale fy € S d’aire PL minimale. Comme 7 est [-équivariante et la
métrique de Jaco-Rubinstein est réguliére, chaque translaté de fy par I' est
encore une application normale d’aire PLL minimale dans S.

Commencons par traiter le cas ou f; est un plongement. On va montrer
que son image Fj est un 2-sous-orbifold équivariant. Comme 'action de I'
est propre, il y a au plus un nombre fini d’éléments g;,...,g, € I' vérifiant
giFo N Fy # 0 et g;Fy # Fo.
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Grace a l'astuce de Meeks-Yau, on peut supposer que pour tout 7, Fj
intersecte g;Fy transversement en un nombre fini de courbes plongées qui
évitent le lieu singulier. Chaque courbe d’intersection sépare Fy (resp. g;Fp)
en deux disques avec au plus trois points singuliers. Il n’y a qu’un nombre fini
de tels disques. Choisissons-en un d’aire PL. minimale parmi eux et notons-le
D. Remarquons que D est innermost.

Si D C F,, posons F} = Fy et I, = ¢;F}, et sinon posons F; = ¢;F)
et Fy = Fy, de sorte que dans les deux cas on a D C F}. Soient Dy, D, les
2-sous-orbifolds tels que Dy U Dy = F et 0D; = 0Dy = 0D. Soit F] un 2-
sous-orbifold obtenu en lissant DU D; pour ¢ = 1,2. Vu que D est innermost,
F! et F} sont plongés. Comme D a une aire PL plus petite que "autre disque
dans F; avec le méme bord, D a au plus un point singulier.

On sait que ||D|| < ||Ds]| pour i = 1,2, d’ou ||F{|| < ||| et ||F3] <
|| F%]|- 11 en résulte que F| et Fj sont des sphéres avec au plus trois points
singuliers. Comme F3 est d’aire PL minimale dans S, on en déduit que F} et
F; n’appartiennent pas a S.

Si sing(D) =0, on a

sing(F|) + sing(F;) = sing(D) + sing(D5) = sing(F3) < 3.

Supposons sans perte de généralité que sing(F]) < sing(F3). Alors sing(FY)
vaut 0 ou 1. Si c’est 0, F] est une sphére non-singuliére compressible. Comme
F, est incompressible, F; doit étre également incompressible et isomorphe &
F,,d’ou F) € S. Sising(F|) = 1, FY est une goutte d’eau, donc F] € §. Dans
les deux cas, on parvient a une contradiction.

Si sing(D) = 1, les contraintes sing(D;) + sing(Dy) < 3 et sing(D;) >
sing(D) impliquent que sing(D;) = 1 ou sing(Dy) =1 (ou les deux). Il y a a
nouveau deux cas a étudier : si sing(Fy) = 2, alors sing(D;) = sing(D5) = 1.
On peut supposer que par exemple Dy est isomorphe & D. Alors F] est un bon
fuseau. Comme F] n’appartient pas a S, il est compressible. Mais alors F} est
incompressible et isomorphe a Fy, donc Fj € S, et on aboutit encore a une
contradiction. Si sing(F3) = 3, alors par exemple sing(D;) = 1 et sing(Ds) =
2, d’on sing(F]) = 2. Si le fuseau F] était mauvais, il appartiendrait a S,
donc il est bon et on conclut come précédemment.

Pour terminer la preuve du lemme 6.3.3, on doit traiter le cas ou I’ap-
plication minimale f; est un revétement double. On utilise encore 'astuce
de Meeks-Yau : on considére une petite perturbation f, de fy, qui est un
plongement normalement homotope a fy; de longueur au plus 1g(fy) + € et
tel que toute opération de lissage d’un 2-sous-orbifold obtenu par chirurgie
le long d’une courbe d’intersection de f. avec un de ses translatés fait gagner
une longueur de plus de e. ’argument utilisé pour le cas du plongement
montre que f. est équivariant. O
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Soit F” un 2-sous-orbifold F' C @' équivariant donné par le lemme pré-
cédent. En projetant F' dans O, on obtient un 2-sous-orbifold FF ¢ O de
caractéristique d’Euler strictement positive.

Si F' est orientable, F' est compressible car O est irréductible. On peut
relever un 3-sous-orbifold discal de O bordé par F' en un 3-sous-orbifold discal
de O bordé par F', ce qui contredit I'incompressibilité de F".

Si F' n’est pas orientable, on applique le méme raisonnement a une petite
perturbation F, qui borde un voisinage régulier de F' et on obtient de méme
une contradiction, ce qui termine la preuve du théoréme 6.3.1. O

Remarque. Réciproquement, si @ est un revétement de O et O’ est irré-
ductible, O est irréductible. C’est facile & démontrer pour les variétés; pour
les orbifolds, il faut utiliser le fait que les actions de groupes finis sur B3
sont standard [39, 36]. Cela permet de supprimer dans le théoréme 6.3.1
I’hypothése que le revétement est régulier, en se servant du revétement uni-
versel comme intermédiaire. Le résultat complet est donc le suivant.

Corollaire 6.3.4. Si O est un orbifold de dimension 3 orientable et O' un

revétement de O, alors O est irréductible si et seulement si O est irréducti-
ble.

Le théoréme de la sphére équivariante 4.1.4 est une conséquence immeé-
diate de cet énoncé. Le corollaire 6.3.4 a été démontré indépendamment par
Y. Takeuchi et M. Yokoyama [54] en utilisant des méthodes similaires.

6.3.2 Turnovers

Théoréme 6.3.5. Soit O un orbifold de dimension 3 orientable, irréducti-
ble, qui me contient pas de turnover incompressible. Alors aucun revétement
réqulier de O ne peut contenir de turnover incompressible.

Preuve. La preuve du théoréme 6.3.5 est pratiquement identique a celle du
théoréme 6.3.1, la classe S étant remplacée par la classe S’ des sous-orbifolds
incompressibles avec au plus trois points singuliers dont ’espace sous-jacent
est S2. La preuve du lemme 6.3.2 est similaire.

Dans le lemme 6.3.3, le coeur de la preuve est ’analyse des 2-sous-or-
bifolds obtenus par chirurgie le long d’une courbe d’intersection transverse
innermost entre deux éléments de S. On a utilisé le fait que la surface sous-
jacente d’un tel sous-orbifold est S? ainsi que des arguments de comptage de
nombres de points coniques. La méme analyse est valable pour &',

Dans la fin de la preuve du théoréme 6.3.1, on a utilisé I'invariance du
signe de la caractéristique d’Euler par revétements finis. Pour adapter la
preuve, on utilise le fait que tout 2-sous-orbifold d’un orbifold de dimension 3
orientable qui est le quotient d’un turnover est un turnover. O
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6.4 Fin de la preuve

Lemme 6.4.1. Soit O un orbifold de dimension 3 irréductible (orientable,
sans bord). Supposons que |O| contient une surface plongée orientable in-
compressible (soit une sphére ne bordant pas une boule, soit une surface -
injective de genre > 1). Alors O contient un 2-sous-orbifold incompressible.

Preuve. Si |O| est réductible, soit F' C O un 2-sous-orbifold tel que |F|
est une sphére incompressible et sing(F') est minimal. Montrons que F' est
incompressible.

Comme O est irréductible, F' ne peut étre sphérique (sinon |F'| borderait
une boule). Donc si F' est compressible, il existe un 2-sous-orbifold discal D
tel que 0D = D N F et 0D sépare F' en deux sous-orbifolds Dy, Dy qui sont
des disques avec au moins deux points singuliers. Comme |F'| est incompres-
sible, au moins une des sphéres |D|U|D;| et |D|U|Ds| est incompressible, or
chacune rencontre le lieu singulier en moins de points que |F'|, contredisant
la minimalité de sing(F).

Supposons maintenant que |O| est irréductible. Soit ¥ C O un 2-sous-
orbifold tel que |F| est une surface incompressible et sing(F’) est minimal.
Comme précédemment, on suppose F' compressible et on cherche une con-
tradiction. Il existe alors un 2-sous-orbifold discal D tel que 0D = DN F
et 0D sépare F en deux sous-orbifolds dont I'un, D', est un disque avec au
moins deux points coniques. Soit F' le 2-sous-orbifold obtenu a partir de F’
en remplacant D par D'. Comme |O| est irréductible, |F’| est isotope a |F|,
donc incompressible, d’ou la contradiction recherchée. O

Proposition 6.4.2. Soit O un orbifold de dimension 3 fermé, orientable,
irréductible et ne contenant aucun turnover incompressible. Supposons que
m O est infini et isomorphe au groupe fondamental d’un orbifold de Seifert
compact, orientable, irréductible. Alors O est de Seifert.

Preuve. 11 existe un revétement régulier fini O’ de O tel que 7O est iso-
morphe au groupe fondamental d’une variété de Seifert Haken. 11 résulte des
théorémes 6.3.1 et 6.3.5 que O est irréductible et ne contient aucun turnover
incompressible.

Montrons que O’ contient un 2-sous-orbifold incompressible. Si [O'| est
réductible, le lemme 6.4.1 fournit le 2-sous-orbifold incompressible cherché.
Supposons donc |O'| irréductible. Alors comme 7 (|O']) = 7,0, |O'| est une
variété de Haken, et on applique encore le lemme 6.4.1.

D’aprés un résultat de W. Dunbar [12|, @' admet une hiérarchie. Son
revétement universel est donc homéomorphe a R? (cf. |60, 53|). En particulier,
O' est un bon orbifold. Comme 7O’ est sans torsion, il en résulte que O’
est une variété. Puisque cette variété a le méme groupe fondamental qu'une
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variété de Seifert, elle est elle-méme de Seifert d’aprés le théoréme 4.2.1. Le
théoréme de W. Meeks et P. Scott [38] prouve que O est un orbifold de
Seifert. 0

Preuve du théoréme 0.0.2. Soit O un orbifold de dimension 3 fermé, orien-
table et petit. Soit Z un sous-groupe infini cyclique normal de 7, O. Soit O
le revétement régulier de O tel que mO = Z et I' = m0/Z le groupe de
revétement.

Si Z est d’indice fini, O est fermé. D’aprés les théorémes 6.3.1 et 6.3.5, O
est irréductible et ne contient aucun turnover incompressible. D’aprés la pro-
position 6.4.2, O est une variété. Or il n’existe aucune variété fermée, orien-
table, irréductible dont le 7 est infini cyclique, donc en fait Z est d’indice
infini.

On peut donc appliquer le théoréme 5.5.4 & ’action de I' sur |(§|, ce qui
prouve que I' est un groupe de surface virtuel. Il en résulte que 7O est
isomorphe au groupe fondamental d’un orbifold de Seifert compact, orienta-
ble, irréductible. D’aprés la proposition 6.4.2, O est de Seifert. O

6.5 Conclusion

Soit O un orbifold de dimension 3 fermé, orientable, irréductible, qui ne
contient aucun turnover incompressible. Alors le théoréme de Dunbar [12]
implique que O est soit de Haken (c’est-a-dire admet une hiérarchie), soit
petit. Notre preuve du théoréme 0.0.2 donne donc le résultat un peu plus
fort suivant :

Théoréme 6.5.1. Soit O un orbifold de dimension 3 fermé, orientable, ir-
réductible, ne contenant aucun turnover incompressible. St 11O admet un
sous-groupe infini cyclique normal, O est un orbifold de Seifert.

Le probléme est qu’il existe des orbifolds fermés, orientables, irréducti-
bles, contenant des turnovers incompressibles, mais qui ne sont pas de Haken
(cf. [12]). 11 est naturel de penser que le groupe fondamental d’un tel orbifold
ne peut pas contenir de sous-groupe infini cyclique normal, et donc que le
théoréme 6.5.1 reste vrai sans 'hypothése que O ne contient pas de turnover
incompressible. Une démonstration de ce fait indépendante du théoréme des
orbifolds demanderait une version orbifold du lemme de Dehn.
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