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INTRODUCTION GENERALE 9

Introduction générale

Le titre de cette these comporte des termes du langage commun comme appren-
tissage ou supervisé. Ceux-ci sont employés, au cours de la these, avec un sens précis
et souvent réducteur par rapport a leur définition générale. Je vais profiter de cette
introduction pour préciser les termes utilisés par la suite.

Par exemple, il est possible d’envisager plusieurs techniques d’apprentissage
différentes. L’une d’elles, couramment utilisée dans ’enseignement scolaire, consiste
& donner la regle générale (régle de grammaire, loi de la Physique) ainsi que les
exceptions possibles a cette regle. L’éleve doit alors apprendre la regle pour pouvoir
ensuite 'appliquer a des situations particulieres. Une deuxieme technique possible
consiste & présenter des exemples particuliers en nombre suffisant pour pouvoir en
extraire la regle générale. Cette technique se rapproche de la démarche du cher-
cheur qui, a partir des expériences, essaie d’extraire une loi générale, et aussi,
de celle de I'enfant apprenant a parler. Cette technique d’apprentissage est celle
que nous allons étudier dans cette these. Elle est généralement appelée apprentis-
sage par [’exemple. L’apprentissage s’effectue a I’aide d’un ensemble d’apprentissage,
constitué d’exemples, duquel on essaie d’extraire des regles générales.

Apprentissage supervisé et non supervisé

Nous allons considérer, au cours de la these, deux types différents d’appren-
tissage: supervisé et non supervisé. Dans chacun des deux cas, les exemples sont
constitués de points d’un espace de données. Cet espace est généralement de grande
dimension. Par exemple, dans les problémes de la reconnaissance de forme [112], la
dimension de I'espace des données correspond au nombre de pixels de chaque image.
Chaque coordonnée d’un point associé a une image représente le niveau de gris du
pixel correspondant. Pour le probleéme du diagnostic médical [115], chaque coor-
donnée de I'espace des données correspond a une donnée médicale comme le poids,
la taille du patient ou des données plus spécifiques. La différence essentielle entre
I'apprentissage supervisé et 'apprentissage non supervisé est que dans le premier,
a chaque point est associé une classe. De maniére imagée, on dit qu'un professeur
associe une classe a chacun des points de ’espace des données.

Le but de I’apprentissage supervisé consiste a trouver un éléve capable de clas-
ser correctement, c’est-a-dire, de maniere identique au professeur, les exemples de
I’ensemble d’apprentissage mais aussi, si possible, des exemples nouveaux ne faisant
pas partie de cet ensemble. Cette derniére propriété correspond a la généralisation
a partir d’exemples, décrite précédemment.

Dans le cas de ’apprentissage non supervisé, ’ensemble d’apprentissage est uni-
quement constitué d’un ensemble de points d’un espace de grande dimension. Une
des possibilités d’apprentissage consiste alors a déterminer des propriétés générales
de la densité de probabilité des exemples qui a permis d’obtenir ’ensemble d’ap-
prentissage. Ces propriétés sont, par exemple, la détermination des composantes
principales, la détermination du nombre d’amas de la densité de probabilité, leur
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localisation, etc.

La question qui se pose alors est la suivante: qu’elle est I’approche a utiliser
pour déterminer les caractéristiques du professeur ou les propriétés de la densité de
probabilité des exemples, ou encore, quelle approche utiliser pour ’apprentissage ?
Une des réponses possibles a cette question a été apportée par ’étude des réseauz
de neurones.

Les réseaux de neurones

La théorie de I'apprentissage est fortement influencée par la modélisation du
cerveau. En effet, sous certains aspects, le cerveau peut étre considéré comme une
machine capable d’apprendre des taches souvent trés complexes. Il constitue une
source d’inspiration pour la compréhension de 'apprentissage.

En 1943, McCulloch et Pitts [75] ont modélisé les briques élémentaires du cer-
veau, les neurones, par des variables binaires ¢; = +1. La valeur +1 correspond a
un état excité du neurone alors que la valeur —1 correspond & ’état au repos. Les
synapses reliant les neurones entre eux sont représentées par des couplages J;; entre
ces neurones. Un couplage positif correspond a un caractere excitateur du neurone
1 vers le neurone j et un couplage négatif a un caractere inhibiteur. Le couplage est
d’autant plus efficace que la valeur absolue de J;; est importante. La dynamique
d’un tel réseau de neurones s’exprime de maniere simple. Le neurone ¢ calcule la
somme pondérée des activités synaptiques des autres neurones a l'instant ¢:

hi = ZO’iji.

i

L’état du neurone i & l'instant ¢ + dt est excité si le champ h; est supérieur a un
seuil 0;, il reste inactif sinon. D’un point de vue neurobiologique, cette modélisation
est caricaturale. Toutefois, elle constitue un point de départ intéressant pour une
étude théorique de I'apprentissage [59, 5].

En 1961, Rosenblatt [104, 105] a proposé un réseau de neurones particulier,
appelé le perceptron. Celui-ci est constitué de N neurones d’entrée reliés a un unique
neurone de sortie par des couplages J; avec i = 1,--- ,N. Cette architecture en arbre
ne possede plus réellement de dynamique. En effet, & chaque configuration & =
{&1, - ,én} des neurones d’entrée, qui peut étre constituée de variables &; réelles
ou binaires, le réseau associe de maniere déterministe, une classe o correspondant
a ’état du neurone de sortie grace a la regle suivante:

N
o = sign (Z Ji& — 9) ,
i=1

ou 6 est le seuil du neurone de sortie. La sortie du perceptron peut étre généralisé
aisément a des valeurs réelles en remplacant la fonction signe par une fonction
d’activation g continue.

Le perceptron permet ainsi de classer des points & = {&1,--- ,{n} d’un espace
de données de dimension N. La classification faite par chaque perceptron dépend
des valeurs des couplages J; et du seuil 6. Elle sépare en deux ’espace des données
avec un hyperplan normal au vecteur J = {Jy,--- ,Jy}, placé a une distance 6 de
Porigine. Les points d’un co6té de I’hyperplan sont classés 41 tandis que les autres
sont classés —1.
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Apprentissage

Chaque perceptron simple, défini par I’ensemble de ses couplages J; et de son
seuil 6, constitue un éleve possible pour effectuer la tache définie par le professeur.
Le fait d’adapter les couplages et le seuil afin de classer les exemples de I’ensemble
d’apprentissage de la méme facon que le professeur constitue la phase d’apprentis-
sage du réseau de neurones. Une des possibilités pour adapter les parametres du
perceptron simple est de minimiser le nombre d’erreurs de classification de 1’éleve
pour les exemples de I'ensemble d’apprentissage. Cette approche semble réservée
a l'apprentissage supervisé, mais en fait, il n’en est rien. En effet, il est possible
de remplacer le nombre d’erreurs par une fonction de codt qui dépend & la fois
des parametres du perceptron et des exemples de I’ensemble d’apprentissage. La
fonction doit étre adaptée a la quantité que 'on veut apprendre. Dans le cas de
I’apprentissage non supervisé, les couplages J; pourront, par exemple, représenter
une direction d’anisotropie de la densité de probabilité des exemples.

Pour des taches tres complexes, il est possible d’utiliser plusieurs perceptrons
simples sous forme de réseaux en couches [58], ce qui permet d’augmenter le nombre
de parametres a déterminer, augmentant ainsi la complexité des taches susceptibles
d’étre apprises.

La phase d’apprentissage consiste a obtenir les parametres du perceptron simple
qui minimisent la fonction de cotut. Ce n’est pas le probleme algorithmique de cette
phase d’apprentissage qui va nous intéresser au cours de cette these, mais plutot
I'étude des propriétés de apprentissage. Plus spécifiquement, nous étudierons le
comportement des propriétés du perceptron obtenu apres la phase d’apprentissage
en fonction du nombre d’exemples de ’ensemble d’apprentissage, de la fonction de
cotut utilisée, etc.

Une approche tres fructueuse pour cette étude consiste a utiliser les méthodes
de la Physique Statistique [3, 14, 42, 52, 58, 93, 126]. L’idée est de considérer la
fonction de cotit comme une énergie. Les propriétés du minimum de cette fonction
de colit seront alors obtenues en considérant le systéme physique correspondant a
température nulle (température pour laquelle I’énergie d’un systéme physique est
minimale). Toutefois, 1'existence de parametres gelés, représentés par ’ensemble
d’apprentissage, nécessite I'introduction des méthodes utilisées pour les systémes
désordonnés comme les verres de spins. En particulier, nous utiliserons de maniere
intensive la méthode des répliques [81].

Plan de la thése

Nous nous sommes intéressés, au cours de cette these, a I’étude des propriétés
d’apprentissage supervisé et non supervisé.

Dans la premiére partie, nous avons essayé de déterminer les performances opti-
males ainsi qu'une procédure, un algorithme, permettant d’obtenir ces performances
optimales. Nous avons pu résoudre deux problemes différents en utilisant la méme
approche pour les deux: une approche variationnelle, permettant de déterminer
le potentiel optimal. Les parametres minimisant la fonction de cotit correspondante
possédent des performances de généralisation optimales. Cette méthode, développée
indépendamment par nous-mémes et par Kinouchi et Caticha [62] pour le probléme
d’apprentissage supervisé, a été généralisé par Reimann et Van den Broeck [101,
120]. Nous présentons dans le premier chapitre, cette approche généralisée utilisant
la méthode des répliques dans la limite thermodynamique.

Dans le deuxieme chapitre, nous développons les résultats que nous avons ob-
tenus dans le cas ou la tache a apprendre est linéairement séparable, c’est-a-dire,
pour 'apprentissage des couplages d’un perceptron simple, lorsque le professeur est
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lui-méme un perceptron simple. Les résultats analytiques permettent de déduire un
algorithme simple permettant de trouver I’éleve avec les performances optimales.
Celui-ci est obtenu par minimisation de la fonction de colit optimale, déterminée
par notre approche variationnelle. Ces résultats étant obtenus dans la limite ther-
modynamique, ou la dimension de ’espace des données est infinie, avec certaines
approximations, nous avons effectué des simulations numériques pour essayer de
confirmer les résultats théoriques et déterminer les effets de taille finie. Ces effets
seront discutés.

Le dernier chapitre de cette premiere partie est dédié a un probleme d’appren-
tissage non supervisé: la détection des deux amas d’une densité de probabilité de
points a partir d’un ensemble d’exemples distribués selon cette densité. Ce probleme
a été trés étudié par le passé en raison des nombreuses applications possibles (recon-
naissance de formes...). Nous avons élargi la recherche des performances optimales
au cas ou l’écart et la largeur des amas sont quelconques. Les résultats obtenus
en fonction de ces parametres mettent en évidence, pour la premiere fois pour ce
type d’apprentissage, ’existence de transitions de phases du premier ordre dans les
performances optimales en fonction de la taille de ’ensemble d’apprentissage. Nos
résultats ont soulevé une controverse, car ils suggerent que la branche métastable de
haute performance serait accessible, en contradiction avec les résultats d’une autre
approche de 'apprentissage optimal, ’approche bayesienne. La conclusion de cette
controverse n’a pas encore pu étre donnée mais des pistes pour expliquer les raisons
de cette contradiction seront apportées. La fin du chapitre est dédiée a la discus-
sion des différentes phases d’apprentissage. En fonction de la taille de I’ensemble
d’apprentissage, ces phases sont soit interprétées en termes de I’apprentissage d’une
composante principale ou soit reliées a ’apprentissage d’une formulation supervisée
du probleme. Nous discutons aussi de la forme du potentiel optimal en fonction
des phases d’apprentissage ainsi que de son évolution en fonction de la taille de
I’ensemble d’apprentissage.

La deuxieme partie de la these aborde le probleme de I’apprentissage de taches
complexes, nécessitant des réseaux de neurones plus élaborés (ou un nombre de
parametres plus important) que lors de la premiere partie de la theése. Nous nous
sommes limités, dans cette deuxieme partie, a ’étude de taches supervisées.

Le premier chapitre est dédié a ’étude d’une nouvelle approche, celle des ma-
chines & exemples supports [122, 123], par des méthodes de Physique Statistique.
Contrairement aux méthodes qui complexifient les réseaux éleves, cette approche
propose d’étendre I’espace des données en un espace des représentations. Ceci per-
met de réduire la phase d’apprentissage a la détermination d’un perceptron simple
mais dans ce nouvel espace. L’extension de ’espace des données augmente le nombre
de parametres a déterminer lors de I'apprentissage et permet d’envisager 1'appren-
tissage de taches complexes. Nous avons utilisé la méthode des répliques pour
déterminer les performances d’apprentissage d’une famille de transformations par-
ticulieres de I'espace des données pour deux taches extrémes: la premiere est ’ap-
prentissage d’un probleme linéairement séparable dans l’espace des données et la
deuxieme une tache ou les classes des exemples sont choisies aléatoirement. Les
performances pour ces deux téaches et pour cette famille de transformations nous
ont permis de déduire des remarques générales sur le comportement des machines a
exemples supports. Nous avons, de plus, introduit une notion d’erreur de reconnais-
sance, dans le but de borner I’erreur de généralisation et de comprendre les raisons
des bonnes performances observées lors des applications réalistes.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons I’étude d’un algorithme incrémental
[13] qui permet de créer un réseau de neurones & une couche cachée. Cet algo-
rithme construit itérativement des représentations internes binaires des exemples.
Ces représentations internes correspondent a des classes, associées aux exemples
par des perceptrons simples. Leurs couplages sont appris successivement au cours



INTRODUCTION GENERALE 13

de la phase d’apprentissage, afin de corriger les erreurs de classification des percep-
trons précédents et cela jusqu’a ce que les exemples de ’ensemble d’apprentissage
soient tous correctement classés. La classe d’un exemple est le produit des variables
binaires correspondant a sa représentation interne. Une machine effectuant ainsi
la classification est appelée machine de parité. Nous nous sommes intéressés a la
détermination du nombre de perceptrons simples nécessaires & la convergence de
I’algorithme incrémental en fonction de la taille de I’ensemble d’apprentissage. Les
résultats obtenus nous permettent d’en déduire la capacité de la machine de parité
pour cet algorithme particulier, la capacité étant le nombre maximal d’exemples de
classes aléatoires qu'il est possible d’apprendre avec une architecture (nombre de
perceptrons simples) donnée. Nous obtenons le résultat surprenant que, pourvu que
les représentations internes soient apprises avec un algorithme efficace, cette capa-
cité est proche de la capacité de la machine de parité, obtenue indépendamment de
I’algorithme utilisé pour 'apprentissage.

Les questions soulevées par certains des résultats présentés, au cours de cette
these, ouvrent des perspectives de recherche qui seront discutées dans la conclusion
générale.
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Introduction

Cette premiere partie est consacrée a I’étude de 'apprentissage d’une direction
privilégiée dans un espace de tres grande dimension. L’information nécessaire a
un tel apprentissage est donnée par l'intermédiaire d’un ensemble d’apprentissage
constitué d’exemples. La plupart des algorithmes d’apprentissage permettant d’ob-
tenir une direction proche de la direction privilégiée sont basés sur la minimisation
d’une fonction de cout qui dépend de I’ensemble d’apprentissage.

Dans cette partie, nous nous intéressons, non seulement, au calcul des perfor-
mances de tels algorithmes, mais aussi a la recherche de la fonction de coat pour
laquelle les performances sont optimales.

Dans le premier Chapitre, aprés une présentation générale du probleme due a
Reimann et Van den Broeck [101, 120], les performances optimales d’un tel appren-
tissage sont obtenues a 'aide des outils de la Physique Statistique et plus parti-
culierement de la méthode des répliques.

Deux applications du probleme général sont étudiées dans les Chapitres 2 et
3. La premiere application concerne la classification de données en deux classes
distinctes dans le cas particulier ou la séparation de ces deux classes peut s’effectuer
par un hyperplan séparateur. La direction normale a I'’hyperplan est la direction
privilégiée que ’on cherche a déterminer. Les exemples sont constitués par des points
de I'espace des données, distribués aléatoirement, et de leurs classes respectives.
Les propriétés optimales obtenues par les méthodes de la Physique Statistique sont
confirmées par des simulations numériques.

La deuxieme application consiste a détecter une structure en deux amas d’un
ensemble de points dans un espace de grande dimension. La direction privilégiée,
dans ce cas, correspond a la direction qui relie les centres des deux amas. Suivant
I'écart et la largeur des amas, différentes phases d’apprentissage optimal sont ob-
servées et sont analysées. Ces différentes phases sont, généralement, séparées par
des transitions du premier ou du second ordre. Dans ce probléme, nous avons suscité
une controverse entre deux approches différentes de ’apprentissage optimal, dont
les prédictions ne coincident pas pour certaines valeurs des parametres du probleme.
Cette controverse qui n’a pas encore pu étre résolue, sera discutée.
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Chapitre 1

Apprentissage optimal

Cette partie du mémoire est dédiée a 1’étude de ’apprentissage optimal d’une
direction privilégiée a partir d’exemples, dans un espace de tres grande dimension.
J’ai choisi de présenter au Chapitre 1 le calcul des propriétés de 'apprentissage
optimal, dans le cas le plus général, afin de présenter ensuite de maniere simple les
résultats que nous avons obtenus pour deux problemes d’apprentissage classiques,
qui seront développés dans les deux Chapitres suivants: un cas d’apprentissage su-
pervisé (Chap.2) et un autre d’apprentissage non supervisé (Chap.3). Bien que la
formulation générale ait été présentée par Reimann et Van den Broeck [101, 120],
le cas particulier de 'apprentissage supervisé avait été résolu précédemment par
nous-mémes [21, 25, 26], ainsi que par Kinouchi et Caticha [61, 62|, de maniére
indépendante. Nous avons démontré, de plus, que ’hypotheése de symétrie des
répliques utilisée pour déterminer les propriétés optimales est cohérente dans le
cas général [22].

1.1 Présentation du probleme

Comme nous ’avons vu dans l'introduction, les exemples sont supposés étre des
points d’un espace des données de dimension N, échantillonnés selon une densité de
probabilité inconnue dont on cherche a déterminer les propriétés. On dispose pour
cela d’un nombre P d’exemples €* qui forment ce que 'on appelle généralement
I'ensemble d’apprentissage:

Lo=1{" 1 p- (1.1)

L’indice « reflete la taille réduite a« = P/N de '’ensemble d’apprentissage. Cet
ensemble contient I'information dont on dispose pour déterminer les propriétés de
la densité de probabilité des exemples. Par la suite, le terme densité de probabilité
sera souvent remplacé par distribution.

La quantité d’information apportée par les exemples de ’ensemble d’apprentis-
sage étant limitée, il est nécessaire de faire certaines hypotheses sur leur distribution
afin de pouvoir apprendre a partir des exemples.

Dans cette partie, nous supposons premierement que la distribution des exemples
possede une symétrie axiale: elle est invariante par rapport a une rotation autour
d’un axe. Cet axe, passant par 'origine, est caractérisé par sa direction B. Par la
suite, on supposera B normé: B - B = 1. Cette direction privilégiée est supposée
inconnue.

Nous supposons connue la distribution des exemples suivant les directions ortho-
gonales a B. Dans toute cette partie, nous allons considérer la plus simple des distri-



20 CHAPITRE 1. APPRENTISSAGE OPTIMAL

butions, la gaussienne normale. Cette distribution est une gaussienne de moyenne
nulle et de variance unité.

Enfin, suivant la direction B, la distribution est supposée étre perturbée par
rapport a la gaussienne normale. Il est alors possible d’écrire la distribution des
exemples de la maniere générale suivante :

1 £-&
PEB) =—+~ exp|—>—=-V*(€¢-B 1.2
8= s o (55 em) (12
ou & représente un point de l’espace des données. La fonction V* caractérise la
perturbation par rapport a la gaussienne normale dans la direction B. La distribution
suivant cette direction privilégiée est donnée par:

P(A=¢-B) = exp (_A;_v* (/\)). (1.3)

1
V2T
La condition de normalisation de la distribution des exemples impose la contrainte
suivante sur la perturbation V*:

1= /D)\ exp (—=V* (V) (1.4)

avec D) la mesure gaussienne définie par:

pre D (1), 0

Le domaine d’intégration de cette intégrale et de toutes les intégrales qui ap-
paraitront par la suite sera l’espace entier sauf indication contraire. Dans le cas
présent, 'intégrale s’étend donc de —oo & +oc0.

Dans la pratique, la direction privilégiée B ainsi que la fonction V* sont a priori
inconnues. Pour cette étude, nous supposons que la forme complete de cette fonc-
tion V* nous est connue. La forme de la distribution des exemples étant supposée
connue, il ne reste plus alors que la direction privilégiée a déterminer. Ce probleme
peut paraitre simpliste. Toutefois, de nombreuses applications réalistes peuvent s’y
ramener comme nous le verrons dans les deux Chapitres suivants. De plus, les solu-
tions a ce probléme montrent une telle richesse qu’il est intéressant de 1’étudier et
de bien le comprendre avant de passer a des problemes plus complexes.

1.2 Fonction de cout

Le but de I'apprentissage est de trouver la direction privilégiée B inconnue. Pour
déterminer cette direction, on dispose de I’ensemble d’apprentissage dont la taille P
finie ne permet pas la détermination exacte de B. L’apprentissage consiste alors a
déterminer une direction qui soit la plus proche possible de la direction privilégiée.
Afin de déterminer cette direction, il est possible de minimiser une fonction de cott
qui dépend de ’ensemble d’apprentissage L, et d’une direction J par rapport a
laquelle on effectue la minimisation.

Nous allons maintenant discuter du choix de la fonction de cott. Les exemples
de I’ensemble d’apprentissage étant supposés distribués indépendamment les uns
des autres, il est possible de se restreindre a une fonction de cout additive:

P
E(J:La) =) V(3£ (16)

pu=1
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ou la fonction V est appelée potentiel. Ce potentiel dépend de la direction J et de
I’exemple £ uniquement par I'intermédiaire de leur produit scalaire. Cette restric-
tion supplémentaire dans le choix de la fonction de cotit ne limite pas les possibilités
d’apprentissage. En effet, ce produit scalaire est le seul scalaire pertinent que 'on
puisse construire avec la direction J et 'exemple €. Les deux autres scalaires que
I'on puisse construire sont les normes des vecteurs. Or, la direction J est normée a
un et la norme des exemples est indépendante de ’exemple considéré dans la limite
qui nous intéresse par la suite (taille de I’espace des données infinie). Ces normes
de vecteurs n’apportent donc aucune information pertinente pour ’apprentissage.

La fonction de cout doit étre choisie de telle fagon que la direction J* qui la
minimise soit aussi proche que possible de la direction B. Dans la littérature, il y
a un grand nombre de fonction de cotut ad hoc, proposée pour 'apprentissage de
taches variées [48, 102, 126]. Dans ce Chapitre, nous montrerons que si la tache est
bien définie, c’est-a-dire, que la perturbation V* est connue, il est alors possible de
déterminer le potentiel optimal. Le minimum de la fonction de colit correspondante
donne la direction J* la plus proche possible de B.

1.3 Qualité de I'apprentissage

La détermination de la direction privilégiée a été ramenée a la minimisation
d’une fonction de cout. L’étude de I'apprentissage concerne deux aspects, 'un al-
gorithmique, 'autre concernant I’étude des propriétés générales des algorithmes.

Le probleme algorithmique est la détermination du minimum de la fonction
de cotuit pour un ensemble d’apprentissage donné. Les algorithmes généralement
utilisés, qu’ils soient basés sur des méthodes de descente de gradient ou de recuit
simulé, devront garantir d’avoir obtenu le minimum absolu de la fonction de cofit et
non pas un minimum relatif (ou local). Dans le deuxiéme Chapitre, des simulations
numériques de la fonction de cotit optimale seront présentées. Dans le cas étudié, la
fonction de cotit ne possede qu’un seul minimum, ce qui simplifie les simulations.
Ceci n’est pas le cas pour la deuxieme application considérée au troisieme Chapitre.

L’aspect le plus développé dans cette these concerne ’étude des propriétés du
minimum de la fonction de cotut. En effet, le choix de la fonction de cotit est a
priori arbitraire. Le but de "apprentissage étant de trouver la direction privilégiée,
il est important de trouver une fonction de cotit dont le minimum en soit proche.
Ce minimum dépend évidemment de la fonction de colit choisie mais aussi de la
perturbation V* de la distribution des exemples dans la direction B ainsi que de
I’ensemble d’apprentissage L, considéré.

Une possibilité pour caractériser la qualité de 'apprentissage est de considérer
le produit scalaire entre les deux directions B et J*. En ne considérant que des
directions normées a un, ce produit scalaire R = B - J* est compris entre —1 et
1. Par la suite, ce parametre R sera considéré comme une mesure de la qualité de
I’apprentissage. Un apprentissage parfait correspond & R = 1 car dans ce cas les
deux directions sont identiques. Comme nous ’avons déja dit, puisqu’on ne dispose
que d’un nombre fini d’exemples pour I'apprentissage, un apprentissage parfait n’est
généralement pas envisageable.

Puisque la direction J* minimise la fonction de colit pour un ensemble d’ap-
prentissage donné, la qualité R de ’apprentissage dépend de cet ensemble. Par la
suite, nous nous intéresserons plus particulierement a la moyenne de cette qualité.
Cette moyenne sera effectuée sur tous les ensembles d’apprentissage possédant le
méme nombre d’exemples, distribués selon la méme densité de probabilité. Quelques
remarques sur la moyenne de la qualité s’imposent & ce niveau. Par exemple, un
choix aléatoire de la direction J* correspond a une valeur moyenne de R nulle. Une
fonction de colit ne sera donc intéressante qu’a la condition que la direction cor-
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respondante a son minimum possede un produit scalaire strictement positif avec
la direction privilégiée. Si la distribution des exemples est symétrique par rapport
a lorigine, ce qui est le cas pour une fonction V* paire, alors il faut considérer la
moyenne de la valeur absolue de R puisque les directions B et —B sont équivalentes.

1.4 Intérét de la Physique Statistique

La Physique Statistique permet I’étude de la qualité de ’apprentissage R, lorsque
celui-ci se fait par minimisation d’une fonction de colt. En effet, un systeme phy-
sique a température nulle est dans I’état qui minimise ’énergie de celui-ci. Si
I'on considere la fonction de colit comme une énergie, on peut obtenir les pro-
priétés du minimum en considérant le systéme correspondant a température nulle.
Les variables dynamiques de notre systeme correspondent a la direction J. L’en-
semble d’apprentissage sera considéré comme un ensemble de variables gelées. Ce
probleme se rapproche de celui des systemes désordonnés tels que les verres de
spins [111, 63, 81] ot une partie des variables est dynamique et une autre gelée. Dans
le cas des verres de spins, les couplages entre spins sont généralement considérés
comme aléatoires et gelés tandis que les spins sont des variables dynamiques. Cette
analogie entre ces problemes se retrouve aussi dans la méthode utilisée pour les
résoudre : la méthode des répliques [33, 15, 95, 96, 97, 98, 81].

Afin de pouvoir étudier les propriétés du minimum de la fonction de cotlt, nous
allons la considérer comme une énergie. L’énergie d’un systéeme physique est mini-
male & température nulle ; il est donc intéressant d’introduire une température fictive
T que l'on fera tendre par la suite vers 0. Ceci revient a considérer un systeme dont
les variables microscopiques sont les N composantes de la direction recherchée J.
La distribution de ces variables est donnée par la distribution de Gibbs:

P(T: Las) = 7 exp (~E (T: La)). (17)

La fonction de partition du systéme correspondant & la fonction de cotit (1.6) s’écrit
alors:

Z(BiLa)= [ dPQ) exp(~BE (3iL)) (1.8)

ou B =1/T et dP(J) est la distribution uniforme sur I’ensemble des directions d’un
espace de dimension N :

dP(J)=6(3-J—1) dJ. (1.9)

Cette distribution dite a priori est choisie arbitrairement. Le choix d’une distribu-
tion uniforme sur ’espace des phases de la variable dynamique est le choix le plus
simple que l'on puisse envisager. Ce choix est, de plus, cohérent avec I’hypothese
sous-jacente que la direction privilégiée peut correspondre de maniere équiprobable
a n’importe quelle direction. Cette remarque est importante pour la définition
de T'optimalité dont on discutera plus tard. L’hypothese que toutes les directions
peuvent correspondre a la direction privilégiée de maniere équiprobable n’est pas
sans conséquence. Imaginons que la direction privilégiée possede uniquement des
coordonnées binaires (B; = +£1). Il est assez évident de penser que l'apprentis-
sage optimal devra tenir compte de cette information supplémentaire par l'in-
termédiaire d’une distribution a priori différente de (1.9), car cette information
n’est pas contenue dans 'ensemble d’apprentissage. Cette information est d’ailleurs
difficile & prendre en compte et de nombreux auteurs s’y sont intéressés [19, 64, 65,
67, 78, 79, 83, 108, 121].

L’énergie libre F' du systéme pour un ensemble d’apprentissage donné L, s’écrit :
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F(6;Lq) E—%an(ﬂ;LQ). (1.10)
Une difficulté importante pour caractériser le minimum de F', et les propriétés de
R, provient du fait que la fonction de partition et, donc, ses propriétés sont des
variables aléatoires qui dépendent de ’ensemble d’apprentissage. Une possibilité
pour s’affranchir de cette dépendance est de considérer la limite thermodynamique
pour laquelle le nombre d’exemples P de ’ensemble d’apprentissage ainsi que la
dimension N de 'espace des données divergent de telles fagons que la taille réduite
a = P/N reste finie. Dans cette limite particuliere, I’énergie libre du systéme de-
vient généralement indépendante du choix particulier de ’ensemble d’apprentissage.
Cette propriété appelée propriété d’automoyennage est alors équivalente a la rela-
tion suivante :

. 1 . 1l ———
Jim P (8iL0) = lim — F(FLa), (1.11)
P—+oc0 P—+o0
a=P/N a=P/N

ou la barre sur I’énergie libre symbolise la moyenne sur tous les ensembles d’ap-
prentissage de taille réduite a. Cette relation signifie que, dans la limite thermo-
dynamique I’énergie libre par degré de liberté pour un ensemble d’apprentissage
particulier £, est identique & la moyenne sur tous les ensembles d’apprentissage de
méme taille. Seule une fraction de mesure nulle des ensembles d’apprentissage peut
ne pas vérifier cette relation. D’autres propriétés comme la qualité de ’apprentis-
sage R peuvent elles aussi étre automoyennantes dans la limite thermodynamique.
L’automoyennage est une hypothése qui consiste a supposer que la variance de la
quantité considérée est nulle si N = 4o00. Cette hypothese sera confirmée par des
simulations numériques dans ’application du deuxieme Chapitre.

L’intérét de (1.11) est qu’en faisant la moyenne sur les ensembles d’apprentissage,
on se débarrasse de la dépendance des propriétés par rapport a L. Le prix a payer
est que l'on ne peut faire des prédictions que dans la limite thermodynamique.

La limite thermodynamique entraine ’existence possible de transitions de phases
lorsque « varie. Le probleme présenté au troisieme Chapitre illustre bien ce cas, puis-
qu’on y prédit des transitions du premier et du second ordre. Il est a noter que ces
transitions sont essentiellement dues a la taille infinie du systéme. Pour de nombreux
systémes physiques, le nombre de particules est suffisamment grand (de lordre du
nombre d’Avogadro N ~ 1023) pour que les transitions soient nettement visibles,
notamment, des sauts dans les fonctions thermodynamiques pour les transitions
du premier ordre. Dans les applications réalistes qui nous intéressent, la taille du
systeme dépasse rarement des valeurs de ’ordre de 1000. Le comportement lors de
ces transitions est alors généralement beaucoup plus lisse que celui prédit dans la
limite thermodynamique. Pour ces systemes, les effets de taille finie sont importants
comme nous ’avons mis en évidence dans le probleme étudié au deuxieme Chapitre.

L’étude des propriétés de l'apprentissage est donc ramenée a celle de calculer
la moyenne de ’énergie libre par rapport aux ensembles d’apprentissage de méme
taille dans la limite thermodynamique:

f= lim iF(ﬁ;ﬁoé). (1.12)

N—+oco N
P—+o00
a=P/N
Il est bien évident que cette énergie libre f dépend de la perturbation V* de la
distribution des exemples, de la fonction de cotit (ou plus simplement du potentiel
V' qui détermine cette fonction de coiit) et de la taille réduite a de ’ensemble d’ap-

prentissage. C’est ’étude de ces dépendances qui nous intéresse par la suite. Lors
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du calcul de I’énergie libre, des parametres d’ordre pertinents dans le probleme vont
naturellement apparaitre, notamment, le parametre R qui permet de caractériser la
qualité de 'apprentissage.

1.4.1 Meéthode des répliques

Le calcul de la moyenne de I’énergie libre sur tous les ensembles d’apprentissage
de méme taille est difficile, puisqu’il revient a moyenner le logarithme de la fonction
de partition (1.8). Une approche fructueuse connue sous le nom de méthode des
répliques permet dans certains cas de résoudre cette difficulté [81, 38, 39, 40, 41].
Cette méthode consiste a utiliser la relation suivante:

W7 = lim - nZ7 (1.13)
n—0n
qui permet de relier la moyenne du logarithme de la fonction de partition a la
moyenne de ses moments. La moyenne des moments de Z est d'un calcul plus
aisé pour les valeurs entieres de n. En effet, dans ce cas, cela revient a considérer
un systeme composé de n répliques indépendantes du systeme initial, c’est-a-dire,
correspondant a n directions J, avec a = 1,--- ,n pour un méme ensemble d’ap-
prentissage L,. La moyenne sur les ensembles d’apprentissage permet d’éliminer
les variables gelées au détriment de l'introduction d’'un couplage entre répliques.
Ce couplage entre répliques est la signature du fait que bien qu’indépendantes, les
répliques possédaient le méme ensemble d’apprentissage L. Ce comportement est
identique a celui du probleme des verres de spins avec des constantes de couplages
aléatoires et gelées [81, 111, 63]. Le calcul de In Z™ du systeéme de répliques couplées
est possible pour des valeurs entieres de n. Toutefois, des difficultés surviennent lors
du prolongement analytique a des valeurs réelles et, en particulier, lors de la limite
n — 0.
L’énergie libre par degré de liberté s’écrit d’apres les équations (1.12) et (1.13):

m i L Wz
f= Nl—l)r—ri-loo i:rr})—m InZ™ (8; La)- (1.14)
P—+o00
a=P/N

Exprimons tout d’abord la fonction de partition Z (1.8) & la puissance n pour n
entier:

Z"(B:La) =] /dP(Ja)exp(—ﬁE (Ja; L)) - (1.15)

En remplacant ’énergie par son expression (1.6) et en introduisant les variables

A= J, - &" ainsi que leurs variables conjuguées A/ :

n P n
Z" (B La) = H/dP(Ja) 11 H%//dxgdig (1.16)
exp <¢ZX5 (A =T, - €M) ﬂZV(A;‘)) .

La moyenne sur tous les ensembles d’apprentissage de taille réduite o correspond
& intégrer sur tous les exemples & avec leur distribution (1.2). En introduisant les
variables v* = B - £ et leurs variables conjuguées ¥*, I'intégrale sur les exemples
&* se réduit a de simples intégrales gaussiennes :
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n 1 ~ 1
Z" (B La) = dPI) | = [ a1 = [ [ dytdy* (1.17)
1:[1/ 1;[277// 1}%//7 !
exp (z SN LY A=Y V() =YV (v"))
ap M ap M
P " Ty no_
E/(Q:SNQ exp (_5 25 i <; AT, +§MB> .y) .

Les intégrales gaussiennes couplent les directions des différentes répliques J, entre
elles ainsi qu’avec la direction privilégiée B. Apres intégration sur les exemples, on
obtient :

" 1 ~ 1 _

Zm (B La) = al:[l/dP(Ja)l;[%//d)\gd)\gl;[%//dy“dy“ (1.18)
[[exp (iZXfJAZL +iFt =B V(M) =V (v“))
12 a a

o _ ~ 2
l;lexp —;%;AgAgJa Ty —za:)\ﬁﬁ“Ja-B - %

Nous allons maintenant introduire les variables:

Gy = Jo-Jp a<d, (1.19)
R, = B-J, a=1,--- n. (1.20)

Les directions J, étant normées: J, - J, = 1, il n’est pas nécessaire d’introduire
des variables q,q4. Il est intéressant de remarquer que la variable R, correspond au
produit scalaire entre la direction privilégiée et la direction de la réplique a. Dans
la limite de température nulle qui va nous intéresser par la suite, la direction J,
correspond & la direction qui minimise 1’énergie, ou encore, la fonction de coit.
Les parametres R, seront alors directement reliés a la qualité de ’apprentissage R
introduite précédemment. Les parametres q,;, correspondent aux produits scalaires
entre deux répliques. Ces parameétres sont analogues aux parametres ¢, introduit
lors de I’étude des verres de spins par la méthode des répliques [81, 111, 63]. Dans
ce dernier cas, le parametre g, caractérise la similitude des états de spins entre
les deux répliques a et b. Par analogie, le parametre R, peut alors étre considéré
comme une aimantation moyenne suivant la direction privilégiée.

Introduisons les variables conjuguées N¢,, et Ne, des parametres R, et qup

ainsi qu’une représentation intégrale de la fonction §(J, - J, — 1) qui apparait dans
dP(J,) (Eq.(1.9)).
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7 L) - Hé\; / / dJadl//al:[;/; / / dRadeaal:[b;/; / / ddabdban

exp (z’NZ Sav(Ta - Tb = qap) +iN Y _ea(B-To — Ra)>

a<b

exp (iNZ¢a(Ja-Ja - 1)) {;ﬂ//dyd?H;W//d)\adxa

exp <z Z XX + 7y — 3 Z V(Ag) = V" (7))
a 1 a ~2 P
o ( S aadd - LR - R - ’g) } Caa

a<b a

La premiere partie de I'expression (1.21) est une partie purement géométrique
puisqu’elle dépend des contraintes entre les directions J, et B mais pas de la dis-
tribution des exemples ni de la fonction de cout. Elle peut étre assimilée a la partie
entropique du systeme physique correspondant. Il est important de remarquer que
chaque argument des diverses exponentielles qui composent cette premiere partie est
proportionnel a la taille N parce que nous avons introduit des variables conjuguées
proportionnelles & N. Ceci est nécessaire pour que ces termes, et les contraintes
qu’ils représentent, ne disparaissent pas dans la limite thermodynamique. On peut
remarquer qu’'une autre fagon, utilisée habituellement, d’obtenir le méme résultat,
est de normaliser les vecteurs J, et B & v/N. Alors, dP(J,) = § (J, - J, — N), et
les variables conjuguées sont d’ordre 1.

Du fait de I'indépendance des exemples de I’ensemble d’apprentissage, la deux-
ieme partie de l'expression (1.21) s’exprime comme une fonction dépendante d’un
seul exemple a la puissance P ol P est le nombre d’exemples de ’ensemble d’ap-
prentissage. Cette deuxiéme partie peut étre assimilée a la partie énergétique du
systeme.

La limite thermodynamique devient alors plus naturelle. En effet, le terme en-
tropique est proportionnel a N tandis que le terme énergétique est proportionnel a
P. Afin de ne pas obtenir un résultat trivial, il est utile de considérer une limite ou
ces deux termes divergent en gardant un rapport fini ce qui revient a considérer la
taille réduite « = P/N de I’ensemble d’apprentissage constante. Le rapport « rem-
placera, par la suite, le nombre d’exemples et les propriétés d’apprentissage seront
données en fonction de ce parametre.

Il est possible de réécrire la moyenne du moment d’ordre n de la fonction de
partition Z en faisant apparaitre explicitement le terme énergétique a€ et le terme
entropique S:

77 (B L) = /D¢D¢DQD6DReXp(—5an(wa,céab,qab,ea,Ra)) (1.22)

avec:

f(q,bavqsabﬂab»eaaRa) =af (QabaRa) -T8 (quav(rbabHab;eavRa) (123)

et ot DY Dp DQ De DR représentent les variables d’intégration ¥4 ,dap,qab,€q €t Rq
ainsi que des constantes d’intégration non pertinentes pour la suite.
Le terme énergétique s’écrit :
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1 - 1 ~
nBE = —In {% // dml;[ o // dNod, (1.24)
exp <Z Zxa/\a + ivy — ﬂz V(Ad) = V" (’Y))
=~ 1oy ~_ 7
exp (=D qapdads = 5D A= D Radad =5 | ¢
a<b a a

et le terme entropique est :

nS = —iZ(babqab — iZeaRa — izwa (1.25)

a<b a
N
—1—% Zln {H/de]za €xXp (iNZ¢ainaJib>
i=1 a a<b

exp (z’N > €aBiJia+iN Y wajfa> } .

La limite thermodynamique permet de simplifier le calcul des intégrales de
léquation (1.22) par I'utilisation de la méthode du col. Cette méthode permet d’es-
timer une intégrale de la fagon suivante:

/dx exp (—Ng(z)) ~ exp (—N mwing(x) +O(In N)) (1.26)

dans la limite ou N est grand. Cette méthode est suffisante puisqu’elle permet
d’extraire la partie finie de 1’énergie libre par degré de liberté dans la limite ther-
modynamique. Toutefois, ’application de la méthode du col au calcul de (1.22)
correspond & faire une inversion de limites entre n et N (c¢f. (1.14)). Cette diffi-
culté mathématique ainsi que les problemes dus au prolongement analytique des
valeurs entieres de n aux valeurs réelles et a la limite n — 0 ne seront pas dis-
cutés ici [81]. La modification surprenante qui en découle est le fait que pour les
variables dépendantes de deux répliques différentes (a et b) le minimum doit étre
remplacé par un maximum pour que la solution reste stable. Ceci est du au fait que
le nombre de ces variables devient négatif pour des valeurs de n comprises entre 0
et 1. Pour simplifier, et éviter de préciser entre maximum et minimum pour toutes
les variables, on parlera désormais d’extremum. En résumé, nous admettrons que
I'inversion des limites n’entraine pas de conséquences, ce qui permet de calculer
Pénergie libre (1.14) par la méthode du col:

f= extremum F (¥q,Pab,dab,€a,Ra) - (1.27)
Ya,Pab;qab:€a;Ra
Le calcul des différentes intégrales de I’équation (1.22) se rameéne a chercher
Pextremum de l'expression (1.23) par rapport aux variables ¥q,0up,qab,€qa €t Rq.
Dans le cas ou plusieurs extrema existent, celui correspondant & 1’énergie libre f la
plus faible est & considérer.

1.4.2 Hypothese de symétrie des répliques

Le nombre de variables étant important, la recherche de ’extremum de F reste
un probleme difficile. 11 est possible de restreindre la recherche de cet extremum a



28 CHAPITRE 1. APPRENTISSAGE OPTIMAL

des solutions qui conservent la symétrie de la fonction a extremiser. La symétrie la
plus simple & considérer est 'invariance par rapport a la permutation des différentes
répliques. Les répliques sont identiques; il n’y a aucune raison a priori d’introduire
des parameétres différents pour chaque réplique. Il est alors possible de réduire la
recherche aux variables suivantes:

e = G, (1.28)
qab = 4, a<b (1.29)
iy = F, a<b (1.30)
R, = R, (1.31)
ie, = E. (1.32)

Cette hypothese est connue sous le nom de symétrie des répliques. 11 est possible
d’étudier la cohérence de la solution ainsi obtenue. Il suffit pour cela d’effectuer une
analyse de stabilité locale de la solution. Cette étude de stabilité consiste simplement
a regarder les petites perturbations autour de la solution et & vérifier que la solution
correspond & un minimum ou un maximum selon la variable considérée. Deux stabi-
lités différentes sont a considérer. La premiere dite longitudinale consiste a regarder
les perturbations conservant la symétrie des répliques, par exemple, R — R + 0R.
Cette stabilité est assez facilement vérifiable. La stabilité dite transverse est, par
contre, plus difficile & vérifier. Elle consiste a regarder des perturbations ne conser-
vant plus la symétrie des répliques. Pour étudier cette stabilité, il convient de regar-
der les valeurs propres de la matrice Hessienne, matrice des dérivées secondes, de
F(Va,PabsGabsa,Ra)- Les valeurs propres doivent étre positives pour un minimum
et négatives pour un maximum. Un exemple du calcul de la stabilité transverse
est développé par de Almeida et Thouless [2] dans le cas des verres de spins. Pour
le probleme de l'apprentissage, ce calcul a été effectué pour la premiere fois par
Gardner [39, 40, 41]. La condition obtenue concerne le signe du déterminant de la
matrice Hessienne. Un changement de signe de ce déterminant signale ’apparition
d’une instabilité. Cette condition est nécessaire mais pas suffisante. En effet, deux
valeurs propres peuvent changer de signe simultanément.

Nous démontrerons, par la suite, que la condition de stabilité locale est bien
vérifiée dans le probleme général d’apprentissage optimal traité dans cette partie
de la these. Cela ne garantie pas que d’autres solutions localement stables mais
ne vérifiant pas 'hypothese de symétrie des répliques existent. Ces solutions sont
appelées solutions avec brisure de symétrie des répliques [81]. L’existence possible
de telles solutions sera discutée a propos du probleme abordé au troisieme Chapitre.

Avec I'hypothése de symétrie des répliques, les expressions (1.24) de I’énergie et
(1.25) de I’entropie se simplifient :

2

nBE = —In {;ﬂ/ drydy exp (—é +iyy = V* (7)) (1.33)
I1 % // dqd)q exp <iZXa/\a -8V ()‘a)>
exp <qzxaxb - %ZX(QL - RZX‘I§> } ’

a<b a
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nS = —%n(n— 1)Fg—nER —nG (1.34)

Zln {H / dJiq exp <+NFZ Jszb>

a<b
exp <+NE > BiJia+ NG Jfa> } :

Il reste a effectuer la limite N — +o0o pour 'entropie ainsi que le prolongement
analytique de I’énergie et de I’entropie a des valeurs de n réelles. N’oubliant pas le
fait que seule la limite n — 0 nous intéresse, on se limitera & un développement
autour de n = 0 et on ne gardera que le terme linéaire en n.

Traitons tout d’abord le cas de l’entropie S. Les variables J;, couplent les
différentes répliques entre elles. Pour les découpler, on utilise les identités suivantes :

ZJiaJib = ;(ZJ'LG,) 772 ia? (135)

a<b

Az? \/7 A2
exp <2> = o dz exp (—2 - )\xz) . (1.36)
Avec z =" Jio et A= NF, ceci permet de réécrire (1.34):
1 1
nS = —QMn—lﬁh—nER—nG+JV§:m(/QZEL/dLa (1.37)
N _ 5, N 2
exp {ZFZ -5 (F=2G) ZJ + N(EB; - F>) Z Jm}> .

L’intégration sur les variables J;, et sur z ne pose alors plus de problemes. En ne
gardant que les termes dominants dans la limite n — 0 et en utilisant le fait que
BB = 1, 4 une constante additive pres (non pertinente pour la suite), on obtient :

(1.38)

2
S—;<Fq2ER2G1n(F2G)+F+E >

F-2G

On voit ici le résultat discuté plus haut, que la contribution de F¢q change de
signe lorsque n < 1, par rapport & (1.37). Les variables E, F et G n’intervenant
que dans le terme entropique, il est possible de les déterminer grace aux conditions
d’extremum :

98 _0s _0s
OF  OF  9G

Ces conditions se réduisent aux équations suivantes:

=0. (1.39)

E
= — 1.4
B = 525 (1.40)
F + E?
= — — 1.41
1

En remplacant ces variables E, F' et G dans Pexpression (1.38), on obtient :
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S = % (11_12 +1In(1— q)) . (1.43)

Le calcul de BE est assez similaire a celui de S. Il faut en effet découpler les
variables A,. Pour cela, on utilise I'identité suivante :

2
S = (ZXG) iy (1.44)
a<b a a

et on introduit la variable y =" Xa ainsi que sa variable conjuguée z:

1 1 1 N
npE = —ln{zﬂ//dvdw% //dydzg%//dAadAa (1.45)
x2 22

exp <72 + iy = V* (y) +iyz — Rzy — q2)

exp <—;(1 @)D Ay Al —y) —5ZV(AG)>}‘

Les répliques étant découplées, le calcul se poursuit facilement :

nBE —In {/ Dt Dy exp (=V™* (%)) (1.46)

A A—? !
V V2r(1=q) P ( 2(1—q) o (A)) }
—n/ Dt Dy exp (V™ (7)) (1.47)
A —yva)*

) V Ay e (o)

avec:

tv/¢g— R?+yR
g VAT YR (1.48)
Va
En introduisant dans (1.27) les expressions (1.43) et (1.47), qui correspondent

a 'extremum de (1.23) par rapport aux variables ¥,,¢0qp €t €, dans ’hypothese de
symétrie des répliques, on obtient I’énergie libre f :

= ex;c?r]-'(q,R) (1.49)
q,1v
ou F, donné par (1.23), s’écrit :
N e S S N /DtD exp (=V* (7))
T -9 2 VT8 yeimr

dA A— 2
In /7 exp (_(y\/@ - BV (A))
V2r(1 = ¢q) 2(1-q)
Ce résultat bien connu [38, 39, 110, 101, 120, 126] est le point de départ des travaux
décrits dans cette these.

. (1.51)
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1.4.3 Interprétation des parametres d’ordre

Les propriétés du minimum de la fonction de cout sont données par I’énergie libre
(1.49) dans la limite de température nulle. Toutefois, il est intéressant de noter que
certains algorithmes d’apprentissage ne cherchent pas a déterminer la direction qui
minimise 1’énergie, mais échantillonnent la direction J parmi toutes les directions
possibles avec la distribution de Gibbs (1.7).

La constante de normalisation Z de la distribution correspond & la fonction de
partition précédemment introduite par ’équation (1.8). En particulier, algorithme
dit de Gibbs [110, 101, 120] consiste, & prendre comme potentiel V', la perturbation
V* de la distribution des exemples et a faire I’échantillonnage a la température
T = 1. On reviendra a cet algorithme au troisieme Chapitre.

Il convient tout d’abord d’expliquer la signification des deux parametres d’ordre
R (1.31) et g (1.29) qui sont apparus naturellement lors du calcul dans I’hypothese
de symétrie des répliques. Par définition (1.20), le parametre R n’est rien d’autre
que le produit scalaire entre la direction privilégiée B et la direction J, distribuée
selon (1.7). Dans la limite de température nulle, cette distribution se réduit & un pic
0(J—J*) centré sur la direction J* qui minimise la fonction de cotit. Le parametre R
correspond alors au produit scalaire entre la direction privilégiée et la direction J*,
c’est-a-dire, qu’il correspond bien au parametre R = B - J* que 'on avait introduit
pour caractériser la qualité de I'apprentissage.

La signification du parametre ¢ est plus complexe puisque celui-ci fait intervenir
deux répliques différentes (cf. (1.19)). Le parametre ¢ est le produit scalaire entre
deux directions distribuées selon (1.7). Remarquons que si la température est nulle,
cette distribution se réduit & un pic §(J — J*) centré sur la direction J*, ce qui
entraine ¢ = 1. Or, dans l'expression (1.51) de F, il apparait le produit ¢ = (1 —gq),
qui est singulier lorsque T — 0, puisque 8 — +00 et ¢ — 1. Donc il est clair que le
parametre pertinent lors de la limite de température nulle est ¢. Afin de comprendre
le sens de ce nouveau parametre, nous allons considérer le probleme a température
finie. Avant de faire I'hypothese de symétrie des répliques, on peut définir cqp qui,
s’écrit :

(Ja - Jb)2

=0 ). (1.52)

Cab =
Les directions J, et Jp, sont distribuées selon (1.7). Pour les faibles températures,
on peut considérer que seules les directions J dont la fonction de coiit est proche
du minimum possedent une probabilité non nulle. La proximité de ce minimum est
caractérisée par une fenétre de largeur T' autour du minimum. Plus la température
décroit, plus I'ensemble des directions accessibles autour de J* se réduit, en d’autres
termes, les fluctuations autour de J* se réduisent. D’apres (1.52), le parametre ¢
correspond au rapport entre le carré de ces fluctuations et la température. Un
parametre ¢ grand correspond & des fluctuations importantes. En particulier, si le
minimum est continuement dégénéré, c diverge ce qui reflete qu’il y a un continuum
de directions qui minimisent 1’énergie. Par contre, lorsque c est tres faible, le puit
au voisinage du minimum est tres étroit.

1.4.4 Limite de température nulle

Dans la suite de cette these, nous nous intéressons aux propriétés d’apprentissage
par minimisation d’une fonction de cott. Elles sont données par I’énergie libre dans
la limite 8 — 4o0. En utilisant une nouvelle fois la méthode du col, par rapport &
0 cette fois, la fonction F (1.51) s’exprime en fonction de R et ¢ = (1 — ¢) de la
fagon suivante :
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1 - R?
2c

F(R,c) = — + a/ Dt Dyexp (=V*(7)) W (AM(y,¢),y,¢) (1.53)

avec:

v=1ty1—R2+yR (1.54)
et A(y,c) la valeur pour laquelle la fonction :
(A —y)?
2c

est minimale. Les parametres R et ¢ sont déterminés par les conditions d’extremum :

W(A\y,c) = + V(N (1.55)

oF O0F

AR~ dc
Apres quelques manipulations simples, il peut étre montré que R et ¢ sont solutions
des équations suivantes :

0. (1.56)

1—R?

o [[DtDyes (v e -0, @s0)
R\V1—-R? = a//tDt Dy exp (=V* (7)) (My,c) —y) . (1.58)

Il est évident que R et ¢ dépendent de la perturbation V* de la distribution des
exemples (1.2), du potentiel V' qui détermine la fonction de cotit (1.6) et de la taille
réduite o de I’ensemble d’apprentissage. Nous avons montré que le parametre R est
le produit scalaire entre la direction privilégiée B et la direction J* qui minimise la
fonction de couit. C’est le parametre qui détermine la qualité de 'apprentissage. La
méthode des répliques permet donc de déterminer la qualité de I’apprentissage en
fonction du probléme posé (perturbation V* et taille réduite «) et de la fonction de
colit utilisée pour le résoudre (potentiel V). Le résultat intéressant de la limite ther-
modynamique est que la qualité R est indépendante de ’ensemble d’apprentissage
particulier utilisé pour I’apprentissage.

1.5 Détermination du potentiel optimal

Les calculs précédents permettent de calculer les performances d’un algorithme
(défini par la fonction de cotit ou plus particulierement par le potentiel V' qui la
définit) pour un probleme d’apprentissage donné (défini par la perturbation V*
dans la direction privilégiée) et ceci en fonction de la taille réduite o de ensemble
d’apprentissage dont on dispose pour effectuer I’apprentissage. Ces performances
consistent essentiellement dans la détermination du produit scalaire R entre la di-
rection privilégiée recherchée B et la direction obtenue apres apprentissage J*. Cette
derniere correspond au minimum de la fonction de cotit. Comme nous ’avons vu
précédemment, ’apprentissage est d’autant plus performant que ce produit scalaire
est proche de 1 ou encore que la direction obtenue apres apprentissage est proche
de celle recherchée. Une question évidente se pose alors: étant donné un probleme
(la fonction V*) et une quantité d’exemples (représentée par «) est-il possible de
trouver un potentiel optimal Vope 7 C’est-a-dire un potentiel pour lequel R serait le
plus proche possible de 1.

La réponse a cette question a été apportée premierement par Kinouchi et Ca-
ticha [62, 61] ainsi que par nous-mémes [21, 26] indépendamment, dans le cadre
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de I'apprentissage d’une tache de classification linéairement séparable par un per-
ceptron simple (¢f. Chap.2). Dans le cas général, le résultat a été obtenu par Van
den Broeck et Reimann [120]. Notre point de vue a été de considérer la qualité R
comme une fonctionnelle du potentiel V' avec la perturbation V* et la taille réduite
« considérées comme des parametres fixes. Grace a une maximisation fonctionnelle
de R, il est possible de déterminer le potentiel optimal V.

Les équations (1.57) et (1.58) déterminent R et c. Nous allons montrer qu’il
est possible de s’affranchir du parametre c. En effet, le minimum de la fonction de
colit reste inchangé si le potentiel V' est multiplié par un facteur a > 0. Ce facteur
multiplicatif peut étre vu comme un changement d’échelle de ’énergie. Pour obte-
nir une fonction de partition invariante par ce changement d’échelle, il faut que le
produit SE reste invariant, c¢’est-a-dire, que la température soit aussi multipliée par
le facteur a. Puisque le parametre ¢ est proportionnel a (3, le changement d’échelle
d’énergie n’est pas transparent pour c¢: ¢ est transformé en c¢/a. Un changement
d’échelle judicieux consistant a prendre a = ¢ permet de fixer ’échelle d’énergie
pour laquelle ¢ = 1. Nous allons donc chercher le potentiel Vo, qui maximise R,
mesuré dans les unités définies par ¢ = 1. L’équation (1.57) peut alors étre considérée
comme la définition de R tandis que I’équation (1.58) sera considérée comme une
contrainte sur ce parametre. Le moyen de tenir compte d’une contrainte lors d’une
maximisation est d’introduire un parametre de Lagrange p. Il suffit alors de maxi-
miser R (ou encore de minimiser 1 — R?) par rapport a la fonction V avec pour
expression de 1 — R?:

1-R* = a / Dt Dy exp (=V*(1)) (A(w) — v)° (1.59)

Yo {R\/ﬁ— o [[4DtDy exp (V) () - y>}.

avec v = y(t,y) donné par (1.54) et A(y,c) la fonction qui minimise (1.55). A(y,c) est
écrit A(y) par simplicité puisque ¢ = 1. La dépendance par rapport au potentiel V'
est implicite dans la fonction A(y). Cette dépendance implicite permet de remplacer
la maximisation de R par rapport a V' par une maximisation par rapport a une autre
fonction g(y) = A(y) —y. Cette maximisation est beaucoup plus aisée puisque 1 — R?
apparait alors comme une simple intégrale quadratique de cette nouvelle fonction.
Une fois obtenue la fonction g(y) pour laquelle R est maximal, il faudra s’assurer
que cette fonction permet de remonter au potentiel optimal Vop.

1 — R? est minimal lorsque la dérivée fonctionnelle de 1 — R? par rapport & g(yo)
s’annule. La dérivée fonctionnelle de 1 — R? s’écrit :

5(1— R?)

Sglwo) 20‘/ Dt Dy exp (=V*(7)) 9(y) 0(y — o) (1.60)

“na [ [ DeDy exp (-v*(2) 8o~ o).

La fonction g, pour laquelle (1.60) s’annule, se déduit alors aisément :

.y [tptess-vee)
9y) =3 :
2 / Dt exp (~V* (7))

(1.61)

Les parametres R et p sont déterminés par les équations (1.57) et (1.58) apres avoir
introduit I’expression de g donnée par ’équation (1.61).
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[ Dt ew ) 2

2
1-R? = %/Dy : (1.62)
[ prew v
2
X [ eptenvo)]
RV1I-R? = #/Dy (1.63)
[ prew v
De ces équations, on peut déduire que:
V1 — R?
p_v - (1.64)

2 R

En remplagant le parametre de Lagrange p dans (1.62) ou (1.63), on obtient I’équa-
tion qui détermine la qualité optimale R, du probleme général de ’apprentissage
d’une direction privilégiée :

—1

e exp(V*(w)r
[ bt e (-v)

a=RZ, /Dy , (1.65)

avec:

vy =1ty/1— R2,; + yRopt- (1.66)

A ce niveau, il est intéressant de remarquer que 'expression (1.65) permet de
trouver a en fonction de Rope. Afin d’obtenir, Rop¢ pour une valeur donnée de o, il
faut inverser cette expression. Nous verrons au Chapitre 3 que cette inversion n’est
pas triviale. Il existe en effet des problémes pour lesquels I'inverse de (1.65) n’est pas
unique. Dans ce cas, il faut choisir la solution correspondante a la valeur maximale
de Ryt puisque le calcul a été mené pour obtenir cette valeur maximale. L’existence
de plusieurs solutions lors de 'inversion entraine aussi I’existence de transitions du
premier ordre de la qualité de l'apprentissage Rop¢ en fonction de la taille réduite
a de ’ensemble d’apprentissage.

Revenons maintenant a la détermination du potentiel optimal V. En sup-
posant cette fonction suffisamment dérivable, il est possible d’exprimer sa dérivée
comme une fonction de g. En effet, d’apres I’équation (1.55), la fonction A(y) est
celle qui minimise W (A,y,c) avec ¢ = 1. Cette condition peut s’écrire :

L)) = 0= )~y + Vi M), (1.67)

La fonction g(y) vérifie donc:

9(y) =Ny) —y = —Voe (). (1.68)
Ceci permet de remonter au potentiel Vi, connaissant g(y). D’aprés 1'équation
(1.61), g ne dépend que de V* et de Ropi () puisque Ropt est donné par (1.65) et p
est une fonction de R,y d’apres (1.64). Puisque a = a(Ropt ), & chaque taille réduite
a correspond un potentiel Vi, différent. Pour remonter & Vi, il suffit d’inverser
la fonction A(y). Cela impose toutefois comme condition que cette fonction soit
bien inversible. Dans les deux applications présentées aux Chapitres 2 et 3, cette
condition est vérifiée.
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1.6 Cohérence de ’hypothese de symétrie

L’hypothese de symétrie des répliques utilisée pour calculer I’énergie libre permet
de simplifier la recherche de 'extremum de 1’énergie libre F en réduisant le nombre
de parametres a seulement deux: R et ¢ (ou, dans la limite de température nulle, R
et ¢). Il est toutefois indispensable de vérifier que la solution ainsi obtenue est bien
Pextremum (maximum pour ¢ et minimum pour R).

Dans cette section, nous allons vérifier uniquement la stabilité locale de la solu-
tion. C’est-a-dire que nous allons vérifier que la solution est bien un extremum de
I’énergie libre par rapport a de petites perturbations mais on ne vérifiera pas que
l'on a obtenu le minimum absolu de 1’énergie libre. Une premiere condition est la
stabilité longitudinale. Elle consiste a regarder les perturbations R + §R et ¢ + dc
pour vérifier que F(R,c) est bien un minimum vis-a-vis de R et un maximum vis-a-
vis de c. Cette stabilité est appelée longitudinale car les perturbations considérées
conservent toujours la symétrie des répliques. La stabilité transverse est plus difficile
a vérifier. Elle consiste a regarder la stabilité par rapport a de faibles perturbations
ne conservant pas la symétrie des répliques. Il faut pour cela revenir a ’expression
de I'énergie libre (1.23) en fonction de toutes les variables précédemment introduites
(Va,DabsGabs€a €6 Ry). Cette condition de stabilité est ramenée a une condition sur
le déterminant de la matrice Hessienne de ’énergie libre (matrice des dérivées se-
condes) [2, 39, 40]. Je ne détaille pas ici ce calcul un peu complexe mais je rappelle
la condition obtenue par Reimann et Van den Broeck [101] dans le cas général :

1> a/ Dy Dt exp (—V*(7)) (N (y) — 1)2, (1.69)

avec v défini par (1.66) et X (y) la dérivée de A(y), obtenue par minimisation de
Péquation (1.55), par rapport a y.

Il est important de souligner que cette stabilité n’est qu'une stabilité locale. Elle
ne permet, en effet, en aucun cas d’assurer qu’il n’existe pas une autre solution
localement stable avec ou sans brisure de symétrie des répliques dont ’énergie libre
serait inférieure. Nous verrons, dans le Chapitre 3, qu’il est possible d’obtenir pour
une méme valeur de « deux extrema localement stables f(R1,q1) et f(Rg,q2) de
Pénergie libre (1.49) correspondante a ’algorithme de Gibbs. Dauns ce cas, la solution
d’énergie libre la plus faible doit étre conservée.

11 est possible de réécrire la condition de stabilité (1.69) en utilisant les équations
(1.65) et (1.61) définissant Ropt, et g(y) pour aboutir & ’expression suivante [22]:

R? (1—R2 ) d«
opt opt
R(Q) . >0 ( 0)

Pour montrer I’équivalence des deux conditions (1.69) et (1.70), je vais introduire
la notation suivante :

("), = /t" Dt exp (=V*(7)) (1.71)

avec 7 définit par (1.66). L’équation (1.65) déterminant R et ’équation (1.61)
déterminant g(y) s’écrivent alors simplement :

> _ )y
RS, = a/Dy<1>y, (1.72)

9y) = TR (1.73)
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La condition (1.69) s’écrit quant & elle:

1> ale}f’pt /Dy (;;82)2 (1), (1.74)

Pour exprimer de maniere plus simple cette condition, je vais exprimer la dérivée

de (t"), par rapport a y:

Ligmy, = Lot (gnty, g1y, ) (1.75)

@ V1= B

On en déduit 'expression suivante pour la condition (1.69):

2 2 A
/Dyé?f; > Rgpt /Dy <<<t1>>; —-1- 8‘3) (1)y- (1.76)

Y

Il reste maintenant a calculer:

R%, da /Dy< 2 (05 My dit)y +<t>§d<1>y), (1.77)

a? dRopt B Ropt (1)y 1)y dRopt <1>12/ dRopt

Pour cela, on utilise:

d<t>y _ Y Ropt R
QR *ﬁ ((1)y = (%)) + -r2, (2(thy — (%)), (1.78)
d<1>y Y Ropt

ARop m<t>y+l_%(<l>y—<t2>y)~ (1.79)

En remplacant ces deux expressions dans I’équation (1.77), en intégrant par par-
ties sur y pour éliminer les termes proportionnels a y et en regroupant les termes
correctement, on obtient :

2 B da 0o 12
(1-R%,) 2ob ARy = /Dy<<1>y —Ropt/Dy <<<1>>2 1 <<t1>>y> (1),-

Yy

(1.80)
Cette relation permet donc de remplacer la condition de stabilité locale (1.69) par
la condition (1.70). Cette derniere condition est beaucoup plus parlante que l’ex-
pression (1.69). En effet, dés que o > 0 alors la condition de stabilité locale de la
solution symétrique par rapport a la permutation des répliques est équivalente a ce
que R,pt, soit une fonction croissante par rapport a la taille réduite o de ’ensemble
d’apprentissage.

Pour résumer, on vient de démontrer que la condition de stabilité est équivalente
a ce que la qualité optimale de l'apprentissage soit une fonction croissante de la
quantité d’exemples dont on dispose pour cet apprentissage.

Notons que lorsque la fonction a(Ropt) donnée par (1.65) n’est pas monotone,
plusieurs solutions différentes pour R,y existent pour une méme valeur de . Dans
ce cas, il y en a généralement au moins une qui est instable et qui ne doit pas étre
prise en compte. Cette solution n’est toutefois jamais la solution R,p¢ de qualité
maximale. Dans les applications que nous avons considérées, la solution correspon-
dante a la valeur maximale de R,y vérifie toujours la condition de stabilité locale.
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Chapitre 2

Apprentissage Supervisé

Dans ce chapitre, nous allons aborder un type particulier d’apprentissage. Dans
le cas général précédemment présenté, 'apprentissage consistait a trouver des ca-
ractéristiques générales d’une distribution d’exemples. Dans ce chapitre, nous allons
nous intéresser a ce que 'on appelle généralement ’apprentissage supervisé. L’ap-
prentissage supervisé ne consiste plus a déterminer la distribution des exemples,
qui sera supposée connue, mais consiste a classer les exemples. Ici encore, 'on dis-
pose d’un ensemble d’apprentissage qui constitue I'information disponible. Cette
fois-ci, a chaque exemple de ’ensemble d’apprentissage est associé une classe. On
supposera que cette classe est donnée par ce que 'on appelle un professeur qui
nous est inconnu. Le but de I'apprentissage supervisé est de trouver un éléve qui
classe correctement les exemples, c’est-a-dire, qui leur donne la méme classe que le
professeur.

Deux questions différentes peuvent avoir de l'intérét. La premiere consiste a
trouver un éleve qui classe correctement les exemples de I’ensemble d’apprentissage
sans se préoccuper de la réponse donnée par ’éleve a d’autres exemples. C’est ce que
I’on appelle I'apprentissage par coeur. La seconde consiste, a partir des exemples de
I’ensemble d’apprentissage uniquement, a trouver un éleve capable de classer de la
méme fagon que le professeur des exemples qui ne font pas partie de 'ensemble d’ap-
prentissage. Cette propriété est dite de généralisation. Nous allons nous intéresser
dans ce chapitre a la deuxieme question. Ces deux questions seront abordées a
nouveau dans la deuxieme partie de la these.

2.1 Présentation du probleme

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a un cas particulier d’apprentissage
supervisé, le plus simple que 1’on puisse imaginer. Pour cela, on va commencer par
supposer que la dimension de I’espace des données est NV et que la distribution des
exemples est connue et se réduit a une simple gaussienne normale dans toutes les
directions:

P = g o0 (-5, =

La restriction dans le choix de la distribution des exemples simplifie ’étude du
cas particulier qui nous intéresse dans ce chapitre. Dans les applications réalistes,
la distribution des exemples est généralement inconnue. Les hypotheses effectuées
sur cette densité peuvent s’avérer essentielles. Une discussion sur le choix de celle-ci
sera effectuée dans la deuxieme partie de la thése ou nous tenterons d’étudier des
probléemes plus réalistes.
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Plusieurs hypothéses sont effectuées sur le professeur, c’est-a-dire, sur le type
de classification que I'éleve doit apprendre. La premiere consiste a considérer que
les exemples appartiennent a deux classes distinctes, que 1'on appellera +1 et —1.
Cette restriction sur le nombre de classes n’est pas importante. Premiérement, de
nombreuses applications réalistes comportent uniquement deux classes. C’est le cas,
par exemple, lorsque la classe correspond & la réponse par oui ou non a une question
posée. Un probleme, étudié dans notre laboratoire, est ’aide au diagnostic médical
du cancer du sein [115]. Les deux classes sont alors: sujet sain ou sujet malade.
Dans ce probleme, un exemple est constitué de diverses caractéristiques médicales
concernant des prélevements cytologiques (épaisseur de I’échantillon, uniformité de
la taille des cellules, de la forme, etc.). Chaque caractéristique correspond & une
dimension de 'espace des données. Deuxiemement, s’il existe plus de deux classes
différentes, il est toujours possible de séparer une classe par rapport aux autres. Le
probleme se ramene alors a la séparation en deux classes.

La deuxiéme hypotheése que nous ferons sur le professeur est beaucoup plus
restrictive. Elle consiste a considérer que les exemples sont linéairement séparables.
C’est a dire que le professeur consiste en un hyperplan de dimension N — 1 qui
sépare les exemples de classe +1 des exemples de classe —1. Cette restriction peut
se formaliser simplement en disant qu’il existe une direction privilégiée B telle
que tous les exemples ayant un produit scalaire positif avec cette direction seront
classés +1 tandis que les autres seront classés —1. Cette direction privilégiée est
la direction perpendiculaire a I’hyperplan séparateur. Nous avons supposé, de plus,
que cet hyperplan passe par 'origine. Avec cette restriction, les deux classes ont
une probabilité égale. En particulier, un exemple —& a une classe opposée a celle de
Iexemple €. Cette symétrie entre les exemples & et —& est nécessaire par la suite
pour reformuler ce probleme dans le cadre général du chapitre précédent. Si I'on
note 7(&), la classe donnée par le professeur & un exemple &, alors celle-ci s’écrit :

7(€) = sign(B - ). (2.2)

Dans la formulation du probléme général, on supposait que la distribution des
exemples possédait une symétrie axiale, dont la direction privilégiée B, corres-
pondante a l’axe de symétrie, était inconnue. Ici, nous supposons connu le fait
que les exemples sont linéairement séparables. Ceci introduit naturellement une
symétrie axiale qui permet de considérer I’apprentissage (supervisé) de la classifi-
cation comme un cas particulier de la recherche d’'une direction privilégiée, formulé
au Chapitre 1. L’hyperplan séparateur, ou encore, la direction privilégiée B perpen-
diculaire a cet hyperplan séparateur et qui caractérise le professeur, est inconnue.

Pour ce probleme, 'apprentissage supervisé se réduit a déterminer la direction
privilégiée B a partir de ’ensemble d’apprentissage L, constitué de P exemples et
des classes correspondantes, attribuées par le professeur :

Lo={E"7(E"}r p- (2.3)

Il est évident que la procédure la plus simple pour 'apprentissage consiste a
chercher un éleve ayant les mémes caractéristiques que le professeur, c’est-a-dire,
classifiant les exemples par une séparation linéaire. Cela revient a chercher une
direction J telle que la classe que I’éleve donne a un exemple & soit donnée par:

o(€) = sign (- €). (2.4)

Comme nous l'avons vu dans l'introduction, ce type de classifieur est appelé
perceptron [104, 105, 84]. Il constitue la brique élémentaire des réseaux de neurones.
Ces réseaux de neurones sont tres utilisés pour 'apprentissage de taches de classifi-
cation [3, 42, 52, 58, 93, 126]. Il est donc essentiel de comprendre en détail la brique
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élémentaire qui les constituent. Il peut cependant apparaitre surprenant que 40 ans
apres leur invention, de nouveaux résultats restent a découvrir mais cela peut aussi
expliquer la richesse de ces réseaux de neurones pour I’apprentissage.

2.2 Notions d’erreur de classification

L’existence d’une classe pour chaque exemple permet d’introduire la notion d’er-
reur de classification des exemples. Un exemple & sera considéré mal classé si la
classe attribuée par 1’éleve differe de celle du professeur, c’est-a-dire, si (&) # 7(£).
L’erreur de classification d’'un exemple dépend a la fois de 1’éleve et du professeur :

e(§,J,B) = 0(=a(£)7(¢))- (2.5)

O(z) est la fonction de Heaviside qui vaut 1 pour > 0 et 0 sinon. Cette notion
d’erreur de classification d’un exemple va permettre de caractériser I’apprentissage.
Il est possible de définir deux notions d’erreur différentes pour caractériser la qualité
de Papprentissage [110, 126].

La premiere notion est appelée erreur d’apprentissage. Elle est définie comme la
fraction des exemples de I’ensemble d’apprentissage qui sont mal classés par 1’éleve:

(I, L) =

el

P
> e(¢",3B). (2.6)

Cette erreur dépend de l’éleve et de ’ensemble d’apprentissage mais aussi du pro-
fesseur. Cette derniere dépendance a été omise pour raison de simplicité.

La deuxiéme notion est appelée erreur de généralisation. Cette erreur est la
moyenne de l'erreur de classification d’un exemple sur tout ’espace des exemples.
La distribution utilisée pour calculer cette moyenne est la méme que celle qui a
servi a déterminer les exemples de I’ensemble d’apprentissage.

e(d) = / e(€.B) P(€) dé. (2.7)

Cette erreur de généralisation dépend de l’éleve et du professeur (la encore la
dépendance vis-a-vis du professeur est omise) mais ne dépend pas de ’ensemble
d’apprentissage. Il est possible d’obtenir une expression directe en fonction de J et
B de cette erreur de généralisation [126] :

gg(J) = %arccos(J -B). (2.8)
En effet, un exemple & est mal classé par 1’éleve si le produit scalaire & - J entre
I'exemple & et la direction de 1’éleve J est de signe opposé au produit scalaire
£ - B entre 'exemple et la direction du professeur B. L’ensemble des exemples mal
classés forment deux secteurs de 'espace des données d’angle § = arccos(J - B)
comme la figure 2.1 le représente dans le plan des vecteurs J et B. La distribution
des exemples étant invariante par rotation autour de ’origine, la fraction de volume
occupée par ces deux secteurs de ’espace des données correspond a l'erreur de
généralisation. En effet, chaque secteur d’angle donné correspond & la méme fraction
d’exemples. Cette relation (2.8) pour lerreur de généralisation ne serait plus valable
si 'on supposait, comme pour le probléeme général du Chapitre 1, que la distribution
des exemples est perturbée selon la direction privilégiée. L’équation (2.8) montre
que, de la méme facon que pour I'apprentissage non supervisé présenté au chapitre
précédent, la qualité de 'apprentissage d'un éleve J est caractérisée par le produit
scalaire R = J - B.
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F1G. 2.1 — Représentation dans le plan (J,B) des deux secteurs correspondants auz
exemples mal classés par U’éléve J pour un professeur B (parties grisées).

L’intérét dans ce probleme d’apprentissage supervisé ne consiste pas a minimiser
Perreur d’apprentissage €; car de nombreuses directions permettent d’obtenir une
erreur d’apprentissage nulle [124]. De plus, de nombreux algorithmes permettent
de déterminer de telles directions [110, 126, 6, 94, 48, 100, 20, 77]. Par contre, la
minimisation de 'erreur de généralisation €, est un probleme beaucoup plus dif-
ficile. L’erreur de généralisation dépend de tous les exemples possibles alors que
nous ne disposons que du nombre restreint des exemples de ’ensemble d’apprentis-
sage pour déterminer la direction privilégiée. Ce nombre restreint entraine, comme
dans le chapitre précédent, que I'apprentissage parfait n’est généralement pas en-
visageable. Dans le cas d’un apprentissage supervisé, I'apprentissage parfait consis-
terait a obtenir une erreur de généralisation nulle. Ceci n’étant pas possible, nous
allons essayer de minimiser cette erreur. On peut remarquer que minimiser ’erreur
de généralisation revient & maximiser le produit scalaire entre la direction de 1’éleve
J et celle du professeur B d’apres ’équation (2.8). Le but de 'apprentissage super-
visé consiste alors a déterminer une direction J* pour ’éleve qui soit la plus proche
possible de la direction B. Le probleme est similaire & celui présenté dans le pre-
mier chapitre. Il est d’ailleurs possible de reformuler ce probleme d’apprentissage
supervisé comme un probléme non supervisé.

2.3 Reformulation du probléeme supervisé

La reformulation du probléeme d’apprentissage supervisé en un probléme non
supervisé a été proposée récemment par Reimann et Van den Broeck [101]. Cette
reformulation consiste & considérer non pas le couple de variables {£,7(£)} mais la
variable { = 7&. La distribution de cette variable s’exprime de la fagon suivante :

P(¢[B) = / dE P(€)6 (¢ — 7(£)€) (2.9)

avec P (&) donnée par (2.1) et 7(€) par (2.2). La dépendance vis-a-vis de B provient
de V'expression de 7(&). La distribution de ¢ peut se mettre sous la forme générale
introduite au premier chapitre:
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P(¢|B) SN OXD (-' ~V*(B- g)) : (2.10)
oNTs OXP (—C2C> 20(B-¢). (2.11)

La détermination de la direction privilégié B a partir de I’ensemble d’apprentis-
sage:

Loa=1¢"}r (2.12)

avec les exemples ¢* distribués selon la distribution (2.11) est un cas particulier
du probleme de 'apprentissage non supervisé présenté au premier chapitre. De la
distribution de ¢, on déduit la perturbation V*:

N _J —In2 si A >0,
Vi) = { +o00 sinon. (213)

Sachant que l'on s’intéresse a ’apprentissage optimal, il faut s’assurer que les
deux formulations, supervisée et non supervisée, du probléme sont équivalentes.
Cette propriété est garantie par la symétrie qu’il existe entre les exemples & et —&:
la classe de ’exemple £ est I'opposée de la classe de —€.

Il faut noter que 1’étude des propriétés de I'apprentissage optimal pour le pro-
bléme supervisé a commencé avant la reformulation de ce probléeme en un probleme
non supervisé.

Opper et Haussler [92] ont utilisé une méthode basée sur la définition d’ap-
prentissage bayesien qui leur a permis d’obtenir les caractéristiques de ’appren-
tissage optimal dans la limite thermodynamique (N — +oo et P — 400 avec
a = P/N constant). En effet, un classifieur bayesien est équivalent & un ensemble
infini d’éléves qui votent, chacun ayant appris le méme ensemble d’apprentissage.
La classe attribuée a un exemple nouveau est celle de la majorité des éleves. Ces
auteurs ont notamment déterminé I’erreur de généralisation minimale que ’on peut
obtenir étant donné une taille réduite «, a partir des propriétés d’un ensemble in-
fini d’éleves ayant appris & 1'aide de Palgorithme de Boltzmann (appelé algorithme
de Gibbs dans les publications plus récentes) [52, 53, 114]. Cet algorithme consiste
a sélectionner de maniere équiprobable une direction parmi celles pour lesquelles
lerreur d’apprentissage €; est nulle. Puisqu’on considere des éleves ayant la méme
structure que le professeur, cet ensemble de directions, appelé I’espace des versions,
n’est pas vide puisqu’il contient la direction privilégiée B. Leur approche ne per-
met toutefois pas d’en déduire un algorithme simple pour déterminer la direction
J* pour laquelle 'erreur de généralisation est optimale. En fait, cette approche ne
démontre pas l'existence d’une telle direction optimale car elle ne démontre pas
qu’il existe un éleve dont la classification coincide avec le résultat du vote, quelque
soit ’exemple.

Watkin [124] a donné la preuve de l'existence d’une direction optimale en mon-
trant que cette direction était la moyenne de toutes les directions correspondantes
aux éleves ayant appris a 'aide de 'algorithme de Gibbs, c’est-a-dire, la moyenne
des directions de ’espace des versions. Un argument de convexité de cet espace
permet de prouver que la direction optimale vérifie, elle aussi, la propriété de cor-
respondre a une erreur d’apprentissage nulle. Cette procédure nécessite toujours
la moyenne sur une infinité de directions, et ne permet toujours pas d’obtenir un
algorithme simple pour déterminer la direction optimale.

L’approche variationnelle que nous avons présentée au premier chapitre per-
met d’obtenir un algorithme simple capable de déterminer la direction optimale,
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qui minimise l'erreur de généralisation. Cette approche variationnelle permet de
déterminer le potentiel optimal V,s. La direction optimale est alors obtenue en
minimisant la fonction de colit correspondante a ce potentiel. Cette minimisa-
tion s’effectue aisément par une simple descente de gradient. Cette approche a
été proposée indépendamment par Kinouchi et Caticha [62] ainsi que par nous-
mémes [21, 26, 25] pour le cas particulier de apprentissage supervisé, avant d’étre
généralisée au probleme de ’apprentissage non supervisé par Reimann et Van den
Broeck [101, 120].

2.4 Erreur de généralisation minimale

Revenons maintenant & l'erreur de généralisation minimale. La reformulation
du probleme d’apprentissage supervisé a permis de déterminer la perturbation V*,
donnée par I’équation (2.13), correspondante au probleme équivalent d’apprentis-
sage non supervisé. Cette perturbation permet de calculer Rop¢ & partir de I’équation
(1.65). On obtient:

—1
+oo exp (—yQ/TZ)
— 1R2 Dy—\N7 /7 ) 2.14
“oT { P T .
avec :
1— R?
T2 = Bt (2.15)
R?)pt
+oo
H(z) = Dy, (2.16)
xr
2
y dy
Dy = exp(—-2 ) —Z. 2.17
Y Xp< 2) Jor (2.17)

De cette valeur optimale R,pt, on déduit I'erreur de généralisation minimale :

gg(a) = % arccos (Ropt (@) - (2.18)

Cette erreur de généralisation minimale est représentée sur la figure 2.2 en trait
plein. Les carrés correspondent a 'erreur de généralisation obtenue par des simula-
tions numériques.

Il est intéressant de faire quelques remarques sur cette erreur de généralisation
minimale. Tout d’abord, il est & noter que R, > 0 pour toute valeur de o > 0.
En conséquence, Uerreur de généralisation est strictement inférieure & 1/2. En fait,
pour les petites valeurs de «,

Rope(@)  ~ 4/ —, (2.19)
ggl) ~ = —1/—. (2.20)

Ceci signifie que 'on apprend des que la taille réduite o de ’ensemble d’apprentis-
sage est non nulle. Il faut toutefois noter que cette taille réduite est le rapport entre
le nombre P d’exemples et la dimension N de ’espace des données. Dans la limite
thermodynamique (N — +oo et P — 400), une taille réduite & méme tres faible
correspond a une infinité d’exemples dans I’ensemble d’apprentissage.
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Fic. 2.2 — Erreur de généralisation optimale €4 en fonction de la taille réduite
a de l’ensemble d’apprentissage. Les carrés représentent les valeurs obtenues par
des simulations numériques décrites dans le paragraphe suivant. Les barres d’erreur
sont plus petites que la taille des carrés.

Une autre remarque intéressante est que R, tend vers 1 lorsque o diverge.
L’erreur de généralisation optimale s’annule lorsque o — +00. Le comportement de
Perreur de généralisation minimale est donné par :

gg(a) ~ 0'442. (2.21)

(e

De nombreux algorithmes permettent d’obtenir des directions pour lesquelles
Perreur de généralisation s’annule lorsque « diverge. Dans certains cas [20, 48,
52, 124], Verreur de généralisation décroit aussi proportionnellement & 1/a. Seul
le coefficient de proportionnalité est différent et supérieur a 0.442. Deux algo-
rithmes simples, dont on reparlera par la suite, possedent cette propriété. Il s’agit
premierement de Palgorithme dit de Gibbs [6, 53, 92, 101, 114, 124]. Celui-ci consiste
a choisir de maniere aléatoire et équiprobable une direction parmi celles pour les-
quelles l'erreur d’apprentissage e; est nulle. Cette solution correspond & une erreur
de généralisation £, ~ 0.625/a lorsque o diverge [92, 124].

Le deuxieme algorithme, dit de stabilité maximale, consiste a déterminer une
direction particuliere de I’espace des versions [65, 67, 48]. Pour définir cette direc-
tion particuliere, il me faut tout d’abord introduire ce que 'on appelle la stabilité
d’un exemple. Cette stabilité est la distance de ’exemple a I’hyperplan séparateur
correspondant a l’éleve. Cette distance v peut s’écrire a ’aide de la direction J* de
Iéleve :

vy=T1& - J". (2.22)

La direction de stabilité maximale est celle pour laquelle la stabilité de I’exemple
de I’ensemble d’apprentissage le plus proche de ’hyperplan séparateur est maxi-
male. Cette solution possede une erreur de généralisation qui s’annule comme g4 ~
0.5005/« lorsque « diverge [48]. Nous reviendrons & cette notion de stabilité et,



44 CHAPITRE 2. APPRENTISSAGE SUPERVISE

Fi1G. 2.3 — Potentiel optimal Vo pour différentes valeurs de T. T = 0.5,1 et 2 de
gauche a droite. Ces valeurs correspondent respectivement a o = 1.67,1.04 et 0.61.

notamment, a la distribution des stabilités des exemples de ’ensemble d’apprentis-
sage. Cette quantité, accessible par la méthode des répliques, permet de comprendre
les caractéristiques de la direction optimale.

2.5 Caractéristiques du potentiel optimal

Nous allons maintenant discuter des caractéristiques du potentiel optimal V.
Celui-ci est obtenu par intégration de V7, (\) défini par I’équation (1.68). On ob-
tient :

+oo

VN = [ g2) (14 g'(2)) d (2.23)
y(A)

ot y(A) est la fonction inverse de A(y) définie par g(y) = A(y) — y. L’introduction

de V*, donné par (2.13), dans (1.61) permet de calculer g(y):

2 d Y
o) =T" 7 lnH( T) (2.24)

La figure 2.3 représente le potentiel optimal pour diverses valeurs de T (T =
0.5,1 et 2). Ces valeurs de T correspondent & des valeurs de @ = 1.67,1.04 et 0.61
respectivement.

Les propriétés du minimum de la fonction de cotlit ne dépendent pas de ’origine
des énergies choisie pour le potentiel optimal. En effet, un changement de cette
origine correspond a ’ajout d’une constante indépendante des exemples. L’origine
des énergies a été choisie arbitrairement de telle fagon que Vip¢ s’annule lorsque
A — 4o0.

Il est intéressant de noter que le potentiel Vo est infini pour les valeurs négatives
de A. Il diverge logarithmiquement pour les petites valeurs de A > 0:
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Vapt(\) ~ ~T2In(A). (2.25)

Cette propriété entraine une divergence de la fonction de cotlit pour toute direction
J telle qu’il existe un exemple £ de I’ensemble d’apprentissage pour lequel M\ =
¢ J = 7(€")€" - J < 0. Sachant que 7(€") = sign(€” - B), M < 0 signifie que
I’éleve J classe mal 'exemple £€”. De tels éléves n’appartiennent pas a 1’espace des
versions. La fonction de cout optimale diverge donc pour toute direction n’ayant
pas une erreur d’apprentissage nulle. Ceci confirme le fait que la direction optimale
est une direction pour laquelle l'erreur d’apprentissage est nulle. Cette divergence
entraine des complications algorithmiques lors de la minimisation de la fonction de
colit. Cette minimisation peut étre effectuée par une simple descente de gradient, a
condition que la condition initiale corresponde a une direction pour laquelle I'erreur
d’apprentissage est nulle. Dans le cas contraire, la fonction de colt serait infinie.
En pratique, il faudra, dans un premier temps, utiliser un algorithme permettant
de trouver une direction sans erreur d’apprentissage. Pour cela, nous utiliserons,
lors des simulations numériques, I’algorithme minimerror [100, 115, 116]. Dans un
second temps, nous utiliserons une descente de gradient pour minimiser la fonction
de cotlt optimale. Cette minimisation sera d’ailleurs facilitée par la convexité du
potentiel optimal. En effet, il existe alors un unique minimum.

Une derniére remarque concerne le parametre 7' défini par (2.15). Il dépend de
la taille réduite o par I'intermédiaire de Rop, et correspond a la portée du potentiel
optimal pour les valeurs positives de A. En effet, le potentiel s’annule de maniere
exponentielle pour les grandes valeurs de \:

T3 A2
‘/Opt ~ 7 exp (-210) . (226)

La portée du potentiel optimal est décroissante par rapport a « (T ~ 1.39/«a lorsque
a — +00). Ce résultat n’est pas surprenant puisque plus le nombre d’exemples de
I’ensemble d’apprentissage est élevé plus il existe d’exemples proches de I’hyper-
plan séparateur. Or, ce sont ces exemples qui caractérisent le mieux la direction
privilégiée B.

2.6 Distribution des stabilités

Une quantité intéressante, accessible par la méthode des répliques, est la dis-
tribution des stabilités des exemples de I’ensemble d’apprentissage. La stabilité v*
d’un exemple &" s’exprime comme le produit scalaire entre ¢* et la direction de
Iéleve J*:

g =R T = (M) €4 T (2.27)

Ce parametre est négatif pour les exemples mal classés par ’éleve. En effet, dans ce
cas o (&) = sign(&” - J*) et 7(€") sont de signes opposés. Dans le cas ol 'exemple
est bien classé, la stabilité correspond alors a la distance de ’exemple a I’hyperplan
séparateur de 1’éleve. Comme nous I’avons vu précédemment, 1’erreur d’apprentis-
sage de I’éleve optimal est nulle. Tous les exemples de ’ensemble d’apprentissage
étant bien classés, les stabilités de ces exemples sont positives.

La distribution des stabilités des exemples de I'’ensemble d’apprentissage par
rapport a 1’éleve optimal s’exprime de la facon suivante :

1 P
popt (1) = 5 D00y =7"). (2.28)
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FiG. 2.4 — Distribution des stabilités des exemples de ’ensemble d’apprentissage par
rapport a l’éléve optimal pour plusieurs valeurs de .. La stabilité d’un exemple est la
distance de cet exemple a l’hyperplan séparateur de [’éléve optimal. Pour comparer,
il est représenté la distribution des distances des exemples a l’hyperplan séparateur
du professeur.

avec y* défini par (2.27). La méthode des répliques permet de déterminer cette
distribution [1, 60, 4, 66, 49, 48]. Celle-ci s’exprime de la fagon suivante [21, 25, 26] :

poni(7) = 2| DyH (=) 5(My) ), (2:29)

— ﬂ exp (— y?)) H <_y(Tv)> () (2.30)

avec A(y) définie par ’équation (2.24), y()) la fonction inverse de A(y) et enfin y' ()
la dérivée de y(\) par rapport a A.

Nous allons comparer la distribution popt(7y) & celle des distances des exemples
de I'ensemble d’apprentissage par rapport a ’hyperplan séparateur correspondant
au professeur. Cette distribution pppof est celle de la variable 4* = ¢ - B. Elle
se déduit directement de la distribution des exemples (2.11); elle est nulle pour
les valeurs négatives de v et le double de la gaussienne normale pour les valeurs

positives:
2 2
pprof(,y) = \/ ; €xXp <_’Y2) 6(7) (231)

La figure 2.4 illustre ’évolution de la distribution pept(y) en fonction de la taille
réduite o de 'ensemble d’apprentissage. La distribution popt(7) est représentée pour
plusieurs valeurs différentes de o (o = 1,2,4,6 et 14). La distribution ppror(y) est
aussi représentée afin de comparer.

Plusieurs caractéristiques intéressantes de la distribution popt(y) sont a noter.
La premiere est I'existence d’une région apparemment exempte d’exemples pour
les faibles distances. Cette région n’est en réalité pas totalement vide d’exemples
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comme pourrait le laisser penser la figure 2.4. La densité popt(y) est non nulle pour
toute valeur positive de . Toutefois, cette distribution s’annule exponentiellement
pour les faibles valeurs de ~:

T T2
o ~ EE— 2.32
Popt () ™y P ( 2R(2)pt72> ( )

Cette région, presque vide d’exemples, est d’autant plus étendue que la taille réduite
« est faible. Ce comportement est a rapprocher de celui de I’éleve de stabilité maxi-
male [48]. Comme il a été mentionné & la fin du paragraphe 2.4, lorientation de
I'hyperplan de stabilité maximale est celle qui maximise la stabilité des exemples
les plus proches de 'hyperplan. Cette stabilité, notée kpmax, est appelée stabilité ou
marge maximale. Ainsi une région cette fois-ci complétement exempte d’exemples
existe au voisinage de 'hyperplan, pour v < Kpax. La distribution des stabilités
des exemples de ’ensemble d’apprentissage pour la solution de stabilité maximale,
psm (), est simple. Elle se réduit & une distribution p; pour v > Kmax €t & un pic
0(Kmax — 7) & la valeur kmax qui contient le reste des exemples:

pSM(’y) =p1 (77 Oé) 9(7 - Kmax) + pO(a) 6(7 - Hmax) (233)

avec:

R A e 11 VIR D (e s
pi(via) = WH< m) p( 2)- (2.34)

po() est déterminé par la normalisation de la distribution psy. Le parameétre Rgy
est 'analogue de R, pour la solution de stabilité maximale, c’est-a-dire, Rgm =
Jsm - B ou Jgyr est la direction de 1’éleve de stabilité maximale. Kmax €t Rsm
dépendent de a.. Notons que cette solution de stabilité maximale n’est pas optimale
au sens de l'optimalité que 'on a considéré (erreur de généralisation minimale). Par
contre, cette solution possede de nombreux avantages, notamment, au niveau de la
stabilité de la classification vis-a-vis de la corruption des exemples de ’ensemble
d’apprentissage par du bruit. Cette notion sera discutée dans la deuxieme partie de
la these.

La deuxieme remarque que l'on peut faire sur popt(7y) est Paccord avec pprof(7Y)
pour les grandes valeurs de . Cet accord est de plus en plus important lorsque
la taille réduite v augmente. Dans la limite d’ensembles d’apprentissage de taille
réduite infinie, on retrouve d’ailleurs que les deux distributions sont identiques:
I'apprentissage est parfait et I'erreur de généralisation nulle.

La troisieme remarque concerne la région intermédiaire. Un maximum de la dis-
tribution popy () est observé. Il reflete absence d’exemples pour de petites valeurs
de v ; ces exemples se trouvent repoussés a des valeurs de v plus grandes. Le maxi-
mum de la distribution est a peu pres constant tandis que sa position tend vers
Porigine lorsque la taille réduite diverge. Si on note vy la position de ce maximum,
on trouve vy ~ 1.77/« pour les grandes valeurs de a. Cette valeur est & comparer
avec la valeur de la stabilité maximale kmax ~ 1.004/a de Iéléve de stabilité maxi-
male. Le maximum de popi(7) est plus éloigné de l'origine que le pic 0(kmax —7) de
psm(7)-

La conclusion que 'on peut tirer de ces caractéristiques ainsi que de la compa-
raison avec la distribution des stabilités de 1’éleve de stabilité maximale concerne
la position de I’éleve optimal dans ’espace des versions. Cet espace des versions
est une partie connexe et convexe de espace des directions J (la sphere de rayon
1 de Vespace de dimension N). L’éleve de stabilité maximale est situé a I'intérieur
de ’espace des versions, le plus loin possible de la surface de I'espace des versions.
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Par contre, du fait de 'existence d’exemples & une distance aussi faible que pos-
sible (méme si ceux-ci ont une probabilité extrémement faible), on peut conclure
que I’éleve optimal se trouve a la bordure de I’espace des versions. Le professeur est
situé sur la surface méme de I’espace des versions puisque la distribution ppro(7y) est
finie pour v = 0. Comme nous I’avons déja dit, Watkin [124] a démontré que 1’éleve
optimal était 'isobarycentre de I'espace des versions. Il peut paraitre contradic-
toire que I’éleve optimal se trouve a la bordure de I’espace des versions et qu’il soit
Iisobarycentre de cet espace. Il ne faut toutefois pas oublier que ces résultats sont
obtenus dans la limite thermodynamique, c’est-a-dire, dans la limite d’un espace des
données de dimension infinie. Dans ce cas, le poids de la surface est prépondérant
par rapport a celui du volume. La distribution popt(y) obtenue par des simulations
numériques a des valeurs finies de N montrent l'existence d'une région de faibles
stabilités totalement vide d’exemples. Cette région disparait lorsque la dimension
N de P’espace des données diverge.

2.7 Simulations numériques

Dans cette section nous allons présenter les résultats de simulations numériques
qui ont été effectuées sur un simple ordinateur de travail du laboratoire ainsi que
sur la machine parallele T3D du centre de calcul du CEA Grenoble pour les plus
grands systemes.

Dans ces simulations, on choisit un professeur et on tire un ensemble d’apprentis-
sage constitué de P exemples et de leurs classes, données par le professeur. On utilise
alors la fonction de cotit (1.6) avec le potentiel optimal Vo, donné par (2.23) pour
déterminer 1’éleve optimal qui minimise cette fonction de cotit. Cette minimisation
est effectuée par une descente de gradient.

Le but de ces simulations est double. Tout d’abord, il est intéressant de vérifier
la pertinence de la méthode des répliques et des hypotheses effectuées dans la limite
thermodynamique comme la symétrie des répliques ou I’automoyennage de ’énergie
libre et des propriétés d’apprentissage telles que Ropi(a) ou g4(cr). Le deuxieme
intérét de ces simulations est une étude plus systématique des effets dus a la dimen-
sion finie de I'espace des données. Ces effets ne sont pas accessibles aisément par la
méthode des répliques et peuvent s’avérer essentiels dans les applications pratiques
ou la taille de I'espace des données est rarement supérieure a 1000.

2.7.1 Description de I’algorithme utilisé

Plusieurs valeurs de la taille réduite o de ’ensemble d’apprentissage ont été
considérées (o = 1,2,4,6,8,10 et 14). Pour chacune de ces valeurs, de 7 & 10 valeurs
différentes de la dimension de I'espace des données ont été considérées. Les valeurs
de a et N étant fixées, le nombre d’exemples de I'’ensemble d’apprentissage est
donné par P = aN.

La distribution des exemples, considérée pour ces simulations, est différente de
celle présentée au paragraphe 2.1 (Eq.(2.1)). Nous avons considéré les exemples
comme des vecteurs dont les composantes sont binaires (+1 ou —1 avec la méme
probabilité 1/2). Cette modification de la distribution des exemples n’affecte pas les
résultats obtenus dans la limite thermodynamique. En effet, les résultats analytiques
sont valables pour toutes les distributions des exemples telles que:

/ & PE)IE = (6) =0, (2.35)
/ 66 PEVIE = (66) = by (2.36)
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ou ; est la composante i de § et J;; est le symbole de Kroneker qui vaut 0 si ¢ # j
et 1sii=j.

Meéme si les résultats obtenus dans la limite thermodynamique sont les mémes
pour les distributions gaussienne et binaire, on peut s’attendre a ce que les effets de
taille finie dépendent du choix de la distribution. Nous avons choisi la distribution
qui nous paraissait la plus simple & mettre en ceuvre.

La direction privilégiée B qui est un vecteur unitaire de ’espace des données a
été choisie aléatoirement pour chaque ensemble d’apprentissage. Les valeurs de N et
P étant données, la direction optimale a été déterminée pour un grand nombre d’en-
sembles d’apprentissage L, différents afin d’obtenir les propriétés moyennes de ’er-
reur de généralisation. Le nombre d’ensembles d’apprentissage M (N, P) a été choisi
de telle facon que les barres d’erreurs sur la moyenne de l'erreur de généralisation
soient & peu pres identiques pour chaque couple (N,P). Dans tous les cas analysés,
les barres d’erreurs sont inférieures & 1%.

La moyenne de l'erreur de généralisation est calculée de la facon suivante:

M
1 i
€g(O(7N) = M Z 69([’04) (237)
i=1
avec L!, ensemble d’apprentissage numéro i et :

1
eg(Ly) = — arccos (B - J(Ly)) (2.38)
T
ou J(L,) est la direction qui minimise la fonction de coiit optimale pour ’ensemble
d’apprentissage L. La variance de cette erreur de généralisation est :

M
?(a,N) = 3 (e (La) — 4 (V). (2.39)
i=1

Les barres d’erreur de ¢,(a,N) sont estimées & o(a,N)/v/M.

L’hypothése d’automoyennage de 'erreur de généralisation e4(L,) ou du pro-
duit scalaire R = B - J(L,) est équivalente & celle de I'indépendance de ces mémes
parametres vis-a-vis de I’ensemble d’apprentissage £, dans la limite thermodyna-
mique. Cette hypothese est vérifiée si la variance o(a,N) s’annule lorsque N — +o0.
Les barres d’erreur étant dépendantes de cette variance, on s’attend a ce que le
nombre d’ensembles d’apprentissage nécessaire pour que l'erreur soit inférieure a
1% diminue lorsque N augmente. Dans la pratique, M (N,P) est compris entre 500
pour les grandes valeurs de N et 20000 pour les plus faibles.

Comme il a déja été vu précédemment, la fonction de cout optimale est infinie
pour les directions J pour lesquelles 'erreur d’apprentissage est non nulle. Il faut
donc initialiser correctement la direction J(0) avant de commencer la minimisation
de la fonction de cout. Cette initialisation est effectuée par 'intermédiaire d’un
algorithme appelé Minimerror, qui a été développé dans notre laboratoire [100, 115].
Dans les cas d’ensembles d’apprentissage linéairement séparables, cet algorithme
permet d’obtenir une direction J(0) pour laquelle Uerreur d’apprentissage est nulle.
Il est basé sur la minimisation de la fonction de cott définie par le potentiel :

V)=, (1 ~ tanh (@)) . (2.40)

Lorsque le parametre 3 diverge, cette fonction de cotit se réduit a ’erreur d’appren-
tissage. Au cours de la minimisation, le parametre § est adapté.

Revenons maintenant a la descente de gradient de la fonction de cotlit optimale.
La direction J(k) obtenue & l'itération k est modifiée de la fagon suivante :
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J = J(k) - e(k)o, (2.41)
& dVopt n "
03 = 3T (r(€") € I(h) T(E") &, (2.42)

I(k+1)

(2.43)

Comme pour toute descente de gradient, la direction de 1’éleve a 'itération k + 1
est déduite de celle a itération k par le simple retrait d’un vecteur 6J (Eq.(2.42))
proportionnel a la dérivée de la fonction de cotit. Afin que la direction de 1’éleve
reste sur la sphere de rayon 1, on effectue une normalisation de celle-ci apres chaque
itération (Eq.(2.43)). Lorsque la direction de I'éleve s’approche de celle qui minimise
la fonction de cot, la dérivée de la fonction de colit s’annule. De la méme fagon,
8J 1, la partie de §J perpendiculaire & la direction J(k):

63, =063 —J(k)6J - I(k) (2.44)

est un vecteur dont la norme s’annule. Le critere d’arrét de la minimisation, qui a
été choisi, est 63, -8J, <1074

Le parametre e(k) controle la vitesse de convergence. Si ce parametre est trop
faible, le pas a chaque itération est faible et le temps de convergence est tres long.
Par contre, si ce parametre est trop grand, on observe des oscillations autour du
minimum et on peut ne jamais converger. Pour éviter ces deux problemes et d’avoir
a ajuster, pour chaque couple (N,P), le parametre €(k), nous avons adapté ce pa-
rametre au cours de la simulation. Pour cela, a l'itération k 4 1, nous avons calculé
la fonction de cout pour trois valeurs différentes de e: 5e(k),e(k) et €(k)/2. Le pa-
rametre e(k + 1) est celui des trois qui produit la direction J(k + 1) pour laquelle
la fonction de cout est la plus faible. Cette adaptation a chaque itération a permis
d’accélérer la convergence significativement et de ne pas avoir a se préoccuper de la
valeur initiale €(0). Cette valeur initiale est égale & 1072 pour toutes les simulations.

2.7.2 Erreur de généralisation de I’éleve optimal

Les simulations numériques nous ont permis de confirmer les résultats obtenus
par la méthode des répliques, dans la limite thermodynamique, pour l'erreur de
généralisation optimale. Les carrés de la figure 2.2 représentent les extrapolations
linéaires en fonction de 1/N de lerreur de généralisation moyenne e4(c,N) pour
toutes les valeurs de o simulées. La figure 2.5 représente ¢,(c,N) pour trois va-
leurs de la taille réduite o (o = 8,10 et 14) et pour les valeurs de N considérées.
Représentées en fonction de 1/N, ces moyennes s’extrapolent linéairement vers la
valeur théorique prédite par la méthode des répliques. La figure 2.5 ne représente les
résultats des simulations que pour trois valeurs de «a sur toutes celles étudiées mais
les résultats sont similaires pour les valeurs non représentées. Ces extrapolations
linéaires de l'erreur de généralisation moyenne en fonction de 1/N permettent de
déterminer les effets de la dimension finie de ’espace des données. Les corrections
par rapport a la valeur théorique sont négatives. Au premier ordre en 1/N, on peut
écrire :

¢l
aN ’

Le fait que les corrections soient négatives n’est pas surprenant. En effet, les com-
posantes des exemples étant & valeurs binaires, il existe 2V exemples différents pos-
sibles. Le nombre P d’exemples de I’ensemble d’apprentissage est aN. La fraction

egla,N) =¢g4(a, + 00) — (2.45)
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Fic. 2.5 — FErreur de généralisation moyenne pour a = 8,10 et 14 en fonction de
1/N. Les barres d’erreur sont inférieures a la taille des symboles. Les symboles pleins
correspondent aux valeurs théoriques. Les droites représentent les extrapolations
linéaires des simulations numériques.

aN /2N des exemples utilisés pour I'apprentissage est donc une fonction décroissante
lorsque N augmente. Ceci peut expliquer les corrections négatives. L’argument sui-
vant peut expliquer le fait que ces corrections sont en 1/N. Le professeur impose
que la fonction booléenne que ’on cherche a apprendre soit linéairement séparable.
Or, les fonctions booléennes linéairement séparables sont une petite fraction des 22"
fonctions booléennes possibles. Le nombre des fonctions linéairement séparables est
proportionnel & 2V 2, d’apres un calcul de Peretto [99]. Le nombre de bits nécessaire
pour spécifier une fonction booléenne, sachant qu’elle est linéairement séparable,
est donc proportionnel & N2 et non pas & 2% comme pour une fonction booléenne
quelconque. La fraction entre le nombre d’exemples et le nombre de bits nécessaire
pour spécifier la fonction booléeenne correspondante au professeur est alors propor-
tionnelle & 1/N. Cet argument n’est plus valable pour des exemples qui seraient
distribués selon une gaussienne normale.

La différence entre les effets de taille finie entre une distribution des exemples
gaussienne et une distribution binaire est importante dans le cas de I'apprentissage
d’une fonction booléenne quelconque. Les figures 2.6 représentent les histogrammes
de la probabilité P g(a,N) qu'un ensemble de taille réduite o dont les classes sont
distribuées aléatoirement soit linéairement séparable pour deux types de distribu-
tions (distributions gaussienne et binaire). Ces histogrammes ont été déterminés
par des simulations numériques. La probabilité Pg est représentée pour plusieurs
valeurs de la dimension de l'espace des données (N = 4,10,20,40). Pour une dis-
tribution gaussienne des exemples, les courbes se croisent toutes a o = 2 pour
une probabilité Prg = 1/2. Pour cette distribution, il a été ajouté aux simulations
numériques, les prédictions théoriques faites par Cover [28]. La valeur o« = 2 cor-
respond & la capacité d’un perceptron simple déterminée par Cover [28] puis par
Gardner avec la méthode des répliques [38, 39] dans la limite thermodynamique.
Pour la distribution binaire des exemples, les courbes ne se croisent pas toutes au
méme point. La valeur de la taille réduite «(IN) pour laquelle P,g = 1/2 montre
des corrections négatives par rapport & a(co) = 2. On s’attend & ce que les effets
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FiGc. 2.6 — Histogrammes de la probabilité PLs qu’un ensemble d’apprentissage de
taille réduite o dont les classes sont aléatoires soit linéairement séparable. La figure
de gauche correspond & une distribution des exemples gaussienne et la figure de
droite a une distribution binaire. Les histogrammes ont été obtenus par des simu-
lations numériques pour diverses dimensions de l’espace des données. Dans le cas
de la distribution gaussienne, il a été ajouté les prédictions théoriques obtenues par
Cover.

de taille finie différent aussi suivant la distribution des exemples pour le probleme
supervisé considéré mais aucune simulation numérique avec une distribution gaus-
sienne n’ayant été faite, nous ne pouvons pas confirmer ce résultat.

La variance o02(a,N), déterminée pour toutes les valeurs de o et N simulées,
est représentée sur la figure 2.7. Cette variance s’annule proportionnellement & 1/N
lorsque N — +oo quelque soit la valeur de a.. Dans cette limite, tous les ensembles
d’apprentissage produisent des éleves ayant la méme erreur de généralisation, car la
variance de £4(c,N) s’annule. Ce comportement est celui attendu dans le cas d’un
automoyennage de Ierreur de généralisation. L’hypothése d’automoyennage utilisée
pour déterminer l'erreur de généralisation optimale par la méthode des répliques
dans la limite thermodynamique est donc vérifiée.

Afin de caractériser les corrections de taille finie de la variance o(a,N), nous
allons introduire la fonction ¥ (a):

o?(a,N) = =~ (2.46)

Les deux fonctions ¢ et ¢, définies par (2.45) et (2.46) respectivement, sont
représentées en fonction de « sur la figure 2.8. Ces deux fonctions présentent un
changement de comportement significatif pour une valeur proche de a = 2. La
fonction ¢ est croissante pour o < 2 puis devient pratiquement constante pour o >
2. Le changement de comportement pour la fonction 1 est encore plus significatif.
Celle-ci est croissante pour a < 2 puis décroit pour o > 2. Cette observation sur
le changement de comportement de ces deux fonctions reste inexpliquée. Toutefois,
il est intéressant de remarquer que cette valeur o = 2 n’est pas anodine. En effet,
elle correspond a la taille réduite maximale de ’ensemble d’apprentissage qu’il est
possible de séparer linéairement lorsque le professeur correspond a une fonction
booléenne quelconque [38, 39, 40]. Cette taille réduite maximale est appelée capacité
du classifieur linéaire. Il serait intéressant de savoir s’il existe un lien entre les effets
de taille finie de I’apprentissage d’une fonction booléenne linéairement séparable et
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Fic. 2.7 — Variance de lerreur de généralisation pour toutes les wvaleurs de o
stmulées (o = 1,2,4,6,8,10 et 14) en fonction de 1/N. Les barres d’erreur sont
inférieures a la taille des symboles. Les droites représentent les extrapolations
linéaires des simulations numériques.

la capacité du classifieur linéaire pouvant expliquer le changement de comportement
des fonctions ¢ et ¢ a cette valeur particuliere o = 2.

2.7.3 Distribution des stabilités

Nous allons maintenant discuter des effets de taille finie sur la distribution des
stabilités des exemples de I’ensemble d’apprentissage.

La figure 2.9 représente les histogrammes pop; des distances des exemples de
I’ensemble d’apprentissage a 'hyperplan séparateur de 1’éleve et a celui du profes-
seur pour N = 100 et o = 4. Les distributions théoriques pops(Y) €t pprof(7y) sont
représentées en traits pleins. On observe un excellent accord entre les résultats des
simulations numériques et la prédiction théorique par la méthode des répliques dans
la limite thermodynamique. Pour la dimension de I’espace des données représentée
(N = 100), aucun effet de taille finie n’est visible & 1’échelle de la figure.

La figure 2.10 représente les histogrammes des stabilités pour des valeurs plus
faibles de N (N = 20 et 65) pour une taille réduite & = 6 de I’ensemble d’appren-
tissage. Pour comparer, nous avons aussi représenté les prédictions théoriques des
distributions des stabilités de ’éleve popt(7y) et des distances des exemples a 'hyper-
plan séparateur du professeur ppror(7). Aucun effet de taille finie n’étant visible pour
Pprof (7), les histogrammes des distributions pour N fini n’ont pas été représentées
pour ne pas surcharger la figure. Différents effets de taille finie sont visibles pour
Popt () & ces faibles valeurs de N. Le premier concerne une diminution ainsi qu'un
déplacement vers les valeurs plus importantes de v du pic de la distribution des
stabilités. Aucun effet de taille finie n’est visible pour les tres grandes stabilités,
pour lesquelles popi(7y) coincide avec pprof(7y). Pour les petites valeurs de stabilité,
la région ou la distribution est négligeable semble réduite. Toutefois, il faut noter
que popt(7y) ne s’annule pas pour v > 0 dans la limite thermodynamique. D’aprés
les simulations numériques, pour les faibles valeurs de NV, il existe une région ou
la distribution des stabilités est strictement nulle. Cette région se réduit lorsque N
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Fia. 2.8 — Fonctions ¢(a) et (o) correspondantes aux termes d’ordre 1/P des
corrections de taille finie de Uerreur de généralisation (fonction ¢ figure de gauche)

et de sa variance (fonction 1 figure de droite) pour les différentes valeurs de «
étudiées (o =1,2,4,6,8,10 et 14).

augmente pour disparaitre a la limite thermodynamique.
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Fi1G. 2.9 — Histogrammes des distributions des stabilités des exemples de ’ensemble
d’apprentissage (carrés) et des distances des exemples a Uhyperplan séparateur du

professeur (croiz) pour N = 100 et a = 4. Les courbes en trait plein correspondent
auzx distributions théoriques (N = +o0o et a = 4).

F1G. 2.10 — Histogrammes des distributions des stabilités des exemples de l’ensemble
d’apprentissage pour N = 20 (carrés) et N = 65 (croiz) avec o = 6. Les courbes
correspondent auz distributions théoriques des stabilités (trait plein) et des distances
& Uhyperplan du professeur (tirets) (N = 400 et a = 6).
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Chapitre 3

Apprentissage non supervisé

Dans ce chapitre, nous allons revenir a un probléeme particulier d’apprentis-
sage non supervisé. Dans de nombreuses applications réalistes, les exemples sont
distribués en plusieurs amas. Une fois encore, nous allons parler de la distribu-
tion des exemples lorsqu’il faudrait parler, rigoureusement, de densité de probabi-
lité. Déterminer les parametres de la distribution des amas a partir d’'un ensemble
d’exemples est une tache souvent tres complexe. Ce probleme a été précédemment
étudié par de nombreux auteurs: Barkai, Seung et Sompolinsky [10, 9], Biehl et
Mietzner [11, 12], Lootens et Van den Broeck [69], Marangi, Biehl et Solla [71],
Meir [76], Rose, Gurewitz et Fox [103], Watkin et Nadal [125], etc. Nous nous
sommes restreint, comme bon nombre de ces auteurs, au probléme de deux amas [22,
23, 47]. Les résultats obtenus et, notamment, les effets des symétries de la distribu-
tion des exemples sur les performances de ’apprentissage peuvent sans aucun doute
se généraliser aux cas ou le nombre d’amas est plus important.

Pour le probleme a deux amas, nous avons montré qu’il existe trois phases d’ap-
prentissage, généralement bien distinctes, en fonction de la quantité d’exemples
disponibles. La plupart de ces phases sont séparées par des transitions du premier
et du second ordre de la performance de I’apprentissage optimal. Nous verrons que
ces résultats souleévent une controverse sur les performances optimales qu’il n’a pas
encore été possible de résoudre.

3.1 Présentation du probleme

Nous allons supposer que nous disposons d’un ensemble d’apprentissage L,
constitué de P points d’un espace de données de dimension N :

Ea = {gﬂ}ﬂzl,... P (31)

Ces points sont distribués indépendamment les uns des autres selon une distribu-
tion possédant deux maxima. Le nuage des points de ’ensemble d’apprentissage
se répartit selon deux amas centrés aux maxima de la distribution. Nous allons
considérer les deux amas placés de maniere symétrique par rapport a 'origine. Il
apparait alors naturellement une direction privilégiée qui est la direction passant
par les centres de ces amas. La distribution des exemples selon les directions per-
pendiculaires a la direction privilégiée sera supposée étre une gaussienne normale.
La distribution selon la direction privilégiée sera représentée, quant a elle, par la
superposition de deux gaussiennes. Une telle distribution s’écrit sous la forme (1.2)
introduite au premier chapitre, qu’on réécrit ici:
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_ 1 £-§ .
PE) = G exp( =V (A)) (3.2)

avec A = £ - B ou B correspond a la direction privilégiée. La perturbation V* est
définie par:

PO = j?? exp (-2 _ v*m) (3.3)

avm o () e ()] e

Les parametres p et o caractérisent la distribution selon la direction privilégiée.
Ces deux parametres seront supposés connus. p reflete ’écartement des deux amas
et o la largeur de chaque gaussienne. La distribution des exemples (3.2) avec une
perturbation définie par (3.4) est une généralisation de celle étudiée par Biehl et
Mietzner [11, 12] et par Watkin et Nadal [125] & des valeurs quelconques de o. Ces
auteurs avaient limité leur étude a o = 1. Le fait que la variance o des gaussiennes
dans la direction privilégiée puisse étre différente de celle des gaussiennes dans les
autres directions est essentiel pour obtenir des transitions de phases du premier
ordre de la performance de I'apprentissage optimal. Ayant supposé identiques les
poids des deux amas de la distribution des exemples, les directions B et —B sont
équivalentes. Nous verrons que cette symétrie de la distribution a des conséquences
importantes sur la performance optimale de ’apprentissage.

Les parametres p et o étant supposés connus, la détection des amas se réduit
a la détermination de la direction privilégiée B. Le probleme d’apprentissage non
supervisé que nous venons de présenter est donc un cas particulier de celui présenté
au premier chapitre. L’apprentissage consiste a trouver une direction J* aussi proche
que possible de la direction privilégiée B. La performance de cet apprentissage
est caractérisée par R = B - J*. Les résultats du premier chapitre permettent de
trouver la valeur optimale de ce parametre dans la limite thermodynamique (N —
+o0o et P — 400 avec a = P/N) en fonction de la taille réduite o de ’ensemble
d’apprentissage. Suivant la formulation générale du Chapitre 1, il est possible de
déterminer le potentiel optimal qui permet de déterminer la direction optimale par
minimisation de la fonction de cout correspondante.

En particulier, introduction de V*(A) déduit a partir de (3.4), dans (1.65),
permet d’obtenir Rqp¢, qui est donné par 1'expression suivante:

A2R2 . ) -1
a=——2_ G*(y; Ropt,p,0,4) D } 3.5
(1—R§pt){/ (y; Ropt,p,0,4) Dy (3.5)

avec :
A = 1-R2,(1-07), (3.6)
2
¥\ dy

Dy = A 3.7
y exp( 5 ) oo (3.7)

pRx 2
G(y; R,p,0,A) = ptanh ) R (1 -0 ) x, (3.8)
r = yVA—pR. (3.9)

La fonction G ne coincide pas avec la fonction g(y) (1.61) introduite au premier
chapitre. L’inversion de I’équation (3.5) permet d’obtenir la courbe d’apprentissage
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optimal Ropi(c) pour un couple de parametres (p,0) donné. Le potentiel optimal
est déterminé a partir de I’équation suivante :

1— R?

Vopr(A(®)) = === Gy Roprp,A) (3.10)
op
avec A(y) définie par:
1—-R?
Ay) = y+ — 5 G(y: Ropp.o,A). (3.11)
op

L’inversion de la fonction A(y) et ’équation (3.10) permettent de calculer le potentiel
optimal Vope(A) qui dépend du couple (p,0) mais aussi de la taille réduite o de
I’ensemble d’apprentissage.

3.2 Courbes d’apprentissage optimal

Nous allons discuter, dans cette section, les différents types de courbes d’ap-
prentissage optimal que ’on peut obtenir en fonction des parametres p et o.

Avant de commencer, nous allons rappeler le comportement de la courbe d’ap-
prentissage optimal pour les faibles valeurs de Rop¢ dans le cas tres général proposé
par Reimann et Van den Broeck [101, 120]. Pour cela, il est possible d’effectuer un
développement limité de I'équation (1.65) autour de Rop = 0. Ce développement
fait intervenir les différents moments de la distribution des exemples (1.3) ou (3.3)
selon la direction privilégiée B:

(am) = / DA exp (—V* (V) . (3.12)

Dans le cas ot (\) # 0, le développement au premier ordre donne:

Ropt ~ (A)V/a. (3.13)

I est intéressant de remarquer que Rgp¢ croit alors des o = 0. De plus, une simple
moyenne des exemples de l’ensemble d’apprentissage est une estimation quasi-
optimale de la direction privilégiée. Cette regle d’apprentissage, appelée la regle
de Hebb [54, 119, 1, 4, 127, 126, 101, 55], donne:

oL
* _ 7
J=3 d¢ (3.14)
p=1
avec C' la constante de normalisation. Celle-ci est déterminée par :

1—C2 e @ P—1\2+ (N -1+ ()2 3.15
—ﬁ;€£—?«fx>+(f+<m (3.15)

en remplagant les produits scalaires entre les exemples par leurs moyennes. Dans
la limite thermodynamique et pour les ensembles d’apprentissage de faible taille
réduite (o < 1), la constante de normalisation se réduit & C ~ y/a. Le produit
scalaire entre la direction J* et la direction privilégiée B est alors:

R=J"B=~(\a. (3.16)

Dans le cas ou (\) = 0, la régle de Hebb n’est alors plus efficace. Contrairement
au cas précédent, le produit scalaire entre les exemples et la direction privilégiée
est une variable aléatoire de moyenne nulle. L’apprentissage est plus difficile dans
ce cas. On observe ce que l'on appelle un retard a Uapprentissage [125]. La valeur
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optimale R,y est nulle pour les tailles réduites oo < ag et non nulle au dessus de «y.
Le développement limité de I’équation (1.65) autour de Ropy = 0 permet de prédire
une croissance continue de Rqp¢ uniquement a partir d’un seuil a.:

a—a

Ropt ~ ?)\2; (3.17)
pour a > a. avec o, = (1 — (A?))72. Cette valeur seuil «. ne correspond pas
nécessairement a ayg, la taille réduite a partir de laquelle Ropy > 0. En effet, nous
le verrons par la suite une transition du premier ordre de la courbe d’apprentissage
optimal peut exister pour a; < a.. Dans ce cas, ag = a; et non pas a..

Il est intéressant de remarquer que si les deux premiers moments de la distri-
bution des exemples dans la direction privilégiée sont identiques & ceux dans les
directions perpendiculaires, c’est-a-dire, (A\) = 0 et (A\?) = 1, non seulement il y
a retard a lapprentissage mais o, = 4oo. Toutefois, une distribution n’est pas
déterminée uniquement par ses deux premiers moments. Une distribution, dont les
deux premiers moments sont identiques a ceux d’une gaussienne normale, n’est pas
nécessairement une gaussienne normale. Pour de telles distributions, la performance
optimale R,p¢(cr) ne peut croitre continuement puisque o, = +o00. Cette remarque,
qui nous a fait penser a ’existence possible de transitions du premier ordre pour
certaines distributions des exemples, a motivé I’étude présentée dans ce chapitre.

Le cas particulier de la distribution des exemples (3.2), formée de deux gaus-
siennes dans la direction privilégiée, est un exemple de distribution ou le phénomene
décrit précédemment se produit. Il faut pour cela considérer des largeurs o des gaus-
siennes dans la direction privilégiée différentes de celle dans les autres directions.
Les deux premiers moments sont alors:

A = 0, (3.18)
A\ = pP4ot (3.19)

Dans les études précédentes, mentionnées au début du chapitre, les auteurs
ont généralement considéré o = 1, ce qui restreint la famille des distributions des
exemples a celles pour lesquelles il n’y a pas de transition du premier ordre.

Dans le plan des parametres (p,0), la ligne p? + 02 = 1 correspond & un retard &
I’apprentissage pour lequel a. = +00. Pour ces valeurs de parametres, on s’attend
a l'existence d’une transition du premier ordre entre R,y = 0 pour a < oy et
Ropt > 0 pour a > a avec o fini, donc une discontinuité de Rope en aq. En fait, il
est possible de découper le plan (p,0) en plusieurs régions correspondantes chacune
a un type particulier de courbe d’apprentissage optimal Rop(c).

Tout d’abord, il existe une région de ce plan (p,0) ol se produit le comporte-
ment habituel précédemment obtenu par d’autres auteurs [11, 12, 125]. La courbe
d’apprentissage optimal R, montre une transition du second ordre a o, entre une
région de retard & 'apprentissage (Ropt = 0) et une région olt Rop, croit continue-
ment a partir de 0. Un exemple de ce comportement est représenté sur la figure 3.1.
Cette figure correspond a la courbe d’apprentissage optimal pour les parametres
p=14det oc=0.5.

Pour des valeurs des paramétres (p,o’) un peu plus proches de la ligne p?>+02 = 1,
la courbe d’apprentissage optimal n’est plus une courbe univaluée pour toute valeur
de «. Il apparait, en effet, une plage de valeurs de la taille réduite o pour lesquelles
il existe trois solutions différentes & I’équation (3.5). La figure 3.2 représente la
courbe d’apprentissage optimal pour les parametres p = 1.2 et ¢ = 0.5. Cette
courbe présente une transition du second ordre a a. = 2.10 similaire & celle du
cas précédent. Rgp¢ croit continfiement de a. jusqu’a oy. A partir de aq, 'équation
(3.5) posséde deux nouvelles branches de solutions pour Ry, supérieures a celle
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Fi1Gc. 3.1 — Courbe d’apprentissage optimal Ropi(o) pour p = 1.4 et 0 = 0.5.
Cette courbe montre une transition du second ordre entre une phase de retard a
Uapprentissage (Ropy = 0) et une phase pour laquelle Ropy croit continuement d
partir de 0. La taille réduite a. de l’ensemble d’apprentissage a la transition est
a. = 0.68.

déja existante. L’'une de ces nouvelles branches est une branche de pente négative
et donc instable par rapport a une brisure de symétrie des répliques, d’apres ’étude
de stabilité locale présentée au paragraphe 1.6 du premier chapitre. Les deux autres
branches étant croissantes, il reste deux solutions (localement) stables possibles pour
Ropt. L’apprentissage optimal consistant a trouver la valeur maximale de R pour une
taille réduite o donnée, il convient de sélectionner la branche supérieure. Il apparait
alors un saut dans la courbe d’apprentissage optimal & a1, de Ropt =~ 0.40 & Ropt ~
0.76. Ceci correspond & une transition du premier ordre. L’approche bayesienne de
I’apprentissage, supposé optimal, prédit une transition du premier ordre a ag >
aq. Cette contradiction entre ’approche variationnelle de I’apprentissage optimal
présentée au premier chapitre et 'approche bayesienne sera discutée dans la section
suivante.

Dans le plan (p,0), les lignes qui séparent les deux régions que nous venons de
décrire (dans l'une Rop () est continu, dans 'autre Rop (o) possede une transition
du premier ordre entre deux valeurs de Ryp finies), correspondent aux parametres
(p,0) pour lesquels la courbe d’apprentissage optimal posséde une tangente verticale
a aq. Une expression analytique simple pour ces deux lignes, 'une correspondant a
des distributions avec (A\?) > 1 et Pautre & (A\?) < 1, n’a pas pu étre déterminée.
De méme, contrairement a la position de la transition du second ordre située a
e = (1 — ()\2>)_2, il n’existe pas d’expression analytique simple pour la position
a1 de la transition du premier ordre.

Lorsque les parametres (p,0) se rapprochent encore de la ligne p? + 02 = 1, la
taille réduite oy devient plus faible que .. La transition du second ordre disparait,
masquée par la transition du premier ordre. La figure 3.3 représente la courbe
d’apprentissage optimal pour les parametres p = 1.1 et 0 = 0.5. La ligne p?+02 = 1
est contenue dans cette région puisque a,. = 400 sur cette ligne. Dans le plan (p,0),
les deux lignes séparant cette région des régions précédentes sont déterminées par



62 CHAPITRE 3. APPRENTISSAGE NON SUPERVISE

F1G. 3.2 — Courbe d’apprentissage optimal Rop(c) pour p = 1.2 et 0 = 0.5 (trait
plein). Cette courbe montre une transition du second ordre puis une transition du
premier ordre entre Rope ~ 0.40 et Ropy ~ 0.76. La premicre transition se produit
d e = 2.10 et la deuziéme ¢ oy = 2.49. A partir de o, il existe trois solutions
possibles pour Ropy. Une des solutions correspond d une solution instable (pointillés)
et les deux autres sont stables. La solution optimale correspond a la solution stable de
plus grand Ropy (trait plein), Uautre solution stable est représentée avec des tirets.
La valeur ag = 2.52 correspond a la position de la transition du premier ordre
prédite par l’approche bayesienne de [’apprentissage.

la condition oy = a,. Une fois encore, aucune expression analytique simple n’a pu
étre obtenue pour ces lignes.

Suivant le couple de parametres (p,0) considéré, il existe donc trois types de
courbes d’apprentissage optimal différentes. Les régions de ’espace des parametres
correspondantes a ces trois types de courbes sont représentées sur la figure 3.4. Les
lignes séparatrices ont été déterminées numériquement.

Dans la région contenant la ligne p? + 02 = 1 (représentée en gris clair sur la
figure), la courbe d’apprentissage optimal posséde une transition du premier ordre
uniquement olt 'on passe de Ropy = 0 & une valeur de Ry finie. Des que la taille
réduite de I’ensemble d’apprentissage dépasse o, la direction apprise est proche de
la direction privilégiée B que I'on veut déterminer. La transition du second ordre
qui apparait lorsque la stratégie d’apprentissage n’utilise que des informations sur
le second moment de la distribution des exemples, est masquée par la transition du
premier ordre qui la précede (a1 < a.). La ligne p? + 02 = 1 est au centre de cette
région. Ceci est cohérent avec le fait que sur cette ligne, la transition du second
ordre ne peut pas avoir lieu puisque o, = +00.

De chaque coté de cette région se situe une région ou la transition du second
ordre & a. est suivie par une transition du premier ordre & a; entre deux valeurs
finies de Rypt. Cette région est représentée en gris foncé sur la figure.

Enfin, la plus grande région des parametres (région blanche) correspond & une
courbe d’apprentissage optimal possédant uniquement une transition du second
ordre, c’est-a-dire, avec le retard a l'apprentissage habituel observé par Biehl et
Mietzner [11, 12] et Watkin et Nadal [125] sur la ligne o = 1.
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F1G. 3.3 — Courbe d’apprentissage optimal Ropi(c) pour p = 1.1 et 0 = 0.5 (trait
plein). Cette courbe montre uniquement une transition du premier ordre, & a; =
3.79. A partir de o, il existe trois solutions possibles pour Rop. Une des solutions
correspond & une solution instable (pointillés) et les deux autres sont stables. La
solution optimale correspond & la solution stable de plus grand Ropy, (trait plein),
Uautre solution stable est représentée avec des tirets. La transition du premier ordre,
prédite par l’approche bayesienne, est a ag = 4.07. La transition du second ordre a
a. = 4.73 est masquée par la transition du premier ordre.

Les régions marquées par un S seront discutées par la suite lors de I’étude de
I’évolution de la forme du potentiel optimal en fonction de o pour des parametres
(p,0) donnés.
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FiGc. 3.4 — Régions des diverses courbes d’apprentissage optimal rencontrées pour
le probléeme de la double gaussienne en fonction des parameétres p et o. La région
gris clair correspond aux parameétres pour lesquels la courbe d’apprentissage opti-
mal possede une transition du premier ordre, la région en gris foncé correspond
a lexistence d’une transition du second ordre puis d’une transition du premier
ordre. Enfin, la région blanche correspond a l'existence d’une transition du second
ordre. La ligne pointillée représente la ligne p* + 0> = 1. Les deux lignes en tirets
séparent les régions marquées d’un S pour lesquelles le potentiel optimal posséde un
unique extrema pour toutes les valeurs de o.. Les trois carrés correspondent aux pa-
rameétres des courbes d’apprentissage optimal représentées sur les figures précédentes
((p,0) = (1.4,0.5),(1.2,0.5) et (1.1,0.5) de haut en bas).



3.3. APPROCHE BAYESIENNE 65

3.3 Approche bayesienne

J’ai présenté jusqu’ici une approche variationnelle de I'apprentissage optimal
pour obtenir le potentiel optimal ainsi que les performances optimales représentées
par la fonction Ropi(cr). Je vais maintenant présenter une autre approche appelée
bayesienne qui permet aussi un apprentissage optimal. Ces deux approches abou-
tissent & la méme équation (1.65) définissant R,p¢. Elles paraissent donc satisfai-
santes et cohérentes. C’est, en effet, le cas pour toutes les applications précédemment
étudiées, comme par exemple, I’apprentissage supervisé du deuxieme chapitre. Dans
ces cas, I’équation (1.65) est inversible et les deux approches coincident. Il n’existe
qu’une seule solution possible Ryp () pour une valeur donnée de c. Nous avons mis
en évidence, dans le cas de la double gaussienne de la section précédente, qu’il y
a une large région de parametres (p,0) pour lesquels plusieurs solutions différentes
de Rp¢ existent, pour une méme valeur de a. Dans ce cas, les deux approches
différent. La transition du premier ordre qui résulte de I'existence de ces solutions
multiples est prédite a des valeurs différentes de la taille réduite « suivant I’approche
considérée.

3.3.1 Apprentissage de Gibbs

Nous allons tout d’abord développer 'approche bayesienne. Cette approche est
basée sur la régle de Bayes [32, 14]. Celle-ci relie la probabilité de ) étant donné X
notée P(Y|X) connaissant la probabilité de X' étant donné Y :

PXY)PO)

POIX) = =

(3.20)

La forme fonctionnelle de la probabilité d’obtenir un ensemble d’apprentissage
L, a partir d’'une direction J est connue. En effet, nous avons supposé les exemples
&¢* distribués indépendamment les uns des autres et la perturbation V*, introduite
au premier chapitre, connue. L’algorithme de Gibbs est basé sur la connaissance de
cette forme fonctionnelle :

P
P(L4|3) = ] P(£"13) (3.21)
p=1

ou P(&"|J) est donnée par I'équation (1.2) introduite au premier chapitre avec J &
la place de B.

Dans le cas de I'apprentissage de la direction privilégiée B a partir de ’ensemble
d’apprentissage L (B), nous indiquerons explicitement, lorsqu’il est nécessaire pour
la compréhension, la dépendance de I’ensemble d’apprentissage vis-a-vis de B, la
direction & partir de laquelle il a été obtenu. En statistique, P(L,(B)|J), o la forme
fonctionnelle (3.21) est considérée pour 'ensemble d’apprentissage particulier £, (B)
disponible pour 'apprentissage, s’appelle la vraisemblance de J [32]. L’apprentissage
de Gibbs consiste a utiliser cette vraisemblance ainsi que la regle de Bayes pour en
déduire une distribution sur les directions J :

P(La(B)J)Pc(d)
PG(La(B))

Po(J|La(B)) = (3.22)

Nous supposerons la distribution Pg(J), dite probabilité a priori de J, uniforme sur
la sphere de rayon 1:

Po(d)=6J-J—1). (3.23)
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C’est la méme hypothése qui avait déja été utilisée pour I’approche variationnelle
(¢f. Eq.(1.9)). Elle correspond & supposer que la direction privilégiée B, & partir de
laquelle I’ensemble d’apprentissage a été tiré, peut étre n’importe quelle direction
de maniere équiprobable, et traduit notre ignorance sur cette direction. Pg (L, (B))
permet la normalisation de la distribution Pg(J|L,(B)). Elle n’est donc rien d’autre
que l'intégrale sur toutes les directions J possibles de P(L,(B)|J)Pg(J):

Po(La(B)) = [ P(La(B)3)Pe(3) 3. (3.24)

Comme il a déja été vu au premier chapitre, choisir une direction J* de maniere
aléatoire selon la distribution (3.22) correspond & l'apprentissage de Gibbs. Les
propriétés d’apprentissage correspondantes sont données par Pg(L,(B)). Plus par-
ticulierement, dans la limite thermodynamique, le logarithme de Pg(L,(B)) est
supposé indépendant de I’ensemble d’apprentissage, ou autrement dit, automoyen-
nant. Par comparaison avec (1.8), ce logarithme peut étre considéré comme (1’op-
posé de) énergie libre Fg d’un systeme & température T = 1 et dont 1’énergie
n’est autre que la fonction de cotit (1.6) introduite au premier chapitre, avec pour
potentiel V =V*:

P
E(J; Z (J-&m). (3.25)
La méthode des répliques est utilisée pour calculer la moyenne de I’énergie libre

Fa sur tous les ensembles d’apprentissage possibles obtenus a partir de la direction
privilégiée B et de méme taille réduite & = P/N :

Fo = - [W(Pa(tn) PLA[B)AL.. (3.26)

_}gnnln{/dﬁ H/dJ P(Ta) P(La|Ta) P (£a|B)}, (3.27)

avec la notation suivante:

P
Lo = [ dg". (3.28)
pn=1

Il est intéressant de noter que I'intégrale sur les ensembles d’apprentissage s’ef-
fectue avec la distribution P(L,|B) pour tenir compte du fait que I'ensemble d’ap-
prentissage est obtenu a partir de la direction privilégiée B.

Lors du calcul de la moyenne de I’énergie libre Fg, 'hypothese de symétrie des
répliques permet de réduire le nombre de parametres d’ordre & deux: le produit
scalaire ¢ = J, - Jp entre deux directions J, et J; et le produit scalaire R = J, - B
entre une direction J, et la direction privilégiée B. La symétrie, qui existe entre
les directions J, et la direction privilégiée B dans l'intégrant de (3.27), entraine
Pégalité des deux parametres d’ordre: go = Rg. Le parametre Rg(«) ainsi obtenu
caractérise les propriétés de 'apprentissage de Gibbs de la méme fagon que Rop(c)
caractérise celles de 'apprentissage optimal. Il est possible de montrer que Rg

satisfait la méme équation (1.65) que RZ; [101].

3.3.2 Performance de ’estimateur bayesien

Il est possible d’augmenter les performances de I'apprentissage de Gibbs si on
considere non plus une direction choisie avec la distribution (3.22) mais la moyenne
de ces directions qui sera appelée |’estimateur bayesien:
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In(La(B)) = C’/PG(J|£@(B)) 3dJ. (3.29)

C est une constante de normalisation qu’il faut introduire parce que la moyenne
des directions J n’est pas normée a un. L’estimateur bayesien dépend de ’ensemble
d’apprentissage L,(B) donné pour lapprentissage. La performance de cet estima-
teur bayesien est donnée par :

Rp(Lo) = Jp(La) B = C/PG(J|£Q(B))J BdJ. (3.30)

En remplacant, dans l'intégrale (3.30), le produit scalaire J - B entre une direction
J donnée par (3.22) et la direction privilégiée B par sa valeur typique Rg, dans la
limite thermodynamique, on obtient Ry = C'Rg. Dans cette limite, la performance
Rp(L,) est supposée indépendante de 'ensemble d’apprentissage, de méme que Rg
et gg. C’est ce que l'on a déja appelé précédemment la propriété d’automoyennage.
La constante de normalisation C' est déterminée par :

1= 02/ Po(J1|La)Pe(J2|La) T - Tod T d Ty = CPqq, (3.31)

ou on a remplacé le produit scalaire J; - Jo par sa valeur typique gg dans la limite
thermodynamique. On en déduit que le produit scalaire entre ’estimateur bayesien
Jp et la direction privilégiée B satisfait Rg = Rg/\/qc qui, compte tenu que
Ra = qg donne:

Rs = v/Rg. (3.32)

Puisque R satisfait la méme équation (1.65) que Rgpt, on est tenté de déduire que

Rp = Rgpt et que Rp est optimal. Comme nous le verrons par la suite ceci peut
poser un probleme lorsque I’équation satisfaite par Rop¢ admet plusieurs solutions
pour une méme valeur de «, ce qui arrive au voisinage des transitions du premier
ordre que nous avons décrites au paragraphe 3.2.

La question qui se pose est la suivante : pourquoi I’estimateur bayesien est opti-
mal?

La réponse a cette question a été donnée par Watkin [124, 125] et précisée par
Reimann et Van den Broeck [101] dans le cas général. Il suffit pour cela d’introduire
la notion suivante de qualité de I’apprentissage :

QUI*(La)) = / Pa(I|L0) h(3 - 37 (La)) d 3 (3.33)

avec J*(L,) la direction obtenue par un algorithme donné & partir de ’ensemble
d’apprentissage L, (B) et h(x) une fonction strictement croissante sur [—1,1]. Cette
qualité de l'apprentissage n’est en rien reliée a la performance R*(L,) = B-J*(L,)
de lalgorithme considéré.

Dans le cas qui nous intéresse, un choix naturel pour la fonction h(z) est
h(x) = |z|. La valeur absolue est rendue indispensable & cause de la symétrie qu’il
existe entre les directions B et —B. La fonction h(z) est donc strictement croissante
uniquement sur l'intervalle [0,1]. Cette restriction supplémentaire n’est pas essen-
tielle. Pour s’en convaincre, il suffit de penser au probléme similaire du systéme
d’Ising sous champ magnétique nul en dimension supérieure ou égale a 2. Il existe
pour ce probléme une symétrie entre les spins +1 et les spins —1. Si la moyenne
thermodynamique est effectuée sous champ magnétique nul, 'aimantation est nulle
quelque soit la température du fait de cette symétrie. Par contre, si I'on effectue
la moyenne thermodynamique en supposant qu’il existe un champ magnétique non
nul qui privilégie une direction par rapport a l'autre et que 'on prend la limite de
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champ nul apres la limite thermodynamique, alors 'aimantation est non nulle pour
les températures inférieures a une température critique 7,.. Dans notre cas, il est
possible de briser faiblement la symétrie entre B et —B en supposant par exemple
que le poids de chaque amas n’est pas 1/2 mais 1/2 + € et 1/2 — e respectivement.
€ joue alors le role du faible champ magnétique. Il suffit alors d’effectuer la limite
thermodynamique avant la limite ¢ — 0 pour retrouver des résultats cohérents.
De méme que pour le systeme d’Ising, cette symétrie étant connue, il est inutile de
considérer la brisure de symétrie représentée par €. Il suffit de limiter la recherche des
solutions Rg dans I'intervalle [0,1] et non [—1,1] comme on se limite & la recherche
d’une aimantation positive uniquement pour le systeme d’Ising. Par la suite, on
supposera, de méme, que tous les produits scalaires entre directions J sont positifs
et I'on oubliera la valeur absolue pour h(x).

11 est assez facile de montrer que la qualité (3.33) est maximale pour Iestima-
teur bayesien Jp(L4). Considérons la direction J*(L,), obtenue par un algorithme
d’apprentissage donné, & partir de l’ensemble d’apprentissage L£,(B). D’apres la
définition de Jp et en utilisant ’équation (3.29):

QUIB(La)) — QI (La) / Pa(|L0) (5 -3 —3°-3)d3,  (3.34)

= C'Jg—-J%-Js. (3.35)

Comme les directions Jg et J* sont normées a un: Jg-Jg=1let R=Jg-J* < 1.
De cela, on déduit I'inégalité suivante :

QIB(La)) = QUI*(La)) = C™(1— R) > 0. (3.36)

La qualité Q(Jp(Ly)) est donc supérieure a celle correspondante & la direction
obtenue par n’importe quel algorithme a partir de £,,. Toutefois, comme nous I’avons
déja dit, la qualité ne correspond pas a la performance de I’algorithme.

Les performances Rp(L,), de I'estimateur bayesien, et R*(L,), de l'algorithme
ayant donné J*(L,), sont généralement moyennées sur tous les ensembles d’appren-
tissage L, possibles tirés a partir de B:

Tin(B) / P(Lo|B)B - Iy dLo, (3.37)

R*(B) = /P(Ea|B)B~J*d£a. (3.38)

Ces performances moyennes dépendent a priori de la direction privilégiée B.

Nous allons maintenant montrer & partir de l'inégalité (3.36) que Rp(B) >
R*(B). Nous allons pour cela intégrer I'inégalité (3.36) sur tous les ensembles d’ap-
prentissage possibles £, avec la distribution Pg(L,) (3.24):

/ (QUIB(La)) — QU (£a)) Pa(La) ALy > 0. (3.39)

En effectuant cette intégration sur tous les ensembles d’apprentissage possibles avec
la distribution (3.24), on oublie le fait que 'ensemble d’apprentissage L, disponible
pour 'apprentissage a été tiré a partir de la direction privilégiée B. En conséquence,
on ne peut pas directement en déduire des résultats sur les performances moyennes
Rp(B) et R*(B) qui sont des moyennes sur tous les ensembles d’apprentissage avec
la distribution P(L,|B) et non pas Pg(La).

En remplagant la qualité @) par son expression (3.33) avec h(z) = x et en utilisant
la reégle de Bayes (3.24) pour remplacer Pg(J|Lq)Pg(Ly) par P(Lq|J)Pe(Jd), on
obtient alors 'inégalité suivante :
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/d/;a/dJ (J-J5—J3-J°) P(La|T)Ps(I) > 0. (3.40)

1l suffit maintenant d’inverser les intégrales sur les ensembles d’apprentissage L, et
sur les directions J pour reconnaitre les performances moyennes:

/dﬁaP(L'aL])J -Jg = Rg(J), (3.41)

/dﬁaP(EaL])J I = R*(J). (3.42)
L’inégalité (3.40) n’est alors rien d’autre que l'inégalité suivante:

/ dIP;(J) (Re(J) — R*(J)) > 0, (3.43)

avec R*(J), la performance moyenne de 'algorithme considéré et Rg(J), la perfor-
mance moyenne de ’estimateur bayesien pour un apprentissage dont la direction
privilégiée n’est pas B mais J.

Dans la limite thermodynamique, en supposant que les performances moyennes
Rp(J) et R*(J) sont indépendantes de la direction J alors on obtient I'inégalité
R* < Rg. Cette hypothese d’indépendance des performances moyennes vis-a-vis de
la direction privilégiée est due au fait que le probabilité a priori Pg(J) est cohérente
avec la direction privilégiée.

On vient de démontrer I'optimalité de la performance moyenne de ’estimateur
bayesien. Toutefois, dans la pratique, nous avons acces uniquement a la performance
pour un ensemble d’apprentissage £, donné. En supposant la performance Rg (L)
de Pestimateur bayesien et celle R*(L,) de 'algorithme considéré automoyennantes
dans la limite thermodynamique, alors, de I'inégalité sur les performances moyennes,
on en déduit:

R*(La) < R(La). (3.44)

En résumé, 'optimalité de la performance de ’approche bayesienne a été obtenue
avec les hypotheéses suivantes. Premierement, la performance bayesienne Rg(L,) et
la performance R*(L,) obtenue & partir de l'algorithme considéré sont automoyen-
nantes dans la limite thermodynamique. Deuxiemement, la distribution a priori
P (J) des directions possibles est cohérente avec la direction privilégiée B, c’est-a-
dire, que cette direction B est une direction quelconque. Il faut aussi noter I'inversion
des intégrales sur J et £, qui, dans la limite thermodynamique, peut ne pas s’avérer
correcte.

3.4 Controverse sur la position de la transition du
premier ordre

Nous allons maintenant discuter de la position de la transition du premier ordre
pour les deux approches et montrer que, selon ’approche considérée, la transition se
produit a des valeurs de « différentes. Ceci a suscité une controverse sur 'optimalité
de 'approche bayesienne. Nous essaierons de donner des pistes pour expliquer ce
désaccord entre les deux approches.
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3.4.1 Résultats analytiques

Pour déterminer la position de la transition du premier ordre, dans le cas de
Papproche bayesienne, il faut revenir a I'énergie libre Fg (3.26). Cette énergie libre
est donnée, apres calcul par la méthode des répliques, par:

. 1 —
NLHJIFIOO N Fo = e}é‘zr fa(R,q) = fa(Ra.qa) (3.45)
P—+oc0
a=P/N
avec :
1(1—R?
fo(Ra) = —5{ 5= +hl-q) (3.46)

—a/ Dz Dy exp (—V*(x))ln{/Dz exp (—V*(t))},
t = zR+yVq— R2+21—q. (3.47)

Cette fonction fg(R,q) possede plusieurs extrema {Rg,qc} différents avec Rg =
gc pour certaines valeurs de a. La solution, pour laquelle fg(Rg,Rg) est la plus
faible, doit étre choisie. Comme pour toute transition du premier ordre, lorsque
deux nouveaux extrema apparaissent en o« = a1 dans l’énergie libre fg, aucun de
ces deux extrema ne correspond au minimum absolu de I’énergie libre. L’un des
extrema correspond a une solution instable et I'autre correspond seulement a un
minimum local. Ce n’est que pour a = ag > a1 que la nouvelle branche stable
devient un minimum absolu de I’énergie libre et que la branche initiale devient un
minimum relatif. Le changement de branche entraine une discontinuité de Rg(«)
et lapparition d’une transition du premier ordre a ag pour la performance de
I’apprentissage de Gibbs.

Nous allons faire, ici, une digression pour montrer la stabilité locale de la solution
obtenue avec I’hypothese de symétrie des répliques. L’étude de cette stabilité montre
que la méme condition s’applique pour la solution de Papprentissage de Gibbs R¢ ()
que pour la solution optimale de I'approche variationnelle Rop; (), c’est-a-dire, que
la condition de stabilité locale peut s’écrire :

dRg
=C . 4
T >0 (3.48)

Dans le cadre général de 'apprentissage d’une direction privilégiée présenté au
premier chapitre, Reimann et Van den Broeck ont établi que la condition de stabilité
locale s’exprime [101]:

1> a / Da Dy exp (—V*(2)) [p(z.9)]? (3.49)

avec:

/ Dz D7 (1 - (2_221)2> exp (=V*(t) = V*(t'))

play) = : (3.50)

/ Dz Dz exp (=V*(t) — V*(t"))

avec t et ¢ définis par (3.47) ol pour t/, z est remplacé par z’. R et g sont remplacés
par Rg. En effectuant le changement de variable suivant :
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2 = zv1—-Rg—yVRa, (3.51)
y = xv/Rg+yV1-Rqg, (3.52)

alors p(z,y) et la condition de stabilité locale s’expriment de la fagon suivante:

_ N1 <t2>y' <t>32/'
plzy) =ply') =1 e + e (3.53)
2
/Dyl <<i>>z > RG/Dy' ()] (1), (3.54)

ot l'on a utilisé les notations (1.71) introduites au premier chapitre et 1’équation
déterminant Rg pour remplacer . Cette derniere équation est ’équation (1.72) ol
I'on a remplacé Ropt par v/ Rg. La condition de stabilité locale (3.54) est identique &
I’équation (1.76) si 'on remplace v/Rg par Ropt. Il en résulte que la démonstration
effectuée pour la condition de stabilité locale de ’apprentissage optimal avec 1'ap-
proche variationnelle est valable aussi pour I'apprentissage de Gibbs. La condition
de stabilité locale se réduit alors a:

dRg
da

Il est intéressant de remarquer que cette démonstration ne fait en aucun cas appel
au fait que 'on a considéré une densité de probabilité des exemples sous la forme
d’une double gaussienne. Cette démonstration, valable quelque soit la perturbation
V* dans (1.2), est un résultat original qui n’avait pas été noté par Reimann et Van
den Broek [101].

Revenons a la position de la transition du premier ordre suivant les deux ap-
proches possibles: ’approche bayesienne et ’approche variationnelle. Une transi-
tion du premier ordre est prédite pour 'apprentissage de Gibbs a ag. La perfor-
mance de l'apprentissage bayesien est obtenue par la relation Rg = v/Rg. On en
déduit que la transition du premier ordre pour 'apprentissage bayesien s’effectue
pour la méme taille réduite avg que pour apprentissage de Gibbs. Dans le cas de
I’approche variationnelle, il existe un potentiel optimal Vi, permettant d’obtenir
la performance Ropt(c1) correspondant a la solution la plus élevée de I'équation
(1.65) pour @ = a1, ol a est la taille réduite pour laquelle il apparait trois so-
lutions différentes & 1’équation (1.65). L’étude de la stabilité locale par rapport a
la brisure de symétrie des répliques a permis de mettre en évidence la stabilité
de cette solution. La performance Ropt() pour approche variationnelle possede
alors une discontinuité a «; et la transition du premier ordre s’effectue a a; < ag.
Une question se pose alors naturellement : les potentiels optimaux obtenus par ’ap-
proche variationnelle permettent-ils 'obtention des états métastables de I’approche
bayesienne pour a; < a < ag?

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons essayer de comprendre les raisons
de la différence de position de la transition du premier ordre pour les deux approches
étudiées.

> 0. (3.55)

3.4.2 Résultats numériques

Comme on vient de le voir dans le cas de ’apprentissage de Gibbs, il se peut qu’il
existe plusieurs solutions métastables pour une méme valeur de a. Le choix entre les
deux solutions stables s’effectue par 'intermédiaire de leur valeurs de I’énergie libre.
La solution d’énergie libre minimale est retenue. Nous avons essayé de regarder si
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un tel phénomene se produit pour les potentiels optimaux obtenus par 1’approche
variationnelle.

Avec 'approche variationnelle, pour chaque valeur de «, nous avons obtenu un
potentiel optimal qui dépend de la valeur de a considérée. La direction Jopt, qui
minimise la fonction de cofit (1.6) correspondante & ce potentiel, a une performance
Ropt = Jopt - B maximale. Pour certaines valeurs de o, nous avons obtenu plusieurs
potentiels, permettant d’obtenir des directions avec des performances différentes.
La comparaison de 1’énergie libre de ces différentes solutions n’a aucun sens dans
ce cas, car elles correspondent & des fonctions de cout différentes. Cela reviendrait
a comparer ’énergie libre de deux systéemes physiques différents. Par contre, il est
intéressant et méme indispensable de vérifier que 1’énergie libre correspondante a un
potentiel optimal ne possede pas plusieurs solutions stables pour la valeur de a0 qui a
permis de déterminer ce potentiel optimal. Pour vérifier cela, il faut revenir a I’étude
générale de ces potentiels optimaux. Cette étude consiste a considérer 1’énergie libre
donnée par I'équation (1.53) correspondant au potentiel optimal. Les parametres R
et ¢ sont déterminés par les équations (1.57) et (1.58). Une seule solution stable nous
est connue: R = Ropt et ¢ = 1. La question est de savoir si il existe d’autres solutions
stables pour la valeur de a pour laquelle le potentiel optimal a été déterminé.
Une étude analytique des potentiels optimaux s’est avérée inextricable du fait de
I’absence d’une expression analytique simple pour ces potentiels optimaux. Nous
avons donc effectué une étude numérique de différents potentiels optimaux. Nous
représentons ici seulement ceux correspondant au couple de parametres (p,0) =
(1.1,0.5).

Les performances de potentiels optimaux sont représentées sur la figure 3.5 pour
les valeurs de Ropi(cr) = 0.1,0.2,--- ,0.8,0.84 et 0.87. Dans tous les cas ou la solution
Ropi () est localement stable par rapport a la brisure de symétrie des répliques,
ces performances sont tangentes a la courbe d’apprentissage optimal aux points
(a, Ropt () pour lesquels ils ont été optimisés. Les performances des potentiels op-
timaux correspondant & des valeurs instables (R = 0.5,0.6 et 0.7) sont inaccessibles
avec ces potentiels, comme il se doit. En effet, ils présentent une instabilité par
rapport a la brisure de symétrie des répliques au voisinage de la partie instable de
la courbe Rgp¢. Il est aussi intéressant de noter que, pour les faibles valeurs de la
taille réduite «, il n’existe aucune solution R > 0 stable ce qui est consistant avec
le retard & apprentissage observé pour la courbe d’apprentissage optimal Rop (cv).
De plus, la solution R = 0 est instable aussi pour les faibles valeurs de a. Il ap-
parait donc un région pour laquelle aucune solution stable ne peut étre obtenue
avec ’hypothese de symétrie des répliques. Ceci implique bien évidemment 1’exis-
tence d’une solution avec brisure de symétrie des répliques. Le potentiel optimal
n’ayant pas une expression analytique simple, il est compliqué de chercher des so-
lutions brisant la symétrie des répliques. L’existence d’une solution avec brisure de
symétrie, d’énergie plus faible que la solution symétrique pour a3 < a < ag est
une possibilité envisageable pour réconcilier les deux approches.

3.4.3 Simulations numériques

Afin de tester la position de la transition du premier ordre et ’existence possible
d’une solution avec brisure de symétrie des répliques, nous avons effectué des simu-
lations numériques pour différents potentiels optimaux correspondant au couple de
parametres (p,0) = (1.1,0.5).

L’idée étant de tester la position de la transition du premier ordre, nous avons si-
mulé deux valeurs différentes de . La premiere o« = 3.86 est encadrée par oy = 3.79
et ag = 4.07. La deuxieme a = 4.71 est supérieure a ag et proche de a, = 4.73. Le
potentiel optimal correspondant a chacune de ces deux valeurs de la taille réduite
possede deux minima. En conséquence, la fonction de colit pour un ensemble d’ap-
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FiG. 3.5 — Performances des potentiels optimaux correspondant auz différentes
valeurs de Ropt indiquées a droite de la figure. Ces performances sont tangentes
a la courbe d’apprentissage optimal pour Rop justifiant l'optimalité des potentiels
pour ces valeurs. Les parameétres p et o sont 1.1 et 0.5 respectivement.

prentissage donné présente de nombreux minima locaux. Cette remarque est un
argument en faveur d’une possible brisure de symétrie des répliques. Toutefois, la
présence de nombreux minima n’est pas suffisante pour prouver I’existence de cette
brisure. En effet, le minimum correspondant au bassin d’attraction du professeur
est privilégié par rapport aux autres. Les simulations montrent que la direction
correspondante au minimum local de 1’énergie libre située a l'intérieure du bassin
d’attraction de la direction privilégiée B posseéde un produit scalaire avec B qui
correspond & la valeur de Ropi () prédite par Papproche variationnelle & de faibles
effets de taille finie pres. Par contre, les directions correspondantes aux autres mi-
nima ont un produit scalaire avec B proche de 0. De plus, il s’avere que le minimum
correspondant au bassin d’attraction de B est le minimum absolu de la fonction de
cotlit pour un grand nombre d’ensembles d’apprentissage.

Nous avons déterminé le pourcentage p d’ensembles d’apprentissage pour les-
quels le minimum absolu de la fonction de cotut correspond au minimum du bassin
d’attraction de la direction privilégiée. Si ce pourcentage tend vers 100%, dans la li-
mite thermodynamique, alors on s’attend a ce qu’il n’y ait pas de brisure de symétrie
des répliques et que la performance soit celle prédite par I’approche variationnelle.

Afin d’obtenir le pourcentage p, nous avons tout d’abord minimisé la fonction de
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FiG. 3.6 — Pourcentage p d’ensembles d’apprentissage pour lesquels le minimum
absolu de la fonction de cott optimale correspond au minimum du bassin d’attraction
de la direction privilégiée. Les triangles vers le haut correspondent a des simulations
numériques correspondant ¢ o = 4.71 et les triangles vers le bas a o = 3.86. Pour le
couple de parameétre (p,0) = (1.1,0.5) considéré, a; = 3.79, ag = 4.07 et o, = 4.73.

colit optimale avec, comme condition initiale, la direction privilégiée B et nous avons
utilisé de faibles déplacements au cours de la descente de gradient afin d’obtenir le
minimum correspondant au bassin d’attraction de B. Ensuite, afin de déterminer
si ce minimum est le minimum absolu de la fonction de cofit, nous avons effectué
une minimisation pour différentes conditions initiales aléatoires. Pour se convaincre
que 'on a obtenu le minimum absolu de la fonction de cotlt, nous avons testé
un nombre de conditions initiales suffisant pour obtenir plusieurs fois le minimum
correspondant au bassin d’attraction de B. Cette condition n’est pas suffisante mais
elle est nécessaire. En effet, si ’on teste un nombre de conditions initiales aléatoires
insuffisant pour retrouver un des minima connus, il y a peu de chance pour que 'on
ait détecté le minimum absolu.

La figure 3.6 représente I’évolution du pourcentage p pour les deux valeurs de
a simulées en fonction de 1/N. Premiérement, il faut noter les faibles valeurs de
N simulées. Celles-ci sont comprises entre 4 et 40. La raison de ces faibles valeurs
est simple. Le nombre de minima locaux augmente rapidement avec N, ainsi que le
temps de convergence de chaque minimisation. Le temps nécessaire pour les simula-
tions devient vite prohibitif. Ayant noté cette limitation, I’évolution du pourcentage
p en fonction de 1/N tend & faire penser que, pour a = 4.71 > g, ce pourcentage
tend vers 100% dans la limite thermodynamique et 0% pour a = 3.86 < ag. Ce
comportement est un argument en faveur de la position de la transition du pre-
mier ordre prédite par I’approche bayesienne puisque, pour o < ag, les simulations
semblent montrer un désaccord avec les prédictions de I'approche variationnelle.
Toutefois, plusieurs limitations a ces simulations sont a noter. Les faibles valeurs de
N simulées est I'une d’elles. La deuxieme est le comportement de p pour a = 4.71.
Ce pourcentage décroit en fonction de 1/N pour toutes les valeurs de N simulées
excepté pour la derniere valeur N = 40. Le comportement de ce pourcentage n’est
donc pas monotone. Cette remarque peut aussi bien s’appliquer pour le comporte-



3.5. INTERPRETATION DES 3 PHASES D’APPRENTISSAGE (0]

ment du pourcentage pour a = 3.86 a des valeurs de N supérieures a celles simulées.
De tels comportements non monotones ont déja été observés par Derrida, Griffiths
et Priigel-Bennett [30] ainsi que par Schroder et Urbanczik [109] (dans un commen-
taire au papier de Nadler et Fink [89]) pour d’autres problemes d’apprentissage.

L’apprentissage de Gibbs consiste a tirer aléatoirement une direction avec la
densité de probabilité (3.22). Des simulations numériques ont permis de mettre en
évidence un nombre important de maxima locaux de cette densité de probabilité.
L’existence de ces maxima locaux ne permet pas la convergence rapide d’un algo-
rithme simple de Monte-Carlo pour échantillonner les directions J. Les maxima sont
suffisamment importants pour empécher 1’algorithme de les visiter tous. Ceci pour-
rait faire penser & ’existence d’une solution avec brisure de symétrie des répliques
pour 'apprentissage de Gibbs.

En résumé de ces simulations numériques, aucune preuve évidente ne peut étre
obtenue de 'existence ou de ’absence d’une solution avec brisure de symétrie des
répliques pour ’approche variationnelle comme pour I’approche bayesienne de 1’ap-
prentissage optimal.

3.4.4 Conclusions actuelles sur la controverse

Récemment, Herschkowitz et Nadal [56, 57] ont mis en évidence la possibilité
d’obtenir la transition du premier ordre pour 'apprentissage de Gibbs pour des
tailles réduites o < a. L’idée est que la présence d’une solution métastable pour
les tailles réduites comprises entre o et ag permet d’envisager 1’obtention de cette
solution métastable. Physiquement, il est bien connu qu’il est possible d’obtenir
des états métastables. C’est le cas par exemple pour un liquide surfondu a des
températures inférieures a la température de solidification. Un résultat surprenant
obtenu par ces auteurs est le fait que I'on ne puisse pas obtenir 1’état métastable
pour toutes les valeurs de a comprises entre a1 et ag mais seulement pour a > .
Pour les parametres p = 1.2 et ¢ = 0.5 étudiés plus particulierement par ces auteurs,
ils ont montré que ay = 2.515 alors que oy = 2.49 et ag = 2.527 [56, 57].

En conclusion, il apparait que les deux approches de l'apprentissage optimal
considérées ne sont pas cohérentes 1'une par rapport a ’autre dans le cas ou ’hy-
pothese de symétrie des répliques est considérée. Ce résultat est d’autant plus sur-
prenant que prises séparément les deux approches apparaissent cohérentes vis-a-
vis de cette hypothese. Il semble nécessaire de rechercher des solutions brisant la
symétrie des répliques pour réconcilier les deux approches. Il se pose alors la ques-
tion de savoir si les transitions du premier ordre obtenues quelque soit 'approche
considérée seront alors conservées.

3.5 Interprétation des 3 phases d’apprentissage

Dans cette section, nous allons revenir a ’étude des courbes d’apprentissage op-
timal en fonction de la taille réduite a de ’ensemble d’apprentissage. Le but est de
comprendre les différentes phases de 'apprentissage optimal, qui sont généralement
séparées par des transitions du premier ou du second ordre. La position de la tran-
sition du premier ordre, discutée dans la section précédente, n’est pas déterminante
pour cette discussion, ’essentiel étant que, quelque soit ’approche utilisée, cette
transition semble exister.

Pour expliquer les caractéristiques des différentes phases, je vais introduire,
premierement, une notion d’apprentissage de la composante principale [102, 90, 91]
puis une formulation supervisée du probleme de la double gaussienne pour laquelle
on déterminera les propriétés de 'apprentissage optimal.
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3.5.1 Apprentissage de la composante principale

L’apprentissage de la composante principale d’'un ensemble de points, qui dans
le contexte de ce travail est appelé ensemble d’apprentissage, consiste a déterminer
I’axe correspondant a la plus grande variance de I’ensemble d’apprentissage. Si la
distribution des exemples a une variance plus faible suivant ’axe d’anisotropie, le
probleme est celui de trouver la plus petite composante. Par abus de langage, nous
appelons composante principale ’axe d’anisotropie dans les deux cas. Pour cela,
il est assez simple de se rendre compte [102] que, si la distribution des points a
une moyenne nulle, comme nous ’avons supposé dans ce chapitre, la recherche du
minimum de la fonction de cotit suivante :

P
EJiLa)=c) (J-€") (3.56)

pn=1
permet de résoudre ce probleme avec € = —1 pour un axe d’anisotropie de plus
grande variance et € = 1 sinon. En effet, si ¢ = —1, la direction J., qui minimise

la fonction de cotit (3.56) est la direction selon laquelle la projection des exemples
est aussi grande que possible. Si les exemples sont symétriques par rapport a lori-
gine, cette direction correspond bien a celle de plus grande variance de ’ensemble
d’apprentissage. Il est intéressant de noter que la fonction de colit correspond & un
potentiel V(\) = e\? quadratique.

La distribution des exemples considérée dans ce chapitre possede une symétrie
par rapport a l’origine, une variance unité suivant les N — 1 directions perpendicu-
laires & B et une variance (A?) = p?+ 02 suivant la direction B. Dans ces conditions,
la détermination de la direction J., (de plus grande variance si (A\?) > 1 et de plus
faible variance si (A?) < 1) est une estimation intéressante de la direction B.

La méthode des répliques permet le calcul de la performance R, = J¢, - B de
Papprentissage de la composante principale dans la limite thermodynamique [102,
125]:

Rep(a) = \/a - 1/(_<A2§ -5 (3.57)

pour a > o, avec a, = ((\?) — 1)72. La premiere remarque que I'on peut faire est
qu’il existe un retard a I'apprentissage jusqu’a a = a.. La taille réduite «. est la
méme que celle & la transition du second ordre observée dans les courbes d’appren-
tissage optimal (cf. (3.17)). De plus, le développement de Ropi () autour de a. est
identique & celui obtenu dans le cas de 'apprentissage optimal (c¢f. (3.17)). Enfin,
la ligne p? 4+ 02 = 1 correspond & des parametres (p,o) pour lesquels I'apprentissage
de la composante principale n’est pas possible, car elle n’est pas définie: toutes
les directions ont la méme variance unité. On peut aussi remarquer qu’en dehors
de cette ligne, ’apprentissage de la composante principale est asymptotiquement
parfait: R., — 1 lorsque ov — +o0.

3.5.2 Scénario supervisé

Nous allons maintenant supposer que ’ensemble d’apprentissage est constitué
non seulement des exemples mais aussi d’'une variable binaire 7# = +1 qui ca-
ractérise 'amas d’ou provient ’exemple €. Ainsi, le probleme devient un cas parti-
culier d’apprentissage supervisé, ol les exemples ne sont pas linéairement séparables.
Ce probléme est de nature différente de ceux abordés au deuxieme chapitre, car ici
on ne cherche pas a classer les exemples, mais a déterminer la direction privilégiée
B.
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On supposera 7% = +1 si &€* provient de I'amas centré en +pB et —1 si &
provient de celui centré en —pB. Cette variable binaire apporte une information
supplémentaire par rapport au probleme non supervisé. La performance de I’appren-
tissage optimal du probléme supervisé sera une borne supérieure de la performance
du probleme non supervisé. B

Le nouvel ensemble d’apprentissage L, est constitué des couples (&",7#) avec
w=1,--- P.La densité de probabilité d’un exemple constitué du couple (&,7) est
donnée par:

P((¢,7)[B) = ﬁexp <_525 — P (e B)) (3.58)

avec V* définie par:
Po) = e (-5 -7 0) (3.59)
= ﬁ exp <M> . (3.60)

La symétrie des deux amas (position symétrique par rapport a lorigine et poids
identique de chaque amas) permet de reformuler ce probléme supervisé comme un
probléme non supervisé pour la variable { = 7€. Cette reformulation, proposée par
Reimann et Van den Broeck [101], a été décrite au deuxiéme chapitre. On peut
remarquer que le nouveau probléme non supervisé correspond a une densité de
probabilité des exemples ¢* gaussienne simple. La densité de probabilité dans la
direction privilégiée B correspond & une gaussienne de moyenne p et de variance o
alors que, dans les autres directions, la moyenne est nulle et la variance unité.

Le probléme non supervisé d’une distribution simple gaussienne a été étudié de
maniere trés détaillée par Reimann, Van den Broeck et Bex [102]. La performance
optimale Rg,p = Jsup - B de ce probleme est donnée par:

R 1—0((1—2(p2_|_0-2_|_0.4+p20,2))_\/@ 1/2 -
P 201 — 02) (1 — a(l — p202)) , (3.61)
Q = (1-a(i-20"+0"+0%7)" +dasio (3.62)

L’existence d’une moyenne non nulle de la densité de probabilité de ¢ selon la
direction privilégiée B entraine que Rgyp croit en fonction de o des oo = 0. Cette
croissance est continue pour toutes valeurs de o et Ry, — 1 lorsque o — o0,
garantissant un apprentissage asymptotiquement parfait.

3.5.3 Discussion des phases de apprentissage optimal

Revenons, maintenant, a ’apprentissage optimal du probléme non supervisé.
La distribution des exemples est donnée par (3.2) avec la perturbation V* définie
par (3.4), et est constituée de deux gaussiennes dans la direction B que lon veut
déterminer. Les figures 3.7 illustrent les différentes phases d’apprentissage observées
Chaque figure correspond & un couple de parametres (p,0): (p,0) = (1.4,0.5) (figure
a), (1.2,0.5) (figure b) et (1.1,0.5) (figure ¢). En plus de la courbe d’apprentissage op-
timal du probleme non supervisé Rop¢ () (courbe en trait plein), il a été représenté
la courbe d’apprentissage de la composante principale Rcp(«) (courbe en tirets)
ainsi que la courbe d’apprentissage optimal du probléme supervisé Ry, () (courbe
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F1G. 3.7 — Courbes d’apprentissage pour trois couples de paramétres (p,0). (p,o) =
(1.4,0.5) figure a, (p,0) = (1.2,0.5) figure b et (p,0) = (1.1,0.5) figure c. Les courbes
en trait plein correspondent a l’apprentissage optimal du probléme non supervisé
Ropi(x), les courbes en tirets & Uapprentissage de la composante principale Rqp(cr)
et les courbes en pointillés a 'apprentissage optimal du probléme supervisé Rgyp(c).
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en pointillés). Comme on 'a déja mentionné, ces courbes constituent des bornes
inférieure et supérieure aux courbes de 'apprentissage optimal non supervisé.

La premiere des phases observées dans le cas de I’apprentissage optimal, c’est-
a-dire, la phase correspondante aux plus petites valeurs de «, est une absence
totale d’apprentissage (Ropy = 0). Cette phase de retard a l’apprentissage, est
présente pour toutes les valeurs des parametres (p,0) possibles. Comme on 1’a vu
précédemment, ce retard & I'apprentissage est di au fait que la distribution des
exemples a une moyenne nulle ((A) = 0), et il n’est pas limité au probleme de la
double gaussienne. En général, une symétrie entre les directions B et —B entraine
la nullité de tous les moments d’ordre impair de la distribution des exemples et
induit par conséquent un retard a I’apprentissage. Toutefois, ce retard se produit
aussi en I’absence de cette symétrie, comme par exemple, pour une distribution des
exemples pour laquelle (\) = 0 mais (\?) # 0.

La deuxieme phase d’apprentissage est similaire a 'apprentissage de la compo-
sante principale. Ropt () croit & partir de Ropy = 0 de maniére continue en fonction
de a pour @ > a.. Cette deuxieme phase n’est pas observée pour tous les parametres
(p,0). Elle apparait uniquement dans les cas ol il existe une transition du second
ordre dans la courbe d’apprentissage optimal R,pi(c), ¢’est-a-dire, pour toutes les
valeurs des parametres (p,0) qui ne se situent pas dans la région gris clair de la
figure 3.4. Cela correspond, par exemple, aux cas a et b de Fig 3.7. Dans ces deux
cas, la courbe d’apprentissage de la composante principale est tres proche de celle de
I’apprentissage optimal. Dans le cas a, les deux courbes s’écartent progressivement
et continiiement & des valeurs finies de « puisqu’il n’existe pas de transition du
premier ordre. Par contre, pour le cas b, la similitude entre les deux courbes s’arréte
des que la taille réduite o atteint la valeur a; correspondant a la transition du
premier ordre entre une valeur de Rop¢ proche de Ry, et une valeur proche de Rgyp.
La différence entre les deux cas a et b est que, dans le cas a on a un passage continu
(cross-over) d’une solution proche de Papprentissage de la composante principale &
une solution proche de I'apprentissage du probléeme supervisé alors que, dans le cas
b, ce passage s’effectue par un saut a a = 1. Nous verrons dans la section suivante
que cette phase intermédiaire de I’apprentissage correspond bien a ’apprentissage
de la composante principale. En effet, la forme du potentiel optimal pour cette phase
d’apprentissage est proche de celle d'un potentiel quadratique.

Dans le cas ¢, la phase d’apprentissage similaire a ’apprentissage de la com-
posante principale n’est pas présente, puisqu’elle est masquée par la transition du
premier ordre entre une phase d’absence totale d’apprentissage (Ropy = 0) et une
phase ou la valeur de Ryt est proche de Rgyp, la performance de I'apprentissage
optimal du probleme supervisé. La raison de l’absence de phase d’apprentissage
proche de l'apprentissage de la composante principale est évidente: la variance de
la distribution des exemples dans la direction privilégiée est trop proche de celle
dans les autres directions pour pouvoir étre détectée.

La troisieme phase d’apprentissage correspond aux grandes valeurs de la taille
réduite a. Les performances de cette phase d’apprentissage sont proches de celles
de l'apprentissage optimal du probleme supervisé. Cette fois-ci, ’apprentissage non
supervisé optimal ne se limite pas a déterminer la direction de plus grande (ou de
plus faible) variance de I’ensemble d’apprentissage mais détecte la structure propre-
ment dite de la distribution des exemples. Ceci se reflete d’ailleurs dans ’allure du
potentiel optimal, qui comporte deux minima proches de A\ = £p, comme nous le
verrons dans le paragraphe suivant.

3.5.4 Comportement du potentiel optimal

Nous allons discuter dans cette section I'allure du potentiel optimal en fonction
de p et o ainsi que son évolution avec la taille réduite c.
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Je vais commencer par une remarque évidente mais valable quelques soient les
parametres (p,0) : pour la premiere phase d’apprentissage, celle correspondant & une
absence totale d’apprentissage, il n’est pas possible de définir un potentiel optimal.

11 est intéressant de remarquer que ce n’est pas la position des parametres (p,o)
dans une région correspondante a I'une des différentes courbes d’apprentissage op-
timal possibles représentées sur la figure 3.4 qui déterminent I’allure du potentiel
optimal. Par contre, la forme du potentiel optimal est fortement corrélée avec les
différentes phases de I'apprentissage introduites dans la section précédente. Ceci est
naturel : nous avons déja mentionné que, étant donné un probleme (c’est-a-dire un
couple de parametres (p,0)), il y a un potentiel optimal différent pour chaque valeur
de a.

Il est possible de distinguer quatre régions distinctes dans ’espace des pa-
rametres (p,0) qui correspondent & une évolution différente du potentiel optimal
en fonction de a.

Un premier critere pour 1’évolution du potentiel optimal consiste a regarder le
comportement de Vo (A) pour les grandes valeurs de A. Ce comportement dépend
uniquement de o :

-2 s o> 1,
‘/opt()‘)'\’{ 2 s o<l (3.63)

Ce comportement quadratique fait naturellement penser a ’apprentissage de la
composante principale, dont le potentiel est £A2. La question qui se pose alors
est pourquoi le changement de comportement du potentiel optimal ne s’effectue
pas sur la ligne p?> + 02 = 1. En effet, cette ligne sépare les parametres (p,o)
pour lesquels la variance dans la direction privilégiée est supérieure a l'unité de
ceux pour lesquels elle est inférieure a I'unité. Elle sépare ainsi les parametres pour
lesquels le potentiel utilisé pour I’apprentissage de la composante principale est A2
de ceux correspondants au potentiel —A2. En fait, le changement de comportement
aux grandes valeurs de A peut se comprendre si 'on regarde le rapport entre la
distribution des exemples dans la direction privilégiée de celle dans une direction
perpendiculaire. Ce rapport, dans la limite des grandes valeurs de A, est nul si o < 1
et infini si o > 1.

Le premier critere permet de mettre en évidence les régions marquées d’un S sur
la figure 3.4 pour signifier que le potentiel optimal reste avec un unique extremum
en A = 0 quelque soit la valeur de «. La région correspondante & ¢ > 1 a un poten-
tiel optimal concave (e = —1) quelque soit p, et la région correspondante & o < 1
et p < 1 a un potentiel convexe (¢ = 1). Le potentiel optimal évolue faiblement en
fonction de la taille réduite «. Celui-ci reste assez proche du potentiel eA2. Pour les
parametres (p,0) correspondant & ces deux régions, la largeur des gaussiennes dans
la direction privilégiée est suffisamment grande (région pour laquelle o > 1) ou suf-
fisamment faible (région pour laquelle o < 1) pour permettre que Papprentissage de
la composante principale soit pratiquement optimal. La courbe d’apprentissage op-
timal dans ces régions des parametres (p,o) ne montre pas de transition du premier
ordre entre un type d’apprentissage proche de celui de la compostante principale et
un autre proche de celui de 'apprentissage supervisé optimal.

La région restante peut se diviser en deux régions distinctes séparées par la ligne
p? + 02 = 1. Dans ces deux derniéres régions, la dépendance du potentiel optimal
en fonction de la taille réduite « est importante.

Nous allons d’abord discuter de la région ou la direction recherchée est celle de
plus faible variance. Elle correspond & des parametres (p,0) tels que p? + o2 < 1.
La figure 3.8 qui correspond aux parametres p = 0.65 et o = 0.5 permet d’inférer
I’évolution du potentiel optimal en fonction de a dans cette région. Ce couple de pa-
rametres (p,o) se situe dans la région blanche immédiatement au dessus de la région
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FiGc. 3.8 — Potentiel optimal pour trois valeurs de la taille réduite: o = 11.2,14.9
et 18.3. Les parameétres p = 0.65 et 0 = 0.5 pour lesquels sont calculés ces potentiels
optimauz correspondent a un point situé dans la région blanche qui n’est pas marquée
d’un S, au dessous de la ligne p*> + 02 = 1 de l’espace des paramétres (p,0). Deuz
minima apparaissent a lorigine et s’écartent jusqu’a des wvaleurs proches de £p
lorsque o augmente.

(0 < 1) marquée d’un S. Pour la plus petite valeur de « pour laquelle le potentiel
optimal est représenté, celui-ci est tres similaire au potentiel +A2, et ne comporte
qu’un seul minimum. Cela explique pourquoi la phase d’apprentissage correspon-
dante est semblable a celle de 'apprentissage de la composante principale. Lorsque
la valeur de a augmente, le potentiel optimal évolue jusqu’a posséder deux minima,
qui apparaissent autour de A = 0 et s’éloignent progressivement pour atteindre une
valeur proche de A = £p. Dans ce cas, la courbe d’apprentissage optimal ne possede
pas de transition du premier ordre. L’évolution du potentiel optimal est continue.
Dans le cas ou la transition du premier ordre existe, I’évolution du potentiel optimal
a la transition est abrupte et 'on passe généralement d’un potentiel qui ne possédait
qu’un seul minimum & un potentiel possédant deux minima déja assez proches de
A = £p. Il n’a toutefois pas pu étre montré rigoureusement que les deux minima ne
sont pas apparus avant la transition du premier ordre de Ropt(c).

La derniere région est située entre les lignes p? + 02 = 1 et 0 = 1. La figure
3.9, correspondant aux parametres p = 1.2 et ¢ = 0.5, montre le comportement
du potentiel optimal dans cette région. Ces valeurs de p et o correspondent au
carré intermédiaire de la figure 3.4. La courbe d’apprentissage correspondant a ces
parametres est représentée sur la figure 3.2. Les deux premieres valeurs de a (o =
2.23 et 2.30) correspondent & des valeurs plus faibles que a; = 2.49, position de la
transition du premier ordre, tandis que la troisieme o = 3.00 correspond a une valeur
supérieure. Il est possible de remarquer que méme dans la phase correspondant a
I'apprentissage de la composante principale, c’est-a-dire a. < a < ag, le potentiel
optimal posseéde deux minima. Toutefois, ces minima sont situés tres loin de 'origine
(il faut souligner, & ce sujet, le changement d’échelle pour A par rapport a la figure
précédente). Le potentiel optimal peut étre considéré comme similaire au potentiel
—\2 dans la région ol va se situer la grande majorité des exemples. En effet, tres
peu d’exemples seront concernés par la région du potentiel au dela des deux minima.
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Fi1Gc. 3.9 — Potentiel optimal pour trois valeurs de la taille réduite: o = 2.23,2.35
et 3.00. Les paramétres p = 1.2 et 0 = 0.5 pour lesquels sont calculés ces poten-
tiels optimaux correspondent a un point situé dans la région gris foncé de ’espace
des paramétres (p,0). Les deux premiéres valeurs de a correspondent & la région
intermédiaire entre la transition du second ordre et la transition du premier ordre.
La derniére valeur de o correspond a la région aprés transition du premier ordre.

Cela n’est plus vrai apres la transition du premier ordre. En effet, pour a = 3.00, les
minima se sont considérablement rapprochés de ’origine et se situent a des valeurs
assez proches de +p. Dans le cas ou la transition du premier ordre n’existe pas
(région blanche), le rapprochement de ces minima est continu.

Je voudrais faire quelques remarques générales a partir de cette étude du poten-
tiel optimal. Tout d’abord, la transition du premier ordre ne semble pas étre reliée
directement a l'apparition des deux minima dans le potentiel optimal. En effet, les
deux derniéres régions montrent la possibilité d’une apparition continue de deux
minima a partir de ’origine, ou le rapprochement continu de deux minima a partir
de Vinfini, pour des parametres pour lesquels la courbe d’apprentissage optimal ne
posséde pas de transition du premier ordre. Cette remarque souléve encore une fois
la question de la possibilité de brisure de symétrie des répliques. Si I’'on ne considere
que les régions ou la transition du premier ordre n’existe pas, les deux approches
de apprentissage optimal, présentées dans ce mémoire, que sont 'approche varia-
tionnelle et I'approche bayesienne, sont cohérentes et 'hypothese de symétrie des
répliques ne semble alors pas poser de difficulté. Toutefois, ’existence de deux mi-
nima pour le potentiel optimal entraine ’existence d'un grand nombre de minima
locaux pour la fonction de cotlt correspondante.

La conclusion est que la brisure de symétrie des répliques n’est pas directement
reliée a I'existence de minima locaux et que 'apparition de minima locaux ne peut
donc pas prouver l'existence d’une solution avec brisure de symétrie des répliques. La
controverse entre les deux approches reste entiére, aucun argument simple pouvant
nous permettre de conclure sur 'existence ou non d’une brisure de symétrie des
répliques pour 'une ou l'autre des approches, voire méme pour les deux.



Deuxieme partie

Au-dela du cas uniaxial:
étude de deux approches
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Introduction

Dans la premiere partie de la these, nous nous sommes concentrés sur I’apprentis-
sage d’une direction de I'espace des données a partir d’un ensemble d’apprentissage.
Nous avons supposé que cette direction est la seule inconnue du probleme. Deux
types de problemes ont été abordés: la détermination de la direction privilégiée de
la densité de probabilité des exemples dans le cas d’un apprentissage non supervisé
et la détection de la direction perpendiculaire a I’hyperplan séparateur dans le cas
d’un apprentissage supervisé.

Dans la deuxiéme partie de la theése, nous allons aborder des problemes d’ap-
prentissage plus complexes, c’est-a-dire, pour lesquels une simple direction de ’es-
pace des données n’est pas suffisante pour résoudre le probléme. Nous allons nous
consacrer a ’apprentissage supervisé, c’est-a-dire, que nous allons considérer qu’a
chaque exemple est associé une classe. On suppose que le professeur qui attribue la
classe a chaque exemple a une structure plus complexe qu’un hyperplan séparateur
de l'espace des données. Deux approches différentes, proposées pour résoudre ce
type de problémes complexes, vont étre abordées, celle des machines a exemples
supports et celle de la machine de parité. Dans ces deux approches, on fait une
transformation de l'espace des données vers un nouvel espace, souvent appelé de
représentations internes. La transformation doit étre telle que les exemples dans
le nouvel espace soient linéairement séparables. Ainsi, la difficulté de trouver une
surface séparatrice complexe dans I'espace des données est ramené & celle de trouver
I’application adéquate entre ’espace des données et celui des représentations.

L’approche des machines & exemples supports utilise un pré-traitement des
exemples qui consiste a étendre l'espace des données a un espace de plus grande
dimension. Il conviendra de choisir judicieusement la transformation permettant de
passer de l'espace des données a l’espace des représentations afin que ’ensemble
d’apprentissage soit linéairement séparable dans ce dernier. Notre contribution est
une des premieres études de cette approche avec les outils de la Physique Statistique.

Dans la deuxieme approche considérée, on construit des représentations internes
en augmentant progressivement le nombre de dimensions, ce qui correspond a un
apprentissage par étapes successives des parametres a adapter. La procédure est
plus simple & expliquer dans le langage des réseaux de neurones en couches. Alors,
les composantes des vecteurs dans l’espace des données sont les N entrées du
réseau. Les états binaires des neurones cachées peuvent étre interprétés comme les
représentations internes des données. Le neurone de sortie attribue des classes aux
représentations internes. Chaque étape de I’apprentissage consiste a déterminer un
nouveau perceptron simple. Les classes successives que 1'on se propose d’apprendre
avec celui-ci & chaque étape doivent corriger les erreurs des étapes précédentes. Ainsi,
on génere des représentations internes binaires pour chaque région de l'espace des
données, définies par ’ensemble des hyperplans séparateurs correspondant aux per-
ceptrons simples. Chaque perceptron attribue une classe aux points en fonction du
coté ou ils se trouvent par rapport a I’hyperplan séparateur correspondant. La classe
finale d’'un point est le produit des différentes classes données par les perceptrons
simples. Cette procédure d’apprentissage correspond & un algorithme incrémental
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pour la machine de parité. Nous nous intéresserons plus particulierement a la quan-
tité d’exemples de classes aléatoires qu’il est possible d’apprendre avec un nombre
donné de perceptrons.
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Chapitre 1

Machine a exemples supports

Dans ce chapitre, je vais présenter une des premieres études faites avec des
outils de la Physique Statistique de ce que je nomme en francais les machines a
exemples supports (encore appelées en anglais Support Vector Machines). Ces ma-
chines constituent une approche possible pour apprentissage de taches complexes.
Nous nous limiterons par la suite a des taches de classification. J’entends alors
par complexes, des taches pour lesquelles les exemples ne sont pas linéairement
séparables. L’apprentissage ne peut alors pas se restreindre & la recherche d’un
simple hyperplan séparateur. Il faut rechercher des surfaces séparatrices plus com-
plexes que de simples hyperplans.

Une des possibilités pour déterminer de telles surfaces séparatrices est d’utiliser
les machines & exemples supports introduites par Vapnik [122, 123, 16, 50, 74, 17,
27]. L’idée a la base de ces machines est d’utiliser une transformation non linéaire
de I’espace des données vers un espace de dimension beaucoup plus importante que
Pon appellera espace des représentations (en anglais, on Uappelle features space).
Si ce nouvel espace est suffisamment étendu et la transformation bien choisie, les
images par cette transformation des exemples de 1’ensemble d’apprentissage sont
linéairement séparables dans ’espace des représentations. De nombreux algorithmes
permettent alors de déterminer un hyperplan séparateur classifiant correctement
tous les exemples de ’ensemble d’apprentissage. Parmi ces hyperplans séparateurs,
celui de stabilité maximale, introduit dans la premiére partie de la these (Chap.2),
définit la machine a exemples supports.

De nombreuses applications réalistes utilisent les machines a exemples supports
pour l'apprentissage de taches complexes de classification. La reconnaissance de
caractéres manuscrits en est un bon exemple [122, 123, 16, 50]. De maniére sur-
prenante, l'erreur de généralisation, c’est-a-dire, la probabilité que la machine a
exemples supports classe de maniére incorrecte un exemple ne faisant pas par-
tie de l'ensemble d’apprentissage, est tres faible dans ces applications. Aucune
étude théorique satisfaisante ne permet d’expliquer les raisons des faibles erreurs de
généralisation obtenues. Les résultats que nous avons obtenus pour une famille de
transformations particulieres permettent de donner des pistes sur les raisons de ces
faibles erreurs de généralisation des machines & exemples supports [24].

1.1 Présentation du probleme

Nous allons supposer que nous disposons d’'un ensemble d’apprentissage L,
constitué de P exemples. Un exemple est un point £ de l'espace des données de
dimension N. La densité de probabilité des exemples sera supposée gaussienne nor-
male dans toutes les directions:
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- (-
P(ﬁ)—(%)w2 p( 2>. (1.1)

A chaque exemple £€" est associé une classe 7# = +1. L’ensemble d’apprentissage
est donné par:

‘ca = {guaTu}#:L...’p- (12)

Le professeur qui classifie les exemples est supposé inconnu. Généralement, ce
professeur ainsi que le nombre d’exemples sont tels que l’ensemble d’apprentis-
sage ne peut pas étre séparé linéairement, c’est-a-dire, qu’il n’existe pas d’hyper-
plan de ’espace des données pour lequel les exemples classés +1 soient d’un coté
et les exemples classés —1 de l'autre c6té de 'hyperplan. Une possibilité pour
remédier a ce probleme consiste a projeter I'espace des données dans un espace
des représentations de plus grande dimension par I'intermédiaire d’une transfor-
mation qui permet de rendre les images des exemples de I’ensemble d’apprentis-
sage linéairement séparables. Parmi les hyperplans de 1’espace des représentations
qui permettent de séparer les images des exemples de ’ensemble d’apprentissage,
la machine a exemples supports correspond a I’hyperplan séparateur de stabilité
maximale [122, 123, 65, 48] présenté au chapitre 2.

Dans la suite, nous allons considérer une famille de transformation définie de la
fagon suivante :

Cette fonction ® transforme un point de I'espace des données en un point de 1’es-
pace des représentations de dimension (1 4 k)N. Les variables \; correspondent &
£ - Bypouri=1,--- kK < N ou les vecteurs B; forment un ensemble de vecteurs
orthonormés (B; - B; = §;;). La fonction ¢ est une fonction & valeurs réelles.

Le choix des vecteurs B; est arbitraire. Ils peuvent, par exemple, correspondre
aux k premieres coordonnées de ’espace des données: B; = e; ot e; = (1,0, - ,0),
es = (0,1,0,---,0), etc. Dans la limite thermodynamique, N — 400 et P — o0
avec la taille réduite a = P/N de I'ensemble d’apprentissage constante, tout choix
aléatoire de k vecteurs normés vérifie les conditions d’orthogonalité avec une pro-
babilité un. Ils constituent un choix possible de vecteurs B,;.

Le choix de la fonction ¢ est lui aussi arbitraire. Nous nous limiterons cependant
a des fonctions impaires. Avec cette restriction, les corrélations entre les différents
vecteurs ¢;€ avec ¢g = 1 et ¢; = ¢(\;) pour 7 > 1 sont nulles. Deux fonctions seront
particulierement étudiées: ¢(A) = A et ¢(\) = sign(N).

Pour k£ = 0, 'espace des représentations coincide avec ’espace des données. Les
hyperplans séparateurs sont des hyperplans de ’espace des données et la machine
& exemples supports correspond au Perceptron de Stabilité Maximale [65, 48]. A
Popposé, le cas k = N avec le choix particulier ¢(\) = A correspond a rechercher des
surfaces séparatrices quadratiques dans ’espace des données. Plus généralement, la
non linéarité de la transformation ® permet la recherche d’hyperplans séparateurs
dans ’espace des représentations qui correspondent a des surfaces séparatrices non
linéaires dans l’espace des données. Cependant, il faut bien souligner que la trans-
formation (1.3) introduit des redondances dans les représentations. Par exemple, si
#(A) = X et B; = e, il est évident que les nouvelles représentations A& et A\;€ ne
sont pas toutes indépendantes. En effet, les produits §;{; apparaissent dans les deux
représentations. Dans les résultats présentés dans ce chapitre, nous avons négligé
ces corrélations. Elles sont négligeables dans la limite thermodynamique pourvu que
k < N. Notre approche est donc analogue a celle utilisée pour 1’étude du modele
de Hopfield dilué [29], valable pour k ~ In N.
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Un hyperplan de I'espace des représentations est déterminé par le vecteur W =
{wo,w1, -+ ,wi} perpendiculaire & cet hyperplan, ou les vecteurs w;, de dimen-
sion N, correspondent aux différentes représentations. Nous nous limiterons a des
hyperplans passant par Iorigine. La classe d'un exemple & est donnée par:

o(€) = sign (B(€) - W). (1.4)

La classe de cet exemple étant indépendante de la norme du vecteur W, nous
considérerons uniquement les vecteurs W normés & (1 + k)N. Par contre, aucune
restriction supplémentaire ne sera imposée sur la norme des vecteurs w;.

Un exemple de I’ensemble d’apprentissage est bien classé si o(&") = 7#. Cette
condition peut aussi s’écrire:

(¢") - W

N

La variable v* est appelée stabilité. La valeur absolue |y#| correspond & la distance
de 'image ®(£*) de l'exemple &£" & I'hyperplan séparateur (hyperplan perpendicu-
laire & W et passant par 'origine).

Les vecteurs W qui vérifient la condition (1.5) pour tous les exemples de 1’en-
semble d’apprentissage séparent linéairement les images ®(£") des exemples &
possédant une sortie 7# = 41 de ceux possédant une sortie 7# = —1. Parmi tous
les vecteurs W satisfaisant ces conditions, nous allons privilégier celui de stabi-
lité maximale. L’hyperplan correspondant est la machine a exemples supports. La
marge ou stabilité d’un vecteur W est définie par:

Al = T (1.5)

k(W) = inf ~#. (1.6)
m
Le vecteur W* de stabilité maximale est donnée par la relation suivante :
Fmax = K(W™) = max K(W). (1.7)

L’un des principaux intéréts de ce vecteur particulier est qu’il peut étre défini avec
une partie seulement des exemples de ’ensemble d’apprentissage. Ces exemples
sont appelés exemples supports (ES) et ce sont les exemples dont la stabilité v* est
égale & Kpyax- Le vecteur W* s’écrit comme une combinaison linéaire des exemples
supports:

W= " a'rho(gr) (1.8)

pnekES

avec a* des parametres positifs. L’apprentissage consiste a déterminer ces para-
metres a* et les exemples qui sont supports [122, 123, 43, 44].

1.2 Calcul des propriétés d’apprentissage

Nous allons nous intéresser aux propriétés d’apprentissage de ces machines a
exemples supports en fonction de la transformation ® considérée, et pour divers
professeurs différents. Nous allons considérer en particulier 'apprentissage de deux
taches tres différentes.

La premiere est ’apprentissage d’une tache linéairement séparable dans ’espace
des données. Ce probleme est celui que 'on a résolu de maniere optimale dans le
deuxieéme chapitre de la premieére partie de la these. Cette fois-ci, le but de I’étude
est de comprendre comment se détériorent les propriétés de généralisation lorsqu’on
utilise une machine de moins en moins adaptée a la tache.
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La seconde tache considérée correspond a un probléeme ot les classes des exemples
sont des variables aléatoires. Dans ce cas, nous ne nous intéresserons plus a l'erreur
de généralisation, qui n’a pas de sens pour cette tache, mais a la capacité d’apprendre
correctement les exemples de 'ensemble d’apprentissage. On s’attend a ce que cette
capacité augmente avec la complexité de la machine a exemples supports.

1.2.1 Meéthode des répliques

Les propriétés d’apprentissage des machines a exemples supports peuvent étre
déterminées par la méthode des répliques dans la limite thermodynamique. Cette
limite correspond & N — +oo et P — 400 avec la taille réduite o = P/N de
I’ensemble d’apprentissage fixée. Dans cette limite, les propriétés d’apprentissage
deviennent indépendantes de I’ensemble d’apprentissage £, considéré.

La fonction de cott appropriée a ’étude de I'hyperplan de stabilité maximale
est la suivante [65, 48] :

P
E(W,Ly k) = Z@(f{—'y“) (1.9)
p=1

ot © est la fonction de Heaviside. Cette fonction de cotit (1.9) compte le nombre
d’exemples de ’ensemble d’apprentissage qui possedent une stabilité v* plus faible
que k. La plus grande valeur de x pour laquelle la fonction de cout est nulle corres-
pond a la stabilité maximale k.. Le vecteur W* correspondant est donné par:

E(W* L fmax) = 0. (1.10)

Cette relation caractérise de maniere unique le vecteur W*. Par définition de Kmyax,
pour K > Kmax, il n'existe pas de vecteur W satisfaisant cette condition. Pour
K < Kmax, 1l existe une infinité de solutions possibles, en fait, un volume non vide
de I'espace des directions W, qui sera appelé par la suite volume des solutions. Pour
K = Kmax, C€ volume se réduit a un point correspondant a W*.

De méme que pour la premiere partie de la these, la fonction de cout est
considérée comme une énergie et on introduit une température fictive T = 1/0.
La fonction de partition correspondante s’écrit alors:

Z(Lo ) = /dP(W) exp (—BE(W Lo k). (1.11)

La densité de probabilité des vecteurs W est considérée uniforme sur la surface de
la sphere de rayon /(1 + k)N :

AP(W) = 6(W - W — (1 + k)N) dW. (1.12)

L’énergie libre correspondant & la fonction de partition (1.11) est supposée auto-
moyennante dans la limite thermodynamique. Sa valeur pour un ensemble d’appren-
tissage particulier L, est alors égale a la moyenne sur tous les ensembles d’appren-
tissage de méme taille réduite a avec une probabilité un. Puisque I'on recherche les
propriétés du vecteur W* pour lequel la fonction de cofit est minimale (valeur de
la fonction de cott nulle), on considere la limite de température nulle de 1’énergie
libre.

Dans la limite thermodynamique et la limite de température nulle, I’énergie libre
s’écrit :

1 —
P—+oco

a=P/N
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La barre au dessus du logarithme de la fonction de partition symbolise la moyenne
sur tous les ensembles d’apprentissage de taille réduite o, comme il a été discuté
dans la premiere partie de cette these.

Dans la limite de température nulle, la fonction de partition n’est rien d’autre
que la fraction de volume occupé par les vecteurs W de fonction de cott nulle. En
conséquence, si énergie libre f(k,a,k) est nulle, alors il existe un vecteur W pour
lequel E(W,L,,x) = 0. Par contre, si f(k,a,k) > 0, aucun vecteur W ne satisfait
cette condition. Kmax(,k) est la plus grande valeur de x pour laquelle f(x,a,k) = 0.

Le calcul de I'énergie libre f s’effectue grace a la méthode des répliques, en
introduisant la relation suivante:

_ 1 _
InZ = lim —1In Z". (1.14)

n—0n

Je ne vais pas détailler le calcul de 1’énergie libre, celui-ci est assez similaire a celui
présenté au premier chapitre de la premiere partie. Par contre, je vais présenter les
parametres d’ordre introduits, ainsi que Iénergie libre f(k,x,k) obtenue dans les
deux cas: celui de 'apprentissage d’une tache linéairement séparable par une ma-
chine a exemples supports, et celui de 'apprentissage d’un ensemble d’exemples dont
les classes sont aléatoires. Je présenterai d’abord les deux calculs, que je discuterai
par la suite.

1.2.2 Tache linéairement séparable

Nous allons supposer que la tache est linéairement séparable dans ’espace des
données. Le professeur est alors un hyperplan séparateur, défini par le vecteur nor-
mal B. La classe d'un exemple £ est donnée par:

7(€) =sign (B - €). (1.15)
Pour cette tache, quelque soit la transformation ® (1.3) et quelque soit la taille
réduite a de I’ensemble d’apprentissage, il existe des vecteurs W pour lesquels
E(W.,L,,0) = 0. Le vecteur proportionnel a (B,0,---,0) en est un exemple. La
stabilité maximale Kpax(c,k) est donc strictement positive pour toutes les valeurs
de a.

Le parametre kpax n’est pas la seule quantité intéressante pour caractériser
les propriétés de 'apprentissage, il est aussi possible de déterminer 'erreur de
généralisation e4(a,k) et la distribution p(vy;a,k) des stabilités des exemples de
I’ensemble d’apprentissage. Une fois encore, je précise que I'on appelle distribution
ce qu’il faudrait nommer rigoureusement densité de probabilité.

L’erreur de généralisation est la probabilité que la solution W* classifie incor-
rectement, c’est-a-dire, différemment du professeur B, un exemple ne faisant pas
partie de ’ensemble d’apprentissage. Cette erreur de généralisation se calcule de la
maniere suivante :

cyfak) = [ ©(-a(@)r(©) Ple)de. (110

La machine a exemples supports est de moins en moins adaptée a la tache a ap-
prendre lorsque k& augmente, on s’attend donc a ce que l'erreur de généralisation
soit une fonction croissante de k.

La distribution des stabilités n’est autre que la densité de probabilité de la
variable v* (1.5) calculée pour le vecteur W* et les exemples de I’ensemble d’ap-
prentissage. Cette distribution va aussi permettre de calculer le nombre d’exemples
supports Pgs.

Nous allons maintenant introduire les différents parametres d’ordre qui appa-
raissent lors du calcul de ’énergie libre par la méthode des répliques:
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Wo.q B
R, = —2% —_ (1.17)
‘ [wo.al[l[B]
W- . W

Vi = # (1.18)
¢ =  lim 5M a<b (1.19)

i,ab B—40c0 2N ' '
aveci=1,--- ket W, et W, les vecteurs correspondant aux répliques a et b respec-

tivement. Les produits scalaires w; , - W, /N pour ¢ # j sont supposés négligeables
ainsi que B - w; /N pour ¢ > 1. Ces hypotheses sont réalistes lorsque k < N, car
les corrélations entre ¢(\;)€ et ¢(A;)€ pour ¢ # j sont nulles dans la limite ther-
modynamique. On remarquera I'importance du choix d’une fonction ¢(\) impaire
pour ce résultat.

Par la suite, on utilise 'hypothese de symétrie des répliques:

R, = R, (1.20)
Uiﬂ = U, (121)
Ciab = G- (1.22)

Le parametre R est I’analogue de celui introduit dans la premieére partie. Il reflete
la qualité de I’apprentissage car la direction B est celle du professeur. Le parametre
¢; est une généralisation du parametre ¢ de la premiere partie. En effet, dans le cas
présent, la solution W* comporte 1 + k vecteurs de dimension N, {wq,- -+ ,Wg}.
Chaque parametre ¢; reflete I'importance des fluctuations de 'un de ces vecteurs
dans la limite de température nulle. Dans le cas ou la fonction de cotit a un conti-
nuum de minima dégénérés (plus précisément lorsque la fonction de coiit est mi-
nimale & l'intérieur d’un volume fini), les fluctuations décroissent trés lentement
avec la température et les parametres ¢; sont infinis. C’est le cas notamment pour
K < Kmax, Ol il existe un volume fini de solutions W avec une fonction de cofit
nulle. Kyax peut alors étre vue comme la plus grande stabilité x pour laquelle ¢; est
infini. Les parametres v; ne possedent pas d’analogues dans les problemes traités
dans la premiere partie. La signification de ces parametres est toutefois assez natu-
relle. Seule la norme du vecteur W* est fixée, la norme des différents vecteurs w;
n’est pas contrainte. Le parametre v; correspond a la norme de w;. Lorsque la taille
réduite de I’ensemble d’apprentissage diverge, on s’attend a ce que la direction W*
correspondant a la solution de stabilité maximale soit proportionnelle au professeur,
c’est-a-dire, W* ~ (B,0, - - - ,0). Pour cette direction vg = 1+k et v; = 0 pour i > 1.

Nous allons utiliser une symétrie du probleme pour réduire encore le nombre
de parameétres d’ordre. Les performances de ’apprentissage sont indépendantes du
choix des vecteurs B; et notamment de leur étiquetage. En effet, ces performances
sont invariantes par rapport a la permutation des vecteurs B;. En supposant la
méme symétrie pour les parametres ¢; et v; alors ¢; = ¢ et v; = vy pour ¢ > 1. Il
ne reste plus alors que 4 parametres indépendants: R, ¢y = co/(1 + k), &1 = ¢1/co
et U1 = v1/vp. Le parametre vy est déterminé par la condition de normalisation du
vecteur W*:

Ww*. W

N =14+k= Vo + kﬁlvo. (123)

L’énergie libre f(k,a,k) s’exprime alors simplement comme l'extremum sur ces
4 parametres d’ordre d’une fonction g(k,o,k; R,¢o,¢1,01), avec:
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IS a(l—R?) + kv
g(k,ak; R,Co,C1,01) = — 12%051(11%1)1 (1.24)

I o [ () e

o] fon [ (<) oy
i=1 l > Ve .

Dy et H(x) sont définies par les équations (2.17) et (2.16) de la premiere partie de
la these:

Dy = exp (_y2) %7 (1.25)
H(z) = +C>oDy. (1.26)

xT

a,b et e s’expriment de la fagon suivante:

B 1+ kvy
a = ,/6+R2, (1.27)
k 1/2
b = a[’cvo <1+az¢§>] , (1.28)
=1

k
e = 1-R*+0 ) ¢7, (1.29)

=1

avec ¢o = 1 et ¢; = ¢(\;) pour i > 0.

Une fois 1’énergie libre f (1.13) calculée pour une valeur quelconque de k, la
stabilité maximale Kp.x est déterminée comme étant la plus grande valeur de
pour laquelle f s’annule comme nous l'avons discuté précédemment. Cela correspond
aussi a la plus grande valeur de k pour laquelle ¢y = +o0 puisque f = 0si ¢p = +00.

L’erreur de généralisation s’exprime simplement par la formule suivante :

k
gq(ak) = %H/D)‘i arccos (\/:71?2) . (1.30)
i=1

Lorsque k = 0, on retrouve bien lexpression ¢, = (1/7)arccos(R) du chapitre
2 de la premiere partie. La distribution des stabilités des exemples de I’ensemble
d’apprentissage s’écrit :

p(v; k) = p1(v; a,k) (Y — Kmax) + po(a,k) 37 — Kmax) (1.31)

psan =TT [onyf 2 (-B)en(-2)

et po(a,k) est telle que p soit normée a un. On peut noter aussi que py n’est rien
d’autre que la fraction d’exemples qui sont supports, c’est-a-dire, Pgs = Ppyg.

avec:
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1.2.3 Tache aléatoire

Nous allons maintenant considérer que la classe de chaque exemple est choisie
de maniére aléatoire avec une probabilité 1/2 pour la classe +1 et une probabilité
1/2 pour la classe —1. L’étude de ce probléme permet d’évaluer la capacité de la
machine.

L’énergie libre calculée par la méthode des répliques pour cette tache aléatoire se
déduit aisément de celle du probleme précédent. Dans le cas présent, il n’existe pas
de direction privilégiée B. Cette absence est prise en compte en imposant R = 0.
L’énergie libre devient alors I'extremum de la fonction :

~ o~ ~ ¢1 + kv a=b
g(k,ak;Co,c1,01) = 260011(1—%}%1 +a H/D/\/ Dy

a T e (k —y/a)?
— D\; Dy ———. 1.
* 2¢o }:[1/ A \/nafb Y e (1.33)

a,b et e s’expriment de la fagon suivante:

1+ ko
0 = iy (1.34)
e
& 1/2
b = ald <1+Elz¢§>] : (1.35)
=1
k
e = 1+01) ¢ (1.36)
=1

Pour la tache aléatoire considérée, I’erreur de généralisation n’a pas de significa-
tion pertinente, la classe de chaque exemple étant choisie aléatoirement. Cette erreur
est 1/2 quelque soit la taille réduite a et quelque soit la complexité, représentée par
k, de la machine a exemples supports. La distribution des stabilités des exemples
de I'ensemble d’apprentissage est donnée aussi par 'équation (1.31) avec:

Ly ank) = ljl/mi \/%exp (-i) . (1.37)

Une fois encore, pg représente la fraction d’exemples qui sont supports et Pgs = Ppy.

1.3 Discussion des propriétés d’apprentissage

Apres avoir présenté le calcul des propriétés d’apprentissage d’une machine a
exemples supports pour deux taches différentes, je vais maintenant discuter des
résultats obtenus en fonction de la taille réduite o de ’ensemble d’apprentissage et
de la transformation & utilisée. Cette transformation est principalement caractérisée
par la nombre k£ de représentations introduites, et qui détermine la complexité de
la machine, et la fonction ¢(\). Nous essaierons de tirer de ces résultats quelques
conclusions générales sur les machines a exemples supports.

1.3.1 Tache linéairement séparable

Considérons tout d’abord la fonction ¢(A\) = sign(A). Dans ce cas, Pextremum
de la fonction g (1.24) correspond & ¢; = 1 et ; = 1 — R%. Aprés introduction de
ces valeurs dans la fonction g, il est possible de remarquer I'identité suivante :
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F1G. 1.1~ Erreur de généralisation d’une machine & exemples supports avec ¢p(\) =
sign(A) en fonction de « pour plusieurs valeurs de k (k = 0,1,2,5 et 10). Pour k =0,
la machine a exemples supports correspond a un perceptron de stabilité maximale.

(67

g(ﬁ7aak; R7EO) =g (K’M{

0; E,Eo> (1.38)
ol la partie droite de I’équation correspond au cas linéaire k = 0, qui n’est autre
que le perceptron de stabilité maximale, avec le parametre :

~ R

R — (1.39)

1+ k(1 - R?
a la place de R. Alors, toutes les propriétés peuvent étre déduites de celles du
perceptron de stabilité maximale [48].
La conséquence pour l'erreur de généralisation est la suivante:

@
eglaLk) =¢4 <1+k70) . (1.40)
Lorsque la tache a apprendre est linéairement séparable dans 1’espace des données,
Perreur de généralisation d’une machine a exemple support dans un espace des
représentations augmenté de k£ nouvelles représentations est donc la méme que celle
du perceptron de stabilité maximale avec un ensemble d’apprentissage de taille
réduite 1 + k fois plus faible. La figure 1.1 représente l'erreur de généralisation en
fonction de a pour plusieurs valeurs différentes de k (k = 0,1,2,5 et 10).

L’effet entropique di & 'introduction de nouvelles représentations entraine donc
une augmentation significative de I'erreur de généralisation. La conclusion que I'on
peut tirer de ce résultat est qu'une machine trop complexe ne peut pas apprendre
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correctement une tache linéairement séparable (tout au moins dans la limite ther-
modynamique lorsque « est fini). Ce résultat doit étre nuancé car dans le cadre
de nos calculs, £ < N. Pour remédier a ce probleme, on doit introduire dans la
fonction de coiit, une pénalité qui favorise les solutions moins complexes. Une ap-
proche proposée récemment équivaut a attribuer aux diverses représentations w;
pour ¢ > 0 des colits qui augmentent avec leurs normes [31, 132].

Il est intéressant de remarquer que lorsque o — 400 alors R — 1 et v7 — 0 ce
qui montre bien que malgré ’extension de I’espace des données a un espace de plus
grande dimension, la tache linéairement séparable est apprise parfaitement dans la
limite &« — 4o00. Par contre, on peut aussi remarquer que les fluctuations des nou-
velles représentations sont identiques a celles de la représentation 0 correspondant
a l'espace des données puisque ¢; = 1. Ce sont ces fluctuations importantes qui sont
responsables du fait que U'erreur de généralisation est croissante avec k. En limitant
les fluctuations des nouvelles représentations, en imposant par exemple un rapport
constant et fixé & 'avance entre la norme ||wg|| de la partie linéaire et celles ||w;||
(i > 0) des k nouvelles représentations, il est possible de limiter cet effet néfaste sur
Perreur de généralisation [31, 132].

Le comportement de Ierreur de généralisation dans le cas ou les représentations
internes dans (1.3) sont définies avec la fonction ¢(A) = A est identique au cas
précédent dans la limite des grands ensembles d’apprentissage (« > 1+ k), c’est-a-
dire,

1+k

gglask) ~C o

(1.41)
Il est intéressant de noter que cette limite (« < 1 + k) garde un sens malgré la
condition £ < N car nous regardons les propriétés d’apprentissage dans la limite
thermodynamique (N — +400). La constante C' est 0.5005 pour la fonction ¢(\) =
sign()) [48] et en differe légerement pour la fonction ¢(A) = A. On peut supposer
que pour toutes les fonctions impaires ¢, le comportement sera analogue.

Il est intéressant de noter que pour les faibles tailles de ’ensemble d’appren-
tissage (o < 1+ k), il est possible de montrer que la fonction ¢(\) = sign(\) est
la fonction qui possede la plus faible erreur de généralisation pour une valeur de k
donnée.

L’étude de la distribution des stabilités des exemples de ’ensemble d’appren-
tissage permet d’analyser le comportement de la stabilité maximale k.5 ainsi que
celui de la fraction d’exemples supports pg. Cette derniere quantité est essentielle
dans la théorie proposée par Vapnik [122, 123] pour démontrer 'intérét de ces ma-
chines. En effet, celui-ci a montré que la fraction d’exemples supports était une
borne supérieure de ’erreur de généralisation :

Pes
D
L’intérét des machines a exemples supports est principalement du a deux obser-
vations qui semblent se retrouver dans bon nombre d’applications réalistes. Prem-
ierement, le nombre d’exemples supports est faible par rapport au nombre total
d’exemples dans I’ensemble d’apprentissage. Deuxiemement, ce nombre d’exemples
supports semble varier faiblement avec la complexité de la machine a exemples sup-
ports utilisée, c’est-a-dire, la dimension de ’espace des représentations. La conclu-
sion de ces deux observations est que lerreur de généralisation obtenue dans ces
applications réalistes est faible. Malheureusement, aucune approche théorique n’a
pu a ce jour expliquer les raisons du faible nombre d’exemples supports.
Considérons d’abord la transformation (1.3) définie par ¢(\) = sign(\) pour
laquelle on peut exprimer la stabilité maximale & k£ donné en fonction de sa valeur
& k = 0, correspondant & la stabilité maximale du perceptron simple [48] :

gg(ark) < poak) = (1.42)
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FiG. 1.2 —  Stabilité mazimale d’une machine & exemples supports avec ¢p(N\) =
sign(A) en fonction de « pour plusieurs valeurs de k (k = 0,1,2,5 et 10). Pour k =0,
la machine a exemples supports correspond a un perceptron de stabilité maximale.

@

Hmax(aak) = Rmax (1 T k/”0> . (143)
La figure 1.2 représente la stabilité maximale en fonction de o pour plusieurs valeurs
de k (k =0,1,2,5 et 10). Deux comportements limites différents sont intéressants a
considérer. Le premier correspond a a < 1+ k,

11k
PR E (1.44)
a

po(ak) ~ 1—,/Mexp(—1;k>. (1.45)

Dans ce cas, la borne (1.42), donnée par Vapnik, n’est pas pertinente puisque
la fraction d’exemples supports borne 'erreur de généralisation par une quantité
supérieure a 1/2. Cela se comprend aisément : si la fraction d’exemples supports est
trées proche de I'unité, presque tous les exemples sont utilisés pour déterminer la
séparation. Cela signifie que 'apprentissage est plus proche d’un apprentissage par
ceeur des exemples que d’un réel apprentissage de la regle donnée par le professeur.
Le deuxieme comportement, plus intéressant, correspond a o > 1 + k,

1
K ~ 0226127~ (1.46)
(0%

14k
polak) ~ 0.952%. (1.47)
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Dans ce cas, la borne (1.42), donnée par la fraction d’exemples supports, est per-
tinente car proche de lerreur de généralisation e, ~ 0.5005(1 + k)/cv. Le compor-
tement inversement proportionnel & /(1 + k) est correctement prédit. Cependant,
le coefficient de proportionnalité donné par la borne de Vapnik est pres de deux
fois plus important que le coefficient de 'erreur de généralisation. Il est toutefois
important de noter que le nombre d’exemples supports n’est pas faible pour autant.
En effet, Pes = Ppo ~ 0.952(1 + k)N, c’est-a-dire, que le nombre de supports
est tres proche de la dimension de I’espace des représentations. Ce résultat est tres
différent de celui obtenu dans diverses applications [16, 50, 74, 122, 123] ol le nombre
d’exemples supports semble saturer et non croitre proportionnellement a la taille
de ’espace des représentations.

Pour la fonction ¢(A) = A étudiée, les deux comportements & o > 1+ k et
a < 1+ k considérés, sont similaire & ceux obtenus pour ¢(\) = sign(A). On peut
donc s’attendre a ce que les machines a exemples supports dont les représentations
sont définies par des fonctions ¢(A) impaires présentent ces mémes comportements
lors de I'apprentissage de taches linéairement séparables.

1.3.2 TAache aléatoire

Considérons maintenant le cas ou les classes des points de ’espace des données
sont attribués aléatoirement. L’étude de ce probleme permet de déterminer la frac-
tion maximale d’exemples a. que la machine peut apprendre sans erreurs. Cette
quantité a,. correspond a la taille réduite o pour laquelle Kpax (k) s’annule. Cette
valeur sera appelée capacité a.(k) de la machine & exemples supports. L’erreur de
généralisation n’est pas une quantité pertinente car elle reste constante et égale a
1/2 pour toutes les valeurs de la taille réduite « et quelque soit la transformation
® (1.3), c'est-a-dire, quelques soient k et la fonction ¢(A).

L’extremum de la fonction g(x,a,k; ¢o,¢1,01) (1.33) pour Kmax = 0 correspond
aux valeurs ¢g = +o00 et ¢; = U1 quelque soit la fonction ¢(A) considérée. Il est a
noter toutefois que v n’est pas nécessairement égal a 1. La conclusion surprenante
est que:

(k) =2 (1 + k), (1.48)

indépendante de la fonction ¢(XA). Il est important de souligner que nous nous
sommes limités aux fonctions ¢(A) impaires. Ceci entraine notamment que, si les
exemples sont en position générale dans I’espace des données, ce qui est vrai pour la
distribution (1.1) des exemples considérée, alors les images des exemples sont aussi
en position générale dans l’espace des représentations. Pour des exemples en posi-
tion générale, Cover [28] a démontré par des méthodes géométriques que la capacité
d’un perceptron simple (k = 0) est a.(0) = 2 et celle d’'une machine quadratique
(k=N et ¢(\) = ) est a. = N+1. Le préfacteur 2 qui apparait dans notre résultat
si 'on remplace k par N provient du fait que nous avons négligé les corrélations
entre les nouvelles représentations. Si k = N et ¢(A) = A, tous les termes &;&; pour
i # j apparaissent deux fois dans (1.3). Puisque les autres termes sont décorrélés,
il est facile de trouver la correction & notre résultat. En effet, parmi les N(1 + k)
composantes, nous en avons compté k(k — 1)/2 deux fois. Si on les soustrait, on
trouve les corrections en 1/N & la valeur que nous avons calculée. On obtient:

k(k —1)

dEN)=2|(14+k)— ————=|, 1.49
ek N) = 2| (14 k) = (1.49)
qui a le comportement prédit par Cover pour k = N [28, 85]. Le calcul de la capacité

de la machine a exemples supports pour la famille de transformations considérées
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permet de trouver par la méthode des répliques des résultats en accord avec les
approches géométriques.

Il est intéressant de comparer la capacité des machines & exemples supports
que nous avons considérées a celles des perceptrons avec une couche cachée. Pour
faire la classification, ces derniers introduisent k perceptrons simples, ou encore, k
hyperplans séparateurs, dont les classes constituent une représentation interne de k
variables binaires pour chaque point de ’espace des données. Parmi les perceptrons
avec une couche cachée, deux machines particulieres ont été tres étudiées : la machine
de parité et les comités. La classe d'un point de ’espace des données est le produit
des k variables binaires de la représentation interne pour les machines de parité et
la majorité des k variables binaires pour les comités. Dans ce dernier cas, la valeur
de k doit étre impaire pour qu’il existe toujours une majorité entre la classe +1 et
la classe —1. Ces deux types de machines possedent le méme nombre de degrés de
liberté kN. Dans la limite 1 < k < N, il est donc comparable a celui des machines
a exemples supports qui est (1 + k)N, ou plus précisément (1 + k)N — k(k — 1)/2.
Il est alors pertinent de comparer leurs capacités respectives. Dans les deux cas,
les perceptrons avec une couche cachée possedent une plus grande capacité que les
machines a exemples supports. En effet, la capacité de la machine de parité est
ac(k) ~ klnk et celle des comités est a.(k) ~ kvInk [86, 87, 68, 130, 131, 34, 118].

Nous allons présenter dans le prochain chapitre un algorithme particulier per-
mettant d’obtenir une machine de parité. Cet algorithme incrémental permet d’aug-
menter progressivement le nombre de perceptrons simples de la couche cachée jus-
qu’a ce que 'erreur d’apprentissage s’annule. Nous étudierons le comportement de
la capacité de la machine de parité apprenant avec cet algorithme particulier.

Je vais considérer maintenant les comportements de la stabilité kp.. et de la
fraction d’exemples supports pg lorsque la taille réduite o de ’ensemble d’appren-
tissage est inférieure & la capacité a.(k).

Tout d’abord, pour la fonction ¢(A) = sign(A), les parametres d’ordre qui extre-
misent g (1.33) sont v; = ¢; = 1. 1l en résulte:

9(k,a,k;¢,1,1) = (1 4+ k)g (/-f,ljé_k,o;go,l,l) . (1.50)

De cette expression, on déduit que la stabilité maximale a k donné s’exprime en
fonction de celle du perceptron simple (k = 0) :

K’max(aak> = Kmax (&{;O> . (151)

La figure 1.3 représente la stabilité maximale en fonction de o pour plusieurs valeurs

de k (k =0,1,2,5 et 10). Dans ce cas, le comportement de fmax €t po pour @ < 1+k
est [48]:

T+ k
Kmae(@k) ~ 4 2 (1.52)
6]

polak) ~ 1—‘/%(10[_’_k)exp<—1_;k>, (1.53)

le méme que pour une tache linéairement séparable. Le comportement pour a proche
de la capacité a (k) =2 (1 + k) est [48]:

nmax(oﬁk) ~ \/?Oéca aa (154)

1 a.—«
po(ak)  ~ §+ 4o
c

(1.55)
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FiG. 1.3 — Stabilité mazimale d’une machine & exemples supports avec ¢p(N\) =
sign(A) en fonction de « pour plusieurs valeurs de k (k = 0,1,2,5 et 10). Pour k =0,
la machine a exemples supports correspond a un perceptron de stabilité maximale.

La stabilité maximale s’annule linéairement & I'approche de la capacité a.(k). La
fraction d’exemples supports décroit pour atteindre 1/2 a la capacité. Ceci est
cohérent avec le fait que cette fraction est une borne supérieure de lerreur de
généralisation et que cette erreur est 1/2 pour une tache aléatoire. Lorsque la taille
réduite de 'ensemble d’apprentissage est égale a la capacité, le nombre d’exemples
apprenables est deux fois plus grand que la dimension de I’espace des représentations
mais seulement la moitié sont supports. En effet, le nombre d’exemples supports
Pgs = poP correspond a la dimension de ’espace des représentations. Le nombre
d’exemples supports est alors maximal car il n’est pas possible de trouver un hy-
perplan contenant plus de points en position générale que la dimension de I’espace
correspondant.

1.3.3 Remarques générales

Nous venons d’étudier deux taches d’apprentissage diamétralement opposées
dans le sens ou 'une d’entre elles correspond a une tache aisée, puisque linéairement
séparable, tandis que ’autre correspond a une tache inapprenable, puisque aléatoire.
Pour la tache linéairement séparable, la machine a exemples supports est de moins
en moins adaptée lorsque la dimension de ’espace des représentations augmente.
Les performances de I’apprentissage refletent ce phénomene puisque 'erreur de géné-
ralisation, a « fixé, croit lorsque k augmente. Pour la tache aléatoire, au contraire, la
machine a exemples supports permet I’apprentissage par coeur d’un nombre de plus
en plus important d’exemples lorsque k& augmente. Au-dela de ces deux remarques
évidentes, il est possible de déduire de cette étude quelques conclusions générales
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sur les machines a exemples supports indépendantes de la tache considérée.

La premiere des conclusions est que la stabilité maximale k., est une fonction
croissante de la dimension de 'espace des représentations. Cette croissance permet
une plus grande robustesse vis-a-vis du bruit dans les données aprés ’apprentissage.
Je discuterai plus en détail cette notion de robustesse dans la prochaine section.

La deuxieme conclusion, beaucoup moins évidente et qui va a l’encontre du
résultat attendu, est le fait que le nombre d’exemples supports est une fonction
croissante de la dimension de I'espace des représentations. Or, dans les applications
réalistes rapportées [16, 50, 74, 122, 123], le nombre d’exemples supports est une
fonction presque constante de ’espace des représentations. Il faut toutefois noter
que dans ces applications réalistes, il est laissé la possibilité a quelques exemples
d’étre mal classés. La solution obtenue apres apprentissage ne correspond alors pas
a la solution de stabilité maximale. Cette modification est peut-étre responsable de
la limitation observée du nombre d’exemples supports. Une étude plus proche des
applications réalistes semble nécessaire.

Il est intéressant aussi de noter le comportement de la stabilité maximale et du
nombre d’exemples supports pour les faibles valeurs de la taille réduite o de ’en-
semble d’apprentissage. Il n’existe aucune différence de comportement au premier
ordre en « entre la tache aléatoire et la tache linéairement séparable. La théorie de
Vapnik, qui est principalement basée sur le nombre d’exemples supports, ne permet
pas de mettre en évidence que l'erreur de généralisation décroit, dans le cas de la
tache linéairement séparable, des o = 0. Ceci est di au fait que la théorie de Vapnik
considere le cas le pire alors que I'approche thermodynamique étudie le cas typique.

Dans la limite des grandes tailles réduites de ’ensemble d’apprentissage, il semble
que l'augmentation de la dimension de 'espace des représentations ait un effet
défavorable sur la généralisation. Le nombre de fonctions booléennes accessibles
augmente avec la dimension de I’espace des représentations ce qui est indispensable
pour espérer apprendre des taches non linéairement séparables. Malheureusement,
l’augmentation du nombre de fonctions accessibles fait que la probabilité d’obtenir
I'une d’entre elles diminue. C’est ce phénomeéne qui est responsable de la croissance
de lerreur de généralisation lorsque k augmente, a « fixé, dans le cas de la tache
linéairement séparable. Les approches de Yoon et Oh [132] et de Dietrich, Opper
et Sompolinsky [31] semblent corriger ce probléeme en multipliant par des poids
les représentations introduites. Ces poids sont tels qu’ils permettent de décroitre
I'importance relative des représentations, proportionnellement & leurs dimensions.
Dans le cas de la transformation (1.3) étudiée dans cette these, ceci revient a diviser
par Vk les représentations avec ¢ > 1. Ceci permet de limiter la décroissance de
Perreur de généralisation lors de l'augmentation de la dimension de l'espace des
représentations. Il est intéressant de remarquer que dans les applications réalistes,
il semblerait que ce phénomene n’ait pas été analysé.

1.4 Erreur de reconnaissance

Dans la plupart des applications réalistes, une des hypotheses les plus couram-
ment utilisées, souvent de maniere implicite, est que deux exemples proches dans
I’espace des données appartiennent a la méme classe avec une forte probabilité. Cette
hypothese peut étre vue comme une hypothese de continuité de la classification.

L’hypothese de continuité est une des raisons pour lesquelles la direction de sta-
bilité maximale est choisie parmi toutes les directions de I’espace des représentations
ayant une erreur d’apprentissage nulle. Nous allons essayer de formaliser cette no-
tion en introduisant une erreur de reconnaissance que ’on pourra aussi voir comme
une mesure de la robustesse de la machine a exemples supports par rapport a des
perturbations, qui peuvent étre considérées comme un bruit, des exemples.
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Supposons que la dimension de ’espace des représentations est suffisamment
grande pour qu’il existe une direction de stabilité maximale positive, ou encore, que
Perreur d’apprentissage correspondant a cette direction soit nulle. Nous allons sup-
poser maintenant que I'apprentissage a été effectué et que la direction de stabilité
maximale est déterminée. L’erreur de reconnaissance est alors définie comme 'erreur
commise sur un ensemble de points, désormais appelés ensemble de reconnaissance,
constitué des exemples de ’ensemble d’apprentissage auxquels on a ajouté un bruit
gaussien, mais dont les classes restent celles des exemples de ’ensemble d’appren-
tissage initial.

Les exemples de I'ensemble de reconnaissance sont perturbés de la fagon sui-
vante :

¢~ =gt (1.56)
avec " un vecteur distribué aléatoirement selon la densité de probabilité :

P(n) ! ( " ) (1.57)
nN)=————exp|—=—= |- .
(2rA2)N/? 242

Le parametre A reflete le taux de bruit. Les classes de €* et de ¢* sont supposées
identiques. Cette hypothese n’a un intérét que dans la limite ou la perturbation des
exemples est faible (A < 1) pour que 'hypothese de continuité faite sur la classe
réelle des exemples soit satisfaite avec une forte probabilité. La classe o* donnée
par la machine a exemples supports est quant a elle modifiée par I’ajout de bruit
sur les exemples. Nous appellerons o#(A) cette nouvelle classe qui est définie par:

oM (A) = sign (B(E" +n*) - W*). (1.58)

Ces notations étant introduites, I’erreur de reconnaissance est définie par :

P
Er (A Kmax,k) = % Z O (=" (A)TH). (1.59)

L’erreur de reconnaissance dépend implicitement de la taille réduite o de ’ensemble
d’apprentissage par 'intermédiaire de Kmax (k).

Regardons tout d’abord le cas du perceptron de stabilité maximale (k = 0),
Perreur de reconnaissance est :

K Foeo z
er(Ak,0) = H(—k)H (—) + Dz H <—) . (1.60)
A . A
La stabilité maximale kpax a été notée xk pour simplifier la notation, et cela sera le
cas par la suite.

Imaginons que x = 0, alors dans ce cas, 'erreur de reconnaissance est proche de
1/4 lorsque A < 1. Ce résultat n’est pas surprenant si I’'on considére que lorsque
k = 0, la distribution des stabilités des exemples de ’ensemble d’apprentissage
initial est telle que la moitié d’entre eux ont une stabilité nulle. La perturbation de
ces exemples entraine une perturbation gaussienne de leur stabilité centrée sur la
valeur avant perturbation. Celle-ci étant nulle, la moitié de ces exemples perturbés
vont posséder une stabilité négative équivalente a une erreur de classification. Il
existe donc bien pres d'un quart des exemples perturbés mal classés.

Imaginons maintenant que k est non nul. L’erreur de reconnaissance, dans la
limite des faibles perturbations (A < 1), est proportionnelle a:

2
er(A,K,0) ~ exp <—222> . (1.61)
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L’erreur de reconnaissance est d’autant plus faible que la stabilité est grande ce
qui permet de justifier notamment le choix de la stabilité maximale. Il est aussi
intéressant de noter la croissance tres lente de ’erreur de reconnaissance lorsque
la perturbation est augmentée. La question est de savoir sous quelles conditions
ce résultat reste valable pour les machines a exemples supports, c’est-a-dire, pour
k> 0.

Supposons tout d’abord que 'on a utilisé la fonction ¢(A) = sign(\) et que
k > 0, alors pour A < 1:

er(AR,k) ~ A, (1.62)

Ce résultat est indépendant de la valeur de la stabilité x et surtout l'erreur de
reconnaissance croit plus rapidement avec la perturbation A que dans le cas k = 0.
Cette croissance rapide est due a la discontinuité de la fonction ¢. En effet, cette
discontinuité peut entrainer une importante modification de la stabilité méme pour
une faible perturbation. Ce n’est plus le cas pour une fonction ¢ continue comme
®(A) = X pour laquelle:

K

er(A k) ~ exp (fh(k)g) . (1.63)

La fonction h(k) est une fonction croissante de k. Le comportement (1.60) du per-
ceptron de stabilité maximale n’est pas entierement retrouvé. Toutefois, ’erreur de
reconnaissance croit tres faiblement par rapport a la perturbation et décroit lorsque
la stabilité augmente.

En conclusion, la transformation non linéaire définissant la machine & exemples
supports doit étre continue si I'on veut obtenir une faible erreur de reconnaissance
lors de la perturbation des exemples de ’ensemble d’apprentissage. Cette erreur de
reconnaissance est principalement dépendante de la machine utilisée et de la distri-
bution des stabilités des exemples. Elle ne dépend pas de la fonction a apprendre
puisque on a supposé que les exemples avant et apres perturbation étaient classés
de facon identique par cette fonction.

1.5 Tentative de borne pour ’erreur de généra-
lisation

1.5.1 Présentation de la borne

Je vais maintenant discuter la raison qui nous a amenés a introduire l’erreur
de reconnaissance. L’idée est d’essayer de borner de maniere intéressante ’erreur
de généralisation. Borner de maniere triviale ’erreur de généralisation consiste par
exemple & la borner par 1/2. La tentative que nous allons présenter maintenant
aboutit dans tous les cas étudiés a une borne triviale. Les résultats obtenus per-
mettent toutefois de comprendre quelles sont les raisons qui sont susceptibles d’étre
responsables d’une erreur de généralisation faible.

L’erreur de généralisation est la probabilité de mal classer une donnée ne faisant
pas partie des exemples de ’ensemble d’apprentissage. Séparons les données en deux
sous-ensembles. On place dans le premier qu’on appellera ensemble de prozimité,
les données pour lesquelles il existe un exemple de ’ensemble d’apprentissage a une
distance d inférieure & A. La distance d entre deux exemples & et &' est définie par:

»_ (£-€)?
d? = N (1.64)

Il est possible de borner 'erreur de classification d’une donnée du premier en-
semble a 'aide de I’erreur de reconnaissance. Pour cela, il faut introduire une erreur
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que 'on appellera erreur de proximité e, qui dépend de la fonction & apprendre
mais qui ne dépend pas de la machine utilisée pour 'apprentissage. Cette erreur
est la probabilité que deux points distant de moins de A n’appartiennent pas &
la méme classe. Elle peut étre vue comme ’analogue de I'erreur de reconnaissance
pour la fonction & apprendre. La probabilité de faire une erreur sur une donnée de
I’ensemble de proximité est alors bornée simplement par :

E(A) =, (AkE) (1 —ep(A)) + (1 — er(AKK)) ep(A). (1.65)

La premiere partie de cette somme correspond a des données qui ne sont pas classées
par la machine comme ’exemple de I’ensemble d’apprentissage le plus proche alors
que la fonction a apprendre les classe de maniere identique. La deuxieme partie de
I'expression correspond a ’autre possibilité, inverse de la précédente, de faire une
erreur de classification. Les deux erreurs €, et €, étant des fonctions croissantes de
A de 0 & 1/2, il en est de méme pour €.

La probabilité de faire une erreur sur les données ne faisant pas partie de 'en-
semble de proximité est majorée trivialement par 1/2. En appelant £4(A,«) la proba-
bilité qu’un exemple soit dans ’ensemble de proximité, on obtient la borne suivante
pour l'erreur de généralisation :

£,(0) < £4(A,0) = ea(A0) (A) + %(1 — cu(Aa)). (1.66)

La probabilité €4 dépend a la fois de la distance A mais aussi de la taille réduite
« de 'ensemble d’apprentissage. La probabilité ¢4 est croissante par rapport a A.
La borne g; est donc la somme de deux termes, I'un croissant et I’autre décroissant
en fonction de A. La valeur de cette borne est 1/2 dans les deux limites A — 0
et A — +00 mais on peut s’attendre & I'existence d’une distance A pour laquelle
ep(Ap,a) est minimale. Lorsque le nombre d’exemples augmente, on s’attend a ce
que ’ensemble de proximité contienne de plus en plus d’exemples, c’est-a-dire que
€q soit une fonction croissante de «. Il est alors possible que la borne &;,(Ag,a)
soit une fonction décroissante par rapport a « et ne soit pas une borne triviale de
Perreur de généralisation.

1.5.2 Calcul de la borne pour les taches étudiées

Calculons cette borne pour les deux taches étudiées précédemment et pour une
machine & exemples supports & représentations continues (¢(\) continue). Nous
verrons alors que tout ne se passe pas comme prévu dans la limite thermodynamique.

Pour la tache aléatoire, il est évident que €,(A) = 1/2 pour toute valeur de A
puisque 'hypothese de proximité n’est pas vérifiée dans ce cas. On aboutit logique-
ment & une borne triviale e,(A) = 1/2 pour cette tache, cohérente avec le fait que
gg =1/2.

En ce qui concerne la tache linéairement séparable, on peut s’attendre a une
borne non triviale puisque, cette fois-ci, 'erreur de généralisation n’est plus égale a
1/2 mais décroit lorsque v augmente pour s’annuler lorsque « diverge. L’ensemble
de proximité est non vide et

=2 D H(E)—l L (1.67)
Ep = o X A = - arccos m . .

Cette erreur s’annule lorsque A — 0 et atteint 1/2 lorsque A — +4oc0. Dans la
section précédente, on a montré que pour une machine a exemples supports continue,
Perreur de reconnaissance s’annule pour A — 0. Il ne reste donc plus qu’a déterminer
la probabilité £4(A,«). Malheureusement, cette probabilité n’est pas une fonction
continue de A mais une fonction seuil. En fait, la distribution de distances d entre
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deux exemples, dans la limite thermodynamique, se réduit a §(d— \/ﬁ) On en déduit
que

ca(Aya) = O (A - \@) . (1.68)

Pour que la borne soit non triviale, il faut donc A > Ay = /2 et cela quelque
soit la valeur de a. Pour cette valeur Ag, 'erreur de reconnaissance que 'on a
définie précédemment n’a plus de sens, puisque tous les exemples de ’ensemble
d’apprentissage sont a la méme distance d’une donnée prise au hasard. On retrouve,
comme pour la tache aléatoire, que la borne ainsi déterminée est triviale (g, = 1/2).

1.5.3 QOuvertures possibles

La question qui se pose alors est de savoir si cette approche est totalement
inadaptée a des applications réalistes ou si ce sont les deux taches considérées qui
sont tres éloignées des applications réalistes.

Je vais essayer de donner quelques raisons en faveur de la deuxiéme option
qui permettent de justifier 'intérét de l'erreur de reconnaissance que nous avons
introduite.

La premiere difficulté dans les deux taches considérées réside en la distribution
des exemples. Elle entraine que, dans la limite thermodynamique, la distribution
de distances entre paires d’exemples possede un unique pic d. Par conséquent, ¢4
est une fonction seuil a partir de laquelle on ne peut pas envisager une borne non
triviale a lerreur de généralisation. Toutefois, ce comportement est exclusivement
di a la distribution des exemples considérée. Or, celle-ci est la plus simple que 'on
puisse imaginer, mais elle est tres éloignée de ce que l'on peut trouver dans des
problémes réalistes. En effet, dans le cas de la tache linéairement séparable étudiée,
la probabilité de trouver des exemples est maximale sur la surface discriminante.
Dans les problemes réalistes, on s’attend au contraire a une densité de probabilité
minimale sur cette surface.

Une des possibilités pour résoudre le probleme de la densité de probabilité des
exemples est de considérer non plus une simple gaussienne centrée a 1’origine mais
plusieurs gaussiennes centrées autour de points appelés des prototypes et qui sont
situés non plus sur la surface séparatrice mais au contraire a I'intérieure de 1’espace
correspondant a une classe bien déterminée. Cette hypothese semble beaucoup plus
réaliste, elle ne suffit pourtant pas a résoudre le probleme de la distribution des
distances entre exemples dans la limite thermodynamique.

En présence de [ prototypes (S1,- - ,S;), la densité de probabilité des exemples
s’écrit de la fagon suivante:

1 : —8,)?
P(¢) = [Gro) Ve {;exp <—(5202)) } . (1.69)

ou o est la largeur des gaussiennes des différents prototypes. La largeur de la gaus-
sienne ainsi que le poids de chacun des prototypes sont supposés identiques pour
chacun d’entre eux.

Deux cas différents sont & considérer. Le premier correspond & des prototypes
dont la norme est finie. La distribution en double gaussienne introduite au troisieme
chapitre de la premiere partie peut étre considérée comme une distribution de deux
prototypes symétriques par rapport a l'origine. La distance entre ces prototypes est
nulle dans la limite thermodynamique :

=0. (1.70)
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Dans ce cas, la distribution P(d) des distances entre les exemples reste triviale:

P(d) = 6(d—20). (1.71)

La borne de 'erreur de généralisation est alors triviale pour les mémes raisons que
précédemment.
Dans le second cas, ou la distance entre les prototypes est finie:

. Q.)2
lim 7(& S))

= 1.72
Ny do, (1.72)

la distribution des distances P(d) entre les exemples posséde non plus un pic ¢ mais
deux:

P(d) = %5(d—\/§a)+l_716(d—do—\/§ ) (1.73)

Cette distribution ne permet toutefois pas d’envisager une dépendance de £4(A,a)
vis-a-vis de la taille réduite «. En effet, le nombre d’exemples de ’ensemble d’ap-
prentissage diverge dans la limite thermodynamique, il existe donc toujours au
moins un exemple proche de chaque prototype d’ou:

ca(A0) = O(A —V20). (1.74)

Toutefois, cette fois-ci, il est possible d’obtenir une borne non triviale a I'erreur de
généralisation. En effet, pour A = /20, I'erreur de reconnaissance a un sens si o <
do. Un exemple n’est proche que d’un seul prototype et I’erreur de reconnaissance
est alors simplement la probabilité que la machine & exemples supports ne donne
pas la méme classe a I’exemple et au prototype.

Il semble plus intéressant d’envisager non pas un nombre fini de prototypes
mais un nombre proportionnel a la dimension N de 'espace des données. Cette
hypothese n’est pas incohérente si I’on pense que le nombre d’exemples de ’ensemble
d’apprentissage est lui aussi proportionnel a N. Le nombre de prototypes est alors
infini dans la limite thermodynamique, on pourra le noter Py = «a¢N. Dans ce
cas, on s’attend & ce que la probabilité £4(A,«) qu'une donnée soit dans ’ensemble
de proximité dépende de a et qu’elle soit une fonction croissante de « avec un
changement de comportement plus prononcé autour de ag. Les calculs concernant
cette hypothése n’ont pas été menés a bien jusqu’a présent mais ils constituent une
piste intéressante pour mieux comprendre les bonnes performances de généralisation
des machines a exemples supports dans les applications réalistes.
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Chapitre 2

Machine de parité:
Algorithme incrémental

Le perceptron simple, présenté dans l'introduction et étudié dans le deuxieme
chapitre de la premiere partie, permet de classer uniquement dans le cas de taches
linéairement séparables. En conséquence, sa capacité a apprendre correctement un
ensemble de points, dont les classes sont aléatoires, est limité. Cover [28] a montré
que cette capacité est a. = P./N — 2 dans la limite thermodynamique avec P. le
nombre maximal d’exemples de classe aléatoire qu’il est possible d’apprendre correc-
tement et NV la dimension de ’espace des données. Une possibilité pour augmenter la
capacité est de considérer un réseau de neurones avec une couche cachée constituée
de perceptrons simples. L’intérét de tels réseaux est de créer une représentation in-
terne binaire de chaque point de I’espace des données. Cette représentation interne
est constituée de la classe associée par chacun des perceptron simples. La sortie
finale est une fonction booléenne quelconque. Cette fonction est généralement fixée
et deux choix particuliers ont été étudiés de maniere intensive: le plus simple est
la majorité des classes (le classifieur correspondant est la machine de comité) et
le deuxieéme est la parité (le classifieur correspondant est appelé machine de pa-
rité) [126].

Il est bien connu que toute fonction booléenne spécifiée sur un ensemble d’ap-
prentissage de taille quelconque peut étre réalisée avec un réseau de neurones
possédant un nombre suffisant de perceptrons sur la couche cachée [107, 126]. Le
probleme d’apprentissage reste cependant entier. En effet, il reste a trouver une
procédure permettant de déterminer le nombre de perceptrons simples et leurs poids
réalisant la fonction booléenne particuliere spécifiée par I’ensemble d’apprentissage.
L’idée de base des algorithmes incrémentaux est de construire progressivement un
réseau de neurones en ajoutant des perceptrons simples tant qu’il est nécessaire
pour corriger les erreurs de classifications restantes. Cette idée a été mise en avant
premierement par Gallant [37]. Elle a ensuite été reprise par d’autres auteurs.
Mézard et Nadal [80] ont présenté, par exemple, Ialgorithme dit de pavage (ti-
ling algorithm). Des modifications & cet algorithme ont été apportées, notamment,
par Nadal et Sirat [88, 113] avec les arbres neuronaux (neural trees), Frean [36]
avec P'algorithme Upstart, Rujédn et Marchand [106, 72] avec I’algorithme séquentiel
(sequential algorithm), Martinez et Esteve [73] avec I'algorithme Offset, Biehl et Op-
per [13] avec algorithme de pavage de la machine de parité (tilinglike algorithm)
et Torres-Moreno, Peretto et Gordon [117, 115] avec les algorithmes NetLines et
NetSpheres.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a 1’étude de ’algorithme d’ap-
prentissage particulier étudié en [13, 117]. Cet algorithme incrémental permet d’ap-
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prendre correctement tous les exemples de I'ensemble d’apprentissage grace a une
machine de parité. Une borne supérieure de la capacité de la machine de parité,
indépendante de l'algorithme utilisé, a été obtenue pour la premiere fois par Mit-
chinson et Durbin [85]. Des calculs basés sur les méthodes de Physique Statistique
ont permis de montrer que la capacité de la machine de parité sature cette borne:
ac(k) =klnk/In2 lorsque k — +oo [7, 8]. Nous nous proposons de comparer la ca-
pacité de I'algorithme incrémental, dont I'intérét réside dans l’existence de preuves
de convergence [13, 46], par rapport a la capacité de la machine de parité. Nous
allons déterminer le nombre k de perceptrons simples nécessaires pour que l'algo-
rithme incrémental converge, c’est-a-dire que la machine de parité obtenue classe
correctement tous les exemples de I'ensemble d’apprentissage.

2.1 Présentation de ’algorithme incrémental

Nous allons supposer que ’on dispose de ’ensemble d’apprentissage suivant :

Lo={&" 7"}, 1. p (2.1)

constitué de P exemples & distribués selon la densité de probabilité :

2
P(¢) = ﬁ exp <—£2> . (2.2)

Les classes 7" sont choisies aléatoirement avec une probabilité 1/2 pour la classe
+1 et 1/2 pour la classe —1.

La machine de parité est constituée des briques élémentaires que sont les percep-
trons simples avec seuil. Un perceptron simple avec seuil est une généralisation du
classifieur introduit au Chapitre 2 de la premiere partie de la these. Ses parametres
sont composés d’une direction de ’espace des données J, normée a un, et d’un seuil
f. Un exemple £ est classé par le perceptron de la facon suivante :

o=sign(J-£€-10). (2.3)

La différence par rapport au perceptron décrit dans la premiere partie de la
these est 'introduction d’un seuil. Ce seuil correspond a la distance a l’origine de
I’hyperplan séparateur, suivant la direction J. Le seuil permet au perceptron simple
de classer les exemples selon les classes +1 avec une probabilité différente de 1/2.
Nous verrons par la suite que cette propriété est indispensable pour la convergence
de lalgorithme considéré.

La premiere étape de ’apprentissage consiste a considérer un perceptron simple
dont les parametres sont constitués du vecteur J; et du seuil #;. Ces parametres
sont adaptés afin de minimiser une fonction de cout de la forme:

P
E(J1,615L0) = > V(M) (2.4)

p=1

avec A" la stabilité de 'exemple p:

Ne= i Ty g —0y). (2.5)

La stabilité est la distance de 'exemple a I’hyperplan séparateur pour un exemple
bien classé et le négatif de cette distance si I’exemple est mal classé.

Si 'on prend pour potentiel V() la fonction de Heaviside ©(—X), la fonction
de colit n’est rien d’autre que l'erreur d’apprentissage du perceptron simple avec
seuil. Nous formulons ’algorithme en terme d’une fonction V' générale, car ’étude
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analytique lorsque la fonction de cout est 'erreur d’apprentissage est souvent com-
plexe. Il est plus aisé de considérer des fonctions de cout plus simples, par exemple,
convexes qui ont alors un unique minimum.

Une fois la minimisation de la fonction de cotit effectuée et les parametres J7 et
07 déterminés, I'erreur d’apprentissage ¢} correspondante est calculée:

P
* * 1
s (I01iLa) = 5 YO (=7"0l) (2.6)
p=1

ol of est la classe que le premier perceptron associe a l'exemple £”. Cette classe
oy dépend de 'exemple & mais aussi de J; et 67 d’apres équation (2.3).

Si l'erreur d’apprentissage ¢} est nulle, 'apprentissage s’arréte. Alors la classe
associée par la machine de parité a une donnée quelconque est celle du perceptron
simple.

Si au contraire erreur d’apprentissage €; est non nulle, ’apprentissage continue
par l'ajout et I'apprentissage d’un nouveau perceptron simple avec seuil. Toutefois,
pour ce nouvel apprentissage, la classe des exemples de ’ensemble d’apprentissage
L, que l'on souhaite apprendre n’est plus 7# mais 75" = o'7#. La classe 75" que I'on
se propose d’apprendre avec le deuxieme perceptron est +1 si 'exemple a été bien
appris par le perceptron précédent et —1 sinon. L’idée est de séparer les exemples
bien appris des autres. Cela définit un nouvel ensemble d’apprentissage :

EZ = {gu,TQH}H:LM P (2.7)
n

La classe 75 ne possede pas la méme probabilité d’étre égale a +1 ou a —1. En
effet, la probabilité d’étre égale & —1 est e} et celle d’étre égale a +1 est 1 — &}.
L’intérét de considérer des perceptrons simples avec seuil est alors évident. Pour
I’apprentissage du premier perceptron, le seuil n’était pas essentiel puisque les classes
+1 et —1 était équiprobables, mais ce n’est plus le cas pour l'apprentissage du
deuxiéme perceptron.

L’apprentissage du deuxiéme perceptron (J35,05) est effectué avec la méme fonc-
tion de cout que celui du premier perceptron. On calcule ensuite I'erreur d’appren-
tissage €2 correspondante :

P
* * 1
EI3.05.L2) = 5 O (—rfoh) (23)
pn=1

oll, comme précédemment, ob est la classe que le deuxiéme perceptron associe &
Pexemple €. 11 est possible de montrer [13, 46] que si les exemples sont en position
générale et si I'apprentissage consiste & minimiser 1’erreur d’apprentissage, alors 2
est strictement plus faible que e}. 11 suffit alors de recommencer cette procédure
jusqu'a litération k pour laquelle ef = 0. Le nombre d’itérations k est fini, car P&l
est une suite d’entiers strictement décroissante. Il existe donc bien une itération k
pour laquelle f = 0, c’est-a-dire que 1’algorithme converge.

L’erreur d’apprentissage du perceptron k est nulle et on peut démontrer [13,
73] que la machine de parité classe correctement tous les exemples de I’ensemble
d’apprentissage. En effet, la classe 7/ de 'exemple &€ que le perceptron ¢ apprend
a été définie de la fagon suivante: 7/ = 7/* 0! ;. La sortie o# de la machine de
parité est le produit de toutes les sorties des perceptrons:

ot =0l ol (2.9)

La sortie du dernier perceptron est o} = 7f puisque Perreur d’apprentissage ek
pour celui-ci est nulle. En remplacant 7' par son expression, on aboutit &:
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Y T TR VA '
ogr = 0 010k -1Tk—1>

T T
g = 0] Op—2Tk—1>
ot = T (2.10)

La classe o* donnée par la machine de parité & l'exemple &" est bien celle de
I’ensemble d’apprentissage initial. L’erreur d’apprentissage de la machine de parité
est donc nulle.

2.2 Propriétés de I’algorithme incrémental

Nous allons maintenant nous intéresser a la détermination du nombre de percep-
trons simples nécessaires pour que ’algorithme incrémental converge. Dans la limite
thermodynamique, N — 400 et P — 400 avec la taille réduite « = P/N de l'en-
semble d’apprentissage constante, ce nombre de perceptrons devient indépendant
du choix particulier des exemples de ’ensemble d’apprentissage et ne dépend plus
alors que de la taille réduite a.

Pour déterminer les propriétés d’apprentissage et particulierement ’erreur d’ap-
prentissage de chaque perceptron, nous allons utiliser ’approche de la Physique
Statistique.

2.2.1 Approche par la Physique Statistique

Les perceptrons simples sont déterminés successivement par la minimisation
d’une fonction de coiit (2.4). Pour déterminer les propriétés du premier perceptron,
notamment Perreur d’apprentissage ¢}, nous allons utiliser la méme approche que
dans la premiere partie de la these. Nous introduisons 'inverse d’une température
fictive B et nous considérons la fonction de partition suivante :

Zl(ﬁl,ﬁa) :/P<J1)dJ1/d91 exp (—ﬁlE(Jl,el,EQ)). (2.11)

La variable 61 est une nouvelle variable dynamique qui s’ajoute a la direction J;.
La densité de probabilité P(J;) est uniforme sur la sphere de rayon 1:

PI) =583, 1) (2.12)

et la densité de probabilité de 6, est uniforme entre —+V/N et v/N. Dans la limite
thermodynamique, cela revient a une densité uniforme sur I’espace tout entier. La
constante de normalisation étant nulle dans cette limite, nous ’avons omise dans
I'expression de la fonction de partition puisqu’elle ne modifie pas les propriétés
thermodynamiques.

Les propriétés du premier perceptron sont obtenus en calculant 1’énergie libre
f, correspondant & la fonction de partition (2.11), dans la limite de température
nulle (41 — +00). Ce calcul est effectué par la méthode des répliques dans la limite
thermodynamique:

1

f= _5Er-ir-loo Nl—i>1—ri-loo rlzlg%) OnN lnm' (2.13)
P—+co
a=P/N

Le calcul des propriétés du deuxieme perceptron et des suivants est un peu
plus complexe. Nous introduisons toujours l'inverse d’une température fictive G;
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pour tenir compte du minimum de la fonction de cotut dans la limite 3; — +oc.
Toutefois, pour les propriétés du deuxieéme perceptron, il faut aussi prendre en
compte la dépendance de la classe 75 vis-a-vis du premier perceptron. Pour cela,

nous introduisons la fonction de partition Z15 & deux perceptrons:

ZlQ(ﬁhﬁQ;ﬁa) = /P(Jl)d.]l/d@l/P(Jg)ng/deg (214)
exp (—/1E(J1,01,L0) — BoE(J2,00,L2)) .

Pour fixer les parametres (J1,01) aux valeurs correspondant au premier percep-
tron, il convient de prendre la limite §; — +o00. La fonction de partition Zy pour
le deuxieme perceptron s’écrit alors:

Zo(BarLe) = lim Z12(B1,82,L0)
Bi—+oo Ly (ﬂlaﬁa)

ou l'on a divisé Zi5 par Z; pour des raisons de normalisation. Cette méthode se
généralise aisément a plus de deux perceptrons. Toutefois, le calcul de la fonction
de partition a k perceptrons devient vite inextricable. A partir de ces fonctions de
partition, il est théoriquement possible de calculer la distribution des stabilités des
exemples pour chaque perceptron et d’en déduire I'erreur d’apprentissage i qui
n’est autre que l'intégrale sur les stabilités négatives de cette distribution.

Pour simplifier le calcul de Z5, nous allons faire une hypothese drastique. Celle-ci
consiste & considérer les classes 75 de 'ensemble d’apprentissage £2 comme étant
distribuées aléatoirement avec une probabilité e} pour la classe —1 et 1 — &} pour
la classe +1. 1l est possible de montrer [128] que cette hypothése revient simple-
ment & négliger la corrélation entre les directions Jj et J5 dans le calcul de Zs.
West et Saad ont montré récemment que cette hypothese n'est pas vérifiée [128].
Elle néglige les contraintes sur les classes 74 dues au premier perceptron. On peut
s’attendre a ce que l'effet de ces contraintes soit défavorable, ce qui signifie que
'erreur d’apprentissage €7 calculée avec cette hypothese est une borne inférieure de
Perreur d’apprentissage réelle. Cette remarque justifie la poursuite du calcul avec
cette hypothese méme si elle n’est pas exacte. L’erreur d’apprentissage étant sous
estimée a chaque étape, le nombre de perceptrons nécessaires a la convergence de
I’algorithme obtenu avec cette hypothese est une borne inférieure du nombre exact
de perceptrons nécessaires.

L’hypothese considérée, appelée par la suite hypothese de mon corrélation des
perceptrons, permet de remplacer la fonction de partition Z de 1’équation (2.15)
par une fonction de partition du méme type que Z; (2.11) pour laquelle ’ensemble
d’apprentissage est composé des exemples de £, mais dont les classes sont choisies
aléatoirement avec une probabilité e} pour la classe —1 et 1 — &} pour la classe +1.
La distribution des classes d’un tel ensemble d’apprentissage est appelée biaisée
dans le sens ou la probabilité de la classe +1 est différente de celle de la classe —1.
Le biais est 1 — 2¢}.

(2.15)

2.2.2 Conditions de convergence

Le calcul du nombre de perceptrons nécessaires pour que I’erreur d’apprentissage
de la machine de parité apprenant avec 'algorithme incrémental soit nulle, se réduit
a I’étude de l'apprentissage d’un perceptron simple avec seuil, avec un ensemble
d’apprentissage dont la distribution des classes est biaisée. Plus particulierement,
nous allons nous intéresser a ’erreur d’apprentissage £ (a,e) d’un perceptron simple
apprenant un ensemble d’apprentissage de taille réduite o et dont le biais de la
distribution des classes est 1—2¢. En effet, Perreur d’apprentissage ¢¢ du perceptron
i s’écrit alors simplement :
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el = E(ael™). (2.16)

ou le biais 1 — 25%71 du perceptron ¢ est déterminé par ’erreur d’apprentissage du
perceptron ¢ — 1.

Revenons, maintenant, a la convergence de ’algorithme incrémental considéré.
La relation (2.16) qui existe entre 'erreur d’apprentissage du perceptron i — 1 et 4
impose que la fonction de cout utilisée pour 'apprentissage du perceptron simple
vérifie la condition suivante :

Eilage) < e. (2.17)

Cette condition permet de garantir que I'erreur d’apprentissage i décroit a chaque
itération. La condition d’arrét de ’algorithme incrémental avec un nombre de per-
ceptrons k fini est la suivante:

b =& (ai ) =0, (2.18)

Cette deuxieme condition nécessite que pour toute taille réduite «, il existe une va-
leur () non nulle pour laquelle & (a,e¢) = 0. En effet, dans la limite thermodyna-
mique olt P est infini, il n’est plus possible d’invoquer que la suite des entiers Pe! est
strictement décroissante pour assurer que ’algorithme s’arréte avec un nombre de
perceptrons k fini. Ceci signifie, entre autre, que la solution qui consiste a apprendre
correctement un exemple a chaque itération comme le propose la démonstration de
convergence de Biehl et Opper [13] utilisant un perceptron appelé grand-mére, ne
nous satisfait pas dans la limite thermodynamique.

L’inverse ag(e) de eo(a) est la capacité du perceptron simple avec seuil dans
le cas d’une distribution des classes avec un biais 1 — 2e. Cette capacité est la
taille réduite maximale d’exemples de ’ensemble d’apprentissage que le perceptron
est capable d’apprendre sans erreur d’apprentissage. La condition qu’il existe une
valeur non nulle 9 pour toute valeur de a impose que () diverge lorsque &
s’annule. Cette condition n’est pas irréalisable. En effet, un des premiers calculs
utilisant la méthode des répliques effectué par Gardner [38, 39, 40] a été celui de la
capacité ap(g) d’un perceptron dont la distribution des classes est biaisée. Lorsque
le biais est nul (¢ = 1/2), correspondant & une distribution des classes symétrique,
la capacité est ag(1/2) = 2. Lorsque le biais est maximal (¢ = 0), les exemples sont
tous classés de maniere identique et, lorsque € — 0, la capacité diverge comme :

1
elne’

ap(e) ~ — (2.19)

2.3 Détermination du nombre de perceptrons

Connaissant ’erreur d’apprentissage & («,e) d’un perceptron simple avec seuil
en fonction du biais 1 — 2¢ de la distribution des classes et de la taille réduite a de
I’ensemble d’apprentissage, connaissant de plus la relation liant ’erreur d’appren-
tissage des perceptrons successifs de la machine de parité:

ej(a) = E(ael™), (2.20)

il est possible de déterminer le nombre de perceptrons nécessaires a la convergence de
I’algorithme incrémental, c’est-a-dire, le nombre nécessaire pour obtenir une erreur
d’apprentissage nulle de la machine de parité. Cette condition s’écrit pour une
distribution des classes initiales 7# symétrique (e = 1/2):
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Fic. 2.1 — FEvolution de [’erreur d’apprentissage des perceptrons successifs. La
courbe en trait plein représente erreur d’apprentissage Ei(c,e) d’un perceptron
simple avec seuil pour une taille réduite o de [’ensemble d’apprentissage en fonction
de € (reflétant le biais 1 — 2e de la distribution des classes). L’erreur d’apprentis-
sage du premier perceptron est donnée par e} = E(a,1/2) et celle des suivants par
e = &(a,el). Llalgorithme incrémental converge, dans ce cas, pour le siziéme
perceptron.

ofa(1/2) = fa o --0 fy (1/2) =0. (221)
—_—
k fois

La fonction f,(g) correspond & & (a,e) pour laquelle la dépendance en « est indiquée
en indice, et le symbole o désigne la composition de fonctions. L’évolution de I’erreur
d’apprentissage des différents perceptrons est représentée sur la figure 2.1 pour
une erreur d’apprentissage & («,e) donnée. Pour ce cas, 'algorithme incrémental
converge apres 'introduction du sixiéme perceptron.

Nous allons nous s’intéresser, par la suite, a la limite des grands ensembles
d’apprentissage, c’est-a-dire, « — +o00. Dans ce cas, la fonction f,(¢) peut s’écrire,
pour des fonctions de coiit (2.4) efficaces, de la fagon suivante :

fale) e — h(a,e) (2.22)

et la fonction h(a,e) est une fonction qui s’annule lorsque o — +o0. Introduisons
maintenant les variables:

7 = ofal1/2). (2.23)

Avec cette définition:
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1
To = o (2.24)
1
T = 5= h(a,zo), (2.25)
1 1
2 = z1—h(az) = 5 Zh(a,xj), (2.26)
7=0
| ket
wo= 0= - > hlon;). (2.27)
j=0
On arrive donc a I’équation suivante
=
i h(a,xj). (2.28)
§=0
Nous allons exprimer la somme sur j comme une intégrale en passant au continuum.
Introduisons la fonction z(y) définie pour j/k avec j = 0,--- ,k par:
z(j/k) = z;. (2.29)

La fonction z(y), prolongée par continuité sur [0,1], est décroissante avec z(0) = 1/2
et (1) = 0. Cette fonction est une fonction monotone bien définie puisque 1’on se
place dans la limite o — +oo pour laquelle le nombre k de perceptrons simples
nécessaires a la convergence de ’algorithme incrémental diverge. Avec 'aide de la
fonction z(y), on peut réécrire ’équation (2.28) de la fagon suivante:

k—1
Zh a,x(j/k)) Nk‘/ dy h(a,x(y)). (2.30)

On en déduit que le comportement de k(a) lorsque o — 400 est donné par:

1
2 / dy h(a,z (1))

11 reste maintenant & déterminer U'intégrale de h(o,z(y)). Pour cela, on revient a la
définition de x; et on exprime x;4; en fonction de z; :

k(o) ~ (2.31)

Tjr1 — L5 = —h(Ot,Ij). (232)
Dans la limite du continuum, on obtient :
dx B h(a,x)
i .
2 [ dyhiaay)
0

Cette équation différentielle permet de déterminer z(y) connaissant h(a,z). Elle est
simple a résoudre puisque les deux variables z et y peuvent se séparer:

(2.33)

2
dy = de /dyh a,x(y (2.34)

11 suffit alors d’intégrer les deux cotés de I’équation pour obtenir 1’égalité suivante :
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12 gy 1
1 :2/0 ﬁ/o dy h(c,z(y)). (2.35)

a,T

Le comportement de k() se réduit alors simplement a:

V2 gy
k(o) /0 ho) (2.36)

Nous avons ainsi déterminé le comportement asymptotique du nombre k() de
perceptrons simples nécessaires a la convergence de ’algorithme incrémental dans
la limite des trés grands ensembles d’apprentissage. k(a) dépend de la fonction
h(a,x) qui elle méme dépend de la fonction de cout (2.4) utilisée pour 'appren-
tissage de chaque perceptron simple. L’inversion de k(a) permet de déterminer
la capacité a.(k) de la machine de parité avec k perceptrons pour lalgorithme
incrémental considéré. Cette capacité est une borne inférieure a la capacité générale,
celle indépendante de 1’algorithme utilisé pour 'apprentissage de la machine de pa-
rité. Nous allons, dans la suite, étudier la capacité que 'on peut atteindre pour
diverses regles d’apprentissage, c’est-a-dire, différents potentiels V' définissant la
fonction de colt (2.4).

2.4 Calcul de l’erreur d’apprentissage d’un per-
ceptron simple avec seuil

Les approximations introduites ramenent le calcul a celui de 'erreur d’appren-
tissage d’'un perceptron simple avec seuil. Bien que le perceptron ait été étudié
de maniere tres approfondie, il y a peu de résultats systématiques pour le percep-
tron avec seuil en fonction du biais dans la distribution des classes. Nous allons
développer ce calcul général de l'erreur d’apprentissage & (a,e) d’un perceptron
simple avec seuil, dans le cas ou I’ensemble d’apprentissage est de taille réduite «
et a un biais 1 — 2¢ dans la distribution des classes, dans la limite thermodyna-
mique et pour une fonction de cotit (2.4) définie par un potentiel V' quelconque. Les
résultats de ce paragraphe seront repris ensuite pour évaluer les performances de
deux algorithmes différents.

Le calcul de l’énergie libre (2.13) par la méthode des répliques est similaire &
celui de la premiere partie. Nous utilisons I’hypothese de symétrie des répliques, ce
qui permet d’aboutir a ’énergie libre suivante :

1 -
_ . . — -
o) = g W AUEE). 09
a:P/OI\CI)
= ex‘grg(oz,e,c,@). (2.38)

L (g) correspond & un ensemble d’apprentissage contenant P exemples £ distribués
selon une densité de probabilité gaussienne (2.2). Les classes correspondantes 7# =
41 ont une probabilité 1 — € pour la classe 7" = +1 et € pour la classe 7 = —1.
Le parametre d’ordre c est identique a celui introduit dans la premiere partie de la
these, c’est-a-dire:

= i 1-Jg-J 2.39
¢ Bi}}}oo /8( b) ( )

avec J, et Jp les directions correspondantes a deux répliques différentes. Le pa-
rametre R n’est pas présent dans ce calcul car il n’existe pas de direction privilégiée.
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Le parametre 6 correspond, quant a lui, au seuil. Les deux parametres ¢ et 6 sont
solutions des équations d’extremum :

dg 0Og
5 =3 =0 (2.40)
avec:
_ L dy_ w+0)°
sacet) = ~g+ali-a) [ oo (L) whome

—&-Oze/\;l%exp (_(1,_29)2) WIA(y,c)w.c]. (2.41)

La fonction A(y,c) est celle qui minimise :

(A —y)?
2¢

La distribution p(v) des stabilités des exemples de I’ensemble d’apprentissage
est donnée par:

Why,cl=V(A) + (2.42)

o) = -9 [ e (- s - 2y

+s/ \;l%exp (-“"ﬁ) SON€) — 7).

L’erreur d’apprentissage &;(«,e) se calcule alors simplement en intégrant la frac-
tion d’exemples qui ont des stabilités négatives et est donnée par ’expression sui-
vante :

flae) = (-9 [ ow (-5 ) 6 (-Ae)

+5/ j%exp (_(@/29)2> O (—A(y.c)). (2.44)

2.5 Regles d’apprentissage particulieres

Le but de I'apprentissage des perceptrons simples par la minimisation d’une
fonction de cotlit est de donner Ierreur d’apprentissage la plus faible possible, afin
que l'algorithme incrémental converge avec le plus petit nombre de perceptrons pos-
sible. La premiere des fonctions de colit que nous allons considérer est la plus simple
d’entre elles. 11 s’agit de 'erreur d’apprentissage. Cette fonction de colt est aussi
celle qui possede les meilleurs performances par définition. Toutefois, ’hypotheése
de symétrie des répliques utilisée pour calculer l'erreur d’apprentissage n’est pas
vérifiée des que celle-ci est non nulle [39, 40, 18, 49, 51]. Le résultat obtenu avec
cette hypothese est alors une borne inférieure de Uerreur réelle [35, 70, 129]. La
encore, comme pour I’hypothese de non corrélation des perceptrons, la conséquence
est que l'on détermine uniquement une borne inférieure sur le nombre k(«) de per-
ceptrons nécessaires a une erreur d’apprentissage nulle de la machine de parité.
Cette borne devient une borne supérieure pour la capacité a.(k) d’'une machine de
parité a k perceptrons apprenant avec ’algorithme incrémental étudié.

La deuxieme fonction de colit que nous allons considérer ne possede pas le
probléme de brisure de symétrie des répliques. Il s’agit d’une fonction de coit qua-
dratique par morceaux [6, 49 :



2.5. REGLES D’APPRENTISSAGE PARTICULIERES 117

VN = (k=220 (k= \). (2.45)

Cette fonction V' convexe entraine la convexité de la fonction de cotit et I'existence
d’un minimum unique de celle-ci. Cette fonction de cotut possede I’avantage de satis-
faire a ’hypothese de symétrie des répliques pour toutes les valeurs des parametres
K, et €. Le parametre k devra étre choisi au mieux au cours de chaque minimisation
de la fonction de cotlit pour obtenir une erreur d’apprentissage faible. Par exemple,
il faut noter que le choix d’'un parametre x identique pour chaque perceptron ne
permet pas la convergence de I'algorithme incrémental. On reviendra sur les raisons
de cette absence de convergence.

2.5.1 Minimisation de I’erreur d’apprentissage

L’erreur d’apprentissage correspond & un potentiel : V/(\) = © (=\). La fonction
A(y,c) qui minimise (2.42) est:

Y y < —V2c,

AMy,e)=¢ 0 —2c<y<0, (2.46)
Y 0<y.

Introduisant cette fonction A(y,c) dans (2.41), on en déduit :

1 —V2c+0 —V2c¢—0
glae,cd) = % +a(l—c¢) / Dy + cw;‘/ Dy (2.47)

— 00 —00

) —8
—|—g (1 —s)/ (y—@)ZDy—F&?/ (y+6)°Dy ;.
2c —V/2¢+6 —V/2¢c—6

Les conditions d’extremum (2.40) permettant de déterminer c et 6 ainsi que lerreur
d’apprentissage & (a,e) (2.44) sont données par:

1 0 -0
- = (1- e)/ (y — 0)*Dy + 5/ (y +6)°Dy, (2.48)
o —V2¢+6 —V/2¢c—8
0 -6
0 = (1- 5)/ (y —0)Dy — 8/ (y + 0) Dy, (2.49)
—V2c+6 —V2c—0
+oo +oo
Silae) = (1— 5)/ Dy +¢ (1 - / Dy) ) (2.50)
V2c—0 —V2c—0

avec Dy = exp(—y?/2)dy/\/2x.

Plusieurs remarques s’imposent sur la solution de ces équations. La premiere
est qu’il existe une solution d’erreur d’apprentissage nulle pour o < ap(e). Cette
solution correspond & une valeur infinie de ¢ pour laquelle 1’énergie libre f est
nulle. ap(e) est déterminée par les équations (2.48) et (2.49). Cette valeur n’est
rien d’autre que la capacité d’un perceptron simple apprenant par minimisation
du nombre d’erreurs un ensemble d’apprentissage avec des classes biaisées. Cette
capacité a été calculée pour la premiere fois par Gardner [39, 40] avec la méthode
des répliques.

Pour a > ag(e), la solution correspond & une valeur de c finie. Il est intéressant
de noter que la distribution p(y) (2.43) des stabilités des exemples de I’ensemble
d’apprentissage, c’est-a-dire, de la variable \* = 7#(J* - €* — 6*) possede une région
comprise entre deux régions de distribution non nulle ou la distribution est nulle. Il
a été montré par Bouten [18] que, dans ce cas, ’hypothése de symétrie des répliques
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n’était pas vérifiée. La brisure de symétrie des répliques est indispensable. Cepen-
dant, les corrections a l’erreur d’apprentissage, dues a cette brisure, sont assez faibles
et montrent que 'hypothese de symétrie des répliques sous estime ’erreur d’appren-
tissage réelle [35, 70, 129, 45]. Ceci permet de conclure que la capacité a.(k) que
nous allons déterminer n’est qu’une borne supérieure de la capacité réelle.

Nous allons commencer par déterminer la capacité «a.(2), correspondant & la
plus grande taille réduite de ’ensemble d’apprentissage pour laquelle I’algorithme
incrémental converge apres l'introduction de deux perceptrons. Pour déterminer
ac(2), il faut tout d’abord calculer 'erreur d’apprentissage e} = & (a.(2),1/2) du
premier perceptron. Cette erreur d’apprentissage correspond a la valeur la plus
grande pour laquelle & (a.(2),e}) = 0 par définition de la capacité a.(2). D’apres
léquation (2.49), le seuil §; = 0 pour un biais nul de la distribution des classes
(e = 1/2). L’erreur d’apprentissage €; se réduit a:

“+oo
£ = Dy (2.51)
V2er
avec ¢ solution de I’équation :
1 /\/ﬁ )
= y~ Dy. (2.52)
ae(2) 0

L’erreur d’apprentissage &; est nulle lorsque ¢ est infini. On en déduit que le pa-
rameétre co = +oo ce qui simplifie les équations (2.48) et (2.49) pour le second
perceptron :

02 o,

Oéc1(2) = (1 - 51}) /—oo(y - ‘92)2Dy + 5% /_OQ (y + 92)2Dy, (253)
02 —0,

0 = 0= 6%)/ (y—02)Dy — / (y +62) Dy. (2.54)

La résolution de ce systéme de 4 équations a 4 inconnues (c1, €}, 0 et a.(2)) permet
de déduire a.(2) = 4.60. Nous retrouvons ainsi le résultat de Biehl et Opper [13].
Ce résultat est tres différent de la capacité générale de la machine de parité avec
deux perceptrons (qui est indépendante de 1’algorithme utilisé). En effet, Mézard et
Patarnello [82] ont obtenu avec 'hypothese de symétrie des répliques a.(2) = 11.0
et Barkai, Hansel et Kanter ont obtenu a.(2) = 8.1 avec un pas de brisure. Cette
différence tend a montrer que la capacité de I’algorithme incrémental est tres faible
par rapport a la capacité de la machine de parité. Nous allons voir que ce résultat
n’est plus vrai dans la limite des grands ensembles d’apprentissage.

En effet, nous allons nous intéresser au comportement du nombre k() de per-
ceptrons nécessaires a la convergence de l'algorithme incrémental dans la limite des
plus grandes tailles réduites o (v — +00). Pour cela, il convient de déterminer
le comportement de & (a,e) dans la limite & — +00. On effectue I’hypothese que
¢ < 10]. Il est & noter que le seuil 6 est négatif. Nous allons supposer dans les
développements suivants que 6 diverge tout en gardant le produit a = 6v/2¢ fini.
Avec ces hypotheses:

0 0
/ (y—0)Dy = oxp(-02/2) / yoxp(—y0) Dy, (2.55)
—V3c+6 —V2e

1

0
exp (—92/2) % /_1 yexp (—ya) dy, (2.56)

exp (—6%/2)

NG e*(1—a)—1]. (2.57)
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De la méme fagon, on obtient :

-’ exp (—62

/ﬁe(y +0)Dy ~ W [e,a (1+a) - 1} , (2.58)
0 exp (—62

/—x/%+9(y —0)’Dy =~ M 6% (2 — 20+ a2) — 2], (2.59)
—0 o (— 9

/\/Te(y +0yDy = W 2-e(2+2+d")].  (260)

De cela, on en déduit une expression pour ¢ en fonction de a et une relation
entre a,6,c et a:

e(1—a)—1

° - et(1—a)+e*(1l+a)—2’ (2:61)

1 exp(-62/2) B B

o = e [e* (2 —2a+a®) -2 (2.62)
—e(e*(2-2a+a*) +e *(2+2a+a) —4)]. (2.63)

Le comportement de ¢ en fonction de a est cohérent. En effet, ¢ est une fonction
croissante de a. Lorsque a — —oo alors € — 0, cela correspond a un seuil 8 qui
diverge lorsque les classes sont toutes identiques (¢ = 0). Au contraire, lorsque
a = 0 alors € = 1/2 ce qui correspond bien & une absence de seuil § = 0 pour une
distribution symétrique des classes.

1l reste maintenant & déterminer le développement de &(a,e). Pour cela, on
utilise:

+oo _92 2
/ Dy =~ —M exp(—a), (2.64)
/30 027
+oo _92 2
/ Dy =~ —M exp(a). (2.65)
V2c—0 027
L’erreur d’apprentissage & (a,e) s’écrit alors:
—6%/2
Ei(ae) ~e — exp (—0°/2) (1—e)e* —ee™?). (2.66)

027

Nous avons maintenant les ingrédients suffisants pour écrire cette erreur de la fagon
suivante :

Ei(ane) ~e—dh(e) (2.67)

avec ¢ une fonction de o uniquement qui s’annule lorsque a diverge et h(e) une
fonction de € uniquement.
Il est possible de résumer les résultats obtenus de la facon suivante:

e = Fi(a), (2.68)

ex —0?
é W&(a), (2.69)
Eilae) = E—MFS(G). (2.70)

0v/2r
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avec:

Fifa) = 2(0(;;16(5—0:;1)1@i 1)’ 271)
Fala) chczz (—aa_slslf;az 1’ (272)
Fya) = - 2—she (2.73)

cha —asha —1"

Pour déterminer § et h(e), on exprime 6 en fonction de o d’apres 'équation (2.69) :

62 ~ 2 Ina + O(In(In ). (2.74)
11 ne reste plus qu’a utiliser 1’équation (2.69) & nouveau pour obtenir :
Ina 2F5(a)
& ~g— — . 2.75
t(a,éf) € a I, (a) ( )

Dans cette expression, on a négligé le terme In(ln «) par rapport a Ina. § et h(e)
s’expriment de maniére simple en fonction de « et a respectivement :

5 = 1%0‘ (2.76)
e = = (2.77)

Pour obtenir 2 comme une fonction de ¢, il suffit d’inverser Fj(a) pour obtenir a(e).
11 est possible de calculer I'intégrale de 1/h(e) pour obtenir un équivalent de k. Pour
cela, il suffit de dériver F :

ha—a)
Fi(a) = —C : 2.
1(e) 2(cha —asha — 1)2 (2.78)
L’équivalent de k s’écrit alors simplement :
12 e
k= 5*1/0 )’ (2.79)
0,2
= 0! / ?F{ [a]da, (2.80)
0 3
1 a*(sha —a)da
= 2.81
0 /004(cha—asha—1)2’ (2:81)
~ 047561 (2.82)

De ce résultat, on tire le comportement du nombre k(«) de perceptrons nécessaires
a Pobtention d’une erreur d’apprentissage nulle ainsi que celui de la capacité a.(k)
pour une machine de parité a k perceptrons apprenant avec I’algorithme incrémental
lorsque a — 400 et k — 400

(0%
k(a) ~ 0475 — 2.83
(a) oo (2.83)
ae(k) ~ 211klnk. (2.84)

Le résultat de la capacité est a comparer a la borne supérieure donnée par
Mitchinson et Durbin [85] pour la capacité de la machine de parité indépendamment
de lalgorithme utilisé. Cette borne est :
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Ink
<k— ~144FkInk. 2.
ac(k) <k 3 klnk (2.85)

La borne que nous venons de calculer est supérieure a celle de Mitchinson et
Durbin. Toutefois, il ne faut pas oublier que les hypothéses utilisées pour obtenir ce
résultat, ’hypothese de non corrélation des perceptrons et celle de la symétrie des
répliques, entrainent une surestimation de la capacité.

Il est intéressant de noter qu’avec les deux hypotheses utilisées nous arrivons
a un équivalent dont seul le coefficient semble erroné. Les premiers calculs directs
de la capacité d’une machine de parité utilisant la symétrie des répliques ne per-
mettent pas de retrouver cet équivalent en kln k mais un équivalent proportionnel
A k3 [7]. Seul un pas de brisure de symétrie des répliques permet de retrouver un
comportement qui sature la borne donnée par Mitchinson et Durbin [7, 86, 87, 130].

2.5.2 Fonction de cout quadratique

Afin de nous affranchir du probleme de la brisure de symétrie des répliques, nous
allons maintenant étudier une autre fonction de cotit, définie par le potentiel [6, 49] :

VN = (k=220 (k= ). (2.86)

Si I’ensemble d’apprentissage est linéairement séparable, le parameétre x est la
marge, introduit au chapitre précédent. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a
Perreur d’apprentissage lorsque ’ensemble n’est pas linéairement séparable. Dans
ce cas, comme nous le verrons par la suite, x joue le role d’un parametre ajustable
qui permet de minimiser ’erreur d’apprentissage.

La fonction A(y,c) qui minimise W, donné par (2.42), est:

Y+ 2ck
112 Yy <K,
Ay.c) = ¢ (2.87)
Y K <y.

De cette fonction, on déduit la fonction g (2.41), les conditions d’extremum (2.40)
permettant de déterminer ¢ et 6, ainsi que l'erreur d’apprentissage & (a,e) (2.44):

1 a(l-g) [t 2
g(a,e,c,0) 5 + Troc /700 (k—y+6)" Dy
Kk—0
e 2
-y — D 2.
35 | mu=02 Dy, (28%)
1 1 2 2 H+6 K—e
L] = asa [ wevrornyss [ -u-0Pon es9)
Kk+0 Kk—0
0 (1 *6)/ (nnyr@)Dyfe/ (k —y —6)Dy, (2.90)
+oo +oo
Eilae) = (1-— s)/ Dy+¢ (1 - / Dy) . (2.91)
2ck—0 —2ck—0

Regardons tout d’abord la solution obtenue pour x = 0. D’apres (2.90), on peut
remarquer que 6 devient une fonction de ¢ et 'erreur d’apprentissage une fonction
de 6 d’apres (2.91). Dans le cas ol ¢ est infini, l'erreur d’apprentissage est nulle.
D’apres I’équation (2.89), ¢ est infini pour a < ag(e). On retrouve la méme capacité
ap(e) que dans le cas ou la fonction de colt est erreur d’apprentissage. Ce résultat
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est valable pour toute fonction de cout dont le potentiel V' est nul pour A > 0 et
strictement positif pour A < 0.

Au dessus de la capacité ag(e), Uerreur d’apprentissage est indépendante de «
et vérifie la propriété suivante :

Ei(ae) =e+ (1 —2¢) Dy > e. (2.92)
-6
L’erreur d’apprentissage pour € donné est supérieure a cette méme valeur. On déduit
aisément de (2.92), que €; = 1/2 est le point fixe attractif de la suite définie par:

el =& (ael™). (2.93)

Ce résultat est contraire a celui de 1’étude de la fonction de cotit précédente pour
laquelle le point fixe attractif est € = 0, condition nécessaire pour que ’algorithme
incrémental puisse converger. Il est nécessaire d’introduire le parametre x, qui va
permettre de remédier a ce probleme.

Regardons maintenant la solution obtenue pour une valeur fixée de . D’apres
Péquation (2.89), ¢ s’annule lorsque « diverge. 6 est une fonction de e et x par
I'intermédiaire de 1’équation (2.90). L’erreur d’apprentissage s’écrit alors :

—+o0
E(ae) =+ (1—2¢) Dy+0(2ck) > e. (2.94)
-0
Une fois encore, l'algorithme incrémental ne peut pas converger. I1 faut supposer
que K est un parametre ajustable et notamment qu’il diverge lorsque « diverge.
Nous allons faire les hypotheses suivantes en ce qui concerne le comportement
des diverses variables lorsque « diverge:

kK — 400, (2.95)

6 — —oo, (2.96)

c — 0, (2.97)
k+0 — +oo, (2.98)
2ck — 0. (2.99)

Ces hypothéses permettent de réécrire les équations (2.89) et (2.90) de la maniere
suivante :

2c 2 2 2
1 =~ a<1+26> ((1—5)(n+9) te(rn—0) +(1—2g)), (2.100)
0 ~ (1—e)(k+0)—c(s—10). (2.101)

De la deuxieme équation, on obtient 6 ~ (1 — 2¢)k ce qui permet de déterminer c:

1 ~ a<li620> (4r%e(1—¢)+ (1-29)), (2.102)
% o~ ((4%25 (1—¢)+a(l—20))"% - 1)71 : (2.103)

1 1—2e 1
2¢c o~ 1-— +0 | —
dar?e (1 —¢) ( 8k2e (1 —¢) (/#)

- 4¢m2i DR (a;» ' (210
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L’erreur d’apprentissage s’écrit :

Ei(aek) ~e—e H (k(1—2¢e) —2ck) + (1 — e)H (k(1 — 2¢) + 2¢k) . (2.105)

avec:

“+o0
H(z) = Dy. (2.106)
x
Puisque l'on recherche l'erreur d’apprentissage la plus faible possible, x est
déterminé par la condition de minimum de ’erreur d’apprentissage :

% =0 (2.107)
qui s’écrit :

1—¢ 1—25+g(2cm)
exp (4ex*(1 — 2¢)) =~ O , (2.108)

€ 0
1—2e— I (2¢k)

1n<1€5) +O(Hl4). (2.109)

En remplacant le parametre ¢ par son expression (2.104):

= AT (i ()
LS (1_)} +0 (;)) | o110

Ayant déterminé k, il est assez aisé de vérifier que les hypotheses (2.95) & (2.99)
sont bien vérifiées. La détermination de x permet d’exprimer 'erreur d’apprentis-

sage en fonction de « et e. Le développement de k au premier ordre en 1/« est
indispensable puisque & dépend de I’exponentielle de 2 :

4ek?(1 — 2¢)

12

1- 1
e — % exp (—252(1 — %)% — 2c%2> (2.111)

[(5(1 —9) — 2ek) "t — (r(1 — 2¢) + 2e8) " + 0({4)} ,

12

5,3(0&,6)

g(1—¢) 4c

1 2 2
~ e k21— 2)7). 2.112
c o k(1—20)2F < g (1= 2) ) (2.112)

La fonction h(a,e) (2.22) s’écrit alors:

e = i e (5 () i ts)
o (-5e-aue (15)), o1y

= a~3/2hy(e) exp (—% hQ(g)) . (2.114)
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De cette expression et compte tenu de (2.36), on en déduit le comportement de k(«)
pour o — +00:

V2 e
He = /0 glae)’ (2.115)
20[ T a
h(eo) | —hi(e0) 7 (5 hz(ﬁo)) : (2.116)

L’intégrale est calculée par la méthode du col déja utilisée précédemment. Le pa-
rametre g vérifie la condition suivante :

hy(eo) = 0, (2.117)
1—50 2

] - 2.118

n( 0 ) 1-2e, (2.118)

gg =~ 0.0832. (2.119)

La capacité a.(k) est donnée par:

ac(k)

12

Ink, 2.120

4.55 Ink. (2.121)

1

Les corrections & cet équivalent sont proportionnelles & In(In k).

L’équivalent obtenu avec la fonction de colt quadratique est beaucoup plus
faible que celui obtenu précédemment en prenant ’erreur d’apprentissage comme
fonction de cout. Cette différence importante n’est pas due a ’absence de brisure de
symétrie des répliques mais au fait que la fonction de cotit n’est pas optimale pour le
probleme considéré qui consiste a minimiser le plus possible ’erreur d’apprentissage
a chaque nouveau perceptron que ’on rajoute.

Des simulations numériques préliminaires de ’algorithme incrémental ou ’ap-
prentissage de chaque perceptron simple se fait par minimisation de la fonction
de colit quadratique montrent une absence de convergence pour de nombreux en-
sembles d’apprentissage. Ceci peut s’expliquer par les divergences du seuil 6 et du
parametre k lorsque « diverge. Dans le cas d’un espace des données de dimension
N finie, il existe une borne naturelle pour ces deux parametres qui est de l'ordre
de la norme des exemples, c’est-a-dire, v/ N. Au-dessus de cette borne, les exemples
se trouvent tous du méme coté de I’hyperplan. La solution devient alors triviale
et ne permet plus de faire décroitre strictement I’erreur d’apprentissage a chaque
itération. Celle-ci reste constante et strictement positive.

Les simulations ont mis aussi en évidence qu’il existe des corrélations entre
les directions des différents perceptrons. Ces corrélations ont été négligées pour le
calcul de la capacité de I’algorithme incrémental. Aucun argument simple ne permet
de prédire si les corrections dues a la prise en compte de ces corrélations modifient
I’équivalent obtenu ou si elles affectent uniquement le préfacteur. De la méme fagon,
les corrections apportées par un calcul de 'erreur d’apprentissage avec brisure de
symétrie des répliques n’ont pas été déterminées et n’ont donc pas pu étre estimées.

2.6 Conclusion

Nous avons déduit la capacité de la machine de parité pour cet algorithme par-
ticulier pour deux fonctions de cott différentes. Pour la fonction de cott correspon-
dant a 'erreur d’apprentissage, le résultat obtenu permet de retrouver ’équivalent
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a. ~ kInk dans la limite k& — +o00. Cet équivalent a été obtenu avec I’hypothese
de symétrie des répliques, contrairement au calcul de la capacité générale de la ma-
chine de parité, c’est-a-dire, indépendante de I’algorithme utilisé [7] qui nécessite la
brisure de symétrie pour étre obtenu. L’hypothese de symétrie des répliques n’est
toutefois pas vérifiée pour le calcul que nous avons effectué. De méme, 'hypothese
de non corrélation des perceptrons simples entre eux n’est pas vérifiée mais on peut
s’attendre, tout de méme, a ce que les corrections apportées par la prise en compte
de ces deux effets modifient uniquement le préfateur du comportement de la capacité
dans la limite d’'un grand nombre de perceptrons. Si tel était le cas, I’algorithme
incrémental pourrait étre considéré comme quasiment optimal dans le sens ou il
permettrait d’obtenir une capacité proche de la capacité générale de la machine de
parité.



126 CHAPITRE 2. MACHINE DE PARITE : ALGORITHME INCREMENTAL



CONCLUSION GENERALE 127

Conclusion générale

Dans cette theése, nous avons présenté plusieurs études des performances de di-
vers problemes d’apprentissage supervisé ou non supervisé. Ces performances ont
été déterminées a l'aide des méthodes de la Physique Statistique, et plus parti-
culierement, de la méthode des répliques.

Dans la premiere partie de la these, nous avons présenté I’apprentissage non
supervisé de la détermination d’une direction privilégiée dans un espace de grande
dimension. Nous nous sommes intéressés a la détermination de la direction op-
timale, c’est-a-dire, la direction la plus proche possible de la direction privilégiée
ainsi qu’aux propriétés de cette direction optimale. Une méthode variationnelle nous
a permis de déterminer une fonction de cott qui est minimale pour la direction op-
timale. Ces performances peuvent étre déterminées par une approche bayesienne de
I'apprentissage, qui permet de les prédire sans toutefois fournir un algorithme simple
pour les atteindre. Au cours de cette thése, nous avons démontré un résultat tres
général concernant la méthode des répliques: I’hypothese de symétrie des répliques
est cohérente, tant dans 'apprentissage de Gibbs que dans 'approche variationnelle,
pour tous les problemes d’apprentissage se ramenant a celui de la détermination
d’une direction privilégiée dans I’espace de données. En effet, nous avons démontré
que dans les deux approches, la solutions symétrique par rapport a des permuta-
tions des répliques est localement stable. La méthode variationnelle, utilisée dans
cette premiere partie de la these, parait suffisamment générale pour pouvoir étre
adaptée a d’autres problemes d’apprentissage plus complexes.

Nous nous sommes intéressés au probleme de l'apprentissage supervisé d’une
tache linéairement séparable. Les prédictions théoriques, obtenues avec 'approche
variationnelle, ont été confirmées par des simulations numériques. Ces simulations
ont permis de mettre en évidence la validité de '’hypothese de symétrie des répliques
mais aussi de déterminer les corrections dues a la taille finie de I’espace des données
pour ce probleme particulier d’apprentissage. Ces simulations présentent un change-
ment du comportement des effets de taille finie pour une taille réduite de I’ensemble
d’apprentissage correspondant a la capacité du perceptron simple. Ce résultat reste
inexpliqué et il serait intéressant d’étudier analytiquement ces effets de taille finie
afin d’expliquer ce résultat surprenant.

Nous nous sommes aussi intéressés a la détection de la direction reliant les centres
de deux amas d’une densité de probabilité. L’approche variationnelle a permis de
calculer les performances d’apprentissage optimal et de mettre en évidence 'exis-
tence de nombreuses transitions de phases pour ces performances en fonction de
la taille réduite de ’ensemble d’apprentissage. L’existence de transitions de phases
du premier ordre est un résultat original qui n’avait jusqu’a présent jamais été
observé dans des problemes d’apprentissage non supervisé comme celui-ci. Nous
avons présenté le désaccord sur la position de la transition du premier ordre qui
apparait entre I’approche variationnelle et I’approche bayesienne de ’apprentissage
optimal. Aucune réponse satisfaisante n’a pu étre apportée a cette controverse jus-
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qu’a présent.

Dans la deuxieme partie de la these, nous avons étudié deux approches différentes
pour l'apprentissage de taches plus complexes. Nous nous sommes consacrés a des
problemes supervisés pour lesquels une séparation linéaire ne permet pas la classi-
fication de tous les exemples de ’ensemble d’apprentissage.

La premiére approche développée est 1’étude avec les outils de la Physique Sta-
tistique des machines & exemples supports. L’étude de la stabilité maximale et du
nombre d’exemples supports a permis de mettre en avant la nécessité de contraindre
la norme des nouvelles représentations pour conserver des propriétés intéressantes en
généralisation. L’introduction d’une notion d’erreur de reconnaissance permet d’en-
visager I'obtention d’une borne intéressante de I'erreur de généralisation. Toutefois,
il faut pour cela utiliser des hypotheses plus réalistes sur la densité de probabi-
lité des exemples. L’hypothese d’'une densité gaussienne semble, en effet, inadaptée.
L’étude de densités de probabilité autour de prototypes parait étre une possibilité
qu’il conviendrait de développer.

La deuxieme approche étudiée concerne ’apprentissage incrémental d’'une ma-
chine de parité. Nous avons déterminé le nombre de perceptrons simples nécessaires
a la convergence de l'algorithme. Nous en avons déduit un résultat intéressant :
I’algorithme incrémental permettrait d’atteindre la capacité de la machine de pa-
rité. Nos calculs ont été faits avec 'hypothese de symétrie des répliques et de non
corrélation des perceptrons, qui ne sont pas vérifiées. Un calcul avec la prise en
compte des corrélations, et avec au moins un pas de brisure reste a faire, mais
nous nous attendons a ce que le comportement asymptotique trouvé ne soit pas
qualitativement modifié.
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ABSTRACT

In this thesis, we study different properties of learning from examples with Sta-
tistical Mechanics tools and, particularly, with the replica trick. Supervised tasks,
corresponding to a binary classification of data, and unsupervised tasks like the
parametric estimation of a probability density function, are considered.

In the first part, a variational approach allows us to determine the optimal
learning performance in the problem of learning an anisotropy direction, and to
deduce a cost function which allows to obtain such optimal performance. In the
case of the supervised learning of a linearly separable task, numerical simulations,
that confirm our theoretical results, allow us to determine finite size effects. In the
case of a probability density function composed of a mixture of two Gaussians, the
optimal learning performance presents several phase transitions as a function of the
size of the data set. These results raise a controversy between the variational theory
and the Bayesian approach of the optimal learning.

In the second part, we study two different approaches used to learn complex
classification tasks. We first consider the one of support vector machines. We study
a family of such machines for which linear and quadratic separations are particular
cases. The capacity, the typical value of the margin and the number of support
vectors, are determined. The second approach is the one of a parity machine trained
with an incremental learning algorithm. This algorithm constructs progressively a
neural network with one hidden layer. The capacity of this algorithm is found to be
close to the capacity of the parity machine.

Key words
Neural Networks Statistical Mechanics
Perceptron Replica Trick
Learning Phase Transitions

Bayesian Inference Disordered Systems



RESUME

L’objet de cette these est ’étude de diverses propriétés d’apprentissage a partir
d’exemples par des méthodes de Physique Statistique, notamment, par la méthode
des répliques. Des taches supervisées, correspondant a la classification binaire de
données, ainsi que des taches non supervisées, comme l'estimation paramétrique
d’une densité de probabilité, sont considérées.

Dans la premiere partie, une approche variationnelle permet de déterminer la
performance de I'apprentissage optimal d’une direction d’anisotropie, et de déduire
une fonction de cout permettant d’obtenir ces performances optimales. Dans le
cas de 'apprentissage supervisé d’une tache linéairement séparable, des simulations
numériques confirmant nos résultats théoriques ont permis de déterminer les effets
de taille finie. Dans le cas d’une densité de probabilité constituée de deux gaus-
siennes, la performance de l'apprentissage optimal présente de nombreuses tran-
sitions de phases en fonction du nombre de données. Ces résultats soulevent une
controverse entre la théorie variationnelle et ’approche bayesienne de ’apprentis-
sage optimal.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions deux approches différentes de I’apprentis-
sage de taches de classification complexes. La premiere approche considérée est celle
des machines a exemples supports. Nous avons étudié une famille de ces machines
pour laquelle les séparateurs linéaire et quadratique sont deux cas particuliers. La
capacité, les valeurs typiques de la marge et du nombre d’exemples supports, sont
déterminées. La deuxiéme approche considérée est celle d’'une machine de parité ap-
prenant avec un algorithme incrémental. Cet algorithme construit progressivement
un réseau de neurones a une couche cachée. La capacité théorique obtenue pour
I’algorithme considéré est proche de celle de la machine de parité.

Mots clefs
Réseaux de Neurones Physique Statistique
Perceptron Méthode des Répliques
Apprentissage Transitions de Phases
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