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Introduction

1. Motivations experimentales

Certaines réactions chimiques peuvent se produire dangalees tres localisées en
espace, et se propager au cours du temps a travers ururé@rteparle alors de réaction
frontale. Un des exemples les mieux connus est la combustianikeu gazeux : on
observe alors la propagation d’une zone de réaction, apgdEimme, séparant les gaz
frais des gaz brllés. Pour qu’un front de réaction pussselévelopper, il faut que la
réaction ait une énergie d’activation élevée, ce quuvaermettre de se développer dans
une zone étroite, et qu’elle soit exothermique, afin derfodfénergie nécessaire a la
propagation du front. La réaction de polymérisation pdssces propriétés, et il a été
observé expérimentalement qu’elle pouvait sous cextagonditions se propager sous
forme de front (voir par exemple [6]).

Prenons donc I'exemple d’une polymeérisation frontalesgupropage dans un tube ver-
tical, le polymére chaud étant sous le monomere froid.dNfetons I'hypothése que les
deux liquides ont, a température donnée, la méme denslors, dans des conditions
de gravité usuelles, le polymere, plus chaud, va avoddane a remonter dans le mo-
nomere. C’est le phénomene de convection naturelleoketibn de la valeur du nombre
de Rayleigh, les courants occasionnés peuvent étre plosms importants. On observe
expérimentalement qu’ils peuvent déstabiliser le frplatn, et donner naissance a des
fronts bidimensionnels.

Si I'expérience est réalisée en microgravité, reellssimulée, le phénomene de convec-
tion naturelle peut devenir négligeable. D’autres formesahvection, invisibles dans des
conditions expérimentales usuelles, apparaissent. &orparticulier, la tension de sur-
face entre les deux liquides peut conduire a une instabiih effet, cette tension dépend
de la température. Si la température est perturbée eroim gee I'interface, cette ten-
sion peut étre modifiee, ce qui peut engendrer des coucantectifs. Cette interaction
entre la tension de surface et une température non unifesheonnue sous le nom
d’effet Marangoni. Comment la tension de surface interaliit avec une réaction chi-
mique frontale ? Ici, les résultats expérimentaux sogbeminexistants, puisqu’une telle
étude nécessiterait plusieurs minutes de microgravééourdeur du protocole implique
donc une démarche inverse : 'étude mathématique estéengreéalablement aux études
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Introduction

expérimentales. Une vérification est prévue a la Stafipatiale Internationale, qui per-
mettra de confirmer ou non le modeéle.

2. Modele mathematique

Cette these de doctorat a pour objets la modélisatioreetde mathématiques de pro-
blemes de réaction-diffusion avec convection dans umemihcompressible. Une des
motivations essentielles est d’étudier I'influence dedawection sur des réactions fron-
tales. Toutefois, les résultats du chapitre 1 sont pluggix, et peuvent s’appliquer a
des réactions non frontales.

Les modeles mathématiques présentés consistent eystenmege de réaction-diffusion
avec des termes convectifs

00
a—kv.vesze—kF(e) Q)
couplé avec les équations de Navier-Stokes incompressduintenant une force volu-
mique (ou surfacique dans le chapitred8)

1
dv + w.Vv = —;Vp +vAv + @, 2

ot
dive = 0. (3)

Ici # est un vecteur dont les composantes peuvent étre la tatop&et les concentrations,

v est la vitesse du fluidey est sa pressiont’ est un terme source correspondant a la
production ou la consommation des differentes espedesguines, et au dégagement de
chaleur diis a une éventuelle réaction chimique.

Pour compléter les équations (1)-(3), nous imposons dadittons au bord de Neu-
mann pou#, pour traduire la nullité du flux de chaleur et de massewetsales parois, et
pour la vitesse nous considererons ou bien des conditions de “non-gliseémdu fluide
sur les parois, c’est-a-dire= 0, ou bien des conditions dites de “surface libre”, a savoir

d(v - t)
on

ou t, n désignent des vecteurs unitaires, respectivement thegaormal a la frontiere.
Dans le cas d’'un ouvert non borné, nous ajouterons des aomglé I'infini.
Enfin, le probleme présentant une dépendance en temsnoas intéresserons suivant
les cas a un probleme de Cauchy, en imposant une donrixdeimiourd etv, ou a la
recherche d’ondes progressives pour ces problemes.

n =0, =0,

La nature physique des forces volumiquepeut étre diverse. Nous en étudions ici
deux types : la force de gravité et les forces capillaires.

12



Introduction

Le cas le plus connu et étudié correspond a la force datgrayui peut mener a un
mouvement du fluide, appelé convection naturelle. Ce pm&me est di a la deépendance
de la densité du milieu par rapport a la température oucamecentrations, et il apparait
lorsque la distribution de température ou des conceatrath’est pas homogene. Dans
le cas ou cette dépendance est faible, on peut utiliggpiaimation de Boussinesq, ou
on suppose que la densité est constante sauf dans le terfoecedesolumique. Apres
linéarisation, ce dernier prend la forme :

® = gB(6" — 0] )ey. (4)

Ici, g est I'accélération de la pesantefirest le vecteur formé des coefficients de dépen-
dance de la densité par rapport @yjxe, est le vecteur unité dans la direction verticale.
Dans toute la thése, nous supposons pour simplifier que kitdare dépend que de la
températures est alors un scalaire appelé coefficient d’expansion thgren

Il y a beaucoup d'études, essentiellement numériquesamées au modele (1) - (4).
Le cas le plus connu est celui ou le terme de réacfiorst nul, et ou le vecteut
ne contient qu’'une seule composante, la température. Oa glars de convection de
Rayleigh-Bénard [1]. Les études mathématiques de ceelapsgurtout en présence d’un
terme de réactio’, sont beaucoup moins nombreuses. Dans les premiers clsagétre
la thése, nous développons de nouveaux outils qui pezntettétudier les ondes de
réaction-diffusion-convection.

Remarquons que dans le caswe: 0, le systeme de réaction-diffusion (1) peut avoir
des solutions du type ondes progressives, c’'est-a-dirsalations que se propagent avec
un profil et une vitesse constants. Ce type de solutions pewgmple décrire la propa-
gation de flammes, ou plus généralement de réactiontafemn L'existence et la stabilité
des ondes progressives pour des systemes de réactiosiatiffont I'objet de nombreux
travaux [2, 3, 6, 8, 9, 10]. Cependant, si la densité du mitlépend dé, alors la dis-
tribution non homogene de température et de concentraissociée a ces ondes peut
déclencher la convection naturelle. Il est alors négessietudier un couplage avec les
équations de Navier-Stokes, afin d’étudier I'apparitemerituelle d’'ondes de réaction-
diffusion-convection.

On considere également dans cette these le cas de foregsedeapillaire. En effet,
les études expérimentales de fronts de polymeérisatimontré que le monomere et le
polymere peuvent étre séparés par une interface [6]sNeéufions que l'instabilité de
Marangoni n’existe pas dans la configuration étudiéestédedire que la distribution de
température stationnaire induite par la réaction chiraj@t les gradients de tension super-
ficielle qui en résultent ne sont pas a I'origine d’'uneafislité. Par contre, nous montrons
gu’une nouvelle instabilité peut apparaitre gracerddraction entre les phénomenes ca-
pillaires et la réaction chimique. Pour cela, nous suppsspie les deux liquides sont non
miscibles, et nous considérons des forddecalisées sur l'interface.
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Introduction

Nous étudions ensuite le cas plus difficile des liquides ibliss, ou la forced est
répartie dans toute la zone de transition entre les deuidiés. Suivant une idée de Kor-
teweg [4], nous posons

2 2
¢=dvT, ouTy=k <g—c) , T =15 = —ka—ca—c, Ty =k (8—C> .
X2

Ici, C désigne la fraction massique d’'un des liquides. Le doméiiaet encore mal connu
des physiciens eux-mémes, nous nous limitons dans cemassimplifier, a des systemes
isothermes et sans réaction chimique £ 0). Nous montrons numériguement que les
forces capillaires peuvent générer des courants et ddsioaions d’un profil de concen-
tration.

3. Plande lathese
Le plan de la thése est le suivant :

La premiere partie de la these concerne la convectionelguNous apportons ici de
nouveaux résultats sur I'existence de fronts de reactmvectifs. En effet, la principale
méthode utilisée jusqu’a présent par les théoricemda combustion pour étudier des
couplages avec I'hydrodynamique consiste a se rameres prdblemes plus simples par
des développements asymptotiques formels, tenant catepifferentes échelles spatio-
temporelles entrant en jeu (échelle caractéristiqueadédction, échelle caractéristique
de la diffusion...) Ici, nous utilisons une méthode tresaléhte, basée sur le degré topo-
logique, pour étudier les bifurcations de solutions &ipdiun front monodimensionnel
non convectif. Cette méthode nous permet de traiter lelpnad dans son intégralité, sans
avoir recours a des développements asymptotiques.

L'utilisation du degré topologique pour des problemesréction-diffusion est déja
bien connue, mais on utilise en général le degré de LE8chauder dans des ouverts
bornés. Ici, le domaine est non borné, et le couplage @&seeduations de Navier-Stokes
rend un passage a la limite du borné vers le non borné asfiede. Par ailleurs, cette
méthode ne permettrait pas de mener I'étude de bifumsitgque nous présentons ici.
Le degré topologique pour des opérateurs de réactifunsdin-convection n’étant pas
construit avant ce travail, nous présentons au chapitneelconstruction basée sur les
propriété qualitatives de ces opérateurs : sous cegdigpotheses, ils sont propres et ont
la propriété de Fredholm.

Au chapitre 2, nous utilisons le degré pour donner des tdtsulle bifurcation. Nous
montrons aussi l'instabilité des fronts plans, lorsquadembre de Rayleigh dépasse une
valeur critique, et étudions également d’éventuehesabilités pour les fronts convectifs.

La deuxieme partie de la these concerne la convectiona@upl@&nomenes capillaires.
Dans le chapitre 3, nous étudions le cas de liquides non lntesciCe travail a été réalisé
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en collaboration avec John Pojman, chimiste a I'Univerdit” Sud Mississipi (USM).
L'objectif est d’étudier I'influence de la tension intecfale sur la stabilité d’'un front
de polymérisation. Dans des conditions expérimentaléstueles, cette influence est
tout a fait négligeable devant les phénomenes de ctiovenaturelle étudiés dans la
premiere partie. Toutefois, si on réduit fortement lavamtion naturelle en réalisant les
expériences en microgravité, la tension de surface pearagir avec la réaction chimique
pour générer des courants de convection. Nous montronsqus certaines conditions,
ces courants de convection peuvent déstabiliser le front.

Ce chapitre est d’abord un travail de modélisation. Nousofas ici, comme F. Zel-
dovich et Frank-Kamenetsky, I'approximation d’une zone @ction infiniment étroite
pour ramener le probleme mathématique a un problenmedface [11, 7]. La difficulté
majeure de cette étude consiste ensuite a trouver leebaamditions de saut sur l'inter-
face, c’est-a-dire la bonne expression de la fabceui est ici une force de surface, pour
prendre en compte la tension superficielle, et sa dépeagmraapport a la température.

L'hypothese des liquides non miscibles simplifie I'analysathématique, mais I'expé-
rience montre que les systemes monomere-polymere gongst miscibles. Dans le qua-
trieme chapitre, nous traitons donc le cas de liquidesibies; dans une configuration
isotherme et en I'absence de réaction chimique. Nous mas@wec ce modele I'exis-
tence et l'unicité de la solution pour le probleme coufdle- (3), (5) dans un domaine
borné. Nous présentons des résultats numériques camtdieévolution de gouttes de li-
guides miscibles. Nous montrons que leur comportement esherde celui de gouttes
non miscibles sous I'action de la tension de surface. Enqodigr, des gouttes de forme
elliptique ont tendance a s’arrondir, tandis que des gsuttes allongées tendent a se
séparer en plusieurs gouttes plus petites. L'obtentiotel$erésultats par une méthode
numeérique est tout a fait nouvelle, et une vérificatiop@ikmentale est préevue. Nous
donnons enfin des résultats numériques sur la stabilitekednterface diffuse presque
plane.
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Chapitre 1

Propri etes qualitatives des oprateurs
de reaction-diffusion-convection

Résumé. Ce chapitre est consacr’e aux op”erateurs de r’eactifusidifi-convection
dans des cylindres non born“es. Nous “etudions des camslitioffi santes
pour que ces op erateurs aient la propri‘et’e de Fredhokoient propres.
Cela nous permet de construire le degr’e topologique. Nargrons en-
suite comment ces r’esultats peuvent s’"etendre "a des@nuds d’'ondes pro-
gressives. A la fin de ce chapitre nous donnons des apphsatiour deux
probl emes couplant des “equations de r”eaction-diffusides “equations de
Navier-Stokes. Dans le chapitre suivant nous utiliserassraesultats et en
particulier le degr”e topologique pour “etudier les biadions sur le premier
de ces probl emes.

1. Introduction

Cette partie est consacrée a des opérateurs de réaddfiosion-convection dans des
cylindres non bornés. Elle fait suite a des travaux asseitasres déja publiés pour des
opérateurs de réaction-diffusion sans convection :gt#de Fredholm, construction du
degré, etude des valeurs propres... [18]

Au cours des dernieres décennies, les méthodes usilfg@ér etudier analytiqguement
les problemes couplant des phénomenes chimiquessifiiffet hydrodynamiques se ra-
menaient principalement a des développements asympéstiformels qui prenaient en
compte differentes échelles spatio-temporelles : lézlde la réaction chimique, échelle
de la diffusion... Ces méthodes conduisent a travaillerususysteme simplifie, ou les
differents phénomenes physiques mis en jeu sont bigarés. Ici, nous utilisons un outil
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Opérateurs de r éaction-diffusion-convection

tres different, qui nous permet de considérer le systeéouplé sans simplification : le

degré topologique. L'idée n’est pas nouvelle : le deggé dray-Schauder est un outil
classique pour montrer I'existence de solutions pour deblpmes elliptiques dans un
domaine borné. On peut alors, par passage a la limite, inlb&xistence d’ondes dans

des domaines non bornés, pour lesquels le degré de Leteu8er ne peut s’appliquer.
Mais méme en I'absence de convection naturelle, ce pass#gdimite nécessite des

estimations assez fines. Ici, le couplage avec les équeatierNavier-Stokes rend cette
méthode tres délicate. Notre approche est donc differgouisque le passage a la limite
vers le non borné présente des difficultés, il parais plvantageux de pouvoir appliquer
une méthode de degré topologique directement dans deaigesmnon bornés. Le prix

a payer est la construction d’'un degré “ad hoc” pour unesgad’opérateurs que nous
préciserons dans la section 2. Cette construction eseb&a” la propriété de Fredholm
de ces opérateurs, et leur qualité d’opérateurs propi@ss définirons donc ces deux no-
tions dans la section 3, et donnerons des conditions suffisgnour que les opérateurs
gue nous considérons soient Fredholm et propres. Celapswosettra, dans la section 4,
de construire le degré. Dans la section 5, nous étendongsasats pour les problemes
d’ondes progressives.

2. Opérateurs et espaces

Considérons des problemes de réaction-diffusion-ection dans des cylindres non
bornés d&R", n > 2:

a(z)Aw + Zzzl: bz(x)g;ﬂZ + B(z,Vw) + G(z,w) =0, (2.1)
. Ow; .
r€d:w;=0,1=1,...,k, %zﬂ,z:kﬂ—l,...,p. (2.2)

Ici, z = (21, ..., zn) = (2, 2), w = (w1, ..., wp), G = (G4, ...,Gp), 2 = Q' x Restun
cylindre non borné, de section borr@ec R"~! et d’axe dans la directian,, d/9n estla
dérivée normale etb; sont des matricesx p, B(xz, Vw) est un vecteur de composantes

n

ow JOw
By(z,Vw) = (bgl-c)(:c) ,—) L k=1,....p,
k Z J 8:61 a$j

i,j=1

ou Iesbz(.f) (z) sont des matrices x p, et( , ) est le produit scalaire daiR¥.
On suppose gue est symétrique définie positive,

a € C*(Q),b; € CF(Q), b)) € C*(Q), 0 < a <1,

G(z,w) € C*T*(Q x RP),
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et que la frontieré() est de class€?t*. On suppose de plus que les limites suivantes
existent :
(') = lim a(z), bf(z") = lim bi(x), bz(-;-c)i(:p') = lim b( (z),

Ty —t0o0 Tn—too Tn—too
+/,.0
G*(z',w) = :vnligl:loo G(z,w).

Ici 2" = (21, ..., Tp1)-
On consideére les problemes limites

:I: + + —
Alw + E b; axZJrB (', Vw) + G*(z',w) =0, (2.3)
! ' . awl .
X 689 :’LUZ':O, 7/:].,...,k, % :O, Z:k+1,...7p (24)

dans la sectiof2’ du cylindre. Supposons qu'ils ont des solutians(z’) etw™~ (') dans
C?*2(Q'). On cherche des solutions du probleme (2.1), (2.2) vérifiant

wE(z') = lim w(x). (2.5)

Tn—too

On va se ramener a des conditions au bord homogenes pourauosilies. Soit donc
¢(z) = s(za)w™ (2') + (1 — s(za))w™ (2"), (2.6)

ou s(z,) est une fonction suffisamment réguliere, égale & 1 pgue> 1 et a 0 pour
zn, < 0. On écritw(z) sous la forme w(x) = ¢(z) + u(x), olu(x) est une solution du
probleme

u+¢+2b Ot 9) | Ba,V(u+9) +Glau+d) =0,  @7)

ox;
. ou; .
r€d:u;=0,1=1,..,k, %:O,zzk-i—l,...,p. (2.8)
Introduisons les espaces de Holder
0 2o (E . 8uz
Elz ueC (Q),U”(')Q:O,Z:l,. |3Q—0 Z—k+1 P,
E? = c(9).

IIs sont munis des normes suivantes :

b

||ul|go = sup |u(z)]+  sup [u(z) — 2(y)|
* o aen oy €, zty | T — Y[®
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et

n

2

EO 3,j=1

0%u
aiL'za:L‘J EO°

[ullge =

Nous allons cherchex dans des espaces de Holder pondérés, c'est-a-direapse n
posons :

E, ={uec C*™*Q), ulxy)u € EYY, Ey={ucC*Q), u(z,)u € E3},

ou u est une fonction réguliere, appelée “fonction poidsslespace®’; et E; seront
munis des normes suivantes :

lulle = lmullpy,  Nulle, = llwull g

Prenonsgu(z,) = 1+ z2. Remarquons que les fonctions exponentiellement dé&enoies
a l'infini appartiennent a I'espace pondéré, et que

! n
P (Zn) -0, p (2n)
1(2n) ()
Nous utiliserons cette propriété dans la suite. Enfin, rgmans que la multiplication par

la fonction poids ne change pas les conditions au bord.
Considérons maintenant I'opérateur

=0, z, = +oo. (2.9)

Au) = a(z)A(u + ¢) —|—Zb %;qﬁ) + B(z,V(u+9)) + G(z,u+¢) (2.10)

agissant def; dansE, ou deEY dansEJ. Nous verrons dans ce qui suit que le choix

des espaces est important. En particulier, dans des espaicegoids, les opérateurs

considérés ne sont pas propres, et donc le degré topolege peut pas étre défini [2].
Soituy € E1. On peut définir 'opérateur linéarisé

=4 e(z)u + Bu,

Lu = a(x)Au + sz(:c) ((993:

1=1
agissant dé7, dansFE, ou deFE? dansEY. Ici,
e(z) = Gy, (2, uo(z) + ¢(2)),

ou G, est la dérivee d& par rapport a la seconde variableBeést un opérateur linéaire,
de composantes

_x () Ouo +¢) Bu ~ (k) Ou O(ug + ¢)
Bue= 3 (0255 ) 1 Y (g, 2t

i,j=1 =1

20



Opérateurs de r éaction-diffusion-convection

k=1,..,p.

Enfin, on pose
ef(z) = lim e(z) = GE, (', w(z")).
Tn—1t00

Dans la section 3, nous étudions la propriété de Fredh@ropérateurL, dans la
section 4 nous donnons des conditions suffisantes pour opéeréiteurd soit propre, et
dans la section 5 nous construisons le degré topologiques [Bachapitre 2, nous appli-
quons ce degré pour étudier les bifurcations, puis noakysons le spectre de I'opérateur
linéarisé autour des nouvelles solutions.

3. Propriété de Fredholm et indice

Considérons l'opérateut : E; — FE, introduit dans la section précédenfesera dit
résoluble normalement si son image est fermée. Nous dipoes a la propriété de Fred-
holm si son noyau est de dimension fimiesi son image est fermée, et de codimension
finie 5. Dans ce cas, l'indice de Fredholm fieest défini par I'égalite& = 3 — a.

Tous les résultats de cette section concernant la ptémié&Fredholm peuvent étre ob-
tenus dans des espaces de Holder sans poids, mais le gardp@&gant pour la construc-
tion du degré topologique a la section 6.

3.1. Propriété de Fredholm
Définissons les opérateuts : EY — EJ par

L*u = a* (2')Au + Zz_;bzi(x’)g—gZ + e* (2" )u + Bu,

ou

Condition 1. Les équations

n'ont pas de solution non nulle daf¥.

Condition 2. Quel que soitA > 0, les équations
Lfu— A u=0
n'ont pas de solution non nulle dahy.
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THEOREME 3.1. — L'opérateur L est normalementésoluble et son noyau est de di-
mension finie si et seulement si la Condition 1 est satisfaite cdndition 2 est satisfaite,
alors L est un ograteur de Fredholm d’indice nul.

Remarque. — La preuve de ce théoreme est donnée dang§bd]je cas de conditions
aux limites du type Dirichlet ou Neumann. Ici, certaines cosgmes vérifient la condi-
tion de Dirichlet, et d’autres la condition de Neumann. Leoteéne reste valable. Nous
en donnons ici les principales idées.

L'idée de la preuve est la suivante. On commence par montrersgla condition 1
est satisfaite, alors la dimension du noyau est finie. Dajpraéhéoreme de Riesz, il est
équivalent de montrer que sous la condition 1, toute switeée dans le noyau dea une
sous-suite convergente.

Considérons donc une suite born@g,) de ker L. Par le théoreme d’Arzela-Ascoli,
on peut en extraire une sous-suite qui converge uniformémg tout compact d@. En
appliguant ce méme procédé aux suites des dérivétsljes, on extrait une sous-suite
qui converge dan€? sur tout compact. Pour simplifier nous la notons toujaiysPour
montrer que la convergence a lieu dans I'espageon posev,, = p(um, — u), oUu est la
limite dew,,,. Il nous faut montrer quév,,,) tend vers 0 dan§€?%((2).

On commence par montrer qug tend vers 0 uniformément s@. Si ce n’était pas
le cas, il existerait une suite de poir{ts™) tels que pour toutn, |v,(z™)| > € > 0.
Nécessairement, la derniere composante de la@tifteest non bornée, car cette suite ne
peut pas rester dans un compact. On peut donc supposer guea®aposante’ tend
verstoo. On pose alors,, (z) = vy, (z+2™). On adonc, pour toutr € N, |w,,(0)| > €.
Par ailleurs, comme précédemment, on peut extraire dditia(sv,,) une sous-suite qui
converge uniformément sur tout compact vers une limit®n peut alors montrer que
est solution d’'un des problemésw = 0. (Ce passage a la limite est détaille dans un cas
un peu plus général, dans la preuve du théoreme 4.1, edié&rirons donc pasici.) Donc
w est nulle, d’apres la condition 1. Mais ceci contredit lié dae, par passage a la limite,
lw(0)| > € > 0. Cette contradiction prouve que la suitg tend vers 0 uniformément
sur). L'estimation de Schauder permet de conclure que la coavesydey,, a lieu dans
I'espace de Holdef'?t2, et doncu,, tend vers: pour la norme dév;. Ceci prouve que le
noyau deL est de dimension finie.

Pour montrer que I'image dk est fermée, on prend une sujtg = Lu,,, qui converge
dansE, vers une limitef. Le noyau deL étant de dimension finie, il admet un sup-
plémentaire ferm&'. On peut donc décomposey, sous la formey,, = v,, + w,,, avec
vm € ker L etw,, € G. Montrons que la suitéw,,) est bornée. On raisonne par I'absurde.
Si (w,,) n'est pas bornée, on peut supposer, quitte a extraireawresite, que sa norme
tend vers I'infini. On pose alors

_ Wiy 3 fm

Wm = 777> .fm = .
| wmll | wmll
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On a toujourslaw,, = fn, €t cette fois la suitéw,,) est bornée. De plus, la suité,,)
tend vers O dan#&s, lorquen tend vers ['infini. La suitgw,,) admet une sous-suite qui
converge en normé€? sur tout compact vers une limite, qui doit vérifier Lw = 0. Or
w,, € G, qui est fermé, don@w € G. De plus,w € ker L. Ces deux espaces étant en
somme directe, il vient que = 0. Mais ceci contredit le fait que

o] = lim @] = 1.
n—-+00
Cette contradiction prouve que la suite,,) est nécessairement bornée. On peut alors
comme précédemment en extraire une sous-suite qui geyeur la normey;, et sa
limite w sera telle queLw = f. Ainsi f est dans I'image dé., donc cette image est
fermée.

La réciproque de cette premiere proposition s’étaldit @xemple en appliquant une
transformée de Fourier formelle [18]. Ce sens nous ist&et peu pour ce qui suit, nous
ne détaillerons pas cette partie de la preuve.

Il reste a montrer que sous la condition 2, 'image est dengedsion finie, et I'indice
de Fredholm dé est nul. On rappelle pour cela le résultat suivant (voir gangle [7]) :

LEMME 3.2. — Soit(L,), 7 € [0,1] une famille d’o@rateurs entre deux espaces de
BanachF, et E,. Supposons que cette famille est continue par rapgerpour la norme
d’opérateurs, et que pour tout le noyau deL, est de dimension finie et son image est
fermee. Alors si I'un ded.; a la propriete de Fredholm, tous lek, sont des oprateurs
de Fredholm, et ils ont &me indice.

Supposons donc la condition 2 satisfaifeest un opérateur sectoriel, en particulier
pour A réel suffisamment grand, — I est inversible. Soih vérifiant cette propriété, et
posond., = L—71AI, pourr € [0,1]. L; estinversible, donc il a la propriété de Fredholm
et son indice est nul. De plus, pour taut [0, 1], 'opérateurL. vérifie la condition 1,
donc son noyau est de dimension finie et son image est fef@a@&epermet de conclure
gue pour toutr, L, est Fredholm, et que son indice est indépendant & particulier,
pourT = 0 on obtient le résultat cherché.

3.2. Calcul de I'indice de Fredholm

Supposons maintenant que les solutierigz’) des problémes limites (2.3), (2.4) sont
constantes w*(z') = w*. Alors les opérateur8* sont nuls. On obtient le résultat sui-
vant, qui va nous permettre dans la section 7 de relier Emdie I'opérateur de réaction-
diffusion-convection a celui de I'opérateur de réagatdiffusion associé.
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LEMME 3.3. — Supposons que la condition 1 eétifiee, que les fonctions®(z') sont
constantes et que la codimension de I'image dedrapeur L) est finie, a

Ou

oz, + e(z)u = Lu — Bu.

LOy = a(z)Au + Z b;(x)
=1
Alors L et L( ont la propriete de Fredholm, et I'indice de I'drateurL estégala I'indice
de l'opérateurL©,

La preuve de ce lemme résulte directement de I'invariaac@épmotopie de la propriété
de Fredholm et de l'indice (lemme 3.2). En effet, ’lhomotopie

L,=7L+(1-7)LO

préserve la condition 1. Le lemme est demontré.

4. Opérateurs propres

La construction du degré topologique (voir section 6)essite de prouver que les
opérateurs! : E; — E, définis ala Section 3, mais aussi les homotogied; x[0, 1] —
E, sont propres, c'est-a-dire que I'image réciproque d’ampact, intersectée avec une
boule fermée, est compacte.

4.1. De I'importance des espaces pordes

C’est pour cette propriété que le poids polyndmiaffecté a nos espaces de Holder
est essentiel. En effet, des opérateurs elliptiques demgsbaces non pondérés peuvent
ne pas étre propres [2]. Le fait que les opérateurs deiosadiffusion dans des espaces
pondérés sont propres est étudié dans [18]. Ici, nudi@ns des opérateurs de réaction-
diffusion-convection, mais la démarche reste la mémen@encons par expliquer pour-
quoi ce poids est nécessaire.

Remarqguons que si un opératediest propre, alors toute suite bornée du noyaulde
doit étre relativement compacte. En efféd} est un compact de I'ensemble d’arrivée.
Or il est facile de vérifier que les solutions du systeme ({715) sont invariantes par
translation dans la directiar,, au sens suivant : s = (6, w, ) est solution pour une
certaine vitesse € R, alors toute fonction, définie paru,(z1,x2) = u(x1,z2 + h),

h € R, est également solution pour la méme vitesse. Naturetigrafamille de solutions

(un)ner N'est pas relativement compacte. Dans un espace de Holdgramaléré, tel que

E?, cette famille serait bornée, puisque toutes les fonstignauraient la méme norme
(voir Figure 1.1, a gauche).

Pour avoir un opérateur propre, il faut donc se placer swspace tel que cette famille
ne soit pas bornée. On le fait en multipliant la fonction papoids qui tend vers linfini
lorsquez, tend verstoo (voir Figure 1.1, a droite).
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HUp

Ug Up,
» T2

» T2

FIG. 1.1 — A gauche : La famill¢uy),cr est bornée dang? mais n’est pas relativement
compacte. A droite : La familléu,),cg N'est pas bornée darfs,. Si B est une boule

fermée deF, {uy, h € R} N B est compacte.

4.2. Les esultats
Considérons donc une homotopie de la forme

Alu,7) = alz,7)A(u+ ¢) —I—Zb T, T) (ua;;¢)+

B(z,V(u+ ¢), 1) + G(x,u + ¢, 7),

ou
B - (k) ow JOw B
By(z,Vw, 1) = ”221 (bz-j (”’T)_axi’ —axj> ,k=1,..,p,

a(z,7),bi(w,7), b (x,7) € C%(Q), G(z,u+ ¢,7) € C*(Q x R?) pour toutr.
On suppose gue les conditions suivantes sont vérifiees :

1. Pour toutr les limites suivantes existent :

Ew E (! — L .
a“(z',7) = wnlgilooa(ac T), bi(z',7) = wnll)niloo bi(z,7),
(k)£ (k)
bz’j (x/’ T) xnlgiloo bi; (.T, T)v
et(a!, 1) = lim G (z,w,T), (4.2)

Tn—too,w—wt

2. On a les convergences suivantes lorsqtend versr :

la(z, 7) = a(z, 70)llcx@) = 0, [1bi(z, 7) = bi(2, 7o) ca() = 0,

(%) (k)
by (x,7) — by (x’TO)Hca(Q) — 0

quandr — o, et
| (G(z, u(z) + ¢(2), ) — G(z,ulz) + ¢(z), 7)) pllcag@y = 0
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uniformément par rapport@adans un borné d&’;.

Pour simplifier la présentation nous supposerons quengtelw®(z') et ¢(z) sont
indépendantes de Le résultat est le suivant :

THEOREME 4.1. — Sila Condition 1 est satisfaite pour totite [0, 1], alors I'opérateur
A(u,7): Ey x [0,1] — E, est propre.

Démonstration. — L'idée est essentiellement la méme que pour montrer queyau
est de dimension finie dans le theoréme 3.1. La difficuitest que la dépendance en
alourdit les expressions et les calculs. Soiefnt) une suite bornée darts, et (7,,) une
suite bornée danR telles que

A(Um, Tm) = fm - an m — 400, (42)

la convergence ayant lieu dans I'espdge Nous allons montrer qu’on peut extraire de
la suite(u,,) une sous-suite convergente. Sans perte de généralgéudrsupposer que
Tm — To- COMme(u,,) est bornée dang?t%(2), on peut supposer (quitte a extraire une
sous-suite) qu’elle converge vers une limitee C?**(Q) dansC? uniformément sur tout
borné de? [18]. La suite(u,,) étant bornée dans I'espace pondEiéla convergence de
u,, Versuy est uniforme dan€?(€2). Montrons qu’elle a lieu dans la norme dg.

En passant a la limite dans (4.2), on obtient

A(uo, 7o) = fo. (4.3)
Posons
Um = WlUm, Vo = HUg, Wm = Uy — Vo, Gm — :ufma 9o — :u’fO-

En faisant la difference entre (4.2) et (4.3) et en la mulipiparx on obtient

(A(U'ma Tm) - A(um: 7—0))/1/ + (A(U'ma TO) - A(Uo, 7-0))/1/ = Gm — Yo- (44)
Posons encore

Tm = (A(Um, Tm) — A(Um, T0)) -
On remarque que, grace a la deuxieme condition page 25
I7mlce(@y — 0, m — oo.

L'équation (4.4) peut s’écrire sous la forme

! - oW,
A m — Un\L, m = j\ Ly a_
a(x, 7o) Aw by (x, To)w . +j§b](x To) oz

" ! 1\ 2
a(x, 1) (—wm % - 2%1;7: %—I—wm (%) ) +
(B(z, V(um + ¢),70) — B(z, V(u + ¢), 70)) i+
(G(z,um + ¢,70) — G(z,u0 + ¢, 70)) 1t = Gm — Go — T (4.5)
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Or
1
(G(x, Um + ¢, 70) — G(z,ug + ¢, 70)) 1 = / G, (z,up + ¢ + t(Um — o), To)dt Wy,
0

Posons

ﬁijlc = ux (bg@) (33, To)a(um + ¢) 6(um + Qs))

8xi ’ or j

9 0
— i X (bz(.;?) (x, 7o) (ug;_ QS)’ (uaol‘—: ¢)> ,

de sorte que le terme
(B(z, V(tm + ¢),70) — Bz, V(ug + @), 7)) 14
dans (4.5) est le vecteur de composantes
Z Bije, k=1,---p.
ij=1
Remarquons que pouyr;j # n nous avons

R () Owm O(Um + @) (k) O(Um + @) Owy,

et

Bink = (bgf)(x, 70) 0wy, O(Up, + ¢))

33:,5 ’ a.’L‘n

oWy, y w a(um+¢)>

o= (o -

(k) (U, + @) Owr,
+ (bz-j (x, 7o) don 0z, )

Montrons tout d’abord que la suitev,,) tend vers 0 uniformément dagg2). Suppo-
sons que ce n'est pas le cas. Alors il existe une sous-stiitetelle que|w,,(z(™)| >

e > 0. De plus, la coordonnéé™ des pointg (™ est non bornée. On peut donc supposer
quex%m) — 4o0. Introduisons les fonctions

W (%) = win (x + ™).
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Ona
|0 || 2ty < M,

ou la constanté/ est indépendante de. Ainsi, de la suite de fonctiongz,,,) on peut
extraire une sous-suité,,, ) qui converge vers une limitg, € C?+*(Q2) dansC? uni-
formément sur tout borné d& On al(0)| > € > 0.

Par ailleurs, les fonctiong,,,, (z) veérifient 'équation (4.5) avec les coefficients trans-
latés. Or

RN 0, SN 0,
@ 7
lorsquez,, — oo, et
O ﬂ(xn + 'Tslm))

donc les termeg,;;. (= + =(™)) tendent vers zéro quand tend vers l'infini, et ceci quels
que soient,j = 1,..netk =1,...p.
Par ailleurs le terme

1
/ Gl (z+ 2™ ug + ¢+ t(Up, — o), To)dt
0

tend vers®(z') grace a la condition (4.1) et aux inégalités

M M
(i +6) (2™ —w*| < ——— o [(wo+¢) (+2™) —wt| < ——— .
pw(Tn + 0 ") (Tn +an)
Ainsi on obtient a la limite
L* 0y = 0.

Ceci contredit la Condition 1, caw, est nécessairement non nul.

Ainsi, nous avons prouvé que la convergemge— 0 est uniforme dan€'(2). Comme
les fonctionsw,, sont uniformément bornées da6$**(Q), alors cette convergence a
lieu dansC?(2). Grace aux estimations de Schauder, on en déduitigue+ w, dans
C?*2(Q). Le théoreme est demontré. O

5. Degre topologigue

L'utilisation du degré topologique pour montrer I'existee de solutions a des pro-
blemes elliptiques n’est pas nouvelle. La méthode d@assiconsiste a se placer dans
un domaine borné, et a ramener I'opérateur elliptiquena perturbation compacte de
I'identité. On peut alors appliquer le degré de Leray-$iclea
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Soit par exemple a résoudre le probleme aux limites stiiva
Au + zn:bi(x)% + f(u)=0
i=1 O;

u(z) =0,z € 09,

ou {2 est un ouvert borné dg”.
On sait que pour toute fonctigne C(2), il existe une unique solution € C*+*(Q)
au probleme
Av=yg, wv(z)=0,2¢€ 09,

et que I'opérateuf” qui ag associe cette solutianest compact dé&'*(€2) dans lui-méme.
On se ramene ainsi a trouver les zéros d’'un opérateurguigXcrire comme perturbation
compacte de I'identité. On peut donc utiliser le degré dey£Schauder.

Dans ce qui précede, la compacité de I'opéraféest essentielle. Dans un ouvert non
borné, on perd cette propriété, on ne peut donc plus@yglile degré de Leray-Schauder.
Cependant, le degré peut étre défini pour des opéragpeapses, qui ont la propriété de
Fredholm. Nous expliquons ici cette construction. Dans lda@e6 de ce chapitre, nous
I'aménageons afin d'utiliser le degré pour la recherclomdés progressives.

L'une des approches pour construire le degré topologicque pges opérateurs ellip-
tigues dans des ouverts non bornés est basée sur lagieoga Fredholm. Dans [6] le
degré est construit pour des opérateurs de Fredholnebainpropres agissant d’'un es-
pace de Banach dans lui-méme. Dans [18] ces résultats slisésipour construire le
degré pour des opérateurs de réaction-diffusion dassldmaines non bornés. Ici, nous
généralisons ces résultats pour des opérateurs digorgaiffusion-convection.

Soit ¢ la classe des opérateusgu) : F; — E, de la forme (2.10) vérifiant les pro-
priétés suivantes :

1. L'opérateur A est deux fois Fréchet dérivable. Les fonctiom§(z'), b ('),
bg-“)i(:r’), e*(z'), etda* (z')/0z;, i = 1, ...,n sont continues.
2. La condition 2 page 21 est satisfaite.
On définit aussi la classé des opérateurd(u, 7) : Ey x [0,1] — E, vérifiant :
1. Pourtoutr € [0,1], A(.,7) € ©.
2. A(u,7) est deux fois Fréchet dérivable par rapport.d_es fonctionsa®(z', 7),

bE(2!,7), bff(x’,T), et (z',7), etda*(a',7)/0x;, i = 1,...,n sont continues par

rapport ax et .

THEOREME 5.1. — Il existe un unique de@rtopologique pour les classéset H.
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La preuve de ce théoreme repose sur les propriéetesméedes aux sections 3 et 4, et
est similaire a celle que I'on trouve dans [18] pour desrajgirs de réaction-diffusion.

Rappelons quelques propriétés du degré topologiquepargl, et de celui que nous
construisons ici.

SiA € ® etsiu € F; estun point stationnaire pour, tel queA’(u) est inversible, alors
le degré topologique deé relativement a un voisinage suffisamment petit.dee dépend
pas de ce voisinage. Ce degré est égatd)”, ou v est le nombre de valeurs propres
strictement positives de I'opérateur linéaridqu), comptées avec leurs multiplicités.
Remarqguons que est bien fini, grace a la condition 2 page 21. Nous appelomice du
point stationnaire:” la valeur (—1)".

6. Recherches d’'ondes progressives

Notre étude est motivée du point de vue des applicationapacherche d’ondes pro-
gressives pour les problemes de réaction-diffusionsection. Si nous nous posons la
méme question pour les opérateurs plus généraux imtsod la section 1, nous obte-
nons un cas particulier du probleme (2.1), (2.2), ou lesfimefits ne dépendent pas
de la variabler,, qui correspond a la direction de I'axe du cylindre. En cepértie, le
déplacement du front a vitesséait intervenir une dérivée de par rapport &, :

, ow = n Ow , , _
a(x )Aw+66$n +;bi(a:)a—$i+3(x,Vw)+G(x,w)—O, (6.1)
w(z', +00) = wE (') (6.2)
r€I:w;=0,1=1,...,k, mzo,z:kﬁ—l,...,p, (6.3)

Rappelons gu’ici¢ est une inconnue qui est a déterminer avec la fonati@r).

6.1. Le probleme de l'invariance par translation

Comme nous I'avons déja souligné, les solutions du @rbkl (6.1) - (6.3) sont inva-
riantes par rapport aux translations dans la directipnEn particulier, s’il existe une
solutionw de ce probleme pour une certaine vitegsalors on a une famille entiere de
solutions en considérant les fonctions du tyge’, z,, + h), h € R et la méme vitesse

Dans la section précédente, nous avons construit le gegnédes espaces de Holder
pondérés, et nous avons montré I'importance du poids @ette construction. (Dans des
espaces sans poids, le degré ne peut pas étre constiujg]yo

D’un autre cdté, dans I'espad® muni du poidsy, la norme||w(z’, z,, + h)|| d’'une
telle solution tend vers l'infini lorsque — +oc. En effet,

lw(@', an +h)llE, > sup lw(z", 2n + B) p(zn) |
> sup ||lw(z)u(z, — h)|| = +oo.
e
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Ainsi, si D est un domaine borné de I'espace fonctionfiglqui contient une solution
du probleme (6.1) - (6.3), alors il existe une branche de solsjui intersecte la frontiere
deD. On ne peut donc pas définir le degré relativement a un taroD. Les seuls ouverts
pour lesquels le degré est bien défini sont ceux qui ne eaméint aucune solution dans
leur adhérence... Mais pour de tels ouverts, I'utilisatioridgré n’est pas tres utile.

Une autre approche de cette difficulté consiste a remaquesiw; est un point sta-
tionnnaire suffisamment réguliew( € C3*t%), alors I'opérateur linéarisg; correspon-
dant au probleme (6.1) - (6.3) a une valeur propre nulle coomdant a la fonction propre

_ 811}1
T Oz,

En effet, toutes les fonctions de la forme
(@', zy) — wi (', zn + h)
sont également solutions ; en dérivant par rappért@n constate quéug = 0.

Il nous faut remédier a ce probleme en “supprimant I'masace par translation” des so-
lutions. En d’autres termes, il faut modifier 'opératenébrisélL,, de fagon a supprimer
sa valeur propre nulle, si elle est simple (ou baisser saiptiaite, si elle est multiple).
Nous verrons en fait dans la suite que pour les applicatioasqus envisageons, il est
suffisant de le faire pour I'opérateur linéarisé autound solution particulierey .

6.2. Fonctionnalisation de la vitesse du front

L'un des procédés consiste a introduire une fonctideatbn de I'inconnue: [14],
[15], [18]. Cela signifie qu'au lieu de la constante inconmyu&ous introduisons une
fonctionnellec(w) = c(u + ¢) qui satisfait les propriétés suivantes :

1. ¢(. + ¢) est lipschitzienne sur tout sous-ensemble born&det est contindment
Fréchet-dérivable,

2. lafonction définie pa#(h) = c(w, («', z,+h)) est décroissante par rappoft & R,
et a pour limites(—oo0) = 400, ¢(+00) = —00;

3. la solutionw; du probleme (6.1) - (6.3) satisfait

0
(¢l ) <o

ou (, ) est le crochet de dualité entf& et ;.
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Il y a difféerentes facons de construire une fonctionneléisfaisant a ces conditions.
Nous pouvons la prendre sous la forme suggérée par [14] :

¢(w) = In / w(z) — w (@) o (za)dz,

ou o est une fonction croissante, aweG-oc) = 0, o(+00) = 1, et

0
/ o(z,)dz, < cc.

—0oQ0

Remarquons que

¢(h) = ln/Q \w(z) —wt (2)*o(z, — h)da.

En dérivant par rapport /& on montre queé est bien une fonction décroissante.

Les propriétés 2 et 3 sont vérifiees par exemple;sest une fonction monotone par
rapport az,,. Enfin, on vérifie facilement la premiére condition surdadtionnelle.

Ainsi, on remplace I'équation (6.1) par I'équation

“ ow
+) bi(m’)a—xi

=1

a(z')Aw + c(w) g“’
T

+ B(z', Vw) + G(z',w) = 0. (6.5)
Notons que si le probleme (6.2) - (6.5) a une solutigralors le probléeme (6.1) - (6.3) a
une solution avec la valedr= c(w).

En linéarisant I'équation (6.5) autour de la solutiof) on obtient trois types de termes :
— les termes issus de la linéarisation de I'équation saptadement du front, c’est-a-
dire I'opérateurl, = A’(w,) défini dans la section 3,

- le termec(wl)au :
X

n

. o . R . Ow
— le terme issu de la linéarisation de la fonctionnella savoir 5 L (wy), u).

n
Notons comme ci-dessus, I'opérateur linéarisé correspondant au probleme (6.1)
(6.3), avea = c(w1) :
ou
oz,

Liu = Lu + c(w)
Alors I'equation (6.5) linéarisée peut s’écrire :

awl
ox,

Liu+ (c'(w1),u) = 0. (6.6)
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Cette fonctionnalisation modifie les valeurs propres dedtateur. On montre le résultat
suivant :

LEMME 6.1. — Supposons que 0 soit valeur propre simplelde et consiérons
I'opérateurL, défini par :

6’(1)1

Lou=1L < d(wy),u > )
U 1wt < c(wy),u oz,

Alors

1. 0 n’'est pas valeur propre di,, maisL, a une valeur propre strictemengégative
A =< d(wy),up) > assockéea la fonction propreu, définie par (6.4).

2. Toutes les autres valeurs propresidesont aussi valeurs propres dg.

Démonstration. — Nous avons déja vu que 0 est valeur propre simplé dessociee
a la fonction propres, définie par (6.4). Supposons que 0 soit valeur propre single d
et vérifions que la fonctionnalisation “supprime” cettéeva propre (cf. [14]). Montrons
donc que 0 n’est plus valeur propre de I'opératéur Notons d’abord que, grace a la
relation Lyug = 0, A =< /(wy),uo > est valeur propre dé,, avec comme fonction
propreuy. Les conditions 2 et 3 dans la définition de la fonctionnefipliquent que
cette valeur propre est strictement négative. Dans I'hgse ou les coefficients sont
suffisamment réguliers

a € C*t(Q),b; € C114(Q),

on peut définir 'opérateur formellement adjoibf. On montre qu'’il vérifie lui aussi la
condition 2 (en appliquant une transformée de Fourier &lejp et donc qu’il est Fred-
holm d’indice O.

Supposons que (6.6), (6.3) ait une solution non null&oit v une fonction propre
correspondant a la valeur propre nulle de I'opératgurEn multipliant (6.6) paw et en
intégrant suf?2, on obtient :

(@ (), u) /Q (g, v)dax = 0.

Puisque 0 est valeur propre simple, l'intégrale ci-dessgss non nulle. Ainsi,
(c(wy),u) =0, etd’apres (6.6) on conclut queetu, sont proportionnelles. Or I'égalité
(c'(w1),u9) = 0 contredit la derniére condition imposée pour la fonatielfe c(w). Le
point 1 est demontré.

Montrons maintenant le point 2. Sditune valeur propre dé., et soitv une fonction
propre deL; associée a la valeur propkealors

Lyv = Liv + c(w) < v,up >= M. (6.7)

33



Opérateurs de r éaction-diffusion-convection

On multiplie parug et on integre :
< cd(wy),ug >< v,up >= A < v, > .

Si le produit< v, uy > est nul, alors la relation (6.7) nous dit giest valeur propre de
L%, donc ) est valeur propre dé;. Si le produit est non nul, alots =< ¢ (w;), ug >.
Ainsi, toutes les valeurs propres dg sont valeurs propres di;, a I'exception de la
valeur propre< ¢/ (w1), ug > qui remplace la valeur propre nulle de.

En conclusion, la fonctionnalisation de la vitesse condws€lectionner une seule so-
lution parmi la famille de solutions du probleme initial,edle supprime la valeur propre
nulle due a I'invariance par translation. Elle change aligsérateur, mais ses autres va-
leurs propres sont inchangées. La construction du degr#dgique pour les opérateurs
avec vitesse fonctionnalisée reste pratiquement ideefij8]. Nous noterons désormais
~ le degré topologique construit pour ces opérateurs, &t Hatiliserons dans le chapitre
2 pour la recherche d’ondes progressives convectives.

7. Application a des probemes concrets

7.1. Cas de conditions au bord de type “surface libre”
Considérons le probleme suivant, dans I'ouyedéfini par :

Q={(z1,22),0 <21 <, —00 < 29 < 00}.

oy 00 oY\ 00 .
DAG—a—@a—h-l-(c-l-a—ml) 8—362+F(9) =0 (7.2)
oY Ow oY\ Ow 00,
PAw— —— — — | =—+PR— = 7.2
w 8.1'2 8.1'1 + <C+ (9361) 8952 * Ral'l 0 ( )
Ap+w = 0 (7.3)
0(z1, +00) = 0, (z1,4+00) = w(zy,+00) = 0. (7.4)
x1:0,l:ﬁ20,¢:0,w:0. (7.5)
8331

Nous montrerons au chapitre 2 que ce probleme découle aat@zellement du cou-
plage des équations de réaction-diffusion avec lesteamsade Navier-Stokes, dans le cas
ou les conditions aux limites pour la vitesse sont de typefése libre”, c’est-a-dire

v,

= 0.
8$1

1 =0,0l:v1 =0,
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Les valeurs aux limite8* sont indépendantes de. Comme a la section 2, on définit
doncg par (2.6) olw* = (9,0, 0) et on écrit 'inconnue comme = u + ¢, ollu € E;
est toujours notéeu = (6, w, ¥).

Considérons l'opérateut, : F1 — F, correspondant au systeme (7.1)-(7&g R
étant fixé, et notong  I'opérateur linéarisé autour d’un tripléd(z), @ (z), ¥ (x)). L est
considéré comme opérateur fig dansE,. Les problemes Iimiteﬂﬁu =0, u € EY,
prennent la forme

0
DAG + ¢ 0. +F'(6F)0 = 0 (7.6)
8m2
PAw+e L prd% _ 7.7)
8$2 8$1
AYpy+w = 0 (7.8)
00
r1=0,l:—=0,¢v=0, w=0. (7.9)
8x1

En appliquant les résultats de la section 3, on obtientherie suivant :

LEMME 7.1. — Siles probdmes

06 06
DAf+c —+ F'(0*)0 =0, ——|sa=0 (7.10)
8x2 8$1
n'ont pas de solution non nulle dari$*™*((2), alors I'opérateur Ly est normalement
résoluble et son noyau est de dimension finie.

Pour prouver ce lemme, il suffit de remarquer que le problémg-(7.9) aved = 0
n'a pas de solution non nulle dad&**(f2). La condition 1 du théoréme 3.1 est donc
vérifiee, et le lemme est démontré.

Considérons maintenant I'opérateur

L0 = DAO +c 68—0 + F'(6)0

X2
défini de I'espace

~. 00
1

dans l'espacd, = Cf}(Q). On a le théoreme suivant, qui donne l'indice de Fredholm
d’un opérateur de réaction-diffusion-convection enctoon de I'indice de I'opérateur de
réaction-diffusion associé.
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THEOREME 7.2. — Si
— 0, 1 etw verifient les conditions aux limites (7.4),
— la condition du lemme 7.1 est satisfaite,
— la codimension de I'image dg; est finie,
alors I'opérateur Ly a la propriéte de Fredholm, et il a le me indice qué.;.

Démonstration. — Le résultat est clairement vrai poir= 0, car I'opérateur

(w, ) — (PAw + ca—w, Ay + w) ,
(93:2

défini de I'espace (w, ) € C2T*(Q), wan = Y9 = 0} dans 'espac€'?(Q) est inver-
sible. PourR # 0, ’homotopie L., 7 € [0, 1] prouve queLg est Fredholm. En effet,
I’'hnomotopie ne modifie pas la premiere composante, dorenferie 7.1 montre que pour
tout 7, 'image de L. est fermée et son noyau est de dimension finie. Le lemme 3.2
et en particulier I'invariance de I'indice par homotopiendda classe des opérateurs de
Fredholm permet de conclure. d

Remarqgue. — Ce théoreme montre que le couplage avecuati@uts de Navier-Stokes
ne modifie pas I'indice des opérateurs de réaction-ddfusCet indice est calculé dans

3],

Nous verrons dans la Section 6 que la construction du degddamgique nécessite la
condition 2. Dans le cas du probleme (7.1)-(7.5) cette candgiexprime ainsi :

Condition 2’. Quel que soit > 0, les problemes

DAf + ¢ 90 + F'(6%)6 = )\, ﬁ\aﬂ =0 (7.11)
6362 (9$1

n'ont pas de solution non nulle daG¥*+*((2).

Ainsi nous avons le théoréme :

THEOREME 7.3. — Si la condition 2’ est satisfaite, alors I'@pateur L est de Fred-
holm, et d’indice nul.

Remarqguons que les problemes (7.11) sont a coefficientstaias, donc il peuvent
étre réduits a des problemes algébriques. En appiioamellement la transformée de
Fourier par rapport a la variabde, nous obtenons les problemes de valeurs propres sur
lintervalle 0 < 21 <1

DO + (—DE* + ci€E, + F'(6%))0 = X0, 6'(0) = 6'(]) = 0. (7.12)
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Ici, le prime indique une dérivation par rapport a la vakéar,. La condition 2’ est alors
équivalente au fait que les problemes (7.12) n’ont pas ¢giso non nulle, quels que
soient les réel§ et A > 0. Sans perte de généralité on peut supposer gue. Alors les
valeurs propres du probleme (7.12) peuvent étre calsdgmrtir des égalités

det(—(k* + €2)D + ci€E, + F'(0%) — A\I,) =0 (7.13)

pour tout réek et tout entielk. Ici, I, est la matrice identité.
Si la matriceF” (%) a une valeur propre réelle strictement positive, alorstitir que
(7.13) a une solution pour ux> 0, et donc la condition 2’ n’est pas vérifiée.
Supposons maintenant que toutes les valeurs propres derlaed (6*) sont dans le
demi-plan gauche. Dans le cas équidiffusif ou la matficdes coefficients de diffusion
est scalairelp = dI,), toutes les valeurs propres de la matrice

T(&, k) = —(k* + €)D + cié + F'(6%)

sont aussi dans le demi-plan gauche, et la condition 2’ ¢isfate. SiD n’est pas sca-
laire, alors la condition 2’ peut ne pas étre vérifiee. Hatesi les coefficients de diffu-
sion different fortement les uns des autres, alors la welt{&, k) peut avoir des valeurs
propres a partie réelle positive. Ceci est similairdrdstabilité de Turing, ou un état ho-
mogene est stable sans diffusion, mais peut devenir iledtaisqu’il y a diffusion.

7.2. Cas de conditions de non-glissement

Supposons maintenant qu’au lieu des conditions au bordréscsdibre, on impose des
conditions de non glissement, plus réalistes du point @gplysique :

371:0,[:’[)1:1)2:0.

Apres transformation vers une formulation fonction de antir fonction tourbillon, on
obtient le systeme (7.1)-(7.4), et les conditions au bord Eb&t remplacées par

x1:0,l:ﬁ:0,¢:0,%:0. (7.14)
011 on

On voit que ces conditions au bord vont rendre I'étude plfiiie, dans la mesure ou on
n'a aucune condition pour la fonction tourbillan mais deux conditions pour la fonction
de couranty. Nous allons montrer que, sous la condition 2’, I'opérateuoujours la
propriété de Fredholm. Pour montrer que son noyau estrderdiion finie et que son
image est fermée, la méme preuve qu’a la section 3 s@pplia condition de vérifier que
I'opérateur considéré est bien elliptique, cette faissans d’Agmon-Douglis-Nirenberg
[1], et satisfait les estimations de Schauder. Par contna, montrer que la codimension
de I'image est finie, on ne peut appliquer la méme démaxdreavec les conditions au
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bord imposées ici, nous ne savons pas si 'opérateur estra. Une homotopie avec un
opérateur inversible construit “a la main” permettraexgant de conclure.

Commencons par vérifier I'ellipticité au sens d’Agmon-Bbs-Nirenberg. En linéarisant
le systeme (7.1)-(7.4) autour d’un triplgt i, 1), on voit que le probleme linéarisé peut
se mettre sous la forme

Lu=0 dans(2
Bu=0 dansof?,

ou L et B sont donnés par les matrices :

DA — 051 0, + 011 05 + F'(6) 0 —010 0, + 920 0,
L = R@l PA - 821; 61 + 811; 82 —815) 82 + 62@ 61
0 1 A
et
o, 0 0
B=10 0 0,
0 0 1

Notons que cette notation matricielle va s’avérer plus coanici pour montrer I'el-
lipticité au sens d’Agmon-Douglis-Nirenberg. Suivant laheiue de [1], nous allons
définir des poids sur chaque ligne et chaque colonne, afiretgrdiner la partie prin-
cipale de I'opérateul. Il est clair qu'il nous faut garder le couplage des deuxdézh
troisieme lignes pour que les conditions au bord donnergrobléme bien posé. Nous
posons donc :

t1:2,t2:2,t3:4; 81:0,82:0,83:—2; 7’1:—1,7'2:—3,7"3:—4.

Avec ces conventions les symboles principaux.det B deviennent

DI 0 0 G 00
ao(:r,C): 0 PK|2 0 ’ bo(.’L‘,C): 0 0 Cl
0o 1 ¢ 00 1

On montre aisément que, avec ces conventions, les opératent elliptiques au sens
d’Agmon-Douglis-Nirenberg et satisfont toutes les condgiogcessaires pour que I'es-
timation de Schauder soit valable, I'opératéuetant considéré entre les espaces

By = {u=(8,w,¢),0 € C>**(Q),w € C7(Q), ¥ € C1(Q),
90

_ _qg W
a—ml\aa =0, ¥[sn =0, o loo = 0.}
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et
By = C%(Q) x C2(Q) x C*+(Q).

Des lors, on montre comme au lemme 7.1 que si les problem&8) (@'ont pas de
solution non nulle dan€?*%((2), alors I'opérateut. est d'image fermée et son noyau
est de dimension finie. Pour montrer que la codimension ohagie est finie, on construit
I’'homotopie

L,=(1-7)L+7L;, 7€]|0,1],

ou L, est I'opérateur défini d&; dansE, par
Li(0,w,v) = (DA — 6, PAw, Ay + w).

L'inversibilité de L; découle aisement de résultats classiques d’existemteracité dans
C* pour les deux problemes

060
Al —0 = —lan =
f7 an‘aﬂ 07
et o
A2¢:9a @/J‘BQ:O: P} ‘39207
n

ou f etg sont respectivement dagg+* et C*+e,

Pour conclure qud. est un opérateur de Fredholm d’indice nul, il reste seufdrae
vérifier que 'homotopie construite préserve le fait qimmage est fermée et que le noyau
est de dimension finie, c’est-a-dire que la condition 1 estgrvée.

Supposons que les valeurs propresidé9+) sont dans le demi-plan gauche. Alors
celles dg(1 — 7)F'(6*) — 7 Id le sont aussi, pour tout € [0, 1], donc les problemes

a0 o o,

n'ont pas de solution non nulle da6$*+*(2). On a donc démontré le theoréme suivant :
THEOREME 7.4. — Consicrons le systme (7.1)-(7.4) avec les conditions aux li-

mites (7.14) Si les valeurs propres @#&(6*) sont dans le demi-plan gauche, alors la
linéarisation de ce sy&ime @finit un ogerateur de Fredholm, d’indice nul.
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8. Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons montré plusieurs propétégatives pour des opérateurs
abstraits de réaction-diffusion-convection dans demdyts non bornés. Nous avons vu
gue, sous certaines conditions, ils sont propres et onblarigté de Fredholm. Nous avons
construit un degré topologique pour cette famille d'@péurs, et eévoqué deux exemples
concrets dans la Section 7.

Dans le chapitre suivant, nous quittons le registre desabgé@s abstraits et etudions
de facon plus détaillée I'exemple présenté a la $acti.1. Grace a la théorie que nous
venons de présenter, nous donnons des théoremes dealifus et d’instabilité. Ces
résultats montrent a quel point le travail présentésdampremier chapitre est intéressant
non seulement du point de vue théorique, mais aussi du geimtie de ses applications.
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Chapitre 2

Etude de bifurcations pour un probleme
de réaction-diffusion-convection

Résumé. Lorsqgu’une r eaction exothermique se propage dans un flsids forme
de front plan, la convection naturelle induite par le d”egagnt de chaleur
peut perturber le front. Nous utilisons ici le degre topidpie construit
au chapitre 1 pour montrer I'existence d’ondes progressian planes,
d’eform”ees par des courants de convection, pour un nongbfeagileigh
suffi samment grand. Nous nous int"eressons enfin "a d'esked instabi-
lit"es qui peuvent affecter ces solutions.

1. Introduction

Considérons une réaction frontale dans un tube cylinéritous prendrons I'exemple
de la polymeérisation, et nous appuierons sur les résutgierimentaux publiés par [13].
En I'absence de convection, un front plan séparant lediféales produits se propage a
vitesse constante, Augmentons progressivement le nombre de Rayl&gb'est-a-dire
le parameétre qui détermine I'apparition ou non de la cotiva naturelle dans le milieu.
On observe expérimentalement que lorsgueéépasse une valeur critique, la convection
apparait, déstabilisant le front plan (voir Figure 2.1ai8malgré les courants de convec-
tion, la structure d’onde progressive ne semble pas détrie front est deformé, mais il
continue de se propager, avec une vitesse qui peut étézatife.

Ce sont ces résultats que nous souhaitons retrouver matigiement. Dans tout ce
qui suit, le nombre de RayleigR jouera le réle d'un parametre de bifurcation. Nous
allons modéliser le probleme par un systeme d’équatamréaction-diffusion couplées
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réactifs

c?t N

produits

N NN
(a) (b) (c)

FIG. 2.1 — (a) Front plan sans convection. Lorsque le nombre déeighydépasse une
valeur critique, on observe expérimentalement des froatsplans, axisymeétriques (b)
ou antisymétriques (c).

avec les équations de conservation du moment de Naviee§tblk recherche d’ondes
progressives nous conduit a transformer le problemebpéicaie en un probleme ellip-
tique. Dans le cas ou ce dernier admet une solution monodiomamelle sans convection
(front plan), nous montrons que paolrsuffisamment grand, I'apparition de la convection
le déstabilise, et que de nouvelles solutions non plangarafssent. Soulignons que les
courants de convection ne sont pas imposés de I'extéris qu’ils apparaissent spon-
tanément a cause de la chaleur dégagée par la réeactioparle de convection naturelle.

Dans la Section 3, nous analyserons le spectre discret daditgur linéarisé autour de
la solution monodimensionnelle (front plan). Cette étndes permettra a la fois d’étudier
les bifurcations pour prouver, sous certaines condititeysparition de solutions convec-
tives, et de discuter de I'apparition d’instabilités affnt cette solution monodimension-
nelle lorsque la convection apparait (Section 4). Dans ¢tii&@e4, nous donnerons aussi
guelques compléments sur le spectre des opérateuasiié autour d’une onde convec-
tive, au voisinage du nombre de Rayleigh critique.

Mais avant tout, il nous a paru nécessaire de commencegrgarcer les principaux
résultats de ce chapitre. C’est ce que nous ferons danct®i$e. Les démonstrations
seront données dans les sections ultérieures.

2. Principaux résultats

Considérons un systeme d’équations de réactionsidfy couplées avec les équations
de Navier-Stokes, sous I'approximation de Boussinesq :
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T ~
88_t +v-VT = rAT + Fy(T,A) (2.1)
A ~
% +v-VA; = d;AA+ F(T,A), j=1,..,m (2.2)
1
% +(w-V)v = —;Vp +vAv + Bg(T — To)T (2.3)
dvov = 0 (2.4)

Ici T" est la températured; sont les concentrations des differentes especes chasiiqu
impliquéesp = (v1, v2) est la vitesse du fluide, la pressiong la diffusivité thermique,
d; sont les coefficients de diffusion moléculaigegst la densité est le coefficient de
dilatation,g I'accélération de la pesantedk, une température de référeneayn vecteur
unitaire dans la direction verticaléj, j = 0..., m sont des termes non-linéaires décrivant
les taux des réactions chimiques. Leur forme particelli&terminée par les équations de
la cinétique chimique n’entrera pas en considératiors @danchapitre.

Le systeme d’équations (2.1)-(2.4) est considéré dabande

Q={(z1,22),0 < x1 < I, —00 < T3 < 00}.

(Nous nous limitons a deux dimensions d’espace, bien queol@gme de départ soit a
trois dimensions, pour pouvoir introduire plus loin la ftioo de courant et la fonction
tourbillon. Nous verrons que ces deux dimensions sont sofésgour faire apparaitre
des phénomenes convectifs et des ondes progressivesamas )

Nous supposons la nullité des flux de chaleur et de matigesers la paroi du réacteur

oT 0A;
=0,l: — =0, —2 =0 2.5
xy ) 8.1'1 ) 8.1'1 J ( )
et imposons pour la vitesse des conditions au bord de typ&atsulibre” :
0
x1:0,l:v1:O,£:0. (2.6)
8:51

Nous verrons plus loin que ces conditions permettent quslgmeplifications, et surtout
des informations plus compléetes sur le spectre de I'dpérdinéarisé. Dans le cas plus
réaliste de conditions de non-glissement du fluide sur &sip, on a montré au cha-
pitre 1 que la propriété de Fredholm reste valable, queefateur reste propre, et que par
conséquent le degré topologique peut étre généerdbiar contre, nous verrons qu'il n'est
pas possible de mener I'étude des valeurs propres dans.ce ca
Enfin, nous imposons des conditions a I'infini :
T (w1, +00) = TF, Aj(z1,+00) = A

VR

v(x1, +00) = 0. (2.7)
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Les équations de Navier-Stokes sont écrites sous I'appedion de Boussinesq : le
milieu est considéré incompressible et la densité @omst sauf dans le terme qui décrit
I'action de la gravité. (Ce terme fait apparaitre unedinsation de la densité par rapport
a la température.) L'existence de solutions pour de talblpmes de réaction-diffusion-
convection et certaines de leurs propriétés sont éasdifans [1], [2], [8], [9].

Pour formuler les résultats essentiels, nous faisonsyjiestheses suivantes :
— on a égalité des coefficients de diffusion :

K:dlz...:dm:D,

— la cinétique chimique permet la réduction vers un systdit monotone [17], c’est a
dire qu’il existe un changement de variables linéaire

02' = CLZ'()T + ZCLZ']'A]', 1= O, .M,

j=1
tel que le systeme
% = DAfO + F(0), (2.8)
oud = (0y,---0n), F = (Fy,--- F,,), satisfait la condition
Zgj >0, 4,j=0,..m, i#j. (2.9)

Ilci, F() = aF(a~'0), ola = (ai;)o<ij<m €St la matrice du changement de va-
riables. Pour simplifier, nous supposerons désormaiggest la température adi-
mensionnée, et qug, - - - 6,, sont des variables de concentration.

Notons que le systeme de réaction-diffusion (2.8) estvadgmt au probleme (2.1),
(2.2), aveaw = 0. Sous certaines conditions, que nous allons préciserotd¥gme admet
une solution onde progressive, c’est-a-dire de la forme

0(x1,xo,t) = é(xl, To — ct).

(Ici, ¢ est la vitesse du front, c’est donc une constante scalairmhp<par exemple le

résultat d’existence établi dans [16].
Supposons que les conditions suivantes soient véerifiées :
— F(0") = F(#~) = 0, 006" < 6~ (les inégalités entre vecteurs sont & comprendre

composante par composante) ;
— la fonctionF a un nombre fini de zérgbY, ...,0) dans l'intervalledt < 6 < 0~ ;
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— les matriced””(9*) ont leurs valeurs propres dans le demi-plan gauche, et nbacu
des matriced” (™), i = 1,---s, a au moins une valeur propre dans le demi-plan
droit.

Alors il existe une onde progressive monotone solution dg,(ReB il existe un réet; et
une fonctiono tels que

— la fonctiond définie pard(z,t) = O(x, — ¢it) soit solution du probleme (2.8),

— O(£o0) = ¢+, et

— la fonction a valeurs vectoriell€3 soit décroissante sur chagque composante.

Remarquons que l'inégalité (2.9) peut étre large si orpesp que les matricel’ (6+)
sont irréductibles.

Naturellement, cette onde de réaction-diffusion fourngsa une solution onde progres-
sive du systeme complet (2.1)-(2.4), en posast 0, etp constante. Une des motivations
de ce chapitre est de mettre en évidence I'existence dopaggressives “convectives”,
c’est-a-dire pour lesquelles la vitesse du fluide n’estigastiquement nulle. Cela nous
conduit a remplacer le probleme (2.1)-(2.6) par le prold@ttiptique :

Trouverc € Ret(f,v,p) : Q@ — R x R? x R, solutions du systeme

—cﬁ +v-VO = DAO+ F(0) (2.10)

a.’EQ
—caa% +(@w-V)v = =Vp+ PAv+ PR(6y—03)7 (2.11)

2
dive = 0 (2.12)
00 o Ovy

T = O,Z : 6—371 = 0, v = 0, axl =0. (213)
0(z1,+00) = 0%, wv(zy,+00) = 0. (2.14)

Ici, les équations de Navier-Stokes sont écrites sousdadimensionnée? étant le
nombre de Prandtl &k le nombre de Rayleigh. Il est clair qu’une solution onde pesg
sive du systeme (2.8) est aussi une solution avec 0 du probleme ci-dessus. Remar-
guons enfin que dans ce nouveau systeme, lezr@élesse du front) est une inconnue a
déterminer.

Nous allons maintenant introduire la fonction de courantéfinie a une constante
additive pres par :

0xs’ 0xq
et la fonction tourbillonw,
w = —A.
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Enfin, pour simplifier la présentation, nous supposonsueitgest une variable scalaire ;
les résultats se généralisent au cas des systemesanespau sens de la condition (2.9).
Avec ces notations le probleme (2.10)-(2.14) prend la forme :

Trouverc € Ret(0,w, ) : Q2 — R x R x R, solutions du systeme

oy 00 oY 00
0 D2y O + (C-i- (9331) D2 + F(6) 0 (2.15)
oY B o\ Ow 96,
PAw— — — — ) — +PR— = 2.1

“ 81’2 81‘1 + (C+ 61'1) 8362 + Ral'l 0 ( 6)
Ap+w = 0 2.17)
0(z1, +00) = 605, (z1,4+00) = w(zy,+00) = 0. (2.18)

00
r1=0,0l:=—=0,¢v=0, w=0. (2.19)

8:161

Remarquons que les conditions au bord de surface libre mdyseomis d’obtenir des
conditions au bord simples pouret ). Par contre, des conditions de non-glissement ne
peuvent pas étre formulées en termes de fonction toarhilbn obtient a la place deux
conditions au bord pour la fonction de courant (voir Chaplty Section 7.2).

On linéarise le probleme (2.15)-(2.19) autour de la solufienO(zs), w = 0, ¢ = 0,
et on considere le probleme de valeurs propres

By, o
DA6O — + F' ! — = 2.20
+c 92s + F'(O(x2))0 + O'(z2) o WY, (2.20)
PAw+e 2 prd _ (2.21)
6372 8371

AY+w = M (2.22)
(1, +£00) = 0%, (1, +00) = w(zy,£00) = 0. (2.23)
x1:0,l:ﬁ=0,1/}=0,w:0. (2.24)

8;1:1

Ses coefficients ne dépendant pas de la variahli est commode d’étudier les modes
de Fourier. Supposons guie- . On cherche alors des solutions sous la forme :

0(x1,2) = O(x2) + O (22) cos(kxq),
w(wy, x2) = wi(x2) sin(kzy),

’L/J(.Tl, 3?2) = 1ﬁk(332) sin(ka:l).

Ici, 6, verifie des conditions homogenes a linfini. On obtient telgpeme de valeurs
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propres a une dimension d’espace :

DO, + ¢ 0 + (F'(O(x5)) — Dk?)0), + kO'(z2)h, = b,
Puw, + ¢ wy, — Pk*w, — PRKO, = Awy (2.25)

Up — Kt we = M.
Or(£o0) =0, Yp(Foo) = wk(£oo) = 0.

Les principaux résultats de ce chapitre sont énoncésldarthéoremes 2.1 et 2.2.

THEOREME 2.1. —

1. Pour tout entier Agatift = —1, —2... il existe une unique valeur critiquB, (k)
telle que la valeur propre principale du praiahe (2.25) soit strictemenggative
pour R < R.(k) et strictement positive poul® > R.(k).

2. Toutes les valeurs critiquds. (k) sont positives, et il existe une valeur minimale
R. (ko). SiR (k) # R.(ko) pourk # kg, alors R.(ky) est un point de bifurcation,
i.e. dans chaque voisinage @& (ko), dans chaque voisinage de et dans chaque
voisinage de la solution monodimensionnéie 0, 0), il existe des valeurs dB et
¢, et un triplet(d, w, ) avecy # 0, w # 0, solution du probdme (2.15)-(2.19).
(Dans la suite, nous appellerons un tel triplet “solution gentive”.)

Remarques. —

1. Comme d’habitude dans les problemes décrivant deiaadondes progressives”,
la constante dans (2.15)-(2.19) est inconnue. Elle doit étre trouvée @metemps
que la solution(f, w, /). Quand nous formulons le probléeme en termes d’opéra-
teurs, nous introduisons une fonctionnalisation du pateen. Cela signifie qu'au
lieu de la constante inconnu@ous considérons une fonctionnelle dono@ew, v).
Cela supprime la valeur propre nulle de I'opérateur lirg&aet permet la construc-
tion du degré topologique (voir section 6.2).

2. La seconde remarque concerne la stabilité de la solot@rodimensionnelle. Elle
est determinée par le probleme de valeur propre

90 B

DAf + ¢ . + F'(O(22))0 + ©'(z2) o = 20 (2.26)
PAw+c 2 s PR _ )\, (2.27)
8:132 83?1
Ap+w = 0 (2.28)
0(z1,+00) = 60, (z1,4+00) = w(z1,+00) = 0. (2.29)
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0
x1=0,l:a—20,w=0,w:0. (2.30)
6331

qui est different du probleme (2.20)-(2.24). Dans la Sec8ipnous montrons que
pour R = R.(ky) une valeur propre simple de ce probléeme migre du demi-plan
gauche au demi-plan droit, en passant par zéro. Nous merdumsi que pouk <
R.(ko) il N’y a pas de valeur propre réelle supérieure a cellé&ependant, nous ne
pouvons pas montrer qu'il n’y a pas de valeurs propres corepleonjuguées de
partie réelle supérieure.

3. Le probleme de valeurs propres important physiquenstrn2e26)-(2.30), c’est-a-
dire le probleme sank dans la derniere equation. Cependant le probleme (2.20)-
(2.24) va nous intéresser pour deux raisons : tout d’abbagpiarait naturellement
dans I'analyse de bifurcations, lorsqu’on calcule I'irede la solution monodimen-
sionnelle. Ensuite, il a des propriétés que nous détaitis dans la Section 3, et qui
permettent de donner une représentation mimimax poutdéarpropre principale.
Nous utiliserons cette représentation pour étudier émtaiprobleme (2.26)-(2.30).

Concernant la stabilité des solutions convectives, noaoasala méme restriction que
dans la deuxieme remarque. On montre dans la section Sukatesuivant :

THEOREME 2.2. — Si des solutions convectives existent seulement Bour R, (ko)
(bifurcation surcritique), alors parmi elles il existe deseisc et des solution§s, ws, 1))
pour lesquelles le prokime

Oy 09 90, O o\ 90 00 o

DAf 8.T2 8.T1 6331 aiL'Q (C (9331 8.T2 + F (02(32))0 + 8(E2 8:51 = A
3% ow 8w2 aw 6% ow awg 6w 00

PAw — — P =

W 81‘2 83?1 a$1 3:62 * (C+ a$1> 6332 + 83?2 81‘1 * Ral'l AW
AYp+w = 0
x1:0,l:ﬁ:0, Y=0, w=0.
6:51

n’a pas de valeur propre strictement positive, pdusuffisamment proche de. (k) (voir
Figure 2.2 (b)). Si des solutions convectives existent sené pourR < R, (ko) (bifur-
cation sous-critique), alors parmi elles il existe dé&lsc et des solution$fs, wo, 1)
pour lesquelles le probBime a une valeur propre positive ou nulle, pdusuffisamment
proche deR. (ko) (voir Figure 2.2 (a)).

Remarque. — Ce résultat n’est pas exhaustif, par exemppeohavoir une solution
convective poul? < R. (ko) et une autre pouR > R.(k), comme décrit sur la Figure
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U ~ _ U2
ﬁ_ ——————— Uq 4<— ————— U1
2 |
| |
| |
> R > R
R, R,
(a) sous-critique (b) surcritique
—l/_ _____ ul
U -~ |
|
|
» R
R,
(c) bifurcation de changement de stabilité

FIG. 2.2 — Différents types de bifurcations

2.2 (c). Remarquons que I'argument du degré ne nous permelgesavoir a quel type de
bifurcation on a affaire.

3. Spectre et bifurcations

Dans cette section, nous étudions le probleme (2.15)-(2dB®)s le cas od est une
variable scalaire, et nous allons montrer le theoremerduds les résultats de cette section
restent valables pour des systemes d’'équations cas@séar la condition supplémen-

taire OF:
% > 0, (4 # ]

dans le cas éequidiffusif [17], [18], [19].

3.1. Introduction

Le résultat principal de cette section est I'existencendwint de bifurcation, noté
R.(ko). Nous montrons cette existence en utilisant le degré tgimle que nous ve-
nons de construire. Nous donnons ici en quelques lignesel'd¥ la preuve, pour mieux
comprendre les motivations de I'étude du spectre que ritarsgrésenter. Avant tout, il
nous parait utile de reformuler le résultat a montrerad@h plus simple.
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Supposons gu'il existe une soluti@{z,) décroissante au probleme

DO + 0 + F(©) =0,
O(—00) = 0-, O(+00) = 0+,

Notons comme au chapitre précédent,
¢(z) = s(22)07 + (1 — s(z2))0, 3.1)

ou s est une fonction suffisamment réguliere, égale a 1 pour 1 et a 0 pourr, < 0.
Notonsu; = (© — ¢,0,0). Alors on au; € E;. On note encorelg : E; x R — Es
I'opérateur associé au probleme (2.15)-(2.19), c’edir@

VU = (9,&),7,@) € El,VC € Ra AR(U” C) = (f’g’ h’)

o 99 o\ 90
= DA)— — — ) =4 F
f b 8:62 8:61 + <C+ 8331) (9:62 + (0 * d))
B oY Ow oY\ Ow 00,
= PAw 3372 3371 + (C‘f‘ 8:51) 8372 + PR@xl

h = A¢Y+w.

THEOREME 3.1. — Supposons les hypatses suivantesvifiées :

(Hl) . F’(@i) < 0,

(Hs) : R.(k) > Rc(ko) pourk # ko, ol les nombres. (k) sont cfinisa la Section 2.

Alors R. (ko) est un point de bifurcation, c’est-dire que pour tout positif, pour tout
voisinageV’ dewu; dansEy, il existe des valeur® €|R. (ko) — €, R.(ko) + €[, uz € V et
¢y €]er — €, ¢1 + €], avecus # uq, solutions du prol#meAg (uq, ¢o) = 0. De plus,u, est
une solution convective, i.¢, Z 0.

Idée de la preuve : )
Considérons la fonctionnelledéfinie a la section 6.2 du chapitre 1. Nous notdns
I'opérateur défini suF, par

Vu € By, Ag(u) = Ag(u, c(u+ ¢)),

ol ¢ est définie par la relation (3.1) page 58, est donc I'opérateur obtenu a partir de
par fonctionnalisation du paramewreOn a en particulied z(u;) = 0 pour toutR > 0.
Nous allons demontrer que, sous les hypothéHg$ et (H,), on a:

Ve > 0, VV voisinage de:; dansE,
AR E]Rc(ko) — €, Rc(ko) + 6[, Jug € ‘/, U9 ?é Ui, tels quefiR(UQ) =0. (32)
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Remarquons d’abord que I'hypothé&dé;) correspond aux conditions sous lesquelles
le degré topologique peut étre défini pour des opératels qued i, et donc également
pour Ax. Nous noterons ici ce degre

Supposons que (3.2) est faux. Alors il existe un voisinkgee u, tel que pour tout
u € V,u # uy, et pour toutR voisin deR.(ko), Ag(u) # 0. Quitte a restreindré&’,
on peut supposer que ceci reste vrai powtans I'adhérence d&. Ainsi, 'opérateur
Apr ne s’annule pas sur le bord du voisindgale u,, donc le degré topologique déx
relativement a ce voisinage sera bien défini.

Puisqueu; est un point stationnaire déz, on peut définir I'indice de ce point (voir
section 5 du chapitre 1) lorsqué, (u,) est inversible. Cette hypothése est vérifiee pour
presque touR? dans un intervalle suffisamment pdiit.(ko) — ¢, R.(ko) + €[. En effet,
la fonctionnalisation de la vitesse du front a supprimédkeur propre nulle, si celle-ci
était simple. Cet indice vaut alofs-1)"*(®, ot v, (R) est le nombre de valeurs propres
positives deA’,(u;), comptées avec leurs multiplicités. De plus, commeest le seul
point stationnaire del; dansV, on a

1A, V) = (=)0,

Par ailleurs, 'opérateud ; dépend continiment d@. En fixant deux valeurs distinctes
R; et R,, on peut donc le voir comme une homotopie emig et Ag,. Pour toutR €
[Ry, Ry], l'opérateurA  ne s’annule pas sur le bord &g donc cette homotopie laisse le
degré invariant. On a doney(Ag,, V) = v(Ag,, V'), Ou encore

(1)) = (1,

Ainsi, pour obtenir une contradiction et prouver le th@oegil suffit de montrer que pour

la valeurR.(ko), 'entier v, (R) change de parité. Nous allons montrer que ce résultat est
vrai sous I'hypotheséH,). Nous voyons donc que, pour montrer le théoreme, il ne reste
plus qu’'a calculer le nombng (R) de valeurs propres strictement positives de I'opérateur

linéarisé, et a étudier la dépendance de ce nombreretido du parametr&.

3.2. Etude des valeurs propres

On a vu au chapitre précédent que les valeurs propre%R(ﬂe) coincident avec celles
de A%(u), & ceci prés que la valeur propre nulle est remplacée parvaleur propre
strictement négativé (voir Chapitre 1, Section 6). Dans ce paragraphe, nous liengais
pour simplifier avec I'opérateut z. Nous allons d’abord déterminer les valeurs propres
de A’ (uy), puis nous en déduirons celles dg (u,).

Supposons quE’ (§*) < 0, de sorte que la condition 2’ page 36 soit vérifiee. Suppsso
également gu'il existe une soluti@(z,) décroissante. En linéarisant le probleme (2.15)-
(2.19) autour de la solutiofh = ©(x2),7» = w = 0, on obtient le probléme de valeurs
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propres suivant :

00 o
DA — 4+ F ! — = .
f+c o1, + F'(O(x2))8 + ©'(z2) o, A0 (3.3)
PAw+e L pr% (3.4)
8372 3371
AYp+w = M (3.5)
0
x1:0,l:a—=0,1/}=0,w:0. (3.6)
8:1:1

Supposons que= =. Alors on peut chercher une solution sous la forme
0(z) = 0(z3) cos kxy, Y(x) = P(x3) sin kxy, w(z) = &(xy)sin kxy, (3.7)

ou k est un entier. On obtient

D" + ¢ 0 + (F'(0(xs)) — DE?)O + kO (z)) = M0 (3.8)
P& +c¢& — Pk*o — PRKO = Mo (3.9)
Ok +o = M. (3.10)

Pourk = 0, les valeurs propres sont indépendante&det ont une partie réelle stric-
tement négative, mis a part la valeur propre: 0.
Pourk # 0, le systéeme peut s’écrire sous la forme :

au” + bu' + cp(z2)u = Au,

ou ¢ est une matrice diagonale constante, a coefficients dagostrictement positifs
ay = D,ay = P,az = 1, b est une martice diagonale constante a coefficients diaggona
positifs ou nulsh; = by, = ¢,b3 = 0, ete(xq) €st une matrice dont les coefficients en
dehors de la diagonale sont

Ci3 = k@’(xg), Co1 = —PRk, C3o2 = 1.

On a®'(z2) < 0 donc sik < 0, tous les coefficients non diagonaux sont positifs ou nuls.
Dans ce cas, le systeme (3.8)-(3.10) est appelé systemetonenet sa valeur propre
principale, notée dans la suitg(R, k) vérifie des propriétés spécifiques (voir par exemple
[21]).

Pourk < 0 fixé, le spectre continu du probleme (3.8)-(3.10) est siaEs le demi-plan
gauche. Plus précisément, tous les paints C de ce spectre continu vérifient :

Re o < min(F'(©%) — Dk? —Pk* —k?) = my, < 0.
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Supposons que la partie réelle g R, k) soit strictement supérieure a la borne su-
périeurem,, du spectre continu. Alord, (R, k) est une valeur propre réelle, simple, la
fonction propre correspondante est positive, et on a l&sgmtation minimax

" 3
aip; +bip; + D75 cij(T2)p;

Mo(R, k) = supinf

p HT2 Pi
Ui 3
. aip; + bip; + Zj:l ¢ij(T2) pj
= infsup ,
P ixo Pi

ou p = (p1, p2, p3) €st une fonction arbitraire & composantes positives,dasnet de
classeC?.

Alors la valeur propre principal#, (R, k) est une fonction croissante du paramé&tre
Il existe une valeur critiqu® = R.(k) telle que

M(R, k) <0, R< R.k), X(R,k) >0, R> R.k).

Ceci peut étre demontré en estimant la valeur proprecipdte Ao (R, k) par les valeurs
propres de problemes a coefficients constants sur urvateborné.

Rappelons que cette étude de valeurs propres a pour oljetclal de l'indice de la
solution monodimensionnelle;, qui doit nous permettre de montrer I'existence d’'un
point de bifurcationk.. On veut donc montrer I'existence d’une vald®y pour laquelle
l'indice deu; pour I'opérateurd ; change, c’est-a-dire que la parité du nombre de valeurs
propres positives dd’, (u,) change.

Nous avons vu quel’,(u,) a toujours la valeur propre nulle, qui correspond a l'inva-
riance par translation, et apparait dans le systeme (3.8)) lorsque: = 0. La fonction-
nalisation de la vitesse du front, expliquée au paragréphienous a permis de supprimer
cette valeur propre nulle si elle est simple, ou de diminaemsiltiplicité, si c’est une
valeur propre multiple.

Pour calculer l'indice de la solution monodimensionnnetieus devons considérer
I'opérateur avec vitesse fonctionnalisélg;, donc il ne faut pas tenir compte de la valeur
propre nulle ded’,(u,) liée a I'invariance par translation, c’est-a-dire eedjui apparait
pourk = 0. Par contre, 9 est valeur propre d’'un des problemes (3.8)-(3.10) &vg,
elle doit étre prise en compte. Ces considérations jastifes notations suivantes :

LEMME 3.2. —
— SoitV}, 'ensemble des valeurs propres du prefvle (3.8)-(3.10), pour tout entier
k < 0 fixé, et soitV; I'ensemble des valeurs propres non nulles de (3.8)-(3.10) avec

k = 0. Posons
V=V
k<0
Alors
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e I'ensemble des valeurs propres dé (u,) estV U {0},
e 'ensemble des valeurs propres dé (u;) estV U {A}, ol A est cfiniea la page
33.

— Soit \g(R) (respectivemeni\(R, k)) la valeur propre principalea partie réelle
maximale dang/ (respectivement, pour tout entierk < 0). Alors \y(R) =
maxy<o Ao(R, k), cette valeur propre estéelle, et a une fonction propre asseei
positive. Si\o (1) est surieurea A, alors c’est aussi la valeur propre principale de

Remarque. — Nous avons montré au chapitre 1/que0. Dans ce chapitre, nous nous
intéressons aux valeurs &elles que\y(R) soit dans un voisinage de 0. Quitte & prendre
un voisinage assez petit, on peut donc supposer que la mndli{ ?) > A est vérifiée.

Démonstration. —

Considérons une valeur propkedu probleme (3.3)-(3.6), et la fonction propre corres-
pondante(d, w, v). On multiplie la premiére équation pass kz, les deux autres par
sin kz, et on integre par rapportd . Les fonctions

O () = /07r 0(x) cos kxidxy, @(xe) = /Oww(x) sin kzydzy,
D(x2) = /Ww(x) sin kzidz,  (3.11)
0

sont solutions du probleme (3.8)-(3.10) et il existe au mains valeur de: pour la-
quelle I'une des fonction&,, @y, ¥y, N'est pas identiquement nulle. En effet, pour toyt
fixé nous pouvons considérer ces fonctions comme coeftcide la série de Fourier. Si
pour toutz, et toutk ces coefficients sont nuls, alors les fonctié(s), w(zx), ¥ (x) sont
identiqguement nulles. Ainsi € V.

Réciproquement, sk € Vi, k < 0 et (5,@,1/7) est une fonction propre associée du
probleme (3.8)-(3.10) alors (3.7) est une fonction proprerdblpme (3.3)-(3.6) pour la
valeur propre\. Ceci est valable aussi podre V,, car toute fonction propre associée est
de la forme(d,0,0) ouf # 0. Le premier point est démontré. Le second point en découl
directement grace aux propriétés des problemes moast@1].

Considérons les nombrég (k), pour tout entier strictement négatifSi nous montrons
que cette famille admet un élément mininf@l(k,), alors nous saurons que la valeur
propre princpale\o(R) du probléme (3.3)-(3.6) est nulle po& = R (ko) et devient
positive siR > R.(kq). Si ceky ou le minimum est atteint est unique, c’est-a-dire si

min R.(k) = Rc(k1) > Re(ko),
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alors pourR.(ky) < R < R.(k1), le probleme (3.3)-(3.6) aura une seule valeur propre
positive, et on a montré qu’elle est simple, donc I'indiea.gd sera égal a -1. Cet argument
permet donc de conclure qu.(ky) est un point de bifurcation, au sens énoncé dans le
théoreme 7.1.

Il reste donc a démontrer que la suRg(k), k € Z~ est minorée. Ce résultat découle
d’estimations a priori sur les valeurs propreg R, k). Nous le démontrerons dans la
section 4 (voir corollaire 4.5). O

4. Stabilite de la solution monodimensionnelle

Remarqguons que le signe de la valeur propre principale dulgre (3.3)-(3.6) ne nous
permet pas de tirer de conclusion directe sur la stabiétéadsolution monodimension-
nelle par rapport au probleme d’évolution

00 B oY 00 0 00
5 = DAG 915 O, + (c+ 83:1) . + F(0) (4.1)
ow 0Y Ow oY\ Ow 00
— = PAw— — — — )] — + PR— 4.2
ot w 8.1'2 31'1 * <C+ 6361) 6362 + Raxl ( )
0 = AY+w (4.3)
x1:0,l:ﬁ:0,¢:0,w:0, (4.4)
(9:61

gue I'on obtient en introduisant la fonction de courant efolaction tourbillon dans le
probleme parabolique habituel en formulation vitessesgion. En effet, le probleme de
valeurs porpres associé a ce systeme est

06 oY
DA — 4+ F' ! - = 4.
f+c o1, + F'(O(x2))0 + ©'(22) B A6 (4.5)
PAw+e 1 pr% (4.6)
8332 8331
AYy+w = 0 4.7)
7
$1:0,l:a—:0,1/1:0,w:0. (4.8)
8301

Ce probleme differe de (3.3)-(3.6) par la derniere équad.7), qui ne contient pas de
terme)y dans le second membre. Il peut s’écrire sous la forme

Al (ur)u = A\Clu,

ou la matriceC' est donnée par C' = diag(1,1,0). Dans la suite nous dirons qu’un
nombre complexe est valeur propre du probleme (4.5)-(4.8), ou encore @hedleur
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propre” de I'opérateur linéaris&’, (u,), si ce probléme a une solution non-nulle. Comme
précédemment, ces valeurs propres s’obtiennent comiaersgropres des problemes

DO +c 0 + (F'(O(zy)) — DE?)O + kO'(z3))) = M (4.9)
Py +cd' — Pk2G — PREO = \o (4.10)
v -k +o = 0 (4.11)

pourk € Z.
Nous allons étudier les valeurs propres principales deslémes (4.5)-(4.8) et (4.9)-
(4.11). Auparavant nous montrons le lemme suivant :

LEMME 4.1. — Il existe une fonction continue, croissanteaetaleurs positives/ (R),
indépendante de I'entiet < 0, telle que poutRe A > M(R) les probEmes (4.9)-(4.11)
n’ont pas de solution non nulle.

Démonstration. —Soit A € C a partie réelle positive, telle que le probleme (4.9)-13.1
ait une solution complexe non null@, w, v). (Pour simplifier, on omet les tildes). Posons

M, = sup |F'(O(zs))|, My = sup |O'(z2)|.
T2€ER T2€ER

On multiplie (4.9) pad, (4.10) parw et (4.11) par) et on intégre par rapport#, € R.
Ici, les barres représentent les fonctions complexesugoiges. En utilisant les limites a
I'infini
0(z), w(z), ¥(z), #(x), '(x), Y'(z) — 0, quandzy — +oo
et en prenant la partie réelle de la somme de ces équatitargées, on obtient
/ F'(©)0” + k / Re (©'y0) — PRk / Re(0@) + / Re(w)
= (Re )\+Dk2)/|0|2 +D/ 0
+(Re/\+Pk2)/|w|2+P/\w'\2—|—k2/\¢|2+/\w|’2.
Ainsi,
/ F'(©)|0° +k / Re (©'y0) — PRk / Re(0) + / Re(w)
> (Re A + Pk?) / lw|? + (Re A + DE?) / 0% + k2/ 2.
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Pour toute > 0, les intégrales du membre de gauche peuvent étre estipage

‘/ F'(®)0? <M1/\9\2,
\ / Re(@“ﬁ@)\ <My / [we] < M, ( / P+ o / |0\2>,
‘/Re (wé)‘ <e/|w\2+i/|0\2, ‘/Re () ge/\¢|2+i/w2_

Ainsi

(- e (1= ko) [ 0P < (Ml—%—P—m“—DkQ—ReA)/W

+ (43 — PRke — Pk? — Re A) / |w]?.
€

Choisissons tel que0 < ¢(1 —kM,) < k2. Il peut &tre choisi independamment/ide: 0.
Puisque(f, w, v) est non nul ek < 0, on obtient que

1 kM, PRk
Re A < M(R,k) :=max | — — PRke — Pk*, M; — ——=2 — — = _ D}?|.
4e 4e 4de

Les deux expressions sont majorées par rappbr&d), k € Z. Le lemme est démontré.
(Il

En vertu de ce lemme, nous pouvons défikir(R, k), valeur propre a partie réelle
maximale pour le probléme (4.9)-(4.11))et(R) valeur propre a partie réelle maximale
parmiles\¢(R, k). Une différence essentielle par rapport au cas de la Se®#shqu'’ici,
NOUS ne savons pas si ces valeurs propres sont réellesrfa, mous allons les comparer
a celles de la Section 3, lorsque c’est possible. Les lenguiesuivent donnent quelques
résultats sur les valeurs propres de (4.9)-(4.11), en diséint plusieurs cas selon le signe
deXo(R, k).

LEMME 4.2. — SiX(R, k) < 0, alors pour tout el X > 0, le probeme (4.9)-(4.11)
n’a pas de solution non nulle.
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Démonstration. — Supposons que le probleme (4.9)-(4.11) ait une solution ntla n
pour unX > 0. Alors o = 0 est une valeur propre du probleme monotone

DO +c 6 + (F'(O(zy)) — Dk + kO'(z3)) — A\ = ob
P& +cd' — PK2Go — PREO— \o = o®
VKo = o

et sa valeur propre principatg () est donc positive ou nulle. Comme> 0 le spectre
continu de ce probleme est dans le demi-plan gauche, eé$estats sur les systemes
monotones peuvent s’appliquer. Ainsp(0) > o¢(A) > 0. Mais par ailleurs on sait que
00(0) = Ag(R, k) < 0. Cette contradiction démontre le lemme. O

LEMME 4.3. — SiN(R, k) =0, alors \¢(R, k) = 0.

Démonstration. — Les problemes (3.8)-(3.10) et (4.9)-(4.11) coincidenk sk 0.
La solution du probleme (3.8)-(3.10) est positive. Ainsi ilsté& une solution positive de
(4.9)-(4.11) avec\ = 0. Il en résulte que toutes les autres valeurs propres duepmeab
(4.9)-(4.11) ont une partie réelle négative [20]. Le lemrstepeouve. d

LEMME 4.4. — On a les esultats suivants :
(i) Si A\o(R) = 0, alorsA¢(R) = 0;
(i) Si Ag(R) > 0, alorsA¢(R) > 0;

Démonstration. —

Commencons par prouver |'affirmation (i). Supposons &g(é?) = 0. Alors d’apres le
lemme 3.2, pour touk < 0, (R, k) < 0 ety(R, ko) = 0 pour un certairky. En vertu
du lemme 4.3)\¢(R, ko) = 0, doncA¢(R) est positif ou nul. De plus, il existl tel que
Ac(R) = A¢(R, k1) > 0. En vertu du lemme 4.2\y(R, k;) ne peut pas étre strictement
négatif, donchy(R, k) = 0. En appliquant une fois de plus le lemme 4.3, on obtient
Ac(R, ki) = Ac(R) = 0.

Prouvons maintenaifti). Soitk < 0tel que)y(R, k) > 0. On poseR* = R.(k). Alors
Xo(R*, k) = 0, doncA¢(R*, k) = 0. On veut démontrer que: (R, k) > 0.
Soit i € R et considérons le probleme

DO +c0 + (F'(©(y)) — DE*)0 + kO'(y)yy = M
Pw' +cw — Pk — PREO = Mw
VYo = M
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Notons\g () sa valeur propre principale. Aloks; est une fonction croissante et continue
deR ety, eton akg:(0) = 0.

Etape 1 : Montrons que poup, > 0, Ag« () < p. Supposons le contraire. Alors il
existey > 0 tel queAg«(u) > p. Par définition de\ - (1), il existe une solution non nulle
au probleme

DO +c 0 + (F'(0(zy)) — DE*)0 + kO'(22)1) — Ag- ()0
Pu' + ¢w' — Pk?w — PRk — \p-(p)w =
U =Yt w+ (u— A ()Y = 0.
Mais zéro est la valeur propre principale du probleme

DO +c 0 + (F'(O(x3)) — D)0 + kO'(z5)) = 0

Puw' +cw — Pk*w — PRk = 0

v —Ey+w = 0.
Ceci contredit le fait que la valeur propre principale est fonction croissante des coeffi-

cients non diagonaux. Remarquons que ce résultat estapldiici, car pour toyt > 0,
la condition\g (1) > 0 assure que le spectre continu se trouve dans le demi-plahgau

Etape 2 : Par continuité, on déduit de I'étape 1 que pdur- R*, avecR — R* suf-
fisamment petitAz(0) > 0, Ag(x) < p pouru suffisamment grand. Oxg(u) est une
fonction continue de: donc I'eéquation\g(r) = p, 1 > 0 a une solution. Montrons que
ceci reste vrai pour touk > R*. Supposons que ce n’est pas le cas, et posons

Ry = inf{R > R*,Vu > 0, \p(p) # p1}-

Si R < Ry il existey > 0 tel queAg(p) = p. Alors p est valeur propre de (4.9)-(4.11).
Doncu < M(R) < M(Ry), ouM(R) estcomme au lemme 4.1. Ainsi pqur> M (Ry)
etR < RyonalAg(u) # p. Comme al'étape 1 on montre gue(u) < p.

Fixonsuy > M(R,) et passons a la limite dans I'inégalité précédentsqoeR tend
vers R, par valeurs inféerieures. On obtienk , (110) < 0. Par ailleurs il existe une suite
décroissantéR,,) de limite R, telle que les équationsg, (1) = p n'aient pas de solution
positive. Comme\g, (0) > Ag«(0) = 0 on alg, (1) > u pour touty > 0. En passant a
la limite quandn — +o00 on obtientAg, (1) > p. Ainsi Ag,(1o) = 1o, €t py €st valeur
propre de (4.9)-(4.11). Mais ceci contredit le fait que> M (R,). On a montré que pour
tout R > R* I'equation\g(x) = p a une solution positive (voir Figure 2.3).

Cette solution est valeur propre du probleme (4.9)-(4.119 fetnction propre associée
est positive. En effet, elle correspond a la valeur propirecpale du probleme

DO +c 0 + (F'(O(y) — DK+ k' (y)y = Ar(p)0
Py’ +cw' — Pk*w — PREO = Agp(p)w
=K rwt = Ap(u)y.
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Aa
/\R" (:u’)a Rn > RO

sA=p
’ ’\Ro(p’)

Ar(n), R* < R < Rq

Ar+ (1)

0 po > M(Ry)

FIG. 2.3 — Résolution graphique de (1) = p

Ainsi i est la valeur propre principale du probleme (4.9)-(4.11).
On a donc prouvé quac(R,k) > 0. Ainsi Ac(R) > Ac(R,k) > 0, et (i) est

démontreé. O
COROLLAIRE 4.5. — Il existek, tel queR. (k) est la valeur minimale deB,.(k), pour
k=—-1,-2,..

Démonstration. — Remarquons d’abord que pour tout< 0, R.(k) > 0. En effet
pour R = 0 le probleme (3.8)-(3.10) n’a pas de valeur propre positiveule. Montrons
maintenant quek.(k) — +oc quandk — —oo. Cela revient a montrer que pou
fixé, et pourlk| assez grandy, (R, k) est négatif. Lestimation du lemme 4.1 montre que
Re Ac(R, k) < 0. Mais nous venons de montrer que\g{ R, k) était positif ou nul, alors
Ac(R, k) le serait aussi. Le corollaire est démontré. Ce cor@llest justement le résultat
qui nous manquait pour conclure la preuve du théoreme #uir¢htions). a

THEOREME 4.6. — A¢(R) = 0 si et seulement siy(R) = 0, et \c(R) > 0 si et
seulement shy(R) > 0.

Démonstration. — Il est clair que siA¢(R) = 0 alors \o(R) > 0. En effet si
Ac(R, k1) = 0 alors le probleme (4.9)-(4.11) a une solution p&ur= k; et A = 0.
Mais ce probleme coincide avec (3.8)-(3.10). Ainsi

Mo(R) = Mo(R, k1) > 0.
Grace au lemme 4.4, ceci prouve la premiere équivalenceste a montrer que si
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Ac(R) > 0 alors\o(R) > 0, ce qui découle des lemmes 4.2 et 4.4. Le théoréme est
démontreé. O

Remarque. — SoR, (ko) le minimum desRk.(k), pourk = —1, —2, ... Pour cette valeur
deR lavaleur propre principale du probléme (3.3)-(3.6) vaubz8ous I'hypothésgH),

i.e. siR.(k) # R.(ko) pourk # ko alors c’est un point de bifurcation et des ondes
progressives convectives existent pour un cerfaitans tout voisinage dB. (ko). Si la
valeur propre principale du probléme (4.5)-(4.8) est etall voisinage d&..(k,), alors

la solutionfd = ©,w = 1 = 0 est stable pouR < R.(ko) et instable pouR > R.(ko).

Sans la condition quic(R) est réel au voisinage de.(k,), on peut seulement affirmer
le résultat suivant : sk < R.(ko), alors la valeur propre réelle maximale de (4.5)-(4.8)
est négative. Toutefois, nous n'avons pas montré qujilavait pas de couple de valeurs
propres complexes non réelles, a partie réelle posiieeis ne savons donc pas si une
instabilité de type “oscillatoire” peut exister. LorsqRe> R.(k), la valeur propre réelle
maximale devient positive donc la solution est instable.

5. Stabilité des solutions convectives

Nous venons d’analyser le spectre de I'opérateur linéaxigour de la solution mo-
nodimensionnelle, et nous avons demontré qu’elle estlies lorsquek > R.(kg). Les
mémes arguments permettent d’étudier d’éventuellswlnilités des solutions convec-
tives. Dans toute cette section nous supposons que lesiomsditu Théoreme 3.1 page
52 sont satisfaites.

Par commodité, nous introduisons les notations suivantes

- k.= Rc(kO) ;

— Ap: E; x R — F, estl'opérateur correspondant au probleme (2.15)-(2.17);

— (u1,¢1) € E1 x R est la solution monodimensionnellég(u1, ¢;) = 0, VR;

— (ug,c2) € E7 x R est une solution bidimensionnelle dans un voisinagéudec; ),
telle queAg(us, c2) = 0 pour un certaink voisin deR,.

— Ly = AL(uy, 1), L% = Aly(usg, c2), OU le prime désigne la dérivation par rapport a
la variableu € E ;

— C estlamatric&” = diag(1,1,0), etP3 = I3 — C.

Nous noterons égalemen§(L%,), i = 1,2, la valeur propre principale d&i,u = Au,
que nous désignerons sous le nom de probleme de valeymeprdassique, etc(LY,)
la valeur propre principale dé%u = ACu. Nous appellerons ce dernier probleme le
probléme de €-valeurs propres” poukt,.
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5.1. Le probleme de valeurs propres classique

Les résultats concernant le spectre des opéraféusont basés sur deux remarques.

Premierement, la propriété de Fredholm permet d’affirquee si deux solutions, et
us sont proches, alors les valeurs propres des opérateéariBBs sont aussi proches,
dans un sens qui sera précisé plus bas. Nous avons mon@&aguitre 1 la propriété
de Fredholm, pour les espacEs et E, (voir Théoreme 3.1, page 22). Remarquons que
la preuve de ce théoreme n’utilise pas la forme du paidst qu'il reste valable dans
les espaces de Holder sans palgfset ). Par commodité, nous travaillerons avec ces
espaces sans poids pour établir les résultats qui nessiémst pas le degré topologique,
mais uniquement la propriété de Fredholm.

La deuxieme remarque repose sur l'invariance par hometdpidegré. Nous avons
établi a la Section 3 I'existence de solutions convestivg proches deu;, pour des
nombres de Rayleigh proches de la valeur critigddePar 'argument ci-dessus, les va-
leurs propres du linéarisk?, sont proches de celles dg, . Or ce dernier possede une
valeur propre nulle. Pour étudier la stabilité de I'ondeil faut préciser la position par
rapport a I'axe des ordonnées de la valeur propré¥leorrespondante.

Justement, le degré topologique donne des informatian$radice des solutions bidi-
mensionnelles, et donc sur le nombre de valeurs propresvessilu probléme linéarisé.

Il permet ainsi de préciser le signe de la valeur propreineide zéro.

Notons que, pour utiliser le degré, il faut cette fois trieadans les espaces pondérés
E; etE,. Par ailleurs, comme dans la section 3, la méthode du degoéogique nécessite
de fonctionnaliser la vitesse Dans le cas de I'onde monodimensionnelle nous avons
montré que la fonctionnalisation ne change pas les vapgames de I'opérateur linéarisé,
sauf la valeur propre nulle qui est remplacée par une valapre

0 .
A= <c’(w1), 871021> <0, oUuw;=u;+ ¢.

Il en est de méme pour la solution bidimensionnelle, a pegs que la nouvelle valeur

propre
, 0
<C (w2)7 8/(;22 >

peut &tre nulle si 'ondes; n'est pas monotone par rapporta Cependant, on remarque
que, par continuité, cette valeur propre est strictemégative pour|u; — us||g, Suf-
fisamment petit. Ainsi, pour étudier I'existence de valganapres avec une partie réelle
positive ou nulle, il suffit d’étudier le spectre des opéras sans fonctionnalisation. C'est
ce que nous faisons ici.

Reformulons d’abord le résultat qui a été prouvé dasetion 3, concernant les bifur-
cations locales :
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LEMME 5.1. — Pour toutn > 0 il existe R > 0, |R — R.| < n tel que I'equation
Ag(u, c) = 0 ait une solution(us, c2), avecCus # uy, |ca — ¢1| < n et|juy — ug||g, <.

Pour étudier la stabilité des solutions issues de cefitiedaition, il nous faut déterminer
le signe des valeurs propres 8%. Nous allons les comparer avec les valeurs propres de
Ly, grace aux propriétés des opérateurs de Fredholml [f8utl pour cela que 'espace
de départ et I'espace d’arrivée soient identiques. Dassita nous considérons donc les
opérateurd }, et L% agissant de&& dans lui-méme, avec pour domaifi. Dans tout
ce paragraphe nous utilisons la notatipfi au lieu de||.||c-. Notons que la propriété
de Fredholm est conservée lorsque les opérateurs agisert dans lui-méme. Remar-
quons par contre que dans ces espaces, les opérateats.% ne sont plus bornés. Ainsi,
pour comparer leurs valeurs propres il nous faut prouvstifigation suivante :

LEMME 5.2. — Pour toutk > 0, il existen > 0 tel que, pour toutR, |[R — R.| < n,
pour toutuy € EY, ||u; — ug||c2 < 7, et pour toutw € EY, u # 0, on ait :

1Lk, u — Liull < & (lull + [[Lk,ull) -

Remargue. — Les normes utilisées ici ne sont pas les méameataqs le lemme précédent.
Cependant, le poids étant toujours supérieur ou égal a 1, on a l'inégalité
lur = usllcz < lur — usallm, -
Les conditions du lemme 5.2 seront donc bien vérifiees gasdtutions données dans le
lemme 5.1.
Démonstration. —

L'expression a majorer est de la forme

ou ou
L}{CU — L%U = bla—xl + (bg +c1 — 62)8—x2 + eu,

ol ¢; etc, sont des scalaires (vitesses associées aux andes:,), et oub,, b, ete sont
des matrices telles que

1B:ll < IVur = Vuo|| + PIR = Re|, i =1,2,  |lel| < [[F'(u1) = F'(ug)]l.

Supposons quiu; — us|lc2 < 1. Alors on a||Vu; — Vug|| < 3n. De plus, comme
F € C? il existe une constant® > 0 telle que||F'(u;) — F'(u2)|| < Kn. Si de plus
IR — R.| <mnet|cy —ci| <nalors

1L, (w) = LRl < Kin (full + [ Vul]).
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Grace a I'estimation de Schauder,
IVull < flullgy < M(|[ Ly ull + [|ul)-
On obtient finalement
|Lr.u — Liull < Kon ([Jull + || Ly, ul))-

Le lemme est demontré. O

Remarquons que, grace a la continuité de la fonctioaralu chapitre 1, la condition
ey — ¢1] < 7 sera automatiquement verifiee peye= c(u; + ¢) dés qud|u, — usl|z, est
suffisamment petite. Dans la suite, pour simplifier la prégem, nous ne prendrons pas
explicitement en compte la variation de la vitesse du feohes résultats énoncés restent
valables.

LEMME 5.3. — Soite > 0 tel que tout nombre complexXe avec0 < || < ¢, soit un
point régulier pourLy, . Alors il existen > 0 tel que pour

‘R - Rc‘ <, ||U1 - u2||C’2 <,

I’opératequ%E_a exactement une valeur propre simplg € B(0,¢), et tous les autres
points deD U B(0, €) sont feguliers pourL%, ol

D={AeC,Re)>0,|\>¢€}.

Démonstration. —
La preuve consiste en trois étapes :

1. L% aune valeur propre simple dans la boule ouverte, et tousitessgpoints de la
boule fermée sont réguliers;;

2. L% n'a que des points réguliers en dehors d’un secteur amgdaj s, représente
sur la Figure 2.4;

3. L% ma que des points réguliers dafis; s N D (voir Figure 2.4).

Etape 1.Elle est basée sur une remarque de [7] : la somme des meitégldes valeurs
propres a I'intérieur d’'un contour donné est présersieon modifie peu I'opérateur. Plus
précisément, il existe une constante positiveelle que pour tout opératedr: EY — EJ
vérifiant I'estimation

[ Aull < E(llull + [|Lk,ull), Yu € EY,u #0,
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Ly +Aaune seule valeur propre simple dans la b@i(e, ¢), et tous les autres points de
la boule fermée sont réguliers. Le lemme 5.2 completedays de cette premiere étape.

Etape 2.Pour toutg € (0, 7/2) on peut trouver un réel positi/ dépendant seulement
de(), 3, des coefficients principaux dé&, et des conditions aux limites, tels que les points
situés a I'extérieur de I'angl€,, s soient réguliers. Notons que ne dépend ni dé ni
deUQ.

Etape 3.Elle est indentique a I'étape 1, mais ici on consideredetour délimitant la
régionCy 3 N D (voir Figure 2.4), otL}zc n'a que des points réguliers. O

Im\
<. A

C)f [P > Re)

-
-
-

FIG. 2.4 — Les domaines introduits dans la preuve du lemme 5.3glear, s est situé
entre les demi-droites en pointille. La régiéh,s N D considérée dans I'étape 3 est
grisée.

Le lemme est demontré. On obtient aisement le corollairnast :

COROLLAIRE 5.4. — Sie, 1, u, €t R sont comme au lemme 5.3, aldr a au plus une
valeur proprea partie reelle positive ou nulle. De plus, cette valeur propre éstle.

En effet, si elle n'était pas réelle, alors sa conjugugrais aussi valeur propre, ce qui
contredit l'unicité. O

Avec ce corollaire, on demontre le theoréme suivant :

THEOREME 5.5. — Si des solutions convectives existent uniquement BaurR, (bi-
furcation surcritique), alors parmi elles il y a des solutsm, pour lesquelles\;(L%) <
0, pour R suffisamment proche d&. (voir fig. 1b).

Si des solutions convectives existent uniquement Rour R, (bifurcation sous-cri-
tique), alors parmi elles il y a des solutions pour lesquelles\o(L%) > 0, pour R
suffisamment proche de. (voir fig. 1a).
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Remarque. — Pour prouver ce théoreme, on utilise le degrogique. On travaillera
donc dans cette démonstration avec les espaces poridéetss.

Démonstration. —

Considérons le premier cas. La preuve du second cas eshistmBupposons gu'il
n'y ait pas de solution convective pol < R.. Soiente et comme au Lemme 5.3,
et soitV la boule de centre; et de rayory dansE;. Alors Ag, n'a pas de zéro sur la
frontiere deV. Lhomotopie A étant propre et continue, on va montrer qu’on peut choisir
Ry € (R. —n,R.), R, € (R, R. + n) tels que

VR € [Ry, R1], Yu € 9V, || Ag(u)|| # 0. (5.1)

En effet, supposons le contraire. Alors pour tout entisuffisamment grand,
1 1
JR, € {Rc —— R.+ —] , Ju, € OV, Ag, (u,) = 0.
n n

La suite(R,,, u,) prend ses valeurs dans le compact (0) N ([R.— 1, R.+1] x V). On
peut donc choisir une sous-suite convergente, de lifiiteu), v € dV. A étant continu
par rapport & etu, on trouve quedg, (u) = 0, u € 9V, ce qui contredit 'hypothese.

Grace a (5.1), on peut appliquer I'invariance par homotdpidegré sul/, eton a:

V(ARO’ V) = V(ARU V) (5.2)

(Ici, v désigne le degré topologique construit au chapitre 1 pEsipopérateurs avec vi-
tesse fonctionnalisée.) Rappelons que la bifurcationuggiasée surcritique. Ainsi, pour
R = R, la seule solution est 'onde monodimensionnelle et sorcandst égal a 1. Donc
V(ARN V) =L

D’autre part, supposons que toutes les solutions convsctiyesoient telles que
Xo(L%) > 0. Alors grace au corollaire 5.4, la valeur propre positivesasiple, et toutes
les autres valeurs propres @& ont une partie réelle négative. Ainsi I'indice de chaque
solution convective,, vaut -1, ety(Ag,, V) < —1, ce qui contredit I'égalité (5.2). Remar-
quons que les indices peuvent étre utilisés car aucunsotiesons possibles ne possede la
valeur propre zéro pour I'opérateur linéarisé cororgfant. Cette contradiction démontre
le théoreme. O

Remarques. —

1. Comme il est dit dans la section 2, ce résultat n’est paawestif. D’autres situations
sont possibles, par exemple celle de la Figure 2.2 (c), ou

ry(ARo’ V) = ,-)/(ARU V) =0.
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2. Comme ala section 4, la question de la stabilitée d’uhgti®m bidimensionnelle.,
par rapport au probleme d’évolution (4.1)-(4.4) conduipaobleme de”-valeurs

propres :

Liu = M\Cu. (5.3)
Nous allons donc maintenant comparer €esgaleurs propres aux valeurs propres
classiques.

5.2. Le probleme deC-valeurs propres

Comme pour la stabilité de la solution monodimensionnadles introduisons le pro-
bleme auxiliaire
Liu+ pPyu = \u, (5.4)

ou P; = I3 — C est la matrice de projection sur la troisieme coordoneég, est un
parametre réel. Rappelons giyeest la matrice identité. Poyr = X les deux problemes
(5.3) et (5.4) sont équivalents.

LEMME 5.6. — Il existe une constante> 0 telle que SIR—R,| < 1, ||ue—u1l|c2 < 7,
etsi\g(L%) > 0alors\¢(L%) > 0.

Démonstration. —

Supposons que le problenigu = Au ait une valeur propre a partie réelle positive ou
nulle. Alors par le corollaire 5.4, elle est réelle. De pluse elst aussi valeur propre du
probleme (5.4) aveg = 0. En d’autres termes\%(0) > 0, ou A% (u) est la valeur propre
principale du probleme (5.4). Si, (1) désigne la valeur propre principale du probleme

Lpu+ pPsu = \u, (5.5)

alors pour tout > 0, A\, (1) = A% (). En effet, pourR = R,, u; etu, coincident.
A% (u) est continue par rapportiaet R. Donc

N(i) = Ah. (), R~ Re. (5.6)
On avu dans la preuve du lemme 4.4 que
Vi > 0, g, (1) < p. (5.7)
Fixonsy > 0. D'apres (5.6) et (5.7) il existe > 0 tel que
IR— R.| <n= %) < pu.

Ainsi pour|R — R.| < n I'équation\%(u) = p @ au moins une solutiop > 0 (voir
Figure 2.5).
Cette solution est valeur propre de (5.3). Le lemme est déon O
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A A=u

0 p fixé
FIG. 2.5 — Résolution graphique dé (1) = p.

Le méme argument peut permettre de montrer qug@i%) < 0, alors le probleme
(5.3) a une valeur propre strictement négative (ce résesteétabli au lemme 5.7). Mais
naturellement ceci n’est pas suffisant pour prouveriqud.%) < 0. Il nous faut montrer
que toutes les valeurs propres de (5.3) ont une partie Ktatleement négative. Ceci peut
étre démontré en comparant (5.3) avec le probleme smmjjaur I'opérateur.j, , comme
nous I'avons fait dans la section 5.1. Cette comparaisonaltmiemme 5.8 qui, associé
au lemme 5.7, fait le lien entre le probleme de valeurs psogliassique et le probleme de
C-valeurs propres pour les solutions bidimensionnelleanquR — R.| et||us — uz||g,
sont petits.

LEMME 5.7. — Pour toute > 0, il existe une constantge> 0 telle que poutR — R.| <
1, ||uz — ui]|c2 < m, SiAo(L%) < 0 alors le probeme (5.3) a une valeur propréelle )\,
—e< A<O.

Démonstration. —
La preuve est similaire a celle du lemme 5.6. La seule cho'slenqus faut établir est
I'existence de > 0 tel que

Vi, —e < pu <0, A (1) > p

Prenons d’abord tel que le spectre essentiel soit dans le demi-plae\ < —¢}. Ainsi,
on peut appliquer les méthodes de la section 4.
Nous savons que les valeurs propres de (5.5) sont aussi vpltepres de

DO’ +c @ + (F'(O(zs)) — DE*)G + kO (z5)) = M
P& +c¢@' — Pk*» — PRKO A&
V- Y+o+mh = A
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pour certains entierg < 0. Notons)\}{,k(u) la valeur propre principale de ce probleme.
Alors elle est réelle, et

Ap(u) = sup Apu(p) > A, g, (1),
k€Z,k<0
ou ko est I'entier qui réalise le minimum de8.(k),k € Z,k < 0. Ainsi, il suffit de
prouver que
Vi, —€ < 1 <0, A, o (1) > pie (5.8)

Avant d'établir (5.8), remarquons que pour tdegt &, I'équation\y, , (1) = u ne peut
pas avoir plus d’'une solution réelle En effet, une telle solution est la valeur propre
principale du probleme monotone

DO" + cf' + (F'(O(x2)) — DE*)0 + kO'(z2)p = /\}z,k(/«‘)e
Pu" + ' — Pk*w — PREO = Mg, (n)w
V=Y +w+ = Mg ().

Ainsi, la fonction propre correspondante est positive. Maést aussi une valeur propre
du probleme (4.9)-(4.11), avec la méme fonction propretpesiDoncy est nécessai-
rement la valeur propre principale de ce probleme, ettitd@ien découle.

Montrons maintenant (5.8). Tout d’abord, nous savonsxiggo (0) = 0. D’aprés 'ob-
servation ci-dessus, nous pouvons en déduire que

Vi, —€ < <0, Mg g, (1) # b

Mais la fonction)\}zc’ko(u) est continue par rapport;a Ainsi, si (5.8) n'est pas vérifiée,
alors
Vi, —e < pu <0, Mg g, (1) < e

Pour conclure, on utilise un résultat de stricte monotai@da valeur propre principale
d’un probleme monotone, par rapport a ses coefficienfs E22particulier, pou? > R,
et pour touty, —e < < 0,0na:Ag, (1) > Mg, g, (1)

Soit R suffisamment proche dB. pour que les inégalités suivantes soient satisfaites,
comme dans la Figure 2.6 :

)\}‘Z,ko(_e) < ) )\}{,ko(]‘) <1

Onaausshy (0) > 0. Ainsi, 'équation\y , (1) = paau moins deux solutions réelles,
ce qui donne une contradiction. Nous avons donc démontetdtion (5.8), et la fin de la
preuve de ce lemme est identique a celle du lemme 5.6. O
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A A=pu
/‘/,//”A}z,ko(/‘)
///‘ )‘}z,ko(ﬂ)
-
AL 1

FIG. 2.6 — Résolution graphique de , (1) = p

Il reste a prouver que le probléme (5.3) n'a pas de valeysrpra partie réelle stricte-
ment positive. Nous allons montrer qu'il exigte- 0 tel qu'il ait une unique valeur propre
dans le domain® U B(0, €).

LEMME 5.8. — Il existee > 0 tel que les prol@dmes (5.9); = 1, 2, ont exactement une
valeur propre simple danB(0, ¢), et tel que tous les autres points de la boule feersont
réguliers.

Démonstration. —

L'idée de la preuve est la méme que pour le lemme 5.3. La diiffidci réside dans le
fait qu'il n’y a pas de\ pour la troisieme composante. Nous ne pouvons donc paseutili
directement le résultat de conservation de la somme déspiiailés des valeurs propres
pour une petite perturbation de I'opérateur. Pour I'aguodir nous allons transformer notre
probleme en un probleme de valeurs propres usuel. Commelpdemme 5.3, nous
utilisons ici des espaces de Holder sans poids.

Notonsu; = (6;,w;, ¥;), 1 = 1,2, (w1 = ¢; = 0) et remarquons que pour= 1,2, le
probleme

L'ou=ACu, u€EY (5.9)

est équivalent au probleme

00

1
9 op=Ap=0, weon,
8331
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ou

ow; v  Ow Ov; +( awi) ov  Ow Ov;

b 29 Ugy W, = - - .
(w Vi W U) 0:102 81’1 6:52 8:61 et 8:61 8562 + 83)1 6:52

Ici, EY est I'espace de Holder défini au chapitre 1 (voir page 20).

Considérons l'opérateuh™ : C* — {u € C*'* ujyq = 0}, qui & une fonction
donnéef € C* associe I'unique fonctiogh € C?**, 990 = 0, Ayp = f. Il est bien défini
et continu.

Définissons les espaces

F1 = {9 € 02+a(Q), —0 = 0,.’11' € 89} s
Fy, = {4 C**Q),v=A¢ =0,z € 00N},

F3 = Ca(Q),
F, = {g€C**(Q),g=0,z € 00},
F = F1><F2, E:F3XF4.
et les opérateur8!, L? : F} x F, — F3 x F, parLi(6,v¢) = (f;, gi), ou

o = ~a7 (PANY+ b, Ay, A0 + PR ). =12
T1

Avec ces notations, les problemes (5.9) sont équivakents
a=(0,) € F, x Fy, L'4= ).

Il reste a montrer que

1. pour touth > 0, L' — A\ sont des opérateurs de Fredholm d’indice nul, pour
1=1,2;

2. Si|R — R.| <1, ||u1 — ug||c2+a < n, alors
Vu € F=F xF, |8 — L%l|s < k(|8 e + ||u]lz),

OUFE = F3 X F4.

Le premier point est clair, car la condition 2 polif est équivalente au fait que le
probleme
Lﬁziu = ACu

n'ait pas de solution non triviale pour> 0. Ceci est assuré par la conditidi(0*) < 0.
Par conséquent, nous savons que les valeurs propfessoet isolées. Pouk = R., 0 est
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valeur propre simple d&!, donc il existe: > 0 tel que tout complexa avecl < |A| < €
soit régulier poutl!, donc également régulier pour le probledig u = A\Cu,u € EY.

Pour prouver le deuxieme point, on utilise les estimatm$Schauder, et la continuité
de A~ comme opérateur dE, dansF;. On en déduit d’abord que

Va e F, |laflr < K(IIL 3]s + ||12lp)- (5.10)
Or pourz = (8,%4) € F, (L? — L')u est le couple

(L2 — Ll)’L_L = (b(¢2 - wl, 02 - 017 1/17 0)7 b(¢2 - 1/}17 A¢2 - A%, ¢7 A,lvb))

On peut trouver > 0 tel que Si||u; — uz||c21a < 7, alors

16(2 — 1,02 — 61,5, 0)||ce < €

et
”b(¢2 - 'l,bl, A¢2 - Adjlawa Adj)”Ca < €.
Ainsi,
Vi € Fy x Fy, ||£1 — L% g < €K (|0]|cr+e + [|[¢]lcste) < eK|Jalle.  (5.11)

La conclusion du point 2 découle des estimations (5.10).&f.j5La fin de la preuve est
identique a la premiere étape du lemme 5.3. d

COROLLAIRE 5.9. — Il existe une constantge > 0 telle que pourlR — R.| < 7,
lug — u1l|c2+a < m, Si Ag(L%) < 0 et sidg(LE) est el alorsA¢(L%) < 0. Sile
problemeLiu = A\Cu a des valeurs proprea partie réelle strictement positive, alors la
somme de leurs multipli@s eségalea la somme des multipli@s des valeurs propres
partie réelle strictement positive pour le prasheL%u = A\Cu.

Démonstration. —

Considérons une solutian, avec),(L%) < 0. D'apres le lemme 5.7, nous savons que
le probléme (5.3) a une valeur propre réellec (—¢, 0). D’aprés le lemme 5.8, il n'a
pas de valeur propre a partie réelle strictement positares la bouleB(0, €). Il reste a
montrer que la somme des multiplicités des valeurs prageas le domain® défini au
début de la section est la méme que pour le problé&ie = \Cu. Ceci découle des
mémes arguments que dans la preuve du lemme 5.3.

Ainsi, nous avons démontré le théoreme suivant, qui’asalogue du théoreme 5.5,
cette fois pour le probleme de-valeurs propres.
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THEOREME 5.10. — Si des solutions convectives existent uniquement BaurR, (bi-
furcation surcritique), alors parmi elles il y a des solutgmn, pour lesquelles le prokime
(5.3) n'a pas de valeur propreeelle positive, pouR assez proche d&..

Si des solutions convectives existent uniguement Rour R, (bifurcation sous-cri-
tique), alors parmi elles il y a des solutioms pour lesquelles le probime (5.3) a une
valeur propre Eelle positive ou nulle, pouk assez proche d&..

6. Conclusions et discussion

Le résultat essentiel de ce chapitre est I'existence dswednvectives voisines de la so-
lution monodimensionnelle, pour le probleme couplé (R(2519). On montre également
gue la solution monodimensionnelle devient instable loese nombre de Rayleigh dé-
passe une valeur critique, et on étudie aussi d’évemri@lstabilités des ondes convec-
tives.

Notons que le résultat de bifurcations est donné sous dthgse {,), et que nous
ne sommes pas actuellement en mesure de donner des candgiliffisantes sous les-
guelles cette hypothése est vérifiee. On peut se poserdstign de la généricité de
cette hypothése : en modifiant Iegerement les coeffigidmiprobleme (diffusivité, visco-
sité, etc.) on perturbe les valeurs critiqugg k). Dans le cas ouH-) n'est pas vérifiee
pour certaines valeurs de ces coefficients, on peut espé&rdle le soit pour des valeurs
legerement perturbées.

Par ailleurs, il faut souligner que les résultats de ce itleape se généralisent pas de
facon simple a I'exemple présenté a la section 7.2 dpitfeal, qui considere des condi-
tions au bord de non glissement du fluide sur les parois. En, efans une formulation
fonction de courant - fonction tourbillon, cet exemple demes conditions aux limites
plus compliquées. Nous avons vu que la propriété de Fiediestait valable. Par contre,
I'étude des valeurs propres réalisée ici pour le cas daditions de “surface libre” est
basée de fagcon essentielle sur l'introduction de s&leBourier. Dans le cas de condi-
tions au bord differentes, on ne peut plus utiliser cettmal’che, et le probleme reste donc
ouvert.

75



Bifurcations pour un probl  éme de r éaction-diffusion-convection

Références bibliographiques

[1] A.Agouzal, and K. Allali,Analyse nurarique d’un moele couplant legquations de Navier-
Stokes et de la chaleuExtracta Mathematica, to appear.

[2] C. Bernardi, B. M etivet, and B. Pernaud-Thom@suplage dexquations de Navier-Stokes
et de la chaleur: le magle et son approximation pa&éments finis, RAIRO Mod”el. Math.
Anal. Num’er. Vol. 29 (1995), 871-921.

[3] G.Bowden, M. Garbey, V. llyashenko, J. Pojman, S. Sotmy\A. Taik, and V. VolpertThe
effect of convection on a propagating front with a solid prod comparison of theory and
experimentsJ. Chem. Physics B, Vol. 101 (1997), 678-686.

[4] B.F. Edwards, J.W. Wilder, and K. Showalt@mset of Convection for autocatalytic reaction
fronts: Lateraly unbounded systefhys. Rev. A43 (1991), 749.

[5] M. Garbey, A. Taik, and V. Volpertlinear stability analysis of reaction fronts in liquids
Quart. Appl. Math., Vol. 54 (1996), 225-247.

[6] M. Garbey, A. Taik, and V. Volpertinfluence of natural convection on stability of reaction
fronts in liquids Quart. Appl. Math., Vol. 56 (1998), 1-35.

[7] 1. Gohberg, and M. Krein,The basic propositions on defect numbers and indices ddiline
operatorsA.M.S. Transl., 13(2) (1960), 185—-264.

[8] S. Malham, and J.X. XinGlobal solutions to a reactive Boussinesq system with et
on an infinite domainComm. Math. Phys. 193 (1998), no. 2, 287-316.

[9] O. Manley, M. Marion, and R. Temarngguations of combustion in the presence of complex
chemistry, Indiana Univ. Math. J. 42 (1993), no. 3, 941-967

[10] J. Masere, D.A. Vasquez, B.F. Edwards, J.W. Wilder, En&howalter,Nonaxisymmetric
and Axisymmetric Convection in Propagating Reactiont3Bitin Fronts,J. Phys. Chem.,
Vol. 98 (1994), 6505-6508.

[11] B.J. Matkowsky, and G.I. Sivashinskgn asymptotic derivation of two models in flame
theory associated with the constant density approximatgiAM J. Appl. Math., Vol. 37
(1979), 686-699.

[12] B.J. Matkowsky, and G.l. Sivashinskicceleration effects on the stability of flame propa-
gation, SIAM J. Appl. Math., Vol. 37 (1979), 669-685.

[13] B. McCaughey, J.A. Pojman, C. Simmons, and V.A. Volpé&tie effect of convection on a
propagating front with a liquid product: comparison of thg@nd experimen{Lhaos, Vol.

8 (1998), 520-529.

[14] J.A. Pojman, R. Craven, A. Khan, and W. We&sgnvective instabilities in traveling fronts
of addition polymerizationJ. Physical Chemistry Vol. 96 (1992), 7466-7472.

[15] J.A. Pojman, and |.R. EpsteiGonvective effects on chemical waves. 1. Mechanisms and
stability criteria, J. Phys. Chem., Vol. 94 (1990), 4966-4972.

[16] A.l. Volpert, and V.A. Volpert Applications of the rotation theory of vector fi elds to thedst
of wave solutions of parabolic equatioisans. Moscow Math. Soc., (1990), 59-108.

[17] A.L Volpert, V.A. Volpert, and V.A. Volpert, “Travelhg Wave Solutions of Parabolic Sys-
tems,” Translation of Mathematical Monographs, Vol. 140néx. Math. Society, Provi-
dence, 1994.

[18] V.A.Volpert, and A.I. VolpertExistence and stability of traveling waves in chemical kase
In: Dynamics of Chemical and Biological Systems, Nauka, d$ivirsk (1989), 56-131 (in

76



Bifurcations pour un probl  éme de r éaction-diffusion-convection

Russian).

[19] V.A. Volpert, and A.l. Volpert,Waves of chemical transformation having complex kinetics,
Dokl. Phys. Chemistry Vol. 309 (1989), 1-3, 877-879.

[20] V. Volpert, and A. VolpertConvective instability of reaction fronts. Linear statyilanalysis
Eur. J. Appl. Math., Vol. 9 (1998), 507-525.

[21] V. Volpert, and A. Volpert,Spectrum of elliptic operators and stability of travellimgaves.
Asymptotic Analysis, Vol. 23 (2000), 114-134.

[22] V. Volpert, and A. Volpert,Location of spectrum and stability of solutions for moneton
parabolic systemAdv. Diff. Eq., Vol.2 (1997), 811-830.

77



78



Chapitre 3

Influence de la tension de surface sur un
front de polymerisation

Résumé. Ce chapitre concerne I'"etude de fronts de polym’erisaigriransforment
un monom ere liquide en polym ere liquide. On suppose quedeom ere
et le polym ere sont non miscibles et on “etudie l'infueneelal tension
superfi cielle sur la stabilit’e du front. Le mod ele mathatigque comporte
des “equations de r”eaction-diffusion coupl ees avecdggdtions de Navier-
Stokes. Les conditions de saut "a l'interface prennent enpt® la ten-
sion superfi cielle. Des arguments physiques simples nadngugéune dis-
tribution de temp”erature identique “a celle cr'e’ee pardaction ne peut pas
conduire “a une instabilit"e de Marangoni pour des systSaquene r eagissent
pas. Nous faisons une analyse de stabilit’e lin"eaire et noontrons que
l'interaction de la r"eaction chimique et de la tension sfipeelle peut con-
duire "a une instabilit’e bas’ee sur un m”ecanisme diffiteréa chaleur pro-
duite par la r"eaction fait d"ecro”I tre la tension supesdileiet initie un mou-
vement du fuide. Ce courant apporte plus de monom ere daren&ade
I"eaction et on peut supposer que ceci augmente la prodwgiohaleur. Ce
m’ecanisme peut rendre le front instable si le nombre de hM@ara d”epasse
une valeur critique.

1. Introduction

Pour des systemes sans réaction chimique, les insésbiites a la tension de surface
sont connues sous le nom d’instabilité de Marangoni. fltesiennent de la dépendance
de la tension de surface par rapport a la température,patraigsent lorsqu’on chauffe
le liquide par dessous (voir Figure 3.1 (a)). Si au contra@rdiquide est chauffé par le
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haut, I'instabilité de Marangoni ne peut exister (voir g 3.1 (b)), car le liquide qui est
ramené vers l'interface tempere la perturbation de lgp&rature.

Ty To+d0T Ty To To+6T Ty
T1>To vT To vT
(a) (b)

FIG. 3.1 — Effet de Marangoni dans le cas d’une surface libre gaugconfiguration (a)
est instable, la configuration (b) est stable.

Dans notre cas, nous considérons une réaction exothezmigjuse propage dans un
réacteur. Dans la solution stationnaire, la températateuriforme dans le polymere,
tandis qu’'un gradient de température se forme dans le mergnfroid a l'infini, et
chauffé par le polymere au voisinage de l'interface (Wogure 3.2). En dehors de toute
considération chimique, un raisonnement simple monteelgustabilite de Marangoni
n’existe pas pour cette distribution de température.

En effet, si on augmente ponctuellement la températurérderface, le liquide en ce
point va étre chassé sur les cotés, et remplacé par domére plus froid. Toutefois, on
ne peut écarter complétement la réaction chimiqueraitee du gradient de température.
Une analyse de stabilité linéaire autour de la solutiotistaaire montre que l'interac-
tion de la réaction et de la tension de surface est a l'oeigi’'une instabilité. Elle peut
s’expliquer par le fait que le monomeére ramené vers lifate a cause de la perturbation
de la tension de surface accélere la réaction, augmteaitasi encore la température du
front. Ce mécanisme conduit a une instabilité si le na® Marangoni frontal dépasse

monomere T<T,

OO vT

T, T,+0T T, z3 =0

O

polymeére T,

FIG. 3.2 — A droite : distribution de température créée pat€kction pour la solution
stationnaire. Avec cette distribution, I'instabilité M&arangoni ne peut exister.
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une valeur critique. Cela se traduit par des courants ctifvegii peuvent déformer le
front.

Nous calculons les valeurs critiques du nombre de Marangbmious les comparons
avec des valeurs expérimentales. Cette comparaison enguér I'instabilité peut avoir
lieu avec des parametres réalistes, mais qu’elle sefiaildifa observer expérimentale-
ment. |l faut en effet que les viscosités du monomere etadynpere soient proches, ce
qui suppose plutdt de considérer un monomere et un okgent’est-a-dire une courte
chaine de molécules de monomeres. Le risque de cette mamastvd’augmenter la
miscibilité des deux composés.

D’autre part, ces expériences doivent étre réaliséas das conditions de microgra-
vité simulées pour éviter l'interference des instiédd induites par la pesanteur. Il faut
aussi choisir des valeurs des parametres telles queakiitisé thermique ne soit pas pos-
sible. Enfin, I'incompressibilité du monomere et du pogmmexclut la possibilité d'une
instabilité hydrodynamique.

2. Modele mathematique

2.1. Présentation dequations et de la néthode

Nous considérons un modele basé sur les équations denfzetature et du taux de
conversion, et les équations de Navier-Stokes. On supp@se qu

1. Le monomere et le polymere sontincompressibles, nenibies, ont la méme den-
sitép, la méme diffusivité thermique et des viscosités éventuellement difféerentes,
v1 pour le polymere et, pour le monomere.

2. Laréaction chimique est une réaction a un pas, d'arélre, et son taux de réaction
est donné par
W = k(T)p(a),

ouT est latempérature, représente le taux de conversion,

(@)= [1si0<a<t,
vl = 0sia =1,

et
k(T) = koexp(—E/(RT)).
Ici, E estI'énergie d’activationR la constante des gaz parfaits kgtest un facteur
pré-exponentiel.
3. Linfluence des parois est négligeable.

4. Le coefficient de diffusion massique est tres infériaurcoefficient de diffusion
thermique, de sorte que la diffusion de masse peut étilegggegCette condition est
valable pour la polymérisation frontale.
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Sous ces hypotheses nous obtenons le systeme d’écstivant :

%—f +o.VT = kAT + qW, (2.1)

O«

- ) - 2.2

5 +v.Va W, (2.2)

ov; . 1 0p . ov .

E +v.Vy;, = ;8%1 + div [V (V’UZ + 8—%>:| ,1=1,2 3, (23)
dvv = 0. (2.4)

Ici v = (v, ve, v3) €St la vitesse du miliew est la pression; est la chaleur dégagée par
la réactiony = v(a, T) est la viscosité du milieu,
o o0 0 0? 0? 0?
V=|—,—,— ] etA= .
(8361 0o 8:63) oz? * 0z3 * o0x3
La viscosité dépend beaucoup plus du taux de conversiemgula température. Dans

la suite nous considéromsuniquement comme fonction deet nous posons(0) = vs,
v(l) = 1.

Le systeme d'équations (2.1)-(2.4) est considéré daspdice entier
—00 < Z1, T2, T3 < +00.
On suppose que le front se propage dans la direatjat que

T — Ty, a—0, v—0 quandzrz — +oo,
T—->T,=Ty+q, a—1, v—0 quandr; — —oo.

Nous introduisons des variables et parameétres sans diomsnsi

T? E
c2zk0nR aexp( ),

2oF " RT,
; _te 2 T-"T,
=2 02123 =5 =22 4= @
K K p q

Désormais, nous omettrons pour simplifier les barre¥,,eX, div seront des opérateurs
définis avec les nouvelles variables. Le probleme seritédors sous la forme :

00 0
O« 0
0v; B op ov -
o +v.Vy; = ~ + PAv; + VP. (Vvl + (93:1-) ,1=1,2,3 (2.7)
dive = 0 (2.8)
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avec les conditions a l'infini :

f——-1, a—0, etv—0 quandzz — +oo
f—0, a—1, etv—0 quandrs; — —oo.

Ici, Z = qE/(RT?) est le nombre de Zeldovich,= RT,/E. On introduit €galement
une viscosité adimensionn&e= v/, qui peut varier en fonction deentre deux bornes
P, = v1/k (nombre de Prandtl pour le polymére)®t = v, /x (nombre de Prandtl pour
le monomere)P; et P, sont considérés comme des constantes.

Remarqguons que dans la plupart des cas, le monomere etylmgral sont miscibles.
Toutefois, méme dans ce cas, le gradient de concentradios ld zone de mélange peut
étre tres élevé, on peut donc le modéliser par unefaterséparant deux liquides. L'un
d’eux contient essentiellement le monomere, I'autrerggséement le polymere [2] (voir
Figure 3.3).

monomer/initiator
/silica gel

FIG. 3.3 — Un front de polymérisation avec un monomere et un petgrséparés par un
gradient de concentration tres élevée. Du gel de silicet&é pour empécher la convec-
tion. Adapté de [14].

Le but de cette étude est d’étudier I'influence de la temsigperficielle sur la stabilité du
front. Pour mener cette étude de stabilité, on utiliseéthnde dite de la zone de réaction
infiniment étroite. Ceci consiste a supposer que la il@achimique se déroule sur une
surfacers = ((x1,t). Cette approche, développée par Zeldovich et Frank-Katakin
pour la combustion en milieu gazeux [20] a ensuite étéigegour I'étude des fronts
de réaction en phase condensée [13]. Dans notre cas, eliliit@ considérer que le
monomere est situé dans la region> ((z1,t), et le polymeére dans; < ((xy,t). Alors
a la place des équations (2.5) et (2.6), nous avons en deftaszdne de réaction

B ove = 00, s #C(ont) (2.9)

Bt
_ 0, =z >C(g; ,t)’
. {1, x§<<<xi,t), (2.10)
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Les équations (2.7) - (2.10) doivent étre complétées psicdnditions de saut a I'interface
pour la température et pour la vitesse. Nous les présedemssla section 3.

2.2. Onde progressive
Il est bien connu que ce probleme a une solution onde preigespour laguelle

B B | 0, sizs> ut,
Cs(xlat) =ut, vUs= O’ aS(m7t) - { 1, Si T3 < ut,

etd, ne dépend que de; — ut. Nous présentons rapidement le calcul de cette solution.
Dans un premier temps, il faut expliciter les conditions de gae I'on obtient pour cette
solution, a partir du probleme (2.5), (2.6). Considéroosaprovisoirement le cas ot

est fini. Avec les hypotheses ci-dessus, les équationy (2.6) donnent

0,
(9;I+ u@; +Z exp <m) QO(O[S) = O,

0
Soustrayons ces deux équations : les termes de reactionudént, et il reste :
0} +u(f, — al) = 0.

Intégrons maintenant cette équation dans la zone déaggaet faisons tendre sa largeur
vers 0. On impose la continuité dea I'interface :

0,(+0) = 6,(~0) =0,
0 étant la température du polymere. Il reste alors aiptégration
[0,]F = ulos]T = —u.
Ici, les crochets désignent le saut d'une fonction a trailsezone de réaction,
[f]E=f((=0)— f(C+0).
De plus, de part et d'autre de la zone de réaction, I'éeqgnate®, devient simplement
6, + ub, = 0.
On obtient donc la solution suivante :

0 (z,1) = 0 Siz=u1x3—ut <0,
Sl =14 exp(—uz) Siz=x3—ut > 0.
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Nous souhaitons étudier la stabilité de cette solution.sDarsuite, nous considérons
des perturbations de cette solution, telles que la tertyrerde taux de conversion et la
vitesse ne dépendent pas de la varialleet quev, = 0. Cette hypothése ne modifie pas
les conditions de I'instabilité. Nous supposons égaldmer o est de la forme (2.10),
ou ((xy,t) est voisin deut. Nous allons tout d’abord préciser la forme que prennent les
conditions de saut a I'interface pour ces nouvelles smhsti

3. Conditions de sauta l'interface

3.1. Conditions pour la temperature

Les conditions de saut pour la température ont une formellasif, 13] et nous les
rappelons brievement.
— Comme pour la solution stationnaire, la température@dirmue a l'interface :

0]+ = 0. (3.1)

Nous noterons par la suit#() la température du front. Pour une petite perturbation
de I'onde progressive, on a

6(¢) ~ 0.

— Pour obtenir les autres conditions de saut, on revientiggoement a une zone de
transition de largeur non nulle, et donc a un nombre de Z#td” fini. On reprend
donc les équations (2.5), (2.6) de la section précédentsobstrayant (2.6) de (2.5),
on annule les termes de réaction :

% — %—(j =Af —v.VO+v.Va. (3.2)
On peut maintenant passer formellement a la limite lorsgjtend vers l'infini, c’est-
a-dire considérer une zone infiniment étroite. On faitsle changement de variable
z = x3 — ((x1,t), pour se ramener a un front de réaction fixé&en 0.
De plus, notre intention étant de mener une étude de sébileaire pour la so-
lution “onde progressive”, nous allons dées a préseqtigér les termes d'ordre 2.
Considérons de petites perturbations de cette solut@neiemple, si nous posons
v=10,+17,0=0,+6, ollv, eto, correspondent a la solution onde progressiveé, et
et sont de petites perturbations, alors le terme

00 00
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est d’ordre 2. Il peut étre négligé dans I'analyse deiktaliinéaire. De plusp ne

dépend que de, donc le terme
O«

V1 —
83:1
est nul. L'équation (3.2) devient alors :

00 0o 00 0% 34(,5 - 90 oo
ot ot ox® o2 \at TV T\ 8 T 62 )

Notons que cette équation est a prendre au sens des distngu
020 ot oo
022 0z
n'étant a priori plus des fonctions. En particuliem’est pas continue a I'interface,

(2) = 1, siz<D0,
Y= 0, siz>o.

Nous allons intégrer I'équation ainsi obtenue a travargdne de réaction, c’est-a-
dire pourz compris entré)~ et 0". Les intégrales des fonctions disparaissent, et il
reste : 3
0'F = _% +v,(07). (3.3)
ot
Revenons a I'équation (2.5). En la multipliant g/ 0x3, et en négligeant comme
préecédemment les termes d’ordre 2, nous obtenons :

80 90 _ 9%0 90 a0 \° .00 0

Oxy Ot 022 0z (8—3:3> T o &P <Z—1 ¥ 50) #le):
Comme précédemment, nous intégrons cette équatianldaone de réaction, donc
pour z3 variant entre deux bornesetb, a < b, puis nous passons a la limite de la
zone infiniment étroite, c’est-a-dire que nous faisongte simultanément le nombre
de Zeldovich vers l'infini, et les borneset b vers¢~ et(*. Le membre de gauche
tend vers 0; le premier terme du membre de droite va donretianite le saut de

', tandis que le second terme tend vers 0. Nous détaillonsenaint le traitement
du dernier terme. L'intégrale dans la zone de réactiomdon

/ 0 (ws) exp (Z 1045 53(333)) o(a(zs))dzs.

Notons que dans la zone de réactipiie(z3)) = 1. Faisons le changement de va-
riabler = 6(z3). On obtient alors :

0(b) T
A — | dT.
/9(0.) P (Z_l + 57’) T
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La fonction# étant décroissante, on aurd < 6(b) < 6(a). L'intégrale ci-dessus
est donc négative, car les bornes d’intégration sont tlardre décroissant, et la
fonction a intégrer est positive. Dans la limite de la zetmite, la température est
continue dond(b) et f(a) tendent vers la température du fréit). Cependant, la
fonction a intégrer n'est pas bornée lorsqi¢end vers l'infini. On peut visualiser
son comportement sur la Figure 3.4.

FIG. 3.4 — Comportement de la fonctiaiy (1) = Zexp (Z ) pourk = 0.5, et

pour differentes valeurs dé.

.
1+ k7

Pour résoudre cette difficulté, on fixe I'une des bornes’idégrale (ici, 6(b)) a
-1. Cette approximation peut se justifier par des dévelmgms asymptotiques [9].
L'idée est de remarquer grace a des estimationg(tleque, lorsqueZ tend vers

I'infini, l'intégrale
" ey (T
[, zew (75 ) o

tend vers 0. Ces considérations conduisent a écrirpritemation suivante :

6(a) . 0(¢) -
/ exp (7> dr ~ / exp <7> dr.
0(b) Z-1 -+ orT 1 71 + orT

On obtient finalement la condition de saut :

. o) ,
[0 ]_ = 2Z/1 exp (m) dT. (34)

Dans le cas de la solution “onde progressive” décritegaéniment, cette condition
doit aussi &tre réalisée. Or, pour cette solution, 4" = u2, d’ol on tire I'égalité :

2 ’ T
u =2Z/_lexp <m> dT,
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u étant la vitesse normale de propagation du front.
Remarquons que, pour une petite perturbation de cetté@nla{() reste voisin de

Zéro. En posant
0
.
F(H) = QZ[ exp <m) dT,

on peut donc écrire un développement limitéfdau voisinage de zérd: est bien
dérivable, et sa dérivée en 0 va(0) = 2Z. Ainsi, la condition de saut devient au
premier ordre

[0°]F = u? +220(C). (3.5)

Pour mener I'analyse de stabilité linéaire, on consdde petites perturbations de la
solution stationnaire. On pose donc

C(t,z1) = ut+&(t,z1) = ut + e exp(wt + ikzy), (3.6)
0(t,x1,23) = 0Os(z3 — ut) + 0;(z) exp(wt + ikzy), (3.7)
v(t,z1,23) = wvs(ws —ut) + v;(2) exp(wt + ikzy), (3.8)
alt,r1,13) = (@, 73 — ((t,21)). (3.9)

Ici, z = x3 — ut — &(t,x1), etj = 1 (j = 2) correspond & la région < 0 (z > 0).
Les fonctionsd; et v; sont supposées petites (d'ordre Remarquons que le taux de
conversiom est directement lié &, de sorte qu’on a bien de part et d’autre du front des
liquides purs.

Avec ces notations, on a au premier ordre,

0(t,z1,( £0) = 05(£0) + £6.(£0) + 6;(£0) exp(wt + ikzy),

00

Oz3
Ces développements limités sont justifiés, bien queratfonf, ne soit pas dérivable en
zéro, parce gu’elle admet cependant des dérivées dngaia droite a tout ordre en 0.
En négligeant les termes d’ordre 2, on obtient

—(t, 21, ¢ £ 0) = 0(£0) + £60%7(£0) + 0,'(£0) exp(wt + ikx1).

02(0)—91(0) = £&u, (310)
05(0) — 0,(0) = —e(w+u?) +v,(0), (3.11)
e+ 0,0) = —%01(0). (3.12)
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3.2. Conditions pour la vitesse
Les premieres conditions

N
[vs] = = [S—Z] =0 (3.13)

ont une forme habituelle. Elles découlent de la contandé la vitesse a l'interface :

’Ul(mlag(xlvt) - 0) = Ul(xlvc(mlat) + 0)7 et
’()3(.1'1,C($1,t) - 0) = U3(.’E1,C(l‘1,t) + 0)7 Vxl-

En dérivant la premiere égalité par rappoit;aon obtient

3?}1 3C 6?}1 + —0
8331 6331 3373 _ e

Dans cette relation, le second terme est d’ordre 2, puisqueljpmde progressivé ne
dépend que dé et v; est nul. En négligeant ce terme, on obtient au premier dedre

relation de saut .
[%] —0.
(93:1 _

On utilise enfin 'incompressibilité du fluide

0 0
’U1+ V3

- - — =0
8.’1?1 8333 ’

ce qui permet d’obtenir la deuxieme partie de la condit®ag).
La condition suivante provient de I'équilibre des conitas tangentielles sur I'interface
[3]. Dans I'approximation linéaire elle peut s’écrire sda forme :

P ([ Ov 0us\]" o0 08
(= =) =M =+ (). 3.14
|:P2 ( 8x3+8:c1)} <8w1+8x3< ( )
Ici, M est un parametre sans dimension défini par
do q
M=—-——— 3.15
dT cpvy’ ( )

ou o est le coefficient de tension de surface. On I'appelle le nerdbrMarangoni frontal.
Si nous définissons la largeur de la zone de préchauffagk pax/c, alorsM prend la

forme
_ _do _gh

 dT kpvy’
et coincide avec le nombre de Marangoni usuel.
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Dans l'approximation de la zone de réaction infinimentiéttde gradient de tempéra-
ture est discontinu a I'interface. Ainsi, dans I'équat{8riL4), le dernier terme du membre
de droite n’est pas défini. Rappelons que dans la zone deaga

00
—=—ul@+1—-0a).

o, ( )

Si on suppose que la transition de phase se place pour un éaggngersion critique
a = «a, alors on peut déterminer le gradient de concentrationnéefface. Mais ceci
rajoute un parametre supplémentairg 0 < a, < 1. Pour simplifier les calculs, nous

posonsy, = 1. Dans ce cas,

00
8—x3 = O(e)

et le terme correspondant peut &étre négligé dans I'aealg stabilité linéaire.

On différentie I'équation (3.14) par rapportaafin d’éliminer les dérivées ery grace
a la relation d'incompressibilité (2.4). Les dérivéesipar rapport ar; sont d’ordres,
et donnent donc des termes d’ordre 2. En les négligeantaimasons :

2 2 + 2
[P< 8U3+8U3)} paad (3.16)

P, 922 " 942 7 o2

Dans le cas ows = 0 a l'interface, alors I'équation (3.16) prend la forme ugig21].
Cependant nous ne pouvons pas supposer a priori que cetlidi@orst satisfaite.

Pour obtenir la derniere condition de saut a I'interfacasconsidérons le cas ou l'in-
terface a une largeur finie non nulle et nous passons a leellofsque cette largeur tend
vers 0. Pour simplifier nous supposons que dans le cas d'ugpeulanon nullep est
continue dans tout le domaine, et est deux fois dérivabhs tlazone de mélange. (Par
exemple« peut étre constant de part et d'autre de la zone de réaetid@ire linéaire a
I'intérieur de la zone de réaction.)

Supposons qué’(«) est de class€? en tant que fonction de.. Alors, P(a(z3))
est deux fois dérivable comme fonction de a I'intérieur de la zone de réaction. En
négligeant les termes d’ordre élevé, I'équation (2&)ient

on _ _0p +P <82U1 O vy ) +p <% + %) ’

ot 01, 0z2 93011 Oxrs 011

Ovs op 0%vs  0%vs ,0v3

Do P p(LB L CB) p i 17
ot drs (axg "oz ) T bay .17
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ouPr = g_mi' Appliquons deux fois le rotationnel pour éliminer le gei de pression et
les termes em;. On obtient :

0 841)3 84’1)3 641)3 83’03 83’03
——Avg= P|-— -2 — 2P | — —
FTa ( 08~ “on200? ax;*) * ( o7 axfax?,)

4P (—% + %> .

2 2
Ors  Ozj

(3.18)

En cherchanvs sous la formess(zy, 23,t) = v(x3 — ut) exp(wt + ikz,), on trouve
enfin :

(Pv")" + E*(P'v — 3Pv")' + uwv™ + (Pk* — w)v" — k*w’ + k*(Pk* 4+ w)v = 0.

Supposons qu€(a(x3)) soitC! sur tout le domaine. Ceci est vérifie par exemple si
estC!, ou siq satisfait une condition de Lipschitz sur le bord de la zoneédetion, et
si la dérivée deP(«) Vvérifie : P'(a)|a=0 = P'(a)|a=1 = 0. Intégrons I'égalité ci-dessus
a travers la zone de réaction. Sachant guest bornée, qué’ est continue et nulle en
dehors de la zone de réaction, on obtient & la limite laessgulargeur tend vers O :

J’_

[PU"' — 3K*Pyv' + uv"] =0. (3.19)

Pour une interface immobile:(= 0) cette condition de saut coincide avec le résultat
habituel [21]. Notons que si on ne suppose pas/jest deux fois dérivable alors d’autres
conditions de saut apparaissent pour la vitesse [5]. Paangucela ne signifie pas que le
probleme est surdéterminé. En effet, le probleme (31188t pas équivalent au probleme
(3.18), et nous avons besoin de conditions supplémenfaigsdéterminer les fonctions
arbitraires qui apparaissent dans (3.18).

4. Analyse de stabilie linéaire
Nous obtenons le probleme linéarisé suivant :
— 2z < 0 (polymere) :
07 + ub| + (w — k*)6, 0, (4.1)
wl — k) = Pi(v]" = 2K*0 + k*vy) +u(o) — k™)) (4.2)

— z > 0 (monomere) :

0 +uby + (w—k»by = —uvge "2, (4.3)
w(vy — kE*vy) = Py(v)" — 2k*0 + k'vy) + u(vy — k*vh)  (4.4)

— z = 0 (interface) :
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1
!
1
Py(v3(0) + &*v5(0)
Pyl (0) — 3k? Pywb(0) + uvy (0

= P, (v}(0) + k*v1(0)) + M P,k*6,(0) (4.10)
= P (0) — 3k*Pv;(0) + wv}(0)  (4.11)

02(0) — 6,(0) = eu (4.5)
05(0) — 0,(0) = —e(w+u?) +v1(0) (4.6)
u’e + 05,(0) = —%91(0) (4.7)
v1(0) = w2(0) (4.8)
v1(0) = vy(0) (4.9)

)

)

On rappelle que les fonctioms, 05, v,, v, SONt bornées etiroo.

4.1. Stabilité cellulaire : théorie genérale

Le but de cette étude est d’obtenir la frontiere de sti@sitellulaire” du front plan. On
utilise ici une terminologie classique pour les problemeshimie et d’hydrodynamique.
L'idée est la suivante :

En terme de systeme dynamique, le probleme consideutésjierire sous la forme tres
géneérale :

uy = Fp(u), (4.12)

ou u est le vecteur désignant la solution dans I'espace deephas, v = (0, a,v)),

P est un ensemble de parametres (ici, les nombres de PrEBndtP,, le nombre de
Marangoni...), etFr est un champ de vecteurs dans I'espace des phases, dépgadan
ces parametres. Lindicedésigne la dérivation par rapport au temps. Notonk solu-
tion stationnaire. Comme nous l'avons fait dans (3.6) - (B&rchons des solutions de
I'équation (4.12) sous la forme = u, + U(zy) exp(wt + ikz1), ouw € C etk € R. On
obtient au premier ordre le probleme de valeurs propres :

wU exp(ikz,) = Lp(U exp(ikz1)),
ou Lp est I'opérateur linéarisé :
Lp = Fl'g(us)

Notons que les valeurs propresiépendent a la fois deet de 'ensemble de parameétres
P. Dans les cas simples, elles peuvent étre données par latierrade dispersion qui
s’écrit sous la forme

w = a(k, P) +ip(k, P), (4.13)

ou« et sont réels.

Remarquons que les perturbations considérées dépedddemps de la fagon sui-
vante : si la partie réelle de est strictement négative, elles décroissent vers 0 avec |
temps, si la partie réelle deest strictement positive, elles explosent.
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B(P,k)

a(P, k), cas instable

a(P, k), cas critique

a(P, k), cas stable

FIG. 3.5 — Frontiere de stabilité : cas théorique. La relatielispersion donne les parties
réelle et imaginaire de la valeur propreen fonction dek. Souvent, la partie réelle
présente un maximum en fonction éde suivant le signe de ce maximum, la solution
stationnaire est stable ou instable.

Trés souvent, la fonction(k, P) donnée par la relation de dispersion (4.13) présente
un maximum (dépendant des parameff@en fonction det. Si les parametres sont tels
gue ce maximum est strictement positif, alors la solutiati@inaire est instable ; si par
contre il est strictement négatif, alors elle est stabéefrbntiere de stabilité correspond
donc aux parametres pour lesquels ce maximum est nul (igiré-4.1.).

Lorsque cette situation se produit, trois cas de figure sossiples. Si la partie ima-
ginaire5(k.) = f. associée au maximum @€gk) est nulle, on parle d’instabilité cellu-
laire. On observe alors le développement de structuresectimes spatiales régulieres.
Citons par exemple l'instabilité de Rayleigh-Bénard eaus I'action de la convection
naturelle, des rouleaux convectifs peuvent étre obseta@s une couche horizontale de
fluide chauffée par dessous.

Si 3. est non nul, tandis que. est nul, alors on n’a pas de structure spatiale, mais des
oscillations temporelles apparaissent : c’est le cas deletion de Belousov-Zhabotinsky
en chimie. On parle alors d’instabilité oscillatoire. Enik. et 3. sont non-nuls, I'insta-
bilité se traduit par la propagation d’ondes.

4.2. En pratique

Dans le cas étudié ici, le nombre d’'inconnues entrant eegetrop grand pour qu’on
puisse écrire directement la relation de dispersion (4.a3yoir differents types d’in-
stabilités. On s’intéresse donc uniquement a l'insttibdellulaire, c’est-a-dire qu’on va
chercher des parametres critiques pour lesquels la jpadginaire et la partie réelle de
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s’annulent simultanément. La frontiere de stabilitéespond alors au cas ou le probleme
(4.1)-(4.11) a au moins une solution non triviale, axee 0.

Posons donew = 0. Le systeme (4.1)-(4.4) peut alors étre résolu explio#eimLes
solutions qui restent bornées a l'infini prennent la forme

v1(2) = cref + e 2 <0, (4.14)
01(z) = c3et?,2 <0, (4.15)
v9(2) cae ™ + 5™ 2 > 0, (4.16)
0 (z) ce€"?? + cre=FtWz | ez o (4.17)
Ici,
—u u? —u u?
Moo= ooty g A2, A= oo — [ B2
2=5p T\lapE T M T 5p, apz T
—u u? —u u?

S A BT Y fay

M1 2 + 4 + 9 H2 2 4 + )

c7 etcg sont tels que
02(2) = cre” *FTW2 4 ceaw)z
soit une solution particuliere de I'equation (4.3)¢£t - - cg SONt des constantes a déterminer

en fonction des conditions de saut.
Tout d’abord, en injectant (4.17) et (4.16) dans (4cgd)Yisparait et on obtient :

0y +uy — k20 = crkue”*TWE 4 gg(A2 — Nu — k?)ePam)*

—UA
— C7kuef(k+u)z + cg ( ],Li 4 /\4u> 6()\4*11)?,
2

= —ue " (cseF 4 c5e?)

Ainsi, on a les égalités :
Cq cs Py

B T NP+l
En substituant les solutions (4.14)-(4.17) dans (4.6)-(4drd pbtient un systeme d’é-
quations algébriques linéaires pour les constantes - cg :

Cr = —
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Cg+cr+cg—c3 = c€u,
cettz — cr(k +u) +cg( Mg —u) —capy = —eu®+c1 + ca,
coptz — cr(k +u) + cg( Ay —u) +u’e = —Z/ucs,
ci+c = ci+cs
1k + cohy = —cik + c5)s

—Py(2c4k* + csA] + csk?) + Pi(2e1k* + co)3 + cok?) —Mk?cs,
PQ(—C4I€3 + 05)\2) + U/(C4k2 + C5)\i) - 3k2P2(—C4k + C5/\4) =

P1 (Clk3 + 02)\3) =+ U,(Clk2 =+ CQA%) — 3]{72P1 (Clk' =+ 02)\2).

On se ramene par substitution a un systeme d’inconnyet ¢5. Des manipulations
élémentaires sur le systeme précédent donnent :

o = Cl+02_ c4 + C5
3 — = z — A
prt Bt
Cs P, C4 C4 + C5
Co = ~ +-teu——7;,
6 AaPy+1 k ,ul—i—%
—2C4k+05()\4—k')
Cy =

Ao — k ’
et enfin,
Ao+ k A2 — Mg
+ ¢35 .
Ao —k Ao — k
En injectant ces valeurs dans les deux dernieres égsatioaysteme page 95, on obtient
le systeme suivant de deux équations :

01=C4+C5—62=C4

— P2k204 - PQ()\i + k2)65 + 2P1k'2/\2 + kC4 + 2P1k2)\2 — /\405
Ao —k Ao —k
2k A —k C4+ 5
- Pk + )\%)m@ + P (k? + /\%))\2 = Mk2,u1 A

(=2P,k® + uk?) <A2 L I /\4c5>

L
2k Mk
ho—k " A=k

— 2P k%), ( ) = (2Pk* + uk®)cy — 2P3k* M ycs

Ce systeme admet des solutions non trivialest c; si et seulement si son déterminant
est nul. Dans ce cas, on Vvérifie que, - - - cg), déterminé grace aux relations précédentes,
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est solution du systeme page 95. Apres quelques simpiltficsgtia condition d’existence
d’une solution non triviale prend la forme :

v= (Vi 2) 1 (4.18)
u kPQ
ou

2(PL — Py)(As+ k) (Ao — k) +u(Ay — Ao + 2k)
UQ()\4 — /\2)
2(P1 — Pg)()\4 + k‘)()\z — k‘) + ’LL(/\4 — /\2 + Qk)

+

Notons M., le membre de droite de (4.18). & est supérieur a cette valeur critique
donnée par (4.18) alors l'instabilité peut se produiradia que siM < M., la solution
stationnaire sera stable.

4.3. Etude de la valeur critique

On étudie la dépendance dé.. par rapport aux parametres dans deux cas limites :
P, =P, etP, — +oo.

— SiP, =P, = P, alors

u? —u u?

- k2 A= — — . k2

gz T MEp T\ e TR
et H a une forme relativement simple :

w2
- u ﬁ+4k2

w4k — 2k
Remarguons que cette expression, et donc également la caiique M. sont po-

sitives.
— SiP, — 400, alors

U u? 0
Pl(k'—)\g) == P1k+§_ Z+P1]€2

U u? 1
- Phk+topk (14— —
T 1k< +8P12k2>+0<P1>

_ u? N 1
- sPk "\ P
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etH =N/D ou
N = Plku(k + /\4) + U,2()\4 — k) + O(Pl) ~ Plk(k + )\4)’& <0,

U2 u

+ @R (M4 k) +u) + o <i> |

M+ k
(As + )4P1k 2P, P,

OrA\s+k<0et2Py(Ay+k)+u < 0doncD < 0. Ainsi, H — +o0 asP; — +oc.
Plus precisémenf{ ~ aP?.

Un autre probléme intéressant est le comportement/dequandk — 0, P; et P,
étant fixés. On remarque facilement que dans cegas; 0, \y — —u/P, de sorte que
H — u # 0. Ceci montre qué,, tend vers l'infini lorsquek — 0. On a aussi M.,
tend vers l'infini lorsqué: — +oco. Par conséquend/,.. (k) atteint un minimum pour une
certaine valeuk = k*.

Dans le cas général la frontiere de stabilité ne peutgbi@scbtenue analytiquement,
mais on peut observer numériquement dug est toujours positif (voir Figure 3.6), ce
qui est cohérent du point de vue physique, et prouve quelldi®o stationnaire peut
perdre sa stabilité.

M cr | M cr \‘
140; | y. 1400 |
\ / \
120 / | UNSTABLE
K / 1000 |
100 |
800 /
g0\ STABLE \ -
600 —— STABLE
0 0.1 0.2 0 0.01 0.02
K K
(a) (b)

FiG. 3.6 —M,, en fonction du nombre d’ondéspourv, = 0.01 cm?/s, et (Q)v; = vy
(b) vy = 10 vs.

On calcule facilement la fonction de courant, ce qui permetal®ir comment se
présente l'instabilité (voir Figure 3.7). Lordonnéerareprésente l'interface, et on ob-
serve un fort tourbillon au-dessus de l'interface (dans émomere), créé par cette in-
stabilite. Remarquons que les lignes de courant inteesetinterface, a cause de la
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réaction chimique (le monomere se transforme en polgin&oulignons que la Figure
3.7 représente le champ de vitesses dans des coordontdg®as au front. On ob-
serve egalement un contre-tourbillon dans le polymérdyit par le tourbillon dans le
monomere. Dans la Figure 3.7b, le polymere est plus visquetues lignes de courant
traversent plus difficilement l'interface. Elles sont aysss plates au voisinage de I'in-
terface.

() (b)

FiG. 3.7 — Lignes de courant de la perturbation de vitesses (&) v, = 0.01 cn?/s; (b)
vy =219, 5 = 0.01 cné/s.

5. Comparaison avec des valeurs de paragtres exggrimentales

Nous prenons des valeurs de parametres correspondanbBagpisation du benzyl-
acrylate dans du diméthylformamide (voir [2]).

— Vitesse du front ¢ = 0.6 cm/min,

— Chaleur de la réactiony:= 140 K,

— Conductivité thermiques = 6 - 1072 cm?/min,

— Densité p = 1 g/cn?.

Il nous faut aussi estimer la dérivée de la tension de seifar rapport a la température.
Mais d’une part nous ne connaissons pas de systeme expiahpour lequel le mo-
nomere et le polymere correspondant soient totalemenimscibles, d’autre part méme
dans le cas de monomeres et polymeres miscibles nousnsagwas d’estimation des
dérivées en température, mais seulement des estimal®ma tension de surface. Par
contre, ces dérivées sont connues dans le cas du couplereBious supposons donc
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que le rapport entre les coefficients de tension de surfage Ipe systemes eau/air et
monomere/polymere sont du méme ordre que les rappot&idedérivees par rapport a
la température. Cette conjecture nous conduit a pagefdT = —5.4 g/(minK)=—1.5
mN/(m.K).

Nous faisons varier les parametigset v, et nous trouvons les valeurs expérimentales
M.., grace a la formule (3.15). Nous déterminons également goague choix de vis-
cosité le minimum de la fonction/,, donnée par (4.18) et la valeur du nombre d’onde
correspondant* (voir Tableau 3.1). Le nombre d’onde détermine la périquitialed
des structures convectived = 27 /k.

Cas| v, (cn?/min) | vy (cn?/min) | M,,, | min deM,, | période (cm)
1 1.5 1.5 840 75 28.5
2 1.5 15 840 600 190.4
3 6 6 210 75 78.5
4 6 60 210 610 —

TaB. 3.1 — Comparaison des nombres de Marangoni experimentacrtigies pour
differentes viscosités : dans les cas 1, 2 et 3, l'insité&#lst possible, et la période spatiale
correspondante est indiquée.

Onremarque que dans les cas 1 &/3,, est supérieur au minimum de la valeur critique
M,,, et que l'instabilité peut se produire. Cependant laqafil est trop grande pour ob-
server cette instabilité expérimentalement, car cditeofde est supérieure aux diametres
des tubes expérimentaux.

Considérons plutdt les nombres d’onde correspondaes aidmetres de tubk = 1.5
cm etd, = 3 cm, et calculons les valeurs correspondantes du nombre daniytani
critiqgue. Les nombres d’ondes correspondant aux diasmétret d, sontk, ~ 0.42 et
ky ~ 0.21, respectivement. Les valeurs du nombre de Marangoni getmpurk = k,
(respectivement = k;) valent690 (respectivemen340) dans le cas 121000 (respec-
tivement10500) dans le cas 2, 1800 (resepctivement420) dans le cas 3. Donc pour
k =k, ouk = ky, l'instabilité ne peut &tre observée que dans le preoasr

Si nous fixons, = 1.5 cm?/min, etk = k;, alors l'instabilité peut &tre observée pour
1.5 cm?/min < v; < 3.18 cm?/min. (La viscosité maximale admissible pour le polymere
est donc seulement un peu plus du double de la viscosité dwmere.) Pouk = k,,
cette condition devientl.5 cm?/min < v, < 1.8 cm?/min. Nous voyons que la viscosité
du produit de la réaction doit étre suffisamment prochealle clu monomere pour que
I'instabilité soit observable. Ainsi, le poids molécutades chaines de polymere doit étre
tres bas, ce qui peut étre obtenu expérimentalementoemaat un agent de transfert de
chaine [2].
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6. Conclusions et discussion

Dans ce chapitre, nous étudions analytiquement la projpagd¢ fronts de réactions
exothermiques dans des liquides. Nous trouvons qu’un noutygee d’instabilité peut
apparaitre comme résultat de 'interaction de la chirhiabed’hydrodynamique. Elle peut
s’expliquer ainsi : supposons que I'état stationnairel&grement perturbé, et que la
température augmente localement en un point du front. @&ai conduire a un mou-
vement convectif qui apporte du monomere frais dans la zdengaction. Bien que ce
monomere soit plus froid que le front, il accélere lacté&an et augmente la production de
chaleur, de sorte que la perturbation est amplifiée et guelEessus peut conduire a une
instabilité.

On trouve les conditions dans lesquelles cette instabitiparait. Elles peuvent s’écrire
sous la forme M > M..(Pi, Py, u, k), c'est-a-dire que le nombre de Marangoni frontal
doit étre supérieur & une valeur critique dépendanhdesbres de Prandft; (polymere)
et P, (monomere), de la vitesse du fromt et du nombre d’ondes de la perturbation
Nous montrons que cette valeur critique a un minimum en taafauction dek.

Les conditions critiques de I'instabilité correspondamtes valeurs de parametres réa-
listes, bien qu’il semble difficile de trouver un systeme&sxmental approprié. En effet,
dans la plupart des cas, l'instabilité ne peut étre olemeparce que le nombre d’ondes
k est trop petit. Si nous faisons corresponkravec les dimensions du tube, nous obte-
nons que l'instabilité peut étre observée lorsque laoggé du produit de la réaction est
suffisamment proche de celle du monomere. Ceci est rblisapérimentalement, mais
le risque est d’augmenter la miscibilité des deux liqujddsdans ce cas le modele ne
convient plus.

Par ailleurs, nous avons supposé que les densités du neoa@ndu polymere sont
égales, ce qui n'est pas tout a fait exact. Physiquemepbligmeére est toujours plus
dense que le monomere.

Dans la section 5, nous avons évoqué la difficulté poumestla tension de surface et
sa dérivée par rapport a la température.

Les valeurs que nous utilisons dans la section 5 correspboadee polymérisation en
solution. Dans le cas d’'un systeme sans solvant, le degageta chaleug est beaucoup
plus important, de I'ordre de = 200 K. Ceci peut donc aider a observer l'instabilité.

Notons enfin que cette étude ne peut pas étre realiseaaimgritalement dans des
conditions de gravité usuelles, car la gravité peut edgardes courants de convection
d’amplitude supérieure a ceux qui sont dus a la tensicsudice. Il est bien connu que
dans le cas de fronts descendants existe I'instabilitéajéeiRyh-Taylor et dans le cas de
fronts ascendants, la convection naturelle, étudiéerapi@e 2 (voir aussi[2, 14]). Ainsi,
la microgravité est nécessaire pour I'eétude expértalen
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Chapitre 4

Convection dans les liquides miscibles

Résum é.

Nous consid erons ici des interfaces diffuses entre legiichiscibles.
Lorsque deux liquides miscibles sont mis en contact, ifsisEnt imm’e-
diatement I'un dans l'autre. Si le coeffi cient de diffusioassique est suf-
fi samment petit, les gradients de concentration restetst f@ndant un cer-
tain temps, et on observe exp’erimentalement des ph”enes amalogues “a
la tension superfi cielle (on parle de ‘tension de surfaceivatgnte”). Ces
ph’enom’enes tendent “a dispara’i tre avec le temps “a daukediffusion.
Nous proposons un mod ele bas’e sur une id"ee de Kortewegomgiste "a
ajouter une contrainte suppl”ementaire dans les “equeatieiNavier-Stokes,
pour tenir compte de I'h"et’erog”en’eit’e du milieu. Nousntnons un r’esultat
d’existence et d’unicit’e globales en temps dans un retgamyis nous
pr-esentons des r esultats num’eriques sur la simulatiae dnod"ele, dans le
cas isotherme.

1. Introduction

Dans le chapitre 3, nous avons étudié I'influence de laoerde surface sur la stabilité
d’'un front de réaction. Cependant la plupart des monosnétrpolymeres sont miscibles.
Pour certains systemes, on peut observer des interfaffesedi entre le monomere et le

polymere,

mais elles sont transitoires, les deux esplmiesant par diffuser 'une dans

I'autre. Cela nous amene a I'étude des phénomenekaiegs dans des liquides miscibles.
Le modele du chapitre 3 ne s’applique pas dans le cas degdmmiscibles. Pour
autant, les phénomenes de type “tension de surface” peaxester pendant la durée ou

la zone de mélange reste mince, et ou le gradient de caatientest important.
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1.1. Aspects exprimentaux

Lorsqu’on verse de I'huile dans un verre d’eau, elle remania surface, étant moins
dense que l'eau. Si la quantité d’huile versée est asenriate, on voit assez vite les
deux phases se séparer en couches superposées : legd@leslne sont pas miscibles.
Mais si la quantité d’huile est faible, elle va simplemenrinfier une grosse goutte a la
surface. Si on remue un peu, cette grosse goutte se scinde emultitude de gouttelettes,
couramment appelées “yeux”. Ces gouttelettes prennenfarme circulaire, du fait de
la tension de surface : le cercle réalise en effet un minirdarténergie associée a cette
tension de surface.

Dans cette expérience tres simple, deux phénomenesnemn jeu : la gravité, qui
fait remonter I'huile en surface, et la tension de surfacaction de la gravité est en
général prépondérante, mais la tension superficiadlg ptre non négligeable, dans le
cas de couches minces (comme dans l'expérience ci-dessu$¢ domaines minces.
C’est pourquoi les mises en évidence expérimentales denkion de surface se font
généralement dans des tubes capillaires, ou des callelelele-Shaw, c’est-a-dire entre
deux plaques verticales de plexiglas espacées de quettlliesetres seulement. On peut
également, mais c’est plus compligué et plus colteuttrenen évidence la tension de
surface dans des conditions de microgravité réelle oulgien

Imaginons la méme expérience que préecédemment maisuile est remplacée par de
la glycérine (ou glycérol). Cette fois, les deux liquicemt miscibles, et vont donc diffu-
ser I'un dans l'autre. Une zone de mélange se forme lenteemérd I'eau et la glycérine.
Si la diffusivité est assez faible, les gradients de cotraénon vont rester €levées pendant
un certain temps, et on pourra parler d’'une “interface d#fytransitoire, entre I'eau et
la glycérine. Peut-on observer des phénomenes anaaglzetension superficielle pour
ces interfaces diffuses ?

On a vu que dans le cas de liquides non miscibles, I'intenact® la gravité oblige
a prendre certaines précautions pour observer des ptéres capillaires. A plus forte
raison, si ce phénomene existe de fagon transitoire g@aifiquides miscibles, son obser-
vation ne doit pas étre aisée. En 1997, Petitjeans et Kiiams mis en évidence dans le
cas de liguides miscibles des instabilités similaireslées induites par la tension super-
ficielle pour des liquides non miscibles, [9]. lIs conclugatil doit exister une “tension
superficielle équivalente” pour les fluides miscibles.

La mesure expérimentale de la tension de surface est pwggice a une méthode
proposée par Vonnegut pour des fluides non miscibles [XEjréhons I'exemple de I'eau
et de I'huile; I'idée consiste alors a introduire dans ube d’eau une goutte d’huile.
Quand on fait tourner le tube sur lui-méme, on observe queldig s’allonge dans la
direction de I'axe du tube, afin de minimiser I'énergie deation. D’un autre cote, la
tension de surface a tendance a empécher l'allongemeatgibeitte. Lorsque I'équilibre
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entre ces deux forces est atteint, la dimension de la gootieedune mesure de la tension
de surface entre les deux liquides.

L'utilisation du tensiometre a goutte tournante a @&prise par Petitjeans pour des
fluides miscibles [8], permettant d’estimer les parangtee nous utiliserons pour les
simulations numériques (voir Section 4).

Notons par ailleurs que plusieurs travaux ont été coesagrdifferents aspects de la
tension superficielle équivalente [9, 4]. Cependant, nwagons pas connaissance de
travaux sur des courants causés par des gradients de tratioenou de température, en
I'absence de convection naturelle.

1.2. Modeles mattematiques

Bien que la mise en évidence expérimentale de cette temsjoivalente soit tres ré-
cente, des modeles d'interface diffuse ont été prapds@uis plus d’'un siecle. Les moti-
vations étaient toutefois differentes : il s’agissainpipalement d’étudier des interfaces
entre un liquide et sa vapeur.

Lorsque de I'eau liquide est en equilibre avec sa vapewr,nterface se crée entre les
deux phases. Au voisinage du point critique, la frontietesdie liquide et la vapeur tend a
disparaitre, et on peut parler d’'interface diffuse. llasts commode de considérer I'eau
(liquide et vapeur) comme un seul fluide, avec des gradientiedsité importants dans la
region de l'interface diffuse. Ces gradients de densi@/pnt conduire a I'apparition de
courants convectifs.

En 1901, Korteweg a I'idee de modéliser ce phénomenetendnisant une contrainte
supplémentaire dans les équations de Navier-Stokes usrdpbk contraintes de pression
et de viscosité, il ajoute un tenseur dont les composarggprament en fonction des
dérivées premieres et secondes de la densité. Sondchgpest purement théorique, et
la forme tres générale proposée pour ce tenseur n'ésequtilisable en pratique [5].
Mais I'idée nait que les gradients de densité dans undlpalvent engendrer des forces,
analogues a la tension de surface entre fluides non miscibbgs qui décroissent avec le
temps du fait de la diffusion.

En 1949, Zeldovich [15] s’intéresse a I'existence d'ueesion interfaciale transitoire,
et propose pour cette tension I'expression

[CT?

= = 1.1
de’ (1.1)

ou[C] est la variation de fraction massique a travers la zoneashsition, eb est la largeur
de cette zone. Cette relation fut généralisée par Raetsldauman [10] a des systemes
loin de I'equilibre, pour des gradients de concentratinédires.

En 1958, Cahn et Hilliard calculent, la encore avec une agpw@rdres théorique, la
densité d’énergie libre d’un fluide non homogene. lideinent la relation suivante :

e=eo+k|Vp|?
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ol e, est la densité d’énergie d’'un fluide homogehest un coefficient dont le signe n’est
pas précisé, et désigne la densité du fluide. Ils retrouvent dans ce cadreldtion (1.1)
proposée par Zeldovich.

Le modele que nous proposons dans la section 2 est obteartirado modele de Kor-
teweg, en ne considérant que les dérivées d’ordre 1, earicydarisant les coefficients.
Le choix de coefficients que nous proposons n’est pas arbitrd est en accord avec la
théorie de Cahn-Hilliard.

Notons gu’au lieu des gradients de densité, nous considé@hes gradients de concen-
tration uniquement, les deux espéeces étant supposéegme densité. Dans la section
2, nous présentons le modele. Dans la section 3, nous nmgntiro résultat d’existence
et d’unicité de la solution dans un rectangle. Dans les@es# et 5, nous donnons des
résultats numériques sur la simulation de ce modeldalthpour des gouttes, puis pour
des interfaces planes. Dans tout ce chapitre, la tempérestisupposée constante.

2. Présentation du mockle

Considérons des fluides incompressibles, de méme densité méme viscosit@.
On suppose que les flux de chaleur et de matiere sont failbes. &s hypotheses, les
équations de conservation de la masse et du moment €atgous la forme suivante :

%—f+u-v0 — dAC, (2.1)
Ou +(u-V)u = —EVp +v Au+ 1divT, (2.2)
ot p p

divu = 0. (2.3)

Ici, u désigne la vitesse du fluidg,la pression, etl le coefficient de diffusion, supposé
indépendant d€'. Enfin, A désigne le laplacien &' = (7};); =1 est le tenseur des
contraintes de type Korteweg. Ce dernier peut s’écrirer (\td)

o0\ 2 oC oC o0\ 2
Ty =k| — Tio=Ty = —-k—m—-. Too=k|—
11 k <8$2> ) 12 21 kaxl 8332’ 22 k <8$1> )

ou C désigne la fraction massique du premier liquide, ek aiépend du systeme et de la
température. Soulignons que cette constandst le facteur qui apparait devant le terme
en gradient carré dans la théorie de Cahn-Hilliard §23(eo + k£|VC|?). Nous pouvons
I'estimer par des mesures expérimentales de tension tecsywoir section 4).

Nous allons considérer ce probleme dans un domaine redeares) =|0, L,[x]0, Lo|,
avec des conditions au bord de type Neumann pour la condentedtdes conditions de

non glissement du fluide pour la vitesse :
8—0 = O, Uy = Ug = 0. (24)
on
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Ajoutons enfin les conditions initiales

C(z,0) = Cy(z); u(zx,0) = up(z). (2.5)

3. Existence et unicié

3.1. Formulation faible

Dans cette section, nous prengns: 1 pour simplifier les écritures, et nous supposons
qguek est positif ou nul. Cette hypothese est essentielle dareskimations qui vont nous
conduire a I'existence d’une solution. Nous allons intieelwne formulation faible du
probleme (2.1)-(2.5).

Pour cela, supposons qué& u soit une solution réguliere du probleme, par exemple
C € C*Q),u € (C*Q))? ouQ = Ox]0,T[. SoientB € D(Q), v € D(N)?, avec
divv = 0. Ici, D(2) est I'ensemble des fonctions de clags€ a support compact dans
2. On multiplie 'équation (2.1) paB, et (2.2) paw, et on integre su. Apres intégration
par parties des termes en laplacien, on obtient :

(‘2(; )+dVCVB (ZU,DCB> = 0,
(‘Z: )+VVu Vv) + (ZuzDuv> (divT(C),v) = 0,

0
Di: a .:]—72a
6372' !

et(-,-) désigne le produit scalaire dah’((2), ou dans.?(9)2.

ou

Pour écrire la formulation faible de ce probleme, on dédiimbord les espaces suivants.
Les espaces concernant la concentration sont ici notesuaviedice 1 :

Vi = {C € H*(Q), g—om = 0} H, = H'(Q),

et ceux concernant la vitesse avec un indice 2. On définitfabrd
Vo ={u € ”D(Q)Q, divu = 0},

et on notel;, et H, les adhérences d&, respectivement dand; (9)? et dansL?(2).
Ces espaces sont classiques dans la théorie des equidiblasier-Stokes, et on montre
(voir par exemple [12]) que

Vo={u€ (Hy()? divu=0}, Ho={ue (L*Q)* divu=0, u-n=0suroQ}.
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Supposons donn&€’y, ug) € H; x H,. La formulation faible consiste & :
Trouver
C € L*(0,T; V1) N L>(0,T; Hy),

u € L*(0,T; Vo) N L>(0,T; Hy),
satisfaisant

aC
(8t )+dVCVB (ZUZDCB> — 0,VBeW,3.1)

ou
((,% > + v(Vu, Vv) <Zu,Du U> (divT(C),v) = 0,Yv eV, (3.2)
C(0,z) = GCo(z),  (3.3)
u(0,z) = wup(x). (3.4)
Ici, <, > désigne le crochet de dualitg, V;, ouV, désigne le dual d&5.

Veérifions que cette formulation faible a bien un sens.
— Les termes de convection

2 2
(Z ulec, B) y <Z UZ'DZ‘U,U>
=1 =1
sont bien définis, car en dimensionf2}(2) s’injecte dand.*(Q2). Plus précisément,
pour ce qui concerne le ternt®.>_, u;D;C, B)
u;, D;C € L*(0,T; H'(Q)) C L*(0,T; L*(Q)),

doncu; D;C € L*(0,T; L*(Q2)). Le terme considéré a donc un sens.
Le méme raisonnement s’applique pour le tekmgf:l u; Diu, v >.

— Quant au terme nouveau par rapport aux équations de NaviessS
< divT(C),v >,

il aun sens lorsque € V,. En effet, divI'(C) estune somme de termes de la forme
AD;(D;CDC), aveci, j, k = 1,2, ou X est une constante déependantde .

SiC e L*(0,T; V1), alorsD;C, DyC € L*(0,T; H'(2)),

donc D;CD,C € L*(0,T; L?(2)) (en utilisant encore l'injection déf*(Q2) dans
L*(9)). On en déduit que

et commey € V,, le produit a bien un sens dans la dualitg V5.

108



Convection dans les liquides miscibles

— llreste a vérifier que les conditions initiales ont unssérequation (3.1) peut s’écrire :

2
%(C, B) = (dAC - w;DiC, B) :

=1

SiC € L?(0,T;Vy) etu € L?(0,T;V,) on a en particulier

2
AC € L*(0,T; L*()) et Y _w;D;,C € L'(0,T; L*(Q)),
i=1
donc
dC

— e LY(0,T: L*(Q)).
€ L'(0,T5 17(9))

Ainsi, C est égale presque partout a une fonction continu®,dg dansL?(2). En
particulier,C'(0) a donc un sens dadsg ().
De méme, I'équation (3.2) peut s’écrire :

2
%(u, v) = <1/Au — ZuiDiu + divT(C), v> .

=1

SiC € L?(0,T;V,) etu € L*(0,T;V3) on a en particuliedu € L*(0,T;V5), et il
est classique dans la théorie des équations de NavieesStple

2
> wDiu € L'(0,T; V3).

=1

Enfin, comme nous venons de le voir,

divT(C) € L*(0,T; V3), doncz—? e L'(0,T; V).

Ainsi, u est égale presque partout a une fonction continu@dg] dansV;. En
particulier,u(0) a donc un sens dang.

Le théoreme que nous nous proposons de démontrer estaamsu

THEOREME 3.1. — Pour tout temps positif’, il existe un unique coupl€, u, avec
C € L*(0,T; V1) N L>(0,T; Hy),

u € L*(0,T; Vo) N L>®(0,T; Hy),

solution du systme (3.1)-(3.4). De plus, estégale presque partowdt une fonction conti-
nue de€f0, T'] dansH,, etC', VC sontégales presque partoatdes fonctions continues de
[0, 7] dansL?.
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La demonstration de I'existence repose sur des estingtqoriori et sur la méthode
de Faedo-Galerkin. Cette approche est classique pour lbtepres paraboliques, et en
particulier les équations de Navier-Stokes (voir par eXerfip 11, 12]). Elle consiste en
plusieurs étapes :

— Introduction d’un probleme approché en dimension finie,

— Obtention d’estimations a priori sur les solutions du ptai® approché,

— Passage a la limite,

— Démonstration de l'unicité.

3.2. Introduction d’un probl eme approcte de dimension finie.

On introduit (B,,)men Une base hilbertienne dé formée des fonctions propres de
I'opérateur— A associé aux conditions aux limites de Neumann :

0B
—~AB,, = AnBn, —lsa =0, VmeN.
on
Soit(v,,) une base hilbertienne dg. Notons encoré’,,, et F;,, les sous-espaces vectoriels
engendrés par les premiers vecteurs de ces bases hilbertiennes,
Em:[Bla""Bm]a Fm:[vla"'avm]-

Alors, pour toutn € N, cherchons les solutions maximal&s, u,, : [0, T,,[— En X Fiy,
du probleme

9C., - .

Oupm,
(%, Uj> +v(Vup, Vv,)

+ <ZumiDium,vj> — < divT(Cp),v; > = 0,1<j<m, (3.6)

=1

Cm(oax) = COm(x)’ (3.7)
Un(0,2) = uon(z),  (38)

ou Cy,, etug,, sontles projections orthogonales@getu, surE,, et F,, respectivement.
On peut chercheft,,, u,, sous la forme

Cm = Z ¢j,m(t)Bj; Um = Z "/)j,m(t)vja
7j=1 7j=1

OU ¢y, = (jm (1)) 1<icm €1 Ym = (¥m(t))1<j<m SONt solutions du probleme de Cauchy
suivant :
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qub;n(t) + dB2¢m( ) Wm, ¢m) =0 (39)
( ) = dom (3.11)

wm() = Yom- (3.12)

Ici, B; etB,, U; etU, sont les matrices carrées d’ordredéfinies par
B1 = ((Bi; Bj))ijj=1,-m» B2 = ((VBi,VB;))ij=1,-m;

U1 = ((Ui: Uj))m':l’...m, Uz = ((VUZ‘, ij))i’jzl’...m,
etay, aq, az sont des fonctions bilinéaires @* x R™ dansR™ de composantes

a1k (¥, §) = (Zm ZW )

1=1,m

azk (¥, 9) = (Z hiv; - Zwvj,vk) :

t=1,m
et
avkr
as lc(q5 1/} Z brs ¢ ¢
r,s=1

ICi, b11, b12 = ba1, oo dEéSignent les formes bilinéaires associé@%(a) :

= 0B; 0B,

b11(¢7 w) - k Z ¢i,m¢j, am axz

ij=1

bra(6) = bor (6,) = —k 3 Gupthy oD 000

6361 a.’L‘Q
t,j=1
= 0B; 0B;
boo(6,9) =k D Gimtbjmn
22(¢ w) iyj:1¢, (ll}‘], 8.’1:1 axl

Remarqguons que les matridBs et U, sont inversibles par construction. Ainsi, d'apres
le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe une uniquatsmh (¢,,, ¥,,,) sur un intervalle
maximal|0, T,,,[. De plus, on a sofl;,,, = +o0, et les solutions sont globales, sBj} est
fini, et nécessairement,

Jm ([[@n @l + ¥ @) =

ou || - || désigne une norme quelconque Bit.
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3.3. Estimations a priori indépendantes den.

On se propose maintenant d’obtenir des estimations a pnidépiendantes de. Elles
permettront d’abord de montrer que les solutions maxinatdessus sont globales, puis
de passer a la limite quamd tend verstoc.

Un remargue cruciale (Kostin, [6]) pour obtenir les estimagia priori consiste a établir
I'identité :

: k
divT(C) = §V\VC\2 — kACVC. (3.13)
En effet, divI'(C) est le vecteur de composantes
0T 0T
8.1'1 + 31‘2
0Ty 0T
8.1'1 + 31‘2
Ona
2 2
(9T11+3T21 :ki (ﬁ)g _kacac_ka(] oC
0xy 0z, 0z, \ Oz 03 014 029011 04

_ kD oem kO (0CL) k0 (00,
oC 0?C oC 0?’C oC

—kA k —k
00331 + 0?2 0xy 019011 0%
) , acC
2 YN oby
pr (\VC’\ ) k C@xl

On procede de méme pour la deuxieme composante.

Désormais, la notation | désigne la norme dards’(2) ou dang L?(£2))?. Nous allons
maintenant chercher a obtenir des estimations des sodugioprochées.

Tout d’abord, en multipliant chaque équation (3.5) pay(t), et en sommant dg= 1
am, on obtient I'égalité
1d

2dt
En effet, grace a la relation d’'incompressibilité (diy = 0) et a la condition au bord

Cral? +d|VC,,|? = 0. (3.14)
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(u,, =0)oOna:

2 2
Q

i=1 i=1

2
- / S Di(tiCr) Con e
Q=1

2
Q

i=1
2
i=1

Par ailleurs, grace au choix de la bdgg,), il apparait que-kAC,, appartient a I'es-
paceE,,. En particulier, en multipliant chaque équation (315 j < m, parkA;@;m,(t),
et en sommant d¢= 1 am, on obtient

1d

2
577 (FIVCnl) + dk|AC|* — k <ZumiDicm, Acm> —0.  (3.15)

=1
De méme, en multipliant chaque équation (3.6)pa¥), et en les sommant on obtient
ou 2
U ) V|V + Z(umiDium,um)— < divT(Cp),um >=0.
ot P
Comme précédemment, le terme

2

=1

est nul grace a la relation d’'incompressibilité. Quantiatnier terme, il devient grace a
(3.13) :

: k
— < divT(Cp), Uy >= -5 < VIVCO, |t > +k < AC, Vi, Uy > .
Apres intégration par parties, il vient :
< V|VCh|? tm >= — < |[VCp|?, divu, >=0.

(Le terme de bord s’annule cay, est nul sur le bord.) On obtient ainsi I'egalité :

N =

2
% (e *) + vVt |* + <ZumiDicm, Acm> = 0. (3.16)

=1
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En sommant (3.15) et (3.16), les derniers termes s’annuleo, @btient :
1d
ST (k|VCon|* + |[um|?) + dk|AC,,|* + v|Vu,,|* = 0. (3.17)
Il résulte de l'intégration de (3.14) I'estimation suivan
Cn(8)* < [Crn(0)]* < |Gl

Ensuite, (3.17) donne par intégration entre 0 et

t t
EIVCh(®)P + |um@)]* + 2dk/ |AC,(7)Pdr + 21// \Vun,(7)|?dr
0

0

k|VCrm(0)[> + [um(0)[?
E|VCom|? + [uom|*
ElCollz, + lluollZ,-

N

On a donc en particulier

KIVCa (@) + lum ()] < Kl Coll, + lluoll%,,

t
2kd [ |AC (1) dr < HICulfy, + ol
0
et .
20 [ V(1) Pdr < KIColl, + lualy,
0

En revenant au systeme differentiel (3.9)-(3.12) satigfai les coordonnées, il résulte
de ces estimations qu’il ne peut pas y avoir explosion en sdimjpdes solutions. Celles-ci
sont donc globales en temps et définies[8UF’|, pour tout” > 0.

Les estimations ci-dessus montrent de plus que

(Cy,) est bornée indépendammentidedansL> (0, T; Hy) N L*(0,T; V1),

(u,,) est bornée indépendammentidedansL™® (0, T; Hy) N L*(0,T; Vy).

Pour étudier le passage a la limite— +o0o, il est maintenant essentiel d’obtenir des
estimations sur les dérivées en temps,

, o du, ., dCy
me gt ™ 4t
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Veérifions d’abord que:,, est bornée dank?(0, T'; V). Pour cela, notong,, le projecteur
deV; sur F,,, défini par

m
P,v :Z < v,v; > vj.
j=1
L'équation deu,, se ré-écrit :

ul . — vP,(Auy,) + Py, (Z Ui D um) — P, (divT(Cy,)) =0. (3.18)

Veérifions que

2
Atum, Y UmiDitim,  divT(Cip)

=1
sont bornés (indépendammentd dansL?(0, T’; V). On sait queu,, est bornée dans
L>(0,T; Hy) N L*(0,T;V,). Il en résulte aisément que\u,, est bornée dans
L?(0,T;Vy). Cest le cas aussi pour le termg,; D;u,,, classique dans les équations de
Navier-Stokes. Etudions donc plus en détail le terme nauwttia 7'(C,,,). Remarquons
premierement que poure Vs,

<DZ(DJCkaCm), U> = — (DJCkaCm, Dz’U) y

ou le second membre est un produit scalaire dz(g). Ainsi,

| Di(D;Crn Dk Con) | 1102 | D;Crn D Cr| 12(0)
| D;iCrmll L4 | Dk Crm || 4 (02)

1 1 i 1
\/§|Dj0m| 2| DpCrp |2 ”Dij”Hl(Q)”Dka”Hl

NN

@
(3.19)

On utilise ici le résultat classique d’interpolation suivévoir par exemple [12]) :
LEMME 3.2. — SoitQ2 un ouvert deéR?. Alors, pour toute fonction € H} (),
lollza@) < 2302 [Vo2.
Revenant a (3.19), les deux premiers facteurs du membreie dont bornés indépen-
damment den dansL>(0,T), et les deux autres le sont dab§0, 7). Donc le produit

est borné dan&?(0, T'). Ainsi, divT(C,,) est bien bornée indépendammentdelans
l'espacel?(0,T; H'(9)).
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Enfin, revenant a (3.18), il reste a montrer que la commosipiar P, conserve les
bornes dan¥},. Pour cela, on remarque que, par construction,
[Pl va,v) < 1.
Par ailleurs P, est auto-adjoint, donc par transposition on obtient
[Pl vz vy < 1.
On obtient ainsi le résultat voulw:!, est bornée dank?(0,7;V5).

Montrons de méme qué’, est bornée dank?(0, T; ;). NotonsQ,, le projecteur de
H; () surE,, défini par

QnB=)_<B,B;> B,

j=1
L'équation deC,,, devient :

2

i=1

Des arguments similaires a ceux ci-dessus permettemhargéle conclure que
2
=1

sont bornés (indépendammentdgdansL?(0, T'; L?). De plus, on a, comme précédemment,

1Qmllcoimy <1,

avec(@,, auto-adjoint, donc par transposition on obtient

|1@mllcovrvy <1

On obtient ainsi le résultat voulu”!, est bornée dank?(0, T'; V).

3.4. Passaga la limite quand m — +oc

On utilise maintenant le résultat de compacité suivarit par exemple [7]) :

THEOREME 3.3. — SoientB,, B, B; trois espaces de Banach, avBg C B C B, B,
et B; étant iefexifs. Supposons que l'injection Bg dansB est compacte. Soit

W = {v e LP(0,T; By),v' € L*(0,T; B;)},
avecl < p; < 400,41 =0, 1. AlorsW C LP(0,T; B) et l'injection est compacte.

116



Convection dans les liquides miscibles

Appliquons ce théoreme avec
W, ={B e L*(0,T;V}),B' € L*(0,T;V/)},

Wa = {u € L*(0,T;Va),u' € L*(0,T; Vy)}.

Alors W (respectivemenit;) s'injecte dand.?(0, T'; H') (respectivement?(0, T'; (L?)?))
et I'injection est compacte.

On en déduit qu’on peut extraire (€,,) et(u,,) des sous-suites (encore notégs u,,)
telles que les convergences suivantes aient lieu :

Cn—C dansL?(0,T; V;) faible,

Cn—C dansL>(0,T; H,) faible-*,

cr = dansL?(0,T;V/) faible,

Cm —C dansL?(0,T; H'(f2)) fort et presque partout,
V(C,, - VC presque partout,

et

un — u dansL?(0,T;V,) faible,

Um — u  dansL>®(0,T; H,) faible-*,

u! — ' dansL?(0,T;V;) faible,

um — u  dansL?(0,T; (L*(Q))?) fort et presque partout.

Passons maintenant a la limite dans I'equatioi@ge Soity) € C'([0,T], R) telle que
Y(T)=0.0Ona

/

— La convergence des termes linéaires est immédiate xBarxe,

dt=0.  (3.20)

2
(% + umiDicm,wa)Bj) +d(VCo (1) By)
=1

C! — C' dansL?(0,T;V/) faible

/OT (%,w(t)&) dt — /OT (aa_f’w(t)Bj) dt

quandm tend verst+oo. De méme(,, — C dansL?(0,7T; H') fort implique que

implique que

/ ' d(VCon,1b(t)V B;)dt — / : d(VC, ¢(t)VB;)dt.
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— Parailleurs,onavuqug, — C dansL?(0,T; H') fortdonc dand.?(0, T; L*) fort;;
et de mémex,,, — u dansL?(0, T; V») faible donc dand.?(0, T'; L*) faible. Notons
Q =0, T[x$. Par intégration par parties, et en utilisant la relation «g,, = 0, on
a:

T 2 2
0 i=1 Q i=1

Le membre de droite tend, quandtend verstoo, vers

2
— / C Y un(t)D;B; du dt.
Q

=1

En effet, notond,, la difference :

2 2
Im| = / C Y unp(t)D;B; dx dt — / Com Y umith(t) D;B; dz dt
Q

i=1 Q i=1

_|_

2
< /Q (C = Cn) Y umith(t) D;B; da dt

=1

2
/ C> (i — i) $p(t)D; B; da dt
Q@ =1

Le premier termd, se majore par

L < /OT (/Q(C—cm)4 dx)% (/Q ul dac)% (/Q(VBj)Qw(t)z dx)2 dt,

T b T
< [/ ||0—cm||%4m>dt] [/ ||um||%4<mdt} sup [V B, e
0 0 t€[0,1]

= [|C = Cullz2om520) |umll 20,7524y 19 () V Bjl| oo 0,132)-

N

Le premier facteur tend vers O et les autres sont bornés, Hptend vers 0.
Quant au deuxieme terme, on remarque que

C € L*(0,T; L*(Q)) ety (t)D; B; € L=(0,T; L*(Q))

et doncon a
C(t)DiB; € L*(0,T; L*3(Q)).

Il en résulte que

2
/Q C D (i)W (t)DiBj dw dt = (u ~ tm, CY(&)V B}) 20,1100, 220,104/5(00)
=1
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qui tend vers 0 d’aprés la convergence faibt¢0, T'; L*) desu,,. Ainsi,

2 2
=1 ) 2z:l
= / (Z u;D;C, w(t)BJ) dt.
0 \i=1

Par linéarité et densité, on obtient

T (aC 2
—dA .DiC, B =0, VB 21
/0 (at dAC + }i_l:u C, (1) )dt 0, VBeV, (3.21)

donc(C satisfait I'égalité

oC 2
y dAC + ; 1 u;D;C =0

au sens des distributions.

Reste a vérifier la condition initiale podt. L'égalité (3.21) donne par intégration par
partiesVB € V; :

_ /0 T(C, By (t))dt — (C(0), B)y(0) + /0 ' (—dAC + ZuiDiC,Mt)B) dt = 0.

Par ailleurs, (3.20) donne de méme pout j < m,
T
= [ Con B0t = (C(0). B0

T 2
+ / (—dACm + ) UmiDiCo, w(t)Bj) dt =0,
0

=1

ou Cy,(0) = Cor — Cp quandm — +o00. On obtient donc par passage a la limite
T
- / (C, B! (£))dt — (Co, B;)(0)
0

T 2
0 i=1

Il en résulte que&’'(0) = C, presque partout.
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Etudions maintenant le passage a la limite dans I'équnat®u,,. On procede de la
méme maniere : pour toute fonctigne C*'([0,T],R), avecy)(T) =0,0na:

O,
/0 < gt —i—Zusz Uy, — divT(Cr), w(t)vj>+y(Vum,¢(t)ij) dt = 0. (3.22)

— Comme pour I'équation e@', la convergence des termes linéaires est immédiate.
Ainsi, la convergence darg (0, T'; V;) faible deu!,, versu’, respectivement la conver-
gence dan£%(0, T’; H,) faible deu,,, donne la convergence des termes

T au T
/ (8—;", v> dt, respectivemeny v(V, ¥(t)Vv,) dt.
0 0

— La convergence du terme

T 2
/ <Z UmiDiuma¢(t)vj> dt
0 i=1

s'obtient comme précédemment par application de la féerde Stokes :

/ <Zuszum,¢ > /Z%ﬂi U - Dyv; dz dt

Montrons que cette expression tend, quantend vers+oo, vers

2
- / Z up(t)u - Dyv; dx dt.
Q

i=1

Pour cela, notong,,, la difference, alors

|Jm|: <J71n+‘]73u

2

/ Z(umzum — w;u)(t) - Dyvj dx dt
Q@ =1

ou

Jh = /Z Umi — U) U (t) - Dyv; dz dt|,

J2 = /QZul(um —uw)Y(t) - Div; dx dt|.
i=1

La convergence faible darg (0, T'; L*(Q2)) dew,, implique la convergence du deu-
xieéme termeJ? vers 0. Pout/}., il faut montrer que le term@u,,; — u;)u,, converge
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faiblement dand.?(Q). Remarquons d’abord qu'il est borné dans cet ensemble. En
effet,

T T
/ (i — i)t < / i — 102 |2ttt
0 0
T
< 2/ | (Ui — )| 22 [t 22 || (s — wi) || 12 ||t || 2 .
0

Les normesZ?(Q2) sont bornées dank>(0,T) et les normed7(Q2) le sont dans
L?(0,T). Le produit est donc borné dais (0, 7). On sait par ailleurs que,, tend
versu presque partout dar@, donc(u,,; — u;)u,, tend vers O presque partout. La
convergence dé!, résulte alors du lemme suivant (voir par exemple [7]).

LEMME 3.4. — Soit@ un ouvert boré deR? x R. Soientg,, et g desélements de
LYQ), 1 < g < 400, tels que

gmllze@) < K, gm — g presque partout dang.

Alors g, — g faiblement dand.?(Q).

En prenany,, = (umi — ui)um, ¢ = 2, On obtient la convergence cherchée. Ainsi, on
a montré que

T 2 2
/ <Z Ui Dt 1/J(t)vj> dt — —/ Z u;(t)u - Dyv; do dt.
0 i=1 Q@ =1
T 2
0 i=1

Reste a montrer la convergence du teﬁwe< div T'(Cy,), ¥ (t)v; > dt. Rappelons
que divT’(C,,) est une somme de termes de la forme

Di(DyCr.DiCly), i, 1k = 1,2.
Etudions donc le terme générique :
< Di(DyCr.DiChy), ¥(t)v; >= — < DyCyy.DCrn, ¥ (t) Div; > .
On a vu queD,C,, D;,C,, est borné dang?(Q), donc il existex;, € L*(Q) tel que
D,Cp, DC,y — x1 dansL?(Q) faible.
Vérifions queyy, = D,C.D;C.
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On sait déja qué’,, tend versC dansL?(0, T; H') fort. En particulier,D;C,,, Dy C,,
tend versD,C D, C dansL'(Q) fort. Par unicitée de la limite dar®’(2), on a bien
Xk = D,C.D.C. Ainsi,

< DZ(DlCkaCm), ’Lﬁ(t)ﬁ@ > =< DZ(DlCDkC),’l/J(t)UJ >

dansL'(0, T) fort. Apres sommation et intégration g0t 7’] on obtient bien

T T
/ < dVT(Cp), B(t)v; > dt — / < divT(C), ¥(t)s; > dt.
0 0

Ainsi, I'équation sun,,, donne a la limite

T 2
/ <g—1: —vAu + ZUiDiU — divT(C), ¢(t)v> dt =0, Yvé€eVa. (3.23)
0 =1

On vérifie de méme la condition initiale pour: soity € D([0,T]), avecy(T) = 0.
On integre par parties les égalités (3.22) et (3.23). lltvien

- /0 (ttm, v (t))dt — (tom, v5)1(0)

T 2
+ / <—1/Aum + ZumiDium — divT(Cp), w(t)vj> dt = 0.
0

=1

et
- ) o )t = @), 0000
+ /T <_yAu + i:uiDiu — divT(C), w(t)vj> dt =0,

=1

Par passage a la limite dans la premiére relation, onmitégalité u(0) = uy.
Ceci conclut la preuve de l'existence. Les estimationsrai#e permettent aussi de
montrer le résultat de régularité suivant :

LEMME 3.5. — SoitC, u une solution du proleme faible. Alors: estégale presque

partouta une fonction continue dé, 7’| dansH,, etC, VC sontégales presque partout
a des fonctions continues ¢ig 7'] dansL?.
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3.5. Unicité de la solution

Il reste donc a prouver 'unicité de la solution. Pour ¢edapposons qu’on ait deux
solutions(C, u;) et(Cs, uz). (On remarquera qu’ici, les indices 1 et 2 ne désignent plus,
comme precédemment, les composantes du vecteur vite e, €étant maintenant deux
vecteurs.) Posors = C; — C, etu = u; — ug. C etwu sont solutions du probleme

(%—(tj —dAC +uy - VG4 _UQ'VCQ’B> =0
(?3_? — vAu+ (ug - Vug — (ug - V)uz,v> = k(V(VC|* = |VCy),v)

—k (A01VC’1 - ACQVCQ, ’U) .

Prenons dans la premiere équati®r= —kAC et dans la deuxieme = u, et sommons
les égalités obtenues. Il vient :
1 d 2 2 2 2
§£(|u‘ + k|VC|?) + kd |AC|* + v|Vul
= —/((U.V)UQ)’U, dr +k / (ACIVC -u+ ACVC - uy) dz. (3.24)
Q

Q

Il reste a estimer les intégrales du membre de droite. Qisaipour cela I'inégalité de
Holder et le lemme 3.2. Il en résulte immédiatement le lensoivant :

LEMME 3.6. — Soit2 un ouvert deR?. Alors, pour toutes fonctiong g, h € H (),

< 23| f|2|Vf|2|Vg||h|3|Vh]|z,

/Q (F-V)g)h dz

Par application du lemme 3.6, on a

< V2\ul [Vul| [Vug| < €| Vul? + Clul?| Vug|?.

/Q((UV)UQ)’U, dzx

On a également, par application du lemme 3.2 et de l'in@gdétHolder,

< V2|D*Cy||D*C|3 |V O3 [Vul?|ul?

/ ACVC -udx
Q

< € (ID2C)? + |Vul?) + C|D*Cy 2 [V Jul,

ou D%C, D?C, désignent les dérivées secondes(iet C; par rapport aux variables
d’espace. Remarquons que, grace a la régularité dadapl, on peut remplacer dans les
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estimations ci-dessus les terméx'C| et |D*C;| par|AC| et |AC, | respectivement. En
effet, on a le lemme suivant (voir par exemple [3]) :

LEMME 3.7. — SoitQ un rectangle du plan, ef une fonction del?(Q2). Alors la

solution du probéme

Au = f, 3—220

appartienta H%(Q), et \erifie :

1 D%ul| 20y < kIl fllz2@
Par application de ce lemme, on obtient :

/ACHVC-udx < (JACP + [Vul) + CACH? |VC| [ul.
Q

On ade méme

V2|AC|3 VO3 |V |2 |us |2

/ACVC’-uldac
Q

< €AC)P + C|VCP [Vuy|? |uy .
(On utilise ici le résultat €léementaire suivant :
Ve > 0,3C, > 0,Vz,y > 0, 2%y < ex* + Coyt))
Prenons tel que2e < min(v, kd). On obtient alors :
% [ul?+ kIVCIP’] < Ce(Jul’|Vus|* + |ACH? |VC| |u| + [VOP|ua|*| Vur ?)
Ce (IVual + |ACH + |u1 [V [?) [Jul* + £|VC|?] (3.25)
Notonsg la fonction définie sujo, 7' par
B(t) = |Vug|? + |AC:* + |ur]?|Vuy|?.

Ona:uy,up € L2(0,T; (Hy(2))*) N L>(0,T; L*(Q)?) etC, € L*(0,T; H?) donce est
intégrable suf0, T']. Linégalité (3.25) peut donc se réécrire

vt >0, —[exp( /qs ) (|ul* + k|VC| )}

Il en résulte que

Vit > 0, exp( /¢ ) (Jul2 + K| VC?) < |u(0)[2 + k|VC(0)[2.
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Oru(0) = u1(0) — ue(0) = 0, etVC(0) = VC1(0) — VCq(0) = 0. Doncu et VC sont
identiquement nulles. est donc constante s{it Mais alors la premiére équation vérifiee
parC' devient

<%_MO+U.VC~,B> -0, VBeH,

soit encore, sachant q¥é&C = 0 et doncAC = 0,

oC
(E’B) =0, VBe€H,;.

En prenantC = B on obtient bien que, pour tout tempe” (¢t) = C(0) = 0. L'unicité est
démontrée. O

4. Etude numérigue - cas des gouttes miscibles

Cette premiere étude numérique a pour objet de montepérition de courants de
convection induits seulement par des gradients de commtemtrdans un systeme formé
de deux fluides miscibles. Nous étudions également l'infleede ces courants sur les
gouttes, et cherchons en particulier a comparer ses affatax de la tension superficielle
entre fluides non miscibles.

Les parametres sont estimés pour le systeme eau - gly{gércérine). Nous montrons
gu’'avec des valeurs réalistes de ces parametres, deantswignificatifs peuvent ap-
paraitre, et que des gouttes de liquides miscibles ont ompodement proche de gouttes
non miscibles. Une confirmation expérimentale de ces phénes est prévue a la Station
Spatiale Internationale.

Pour ces simulations numériques, nous introduisons umeulation fonction de cou-
rant, fonction tourbillon. Nous considérons pour la foaotitourbillon des conditions
au bord du second ordre, dérivées des conditions de nsseghient pour la vitesse. Le
probleme est discrétisé par differences finies, ebltépar une méthode de directions
alternées.

4.1. Sclema numérique

Les équations (2.2) et (2.3) peuvent se réécrire en uttlisae formulation fonction de
courant - fonction tourbillon. On pose donc

L 65527 2T 61'1

ot 0 0
U2 U1
v 1/} 3:v1 8332
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Les équations pour la vitesse prennent alors la forme :

ow oY 8w+3¢ ow

hbad Aw —
ot~ "7 owy 0wy " 0wy 0
1 0 8T21 8T22 0 6T11 8T12
- - : 4.1
+p [83:1 (8331 * 8@) 0z (63:1 * 0z )} (4.1)
0 = AY+w. (4.2)

Quant a la condition au bord= 0, elle devient :
V)laa = 0,
que I'on peut encore écrire

oy oy
%BQ_Oa a‘aﬂ_oa

ou t désigne le vecteur tangenb&, défini presque partout. Puisque la dérivée tangen-
tielle devy est nulle sur le bord) est constante sur ce bord, et on peut fixer cette constante
a zéro. Nous prenons donc dans le calcut/da condition au bord de Dirichlet, tandis
que la condition sur la dérivée normale est transfornhiéereplacée par une condition au
bord artificielle sur la fonction tourbillon, que nous détas plus bas.

Le domaine rectangulaire est maillé en subdivis&nt,| et[0, L] en Ny, respective-
mentN, sous-intervalles, avec des pas d’espacet h, constants dans chaque direction.
On se donne également un pas de tempst on noteC?; une valeur approchée de la frac-
tion massique a I'instanth,, sur le noeud de coordonnégh;, jh,). La condition initiale
imposée fixe la valeur de(ggj. Les dérivées spatiales d’'ordre 1 et 2 sont approchées pa
des quotients aux differences finies centrés :

oc .. Ci; — Oty

a—.’,L'l(Zhh]h2’ nh’t) — th )
#C, Ty = 20+ Ol
a—x%(zhb]h%nht) = : h%j j'

Pour chaque pas de tempon calcule successivement la concentra@iinla fonction
tourbillon W™, la fonction de couranZ™, puis les vitesses horizontale et verticale et
V™. Toutes ces variables sont en fait des matrices index@édspa < N;,0 < j < Ns.

Pourn € N fixé, supposons les variables ci-dessus connues, etloiésdie calcul de
C™*1, |l se fait en deux étapes (directions alternées) : dapsdmiére étape, les dérivees
par rapport ar, sont traitées de maniere explicite, utilisant les vadedigja calculées
a I'étapen, tandis que les dérivées par rapportasont traitées de maniere implicite.
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Dans la deuxieme étape, ce sont les dérivées par rappoiui sont traitees de maniere
explicite, tandis que les dérivées par rapporhsgont traitees de maniere implicite. On
introduit donc un pas de temps fractionnakrg’2, et on noteC™*'/2 |e résultat de la
premiere étape.

Plus précisément, on résout tout d'abord le systemeastjipourj variantde 1 dv,—1 :

+1/2 +1/2 +1/2 +1/2
Cig " —Chy _ p Cing — 203 "+ Gl N i1 — 205+ O
ha/2 h? h2
o2 _ ontl/2 cr. . —(On
_yn. 1+1,j i—1,7 I 7 5,j+1 Z,]flj 1 g i < N, —1
2y 2h1 2y 2h2 1
ng’;—l/Q _ C{z’;—l/Z’
n+1/2  _ ~mtl/2
Crlr = ot

Les deux dernieres équations du systeme correspondgrtaaditions aux limites de
Neumann pour les bords verticaux.
Pour la deuxieme étape, on résout de méme le problemansupour; variant de 1 a

Ny —1:
+1 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2 +1 +1 +1
CZJ’ — Ci,j - d Ci+1,j B 20i7j + Cifl,j + CZ,LJ'Jrl B 202]’ + Czjfl
he/2 B h? h2
o2 _ ontl/2 ontl _ ontl
n Z+11] Zfla.] n Z1]+1 Z!j_l -
Uy, T SV L 1 <N -
Cn—|—1 _ n+1
0 — Uil
Cive = Cing-re

Ici, les deux dernieres équations correspondent auxittonsl aux limites de Neumann
pour les bords horizontaux. Enfin, on impose les valeur§'drir les bords verticaux
en utilisant a nouveau la condition de Neumann sur ces b@ugose donc pour tout
0<J< Ny,

n+l __ n+1
CO,J' - Cl,j ’

n+1 __ n+1
Clej - Clelaj‘

L'équation de la fonction tourbillon est discrétiseeldenéme facon que la précédente.
La condition au bord introduite pour la fonction tourbillprovient d’'un développement
limité de la fonction de courant au voisinage du bord.

Considérons par exemple le bard = 0,0 < 2z, < Lo. Rappelons que sur ce bord, la
fonction tourbillon vaut
0?1

T 9.2
oxs
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(On omet ici la dépendance en temps, ce dernier étant fing cies calculs.) Or sur ce
bord,+ ne dépend pas de, donc on obtient finalement

82
w(0,z9) = —a—;g((],xg).
De méme, \
ow A
8—331(0’x2) = —a—x;{,(O,%)-

Ecrivons le développement limité depar rapport a la variable; au voisinage de; = 0.
Ona:
oY at 0%y i ¢
¢(x1,x2) = ¢(0,$2) + SEla—xl(O,sz) + 76—.1‘%(0,%2) + ga—x?(o, .Tz) + 0(33:1)’)
Les deux premiers termes du développement limité s’amiibn rappelle qu’on a fixé
1 = 0 sur le bord) et on obtient

2

X
EILU(O, 332) o

30
Yo, @) = - & 70 (0,22) +o(ad).
Autrement dit, pour le probleme discrétisg, fixans: 0, j € [0, N,]. On noteZ7; une
valeur approchée dg(nhy, hy, jhy), Wi, une valeur approchée dg0, jh,). Une valeur
approchée de la dérivée partielled@ar rapport &, est alors donnée par le quotient

) wnr. — Wn.
220, jhy) ~ —2A 04,
8331 hl
En substituant ces valeurs approchées dans le dével@mpdimité, et en négligeant le
termeo(z}), on obtient
hi MWi; —We; _ B
A=y Woi— g = g (W + Wi

On obtient donc la condition au bord suivante sur le bod0 :
SZ{fj
h?

1
Wo; = _§W1",j -

Sur les trois autres bords, on obtient par la méme techmgs&onditions similaires.

Quant a la fonction de courant, elle est solution d'un peotd sans dérivée en temps
(4.2), avec la condition au bord

¥laa = 0.
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On peut donc la voir comme limite quamdend verst-oc du probleme d’évolution

o
E_}_w: A{l/% ¢|BQ :Oa w(TZO) :w(nht)
Notons que la variable est indépendante du temfsjui est gardé constantssiest fixé.
On noterah, un pas associé a la variahte On calcule ainsi a chaque étape une valeur
approchéeZ™t! de) a partir de la fonction tourbilloh™*! (déja calculée) en posant
Zrbl — g
%]

1557

et en itérant le schéma suivant, peuisupérieur ou égala 1 :

n+1,m+1/2 n+1,m n+1,m+1/2 n+1,m+1/2 n+1,m+1/2
he /2 = Wi 7
T 1
n+1,m n+1,m n+1,m
N Zigei — 225+ 254
h3 ’
2
1<i< N, -1,
n+1,m+1/2
ZO,j - 07
n+lm+1/2 0
Nlaj - )
n+1l,m+1 n+1,m+1/2 n+1,m+1/2 n+1,m+1/2 n+1;m+1/2
Zi — Zi _ gyt [ D —2Z;; t 2,
h: /2 Y h3
T 1
n+1,m—+1 n+1,m-+1 n+1m-+1
Zigwi  — 22 +Zij1
+ 2 ,
2
1 < .7 < NZ - 17
n+l,m+1
n+l,m+1
Zz-’N2 = 0.

Ce processus est itéré jusqu’a ce que I'une des conditioivantes soit verifiée :
1. Vi, j, | 20— 22| < e olie est une précision fixée,
2. m > 100.
Remargue. — Nous n’avons pas fait d’étude de convergencee aiathilité pour ce

schéma. Il semble cependant donner des résultats ssdisfa dans les simulations nu-
mériques ci-dessous.
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Valeurs des paranetres.

Nous estimons le parametkea partir de mesures de tension de surface. Petitjeans
fut le premier a utiliser un tensiometre a goutte toutagrour mesurer une tension de
surface transitoire [8]. Il mesura pour le systeme eacAglyl une tension de 0.6 mN/m,
le diametre de la goutte ayant atteint une valeur quatostaire apres 100 secondes.
Nous utilisons la relation (1.1) pour en déduire une estiomatiek. Dans cette relation,
[C] représente le saut de la fraction massique a travers ldetransition, dong’] =
1. On estime la largeus de la zone de mélange grace a la distance de diffusian,
(dt)'/2. Petitjeans et Maxworthy ont mesuré pour le systémesgbitsau un coefficient
de diffusion de I'ordre d&0'° m?/s. En prenant une durée de I'ordre de 100s, on obtient
§ ~ 10~* m. Avec ces valeurs, nous obtendns: 6 x 10~8 N. Bien qu’il ne s’agisse que
d’ordre de grandeur, ces estimations vont nous permettprat®der a des simulations
réalistes.

La valeur ded estimée ci-dessus est trop faible pour que cette zone suitétisée
correctement avec un maillage simple. Dans les simulatiomss utilisons une valeur
0 dix fois supérieure pour garder plus de points de dissaétin dans cette zone. En
contrepartie, nous augmentons aussi la valeur, @pres avoir vérifié que le résultat des
simulations varie peu si on garde le prodifit constant. Dans la suite de cette section,
nous prenons les valeurs suivantes :

v=10""m’/s d=25x10"°m’/s; k=1.08x10"°N.

4.2. Test :évolution d’'une goutte splerique

Nous testons d’abord le code sur une goutte sphérique. Nod®as I'évolution des
concentrations et de la fonction de courant.

Evolution de la concentration

La figure 4.1 montre la difference entre la concentratioregrs et la concentration
initiale. Notons que les differences sont tres faiblesc@mparaison de celles obtenues
pour les simulations suivantes. Cette évolution pew ébnsidérée comme due majori-
tairement a la diffusion.
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Evolution de la fonction de courant
Au bout de quelques centaines d’itérations (environ 20 lm&nction de courant prend
la forme suivante, qui évolue tres peu :

"..Istream"”
0.0001 -+
5e-05
0 -

-5e-05 ===
-0.0001 -+

0.00015
le-04
5e-05

0

-5e-05
-0.0001
-0.00015

Le maximum de la fonction de courant augmente pendant le gf&nieres itérations
(0.15s) puis diminue lentement, de méme que le maximum diglsse.

On voit sur la figure 4.2 que plus le maillage est raffing, pluasdeimum de la fonction
de courant est petit. Les courants observés n’ont doncegesatité physique, ce sont des
phénomeénes numeériques.
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c’ "essail/diff100" ——
08 - 0.01 -
06 0.005
04— 0~
02 -0.005 -

FIG. 4.1 — A gauche : Concentration initiale. A droite : difféecerentre la concentration
apres 2s et la concentration initiale. La concentraticiera peu prés constante au cours
des itérations.

0.00014

0.00012

0.0001 f|

100*100
8e-05 —

6e-05

4e-05 -
; 2007200
2e-05 |
e 300%300
0 . .
0 500 1000 1500 2000 2500

temps (ms)

FIG. 4.2 — Maximum de la fonction de courant au cours des 2,5 presigecondes.
La courbe la plus haute correspond a un maillage de 100ewailir 100. La plus basse
correspond a 300 mailles sur 300 et la courbe intermédeairrespond a 200 mailles sur
200.
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4.3. Evolution d’'une goutte elliptique

Nous étudions ici une goutte de forme elliptique dans un dieen@ctangulaire. Dans
le cas de gouttes non miscibles, on sait que la tension dacguaurait tendance a faire
évoluer cette goutte vers une goutte circulaire. Nous mostque cette tendance est
conserveée ici dans le cas de gouttes miscibles.

Evolution de la concentration

On voit sur la figure 4.3 qu’en 10s, I'ellipse évolue vers urclee(diminution du grand
axe, augmentation du petit axe).

Si on calcule comme précédemment la difféerence entrenaentration apres 2s et la
concentration initiale, on voit que cette differencesbestucoup plus importante que dans
le cas de la goutte sphérique (figure 4.4).

Evolution de la fonction de courant

Au bout de quelques centaines d'itérations, la fonctionaleant prend la forme pré-
sentée sur la figure 4.5. Remarquons que les courants gigsialir le rectangle de base
ont tendance a ramener le liquide du grand axe (apogée€kltipske vers le petit axe
(périgée), ce qui tend a la ramener vers un cercle.

Le maximum de la fonction de courant augmente pendant le g@0nieres itérations
(0.05s) puis diminue lentement, de méme que le maximum diekse. Avec une précision
Supérieure en espace et en temps, le résultat est idergtigu figure 4.6).
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FIG. 4.3 — A gauche : Concentration initiale. A droite : Concetidraapres 10s. Contrai-
rement au cas de la goutte a symétrie radiale, ici la cdratgon évolue significativement
au cours des itérations.

Variation de concentration, t=2.5s Concentration, t=2.5s

() (b)

FIG. 4.4 — Concentration apres 2s. (a) Difference par rapplartcancentration initiale.
(b) Concentration “brute”.
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fonction de courant, t=2.5s

0.003
0.002
0.001

-0.001
-0.002
-0.003

FIG. 4.5 — Fonction de courant apres 2.5s dans le cas d’'une gdlifitieee.
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FIG. 4.6 — Maximum de la fonction de courant au cours de la 1lerenskc(goutte el-
liptique). La courbe en traits pleins correspond a un ragél de 100 mailles sur 200,
ht=5.10"5s. Les croix représentent un maillage de 150 sur 300 mgalite®.105s.
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Comparaison avec un moeéle sans convection

Les évolutions de concentration observées sont-elles phajoritairement a la diffusion
ou aux phénomenes de convection dus aux gradients dertoatgen ? Pour réepondre a
cette question, on compare les résultats obtenus peau@ent avec ceux que I'on obtien-
drait dans un modele purement diffusif, sans convection.

4.4. Evolution d’'une goutte tres allongee

Le dernier cas étudié est I'évolution d’une goutte tidsngée. Dans le cas de liquides
non miscibles, I'effet de la tension de surface est de sggatte goutte en petites goutte-
lettes qui évoluent vers des formes sphériques. Nousn&gwon observe ici un compor-
tement assez proche, c’est-a-dire que la goutte va avalatee a se contracter au milieu
et former deux renflements aux extrémités. Nous n’avonetois pas réussi a observer
une séparation compléete en deux gouttes, I'effet olesdaris la section 4.3 (tendance a
se contracter vers une spheére) étant finalement prédomin

Influence du coefficient de diffusion

Les calculs précédents ne présentant pas de sépateatiide de la goutte, nous avons
essayé de modifier les parameétsiest & pour voir si les résultats obtenus étaient quantita-
tivement differents. En divisant la diffusion par deux, abstient des résultats similaires,
mais la goutte a plus vite tendance a se contracter en urttegiriplus en plus ronde
(voir figure 4.9).

Influence du coefficientk
La figure 4.10 montre que I'augmentation du coefficierstccentue également la ten-
dance de contraction de la goutte vers une sphere, améetrde la tendance a se séparer.
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Vérifications de précision

La zone de mélange étant initialement tres mince, eter@rtt donc peu de points de
discrétisation, il est important de vérifier la précisibes calculs pour s’assurer que cette
Zone a été bien traitée. On le fait comme précédemmeobeparant les valeurs maxi-
males prises par la fonction de courant, pour differentdlagas. On voit sur la figure
4.11 le maximum de la fonction de courant pour des temps patiec differents pas
d’espace. On peut noter que, lorsqu’on raffine le maillagmd&imum de la fonction de
courant augmente, mais semble converger, au sens ou ldsesaont de plus en plus
proches au fur et a mesure que le maillage est raffiné.

5. Etude d'interfaces diffuses presque planes

Le travail de la section 4 sur les gouttes a permis de mettrevitence I'influence
du stress de Korteweg sur les liquides miscibles. En paiicabus avons vu qu’il peut
géneérer des courants dont les effets sont proches de eelaxtdnsion de surface dans
le cas de liquides non miscibles. L'objet de cette sectidnl’eside de ces courants
dans le cas d'interfaces diffuses planes ente deux liquidssibles. Plus exactement,
nous considérons deux liquides miscibles séparés parzane de transition plus ou
moins large. La température est maintenue constante, onaiensidere des interfaces
legerement courbées, donc des perturbations d’irtesfalanes. On sait que dans le cas
de liquides non miscibles, la tension de surface seraibriglhe de courants pour dus
au fait que l'interface n’est pas plane et que donc la tend®surface n’est pas mini-
male. Nous observons numériguement que ces courantsrx@gtglement dans le cas
des liquides miscibles, et nous présentons I'évoluterahcentration qui en découle.

Cas d’'une zone de transitiorétroite

On étudie numériquement I'évolution d’une zone de trémsietroite. Considérons une
diffusion moléculaire tres faiblé = 0.001 = x/10. Le domaine est un carré de coté 1cm.
On étudie I'influence de la tension de surface sur la courbera zone de transition.

On considere une distribution initiale de concentrationeg une légere perturbation
d’un front plan (voir Figure 4.12 a). Apres quelques dizaideganillisecondes, la zone
de transition présente des renflements. Au cours du tempsenflements se propagent
le long de cette zone et semblent osciller. Nous avons @& calculs en améliorant
la précision en temps et en espace, et ces observationsfsenemt. Nous vérifions la
convergence des profils de concentration a un instantejdorsque le pas de temps tend
vers 0.

Les lignes de niveau de la fonction de courant (voir Figur&@ydEcrivent le mouve-
ment du fluide.

Cas d’une zone de transition plus large
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La concentration initiale est montrée a la figure 4.14 (a)camportement est similaire
au cas précédent(voir figure 4.14). La fonction de coursint®ntrée a la figure 4.15.

6. Conclusions et perspectives

On présente dans ce chapitre un modele mathématiqueespupt les phénomeénes de
tension de surface équivalente dans les fluides miscill®ss montrons que ce modele
est pertinent, a la fois du point de vue mathématique ebiht ge vue physique. En effet,
il possede une énergie qui satisfait la théorie de Callirekdi, qui décroit globalement
en temps. Il s’en suit que le probleme de Cauchy est bier.dds plus, les résultats
numeérigues sont cohérents avec les prédictions quepbavait faire a partir du cas non
miscible : évolution vers une goutte sphérique, scissiome longue goutte en goutte-
lettes.

Une confirmation expérimentale de ces résultats néeeasites conditions d’apesan-
teur, pour éviter la convection naturelle. Des expérisméliminaires ont été effectuées
lors de vols paraboliques dans un avion KC-135 de la NASA. [1idsEtonsistaient a
injecter une goutte d’eau dans la glycérine, ou une gouwgtglgcérine dans 'eau. Le
comportement prédit par les simulations n’a toutefoisgpagtre observée, probablement
parce que la durée de microgravité était trop breve (299u

Des expériences supplémentaires sont prévues danstilenSipatiale Internationale,
pour le cas des interfaces planes. Elles seront réalaséssle poly(dodecyl acrylate) et
son monomere, qui sont miscibles.
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Concentration, t=2.5s Concentration, t=2.5s

FIG. 4.7 — Concentration apres 2.5 s. A gauche : modele avec ciioneA droite :
modele sans convection.
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Convection dans les liquides miscibles

Concentration Profil de la goutte fonction de courant
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FIG. 4.8 — Evolution de la concentration et de la fonction de coipaur une goutte tres
allongée.
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Convection dans les liquides miscibles

Concentration Profil de la goutte fonction de courant

FIG. 4.9 — Evolution en 25s dans le cas d’une diffusion plus faiiritte allongée).

Concentration Profil de la goutte fonction de courant

FIG. 4.10 — Evolution en 25s dans le cas d'un coefficienglus important (goutte al-
longée).
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Convection dans les liquides miscibles
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FIG. 4.11 — Evolution du maximum de la fonction de courant au cdess40 premieres
millisecondes (goutte allongée). De bas en haut, les poartespondent a des maillages
de 90 sur 30 points, 150 sur 50 points, 300 sur 100 points esd5050 points.
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FIG. 4.12 — Concentration a t=0s (a), t=0.075s (b), t=0.1312st(t3®1875s (d). Cas
d’'une zone de transition étroite.

143



Convection dans les liquides miscibles
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FIG. 4.13 — Fonction de courant a t=0.075s (a) et t=0.1875s (b)dDag zone de tran-
sition étroite.
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Abstract.

Reaction-diffusion-convection problems :
A mathematical and numerical analysis.

We study mathematically and numerically reaction-ditfnsproblems
with convection. In the first part we prove that under somedi@ns the
reaction-diffusion-convection operators are proper ayé the Fredholm
property, and we construct a topological degree for theserajors. We
use the degree to study bifurcations and prove the existeht@veling
waves of reaction-diffusion with natural convection. Wspadtudy convec-
tive instabilities for these solutions. In the second pagtimvestigate the
influence of interfacial tension on the stability of fronts.the case of im-
miscible liquids we prove that the interaction of the chexhieaction and
interfacial tension may lead to a new type of instabilitythe case of mis-
cible liquids we model the transient surface tension by atitamhal stress
in the Navier-Stokes equations. We show that the correspgmdathema-
tical problem has a unique solution, and we observe numbyitlaat the
concentration gradients may induce convective flows. Welaimthe evo-
lution of a miscible drop under the influence of these flowsehaves like
an immiscible drop under the action of surface tension, &itandency to
get circular, or to break into droplets. We also show numahcthat the
tension may amplify small perturbations of plane fronts.
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Résumé. Nous “etudions math’ematiquement et num’eriquement ads pmes de
r"eaction-diffusion avec convection. Dans la premi emti@anous montrons
sous certaines conditions que les op erateurs consid’entda propri‘et’e de
Fredholm, sont propres, et nous construisons un degr’dotgigae pour
ces op erateurs. Nous utilisons le degr”e pour “etudidaifescations pour un
probl’eme d'ondes progressives de r’eaction-diffusimmvection, et nous
montrons I'existence de fronts de r’eaction modifi “es pawlavection na-
turelle. Nous nous int’eressons “egalement aux instaslitonvectives pour
ces solutions. Nous “etudions dans la deuxi’eme partiuéimce de la ten-
sion de surface sur la stabilit"e des fronts. Dans le cagjdalés non mis-
cibles, nous montrons que l'interaction de la tension déasaret de la
r’eaction chimique peut conduire "a une instabilit’e ndav®ans le cas de
liquides miscibles, nous mod”elisons la tension transitpar une contrainte
suppl”’ementaire dans les “equations de Navier-Stokess Nmuntrons que
le probl’eme math”ematique correspondant a une solutiGquenet nous
observons num’eriquement que les gradients de concentiagiuvent en-
gendrer des courants convectifs. Nous simulons |""evariuti’'une goutte
miscible sous l'infuence de ces courants : elle est comparatrelle d'une
goutte non miscible sous I'action de la tension de surfage¢ ane ten-
dance "a s’arrondir ou "a se scinder en gouttelettes. Nomsrams num’eri-
guement que la tension transitoire peut amplifi er de palite®rmations de
fronts plans.
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Mots-clés : réaction-diffusion, convection, opérateurs de Freahalegré
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