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Introduction 1

Chapitre 1

Introduction

On s’intéresse dans ce travail a la stabilité des ondes de choc multidimensionnelles.
De telles ondes apparaissent naturellement dans 1’étude des systemes hyperboliques de
lois de conservation, mais ’analyse de leur stabilité est encore peu développée en plusieurs
variables d’espace. Le travail fondateur est dii & Andrew Majda [65, 64], qui a mené jusqu’a
son terme ’analyse de la stabilité des ondes de choc, sous une hypothese fondamentale
dite de stabilité uniforme. Dans ce travail, nous considérons le cas ou cette hypothese de
stabilité uniforme n’est pas satisfaite. On doit alors faire face & des instabilités “neutres”.
Le but principal de notre travail est de décrire la propagation de ces modes neutralement
instables, et de préciser en quoi les instabilités rencontrées modifient les résultats de Majda.
Les résultats que nous obtenons devraient permettre de montrer la stabilité non linéaire
des ondes de chocs faiblement stables.

La premiere partie de cette introduction est consacrée a des rappels sur les systémes
hyperboliques de lois de conservation. Nous rappellerons notamment les notions d’ondes
de choc et de stabilité uniforme au sens de Majda. Dans une deuxieme partie, nous verrons
deux modeles de transitions de phase liquide-vapeur, les unes étant uniformément stables,
les autres ne ’étant pas. Ce dernier exemple motivera le cadre général que nous proposerons
pour étendre les résultats de Majda a une grande classe de chocs non uniformément stables.
Nos résultats sont détaillés a la fin de ce chapitre.

1.1 Systemes de lois de conservation multidimensionnels

1.1.1 Présentation générale

De nombreux phénomenes physiques sont décrits par des équations aux dérivées par-
tielles qui se mettent sous la forme

d
U+ 0, f;(U)=0. (1.1)
i=1
Dans I’équation (1.1), ¢ est la variable de temps et z1, ..., z4 sont les variables d’espace. Le

vecteur U peut représenter des quantités telles que les champs électrique et magnétique,
la densité et la vitesse d’un fluide... Les fonctions f; sont définies sur un ouvert % de
R (qui est I'ensemble des états possibles du systéme) et sont & valeurs dans RY. On les

supposera de classe €. On cherche alors une solution U de (1.1), définie sur un ouvert
Q de R? et a valeurs dans % .
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On ne s’intéressera par la suite qu’a des systémes multidimensionnels, c’est-a-dire
N > 2et d> 2. Les phénomenes que nous étudierons dans ce travail n’apparaissent jamais
ni dans I’étude des lois de conservation scalaires (N = 1), ni dans le cas unidimensionnel
(d=1).

Donnons quelques exemples de tels systemes d’évolution. Parmi les équations de la
physique qui se mettent sous la forme (1.1), on citera les équations de Maxwell dans le
vide!:

oi B € R? désigne le champ magnétique et E € R?le champ électrique. Au prix de
changements d’inconnues, des équations du second ordre comme ’équation des ondes

Ofu—Au=0,

ainsi que ’équation de ’élasticité linéaire (pour un matériau de coefficients de Lamé « et

B)
8,52z —div (Tz)=0, Tz:=a(Vz+ (Vz)t) + (8 — a)(div 2)1,

se mettent aussi sous la forme (1.1). L’exemple qui servira de fil directeur tout au long de
ce travail est celui de la dynamique des gaz. En variables dites Euleriennes, il s’écrit

dip+ div (pu) =0,

0i(pu) +div (pu@u) +Vp =0, (1.2)

1 [
8t(§p|u|2+pe)—|—dlv (§p|u|2—}—p€—}—p)u =0,

avec les notations traditionnelles pour les quantités physiques: p désigne la densité du
fluide, u € R? la vitesse, p la pression et e I’énergie interne par unité de masse (dite aussi
énergie interne spécifique). Le vecteur correspondant au U de I’équation (1.1) est

p
U = 1 pu
2
—p|u e
sPlul®+p
C’est le vecteur des variables conservatives. Le systéme (1.2) est fermé par une équation
d’état qui décrit le comportement du gaz considéré. Cette équation se met en général sous
la forme
p=plpe).

En d’autres termes, la pression a 'intérieur du gaz est déterminée par la densité et I’éner-
gie interne. L’équation d’état la plus fréquemment employée est celle des gaz parfaits
polytropiques, pour laquelle on a

p:(’Y—l)Pea

1. On s’est ramené, moyennant un changement d’échelles, a des constantes physiques égales a 1.
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ou 7 est la constante adiabatique (v = 5/3 pour un gaz monoatomique et v = 7/5 pour un
gaz diatomique). Nous reviendrons sur les équations d’état dans la partie suivante quand
nous détaillerons les modeles de transitions de phase.

Le systeme (1.2) peut également décrire le comportement de liquides, ou méme de
matériaux solides dans certains régimes de température et de pression, comme le détaille,
par exemple, Jaouen dans sa these [54]. Pour cette raison, on I'appelle également systéme
de ’hydrodynamique. Sa dérivation (formelle) remonte a d’Alembert, mais on s’y réfere
souvent comme aux équations d’Euler.

Un modeéle simplifié de (1.2) est le systeme de la dynamique des gaz isentropiques.
Rappelons que le second principe de la thermodynamique assure I'existence d’une fonction
s, appellée entropie spécifique, vérifiant

P
Tds:de—p—de,

ol T est la température. Si (p,u,e) est une solution réguliere (disons de classe €') de
(1.2), on montre que s vérifie

0is+u-Vs=0.

L’entropie est donc constante le long des “lignes de courant”. Si I’on suppose que s est
constante dans tout ’espace, cette derniére équation est trivialement satisfaite et (1.2) se
réduit au systéme de la dynamique des gaz isentropiques:

Oip + div (pu) =10,
O¢(

1.3
pu)+div (pu@u)+Vp=0, (1.3)

la pression p n’étant plus fonction que de la densité p. Ce dernier systéme constitue un
exemple simple de systeme non linéaire pour lequel de nombreux calculs explicites peuvent
étre menés a bien.

On distingue deux grandes classes de problemes associés a (1.1):
1. Le probleme de Cauchy: dans ce cas, Q2 = R? et on adjoint & (1.1) une condition
initiale U(t = 0) = Up.
2. Le probleme mixte: dans ce cas, Q est un ouvert distinct de R? et on adjoint & (1.1)
une condition initiale et une condition sur le bord 0f).
Dans ce travail, nous nous intéresserons essentiellement a des problemes mixtes.
Nous commencons cependant par rappeler quelques résultats sur le probleme de Cauchy
pour le systéme (1.1). Pour les solutions régulieres, c’est-a-dire de classe €, le systeme
(1.1) est équivalent a

d
OU + Y Aj(U)0:,U=0, (1.4)

=1
ou A;(U) = df;(U) est la matrice jacobienne de f; au point U. L’écriture (1.4) est la
forme quasilinéaire de (1.1). Comme l'explique Serre dans [92, chapitre 3], on ne sait

résoudre proprement (1.4) (pour des données initiales régulieres) que si le systeme est
hyperbolique. Par hyperbolique, on entend ici que le symbole

d
AU =& A (U)
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est diagonalisable sur R, uniformément en ¢ € R% pour tout U € % . L’hyperbolicité est
une condition nécessaire pour résoudre (1.4). Une condition suffisante pour résoudre (1.4)
(avec une condition initiale U dans un espace de Sobolev H*, k suffisamment grand) est
que le systéeme (1.4) soit symétrisable au sens de Friedrichs, c’est-a-dire qu’il existe une
application

X:U — Mn(R),

telle que pour tout U et pour tout j, X(U)A;(U) soit symétrique et X(U) soit symétrique
définie positive. On demande également que X soit de classe €°°. Une telle application X
est appellée un symétriseur (de Friedrichs) du systéme.

Rappelons que tout systéme symétrisable est hyperbolique, voir [92, chapitre 3].

Revenons sur 'exemple de la dynamique des gaz. Formulée dans les variables (p, u, s),
Iécriture quasilinéaire du systéme (1.2) est

dp+u-Vp+pdivu=0,
1

8tu—}—u-Vu—}—;Vp:0,

dhs+u-Vs=0,

ou la pression p est désormais fonction de p et de s. Le symbole A(U, ) correspondant est
donné par

u-§ 123 0

_ | Lo . 19p
AUE) = papf (u-&) 1y 535
0 0 u-&

On vérifie (voir par exemple [15]) que A(U, ) est diagonalisable sur R si et seulement si

D’un point de vue physique, c’est une restriction raisonnable, voir [54]. La quantité d,p
étant homogéne au carré d’une vitesse, on définit la vitesse du son ¢ en posant

cim |2

Avec cette définition, les valeurs propres de A(U,§) sont

MU E) :=u-&—cl¢] avec multiplicité m; =1,
A (U, €) :==u-& avec multiplicité mqy = d,
As(U,€) :==u- €+ c ¢ avec multiplicité ms = 1.

On vérifie également (voir [15]) que le systeme (1.2) admet un symétriseur de Friedrichs
des que la vitesse du son est bien définie.

Pour un systeme quasilinéaire symétrisable (et donc hyperbolique), l'existence (locale
en temps) et I'unicité de solutions régulieres a été montrée indépendamment par divers
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auteurs, notamment Garding [42] et Kato [56]. On renvoie aux ouvrages [15] et [66] pour
les détails de la preuve du théoreme 1.1 ci-dessous. Par commodité, on supposera que le
domaine d’hyperbolicité % contient 'origine.

Théoréme 1.1 (Solutions réguliéres). Soit Uy € H*(R?), avec s > d/2+ 1, telle que
l'image de Uy soit relativement compacte dans % . Il existe un réel T > 0 et une unique
fonction U € €°([0,T], H*(R%)) N €*([0, 1], H*"1(R?)) telle que U est solution de (1.4)
et U|t=0 = Uo.

Grace au résultat d’unicité, on peut définir le temps maximal T* d’existence de la
solution a donnée initiale Uy (T™ ne dépend que de la condition initiale). Typiquement, le
temps maximal T™ est fini, c’est-a-dire que la solution n’est plus réguliere & partir de T*,
U(T*,-) ¢ H*(R?. On dira que la solution explose en temps fini (en anglais, on parle de
blowup). Ce phénomene de blowup est discuté en détails par Alinhac dans [6].

A titre d’exemple, la figure 1.1 représente ’allure de la solution de I’équation de Burgers

2
atu+ax%:0,

a différents instants. L’onde se déplace progressivement vers la droite et cesse d’étre régu-
liere au bout d’un temps fini.

06 07 08 09

5
°
°
o
°
°

06 07 08 09

o
°
°
o
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Fic. 1.1 — Explosion d’une solution de l’équation de Burgers

En dynamique des gaz, une classe de données initiales donnant des solutions réguliéres
non globales a été exhibée par Sideris [100]. A Dinverse, des solutions régulieres globales
sont construites par Grassin dans [43].

L’explosion en temps fini des solutions de (1.1) est liée a la formation d’ondes de choc;
ces ondes sont des solutions de (1.1) régulieres de part et d’autre d’une hypersurface de
R x R% Un probléeme naturel qui se pose est de résoudre (1.1) pour une donnée initiale
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Uy réguliere de part et d’autre d’une hypersurface de R% Dans toute sa généralité, le
probleme est d’une complexité assez terrifiante car une seule surface de discontinuité peut
en générer instantanément plusieurs. En effet, quand on considere le probleme de Riemann
unidimensionnel

AU +0./(U) =0, U, = {UT wre

U siz<0,
la solution U a I'instant ¢ > 0 présente, en général, plusieurs points de discontinuité (ou
de non dérivabilité), méme si elle ne posseéde qu’'un seul point de discontinuité a I'instant
initial (voir par exemple [62, 63, 92]). En plusieurs dimensions d’espace, la situation est
identique et 'on s’attend & ce qu’une unique hypersurface de discontinuité a I’instant
initial en engendre instantanément plusieurs dans la solution. En revanche, si la condition
initiale vérifie certaines relations de compatibilité, la solution ne présentera qu’une seule
hypersurface de discontinuité. Dans tout ce travail, nous nous limiterons a ce cas. Les
ondes que nous considererons prendront la forme d’ondes de choc. On renvoie aux travaux
d’Alinhac [4, 5] pour I’étude des ondes de raréfaction et aux travaux de Métivier et Sablé-
Tougeron [71, 88] pour I’étude des ondes de gradient (ou ondes soniques).

1.1.2 Ondes de choc multidimensionnelles

Comme on cherche une solution discontinue de (1.1), on ne parlera plus désormais que
de solutions faibles. La proposition 1.1 ci-dessous caractérise les solutions régulieres par
morceaux de (1.1). Pour simplifier les écritures, on notera y le vecteur (zy,...,24-1).

Proposition 1.1 (Conditions de Rankine-Hugoniot). Soient I' := {z4 — ¢(t,y) =
0} une hypersurface réguliére de R x R? et U une fonction réguliére jusqu’au bord sur
{zq > p(t,y)} et {zq < @(t,y)}. Alors U est solution de (1.1) si el seulement si U est
une solution (classique) de (1.1) de part et d’autre de I' et si les conditions de Rankine-
Hugoniot sont satisfaites en tout point de I':

d—1
Vx=(Ly,zg) €, Op[U](x) +Zax]99[fj(U)](X) —[fa(U)](x) =0, (1.5)

les dérivées partielles de ¢ élant évaluées en (t,y) el [f;(U)](x) désignant le saut de f;(U)
au point X. Plus précisément, on a

A()6) = lim fi(U(x-+ sm) — £ (U (x — sm).
ot n:= (—0ip, —0p,9,...,—0p,_,p, 1) est un vecteur normal a I' au point x.

Le résultat repose sur la formule de Green. On renvoie aux ouvrages [20, 92] pour
la preuve. L’hypersurface I' n’est pas connue a ’avance. Nous sommes donc face a un
probleme a frontiere libre. En suivant Majda [65], nous montrons tout d’abord comment
on se ramene a une géométrie fixe en redressant le front I'. Si ¢ est une fonction réguliere
sur R x R?!, on définit un changement de variables ® sur R x R? par la formule

(I)(t7 Y, $d) = (t7 Y,xq+ @(t7 y)) .
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L’application ® envoie ’hyperplan {z4 = 0} sur [" et le demi-espace {z4 > 0}, respective-
ment {z4 < 0}, sur la région {zq > ¢(,y)}, respectivement {z4 < ¢(t,y)}. On redresse
alors les fonctions de la maniere suivante: si U est définie de part et d’autre de I', on définit
Uy par

v(tvyvxd) € Rd+17 Uﬁ(tvyvxd) = U((I)(t,y,.fd)) 3

de sorte que Uy est réguliere sur les demi-espaces {+z4 > 0}. On note Uﬁ+ (respectivement

U,") la restriction de Uy a {zq > 0} (respectivement {z4 < 0}). Finalement, on pose

d—1
A0, V9) = Ag(v) = 0T =Y 0o, A;(v)

i=1
et on vérifie que U est solution de (1.1) si et seulement si

d—1
UF + " A;(UF) 0, U + Aa(UF V) 2,U =0, 2a >0,

j—l
0.U; +ZA ) 0, Uy + Ag(U;, V) 00,U7 =0, 24<0,

d—1

O U] + Zax]@ [fi(U)] = [fa(U] =0, z4=0.

i=1
Pour se ramener au seul domaine {z4 > 0}, on consideére la fonction
(tv Y, .Td) — Uﬁ_ (tv Y, —.fd) )

définie pour x4 > 0. Avec un léger abus de notations, on continue de noter Uﬁ_ cette
fonction inconnue, et on omet le signe § pour alléger les écritures. On est ainsi ramené a
chercher une solution réguliere (U*, U™, ¢) du probleme

d—1
QU+ A;(UT) 05, Ut + Ag(UF, V) 8:,Ur =0, 24>0,
j—l
0 U~ +ZA )0, U™ = Ag(U™, V) 0,,U =0, 24>0, (1.6)

aﬁo —I_Zaz‘] f] [fd(U)]:07 g =0,

avec une condition initiale réguliere (Uj, Uy, ¢o).

Quand on cherche une solution de (1.1) réguliére de part et d’autre d’une hypersurface,
le probleme de Cauchy se reformule donc comme un probleme mixte non linéaire dans le
demi-espace {z4 > 0}. Les conditions sur le bord {z; = 0} sont données par les conditions
de saut de Rankine-Hugoniot. Notons que ce probleme mixte n’est pas standard car il ne
porte pas sur les seules fonctions inconnues (U, U™). Les dérivées de la fonction ¢ (qui
est indépendante de z4) interviennent a la fois dans les équations a I'intérieur et dans les
conditions au bord.
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Nous allons maintenant décrire les conditions initiales que nous considererons par la
suite. Il nous faut, pour cela, revenir a la forme quasilinéaire (1.4).
Rappelons que ’existence d’un symétriseur ¥ assure que le symbole A(U, &) défini par

d

VEER!, A(UE) =) & A;U) (1.7)

J=1

est diagonalisable pour tout U € % et tout & € R% Pour des raisons techniques qui seront
exposées plus loin, nous ferons I’hypothese, un peu plus forte, d’hyperbolicité “a multi-
plicité constante”. Plus précisément, on suppose qu’il existe des applications Ay,..., Ag,
de classe € sur % x R\ {0}, et des entiers my,...,m, tels que les A;(U,£) soient les

valeurs propres, de multiplicité m;, de la matrice A(U, &), et vérifient
YUE%, YEERIN{0}, MUE <---<\UE) .

Nous avons vu que cette hypothese est vérifiée par le systeme de la dynamique des gaz
(1.2) (elle est également vérifiée par le systeme (1.3) et par les autres exemples cités au
début de ce chapitre).
Il existe des solutions tres simples de (1.6) qui correspondent (avant redressement du
front) a des solutions constantes de part et d’autre d’un hyperplan. En effet, soit
U {Ur sizg>ot+v-y, (1.8)
U sizg<ot+v-y,

ot U, et U; sont deux éléments distincts de %, ¢ € R et v est un vecteur dans R4,
Clairement, U est solution de (1.1) si et seulement si

d—1
o [U]+ v [55(U)] = [/:(U)].

Remarquons tout de suite qu’on peut effectuer un changement de référentiel pour se ra-
mener au cas ¥ = 0 et ¢ = 0 (en pratique, cela simplifie beaucoup les calculs), mais nous
ne ferons pas cette simplification tout de suite. La terminologie suivante remonte a Lax

[62]:

Définition 1.1. On dira que U est un choc de Laz s’il existe un entier p € {1,...,q} tel
que

A1 (U &) <o < A (ULE) et A(Ur, &) < 0 < Appr(Ur, §) (1.9)

ou & = (—v,1) € R% Dans le cas p = 1, respectivement p = q (on dit dans ce cas que le
choc est extréme), on ignore la premiére inégalité sur la gauche, respectivement la seconde
inégalité sur la drotte.

On dira que U est une discontinuité de contact s’il existe un entier p € {1,...,q} tel
que

/\p(Ulvg) =0 = /\p(Urvg) :

En dynamique des gaz, on parle ausst de nappe de tourbillon.
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Schématiquement, on s’attend a ce que les chocs de Lax soient des structures stables
(d’ailleurs, on les observe physiquement) et a ce que les discontinuités de contact soient
des structures instables. Plus précisément, si I'on perturbe légérement un choc (de Lax)
plan a 'instant initial, la solution de (1.1) aura la méme allure que la condition initiale. En
revanche, si 'on perturbe a 'instant initial une discontinuité de contact plane, la solution
peut tres vite développer des singularités et on ne peut guére espérer montrer un théoreme
général d’existence pour de telles données initiales.

Tout 'objet de notre travail est de préciser les hypotheses sous lesquelles "assertion
précédente sur les chocs est vraie.

Dans le cas des chocs de Lax, A. Majda [65, 64] a montré, au début des années 80,
comment construire des solutions régulieres de (1.6) pour des données initiales qui sont des
perturbations convenables (au sens ou elles vérifient certaines relations de compatibilité)
d’un choc plan. Une hypothese cruciale dans le travail de Majda est celle dite de stabilité
uniforme. Cette hypothése est I’extension, pour le probleme (1.6), de la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme pour les problémes mixtes standard (voir par exemple [23, 48,
61]).

Pour résoudre (1.6), Majda associe un schéma itératif de type Picard pour les équations
a l'intérieur & un schéma de type Newton pour les conditions au bord. Pour cela, il doit
résoudre une suite de problemes linéarisés de la forme

d—1
atUJj—-H + ZAJ(UI;I—) Oz, Ulj—+1 + Ad(U]j', Ver) 8ostlj—+1 = F];" )
7=1

d—1
WUy + D A(U;) 0, Uiy = AaUy, Vipr) 0,Uy, = Fy
7=1

dans le domaine {z4 > 0} avec des conditions au bord

d-1
Ot (U] + Z Oz, 0641 Ui (Up)] = Aa(US Vo) Ul + Aa(Uy V) U,y = G,

i=1

en {xg = 0}. Pour résoudre de tels problémes, Majda commence, de fagon classique, par
montrer des estimations d’énergie a priori. Nous insistons sur le fait que son travail repose
sur des estimations sans perte de dérivées. Typiquement, des données F]j', F, et G} dans

L? donnent une unique solution (Ulj-l-l’ U;I+17V99k+1) dans L?. Comme cela est montré
dans [65], on ne peut obtenir des estimations sans perte de dérivée que si I'on considére
des chocs uniformément stables.

Motivé par un exemple, que nous détaillerons dans la partie suivante, le présent travail
a pour but d’examiner les chocs qui ne sont pas uniformément stables, mais sont
seulement faiblement stables. Nous étendons les résultats linéaires de Majda a de tels chocs,
moyennant certaines hypotheses sur la nature des instabilités. L’extension (certainement
trés technique) du résultat non linéaire de Majda constitue la perspective principale de
notre travail. L’étude des nappes de tourbillon, en dimension deux d’espace, est une autre
perspective qui s’inscrit dans la continuité des idées que nous allons développer.

Avant d’expliciter la condition de stabilité uniforme de Majda, nous allons faire quel-
ques rappels sur les problemes mixtes standard, en insistant notamment sur la condition
dite de Kreiss-Lopatinskii uniforme.
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1.1.3 Rappels sur les problemes mixtes a coefficients constants

On consideére un probleme mixte (standard) linéaire, et a coeflicients constants:

d
8tv—l—ZAj8$Jv:f7 zg>0,t>0,
i=1 (1.10)
Bv=yg, zq=0,1>0,

V), = Vo, zg>0,t=0,

avec A; € MN(R)et B € #, n(R). On se place dans le cadre des systemes hyperboliques
a multiplicité constante, comme décrit précédemment, et I’on supposera que la matrice
Ay est inversible. Le bord {zq = 0} est dit non caractéristique. Si ¢ désigne le nombre
de valeurs propres strictement positives de Ay (comptées avec multiplicité), c’est un fait
désormais bien établi (voir [93]) qu’il faut imposer exactement ¢ conditions scalaires indé-
pendantes en {x4y = 0} pour pouvoir obtenir un probleme bien-posé. Quitte & diminuer le
nombre de lignes de B (si B n’est pas de rang maximal), on supposera ¢ = p et B de rang
maximal.

Pour savoir si le probléme est bien-posé (disons dans L?), on commence par regarder
le probleme homogene sans condition initiale (on étend v par 0 pour les temps négatifs).
Apres transformée de Laplace en ¢ et transformée de Fourier en y = (z1,...,24-1), On
trouve formellement que v vérifie

- d—1 R dw
TI—I—ZJZ;U]A] U+Adda:d_0 g >0,

Bv=0 zq =20,

avec 7 € C de partie réelle strictement positive et 7 € R, La matrice Ay étant inversible,
on obtient que 7 est solution de ’équation différentielle ordinaire

A _ (e (1.11)

sur |0, +oo[, avec la condition aux limites Bv(0) = 0. La matrice o7 (7,7) est définie par
d—1
A (1,n) = —A;l I+ ianAj
J=1

Dans [47], Hersh commence par remarquer que (1.11) est hyperbolique, au sens des
systémes dynamiques, pour Re 7 > 0. La matrice o/ (7,7) n’a pas de valeur propre ima-
ginaire pure. L’espace CV se décompose ainsi en somme directe du sous-espace stable,
noté & (7,n), et du sous-espace instable, noté &*(r,n), de &/ (r,n). Pour mémoire, ces
sous-espaces sont les sous-espaces propres généralisés associés aux valeurs propres de &f
de partie réelle strictement négative (€7) et de partie réelle strictement positive (&7).
Un argument de continuité/connexité montre que la dimension de ces sous-espaces est
indépendante de (7,7). En choisissant 7 = 1 et = 0, on trouve que la dimension de
&7 (7,n) est égale a p.

Hersh montre ensuite qu’une condition nécessaire pour que le probleme mixte (1.10)
soit bien-posé est

Ker BN&™ (r,n)= {0}
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pour tout (7,7) tel que Re 7 > 0. Dans le cas contraire, la probleme est violemment mal-
posé, au sens de Hadamard, dans tous les espaces de Sobolev H® (méme au prix d’une
perte arbitrairement grande de dérivées). Cette condition nécessaire, qu’on désignera sous
le nom de condition de Lopatinskii, peut se reformuler de la maniere suivante: pour tout
(7,m) tel que Re 7 > 0, il existe une constante ¢(7,n) > 0 vérifiant

VZe& (t,m), |BZ|>c(r,n)|Z].

Le gros inconvénient de cette condition est qu’elle ne permet pas (a elle seule) de montrer
des estimations d’énergie a priori (elle n’exclut pas non plus les pertes de dérivées, aussi
grandes soient elles). Elle permet juste de résoudre (1.10) pour des données de classe €,
mais on ne peut rien dire pour des données dans des espaces de Sobolev.

La condition de Lopatinskii admet la caractérisation suivante: pour tout (7,7), on se
donne une base (Zi(7,7),...,Z,(1,n)) de & (7,n). Alors le probleme (1.10) vérifie la
condition de Lopatinskii si et seulement si

A(r,n) :=det(B Zi(7,n),...,BZ,(1,n))

ne s’annule pour aucune valeur de (7,7). La fonction A est appellée déterminant de Lo-
patinskii. Elle dépend bien siir du choix de la base de &~.

On doit & Kreiss [61] la caractérisation des problémes mixtes bien-posés dans L? (et
par extension dans H?®). Par bien-posé, on entend que pour des termes source f et g
dans L?({z4 > 0}) et L2({zq = 0}), (1.10) admet une unique solution v € L*({z4 > 0})
dont la trace sur {z4 = 0} est aussi dans L?, avec, en plus, une estimation d’énergie. Ces
estimations seront abondamment discutées dans la suite de ce travail (par exemple, au
chapitre 3), et nous nous en tiendrons ici & cette description succinte. Le point important
est que de tels problemes (nous dirons qu’ils sont fortement bien-posés) sont caractérisés
par la condition dite de Lopatinskii (ou Kreiss-Lopatinskii) uniforme. Cette condition
s’énonce de la fagon suivante: il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout (7,7) avec
Re 7 > 0, on ait

VZe& (t,m), |BZ|>cl|Z].

Dans la pratique, il est difficile de vérifier cette condition sous cette forme. Pour la
vérifier, on a recours a un prolongement par continuité du sous-espace stable. En effet, le
sous-espace & (7, 7) est de dimension constante pour Re 7 > 0 et on peut montrer (voir
par exemple [15]) que ce sous-espace se prolonge continiiment aux points (7, 7) € iR x R4,
avec (7,7m) # (0,0). Notons que le prolongement obtenu contient toujours le sous-espace
stable de la matrice (7, n) mais peut également contenir tout ou partie du sous-espace
central. Pour 7 € iR, le sous-espace central de o(7,7n) (i.e. associé aux valeurs propres
imaginaires pures) n’a aucune raison d’étre vide. Au risque de créer des confusions, on
continue de noter &~ (7,7) le prolongement du sous-espace stable aux points (7,7) €
iR x R"!, En utilisant ’homogénéité de o7, on vérifie que le probleme (1.10) satisfait la
condition de Lopatinskii uniforme si et seulement si

Ker BN&™(r,n) = {0}

pour tout (7,7) tel que Re 7 > 0 (inégalité au sens large) et (7,7) # (0,0). La encore,
le déterminant de Lopatinskii est un outil adéquat pour tester cette condition. Il s’agit
uniquement de trouver une base (Z1, ..., Z,) du sous-espace prolongé &~ aux points (7, 7),
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avec 7 € iR, puis de calculer le déterminant A(7,7n) défini ci-dessus (le point délicat est
de trouver une base du prolongement de & 7).

Dans le chapitre 2, nous traitons completement I’étude des conditions au bord pour les
équations d’Euler (1.2) de la dynamique des gaz polytropiques. Nous montrerons notam-
ment comment la vérification de la condition de Lopatinskii (uniforme) peut étre menée
a bien par un logiciel de calcul formel, ce qui évite de faire a la main des calculs parfois
difficiles. Ce chapitre correspond a un travail réalisé avec Sylvie Benzoni-Gavage et Sté-
phane Aubert (Ecole Centrale de Lyon & Fluorem), qui sera publié prochainement dans
’ATAA Journal [13].

Le systéeme (1.2) étant non linéaire (les conditions au bord qu’on adjoint peuvent ’étre
également), la vérification de la condition de Lopatinskii (uniforme) se fait en linéarisant
(1.2) et les conditions au bord autour d’un état constant. Pour le passage a des résul-
tats non linéaires, on renvoie au travail de Mokrane [77]. Sans entrer dans les détails, la
condition de Lopatinskii uniforme (quand elle est satisfaite) permet de mettre en place un
schéma itératif de type Picard et de résoudre les problemes non linéaires.

Quand la condition de Lopatinskii uniforme n’est pas satisfaite, et quand le probleme
n’est pas non plus violemment mal-posé, on ne dispose pas de résultat général d’existence
de solutions pour les problemes (non) linéaires. Certains cas particuliers ont néanmoins
été résolus. Le systeme d’Euler (1.2) avec un bord glissant a été traité par divers auteurs,
voir par exemple [10, 44, 90, 91] (dans ce probleme, le bord est caractéristique, mais on
dispose d’une propriété de dissipativité). Le cas du systéme de ’élasticité, avec les fameuses
ondes de Rayleigh, est traité par Sablé-Tougeron [87]. Certains problemes linéaires (avec
des conditions au bord particulieres) sont résolus par Domanski dans [32]. Pour finir,
signalons ’étude plus générale d’Ohkubo et Shirota [78]. Shirota montre cependant dans
[99] que l'analyse de [78] ne s’étend pas au cas des chocs non uniformément stables en
dynamique des gaz. En fait, cette analyse comporte des hypotheses tres restrictives qui
limitent son application, voir [98].

1.1.4 Stabilité des ondes de choc

L’étude de la stabilité des chocs (de Lax) suit la démarche que nous avons décrite pour
les problémes mixtes. On commence par linéariser les équations (1.6) autour d’un choc
plan U donné par (1.8). Pour simplifier, on supposera v = 0 et 0 = 0. Le linéarisé de (1.6)
autour du choc stationnaire U s’écrit

d
Lv = 8t'v+z.;zij@$jv:f, zqg >0,

L =t (1.12)
B(v,¢) = M[UH;&WUJ(U)HM'U =g, #4=0,
oll 'on a posé
ol = (AfE)UT) Aj?Ul)> pour 1<j<d—1, (1.13a)
oy = (Angr) —AC?(Uz)) : (1.13b)

M= (—A4(U,) Aq(h)) . (1.13c)
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Remarquons que (1.12) est un probléme mixte linéaire, a coefficients constants, non stan-
dard car il ne porte pas que sur la seule fonction v. Des dérivées partielles du front inconnu
¥ interviennent dans les conditions au bord. Une étape importante dans ’analyse de (1.12),
et sur laquelle nous reviendrons, consiste a éliminer le front des conditions au bord.

Les inégalités de Lax (1.9) assurent que la matrice 27 est inversible. Le bord {z4 = 0}
est non caractéristique. L’analyse modale de (1.12) se déroule donc exactement comme
décrit ci-dessus pour un probleme mixte standard. Apres transformée de Laplace en temps
et transformée de Fourier dans les variables spatiales tangentielles, on obtient le systeme

dv

d—.rd:d(T’n)/ﬁ l‘d>0,

d—1
T[UI+iY 0 [f;(U)] | &+ MT(0) =0,
7=1
ou &7 (7, n) est définie, comme précédemment, par
d—1
o (1,n) = —szd_l TI—I—ianJZij
7=1
Pour alléger les écritures, on notera
d—1
b(r,n):=7[U]+i>_n; [f;(U)].
7=1

A cause de la structure de blocs des matrices 7}, voir (1.13a)-(1.13b), le systeme (1.12)
est hyperbolique a multiplicité constante. Les résultats de Hersh [47] s’appliquent, et on
note &~ (7, n) le sous-espace stable de &/ (7,n) pour Re 7 > 0.

Nous avons vu que la dimension de &~ est constante, égale au nombre de valeurs
propres strictement positives de «7;. Un résultat de Boillat, qu’on pourra consulter dans
[92, chapitre 3], assure que le champ caractéristique A, (U, §) est linéairement dégénérési A,
est de multiplicité m, > 2. Dans ce cas, on ne peut pas avoir des inégalités strictes comme

n (1.9) (de tels champs conduisent a des discontinuités de contact). On supposera donc, en
plus des inégalités de Lax (1.9), que A, est une valeur propre simple, m, = 1. En général,
Ap est une valeur propre vraiment non linéaire de (1.4). On vérifie alors que &~ (7,7)
est de dimension N — 1 quand Re 7 > 0. Comme nous ’avons indiqué au paragraphe
précédent, le sous-espace &~ (7, 7) se prolonge continiiment aux points (7,7) € iR x R4,
(r.n) # (0,0).

Dans [65], Majda définit la notion de stabilité uniforme d’un choc plan de la facon
suivante:

Définition 1.2 (Stabilité uniforme). Le choc plan U est dit uniformément stable s’il
existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout (1,m) € C x R¥™! vérifiant |7|> + |n|? = 1 et
Re 7> 0, on ait

VX, Z2) e Cx & (r,m), Ixblr,n)+MZ| > c(|x]+1Z]).

A la lumiere du paragraphe précédent, la notion de stabilité uniforme d’un choc (de
Lax) est ’extension directe de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme. En raison de
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’homogénéité, de degré 1, du symbole b(7,7), il est plus commode de se restreindre & des
valeurs “normalisées” de (7,7).

e Remarque : Pour un choc uniformément stable, on a notamment

b(r, M|z e V7|2 + [nl?,

pour tout (7,7) € C x R?~L. Le symbole b(7, ) ne s’annule donc que pour (7,7) = (0,0).
On dit qu’un tel symbole est elliptique. Signalons que cette propriété n’est jamais vérifiée
pour des lois de conservation scalaires en dimension d’espace d > 2. En revanche, dans le
cas de la dynamique des gaz (isentropique ou non isentropique), le symbole b est toujours
elliptique. Mis a part I’exemple des lois de conservation scalaires, nous ne connaissons pas
d’autre situation ou le symbole b n’est pas elliptique.

La stabilité des ondes de choc en dynamique des gaz est un sujet dont I’étude remonte
a la Seconde Guerre mondiale. Elle est analysée notamment dans [29, 33, 35, 59, 114]. 1l
existe par ailleurs divers articles de revue sur le sujet, par exemple [9, 68, 105], sans oublier
I’analyse complete de Majda [65] (on pourra trouver le détail des calculs de Majda dans
[15, 55]). Notons que la plupart des auteurs s’arréte a la condition nécessaire de stabilité (le
parameétre 7 vérifie Re 7 > 0). De toutes ces analyses, il ressort que la stabilité (uniforme
ou non uniforme) des chocs plans est étroitement liée a la loi de pression (voir le chapitre 6
et [26] pour le cas isentropique, et [15, 55, 65] pour le cas non isentropique). Notamment,
pour un gaz parfait polytropique, tous les chocs de Lax sont uniformément stables. Pour
des lois de pression plus compliquées, un fait général demeure: les chocs d’amplitude faible
ou modérée sont uniformément stables, tandis que les chocs de forte amplitude peuvent
étre “neutralement” instables. Quant aux instabilités violentes, elles revétent un caractere
exceptionnel.

Dans un article récent de Robinet et al. [84], il est affirmé, au contraire, que certains
chocs de Lax (pour la dynamique des gaz parfaits polytropiques) sont violemment instables
au sens de Hadamard, c’est-a-dire que la condition de stabilité uniforme est violée en des
points pour lesquels Re 7 > 0. Cette aflirmation est erronée, comme on peut s’en rendre
compte en reprenant les calculs de [84]. L’annexe C contient la note de correction [28] que
nous avons écrite avec Sylvie Benzoni-Gavage et Denis Serre.

Pour des systemes généraux, il existe a notre connaissance peu de résultats sur la
stabilité uniforme. Dans [69, annexe A], Métivier montre que les chocs de faible amplitude
sont uniformément stables pour des systémes 2 X 2 en dimension 2 d’espace, quand les deux
champs caractéristiques sont vraiment non linéaires. Ce résultat est étendu par Métivier
dans [70] au cas des chocs extrémes pour des systémes arbitraires (toujours sous une
hypothese de vraie non linéarité, et une hypothese supplémentaire de convexité de la
valeur propre A,).

Pour finir, nous mentionnerons le systéeme de la magnétohydrodynamique, que ’on
trouvera dans [92, 31]. Ce systéme n’est pas a multiplicité constante, et on ne sait pas si les
résultats de Majda s’appliquent (pour le savoir, il faudrait vérifier la “structure de blocs”
définie par Majda dans [65]). Indépendamment de Majda, Blokhin [16, 17] a proposé une
méthode alternative pour I’étude des chocs multidimensionnels. Cette méthode conduit
aux mémes résultats que ceux de Majda, et repose également sur la condition de stabilité
uniforme. L’application de cette méthode au systeme de la magnétohydrodynamique est
discutée dans [18]. On renvoie également au travail de Trakhinin [109] pour des résultats
en MHD relativiste.
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1.2 Equations d’Euler pour un fluide de van der Waals

1.2.1 Loi de van der Waals

Nous avons vu que le systeme (1.2) décrit I’évolution d’un fluide compressible (liquide
ou gaz). La loi de pression d’un tel fluide est habituellement donnée comme fonction de
la densité et de ’énergie interne, p = p(p,e). Elle peut également étre donnée comme
fonction de la densité et de la température. Dans le cas des gaz parfaits polytropiques, on
obtient

RT
p= M P
ol R est la constante des gaz parfaits et M la masse molaire du gaz considéré. Dans les
unités du systéme international, on a

R =8,3144 J. K .mol ™" .

Le modele des gaz parfaits se base sur deux hypothéses principales: les molécules sont
assimilées a des points matériels et le gaz est suffisamment dilué pour que les molécules
n’interagissent pas entre elles. 1l apparait également comme une asymptotique possible
(on parle de limite hydrodynamique) de ’équation de Boltzmann, voir [112].

Le modele de van der Waals apporte deux corrections au modele des gaz parfaits: les
molécules ont désormais un volume non nul, et elles interagissent entre elles. En notant
v := M/p le volume molaire, I’équation d’état de van der Waals prend la forme

RT a

v—>0 w2’

p= (1.14)
avec a et b des constantes strictement positives (qui dépendent du fluide) et R la constante
des gaz parfaits. Notons que p n’est définie que pour v > b (ce qui revient & imposer
p < M/b). Pour I’eau, les constantes a et b valent

a = 553600 J.cm>.mol ™%,
b= 30,49 cm>.mol ™' .

Le lecteur trouvera dans [113] les valeurs des parameétres pour d’autres fluides.

On rappelle quelques propriétés des courbes isothermes de (1.14), voir la figure 1.2.
Tout d’abord, la fonction p (vue comme fonction de v) est strictement positive sur |b, +00[
si et seulement si T > T,,;n, ou la température minimale T,,;, est définie par 1), =
a/(4bR). Il est donc naturel de ne retenir que des températures supérieures a 7). Si la
température 7' est supérieure ou égale a la température critique T, := 8a/(27bR), la courbe
isotherme (v — p(v)) est strictement décroissante sur |b, +oo[. En revanche, pour T' < T,
la courbe isotherme est strictement décroissante sur un intervalle b, v.[, puis strictement
croissante sur un intervalle vy, v*[ et enfin strictement décroissante sur Jv*, +00[. De plus,
Iisotherme posséde deux points d’inflexion v; et v* vérifiant

b<v, <v <v*<uv.
Pour I’eau, on trouve

Toin =546 K, T, =647 K ,
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Fic. 1.2 — Loi de van der Waals pour Ueau a différentes températures

et a T = 600 K, on obtient
v, = 68,8 em>.mol™t, v; = 81,3 em®.mol ™!,
v* =130,1 em®.mol ™!, vt = 205,8 em®.mol ™t
Dansle cas T}, < T < T, 'isotherme de van der Waals est une fonction non monotone
du volume molaire. En plus des points particuliers déja exhibés (extréma locaux, points
d’inflexion), elle posséde deux autres points remarquables, appelés points de Maxwell (nous
verrons leur importance au prochain paragraphe). Les points de Maxwell v, et v sont

définis par les relations

m

pon) =p") =7 e [ o) -p)do=0. (1.15)

Ces points admettent une interprétation géométrique simple, illustrée a la figure 1.3:
ils sont donnés par la “régle des aires égales”. Pour ’eau a 600 K, on obtient

v, = 58,7 em®.mol ™1 et v™ = 182,6 em®.mol 1.

1.2.2 Transition de phase isotherme

On s’intéresse a I’évolution d’un fluide isotherme (i.e. & température constante) dans
I'espace R?. Le fluide étant isotherme, il n’y a pas conservation de ’énergie et on ne
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retient que les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Les
équations de ’hydrodynamique se réduisent a

Oip + div (pu) =0, (1.16)
di(pu) +div (pu®@u) +Vp=0. .
On suppose que le fluide obéit a une loi de pression de van der Waals
RT a
— - = 1.17

avec v = 1/p le volume molaire (pour simplifier, la masse molaire est prise égale a 1), et
T la température, vérifiant T,,;, < T < T., de sorte que la pression p est une fonction non
monotone de la densité p (voir le paragraphe précédent).

Le systéme (1.16) n’est hyperbolique que dans la région {p’(p) > 0}. En reprenant les
notations de la partie 1.1, le symbole A(U,&), U := (p, u), est donné par

u-¢§ 123
A(Uv 5) = p/(p) ¢ (11 . g)Id
p
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Ses valeurs propres sont

MU =u-&—cl¢] avec multiplicité my =1,
AU, f)=u-¢& avec multiplicité my =d — 1,
As(U, &) =u- &+ ¢l avec multiplicité mz = 1.

La encore, nous avons désigné par c¢ la vitesse du son dans le fluide

c:=/p(p),

tant que p'(p) > 0.

Lorsque le volume molaire v appartient & intervalle [v,, v*], la vitesse du son est
imaginaire pure et le symbole A(U, &) n’est pas diagonalisable sur R. Cette région est
appellée zone spinodale. Elle n’est pas observable physiquement et correspond a des états
violemment instables. Ces instabilités sont mises en évidence et étudiées dans [36, 52]. Le
domaine d’hyperbolicité du systeme (1.16) posséde donc deux composantes connexes:

U = (]0,1/v [xR?) U (]1/vs, 1/b[xRY) .

Chacune de ces deux composantes connexes est appellée une phase. La zone v € |b, v,[ est
la phase liquide et la zone v € Jv*, +0o0[ est la phase vapeur.

Pour éviter les instabilités liées a la zone spinodale, on s’intéresse a des solutions
discontinues de (1.16) pour lesquelles le volume molaire prend ses valeurs dans chacune
des deux phases. Une telle solution sera appellée une transition de phase. Notamment, le
volume molaire n’est jamais dans la zone spinodale, et la vitesse du son est bien définie.

Une transition de phase plane est donnée par

U.— (pryuy) sizg > ot,
(pr,wp)  sizg < ot,

ol les états “a gauche” et “a droite” sont reliés par les relations de Rankine-Hugoniot:

olp] = [pu - ed], (1.18a)
olpu] = [p(u-eg)u] + [pleq. (1.18b)

La encore, ey désigne le dernier vecteur de la base canonique de R% On peut réécrire
(1.18a) sous la forme

pr(u,-eq—o)=pi(u-eq—0)=:j,

ou j désigne le flux de matiere a travers l'interface {z4 = ot}. L’équation (1.18b) devient

—j[u] = [plea. (1.19)

On se placera toujours dans le cas ou les états p; et p, ne sont pas dans la méme phase.
Si j = 0, on a équilibre des pressions p(p,) = p(pi), mais cela n’implique pas p, = p;
(la fonction p étant non monotone). Cette situation correspond a une transition de phase
statique, pour laquelle il n’y a pas de transfert de masse a travers 'interface. La vitesse
normale u-eq est alors continue a travers I'interface. Ce cas est apparenté aux discontinuités
de contact (définition 1.1). La courbe isotherme étant non monotone (figure 1.3), il existe
a priori une infinité d’interfaces statiques. La seule observable physiquement est celle
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correspondant & la droite de Maxwell, c’est-a-dire que 1/p, et 1/p; sont les points de
Maxwell v,,, et v™. Sans trop entrer dans les détails (on renvoie par exemple a [54]), les
points de Maxwell sont les seuls pour lesquels I'enthalpie libre est la méme de part et
d’autre de 'interface (ce qui est requis par la thermodynamique).

Si j # 0 (on parle de transition de phase dynamique par opposition au cas statique),
(1.19) assure que le saut de la vitesse est colinéaire au vecteur eq, et on montre facilement
les relations

On introduit les nombres de Mach:

u,-e4—0 u-eq—0
AT Rk RV VAP LT e
Cr g
La vitesse du son ¢ est bien définie car les volumes molaires v, := 1/p, et v; := 1/p; ne

sont pas dans la zone spinodale. On vérifie alors que les nombres de Mach satisfont

2 _ /I 2 _ [pl/[v]
M? = (0 t MP= (o) (1.20)

Notamment, lorsque les volumes molaires sont proches des points de Maxwell, on a les
inégalités

M, <1 et M;<1.

On parle de transition de phase subsonique. Dans la suite, nous ne nous intéresserons
qu’a de telles transitions de phase. Rappelons qu’en dynamique des gaz, les chocs de Lax
sont supersoniques en amont du choc et subsonique en aval (si j > 0, on a M; > 1 et
M, < 1). Les transitions de phase qui nous intéressent ne satisfont donc pas les inégalités
de Lax (1.9), mais vérifient, dans le cas j > 0:

A (Upeq) < o < AUy eq) et M(Ur,eq) <o < XUy, eq) .
Dans le cas j < 0, elles vérifient
A2(Up eq) < o < A3(Up, eq) et A2(Ur,eq) < o < A3(Uyr,eq) .

Dans la terminologie de Freistiihler [38, 39], les transitions de phase subsoniques sont
des chocs sous-compressifs de type 0 (la discontinuité est dite sous-compressive quand il y
a moins de caractéristiques rentrantes que pour un choc de Lax). De telles discontinuités
sont mal modélisées par les équations d’Euler: d’une part, il y a trop de transitions de
phase statiques (une seule étant physiquement admissible) et on se rend assez vite compte
que, dans ce modele, les transitions de phase sont violemment instables vis-a-vis de petites
perturbations (cela provient du fait qu’on a trop peu de caractéristiques rentrant dans la
discontinuité). Un critére d’admissibilité est donc requis pour modéliser proprement les
transitions de phase subsoniques. Ce critére viendra se rajouter aux conditions de Rankine-
Hugoniot reliant les deux états U, et U; de part et d’autre de 'interface.

De méme que les ondes de choc possedent divers critéres d’admissibilité (inégalités de
Lax, profil visqueux, critére entropique), tous a peu prés équivalents (voir [15]), il existe
plusieurs criteres d’admissibilité pour les transitions de phase subsoniques. Les premiers
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ont été proposés indépendamment par Slemrod [101, 102] et Truskinovsky [110], voir éga-
lement [96]. A part dans le chapitre 5, nous adopterons le critere “capillaire” (la définition
en sera donnée au prochain paragraphe). Le principal avantage de ce critére, par rapport
aux autres, est qu’il fournit une condition de saut supplémentaire explicite.

Une question naturelle qui se pose (mais qui ne sera pas abordée ici) est la résolution
du probleme de Riemann en présence de transitions de phase. Le critére d’admissibilité
choisi joue alors un role important dans la construction de I’ensemble de Hugoniot. La
littérature sur le sujet est vaste. On renvoie par exemple a [46, 53, 54, 95, 97|, la liste
n’étant pas exhaustive.

1.2.3 Criteres d’admissibilité des transitions de phase

Comme nous ’avons vu plus haut, les transitions de phase subsoniques nécessitent un
critere d’admissibilité. Chez certains auteurs (voir [1] par exemple) ce critere est appelé
relation cinétique.

Le critere visco-capillaire

Le critere visco-capillaire proposé par Slemrod [101] demande que les états U, et U
soient reliés par une onde progressive solution du systeme (1.16) auquel on a ajouté des
termes “régularisants”. Plus précisément, si 'on se donne

U.— (pryu,) sizqg>n-y+ot,
' (pr,w) sizg<n-y+ot,

avec n € R et ¢ € R, on dira que U est une transition de phase admissible, au sens
du critere visco-capillaire, s’il existe une onde progressive

p(t,y,zq) = p((zg—mn-y—ot)/e), u(t,y,zq) =u((zq—n-y—ot)/e)
solution du systeme

dip+div (pu) =0,
di(pu) +div (pu® u) + Vp=rve Au—e?V(Av),

avec les conditions
p(4o0) = pr, p(—00) = pr, u(4+o0) =u,, u(—o0) =uy.

On rappelle que v = 1/p désigne le volume molaire. Les coefficients de viscosité v, et de
capillarité e, sont strictement positifs. Une telle onde progressive sera appelée un profil
visco-capillaire de la transition de phase U.

Le critere purement capillaire

II est obtenu en négligeant les effets dus a la viscosité et en prenant v = 0 dans le
critere visco-capillaire. Cette opération est physiquement discutable, mais nous allons voir
qu’elle conduit & une relation de saut explicite.

On désigne par F 1’énergie libre spécifique, définie par F'(v) = —p(v). L’énergie libre
par unité de volume, notée f(p), est alors définie par f(p) := pF(1/p). Dans [11], il est
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montré qu’une transition de phase U admet un profil capillaire si et seulement si les états
U, et U vérifient les conditions de Rankine-Hugoniot

olp] = [pu- ],
olpu] = [p(u- n)u]+ [p|n,
avec n := (—n, 1) € R% ainsi que la relation de saut supplémentaire

p(vr) + p(v)
[F] 4 [0 22
Cette condition de saut est explicite, au sens ou elle ne fait pas intervenir le profil. Si I’on
adopte le critere visco-capillaire, avec un coeflicient de viscosité v > 0, la relation cinétique
obtenue fait intervenir le profil et s’écrit

W}Hﬂggigﬂﬂl:—m/%muwfd@ (1.22)

=0. (1.21)

—00
ou j désigne le flux de matiére a travers l'interface et z — v(z) est un profil visco-capillaire.
Si les conditions de Rankine-Hugoniot sont satisfaites, (1.21) est équivalent a

%0Ln—0f+hﬁf1:0. (1.23)
La condition de saut (1.21) n’est rien d’autre qu’une loi des aires égales généralisée, voir
la figure 1.4. Rappelons que pour une transition de phase dynamique, j # 0, il n’y a pas
équilibre des pressions, et on a méme [p][v] < 0.

La relation (1.21) rappelle la dynamique des gaz (non isentropique), si I'on remplace
I’énergie libre F’ par I’énergie interne F. Dans les deux cas, elle traduit la conservation de
I’énergie totale du systeme.

e Remarque : En plus de leur caractéere subsonique, qui les différencie des chocs de
Lax, les transitions de phase admissibles (pour le critére capillaire) ont une autre propriété
remarquable: elles sont réversibles. Plus précisément, si

U.— (pryuy) siazg > ot,
(pr,w;)  siazg < ot,
est une transition de phase admissible, alors
i (pr,w;) sizg > ot,
(pryuy) siazg < ot,

est également une transition de phase admissible. Les chocs sont, quant a eux, des processus
irréversibles, car I’entropie physique croit au travers du choc.

Par ailleurs, si I'on se donne un état (p;, w;), avec v; = 1/p; proche d’un point de
Maxwell:

v € Jugm — 6, v ou v € Jo™ 0™ 48],

il existe un unique réel o < u; - €4 et un unique état (p,, u,) tel que
U.— (pryuy) siazg > ot,
(pr,w;)  siazg < ot,

définisse une transition de phase admissible (voir [11]). L’état de gauche détermine donc
a la fois la vitesse de propagation de l'interface et I’état de droite.
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1.2.4 Stabilité des transitions de phase visco-capillaires

Maintenant que nous disposons d’une relation de saut supplémentaire, fourni par I’'un
des deux critéres donnés plus haut, on s’attend & ce que les transitions de phase (ad-
missibles) définissent des structures stables; plus précisément, on se demande si 'on peut
résoudre le probleme de Cauchy associé a (1.16), lorsque la donné initiale prend la forme
d’une transition de phase (dynamique et admissible). Ce probleme ne rentre pas directe-
ment dans le cadre défini par Majda pour ’étude des chocs de Lax (il y ici une relation de
saut supplémentaire). Il rentre en revanche dans le cadre proposé par Freistiihler [38, 39]
pour étendre les résultats de Majda aux chocs sous-compressifs. La démarche proposée
par Freistiihler suit assez fidelement celle de Majda, et repose sur une extension appro-
priée de la condition de stabilité uniforme. La définition est analogue a la définition 1.2,
en tenant compte a la fois des conditions de Rankine-Hugoniot et de la condition de saut
supplémentaire (relation (1.21) ou (1.22) selon le critere adopté). On renvoie au chapitre
5 pour la définition précise de la stabilité uniforme des chocs sous-compressifs.

Si ’on choisit le critere visco-capillaire, avec v > 0, les transitions de phase admissibles
vérifient la condition de stabilité uniforme, comme 1’a montré Benzoni-Gavage dans [12].
Le théoréme général énoncé par Freistiihler [39] assure alors I’existence, locale en temps,
de transitions de phase non triviales (c’est-a-dire de solutions régulieres par morceaux de
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(1.16) vérifiant la condition de saut supplémentaire (1.22)). Nous détaillerons la preuve
de ce résultat au chapitre 5. Notre analyse suit celle de Majda [65, 64] et Freistiihler
[38, 39], en tenant compte des améliorations de Métivier et Mokrane [73, 77], mais apporte
également certaines modifications qui tiennent compte du caractere sous-compressif de la
discontinuité.

1.2.5 Stabilité des transitions de phase purement capillaires

Comme cela est montré dans [11], les transitions de phase réversibles (celles vérifiant le
critere purement capillaire) ne sont pas uniformément stables. On ne sait donc rien dire, a
priori, sur la stabilité linéaire/non linéaire de telles transitions de phase. Nous avons donc
repris le travail de Majda pour étudier les modifications & apporter en vue de montrer
I’existence de transitions de phase non triviales.

Comme nous 'avons expliqué précédemment, ’existence des transitions de phase ré-
versibles est un probleme non linéaire a frontiere libre. On prendra garde que les conditions
de saut comprennent les conditions de Rankine-Hugoniot ainsi que la condition de saut
(1.21) (ou, de facon équivalente, la relation (1.23)). Apres redressement du front inconnu,
ce probleme non linéaire & frontiere libre se reformule comme un probléeme mixte dans un
demi-espace, que 'on peut écrire sous la forme

d—1
dut + ZAj(u"') (?x]u"' + ;l;(u"', V) (?l,du"' =0, z4>0,
=1
d—1 .
ou” + ZA]‘(U_) Op;u™ — Ag(u™, V) 0pu™ =0, xz4>0, (1.24)
7=1

d—1
at@bo(u)‘i‘zax]@b](u)_bd(u):07 zg =0,
=1

en gardant la notation

d—1
Ad(v, Vi) i= Ag(v) — Op T = 9z Aj(v).
7=1
Les vecteurs bo(u), ..., b4s(u) sont construits a partir des conditions de Rankine-Hugoniot

(1.18) et de la relation (1.23).

Une premiere étape consiste a étudier le probleme (1.24) linéarisé autour d’une tran-
sition de phase plane. Le probleme mixte (non standard) obtenu est alors a coefficients
constants. Cette étude est détaillée au chapitre 3 et correspond & notre article [26], paru
dans le SIAM Journal on Mathematical Analysis.

Le probleme linéarisé (a coefficients constants) se met sous la forme

d
L ::@v—}—z.ﬁz{j@]v:f xqg >0,
= (1.25)
@(IU7¢) = aﬂbe‘}‘Zax]wbj‘}‘Mvhd:O =g 24=0,
7=1

et ressemble donc beaucoup au probléme linéarisé (1.12) obtenu dans 1’étude des chocs
de Lax. Comme Majda, on essaie de montrer une estimation d’énergie dans des espaces a
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poids: on pose v := exp(—7t)vet {bv := exp(—7t)1. On vérifie que (1.25) est alors équivalent
au systeme

- (1.26)

L0 =yv+ Lo =exp(—t) f zqg >0,
BT, 0) := by + +B(0, %) = exp(—7t)g z4=0.

On munit I'espace de Sobolev H*(R?) de la norme & poids

1 ~
Il = gz [0+ I RO de.

et I'espace L(R*, H*(R%)) de la norme

2 Hoo 2
a2 = [ N2, de.

Dans le cas des chocs de Lax uniformément stables, Majda [65] montre 'inégalité
d’énergie suivante:

— - ~ 1 - -~
VI3, + I, 3, + 1912, < € (; 127503, + |2, wuaw) -

Nous verrons au chapitre 5 que cette estimation est encore valable pour des chocs sous-
compressifs uniformément stables au sens de Freistiihler.

Dans le cas des transitions de phase réversibles, qui ne sont pas uniformément stables,
on montre 'estimation suivante (voir le chapitre 3):

Théoréme 1.2 (Stabilité des transitions de phase planes). Il existe une constante
C > 0 telle que, pour tout v € H*({zq > 0}) et pour tout ) € H*({z; = 0}), on a

- - ~ 1 . o~
P, + 7215, o2 422 12, < C (;uwwnm T Hmv,wum) e

Par rapport au cas uniformément stable, on perd donc des dérivées, a la fois dans
I’intérieur du domaine et sur la frontiere. Plus généralement, la violation de la condition
de stabilité uniforme entraine génériquement la perte d’une dérivée sur le bord {z4 = 0}.
Quant aux pertes de dérivées a l'intérieur, cela dépend de la localisation des points ou la
condition de stabilité uniforme n’est pas satisfaite. La comparaison entre les transitions
de phase et les chocs de Lax en hydrodynamique classique illustre bien les différents
comportements possibles (on renvoie aux chapitres 3 et 6 ainsi qu’a notre article [26]). En
effet, quand on étudie la stabilité des chocs de Lax en dynamique des gaz isentropique, le
probleme linéarisé autour d’un choc plan se met encore sous la forme

L7 =exp(—t) f zqg >0,
B (v,¢) =exp(—7t)g x4=0,

et nous montrons le résultat suivant (on trouvera les hypotheses détaillées dans [26]):

Théoréeme 1.3 (Stabilité des chocs de Lax plans). Il existe une constante C' > 0
telle que, pour tout © € H*({x4 > 0}) et pour toul 1 € H*({z4 = 0}), on a

1

~ —~ ~ 1 N
TIFIR  + 151, mo 30 + 19113, < € (5 1275, + 5

B, %E)uiw) |
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On retiendra que dans ce cas moins favorable, on perd une dérivée complete a l'in-
térieur (toujours dans les variables tangentielles). Il est donc trés important de localiser
les points ou la condition de stabilité uniforme n’est pas satisfaite. On obtient en effet
des résultats différents selon leur localisation. Un cas pathologique (mais toutefois excep-
tionnel), qui n’est pas abordé dans ce travail, se produit quand la condition de stabilité
uniforme est violée aux points (7,7) € iR x R%"! pour lesquels le symbole 27 (7, 7) n’est
pas diagonalisable, mais admet un ou des blocs de Jordan. Une étude détaillée de ce cas
reste a faire.

Pour établir les théorémes 1.2 et 1.3, on construit un symétriseur de Kreiss adapté a
notre probleme. Bien que faite initialement pour des problemes uniformément stables, la
technique de Kreiss est en réalité tres souple, en ce sens qu’elle peut s’adapter a beaucoup
de problemes faiblement stables. Nous montrerons en détail aux chapitres 3 et 6 comment
adapter cette technique a une grande classe de problémes mixtes faiblement stables. Nous
avons présenté cette nouvelle technique lors de la Neuvieme Conférence Internationale sur
les Problemes Hyperboliques, qui s’est déroulée a Pasadena (Etats—Unis) en mars 2002.
Un résumé de notre exposé [27] paraitra prochainement dans les Actes de ce congres.

Si I’on veut suivre l'analyse de Majda, il faut étendre ’estimation d’énergie (1.27) au
cas d’un systéme linéarisé a coefficients variables. On veut donc montrer I'analogue de
(1.27) pour le probleme (1.24) linéarisé autour d’une solution approchée a non constante.
Un tel probléme linéarisé s’écrit schématiquement

d d—1
La(v, ) =0+ Y 00— Y 0p b Opat Co=1[ wa>0,
7=1 7=0
o (1.28)
Ba(v,) = 041 by + Zawbj +Mu, =g 24=0,
7=1

ou les matrices &7;, M, et les vecteurs b; ne sont désormais plus constants, mais dé-
pendent de (¢, y, z4). Ces applications ont typiquement la méme régularité que la solution
approchée a. Quant a la matrice ¥, qui constitue la principale nouveauté par rapport au
probléme linéarisé a coeflicients constants, elle possede la méme régularité que les dérivées
premieres de a.

Pour mettre en place un schéma itératif en vue de résoudre (1.24), il est important
de pouvoir traiter un probléme linéarisé de la forme (1.28) pour une solution approchée a
“peu réguliere”, c’est-a-dire de classe €' ou €2, mais pas de classe €. L’outil adapté
pour montrer une estimation d’énergie analogue & (1.27) est alors le calcul paradifférentiel,
introduit par Bony dans [19]. Nous exposerons au chapitre 4 tous les résultats dont nous
aurons besoin par la suite. La plupart de ces résultats se trouvant éparpillés dans la
littérature, nous avons jugé utile de les rassembler, avec leur preuve, afin de donner un
apercu complet des techniques mises en jeu.

Nous verrons au chapitre 6 que pour une solution approchée a de classe €2, vérifiant
une certaine hypothése de petitesse (hypotheése 6.7), le probleme (1.28) vérifie la
méme estimation d’énergie que le probleme linéarisé a coeflicients constants. Plus précisé-
ment, on a le résultat suivant:

Théoréme 1.4 (Stabilité linéaire des transitions de phase). Il existe deux constan-
tes C > 0 el v9 > 1 telles que, pour tout v € H*({zqy > 0}), pour tout ¢p € H*({z4 = 0})



26 Equations d’Fuler et loi de van der Waals

et pour toul v > vg, on a

~ ~ ~ 1 ~ ~
VO 2y + 72 10, 154 + 27 IR0, < € (; 2505, + | 2@, ¢)Hiw) - (1.29)

Dans le cas des chocs de Lax en dynamique des gaz isentropique (on trouvera les
hypotheses détaillées au chapitre 6), la version “a coefficients variables” du théoréme 1.3
se formule de la facon suivante:

Théoréme 1.5 (Stabilité linéaire des chocs de Lax). Il existe deur constantes C >
0 et vo > 1 telles que, pour tout v € H*({zy4 > 0}), pour tout ¢p € H*({z4 = 0}) et pour
toul v > v9, on a

- - ~ 1 - 1y~
YIEHG  + 119,15 +11¥115,, < € ($ Il + -z 12, w\m) :

Plusieurs remarques nous semblent a la fois utiles et nécessaires:

Grace a I’analyse a coeflicients constants, on connait ’estimation que ’on veut montrer.
Ce fait est certainement plus important qu’il n’y parait au premier abord, car il
conditionne toute I’étape dite de paralinéarisation des équations, et les estimations
d’erreur. Il est donc crucial de savoir a quel résultat on veut aboutir, et cela rend
indispensable, a nos yeux, I’analyse a coefficients constants.

Pour boucler ’estimation d’énergie, nous aurons besoin d’une solution approchée de classe
%2, ce qui représente un cran de régularité supplémentaire par rapport au cas uni-
formément stable (voir [73]). Cela n’est guére étonnant, car les pertes de dérivées
auxquelles on s’attend rendent nécessaires des estimations plus fines lors de ’étape
de paralinéarisation. Comme on perd ici une dérivée (a I'intérieur et sur le bord), on
a besoin d’un cran supplémentaire de régularité.

L’hypothese de petitesse mentionnée plus haut nous semble pertinente, en ce sens qu’on
doit certainement s’attendre a de nouveau phénomeénes dans le cas ou elle n’est pas
satisfaite. Cette affirmation requiert toutefois une analyse approfondie et constitue
un autre développement de notre travail. D’un point de vue pratique, I’hypothese
de petitesse permet de suivre les singularités et de montrer une estimation d’énergie
qui tient compte de leur localisation le long de courbes bicaractéristiques (cela fait
I'objet du théoreme 6.2).

Nous avons préféré rédiger ’analyse du chapitre 6 dans un cadre général pour les chocs de
Lax, étendant ainsi 'analyse de Majda, et sous des hypotheéses plus faibles que celles
vérifiées par les transitions de phase réversibles (ces hypotheses plus faibles sont véri-
fiées par une grande classe de chocs en dynamique des gaz isentropique). Cependant,
les résultats du chapitre 6 (en particulier les théoremes 6.2 et 6.3) s’étendent presque
directement au cas des transitions de phase réversibles, et permettent d’obtenir le
théoreme 1.4.

Le terme d’ordre 0 en v qui apparait dans (1.28) doit étre traité avec précaution lorsque
I’on veut montrer une estimation d’énergie avec pertes de dérivées. En particulier,
nous verrons au chapitre 6 qu’il est possible de diagonaliser simultanément les parties
d’ordre 1 et d’ordre 0 de l'opérateur Z,.
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Pour finir, signalons que ’analyse des chapitres 3 et 6 portent sur des problemes mixtes
non standard, obtenus dans ’étude des ondes de choc ou des transitions de phase.
L’analyse est en fait plus simple quand on traite des problemes mixtes standard, car
on évite certaines opérations telles que “I’élimination du front” ou l’introduction
de la “bonne inconnue”. En particulier, nous pensons que les méthodes développées
dans ce travail doivent permettre d’obtenir une estimation d’énergie pour la classe
de problemes WR exhibée dans [14]. Cela reste cependant a vérifier en détail.



28

Equations d’Fuler et loi de van der Waals



Conditions au bord pour les équations d’Euler 29

Chapitre 2

Conditions au bord pour les
équations d’Euler

Ce chapitre correspond a l'article [13], qui paraitra prochainement dans ’AIAA Journal.

Nous abordons dans ce chapitre le probleme des conditions au bord pour les équations
d’Euler de la dynamique des gaz. Considérons par exemple 1’écoulement d’un fluide com-
pressible non visqueux dans une tuyere, figure 2.1 (les fleches représentent les lignes de
courant du fluide). Si on veut simuler I’évolution temporelle du fluide, il faut imposer des
conditions sur les “parois” d’entrée, de sortie et sur le bord de la tuyere.

paroi non-adhérente

“parpi”d’entrée “pargi”de sortie

écoulement

_
_

paroi non-adhérente

Fic. 2.1 — Ecoulement compressible dans une tuyeére.

La paroi non adhérente que constitue le bord de la tuyere ne pose pas de probleme
majeur: il est naturel d’y imposer une condition de glissement. Le fluide doit avoir une
vitesse tangente a la paroi. Cette condition reflete précisément la nature non adhérente
de la paroi. En revanche, I'entrée et la sortie de la tuyere n’ont parfois aucune réalité
physique et servent a limiter “artificiellement” le domaine ou I'on étudie le fluide. Pour
simuler I’évolution temporelle du fluide, il faut alors prescrire des conditions sur ces parois,
mais aucune quantité physique (densité, pression, température, etc...) ne semble s’imposer
plus qu’une autre.
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Le travail présenté ci-dessous a été effectué en collaboration avec Sylvie Benzoni-
Gavage et Stéphane Aubert! et fait 'objet d’un article & paraitre dans I’AIAA Journal
[13]. La motivation est la suivante: les conditions au bord imposées lors de simulations
numeériques jouent un role crucial dans les résultats obtenus, et il est important que ces
conditions au bord conduisent & un probléme bien-posé (de sorte que les erreurs numé-
riques ne se retrouvent pas trop amplifiées lors des simulations). La vérification de la
condition de Lopatinskii (qui assure que le probleme est bien-posé) est cependant sou-
vent percue comme inextricable, bien qu’elle ait été menée a bien dans de nombreux cas,
voir par exemple [55, 79]. Il nous a donc paru judicieux de mettre en oeuvre un outil
formel permettant de vérifier (rapidement) la condition de Lopatinskii pour un jeu arbi-
traire de conditions au bord. Nous montrerons notamment a travers quelques exemples les
différences entre problémes en une dimension d’espace et problemes multidimensionnels.

Nous n’aborderons pas I’étude des schémas numériques pour des problemes aux limites.
On renvoie par exemple a [45, 60, 107, 108] pour divers résultats sur ce sujet. Un autre
sujet que nous n’aborderons pas est la recherche (et ’étude) de conditions aux limites
absorbantes. On renvoie a [34, 111] et aux références incluses.

2.1 Les équations d’Euler pour un gaz parfait polytropique

Nous considérons les équations d’Euler décrivant I’évolution (dans un domaine de l'es-
pace RY) d’un fluide compressible non visqueux en I’absence d’échanges de chaleur avec
Pextérieur:

Oip+div (pu) =10,
di(pu) +div (pu®@u)+Vp=0, (2.1)
1 ) 1
Or(gplul® + pe) +div | (Splul* + pe + p)u| = 0.
Les quantités p, p et e sont liées par une équation d’état p = p(p,e). Nous supposerons
que le fluide suit la loi des gaz parfaits polytropiques. L’équation d’état est alors

p=(y—1pe (2.2)
ol v est la constante adiabatique du fluide. Cette équation s’écrit également

RT

p:ﬁp7

ol R est la constante des gaz parfaits, M la masse molaire du fluide et T la température.
En utilisant (2.2), le systéme (2.1) est équivalent, pour les solutions régulieres, au
systeme quasilinéaire suivant:

Op+u-Vp+pdiva=0,

1
&gu—}—u-Vu—I-;Vp:O, (2.3)
dp+u-Vp+ypdivu=0.

On s’intéresse alors aux conditions au bord qu’il faut ajouter au systeme (2.3) lorsque 'on
considere un écoulement dans le demi-espace {4 > 0} (z4 désigne la derniére coordonnée

1. Département de Mécanique des Fluides et d’Acoustique, Ecole Centrale de Lyon
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du vecteur position = € R%). On procede de la maniére suivante: on linéarise les équations
(2.3) autour d’un état de référence (p, u, p) qui correspond a I’état du fluide en un point du
bord, a un instant fixé. Les perturbations par rapport a cet état de référence sont notées
(p, 1, p). Les équations (2.3) linéarisées autour de I’état de référence forment le systéme
linéaire de I’acoustique, qui prend la forme

Op+u-Vop+pdiva=0,
dhu+u-Vu+p 'Vp=0, (2.4)
hp+u-Vp+ypdiva=0.

Le systeme de 'acoustique (2.4) est un systéme hyperbolique linéaire a coefficients cons-
tants. Nous ’écrirons sous la forme usuelle

d
QU+ Ajo-,U=0, Aj€.Ma2(R), (2.5)
7=1

ou U désigne le vecteur (p,u,p). Le symbole associé au systeme (2.5) est I'application a
valeurs matricielles A(¢) définie pour tout & € R? par

u-&  pé 0

d 1

A) =) &A;=| 0 u-&ly ¢
7=1

0  p& u-§

Le systéme (2.5) admet un symétriseur matriciel, que I’on peut par exemple choisir comme
suit:

2 0 -1
g.— |0 1, 0 ’

2

-1 0 =

ol ¢ désigne la vitesse du son dans le fluide. Pour les gaz parfaits, la vitesse du son est
donnée par la relation

c= /2,
p
Avec cette définition de S (on vérifiera sans peine que S est symétrique définie positive),
on obtient
Au 0 0 0 —u
0 p?u O 0 0
2
0 0 0 piu p
2u
—u 0 0 P —
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ol u désigne la derniére coordonnée du vecteur u. La relation précédente vaut pour d = 3.
La relation correspondante pour d = 1 ou d = 2 s’obtient en diminuant la taille du bloc
diagonal central.

L’existence d’un symétriseur matriciel pour le systeme (2.5) permet d’envisager les
conditions au bord sous l’angle de leur (stricte) “dissipativité”, en suivant la méthode
initiée par Friedrichs [41]. Cette approche est développée, par exemple, dans [79, 91]. Mais
les travaux de Kreiss ont montré que des conditions au bord non dissipatives pouvaient
également conduire a un probleéme bien-posé, c’est-a-dire pour lequel on dispose de bonnes
estimations d’énergie. De telles conditions au bord vérifient la condition de Lopatinskii
(ou encore Kreiss-Lopatinskii) uniforme (en abrégé CKU). Notamment, des conditions
au bord strictement dissipatives vérifient la CKU (voir [93]) mais il existe également des
conditions au bord non dissipatives vérifiant la CKU (voir [67, 79]).

Dans la suite de notre étude, nous distinguerons plusieurs cas:

1. la composante normale u de la vitesse est strictement négative: cela correspond a
une paroi de sortie,

2. u est strictement positive: cela correspond & une paroi d’entrée,

3. w = 0: ce dernier cas correspond a une vraie paroi. Il se traite de facon différente des
deux premiers cas. Nous ’examinerons a la section 2.4.

Nous commencerons par examiner le premier cas (qui se révele plus facile que le second).
Cela nous permettra de développer les arguments qui serviront dans ’approche systéma-
tique des conditions au bord pour les parois d’entrée (section 2.3).

2.2 Conditions sur une paroi de sortie

Nous examinons ici le cas d’une paroi de sortie: I’état de référence vérifie donc u < 0.
On rappelle que la paroi correspond & I'hyperplan {z4 = 0} et que u désigne la derniére
coordonnée du vecteur u. Les valeurs propres de la matrice Ay sont u (avec multiplicité
d) et u £ ¢ (avec multiplicité 1 chacune). On fera ’hypotheése (raisonnable) que I’état de
référence ne correspond pas a un régime sonique: en d’autres termes, on supposera |u| # ¢
(cette hypothese sera faite tacitement & la section suivante). Deux cas sont a envisager:

1. le fluide est dans un régime supersonique; on a alors v < —c. On compte d + 2
caractéristiques sortantes et aucune caractéristique rentrante dans le demi-espace.

2. le fluide est dans un régime subsonique, c’est-a-dire —¢ < w. On compte d + 1
caractéristiques sortantes et une caractéristique rentrante dans le demi-espace.

C’est alors un fait bien établi et connu depuis longtemps (voir [22, 41, 80]) qu’il ne faut
prescrire aucune quantité sur le bord dans le cas supersonique et qu’il faut en prescrire
une dans le cas subsonique. Nous laissons donc de coté le cas supersonique, et envisageons
une condition au bord (linéarisée) de la forme

Comme on a une seule condition au bord, B est ici une matrice ligne.
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2.2.1 Conditions au bord strictement dissipatives

Il est clair que dans le cas u < 0, la restriction de la matrice symétrique S A; au sous-
espace engendré par les d + 1 premiers vecteurs de la base canonique de R%t? est définie
négative: la matrice de la restriction est diagonale, voir (2.6).

Si ’on impose la pression du fluide sur la paroi de sortie, la condition au bord homogene
(linéarisée autour de notre état de référence) s’écrit:

p
p=(0 0 1) u|=0 (2.7)
p
La matrice des conditions au bord est alors
B:=(0 0 1),

et son noyau est exactement le sous-espace engendré par les d 4+ 1 premiers vecteurs de la
base canonique de R%*2. La condition au bord (2.7) est donc strictement dissipative, au
sens ou elle vérifie:

VX€E Ker B, X#0, X'SA;X<0.

Comme nous ’avons déja fait remarquer, une telle condition au bord conduit a un probleme
bien-posé (voir [93] pour un exposé complet). D’autres conditions peuvent étre envisagées,
et nous allons maintenant détailler I’analyse modale qui conduit a la CKU.

2.2.2 L’analyse modale
On cherche des solutions de (2.4) sous la forme

67t+i77~y

;
(t7y7$d) — u (:Ed) )
P

= 2o

ol T est un nombre complexe de partie réelle positive ou nulle, 77 est un vecteur dans R,
p, u et p sont des fonctions bornées sur [0, +oo[. Le but de "analyse modale (développée
notamment dans [47, 61]) est de déterminer s’il existe de telles fonctions qui vérifient de
plus la (ou les) condition(s) au bord homogene(s) que I'on s’est donnée(s).

Une analyse en tout point comparable a celle effectuée dans [11] va nous fournir un
paramétrage du sous-espace stable du systéme dynamique dont le vecteur (p,u,p) est
solution: pour cela, on décompose la vitesse de référence u en (w,u) avec w € R4~!
et v € R (composante tangentielle et composante normale). On décompose de méme le
vecteur 1 en (1, 1) avec @ € R%"! et 4 € R. On obtient le systeme dynamique:

(T+in-w)p+up' +pin-w+pi =0,
(t4in-w)yi+ud' +pLinp=0,

( Ji+ud +p7tp =0,

(T4 in-w)p+up +ypin-w+ypi' =0.

T+ w
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Un calcul rapide montre que les modes propres du systéme (2.8) sont les nombres complexes
w solutions des équations polynomiales

T+ing-w+uw=0, (2.9a)
(T4in-wHuw)? =AW —|n?) . (2.9b)

La racine wy de (2.9a) est de partie réelle strictement positive (resp. strictement négative)
quand 7 est de partie réelle strictement positive et u < 0 (resp. u > 0). Toujours dans le
cas ou 7 est de partie réelle strictement positive, ’équation (2.9b) admet:

%) deux racines de partie réelle strictement positive dans le cas u < —c,
%) deux racines de partie réelle strictement négative dans le cas u > ¢,

%) une racine de partie réelle strictement positive et une racine de partie réelle strictement
négative dans le cas |u| < c.

D’autre part, les racines w de (2.9a)-(2.9b) admettent un prolongement continu aux points
(1,m) tels que Re 7 =0 et (7,1) # (0,0). Cela permet de prolonger continiment le sous-
espace stable de (2.8) en ces points.

Dans le cas d’un fluide subsonique sortant, le seul mode contribuant au sous-espace
stable est la racine wy de (2.9b) de partie réelle strictement négative. Le sous-espace stable
de (2.8) est alors la droite vectorielle

p(F+uwn)/e
E(rm=Cri(rin) avec n(rm=| |,

p(T+uw)
ou 'on a posé (pour alléger les notations):
T:=T+1in -w.

Si 'on se donne une condition au bord (linéarisée) sous la forme d’une matrice ligne B, la
CKU revient a vérifier

Bry(r,n) #0

pour tout (7,1) € C x R%! tel que Re 7 > 0 et (7,7) # (0,0). On dira que la condition
au bord B vérifie la condition de Kreiss-Lopatinskii simple (en abrégé CK) si

Bry(r,n) #0

pour tout (7,77) € C x R4 tel que Re 7 > 0. Si cette condition n’est pas satisfaite,
la condition au bord B conduit & un probléme violemment mal-posé (voir [14, 93]). La
quantité B - ry(7,n) est appellée déterminant de Lopatinskii (dans le cas d’un fluide sub-
sonique sortant, nous avons un déterminant 1 x 1). La non annulation de ce déterminant
caractérise la CKU.

A partir de cette caractérisation de la CKU, il est possible de mettre en oeuvre une
approche systématique: on se donne une quantité (dépendant de la densité, de la vitesse et
de la pression) que le logiciel de calcul formel va linéariser. On obtient ainsi la matrice B.
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Ensuite, on calcule B - r{(7,0). Génériquement, cette expression ne s’annule pas. Notons
que pour Re 7 >0 et 7#0,0n a

1/e
0

1/p
C

E(1,0)=Cry(r,0) avec ry(7,0):=

Si ’on prescrit la pression ou la composante normale de la vitesse, on voit immédiatement
que B-ry(7,0) ne s’annule pas. Prescrire une composante tangentielle de la vitesse conduit
en revanche a un probleme violemment mal-posé.
On suppose maintenant 1 non nul et on utilise les variables réduites:
T n wy

=, ni=—, Qi :=— et ‘7::V—}—n-w.
iln| bl i[n]

Lorsque le vecteur 7 est non nul, le sous-espace stable &~ (7, 7) s’écrit
p(V+uQy)/c
-n
N ’
p(V+ull)

& (r,n)=CRy avec Ry :=

ce qui fournit une expression de B - R; en fonction de V, n et €2y. Rappelons quelques
propriétés essentielles des parametres V, n et {2;: le nombre complexe V est de partie
imaginaire négative (et méme strictement négative lorsque Re 7 > 0). Le nombre com-
plexe €y est de partie imaginaire strictement positive lorsque V' est de partie imaginaire
strictement négative. Enfin, le vecteur unitaire n est tout simplement égal au réel 1 lorsque
I'on traite des écoulements bidimensionnels (le cas n = —1 s’obtient par un argument de
conjugaison). Pour des écoulements tridimensionnels, on écrit le vecteur n sous la forme

(cos@,sinf).

Il s’agit de déterminer si B - Ry peut s’annuler. On raisonne de la facon suivante:

%) ou bien 'expression de B - Ry ne dépend pas de ©; (il est alors aisé de voir si cette
expression peut s’annuler ou non pour les différentes valeurs de V et n),

%) ou bien € apparait linéairement dans ’expression de B - Ry. Si B - Ry s’annule,
on obtient une expression €2y = Q*(V) que l'on peut reporter dans (2.9b). Cette
expression sera une fonction affine de V' (dont les coefficients dépendront de I’état
de référence).

Avec les variables réduites, I’équation (2.9b) prend la forme:
(V4+u)? = (Q2+1). (2.10)

Dans notre second cas, on obtient un polynéme a coeflicients réels de degré au plus 2 dont
V est racine (rappelons que V est un nombre complexe de partie imaginaire négative).

Si le polynéme admet une unique racine Vg de partie imaginaire strictement négative,
on calcule le nombre complexe Q*(Vj) correspondant, et il s’agit de vérifier si ce nombre
est de partie imaginaire strictement positive ou non: s’il I’est, le probleme est violemment
mal-posé; sinon, les conditions au bord vérifient la CKU.
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Si le polynéme n’admet que des racines réelles V; et V, (éventuellement confondues),
la CK est vérifiée. Pour vérifier la CKU, les valeurs V; et V; donnent des valeurs Q*(V;)
et Q*(V3). Par ailleurs, I’équation (2.10) donne

uV —sgn(V)ey/V2 — (¢ — u?) (2.11)

c? — y?

1:
si V2> (¢? —u?), et

wV +ic (62—u2)—‘72

2 — y?

1= (2.12)
si V2 < (c* — u?). Ces expressions sont obtenues grace aux relations de Cauchy-Riemann
sur les fonctions holomorphes. Comme Q*(V;) et Q*(V;) sont des réels, on doit avoir
~2

nécessairement V;” > (¢ — u?) et il s’agit de vérifier que les expressions Q*(Vy) et Q*(V5)
coincident avec I'expression de §2; donnée par (2.11). Si les expressions ne sont pas égales,
la CKU est satisfaite. Si les deux expressions sont égales (disons pour la valeur V), alors
les conditions au bord génerent des ondes de bord et ne satisfont pas la CKU. Ces ondes
de bord sont des solutions de la forme

p _ P P
ul (t,y,zq) = eTtturytera | | | e Ct? \ {0},
P iz D

avec 7 € 1R et w € IR, ou plus généralement des combinaisons linéaires de solutions
de cette forme. Lorsque w est de partie réelle strictement négative, on parle d’ondes de
surface.

2.2.3 Deux exemples

Regardons tout d’abord ce que donne notre méthode dans le cas ou l'on impose la
pression (condition au bord strictement dissipative). Le déterminant dans le cas monodi-
mensionnel (7 = 0) est

Ay =c#0,
ce qui permet de passer au cas 1 # 0. Le déterminant de Lopatinskii vaut alors
A=V +34+uf2y avecf:=n-w.
Si ce déterminant s’annule, on reporte dans (2.10) et on obtient
VE42VE+ 6 +u? =0,
ce qui implique (comme Im V < 0 et u < 0), que V est donné par
V=-0+4+1u.

Comme on a supposé A = 0, cela donne
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ce qui est clairement impossible car € est de partie imaginaire positive. On retrouve le
fait que la condition au bord satisfait la CKU.

Essayons maintenant d’imposer la vitesse normale comme condition au bord. Le dé-
terminant dans le cas monodimensionnel est

1
Aj=—=#0,
P

ce qui permet, la encore, de passer au cas 7 # 0. Le déterminant de Lopatinskii est donné
par
Q
A=-21
p

et si ce déterminant s’annule (ce qui équivaut a 'annulation de €;), on obtient
V242Vp+ 52—t =0,

en gardant la méme définition que précédemment pour 3. Les racines de cette équation
sont réelles et V est alors donné par

V=WVi=-0F-¢c¢<0 ou V=Vi==-04+¢c>0.

T2_vi_ 2. .2 .2 .
On trouve Vi =V, =¢* > ¢* — u*, et la relation (2.11) donne

UV—FC\/CQ— c? — y? —uc
Q (V) = — ( )

= 0.
2 _ u2 2 _ u2 #
On obtient de la méme maniere
uVy—c c? — (¢ —u?) 2uc
Qi (Vy) = = 0
1( 2) 2 _ u? CQ—UQ# 3

ce qui assure que le mode propre € ne peut pas s’annuler: la condition au bord vérifie la

CKU.

2.3 Conditions sur une paroi d’entrée

On s’intéresse dans cette section au cas des parois d’entrée: ’état de référence autour
duquel le systéme (2.1) est linéarisé vérifie uw > 0. Nous ferons a nouveau I’hypothese u # ¢
(le fluide n’est pas dans un régime sonique). Si le fluide est dans un régime supersonique
(u > ¢), on compte d + 2 caractéristiques rentrantes dans le demi-espace {zq > 0}; si en
revanche le fluide est dans un régime subsonique (v < ¢), on compte d+ 1 caractéristiques
rentrantes.

La encore, le régime supersonique se révele fort simple a traiter: il faut imposer ’état
entier du fluide sur le bord, c’est-a-dire d + 2 quantités scalaires indépendantes. On peut
éventuellement choisir de prescrire d’autres quantités que p, u et p, en vérifiant leur in-
dépendance au besoin a I’aide d’un logiciel de calcul formel. Nous focaliserons désormais
notre attention sur les régimes subsoniques.

Pour un régime subsonique, il faut imposer d+ 1 quantités scalaires indépendantes, par
exemple la vitesse et la densité du fluide (ou la vitesse et la pression). Néanmoins, aucun
choix ne semble plus naturel qu’un autre et la recherche de conditions au bord strictement
dissipatives est plus compliquée que dans le cas des parois de sortie.
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2.3.1 Conditions au bord dissipatives

Toujours en suivant Friedrichs [41], il nous faut trouver une matrice B a d + 1 lignes
et d + 2 colonnes telle que

VXe Ker B, X#0, X'SA;X <0.

L’exemple suivant a été proposé par les simulations numériques menées par Stéphane
Aubert: on choisit comme conditions au bord (non linéaires) les quantités

v -1 [u2 7T |u? u
P 1+T—2 , T4+ — et —,
C

2¢yp |ul

ou ¢, désigne la capacité calorifique massique du fluide et 7" la température du fluide. Pour
un fluide obéissant a I’équation d’état (2.2), on a

vR RT

M = t = —
w=-_71 ° P=73rP

avec M la masse molaire du fluide et R la constante des gaz parfaits. Les conditions au
bord linéarisées homogenes s’écrivent

?_0216207
p‘|‘Puu:07
. .u

Le noyau de la matrice B correspondante est la droite vectorielle engendrée par le vecteur

—plul?/c?
Xp = u

—plul?

Un calcul immmédiat donne

2
u
X S Ay Xo=—p*ulul? ( — %) <0,
ce qui assure que les conditions au bord données ci-dessus sont strictement dissipatives.
D’autres conditions au bord strictement dissipatives sont énoncées dans [79]. Dans le
cas des écoulements isentropiques, des conditions au bord strictement dissipatives plus
simples ont été proposées dans [91].

2.3.2 L’analyse modale

Le point de départ est le méme que pour les parois de sortie. On effectue une transfor-
mée de Laplace en la variable ¢ et une transformée de Fourier dans les variables spatiales
tangentielles. Cela fournit le systéeme dynamique (2.8), dont les modes propres sont les
nombres complexes w solutions de (2.9a) et (2.9b). Rappelons que la racine wy de (2.9a)
est de partie réelle strictement négative quand Re 7 > 0 et que (2.9b) admet une racine
de partie réelle strictement négative (notée wy) et une racine de partie réelle strictement
positive (notée wy) lorsque Re 7 > 0 et 0 < u < c.
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Les modes propres wg et wy coincident pour les valeurs de (7, 7) vérifiant

n#0 et T=ulp—in-w.

Les couples (7,7n) vérifiant ces relations seront appelés “points de branchement”. En de
tels points, on a wyp = w; = —|n|. Le sous-espace stable du systéme dynamique (2.8) est
I’hyperplan

—pl2\
5‘(7777):(0 in wo oL |'7|) : (2.13)
p(T+uw)

Lorsque = 0, on obtient notamment

g—(r,()):(o 0 -1 i>L.

pc

L’expression (2.13) du sous-espace stable est également valable aux points de branchement,
puisque la quantité

wowy — |7]?
p(T+uw)

a pour limite —|n|/u lorsque 7 — w|n| — in - w. On a donc

L
&l ~in-won)= (0 i~ )"
pu
On raisonne comme dans le cas des parois de sortie: on se donne d+1 quantités scalaires
qui correspondent aux conditions sur la paroi d’entrée. Le logiciel de calcul formel se charge
de les linéariser autour de I’état de référence, ce qui fournit une matrice B & d + 1 lignes
et d + 2 colonnes. Il s’agit de vérifier que pour tout couple (7,7) tel que Re 7 > 0 et

(r,m) # (0,0), on a
Ker BN & (r,n) ={0}.
En utilisant notre expression du sous-espace stable, cette condition se caractérise facile-
ment par la non annulation d’un déterminant (dit déterminant de Lopatinskii) de taille
(d+2) x (d+ 2).
On calcule en premier lieu le déterminant de Lopatinskii dans le cas n = 0:
B

1
00 -1 —
pc

Al =

Il est clair que 'on ne peut pas prescrire la vitesse et la pression: le probleme serait
violemment mal-posé, quelle que soit la dimension d’espace (cette constatation était déja
faite dans [49]).

On calcule ensuite le déterminant aux points de branchement:

— 1
Bor =1y 4 -1 L
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oll n est un vecteur unitaire dans R%~!. L’annulation de ce déterminant revét un caractére
exceptionnel. On travaille alors avec les variables réduites introduites précédemment. Le
déterminant de Lopatinskii est donné par

B
A= o u— (V4 5) avec f=mn-w.
0 oun ~V+h) p(V+B+u)

Si A ne fait pas intervenir €y, il est relativement aisé de voir si ce déterminant peut
s’annuler pour les différentes valeurs de n et V' (rappelons que V est de partie imaginaire
négative ou nulle). Un exemple est donné au paragraphe 2.3.3. En revanche, si I’expression
de A fait intervenir €y, il est souvent mal aisé de prédire une annulation du déterminant.
On adopte la méme démarche qu’a la section 2.2. Si le déterminant s’annule, on obtient

(apres réduction au méme dénominateur) une expression €y = Q*(V) que I'on injecte dans
(2.10). Cela fournit un polynéme de degré 4 a coeflicients réels dont V' est racine.

La remarque importante pour la suite de I’analyse est que le polynome obtenu admet
toujours pour racine les valeurs de V qui correspondent aux points de branchement: une
fois réduite au méme dénominateur, I’expression de A est une fraction rationnelle dont
numérateur et dénominateur s’annulent aux points de branchement (cela provient de notre
paramétrisation du sous-espace stable). Comme les points de branchement ont été analysés
au préalable, on peut factoriser le polynome de degré 4 par le polynome

VIgopVv 4+ 824 u?,

ce qui nous conduit & un polyndéme P de degré 2 dont V est racine. La fin de "analyse est
alors tout a fait similaire a la procédure décrite pour les fluides subsoniques sortants (la
relation (2.11) est encore valide).

Les différentes étapes sont résumées a la figure 2.2.

2.3.3 Exemples en dimension | et 2

Dans le cas d’un écoulement unidimensionnel, le sous-espace stable est indépendant de
T et le déterminant de Lopatinskii ne dépend que de ’état de référence. Deux quantités
doivent étre prescrites (pour un fluide subsonique) sur la paroi d’entrée.

Si on choisit d’imposer la pression et la température, les conditions au bord linéarisées
prennent la forme

0 0 1

= 1

B1 _% 0 =
p p

et le déterminant de Lopatinskii a pour valeur

P

Si on choisit d’imposer la vitesse et la température, les conditions au bord linéarisées
s’écrivent

0 1 0

= 1

B2 _% 0 =
p p
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Implémentation des conditions au bord

test 1-D test multi-D
pas de dépendance dépendance
en en
CK+0OB CK+0S
calcul du
polynome P

— \

une unique racine
de partie imaginaire
strictement négative

deux racines réelles

CK+OB CKU
CKU VCK
CK: Condition de Kreiss-Lopatinskii simple OB: Ondes de bord
CKU: Condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme OS: Ondes de surface

VCK: Violation de la condition de Kreiss-Lopatinskii

Fic. 2.2 — Vérification de la condilion de Kreiss uniforme.

et le déterminant de Lopatinskii vaut
P
A=—=#0.
pe #

Dans les deux cas, les conditions au bord vérifient la CKU en dimension 1 d’espace et notre
deuxieme exemple fournit des conditions au bord qui ne sont pas strictement dissipatives.
En effet, le noyau de la matrice By est la droite vectorielle engendrée par

P
X2 = 0 s
p

ce qui donne

2
X%SAngzpupr—l—;—Q) > 0.
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Voyons maintenant ce que donne notre second exemple en dimension 2 d’espace: nous
choisissons désormais d’imposer les deux composantes de la vitesse et la température du
fluide. La matrice des conditions au bord (linéarisées) s’écrit

0 1 0 0

By = 0 01 0
P 1

—= 00 =

P P

Le déterminant de Lopatinskii pour 1 = 0 est donné par
_ P
Ay = e #0,
tandis que le déterminant aux points de branchement vaut

P
Ap,=—— #0.
b p3u75

Enfin, hors des points de branchement, le déterminant de Lopatinskii (exprimé a ’aide
des variables réduites) vaut

_p(—ut (V+w)h)
pPV+w+u)

Aux points ou A s’annule, V est racine du polynéme
P(X) = (X +w)* +u* -

qui a deux racines réelles. Cela assure que les conditions au bord vérifient la CK. Les
racines de P sont

Vi=—-w+vVE—u?2 et Vo=-—w-—+c2—u?.
Pour V = Vi, la formule (2.11) donne

uvVe?2 — u? U
le - 3

c? —u? 2 — u?

tandis que I’hypothese d’annulation de A donne

u u

T Vie JE_a&

Les deux valeurs coincident donc la CKU est violée (le méme raisonnement s’applique
pour V = V;). En résumé, les conditions aux limites génerent des ondes de bord (selon la
terminologie de [32]). Rappelons que ces ondes sont des solutions de la forme

@

U(t y wd) — 67t+i77~y-|—wl‘d
3 3

gl
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avec T € iR et w € 1R. En particulier, elles sont d’énergie infinie, c’est-a-dire

+co
/ |U(t7y7$d)|2d'rd:+oov
0

ce qui les distingue des ondes de surface (Re w < 0) que nous rencontrerons dans 1’étude
des transitions de phase. Les ondes de Rayleigh sont un autre exemple bien connu d’ondes
de surface, voir [14, 87, 106].

L’exemple précédent de conditions au bord en dimension 2 d’espace illustre la grande
différence de comportement entre les problemes unidimensionnels et les problemes multi-
dimensionnels.

On peut également se demander comment étendre notre premier exemple en dimension
1 au cas de la dimension 2: il faut imposer une quantité scalaire supplémentaire. Nous
choisirons par exemple la composante tangentielle de la vitesse. Les conditions au bord
linéarisées sont représentées par la matrice

0 10 0

By = 0 0 0 1

P 1

-= 0 0 -

P P
Le déterminant de Lopatinskii pour 5 = 0 vaut
P

AI - _p_2 # 0

et le déterminant aux points de branchement vaut

P
Ay = — 0.
pﬂ'é

Dans le cas général, le déterminant de Lopatinskii est donné par

V+w
A= _1% ,
et ne dépend pas de €. Il est clair que ce déterminant s’annule pour V = —w € R donc
la CK est vérifiée tandis que la CKU est violée. Pour V = —w, on a
i
Ql - 2 _ 42 ’

et le sous-espace stable de (2.8) est

1 1
1 .
(0 0 PU91>

Les solutions non triviales de (2.8) qui vérifient les conditions au bord homogenes doivent

satisfaire, en 5 = 0, les relations
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c’est-a-dire étre proportionnel au vecteur

X4 =

o = O O

On montre que de tels vecteurs sont les traces de fonctions propres de (2.8) associées au
mode propre wy (solution de (2.9a)). Pour V = —w, wp est nul. Nous sommes donc a
nouveau en présence d’ondes d’énergie infinie (bien que w; soit de partie réelle strictement
négative aux points d’annulation du déterminant de Lopatinskii).

2.4 Conditions sur une paroi non adhérente

Le cas des parois non adhérentes differe des deux cas que nous avons traités auparavant:
en effet, le bord {x4y = 0} est désormais caractéristique et le probléme reléve alors de la
théorie développée par Majda et Osher [67] ou des travaux de Gues [44].

La paroi étant imperméable, I’état de référence autour duquel nous linéarisons le sys-
téme (2.1) vérifie w = 0. La matrice A; admet alors une valeur propre strictement positive
¢ (avec multiplicité 1), une valeur propre strictement négative —c (avec multiplicité 1) et
la valeur propre 0 (avec multiplicité d). Suivant Majda et Osher, il faut donc prescrire
exactement une quantité sur le bord (il y a exactement une caractéristique rentrante), et
nous imposons naturellement la condition de glissement

©w=0.
Cette condition au bord est représentée par la matrice
B=(0 0 1 0).

Remarquons que la restriction de la matrice S A; au sous-espace Ker B est négative ou
nulle (elle est en fait identiquement nulle), et que Ker B n’est strictement inclus dans
aucun sous-espace jouissant de cette propriété (car Ker B est un hyperplan et S A; n’est
pas négative ou nulle). On dira de la condition de glissement qu’elle est maximalement
dissipative (voir [44]).

Apres transformations de Laplace et de Fourier, le systeme (2.3) devient

Tp+pin-w+pia =0,
Linp =0,
Ta+p P =0,
TD+ypin-w+ypi =0.

T+ p~

Pour Re 7 > 0, le systéme dynamique ci-dessus admet un mode propre w; de partie
imaginaire strictement négative, qui est racine de I’équation

~2 2/ 2 2
70 =W = [n]7).
La valeur en 0 d’une fonction propre est un multiple du vecteur

pT/c?

pT

] (7—7 77) =
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Vérifier la condition de stabilité simple et/ou uniforme revient & chercher les valeurs de
(1,m) telles que w; soit nul. Cela est clairement impossible pour Re 7 > 0 car wy est
alors de partie réelle strictement négative: la condition de stabilité simple est vérifiée. En
revanche, il est facile de voir que wy est nul pour  # 0 et T = +ic|n|. La condition de
glissement génere donc des ondes de bord qui sont de la forme

+ip|n]
. —1C]
expliCxelnlt+n-9)] | " |

+ipc?|n|

avec 7 € R?~! non nul. Remarquons que ces ondes de bord ne dépendent pas de la variable
x4. La condition de glissement sur le bord vérifie donc la condition de stabilité simple mais
ne vérifie pas la condition de stabilité uniforme.

2.5 Exemple de traitement formel

Nous montrons ci-dessous comment implémenter en MAPLE® les opérations décrites
dans les sections 2.2 et 2.3 (on se reportera notamment & la figure 2.2 pour le cas des
fluides subsoniques rentrants).

Rappelons que dans le cas des fluides supersoniques sortants, aucune condition au bord
n’est a prescrire, et nous nous concentrerons donc sur les trois cas restants.

2.5.1 Fluides supersoniques rentrants

C’est le cas le plus simple: il s’agit seulement de vérifier I'indépendance des conditions
au bord prescrites. Un test simple est le suivant:

Fluides unidimensionnels

f1 :=(rho,v,p)->rho*v:
£2 :=(rho,v,p)->p/rho: (Prescription des conditions au bord)
£3 :=(rho,v,p)->p:

with (linalg): (Vérification de I'indépendance des conditions au bord)

B :=matrix(3,3,[

D[1](£f1) (rho,v,p), D[2](f1) (rho,v,p), D[3]1(£f1) (rho,v,p),
D[1]1(£2) (rho,v,p), D[2](£f2) (rho,v,p), D[3]1(£2) (rho,v,p),
D[1](£3) (rho,v,p), D[2](£3) (rho,v,p), D[3]1(£3) (rho,v,p) 1):
simplify( det(B) );

Les procédures pour les fluides bidimensionnels et tridimensionnels sont en tout point
analogues, la matrice B étant juste de taille 4 ou 5. Dans cet exemple, le déterminant de
la matrice B est égal a p/p qui est effectivement non nul.
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2.5.2 Fluides subsoniques sortants

Nous nous placerons dans les hypothéses formulées a la section 2.2, c’est-a-dire (en
gardant les notations précédentes) —c < u < 0. On peut alors utiliser un programme de
la forme suivante?:

Fluides unidimensionnels

f :=(rho,v,p)->p:
Delta :=simplify( (D[1](£f) (rho,v,p))/c
- (D[2]1(£) (rho,v,p))/(rho) + c*(D[3](£f) (rho,v,p)) );

Fluides bidimensionnels

f :=(rho,vl,v2,p)->p:
%) Calcul du déterminant 1-D

Deltal :=simplify( (D[1](f) (rho,vi,v2,p))/c
- (D[3]1(£f) (rho,vi,v2,p))/(rho) + c*(D[4](f) (rho,vi,v2,p)) );

%) Calcul du déterminant de Lopatinskii a I'aide des variables réduites

Delta :=simplify( (D[1]1(f) (rho,v1,v2,p))*(V+vi+omega*v2)/c"2
- (D[2]1(£) (rho,v1,v2,p))/(rho) - (D[3](f) (rho,vi,v2,p))*omega/(rho)
+ (D[4]1(f) (rho,v1,v2,p))*(V+vitomega*v2) );

%) Recherche de zéros éventuels

eigenmode :=simplify( solve(Delta,omega) ):
P :=simplify( subs( omega=eigenmode,
(V+vi+tomegax*v2)~2 - ((omega) 2+1)*c™2 ) ):
collect(P,V);

Fluides tridimensionnels

Le cas des fluides tridimensionnels est un peu plus compliqué du fait que n est un
vecteur unitaire dans R* que l'on écrit sous le forme (cos#,sin@). On utilise alors la
notation beta pour désigner le produit scalaire n-w (voir les sections 2.2 et 2.3). On peut
utiliser un programme de la forme suivante:

f :=(rho,v1,v2,v3,p)->v3:

Deltal :=simplify( (D[1](f) (rho,vi1,v2,v3,p))/c
- (D[4]1(f) (rho,v1,v2,v3,p))/(rho) + c*(D[5](f) (rho,vi,v2,v3,p)) );

Delta :=simplify( (D[1](f) (rho,v1,v2,v3,p))*(V+betatomega*v3)/(c~2)
(D[2]1(£) (rho,v1,v2,v3,p))*cos(theta)/(rho)

(D[3]1(£) (rho,vl,v2,v3,p))*sin(theta)/(rho)

(D[4](f) (rho,v1,v2,v3,p))*omega/(rho)

(D[] (£f) (rho,v1,v2,v3,p))*(V+betatomega*v3) );

+

2. On a noté omega le mode propre réduit ;.
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eigenmode :=simplify( solve(Delta,omega) ):
P:=simplify( subs( omega=eigenmode,
(V+betatomega*v3) "2 - ((omega) "2+1)*c”2) ):
collect(P,V);

Non seulement ’analyse de la section 2.2 montre qu’il est hors de question de pres-
crire une composante de la vitesse tangentielle, mais il est également préférable que la
vitesse tangentielle n’apparaisse pas du tout dans la condition au bord. Le déterminant
de Lopatinskii aura une expression plus simple.

2.5.3 Fluides subsoniques rentants

Nous présentons maintenant le cas le plus délicat, celui des fluides subsoniques ren-
trants, tel qu’il est décrit a la figure 2.2.

Fluides unidimensionnels

On pourra par exemple utiliser un programme de la forme

f1 :=(rho,v,p)->v:

£2 :=(rho,v,p)->p/rho:

with (linalg):

B :=matrix(3,3,[

D[1](£f1) (rho,v,p), D[2](£f1) (rho,v,p), D[3](£f1) (rho,v,p),
D[1](£f2) (rho,v,p), D[2]1(£f2) (rho,v,p), D[3]1(£f2) (rho,v,p),
0, -1, (rho*c)~(-1) 1);

Delta :=simplify( det(B) );

Fluides bidimensionnels

L’apparition de points de branchement nécessite un calcul préliminaire, comme nous
I’avons détaillé a la section 2.3.

f1 :=(rho,vl,v2,p)->vi:

£2 :=(rho,vl,v2,p)->p:

£3 :=(rho,v1,v2,p)->p/rho:
with(linalg):

%) Calcul du déterminant 1-D

A :=matrix(4,4,[

D[1](f1) (rho,v1,v2,p), D[2](£f1) (rho,v1,v2,p),
D[3](f1) (rho,vi,v2,p), D[4](£f1) (rho,v1,v2,p),
D[1](£2) (rho,vi,v2,p), D[2](£2) (rho,v1,v2,p),
D[3](£2) (rho,vi,v2,p), D[4](£2) (rho,v1,v2,p),
D[1](£3) (rho,vi,v2,p), D[2](£3) (rho,v1,v2,p),
D[3](£3) (rho,vi,v2,p), D[4](£3) (rho,v1,v2,p),
0, 0, -1, (rho*c)~(-1) 1):

Deltal :=simplify( det(A) );
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%) Calcul du déterminant aux points de branchement

B :=matrix(4,4,[

D[1]1(£1) (rho,v1,v2,p), D[2](£1) (rho,v1,v2,p),
D[3]1(£1) (rho,v1,v2,p), D[4](£1) (rho,v1,v2,p),
D[1](£2) (rho,v1,v2,p), D[2] (£2) (rho,v1,v2,p),
D[3](£2) (rho,v1,v2,p), D[4](£2) (rho,v1,v2,p),
D[1](£3) (rho,v1,v2,p), D[2] (£3) (rho,v1,v2,p),
D[3](£3) (rho,v1,v2,p), D[4] (£3) (rho,v1,v2,p),
0, I, -1, (rho*v2)~(-1) 1):

Delta2 :=simplify( det(B) );

%) Calcul du déterminant de Lopatinskii a I'aide des variables réduites

C :=matrix(4,4,[

D[1]1(£1) (rho,v1,v2,p), D[2] (£1) (rho,v1,v2,p),

D[3](£1) (rho,v1,v2,p), D[4](£1) (rho,v1,v2,p),

D[1](£2) (rho,v1,v2,p), D[2] (£2) (rho,v1,v2,p),

D[3]1(£2) (rho,v1,v2,p), D[4](£2) (rho,v1,v2,p),

D[1](£3) (rho,v1,v2,p), D[2] (£3) (rho,v1,v2,p),

D[3]1(£3) (rho,v1,v2,p), D[4](£3) (rho,v1,v2,p),

0, v2, -V-vi1, (v2 -(V+vl)*omega)/(rho*(V +vitomega*v2)) 1):
Delta :=simplify( det(C) );

%) Recherche de zéros éventuels

eigenmode :=simplify( solve(Delta,omega) ):

Q1 :=simplify( numer( simplify( subs( omega=eigenmode,
(V+vi+tomegax*v2) "2 - ((omega) "2+1)*c”~2) ))):
collect(Q1,V):

verif :=rem(Q1,V 2+2xvi*V+(v1) "2+(v2)"2,V,’Q2’);

P :=collect(Q2,V);

x) Recherche numérique de zéros éventuels (en désespoir de cause)?
g :=1.4
vl :=
v2 :=
p :=
rho := ... :
c :=sqrt(g*p/rho):
eigenmode;
solve(P,V);

3. La notation gamma est déja utilisée par MAPLE® pour désigner la constante ... d’Euler. On désignera
donc par g la constante adiabatique du fluide.
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Chapitre 3

Le probleme linéarisé a coefficients
constants

Ce chapitre correspond a D'article [26], paru dans le
STAM Journal on Mathematical Analysis.

On s’intéresse aux équations d’Euler pour un fluide isotherme:
Oip + div (pu) =0,
di(pu) +div (pu®@u)+Vp=0,
ol le fluide suit une loi de pression de van der Waals, et on cherche & établir I'existence
d’une solution (p,u) réguliere de part et d’autre d’une hypersurface {zq = ¢(¢,y)} qui
définisse une transition de phase admissible. On décompose les vitesses u € R? en u =

(w,u) avec w € R¥! et u € R. Apres redressement du front, on est ramené & chercher
une solution réguliere (p*,ut, p~,u™, ¢) du systéme

O™ +Vy - (pTwh) + 0,y ( ) O ( ut)Osp — Ou, (+ ) Vyp =0,
Fi(pTw™) +Vy - (pTw™ @ wF) + 0p,y (pTutwh) — 0y (pFw™)Osp
—0p,(pT ™ @ wh) - Vyp + Vyp(p*) = 02,p(p™) Vi = 0,
0i(ptu®) +Vy - (pTutw®) 4+ 00y (p7 (u)?) = 0y (pTuT) i
—0uy(pTutw®) - Vo + 0:,p(p") = 0,
Op~ +Vy - (pw™) = Ozy(p”u") + 0oy (p"u" )0+ 02y (p~w™) - Vyp =0,
Fe(p~w™) +Vy - (pmw” @w™) = Oz, (p7u" w™) + 0oy (p”w™)Oep
+0z,(p"w” @ w™) - Vyp+ Vyp(p~) + 0u,p(p™) Vyp =0,
Di(p~u™) + Vy - (pTu"w™) = Doy (p™ (u7)?) + Oy (p”u7) Dip
+0z,(p"u"w™) - Vyp — 0u,p(p~) =0,
dans le domaine {z4 > 0} avec les conditions
[pl0rp + [pw] - Vyo — [pu] = 0,
[pw]dep + [pw(w - Vy@)] — [puw] + [p]Vye =0,
[pulde + [pu(w - Vyp)] = [pu?] = [p] = 0, (3:2)

[(u —w-Vyp— 87599)2] +(1+ |Vy99|2)[f/] =0,

N | —
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sur le bord {z4 = 0}. Les conditions sur le bord sont les conditions de saut usuelles de
Rankine-Hugoniot et la condition de saut supplémentaire provenant du critére capillaire.
On rappelle que f désigne I’énergie libre par unité de volume et que sa dérivée f’ est le
potentiel chimique. De plus, on a la relation pf’ — f = p.

Pour résoudre (3.1)-(3.2), on commence par étudier le systeme linéarisé autour d’une
transition de phase plane. Le but de ce chapitre est de montrer une estimation a priori
pour les solutions d’un tel probleme linéarisé. Ce travail constitue la moitié de ’article [26].
Dans 'autre moitié de [26], on s’est consacré a 1’étude des chocs de Lax non uniformément
stables en dynamique des gaz. Nous y reviendrons dans la partie 3.6.

3.1 Linéarisation des équations

On étudie donc dans un premier temps le systéme linéarisé autour d’une transition de
phase plane. Pour cela, on se fixe une transition de phase plane

U U = (p,w) sizq<ot,
U, = (pryu,) siazg > ot.

Les états U; et U, sont reliés par les conditions de saut

U[p] - [pu] = 07

olpw] — [puw] =0,
olpu] - [pu?] - [p] = 0, (3.3)

w0y +1/1=0.

2

On définit le flux de matiere j a travers 'interface par

j 1= polur = 0) = prlur = o),

et on se place dans une situation ou j # 0. Si j = 0, il n’y a pas de transfert de masse entre
les deux cotés de I'interface et on se trouve en présence d’une interface statique (ce cas est
donc apparenté aux discontinuités de contact). Par opposition au cas statique j = 0, on
dira que U est une transition de phase dynamique quand j # 0, ce que nous supposerons
désormais. Quitte a effectuer un changement de référentiel galiléen, les relations (3.3)
montrent que I’on peut se ramener au cas

w=w,=0 et o=0.

Avec ce changement de référentiel, le flux de matiére & travers ’hyperplan {z; = 0} est
donné par j = p,u, = pyu; et nous supposerons j > 0. Si j < 0, on se ramene au cas j > 0
en faisant le changement de variables 24 — —z4, ce qui revient a échanger les états U; et

U,.
Le systeme (3.1) linéarisé autour de la solution particuliere U s’écrit

8tpiiurvla$dpi+prvlvy‘wi:l:prJal‘diL:t:07
2
C
0, wt £ u, 0, Wt + Ly, 5T =0
el +p7‘,l v ’ (3.4)
2

C
Oy it + up0,,0F £ Lo, 5T =0,

L)
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ol ¢ := /p'(p) est la vitesse du son dans le fluide (les états U; et U, sont pris hors de la
zone spinodale). Les conditions de saut (3.2) linéarisées autour de U s’écrivent

upt 4 ppat —wpT — pra” = [p] O =0,

prupwt — prug™ — [p] Vo =0,
(w24 cApT +2p,u0T — (uf + cf)p” = 2pwuT =0, (3.5)
S+
czp— +u it — 612'?0—[ —wu —[u]dp=0.

r

En notant Ut := (p*,a") et U™ := (p~,u”), on vérifie que (3.4)-(3.5) se met sous la
forme
d—1
KUY+ Aj(U,) 0,UF + Ag(U) 0,,UT =0 24> 0, (3.6a)
7=1
d—1
U™+ Aj(U1) 0,U = Ag(U1) 92,U” =0 g >0, (3.6b)
7=1
d—1
Dibbo+ Y 0p b+ M (UT,UT) =0 z4=0, (3.6¢)
7=1

ou l’on a noté

u-e;  pel
A;j = 2 1<j5<d
i(p,u) e wee ] Pourtsisd
ld 0
bo:=1| 0q |, b;:=|—[ple; pour 1 <j<d-1,
—[u] 0
Uy 0 Pr o 0 Pl
M = 0 pruylg_1 0 0 —prug g1 0
| Wi+ 0 2pruy —(uf +cf) 0 —2pruy
C?/Pr 0 Up —C?/Pl 0 —U

avec e; le j-eme vecteur de la base canonique de R<. 11 est important de savoir résoudre
le probleéme linéaire (3.6) en présence de termes source fT, f~ et g dans des espaces
fonctionnels convenables, dans le but de mettre en place un schéma itératif pour résoudre
les équations non linéaires. On considérera donc le probléme linéarisé non homogene:

d—1
QU+ Aj(U.) 0, U + Ag(U;) 02,UF = [T 24> 0,
7=1
d—1
atU_—}-ZA]'(U[) &UJU_ —Ad(Ul) 8de_ =f" x4>0, (3.7)
7=1
d—1
Drtbbo+ 3 0, 0b; + M (U, U7) =g 24=0.

i=1
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En notant U := (U*,U™), (3.7) est un systeme du premier ordre en (U, ) que nous

écrirons
d
U+ o 0:U = f 24> 0,
= (3.8)
Qipbo+ Y 0xbbj+ MU=9g 24=0.
7=1

Les matrices &7 sont diagonales par blocs car Ut et U~ vérifient des équations découplées
dans le domaine {z4 > 0}. Pour £ # 0, la matrice

d
PRIR=7
7=1

est diagonalisable (car les équations d’Euler sont hyperboliques hors de la zone spinodale)
et ses valeurs propres sont u,;-§ avec multiplicité d — 1 et u, ;- & + ¢, ;|€| avec multiplicité
1 chacune. On va donc étudier un probleme aux limites pour un systéme hyperbolique a
multiplicité constante.

e Remarque : le probleme (3.6) ne releve pas de la théorie des problemes mixtes
hyperboliques classiques, traitée notamment par Hersh et Kreiss [47, 48, 61], car des dé-
rivées partielles de 1 interviennent dans les conditions au bord. Sous un hypothese de
stabilité uniforme, Majda montre dans [65] comment reformuler les conditions au bord de
telle sorte que le front inconnu ¥ n’apparaisse que dans une seule condition aux limites.
L’idée est alors de mettre provisoirement de c6té cette condition et de résoudre le pro-
bleme mixte classique obtenu pour U. Une fois que U et U(zq = 0) sont déterminées, la
derniére condition aux limites est une équation de transport linéaire sur ¢ & intégrer sur
les caractéristiques. Nous verrons a la partie 3.3 comment “isoler” le front inconnu % dans
une seule condition aux limites. Le probleme mixte classique obtenu pour U s’étudiera au
moyen d’un symétriseur de Kreiss modifié.

On considere ici une transition de phase U subsonique de part et d’autre de ’hyper-
plan {z; = 0}, c’est-a-dire qu’on a

O<u-<c¢c, et O0<uy<gc.

Une telle solution des équations d’Euler ne vérifie pas les inégalités de Lax [62] car la
matrice &7; possede autant de valeurs propres strictement négatives que de valeurs propres
strictement positives. On a donc une caratéristique rentrante (comptée avec multiplicité)
de plus que dans le cas d’un choc de Lax. Dans la terminologie de Freistiihler [38], on dit
que U est un choc sous-compressif de type 0.

Remarquons que la matrice &7 est inversible car elle est diagonalisable et ses valeurs
propres sont u,; et u,; £ ¢, ;. Le bord {z4 = 0} est dit non caractéristique.

Pour étudier la stabilité linéaire de la transition de phase U, on commence par chercher
si le probleme mixte (3.6) satisfait une condition de stabilité uniforme analogue a celle
énoncée par Majda dans [65] pour les chocs de Lax (I’extension aux chocs sous-compressifs
de la notion de stabilité uniforme de Majda a été formulée par Freistiihler [39]). Cette
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étude, qui est I'analyse par modes normaux du probléeme (3.6), a montré dans [11] que
la condition nécessaire de stabilité faible est vérifiée mais que la condition de stabilité
uniforme est mise en défaut en raison de I’existence d’ondes de surface. On rappelle les
principaux résultats de [11] a la partie suivante.

L’étape suivante consiste a obtenir des “estimations d’énergie” a priori. L’outil ad hoc
pour obtenir de telles estimations est un symétriseur symbolique que Kreiss est parvenu a
construire sous une hypothese de stabilité uniforme [61]. Lorsque cette hypothese n’est pas
vérifiée, la construction de Kreiss [23, 61, 81] ne peut pas fonctionner. Nous montrerons
qu’il est néanmoins possible d’obtenir une estimation a priori pour le probleme (3.8) en
modifiant la construction de Kreiss aux points ou la condition de stabilité uniforme est
violée. Ces modifications seront détaillées a la partie 3.5. Des “pertes de dérivées” sont
A prévoir car une estimation d’énergie dans L? est équivalente & la condition de stabilité
uniforme, comme 'ont montré Kreiss et Majda [61, 65]. 1l s’agit donc de montrer une
estimation avec le moins de pertes possible. Des estimations avec pertes de dérivées ont
déja été établies dans d’autres problémes [32, 87, 37, 70].

3.2 Analyse modale et stabilité faible des transitions de
phase planes

On étudie tout d’abord les deux systémes dynamiques homogenes:

= av+

7+w+z‘;mAj<Ur> VI Au(U) =0, (3.9)
d—1 dvV -

v 4 i+ i;njAj(Ul) V™ — Ag(Uy) yroadl (3.10)

qui s’obtiennent a partir de (3.6a) et (3.6b) en effectuant le changement de fonction incon-
nue U — exp(—7¢)U (le parametre v étant un réel positif ou nul) puis une transformée de
Fourier en (¢, y); les variables duales sont notées respectivement 9 et 7. La méme opération
sera réalisée sur les conditions au bord.

Pour alléger les écritures, on notera 7 := v + #9.

On restreint dans un premier temps 1’étude des systémes dynamiques (3.9) et (3.10)
a des valeurs strictement positives du parametre v. L’hyperbolicité des équations d’Euler
exclut 'existence de solutions oscillantes aux systemes (3.9) et (3.10), ce qui revient a dire
que les modes propres de (3.9) et (3.10) sont de partie réelle non nulle si v > 0. Pour
v > 0, (3.9) et (3.10) sont donc hyperboliques au sens des systémes dynamiques. Pour
chacun de ces deux systémes dynamiques, l'espace C*t1 se décompose en somme directe
d’un sous-espace stable et d’un sous-espace instable (qui sont les sous-espaces propres
généralisés associés respectivement aux valeurs propres de partie réelle strictement négative
et aux valeurs propres de partie réelle strictement positive). Le lemme 3.1 ci-dessous donne
I’expression des modes propres de (3.9) et (3.10) ainsi qu’un paramétrage des sous-espaces
stables.

Lemme 3.1 (Benzoni-Gavage). [11]. Soit (7,1) € C x R¥"! tel que Re 7 > 0. L ’équa-
tion polynomiale

(r+u,w) = (@ =) (3.11)
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admel une unique racine wi de partie réelle strictement négative. L’autre racine, notée
wi, est de partie réelle strictement positive. De facon similaire, I’équation

(r—ww)* = (& = [nl*)

admet une unique racine w{ de partie réelle strictement négative. L’aulre racine, notée
Wi, est de partie réelle strictement positive. On définit W = —7/u, et wh := 7/u;. Alors
le sous-espace stable E-(1,n) de (3.9) est un hyperplan. Pour T # u,|n|, ¢’est-a-dire pour
wh # Wik, il se décompose en

pr(T + Uy w5) 0
E-(m,n)=C —crin G| —wszs | Zz5 et} (3.12)
—ctuwf 1) - L4

Pour 7 = u,|n| et n # 0, on a simplement
- 2 . L

E; (7—7 "7) = (Cr|77|7 Priy 277, _prur|77|) .

Le sous-espace stable E (1,n) de (3.10) est la droite vectorielle
pu(r — wwy)
E (r,n)=C —c?in . (3.13)

On dispose également d’un paramétrage semblable des sous-espaces instables ET et El+ qui
fait intervenir W}, W et Wy, voir [11].

Apres changement de fonctions inconnues et transformation de Fourier en (¢,y), le
probleme (3.8) s’écrit

av N
%:d(T,n)V(xd)—l—,szfd_lF zq >0,
! (3.14)
Ub(r,n)+MV(0) =G 24 =0,
ou l'on a posé
d—1 d—1
o (r,n) = - T—I—ian.;zfj et b(r,m):= Tbo—l—ianbj. (3.15)
Jj=1 7=1

D’apres la construction des matrices &7}, on a

avec les notations évidentes

d—1
o i(r,m) = FAU) " | 7+ AU | - (3.16)
7=1
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Le systeme dynamique homogéne

av

Ed = 'Q{(Tv 77) V7
n’admet pas de solution oscillante si Re 7 > 0. De plus, pour (7,7) € C x R%~! tel que Re
7 > 0, le sous-espace stable &7 (7, 7) de ce systéme dynamique est donné par

E (r,n) = {(?) c C2(d+1) t.q. Z, € E7(1,m) et Z; € B, (7, 77)} .

e Remarque : les modes propres w]:’l définis au lemme 3.1, c’est-a-dire les valeurs
propres de la matrice &/ (7,7), admettent un prolongement continu aux points (7,7) €
iR x RI1. On vérifie que w! et w} coincident si et seulement si 7 = +i|n|/c2 — u2.

De facon analogue, w! et wl coincident si et seulement si 7 = +i|n|y/c? — u?. On vérifie

)

également qu’aux points (7,7) € iR x R4, wgl est toujours distinct de w;:é En dehors
des points ou certains modes propres coincident, on dispose d’une base de vecteurs propres
de &7 (1,n), cette base dépend analytiquement de (7, 7). Nous nous servirons de ’existence
d’une telle base dans la construction du symétriseur (partie 3.5). La figure 3.1 récapitule
les différents points “exceptionnels” du systeme (3.9). Grace a '’homogénéité des modes
propres w,:’l, on s’est restreint & des parametres (7,7) tels que |7|* 4 |p|? soit constant.
Pour d = 2, ’ensemble de ces parametres est une demi-sphere que nous avons représenté
par un disque.

Le prolongement des modes propres permet de prolonger continiment le sous-espace
&~ aux points (1,7) € iR x R?~! distincts de I'origine (le prolongement continu ayant
lieu dans ensemble des sous-espaces vectoriels de C2(4t1) de dimension d+ 1). Aux points
(r,m) € iR x R4=1\ {0}, le sous-espace &~ (7, 7) contient les sous-espaces propres associés
aux valeurs propres de o7(7,7n) de partie réelle strictement négative ainsi que les sous-
espaces propres associés a certaines valeurs propres imaginaires pures. En effet, wi est
imaginaire pur dés que 7 est imaginaire pur. Les modes w] et wf sont imaginaires purs
pour 7 € :R et

7l = Inl Vi —ul.

Dans la figure 3.1, cette zone correspond aux deux arcs de cercle supérieur (3(4 et inférieur
(5C. Cette région est communément appellée la “zone hyperbolique”, voir par exemple
[14, 23]. Lorsque 7 est imaginaire pur et

7l <l vep —uf,

wi est de partie réelle strictement positive et w; de partie réelle strictement négative.

Lemme 3.2 (prolongement du sous-espace stable). Le sous-espace &~ (7,n) se pro-

longe continiment en un sous-espace vectoriel de dimension d + 1 auzx points (1,7m) €
iR x R4 tels que (t,m) # (0,0).
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C17§2 w;“:wg
(3,C4, (5,06 W) = wy

F1G. 3.1 — Points exceptionnels pour le systéme (3.9).

Pour 7 = i # 0, le sous-espace & (7, 1) se décompose en somme de trois sous-espaces

vectoriels:
g_(7—7 '7) = {(Zf’v Zl) € Er_(7—7 ’7) X El_(7—7 ’7)}

avec

ool + uy ) 0

E-(rm=C| —cin |e{|-wz|. 2 e
—ctuwf 1 - 44
et
pi(T — w i)
Ef(r,n)=C —012 m
012 w{

Pour r=0etn#0,w) =0etona

pr(T + up W5) 0 0
E(r,n)=C —crin aClo|aC|n-],
2

—c wh 1 0
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otnt=0sid=1oud=2,et nJ-:(—ng,nl) sid=3et n=(n,mn).

Le résultat de stabilité faible des interfaces liquide-vapeur s’énonce de la maniere sui-
vante:

Proposition 3.1 (Benzoni-Gavage). [11]. Il existe Vo > 0 tel que pour (1,71) € CxR4~1
vérifiant Re 7 > 0, (7,n) # (0,0) et 7 # +iVy|n|, on a

{(Z,X) €EE(r,n)xC t.q. xb(r,n)+ MZ = O} ={0},
et pour n # 0, Uensemble
{(Z,x) € &~ (xiVo|n|,m) x C t.q. xb(£iVo|n|,n,0)+ M Z = 0}

est un sous-espace vectoriel de C**+3 de dimension 1. Si (Z,x) appartient a celte droite
vectorielle, alors

o7 + ur ) pulr = ugesh)
Z, €C —ctin el Z1€C —ciin )
—cuws ct Wt

c’est-a-dire Z, n’a pas de composante sur le sous-espace propre associé a wjy. Aux points
(£iVolnl, n), i et w! sont de partie réelle strictement négative, ce qui explique la dénomi-
nation “ondes de surface”.

Par définition, V@ est la racine strictement positive du polynéme

u
X (e = w4 of —uf) X = (ef —u) (] —uf).

o

En particulier, on a

Vi <min(c? —u? ¢ —ul) et VE<ua.

e Remarque : la proposition 3.1 assure notamment qu’en dimension 1 d’espace, U
vérifie la condition de stabilité uniforme. Dans un tel contexte, Freistiihler [38] a montré
comment construire les solutions réguliéres par morceaux du systéme

A
3y (pu) + 0z(pu®) + op =10,

pour des données initiales (pg, ug) du type

+

o (@) e >0,
R

avec (pﬁ, uoi) régulieres jusqu’en z = 0 et vérifiant

lim (pg (2), ug (2)) = (pr, ur) ,

z—0t

lim_(pg (2), ug (2)) = (p1, w) -

r—0~



58 Elimination du front

Sur un certain intervalle de temps [0, 7], la solution est réguliére de part et d’autre d’une
courbe z = X (t), et vérifie les conditions de Rankine-Hugoniot, ainsi que la relation de
saut supplémentaire, en chaque point de cette courbe.

Freistiihler [38] étudie également le cas ou la donnée initiale est toujours du type

pi(@), uf(2) @ >0,

(po, o) = {%(m), @) =<0,

I3

avec, cette fois,

i (o (), (@) et Tim (pg (2), w5 (2)

proches de (p,, u,) et (p;,u;). Pour un tel “probleme de Riemann”, la solution présente
généralement une transition de phase et un choc de Lax (ou une onde de raréfaction).
Pour résoudre ce dernier probleme de Cauchy, il faut que les champs caractéristiques de
(3.17) soient vraiment non linéaires ou linéairement dégénérés au sens de Lax [62]. Cette
hypothese est vérifiée si et seulement si p”(p,) # 0 et p”(p;) # 0. Cette hypothése de vraie
non linéarité est satisfaite par toutes les transitions de phase subsonique sauf une. Il existe
en effet un unique point v* > v tel que p”(v') = 0, v™ étant le point de Maxwell dans la
phase gazeuse.

Dans le cas multidimensionnel, Freistiihler [39] donne également un résultat d’existence
(locale) de chocs sous-compressifs sous une hypothése de stabilité uniforme. La proposition
3.1 montre que cette hypothése n’est pas satisfaite par les transitions de phase réversibles
(c’est-a-dire lorsque la relation de saut supplémentaire est donnée par le critére capillaire).

La construction d’un symétriseur symbolique pour le probléme (3.14) nécessite au
préalable de reformuler les conditions au bord en “éliminant” le front afin de se ramener a
un probléme mixte classique sur U (avec une condition au bord symbolique) pour lequel on
appliquera la méthode de Kreiss. “Eliminer le front” consiste A effectuer de facon réguliere
des opérations sur les conditions au bord de (3.14) de sorte que le front ¥ n’intervienne
plus que dans la derniere condition au bord.

3.3 Elimination du front

On se donne une vitesse et une fréquence de référence strictement positives, notées
respectivement V' et 7, et on note X4 ’ensemble

Yy ={(rn)eCxR" tq. Rer>0et 7|24 V2y?=72}.
En identifiant C & R?, on identifiera ¥ & la demi-sphere unité de R+,

Le symbole b(7,n) défini par (3.15) se simplifie, en utilisant les conditions de Rankine-
Hugoniot (3.3), en

b(r,n) = dlen | (3.18)
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On observe que b(r,n) # 0 pour (7,7) # (0,0), car on a [p] # 0 et [u] # 0. De plus,
b(7,n) est homogene de degré 1 en (7,7). Le probleme consiste & construire une base de
C¥*? contenant b(r,n), et dépendant régulierement de (7,7). Comme la projection sur
b(r,n)* est analytique en (7,7), il est toujours possible de trouver une base de b(r,n)t
dépendant analytiquement de (7,7), d’aprés Kato [57]. En pratique, il est plus commode,
voir nécessaire, de construire ce changement de base “a la main”, comme cela est détaillé
dans la proposition suivante.

Lemme 3.3. Il existe une application (), de classe €°°, définie sur le demi-espace R*xR T
privé de lorigine, homogéne de degré 0 et a valeurs dans Uensemble des matrices carrées
inversibles de taille d + 2 telle que, pour tout ( € R? x Rt \ {0}, les d + 1 premiéres
composantes du vecteur Q(¢) b(¢) sont nulles.

Preuve

Comme b(7,n) est homogeéne par rapport a (,7), il suffit de construire @ sur Xy et
d’étendre () par homogénéité de degré 0.
Pour d = 2, on pose

[] 0 0 —[p]
Ve, Q=0 o 1
k k k 0 0o 1 0 k
0 Vi 0 47
et pour d = 3, on pose
W0 0 0 [
0 T 0 —Vny igm
v (7—7 77) €Xy, Q(Tv 77) = 0 9 T Vi g
0 —iVny Vi T 0
0 Vip Vi 0 JjT

En utilisant (3.18), on vérifie que les (d 4 1) premieéres composantes de (7, 7)b(T, ) sont
toujours nulles. Vérifions maintenant que (7, n) est inversible. Par homogénéité, il suffit
de le vérifier pour (7,7) € ¥;. Pour d =2, on a

det Q(r,m) = jlu] (|71 + V20) = j[u]7* £ 0,
et pour d = 3, on a
: 2 T2p,2)2 _ apiad
det Q(r,m) = jlu] (|72 + V*nf?) " = j[ul7* £ 0,
ce qui assure que la matrice Q(7,7n) est inversible en tout point (7,7) du demi-espace

R? x R privé de origine.
O

Désignons par « la derniére composante de ¢ b. En utilisant les propriétés d’homogé-
néité de () et de b, on obtient

V(r,m) e RYxRY,  al(r,n) = —j[uF\/|712+ V252 £ 0, (3.19)
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cette relation étant valable pour d =2 et d = 3.

Le résultat du lemme 3.3 permet de reformuler les conditions au bord en isolant le
front dans la derniere équation. En effet, pour (7,7) dans le demi-espace R? x R privé de
lorigine, on écrit la matrice Q(7,n) M a (d + 2) lignes et 2(d + 1) colonnes sous la forme

Q(ryn) M := (?((7:77;7))> , (3.20)

ou (1, n) est une matrice ligne. Avec (3.20), les conditions sur le bord {z4 = 0} pour le
probleme (3.14) s’écrivent de maniére équivalente

(?((:;7))) v+ (a<f, 77)) =Q(r,n)G.

L’application ¢ définie par (3.20) est homogene de degré 0 et continue donc, en utilisant
(3.19), il existe une constante C' > 0 telle que

(P + 9+ V) WP < C (V(0))P +1GP) (3.21)

Une telle estimation découlerait de la condition de stabilité uniforme si elle était satisfaite
(voir le chapitre 5). Ici, elle signifie que le symbole b associé au front est elliptique. Il est
intéressant de noter que cette estimation n’est pas satisfaite pour les chocs de Lax des
équations scalaires, voir a ce sujet [65] et [93].

On s’est ainsi ramené & prouver une estimation d’énergie pour le probléme aux limites

dv N
%:d(r,n)‘/—l—%_lF xg >0,

! (3.22)
B(r,n) V(0) =G 74 =0,

et nous allons obtenir cette estimation en utilisant un symétriseur de Kreiss. Gréace a (3.21)
et au théoréme de Plancherel, on en déduira une estimation a priori pour le probleme (3.8).

e Remarque : la proposition 3.1 assure que la restriction B~ de B(7,n) au sous-
espace stable &~ (7, 77) est bijective pour 7 # +iVj|n|. Aux points (£iVp|n|, 1), la restriction
de B au sous-espace stable a un noyau de dimension 1. On va tout d’abord chercher
une estimation sur le comportement de I'inverse de B~ au voisinage de ces points. Cela
permettra d’adapter la construction de Kreiss.

On se fixe un vecteur * (non nul) dans R%! tel que (iVo|n*|,7*) € ¥4. Soit alors
Z = (Z.,Zy) € & (1,m), avec (1,n) € Xy proche de (:Vp|n*|,n*). Les lemmes 3.1 et 3.2
permettent de décomposer Z, et Z; en

pr(T + ur w3) 0 pi(r — wwi)
Z, = 7§ —cZin + | w7z et Zy=2! —ctin
—ctuwh 2/ VAN 2wl

Avec ces notations, on a le résultat suivant:
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Proposition 3.2. [l existe un voisinage ¥ de (iVo|n*|, n*) dans ¥4 et une constante ¢ > 0
telle que pour tout ¢ € ¥ et pour tout Z € &~ ((), on a

1BO) 21 2 ev* (14512 +120%) + ¢ | 23, (3.23)
Une estimation analogue a lieu dans un voisinage convenable de (—iVp|n*|, n*) dans X4.
Preuve
En suivant [11], on introduit les quantités
ah = Tu, — (2 —ud)wh et a)i=Tu 4 (¢ —ud)w!.

Soit (r,n) € X4 proche de (iVy|n*[,n*). En décomposant Z € &~ (7,7n) comme indiqué
précédemment, on obtient

pra —piaj ip’ o

s 2 .. 9 . I 3

M7= 1jcm 1jern ]T/Ur d—1 7l
pr(2T 4+ upah) —pi(cit + wal) 2ijn’ Z}’

CET —CZQT i, 2

On en déduit ’expression de B(7,7) Z en multipliant cette égalité par la matrice Q(7,7)
(donnée au lemme 3.3). Si d = 2, on obtient

plulas — Eplr Holr - pilulal  2i(p)[ul
z;
B(r,n) Z = 0 0 i =) | | 2L
7

pr(ctT +uras)  —pi(cir + uial) 2ijn

On écrit B(r,n) Z sous la forme

51 52 53 Zg
0 0 & A
& &6 & Zy

Avec ces notations, on a & = 72/u, — u,n* et & = i1 + wal. Au point (iVo|n*|,7%), on
obtient

Ca=—"2(")? —u(n")?#0,

donc &4 ne s’annule pas au voisinage de (iVo|n*|,n*). D’aprés [11], la quantité a) est
de partie réelle non nulle pour 7 = iVy|n*| et = n*. On en déduit que la quantité
& = 7 + wa} ne s’annule pas non plus au voisinage de (iVo|n*[, n*). On écrit alors

-1 -1

1 & & 100 &1 & & §166 —&265 0 0 & 00
0 & &7 0 0 1 0 0 &)= 0 1 0 & 10
0 0 & 01 0 & &g &7 0 0 1 0 01
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et il nous suffit de montrer une estimation du type

&186 — €265 > ¢y (3.24)

pour (7,7) € X4 voisin de (¢Vp|n*|, n*). Cela donnera effectivement (3.23) dans le cas
d = 2. Introduisons les variables réduites

r {
V::,L, Ag::,—3 et All::,a—l7
il il il

ainsi que la racine carrée complexe
# :C\R" — {2 €C t.q.Im z > 0}
2 R(z) avec R(2) ==z.
Les quantités
WelV) = BV = (E—ud)) et Hi(V) = BV~ (i u})
sont bien définies au voisinage de Vy d’apres la proposition 3.1 et dépendent holomorphi-
quement de V. De plus, voir [11], on a les relations
Ab=—c, (V) , A = (V) et c.aVE+uwuWi(Vo)#. (Vo) =0.
Avec ces définitions, on obtient
&1&6 — 265 = cram’[p)? (eralVZ + v, w5, (VYH(V))
On montre ensuite, voir [12], que Vj est une racine simple de la fonction holomorphe
Vi— V4 ww W (VYWI(V) .
Par un argument classique de fonctions holomorphes [85], on a une factorisation du type
crelVE+uu W, (VY#I(V) = (V= Vo) g(V)

avec g holomorphe au voisinage de Vj et g(Vy) # 0. Pour (7, 7) voisin de (:Vp|n*|, %), on
en déduit I’estimation

16186 — &2&5] > |V = V| > ¢

Cela conclut la preuve de la proposition dans le cas d = 2. On passe au cas d = 3.
Pour Z € &= (r,n) et (1,n) € ¥4, le vecteur B(7,n) Z est donné par
plulas — e ol — pilulal

—ip Via(ctr + weay)  ipVin(cfr + wal)
B(r,n) Z =
iprm (i +upay)  —ipVip(ef + way)

(T +uay)  —p(ciT + wad)

2i(p)[u]m 2i(p)[ul72
j(TQ/ur - ur’?% + 2‘7'71’72) j(_ur771772 + 2‘7'73) Zg

J=wemms = 2Ve?) (¥ ue — e = 2V | \Z5

i (2T — Tngv/u,,) ij (2T + Tmf//u,,)
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Rappelons que 75, 7! € C et 75 € C2. A partir de I’égalité précédente et apres quelques
calculs, on aboutit a

(1) (1) 8 8 1 0 00 - 7
0 Vg T 0 8 (1) 8 (1) B(T’”)Z_(Bl 52) 7
0 —iVpy 0 7/ \0 0 1 0 =
ou les matrices =; et =3 sont données par
(el - @l - pilulad
T et wa) —pirerr + ud)
et
GF ue — wen?) + Ve =T — jrmneV?/u.

[1]
w
|

_jFurnan - j7—771772‘72/u7’ jF(TQ/ur - urﬂ%) + an%‘A}Q/ur

Nous n’aurons pas besoin de ’expression de Z,. Dans I’étude du cas d = 2, nous avons
vu que la matrice =y est inversible sauf en (7,7) = (:Vg|n*|,7*) ol elle a un noyau de
dimension 1. On a également montré une estimation du type

|det=| > ¢,

pour (7,7m) € ¥4 proche de (¢Vp|n*|, n*). Le déterminant de =3 est donné par

212 ~2 T2 2
devzy = 217 (- ?) |

r

et cette relation assure que Z3 est inversible pour tout (7,7) € ¥4 proche de (iVy|n*|, 7).
Des opérations élémentaires sur les matrices montrent alors qu’il existe une matrice inver-
sible P de taille 4 et une matrice inversible p de taille 2 (dépendant de facon réguliere de
T et 1) telles que

, , _ (detZ; O p(r,m) O ;
P(T7 '7) B(Tv U)Z_ ( 0 13) ( 0 IQ Zl

ce qui conclut la preuve dans le cas d = 3.
O

e Remarque : la violation de la condition de stabilité uniforme se traduit par la
présence du “poids” 7 dans I'estimation (3.23). Sous I’hypothese de stabilité uniforme de
Majda (voir [65, 73, 77]), 'analogue de (3.23) serait

|B(r,n) Z] = ¢|Z] .

Dans le cas des transitions de phase, le résultat de la proposition 3.2 semble optimal au
sens ou "homogénéité des expressions exclut a priori une estimation faisant intervenir une
puissance moindre de . Par ailleurs, il semble indispensable pour vérifier le résultat de la
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proposition 3.2 de disposer d’une formule explicite pour Q(7, 7). Cela motive, a posteriori,
la construction du changement de base “a la main”.

Remarquons également qu’on a montré une estimation plus fine que (3.23). En repre-
nant la preuve, on aboutit & une estimation du type

B(r,0) ZI° 2 e7*|TsZ5 + Y1 Z1|* + | 25" + e | 23,

avec T3 et Ty dépendant de fagon € de (7, 7). Par rapport au cas uniformément stable,

on ne perd de I'information (en 7 = 0) que sur une combinaison linéaire des coordonnées
T l
Z5 et 4.

3.4 Estimations a priori pour le probléeme (3.8)

Dans un souci de simplification, et ceci ne change en rien ’analyse qui va suivre, on
supposera normalisées la vitesse et la fréquence de référence, c’est-a-dire

V=1 e ~v=1,

ce qui revient & adimensionner les équations. L’ensemble ¥ est identifiée a la demi-spheére
unité de R4, ol les coordonnées sont désormais sans dimension.

Les notations suivantes seront utilisées de fagon systématique par la suite (nous y
reviendrons au chapitre 4). Pour s € R et v > 0, on définit le symbole A*7 par

VEERT, A(E) = (v g
L’espace de Sobolev H*(RY) est alors muni de la norme & poids

1 ~
Il = g [, 26 fa(e) e

et 'espace L%(R*, H*(R?)) est muni de la norme & poids

2 Hoo 2
= [ a2, daa.

On désignera par €2 le demi-espace
Q= Ri"’l = {(t,xl, conxg) ERTL by > 0} .

Définissons les opérateurs

d
Lv =0+ Z;zf] 0z, v,

7=1
d—1
Bv, ) = Oibbo+ Y D bbj+ Moy,
7=1

ainsi que les opérateurs “a poids”

Yoy . P,
{3 v:=2Lv+ v, (3.25)

B (v,) == B(v, )+ v bg.
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On vérifie que (v, 1) est solution de

gv:f, zq >0,
%(U7¢):g7 CL‘dIO,

si et seulement si ¥ := exp(—vt)v et ¢ := exp(—vt)% sont solutions de

{,%7&7 =exp(—7t)f, zq >0, (3.26)

B (0,9) = exp(—7t)g, z4=0.

On travaille alors sur ce systéeme “a poids”, et on omet d’écrire les tildas pour simplifier.
On a une estimation avec pertes de dérivées pour les solutions de (3.26).

Théoréme 3.1. Il existe une constante C > 0 telle que pour toul v € H*(Q), pour toul
¥ € H*(R?) et pour tout v > 1, on a

1
92 (0B 4 o o |24y + 1911 2, ) <€ (;nwwnm + 12, wu%m) -

La preuve repose sur l’existence d’un symétriseur de Kreiss généralisé. Pour toute
matrice carrée M, on note

Re M = (M + M*)/2.

On définirait de la méme maniére la partie réelle d’un opérateur continu sur un espace de
Hilbert. On a alors le résultat suivant:

Théoréme 3.2. [l existe une application R(T,n) définie sur le demi-espace RexRY privé
de lorigine, homogéne de degré 0, de classe €°°, a valeurs dans 'ensemble des matrices
hermitiennes de taille 2(d+ 1), et des constantes C' et ¢ > 0 telles que

Re (R(r,n)2(1,7)) > ¢y* A" (0, ) I,

Y (3.27)
R(t,n)+ CB(1,n)"B(r,n) > cv*A\™*"(d,n) I,

pour tout (1,7).

La preuve du théoréme 3.2 sera détaillée & la partie 3.5. Nous montrons comment
Iexistence d’un symétriseur R vérifiant (3.27) implique le résultat du théoreme 3.1.

Preuve du théoréme 3.1

On se donne v € H*(Q), ¢ € H3?(RY), et on désigne par 5(¢, 4) la transformée de Fourier
de v(t,y,z4) par rapport aux d premiéres variables (¢,y). Avec les notations des parties
3.2 et 3.3,ona&=(d,n). On pose

Fi=%"eH(Q) et G:=B (v,¢)e H/*(w).

La relation (3.21) montre qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout £ € R? et
pour tout v > 1, on a

A©) DO < CX7() (I8E, 0P +1G(E)) |
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ce qui implique

1
60 20 < € (100l 161 j2) €€ (01ymal gy + 161 , ) - (328

D’apreés la relation (3.15) définissant la matrice &(7,7) , on sait que v vérifie

dv

m:d(ﬂﬁ)@‘F%_lF,

avec toujours & = (9, 7) et 7 = 7 4 9. On prend le produit scalaire de cette égalité avec
A7(€) RT et on integre par rapport & (€, x4), 7 demeurant fixe. On obtient

+oco ~
_ 2/0 /Rd /\I,W(g) <R@, dd—l F> déday =
+oo
/ ALY(€) <6(0),R6(0)>d5+2/ / NE) (5. Rt B) dedey.
e 0 R4

On prend la partie réelle de cette égalité et on utilise les propriétés (3.27) du symétriseur
R. On trouve

//\1’7<6(0),R6(0)>d§20fy2/ /\_1”|6(0)|2d5—0/ AV IBG(0)]* d¢
Rd R4 R4

> v, ol Z1j2 = ClIGH 2

et

+o0 too
2 Re / / /\1”(5) (v, R&Z V) dédxgq > 2 cy? / / [9]? dédazg = 2 c~? |||v|||?JW
0 R4 0 Rd '

On obtient ainsi

+oo ~
—2Re/ / A€ (RD, &1 F) déday
0 Rd

> 2072 |||U|||(2J,w + 072”“|$d=o”2—1/2q - CHGH%/z,w-
D’autre part, I'inégalité de Young et une borne uniforme sur ||R(7,7n)|| donnent
e 1 =~ 71 2 2 c 2
—2Re [ [ N6 (RO, el B dedes < o Dol + SIFIR,
et on arrive a 'estimation

1
(08 101y <€ (51U, 16, ) -

L’estimation (3.28) permet de conclure.
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3.5 Preuve du théoréme 3.2

3.5.1 Reéduction du symbole

La premiere étape dans la construction du symétriseur de Kreiss consiste & obtenir une
réduction par blocs du symbole &7 (7, 7). Cette opération a été menée a bien par Kreiss [61]
pour des systemes strictement hyperboliques avec un bord non caractéristique. L’extension
au cas des systemes symétriques et d’un bord uniformément caractéristique a été réalisée
par Majda et Osher [67]. Dans les deux cas, la construction du symétriseur repose sur
une structure de blocs dont Majda a donné ’énoncé général [65]. Cette structure est une
propriété satisfaite dés que le systéme est a multiplicité constante (voir [72]), ce qui est le
cas dans cette étude.

Bien que la structure de blocs ait été vérifiée pour le symbole o par Majda dans [65],
on rappelle les différentes étapes de la réduction du symbole en vue d’un énoncé précis des
modifications apportées dans la construction du symétriseur par rapport au cas classique
(i.e. sous une hypothese de stabilité uniforme).

Pour (7,7) € C x R¥~! tel que Re 7 > 0, les polynémes

P (r,pw) = (w—wj)(w— wi)(w _ wg)d_l

PH(r,m,0) = (@ — ) (@ — o) (w0 — wh) !

3

b
vérifient

{éa_(r,n) = Im P*(r,n,(1,n)),
&Y (r,n) = Im P~ (r,n, (7, n)).

C’est essentiellement du au théoreme de Cayley-Hamilton. Le prolongement par conti-
nuité des modes w;’l aux points (7,7) € iR x R4! permet de prolonger continiiment les
coefficients des polynémes P~ et PT, et par conséquent de prolonger continiiment les
applications

(7—7 77) — P* (7—7 m d(Tv 77))

en des applications continues définies pour tout (r,7) € C x R4~! vérifiant (7,7) # (0,0)
et Re 7 > 0. Définissons ’ensemble ¥y comme la frontiere de ¥, c’est-a-dire

Yo:={(r,n) € ¥4 t.q. Re 7 =0}.

La réduction microlocale du symbole &7 (proposition 3.3 ci-dessous) montre que, pour
(r,m) € Yo, le rang de P (7,7, 47(7,7n)) est encore égal & d + 1. Grace au résultat du
lemme 3.2, on a donc

V(rm €Sy, &7 (r,m) = Im PF(r,n,a(rn)). (329)
En suivant la méthode de Kreiss [23, 61], on montre le résultat suivant.

Proposition 3.3. Soit (5 € Xy \ Xo. Il existe un voisinage ¥ de (o dans X el une
application T définie sur ¥, de classe €°°, a valeurs dans l’ensemble des matrices carrées
inversibles de taille 2(d + 1), tels que

Vee, T (1) = (“_(fo a+0<<>) |
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ou le spectre de a=(C) (respectivement at(C)) est de partie réelle sirictement négative
(respectivement strictement positive).

Soit (o = (100, m0) € Xo tel que Vg # +|nol 4 /Cfl - uzl. 1l existe un voisinage ¥ de (g
dans Y4 et une application T définie sur ¥, de classe €, a valeurs dans l’ensemble des
matrices carrées inversibles de taille 2(d + 1), tels que

ws
wgld_l 0
Ve, T QT = !
0 wéld_l
wi

Soit (o = (19, m0) € Yo tel que 99 = £|no|/c2 — u2. Il existe un voisinage ¥ de (p
dans Y4 el une application T définie sur ¥, de classe €, a valeurs dans l’ensemble des
malrices carrées inversibles de taille 2(d + 1), tels que

{
w1
wgld_l 0

vee, TEQOTHQTE)= ar(C) :

avec a,(¢) une matrice carrée de taille 2 vérifiant

(Zr(CO) = (Zgr Zlir) ’

ot ik, est la racine double (imaginaire pure) du polynéme
24 2
<\/02 —u2X*+ z|77|u,,) .

La réduction du symbole au voisinage des points (ti|n|y/c? — u?,n) € Xg est analogue.

Preuve

e On considere tout d’abord un point (p € ¥4 \ ¥. La matrice &7 ((p) n’a pas de valeur
propre de partie réelle nulle, et on peut donc se fixer un contour C'~ (repectivement C')
de C, inclus dans le demi-plan { Re z < 0} (respectivement { Re z > 0}), entourant les
valeurs propres de &7 ((p) de partie réelle strictement négative (respectivement strictement
positive). Pour ¢ € ¥ voisin de (p, les projecteurs spectraux

Q) = 5= [ (1= a/(0) ™ =,
Q) = 5= [ (1= a/(0) " =,

sont bien définis et dépendent de fagon € de ¢ (voir [57]). On a de plus

Rang T¥(() =d + 1,
CHH) = Im I (¢) & Im I (().
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On se donne une base (e, ...,e; ;) de Im I17((o) (i.e. une base de & ((o)) et une base
(ef,...,efy;) de Im 1T (o) (i.e. une base de &1((o)). Pour ¢ voisin de (o, les familles

(I (C)er s -+, I (Q)eg,y) et (IIF(Q)ef, ..., IT(C)ef, ;) sont des bases de Im I17(() et de

Im [T (¢). La réunion de ces deux familles est une base de C2(4+1) qui a les propriétés

requises.

o Si (o = (i¥9, mo) € g vérifie Jg # £|no4 /cf’l - u%l, alors les modes propres w] et w}
sont distincts et le théoréme des fonctions implicites assure qu’ils dépendent de facon €*°
de ¢ au voisinage de (g (il en est de méme pour w{ et wé) Une base de vecteurs propres
de &7((), dépendant de fagon €*° de ¢ au voisinage de (o est donnée par le lemme 3.1.

e Soient (o = (ithy, mo) € o tel que Fg = |no|y/c2 — u? et ik, donné comme dans la
proposition. Le sous-espace propre de &7 (i, 19) associé a ik, est de dimension 1 et cette
valeur propre est de multiplicité 2. Comme (2 — u?) # (c¢? — u?), ! et w} sont distincts
au point (p.

Rappelons que &7 (7, n) est diagonale par blocs

= (77 i)

les valeurs propres de &7,.((p) étant wj et ix,, et les valeurs propres de @%((p) étant w,lc
avec 1 < k < 3. On sait qu’il existe une base réguliere (i.e. €°°) diagonalisant 27 (() pour
¢ proche de (y. On se concentre donc sur 27 (¢). On se donne deux contours C; et Cy
dans C entourant respectivement ik, et wj, et d’intérieurs disjoints. Pour ¢ proche de (g,
on définit les projecteurs spectraux

1

Q) = 5 [ (a1~ ()" .
1(0) = 5= [ (a1 = et (0)) ™ .

Ces projecteurs vérifient

Rang II;(¢) =2 Rang l;(¢) =d -1,
C™ = Im I (¢) & Im I»(C),

et dépendent régulierement de ¢ au voisinage de (p. On se donne maintenant (eg, e3) une
base de Im 11 ((p) et (es, ..., eq4+1) une base de Im Il3((p), de telle sorte que (eq, ..., €q41)
forme une base de Jordan de &7 ((p). Alors la réunion des familles (II;({)eq, I1;(¢)es)
et (IIz(C)es, ..., 12(¢)eqs1) possede toutes les propriétés requises (elle est notamment de
classe € par rapport a (, bien que w] et wj ne soient déterminés que continument au
voisinage de (p).

O

3.5.2 Construction microlocale

On commence par construire un symétriseur microlocal en utilisant la proposition 3.3
et le sous-espace stable &~ . Les propriétés de ce symétriseur microlocal sont énoncées
dans le théoréme suivant.
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Théoréme 3.3. Pour tout (o € X4, il existe un voisinage ouvert ¥ de (y dans 34 el des
matrices r(¢), T(¢) dépendant de fagon € de ¢ sur ¥V et vérifiant

r(C) est hermitienne,

T(C) est inversible et, en notant a(¢) := T(¢)~ '/ (C) T(C), B(C) := B({)T(C), il existe

des constantes C' et ¢ > 0 telles que

Re (r(¢) a(¢)) > c¢~*I, (3.30a)
r(Q) +C B(Q)"B(() > eI, (3.30D)

pour tout { € V.

La démonstration du théoréme 3.3 nécessite trois résultats préliminaires qui seront
utilisés pour construire le symétriseur au voisinage des points (g € 3.

Lemme 3.4. Soit (5 = (199, m0) un point de Xq tel que la matrice &7 (¢) soit diagonalisable
sur un voisinage ¥ de (o, c’est-a-dire 9o # |no|4 /¢, — u?,.
St les modes propres wi 5 sont de partie réelle non nulle au point (o (i.e. |9g] <

|m0]v/c2 — u2), alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

—Re w3(()

veer { Re ()

(AVARLV/

>czcy,
>c>cy.

Si les modes propres wi 5 sont imaginaires purs au point (o (i.e. [Jo| > |no|\/c2 — uZ),
les dérivées partielles

dw]
~

dwp
(CO) et 07

sont réelles et non nulles. Il existe alors une constante ¢ > 0 telle que

—Re w3(¢)

Re wi(()

2y,
V(e ,
>cr.

Des inégalités semblables ont lieu pour w! et wh.
Preuve

Le premier point du lemme exprime uniquement la continuité des modes propres par
rapport a (. On passe donc au second point. Soit (o = (ido,m0) € Lo tel que |do| >
|n0]y/c2 — u2. L’équation (3.11) dont w} est racine s’écrit

2 ruw — 12— Ep)P=0.

(cf — up)w
Cette équation admettant deux racines distinctes pour (7,7) = (¢dg, 10), le théoreme des
fonctions implicites assure que wj est de classe € au voisinage de (19g, 19). On obtient
alors

wT’
3 _ r
— = 2u,ws + 27.

v

[2(c? — u?)wh — 27u,]
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2

Au point (i9g,10), on a u,wi # —7, donc les deux termes d,w; et [2(c? — u?

ne peuvent pas s’annuler. En (7,7) = (¢9g, 70), on a

Jwh — 27w,

[2(c? — u?)wh — 27u,] €4R et 2u,wji+ 27 € iR,

donc la dérivée partielle 0 w5 est bien un nombre réel non nul.
Soit maintenant (7,7) € ¥4 voisin de {p. On sait que

Re wj(¢) = Re (w5(¢) — w5(<0)) ,

car wi(Co) € iR et on sait également que w} est de partie réelle strictement négative si
~ > 0. On a donc nécessairement
ow}

v

(Co) <0.

La conclusion du lemme s’obtient a ’aide d’un développement de Taylor.
O

Le lemme suivant énonce une propriété similaire dans le cas ou un bloc de Jordan
apparait dans la réduction de 7.

Lemme 3.5. Soit a, la matrice définie par la proposition 3.3 au voisinage du point (5 =
(i|nol+/ €2 — u2,mo) € X4. On pose

D(¢) = 510

pour ¢ voisin de (y. Alors l’élément a,. en bas a gauche de D, ((y) est un réel non nul. Ce
résultat est valable aux autres points ot la réduction du symbole fait apparaitre un bloc de
Jordan (qui ne peut étre qu’un bloc de taille 2).

Preuve

Soit (g = (%|no|/ €% — u2, mo) = (19, 1m0) € . Pour 7 = v + ¥ voisin de 9, avec v > 0,
on définit

A (9,7, w) = det[wlz — ar(T,70)] .
La définition de la matrice a, donne 1’égalité
Ar(,7,0) = p[ef (WP = |mol*) = (T = w,w)?] (3.31)
pour une certain réel g # 0. On obtient ainsi

A,
v

(P, 7,w)==2p(T — uw).
En particulier, on obtient

0A, . .
W(’ﬂr, 0, /Hir) S IR*. (332)
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D’autre part, on a

1k, 1y — ar(Co) = (8 _OZ> .

En écrivant

o, k

Do) =52 = (1 7).

les * désignant des nombres complexes, on trouve par multilinéarité

a, 0

OyA (D, 0,1k,) = det ( * _Z) = io, .

En combinant avec (3.32), on obtient o, € R et o, # 0.
a

Lemme 3.6. Soil a, la matrice définie par la proposition 3.3 au voisinage de (y =
(Z|mol/ €2 — uZ, o). Pour ¢ = (v + 19, n) voisin de (y, on note (' := (19, 7). Alors (quitte
a restreindre le voisinage sur lequel est définie a, ) il existe un changement de base € de
C? tel que pour tout ¢ voisin de (o, la matrice a, (') soit a coefficients imaginaires purs.

Preuve

Une preuve élégante de ce lemme, que nous reproduisons ici, est due a Ralston [81]. Notons
e; et ey la base canonique de C?, et définissons les matrices

N = (8 (1)) CBO) = ar(0) — ().

Comme B,.((y) = 0, quitte a restreindre le voisinage de (o sur lequel est défini a,, les
vecteurs €] := (N — iB,({)) e2 et ey forment une base de C?, et cette base dépend de
fagon € de (. Dans cette nouvelle base, la matrice N — iB,.({’) est de la forme

(5 o)
b, 0)°
Le polynéme caractéristique de N — ¢B,({’) est donc
PX)=X?*-b X —by.
D’apres la proposition 3.3, on a
ar(Co) = i(k Iz + N),
avec K, € R. On obtient alors
N =B, (') = —iar(C) = kr Lo
d’ou 'on déduit ’expression
P(X) = det [ia,(¢") + (kr + X) [2] = — det[—a, (0, n) + i(rk, + X)1I3] .

A laide de la relation (3.31), on montre que P est un polynéme a coefficients réels. On a
donc bien construit un changement de base € tel que la matrice ia,(¢’) soit a coefficients
réels dans cette base.

O
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Nous supposerons désormais a,(7,7n) & coefficients imaginaires purs pour v = 0. On
peut maintenant passer a la preuve du théoréme 3.3, en distinguant les quatre types de
point (5 que ’on peut rencontrer.

Construction de r au voisinage d’un point intérieur

On suit ici Panalyse de Kreiss [23, 61]. Soient {y € X1\ X, ¥ et T donnés par la propo-
sition 3.3. Comme a~ ((p) (respectivement a™ ((p)) a son spectre de partie réelle strictement
négative (respectivement positive), il existe deux matrices hermitiennes définies positives
H~ et HT telles que

Re (HE a*(()) = £1.

Il suffit en effet de prendre
+oo
™ i=2 [ exp(sa™ (G))" explsa™(Go)) ds.
0

HT =2 /0+00 exp(—sat((o))* exp(—sa™ (o)) ds.

C’est le théoréeme de Lyapunov [8]. Par un argument de continuité, on a

V(e ReH—a_(C)g—%] et ReH"’a"’(C)Z%L

pour tout { € ¥, quitte a restreindre ¥ . On choisit alors r constante sur ¥, de la forme

o (-H 0
T 0 uHT)’

avec > 1 a fixer convenablement. On vérifie tout d’abord que cette définition de r donne

c’est-a-dire (3.30a). On va maintenant fixer u pour avoir (3.30b).

Soit W € CH4*+1) . On note W~ le vecteur formé des (d + 1) premieres coordonées de
W et Wt le vecteur formé des (d + 1) derniéres. La restriction de B((p) au sous-espace
& (Co) est injective. De plus, le changement de base T'((p) a été choisi de telle sorte que
les d + 1 premieres coordonnées (dans la nouvelle base) correspondent aux composantes
sur le sous-espace stable &7 ((p). On écrit alors

B w =8 (")) + B ()
et on en déduit qu’il existe une constante C' > 0 telle que
W< (W2 4 |BG) W) -
On obtient (3.30b) en écrivant
(W, rW)y=W~" H W)+ puWr HtW) —20W~ H-W"™)

>c (WP 4p|WH?) —C W)
> c[WP+ (pe— C) [WH? = C'|B(Go) W
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Pour p suffisamment grand, on aboutit bien a
r+C B((o)"B(Go) > eI > ey,

c’est-a-dire (3.30b). Par continuité, cette estimation est valable pour tout { € ¥ et pas
seulement pour (p.
O

Construction de r au voisinage d’un point d’annulation du déterminant de
Lopatinskii

Soit (p € Yo un point de la forme (£:Vy|n|, ). En utilisant la majoration de V; donnée
a la proposition 3.1, la proposition 3.3 assure ’existence d’un voisinage ¥ de (y sur lequel
le symbole &7 (() est diagonalisable, avec une matrice de changement de base 7'(¢). On
rappelle qu’au voisinage de (p, les modes propres wj et wi (respectivement wé et w) sont
de partie réelle strictement négative (respectivement positive).

On choisit r(¢) de la forme

I

avec t > 1 a fixer ultérieurement et nous allons montrer que ce choix donne (3.30a)-
(3.30b). Par rapport au cas “uniformément stable”, on a multiplié les composantes de r
sur le sous-espace stable par des puissances positives de 7. On obtient ’expression suivante

pour Re r(¢) a(Q):

—7% Re w}
v/ Ig—q 0
—7? Re w}
1 Re wh
0 wy/wila—1

Re r(¢) a(¢)

i Re wf

On a donc

Re (r(¢) a(Q)) > ev*1

pour tout ¢ voisin de (p. Maintenant qu’on a vérifié (3.30a), on va fixer g pour avoir
(3.30D).

Soit W e C2(@+1) | En notant W~ le vecteur formé des d+ 1 premiéres composantes de
W et W le vecteur formé des d + 1 derniéres, la proposition 3.2 assure qu’il existe une
constante C' > 0 telle que

V(W4 Wy 2) + Wy < (WHEHBOWE)
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pourvu qu’on écrive
Wy
W= |Wy |, W ,WyeC, W;ecC!.
Wy
La définition de r(¢) donne
(W, r( QW) =72 (W P+ Wy [P) + Wy [P 4 W2
=2 (WP + Wi |7) — 2wy |2
>yt (IWE P+ W5 %) 4 W5 1P 4 W2 = CIWH = C B WP
On affaiblit cette estimation en écrivant
WL r(@QW) 2 WP+ (u = ) WHP = C B W
En choisissant p suffisamment grand, on obtient

(W, r(Q)W) > W= C B W,

c’est-a-dire (3.30b). Dans la partie 3.6, nous verrons comment obtenir une meilleure es-
timation (au prix de quelques calculs supplémentaires). Bien que I’estimation (3.30b) ne
soit pas tout a fait optimale, nous verrons qu’elle a le mérite de conduire facilement a un
symétriseur global vérifiant (3.27).

O

Construction de r au voisinage des autres points de diagonalisation du
symbole

Comme dans le cas précédent, on choisit r diagonal:

-1
151 0

I

avec > 1. Le lemme 3.4 assure qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
V¢e?, Re(r(¢)a())>cyl,

ce qui donne immédiatement (3.30a).
Un raisonnement analogue a celui effectué pour les points intérieurs montre que, pour
un choix convenable de p, on a une estimation du type

r—}—CE(C)*E(C) >cl>cy?l.

Le raisonnement est effectivement transposable car la restriction de B((p) au sous-espace
&~ (Co) est injective.
O
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Construction de r au voisinage des points de Jordan

Pour finir, on traite le cas ot un bloc de Jordan apparait dans la réduction du symbole.
D’apres le résultat de la proposition 3.3 et la relation (3.29), le prolongement du sous-
espace stable &~ au point (p est le sous-espace engendré par les (d 4 1) premiers vecteurs
de la nouvelle base. On choisit

0 plg—y
L

avec > 1 et h,(¢) hermitienne. Si on arrive a trouver h,(¢), dépendant de fagon € de
¢ au voisinage de (g, telle que

Vie?, Re (h(¢)a,(C))>cyI,
alors le lemme 3.4 permettra de conclure que
Re (r(¢) a(C)) Zz ev 1,

pour une certaine constante ¢ > 0 et on aura donc (3.30a).
D’apres I'analyse de Kreiss [61], voir également [23], on sait qu’il suffit de choisir

o= (2 )+ (9 D (0 7).

E F(¢) G

oll e1, €3 et ¢ sont des réels et f est une fonction de classe ¥ *° a valeurs réelles, s’annulant

en (p. En gardant les notations introduites aux lemmes 3.5 et 3.6, le développement de
Taylor de a,(¢) donne

a,(¢) = i(k I + N = iB,(¢")) +vD:(¢") + 7 M ()

ou M est une matrice dépendant de fagon € de (. Rappelons que (' = (i?,n) si ( =
(v +19,7n). D’apres le lemme 3.6, on a

s n o (b1(¢) 0

ZBT’(C) - (bQ(C/) 0 9

ou by et by sont des fonctions réelles, nulles en (3. On choisit alors
F(C) == e1b1(¢") + ez b2(¢")

qui est a valeurs réelles et qui s’annule en (5. Ce choix de f implique que la matrice

(E+F(Q)) (N —iB(())

est réelle et symétrique. On obtient donc

Re (7 (C) ar(C)) =7 Re (GN + ED:(¢")) + v L(¢)
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ol L est une matrice hermitienne qui dépend de facon €*° de ( et qui s’annule en (5. Le
choix de F et de G donne

Re (G N + E D, (Go)) = (8 2) + (el*ar I) !

ou a, est un réel non nul (lemme 3.5) et les quantités désignées par des * dépendent
uniquement de e; et de ey mais pas de g. On fixe e; := 1/a,. Une fois ey fixé, un choix
suffisamment grand de g donnera

Re (. () ar(C)) 2 ev 1,

ce qui donnera (3.30a). Il reste donc & vérifier qu’on peut fixer ez, indépendamment de g,
de sorte qu’on ait (3.30b).
Au point (p, le symétriseur r est donné par

-1
o [ 0

I

et on rappelle que le sous-espace stable &~ ((p) est engendré par les d+ 1 premiers vecteurs
de la nouvelle base, en vertu de la relation (3.29) . La condition de stabilité uniforme étant
vérifiée au point (g, il suffit de reprendre le raisonnement effectué aux points elliptiques
pour conclure: si e; et u sont choisis suffisamment grands (et ¢ n’intervient pas dans ce
choix), on a (3.30b) au point (. Par un argument de continuité, on a encore (3.30b) au
voisinage de (y. On fixe alors g et on obtient r vérifiant (3.30a) et (3.30b).

O

3.5.3 Preuve du théoreme 3.2

On passe a la preuve du théoréeme 3.2 en suivant la technique de recollement développée
dans [23] et [77]. On a pour linstant construit, microlocalement, un symétriseur r dans
une décomposition de C2(4+1) fajsant intervenir le sous-espace stable &~. Il s’agit & présent
de revenir dans la base canonique de C2(4+1) et de construire globalement le symétriseur.

La demi-sphere Y, étant compacte, on peut choisir un nombre fini de voisinages
(¥:)1<;<; donnés par le théoreme 3.3 et fixer une partition de 'unité (x;);.,; subor-
donnée a ce recouvrement; plus précisément, les fonctions y; sont positives, de classe €*°
et vérifient

I
Vi=1,...,I, Suppxs C¥ et foz .
=1

On note T; et r; les applications, définies sur ¥;, données par le théoréme 3.3. On définit
une application R sur 3 par la formule

1

V(eX,, R := ZX?(C) (T;(O)™) (O T
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Il est immédiat que cette formule définit une application R sur ¥4, de classe € et a
valeurs dans I’ensemble des matrices hermitiennes. On a de plus

1
Re (R(O#/(0)) > ev* Y_xd(O) (T(QO™) (O™

1

R(¢)+ CB(C)*B(¢) = ¢v* Y X3 () (Tu(¢)™) Tu(¢) ™",

=1

pour certaines constantes C' et ¢ > 0. Pour tout ¢ € 3, la matrice

est hermitienne définie positive. Par compacité de 34, il existe de constantes C et ¢ > 0
telles que

Re (R(Q) () > ev*1,
R(Q) +CB(¢)"B(¢) 2 ¢v*1,

pour tout ¢ € ¥;. Cela montre (3.27) lorsque { € ¥;. On étend R en une application
homogene de degré 0 définie pour tout ¢ = (7, n) vérifiant Re 7 > 0 et (7,7) # (0,0). On
obtient (3.27) pour toutes les valeurs de (7, 7) en utilisant ’homogénéité de o7 et B.

a

3.6 Quelques remarques

Le résultat du théoreme 3.1 peut étre amélioré de facon a préciser les “pertes de
dérivée”. Rappelons que pour un choc plan uniformément stable, Majda avait montré
I’estimation

1
TIoB3, + o, ol + ]2, < © (; 1Ll + 12 (v, wuaw) ,

grace & un symétriseur R vérifiant

Re (R(Q) #(() 2 ev 1,
R(Q)+CB()*B(¢) > eI,

pour tout ¢ € X.

Pour comparer notre résultat avec celui de Majda, il faudrait montrer une estima-
tion d’énergie avec le méme membre de droite que celui intervenant dans ’estimation de
Majda. Il est possible de montrer une telle estimation, mais au prix de quelques calculs
supplémentaires (le théoreme 3.1 avait I’avantage d’étre simple a prouver une fois que I'on
disposait d’un symétriseur symbolique). La méthode que nous allons employer ici reprend
celle que nous avons utilisée dans [26] pour ’étude des chocs de Lax (non uniformément
stables) en dynamique des gaz isentropique.

Reprenons notre partition de l'unité (x;) associée au recouvrement de X, par les
ouverts (¥;). On prolonge les fonctions x; en des fonctions homogeénes de degré 0 par

rapport a (7,7).
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Si la condition de stabilité uniforme est vérifiée en tout point de ¥;, on dispose d’un
changement de base T et d’un symétriseur r, définis sur ¥;, tels que

Re (r(¢) a(¢)) > e 1,
r(Q)+CB()*B() > cl.

On garde les notations du théoreme 3.3 pour a et B. Des calculs similaires 3 ceux effectués
dans la preuve du théoreme 3.2 aboutissent & I’estimation maximale L? de Kreiss:

+co
2 |~ 2 e 2|~ 2
v [ el asda [ (o)

1 [t ~ ~
< - 2 24 2 2 g
st [T [ B et + [ 3G

Si ¥; est un voisinage d’un point ot la condition de stabilité uniforme est violée, il existe
un changement de base T diagonalisant & et un symétriseur r de la forme

—1q_
T(T, ’7) = _72 ’
Oy Es)
pour (7,7) € ¥4. On étend 7" en une application homogene de degré 0 en (7,7) et r en
une application homogene de degré 1 en (7,7). On définit alors
Vii= Xi T_l 67
avec T = v + 19 et £ = (¥, 17). On vérifie que V] est solution de

dV;
dxg

=T(r,n) & (r,n) T(r,n) Vi + xi(r, ) T(r,m) ™" ;Zfd_l F. (3.33)

Prenons le produit scalaire de (3.33) avec r(7,7)V; et intégrons par rapport a (£, z4). On
trouve

+oo ~
— 2 Re / / (rv;,;T™" ;zfd_l F)dédz,
0 Rd

+ oo
=/ (Vi(0),rVi(0)) d€ + 2 Re / / (Viyr T7r o/ TV;) déday .
Rd 0 R4
On utilise maintenant la minoration

v
)\l,w(g) Iq_y

Re (rT '/ T)>cy y

=:cys(r,n)?,
pAN(E) Ta

avec s(7,n) hermitienne définie positive, homogene de degré 1/2 par rapport a (7,7). On
obtient

+oo R
9 Re / / (Vi i T4 ' F) dédarg > cr? / A1 (E) R [B(E, 0)) de
0 Rd R4

~ too
o [ W@ IGE@ P b2y [ [ lstr Vitr e dedea.
Rd 0 Rd
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Par ailleurs, I'inégalité de Schwarz donne

+co .
—2Re/ /<rVZ~,X¢T_142fd_1F>d§dxd
0 Rd
oo 2 C oo 2 5 2
<oy [T [ st VirnziPdsdea+ S [T [ Istrn) B na) P dédaa.
0 Rd Y Jo R4

On aboutit alors a une estimation du type

+o0
2 215 2 9 1 2 ,
Y /0 /RdXz [U(&, zq)|“ dédx g + v /Rd,\ (€)X [B(€, 0)|2 de
C [t N A
< ;/0 /Rd,\lﬁ(f) X?|F(§,xd)|2d§d$d_}_C«/Rd/\Lw(g) CIG©)2de.

On se convaincra que cette inégalité est aussi vérifiée aux points de stabilité uniforme
(cette derniere estimation étant plus faible que I’estimation maximale L? de Kreiss). Les
Y; formant une partition de unité, on obtient finalement

1
YNNG, + 7 o), o 212 S 5 IE1R 2+ 1G1 2 -

En appliquant cette estimation & A™/27v, ce qui revient & “décaler les indices”, et en
récupérant une estimation appropriée pour le front ¢ (grace a (3.21)), on finit de montrer

le résultat suivant:

Théoréme 3.4. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout v € H*(Q) et pour tout
v € H*(RY, on a

1
Pl 7 oy o200 + 22 191R, < € (; I 7ol?,, + umv,wua) . (334)

On reconnaitra dans (3.34) le membre de droite de I’estimation de Majda. Au final, on
voit qu’on peut ne perdre qu’une dérivée sur le bord et une demi-dérivée a 'intérieur dans
les variables tangentielles (le théoréme 3.2 semblait indiquer que I'on perdait une dérivée
a l'intérieur). Dans tous les cas, il semble difficile de montrer une estimation sans perte de
dérivée a l'intérieur, par exemple une estimation du type

1
YIvlS, + 77 g, o120y + Y2 1216, S 5 1205 + GG - -

Notons cependant que Sablé-Tougeron [87] était parvenue & une estimation de ce type
(pas de perte de dérivée a 'intérieur) dans un probleme d’élastodynamique. Dans notre
étude, les singularités au bord (la ol v(zq = 0) est moins réguliere que G) semblent se
propager dans I'intérieur du domaine. Un tel phénomene exclut toute estimation sans perte
de dérivée a l'intérieur. Nous reviendrons sur ce point dans ’étude a coefficients variables
(chapitre 6).

Remarquons également que Majda “gagne” une dérivée sur le front inconnu . Ici, ce
gain de dérivée est annulé par la perte d’une dérivée sur v(z4 = 0). Au final, on ne gagne
rien, mais on ne perd rien non plus.
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En dynamique des gaz isentropique (on renvoie a [26] pour I’étude détaillée), il y a des
exemples de chocs de Lax pour lesquels la condition de stabilité uniforme est violée mais,
aux points (7,7) correspondants, les valeurs propres de & sont toutes imaginaires pures.
Ce cas est moins favorable que celui des transitions de phase et nous montrons dans [26]
une estimation avec perte d’une dérivée sur le bord et une dérivée a l'intérieur:

1 1
Yol + llvg,, =16, + 12105, S e 1713, + 7 G -
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Quelques remarques
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Chapitre 4

Calcul symbolique a parametre

Dans ce chapitre, nous allons mettre en place les outils dont nous nous servirons aux
chapitres 5 et 6.

4.1 Espaces et normes utilisés

4.1.1 Espaces de Sobolev a poids

On définit sur R? des fonctions A*7, pour v > 0 et s € R, par
VEER, NT(E) = (07 + 1€,

ot | - | désigne la norme euclidienne usuelle de R%. On adoptera la notation simplifiée A®
pour désigner la fonction A%!, c’est-a-dire

VEERT, A (€) = (14 €22,

On désigne par . (R% CV) (ou plus simplement %) I'espace de Schwartz des fonctions
de classe € a décroissance rapide sur R? et & valeurs dans CV. Enfin, pour tout réel s,
H*(R?) (ou H*® &'il n’y a pas d’ambiguité) désigne I’espace de Sobolev des distributions
tempérées u dont la transformée de Fourier vérifie A% € L?(R%). On adopte la définition
suivante pour la transformée de Fourier sur L!(R%):

VIELRY, FE) = [ T ) dr,

Rd

avec le prolongement usuel de & & L*(R?) (par le théoréme de Plancherel) et & I’espace des
distributions tempérées .#’. Ce prolongement sera noté~, comme le lecteur y est habitué.
L’espace H*(R%) est muni de la norme

2. 1 2s ” 2
Il = g [ (@) ().

qui en fait un espace de Hilbert, voir [2, 20, 115].
On peut également, a v > 0 fixé, munir H® de la norme équivalente

1 ~
Il = g [0 R e
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qui fait également de H® un espace de Hilbert, noté Hi(Rd) pour éviter d’éventuelles
confusions. Le théoréeme de Riesz permet d’identifier H;s(Rd) au dual topologique de
H:(RY). Enfin, on adoptera les notations standard

H™> = UH et HT® .= ﬂH

Ces normes & parametre sur l’espace de Sobolev H*(R%) permettent de définir égale-
ment des normes a parametre sur ’espace de Sobolev Hk(Q) lorsque  est un demi-espace
et k un entier naturel. En effet, soit

Q= Ri-l—l = {(;L‘O, ce ey Zd—1,%4) € RA*! t.q. g > 0} .

On définit sur H*(Q) la norme

2 e 2
g, =Y / 104, ul 2|2, daa,
7=0

qui (3 v fixé) est une norme équivalente & la norme usuelle sur H*(Q). D’autre part, il est
clair que la norme || - ||, est une norme hilbertienne. La encore, on notera H () I'espace
de Sobolev H*(Q) muni de la norme || - ||z, pour souligner la dépendance de la norme
vis-a-vis du parametre 7.

Pour rendre les résultats plus lisibles, on fera donc la distinction entre modules et
normes de vecteurs (normes “a une barre”), normes d’espaces de Sobolev dans un espace
tout entier (normes “a deux barres”) et normes d’espaces de Sobolev dans un demi-espace
(normes “a trois barres”). Les normes des autres espaces fonctionnels utilisés par la suite
auront une notation spécifique que nous allons détailler dans le prochain paragraphe.

4.1.2 Autres espaces fonctionnels

Comme on le verra dans la partie 4.2, les espaces de Sobolev sont le cadre naturel
pour utiliser le calcul pseudodifférentiel: on peut justifier en partie cette affirmation par
le fait qu’un symbole pseudodifférentiel (lorsqu’il dépend de &) est essentiellement un
multiplicateur de Fourier (les variations de a(z, ) sont dues principalement aux variations
de £ et peu aux variations de z, c’est-a-dire “a(z,§) = a(0,£)”).

Un symbole pseudodifférentiel a(z,£) est par définition une application de classe €
par rapport aux variables (z,£): un symbole pseudodifférentiel est donc tres régulier par
rapport a ses deux variables. Un des atouts du calcul paradifférentiel est de pouvoir traiter
des symboles a(z, &) qui sont peu réguliers en z (encore faut-il introduire une échelle de
régularité pour classer les différents symboles). Le cadre adéquat est celui des espaces de
Holder. On en rappelle donc la définition.

Si r est un nombre positif non entier et k sa partie entiere, ’espace de Holder d’indice
r, noté C"(R% CV), est 'ensemble des applications u de R? & valeurs dans CV, de classe
E* telle que u ainsi que toutes ses dérivées d’ordre inférieur ou égal a k soient bornées et
telle qu’il existe une constante C' vérifiant

Vae Nl tq. |a| =k, VYz,yeR?, [0%(z) - 0%u(y)] < Clz —y| 7",
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L’espace C'" est muni de la norme

|0%u(z) — P u(y)|
|z — y|r=*

luller = Y 10%ullz + sup sup
o/ |al <k Pk =7y

qui en fait un espace de Banach.

Si r = 0, on peut définir I’espace de Holder d’indice 0 comme ’ensemble des fonctions
mesurables essentiellement bornées de R dans CV; en d’autres termes, I'espace de Hélder
d’indice 0 n’est rien d’autre que L>(R%CY), muni de la norme || - ||ze. C'est donc un
espace de Banach. Notons que les éléments de L sont en fait des classes d’équivalence de
fonctions et pas tout-a-fait des fonctions a proprement parler. Un moyen de se défaire de
cette épine serait de définir ’espace de Hoélder d’indice 0 comme I’ensemble des fonctions
continues bornées sur R? (on préserverait le caractere d’espace de Banach). La définition
précédente peut alors apparaitre quelque peu arbitraire. Nous allons tacher de la justifier
dans ce qui va suivre.

Si k est un entier naturel, rien ne semble empécher dans la définition précédente de
C*t1=¢ de prendre ¢ = 0. L’espace de Hélder d’indice k + 1 serait alors 1’ensemble des
applications u de classe €%, bornée ainsi que toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal
a k et dont les dérivées d’ordre k sont lipschitziennes. Le théoréme de Rademacher assure
qu’une telle fonction u est k+1 fois dérivable presque partout (pour la mesure de Lebesgue)
et que les dérivées d’ordre k + 1 sont des fonctions essentiellement bornées (on renvoie a
[115] pour un exposé détaillé); de plus la fonction w appartient a lespace de Sobolev
WH+Le Un choix raisonnable (du moins & notre sens) d’espace de Holder d’indice & + 1
est donc Iespace WE+T1° Cet espace est muni de la norme usuelle

lullwrsrce = D 10%ullp

aflal<h+1

qui en fait un espace de Banach, voir [2, 115]. Le choix de L* pour 'espace de Hdolder
d’indice 0 se trouve justifié par cette convention.

Avec cette définition, 'espace de Hélder d’indice 1 n’est rien d’autre que ’espace
des fonctions bornées lipschitziennes (quelquefois noté Lip(R?)). Pour éviter d’éventuelles
confusions, on préférera la notation W*° 3 la notation C* pour I’espace de Hélder d’indice
k ainsi défini (ce qui évite, au passage, d’avoir a distinguer entre C* et ‘gk) Les trois
espaces de Holder principalement utilisés par la suite seront en fait L%, W1 et W2
(qui sont des espaces de Sobolev). On peut néanmoins énoncer les résultats du calcul
paradifférentiel (tels qu’ils sont exposés a la partie 4.3) dans ce cadre plus général, voir
par exemple [51].

e Remarque : la convention adoptée pour la définition des espaces de Hélder d’ordre
entier assure que la dérivation agit continiiment de C"*! dans C” pour tout réel r > 0
(ce qui est le moins que 'on puisse demander). De plus, les espaces de Holder forment
une famille décroissante d’espaces vectoriels. Cependant, notre choix d’espaces de H6l-
der d’indice entier crée un décalage entre espaces de Sobolev et espaces de Hélder. Plus
précisément, ’espace HT"'d/?(Rd) s’injecte continiment dans ’espace C" uniquement si r
n’est pas un entier. Une définition plus uniforme est celle adoptée dans [51, 75]: I'espace
de Hélder C™ est défini comme étant la classe de Zygmund ! C7; les injections de Sobolev

1. Il nous a paru utile de consacrer une annexe au rappel des principaux résultats de 'analyse dyadique,
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sont alors valables pour tout réel » > 0. Cela permet de plus de définir les espaces de
Holder d’indice négatif. [’avantage de la convention adoptée ici est qu’elle nécessite moins
de prérequis et rend parfois les preuves des résultats plus claires.

4.2 Calcul pseudodifférentiel a parametre

On énonce dans cette partie une version a parameétre du calcul pseudodifférentiel. Dans
sa version classique (i.e. sans parametre), la théorie est exposée dans [7, 23, 51, 58, 89]. Le
passage aux symboles et opérateurs a parametre ne comporte guere de difficulté. Une étude
précise de ces opérateurs a parameétre est faite dans [3], voir également les exercices de
[23, chapitre IV]. Nous verrons dans les deux prochains chapitres que 'introduction de ce
parametre permet d’absorber facilement les “termes d’erreur”, notamment dans I'inégalité
de Garding.

Cette partie vise essentiellement a préciser la dépendance des normes d’opérateurs par
rapport au parametre . Notons que les symboles pseudodifférentiels a parametre que nous
avons rencontrés dans la partie 3.4 étaient de simples multiplicateurs de Fourier. Pour ces
symboles tres particuliers, les résultats énoncés ci-apres se démontrent de facon immeédiate
en utilisant le théoreme de Plancherel.

Dans tout ce qui suit, les symboles seront des applications a valeurs dans ’ensemble
des matrices carrées a coefficients complexes .#y(C) (que I'on notera aussi CV*V).

Définition 4.1 (Symbole pseudodifférentiel). Un symbole pseudodifférentiel a para-
métre de degré m est une application a(z,&,v) définie sur R? x R? x [1,4+oc[, @ valeurs
dans CN*N _ de classe € par rapport a (z,&) et telle que pour tous multi-entiers v, 3, il
existe une constante Cy, g vérifiant

V(,&9), [0200a(z,&,9)| < Cap ™ P0(g).

En général, les symboles sont de classe € par rapport aux trois variables (z,€,7).
On notera 5™ la classe des symboles pseudodifférentiels a parametre de degré m, et

gt = Umsm . ST = ﬂmsm.

e Exemple : soit a(¢,v) une fonction définie sur le demi-espace R x [0, +oo[ privé
de l'origine, homogene de degré m par rapport a (£,7v) et de classe €. Alors a est un
symbole pseudodifférentiel a parametre de degré m (plus précisément, la restriction de
a au domaine {7y > 1} est un symbole pseudodifférentiel a parametre de degré m). En
particulier, 'application A™” est un symbole pseudodifférentiel a parametre de degré m.

Si a est un symbole pseudodifférentiel a parametre, le calcul pseudodifférentiel classique
définit (& v fixé) un opérateur Op”(a) continu sur & qui se prolonge en un opérateur
continu sur &’. On dira que Op?(a) est un opérateur pseudodifférentiel & parametre.
Rappelons tout d’abord la définition de Op”(a).

cette branche de I'analyse ayant apporté de nombreux résultats ces derniéres décennies dans I’étude des
équations aux dérivées partielles non linéaires. On y trouvera notamment la définition des classes de
Zygmund.
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Théoréme 4.1. Soit a € ST et ¢ € . La formule

09 (0)6 (a) = gy [ ale. 7)) de

définit une fonction Op”(a)¢ € &, et Uopérateur Op”(a) est continu sur . De plus, il
existe un unique symbole a paramétre, noté adj(a), tel que

Vo, pe s, (Op'(a)d,d)r2 = (6, Op”(adj(a)))> .

Sia € S™, alors adj(a) € S™ et adj(a) — a* € S™1 (la notation a* désignant adjoint
au sens usuel pour les matrices). Plus précisément, on dispose du développement asymp-
totique:

—i)lel
adj(a)wz( a)! Igox a” . (4.1)

Le théoréme 4.1 permet d’étendre la définition de Op”?(a) a %’ de la fagon suivante:

Définition 4.2 (Opérateur pseudodifférentiel). Soit a € ST°°. L’opérateur pseudo-
différentiel a paramétre de symbole a est Uapplication Op”(a) : &' — ' défini par

Vue S, YVeoe (Op'(a)u,p)s s = (u,0p"(adj(a))p) s s .

On utilisera également la notation a(z, D, ) (cette écriture souligne la différence des
roles joués par les deux variables z et ).
On introduit la terminologie suivante:

Définition 4.3. Une famille {P"},>, d’opérateurs sur ' est dile d’ordre inférieur ou
égal a m (< m en abrégé) si pour tout réel s, P7 envoie continiment H? sur H3™™ (pour
tout v > 1) et s’il existe une constante C' indépendante de v telle que

Vy>1, YueHy, [[Pullsomy < Cllulsy

L’identification (H3)" ~ H7® permet de montrer que si {P”} est une famille d’ordre
< m, alors la famille des adjoints {(P7)*} est également d’ordre < m.

On peut maintenant énoncer les principaux résultats du calcul pseudodifférentiel a
parametre.

Théoréme 4.2. Soient a € S™ et b e S™ . Alors
la famille {Op”(a)} est d’ordre < m,
la famille {(Op”(a))* — Op”(a*)} est d’ordre < m — 1,
la famille {Op”(a) o Op”(b) — Op”(ab)} est d’ordre < m+m' — 1,
en notant [Py, P2] le commutateur de deux opérateurs (ou de deux matrices) Py et Py, la

famille {{Op”(a),Op”(b)] — Op”([a,b])} est d’ordre < m + m' — 1.
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e Exemple : on notera A™" 'opérateur pseudodifférentiel & parametre de symbole
A", La famille {A™"7} est d’ordre < m et chaque opérateur A™"7 est une isométrie
bijective entre H3 et H3~™, dont I'inverse est A=,

Tout se passe donc comme dans le cas sans parametre, pourvu que ’on prenne soin
de faire intervenir judicieusement le parameétre dans la définition 4.1 et dans les normes
sur les espaces de Sobolev. Rappelons que le symbole a#b de 'opérateur Op”(a) o Op”(b)
admet le développement asymptotique:

(_i)|a| qa . Qo
a#b~ Y —— 0gad}h. (4.2)
o
Il nous reste a énoncer une version a parametre de 'inégalité de Garding, qui relie
la positivité d’un symbole a la positivité de son opérateur. Si M est une matrice carrée a
coefficients complexes, on note (Re M) la matrice (M + M*)/2. Cette notation rend valide
la relation

VeeCV, Re (Mz-z)=(Re M)z -z (produit hermitien dans CV).

Théoréme 4.3 (Inégalité de Garding). Soit a € S?™. On suppose qu’il existe un réel
c > 0 vérifiant

V(2,&7), Rea(z,&7)>cX™(E)1.

Alors il existe v > 1 tel que

" c
Vy >, VueH] (Rd), Re (Op”(a)u, u) gr—m grm > 2 ”uH?nW

L’introduction d’un parametre v suffisamment grand permet ainsi de s’affranchir du
reste présent dans I'inégalité de Garding usuelle et qui empéche 'opérateur d’étre tout a
fait positif, voir [7, 89].

4.3 Calcul paradifférentiel A parametre

On présente dans cette partie une version a parametre du calcul paradifférentiel inventé
par Bony [19] et amélioré par Meyer [75] (on pourra également se reporter a [24, 51]).
Tout comme dans [73], nous avons privilégié I'aspect “calcul symbolique” en partant de la
définition d’un symbole paradifférentiel et en construisant les opérateurs paradifférentiels
associés (le paraproduit apparait comme un cas particulier d’opérateur paradifférentiel).
Cette partie est donc calquée, dans ses grandes lignes, sur la partie précédente.

Cet exposé s’inspire des travaux antérieurs de Métivier [73] et Mokrane [77]. Nous
avons tiché notamment de garder les notations qui y sont introduites.

4.3.1 Découpage dyadique

Le découpage dyadique & parametre est semblable au découpage classique (i.e. sans
parametre) qui est exposé a 'annexe A. La seule modification est que la fonction de
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troncature en fréquences y dépend également du parametre . Plus précisément, on se fixe
une fonction y de classe €, a support compact dans R?x R, positive, radiale et vérifiant

i+ 617 > 75+ 161 = x (& m) < X&),
{xm) =1 si (24 €)' <12,
x(&v)=0 si (v24¢?)7" > 1.

On définit alors une fonction ¢ par ¢(&,7v) = x(£/2,7v/2) — x(§, 7). La fonction ¢ est de
classe € sur R? x R, & support dans la couronne {1/2 < (72 + |¢]*)'/2 < 2}, radiale et
positive.

Le parametre v est désormais toujours positif ou nul. Si u est une distribution tempé-
rée sur R? on définit les blocs dyadiques Aju et les sommes partielles Spu (& parametre)

1/2

de u par les formules
VpeZ, Aju=27"D,27y)u et SJu:=x(27"D,27"y)u,
de sorte que 'on a la relation
VpeZ, S, u—Slu=Alu.

Par ailleurs, on remarque que les blocs AJu sont nuls dés que v > 2P*! (par exemple, si
v > 1, les blocs d’indice strictement négatif sont nuls). De méme, les sommes partielles
Spu sont identiquement nulles si v > 27 (notamment pour tout entier p < 0 si y > 1).

A ~ fixé, le découpage décrit ci-dessus est exactement le méme que le découpage clas-
sique: on prend tout d’abord en compte les basses fréquences (Sgu pour fixer les idées),
puis des couronnes ou les {réquences sont, en norme, de 'ordre de 2P. Ceci est illustré a la
figure 4.1: les basses fréquences correspondent & une boule puis on a des couronnes.

On montre facilement que les estimations fondamentales des décompositions dyadiques
classiques (voir [7, 24] et 'annexe A, relations (A.1)-(A.2)) s’étendent au découpage dya-
dique a parametre:

sup H@CYA;uHLz < (g 2pkHuHL2 , sup H@CYS;uHLz < g QPkHUHLz,
al=k |a|=k
|81|1P 10°AJullpe < Cr2PMuflpe |SI|1P 10°S)ul|lLee < Cr 27| |ul| o=
al|=k al=k

la constante Cj ne dépendant que de ’entier k et pas de (p, u,7).

Les espaces de Sobolev H admettent la caractérisation suivante:

Proposition 4.1. Soient s € R et v > 1. Alors u € H:(RY) si et seulement si
— pour tout p > 0, Aju € L*(R%)
— la suite (2P°||Ajul|o)p>0 est de carré sommable.
De plus, il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de s (et pas de v) telle que
d —
Vue HiRY, O a2, < 302 A7l < C lul,.

5, —
p20

On rappelle que les blocs Aju sont nuls pour v > 1 et p strictement négalif.
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__ __ basses fréquences
...... premiere couronne

seconde couronne

FiG. 4.1 — Découpage dyadique a parameétre: coupe en v = 3/4.

On a ainsi une décomposition de u en une somme de distributions qui ont chacune
leur spectre dans une couronne de R?x [0, +o0o[. La proposition 4.1 admet la “réciproque”
suivante:

Proposition 4.2. Soient s € R, v > 1 et R > 1. On définit ‘62; = {£ € RY,2?/R <
(v + €)1/ < 2P R}. Soit (up)p>0 une suite dans L*(R?) vérifiant

~ pour tout p > 0, Supp u, C Cgp

~ la suite (27°||uy||o)p>0 est de carré sommable.

Alors on a

wi=3 u, € Hi(RY) et ullf, <CY 2% ||u5,
p20 p20

pour une certaine constante C' > 0 ne dépendant que de R et de s. Si s > 0, le résultat
demeure si l’on remplace les couronnes €, par les boules 9B, = {¢ € RY, (v2 + |€|2)1/2 <
2P R}.

Ces deux résultats se prouvent de la méme maniére que dans le cadre usuel des dé-
compositions de Littlewood-Paley, c’est-a-dire quand v = 0 (voir I’annexe A). Le point
important est que les constantes ne dépendent pas du parametre v pourvu que ’on munisse
I’espace de Sobolev H* de la norme a poids || - ||5,y-

Nous aurons également besoin dans cette partie du découpage dyadique classique (sans
parametre) dont nous allons fixer les notations. Les blocs dyadiques et les sommes partielles
se définissent dans ce cas de la maniere suivante:

VeeZ, Aju:=@(27'D,0u et Syu:=x(27"D,0)u,
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c’est-a-dire en prenant v égal a 0 dans les décompositions a parameétre. Ces notations sont
cohérentes avec celles que nous avons adoptées dans I’annexe A. En particulier, on a encore
la relation

VgeZ, Sgpiu— Squ=Au.

4.3.2 Symboles et opérateurs paradifférentiels

La notion de symbole paradifférentiel est une extension “directe” de la notion de sym-
bole pseudodifférentiel: on autorise maintenant la fonction a(z,&,~) a étre moins réguliére
par rapport a la variable z. Les symboles paradifférentiels sont donc classés d’apres leur
régularité en z et d’apres leur degré.

Définition 4.4 (Symbole paradifférentiel). Soient m € R et k € N. On appelle sym-
bole paradifférentiel (a parameétre) de degré m et de régularité k une application a définie
sur R x R? x [1,400[, @ valeurs dans CN*N | de classe € par rapport a & et telle que
pour tout o € N, il existe une constante C, vérifiant

V(E7), 10Fa( &) lwree < Ca A 10(E) (4.3)

L’ensemble des symboles paradifférentiels de degré m et de régularité k sera noté I'}".
On peut également définir '™ pour r > 0 non entier en utilisant I’espace de Holder? C7.
Notons que tout élément de W peut étre vu comme un symbole, ne dépendant ni de &
ni de v, de degré 0 et de régularité k.

L’espace I']" est naturellement muni d’une structure d’espace de Fréchet, les semi-
normes sur I'}* étant définies par

Ny(a) = sup sup A=) |0ga(-, & 7)llwee -
lo|<p é€Ry>1

Contrairement aux symboles pseudodifférentiels, on ne sait pas définir directement un
opérateur continu de & dans & associé a un symbole dans I'}* (ces symboles étant trop
peu réguliers en z). On se fixe donc le programme suivant:

1. Trouver une sous-classe 37" de I']* dans laquelle on sait associer naturellement un

opérateur (d’ordre < m) a un symbole (de degré m).
2. Construire un procédé de régularisation permettant de passer de la classe I']* a la
classe 377.
On pourra alors associer a un symbole dans la classe '} un opérateur d’ordre < m (ou plus
exactement une famille d’opérateurs d’ordre < m). Cependant, l'opérateur ainsi obtenu
dépendra du procédé de régularisation choisi: il sera donc défini modulo quelque chose. Ces
idées pour l'instant un peu vagues seront clarifiées par la suite.

2. Si on utilise les classes de Zygmund comme espaces de Holder, on peut également définir des symboles
de régularité négative, voir [51].
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La sous-classe ¥7°

On appellera spectre d’une distribution tempérée le support de sa transformée de
Fourier. La classe X7 est alors définie de la facon suivante:

Définition 4.5. On note XJ* l’ensemble des symboles o € I'}" vérifiant la propriété spec-
trale suivante: il existe ¢ €10, 1] tel que

V(€,7),  Spectre o( &) C {n € R t.q. |n| < e (v2+ [¢[H)'?. (4.4)

Si o € X7, on montre facilement que o est une fonction de classe € par rapport aux
variables (z,&). De plus, le lemme de Bernstein (voir 'annexe A) assure que pour tous
multi-entiers «, 3, il existe une constante ', g vérifiant

V(2,67), 10500 (2,6,7)] < CopAm 1 (g).

Le symbole ¢ appartient donc a la classe S7"; de Hormander (une étude détaillée de cette
classe est faite dans [51]). Pour u € S (R% CV), la formule

09 (o)1 (o) 1= sy [ e (e, €9) ) de

définit une fonction Op?(c)u € & (R% CV) et 'opérateur Op” (o) est continu de & dans
lui-méme. Le point essentiel pour la suite est que Op” (o) opere également sur les distri-
butions a spectre compact.

Proposition 4.3. Soient 0 € X' el u une distribution lempérée a speclre compact. La
formule

1 .
V.TERda C)pW g)ulr) = <—€m‘~o_ Ly 7a>
@) = (G ol )B)

définit une fonction Op”(o)u de classe €, bornée, a spectre compact. On a de plus
Spectre Op”(0)u C {¢ € RY/3n € Supp @ t.q. € — g <e(v* +[n|})'/?},

ce dernier ensemble élant un compact de R®.

e Remarque : rappelons que o est a valeurs dans ’ensemble des matrices carrées
AN (C), ce qui explique la position inhabituelle de u dans le crochet de dualité. Par
ailleurs, la proposition s’applique aussi bien au cas ou u est a valeurs dans C qu’au cas ou
u est & valeurs dans CV ou encore dans .#y (C).

Preuve

Le fait que Op”(o)u soit de classe € et bornée repose sur le “théoreme de dérivation
sous le crochet”, voir [20], et sur les estimations (4.3).

Soit K := {¢ € RY/ 35 € Supp @ t.q. |€ — 5] < e(¥* + [7/*)'/?}. Comme Supp U est
compact, K est fermé et borné dans R?, donc compact. On se donne une fonction f de
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classe €°° a support compact sur R% 3 valeurs dans C, telle que Supp f et K soient
disjoints. Il existe alors un voisinage V de Supp @ dans R? tel que

VEE Supp f, VneV, [¢—q>e(?+ nHY2.

Le “théoreme d’intégration sous le crochet” (voir [2

0])
Fl2) Op™ () u(z) = <(2717)d (/Rde—m &) d§> oz, n,7), )><goo7g,

= (il @ <x,n,v>,a<n>>wg,

ou 7, f(§) := f({+n). La fonction fop” (o)u est intégrable sur R? (produit d’une fonction
a décroissance rapide et d’une fonction bornée) et on a

donne

Fw) Op(oyu(e) dz = tim [ Fw) O (o)ue) de
Rd k—+o00 Qx
avec Qp = [k, k]? (c’est une simple application du théoréme de convergence dominée).
Le “théoréeme d’intégration sous le crochet” donne

7(z) 09" (0)u(x) dz = <(217)d /Q F (@) oe.m.7) dx,a<n>>

Qr E>,8'

On vérifie alors que les fonctions Fj, définies par

1

TER:, R = oo [ T ote )l = o [ ) oten ) da

convergent uniformément sur tout compact vers la fonction

F(1) = Gy [ 7ol e) a7 da.

De méme, les dérivées 0% F, convergent uniformément sur tout compact vers 0*F. Comme
u est a support compact, et donc d’ordre fini, on obtient par passage a la limite

[ (@) 00 (0)u(w) d = (Plo) 2n))ie
D’apres ’hypothese faite sur le support de f, on a

Supp 7,f = Supp f — 7 C {£ € R t.q. |¢] > e (v + |n[H) /%)

pour tout 7 € V. Par ailleurs, la propriété spectrale (4.4) donne

Supp Fo(-,n,7) C {€ € R t.q. |¢] < e (2 + 0]},

La fonction F est donc identiquement nulle sur V (voisinage de Supp %). On en déduit la
relation d’orthogonalité

]/”\(x) Op(o)u(z)dz =0,
Rd

qui assure que Op”(o)u a son spectre contenu dans K.
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La proposition 4.3 permet de montrer le résultat fondamental pour les symboles ap-
partenant a la classe ¥7*:

Théoréme 4.4. Soient o € X7 et s € R. L'opérateur Op” (o) se prolonge de maniére
unique en un opérateur linéaire continu de Hi"’m dans H et la famille {OpY(o)},>1 est
d’ordre inférieur ou égal a m (voir la définition 4.3).

Preuve

Soient u € & ety > 1. On applique a u la décomposition de Littlewood-Paley a parametre:

o ~ ;. s+m
u= E Alu, (série convergente dans H;™™)
p20

le premier terme Sgu étant nul. On écrit Op” (o) Ayu = Op”(0,) Aju, ou 0, est défini par

V(2,&,7), op(z,&7) = x(27 g 27Dy )5 (2 €, ).

L’égalité Op? (o) A) = Op”(o,) A} se déduit simplement de l'identité

V(E7), @(27P,27Py) x(27PTRE, 27D ) = o(27P¢ 270y
On montre alors 'estimation suivante:
|0p” (o) Ajullo < C2°™ [[AJulfo

ou C est une constante ne dépendant ni de p, ni de 7, ni de u. L’idée de la preuve (que
nous ne détaillerons pas) est que Op”(o,) est un opérateur pseudodifférentiel (a parametre)
d’ordre 0 dont le symbole est & support compact en (£,7). Sa norme d’opérateur sur L?
ne dépend donc que des quantités?

10207 opllpe . @, B € {0,137,

et ces quantités sont majorées par C 2P indépendamment de . D’autre part, la proposi-
tion 4.3 assure que Op” (o) Aju a son spectre contenu dans la couronne

{eR tq. (1-2)2°71 < (P4 €)Y < (1 +)27H ]

On utilise alors les propositions 4.2 et 4.1 ainsi que la densité de . dans H*T™ pour
conclure (’hypotheése ¢ < 1 se révele ici indispensable, alors qu’elle ne sert pas dans la
preuve de la proposition 4.3).

O

L'inclusion ¥7* C XF', pour k& € N, permet d’appliquer le théoreme 4.4 & n’importe
quel symbole o € X7*. On a donc achevé la premiere partie du programme que nous nous
étions fixé.

e Remarque : la propriété spectrale (4.4) du symbole o permet d’éviter les patho-
logies usuelles des opérateurs associés & des symboles dans la classe S7". En effet, de
tels opérateurs sont toujours continus de & dans &. En revanche, ils ne se prolongent
(en général) en opérateurs continus de H**™ dans H?® que si s > 0, voir [25, 51, 75]. Le
théoreme 4.4 assure en fait que I'opérateur Op”(o) appartient a ’algébre de Bourdaud
Op™ 57 N (OpY ST4)* (voir [51, chapite IX] et les références citées).

3. On peut montrer cette assertion en utilisant la méthode décrite a I'exercice 1.5.3 de [7].
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Régularisation des symboles paradifférentiels

Il s’agit maintenant de mettre en place un procédé de régularisation permettant de
passer de la classe I']" & la classe X7*. Cela se fait au moyen de fonctions de troncature
“basses fréquences”. On est ainsi conduit a la définition suivante:

Définition 4.6 (Fonction de troncature (admissible)). Soit ¥ (n,£,7v) une fonction
de RYx RYx [1,4+00[ @ valeurs dans R, de classe € et telle que pour tous multi-entiers
o, 3, il existe une constante Cy g vérifiant

Y (,6,7), 102000 (n,€,7)] < Cag A2 (g).

On dira que ¥ est une fonction de troncature s’il existe 0 < £1 < &9 tels que

v, &) =1 si |n] <er(v?+1EHY2,
P, &) =0 si [n] >ea(v? 4 (€AY

On dira que ¥ est une fonction de troncature admissible si de plus 9 < 1.

e Exemple : les fonctions x et ¢ utilisées pour la décomposition de Littlewood-Paley
permettent de construire une fonction de troncature admissible (qui servira de fonction de
troncature de référence). En effet, pour (1,€,7v) € R x R? x [1,400], on pose

Yo(m,€,7) =Y x(2°77n,0) p(277€,2779) (4.6)

p20

la somme ne comportant au maximum que deux termes non nuls. Alors %g est une fonction
de troncature admissible (on peut prendre ey = 1/16 et g5 = 1/2).

Lemme 4.1. Soit 1) une fonction de troncature (pas nécessairement admissible). On note
K" la transformée de Fourier inverse de (-, &,7), c’est-a-dire

1 .
KY = ST b ( dn.
V(z,&,7), (z,&7) (%)d/Rde ¥(n,&,7) dn
Alors KY est une fonction de classe € et Uapplication

(57 7) — 851(1#('757 7)

est continue de R? x [1,4oc[ dans #(R% C) pour tout multi-entier o. De plus, il existe
une constante C, > 0 lelle que

V&), 0KV (&) < Coa ™). (4.7)
On dira que KV est le noyau régularisant associé a .

Preuve
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La fonction n — 9(n,&,7) est de classe € et a support compact. Il est alors clair que
I'application z — K¥(z,&,~) appartient & la classe de Schwartz . La différentiabilité de
KV par rapport a ses trois variables s’établit par le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue: on a notamment le droit de dériver par rapport & £ sous le signe |.

La topologie sur & est définie par la famille de semi-normes

OFw)||, sen', pen,

sup |(1+ )"
neRd

et les propriétés de support (4.5) des fonctions de troncature permettent de montrer la
continuité de ’application

(&,7) € RTx [1,400[— FFKY(-&,7) € &

Il ne reste donc plus qu’a établir les estimations (4.7). Ce sont des applications immédiates
du lemme 4.2 ci-dessous. Nous énoncons ce lemme séparément car il nous sera encore utile
par la suite.

O

Le lemme suivant peut étre vu comme une version revisitée du théoreme de Paley-
Wiener (tout du moins de la partie facile de ce théoréme) qu’on trouvera par exemple
dans [86]. Il n’est donc pas surprenant que la preuve du lemme reprenne dans ses grandes
lignes la preuve de ce théoreme.

Lemme 4.2 (Estimations L'). Soit 6(n,&, ) une fonction de R x R? x [1, +o0[ @ va-
leurs dans C, de classe € par rapport a (n,§) et telle que

O(n, &) =0 si || >38("+E%)"?,

pour un certain § > 0. On suppose de plus qu’il existe un réel m tel que pour tous multi-
entiers o, 3, il existe une constante Cy, g vérifiant

¥ (,67), 109078 (n,€,7)| < Cog A 1I=1P1(g)

On définit ©(-,&,v) comme la transformée de Fourier inverse de  par rapport a sa pre-
miere variable, c’est-a-dire

1 .
v S = G dn.
(z,67), O(z,&7) (27r)d/Rd€ (n,&,7v) dn
Alors pour tout multi-entier 3, il existe une constante Cg > 0 telle que

V(&) 11080 (&)l < Cpam (). (4.8)

Preuve
D’apres les propriétés de support de (-, &,7), on a tout d’abord
0(,&,7)] < Co A"+ (€) .

Soit & un multi-entier. En intégrant par parties, on obtient

il

2% O(z,&,7) = W/Rde“”'” 0,0(n,&,v) dn,
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et on en déduit qu’il existe une constante C, telle que
2] 102, &,7)| < Ca AT (6).

En sommant sur les multi-entiers « de longueur d 4 1, on trouve

14+ 3 AR () [20] | 10(2,€,9)] < Cad™ 7 (€)
|or|=d+1

Finalement, il existe une constante C' > 0 indépendante de (z,&, ) telle que

(©(2,€,7)| < CA™() (14 [a] A1)

ce qui donne (4.8) pour |a| = 0, aprés intégration et changement de variables. En appli-
quant ce résultat a 3? 6, on obtient (4.8) pour tous les multi-entiers 3.
O

Les noyaux K¥ associés & des fonctions de troncature admissibles servent & passer de
la classe des symboles I'* & la classe 37*: comme on peut s’y attendre, la régularisation
va s’effectuer a ’aide d’une convolution.

Théoréme 4.5. Soil ¢ une fonction de troncalure admissible. L’application
ar— o) (2,6,7) = /RdK“”(w ~y,€7) a(y,€,7) dy
envoie I'l* dans X7 pour tous m € R et k € N (le noyau KV est défini au lemme 4.1). 51
k est un entier non nul, alors
aely — a—U;pEFZL__ll.

Notamment, si 1 et ¥y sont deux fonctions de troncature admissibles, o,' — ol € E}f__ll
(en supposant toujours k # 0).

e Remarque : Les fonctions de troncature vérifient ¢(0,£,v) = 1, donc le procédé de
régularisation décrit au théoreme 4.5 laisse invariants les multiplicateurs de Fourier. Plus
précisément, si b(&, ) est un symbole dans la classe I'j* (en fait b appartient a toutes les
classes I')"), le procédé de régularisation donne

V() or(€7)=b(7).
Preuve

Sieelf, 0¥ est la convolée d’une fonction dans L' et d’une fonction dans L*, donc on
a ’estimation

KY (&) |lpr < CoX™(€) .

o (& lleee < lla (&l |
Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue assure que o¥ est de classe € par

rapport & § et que l’on peut dériver sous le signe [. La formule de Leibniz et les estimations

(4.7) sur K¥ permettent de montrer que ol appartient a la classe I'(}.
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On montre ensuite que la transformée de Fourier (par rapport a la premiére variable)

de 0¥ est donnée par

F (o) (n,&,7) = v (n,&,7) F(a)(n,€,7),

et donc Supp ﬂ'(aff)(-,g,’y) C{ne R t.q. |n| < e2(7% + [€]2)1/?}, ce qui montre I"appar-
tenance de o A la classe 3¢ car 9 est une fonction de troncature admissible.

A T’aide de changements de variables et d’intégrations par parties, on montre par
récurrence (sur k) le résultat suivant:

Vael?, YaeN! |a|<k, 8%V =o0op,,.

On obtient ainsi 0¥ € X7 pour tout a € I'}7".

Montrons maintenant le second point du théoreme. Soit @ € I'T*. On définit b := a —
ol € I'"" C I'(?, et on va montrer que b € Fg”_l. Pour cela, on considere la décomposition
de Littlewood-Paley classique (i.e. sans parametre) de I¢'b (-,&,7), avec € N%:

b (2,€,7) = So(98D) (2,&,7)+ D A, (05) (2,€,7) -

>0
b_y b= by

Pour p > 0, on sait que

by (0,€,7) = 02 [0(2771,0) (1 — ¥(n,€,7)) @(n, &,7)] ,

tandis que

boy (1,6,7) = 02 [x(1,0) (1 — ¢(n,&,7)) @ln, €,7)] -

On a donc l'inclusion Supp 129 C {n € R t.q. || < 27!} pour tout p > —1.

Soit £, donné par la définition 4.6. Pour (£,~) vérifiant g1 (2 + |€[2)'/2 > 27%1 on a
129(-, &,7v) = 0. Ceci montre que les premiers termes dans la décomposition de 8?() (jusqu’a
un certain rang) sont nuls. Plus précisément, si on définit J comme 'ensemble d’indices

e
Ji={p>-1tq.2° > 51 (v +1€)1/?,
on obtient
a?b (%,5,7) == pr(x,f,’y) 3
peJ
et on en déduit

1086 (2,61 <) N18p (&)l < Y277 Co |0 Bl oo

peJ pEJ

< Zg—p Co (72 + €2 m=1aD/z < ¢y am=lal=1o(gy
peJ

On a donc prouvé 'existence d’une constante C' indépendante de (&,~) vérifiant
108 (a = a?) (- &,7)|lp= < C ATl (g)

des que a € I'T*. Cela montre que a — Uff € an_l.
La preuve du cas général a € I']*, avec k non nul, se traite par récurrence.



Calcul symbolique & parameétre 99

Ce dernier résultat conclut la seconde partie du programme: si ¢ € I'j’, on lui asso-
cie 'opérateur Op”(aff), que ’on notera désormais TV . Cette famille d’opérateurs (qui
dépend de ) est d’ordre < m. Le théoréme 4.5 assure que pour a € I'T*, la famille
d’opérateurs TP associée au symbole a est définie de maniére unique modulo les familles
d’opérateurs d’ordre < (m —1). On peut donc se restreindre a une fonction de troncature

admissible particuliére: nous choisirons la fonction ¢y définie par (4.6).

Pour simplifier, on notera 7, 'opérateur TY97 Nous allons maintenant étudier plus
précisément opérateur T lorsque a est un symbole ne dépendant pas de (&,7).

4.3.3 Lien avec le paraproduit

Remarquons tout d’abord que si a € L= (R% CV*N), on a

01 (2,6,7) =Y Sp-aa () p(277€,2777)

p20

et on obtient alors, pour u € #(R% CV), la relation

T)u= E Sp—2a AJu.
p20

Le lecteur averti reconnaitra la formule du paraproduit de Bony, voir [19]. Nous savons
déja que T, est borné dans L? (puisque a est de degré 0), et donc @ — T, est borné dans
L?. Les inégalités fondamentales sur les blocs dyadiques donnent I’estimation

> [I1Sp-20 AJulls < Cllallie > [|AYull§ < Cllallfe [ull-
p>0 p>0

On vérifie de plus qu’on a l'inclusion
Spectre [Sp_ga A;u] C{¢eR¥t.q. 2772 < (42 4 |€|2)1/2 < rt2y

et la proposition 4.2 assure I’existence d’une constante C' indépendante de a, u et v, telle
que

173 ullo < Cllallze= [[ullo-
Cela assure I'existence d’une constante C' telle que
law = T ullo < Clal| e~ [Jullo - (4.9)

L’estimation (4.9) peut étre améliorée si le symbole a est supposé un peu plus régulier,
par exemple dans W1°, Le théoréme 4.6 ci-dessous majore de facon précise ’erreur que
I’on commet en remplacant la multiplication par ¢ par la paramultiplication par a.

Théoréme 4.6. Soient a € W1 (RY), uw € L*(RY) et v > 1. Alors on a
. C
law = Toullo < = llallw.~ [lello (4.10)
la0z;u = T3(0z;u)lo < Claflwreo [[ullo (4.11)

pour une certaine constante C' indépendante de (a,u,7).
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Preuve

Soient @ € W1 (R?) et u € S (R?). En utilisant la formule du paraproduit, on montre la
relation

auw—T)u= E Apa S, zu.
p>—2

On sait que S;_|_3u est nulle dés que v > 2773 (on le voit en regardant le spectre de S;+3u).
On obtient alors

law—Tullo < Y Al 1S),sullo < D Apallz= [ullo

2520y w2ty
. a
< Y Co27Pllallwre lullo < = [lallwreo [lullo -
2P>2 3y v

L’estimation (4.10) s’obtient alors par densité de . dans L*(R9).

Montrons désormais (4.11). On se donne u € #(RY), et on définit b := 9, a. En
dérivant le paraproduit 7 u, on obtient

O, (Tu) = T u+ T (0z,u)

a

ce qui donne
a0p;u—T)(0p;u) = 0y (aw — TJu) — (bu— T u) .

Comme b € L*(R?), la famille {b — T}'},>1 est d’ordre < 0 avec une norme d’opérateur
inférieure & C' [|al/y1,00. On est ainsi ramené a I'étude du terme 0, (a u — T3 u). Ecrivons

auw—T)u= Z Aya S;+3u = Z Aya {S;_l_?)u - S;_Qu} + ZApa S;_Qu.
pz—2 p2—2 p>3

On obtient alors

Op;(au—T)u) =
sy Y Apa [S;+3u - 5;_24 +3 2,080 ,(00,0) + Y A S)_yu,

p>—2 p>3 p>3

A1 A2 A3

grace a la commutativité de 8% et Sy et & la commutativité de 893] et A,. Nous allons
étudier séparément chacun des termes Ay, Ay, As.

Etude du terme Ay
On remarque tout d’abord qu’on a l'inclusion

Spectre |Aya (S, qu—S)

; T_ou)| C{EEeR tq. ¢ < 10x 27}
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indépendamment de v. On a de plus

p+2 p+2
1850 (S)y5u = SY_pu)llf < 5l1Apallte D [ATull} < Co27 |lalfyrw D A7l
9=p—2 q=p—2

et on obtient ainsi

Y 27 1Apa (5745 = S;_pu)ll5 < Crllallfyse [lull5 -
p>—2

On en déduit* que le terme A; appartient & H'(R%), avec
[Axlls < Cllallwr flullo,

la constante C' ne dépendant pas de (v, a,u). Cela donne estimation souhaitée (dans

L*(R%) du terme 9, A;.

Etude du terme As.
Comme dans I’étude du terme A, on remarque tout d’abord qu’on a

Spectre S)_,(0z,u) C {€ € R t.q. (v +[¢)Y? < 2°72} C {€ e R t.q. [¢] < 2P77},
Spectre Apa C {€ € R? t.q. 2P71 < |¢] < 2°F1}

et donc A,a S;_Q(@] u) a son spectre dans la couronne {¢ € R? t.q. 2772 < |¢| < 2PF2},
quelle que soit la valeur de v. On a de plus

p—3 p—3
1800 5)_ 50, 0)ll0 < 3 1 Apallzee (192, AJullo < Co [lallyre Y207 |ATulo
9=0 9=0

V4
< Collallwre Y 2777(| AJullo =: Co [lallwie py
9=0

en utilisant une nouvelle fois la commutativité des opérateurs d,; et Aj. Grace a I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on trouve

P p p
2 q-p =P [| AV |2 =P [| AV |2
o< (S 2 | (S 2 agul ) <23 20 agul,

9=0 9=0 9=0

ce qui donne, aprés sommation, l'inégalité

D 18pa 850, w)ll < Crllalfpre0 ullf
p23

On en déduit (encore par la proposition A.3) que le terme A, appartient a L2(R9) et qu’il
existe une constante C' (indépendante de v, a, u) telle que

[4z2llo < Clallwre [[ullo-

4. Voir la proposition A.3 de 'annexe A.
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Etude du terme As.
Le spectre de AybS)_,u est contenu dans la couronne {¢ € R? t.q. 2772 < |€] < 2712}
(on applique le méme raisonnement que celui effectué pour le terme Aj;). 1l s’agit donc

d’obtenir une estimation sur la quantité

> 1A05)_yuld.

p>3

L’estimation cherchée repose sur trois résultats que nous énoncons tout de suite:

Lemme 4.3. Soit u € L*(R%). On définit deux fonctions u, et u* par

Vz eR?Y, wu,(z):=sup sup |STu(y)]|,
P20 |y—z|<2-P

u*(z) := sup Ld / lu(2)| dz.
PB(z,R)

Alors il existe une constante C' indépendante de (u,7) telle que

Ve R?Y, w.(z) <Cu(x).

Théoréme 4.7 (Hardy-Littlewood-Wiener). Soit u € L7(R?) avec 1 < ¢ < +o00. On
définit la fonction mazimale de u, notée u*, par

1
VzeR?Y,  w(z):=sup -7 / |u(z)|dz.
r>0 B Ja(zR)

Alors u* € L1(RY) et il existe C(q,d) > 0 (ne dépendant que de q et de d) telle que

Vue LIRY, ||u|lre < Clg,d) [|u||zs-

Théoréme 4.8. Soient f € L*(RY) et (v,),en une suile de fonctions continues dans
L*(RY). On suppose que la fonction v, définie par

Ve Rd, vi(z) :=sup sup  [vp(y)|
p20 |y—z|<27P

appartient @ L?(R%). Alors il existe une constante C' > 0, ne dépendant ni de f ni de la
suite (v,), telle que

L 1805 @) v do < C I o 6.

p>0

Montrons comment ces trois résultats donnent I’estimation cherchée. On veut appliquer
le théoreme 4.8 & la fonction b et & la suite (v, := S)_,u),>3. Par définition, on a

ve(z) =sup sup [S) ,u(y)| <sup  sup  [S)_,u(y)| = u.(z).
p23 |y—z|<27P p23 |y—=z|<22-P
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Le lemme 4.3 et le théoréme 4.7 assurent que la fonction v, est dans L2, avec une norme
majorée par C'||ul|o. Le théoréme 4.8 permet de conclure qu’il existe une constante C'
(indépendante de a, u et v) telle que

Yo I1Ab o5 = /Rd D 1Apb(x) vp(@) [P dz < Cllaflfye [1ull5 -
p23

p>3

On applique a nouveau la proposition A.3 pour conclure.
O

La preuve des trois résultats précédents fait ’objet de I'annexe B. On renvoie a [104]
pour des résultats supplémentaires sur le théoreme de Hardy-Littlewood-Wiener. Le théo-
reme 4.8 est un énoncé relatif aux mesures de Carleson, voir [25].

e Remarque importante: En reprenant la preuve du théoréeme 4.6, on voit que
'on a montré qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout « € W1*° et pour tout
u € L%, on ait

C ,
llaw="Taullo < —llallwr~ Jfullo et [0k, (au=Tu)lo < Cllaljwre llufo,

la constante C' étant indépendante de v > 1. Cela donne I'estimation
llaw =T ull1y < Cllallpre [Je]lo-

L’opérateur a — T, est donc “l-régularisant” avec une norme d’opérateur majorée par
C |la||w1. - Notons que le symbole @ — o4° appartient & la classe ;! (car @ € I'Y) ce qui
permettait d’espérer (sans pour autant le prouver) le résultat du théoreme 4.6.

4.3.4 Calcul symbolique

On s’intéresse dans ce paragraphe au comportement des opérateurs paradifférentiels
vis-a-vis de la composition et de I’adjonction. Pour a € I'j* et ) une fonction de troncature
2

admissible, on rappelle que TV désigne l'opérateur (& parametre) Op” (o

Théoréme 4.9. Soient a € I'T* et b € FT’. Alors ab € FT"’mI el pour toule fonction de
troncature admissible ¥, la famille {TY" o Tgb’7 — T;pb’w}q,zl est d’ordre < m+m' — 1.

Preuve

L’appartenance de ab a FT‘H”/ se montre a ’aide de la formule de Leibniz. On remarque
ensuite que si ¥ et ¥y sont deux fonctions de troncature admissibles, la famille

(oo 18y - (g o1 1)
7>
est d’ordre < m + m' — 1. 1l suffit donc de prouver le théoréme pour une seule fonction de
troncature admissible (choisie a notre convenance). On se donne une fonction de troncature
admissible ¢ telle que la constante 5 intervenant dans la définition 4.6 vérifie 4e5 < 1.
On note o4, 0y et 045 les symboles régularisés associés aux symboles a, b et ab.
Définissons une fonction o par la formule

V(2,6,7), 0(2,67) =TT (pey)(z) avec pe,(x) =T oy(x,€, 7).
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La fonction ¢ ainsi définie est le symbole de 'opérateur T o dew’ voir [51]. Nous allons
montrer tout d’abord que o € Egn‘i'm/, puis que 0 — g,0p € Eg”'m’_l.
Comme op(+,&,v) est a spectre compact, il en est de méme pour pg . La fonction

wa(pgﬁ) est alors donnée (proposition 4.3) par

T (pes) (@) = ((27) 7 €7 aa(,m,9), Ben(n))
= (@) e 0u(w,m,7), 50— ,6,7) )
et on obtient finalement
o(x,&,7) = <(27T)_d€””'77 oa(z,n+&,7), Eb(n,€,7)> :
La proposition 4.3 assure que le spectre de T;/J’W(pgﬁ) est contenue dans le compact

Ki={neR ta 3 € BEoN©) In-o| <aly*+ 1)}

Ainsi o(+,&,7) est a spectre compact et son spectre est contenu dans le translaté K — €.
Soit alors € K et 5 € R? tel que

=& < (€Y et |p—1] <ea(yEH |2
On a

=& <2in—n1>+ 2|0 = €* < 2% (P4 20¢12 + 20" — €J°) + 225227 (€)
< 265 (372 4+ 4[€)%) + 2e5 A7 (€) < 1625 A7 (€).

Cela montre que le spectre de o(+,&,7) est contenu dans la boule de centre 0 et de rayon
49 A1 (€); en d’autres termes, o vérifie la propriété spectrale (4.4). Nous allons maintenant
montrer que ¢ € F6n+m‘.

On se fixe oy et ay tels que 469 < a1 < ay < 1, et on se donne une fonction de
troncature admissible  “associée” a oy, . Comme (-, &, v) est a support dans la boule
de centre 0 de rayon 2 A17(€) (ce qui donne 0, = 7;), on obtient

O-(wvgvPV) = /I‘{dH(.r’x - y7€77) 06(97577) dy
1

avec  H(z,z,&7):= (277)61/ ei2~770'a(x’€—}—77,7)0(77,5,7)(177.

Rd
On veut appliquer le lemme 4.2 d’estimations L' & la fonction
0(z,n,&,7) = oa(z,n+&7)0(n,&,7) -

Notons que lorsque 5 € Supp 8(-,&,7), on a I'encadrement
(1= a2) A7) < (P + 1€+ ") /2 < (14 a) A'7(E) .

A Daide de cet encadrement, on montre que g vérifie toutes les hypotheses du lemme 4.2
(la variable z étant vue ici comme un parametre supplémentaire). Cela permet d’obtenir
des bornes du type

V(z,&7), N0/H (@, &7)n < Coam P (e).
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On obtient I'appartenance du symbole ¢ a la classe Fg”"'ml a l’aide du théoreme de conver-
gence dominée. Comme o vérifie la propriété spectrale (4.4), on a bien o € Egn‘i'm/.
Montrons maintenant que ¢ — o,05 € 26n+m/_1. Comme on a supposé 4e4 < 1, le

symbole 0,0, vérifie la propriété spectrale (4.4), donc appartient a la classe Eg”"'ml. En
appliquant la formule de Taylor & la fonction o,(z,-,v) au point &, on trouve

ol &) = oa(a67) [ FTOCED @) orly € 1) dy
1
+Jz:;; /RdG]('rv'r - y7€77) (01‘] Ub)(y7€77) dy7
les fonctions G(z, 2, &, v) étant données par

' 1
Gi(z,2,&,7) = # /Rdew'” [/0 O¢;0a(x, &+ tn, ) dt] 0(n,&,v)d

Remarquons tout d’abord qu’on a

O EM (@ -y oy, &) dy = [FTHO(E 7)) * ou (-, € 7)] (2)
=F 0,67 (&N (@) = FHE(HE7)] () = ou(w,€,7) -

En reportant ci-dessus, on obtient

Rd

(U - Uan 5 7

||M&
L] =

/ ) (B, o) (9:6,7) dy

En utilisant & nouveau le lemme 4.2, on montre les estimations
V(x,69), [00G;(x, &)l < Co A 118 (g),

ce qui permet de conclure que 0 — 0,03 € EgH—m'_l'
Comme a € I'T* et b € FT/, le théoréme 4.5 assure que

a—0, €M7V b—o, e 117N et ab— oy € P L

On obtient ainsi o,0p — 0gp € Fg”""ml_l, et donc 0 —ogy € an"'m/_l. On sait de plus que ¢
et o4 vérifient la propriété spectrale (4.4), ce qui donne ¢ — o, € Egl""m/_l. Le théoréeme
4.4 permet de conclure.

a

On étudie maintenant les adjoints des opérateurs paradifférentiels. Rappelons que si
{P7},>1 est d’ordre < m, la famille des adjoints {(F7)*},>; est également d’ordre < m.

Théoréme 4.10. Soit a € 7. Alors la famille {(TS")* =T} y1 est d’ordre < (m—1)
pour toute fonclion de troncature admissible . On rappelle que a* désigne l'adjoint de a
au sens usuel pour les matrices.

Preuve
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La encore, il suffit de montrer le théoreme pour une seule fonction de troncature admissible
¥ on choisit ¥ (7, £, v) paire par rapport a 7, et telle que 2¢3 < 1 (on rappelle que 1) est une
fonction positive, voir la définition 4.6). Comme KV est alors & valeurs réelles, on obtient
Iégalité (0,)* = o,+ (on oublie de rappeler ¥ en exposant dans les symboles régularisés
pour alléger les écritures). Par ailleurs, le symbole o de opérateur (Ty"")* est donné (voir

[51]) par
F(n, &) =0z n+&,7).

Nous allons vérifier que o satisfait la propriété spectrale (4.4). On remarque tout d’abord
que le spectre de o(+,&,7) est inclus dans I’ensemble

K:={neR tq. |y <= (v + [+ 02}
Comme 2¢5 < 1, on en déduit que pour tout n € K, on a
n| < e2 (P 1€ +ealnl et done 5] < 225 (47 + (€))7,

ce qui montre effectivement que ¢ satisfait la propriété spectrale (4.4). On se donne oy
et ag vérifiant 2e9 < a1 < @y < 1 et 6 une fonction de troncature associée a ay, ay. Le
symbole ¢ est alors donné par

U(w,ﬁ,'y):/RdH(x,y,f,v)dy
avec  H(z,y,&,7v):= # /Rdei(gj_y)'n oo (Y, +1m,7) 0(n, &, 7) dny.

On ne peut pas appliquer directement le lemme 4.2 (la variable y intervient a la fois dans
le terme oscillant et dans le symbole o,+). Néanmoins, les estimations satisfaites par og»
et 6 permettent d’aboutir aux mémes estimations dans L' pour ('?g‘ H(z,-, & 7). De cette
facon, on montre que o € X{'.

En appliquant la formule de Taylor a la fonction o4+ (y, -,v) au point £, on trouve

|
0(357577):%*(357577)‘}'22/ G](x7y7€77)dy
j=1 = JR?

1 : 1
avec  Gj(z,y,&7) = W /Rd pilz=y) 7 [/0 (85] 395] oar)(y, €+ tn, ) dt| 0(n, &, ) dn.

Les estimations dans L' de 8? Gj(z,-,&, ) (obtenues en suivant la méme démarche qu’au

lemme 4.2) permettent de montrer que ¢ — g» € Egn_l, et de conclure.
O

4.3.5 Inégalités de Garding

On énonce 'analogue du théoreme 4.3, c’est-a-dire I'inégalité de Garding pour les
opérateurs paradifférentiels & parametre.

Théoréme 4.11 (Inégalité de Garding). Soient a € I'?™ et 1) une fonclion de lron-
cature admissible. On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

V(2,&7), Rea(z,&7)>eX?™(E)I.
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Alors il existe v > 1 tel que
Vv>0, Yue HP(RY, Re (TYu,w)yompym > g\yu\y;w.
Preuve

On pose € := ¢/4, et on définit un symbole o par

U(x7€77) = Re a(x7€77) - (C - 5/2) /\Qmﬁ(g) I.

On vérifie que o € T'?™ et que o est i valeurs dans les matrices hermitiennes. Comme
a € T2 il existe une constante Cy > 0 vérifiant

V(e,&7), SAIE) < 0(2,6,9) < CodPmI(E).

On se donne un contour circulaire I' inclus dans le demi-plan {Re ¢ > 0}, symétrique par
rapport & I’axe réel et contenant le segment [¢/2,Cp] dans son intérieur. On note /- la
racine carrée complexe définie sur C\ ] — 0o, 0] a valeurs dans {Re ¢ > 0}. On sait alors
(voir [57]) que l'unique racine carrée hermitienne définie positive (notée b) du symbole
A~?m7 ¢ est donnée par la formule de Dunford

b= /\/Z(C—A—Qm%)—ldc.
r

2w
On montre alors & 'aide du théoreéme de convergence dominée de Lebesgue que b est
un symbole dans la classe ['{, ce qui assure que le symbole o admet une unique racine

carrée hermitienne définie positive s € I'T*: le symbole s est égal a A™7 b. Cela permet de
décomposer Re a en

Re a(z,&,7) = (¢ — /2N (&) [ + s(x,&,7)" s(2,€,7) -
Rappelons que le symbole régularisé de A" est exactement A*™7. On obtient ainsi
% (T80 +T87) = (= e/2) 270 4 T
En appliquant les théoremes 4.9 et 4.10 du calcul symbolique, on trouve
Re TV = (¢ — /2) A*™ + (TY")* T + R,

les restes {R7},,>1 étant d’ordre < (2m — 1). Pour u € H", on obtient

Re (T w, u)pg-m pm = (¢ = £/2) [Jull7, , + |77 ullg + Re (R, u)pg-m pom
> (e —e/2) lullg = lullmy 1R ull -y
> (¢ —¢/2) |Jullz, , = e/2|ully, , — 1/(2) [ R™ull2,, ,
!
2 2
2 (e =e)llullmy = 5o llullbnory

la constante C’ ne dépendant pas de . Par ailleurs, on a y||w|/,—1 < ||2||m,y- En reportant
la valeur de € (¢ = ¢/4), on en déduit l'inégalité
3c 20"

Re <T;//Wu’ u>L2 2 (Z B 2
ey

Ml
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On pose vy := max(1,vV8C"'/c). Pour v > 7y, on a donc

3¢ ¢ c
Re (T3, u)p2 > (5 = Sl = S [lall,

O

Il arrive parfois que le symbole ne soit positif que pour certaines valeurs des variables
espace-fréquence. On dispose alors d’une version localisée du théoreme 4.11. On renvoie a
’annexe de [74] pour la preuve.

Théoréme 4.12 (Inégalité de Garding localisée). Soient a € '™, x € I'{ et ¢ une
fonction de troncature admissible. On suppose qu’il existe un symbole X € I et une
constante ¢ > 0 telle que X > 0, Y x = x et

V(2,67), X(x,&7)Rea(e, & 7) > eXP(z,&,7) A€ 1.
Alors il existe v9 > 1 et C' > 0 tels que

Yy >~,Yue H;“(Rd) . Re <T$7WT;MU,T;MU>H_@HHI > HT;"*MH??W — C'||ul)?

m_17’7 )

DN |0

4.3.6 Symboles réguliers et développements finis

Nous allons montrer comment des hypothéses de régularité supplémentaires sur les
symboles permettent d’améliorer les résultats des théroremes 4.6, 4.9 et 4.10. Rappelons
qu’un cran de régularité sur a faisait passer de 'estimation (4.9) aux estimations (4.10) et
(4.11). Nous allons montrer qu’un cran de régularité supplémentaire sur ¢ permet d’amé-
liorer les estimations (4.10) et (4.11).

Théoréme 4.13. Soient a € W (R?), u € L*(R% el v > 1. Alors on a les estimalions

e = T2l < el . (112
lla 0z;u = T3 (0, u)|[1y < Cllaflwzee [ullo (4.13)
pour une certaine constante C' indépendante de (a,u,~).
Preuve

Elle est en tout point similaire a celle du théoréme 4.6 & quelques détails pres: pour estimer

une norme du type || f||1, nous allons tacher d’appliquer la proposition 4.2. On se donne
a € W3 (R?) et u € & (R?). Rappelons tout d’abord la formule

au—T)u= E Apa S, qu.
p>—2

Rappelons également que la fonction S;_|_3u est nulle tant que v > 2P*3, Des deux inclusions

Spectre (Aya) C {€ € R t.q. 271 < |¢| < 2PF1Y
Spectre (S7,5u) C {€ € R t.q. (v + [€]%)/2 < 2v7%}
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on déduit
Spectre (Aya ST, 3u) C {€ € RY t.q. (v + [€))Y? < 10 x 2P} .

On a de plus

Yo 2PANaS)pulld < Y0 2% (I Aualfie 1Sy 5l

2p>2-2 2P>22

_ Cy
< Y 2P Colalffyae [ulld < 5 llallye.e el -
2P>2-3 U

On applique alors la proposition 4.2 pour obtenir (4.12).
Comme dans la preuve du théoréme 4.6, on définit b := 9, ,a € Whee On écrit

a0pu—T)(0p;u) = 0y (aw— TJu) — (bu— T, u),
et le théoréme 4.6 assure ’existence d’une constante C' telle que
b =Tl < C Bl lullo < Cllallya= lulo.

avec (' indépendante de (a,u,7v). On se ramene & nouveau a ’étude du terme 0, (au —
T4 1), que 'on décompose en

Oz, (au —T]u) =
9y > Nya [S; gt — S;_Qu} 372,087, (00,0) + Y A S)_yu,

pZ—2 p>3 p>3

A1 A2 A3

et nous allons estimer séparément chacun des trois termes (dans les espaces H? ou H).

Etude du terme A
On remarque tout d’abord que

Spectre {Apa (Spau—S)_qu)| C{€ € R? t.q. (v2+ €))% < 10 x 27} .

Comme a € W% on a

p+2
D 27 Apa (S 5u = S7_uw)lig < Collallfyae D D 1A7ulls < Crllallfys.e [ullf -
p>—2 p>—2 q=p—2

D’aprés la proposition 4.2, Ay € H2 et ||Ayl2y < C|la|lw2e [|ullo. On obtient ainsi

102, Aty < Cllaflwa [lullo-

Etude du terme As.
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On sait que
Spectre (Aya S) ,0.,u) C {€ € R t.q. (72 4 |€])Y/? < 3 x 2P} .
On a de plus

2

P
Y27 18pa 8] (0, w) I < Collallfyec D272 | Y I1AT Os,ullo

p23 p>3 q=0
2
P
<Chllallfyze D [ D2 PIATullo | < Callallfyece llullg-
p>3 \ ¢g=0

On applique la proposition 4.2 pour conclure.

Etude du terme As.
Ce terme est défini par

Azi=) AbS) yu
p23

et on sait que la fonction S;_Qu est nulle tant que v > 2°~2. On note donc pq le plus petit
entier supérieur ou égal a 3 tel que 270 > 4+, On obtient

5 C1
1 4sllo < Y 18RIz [157_ullo < Co llbllwies flullo Y - 277 < - lallwz.e [lullo,

P>Po P>Po

que nous écrirons plutot
7 14sllo < Cllallwz.e [Jullo-

Comme b € W1°° pour tout entier k& € {1,...,d}, on a

Ocy Az =Y Ap(0,b) S)_yu+> ApbS)_5(0z,u).

p23 p23

Nous avons montré dans la preuve du théoreéme 4.6 des estimations du type

1> A5(02,5) S;_ullo < C1|9e, bl [lullo,

p23
1D A0 S50z, 0)lo < Cllbllwree [lullo-
P23
On en déduit I'inégalité
10z, Asllo < C'llallw2. [|ullo
et donc
d
145113, = Y1 43l13 + Y 102, 4313 < C llallye.c llell5
k=1

ce qui conclut la preuve de (4.13).
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On énonce a présent le résultat analogue des théoremes 4.9 et 4.10. Ce résultat est
lillustration du propos de Bony dans [19]: “Tout le calcul pseudo-différentiel classique
(produit, adjoint, inverse, ...) s’étend aux opérateurs para-différentiels, le calcul symbolique
étant fini et non pas asymptotique”.

Théoréme 4.14. Soit a € [ et b e I'}'. Alors les familles
2 U5y iy Uiy
{Ta Y o Tb - (Tab + T_i E] a‘f]aax] b) }
~y>1

T?/),W * Td;ﬂ Td’ﬂ o
o s

sont respectivement d’ordre < m 4+ m' — 2 et d’ordre < m — 2 (pour toute fonction de
troncature admissible ). On notera que les termes des développements finis ne sont rien
d’autre que les premiers termes des développements asymptotiques (4.1) et (4.2).

La preuve est entierement similaire a celle des théorémes 4.9 et 4.10. L’hypothese de
régularité sur les symboles permet de pousser le développement de Taylor un cran plus
loin et donne le second terme dans le développement des opérateurs.

Pour des symboles a € '] et b € Fé”l qui commutent, on déduit du théoreme 4.14 que
le reste

[T;/w’ Tglw} _ Tji{a 5

est d’ordre < m+ m' — 2, ou {a, b} désigne le crochet de Poisson de «a et b:

d
{a,b} := Zagjaaij — 0g;b0y,a.

i=1

4.3.7 Petit récapitulatif

Apres cet exposé assez détaillé de la théorie du calcul paradifférentiel, nous donnons
un petit aide-mémoire des résultats que nous utiliserons par la suite. Comme nous aurons
abondamment besoin des théorémes du calcul symbolique (théorémes 4.9 et 4.10), nous
ne considererons que des symboles de régularité au moins égale & 1. En vue du résultat du
théoreme 4.5, on peut se restreindre a une fonction de troncature donnée: nous choisirons
bien évidemment la fonction g donnée par (4.6). Rappelons tout d’abord le processus
que nous avons mis en place:

régularisation
—

acT? o, €X7 —  T7:=0p"(0,)
———

N—_——

symbole opérateur d’ordre < m
On a alors les résultats suivants:

a € W (RY), [lads,u—17(2s,u)llo < C lallys. [lullo

law—T)ull1y < Clla|lwi ||ullo  (1-régularisation).

acl?, belf, 17 oT,) =T, +reste d'ordre < m+m’' —1, (composition) ,
a €T, (T)) =T\ +reste dordre < m—1, (adjoint).
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Pour des symboles plus réguliers, on a

a€ly, bely, T]oT) = TJb"‘TjZE] 9,0 ds,b
+ reste d’ordre < m + m’ — 2, (composition) .
Lorsque a et b commutent, on en déduit
weTF, beTy, Tiofy 1701y =T,
+ reste d’ordre < m 4+ m' — 2, (commutation) .

Enfin, on a

m YVE Y Y
QEF2 ? (Ta) _Ta*—i_T—iE;af;a%

.+ +reste d’ordre < m — 2,  (adjoint) .
4.4 Calcul dans un demi-espace

Les notions de symbole et d’opérateur paradifférentiels (& parametre) sur R? s’étendent
sans trop de difficulté au demi-espace Q = R?x]0, 4o00[. Un point générique de  sera noté

(zoy .-y z4).
En faisant un léger abus de notations, on désigne par I'}' I'ensemble des symboles
a(zo,...,2q4,&,7), définies sur Q x R? x [1,4o0], telles que Iapplication z4 +— a(-, 24, ")

soit bornée dans la classe I']* définie a la partie précédente. L'opérateur paradifférentiel
T, est alors défini par la formule:

Vue €X(Q), Vag>0, (TTu)(-,zq) = TJ(gcd)u(-,xd) .

Pour un tel calcul “tangentiel”, les théoremes de paralinéarisation 4.6 et 4.13 s’étendent
immédiatement. Prenons par exemple le théoréeme 4.6. Si a € W1°°(Q), on peut voir a
comme un symbole dans la classe I'{. Pour u € €>°(€2), on obtient

+co

law — T2l = / la(ea) w(za) = T,y u(ea) |3 doa
P 2 2 Joa < a2 i
S [ et e Nl dzs S 5 el ~ o Dol

qui est I’analogue de (4.10). On vérifie de méme que pour tout entier 7 = 0,...,d — 1 et
pour tout u € €2°(£2), on a

la 0zyu = T30, ullo S llallwe (o) llullo-
Pour j = d, on n’a en revanche pas d’autre majoration possible que
la 0zyu = T30:,ullo < llallwre (@) 10z,ullo-

Il sera donc important de distinguer les variables tangentielles zg, ..., z4_1 de la variable
normale z4.
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Chapitre 5

Chocs sous-compressifs
multidimensionnels

Le but de ce chapitre est de démontrer en détails le théoreme d’existence (locale en
temps) de chocs sous-compressifs multidimensionnels, énoncé par Freistiihler [39] en 1998,
sous une hypothese de stabilité uniforme. Pour étre tout a fait précis, I’énoncé de Freistiih-
ler porte sur une donnée initiale réguliere de part et d’autre d’une hypersurface compacte.
Nous donnerons ici la preuve du résultat dans le cas d’une donnée initiale réguliere de part
et d’autre d’une hypersurface proche d’un hyperplan.

5.1 Description du probleme

On se donne un systeme de n lois de conservation:
d
> 0, fi(uw) =0, (5.1)
i=0

Les variables d’espace sont notées (z1,...,z4) et appartiennent a I’espace R¢. La variable
de temps sera notée indifférement zy ou t. Les flux fo,..., fs sont des applications de
classe €°° définies sur un ouvert % C R” et sont a valeurs dans R™. On suppose que le
flux fy est un € difféomorphisme de % sur son image. La matrice jacobienne de f; au
point u est notée A;(u). A titre d’exemple, les équations d’Euler (1.3), considérées aux
chapitres 1 et 3, se mettent sous la forme (5.1).

On supposera la dimension de l'espace au moins égale & 2 et on fera dans tout ce
chapitre I’hypothese d’hyperbolicité a multiplicité constante:

Hypotheése 5.1. Le symbole
d
A, €)= & Ao(u)™" Aj(u) (5.2)
7=1

est diagonalisable sur R pour tout w € %, uniformément par rapport a & € R\ 0, avec
des valeurs propres Ai,..., A\, de classe € sur % x R\ {0}, de multiplicités fives
i, ..., 0. Les valeurs propres sont arrangées de telle sorte que

Vue %, YEERN{0}, A(u,&) << Anlu,é).
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Grace au théoreme de structure de blocs de Métivier [72], les systémes a multiplicité
constante forment un cadre approprié pour I’étude des problemes mixtes ou des ondes
de choc. Notons cependant que les équations de Lundquist en magnétohydrodynamique
(qu’on trouvera par exemple dans [31]) ne vérifient pas ’hypotheése 5.1 et la question est
toujours ouverte de savoir si ces équations vérifient ou non la structure de blocs définie
par Majda [65].

Le but de ce chapitre est d’établir I’existence (locale en temps) de chocs sous-compres-
sifs: une telle solution est une fonction u réguliere de part et d’autre d’une hypersurface
I'={z4— ¢(z0,...,24-1) = 0} et vérifie les conditions de Rankine-Hugoniot

d—1
Z%QP [fi(w)](x) = [fa(u)](x) = 0 (5-3)

en tout point x € I', ainsi que certaines conditions supplémentaires (nous y reviendrons).
Pour alléger les écritures, on omettra désormais de préciser la dépendance en x du saut
[f;(u)]. Considérons tout d’abord le cas simple d’une solution constante de part et d’autre
d’un hyperplan:

u. sixzg>ozx v-
u = r ' d 0 + Y, (54)
U s1xg < org+v-y,
ou y est le vecteur composé des coordonnées spatiales tangentielles y = (zq,...,24-1), ¥

est un vecteur dans R?~! et o € R est la vitesse normale de propagation du front. Cette
situation correspond a un front d’équation

d—1
o(zoy ..., T4—1) = 00 + E Vit

i=1
Clairement, u est solution faible de (5.1) si et seulement si ¢ satisfait (5.3), c’est-a-dire

d—1
o o]+ v lfi(w] = [fa(w].

j=1
Quitte & effectuer une rotation des axes de coordonnées, on peut supposer v = 0. En
changeant la variable d’espace z4 en z4 — ot, et le flux f; en f; — o fo, on peut également
supposer que le choc est stationnaire, c’est-a-dire ¢ = 0. Remarquons que ’hypothése 5.1
est invariante par changement de référentiel.

Nous allons maintenant discuter de ’admissibilité de la solution u. Nous commencerons

par supposer que u est non caractéristique; plus précisément, on fait I’hypothese suivante:

Hypotheése 5.2. [l existe deux entiers p,q € {1,...,m} tels que
Ag—1(ur, eq) <0< Ag(ur,eq) et Ap(ur,eq) <0< Apyi(uy,,eq)

ot eq:=(0,...,0,1) € R? est le dernier vecteur de la base canonique de R?, et correspond
a la direction de propagation de u.
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t
' Ty = ot
Qg+t an
)\m(ul)
ar -ty
)‘q(ul)
U )\l(ur)
: )‘p(ur’)
u,
K7

Fic. 5.1 — Caractéristiques rentrant dans le choc

Si ¢ =1 (resp. p = m) on ignore la premiére inégalité sur la gauche (resp. la seconde
inégalité sur la droite). L’hypothése 5.2 se traduit graphiquement par la figure 5.1 (on n’a
pas supposé ici ¢ = 0).

En suivant I’analyse de Freistiihler [38], on définit le nombre

Ki=(ag 4+ Fan)+ (e +- -+ ay) —m, (5.5)

qui mesure ’exces de caractéristiques rentrant dans le choc par rapport a n. La termino-
logie couramment employée est alors la suivante:

Définition 5.1. Six =1 (i.e. p = q el A, valeur propre simple), on dit que u est un
p-choc de Laz.
Sik <1 (i.e. p<q), on dil que u est un choc sous-compressif.
Sik>1 (i.e. p>q), on dit que u est un choc sur-compressif.

En présence de chocs sous-compressifs, le probléeme de Riemann monodimensionnel
associé & (5.1) admet en général plusieurs solutions distinctes. On renvoie par exemple
[53, 76, 95, 97]. Un critére d’admissibilité est donc nécessaire pour identifier les chocs sous-
compressifs “physiquement admissibles”. En dynamique des gaz ou en élastodynamique,
divers critéres ont été proposés, voir par exemple [101, 102, 110] et le chapitre 1 pour le
critére visco-capillaire ou [30, 46] pour le critére de taux d’entropie. Nous ne rentrerons
pas dans le choix du critere d’admissibilité et adopterons une approche “abstraite” qui
motive la définition suivante:

Définition 5.2. Soit u donné par (5.4) un choc sous-compressif. On dira que u est une
discontinuité admissible si

d—1
o [fo(w)]+ ; v [fi(w)] = [fa(u)] =0, (5.6)

g(uhum(jv’/) 207



116 Description du probléeme

ol g:U XU xR xRt — RN=" est une fonction de classe € fizée et N est un entier
tel que

N-n=1—-xk>1.

Ainst N — n compte le nombre de conditions de saut supplémentaires prescrites et N est
le nombre total de conditions de saut.

Le probleme de I’existence de chocs sous-compressifs se formule, comme pour les chocs
de Lax, en un probléme a frontiere libre (la fonction ¢ définissant le front fait partie
des inconnues du probleme). Nous nous ramenons premiérement a un domaine fixe via le
changement de variables:

S(zg,...,24) = (Toy .-y Ta—1,Td + @(T0, .., Td—1)) -

Le changement de variables ® envoie 'hyperplan {z4 = 0} sur I'hypersurface I' et les
demi-espaces {fz4 > 0} sur les deux régions délimitées par I'. On effectue ensuite le
changement de fonctions inconnues

Y (2o, ..., 2q) € R wy(zo, ..., 24) := u(®(z0,...,24)),

de sorte que uy est réguliere (disons de classe €!) de part et d’autre de {z4 = 0} si et
seulement si v est réguliere de part et d’autre de I'. En notant u;' (resp. uy") la restriction
de uy au demi-espace {z4 > 0} (resp. {z4 < 0}), on vérifie aisément que u est une solution
admissible de (5.1) si et seulement si u;', uy, p est une solution réguliere du probléme

+ + _

L(uﬁ—i_vﬁ‘o)_uﬁ _07 :l:.’Ed>0, (57)

By, uy,0) =0, z4=0,

ou les opérateurs L et B sont définis par
(v, %) w _ZA ) 0w + Ag(v, Vi) 9, (5.8a)
avec  Ag(v, Vi) : Zﬁx]gbA (5.8b)
Zaxﬁb[fj(@] = [fa(w)]

B(wT,w™, 1) = | i=0 . (5.8¢)

g(w™, wt, 0pe b, Vi)

En changeant la variable 24 en —z4 dans I’équation d’évolution pour uy , on transforme
le probleme a frontiere libre en un probleme aux limites non linéaire dans le demi-espace
{z4 > 0}. Les conditions sur le bord {z; = 0} sont données par les conditions de Rankine-
Hugoniot et les conditions d’admissibilité. Le but de ce chapitre est d’établir le résultat
suivant: sous une hypothése de stabilité uniforme sur u, le probléme aux limites (5.7) admet
une unique solution réguliere (locale en temps) pour toute donnée initiale convenable
(ug, ©Y) proche de ul. Ce résultat, formulé par Freistiihler [39], étend le travail de Majda
au cadre des chocs sous-compressifs proposé dans [39]. Tout comme dans I'analyse de
Majda, une part importante du présent travail consiste a établir la stabilité linéaire d’un
choc (plan) vis-a-vis de petites perturbations.

1. Un énoncé rigoureux sera donné par la suite.
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5.2 Le probléeme linéarisé a coefficients constants

5.2.1 Linéarisation des équations

On examine rapidement le probleme linéarisé a coeflicients constants pour établir les
hypothéses principales. On fixe un choc sous-compressif u (avec v = 0 et ¢ = 0) et on
définit les opérateurs linéarisés de la fagon suivante: considérons la famille u; = u + sv et
s = s1. Posons

d

Lalv*0) 1= - Lk, o) | o, (5.9
d

PBu(v, 1) = 7s B(uf,u],9s) |s=o - (5.9b)

Comme u est constant de part et d’autre de I'hyperplan {z4 = 0}, les opérateurs linéarisés
s’écrivent

d
La(vE ) = Lyvt = ZAJ'(”N) Do 0%, 24> 0,
/=0
d—1 !
20$J¢ [f](u)] - Ad(ur) vt + Ad(ul) v
PBu(v, ) = 7=0 A
d

8_3 ' a$0¢ + dug : Vy¢ + durg ot + duzg “UT

On définit

o= (B5) v () <50

+ Ag() () (5.10)
vt  (—Aq(u, n alwr)\ _
et M(u) ('v_) = ( dy g ) v+ ( du,g v .
Avec ces notations, 'opérateur 9B, s’écrit
d—1 vt
Bal) = Y05t + ) (1))
7=0
et nous sommes conduits a étudier le probleme
nE
Lav = ft +z4 >0, (5'11)
%u(vv¢):g zqg =0,

pour des termes sources fi et g dans des espaces fonctionnels convenables.

Comme nous ’avons déja noté au chapitre 3, le probleme (5.11) est un probléme mixte
a coeflicients constants non standard car les conditions au bord font intervenir des dérivées
partielles de la fonction . Ce probleme s’attaque néanmoins avec la méme méthode que
celle initiée par Kreiss pour les problemes mixtes standard. On effectue formellement une
transformée de Laplace en la variable z¢ et une transformée de Fourier en les variables
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(z1,...,24-1). On effectue également le changement de variable 4 — —z4 dans I’équation
d’évolution sur v~. On obtient le systeme d’équations différentielles ordinaires

d—1

, dv+
T Ao(uy) + > Aj(u,) | VF+ Ag(u,) =Py (5.12a)
i=1 td
d—1 dv-
7 Ao(ur) + z';nj Ajlu) | V7 = Aa(w) o = F- (5.12b)
dans le domaine {z4 > 0}, avec les conditions au bord
d—1
. V+(0)
Tbo(u)—l—zz;nj bj(u) | ¥+ M(u) (V‘(O)) =G, (5.13)
=
sur {z4 = 0}. Le nombre complexe 7 = v+ 419 a une partie réelle positive et (11, ...,74-1)

est un vecteur dans R?~!. Contrairement & ce qui a été fait au chapitre 3, on notera ici 7
le vecteur (9o, 11, ...,n4-1) € R%.
Observons que le bord {z4; = 0} est non caractéristique en vertu de I’hypothese 5.2:

les deux matrices Ag4(u,) et Aq(w;) sont inversibles. Cela permet de réécrire les équations
différentielles (5.12a)-(5.12b) en

%d (X‘ZJ—F) =/ (u,n,7) (“;J_r) + oy (u)! (gir)

o, (u, 1, 0
avec &/ (u,n,7) ‘:< (0777) 2t (u,n 7))’

(5.14)

les matrices o7, ; et o7; étant définies par

d—1
1 (a,n,7) = FAa(ur)) T [ v Ao(ung) +i ) mi Aj(un) |
7=0
Ag(uy) 0
o, =
a(u) ( —Aq(w)

En posant

on a également

o (u,n,7) = —g(w)™" |y ah(u) +i> 15 275(u)

J=0

Il nous reste a définir le symbole

d—1
blu,7,7) = 7 bo(w) 4+ 3 byu) (5.15)



Chocs sous-compressils 119

associé au front.

Comme le remarque Hersh dans [47], la partie homogene du systéme (5.14) est hyper-
bolique tant que v > 0, c’est-a-dire que la matrice &/ (u,7,v) n’a pas de valeur propre
imaginaire pure quand v > 0. On note alors &~ (u, 17, v) le sous-espace stable de la matrice
&/ (u,n,7); ce sous-espace est constitué des traces en z4 = 0 des solutions de (5.14) pour
Fy = F_ = 0 qui sont de carré intégrable sur RT. Par un argument de continuité et de
connexité, on montre que la dimension de ce sous-espace est indépendante de 7 et est égale
a la dimension de &~ (u, 0, 7). Pour calculer cette dimension, on remarque que les valeurs
propres de 27 (u,0,7) sont les racines w de I’équation de dispersion

det[w] — &/ (u,0,7)]=0.

En utilisant la définition de 27 (u,0,7), on voit facilement que w est valeur propre de
&/ (u,0,7) si et seulement si yAg(u,) +wAq(u,) ou yAg(w) —wAg(w) n’est pas inversible.
En d’autres termes, w est racine de I’équation de dispersion si et seulement s’il existe un
entier k € {1,...,m} tel que

Ap(ur,eq)w=—vy ou Ap(u,eq)w=r,

avec ¢4 := (0,...,0,1) € R?. L’hypothése 5.2 assure que de telles valeurs de w sont
strictement négatives pour k = p+ 1,..., m dans le premier cas et pour k =1,...,¢—1
dans le second cas. En tenant compte des multiplicités, cela montre que &~ (u,0,7) est de
dimension n — & lorsque v > 0.

Pour 7 # 0, le sous-espace &~ (u,7,7) admet un prolongement par continuité quand
(1,7) = (n,0), voir [15]. Nous continuerons de noter &~ (u, 7, 0) ce prolongement. Comme
cela est détaillé dans [11, 65] et au chapitre 3 pour les équations d’Euler, les éléments de
&~ (u,n,0) ne sont pas forcément les traces en x4 = 0 de solutions de carré intégrable
de (5.14). Cela tient a l'apparition de valeurs propres imaginaires pures de 2 quand 7
s’annule.

Afin de prendre en compte les propriétés d’homogénéité des symboles &7 et b, on définit
la demi-sphere de R4 par

Syi={(n,7) €ER™ t.q. v +[nl* =1et vy >0}.
La frontiere de ¥, est notée ¥y, c’est-a-dire
Yo = {(n,0) e R t.q. |n* =1},

En suivant les travaux de Majda [65] et Freistiihler [39], nous faisons ’hypothése de sta-
bilité uniforme suivante:

Hypothése 5.3 (Stabilité uniforme). Il existe une constante strictement positive ¢
telle que pour tout (n,v) € X4, on a

V(x,2) e Cx & (w,n,7),  Ixblu,m,7)+ M(u) Z] = e (x| +[2]) - (5.16)

Par compacité de ¥, cela revient a supposer que pour tout (7,7) € ¥4, le sous-espace

{(x,2) eCx & (u,n,7) st. xb(u,n,7)+M(u)Z=0}
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est réduit & {0}. En effet, I"application
(x; Z) € Cx C" — xb(u,7,7) + M(u) Z

est a valeurs dans CN, avec N = n — k + 1, et que N est égale 3 la dimension de C x &,
I’hypothese de stabilité uniforme revient a supposer que les applications

(x,Z2) € Cx & (u,n,7) — xb(u,n,7)+ M(u) Z

sont des isomorphismes (en pratique, on teste I'injectivité). Comme ’explique Freistiihler
dans [39], ’hypothése 5.3 est I’extension directe pour les chocs sous-compressifs de la notion
de stabilité uniforme (pour les chocs de Lax) de Majda, une fois prescrites les conditions
d’admissibilité.

Dans le prochain paragraphe, nous montrons comment ’hypothese 5.3 conduit a une
estimation maximale dans L? pour le probléeme linéarisé (5.11).

5.2.2 Stabilité d’un choc sous-compressif plan

Observons que le symbole b défini par (5.15) est homogeéne de degré 1 par rapport a
(n,7) donc ’hypothése 5.3 donne 'estimation

V(7)) €ERYX Ry, c(v?+ [n*) < [b(u,n,7)|*. (5.17)

En particulier, le vecteur b(u,n,v) n’est jamais nul tant que (n,v) # (0,0), et on peut
définir le projecteur orthogonal

(h,b(u, n,7))

M(w,n,v)h:=h— b(u,n,7).
(2 7,7) b,y )

Remarquons que II est de classe € et homogeéne de degré 0 par rapport & (7,7). En
multipliant (5.13) par Il et b*, on obtient une écriture équivalente des conditions au bord:

(u,n,v)M(u) V(0) = lI(u,n,v) G, (5.18a)
[b(w,7,7) [P @ = (G — M (w) V(0),b(u,7,7)) - (5.18b)

En appliquant l'inégalité de Schwarz a (5.18b) et en utilisant (5.17), on trouve
V(7)) ERI X Ry, (v [nl*) 19 < C (G + V(0)) (5.19)

ce qui donnera une estimation (en norme H') de ¥ en fonction des normes L? de g et de
v(z4 = 0). Nous nous concentrons donc sur le probleme aux limites:
dv —1
%:d(uaﬁﬁ)v‘Fdd(U) F zqg >0,
d
H(u7 m ")/)M(ll) V(O) = H(“v m 7) G,

(5.20)

et nous allons montrer comment obtenir une estimation de V et de V(0) dans L? en
fonction de F et G.

Avant d’énoncer le résultat de stabilité linéaire pour un choc plan, nous rappelons les
notations introduites au chapitre 4. On désigne par €2 et w les domaines

Q= Ri"’l = {(z0,...,2q) € R t.q. 24 >0} et w:=R*=0Q.
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Pour v > 0 et s € R, on rappelle la notation
VEER XT(E) = (o7 + €12,

qui permet de définir les espaces de Sobolev & poids H3(w) et Hﬁ(Q) pour sc Ret k€ N
(on renvoie au chapitre 4 pour les définitions de ces espaces).
Tout comme au chapitre 3, nous verrons la transformée de Laplace comme une trans-

formée de Fourier des fonctions v = exp(—~vt)v et ¢ = exp(—7t)1, avec v > 0. En
introduisant les opérateurs a poids

LAV = LT+ ()T et BLUT,P) = BT, ¢) + v bo(u),
on vérifie facilement que (5.11) est équivalent au systeme

Lo =exp(—yt)f xqg >0,
PBu(v, ) = exp(—vt)g z4=0.

Pour simplifier la suite de I’exposé, on omet le tilda sur v et 9. L’estimation (a coefficients
constants) sur (v, ) est la méme que dans ’étude des chocs de Lax:

Théoréme 5.1. Soit u un choc sous-compressif plan admissible vérifiant ’hypothése 5.3.
Il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de u telle que pour tout v € H'(Q), pour
tout ¢ € H'(w) et pour tout v > 1, on a

1
Yvllg + vy, 2o l15 + 12117, < C (;Illﬁf’l?vlllﬁJr Hz%’l(wb)H%) : (5.21)

5.2.3 Preuve du théoréme 5.1

La preuve du théoréme 5.1 suit la méthode de Kreiss [61] et de Majda [65], et repose
sur l’existence d’un symétriseur de Kreiss:

Proposition 5.1 (Symétriseur de Kreiss). [23, 61, 72]. Sous ['hypothése 5.3, il existe
une application € a valeurs maticielles S définie sur ¥y telle que

V(n,v)€Xy, S(n,7) est hermitienne,
il existe des constantes strictement positives ¢ et C' vérifiant

V(n,7) €Xy, Re (S(n,v)(u,n,7))>cvl, (5.22a)
S(n,v)+CB(n,v) B(n,y) >cl avec [(n,7):=1(u,n,v)M(u). (5.22b)

On étend I'application S en une application homogeéne de degré 0 par rapport a (7,7),
définie sur le demi-espace (R?x R*)\ {0}, de sorte que les inégalités (5.22a) et (5.22b) sont
encore vraies pour toutes les valeurs de (n,v) # (0,0). Soient v € H1(Q) et ¢ € H(w).
On définit

Fi=Lue Q) , Gi=Bv,0) e W),

et on part des égalités

5 -
d—” = o (u,n,7) 5+ (u) F
T4

B(n,~v)(0) = I(u,n,7) G.
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On prend le produit scalaire de I’équation différentielle ci-dessus par S(n,v)v puis on
intégre par rapport a n € R? puis par rapport & =4 > 0, on obtient

+oo R
—2re [ [ @S 00m)0 () ) dide =
0 R4

2 Re /0+°° /Rd@,S(mv)d(u,n, 7)) dndacd-l-/Rd@(()),S(n,»y)@(()»dn_

On utilise alors les propriétés (5.22a)-(5.22b) du symétriseur S et le théoreme de Planche-
rel. On trouve

+co
2he [ [ @S0 @ 0.0 dudzs > erlol.

[ 008250 > o, [ - €GB

Il ne reste qu’a appliquer 'inégalité de Young, ainsi qu’une borne uniforme sur S(7,7)
pour obtenir

1
ol + o, 18 < € (HUFIR +1613)
Comme nous ’avons déja mentionné, I'intégration de (5.19) par rapport a n donne

1912, < € (IGI3+ loy,,=ol3)

et on obtient (5.21) en sommant les deux derniéres inégalités.

5.3 Le probleme linéarisé a coefficients variables

Pour montrer la stabilité non linéaire du choc plan u, il est crucial d’établir I’analogue
de (5.21) pour un opérateur linéarisé autour d’un état proche de u mais non constant de
part et d’autre d’un hyperplan. Nous allons établir une telle estimation dans cette partie.

5.3.1 Linéarisation des équations

Nous gardons le méme choc plan u que dans la partie précédente. D’apres 'hypothese
5.2, il existe un ouvert & dans R” x R” x R x R%~! contenant ’origine tel que pour tout
(w,,w;,0,v) € O, on a

ur‘i’wre%v ul‘}'wle%v
Aq—l(ul + wlvg) <o< Aq(ul + wlvg) et Ap(ur + whg) <o< Ap-I—l(ur + wrvg)

ot ¢ := (—r,1) € R% En d’autres termes, & est un ouvert tel que les chocs plans associés
a des éléments de & sont non caractéristiques. On peut de plus choisir & de telle sorte
que les chocs plans associés & des éléments de & vérifient ’hypothese de stabilité uniforme
5.3. On fixe alors un compact & C & et on considere des applications ,, 1y, ¢ telles
que @ est définie sur RY, 4, (resp. u;) est définie sur {zq > @(zo,...,24-1)} (resp. {zq <
o(zo,...,24-1)}) et (4, 4, Vo) est & valeurs dans le compact J£. On définit la fonction

_ {ur—}—ﬂr(x) sizg > 99($0,---,$d—1)7 (5 23)

w4 w(x) sizg < e(zo,...,x4-1).
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Nous n’avons pas encore précisé la régularité des applications ., u; et ¢. On peut y penser
comme & des perturbations régulieres du choc stationnaire u. Nous serons plus précis par
la suite.

Introduisons maintenant les opérateurs linéarisés autour de a. On considere une famille
us = ay + sv et Lpszap—l—mb et on pose

( 3 ¢) d_ ( 2:7 995) u;t |s:0 3 (524&)
d
(U ¢) = d_ (’U,;I—, us_7 995) |s:0 . (524b)

Pour mémoire, a; désigne la fonction redressée déduite de a apres le changement de va-
riables @ (dépendant de ¢). Un calcul direct donne

d—1 d—1
La(vE, ) =Y Aj(af) 0,0+ (dA;(aF) - vF) 0,88 + Ag(af, Vo) O,
7=0 7=0
d—1 N
- Z axj¢ Aj (agt) al’daat + (duAd(ag:v VS‘Q) : vi) 81’da§t ’ :t.fd >0 3
7=0
et
d—1 . N
Zaﬂvﬂb [fj(aﬁ)] - Ad(a;—7 V) vt + Ad(au_v V) v~
f%a(va ¢) == ) zqg=0.
dg . + _
8_0 ' 0900¢+ dug ' Vy'lb + durg ST+ duzg %

Dans l'expression ci-dessus, les dérivées partielles de g sont évaluées en (a;',an_,Vga).
L’opérateur £, se décompose en

L, ) = L(aF, o) v Za%w ) 0,85 + E(ar, o) v*

ou L est défini en (5.8a)-(5.8b) et

S
—

E(af, ¢) v* (dA;(af) - vF) 0y af + (duAg(al, Vo) - vF) 0,87

o,
Il
=}

est la partie d’ordre 0 de .Z,. La partie principale de £, est obtenue en ne gardant que
les termes d’ordre 1 en v¥ et coincide donc avec I'opérateur L(aui, ©). On notera encore
Za la partie principale de cet opérateur. Avec les notations de (5.10), la partie principale
des équations linéarisées se met sous la forme

d
L= o(a)dy,v, 24 >0,
it (5.25)
¢) =Y 0,0 bi(a) + M(a)v, za=0,
7=0



124 Le probléme linéarisé a coefficients variables

une fois posé v := (vt,v™) et une fois effectué le changement de variable 4 — —24 dans
I’équation d’évolution sur v~. On se fixe comme objectif d’établir une estimation du méme
type que (5.21) pour les opérateurs a poids

Livi=Lav+ vy h(a)v, zqg >0,

PBa(v,¥) = Balv, )+ v¢bo(a), 24=0.

5.3.2 Paralinéarisation des équations

Afin de quantifier les résultats a venir, nous nous fixons une constante K > 0 et
supposons que

IVellprei S K et flalyneo) < K.

Les opérateurs %, et B ayant des coefficients peu réguliers, nous allons remplacer ces
opérateurs par leur version paralinéaire afin d’établir I’estimation d’énergie cherchée.
On définit les symboles suivants:

d—1
b(zg,...,2z4-1,7,7) = vbo(zo,...,24-1) + ian b;(zg,...,z4-1)
=0
ou bj(zg,...,zq-1) == bj(ag(z0,...,24-1,0)) .

On a ainsi b; € Wl’oo(Rd) et par conséquent b € I'l. En appliquant le théoréme 4.6, on
obtient

C(K
Ivbo s = T3, ¢l < Clballwn.» 19l < 52 ol
o R , C(K)
;02,6 = T3, bllo = 19502, = T3, 8,1l < CU) o < =2 il
ce qui donne
— C(K)
b+ 02, 0bj = Tywllo < == [1¥llas - (5.26)
7=0
On définit également le symbole
M(zo, ..., z4_1) := M(ay(zo,...,24_1,0)) € WH*(RY).
Le théoréme 4.6 donne
C(K)
”M lU|zd:0 - Tl’\y/lv|rd:0 HO S Hlv|rd:0 HO * (5'27)
En combinant (5.26) et (5.27), on trouve
C(K)
1B (v, ¢) = Tyt = TRyv, o llo < 5 Ml + [lv, = [lo) - (5.28)

Cela permettra de remplacer 'opérateur (v,)) — ZBa(v,®) par sa verion paralinéaire

(v,9) —= TP + Ty,
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Passons maintenant aux équations d’évolution dans le domaine {z; > 0}. En posant
Aj(zg, ... 24) == & (ay(zg, ..., 2q)) € WH(Q),
il est clair que A, est uniformément inversible:
A7 ey < C(K),
et le théoréme 4.6 donne

A7 Aw =Ty, vllo < C(K)

lollo

1 P - .
IA7' A 00 =), 1y oo < CU) olle 0 <d=1.

Le symbole
d—1
A1) = ~Aa(x) ™ (7 A0 +i 3w A) | x = (@0, 2a)
7=0

vérifie A € T'{ et d’aprés les estimations précédentes, on a

JAT L2v — 0,0 + Tvllo < C(K)

[vllo- (5.29)

Cela permettra de remplacer 'opérateur v — A;l Za v par sa version paralinéaire v —
: ¥
Oz,v — Tyv.

Nous sommes ainsi amenés a montrer une estimation d’énergie du méme type que
(5.21) pour le probléeme paralinéarisé

Opv—Tv="F zqg >0,
ngb—l_Tl?/Ivhd:o =G z4=0.

Comme nous ’avons fait & coeflicients constants, nous allons éliminer le front ¢ dans
les conditions au bord. Rappelons que les perturbations prennent leurs valeurs dans un
compact & C O et que les chocs associés aux éléments de & sont uniformément stables.
Il existe donc une constante ¢ > 0 ne dépendant que de J# telle que

V($07--.7$d_1,77,')/), 6(72+|77|2) < |b(x07---7$d—177777)|2' (530)

On peut ainsi définir le projecteur orthogonal II(zo,...,z4-1,7,7) par la formule

(h,b(z0,...,%d-1,71,7))
H‘T(Jv"wxd—lvnv’)/h::h_ b$07"'7$d—177777 )
( ) |b($07...,$d_1,77,’)/)|2 ( )
et on a ainsi IT € T'Y car II est homogene de degré 0 par rapport a (77,7). En notant

B(zoy .y xa—1,m,7) = (z0,...,24-1,7,7) M(z0,...,24-1),

on a 3 € I'Y et le théoréme 4.9 permet de montrer les inégalités

. C(K)
ITaTy¢llo = ITaTs ¥ — Tap¥lle < CK) [[$llo < -y 1l s
. C(K)
HTgled:o - TIYITQ/IUHd:oHO < C(K) Hv|zd=0”—1ﬂ < Hv|xd=0H0 .

v
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La décomposition
Tg0egm0 = Ta(Ty ¥ + Typvp,, o) = TaTo ¥ + (Tgv),mo — T TV pmo)

permet de montrer ’estimation

B 1
|mﬁwﬂm$cm>ham+;owmq+wmﬂmﬂ, (5.31)

avec G =Ty¢ + Tl?/llefo' On remplacera donc ||G||o par |]Tgv|xd=0H0.
La relation (5.30) permet d’appliquer I'inégalité de Garding (théoréme4.11) au symbole
b*b € I'2. En utilisant également le théoréme 4.10, on trouve pour tout v > vq:

19111, < C(K) Re (T v, )2 < C(K) (|Tovll5+ Re (R74,)2)
ou {R"} est une famille d’ordre < 1. Cela donne

C(K
1012, < C(K) (IT2912 + C(K) 6l 1llo) < CUE)

10115, + C ) 1T 115 -
Quitte a augmenter la valeur de g, on trouve finalement
V1250, 6l < COO TRl < ) (IGI3+ o, 1) - (5:32)

Si nous récapitulons les estimations précédentes, on voit qu’il nous sufflit de montrer
une estimation du type:

B 1.
W2%7ﬂMﬁW%ﬁ%SﬂM(ﬂMw—ﬂw%W@%ﬁ%>- (5.33

En utilisant les inégalités (5.31) et (5.32), on aura alors (quitte & augmenter une nouvelle
fois vo):

~ (L.
Ywlg + vy, o6 + 14117, < C(K) (; 10,0 = TRolls + T3¢ + T&'vud:ol!?)) :

En utilisant (5.28) et (5.29), on finira d’établir I'estimation a coefficients variables que
nous pouvons énoncer de la facon suivante:

Théoréme 5.2. Soit a donnée par (5.23) une perturbation d’un choc sous-compressif plan
u vérifiant

lirillwie <K, [[Vellwie < K,

ot K est un réel strictement positif fixé. Supposons que (i, V) prend ses valeurs dans
un ensemble compact X C O et que (u,1, ) est a support compact. Alors il existe deux
constantes C' > 0 el o > 1, ne dépendant que de K el & lelles que pour tout v € H'(Q)
et tout ¢ € H'(w), on a:

1
¥y >0, ylvlE+ v, o6+ 1205, < € (§|||=5f£v|||3+ He@l('v,zb)llg) ;o (5:34)

les opérateurs Ly el PBa étant définis en (5.25).
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5.3.3 Preuve de I’'inégalité (5.33)

Comme dans ’étude du probléme linéarisé & coeflicients constants, nous allons établir
I'inégalité (5.33) en exploitant l'existence d’un symétriseur de Kreiss:

Proposition 5.2 (Symétriseur de Kreiss). Si a vérifie les mémes hypothéses qu’au
théoréeme 5.2, il existe une application

Z T x (REx RY \ {0}) — Mo (C)

vérifiant les propriétés suivantes:

V z, la malrice #(z) est hermitienne,

& est homogéne de degré 0 par rapport a (n,7v) et & € 1Y,
Vzewx (RTx RY\ {0}), on a

L)+ CB()B(z) > cl, (5.35)
il existe un nombre fini I d’applications a valeurs matricielles telles que

0

I
Re (#(A) = Soner (T L0 ) v,

ou V; et H; sont homogénes de degré 0 par rapport a (n,v) et appartiennent a T, F;
esl homogéne de degré 1 par rapport a (n,7) et appartient ¢ I'}, el ces applications
vérifient

Zm(z)*w(z) >cl, Hij(z)>cl, Efz)>c(y+n)I. (5.36)

La preuve de la proposition 5.2 est basée sur les mémes idées que celles utilisées au
chapitre 3. Le passage aux coefficients variables s’effectue en gelant les coefficients et en
reproduisant I’analyse & coefficients constants. La propriété de support de (%, , ¢) permet
de recoller la construction microlocale et d’obtenir un symétriseur défini globalement. On
renvoie a [23] pour les détails. Nous montrons a présent comment ce résultat permet de
montrer (5.33).

Le point de départ est a nouveau le systeme

Opv—Tv=F x4>0,
Tgv:G zg=0.

Posons

1 *
SW(;L‘d) = 5 <(T‘;($d)) +T«;($d)) .

Comme 7 € I'?, {S7} est une famille bornée et lipschitzienne d’opérateurs autoadjoints
sur L2(R%) (les bornes étant uniformes par rapport & 7). On multiplie léquation

Oy v —Tyv=F
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par SY(z4)v(z4) puis on intégre en (zq,...,zq) € Q. On obtient
(87(0)0(0),v(0))12(w) + 2 Re (S"T{v, v) r2(0) = =2 Re (870, F)12(q)
IS (5.37)
— R,e <<d—xdv7 U»LQ(Q) .
Les bornes sur % donnent

ds”
Vyz 1, 87l < Cllvllo et lI7=vllo < Cllvllo

ce qui permet de majorer le membre de droite dans (5.37) par
Cllvllo 1£10 +C llvll5 - (5.38)

De plus, la relation (5.35) donne, pour v suffisamment grand
c
Re <T‘;(O)U(O), v(O))Lz(W) + C' Re <Tg*ﬁv(0), U(O)>L2(w) > 5 HU(O)”%Q(W) )

par l'inégalité de Garding (théoreme 4.11). Les théoremes 4.9 et 4.10 assurent que les
restes

T30 = S7(0) et Tgu—(Tg)" Tg

sont d’ordre < —1, et on obtient donc (quitte & augmenter 7p):
c
(S7(0)v(0), v(0)) 12wy + C I T5v(0) 12wy > 7 I0(0) 122 » (5.39)

Il nous reste & “minorer” P'opérateur ST} & l'aide de (5.36). Définissons

VzeQx (RYxRY\{0}), ai(z):= (7H6'<Z) E;zz)) .

Les théorémes 4.9 et 4.10 assurent que les restes
Re (S"T,) — Re TR, o4 et T‘W,‘*aivi - (T&)*TJZT‘W,Z

sont d’ordre < 0, ce qui permet d’obtenir

I
Re (S"T3v,v)12(@) > Re Y (T3 vis o)1z (@) — C vl

=1

avec v; i= Tg,iv. En utilisant la structure diagonale par blocs de a; et I'inégalité de Garding
sur chaque bloc, on trouve

Re (T7.vi, vi)r2() 2 ¢ lvillg,

et donc

I
Re (S"TRv, v)o) 2 ¢y Y lwilld — ClIvll3 -
=1



Chocs sous-compressils 129

Finalement, Pellipticité du symbole ). V.*V; donne pour v grand

I I
C
lolls < C Y Re (Iay0.0) ) < C Y luill + ;|||’U|||(2J-

En combinant ces inégalités, on aboutit a
Re (S"T30,v) 2() > v vlg-

1l suffit maintenant d’utiliser (5.39) pour conclure que le membre de gauche de (5.37) est
minoré par

67 |||IU|||3 + ¢ ”1U|:rd:0 Hg - C HTngrd:O Hg ?

et ceci finit de montrer (5.33). Comme nous I’avons remarqué au paragraphe précédent,
cela permet d’établir le théoreme 5.2 en utilisant les estimations des erreurs de paralinéa-
risation.

5.4 Reésolution du probleme linéarisé

Dans cette partie, nous allons résoudre le probleme linéarisé (5.25) auquel est ajouté
une condition initiale. On rappelle que les opérateurs linéarisés s’écrivent

d
Lav = chzfj(a) Orv xg >0,
7=0
. (5.40)
Ba(v,0) = 0c,0bi(a) + M(a)v za=0.
7=0

Nous allons d’abord résoudre le probleme sans condition initiale

gav:f zq >0,
%a(vv¢):g xd:O,

pour des termes source f et g dans des espaces L? & poids. On montrera ensuite que les
solutions de ce probleme sont nulles dans le passé lorsque f et ¢ sont nulles dans le passé.
On montrera finalement comment résoudre le probleme avec condition initiale.

Le probleme sans condition initiale est résolu a ’aide d’un probleme dual adapté que
nous introduisons au prochain paragraphe. Dans [73], Métivier utilise la forme particuliere
des conditions de Rankine-Hugoniot ainsi qu’un symétriseur & la Friedrichs pour mener
a bien cette étape. Dans le cas des chocs sous-compressifs, ces arguments ne sont pas
transposables et certaines modifications sont nécessaires. Nous aurons cependant besoin
d’un symétriseur a la Friedrichs (pour établir le théoréme 5.4 ci-dessous), et formulons
tout de suite ’hypotheése suivante:

Hypothese 5.4. Il existe une application
YU — M,(R),

de classe €, lelle que pour toul w € % el pour tout j = 1,...,d, X(u)A;(u) soil
symélrique, et 3(u)Ag(u) soit symétrique définie positive.
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5.4.1 Le probleme dual. Premiéres propriétés

Nous n’utiliserons plus le symbole b défini en (5.15) et noterons désormais b la matrice
ba) = (bo(@) - bii(a) .
les vecteurs b; étant définis par (5.10). On a ainsi
PBa(v,) =bla) Vip+ M(a)v.

L’hypothese 5.3 de stabilité uniforme assure que pour tout a prenant ses valeurs dans
Pouvert &, la matrice b(a) est injective. Quitte a restreindre &, on peut supposer que cet
ouvert est une boule. Pour tout a fixé dans &, il existe une matrice inversible P(a) telle

P(a) b(a) = (]Od> .

D’aprés un résultat de géométrie différentielle, qu’on pourra consulter dans [50, chapitre
4], application P : & — GIn(R) peut étre choisie de classe €, ce que nous supposerons
désormais (cela tient au fait que & est une boule et donc est un espace contractile).

Pour éviter d’introduire de nouvelles notations, on continue de noter M(a) la matrice
P(a) M(a). Les conditions au bord s’écrivent ainsi, de maniére équivalente,

que

A%
PBa(v, ) = ( 0¢) + M(a)v.
Nous faisons & présent ’hypothese (raisonnable) suivante
Hypotheése 5.5. La matrice M(u) € AN 2,(R) est de rang mazimal.

Dans I’étude des chocs de Lax, cette hypothése est automatiquement satisfaite car les
chocs de Lax sont non caractéristiques, voir [73]. L’hypothése 5.5 est raisonnable car dans
la pratique, on rajoute des conditions de saut indépendantes des conditions de Rankine-
Hugoniot.

Quitte a restreindre a nouveau 'ouvert &, on supposera désormais que la matrice
M (a) est de rang maximal pour tout a prenant ses valeurs dans &. Nous avons alors le
résultat suivant:

Lemme 5.1. [l existe une application de classe €°, N : O — Mop—nN20(R) telle que
pour toul a on a

R** = Ker M(a) ® Ker N(a).
1l existe de plus des applications € *°
M :0 — MypnR) et N':0 — Mypzn-n(R)
telles que pour tout a, on a

I, = M'(a) M(a) + N'(a) N(a).
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Preuve

La matrice M (a) est de rang maximal pour tout a € &. Quitte a restreindre &, il existe
une application N de classe € sur O, a valeurs dans #5,_n 2,(R), et telle que

M(a)
N(a)
soit une matrice inversible. Une telle matrice N(a) vérifie automatiquement

R** = Ker M(a) @ Ker N(a)

et N(a) est nécessairement de rang maximal.
Le second point du lemme 5.1 s’obtient en écrivant

-1
M(@)\ = _ 0 /
(N(a)) = (M (a) N (a)) :
Les applications M’ et N’ ainsi définies sont de classe € sur & et vérifient bien

I, = M'(a) M(a) + N'(a) N(a) .

Définissons
M™(a) == (y(a) M'(a))" et N*U(a) := ((a) N'(a))", (5.41)
de sorte que
dy(a) = M (a)! M(a) + N*di(a)! N(a) .
Nous avons le résultat suivant:

Lemme 5.2. Pour tout a prenant ses valeurs dans €, l’espace R*™ se décompose en
R?" = Ker M*¥(a) @ Ker N2di(a) .
Preuve

Les matrices M (a) et N(a) sont chacune de rang maximal, et (5.41) donne

Ker M*(a) = Im () (a) M'(a))* = Im (/4 (a) M'(a) M (a))*,
Ker N*%(a) = Im () (a) N'(a))* = Im (@) N'(a) N (a))*.
En utilisant le lemme 5.1 et les deux égalités précédentes, on obtient

dim Ker M?¥(a) + dim Ker N*¥(a) = 2n
et

Ker M*¥(a) N Ker N*¥(a) = {0} .
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En intégrant par parties, on montre que pour tout u,v € Z(R), on a les égalités
(Lau, ) 12(0) = (v, LZv)rze) et (Llu,v)rze) = (u, (L2) V)2,
ol les opérateurs Z; et ((£3)* sont donnés par
d
L= Y @, — [ D0 @) | et (£0) = L rsha)
=0 i=0
Les conditions au bord pour le probleme dual sont définies de la maniére suivante:
Nodia)o, =0 et div(MY(a)y, ) =0, (5.42)

ou ]\41adj (a) est la matrice formée des d premieres lignes de M3i(a). Dans (5.42), on a noté
“div” Popérateur divergence dans le domaine w = R% L’introduction de ces conditions au
bord est motivée par le résultat suivant:

Proposition 5.3. Soient v > 1, f € L*(Q) et g € L*(w). Une solution faible (v, €
L2(Q) x L*(w) du probléme

Lav= f zq >0,
%;(vvw):g zg =0,
est un couple de fonctions tel que pour tout w € D () vérifiant
adj : adj
N J(a) w|md:0 =0 el le—W (Ml J(a) w|xd=0) = 07
on a

(F w2y + (g, MM (@)wy, o) 2 () = (v, (L2) W) 120 -

L opérateur div_., est défini sur H(w;R?) par

d—1
div_y w := —ywo + Z Oz, w; .
J=0
De plus, le probleme aux limites
Lrw=0, g >0,
i _ . adj _ B (5.43)
N*a)w), , =0, div(M ™ (a)w, ,)=0, z4=0,

satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii rétrograde uniforme, c’est-a-dire l’analogue de
la condition de Kreiss-Lopalinskit uniforme en changeant v en —v.

Preuve

Soit v € L%() tel que L v € L*(R2). Un résultat classique de Friedrichs [41] assure que
la trace de v sur w est bien définie et appartient & H~/2(w). Pour tout w € 2(Q), on a
de plus

(Ldv, w)12) = (v, (L) W) 120y — (Fa(@) v, _o, W), o) g-12(0),0172() -
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Si le couple (v, v) vérifie également

VY + Oz ¥
v O,
( 0¢> + M(a) U, 0 =9, avec V7 = : )
8l‘d_1¢

on obtient
(2(2) V), o Wy o) 11200y 1112 = (950, ) 1200 + (0 divey MY (@) w0, ) 120
+ <N(a) 'U|$d=07 Nadj(a) w|xd=o>H_1/2(W),H1/2(w) .

On en déduit facilement le premier résultat de la proposition 5.3. On étudie a présent le
probleme mixte (5.43). La condition de Kreiss-Lopatinskii rétrograde uniforme se vérifie en
gelant les coefficients et en effectuant une analyse par modes normaux. Apres transformée
de Fourier-Laplace, le systeme d’équations différentielles obtenu est

N d—1
d A
%(a)td—;;— valp(a) =iy njei(a)l | =0, z4>0,
7=0

avec les conditions au bord
Nadj(a) @(O) =0, (_7 + i7707 7:7717 SRR ind—l) ’ Mladj (a) @(0) =0.
Si I’on pose € := (v + ing, i1, - - -, ing—1)", la derniere condition au bord s’écrit
adj ~
(M (a) ©(0), e)ca =0,

le produit scalaire étant défini par la structure hermitienne usuelle de C? (la notation L
désignera l'orthogonal au sens de ce produit hermitien).
Dans [23], il est montré que le sous-espace stable de la matrice

d—1
(a(a)") ™! | vh(a)' —iy 0 o(a)’
7=0
est (eZy(a) &~ (n,7))*. On doit donc vérifier que pour tout (n,7v) € X4, 'ensemble
{7 € (etu(a) &= (n,7)* ta. N*U(a) Z = 0 et (M}V(a) 7, €)r = 0}
est réduit & {0}. Soit donc Z € (y(a) &~ (n,7))* vérifiant Z € Ker N2di(a) et
(M;(a) Z, e)cu = 0.

Soit Y € CN. Grace & 'hypothese 5.3 de stabilité uniforme, on sait qu’il existe y € C et
X € & (n,7) tel que

Y:X(S)—i—M(a)X.
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Un calcul rapide donne

(M*B(2) Z,Y)or = XMV (@) Z, )i + (M*V(a) Z, M (a) X)ox
= (Z,M*H(a)' M(a) X)en = (Z, Sy(a) X)en — (Z, N*V(a)' N(a) X)@n =0,
cette relation étant valable pour tout Y € CV. On a donc Z € Ker M?d(a), et par

hypothese, Z € Ker N2di(a). Donc Z = 0, et la proposition 5.3 est établie.
O

Le probleme dual (5.43) est un probléme mixte standard qui vérifie la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme rétrograde, et ses coefficients sont dans W (car la fonction
a est dans W1°°). L’analyse de la partie précédente s’applique également & ce probléme,

et on en déduit que pour tout v > vg, et pour tout w € Z(RQ) vérifiant
Nedi@) wy, , =0 et div, (M{@)w, ) =0,
on a 'estimation

¢ -
Y llwlls + [[w], -0l < S () wff§ - (5.44)

Les constantes 7o et C' ne dépendent que de la constante K > 0, que nous avons fixée, et
du compact J, lui aussi fixé (voir I’énoncé du théoreme 5.2).
5.4.2 Existence de solutions dans des espaces a poids

Pour v > 1, on note exp(yt) L*(Q) I'ensemble des fonctions f définies sur Q et
telles que exp(—~vt) f € L*(Q). On définit de facon analogue les espaces exp(yt) H*(Q),
exp(yt) L (w), etc...

L’inégalité (5.44) va nous permettre de montrer le résultat suivant:

Proposition 5.4. Sous les hypothéses 5.1-5.5 et les hypotheses du théoréme 5.2, il existe
un réel vo > 1 tel que pour toul v > 7o, pour loul f € exp(yt) L*(Q) el pour toul
g € exp(yt) L*(w), il existe un couple (v,) € exp(yt) L*(Q) x exp(yt) H/*(w) solution
faible de

{zav = 24> 0, (5.45)

PBav,p) =g z4=0.
Preuve
On choisit v tel que pour tout v > v, (5.44) ait lieu. Soit F' le sous-espace vectoriel
F:={we 2(Q) t.q. N*(a) w, o =0 et div, (M2 (a) w, o) =0}.
On définit une forme linéaire £ sur (£ )* F' en posant
(L) ] = (exp(—11) f, w1y + (exp(—10)g, (@) w, _)1a(o) -

L’inégalité (5.44) assure que £ est définie sans ambiguité. On a de plus, toujours grace a
(5.44):

[L[(Z) w]| < CI(Z) wllo-
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Les théoremes de Hahn-Banach et de Riesz (voir [21]) assurent qu’il existe une fonction
v € L*(Q) telle que pour tout w € F, on a

(L) w] = (v, (L) w)re) - (5.46)

Si I'on choisit w € 2(Q) comme fonction test (on vérifie que 2(Q) C F), on trouve que
v est solution faible de

Lo =exp(=7)/,

dans l'ouvert {z4 > 0}. De maniére équivalente, la fonction v := exp(vt)v est solution

faible de
Lav=f.

Le lemme de Friedrichs [41] assure que la trace de v sur w est bien définie et appartient a
H~'2(w). De plus, pour tout w € F, on a I’égalité

(@, (LD ) 2 () = (exp(=v) fyw) 2@y + (M(2) T, _,, M*Y(@) w), ) g-1/2() miag) -

En combinant cette relation avec (5.46), on trouve
VweF, <M(a) 5|xd=0’Madj(a) w|xd=0>H_1/2(W)7Hl/2(w) = (5 4~)
) AT
(exp(—yt)g, M*V(a) w), _)12(w) -

Par un argument de continuité, (5.47) a encore lieu pour toute fonction w € H*(Q)
vérifiant N2d(a) wy, _, = 0 et div_, Mfdj(a) wy, _, = 0. Rappelons que la trace d’une
fonction w € H'(Q) sur w est bien définie et appartient & H'/?(w).

Soit 6 une fonction de H'/?(w) & valeurs dans RN. On écrit 6 = (6y,6;) ol 6; (resp.
0) est & valeurs dans R? (resp. RV~9). 1l existe alors une fonction w € H(Q) telle que

Nadi (a) wy, o = 0 et M2 (a) Wy, o = 0.
Par conséquent, pour tout 63 € Hl/Q(w), on a
(M(2) V), 205 (0,02)) r-1/2(0) 172 () = (XP(=71)9, (0,62)) 12(y
et pour tout 8; € H'/?(w) vérifiant div_, 8; = 0, on a
(M(2) V), 0> (01,0)) =172y 172 () = (exP(=71)g, (01, 0)) 120y -
La fin de la preuve repose alors sur le lemme suivant:
Lemme 5.3. Soit v > 1 el u € H™'/?(w;RY) tel que pour tout w € D (w;RY), on a
div_y,w=0= (u, w>H_1/2(w)7H1/2(W) =0.
Alors il existe ¢ € H'/?(w;R) tel que
VY + Oug ¥
uw= VT := a$1¢
Ozy_y ¥
De plus, ¥ vérifie HlﬁHl/Qﬁ < HuH_l/Qw.
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En appliquant le lemme 5.3, on obtient I'existence d’une fonction QZ € Hl/Q(w) telle
que

VWﬁ) + M(a) §|$d=0 = exp(—~t)g,

260 = (,

et on conclut la preuve de la proposition 5.4 en posant 1 := eXp(”)/t)QZ.
Preuve du lemme 5.3
On considére tout d’abord le cas u € & (w;R?), et on pose

¢ = (v = A)"Hdiv_, u) € S (w;R).

Observons que 'opérateur v2 — A est bien inversible car v > 1. La définition de 1) donne
immédiatement

div_y (u— V") =0
et pour tout w € Z(w;RY) vérifiant div_y w = 0, les hypothéses du lemme donnent
(V7, w>L2(W) =0 et (u— V7, w>L2(w) =0.

Par continuité, ces égalités ont également lieu si w € & (w;R?). Nous allons maintenant
montrer que u = V7. Toute fonction W € % (w;R?) se décompose en

W=V"0+w avec div_y,w=0.
En effet, la décomposition ci-dessus est obtenue pour
0:= (v = A)"Hdiv_, W) € L (w;R) et w:=W -V € & (w;RY.
On vérifie alors que
(u =V, W)rey =0

et donc v = V7. La définition de 1 donne directement ’estimation du lemme. Le cas
général u € H~'/? s’obtient par densité/continuité.
O

La proposition 5.4 ne statue pas sur 'unicité des solutions obtenues par cette méthode.
Cette question trouve sa réponse dans le résultat suivant:

Théoréme 5.3. Soil (v,4) € L*(Q) x HY?(w) une solution faible de

L0 = exp(—7t) f xqg >0,
PBar(v,v) =exp(—yt)g z4=0.
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Alors il existe une suite (07, 4") € HY(Q) x H'(w) telle que

v — U dans L*(Q), (5.48a)

LI — exp(—7t)f dans L*(Q), (5.48b)
5f;d=0 — v, _, dans H™'Y?(w), (5.48c)

’IZV — QZ dans Hl/Q(w) ) (5.48d)

Bl (v, QZV) —s exp(—vt)g dans L*(w). (5.48¢)

En particulier, on en déduit que TZ € H'(w), 5|$d:0 € L*(w) et que (v,1) vérifie Uinégalité
d’énergie

- - ~ 1
FE + 15, B+ 198, < ¢ (; lexp(=vi) FIZ + | exp(—vt)gu%) L (549)

La solution (v,¢) € L2(Q) x H'(w) est donc unique.
Preuve

La suite régularisée (v", {bv”) est obtenue par convolution dans les variables tangentielles.
Plus précisément, on se fixe une fonction p(zg, ..., zq4-1), positive, de classe ¥ a support

compact, et telle que
/ pdeg---deg_ 1 =1.
R4

On définit, comme d’habitude, la suite de fonctions

P’ (o, ..., xq_1) = v p(vag, ..., veq_1), v e N\ {0},
et on pose
oY= p¥ %, QZV ::p”*@fbv.
Pour 9", la convolution n’a lieu que dans les variables tangentielles (zq,...,24-1). La

régularité de (v¥,9") dans les variables tangentielles est classique (voir [21]). La régularité
de ¥” par rapport a la variable x4 est une conséquence de ’équation

velh(a) v+ Z,;zf a) 0,0 = exp(—t)f.
Cette égalité s’écrit de fagon equlvalente
69&152 _7%( 0 U_ Z‘dd )ax]fﬁ_ ‘Q{d(a)_l exp(—'yt)f.

La définition de ©” donne 9,,0” € L*(Q2) et finalement v¥ € H'(Q), voir [23, 77]. La
convergence (5.48b) se montre comme dans [77]. Les convergences (5.48a) et (5.48d) sont
standard, et le lemme de Friedrichs entraine (5.48¢). Pour ne pas alourdir la rédaction, on
renvoie aux références déja citées [23, 77].

L’estimation d’énergie (5.33), ainsi que les convergences (5.48b) et (5.48e), assurent
que les suites 5f;d=0 (resp. ¢”) sont de Cauchy dans L%(w) (resp. H!(w)). On en déduit

que ), _, € L2(w) et ¢ € H'(w). L'estimation (5.49) s’obtient par passage & la limite
dans (5.33).
a
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5.4.3 Le probleme mixte a condition initiale nulle

Maintenant que nous savons résoudre le probléeme linéarisé (5.45) dans des espaces a
poids, nous allons montrer comment résoudre le probleme mixte avec condition initiale
nulle.

Pour tout réel T, on définit Qp := QN {t < T} et wy :=w N {t < T}. A partir de ce
paragraphe, on notera L2 (Qr) lespace exp(yt)L*(Qr), H}(Qr) Vespace exp(yt) H'(Qr),
etc... Les normes sur ces espaces sont définis de maniere évidente, par exemple

”¢|’L%(wT) = ” eXP(‘W)M’L?(WT) )
19l (wr) = llexp(=70) ¢l wr) = YVl 12(0r) + VOl L2007 -

On a tout d’abord le lemme de support suivant:

Lemme 5.4. Soil (v,) € L2(Q) x H}(w) la solution de (5.45) pour f € L2(2) el g €
L%(w). Soit tg € R. Alors, quitle @ augmenter vg, v et ¥ sont nulles pour t < lg deés que
[ et g sont nulles pour t < ig.

On se rameéne au cas ty = 0 par translation. Le lemme découle alors de ’estimation
(5.49), qui est uniforme en . On renvoie a [23, 73] pour les détails.

Nous sommes désormais en mesure de résoudre le probleme mixte avec donnée initiale
nulle:

Théoréme 5.4. Soient T > 0, f € L*(Qr) el g € L*(wr), deuz fonctions nulles pour
t < 0. Il eziste une unique solution (v,v) € L*(Qr) x H'(wr) de

gavzf xg>0,t<T,
Bav,v)=g zq=0,t<T,

telle que (v, ) soit nulle pour t < 0. La solution v vérifie, de plus, v € €°([0,T], LQ(REII_)),
et pour tout t < T

e o (0) 2 gty + N0y + 100 mo I3 ) + 1903

L ) (5.50)
<C 5 I 0z2 @) + 191122 0y | -

La paramétre v est choisi, comme d’habitude, suffisamment grand, el la constante C' esl
indépendante de t,T,~, f,g.

Preuve

On commence par prolonger f et g par 0 pour ¢ > T. Ces prolongements appartiennent
aux espaces L2(Q) et L?(w) pour tout 7 > 1. Par le théoréme 5.3, il existe une solution

(v,9) € L2(Q) x H(w) de

Lav=f zqg >0,
Bav,0)=9g z4=0.
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De plus, (v, ®) satisfait (5.49). En particulier, la restriction de (v, ) a {¢t < T'} vérifie

’V|||’U|||%2,(QT) + 1), - H%g(w) + WH%I%(WT) < ’Y|||’U|||%g(9) + ”’U|zd:oH%g(W) + WH%@(M)
< 1 ) ) 1 5 5 (5.51)
S3 1122 ) + 191 z2 () = 5 I 0z2 o) + 190122 (o) -

Le lemme 5.4 assure que v et ¢ sont nulles pour ¢ < 0, et par conséquent v € L%(Q7),
¢ € H1(Q7). 1l s’agit de montrer que la solution ainsi construite est unique.

Soit (v, ) est une solution dans L%(Q7) x H'(wr), nulle pour ¢ < 0, avec f = 0 et
g =0.0n se donne T} < T et 9 de classe € sur R, telle que

’19(t)21 SitSTl,
9(t) =0 sit>T.

On vérifie que (Jv,J¢) € L%,(Q) X le,(w), pour tout 7/ > 1. De plus, ZJ (dv) et
PBi(Pv, 9) sont nulles pour ¢ < Ty. D’apres le lemme 5.4, (dv, 9¢) est identiquement
nulle pour ¢ < T;. Ainsi, v et ¢ sont nulles pour ¢ < T}, et donc pour tout ¢t < T.

On passe désormais a la derniére partie du théoreme. C’est maintenant que nous allons
exploiter I’existence d’un symétriseur matriciel. L’hypothese 5.4 assure que le systeme

d
(@) Doy + Y 5 (a) Deyo = |

i=1

est symétrisable au sens de Friedrichs, un symétriseur étant donné par

= (E(3+) 2(2_)) |

Supposons pour l'instant que la solution v trouvée ci-dessus, nulle dans le passé, soit dans
H'(Q7). A I'aide du symétriseur S, on montre facilement I’estimation

exp (=291 ()2 sma) + Mol < C 11200 Nellzgan) + 100 pms 123 0

Lorsque v est seulement dans L?(€7), I'inégalité ci-dessus est encore vraie (on utilise une
suite régularisée et on passe a la limite). D’apreés (5.51), on a

o0y <€ (5 1Bsgay + o) -
donc, en combinant les deux dernieres inégalités, on obtient
2 Loenz 2
o201y < © (1M + ol
ce qui assure que v est continu (en temps) & valeurs dans L*(R%). L’estimation (5.50) est

a présent immeédiate.

a



140 Résolution du probléme linéarisé

5.4.4 Le probléeme mixte général

Pour conclure cette partie, il nous reste a examiner le probléeme mixte avec condition

initiale:
d
ngz{j(a)ax]v:fv xd>07t€]07T[7
i=0 (5.52)
Ba(v,¥) =9, zg=0,t€]0,T[,
Ulizo = V0 ¢|t=0:,¢07 zg>0,t=0,

lopérateur 9B, étant défini par
Vi
PBa(v,7) = ( 0 ) + M(a)ledﬂ .

Les données du probleme (5.52) sont
€ L*0,T[xRL), g€ L*J0,T[xR¥Y), vy € LARYL), vo€ HY*RYY). (5.53)

Lorsque les coefficients sont de classe €, le passage du probleme mixte & condition
initiale nulle au probleme mixte général est di a Rauch [82]. Le probleme (5.52) étant
linéaire, on cherche la solution comme la superposition de la solution d’un probleme de
Cauchy et de la solution d’un probléme mixte a donnée initiale nulle.

Pour T > 0, on notera QF := Q7N {t > 0} =)0, T[xR% et w} := wr N {t > 0}. Nous
commencons par établir le résultat suivant:

Proposition 5.5. En plus de (5.53), on suppose vg € Hl(Ri). Alors il existe une solution
(v,¢) € LE(QF) x HY(wf) de (5.52), vérifiant de plus Um0 € LY (wf).

Preuve

On commence par prolonger vg en un élément de H'(R?). On prolonge également les
coefficients de &, sur {z4 < 0}, de telle sorte que £, demeure un opérateur hyperbolique
a multliplicité constante, & coefficients lipschitziens sur [0,7] x R% On note alors v! la
solution (unique) du probléeme de Cauchy

Lt =0, 'v|1t_0 =Y.

Cette solution vérifie v! € €°([0,7]; H'(R?)). La trace v! , est donc bien définie et

lo =

vérifie *v|1xd=0 € L¥(wF).

On fixe maintenant ¢* € H'(RY) tel que ¢|1t=0 = ¢y € H'/?(R?1), et on pose

Vit
gl =g — M(a)vﬁxdzo - ( o ) € L*(wh).
On continue de noter f et g' les prolongements de f et g par 0 pour ¢ < 0. Ces prolon-
gements vérifient f € L2(Qr) et g' € L2(wr) pour tout v > 1. Le théoréme 5.4 assure

Iexistence de (v?,¢?) € L*(Qr) x H'(wr) solution de
Lo’ = I @a(UQa ¢2) = gl )

avec (v %) = 0 pour ¢ < 0. On vérifie alors que (v,) = (v! + v? ! + ©?) est une
solution de (5.52) sur l'intervalle de temps ]0, 7.
O
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Pour finir 'analyse du probleme (5.52), on montre que la solution exhibée & la proposi-
tion 5.5 est “forte”, i.e. limite de solutions avec v € H'(QF). On montre ensuite que cette
solution est unique. Nous ne détaillerons par cette partie de la preuve qui fait a nouveau
appel au probléeme dual, et renvoyons a [73] pour les détails. La proposition 5.5 permet de
montrer le résultat suivant, qui clot ’analyse (dans L?) du probléme linéarisé:

Théoréme 5.5. Soit T > 0. Pour toutes données comme en (5.53), le probléme (5.52)
admet une unique solution (v,) € L?(QF) x HY(wF). Celle solution vérifie de plus v €
€°([0,T]; L2(RL)) et V)0 € L?(w]).

Si K C O est un ensemble compact, K > 0 el a = (at,a™, V) défini par (5.23),
prenant ses valeurs dans J, constant hors d’un compact et vemﬁant HaHWLOO(QJT,) <K,

alors il existe des constantes yg et C' > 0 (ne dépendant que de K et de K ) telles que
pour tout v > o, pour tout t € [0,T], la solution de (5.52) vérifie

e oz may + I0 s gy + 10 ymo 7 ) + 10050

(5.54)
< O (2000, + Nl +uvo|rL2 ) . - 1)).

On commence par montrer le résultat pour une donnée initiale vy € Hl(Rfli_), en
utilisant la proposition 5.5. L’estimation (5.54) permet de traiter le cas d’une donnée
initiale vg € LQ(REII_) par un argument de densité. Les arguments de [73] sont transposables,
en utilisant le probleme dual défini précédemment.

5.5 Résolution du probleme non linéaire

Dans cette partie, nous montrons comment résoudre le probleme non linéaire (5.7).
Rappelons que ’on cherche une solution réguliere (v, 4™, ) du probléeme

) Ot +ZA ) 0p,ut + Ag(ut, V) o ut =0, £ €]0,T[, 24> 0,

(5.55)
=) dyu” —|—ZA )0y, — Ag(u, V) dou” =0, t€]0,T[,z4>0,
avec les conditions au bord
atﬁP fO —I_Zal‘] f] [fd(u)]:07 t€]07T[7$d:07 (5 56)

g(u , U 7075997Vy99):07 tE]O7T[7$d:O7
et une condition initiale (ug, uy, ¢o). La solution (u*,u~) est cherchée sous la forme
u"’:ur—}—v"', u =u+v,

avec (u,,w;) un choc sous-compressif stationnaire, admissible. Dans toute la suite, on
notera v := (u,u”), v = (v*,v”), et on identifiera fréquemment u et v (qui ne différent
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que d’un vecteur constant). Le systeme (5.55)-(5.56) sera noté en abrégé

L(u,Vo)u=0, te€]0,T],z4>0,
B(u,Vy)=0, t€]0,T[,24=0.

Rappelons également qu’on s’est fixé un ouvert
0 = {('U"','U_,H) ER"xR"xR? t.q. |vt|+ v+ 6] < 50}

avec &g > 0 suffisamment petit, de telle sorte que pour toute perturbation lipschitzienne
(it, 4™, V) prenant ses valeurs dans un ensemble compact £ C &, le théoreme 5.5
demeure valable.

L’ensemble Q? étant défini, comme précédemment, par Q? ::]O,T[XRfll_, on note
C'HS(QE, s € N, ’ensemble des distributions v sur Q; telles que

Vji=0,....,s dve€°(0,T]; H(RL)).

Dans cette partie, nous allons montrer le résultat suivant:

Théoréme 5.6. Soit s un entier tel que s > (d + 3)/2. Pour tout vy € H*TY/%(R%)
el po € H*T/2(RIY) tels que (vo, Vipo) prenne ses valeurs dans un compact K C O
et vérifient les relations de compatibilité (explicitées ci-dessous) a Uordre s — 1, il existe
T >0 et (v,p) € CH(QE) x HtY(wF) solution du probléme (5.55)-(5.56). De plus, une
telle solution est unique.

Remarquons qu’une telle solution (v, ) est réguliere, au sens ot v est de classe &'
par rapport a (¢, ), et  est de classe € par rapport a (¢, y).
5.5.1 Les relations de compatibilité

Comme 'expliquent Massey et Rauch dans [83], les relations de compatibilité évoquées
ci-dessus sont nécessaires pour obtenir une solution v dans ’espace C'H?. Plus précisément,
pour une solution (v, ) comme dans le théoréme 5.6, on obtient notamment

d—1

0Py [folwo)] 4+ dey00 [ fi(w0)] = [faluo)] = 0,

Jj=1
9(“67 uEIJ', 87f99|t:07 Vyapo) =0,

sur le bord {z4 = 0}. Une condition nécessaire pour que le théoréme 5.6 soit valable est
done qu'il existe une fonction ¢y € H*~1/2(R%1) telle que

d—1
©1 [Jo(uo)] + Zam] wo [fi(uo)] = [fa(uo)] =0,

9(ug s ud, o1, Vypo) = 0.

L’existence d’un telle fonction ¢ est la premiere relation de compatibilité.
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De méme, les équations (5.55) définissent la trace dyv),_, dans {z4 > 0} par une formule
du type

d—1
8tv|t=0 == Z ‘%(uo)_l‘%(uo) OZ’JUO - ‘%(uo)_ldd(uov V“PO) @cdvo )

i=1

ou, par abus de notations, on a noté Vg := (¢1, Vypo). La définition des matrices 27} est
immeédiate a partir de (5.55). On vérifie (voir [73]) que la formule précédente définit une
fonction vy := dyv),_, € H*"'(R%). La seconde relation de compatibilité est alors obtenue
en dérivant par rapport a ¢ les conditions au bord (5.56) et en évaluant en ¢ = 0, la trace
vy = 0v),_, étant définie ci-dessus. On obtient un systéme d’équations (assez compliqué)
que doit vérifier la trace ¢y 1= 875299|t=o' Une telle fonction ¢, appartient nécessairement a
Pespace H*~3/2(R%1). L'existence d’une telle fonction @y € H*~3/?(R%1) est la seconde
relation de compatibilité.

Au final, en dérivant s — 1 fois les conditions au bord, et en utilisant les équations
(5.55), on montre le résultat préliminaire suivant:

Lemme 5.5. Soient vg € H*(R%) et po € H*tY/2(RIY), s > (d+ 3)/2. Les s premiéres
relations de compatibilité, obtenues en dérivant j = 0,...,s — 1 fois les équations (5.55)
et les conditions au bord (5.56) puis en évaluant en t = 0, déterminent de maniére unique
les traces

v 1= 3tkv|t=0 € HFRY), Yk = 31{“99“:0 € H3 T /2=R(RA-Y) | k=1,...s.

On dira que les données (vg, o) sont compatibles a lordre s—1 s’il existe de telles fonctions
ULy ey Usy 01, - - -, s VETIflant les s premiéres relations de compalibilité.

Pour éviter d’alourdir la rédaction, on renvoie a nouveau a [73] pour I'appartenance
des traces vg, @k aux espaces Hs_k(Rfll_), HS"'I/Q_’“(RCI_I). Remarquons que les conditions
de compatibilité sont plus astreignantes que dans I’étude des chocs de Lax, car il y a ici
des relations de saut supplémentaires, représentées par la fonction g. Cependant, les faits
suivants demeurent:

Tout choc plan admissible vérifie les relations de compatiblité a 'ordre +oo. Cela corres-
pond aux données initiales vg = 0 et g = 0.

Si vg € €5°(RY) est infiniment plate en z4 = 0, alors la donnée (vg, 0) est compatible &
I’ordre 4o00.
Les relations de compatibilité permettent de construire des solutions approchées de
(5.55)-(5.56), comme nous le détaillons dans la proposition suivante:

Proposition 5.6. Soient vy € H*tY2(RY) et @y € H*TY/2(RI™Y) des données compa-
tibles @ lordre s — 1. Alors il existe des fonctions v € HTH(Q) et ¢ € H* T (w) telles
que

AL (u, Ve =0
Vi=0,...s-1, {’f[ (u, V)il ey =0 (5.57)

B 9/ B(u,V)_, =0.

lt=0

Preuve
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Les données étant compatibles a 'ordre s — 1, il existe des fonctions
vp € HTHHY2RY) D gp e HOPV2RRATY) D k=1, s,

vérifiant les s premieres relations de compatibilité. On reléve ces fonctions en v € H¥71(Q)
et o € H¥t1(w) vérifiant

3t]v|t:0:vj, 8t]go|t=0:goj, j=0,...,s.
Comme les données (vg, ¢g) sont compatibles, on obtient effectivement

HNL(u, Ve)ul_, =0 et & B(u,Ve),_, =0

|t=0 |t:0

pour tout 3 =10,...,5s— 1.

5.5.2 Estimations H’® pour le probleme linéarisé

Dans la partie 5.4, nous avons vu que le probléeme linéarisé était bien posé dans L2.
Nous montronsici que le probleme linéarisé est bien posé dans H?®. Cela permettra d’établir
un “controle en grande norme”, et de montrer la convergence du schéma itératif que nous
allons mettre en place.

Pour v > 1, et s € N, 'espace H3(Qr) := exp(yt)H*(27) est muni de la norme

lull rzr) = Z vl | exp(—t) 9%ul| 2 (qp -
lo|<s

L’espace H}(wr) est muni d’une norme similaire. Enfin, I'espace C'H*(Q7) désigne I’espace
des distributions v sur Qg qui vérifient djv € €°(] — oo, T]; H*~/(R%)), pour tout j =
0,...,s. Pour v € CH?(Qr), on note

. L s—lal 11 92,
lo@ s = Y v~ 0% 0 ()] 2 ) -
|| <s
Comme dans la partie précédente, on se fixe &« € CH*(Q2r) et ¢ € H* ! (wy) vérifiant
V(t,y,CCd) ) (ﬂ(t,y,xd),Vgo(t,y)) €eAx C ﬁ’
u=0¢et ¢=0 pour t<0,
IVellwiew) < K, [liflwre@) < K.

De telles fonctions vérifient @ € H3(Qr) et ¢ € Ht!(wr) pour tout v > 1. On note
u = (u,, u;) + % et on considere le probléeme linéarisé

L(U7V99)U:f€HS(QT)7 t<T,24>0,
DB(U,V@)'(U,¢)IQEHS(WT), t<T,2q=0, (558)
v=0et Pp=0 t<0.

Dans (5.58), les seconds membres f et g sont identiquement nuls pour ¢ < 0. Pour f et g
dans L%, I’estimation de v et V4 dans L? découle du théoreme 5.4. Lorsque f et g sont
dans H*®, on a le résultat suivant:
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Théoréme 5.7. Soient s > (d+3)/2, f € H*(Qr) et g € H*(wr) telles que f = 0 et
g =0 pour t < 0. Alors il existe un unique couple (v,v) € H*(Qr) x H " (wr) solution
de (5.58), vérifiant (v, ) = 0 pour t < 0. Celte solution vérifie également v € CH*(dr)
elv, _, € H?(wr). De plus, il existe deux constantes C' > 0 et v9 > 1, ne dépendant que
de K et K, telles que pour tout t <T

1
V&1
+LC<1+”'U”Wl:OO(QT)+HfHL°°(QT)) il ms@r) + 19l ety ) -
N&ai

VA lellasar + e Mo@llon + 1llgeigup < C ( 1 ll1sar) + \rg\rH$<wT>)

(5.59)

Pour montrer le théoréme 5.7, on commence par estimer a priori les dérivées tangen-
tielles 07, v et 9;,1. Pour cela, on écrit ’équation vérifiée par ces fonctions, et on utilise
’estimation L% du théoréme 5.4. Pour les dérivées normales dy v, on utilise directement
I’équation

d—1
Oy =7 [ =D o 0zv
7=0

Dans les deux cas, on estime les “seconds membres” des équations en utilisant des inégali-
tés de Gagliardo-Nirenberg (& poids). Les détails de la preuve étant assez techniques, nous
ne les reproduirons pas et renvoyons a [73] et [77].

On montre ensuite que la solution (v, ) exhibée au théoreme 5.4 est réguliére, i.e.
dans H*(Qr) x H*%(wy), & I’aide d’une régularisation dans les variables tangentielles.

5.5.3 Preuve du théoréme 5.6

On se donne un entier s > (d + 3)/2 et des données initiales vy € H*T/2(R2), ¢, €
H5t1/2(R4=1), qui sont compatibles & 'ordre s — 1. On suppose également que (vg, Vo)
prend ses valeurs dans un compact ¢ C &, ou

0 :={(v*,v7,0) eR" x R" x R t.q. [v*] +[v7| +16] < bo }

est un ensemble de “perturbations” pour lesquelles le probleme linéarisé (5.58) vérifie les
théoremes 5.5 et 5.7.
On fixe §; > 0 tel que §; < &g et

HUOHLoo(Ri) + Vol Lo (ra-1y < 61,

avec Vg = (@1, Vy@o), @1 étant donnée par la premiere relation de compatibilité. La
proposition 5.6 fournit deux fonctions v € H5t1(Q) et ©*7? € H*T1(Q) telles que d’une
part

07{ [L(usPP | V o"PP)yPP] =0,

le=0

Viji=0,...,s—1, -
agB(uapp7 V@app)lt:o =0 ,
et d’autre part

(vam?7 @app)h:o = ('007 990) .
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On définit la fonction

o = —L(uP V"PP)uP?  si ¢ > 0,
"o sit<0,

ainsi que la fonction

app —B(u? Vp™P) sit >0,
77 o sit <.

D’apres la proposition 5.6, on a
Vi=0,...,s—1,  3{f"r _ =0 et 0/g"" _ =0.

t=0

Comme, par ailleurs, les restrictions de f*P? et ¢g°?? & {t > 0} sont dans H*(R™ x Rfll_) et
H*(R* x R471), la formule des sauts montre que fP € H*(Q) et g??? € H*(w).
Pour résoudre le systeme (5.58), on définit le schéma itératif suivant: étant donné

(Uy, “Pl/) - (uapp + vy, @app + ¢V) , Ve N7
on pose

—L(uy, Ve, )u? sit >0,
0 sit <0,

et

DB(u,,Vg,) - (v,,%,) — B(u,,Ve,) sit >0,
Gv = .
0 sit < 0.

On résoud ensuite le probleme linéaire

L(u,, Vo )vys1 = fo, t<T,xq>0,
DB(UV, Vﬁou) : (vu-l—la Qbu-l-l) =g, t<T,24=0, (560)
UV+1EOet ¢V+1EO t<0.

On initialise le schéma itératif en prenant
Vo = 0 et ¢0 =0.

Les principales propriétés du schéma itératif sont résumées dans le résultat suivant:

Théoréme 5.8. [l existe des constantesT > 0 et o > 0 telles que la suite (v, ¥,) solution
de (5.60) est bien définie et vérifie

[oullze@r) + Vel wry < @,
(vy, ) est bornée dans CH*(Qr) x H*V(wr) et converge dans L*(Qp) x H(wy).

Preuve
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On commence par examiner le premier pas d’itération v = 0. Par construction de la
solution approchée (v*PP, PP il existe des réels T' > 0, &3 € |61, 0] et K > 0 tels que
10" || oo (27) + IV Pl oo () < 2,
10" [0 () + IV P w00 (wg) < K
Il s’agit alors de montrer le théoréeme 5.8 pour une certaine constante o > 0 telle que
03 + o < 8. Ainsi (u,,,) sera une perturbation “non caractéristique et uniformément
stable” du choc sous-compressif (plan) de référence.

On montre le résultat du théoreme par récurrence, en remarquant qu’il n’y a rien a
faire pour v = 0 car vg = 0 et t»g = 0. On suppose vrai jusqu’a 'entier v qu’il existe deux
constantes T > 0 et K > 0 telles que

Vu<v, |lvilors@r) + 1¥ullaetiwy) < K,

et (v,,v,) = 0 pour t < 0. Quitte a restreindre 7', on peut supposer que 7" vérifie KT < a,
avec a > 0 fixé tel que d9 + o < &g. Les injections de Sobolev donnent alors

Vu<v, [vullee@r) + 1V¥ullze @) < o
Si (vy,¢,) € CH* () x H¥T!(wr) vérifie 'hypothése de récurrence, alors les fonctions
f, et g, vérifient
¥i=0,...,s=1, 3 fu_, =0 et dg,,_, =0,

et la formule des sauts montre que f, € H*(Q2r) et g, € H*(wr). Par construction, f, et
g, sont nulles pour ¢ < 0. On a de plus

I fllee @) < CLK)e(T) et |lgullgsws) < C1(K)e(T),

pour certaines constantes C(K) et £(T"), ne dépendant pas de v, vérifiant £(7") — 0 quand
T —0.

Le probleme (5.60) remplit donc toutes les hypotheéses du théoreme 5.7. On en déduit
que (vy41,%,41) € CH*(Qr) x H¥ ! (wr) et vérifient

VI lvvsillms ey + € Movar (Ollsyy + [[9vall e+,

< Cy(K) (\%

1 .
+\/—7 Co(K) (1 + Joullwreo (o) + 1ol (r)) (HUVHH;(QT) + H%HH;H(WT)) :

On vérifie maintenant que pour v grand (le choix de v ne dépendant que de K) et pour
T suffisamment petit (le choix de 7" ne dépendant également que de K), on a

lnan) + ool )

lovtilloms@r) + 1Yvt1llmstrwy) < K,

de sorte que (v,41,%,41) vérifie aussi ’hypothese de récurrence.
La convergence dans L%(Qp) x H'(wr) de la suite (v,, ) résulte de (5.50).
O

Par un résultat classique d’interpolation, la suite (v,, 1,) converge fortement dans tous
les espaces CH® (Qr) x H*' T (wr) avec s’ < s, et la limite (v, %) fournit une solution (u, )
des équations (5.55)-(5.56). En écrivant les équations vérifiées par 0%v et 971, le théoreme
5.5 montre que (v,¥) € CH*(Qr) x H ! (wy).
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5.6 Application aux transitions de phase

Dans cette partie, nous montrons comment ’analyse développée ci-dessus s’applique
a I’étude des transitions de phase liquide-vapeur isothermes. On renvoie & [12] pour la
preuve des résultats que nous allons énoncer. On s’intéresse aux équations d’Euler pour
un fluide isotherme:

Oip +div (pu) =0,
di(pu) +div (pu®@u)+Vp=20,
ol 'on a gardé les notations du chapitre 1. Ce systeme vérifie les hypotheses 5.1 et 5.4

dans la région d’hyperbolicité {p'(p) > 0}. Dans la suite, on note v := 1/p le volume
spécifique du fluide et on suppose que le fluide suit une loi de pression de van der Waals:

RT a

On se place a une température T inférieure a la température critique 7T, de sorte que I'iso-
therme (v — p(v)) est strictement décroissante excepté sur un intervalle v, v*]. Rappelons
que les points d’équilibre de Maxwell sont I'unique couple (v,,,v™) tel que

m

v
U < U < UF <0, p(uy) =p(0™) =D et / (p(v) —p)dv=0.
Um
On se donne une discontinuité plane

U.— (pryuy) six-mn>ot,
' (pr,w;) six-n<ot,

solution des équations d’Euler avec (1/p,, 1/p;) proche des points de Maxwell. Sans perte
de généralité, on peut alors supposer

u-n—c¢c<o<u-'n e wyn-¢g<o<uy-n,

ol ¢ désigne, comme d’habitude, la vitesse du son dans le fluide. Nous sommes donc dans
la situation d’un choc sous-compressif avec k = 0 (voir (5.5) et la définition 5.1). Le critere
d’admissibilité visco-capillaire proposé par Slemrod et Truskinovsky [101, 102, 110] impose
I’existence d’une onde progressive

p(t.x) = p((x-n—o1)/2), u(t,x) = u((x-n - ot)/e)
p(+9) = pr ,p(=00) = pr,  u(+0) = u, ,u(=00) = w,

qui soit solution des équations d’Euler auxquelles on a ajouté un coefficient de capillarité
£? et un coefficient de viscosité ve (v > 0):

Oip +div (pu) =0,
di(pu) +div (pu@u) + Vp(p) = veAu — £2V(Av) .
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On note F I’énergie libre spécifique, F'(v) = —p(v). 1l est alors montré dans [12] que les
transitions de phase admissibles satisfont les conditions de Rankine-Hugoniot ainsi que la
condition de saut (non explicite) supplémentaire

F4 W 2Ty [ e,

— 00

Comme au chapitre 1, on a noté j le flux de matiere a travers 'interface:
ji=p(u,-n—0o)=p(u-n—o0).

En tenant compte des conditions de Rankine-Hugoniot, la condition d’admissibilité peut
se réécrire

1 [t
Jwm=o+ ) = —vi [ et
avec f(p) := pF(1/p) Iénergie libre par unité de volume. On a donc une forme (non
explicite) pour la fonction g introduite a la définition 5.2. Le théoréme suivant est établi
dans [12] (on renvoie & cet article pour I’énoncé précis):

Théoréme 5.9 (Benzoni-Gavage). [12]. Pour un coefficient v suffisamment petit, il
existe des transitions de phase admissibles et de telles transitions de phase sont linéaire-
ment uniformément stables, c’est-a-dire salisfont Uhypothése 5.3.

Pour appliquer les résultats de stabilité et d’existence des parties précédentes, il nous
reste a vérifier ’hypothese 5.5. Par un changement de référentiel galiléen, on peut supposer
c=0,n=(0,...,0,1) et que la vitesse du fluide de part et d’autre du choc est parallele
a n, c’est-a~dire u,; = (0,...,0, u, ).

Dans le cas des équations d’Euler avec la condition de saut supplémentaire donnée par
le critere visco-capillaire, la matrice M définie en (5.10) est donnée par

Uy 0 Pr —uy 0 —p1
_ 0 prudg—1 0 0 —prugly_q 0
I e 0 20,0, —(uf +cf) 0 —2p1w
P 0w Gu-fe) 0 (- w)

avec 7 = av + o(v), a étant une constante strictement positive. On rappelle que f est
I’énergie libre par unité de volume. Pour montrer que M est de rang maximal, nous allons
montrer que la mtrice My constituée des (d+ 1) premiéres colonnes de M et de la derniére
colonne de M est inversible. On a

et donc
Up 0 Pr —pP1
0 Prelg—_q 0 0
My = | u? + ¢? 0 20U, —2pruy

- 0 Uy (Dpr — w)
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Le déterminant de M; est donné par
det My = (pyu,) "' (u} = ) ([u] [p)+ 7 pr p1)

ce qui montre que M; est inversible pour tout o suffisamment petit (ou encore pour tout
v suffisamment petit). Les transitions de phase admissibles vérifient donc I’hypothese 5.5.
Toute I'analyse développée dans ce chapitre s’applique donc. On en déduit la stabilité
non linéaire des transitions de phase planes dynamiques et admissibles (au sens du critére
visco-capillaire).
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Chapitre 6

Weakly stable multi-d shocks

Cet article a fait 'objet d’une prépublication du laboratoire de mathématiques de
IPENS Lyon. Il est actuellement soumis pour publication.

6.1 Introduction

In [65] and [64], Majda proved the existence of multidimensional shock waves for hyper-
bolic systems of conservation laws. The analysis relied on a uniform stability assumption.
However, previous works [11, 26] have exhibited some examples where the uniform sta-
bility condition breaks down. In [26], we have begun to extend Majda’s linear analysis
to these particular examples, namely we have proved an energy estimate on a constant
coeflicients linearized system. Here we adopt a general approach and prove a complete
linear stability result for a class of shock waves that are not uniformly stable. The analysis
is closely related to what was done in [26].

To avoid any possible confusion, we shall not include the case of nonclassical shock
waves in this work though this field has known a significant increase of interest over the
past few years, see e.g. [11, 12, 38, 40] and the references therein.

We shall focus in this paper on multidimensional hyperbolic systems: the one-
dimensional case is far different from the multidimensional case since shock waves are
either uniformly stable or violently unstable, see [66]. The scalar case is also known to be
very different from the system case since scalar conservation laws provide us with a unified
theory of existence and uniqueness of solutions in the large, see e.g. [31, 92].

We consider a system of N conservation laws in time-space R x R%:

d
> 030500 =0, (6.1)

where zq is the time variable, also denoted by ¢ in the sequel, (zy,...,24) is the space
variable and J; stands for the partial derivative with respect to z;. The fluxes fy,..., fs
are € functions defined on an open set U of RY with values in RY. The jacobian matrix
of f; at point u will be denoted by A;(u).

We assume that the system (6.1) does not consist of a single conservation law (in one
or several space variables), that is, N > 2. We also assume that the space dimension is
d > 2 (see the preceeding remarks). We first assume that (6.1) is a symmetric hyperbolic
system of conservation laws:
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Assumption 6.1. There exists a € mapping ¥ : U — AN (R) such that
Vji=0,...,d VuelU X(u)A;(u) is symmelric,
VK compact CU Fecg > 0 such that X(u) Ao(u) > cx I for all u € K.

Recall that assumption 6.1 is satisfied when there exists a strictly convex entropy, see
[31, 92]. Assumption 6.1 is met by many physical examples such as Euler equations of gas
dynamics, Maxwell equations or the wave equation. Moreover, assumption 6.1 is the key
tool to solve the Cauchy problem associated with (6.1) for smooth initial data (namely in
a Sobolev space of large index), see [66, 92].

Because the system has been assumed to be symmetric hyperbolic, the matrix A(u, &)
defined by the formula:

d
VEER?, A(u,€) := Ag(u)™! Z & Aj(u) (6.2)

is diagonalizable over R for all state u € U and all wave vector & € R? (see [92]). However,
we shall need a little more than hyperbolicity to carry out the study of the linear stability
of shock waves. In [61], the system was assumed to be strictly hyperbolic but it has been
shown in [65] that a suitable “block structure condition” (that is met by strictly hyperbolic
systems) is sufficient to carry out the study of initial boundary value problems and the
study of the linear stability of shock waves, see also [23, 73, 77]. The block structure
condition will be recalled further in this paper. In [72], Métivier has shown that the block
structure condition was met by every hyperbolic system with constant multiplicity. We are
thus naturally led to make the assumption that (6.1) is a system with constant multiplicity:

Assumption 6.2. There exist €°° real valued mappings Ay, . . ., A, defined on UxR\{0},
and fized integers my, ..., my such that the X;’s are the eigenvalues, with multiplicity m;,
of the matriz A(u,§) defined by (6.2). Furthermore, the \;’s salisfy

VueU, YEERIN{0}, Ai(u,&) << Ag(u,§).

We point out that assumption 6.2 is easily checked on the system. However, one could
replace assumption 6.2 by the more abstract block structure condition, as was made in

[65, 73, 77].
Example: consider Euler’s equations of isentropic gas dynamics in space dimension d:

dip +div (pu) =0,
di(pu) +div (pu®@u)+Vp=0,
where p stands for the density of the fluid, u for the velocity, p for the pressure. Quantities

p and p are linked by an equation of state p = p(p). In the domain {p > 0}, hyperbolicity
(we mean assumption 6.1) amounts to requiring that the pressure satisfies
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As usual, ¢ denotes the sound speed in the fluid. Under this condition on the pressure law,
Euler’s equations are endowed with a strictly convex entropy, so assumption 6.1 is met.
Moreover, the eigenvalues of the corresponding matrix A(U,&), U = (p, u), are given by

MU =u-€—cl¢] with multiplicity my =1,
AU é)=u-& with multiplicity my =d — 1,
As(U,8) =u- €+ cl¢] with multiplicity ms = 1.

and therefore assumption 6.2 is met. We shall detail in section 6.4 how the general analysis
of this paper applies in the context of isentropic gas dynamics.

Note that Lundquist’s equations of magnetohydrodynamics violate assumption 6.2.
The study of shock waves in MHD is a very intricate subject due to the appearance of
many “pathologies” (nonconstant multiplicity, occurrence of under- and over-compressive
shocks, etc...). We refer to [18] and to the references therein for some results on this subject.

Because of the natural development of singularities in finite time, see [6], it appears na-
tural to seek solutions to (6.1) as functions that are smooth on either side of a hypersurface
of R x R% Recall the following classical result:

Proposition 6.1. LetT' = {z4—¢(zo,...,24_1) = 0} be a smooth hypersurface in R x R?,
and let w be a smooth function on either side of I'. Then u is a weak solution of (6.1) if
and only if u satisfies (6.1) (in the classical sense) on either side of I' and if the Rankine-
Hugoniot conditions hold at each point of I':

d—1
Vx = (20, 2q) €0y Y 0 [fi(w)](x) = [fa(w)](x) =0, (6.3)
7=0
the partial derivatives of ¢ in the above formula being evaluated at (zo, ..., z4-1). In (6.3),
we have let [f;(u)](x) denote the jump of the quantity f;(u) across the hypersurface:
3 (](x) = T, (J5(ulx+ sm)) — [i(ux— sm) with m = (-0, ~Dare,1).

The existence of such a piecewise smooth solution to (6.1) is a free boundary problem
since the function ¢ defining the hypersurface I' is part of the unknown of the problem.
To overcome this first difficulty, we begin by straightening the variables in order to work

in a fixed domain: given a smooth function ¢ on R? we define a change of variables in
R4 by the formula:

S(zg,...,24) = (20, ..., Td—1, 24+ ¢(T0, ..., T4-1)) .

We have chosen here the standard change of variables (as in [65, 73, 77]): it maps the
hyperplane {z4 = 0} onto the hypersurface I' and the two half-spaces {+z4 > 0} on
the two sides of I'. Other choices for the change of variables (that may be appropriate
for characteristic problems) may be found in [37]. We now perform a change of unknown
functions. If u is a smooth function on either side of I', then the function uy defined by

Y (zoy. .. 2q) € R wy(zo,. .., 2q) = w(®(20, . .., 24))
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is smooth on either side of the hyperplane {z; = 0}. Denoting by u;' (respectively u uy
the restriction of uy to the half-space {z4 > 0} (respectively {z4 < 0}), proposition 6.
asserts that u is a weak solution of (6.1) if and only if

)
1

L(uf,@)uy =0 if 24> 0, (6.4)
B(u;',uﬁ_,cp)zo if 24 =0, '
where operators L and B are defined by the following formulas:
d—1 N
L(v,¢)w:= Z A;(v) 0w + Aq(v, V) Oqw (6.5a)
7=0
with  Ag(v, Vo) : Zajw (6.5b)
B(wt,w™, ) : Zaﬂu [fi(w)] = [fa(w)] . (6.5¢)

Now that the domain is fix, the problem reduces to the following question: given an
initial datum u® that is smooth on either side of a hypersurface {z4 = ¢°(z1,...,24-1)},
does there exist a solution (uy, @) of (6.4) with initial value (ug,¢°), at least locally in
time? This question has received a positive answer in [64] under the so-called uniform
stability condition (we shall recall it in section 6.2), see [66, 93] for a description of the
method. The main idea is that equations (6.5a)-(6.5c) are satisfied for planar shocks and
the linear uniform stability of these trivial solutions implies the existence of nontrivial
solutions. As detailed in [11, 26, 94], the uniform stability condition breaks down in some
cases and Majda’s nonlinear existence result can not be applied anymore. Our purpose is
therefore to derive a linear stability result under a weaker condition than Majda’s one.

6.2 The constant coefficients analysis

We first examine the linear stability of a planar shock in order to formulate our “weak
stability” assumptions. A planar shock is a solution of (6.1) that takes the form

u ifzg>oct+v-
w ifzg<ot+v-y,
where u, and wu; are fixed vectors belonging to the open set U, y = (21,...,24-1) is the

vector formed by the tangential space coordinates, v is a vector in R%™! and o is the
normal speed of propagation of the front. This corresponds to the equation

d—1
ez, ..., x4-1) = 0x0 + E vz,

i=1

for the shock front curve. We easily check that u is a solution of (6.1) if and only if the
Rankine-Hugoniot relations

d—1
)N+ ZVJ' [fi(w)] = [fa(u)] (6.7)
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are satisfied. Performing a rotation of the axis, we may assume v = (0. Changing last space
variable z,4 into z4 — ot, we may also assume that the shock is stationary, that is, ¢ = 0.
Note that assumption 6.2 is still satisfied after this change of observer.

Following Lax [62], we assume that u is a p-shock:

Assumption 6.3. There exists an integer p € {1,...,q} such that the following inequa-
lities hold:

Ap—1(ug,eq) <0< Ap(u,eq) and Ap(ur,eq) <0< Apyq(u,, eq)

where eq == (0,...,0,1) € R? is the direction of propagation of the shock u. Moreover, Ap
is a simple eigenvalue, that is, m, = 1.

In the case p = 1 (respectively p = ¢), that is, in the case of an extreme shock, the first
inequality on the left (respectively the last on the right) is ignored. Recall that assumption
6.3 is made in order to avoid under- (or over-)determinacy of the boundary value problem
(6.4). In view of the number of jump conditions, the number of characteristics (counted
with their multiplicity) entering the shock front curve has to be equal to N + 1, see figure
6.1. Recall also that if A, is a multiple eigenvalue, that is, m, > 1, the p-th field is linearly
degenerate by Boillat’s theorem, see [92]. This is a second reason why we assume that A,
is a simple eigenvalue.

t
! Ty = ot
my + -+ mg
Ag(wy)
my —I_ : —I_ mp
Ap(y)
u Al(ur)
: Ap(u,)
u,
24

Fic. 6.1 — Characteristics entering the shock front

Remark: applying the implicit functions theorem, we easily see that the set of solu-
tions (o, v, uj, u,) of the Rankine-Hugoniot relations (6.7) consists, in the neighborhood of
(0,0, uy, u,) of all vectors of the form

(U, v, ug, h(a, v, ul))

where h is a €°° mapping defined on a neighborhood of (0,0,w) € R x R¥! x U and
satisfies h(0,0,u;) = u,. Moreover, planar shock waves that are close to our reference
planar shock wave u are p-shocks, that is, meet assumption 6.3.
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In what follows, we base most of our analysis on the reference shock wave u but we
shall also need to deal with shock waves that are close to u. These shock waves share the
main properties of u.

6.2.1 The weak stability condition

We now introduce the linearized operators around the shock u: consider a family
us = uy + sv and @, = 5. Then we define

d

Ll ) = L L ) i o, (6.52)
d

PBu(v, 1) = T B(ul, uy,¢s) |s=o- (6.8b)

Since u is constant on either side of {z4 = 0}, the linearized operators read

d
gu(vi, ¢) = gu'vi = ZA]‘(HM) @]"U:t , txy >0 s
j=0

d—1
Bu(v,) = Zaﬂp [fi(w)] — Ag(u,) vt + Ag(w)v™, 24=0.
We let b;(u) :=[f;(u)] (for j =0,...,d—1) and

M (u) (Zf) = —Ag(u,) vt + Ag(u) v

Then the linearized boundary value operator %, reads

v

B (v,) = 23j¢ bi(u) + M (u) (”f) .

We are interested in the following boundary value problem for the unknown functions

(v, ¥):

{fuvi = fy for +axy >0, (6.9)

PBu(v,p)=¢ forazy=0,

where fi and ¢ are source terms.

Note that system (6.9) is a constant coefficients hyperbolic boundary value problem;
moreover, the boundary {z; = 0} is noncharacteristic because of assumption 6.3: both
matrices Aq(u,) and Aq(u;) are regular. Kreiss’ theory [61] does not apply directly because
partial derivatives of ¥ are involved in the boundary conditions. Nonetheless, we attack
problem (6.9) by the same kind of arguments: formally, we perform a Laplace transform
in z¢ and a Fourier transform in the tangential space variables (z1,...,24-1). We also
make the change of variables (z4 — —x4) in the evolution equation for v~. This yields the
following system of ODEs:

d—1

. avt
7 Ao(u) +i Y i Aj(u) | VT + Ag(u,) =F,, (6.10a)
o dxg
= v-
T Ao(w) +i Y _miAj(w) | VT — Ag(w) v (6.10b)

i=1
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in the domain {z; > 0}, with the boundary conditions:

= VHO)\ _ 4
Fhola)+ 13 nibiw) | st (1)) =6 (6.11)
=1
on {z4 = 0}. The complex number 7 = v+ 1ing has nonnegative real part and (ny,...,74-1)
is a wave vector in R%"1. In the sequel, we shall denote by 7 the vector (Mo M1y -y Md—1) €

R
Because the boundary is noncharacteristic, we may rewrite (6.10a)-(6.10b) as an ODEs

system of the form
d (VH\ v L Fy
dea (V‘) = o/ (u,n,7) (V‘) + Ay (u) (ﬁ\)

- (6.12)
: _ (< (a,n,7) 0
with o/ (u,n,7v) = ( 0 (7)) "
Matrices o7 ; and o7 in (6.12) are defined by
d—1
e i(w,n,7) = FAa(u) ™ [ v Aoueg) +0Y nj Aj(ueg) |
7=0
_ (A4(u,) 0
alw) = ( 0 —Ad(w)) '
Defining
Aj(u,) 0 .
= <71<d-—
‘Q{](u) ( 0 Aj(“l)) ) 0_.7_d 1,
we eagily find
d—1
o (w,n,7) = —a()" [ v Hh(u) +iY n; (w)
7=0
We also define the symbol associated with the shock front:
d—1
b(u,m,7) = vbo(w) +i)_n;b;(u). (6.13)
7=0

As pointed out by Hersh [47], the homogeneous part of the ODEs (6.12) is hyperbolic
when v > 0, that is, the matrix &/ has no purely imaginary eigenmodes when v > 0. For
v > 0, we define &~ (u, 7,7) as the stable subspace of &, which is the set of initial values
of solutions to (6.12) that are square integrable on [0, +oo[ when E_ = F_ = 0. Because of
the decoupled nature of (6.12), the stable subspace &~ (u, 7, 7) is nothing but the product
of the stable subspaces of &, and . In the case of an extreme shock, one of these
two stable subspaces is trivial. The dimension of &~ (u,7,7) is equal to the dimension of
&~ (u,0,7) for all n (this is just a continuity/connectedness argument). To compute the
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dimension of &~ (u,0,7), we seek the eigenmodes of 7 (u,0,~). These are the roots w of
the dispersion equation

det [wl — @/ (u,0,7)]=0.

The definition of o shows that wl— 27 (u,0, ) is singular if and only if yAg(u,)+wAq(u,)
or vAp(w;) — wAg4(u;) are singular. As a consequence, w satisfies the dispersion equation
if and only if there exists an integer k € {1,..., ¢} such that

Ar(ur,eg)w=—y or Ag(u,eq)w=r,

where e4 := (0,...,0,1) € R% Assumption 6.3 shows that such values of w are negative
for Kk = p+1,...,q in the first case and £k = 1,...,p — 1 in the second case. Taking
multiplicities into account, this shows that &~ (u,0,7) (and therefore &~ (u,n,~)) has
dimension N — 1 as long as v > 0.

For fixed n # 0, the stable subspace &~ (u,n,7) admits a continuous extension when
(n,7) = (1,0), see [15] (the argument makes use of the compactness of Grassmanian
manifolds) . we still denote this extension by &~ (u,n,0). Note that for v = 0, vectors in
the extended stable subspace are not always boundary values of square integrable functions
because of the possible occurence of purely imaginary eigenmodes. This is widely detailed
in [11, 26] for Euler equations of isentropic gas dynamics.

We define the hemisphere of R4t as
Yy i={(n,7) R sit. y*+|n* =1 and v > 0}.
The boundary of ¥, will be denoted by ¥, that is,
Yo :={(17,0) € R st. [p?=1}.
Recall the following definition:

Definition 6.1 (Majda). [65]. The planar shock u is said to satisfy the uniform stability
condition if there exists a positive constant ¢ > 0 such that for all (n,v) € X4, one has

V(x,Z) e Cx & (u,m,7), Ixb(u,n,v)+ M) Z|>c(|x|+12]).

By compactness of ¥, the uniform stability condition is equivalent to the requirement
that for all (n,v) € X4, the “critical” subspace

{(x,2) € Cx & (u,m,7) s.t. xb(u,n,7)+ M(u) Z =0}

is trivial, that is, reduced to {0}. The word “critical” is not standard but its use here
intends to show the major place that is occupied by this subspace in the normal modes
analysis.

Recall that a planar shock is uniformly stable if and only if solutions of (6.9) satisfy
a maximal L? estimate as in the study of linear hyperbolic boundary value problems, see
[65, proposition 1]. The uniform stability condition is thus the direct extension of Kreiss’
uniform condition for standard hyperbolic boundary value problems [61].

As noted by Majda [65, lemma 4.1], the uniform stability condition enables to isolate
the shock front W appearing in (6.11) in a single equation. We emphasize that this operation
can not be achieved for scalar conservation laws in space dimension more than 1.
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Our approach is slightly different: we shall allow some instability but these instabilities
can only stem from the traces of solutions to the dynamical system (6.12) and not from the
shock front symbol defined by (6.13). More precisely, we make the following assumption:

Assumption 6.4. There exists a positive constant ¢ such that

Y(mv) ey, [b(u,n,v)|>c. (6.14)

Of course, an analogue estimate is valid for all stales u,., u; close to u,, u,.

Remark: assumption 6.4 is equivalent (see [49, chapter 4] or [57]) to the requirement
that there exists a € mapping P : ¥ — GIn(C) such that

0
V(n,v)€Xy, Plun,y)b(u,ny)= (1> :
and one can even choose P depending smoothly on the states u,, u;.

It is clear that (6.14) holds if u satisfies Majda’s uniform stability condition. In a
pseudodifferential setting, b is an overdetermined elliptic symbol (7 is seen as a parameter
and we are thus dealing with pseudodifferential symbols with a parameter). It is shown
in [26] that assumption 6.4 is met in some cases where the uniform stability condition
is violated: the main example concerns shock waves in isentropic gas dynamics when the
pressure law is not a convex function of the density.

Assumption 6.4 enables us to reformulate boundary conditions (6.11) by isolating the
unknown shock front ¥ in a single equation. Because of (6.14), we can define for all
(n,7) € R x R*\ {0} the orthogonal projector

o (hb(un,y))
(u,n,v)h:=h— W b(u,n,7).

Multiplying (6.11) by II and b yields the new boundary conditions

-~

I(u,n,v)M(u) V(0) = [I(u,n,v) G, (6.15a)
|b(w,n,7)[* @ = (G — M(u) V(0), b(u,7,7)) . (6.15b)

Observe that b is homogeneous of degree 1 in (7, 7) so (6.14) is equivalent to
V(n,7) ERTXRY, e (y?+nl) < [blu,n, ).
Using Schwarz’ inequality in (6.15b), we obtain
V(n,7) €RIXRY, (374 [nl?) |9 < C (1G] + [V(0)]) (6.16)

for a suitable constant C' depending only on the shock u. It is thus sufficient to get an
estimate on V(0) and we shall get from (6.16) an estimate on W. In order to obtain the
desired estimate on V(0), we attack the following boundary value problem:6.

dv ~
%:d(u,n,'y)‘/—l—dd(u)_lF for zq > 0,
d

~ (6.17)
I(u, n,v)M(u) V(0) = Il(u,n,7) G.
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To avoid overloading the paper, we introduce the notation:

ﬁ(uv UR 7) = H(uv 7, 7)M(u) :

This is the symbol of the “reduced” boundary conditions.

Isolating the front yields a boundary value problem where the boundary operator
takes the form of a Fourier multiplier of order 0. Indeed, the homogeneity property of b
implies that Il is homogeneous of degree 0 with respect to (7,7). More precisely, II is a
pseudodifferential symbol of degree 0 (v is seen as a parameter), and so is also 3. We refer
to [3] and [23] for a detailed study of pseudodifferential calculus with a parameter; the
introduction of a parameter in Bony’s paradifferential calculus [20, 75] has been achieved
in [77], see also [73].

Our final assumption is that the boundary conditions defined by the symbol 3 satisfy
the Kreiss-Lopatinskii condition but violate the uniform Kreiss-Lopatinskii condition. It
is important for what follows that this assumption is met by all planar shock waves close
to u:

Assumption 6.5. For all planar shock waves u close to the reference shock wave u, the
following properties hold:
If (n,7) € ¥4 and v > 0, the reduced critical subspace

{Ze & (uny) st Blun,y)Z=0}
ts trivial.
If (n,0) € g is a point where the reduced critical subspace
{Z €& (u,n,0) st Blu,n0)Z=0}

is nontrivial, then there exists a neighborhood ¥ of (n,0) in Xy and a constant ¢ > 0
such that

V(v eV, YZe& (u,n,7), |Bu,n~)Z>cy|Z|. (6.18)

Furthermore, there exists a € mapping Q(u,-) : ¥ — Glan(C) depending smoothly
on u such that, for all z= (n,v) € ¥, one has
w1 (Z)Inl
Qu,2) o (u,2) Q(u,2)™' = 7
wJ(Z)InJ

where the w;’s are complex valued funclions, and I,,, is the identity matriz with size
nj. Moreover, the integers n;’s are independant of (u, z), and the w;’s satisfy

Re w;(z) > ¢y
or
Re w;(z) < —c7,

for all z € V. In applications, it may happen that some of the w;’s have negative or
positive real part when v = 0. In such a case, one would have

Re w;(z) > ¢ (or < —c)

forall ze V.
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The terminology we shall use throughout the paper is the following:

Definition 6.2. The planar shock wave u is said to be weakly stable if it satisfies as-
sumplions 6.3-6.4-6.5. In particular, all planar shock waves close to u are also weakly
stable.

Before stating our main result on such weakly stable planar shocks, let us explain in a
few words the meaning of assumption 6.5. The first condition asserts that the shock wave is
not violently unstable: it must satisfy the analogue of the Kreiss-Lopatinskii condition for
linear hyperbolic boundary value problems. The second condition asserts that the uniform
stability condition is violated “at order 1”7. Recall that when Majda’s uniform stability
condition is met, one has an estimate of the type

V(i) eV, YZe& (u,n7), |Bu,n,7)Z]>cl|Z|.

In our study, the allowed instability yields a power of v in (6.18).

When (7,7) tends to an instability point (7, 0), part of the stable and unstable sub-
spaces of o (u,n,v) form a central subspace. The last requirement of assumption 6.5
implies that the restriction of @/ (u,n,7) to this subspace (that is central when v = 0) is
smoothly diagonalizable. In gas dynamics, there are examples of shock waves for which
the uniform stability condition breaks down at a point where the symbol is not smoothly
diagonalizable, see [26, 65]. Unfortunately, we have not been able to deal with this case:
one major problem is the failure of the differentiability of the eigenmodes at such points.
We refer to the work by Okhubo and Shirota [78] for some aspects of these phenomena.

Remark: making assumption 6.5 for all planar shock waves close to u is not very
restrictive (first because it is satisfied in both examples we study). In fact, if assumption 6.5
is satisfied by the shock wave u, then it is automatically satisfied by all shock waves close
to u provided that all the w;’s are purely imaginary when v = 0 in the neighborhood of
the instability points, see [14]. This theoretical result applies to weakly stable shock waves
in isentropic gas dynamics, see [26]. In the case of phase transitions in a van der Waals
fluid, instability points belong to a region of the parameters (7,v) where some eigenmodes
have negative real part and it is not a direct consequence of [14] that assumption 6.5 is
satisfied by all planar shock waves close to u (but fortunately the calculations show that
it is true).

6.2.2 The weak stability of planar shock waves

In this paragraph, we show that if u is a weakly stable planar shock, then the constant
coefficients boundary value problem (6.9) is “well-posed”, in the sense that solutions to
(6.9) satisfy an a priori energy estimate. Since we deal with shock waves that violate
Majda’s uniform stability condition, the energy estimate will involve losses of derivatives
with respect to the source terms f and g.

We need first of all to introduce a few notations. Denote by €2 and w the domains

Q= Ri"’l ={(zo,...,2q) € R st 24 >0} and w:=R%=9Q.
For v > 0 and s € R we define the following symbols

VEERY M€ = (2 +1€1H)2.
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The usual Sobolev spaces H*(w) are equipped with the following weighted norms (depen-
ding on the positive parameter v):

1 ~
vl = g [ 2@ O de.

We shall write || - || instead of || - ||o,y since there is no dependance on the parameter v
for the L? norm. These weighted norms enable to construct a parameter version of the
classical pseudodifferential calculus which is of constant use in the study of hyperbolic
boundary value problems, see e.g. [3, 61, 65, 73].

The space L*(R*, H*(R?)) is also equipped with the weighted norm:

+oo
ol = / o 2|12, day. (6.19)

We shall also write || - [lo instead of || - [|o,. Typically, we shall use the spaces L%(2) and
L*(R*, H'(RY).
Eventually, the scalar products of L?(w) and L?(Q) will be denoted as follows:

(f, 92 (w) :I/f(y)@dy, (/9D 12 :z/ﬂf(fv)g(f)dﬂf-

The Laplace transform performed in the normal modes analysis amounts to working
with the new functions ¥ := exp(—~t)v and ¢ := exp(—vt)?, with v > 0. This leads to
the introduction of the “weighted” operators:

LIV = Lt + 1) T and BT, ) 1= Bu(,¢) + 7¢bo(u) .
One easily checks that (6.9) is equivalent to

Zav =exp(—yt)f for z4 > 0,
PBh(v,¢) = exp(—~t)g forzg=0.

For convenience, we drop the tilda from v and ’IZ (keeping in mind that all functions have

been multiplied by a decreasing exponential function and therefore also depend on the

parameter 7). Our result on weakly stable planar shock waves can be stated as follows:

Theorem 6.1. Let u be a weakly stable planar shock. Then for all v € H%(Q), for all
¥ € H*(w) and for all ¥ > 1, one has:

1 1
Y lollg + 1oy, oI5 + 19115, < 7 I3 (v, )i, + -z 1#alv, i, (6.20)

Energy estimates in Sobolev spaces of higher order are available, provided that v and i are
sufficiently regular. Stmilar estimates also hold for planar shock waves u close to u.

6.2.3 Proof of theorem 6.1

The proof of theorem 6.1 follows the earlier works of Kreiss [61] and Majda [65] with
suitable modifications. It can be found in [26] in the case of isentropic gas dynamics.

Recall first that assumption 6.2 ensures that system (6.1) satisfies the so-called block
structure condition. More precisely, we have:
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Proposition 6.2 (Block structure condition). [72]. If assumption 6.2 is satisfied, then
for all shock wave u close to u, for all z € ¥, there exisls a neighborhood ¥ of z in ¥,
and regular matrices Q(u, z) depending smoothly on w and z € ¥ such that

ak (z)

Furthermore, the spectrum of a™(z) (respectively at(z)) is conlained in the half-plane
{Re ¢ < 0} (respectively {Re ¢ > 0}), and for all k = 1,..., K, the matriz ay(z) has
purely imaginary coefficients when v = 0 and ay(z) satisfies

0 1 0 0
. . . 0 0 0
ap(z) = wil + iNg  with wg € iR and Ny =
: .0 1
0 ... 0 O

Finally, the lower left-hand corner coefficient of day/0v (z) is a nonzero real number. Note
that the dimensions of the blocks a* and aj, may depend on z but not on z € ¥ .

Let us go back to assumption 6.5:if z is a point of g such that the critical subspace
{Z € & (u,2) s.t. B(u,2) Z=10}

is nontrivial, then we have assumed that all the blocks a; (defined by proposition 6.2
above) have dimension 1 and that the blocks at and ¢~ can be chosen under diagonal
form. In particular, when z belongs to a suitable neighborhood of z, ax(z) is a complex
number wy such that wy € iR when v = 0 and dwy /07 (z) is real and does not vanish. If
Re wr < 0 when v > 0, we obtain

Re wi(z) < —c7v, (6.21)
whereas we obtain
Re wi(z) > ¢y (6.22)

if Re wg > 0 when v > 0. In both cases, ¢ is a positive constant depending on » and z. We
refer to [26] for a detailed study of the block structure condition in the case of isentropic
gas dynamics. Assumption 6.5 then simply amounts to counting the multiplicities of the
eigenvalues of & (u, z) near instability points.

We are now going to construct a microlocal symmetrizer in order to prove (6.20).

o Let z € ¥\ Xp. Since & (u, z) has no purely imaginary eigenvalue (by Hersh’s result
[47]), there exists a neighborhood ¥ of z in ¥} and invertible matrices Q) (u, z) depending
smoothly on z € ¥ (and also smoothly on u close to u) such that

VeV, Quz)ed(u,2) Qu,2)" = (“_(EZ) a"’O(z)> ,
with Sp a7 (2) C {Re ¢ <0} and Sp a*(z) C {Re ¢ > 0}.
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Matrices a~(z) and at(z) are defined by Dunford’s formula, see [23, 57]. As noted in [72],
this reduction explains why the block structure condition needs only to be checked in the
neighborhood of points belonging to ¥y. By Lyapunov’s theorem, see [8], there exists two
positive definite hermitian matrices H* and H~ such that

Re (HEa*(2)) = £1.

For convenience, we define the real part of a square matrix N as (N + N*)/2 and we do
the same for operators on a Hilbert space. Following Kreiss [61] (see also [23]), we choose

r of the form
() —H~ 0
e 0 aHt )

where « is a real number greater than 1, to be chosen large enough. Because the critical
subspace is trivial when z belongs to a neighborhood of z, it is proved in [23] that for «
large enough, the following estimates hold

Re (r(2) Q(u, 2) & (u, 2) Q(u,2)™") > 1/21,
r(z) 4+ CBu,2)*Blu,2) > I, where fB(u,z) = B(u, z) Q(u, z)".
Constants ¢ and C' are positive and depend only on (u, 2).

e Let now z € Y be a point where the critical subspace is trivial. It appears from
proposition 6.2 that Jordan blocks may occur in the reduction of the symbol &7. In such
a case, the construction of the symmetrizer is rather technical. We refer to [61, 81] and
[15, 23, 26, 77] for the details. Following these anterior works, we conclude that there exists

a neighborhood ¥ of z in ¥ and € matrix valued mappings r and Q(u, -) defined on
¥ such that for all z € ¥, r(z) is hermitian, ¢(u, z) is regular and

Re (T’(Z)~Q(u72)«9f(%2)9(%2)_1) >cql,
r(z) +CB(u,2)"Blu, 2) 2 eI, B(u,z):= ﬁ(uvZ)Q(uvz)_l'

e Let z € ¥y be a point where the critical subspace is nontrivial. From assumption 6.5,
we know that there exists a neighborhood ¥ of z in ¥, and invertible matrices Q(u, z),
depending smoothly on z € ¥, such that

Qu, z) o (u, z) Q(u, z)_l —
wy(2) 1,

wy(2)1,,
wJ’—}—l(Z)In]/_l_l

WJ(Z)In]

where the w;’s have negative real part when v > 0 and j = 1,...,J" and have positive
real part when v > 0 and 5 = J +1,...,.J. We have just reordered the diagonal blocks
appearing in assumption 6.3. Let us remark that the stable subspace &~ (u, z) (that has
dimension N — 1 for all 2) is spanned by the N — 1 first column vectors of Q(u,2)"!. In
particular, we have

ng+---+np=N-1 and npy+---+n;=N+1.
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For z € ¥, we choose r(z) of the form

2
N e '
r(z) = ( 04]N+1> ,

where « is a real number greater than 1, to be fixed large enough. Because of the local
behavior of the w;’s, see (6.21) and (6.22), we have

Re (7“(2)Q(u,z)d(u,z)@(u,z)_l) Z ¢ (73 IN_I Oé'YIN-I—l) 7

forall z € ¥. If W € C*, we denote by W~ the vector composed by the N — 1 first
coordinates of W and W the vector composed by the N + 1 last coordinates of W (this
corresponds to a decomposition between the incoming part and the outgoing part), so we
can write

B0,2) QG )W = 50,2 Q)™ (M) + 5w Qo) (1)

and using (6.18), we have

w2 Qo (M) 2 e,

which implies
VWS IWHE 15w, ) WIE, - B(u,2) = B(u,2) Q(u,2) 7"
Choosing « large enough yields
r(2) + CB(u,2)"B(u,2) 2 e9° 1,

for all z € ¥. This completes the microlocal construction of the symmetrizer.

e We now turn to the proof of (6.20). For all z € ¥, the previous analysis establishes
the existence of a neighborhood ¥ of z in ¥, and of smooth mappings r and ¢ with
suitable properties. Because Y4 is a smooth compact manifold, there exists a finite covering
¥;, 1 <@ <1, of ¥ by such neighborhoods and a smooth partition of unity y;, 1 <7 <1,
subordinated to this covering. Functions y; are ¥, nonnegative and satisfy

1
Vi=1,...,1 Supp x; C¥ and ZXZ-E )
=1

Let now v € H*(Q) and ¢ € H?*(w). We denote by V (1, z4) the Fourier transform of v
with respect to the d first variables (zg,...,z4-1). We also define

Fi= L0, 9) € H'(Q), Gi=B(v,9) € H'().

We extend all mappings r; and (; on all ¥ assuming them to be constant outside of ¥;
(this is of pure convenience since only the value of these mappings on the support of y;
will be involved in the following calculations). Then we extend x; and (); as homogeneous
functions of degree 0 in (,v). For z = (n,7) € RY x R*, we define

Vi(z,z4) == xi(2) Qi(u, 2) V(n, 24) .
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We thus get the relation

dV;
dxg

= Qi(u,2) #(u,2) Qi(u, 2) ™ Vi(z, 2a) + xi(2) Qi(w, 2) ()™ F(n,24) . (6.23)

If #; is a neighborhood of a point z; where the critical subspace is trivial, we extend r;
as a homogeneous function of degree 0 in (7,v). We take the scalar product of (6.23) with
ri(2) Vi(2, z4) and integrate with respect to (7, z4), v being fixed. Using the inequalities

Re (ri(2) Qi(u, 2) & (u,2) Qi(u,2)™") > ey 1,
ri(z) + Cﬁi(u,z)*ﬁi(u,z) >cl,

we obtain Kreiss’ maximal L? inequality

1, = -~ 1 ~ 1 -~
VXV + 11XV, 0 16 S §|||X¢F|||3 + |IG)3 S ] A FIIE + 72 A TIGE

If ¥; is a neighborhood of a point z; where the critical subspace is nontrivial, we extend
r; as a homogeneous function of degree 2 in (1, ). We have

ri(z) + C AP (n) Bi(w, 2)" Bi(u, 2) > e4° 1,

and therefore, taking the scalar product of (6.23) with r;(z) Vi(2, z4) and integrating with
respect to (7, z4) yields the inequality

— 2 Re (ri Vi, \i Qi & F)) 120
> e IxiV], oo lI5 = C A IGE + 2 Re (Vi ri@Qi QT Vi) 12 -

Recall that r; has diagonal form

(’YIN—1 )2 _
Va AT () Ingq

and r; satisfies
Re (ri(2)Qs(2) 7 (:)Qi()")) > e5(2)?.
We have
2Re (Vi riQi Q7 Vi) 12() 2 ¢ lls(2) Vill§,
and Schwarz’ inequality yields
C N
— 2 Re (riVi, iQi P 20y < 5 ’Y|||5( Willg + = |||XiS(Z)F|||3
c C ~
< Sy lsGVills + = A Fllg
v
Eventually, we obtain

VI VIG+ 77 iV, ll6 S —|||X MNYFIG + [ha A TG
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Since the y;’s form a partition of unity, Plancherel’s theorem yields
1 1
YIlIE + vy, =116 S 7 I3l + o 1B (v, )7 -
To conclude the proof, we integrate (6.16) with respect to n € R

1
19115, S 1101, 20 16 + 183 (0, 911G S Nvy, 66 + 7 1B (0, )T,

and this gives (6.20).
a

Remark: in [65, proposition 2], Majda stated an energy estimate similar to (6.20) for
isentropic Euler equations. We point out that his result was obtained under the assump-
tion ZJv = 0. Theorem 6.1 thus extends this earlier result and indicates that losses of
derivatives occur both in the interior domain and on the boundary. This shows a major
difference between our analysis and earlier works such as [78, 87].

6.3 The variable coefficients analysis

Let u be a weakly stable planar shock. Because of assumption 6.3, there exists an open
set % in RNV x RN x R x R%! containing the origin such that for all (w,,w;,o,v) € %,
we have

ur+wr€U7 ul+wl€U7
Ap—l(ul‘l’u)lvg) <og< Ap(ul‘i’wlvg) and Ap(ur‘|’w7’7€) <o< Ap-l—l(ur‘i’wrvg)
where ¢ := (—v,1) € R% In other words, % is an open set such that all planar shocks
associated with elements of % are p-shocks. Shrinking % if necessary, all planar shock
waves associated with elements of % are weakly stable. We fix a compact subset & C %
and consider mappings ,, i, ¢ such that ¢ is defined on R 4, (resp. ;) is defined

on {zq > ¢(zo,...,24-1)} (resp. {zq < ¢(zo,...,24-1)}). Eventually, we assume that
(@, w7, Vip) takes its values in £ and is compactly supported. We define a function

. {ur + 4, (x) if zq > @(zo,...,24-1), (6.24)

w + w(x) if zg < (o, ..., z4-1),

and make the following assumption:

Assumption 6.6. For all point x = (zg,...,zq) such that zq = p(zo,...,x4-1), the
function

an — u, ‘I’ur(x) lf@/d > V@ ' (y07 .. '7yd—1);
* u ‘I’ul(x) @f@/d < V@‘Q : (y07 .. '7yd—1);

ts a planar shock wave. An equivalent formulation is that the Rankine-Hugoniol jump
conditions are satisfied at each point x = (zo, ..., 41, P(To, ..., Td-1)):

d—1
>0 lfi@)x) = [fu(@) ().

In the above relations, the gradient Vi is evaluated at (zg, ..., T4-1).
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The regularity of ,,%; and ¢ has not been precised. One can think of them as mild
perturbations of the stationary shock wave u (some kind of first order correction in an
asymptotic expansion). We shall be more precise in the sequel.

6.3.1 The linearized equations

Asin paragraph 6.2.1, we introduce the linearized operators around a: consider a family
us = ay + sv and ps = ¢ + 5. Then we define

d

ga(’l]:t7 ¢) = d_ L( .s 74?95) ,s |S:0 bl (625&)
d
@a(?], ¢) = d_B( sy Ug 7“}95) |s:0 . (625b)

Recall that ay is the function deduced from a after the change of variables ®, see section
6.1. A direct computation shows that

d—1 d—1
La(vt,v) =Y Ajal) 0;v* + D [VA;(af) - vE] 9, af + Ag(a, V) 0gv*

7=0 7=0

d—1 .

— Z@ﬂb A; (aét) 04 agt + [VuAd(agc, V) - vi] 04 aat , x>0,
7=0
and
Ba(v,0) =Y 0,0 [fi(a)] - Aa(al, Vo) vF + Agla;, V) v™,  24=0.
7=0

We decompose the linearized operator £, as

d—1

La(vE 0) = L(aﬁ yp)v Z(?ﬂbA (a} )(?daﬁ —‘g(agc,ga) vt

where L is defined by (6.5a)-(6.5b) and

U
—

Eaf, o) vt = = Y [VA;(af) - v¥] 9 af — [V, Ay(aF, Vo) - 0] 9 af (6.26)

o,
Il
=]

is the zero order part (in v¥) of Z,.
As was done in section 6.2, we write the linearized equations as a first order system in
v:= (vt,v”) and ¥ in the domain {z4 > 0}. Define

Aj(af) 0 ,
‘ij(a)::(foﬁ Aj(an_)) for0<j<d-1,

_ (Aaaf Vo) °
gma)-—( 5 _zd<aﬁ:w>)’

bj(a) :=[fij(ay)] for0<j<d—-1 and M(a):= (—Avd(a;',vgp) Z{Vd(aﬁ_,VgoD .
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The linearized operators read

d d—1
Lo, ) =) () djv - 0i¢ () daay — Ela)v xq >0,
7=0 7=0

d—1
Ba(v,0) = 0;¢bj(a) + M(a)v wq=0.
7=0

Recall that the perturbation (u,,d;, V) takes its values in the compact set & C % so
the matrix o7;(a) is regular.

We now introduce the positive weight ~, that is, we change functions v and % and deal
with v := exp(—~t)v and QZ := exp(—~t)®. As in section 6.2, we introduce the weighted
operators

LA, 0) = La(T,9) + 19 () T — 7 ¥ H(a) dyay,
and  BL(T, ) := Ba(T,9) + ¢ bo(a) .

For simplicity, we drop the tildas and the 4 index. We fix an integer m > (d + 5)/2 and
assume that ¢ € H™Y/2(R?) and (4,, ) € H™(Q). Using some classical properties of
Sobolev spaces, see [2], we have

Ve e W2(RY), (i,,1) € WP®(Q) and (i, ) € L*(RT, WH*(RY) .

Because the coefficients of the linearized operators have limited smoothness, a conve-
nient way to derive an energy estimate analogous to (6.20) is to use the paradifferential
calculus of Bony, see [20, 75]. With this strategy in mind, we are going to estimate the
error between the linearized operators and their paralinearized version.

6.3.2 The paralinearized equations

We refer to appendix 6.5 for the definition of paradifferential symbols and for the main
results of paradifferential calculus.

1) Paralinearization of the boundary conditions

Define the following symbols:

d—1
b(zo,...,z4-1,7m,7) = vbo(zo,...,z4-1) + 1 an b;(zo,...,24-1)
7=0
where b;(zg,...,z4-1) := b;(a(zo, ..., 24-1,0)).

Then we have b; € W°°(R?) and as a consequence b € I'}. Theorem 6.9 yields

vbo = T, tllse < IBolliwto 7 1%ll0 S 19111
;05— T3, &l = (b = Ty ) @)1 S 105800 S 1141

and we thus obtain

d—1
lvbod+ ) 09 bs — Tl S 14l (6.27)

=0
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We also define
M(zq, ..., z4-1) := M(a(zo, ..., 24-1,0)) € W (RY),
and theorem 6.9 yields
M, 2o = TP, 0l S v, ,20llo- (6.28)
Combining (6.27) and (6.28), we get
1Ba(v, ) = Tpt = Ty v, ool S 1911y + 1101, 6 llo - (6.29)

We shall therefore replace the linearized boundary operator (v,v) — Ba(v,v) by its
paralinearized version (v, ) — T ¢ + Tyv.

2) Paralinearization of the evolution equations

We are now going to paralinearize the evolution equations after multiplying by ;zfd_l.
Define

Aj(zg,...,zq) = Hj(alzo,...,zq)), Clzo,...,zq) = F(alzo,...,zq)).

Because Vo € W22(RY) and a € W2>(Q), we have A; € W2*°(Q) and C € W1H>(Q).
Recall that first order derivatives of a appear in the definition of C, see (6.26), so we do
not have C € W% (Q).

The matrix valued mapping Ay is uniformly invertible, namely
1A w2y < C.
Using the definition (6.19) and theorem 6.9, we obtain the following estimates
A7 Aov —1T]-1, ol S el
A A; 00— Ioazia,thy Slvllo for0<j<d-1,
1A' C o= T3 ool S el
Those estimates are obtained by a simple integration of the paraproduct estimates in R?

and from the definition of the paradifferential operators in a half-space, see appendix 6.5.
As for equation (6.12), for x € Q, 7 € R? and v > 0, we define the symbol

d—1
Ax,n,7) = —Agx) ™ [y Ao(x)+i ) i Aj(x)

=0
It is clear that A € T'} and the previous inequalities yield
d—1

YA Ao+ Y ATTA v — AN Co+ TRv+T)

=0

S < llvllo- 6.30
Lot Sl (630)

1y
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We have thus estimated the error terms in v when paralinearizing A;lfg(v, ). We now
turn to the error terms in %. There are two such terms that are
1 . _ y
VAT Agdua =y 1),
and A;lA]‘ 8da8j¢—Tl;1A]ada8j¢, 0<5<d-1.

Using theorem 6.9 and the property d;za € L*(RT, W1*°(R%)), we obtain

Iy AT Agdya - ngleadawum < l%llo S el
IAT 002050 = T) oy Dl S 1105 0l S 1)1

We thus get the estimate

d—1
VWA Agdsa+ Y AT'A; 0,20 Y+ TR, 00| Sl (6.31)
J=0 1
Combining (6.30) and (6.31), we have proved
1AL 2 (v, 8) = Qv+ TR0 + T3 v = TRg¥lhn S Bollo + 1901 (6.32)

As for the boundary operator, we shall therefore replace the linearized operator (v, ) —

A7 LI (v,9) by its paralinearized version (v, ¢) = Jqv — T{v — Tlglcv + Tladalb.

3) Change of unknown function

Unlike in the uniformly stable case, the linearized operator involves in our case a zero
order operator in v and a first order operator in . We shall use a change of unknown
functions, that is due to Alinhac [4], and that simplifies the expression of Z,. If we let
v =0+ dga, we have

ga(vv ¢) = L(av 99) v — cg(a7 99) U+ 0y [L(a7 @)a] :

The function © is referred to as the “good unknown” of the problem. We emphasize that
this change of unknown functions yields an operator in (v, ) with only zero order term
in : roughly speaking, the operator £, reduces to an operator with only first and zero
order terms in ©, since the zero order terms in % will be easily estimated.

As regards the paralinearized equations, the previous result suggests to make the
change of unknown functions v = v + nga¢. We are going to show that the parali-
nearized operator is equal to ;0 — Ty 0 — Tlglci) plus some error terms whose norm can

be controlled.
A straightforward computation shows that

: y y y _ a9 v y :
Oqv —Tyv — TA;1CU+TA8da¢— 0q0 — Tt — TA(;lcU—I_el —eq9 + e3
where

1= ;§a¢7 ey : =T —1CTdda¢ €3 = (Tlada Ta ngaMb
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Because a € H™(2) and m > (d+ 5)/2, we have

leilliy S 1l 1<2<3,

and therefore

‘H (ad v T =Ty gvt Tladagb) - (ad b—TY6 — Tlglci)) <)l -

1,y

As a consequence, we shall focus our attention on the operator d; 0 — 10 — 1) _, ¢ and

Aj'C
try to derive an energy estimate for this operator.

Remark: after changing unknown functions, the paralinearized boundary operator
reads Ty ¢ + le/lblmfo + T&ngalb, and we see that the last term in this sum satisifies

1T T,y S 191y

To summarize, we have proved

< C(Iwllo+ [1¢lhA)
1,y (633)

|2, - (50 + TR, | <€ (lotyollo+ 19115 -

H‘A;lgg(v, b) — (ad b— 16— Tlglcﬁ>

Furthermore, the relation v = v + ngazb yields

. . C
0ol < 2 (1014 CI18) <2 (Wl + S 1912,
. . C
1408 < 2 (1603 + CwIR) <2 (K13 + S0l )

and we thus get

. . 1 C
TG + 10 s 1 > 5 (A + 1) = 9 (6.34)

It is now clear that the change of unknown function is appropriate because an energy
estimate of the same type as (6.20) for (v,) will yield a similar energy estimate for
(v,9).

All constants appearing in (6.33) and (6.34) are uniform with respect to the norms
of the perturbations and the compact set J£ . Namely, if the perturbation (u,,u;, V) is
valued in JZ and satisfies

el iy < Ky ([(r, @)l pm@) < K

for some constant K > 0 and some integer m > (d + 5)/2, then the constants appearing
in (6.33)-(6.34) only depend on K and JZ .

4) Eliminating the shock front
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Using assumption 6.4, we know that there exists a positive constant ¢ > 0 such that

b*(an .. .,$d_1777,")/) b($07 - -7$d—177777) Z 0(72 + |’7|2) .

The constant ¢ only depends on the compact set J£. The symbol b*b is of degree 2 and
elliptic so, applying Garding’s inequality (theorem 6.7), we obtain

Yy >0, (¢l S Re (T, 92 S 1Ty wlls + Re (RV4,¢) 2
where {R"} is a family of order < 1. We thus get

1
10115, S NT5 206 + 191y %00 S 5 10115 + 1T l16-
Up to a greater choice of g, we finally get
Yy >0, 191, SITR9lle S ITge + Tpoy, ,2ollo + 1191, 20 ll5

1 . , (6.35)
S 72 175 ¢ + Ty, o 17+ 10,2015

which is the variable coefficients version of (6.16).
Introducing the orthogonal projector II(y, n,v) on b(y, n,v)t, we have IT € I'}, ITb = 0
so theorem 6.6 gives

ITa Ty dlhy S 1y 1T TMPm0 = Tom e —olliy S 1191, llo-
Using the decomposition
T 01eymo = (Tane = T )0 oo + Tot(Taa0, 0 + To9) = Ty ¢,
we end up with
1Tt 01y oll1r S 191, o llo + 179 %+ TRe0), o iy + (1911 (6.36)

From now on, we focus on the system

Gdb—le—Tlglci):F zq > 0,
TI,IIMID|Id:0 = G md = 07
and try to derive an energy estimate of the type

. . 1 1
Y 0U5 + 1191, 0115 < 7 1713, + " IG5

for all ¥ > . Using (6.33),(6.34), (6.35),(6.36) and a greater choice of the constant 7q,
we shall obtain the variable coefficients analogue of our basic estimate (6.20). A precise
result will be stated in paragraph 6.3.6.

As was done in the constant coefficients case, we define the symbol 3 of the reduced
boundary conditions:

V(y,m7) €RIx R RY, B(y,n,7) = (y,n,7)M(y) .
Our goal is to derive an a priori estimate for the paralinearized system:
g — TR0 — Tlglcb =F z4>0,

Tg' =G xzq=0.

’U|$d:0
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6.3.3 Geometrical assumptions

Let us go back to assumption 6.5. For all planar shock waves u close to u, we define
the set of critical frequencies Y., (u) as the set of those (n,v) € ¥4 such that the critical
subspace

{Z € & (u,n,7) st. B(u,n,v)Z=0}

is not reduced to {0}. From assumption 6.5, we know that frequencies (n,7v) € X..(u)
satisfy v = 0. Another requirement of assumption 6.5 is that there exists a neighborhood
Ver(u) of ¥ep(u) in ¥4 and a smooth mapping Qo(u) defined on 7., (u) with values in
Glyn(C) such that

wllnl 0

Qo Qy' =
0 wyly,

To deal with the variable coefficients case, we need to assume that ., (u) is endowed
with an “equation”. More precisely, we assume that there exists a smooth real valued
function o (defined for all shock waves u close to u) such that

Eer(u) ={(n,7) € By s.t. v +io(u,n,7) =0}
={(n,0) € Xy s.t. o(u,n,0)=0}.

We refer to section 6.4 for an example. The function ¢ is extended as an homogeneous
mapping of degree 1 with respect to (7,7).

Given the perturbed planar shock a, we define the set of the so-called “critical points”
as

Ye:={(z,n,7) € 02 x Xy s.t. (n,7) € Xer(alz))}. (6.37)

We already know from assumption 6.5 that there exists a neighbourhood ¥ of ¥ in
99 x 34 such that the symbol A(z) is diagonalizable on ¥

wy(2) 1, 0
Qo(2)A(2)Qo(2) ™" = = Dy(2). (6.38)
0 wi(z)1,,

This corresponds to a diagonlization of the symbol A on the boundary 052, when the
frequencies are close to the unstable frequencies.

On the boundary 0f2 of the space domain, the set of space-frequency variables is thus
decomposed as the union of a set ¥2 that contains all the unstable points and a set that
contains only uniformly stable points. In the subsequent analysis, we shall show that the
instabilities originating from the critical set Y. propagate in the interior domain along
bicharacteristic curves. In order to control where these instabilities propagate, we are led
to the important assumption that these bicharacteristic curves are well-defined in all the
interior domain:

Assumption 6.7. There exists an open set V. C Q x ¥ salisfying

'Vcﬂ{xd:()}:'f/co
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and there exists a symbol Qo of degree 0 and regularity 2 defined on ¥ such that (6.38)
holds on all V..

Moreover, decomposing w; as w; = ve; + ih; (all mappings are defined on V. ), the
solutions of the hamiltonian ODFEs system

dzyp  Oh;

—_— = k=0,...,d—-1

dl‘d ank (‘r?n?’y)? 1 1 bl
dny, Oh; (6.39)
—k_ 2 k=0,....d—1 )
dig D2y (z,m,7), 0,..., )

(1‘07 ey Td—15 70y - - oy Td—1, 7)Imd=0 € 7/(30

are defined for all x4 > 0 (that is, stay in V. for all xq > 0). These solutions are referred
to as bicharacteristic curves.

Note that assumption 6.7 is met in the constant coefficients case. Indeed, " may be
chosen as the product 992 x ¥, (u), and we choose in this case

Ve = QX Vor(u) .

Then the mapping Qg exists because of assumption 6.5, and it is independent of z, as well
as the w;’s. The ODEs system (6.39) then reduces to

dzyp  Oh;

_— = — k=0,...,d-1

dajd 877]6(7777)7 b b b
d
Sk _ o k=0,...,d-1,
dxg

(.To, ey d—1, Moy - - .,Ud_17’)/)|$d:0 € ’j/co.

Our choice of ¥ implies that the bicharacteristic curves stay in ¥ (frequencies are
constant along these curves because h; does not depend on z).

In the variable coefficients case, we recall that the perturbation (u,,;) has compact
support. So if (zg,n) is a solution of (6.39), 7y is constant for z4 large enough. From
standard ODEs arguments, we claim that assumption 6.7 is satisfied when a is a suffi-
ciently small perturbation of u (one can choose ¥¢ as in the coefficients case, provided
the perturbation is small enough). We refer to figure 6.2 for a schematic picture of the
situation.

For (y,n,7) € 0Q x R? x R*, define

o(y,n,7):=d(ay)n,7)

so we have o € I'}(RY).
With the help of assumption 6.7, it is possible to construct a solution of the transport
equation

d—1
02,05+ Y 02,05 Oy hi — 0p, 050, by =0, (w,1,7) € Ve,
=0 (6.40)

Uj|zd=0 =0, (‘T7'777) € ,1/(:07
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'1/0

Support of (u,, ;)

Fic. 6.2 — Bicharacteristic curves originaling from the boundary

and the solution o; of this equation is homogeneous of degree 1 with respect to (7, ). The
solution o; is constant along the characteristic curves of equation (6.40), and these curves
are exactly the bicharacteristic curves defined above.

Note that (6.40) also reads

0r,05 +10j,h;} =0,

where {0}, h;} is the Poisson bracket of o; and h;.

For convenience, we extend all mappings w;, 1 < j < J (and thus D;) as symbols of
degree 1 and regularity 2 defined for all (z,n, 7). We therefore have w; € I'y. We choose
these extensions such that one has either

e;>c>0 or e <-c<0

where w; = ve; + ih;. Extending the w;’s allows to define a global solution o; of (6.40),
meaning that o; is defined for all (z,7,v) € © x X4 and not only for (z,n,v) € ¥. This
global solution belongs to I'\. What is important is that we have not changed the value
of o; on the set ¥, since o; is constant along the bicharacteristic curves. The functions o;
are weights that vanish only on the curves originating from the critical points. We shall
see in the sequel that they are appropriate in the derivation of an energy estimate.

Finally, we need to precise the behavior of the restriction of the boundary symbol 3
to the stable subspace. Recall that the first N — 1 column vectors of the matrix Qo(z)™?
span the stable subspace &7 (z) when z € #2. We write:

QO(Z)_l — (an(z) Qout(Z)) y an(z) € %QN,N—I(C)v

and make the following assumption:

Assumption 6.8. There exist two mappings P; and P, defined on ¥ such that
Jor all z € ¥2, Pi(z) € Gin_1(C) and Py is a symbol of degree 0 and regularity 1,
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Jor all z € Y2, Py(z) € Gin_1(C) and P is a symbol of degree 0 and regularity 1,
for all z € ¥2, one has

Py (2) B(2) Qun(2) Pa() = (/\—m(ﬁ)((’)Y—HU(Z)) INO_2> =: Bin(2). (6.41)

In the constant coefficients case, assumption 6.8 implies (6.18). The meaning of as-
sumption 6.8 is that the restriction of B to the stable subspace has a kernel of dimension
1 (this was not part of assumption 6.5) and “3 vanishes at order 1 on this kernel”.

With these preliminary reductions in mind, we can turn to the derivation of our energy
estimates. We fix a nonnegative cut-off function y verifying

X is a smooth (that is, ) symbol of degree 0 and Supp x C 7,

x = 1 in a neighborhood of the bicharacteristic curves originating from .. In other
words, out of the region where y =1, one has |o;| > ¢ > 0 for all 5.

Define xo := (1 — x) and observe that yo has its support in the set of uniformly stable
points.

6.3.4 Energy estimates near instability points

The aim of this paragraph is to derive three different energy estimates in the neigh-
borhood of instability points. We show how to control the L?(H') norm of the outgoing
modes. For the incoming modes, we show how to control the L? norm and the L?(H?!)
norm far from the bicharacteristic curves starting from the critical set ..

Before establishing our main energy estimates, we prove a reduction result that will
help us to deal with the zero order terms in the equations. Recall that relation (6.38) holds
on all the open set ¥ and not only on its trace ¥.2. In terms of symbolic calculus, we are
looking for a symbol J_; of degree —1 and regularity 1 such that

(Qo+Q-1)#(0s — A — A;'C) = (84 — D1 — Do)#(Qo + Q_1)

where the composition of symbols is to be understood as the expansion to first or second
order (depending on the regularity with respect to ), see theorem 6.6. Recall that our
symbols have finite smoothness in the space variable so the expansions of adjoints or
composed symbols are only finite and not asymptotic.

The existence of ¢)_; is given by the following lemma:

Lemma 6.1. Let Qg be defined by assumption 6.7, and define Dy as in (6.38). There
exists a symbol (Q_1 of degree —1 and reqularity 1, defined on ¥, such that

(Qo+Q-1)(A+A;'C) + 3.Qo
d—1

+ - (05, Q005 A — 0y, D10, Qo) — (D1 + Do) (Qo + Q-1)
k=0

| =

is a symbol of degree —1 and regularity 1, and Dy is a block diagonal symbol (of degree 0
and regularity 1) whose blocks have dimensions ny,...,ny as those of Dy.
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Proof. Using the equality QoA = D1@Q)o, the problem reduces to finding a symbol Q_; of
degree —1 such that

d—1
1
[Q—lQalv Dl] + QoAglcQEI + 04Q0 + H Z@nonﬁmkA — 0y, D105, Qo

k=0

is block diagonal (it will automatically be a symbol of degree 0). Here above [M, N] denotes
the commutator of two matrices M and N. Using that D; is block diagonal (with diagonal
blocks w1y, ,...,wsly,,), a simple calculation shows that one can choose Q_ngl (and
therefore ()_1) such that the extra diagonal blocks of [Q_lQal, D] cancel those of

d—1
1
QOAc?lCQal + 6dQ0 + ; Z Onon(?mA — (?nle(?g;on .

k=0

Because the diagonal blocks of [Q_ngl, Dq] are identically zero, one can only cancel the
extra diagonal blocks. It stems from this simple calculation that Q_ngl is of degree —1
and regularity 1, and therefore so is J_;. This proves the lemma. O

Note that ) _1 and Dy are only defined for space-frequency variables belonging to ¥¢
but, as was done for Dy, we extend Dy as a global symbol of degree 0 and regularity 1.

In all the sequel, we denote by ¢ the sum Qg+ _1. The following calculations heavily
use the fact that () defines a “good diagonalization basis” of the paralinearized operator

O 00 =T =T"_, 0.
d A AdIC
Let v € H*(Q) and define
F=0,0-10-T"_, 0 H(Q).
d A Adlc ( )
We also define
N o T
w._Tva

and we first show that w satisfies a paradifferential equation whose first and zero order
symbol are block diagonal. The paradifferential equation involves error terms that will
be absorbed at the very end of the analysis. In all this paragraph, RY always denotes an
operator of order < —1 that represents the current error terms in the computations. We

have
Jaw ="T( o0 + 130,00 + T3 (0a0)
_ - Yo NG v
= om0 T Tiaq? + Tiq(Tad + Ty o0+ F)
_ - y P y - v - y
= T(adX)QOU + Txaon v+ TXQ(A+A;10)U + T 04+ R0+ TXQF’
where
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Lemma 6.1 implies that
X0iQo + xQ(A + A7'C) + !

d—1
- ((D1 + Do)x@ + % Z(ankX)QO Oz, A+ x(0y, D1) akuo)

k=0

is of degree —1, and we thus get

daw =T, 0,0+ (T, + T )w +T50+ T+ R0+ T, F,
where
1 d—1
r2 = ; (aﬁkX)QO kaA + X(a"?k Dl) akuO 3

k=0

1 d—1

rd = —z (%Dl) 89% (XQO) :
k=0

After simplifying r% 4 r3, we get the relation

Ouw=TH w+ThH w+T70+ R0+T),F, (6.42)
with
1 d—1
ri= (0ax) Qo+ 5 D (0, %) Qo 0, A = (92,X) (95, D1) Qo (6.43)
k=0
As a consequence, r is of order 0 and is identically zero in the domain where x = 1.

Therefore r has its support far from the “unstable” points.
Recall that Dy is diagonal and Dy is block diagonal:

w1 Inl C
Dy = y Do = )
wyly, Cy

so (6.42) can be written as a collection of .J equations
Ogwj =17 w; +T¢ w; + T o+ Ro+ 17, I, (6.44)

with Rew; < 0 wheny > 0and 1< j <.J' and Rew; >0 when vy > 0and J'+1<j < J.

1) Estimate for the outgoing modes

We first deal with the indexes j for which Re w; > 0 when v > 0. Recall that w; is
defined for all (7, v) and satisfies

V(U77)ERdXR+, Re w; > cv.
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We choose A% as a symmetrizer for (6.44), where A%7 is the Fourier multiplier of symbol
A%7(n). Taking the scalar product in L?(Q) of (6.44) with A*7w;, we get

~[Jw; (0)[]1,, = 2 Re {AM T wj, AN w;)p2(q) + 2 Re {AMITE wi, A Vw;) 2 (q)
+2 Re <<A1’WT77]’[), Al’ww]'»Lz(Q) + 2 Re <<A1’WRW’Z'], Al’wwj»Lz(Q)
+2 Re <<A1WT;QJ F’7 Al’%wj'»Lz(Q) .

Taking the order of the different operators into account and using Young’s inequality, we
obtain

— 2 Re (AMT wj, Aw;) 2 () < Clwjlli,

— 2 Re (AT 0, A w2y < — IT70l15, +e v llwsllE

=2 Re (AYYRY0, A wi) p2a) < — 10G + e v lw;lE

= 2Re (A7 F A w;) p2(q) 1730 Pl - + ey llwilli,

for some € > 0 to be fixed. Using theorem 6.6, the difference
ALY Y oy ALY
Wy Wy
is of order < 1 so we have
2 Re (AT wj, AYw;) r2q) 2 2 Re (T3 A wj, A wi)ra(a) = Cllwslli 5 -
Applying Garding’s inequality (theorem 6.7), we finally get
2 Re (AT wj, A w2y 2 (v = C) llwillf , -

It is now clear that an appropriate choice of ¢ yields the L?( H1) estimate

1 1. p2
¥ llwslls o + [l (0115, < 5 I3 FIE , + 5 (ols + 177l ,) - (6.45)

2) Estimate for the incoming modes

We now deal with the indexes j for which Re w; < 0 when v > 0 (and therefore
Re w; < —cy). We first choose the identity as a symmetrizer and perform the same
computation as above. One can indeed proceed in a similar way because the symmetrizer
is a constant coefficients operator (that is, a Fourier multiplier). Because of the sign of Re
wj, we have

2 2, 1 2 1 <112 <112
el S e, O+ 3 173 FIE + 5 (103-+ T30, )

and we rewrite this estimate as

1 1 g2
Y wills < 77 [lw; (0)115 + 5 I3 FI5 , + 5 (olg + el ,) - (6.46)
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The right-hand terms in (6.45) and (6.46) have similar expressions. The only difference is
that the boundary value of w; is on the right-hand side of the inequality when we deal
with an incoming mode.

At this stage, it is important to note that both right-hand side terms in (6.45) and
(6.46) involve the L?(H') norm of T;/¢, and r is identically zero in the region {y = 1}, see
(6.43). In particular, r is identically zero near the bicharacteristic curves originating from
Y.. However, r is not identically zero in ¥ so, in order to absorb the error term || 7 0|1 -,
we need to control the L?(H') norm of the w;’s in ¥ far from the bicharacteristic curves.
We are thus going to estimate ng wj.

We choose S; := (17,)*T5; as a symmetrizer for (6.44). Recall that S; is of order < 2
since o; € I'}. We take the scalar product in L?(2) of (6.44) with S;w;. This yields

—1T7w; ()lI5 = Re ((94S;)w;, wihr2() +2 Re (S;17 w;, wj)r2(q)
+2 Re (ST wj, w;) 2(0) + 2 Re (ST 0, w;) 12(q)
+2 Re <<S]R v, wj>>L2(Q) + 2 Re <<SjT;Q]F, ’w]‘»Lz(Q) .
First observe that
adS] = (ngcr ) T;/] + (T’V) ngcr !

so we have
e {((0aS;)wj, wi)rae) = 2 Re (17, w;, T7 wi)12(q) -
We recall that o; € R, hence the difference
¥ ¥
T;’JTCJ - TCJTC?J
is of order < 0, and we get
2 Re (17 T¢ w;, T) w12y < CITY willg + C llwjllo 177, w;ll

< C T2, wills + |||wJ|||o+€7||| 2 wills

for some € > 0 to be fixed. Because TJJ is of order < 1, Young’s inequality yields

2 Re (131710, T3 wj) 120 s ||| Vol + ey 177wl
. C
2 Re (17 R0, T wj)r2) < = 505 + =¥ 172, w;ll5
C
2 Re (17T F\ T3 wi) 12(2) < - T30 F IR - + ey 177, w;lE

Collecting these first inequalities, we already have
=2 Re (15, wi + 17T, w],T wihr2() < 117w;(0)]]5 + (C + de 7) 117, w;113

C o 2
+; I3 FI  + p fleo; G + 5 (olg + Izl ,) -

(e
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We are now going to derive a lower bound for the left-hand term in (6.47). Write w; =
ve;+ th; with e;, h; € R and e; € ['9, h; € I'y. From theorem 6.6, we have

g =

_ Y Y Y 2
TJJTJ PyTQJI T;/J + PyT—i{Uw@J} + 7RW + Tih] T;J + T{Uwhj} + RO !

where R? still denotes an operator of order < —1 and R} denotes an operator of order
< 0. Recall that o; is a solution to the transport equation

dqgoj+{oj,h;} =0 24>0,

{Ujleo =0,
so we get

=2 Re (17, w; + 17,17 w;, T3 wih 2y = —2v Re (T717 w;, T7 wi) 20

—27 Re <<Tji{gj,e]}wjvngwj»m(ﬂ) — 27 Re (RYw;, T wj)) 12(q)

=2 ((Re T3}, )17 w;, 17 wj)r20) — 2 Re (Ryw;, T wj)r2(q) -

Let us first examine the last three terms of the right-hand side. Because ih; € iR, the
operator Re T;l] is of order < 0 and we have

—2(((Re T3}, )7 w;, T w;) r2(a) = —C 117, w5,
=2 Re (Ryw;, T wi)12(0) = —C lwjllo 177, w;llo,  (6.48)
=27 Re (RYw;, T7 wi) 12(0) 2 —Cy lwjll -1 115 wjllo 2 =C lwjllo 177, w;llo -
Applying Garding’s inequality (theorem 6.7), we obtain
~27 Re (T2 17 wj, T w12y > ev 117wl (6.49)
so it only remains to derive a lower bound for the term
—2v Re <<Tji{0_]76]}wj7To,?;QUj>>L2(Q) .
Because o; € I'}, the operator Tji{g e} is of order < 0 and therefore
FRRS)

2y Re (17, wj, Thwhia@y 2 ~C 7 lwjlo 172, w;ll

(6.50)
> —ev |17, willg — Cv lwillg -

Choosing ¢ appropriately and taking the sum of (6.47)-(6.48)-(6.49)-(6.50), we get the
second estimate for the incoming modes:

1 L. .
YT w35 < 1175w; (0115 + 5 T3 FI  + v llws 5 + 5 (olg +Iz2eli,) - (6.51)
Take the sum of (6.46) and (6.51). Choosing v large enough, we have
1
Y wills + 7 179, willg < 77 1w ()15 + 175w (0) 15 + 5 I3 FI5

) (6.52)
+ (Nells +nz7els,) -
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Let us decompose the vector w in
w; _
w = o ) Wiy € CN ! ) Wout € CN+1 .
Wout

The vector w;, is the collection of the w;’s that correspond to incoming modes and wgy;
is the collection of the w;’s that correspond to outgoing modes. Taking the sum of (6.45)
and (6.52), we obtain

Ylwoutli s + 7 Mwinlld + DY VN7 wjllg + llwout (0)113,
1 mecoming 1 (6‘53)
S 7 lwin (0I5 + 175 win (0) I3 + 5 I3, PR, + 5 (Iolls + Nz el )
and we want to show an estimate of the type

V¥ [win (0I5 + 175 win (015 S NG, + [[wour ()] 5

where

3) Estimate for the boundary terms
We fix four cut-off functions y1, X2, X3, X4 such that

X1 = 1 on a neighborhood of Supp xy N {zy =0},
x2 = 1 on a neighborhood of Supp x1,
x3 = 1 on a neighborhood of Supp x2,
X4 = 1 on a neighborhood of Supp xs,

and Supp x4 C #0 C 9Q x X. These cut-off functions are introduced in order to use the
localized Garding’s inequality (theorem 6.8). They are extended as homogeneous mappings
of degree 0 with respect to (n,v). We write

TW’

_ _ y
o0t W0 =10, win(0) + T 50, Wout(0) -

Using the definition w = T;Qf), we obtain

T (0) = TYG + R6(0),

Byt
where R” is an operator of order < —1. We thus get
11,8, Win(O)l1y S NGy + [[wout (0) |1 + 16(0) o (6.54)

We are now going to introduce the basis of the stable subspace in which 8 has a reduced
expression. Because y4Yy2 = x2, we have

X28Qin = (X4P1_1) (X2P1ﬂQmP2)(X4P2_1) .
~————

X28in
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We therefore obtain

TW

X2BQin wm(O) =T T T win (0) + wam(()) )

X4P1_1 XQ,Bin X4P2_

and this yields the inequality

1T o T, T ot Win (0l S G2 + 1wout (0) |1y + 16(0) o - (6.55)

X4P1_1 X2,6in X4P2_
We first show that we have an estimate of the type

Y Y Y R Y Y R R
1T T, T 0in Ol 2 €U, T w01 = € f0in(0) o

Define

W=T) 5 T _wi(0).

- X2,6in X4P2_
We first check that

1T Wl = AT, Wlo 2 1T, , s AYW o = C flwin ()]l

xa P
We also note that
TYAYW = AYW + RYW
where R} is of order < 0. We thus get

177 Wiy > \]T;Pl_lT;SAMWHO — C'||win (0)]]o -

xa P
We are now going to use the ellipticity of (Pl_l)*Pl_1 on the support of x4. We write
v 1, 2 _ Y gl 1, L,
HTMPl_lTQSA TW§ = <(TX4P1_1)*TX4P1_1T;3A W, TILAW)

> Y
2 Re <TXA21(P1_1)*P1_

I AYW, T AW — CITL AW o | T3 AW 21y
and we now apply Garding’s inequality (theorem 6.8) to obtain

177,y AW 2 [T AW = C w0 2 e [AV WG = C llwin (013

Plugging this later inequality in (6.55) yields

AT T swin ()0 S IGHe + e Olln + 15O, (6.56)

X2,6in X4P2_

Observe that the difference

Lypy Y
AT s~ Tioatag,,
is of order < 0 so (6.56) also reads
177 T perwin(0)llo S NG + wout(0) |1y + [12(0) o - (6.57)

X2A1’v,6in X4P2_
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It is time to use the particular structure of 3;, to derive a lower bound for the left-hand
term in (6.57). Recall that

1,y X2 (7 + 7’0-) 0
QA ﬁzn — ( 0 XQALWIN_Q .

The relation x4x1 = x4 yields
T win(0) =17, TW 1wm( )+ Rw;, (0),
so we rewrite (6.57) as
1T a0, TG T, ot @in ()l S IG ey + llwout (0|1 + 16(0) o (6.58)

The decomposition

[[ 1 —
Y . — ! N -2
TX4P2_1wm(O) = (W’) , WieC, WwWecC ,
gives
173 108, T T e @in (OO0 = 177, iy T2 Wlo + 177,50, T2, Wl

Because y2x1 = x1 and y1x = x, we obtain
I3 W o = Wy = Cllwin (0)]lo > ¢ [|T7W lo = C'[Jwin(0) o,

” x2 ALY T X1
and using that o € R, we also obtain

1T, iy TR Willo 2 ¢ (7 [[Willo + 175 Willo) = € f|win(0)lo -

(v+io)

Eventually, we get the lower-bound

1T 13 T T s win Ol 2 € (YIT oy win (O) o+ IT5T s win(0)]lo)
—Cl)lo-

To conclude, we perform the same kind of calculations as those already done with X4P1_1
to show that

(6.59)

I3, o win(O)llo 2 € [lwin(0)llo = C 12(0)] 1,4,
1T, poswin(0)llo 2 ¢ 5 win (0)[lo — C[0(0) o

The boundary terms thus satisfy:

Y* [wim(OI5 + 179 win (0I5 < NG 5, + llwour (0)I[3, + 15 (0)[]5 (6.60)

Combining (6.53) and (6.60), we obtain our main energy estimate localized near the in-
stability points:

Pwoutll , +7° lwinlld + Y~ 7 U5 w3+ llwout (O + 7 [[win ()1 + 177 win (013

chomzng
, 1 I .
SNGIE, + 10(0)]]5 + S 177, Il + S (hellg + 1770l ,) -
(6.61)
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6.3.5 Energy estimates far from instability points

In this paragraph, we show how to estimate the LZ(H') norm of ¢ far from the insta-
bility points. We fix a smooth cut-off function X such that

X = 1 on Supp xo N {zq =0},

so we have SZXOH(FO = X0|, -0 and we also ask that the support of ¥ does not meet the

set of critical points . This is possible because the support of xq|, _, does not meet X.
With this requirement, the uniform stability condition is met at alf’ point in the support
of X¥. The cut-off function Y is introduced in order to use a localized Garding’s inequality.

To derive the desired energy estimate, we shall use a classical Kreiss’ symmetrizer that
is microlocalized around uniformly stable points.

Proposition 6.3 (Kreiss’ symmetrizers). There exists a mapping
S:Qx (R*x R\ {0}) — A#,(C)

satisfying the following properties:
V z, the malriz S(z) is hermitian,
S is a symbol of degree 2 and reqularity 2,
Vze 09 x (RYx Rt \ {0}), one has

X(2)28(2) + CX(2)* A7 (1) B(2)*B(2) > eX(2)* A7 () I, (6.62)
there exists a finite set of matriz valued mappings such that

_ * 7Hl(z)
ke (5460 = vier (M5 40 vie).

where V; and FE; are homogeneous of degree 1 with respect to (n,7v) (and belong to
I'Y), H; is homogeneous of degree 0 with respect to (n,v) (and belongs to I'Y), and
the following inequalities hold:

ZVI(Z')* Vi(z) > eA* () I, Hy(z) >cl, Ejz)>ecA(n) 1. (6.63)
l

We define w := Ty, and compute the equation satisfied by w. The calculations are
entirely similar to those done in the preceeding paragraph, namely

de:le+Tlglcw+Tgb+Rw+T;QF, (6.64)
with
d—1
o . 1 _ 1 . . . .
r0 = 0axo + ~ {xo, A} = Oaxo + - > (0:X0) 0z, A = (9, A) Dy X0 (6.65)
k=0

Let {S7(z4)} be given by

S (wa) 1= 5 (T + Tha) -

N | —
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Because S € I'2, {S7} is a bounded Lipschitzean family of selfadjoint operators from
L}(H?*(R%) to L*(Q) (the bounds are uniform with respect to the parameter v > 1). The
starting point to derive the energy estimate is to take the scalar product of (6.64) with
S w and integrate with respect to (zg,...,zq) € Q. We find

~

(87(0)w(0), w(0)) L2(w) + 2 Re {(S"Tyw, w)iz(q) = — Re <<Z%w7 w)r2(9)
2 Re ($™T}_, jw, w)) (@) = 2 Re (877709, whrae) = 2 Re (87R6, whra(a (6.66)
=2 Re (S"TY F,w)12(q) -
The right-hand side of (6.66) is easily estimated. We write S as
ST =AM AT ST

and use that A7 is selfadjoint. Because A~%7SY is of order < 1, we obtain

ds" ,
— Re <<d—mw7w>>L2(Q) < Cwlli,
—2 Re <<SWTlglcw, whrzq) < Cllwlli
. C .

—2 Re (S"T 50, w2 (q) < > 175003, +evlwl?

—2 Re (SRt < g o2 2

e ( 0, w) p2(q) < 5 lollg + e llwll
C

—2 Re (8"T} F,w)2(q) < > 173 FIT, +evllwli,,

80 we get
(S7(0)w(0),w(0))12() +2 Re (STTRw, w)) () < (C'+ 3e7) Jwli,

C o ‘ (6.67)
+ I3, FIE,, + = (Melg + 17500l ) -

We are now going to derive a lower bound for the left-hand side of (6.67) by means of
Garding’s inequalities. We first deal with the boundary term. First note that

S(0) — Tg(o)
is of order < 1, so we have

(S7(0)w(0), w(0)) 130y = Re (o) (O)w(0), w(0)) ) + E(Uw(O) 1 (0) o).
Using (6.62), we can apply Garding’s inequality (theorem 6.8) and derive

Re (T ,(0)w(0),w(0)) r2(e) + C Re (T3, 5.5w(0), w(0)) 12w > ellw(O)[IF , = C 15(0)]]5-

Observe that

1, *Ta,
oo (o] (v
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is of order < 1 so we have
Re (17, ,5.50(0), w(0)) 20y = [[T3w(0)[I3 , + O (|[w(0) |14 [[w(0)|o) -
For v large enough, we therefore obtain
(S7(0)w(0), w(0)) 2@y > ellw(0)|7,, = CITZw(0)[], = C lo(0)]3, (6.68)
and we now deal with the interior term. Since
Re SWTX - T;Le (SA)
is of order < 2, we have
2 Re (SVT3w, wpae) > 2 Re (T7, (sp)0s w) i@ — C ol
Define

VzeQx RYxRYA\{0}), ai(z):= (7H6<Z) EZ_(EZ)) .

Then the remainders
vy Ry Y
Tysay, = (Ty,) "1, 1y,
are of order < 2, so0 we get

2 Re (S"T3w, w)) (@) > Re Y (T wi, w20y = C llwll?
l

where w; := T%w. Using the block decomposition of a; and Garding’s inequality (theorem
6.7) on each block, we obtain

Re (T7wi, w2y > ¢ il
and the ellipticity of the symbol ), V*V} yields, for v large enough, the estimate

1
lwllf, <Y Re (Tuyw, w) iz < Y lwilld + 5 Il -
{ {

Combining all these inequalities, we conclude that
Re (S"T{w, w)12(0) 2 e v wlfi , (6.69)

for 4 large enough. We now use (6.68) and (6.69) to derive a lower bound for the left-hand
term of (6.67). Choosing ¢ appropriately, we end up with

. 1 1 ,,. .
vlwli, + w©)]F, = 175w O)[F, ~ [5(0)]E < 5 173, FlI - + 5 (Nellg + 1700l ) -
To conclude, observe that the remainder
Tg T, - T, Tg
is of order < —1 so we have

1T5w(0)lI5,, S NG, + [16(0)]I5-

Y~

Eventually, we have proved

. . . 1 1. .
YN 0lE, + 1T, 0(0) 13, S NG, + 12(0)]15 + S 173, FII3 - + S (Neld + 1700l ) -
(6.70)
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6.3.6 The main result

This paragraph is devoted to the very end of the analysis. We first prove the following;:

Theorem 6.2. For all v € H'(Q), we define the localized norm of ¥ as
.2 . . . .
Ioll™ = 073,005 + Wooutlliy + V2 ol + > 17,5513
1<
where notations are similar to those of paragraph 6.3.4:
. (o
TP = (&) L B €OV, G € CNF and iy =
ou

‘i)JI

For ©(0) € HY(R?) we define in a similar way the localized norm of ©(0) as

001 = 1T, 5 (0)I13, + l[out ()15, + v* 13in (O) 15 + 177 in ()5 -

Then there exist two constants C' > 0 and vo > 1 such thatl for all v > ~o and for all
(v,v) € H*(Q) x H*(RY), the following estimate holds:

=2 . 1 -
vl + lo(0)[? < € (;IIIFIIIiWrHGHiW) ; (6.71)
where

vi=v =T, .9, F::(’?di)—Tlij—Tl and G =Tyt

v v .
glc |rd:0

Proof. Using (6.61) and (6.70), we have already proved that there exists two constants C'
and 7 such that for all v > =g, one has

.2 ) 1 X
ylell” + [[o(0)]* < € (— £, + HGH%) +C o (0)l5
7(} (6.72)
+- (Iellg + 1T olls + 1700l8)

where 7 is given by (6.43) and r? is given by (6.65). We first show that the localized norm
verifies

vlello < Clol (6.73)
for v large enough and C' > 0. Write
I'=xol +xI = xol + (XQq " )xQo,
where ¥ is a suitable cut-off function such that Yx = x. Then we have

Ylello < YT éllo + Cy TR, bllo < 1738l + Cy IT3gélo + Cy T3, _, Bllo
SNTZ 0l + Nooutlliy + 7 loimllo + Cllollo < Cloll + Cllollo
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and this gives (6.73) when = is large enough. In a completely similar way, we get

7112(0)[lo < C{|(0)]]- (6.74)
Using (6.73) and (6.74), (6.72) yields

o2 . 1 C . .
ylel™ + [o(0)|]* < C (; 1703, + HGH?,O + > zyell?, + 1775003 ) (6.75)

and we need to absorb the last two error terms on the right-hand side.

To absorb the term 7,0, we decompose the symbol r as a linear combination of yq
and the o;’s. Recall that r is a symbol of degree 0 and regularity 1 that is identically zero
in the region {x = 1}. In the region {x < 1/2}, we have yo > 1/2 so we can write

r:=uag(xol),
with « a symbol of degree 0. In the region {1 > x > 1/2}, we can write

aq UIInl

re=| (x Qo) ,

o oyly,
Qout IN+1
because the two last matrices are regular in the region where r is not identically zero (this

is because |o;| > ¢ when r is not zero). Up to introducing new cut-off functions, we can
decompose r as

aq Ullnl
r=ag(xol)+ | - h (x Qo) ,
o oyl
Qoyt I
where ag and oy, are of degree 0 and oy, ..., a are of degree —1 (because the o;’s are

of degree 1). Using the above decomposition, we easily derive

12001 S NTZ ol + Doty + > 177, 85ll0 S N0l
1<

The same kind of arguments also work for the term Tg) because r¥ is identically zero near
the bicharacteristic curves. Eventually, (6.75) yields, for v large enough:

52 .
yllel™ + 1o)[1* < — IFIF, +1IGIT , - (6.76)

=2 | =

O

Theorem 6.2 gives a precise statement of the location of the possible singularities of
0, that is, where © is less regular that the source terms F and . However, an important
consequence of theorem 6.2 is that our constant coeflicients energy estimate holds for
variable coefficients system:

Theorem 6.3. Let a, defined by (6.24), satisfy assumptions 6.6-6.8. Then for all v €
H?(Q), ¥ € H*(RY) and for all v > o, one has

1 1
Y lollg + vy, o 16 + 19115, < 1=, DIE A+ o 182 (0, 9)|E - (6.77)
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Proof. The result is now a direct consequence of the paralinearization estimates. Let v
and 1 be given and define © as the good unknown of the problem. Let

F =040 -Tyo - Tlglcf) and G = vahd o
Using (6.76) and (6.73)-(6.74), we get
L2 . 2 < 1 2 1 2
vlels +1120)ls S = I1#1i, + = Gl
v v
We know from (6.36) that G satisfies

IGIT, S N100)5 + 1T % + TRgoy, 11 + 19117

so we have

005 +110(0)115 < —|||F|||1 HTWJrTW 0, mollf + " HlﬁHiw-

Using (6.33), we obtain

. . 1 1 1
ylolg + 10(0)115 < 7 170, + 7 12 (v, )i, + 7 10115,

and using once again (6.33) (for the term || F]|; ) yields

. . 1 1 1

yIol5 + 1120)15 < —5 122 (0, P)E , + 5 1BA (v, ¥l + 5 ¥l -

78 v v

Estimate (6.34) yields the estimate for v (and not ©) while (6.35) enables us to recover
the estimate on the shock front ¢ and to derive (6.77). O

6.4 The example of gas dynamics

6.4.1 The case of Lax shocks

When dealing with a concrete example, it is more convenient to have distinct notations
for the Laplace variable and the Fourier variable. We shall thus denote by 7 the Laplace
dual variable of ¢ (7 is a complex number of positive real part) and by 7 € R%! the
Fourier dual variable of (z1,...,2z4-1). Consequently, the stable subspace will be denoted
by &~ (7, n), the front symbol will be denoted by b(r,7) and so on.

Consider Euler’s equations of isentropic gas dynamics:

T
di(pu) +div (pu®@u)+Vp=0,

where p is an increasing but nonconvex function of p > 0. System (6.78) satisfies both
assumptions 6.1 and 6.2. For a planar shock wave

U= (pyw) ifz-v<aot,
N (pryuy) ifz-v> ot
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where v is a unit vector in R?, the Rankine-Hugoniot conditions read

pr(u, v —0o)=plu -v-o)=:j,
jlu] +[plv =0,

and we shall assume j # 0. Then the tangential velocity is continuous across the shock
front and, up to changing observer, we may assume

v=1(0,...,0,1), =0, u,;=(0,...,0,u1), J=pru =pu>0.

The Mach number on both sides of the shock front is defined by

Upg
M, ;= —= with ¢.;:=/p'(pr)) -

Crl

As usual, ¢ denotes the sound speed in the fluid. One easily checks that U is a 1-shock if
and only if

My>1, M,<1.

In such a case, the following result is proved in [65]:

Proposition 6.4 (Majda). [65]. The shock U is uniformly stable if and only if
M? (pi - 1) <1.
Pl

When p is not a convex function of p, one may have

M? (pl - 1) > 1. (6.79)
Pl

In this case, the following is proved in [26]:

Proposition 6.5. [26]. There exists Vi > 0 such that for all (1,1) € C x R4™! satisfying
Re 7 >0, (1,m) # (0,0) and T # +iVi|n|, one has

{(Z,x) € & (r,n) x C s.t. xb(r,n)+ M Z=0} ={0},
and for n # 0, the set
{(Z,x) € & (£iValnl,n) x C s.t. xb(£iVa|n|,n)+ M Z = 0}

is a one dimensional subspace of C*4+3,
By definition, V;? is the smallest root of the polynomial

Pi(X) = (& — a2)(X* + ulud) + [4a2¢? = 20w (c? + 2)] X |

that has two distinct positive roots (the greatest is denoted V). Furthermore we have

2
_ur

2
+ u;

[

NN

2

2 —ul < VE<uy < V7.

[

i)
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We recall a few results of [26]. The eigenvalues w;’s of the symbol &/(U,r,7) are

W i= —T/u,, wh :=7/u; and the roots Wi 3 wi73 of the polynomial equations:
(7 + ww)? = 2 — ), (6.80a)
(1 —ww)? = cf (w? = |n]*). (6.80b)

We choose wf as the root of negative real part of (6.80b) when Re 7 > 0. We also define
af = Tu, — (¢ — ul)ws.

It is proved in [26] that assumptions 6.4 and 6.5 hold as long as (6.79) is satisfied.
Therefore, all planar shock waves satisfying (6.79) are weakly stable in the sense of defi-
nition 6.2. Moreover, in a suitable neighborhood of the critical frequencies X.,.(U), there
exists a € basis (that we write under the form of a rectangular matrix ;) of the stable

subspace &~ such that

pr(e2T + upa}) 2ijn’ >
— 3 . 6.81
6(7—7 77) Q (”77(027' + ulag) —,07,(7'2]51_1 + urun @ 77) ( )

Using simple calculations on matrices, we are going to show that assumption 6.8 holds.
Let us first look at the 2-dimensional case: 7 is a real number and 8Q);, is a 2 X 2 matrix.
For all complex numbers &1, &3, &3, &4, &5 such that & # 0 and & # 0, the identity

(1/055 —521//(55:55)) (2 Z) (_523 (1)) _ ((5154 —§253)/€5 (1)> (6.82)

is a straightforward calculation. If we write (6.81) under the form

_ (& &
ﬁ(Tv 77) an— (53 €4> 9

we can easily check that &4 does not vanish in the neighborhood of the critical frequencies.
In the neighborhood of (£iVi|n|, n) € X4, the determinant of 3(7,7n) Q;, reads

6184 — &8 = (7 —Valn|) h(m,n) or &€ — &&s = (7 +iViln|) h(7,n)

for a suitable € function h that does not vanish, see [26]. Setting &5 := h(T, n), we obtain
two regular matrices Py (7,n) and Pz(7, ) such that

Pi(r,m) B(1,m) Qin P2 (7, 1) = (Ti %VIM (1)) :

This is nothing but assumption 6.8 since the set of critical frequencies is precisely defined by
7 = +iVi|n|. In this case, the set of critical frequencies X.,.(U) has exactly four connected
components and we have a real equation of each of them.

In space dimension 3, the computations are similar. Observe that the matrix 721;_; +
ur,wm@m is regular (near the critical frequencies) according to proposition 6.5. Hence 5Q;,
reads

§ & &
sou=a & &)= (S 5).
& & & =
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where = := (TQId_l +u,wn®@mn). One has det = # 0 near the critical frequencies. We check
the identity

1 =1\ (& & & &89 —&e&s 0 0 det(8Q) 0 0
(0 -1 ) §a & &o §er—&4&o 1 0] = 0 10
- & & &9 §a8s — &6 0 1 0 0 1

and we can conclude that assumption 6.8 is also satisfied in the 3-dimensional case. As a
consequence, both theorems 6.2 and 6.3 hold under assumptions 6.6 and 6.7. In particular,
theorems 6.2 and 6.3 hold for small perturbations of the planar shock U.

6.4.2 The case of reversible phase transitions

In this paragraph, we consider Euler’s equations for an isothermal fluid:

dip +div (pu) =0,
O (

6.83
pu)+div (pu®@u)+Vp=0, ( )

where p is a van der Waals pressure law:

RT a

S vi=1/p.

p:

The temperature 7" is assumed to be lower than the critical temperature T, := 8a/(27br),
so p is a nonmonotone function of p. In the hyperbolicity region {p/(p) > 0}, system (6.83)
satisfies both assumptions 6.1 and 6.2.

As was made in chapter 3, we consider a planar stationary dynamic phase transition

U - U= (p,w) ifazg <0,
U= (pryuy) if g >0,

that is subsonic on either side of the interface {4 = 0} and satisfies the pure capil-
lary criterion. As detailed in chapter 1 and 3, U does not satisfly Lax’ shock inequalities
(assumption 6.3), but we may assume without loss of generality that U satisfies

AM(Up,eq) < o < A(Ur,eq) and MU eq) <o < AUy, eq) .

Those inequalities correspond to the situation j > 0, where j denotes the mass transfer
across the interface. The case 7 < 0 is completely analogous.

The system we consider is (3.1)-(3.2). With an appropriate definition of operators L
and B, this system can be written under the form (6.4). The boundary operator B takes
into account the Rankine-Hugoniot conditions and the additional jump condition. We have
seen in chapter 3 that both assumptions 6.4 and 6.5 are met by U. This allowed us to
prove theorem 3.4 and establish the weak stability of planar reversible phase transitions.

We now consider a perturbation (Ur, Ui, @) of U such that assumptions 6.6 and 6.7
hold. More precisely, if we set

o U, + Ur(x) if zq > p(z0,...,24-1),
U+ Ul(x) ifzg <e(zo,...,z4-1),

then a defines an admissible dynamic phase transition at each point x = (zg, ..., z4) such
that zq4 = ¢(zg,...,24-1)). As regards assumption 6.7 (that is the assumption on the
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bicharacteristic curves), we need only assume that it is satisfied by the eigenmodes wf and
wi. Recall that wf and wi are the roots of negative real part of the polynomial equations

According to proposition 3.1, these complex numbers still have negative real part at the
points where the uniform stability condition fails.

We have seen in the proof of proposition 3.2 that assumption 6.8 is met by every
dynamic phase transition. As a consequence, the calculations of the preceeding section
can be reproduced in the case of reversible phase transitions. Using also the “ellipticity”
of the eigenmodes wj and wi in the neighborhood of the unstable points, we end up with
the following energy estimate:

Theorem 6.4. Let a be a perturbation of the dynamic phase transition U that satisfies
assumptions 6.6 and 6.7. Then for all v € H*(Q), ¢ € HXR?) and for all v > yo (where
Yo only depends on a), one has

1 1
Iolt /2 + 101, 4206 + 112115, S I v, DI, + Szl (] [Fwe

where the operators £ and B, correspond to the linearization of (3.1)-(3.2) about the
function a.

6.5 Paradifferential calculus with a parameter

In this appendix, we collect the main results of the paradifferential calculus of Bony
and Meyer [20, 75] that we use in this paper. The introduction of a positive parameter
was achieved by Mokrane [77], see also [73]. We refer to these papers for the proofs of the
results stated below. We first recall the classification of paradifferential symbols:

Definition 6.3. A paradifferential symbol of degree m € R and regularity k (k = 0 or
k=1) is a function a(z,€,v) : REx REx [0, +o00[— CN*N such that a is € smooth with
respect to & and for all o € N?, there exists a constant C\, verfying

V&), 108a(, &) lwke < Ca Xm0 (E) = €, (17 4 (€] (mmleD/z,

The set of paradifferential symbols of degree m and regularily k is denoted by I'}". We
denote by X7 the sel of paradifferential symbols a such thal for a suilable € €10, 1] one
has

V(&7), Supp Fral-&7) C {neRY|nl <e (7 + €)%

Of course, the symbols in X7 are € functions with respect to both variables z and
&, and for all @ € X7, we have the estimates

V(z,&,7), [00020 (2,6,7)] < Cop ATl (g)



196 Paradifferential calculus with a parameter

Thus any symbol @ € X7 belongs to Hormander’s class ST [51] and defines an operator
P7(a) on the Schwartz’ class .# by the usual formula

Vue .S, Pl(a)u(a):= (le)d/RdeM a(e, €, 7)(E) de .

We shall use the following terminology:

Definition 6.4. A family of operators { P} defined for v > 1 will be said of order < m
(m € R) if the operators P are uniformly bounded from Hi"’m to H3:

Vy2 1, Ve HI, |[Pullyy < (s m) fulloimn -

The following theorem is crucial for the sequel of the analysis:
Theorem 6.5. If a € X7*, the family {P"(a)} is of order < m.

The regularization of symbols in the class I'}* is achieved by a convolution with ad-
missible cut-off functions:

Definition 6.5. Let ¢ : R? x R? x [1,4+00[— [0, +0c[ be a € function such that the
following estimates hold for all o, 3 € N%:

V(n,6,7),  10207% (7,6,7)] < Cap AP (g)

We shall say that 1 is an admissible cut-off function if there exist real numbers 0 < g1 <
g9 < 1 salisfying

b &) =1 if |n <ear(¥P+1€EHY2,
G, &) =0 if |n| > ea(v 4 [EH)Y2.

An example of cut-off function is the following: let y be a nonnegative € function
on R? x R such that

i+ Gl > 7 + 1617 = (&) < x(&,72)
X&) =1 it (P +1e?) P <172,
X&) =0 il (12 +1¢)" 2 1.
We define a function ¢(&,v) := x(£/2,7v/2) — x(&,7). Then the function ¢y defined by
do(m,&,7) =Y x(2277n,0) p(277€,2777)
p>0

is an admissible cut-off function (one can take ey = 1/16 and e = 1/2).
If ¢ is an admissible cut-off function, the inverse Fourier transform KV of (-, &)
satisfies

V(€7), OFEY (&) < CadT?(6).
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These L' bounds on 8&"K¢ enable to establish the following proposition:

Proposition 6.6. Let ¥ be an admissible cut-off function. The mapping
a— ol (2,6,7) = /Rde(w ~,6,7) a(y,€,7) dy

is continuous from I'7* to X7* for all m.
If a € I'T, then a — ol € an_l. In particular, if ¥1 and ¥y are two admissible cut-off

Junctions and a € I'T*, then o' — ol € DI

Fixing an admissible cut-off function v, we define the paradifferential operator T
by the formula

TV .= P (c?).

If 4y and %, are two admissible cut-off functions and a € I'f*, then proposition 6.6 and
theorem 6.5 show that the family {77 — T¥2"} is of order < (m — 1).
The symbolic calculus is based on the following theorem:

Theorem 6.6. Let a € 7" and b € 7. Then ab € FT"'m’ and the family
(T 0 Ty = T3 b

is of order < m + m' — 1 for all admissible cut-off function 1.
Let a € I'T*. Then for all admissible cut-off function 1, the family

(TP = T

s of order < m — 1.
Let a € T and b € T§ . Then ab € F;n'i'm’ and the family

—1

v, Py Yy 2
{1y =T =T >3 aﬁjaaij}wzl

is of order < m + m' — 2 for all admissible cut-off function 1.
Let a € I'*. Then the family
b * w7 w7
{(T;p ,Y) - Ta*’y — T—Z',yzjj af] 8%&*}721

is of order < m — 2 for all admissible cut-off function .
The next theorem is the parameter version of Garding’s inequality:

Theorem 6.7. Let a € I'?™ and v be and admissible cut-off function. Assume that there
exists a constant ¢ > 0 such thal

V(2,&,7), Rea(z,&7)>cA¥™(€)Id.

Then there exists vg > 1 such that

c
Vy 2> ,Yue H, Re <T;p7,yu7u>H—m7Hm > 3 Hu”?7W
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We also have a localized version of Garding’s inequality:

Theorem 6.8. Let a € T'%™, y € TV and ¢ be and admissible cut-off function. Assume
that there exists XY € I'{ and a constant ¢ > 0 such that Y > 0, X x = x and

V(z,67), X(z,&7)Rea(z,&7)> eV (z,67) N™7(E) 1.

Then there exists 9 > 1 and C > 0 such that

m (pd ¢
V")/ 270 ,‘v’u € Hw (R ) ; Re <T$WT;<ZJNU7T;<Z}NU>H—”,HW 2 5 ”T;fﬁu”zn,w - C”“Hzn—l,w :

We now study the case of paraproducts: they are defined by the particular choice of
o as cut-off function. We shall write T, instead of TV for the paradifferential operators
obtained after smoothing by the function 5. We have the important result:

Theorem 6.9. Let a € WH°(RY), u € L}(R?) and v > 1. Then we have

C
llaw =Tolullo < = [lallwr.~ [[ulo
lla 9ju = T3 (95u)llo < C llallwr= [0,

for a suitable constant C' that is independent of (a,u,~).
If a € WH*°(R?), we have

low=Teulhy < = llellw= llufo,
lla 9ju = T3 (95u)ll1y < Cllallwze~ [0,
or a suitable constant C thal 1s indepenaent of (a,u,y).
tabl C that is independ 5

We can extend the paradifferential calculus to symbols defined on a half-space in the
following way: we still denote by I'7" the set of symbols a(zg,...,2q,7,7) defined on
Q x (R? x [0, +00[\{0}) such that the mapping 4 + a(-, z4,-) is bounded into I'}*. We
define the paradifferential operator T, by

Vue€o(@Q), Vea>0, (T7u)(,eq) =T, u(ea).

Using theorem 6.9 and integrating with respect to z4, we obtain for all symbol ¢ €
W2 (Q) and all w € L*(Q) the estimates:

C
leu=1Julo < = llallwe @) Iulo,

le dju — T3 (9;u)llo < Cllallwreolullo, 0<j<d-1.
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Annexe A

Analyse dyadique

Cette annexe regroupe quelques résultats d’analyse “dyadique”. Cette terminologie
sera justifiée par la construction des décompositions de Littlewood-Paley que nous abor-
derons a la partie A.1. Les méthodes présentées ici ont connu un véritable essor depuis la
fin des années 70: citons parmi les travaux fondateurs 'ouvrage de Coifman et Meyer [25]
et le calcul paradifférentiel de Bony [19] (amélioré peu de temps aprés par Meyer [75]).
Ces résultats se sont révélés tres eflicaces dans I’étude des équations aux dérivées partielles
non linéaires: propagation des singularités, de la régularité etc... Le lecteur trouvera dans
[7, chapitre II] et [24, chapitre 2] les preuves des résultats que nous allons exposer. Elles
sont souvent étonnantes de simplicité comparées a d’autres preuves plus anciennes.

A.1 Décomposition de Littlewood-Paley

On rappelle tout d’abord la définition d’une décomposition de Littlewood-Paley pour
une distribution tempérée. On se fixe une fonction y de classe € a support compact
dans RY, positive, radiale et vérifiant les propriétés suivantes:

x(§) =1 sifff<1/2,

1€1] > &2 = x(&1) < x(&2) et {X(f) =0 sil¢>1.

En définissant une fonction ¢ par ¢(&) := x(£/2) — x(£), on se convainc aisément que ¢
est une fonction de classe €°°, & support dans la couronne {¢ € R t.q. 1/2 < [¢| < 2},
positive et radiale.

On a la propriété de “partition de 'unité”

+co
VEER?, x(€)+ ) w277 =1,
p=0

la somme ne pouvant comporter au plus que deux termes non nuls, ainsi que la relation
de “quasi-orthogonalité” qui s’en déduit immédiatement

+o0
VEERY, 1/2<x*(€)+ ) ¢*(277¢) < 1.
p=0

On a donc découpé 'espace des fréquences en une boule centrée en 0 (les basses fréquences)
et en couronnes %, ou les fréquences sont, en norme, de l'ordre de 27. Cela permet de
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décomposer les éléments de &’ en somme de distributions a spectre compact (le spectre
d’une distribution tempérée étant défini comme le support de sa transformée de Fourier).
En effet, pour v € &' et p € Z, on définit

Ayu:=p(27PD)u et Syu:=x(27D)u.

Remarquons que les distributions S,u ne sont pas forcément nulles pour p < 0 (notre
définition est en cela différente de celle de quelques ouvrages). La transformée de Fourier
étant un isomorphisme sur &/, cela revient a définir A,u et S,u par les formules

Aju=p277)@ et S,u=x(277)7,

ces opérations étant bien définies car les fonctions x et ¢ sont bornées. La définition de la
fonction ¢ donne immédiatement la relation

Vue S, VpeZ, Sppiu—Su=Au.

e Remarque : le point de vue adopté dans [51] est un peu différent. L’espace des
fréquences est découpé de facon continue, et les distributions tempérées sont décomposées

sous la forme d’intégrales
o0 D dt
u:lb(D)u—l—/ qb(—)u—,
) t t

les fonctions 1 et ¢ jouant respectivement les roles que nous avons attribués a y et .
Nous nous en tiendrons dans cette annexe au découpage “discret” en boule et couronnes.

Rappelons que si u est une distribution a spectre compact, alors u est une fonction de
classe € a croissance au plus polynomiale, voir [20]. Notamment, si v € %', les blocs
dyadiques A,u sont des fonctions de classe €°°, mais on ne peut rien dire a priori sur
leur intégrabilité. Cette question trouvera sa réponse dans le lemme de Bernstein, dont on
trouvera une preuve détaillée dans [24]. Le lemme de Bernstein est & la base des théorémes
de caractérisation de divers espaces fonctionnels (voir les parties A.2 et A.3). Introduisons
tout d’abord quelques notations: pour z € R on note 9B(z, R) la boule (euclidienne)
fermée de centre z et de rayon R, et € (z, R1, R2) la couronne fermée centrée en z de petit
rayon R et de grand rayon R.

Lemme A.1 (Bernstein). Soient R et A deux réels strictement positifs avec R > 1. 1l
existe une constante C' > 0 (ne dépendant que de R) telle que pour toul entier k, pour
tous a,b € [1,+0c], b > a, et pour tout u € L*(RY), on a:

Supp @ C (0, R\) = sup [0%u|| < CFH! /\k"'d(%_l?)HuHLa,

|a|=F

Supp @ C €(0, R™'A\, R\) = C~*FNF|ju||a < sup [|0%u||pe < CFHNF||u||ze .
|a|=F

Par ailleurs, il est relativement aisé de montrer 'existence d’une constante C' (ne
dépendant que de la fonction x, que nous avons fixée une fois pour toute) telle que

VpeZ, Yue L®RY, ||Ayullrs <Cllullres et [|Spullres < C|lullpe -



Analyse dyadique 201

On obtient directement ces deux estimations a partir de la définition des blocs dyadiques:
si X et © désignent respectivement les transformées de Fourier inverses des fonctions x et
@, on a

Ayu(z) = zpd/

(- u)dy et Sule) =2 [ K- y)uly)dy.
R4

rd
On en déduit les estimations annoncées par des inégalités classiques de convolution.

En appliquant ces estimations et le lemme de Bernstein (avec A = 2P, p € Z), on
obtient deux résultats d’une extréme importance pour ce qui va suivre:

i) @ = b =2. On obtient les inégalités

VpeZ, sup [|[0°Aullo < Ck2P% ||ullo, sup [|0%Spullo < Cr 2P {|ullo

|O‘|:k al=k

(A1)

avec une constante Cy ne dépendant que de k, et pas de p et u.

ii) @ = b = 400. On obtient les inégalités

W”Z’F?HW%WWSGQMMM% ﬂpw%wmws@ﬂme.
Of:k a:k

(A.2)

On déduit de la propriété de quasi-orthogonalité que pour tout uw € LQ(Rd), on a
I’encadrement !

1Soulls + > 11Apulld < [Jull§ <2 { Soulld + D 1 Apull
p>0 p>0

Si u € L%(R?), on a donc Spu € L*(RY) et (1Apullo),5o € (% et on définit de maniére évi-
dente des normes équivalentes. On énoncera a la partie suivante un résultat qui généralise
ce point de vue.

Signalons également une estimation des normes des blocs dyadiques A,u dans les

espaces de Sobolev: pour tout s € R, il existe une constante C telle que pour tous p € N
et u € L*(R%) on a

C7 27 Agullo < 1 Apuls < €27 [ Aullo,

avec les notations introduites au chapitre 4 pour les normes usuelles (i.e. sans parameétre)
des espaces de Sobolev. Ces deux derniéres estimations suggerent que la régularité de la
distribution u se mesure a la rapidité de la convergence (dans ¢?) de la série de terme
général ||Apullp (le premier terme ||Sou|lo ne posera pas de probleme majeur). Cette idée
sera détaillée a la partie suivante.

Pour conclure cette introduction, on énonce le résultat essentiel de convergence de la
décomposition de Littlewood-Paley.

Proposition A.1. Pour toutu € #'(R%, on a HI—E Spu = u (au sens de la convergence
p——+00

dans &'). Si de plus w € H*(R?), alors la convergence a lieu (en norme) dans H*(RY).

1. Cette estimation peut étre comprise comme un théoréme de Pythagore.
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A.2 Espaces de Sobolev

Une premiére application du découpage dyadique est la caractérisation des espaces
de Sobolev par le “comportement” de la série de terme général ||Ayuljo: plus la série
converge vite (c’est-a-dire plus ||A,u||o tend rapidement vers 0), plus la distribution u est
“réguliere” (dans un espace de Sobolev d’indice grand). Ce résultat peut s’énoncer de la
maniere suivante:

Proposition A.2. Pour tout s € R, il existe une constante Cs > 0 telle que

1 —4S8 S
Vue H*RY, 5”“”5 <272 Soullg + D 27| Apullf < Cillull?
s p>0

En d’autres termes, la proposition A.2 assure que ’application

1/2
we H*(RY) s | 27| Soull§ + ) 27| Apulls
p20
est une norme (hilbertienne) sur H*(R%), équivalente & la norme || - ||; définie au chapitre

4. La proposition A.2 admet une généralisation souvent utilisée pour étudier la régularité
de certaines distributions (voir la partie A.4).

Proposition A.3. Soient R > 1 et s € R. On définit la boule B = AB(0,R) et la
couronne € = € (0, R~ R). Il exisle une constante C' > 0 (ne dépendant que de R et de
s) telle que pour toute suite (up)p>o0 dans L2(R?) vérifiant

Supp 4, C PE el (27*[|upllo)p>o0 € e,

alors on a

U= Zup €H*RY) et |uli<C ZQQPSH%H(ZJ-

p20 p20
Si s > 0, on peut relazer Uhypothése Supp u, C 27 € en Supp u, C 2P B.

On renvoie a [24] pour les détails de la preuve. L’idée principale est que deux décom-
positions dyadiques sont “a peu pres” les mémes: chaque couronne 2P€ est contenu dans
la réunion de Ny couronnes du type 2¢%°(0,1/2,2), ou Ny est un entier ne dépendant que
de R, et pas de p. La méme idée sert & traiter le second point (I’hypotheése s > 0 se révele
nécessaire pour conclure).

A.3 Espaces de Holder et classes de Zygmund

La partie précédente a mis en valeur le lien entre régularité (dans les espaces de Sobolev)
et comportement (dans £?) des normes ||A,ullg. Nous allons détailler maintenant le lien
entre régularité (dans les espaces de Holder) et comportement (dans £°°) des normes
[|[Apul|. Les preuves reposent encore essentiellement sur le lemme de Bernstein.
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Proposition A.4. Soit o un réel positif non entier. Il existe une constante C' (ne dépen-
dant que de «) telle que pour toute fonction w € C%, on a

sup (27| Soull o, 27| Apull ) < C Juflc
P

La proposition A.4 admet une “réciproque”, que I’on peut énoncer sous des hypotheses
assez générales: il n’est pas nécessaire que les distributions intervenant dans la décompo-
sition de u aient leur spectre dans des couronnes dyadiques. Il suffit que leur spectre
soit inclus dans des boules dyadiques (comme lorsque I'on montre ’appartenance d’une
distribution a un espace de Sobolev d’indice strictement positif).

Proposition A.5. Soient R > 0 el a > 0 non entier. Il existe une constante C' (ne
dépendant que de R et de o) telle que pour toute suite (f,)p>0 dans L>®(RY) wvérifiant
Supp f, C 2°%B(0, R) et (2P|| f,||1) € £>°, on a

=X hect e o <O (sup 2 1l )
P

p20

L’hypothese v € N se révele cruciale dans la preuve: la constante C' explose lorsque «
se rapproche de [a] ou de [a] 4+ 1, voir [24].

On déduit des propositions A.4 et A.5 qu’une fonction u € L appartient a ’espace
de Hélder C*, o non entier, si et seulement si

Soullzes + sup 27| Al < +oc
p20

et la quantité ci-dessus définit une norme équivalente a la norme introduite au chapitre 4.
Comme dans le cas des espaces de Sobolev, la décomposition en blocs dyadiques permet
de caractériser completement la régularité holderienne.

Nous allons maintenant examiner le cas des espaces de Hélder d’indice entier, avec la
convention adoptée au chapitre 4. Pour tout entier k£ € N, le lemme de Bernstein assure
I’existence d’une constante C'y telle que

Vu e Wh, [[Soullz + sup 27| Apul| e < Cr [lully.ce
P

A ce stade, un nouvel espace de distributions apparait naturellement. Pour tout réel r, on
définit C'] comme 'ensemble des distributions tempérées u vérifiant

Vp>0, Apuel™, SoueLl™ et |Soullpe +sup 2P7||Aullpe < +00.
P

La quantité précédente définit bien évidemment une norme sur C7, qui en fait un espace
de Banach. Cet espace est la classe de Zygmund d’indice r. On a vu que si r est un réel
positif non entier, C est exactement ’espace de Holder C”. De plus, pour tout entier
k € N, Wk g’injecte continiment dans C*, mais I'inclusion est stricte pour tout k. Un
contre exemple (pour k£ = 0) est fourni par la distribution tempérée EpEN exp(i2Pz).

La toute premiere application de ’analyse développée ci-dessus est un des théoremes

d’injection de Sobolev:

Théoréme A.1 (Sobolev). Soit s > d/2 tel que s — d/2 soit non entier. Alors H*(R?)
s’injecte continiment dans C*~%%. Si s = k 4+ d/2 avec k € N, alors H*(RY) s’injecte
contintiment dans C¥.
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La caractérisation des espaces de Holder d’indice non entier permet d’établir ce résultat
en quelques lignes: c’est une simple application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

A.4 Quelques applications

Les caractérisations des espaces de Sobolev et de Holder permettent d’obtenir de nom-
breux résultats de régularité sur les produits de fonctions, ou bien sur les fonctions com-
posées. Les résultats suivants se démontrent aisément par une utilisation systématique du
découpage dyadique. On renvoie a 'ouvrage d’Alinhac et Gérard [7, chapitre 1] pour les
preuves. L’approche adoptée par Chemin dans [24] est relativement identique mais utilise
déja la décomposition “paraproduits + reste”, qui n’est pas indispensable pour établir les
quelques résultats qui suivent.

Commencons tout d’abord par la régularité d’un produit? de fonctions hélderiennes:

Proposition A.6. Soit a un réel positif non entier. Il existe une constante C' (ne dépen-
dant que de a) telle que pour toutes fonctions u,v € C%, le produit uv vérifie

weC et fuvlea < C (llulllvllca + lulcnlvllz) -

Le résultat peut bien sar se prouver a l'aide de la formule de Leibniz; néanmoins,
I’utilisation des blocs dyadiques se révele efficace et élégante.

La caractérisation des espaces de Sobolev vue a la partie A.2 permet également d’établir
la régularité d’un produit de fonctions H*(RY):

Proposition A.7. Soit s > 0. Il existe une constante C telle que pour toutes fonctions
u,v € L= (RY) N H*(RY), le produit uv vérifie

s d
ww € H*(R®) et |uvlls < Cs ([Jullzelv]ls + [|ullsl|vl|~) -

Pour s = 1, le résultat repose essentiellement sur la relation (uv)’ = w'v 4+ uwv’ (encore
faut-il I’établir pour des dérivées au sens des distributions, voir [21]). Pour s = 2, on
pourra comparer le résultat de la proposition A.7 avec la formule de Leibniz

(uv)” =u"v+2u"v + uv”.

L’estimation dans L? du terme /v’ est susceptible de créer quelques problemes. Pour un
réel s non entier, une preuve directe reposerait sur le calcul de wv, ce qui conduirait & une
formule de convolution peu maniable.

La proposition A.7 admet un complément qui répond au probléme soulevé sur le terme
u'v" dans la formule de Leibniz a l'ordre 2.

Proposition A.8. Soit k € N. Il existe une constante C}, telle que pour toutes fonctions
u,v € L*®(RY) N H*¥RY), on a

Va,fe N ta. |of + |8 =k, [|0°ud"vllo < Cr (lullz=llvllx + llullsllvllz=) -

2. Le terme de produit peut étre entendu comme produit scalaire ou plus généralement comme produit
d’une matrice par une autre matrice lorsque les dimensions le permettent.



Analyse dyadique 205

Signalons que les résultats des propositions A.7 et A.8 peuvent également se montrer
a l'aide de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg, voir [2, 7].

Nous concluons cette annexe par un résultat sur la régularité dans les espaces de
Sobolev d’une fonction composée (nous renvoyons a [7, 75] pour la preuve).

Théoréme A.2. Soient F' : R — C une fonction de classe € nulle en 0, et s > 0. Pour
toute fonction u € L™ (R%) N H*(R?) a valeurs réelles, on a F(u) € L= (R%) N H*(RY) et

1E(u)lls < Clulls

ot la constante C' ne dépend que de F' et de ||u|| . Plus précisément, il existe une fonction
croissante C': Rt — RY telle que

1E ()]s < Cllullze) [Julls -

Il n’existe pas de formule exploitable pour la transformée de Fourier de F(u). On
décompose donc F'(u) en une somme de la forme

F(u) = m_y Sou + Z mp Apu,

——

p>0

> up

avec un choix adéquat des fonctions m,. La preuve du théoreme A.2 repose alors sur le
lemme des “multiplicateurs de Meyer” (ce qui explique la notation m,):

Lemme A.2 (Meyer). [75]. Soit § un réel et (m,)p>o une suite de fonctions de classe
E>° vérifiant pour tout entier k:

Vp>0, Y [0%myllLe < Crp2rtte),
|o|=F

Alors Uapplication (M: U350 mpup> envoie continiment H*(RY) dans H*~%(R9)
pour tout réel s > 8. De plus, la norme d’opérateur ne dépend que des constantes Cy et

Cls—s)+1-

Un exemple simple de multiplicateurs de Meyer est fourni par la suite (A,a),>¢ ou
par la suite (Spa)p>o lorsque a € L (RY). Le réel § correspondant est 0. L’opérateur M
est alors borné de H*(R?) dans lui-méme pour tout s > 0 (le résultat est faux en général
pour s = 0, voir [25]); 'opérateur M n’est donc pas un opérateur pseudodifférentiel au
sens classique, c’est-a-dire tel que nous les avons définis au chapitre 4.

Le résultat du théoreme A.2 s’étend bien sir au cas ou F est une fonction de classe
%> de R? dans CV telle que F(0) = 0 (les fonctions u étant alors  valeurs dans R9).
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Annexe B

Les résultats du chapitre 4

Nous donnons ici la preuve des trois résultats admis a la partie 4.3. Dans le cadre
de cette annexe, nous désignerons par y la mesure de Lebesgue sur R% La mesure d’un
borélien A sera notée u[A]. L’espace R? est muni de sa structure usuelle d’espace euclidien.
Pour z € R? et r positif, AB(x,r) désigne la boule fermée de centre z et de rayon r; la

o
boule ouverte de centre z et de rayon r sera notée 3 (z,r).

B.1 Théoreme de Hardy-Littlewood-Wiener

La preuve présentée ci-dessous s’inspire dans une tres large mesure de celle donnée
dans [104] (nous avons notamment repris la plupart des notations qui y sont utilisées).
Le lecteur pourra également se reporter a [115]. On trouvera dans [104] les hypotheses
minimales (sur la famille de boules et sur la mesure) sous lesquelles le résultat demeure
valable. Dans un souci de simplification, nous nous restreindrons au cas ou la mesure sur
R? est la mesure de Lebesgue et oii les boules sont définies par la structure euclidienne de
R?. Le théoreme de Hardy-Littlewood-Wiener s’énonce alors de la maniére suivante:

Théoréme B.1 (Hardy-Littlewood-Wiener). Soit f € LY(R%) avec 1 < ¢ < 400. On
définit la fonction mazimale de f, notée M f, par

Vz e RY, M f(z) := sup 1

r>0 U[B(z,R)] /'@(9071%) |f(2)|du(z) €]0,400].

Alors M f est une fonction positive mesurable. Si f € Ll(Rd), pour tout o > 0 on a
d 3d
ul{e € R ta. MJ(@) > a}] < =]l (B.1)

et donc M f est finie presque partout. Si f € Lq(Rd), avec 1 < g < 400, alors M [ est
finie presque partout et Mf € L(R?). Il existe de plus une constante C(q,d) > 0 (ne
dépendant que de q et de d) telle que

VfeL'RY), [IMflze < Clg,d)[|f]|Ls.

Cet énoncé differe un peu de celui que nous avons donné au chapitre 4 dans la norma-
lisation des intégrales définissant M f. Néanmoins, comme u[%B(z, R)] = R? u[%(0,1)], on
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a uniquement multiplié la fonction maximale par une constante! ne dépendant que de d,
ce qui ne change en rien le résultat du théoreme.

Il est clair que si = et y sont deux points de R? vérifiant %B(z,r) N B(y,r) # 0 pour
un certain r positif, alors on a B(y,r) C HB(x,3r) et B(x,r) C B(y,3r) (c’est I'inégalité
triangulaire). Bien sir le résultat demeure si on prend des boules ouvertes.

Nous utiliserons dans la preuve du théoréeme B.1 un lemme de recouvrement da a

Vitali:

Lemme B.1 (Vitali). Soit £ C R? une réunion finie de boules By, ..., By (ouvertes
ou fermées). Il existe alors une sous-famille B; , ..., B;, de boules deuz-a-deux disjointes
telles que

wllU, Bi] =3 wlBi] > 370 ().
)4

Preuve

On note z; (resp. R;) le centre (resp. le rayon) de la boule B;. On fixe 7; € {1,..., N} tel
que R;, soit maximal parmiles R;, 1 < 7 < N. On définit ensuite I’ensemble d’indices J;
par

Jy={je{l,...,N} tq. B; N B;, +0}.

Pour j € Jy, on a Bz, R;) N\ B(zi,, Ri,) # 0, et donc B(xj, R;,) N B(xi,, Ri,) # 0 (car
R; < R;,). On obtient ainsi

Uj€J1 Bj C jedy ‘@(xjv Ru) C %(.T“ , 3R“) .

On déduit de cette inclusion I’inégalité
37 u[Bi,] > [U

On choisit maintenant i, € {1,..., N} \ J; tel que R;, soit maximal parmi les réels R;,
J€A{l,...,N}\ Ji, et on réitere la construction (le processus s’arréte car on a pris une
union finie de boules). Cela fournit une partition Jy, ..., J; de ’ensemble {1,..., N} et
une sous-famille de boules B
construction) et telles que

B} .
jedr !

iy - -, B, telles que les B;, solent deux-a-deux disjointes (par

Ve=1,...k  3%u[B,]>u [UjGJZBJ-} .

En additionant ces inégalités, on obtient le résultat

k

ulBi] > p |:U]-€JZB]} > plE].

=1

3d

o
Il o
—

On peut désormais passer a la preuve du théoréme.

1. La valeur exacte de u[28(0,1)] est 7%/ /T'(1 + d/2), ot T est la fonction d’Euler.
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Preuve du théoréme B.1

Montrons tout d’abord que la fonction M f est mesurable (il est clair que c’est une
fonction positive). Comme f € L(R%), chaque fonction

1@ 02 = S [ L) 1]t

zeRY—s

1
n[B(x, )] /@(w)

est mesurable (et méme continue), lorsque r est un réel strictement positif fixé. 1l suffit
alors de remarquer qu’on a

1
MI) = s /@W) )] dulz),

ce qui assure que M f est une fonction mesurable, voir [85].

On définit une fonction maximale auxiliaire Mf par
~ 1
VzeRY, fo::sup—/fz du(z),
(z) up BI()I (2)

la supremum portant sur toutes les boules euclidiennes B de mesure non nulle et contenant
z (Mf est la fonction maximale décentrée associée a f). En adaptant le raisonnement
précédent, on montre que Mf est une fonction mesurable. D’autre part, I'inégalité M f <
Mf est immeédiate.

La preuve de “Iinégalité de Chebyshev” (B.1) utilise judicieusement la régularité in-
térieure de la mesure de Lebesgue: soient en effet f € L'(R%) et o > 0. On définit un
ensemble E,, par

E, = {x eR%t.q. M f(z) > 04} .

C’est un ensemble mesurable car :M/f est mesurable. Soit K un compact inclus dans F,.
Pour chaque point y € K, on a M f(y) > « donc il existe une boule euclidienne B, de
mesure non nulle, contenant y, et telle que

1
uB,) < 5 [ 1) dute).
87 B,
Comme le rayon de B, est non nul, on peut supposer que B, est une boule ouverte. Par
compacité de K, on extrait un sous-recouvrement fini By, ,..., By, de K par de telles
boules. Le lemme B.1 assure qu’on peut trouver k boules (que I'on notera B!, .. .,Bk)

deux-a-deux disjointes parmi ces N boules, de telle sorte que
HIKT < plBy, U+ U Byy] < 3% (u[B')+ -+ ulB"]) .

On obtient alors

d _k d d
WK1 < T3 [ rldee <= [ Gt = F
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la seconde inégalité provenant du fait que les boules B, ..., B® sont deux-a-deux dis-
jointes. En utilisant la régularité de la mesure de Lebesgue, on obtient finalement u[FE,] <
3%/a|| f||p1- Comme M f < Mf, on a facilement inclusion

{xERdt.q. Mf(z) >a} C F,,

et cela acheve la preuve de l'estimation (B.1). Par un argument classique, on en déduit
que M f est finie presque partout dés que f € L'(R?), voir [85].

La preuve du second point du théoreme dans le cas ¢ = +oo repose sur I'inégalité
de Holder. Dans ce cas, M f est finie partout et on a 0 < M f(z) < ||f||r~ pour tout
z. On peut donc choisir C'(+o00,d) = 1. La fin du théoréme se déduit du théoreme de
Marcinkiewicz (voir [103]) en remarquant que M est de type faible (1, 1) et de type faible
(400, +00), avec de plus

Ve eRY, M(f+g)(x) < Mf(z)+ Mg(z).

Pour étre complet, nous reproduisons la fin de la preuve: on se donne f € L(R?) avec
1 < ¢ < 400. Pour & > 0, on définit une fonction f, par

fa(z) = {f(x) si [f(z)] > /2,

0 sinon.

Cette fonction f, vérifie f, € L*(RY) N L1(RY et on montre aisément (avec la définition
des fonctions maximales) 'inégalité M f < M f, + «/2. On obtient ainsi

{x eRYt.q. Mf(z) > oz} C {az e R t.q. Mf, () > a/Q} ,
donc, en appliquant l’estimation (B.1) & la fonction f,, on a

d d 2 d 2
p (e € R La MI(@) > a}] < 3 2|l < 342 /{ oy TN

9 9 g—1 24
. 3d_/{2|f| }(_) ()17 dpa(z) < 301
>

o 87

On en déduit que la fonction maximale M f est finie presque partout. On a de plus
+oo +oo
[ pran=q [ s > afjarda < 2030 [l a7 da
Rd 0 0

+oo
<28 [T [ i) due) da
0 {2|f|>a}

Le théoréme de Fubini-Tonelli (voir [85]) assure qu’on a?

[Tt [ el [ i) ( [ da) )

91-1 911
= 2 [ e due) = 2

I fll%e < 4o0.

2. On remarquera 'importance de ’hypotheése ¢ > 1 dans le calcul.
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On a bien montré ’appartenance de M f & ’espace L?, avec I'estimation

1/q
q293¢
sl < (Z25) 7 s

B.2 Résultats d’analyse harmonique

Nous donnons maintenant les preuves du lemme 4.3 et du théoreme 4.8 (on rappelera
les énoncés pour faciliter la lecture). Cet exposé reprend les travaux de Mokrane [77], ainsi
que [73, 74].

Lemme B.2. Soit u € L?(R%). On définit deuz fonctions u. et u* par

Vi eR?Y, w.z):=sup sup [STu(y)|,
K20 [y—s|<2k

* ‘= su L ul(z z
u*(z) = sup d/@(m| (2)] du2) -

1l existe une constante C' indépendante de u lelle que
Ve e RY,  wi(z) < Cu*(a).
Preuve

On se donne un entier k et deux points = et y dans R? vérifiant |y — | < 27%. On note ¥
la transformée de Fourier inverse de y par rapport a sa premiére variable (voir la partie
4.3 pour les propriétés de y). L’application

vy €0+ — X(7) €S
est continue, nulle pour v > 1. Il existe donc une constante Ciy > 0 telle que
VZERY, Vy20, (1+[:)"X(z7)] < Co. (B.2)

Par définition, S} est un opérateur de convolution de noyau 2kd Y (2k. 27k, c’est-a-dire
que pour toute fonction u € L?(R?), on a

Spul) =2 [ 32Hu-2).27) ule) dula)

On décompose S u(y) en

Stu(y) = Li(z,y) + L(z,y)

Li(z,y) = okd /| icrat )?(Qk(y - z), Q_k'y) u(z) du(z),
Bey=2 [ K227 e ).
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De l'estimation (B.2), on déduit la majoration

|1 (z,y)] < 2% Cy o alcrt lu(2)] dp(z) < Co 2% u*(z) .

Si z est un point de R? tel que |z — | > 2.27%, alors on a |y — z| > 2%, ce qui donne (en
utilisant & nouveau (B.2)) la majoration

)" () du2)

Iy(z, y)| < 2“00/

ly—=|>2-F

(1+2k|y—Z|

<HCy [y = 2) ).

On découpe le domaine {|z| > 27%} en I'union disjointe des couronnes €; := {2/7% <
|z| < 297%+1} avec j € N. On obtient

lafe,y)| < Co2t 3279040 [ Juy )] du(e).
b,

§>0 i

Lorsque z € %}, on a |z — (y — 2)| < 27%F 4 2075+ < 2247k Un nouveau changement de
variables donne ainsi

Iy, )| < Co 2k 3 2-i(d+D) / lu(2)] du(2)
0 B(z,22+1-F)
<y Z 277 22y () = 22+ Cou*(z) .

i>0

En prenant le supremum en y € %B(z,27%) puis le supremum en k¥ € N, on obtient le
résultat.

O
Avant de donner la preuve du théoreme 4.8, nous allons montrer le lemme suivant:
Lemme B.3. Soient f € L>(R?) et Q un ouvert de R%. Pour k € N, on définit
Qp:={z€Q tq. B (z,27%) c Q}.
Alors la suite () ken est croissante et on a
Q= UkeN 2 .

De plus, il existe une constante C' ne dépendant ni de f ni de Q telle que

o(f) =Y I1AfN T2, < C IS NL ul. (B.3)

k>0

Preuve
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La premiere assertion du lemme est triviale car © est un ouvert de R%. On décompose f
en f = f1+ fy avec f; := f-1q. On vérifie facilement que

o(f) <20(fi) +20(fy),

et nous allons majorer chacun de ces deux termes, en utilisant les propriétés respectives

de fl et fg.

La majoration de o(f;) est assez grossiere. On écrit
D= AN < D 1A 2@ay < IAll72@e < (1 ul€].
k>0 k>0

Majorons maintenant o( f;). Rappelons que Ay est un opérateur de convolution de noyau
284 ¥ (2%.,0). En particulier, le noyau de Ay appartient & la classe de Schwartz . Pour
tout point x dans Rd, on a

Behi(e) =2 [ (2 - 4),0) faly) duty).
R
et la fonction fy est identiquement nulle sur €.
On se donne alors deux entiers £ et k vérifiant 0 < £ < k et € . Si y n’appartient

pas & Q, on a |z — y| > 27%. Pour 2 € Q, on obtient donc

/c X(28(x = y),0) faly) du(y)‘ < || fallz de/l - 1X(2%2,0)| dp(z)

Y R CUETCE
- (B.4)

|Apfa(e)] = 2"

Pour tout entier m € N, on définit
gni= [ RGO dula).
|z[>2™

Comme la fonction Y(+,0) appartient & la classe de Schwartz, la suite (g, )men est de carré
sommable, sa somme ne dépendant que de la fonction x que nous nous sommes fixés au
chapitre 4. On fabrique une partition de €2 de la facon suivante: on pose

Q= et Q) :=Q\Q_y pour £>1.
Les ensembles €} sont deux-a-deux disjoints et on vérifie facilement les relations

2 = Uogzgk 2, €= UZEN 2.

Les estimations ponctuelles (B.4) sur |Ag fo(z)| (pour z € Qy, £ < k) donnent la majoration

/Q|Akf2< )2 du(e 2/ A fa(2) 2 duz) < [1f2- Zgﬂum

Finalement, on obtient

k
1) = S AL falBa gy < 113 S0 g nl%] < 113 ui) 3 6%

E>0 £>0 £=0 m>0

ce qui conclut la preuve.
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Nous pouvons conclure cette annexe avec la preuve du théoréme 4.8 qui s’énonce comme
suit:

Théoréme B.2. Soient f € L°(RY) et (vy)ren une suite de fonctions continues dans
L2(R%). On suppose que la fonction v, définie par

Ve e RY, wv.(z):=sup sup |up(y)|
E0 Jy—z|<2-+

appartient a LQ(Rd). Alors il existe une constante C' > 0, ne dépendant ni de [ ni de la
suite (vg), telle que

/ S AR (@) ve(@) P du(e) < C [ [loa ]2
k¢3S0
Preuve

On écrit tout d’abord
+co
LAk @ oo dute) =2 [ A8y A

ott Ux(A) := {z € R? t.q. |vg(z)] > A}. On définit également un ensemble Q(A) en posant
Q(A) := {z € R? t.q. |v.(z)| > A}. Nous allons tout d’abord montrer que Q()) est ouvert.
Soit # € Q(A); il existe un entier kg et un point y € R? tels que

[z -yl <27F et ug(y)| > .

Comme vy, est continue, on peut supposer que y vérifie |z —y| < 2750 Il est alors clair que
o
pour tout z dans la boule ouverte 28 (y,27%), on a v.(z) > |vg, ()| > A. On en déduit que

;O@ (z,27%)n ;O@ (y,27%0) est un voisinage ouvert de = contenu dans Q()), ce qui montre
que () est ouvert.

On définit les ensembles Q(A); comme au lemme B.3. Le raisonnement précédent assure
qu’on a l’inclusion

Uk(/\) - Q(/\)k

pour tout entier k. En appliquant le lemme B.3 & la fonction f et a louvert Q(X), on
obtient les majorations

S MA@ < DA 20000 < C NI p[QON)].
k>0 k>0

ce qui donne finalement

“+ o0

D |Af (@) v(2)|? dp(e) < QCHfH%oo/O Ap[QN)]dA=C [ f[[ 7o llosll5

d
RE k>0

d’ou le théoréme.



Note sur un papier de Robinet, Gressier, Casalis et Moschetta 215

Annexe C

Note sur un article de Robinet,
Gressier, Casalis et Moschetta

Jean-Francois Coulombel, Sylvie Benzoni-Gavage et Denis Serre
Journal of Fluid Mechanics, 469:401-405, 2002.

In [84], an instability for shock waves in gas dynamics is exhibited. The fluid was
assumed to obey the polytropic perfect gas pressure law. We show in this note that such
an instability does not occur, as proved in the extensive work of Majda [65]. Details of
the complete calculations of [65] may be found in [55]. Two arguments are developed: we
give first a mathematical result that is violated by the conclusions of [84]. Then we detail
the results of [84] and show why they do not yield any conclusion. Finally, we develop a
general calculation and show that an instability can not occur.

C.1 A theoretical argument

Following the pioneer works of D’yakov [33], Erpenbeck [35] and Kontorovi¢ [59], Majda
[65] proved that planar shock waves are always uniformly stable when the fluid obeys
a polytropic perfect gas pressure law. We refer to [68] for a review of the stability of
shock waves in real gas dynamics. Note that Majda’s result also holds for isentropic gas
dynamics, see Majda [65] or [66] for a review. The existence of “branching points” (where
the instability mentioned in [84] is supposed to occur) is pointed out and it is clearly shown
that they do not give rise to any instability.

Via a normal modes analysis, the stability of a planar shock wave amounts to checking
that a certain function A (called the Lopatinskii determinant), that depends on a wave
vector k, and a complex frequency w, does not vanish when the imaginary part of w is po-
sitive (whatever the wave vector is). Since the involved quantities depend holomorphically
on the frequency w, A(k,,-) can be defined as a holomorphic function on the half-plane
{Im w > 0}. Note that A also depends continuously on both states ahead and behind the
shock front.

If there exists a non zero wave vector k, and a complex frequency w of positive ima-
ginary part such that A(k,,w) = 0, then the same property holds for close planar shocks
(that is if we perturb the upstream and downstream states), see [14]. With this statement
in mind, it is clear that the result of [84] can not hold because the exhibited instability
meets the previous assumptions but only occur for isolated values of the Mach numbers.
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C.2 The calculation of [84]

We keep the notations of [84] and detail the computations of paragraph §2.8: one has
w= ikyﬁl and

=2
B = ik, i RO = KO = k) = ik

The subspace Ker (M; — kg(EQ)Mg) is spanned by the two vectors
_ ¢
V, = (1,—;—1,0,()) and V3= (0,0,1,—i) .
1

Note that

— ANt
1 —-(1
V4: (ZU1707_7 ( —I_Z))
rky ky ky
is a solution of the equation

(M; — kg(gQ)M2)V4 = M,Vs.

Thus the V;’s form a Jordan basis of M;lMl (Vy is an eigenvector for the eigenvalue

kg(gl) but is of no use in the stability analysis). The problem reduces to determine whether
there exist complex coefficients (Cz, Cs, C4, X ) such that

Uyps+prug—Ui(py — po)ky X =0,
(rT1+T7) ps+ 15y Ty + 2,01 up =0,

- (C.1)
Uf+Z(U1 - Uo)k'yX == 07
Cpr + Ul Uy — Ul(Ul - Uo)kyX =0,
where T, ps, uy and vy are defined by
(Tg,psiup,vp)’ = CaVa+ CsVs + CyVy. (C.2)

In [84], page 248, the authors claim that a non trivial solution exists when the upstream
and downstream Mach numbers are given by

2 d+y

My =
0 3—~

The numbers Cg, C3 and C4 are given by

Ul (Ul — Uo) 2(27 — 1)

C; = — kX,
o (2y-1)M +3
- 2(1+
Co = — (T - Tg)—2 _2 kX,
(2y—-1)M7+3
S — 21
Cy = ky (U1 — To) kX .

(27— 1)M: +3
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With these expressions, we obtain

L
vf:—i(:;j—%c4
Yy
— 2(1 4+ 20(U; — U
T - Ty — 20D a2 =U)

(27— 1)M; +3 (27— )M, +3

From the linearized Rankine-Hugoniot conditions, we obtain
vf = iky (U — Ug) X =0

and thus X = 0. As a consequence, we obtain C3 = 0, C3 = 0 and C4 = 0! Thus an
instability associated with the complex frequency w = ik, U; does not occur.

C.3 A general calculation

More generally, we are going to show that under the assumption v < 2, the only
solution to equations (C.1)-(C.2) is the trivial solution: this result is independant of the
Mach numbers (the only inequality we shall use is My < 1). Instead of the previous

definition of V4, we set
— ¢
U
V= (—1,0,1,0) .
r

This amounts to add (-1 + ¢)/k, V3 to the previous definition and multiply by (—ik,).
With this new expression of V4, we obtain

- _
Ty=Cy+ —LCy, pf:—%CQ, up=C3+Cy and vp=—iCs.
r 1

Recall that C, is given by

T ay
C,= = —
Tyl (v— 1)1y

where a denotes the sound speed in the fluid. If we set Y = £, X, we are led to solve the

3

linear system

P01

7 C:+71Cs+p1Ca = Ui(pr — )Y =0, (C.3)
1

U,
—T—CQ+2C3+SC4:0, (C.4)

1
Cs;— (U -UpY =0, (C.5)

a _ 2y —1_ o

WCQ +T,Cs + %U1C4 ~T(T, = Ty)Y =0, (C.6)

With the help of equation (C.5), equation (C.6) becomes
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We now place the previous expression of C; and the expression of Cs (deduced from
equation (C.5)) into equations (C.3) and (C.4). This yields the following linear system in
(C4,Y)l

— =2 _ = —
P |29 = UM +1] €y + (51 + 7o) (T~ To)Y =0,

- o (C.7)
(2 = )M +3| Cy +2(T1 - To)Y =0.

Here we have used the relation p;U; = pyUo which is a consequence of the Rankine-
Hugoniot jump conditions.

There exists a non trivial solution (Cg, Cs, C4, X) if and only if there exists a non
trivial solution of (C.7). This amounts to requiring that the determinant of this 2 x 2
system vanishes. This determinant is proportional to

—2 _ =2 _
[(27 - 1M - 1} P~ [(2’7 - )M + 3} Po
and we conclude that an instability occurs if and only if
—2 _ =2 _
@y = )M} - 1|7y = |2y - )M +3] 7. (C.8)
Equation (C.8) can not hold if (2y — I)Mf < 1, so we assume (27 — I)Mf > 1 and that
(C.8) holds. We get
pp=ap, and Uy=al,;
where « is the positive number given by
2y-1)M;+3 4

— 1+ — .
(2v-1)M, -1 (2y - 1)M, — 1

Since v < 2 and M, < 1, we get a > 3.
Recall that the planar shock wave satisfies the Rankine-Hugoniot conditions:

ﬁ1U1:ﬁ0U07
_ =2  _ =2 = _ =
poUog — Uy = T(PlTl - POTO) )
Y= = 1 —2 —2
T, —Ty)==(U,-U7).
7_1( 1= To) = 5(Ug = Uy)

From these equalities, we obtain the relation

_ _ 1 _
@ = 41Ty = yal,; — T(l—ka)Uf,

and we have assumed that
a; < (2v - 1)??
We obtain therefore the inequality

-1
'ya—PyT(l—l—a)<2'y—1,
that is
5y —3 8
o< i =5- —<3.
7+1 v+1

This yields a contradiction, and therefore C4 = 0 and Y = 0. As a consequence Cy = 0,
Cs3 = 0. The planar shock is stable, as stated in [65].
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