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Introduction

L’étude du comportement temporel des systémes dynamiques quantiques est en plein
essor depuis les années 80. La question, motivée par quelques expériences physiques frap-
pantes ([BGK], [YA], [Bar], [BS], ...) est encore largement ouverte. L’analyse et les moyens
utilisés pour résoudre les problemes posés empruntent autant a la physique des solides, la
physique moléculaire qu’aux mathématiques. Du point de vue mathématique, il n’existe
pas encore de cadre unifié.

Formellement, la dynamique d’'un systeme quantique est décrite par la solution de
Iéquation de Schrodinger attachée a une famille d’opérateurs auto-adjoints (H(t))ier
définis sur un sous-espace dense D d’'un espace de Hilbert séparable H et donnée par:
pour tout (¢,s) € R2,

1o (t,s) = H(t)y(t,s) , ¥(s,s) €D .

L’espace H est aussi appelé espace des états du systeme quantique et la famille (H (t))¢er
I’hamiltonien du systeme. La conservation de la norme hilbertienne de la solution au cours
du temps est une particularité de ces sytemes: V(t,s) € R2, ||[¢(t,s)|| = [|[¢(s,5)]|.

Il existe essentiellement deux manieres d’envisager ’étude du comportement d’un
systeme quantique au cours du temps et de définir ses éventuelles propriétés de stabi-
lité.

La premiere approche consiste a formuler le probléme en terme de localisation dyna-
mique. Ayant convenablement choisi un opérateur auto-adjoint A défini sur H et représentant
une observable du systéme physique sous-jacent (I’énergie, la position ou le moment du
systéme par exemple), ce systéme placé dans un état initial 1(0,0) est considéré comme
stable si la quantité :

sup(A(t))y = sup [(¥(¢,0)| A (£,0))]

teR teR
est finie. Et lorsque cette propriété de stabilité est vérifiée pour toute condition initiale
1(0,0), le systeme est dit A-dynamiquement stable. Dans le cas contraire, différents degrés
d’instabilité peuvent étre discriminés selon la vitesse de divergence de la quantité (A(t)) .
La plupart des travaux menés sur le sujet ont été développés dans le cas stationnaire, i.e.
lorsque I’hamiltonien (H (t)) est en fait indépendant du temps [G], [GM], [GS-B], [BCM],
[Com], [BGT], [BJ], [dRJLS2], [KL], [L], [Tc2], .... C’est un point de vue qui s’interprete
bien du point de vue physique. Néanmoins, la pertinence de ce critére de stabilité dépend
de maniere cruciale du choix de I'observable A.

La deuxieme approche consiste a étudier le comportement de 'orbite suivie par la
solution de ’équation de Schrodinger {1 (¢,0); t € R} au sein de l’espace de Hilbert H.
Il peut s’agir de propriétés d’ergodicité du systeme qui seront traduites par la fonction
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d’autocorrélation quantique [Cod4|, mais aussi de propriétés de précompacité de la tra-
jectoire. Cette derniere reflete la faculté du systeme a revenir régulierement au voisinage
d’un ensemble fini d’états de références [EV]. Les états a trajectoire précompacte sont
appelés états bornés. A contrario, on appelle états propagatifs ceux dont la trajectoire ne
s’égare aupres d’aucun espace de dimension fini. Dans le cas des systemes stationnaires, les
théoremes RAGE ([Ruel], [AG], [Enf]) permettent d’identifier Pespace des états bornés
au sous-espace engendré par les vecteurs propres éventuels de I’hamiltonien et I'espace des
états propagatifs au sous-espace associé a la composante continue du spectre de I'hamilto-
nien. Ce type d’approche s’applique également a diverses classes de systémes quantiques
qui dépendent du temps. C’est le cas lorsque cette dépendance s’effectue par le biais de
certains processus ergodiques continus ou discrets [Pi], [Tcl], [JL], [Co4], [dO]. Elle donne
lieu & des théoremes de type RAGE lorsque la dépendance suit un processus aléatoire
Markovien [P1i], ou lorsqu’elle est réguliere mais apériodique [JL]. Une analyse semblable
peut étre conduite lorsque le systéme est fonction du temps de maniere périodique. Ainsi,
lorsque la solution de I’équation de Schrodinger peut étre décrite a I'aide d’une famille
d’opérateurs unitaires a deux parametres (U(Z,s)) s)cr2, un théoreme de type RAGE
peut étre établi, dans lequel 'opérateur de Floquet U(T',0) (ou opérateur de monodromie)
endosse le role de 'hamiltonien du cas stationnaire [EV].

Dans la plupart des modeles considérés ou la dépendance en temps est périodique,
I’hamiltonien prend la forme suivante :

VteR |, H(t)=Hy+ V() , (0.3)

ou Hj est un opérateur auto-adjoint, borné inférieurement de domaine D dense dans H et
(V(t))ter est une famille périodique d’opérateurs symétriques (relativement) bornés (par
rapport & Hp). Un systéme décrit par cet hamiltonien sera dit spectralement stable si
pour un opérateur Hg a spectre purement ponctuel, 'opérateur de Floquet du systeme
périodique est aussi & spectre purement ponctuel [DBF].

Ces deux points de vue sur I'étude de la dynamique d’un systéme quantique ne sont
bien entendu pas équivalents. Si A est une observable convenablement choisie, un systeme
stable au sens de la localisation dynamique le sera au sens spectral [EV], ...La réciproque
est fausse en général. Il est par exemple possible de construire un hamiltonien stationnaire
a spectre purement ponctuel ayant une solution qui ne soit pas localisée dynamiquement
[dRJLS2].

Nous envisagerons ici I’étude du comportement asymptotique de systemes dynamiques
quantiques périodiques en temps du point de vue de la stabilité spectrale. Deux systémes
seront étudiés.

A Dexception de quelques modeles particuliers ([Ho3], [Hu], [EV], ...), deux grandes
classes de systemes quantiques dépendant périodiquement du temps ont été analysés du
point de vue de la stabilité spectrale. Les premiers sont typiquement définis par un ha-
miltonien de la forme (0.3) ou le potentiel V() dépend du temps de maniére réguliere
et Hy est a spectre ponctuel de multiplicité finie avec des écarts croissants entre ses va-
leurs propres consécutives. La régularité justifie pleinement ’existence d’un propagateur
décrivant la dynamique ([RS] théoréme X.70, [Kr]). La structure de 'opérateur de mono-
dromie est en revanche rarement connue. Il existe malgré tout un biais pour contourner
ce manque d’informations. La régularité de I’hamiltonien de départ permet de construire
un nouvel opérateur auto-adjoint i0; + H(-) défini sur I'espace de Hilbert L?(R/TZ) ® H.



Les propriétés spectrales de cet opérateur, appelé hamiltonien de Floquet ou opérateur
de quasi-énergie, sont équivalentes du point de vue de la dynamique du systeme, a celles
de lopérateur de monodromie [Ya], [Hol]. En gros, deux méthodes générales d’analyse
ont été développées actuellement. Les algorithmes KAM montrent ’occurence de spectres
purement ponctuels pour des ensembles de fréquences de mesure de Lebesgue stricte-
ment positive, mais dans un cadre perturbatif [Bel],[Col],[DS], [ADE], [DSV], [GY] ....
Les algorithmes adiabatiques se liberent de ces contraintes perturbatives mais permettent
seulement de démontrer ’absence de composantes absolument continues dans le spectre
de lopérateur de monodromie [N], [Jo] ou de I'hamiltonien de Floquet [Ho2]. La présence
d’états instables n’est pas exclue.

Les systemes frappés périodiques ont quant a eux l'avantage d’étre définis directe-
ment par leur évolution. L’opérateur de monodromie est explicite. Un formalisme propre
a chaque modele peut ainsi étre mis en place [GC], [Co2|, [DBF], [Kar| .... Lorsque
le systéme frappé est défini par une perturbation périodique de rang un, un schéma de
résolution explicite du modele a pu étre mis en place [Co2] sur le modele du traitement
des perturbations de rang un dans le cas auto-adjoint [SW].

Le travail que nous allons présenter propose quelques techniques complétant ce pano-
rama.

En guise d’introduction, le chapitre 1 explicite dans quelle mesure le comportement
asymptotique de la solution de I’équation de Schrédinger d’un systeéme quantique dépendant
du temps de maniére périodique peut se lire sur la décomposition de ’espace de Hilbert en
sous-espaces associés aux composantes continues et ponctuelle du spectre de 1'opérateur
de Floquet U(T,0). Quelques modeles simples seront décrits a titre illustratif.

Le chapitre 2 est consacré a l’analyse spectrale de 'opérateur de monodromie de
systemes périodiquement frappés par une perturbation de rang un. Ce travail s’inscrit
dans la lignée des travaux de M. Combescure sur le sujet et les complete dans une certaine
mesure. La description de 'opérateur de monodromie:

Vir = etHoT ik TIoN el

fait apparaitre quatre acteurs: un vecteur ¢ de I’espace de Hilbert, un opérateur auto-
adjoint Hp, une constante de couplage x et la période du systeme T'. Un critere expli-
cite énoncé par Combescure permet de mener I'analyse spectrale de ce type d’opérateurs
lorsque Hg est a spectre purement ponctuel. Si le vecteur ¢ est relativement confiné par
rapport aux vecteurs propres de cet opérateur, le spectre de V7 est ponctuel pour presque
toute valeur de x (Théoreme 2.2.1 ou [Co2]). En revanche, un exemple construit par Com-
bescure laissait déja entendre qu’un défaut de confinement du vecteur ¢ pouvait faire ap-
paraitre du spectre singulier continu dans des situations non-résonantes (Théoreme 2.2.2
ou [Co2]). Nous montrons d’abord que pour toute une classe d’hamiltoniens libres & spectre
simple dont les valeurs propres sont données par un polynome, le spectre de 'opérateur
Vir est en fait purement singulier continu (Théorémes 2.2.3 et 2.2.4). Une partie de ce
résultat fait d’ailleurs l'objet d’une publication [Bour|. En systématisant le schéma de la
démonstration, nous montrons ensuite que si le vecteur cyclique ¢ présente un défaut de
confinement et si les valeurs propres de Hg croissent suffisamment vite, le spectre de Vir
est purement singulier continue pour toute période T" appartenant a un ensemble de mesure
de Lebesgue pleine (Théoreme 2.2.5 et Corollaire 2.2.2). Ce résultat suggere l'existence de
transitions spectrales au sein de la famille d’opérateurs (Vi.r).
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Nous nous intéressons dans un deuxieme temps a un modele décrivant la dynamique
d’un électron dans un anneau unidimensionnel traversé par un flux magnétique variant
au cours du temps [AN], [ABDN], [BB], [Ao] ...Une transformation de jauge permet
de ramener la description de la dynamique de ce type de systeme a celle d’un systeme
périodique en temps. L’opérateur de Floquet de ce nouveau systeme n’est pas connu.
Néanmoins, sur la base de considérations physiques exposées dans [BB], il est possible de
construire un opérateur unitaire qui en soit une approximation. Cet opérateur unitaire
s’écrit comme le produit de deux opérateurs unitaires bien identifiés :

Un< = Upne - Ue e

Les opérateurs U n+ et U, n+ s’écrivent comme la somme directe de matrices carrées uni-
taires de taille 2. L’analyse de la dynamique engendrée par cette approximation n’ayant
fait Pobjet que de simulations numériques [BB], un formalisme rigoureux de résolution
a diu étre mis en place. C’est 'objet du chapitre 3. La construction de l'opérateur Ups«
s’articule autour d’un nombre réduit de quatre parametres : une suite de couples de coef-
ficients de réflexion et de transition (rg,tx)ren+, trois suites de phases (0 )ken+, (Vk)ren,
(Vk)ken+. Sa structure permet de construire un formalisme de matrices de transfert, ins-
piré par les techniques de résolution spectrale associées aux matrices de Jacobi. Nous
prouverons d’abord que le choix d’une des suites de phases n’a aucune influence sur la
nature du spectre de l'opérateur Uy« (Lemme 3.2.1). Deux situations plus particulieres
dans lesquelles les suites de coefficients de réflexion et de transition sont constantes et
non nulles, motivées par certains travaux numériques [BB] seront ensuite examinées. Elles
démontreront au passage l'influence que peut avoir le choix des phases sur le spectre de
l'opérateur de monodromie Uynx. Pour un choix de phases sous-tendu par certains proces-
sus ergodiques, aléatoires ou déterministes, le spectre de 'opérateur de monodromie est
presque sirement singulier (Théoreme 4.1.2). Ce résultat fait I'objet du chapitre 4. Une
version du théoreme d’Ishii et Pastur adaptée a notre modele sera pour cela démontrée
(Proposition 4.3.1). Lorsqu’en revanche, les phases sont périodiques, comme au chapitre
5, la théorie de Bloch permet de démontrer que le spectre de 'opérateur de monodromie
se restreint a une composante absolument continue et un nombre fini de valeurs propres
simples (Théoreme 5.1.2). Ces résultats obtenus en collaboration avec James Howland et
Alain Joye sont en cours de publication [BHJ].
Les annexes regroupent des développements spécifiques utilisés au cours de 'exposé.
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Notations

Les notations relatives a la théorie spectrale des opérateurs sur les espaces de Hilbert
sont empruntées a [RS].

Les notations suivantes auront cours dans ’ensemble du manuscrit :

H Espace de Hilbert séparable

Espaces des opérateurs linéaires bornés sur H
Ensemble des entiers naturels

Ensemble des entiers strictement positifs
Ensemble des entiers relatifs

Ensemble des nombres réels

=R/27Z

Ensemble des boréliens de R

Ensemble des boréliens de T

mesure de Lebesgue normalisée sur T ou mesure de Haar uniforme sur T
Espérance d’une variable aléatoire

Cercle unité

B
=

*

=

NEHIYBHWAEENZZ
=
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Chapitre 1
Généralités

Ce chapitre explicite dans quelle mesure le comportement asymptotique de la solution
de I'équation de Schrodinger d’un systeme quantique dépendant du temps de maniere
périodique peut se lire sur la décomposition de I'espace de Hilbert en sous-espaces associés
aux composantes continues et ponctuelle du spectre de 'opérateur de Floquet U(T,0). Plu-
sieurs caractérisations sont proposées. L’une d’entre elles concerne les états appartenant
au sous-espace associé a la composante absolument continue du spectre de 'opérateur de
monodromie. L’ensemble sera illustré par quelques exemples.

Nous supposons dans ce chapitre que les solutions de I’équation de Schrodinger peuvent
étre données par une famille d’opérateurs unitaires dépendant de deux parametres, notée
(U(t,5))(t,s)er2- Nous adopterons les définitions suivantes :

Définition 1.0.1 Un propagateur U est une famille fortement continue d’opérateurs uni-
taires dépendant de deux paramétres (U(t,8)) s)er2 telle que pour tout (r,s,t) € R3,

U(t,r) =U(t,s)U(s,r).

Définition 1.0.2 Un propagateur périodique de période T est une famille d’opérateurs
unitaires dépendant de deuz parameétres (U(t,s)) . s)cr2 telle que pour tout (r,s,t) € R3,

U(t,r) =U(t,s)U(s,r)

Ut,s) =U(t' + s,8)[U(T + s5,9)]" si t=nT+t,t' €[0T,
et pour tout n € 7Z, les applications

0,T[xR — L(H)
(t's) +— Ut +s,8) [U(T+ s,9)]"

soient fortement continues.

1.1 Critere principal

Un sous-ensemble £ borné de vecteurs de H est précompact si et seulement si pour
tout € strictement positif, il existe un nombre fini de boules de rayons € recouvrant £.
La caractérisation suivante est équivalente: £ borné est précompact si et seulement si
pour tout e strictement positif, il existe une projection orthogonale C sur un sous-espace
vectoriel de dimension finie telle que:

Vi € E, | — Col| < e.



Dans un espace de Banach, la notion de précompacité coincide avec la notion de compacité
relative ([Dieu], théoreme 3.17.5). £ est alors précompact si son adhérence est compacte.

Définition 1.1.1 Soient U un propagateur ou un propagateur périodique et Py l’ensemble
des vecteurs ¢ appartenant a H tels que la trajectoire {U(t,0)1,t > 0} soit précompacte.
De la méme fagon, on définira P— comme l’ensemble des vecteurs ¢ tels que la trajec-
toire {U(t,0),t < 0} soit précompacte. La notation Py est employée pour désigner in-
différemment ces deux ensembles.

Autrement dit, une trajectoire précompacte reste toujours confinée & proximité d’un sous-
espace de dimension fini. Les espaces P+ sont des sous-espaces fermés de H. Ceci étant
dit, le théoréeme suivant permet de reformuler la notion de précompacité de la trajectoire
des solutions en termes de propriétés spectrales de 1'opérateur de Floquet U(T,0) associé
a I'équation d’évolution dans le cas périodique.

Théoréme 1.1.1 Si U est un propagateur périodique de période T', alors
Pr =Hp(U(T)0)) . (1.2)

La preuve de ce théoréme demande un travail assez conséquent [EV] qui sera seulement
évoqué ici. L’inclusion H,,(U(T,0)) C P4+ est fondée sur le fait que tout vecteur propre
de U(T,0) est a trajectoire compacte. L’inclusion réciproque se démontre en utilisant
lorthogonalité des sous-espaces Py et H.(U(T,0)).

Si I’espace de Hilbert H est de dimension finie, toutes les trajectoires engendrées par un
propagateur (périodique ou non) sont compactes. Le théoreme 1.1.1 est alors trivial.

Une réinterprétation de cette notion de précompacité, inspirée par les théoremes RAGE
([CFKS] paragraphe 5.4) est présenté au paragraphe suivant. La présentation reprend celle
donnée par [EV]. Les concepts d’états géométriquement liés et propagatifs sont introduits.

1.2 Interprétation géométrique

Définition 1.2.1 Soient U un propagateur ou un propagateur périodique, ¥ € H, et P =
(Py),>q une famille d’opérateurs auto-adjoints telle que ||P.|| < 1, pour tout r >0 et:
lim P. =1
r—00
pour la topologie forte. On dira que 1) est géométriquement li€ a la famille d’opérateurs P
en +00 si:
lim_ sup (7 — P)U(10)¢] = 0 (1.4)
r—-+o00 t>0
On pose alors M&_(P) L'ensemble des vecteurs vérifiant la propriété (1.4). On définit de
la méme maniére espace MP (P) comme Uespace des vecteurs ) tels que :
lim_sup||(1 — P)U(L0)Y]| =0 (15)
r—-+00 tSO
Lorsque le propagateur U est périodique de période T, la caractérisation suivante des états
liés est équivalente. Un état v appartient a MZ(P) si et seulement si:
lim sup||(I — B)U™(T,0)] =0,

=400 neN



et appartient & M (P) si et seulement si:

lim_sup (T — P)U~"(T,006] =0 .
r——400 neN

Les espaces MY (P) sont fermés et de maniere naturelle: P+ C MY (P). La notation

MO (P) désigne ces états géométriquement liés lorsqu’il n’y aura pas lieu de les distinguer.

Remarque : Etant donné un opérateur auto-adjoint A, la famille de projecteurs spectraux
associée (P([—7,r])),>, (également notée (P(JA| <1)),~,) peut tenir le role de la famille
(Pr),>o- Dans ce cas précis, un état géométriquement lié a la famille P se décomposera
essentiellement sur des sous-espaces propres associés & de faibles “valeurs” de lobservable

A.

Définition 1.2.2 Si U désigne un propagateur ou un propagateur périodique et si P est
la famille définie précédemment, on dit que P est relativement compacte par rapport au
propagateur U en +oo si:

Vr> 0wy e M, {PUL0),t<0}

est précompact. 1l suffit en fait, de vérifier cette propriété sur un ensemble total de vecteurs
¥ pour montrer la propriété de relative compacité de P par rapport a U.

Bien entendu, si P est une famille d’opérateurs compacts (de rang fini par exemple), P
est relativement compacte par rapport a tout propagateur U en Foo.

Théoreme 1.2.1 Si on suppose que la famille P est relativement compacte par rapport a
U en oo alors

MY (P) = Py. (1.8)

Preuve : L’inclusion P+ C ./\/ll:’t(P) a déja été mentionnée. Réciproquement, étant donné
un vecteur ¢ appartenant & MY, Pensemble {U(¢,0)1), ¢ < 0} est pour tout > 0 recouvert
par le sous-espace {P,U(t,0)),t < 0} +{(I — P,)U(t,0)¢,t < 0}. Pour € > 0 fixé, il existe
ro > 0,

Vr >rg,VteR, ||[(I—P)U(t0)Y] <e . (1.9)
Fixons alors r > r¢; comme {P.U(t,0)1),t < 0} est par hypotheése précompact pour tout

réel positif r, il existe une projection orthogonale C sur un espace de dimension finie telle

que: pour tout £t € R
12U (,0)¢ — CRU0)Y| <€ .

Il vient alors: Vt € R
|U(t,0)¢ — CU(,0)y| < 2e .

L’ensemble {U(t,0)¢ ,t < 0} est donc précompact, ce qui démontre l'inclusion réciproque.
O
A contrario, la trajectoire de ’état peut échapper a toute tentative de confinement et

tendre a explorer toutes les “régions” de I'espace H. L’état sera alors dit propagatif :

Définition 1.2.3 Soient U un propagateur ou un propagateur périodique et € H. ¢ est
un €tat propagatif par rapport a la famille P si pour tout r > 0 :

.17
Jim 7 [ IR UG =o.
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On note alors ./\/li(P) le sous-espace des vecteurs v vérifiant cette propriété. De méme,
on définira M{(P) le sous-espace des vecteurs ¢ tels que, pour tout r > 0 :

1 T
lim _/ | BU(£,0) 0 dt = .
T Jo

T——o00

Si U est un propagateur périodique de période T, la caractérisation suivante des états
propagatifs est équivalente. Un état ¢ appartient a /\/li(P) si et seulement si: Vr > 0,

N-1
1
im — S |[BUNT00] =0 .
NLTOONTLZ%”T (T.0)w|

De méme, 9 € M]:(P), si et seulement si: Vr > 0,
N-1

.1 n
i 3 IPU" (0] =0

N——oc0

/\/li(P) est un sous-espace fermé de H, orthogonal & MY (P). Sous certaines conditions,
ces caractérisations des états du systeme coincident avec la décomposition de H en sous-
espaces spectraux de l'opérateur de monodromie U(T,0). Le résultat suivant est la pierre
angulaire de tout I'exposé:

Théoréme 1.2.2 57 U est un propagateur périodique de période T et P une famille rela-
tivement compacte par rapport a U en oo, alors:

ML(P) = H(U(T0)),  MY(P) = Hyp(U(T.0)),
et H=ML(P)eML(P).
Preuve: Par les théoremes 1.1.1 et 1.2.1, on sait déja que:
ME(P) = Py = Hyp(U(T0))
Sachant par ailleurs que:
Hpp(U(T,0)) @ H(U(T,0)) =H
et que ./\/li(P) est orthogonal & MY (P), il suffit de montrer que H.(U(T,0)) C Mi(P)

Pour cela, soit ¢ € HE(U(T,0)); pour € > 0 et r > 0, il existe une projection orthogonale
sur un sous-espace de dimension finie () telle que: V¢ = 0,

€
Par conséquent, V7 # 0,
1 /7 1 (7 €
— [ IBU@0)Ydt < — [ [|QRU0)y[dt + 5 .
T Jo T Jo 2

11 suffit alors d’appliquer le corollaire 2.5 de [EV] a l'opérateur compact QP, ; on obtient
ainsi: I € RV7 € R,

1 T
rlzlnl. 3 [ IRUCOd <.
0
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Donc, ¢ € Mi(P), ce qui démontre 1'égalité recherchée. O

Remarque: Si A est un opérateur auto-adjoint a spectre purement discret, alors la fa-
mille P définie par (P(JA| < r)),>o vérifie les conditions du théoreme précédent.

Une discrimination supplémentaire peut étre introduite au sein des systémes propa-
gatifs. Celle-ci s’appuie sur la décomposition de H.(U(T,0)) en composantes liées aux
spectres singulier continu et absolument continu :

HC(U(T70)> = HSC(U(T70)> D Hac(U(T7O)) :

Une description de la dynamique des états appartenant & H,.(U(T,0)) est proposée dans
la section suivante.

1.3 Une caractérisation dynamique de la composante abso-
lument continue
La dynamique associée aux vecteurs appartenant au sous-espace associé a la compo-

sante absolument continue de 'opérateur de monodromie peut étre caractérisée par le
théoreme suivant :

Théoreme 1.3.1 Soit U un opérateur unitaire agissant sur H. Alors,

Hae(U) = {¢ € H; > _ |(0|U¢)[2 < 00} .

ne’l

Ce théoreme est a rapprocher naturellement d’un résultat démontré dans le cas indépendant
du temps et que nous rappelons ci-apres ([AS], [RS] IV):

Théoréme 1.3.2 Soit H un opérateur auto-adjoint agissant sur H. Alors,

Hae(H) = Haele ™) = {6 € H; / (Ble=itH g)[2dt < +o0} .
R

Une preuve indépendante et plus directe est donnée ici. Soit (E(A))aep(r) la famille
spectrale associée a 'opérateur unitaire U [Weil. Si ¢ est un état de H,.(U), la dérivée de
Radon-Nikodym de la mesure (¢,E(.)¢) par rapport a la mesure de Lebesgue normalisée
v sur T sera notée f,. Par construction, la fonction fy est positive presque partout et
sommable. Soit (&) la famille de sous-espaces définie par: Vp € N* U {400},

& ={f e L"(Tw): 3¢ € Hae(U),f = fo v —pp} C L (Ty) .
Lemme 1.3.1 L’application suivante :

Hae(U) — &
¢ = fs, (1.23)

est une surjection continue. En outre, Vo € Hae(U), et pour toute base orthonormée de
HQC(U) ’rLOtée (en)neN,

I8l =N fslh (1.24)
IFsll = D Kenld)llfenllr - (1.25)
neN



Preuve : L’application (1.23) est surjective par construction. La justification de la relation
(1.24) est immédiate :

6l = (B D) = [ folaldvia) = [ 17a@ldvia) = 1ol

I'avant derniere égalité faisant usage de la positivité de la fonction fy4. La relation (1.25)
se déduit de la constatation suivante: pour tout choix de vecteurs orthogonaux ¢ et ¢
appartenant & H.(U),

fsrapll = lle +avl* = llol* + lal*[l¥]* = I fslls + o[ foll1 -

Ceci permet de montrer la continuité de ’application (1.23). 0
Preuve du théoréme 1.3.1: Supposons que ¢ soit tel que:

> [BIUm)? < +oo .

ne’l

Il existe une fonction f appartenant & L?(T,v) telle que:

f@) = (glUmd)e ™ vppet [IfI2 =D [(e|U"¢)[*

nel nez

Par le calcul fonctionnel, cette fonction f s’identifie presque partout a f,: Vn € Z,

f(n) = (GlU"g) = /T € o (2)dv(z) = f5(n) .

Or, L?(T,v) C LY(T,v) car v est une mesure finie. Autrement dit f, € L'(Tv), ie.
¢ € Hae(U). Lespace He(U) étant fermé pour la norme hilbertienne, on a méme :

{¢ € H; Y [(¢lU"9)]? < +00} C Hae(U) -

nez

Soit maintenant ¢ € Hae(U). Par construction, fg € L'(T,v). Soit (Ag)renufoo} la famille
de boréliens définie par :

A = {zeT;fo(xr) <0 ou fy(x)=o0}
Ap = {zeTik < folx) <k+1} .

La construction de la fonction f4 entraine automatiquement v(Ay) = 0. Par ailleurs,
la disjonction des ensembles (Ag) entraine l'orthogonalité de la famille (¢y) définie par:

Vk € NU {0}, ¢ = E(Ak)¢. Finalement,

b= o= yim Wy ot %Z)N—quk-

keN
Par ailleurs, pour tout N € N: f, € £, C &,

S o ls =D [fun > =D 1w [UMpn)]?

ne” neZ neZ

N
et lim [o— > oul? =
k=0

N—+o0



L’inclusion réciproque est démontrée, ce qui acheve la preuve du théoreme. O

Ce processus de classement des états quantiques pourrait encore étre poursuivi. Ainsi,
la distinction entre les états transients et récurrents d’un systéme stationnaire (Hige,
Hrae, [AS]) peut aisément se généraliser. Aucun usage n’en sera fait dans cet exposé.
Les exemples présentés dans la suite illustrent la diversité des comportements dynamiques
de systemes quantiques tres simples.

Exemple : L'oscillateur harmonique unidimensionnel [EV], [HLS].
Si 'opérateur auto-adjoint Hy défini sur L?(R,dx) par:

1 92 woZa?

Hy= —~2_ 420
0 23x2+ 2

est perturbé par un potentiel type de la forme z f(t) relativement borné & Hy ou f est une
fonction continue bornée T-périodique, le propagateur associé est explicitement calculable.
Si de plus, pour tout réel ¢, f est définie par: f(t) = sinwt, deux cas peuvent alors se
produire:
1. w # wyg: opérateur de monodromie U(T',0) est & spectre purement ponctuel et toutes
les trajectoires sont précompactes

2. w = wy: le spectre est absolument continu.

1.4 Opérateurs de permutation

Définition 1.4.1 Soit H un espace de Hilbert séparable. Un opérateur unitaire U sur
H est appelé opérateur de permutation s’il existe une base orthonormée (en)nen €t une
permutation sur les entiers naturels T tels que: Vm € N, Uey, = €r(y). La base (en)neN
sera appelée base de permutation de U.

L’évolution d’un état initial de la base e,, sera traduite par l'orbite {7"(m);n € Z}. En
particulier, si partant d’un état initial e,, de la base de permutation, I'orbite revient au
moins une fois a I’état de départ alors elle y revient périodiquement et le nombre d’états
visités par le systeéme est fini. Inversement, I’état peut ne jamais revenir a ’état de départ.
C’est ce que résume la proposition 1.4.1:

Proposition 1.4.1 Soient U un opérateur de permutation sur un espace de Hilbert séparable
H et (en)nen une base de permutation associée. Dans ce cas:

Hpp(U) = Vect{em;#Orb(ey) < +oo}
Hoe(U) = Vect{en; #0rb(ey,) = +oo}
H(U) = HaC(U) @ pr(U)

ou Vo € H, Orb(¢) = {U™¢p;m € Z}. Le spectre de U ne comporte pas de composante
singuliere continue.

Etant donnés m et k deux entiers naturels fixés et 7 une permutation définie sur N, si
#{n € N;k =71"(m)} > 1 alors #{7"(m);n € N} < +00. Avec cette remarque, la preuve
de la proposition 1.4.1 devient une formalité.



Preuve: Soit P la famille de projecteurs orthogonaux de rang fini définie par: Vr € N,

P, = Z lep) (ep

p<r

ol (en )nen est une base de permutation de U. Fixons un indice m. Si #{k € N; (e |U"e,) #
0,n € N} < +o0, alors: 3k(m) € NV|k| > k(m),(ex|U"en) = 0. Ainsi, Yn € NV|k| >
k(m), |(I — P,)Uey| = 0.

lim sup||[({ — P-)U"en|| =0

r—+00 p

ce qui signifie que: ey, € H,p(U) compte tenu du théoreme 1.2.2. Supposons maintenant
que: #{k € N;(ex|U"en,) # 0,n € N} = +00. En vertu de la remarque précédente, pour
toute valeur entiere de k fixée, #{7"(m);n € N} <1, et donc

Z |<€k|Un€m>|2 = Z(Sk'ﬂ'n(m) < 400 .

nezZ neL

Par conséquent, Vr € N,||P,U"e,,|| < +00. En vertu du théoreme 1.3.1, e,, € He(U). Ces
deux configurations forment une partition des cas possibles. O

1.5 Opérateurs unitaires multi-diagonaux

Définition 1.5.1 Soit L un sous-ensemble infini de Z (typiquement Z, N ou N*). Un
opérateur borné U agissant sur un espace de Hilbert H séparable, est multi-diagonal sur L
s’il existe une base orthonormée (en)neL telle que: 3p € N, V(5,k) e Lx L, |j — k| >p

Ujk = <€j|U€k> =0. (1.37)
Un tel opérateur sera dit également (2p + 1)-diagonal.

La relation (1.37) définit I’expression matricielle de 'opérateur U dans cette base. Il est
toujours possible d’établir une correspondance unitaire entre ’espace H muni de sa base
orthonormée (e, )ner et 12(IL) muni de sa base canonique. Pour simplifier, il suffit d’étudier
le spectre de l'opérateur défini par la méme relation matricielle (1.37) exprimée dans la
base canonique de [2(IL). L’opérateur U et sa représentation matricielle sur la base (e, )neL
seront confondus. Pour un tel opérateur et pour tout vecteur v appartenant a C, I’écriture

(Uv)k = Z Ukjvj = Z Ukjvj .

JEL jE€lk—p,k+p)NL

suivante a un sens:

Proposition 1.5.1 5i U est un opérateur unitaire tri-diagonal sur la base canonique
(en)nen de 12(N), alors la matrice de U dans cette base est diagonale par blocs carrés
de taille 1 ou 2.

Si 'opérateur U vérifie les hypotheses de la proposition 1.5.1, alors: V(k,j) € N2

(Uek|Uej) :ZlEN,|kfl|§1,|lfj|§1U—lk‘Ulj = Okj
(U'elU'e;) = Yienn-tj<1yi—jj<1 UnUjt - = 0k; (1.39)
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Preuve: L'opérateur unitaire U aura la propriété P; si la situation suivante survient :
Ujj+1 = Ujp1; = 0. Si P; est vérifiée alors I'opérateur U est subdivisé en deux blocs
matriciels. 11 suffit de montrer par récurrence sur n (n € N) que: ou bien P,, est vérifiée
ou bien P41 l'est.

a l'ordre 0: si la propriété Py est vérifiée, en vertu des équations (1.39), |Ugg| = 1. Dans
le cas contraire, 'application de ces mémes relations pour £k = 2 et j = 0 entraine:
Uis = Uy = 0. Autrement dit, P; est vraie.

Supposons la récurrence établie a l'ordre n. Montrons la a 'ordre n + 1. Si P41 est
vérifiée, il n’y a plus rien a faire. Dans le cas contraire, par hypotheése de récurrence P, est
nécessairement vraie. Il suffit alors de poser les relations (1.39) pour k =n et j =n+ 2
pour obtenir: Up41p42 = Upy2n4+1 = 0. La propriété P, o est alors vraie. Le théoreme
est ainsi démontré. O

Corollaire 1.5.1 Le spectre d’un opérateur U unitaire tri-diagonal sur N est purement
ponctuel.

Les opérateurs unitaires de translations d’ordre p a droite V), et a gauche V_, sur la base
canonique (e, )nez de 1?(7Z) seront définis par: Vn € Z,

Voen = €nyp , Vopen =en_p .

Si 'opérateur unitaire U défini sur la base canonique de [2(Z) est tri-diagonal, les équations
(1.39) se réécrivent alors: V(k,j) € Z2

(Uek|Uej) :ZlEZ,|kfl|§1,|lfj|§1U_”€Ulj = Okj
(U'erlUe;) = ez oij<ii—ji<1 UnU = 0k (1.41)

Si pour un entier ¢, U; ;41 # 0, nécessairement U; ;1 = U;y2,41 = 0. Ceci résulte de
lapplication des équations (1.41) pour des valeurs (j,k) = (i — 1,i + 1) et (j,k) = (i,i +2)
respectivement. Cette propriété sera notée Q;. De la méme facon, si U;11,; # 0, alors I'utili-
sation des équations (1.41) pour des valeurs respectives (j,k) = (i,i+2) et (j,k) = (i—1,i+1)
entraine U;_1; = U;y1,42 = 0. Cette autre propriété sera notée R;.

Proposition 1.5.2 5i U est un opérateur unitaire tri-diagonal sur la base canonique de
12(Z), la matrice de U dans cette base est soit :
— une matrice diagonale par blocs matriciels de taille 1 ou 2

— le produit d’une matrice unitaire diagonale par un opérateur de translation Vi1 ou
V_1.

Preuve: S’il existe un entier ig pour lequel les propriétés Q;, et R;, soient vraies alors:
Uipio—1 = Uiy—1,iy = 0. Par conséquent, U = P, ,UP;y & (I — P;))U(I — P;,) ou P, est
le projecteur sur Ran{ex;k > ig}. Les opérateurs P, UP;, et (I — P;,)U(I — P,,)) sont
unitaires sur P; l2(Z) et (I — P;,)I*(Z) respectivement. Comme les espaces P;,1%(Z) et
(I — P;,)I?(Z) peuvent étre mis en correspondance unitaire avec [?(N), en appliquant la

proposition 1.5.1, il est clair que 'opérateur U entre dans la premiere catégorie donné en
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énoncé.

S’il existe un entier 7gp pour lequel les propriétés Q;, et R;, soient simultanément niées
alors : Ujg io+1 = Uijg+1,ip = 0. L'opérateur U est réduit en deux blocs, U = P;; (1UP; 11 @
(I = P;jy+1)U(I — P;y41) et le raisonnement développé précédemment s’applique encore une
fois.

Il reste a envisager la situation ou pour tout entier i € Z, une et une seule condition Q;
ou R; soit vérifiée: Vi € Z, (—Q; et R;) ou (Q; et = R;).

Sans restriction, supposons que la condition Qg soit vérifiée (et Ry ne le soit pas). On a
alors: Up,—1 = U9 = U1 = 0. Autrement dit, Q_; et Q; sont vérifiées ce qui implique
que les conditions R_1 et Rq ne le sont pas. On démontre alors par récurrence sur n que:
Vn € Z, Upt1n =0 et (9 et = R,,).

En appliquant alors les relations (1.41) a tous les indices (j,k) = (n,n+ 1) ou n € Z, on
montre que: Vn € Z, Uy, = 0.

En réutilisant enfin ces mémes équations (1.41) pour des indices (j,k) = (n,n) ou n € Z,
on obtient: Vn € Z, |Uy nt1] = 1.

L’opérateur unitaire U sécrit donc comme produit d’une matrice unitaire diagonale et de

Vi1

De la méme facon, si la condition Ry est vérifiée (et Qp ne 'est pas) on montre que
l'opérateur U s’écrit comme produit d’une matrice unitaire diagonale et de V_;. O

Corollaire 1.5.2 Le spectre d’un opérateur U unitaire tri-diagonal sur Z, est soit pure-
ment ponctuel, soit purement absolument continu.

Preuve: En vertu du lemme 1.5.2, deux situations se présentent :

— si Popérateur U s’écrit dans la base canonique comme une matrice diagonale par
blocs de taille 1 ou 2, alors son spectre est ponctuel.

— si Popérateur s’écrit comme produit d’une matrice diagonale et de Vi (resp. V_;)

alors: Vk € Z,
+oo +oo
> HenlUme)? = D KerlVEer)? =1 < +oo
k=—o00 k=—o00

Avec laide du théoréme 1.3.1, il est facile d’en déduire que le spectre de U est
absolument continu.

a

1.6 Quelques mots sur ’hamiltonien de Floquet

L’hamiltonien de Floquet (ou opérateur de quasi-énergie) permet d’étudier la dy-
namique de systemes quantiques gouvernés par une famille d’opérateurs dépendant de
maniére périodique et suffisamment réguliere du temps [Hol], [Ya]. Du point de vue de la
dynamique du systeme, I’hamiltonien de Floquet et 'opérateur de monodromie apportent
la méme information. L’équivalence des points de vue est ici présentée formellement.
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Soit H(-) une famille d’opérateurs auto-adjoints, T-périodique, fortement continiiment
différentiable de domaine constant D. Soit K 'espace de Hilbert L?(R/TZ;H) muni du
produit scalaire défini de la maniere suivante: V(1),¢) € K2

T
Wole =7 | 000t

Définissons sur le sous-espace C1(R/TZ;H) N C°(R/TZ; D) 'hamiltonien de Floquet K
par:

K= —Z'awc + H;C(t).
ou les opérateurs Oy x et Hi(t) sont définis de la manieére suivante: Vi € K, Vt € R/TZ,

(=0 c)(t) = —i0p(t) et (H())(t) = H()p(t) -

Dans la suite, les notations seront rendues plus concises. K est densément défini et
symétrique sur CY(R/TZ; H) N CY(R/TZ; D) et admet une unique extension auto-adjointe
sur IC, encore notée K. L’opérateur d’évolution Uy sur I associé et défini par: Vi € I,
Vr e R/TZ,
(Ux) (1) = Ut =)yt =7) -

En particulier, C*(R/TZ;H) N C°(R/TZ; D) est un coeur pour K.

Les espaces L?(R/TZ;H) et L>(R/TZ) ® H peuvent étre mis en correspondance uni-
taire. A 'appui (au moins formel) du calcul suivant: Vi € K, Vt € R/TZ,

(eTRY)(t) = Ut =Tt —T)
U, TYU(T,0)U(0,t —T)(t —T)
= U(Tt)"'U(T0)U(T,t)(t)

I'extension de 'opérateur de monodromie I®U (T',0) est unitairement équivalente a I’'opérateur
d’évolution e K. Par conséquent, les spectres respectifs de la quasi-énergie K et de
lopérateur de monodromie U(T,0) sont de méme nature. Les démonstrations originales
de ce résultat résident dans [Ya] et [Hol].

De nombreuses études sur la dynamique de systemes quantiques périodiques s’ap-
puient directement sur cet outil [Bel], [DS], [BG], ... (algorithmes KAM), [Ho2], [Ho3|
... (algorithme adiabatique). Les systeémes frappés, étudiés au chapitre suivant, ne dépendent
pas du temps de maniere suffisamment réguliére pour se préter a une analyse par I’hamil-
tonien de Floquet.

1.7 Remarques

La suite de 'exposé traitera de la dynamique de deux modeles particuliers. Ces études
sont en cours de publications [Bour], [BHJ].

Les opérateurs de monodromie intervenant dans ces deux modeles s’écrivent comme
le produit de deux opérateurs unitaires qui ne commutent pas a priori. Il sera aisé de
constater que leurs natures spectrales individuelles n’augurent rien quant au spectre du
produit. Néanmoins, la nature spectrale de ce dernier est indépendante de l’ordre dans
lequel le produit est effectué. En effet, si U et V sont deux opérateurs unitaires agissant sur
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I'espace de Hilbert séparable H, les opérateurs UV et VU sont unitairement équivalents :
UV = V¥(VU)V = UWVU)U*. Les différentes composantes du spectre des opérateurs
UV et VU sont égales et les sous-espaces spectraux de chacun d’eux peuvent étre mis en
correspondance unitaire (par l'intermédiaire de U* ou de V):

Hypp(UV)—Hpp(VU)
Hse(UV)—Hs(VU)
Hae(UV)—Hue(VU)

12



Chapitre 2

Opérateurs frappés

L’étude dynamique des systémes frappés a déja fait I'objet de nombreux travaux.
Ces modeles sont explicitement décrits par leur opérateur d’évolution. Partant d’un état
initial donné, le systeme suit une évolution libre. Néanmoins, des coups ponctuels lui sont
plus ou moins régulierement assénés, introduisant des discontinuités dans cette évolution.
L’évolution libre est gouvernée par un hamiltonien Hy indépendant du temps. Les coups
résultent de l’action ponctuelle d’une famille d’opérateurs (A;);en & des instants (¢;);en
prédéfinis. L’orbite globale suivie par un état initial & temps nul ¢ est formellement décrite
comme la réunion des arcs orbitaux suivants:

U, = {e—iHo(t—ti)e—iAie—iHo(ti—ti_l) e gmiHoto —idoy, 4 ¢ [ti,tiﬂ[}

La description de I’évolution de ce systéeme se simplifie grandement lorsque les coups donnés
restent identiques et surviennent périodiquement aux instants nT', pour tout n € Z. La
trajectoire a temps positif se décrit alors comme la réunion des arcs:

{efiHot (efiHoTefiA)"lb;t c [O,T[}

Bien que quelques études aient été proposées pour des suites (t;);ez modulées [Co4]
[dO], les principaux travaux ont été menés pour des perturbations périodiques [DBF],
[GC], [Kar]| ...Sil'opérateur A est auto-adjoint et de rang 1, un schéma de résolution tres
explicite peut étre mis en place [Co2]. Celui-ci a été décrit sur le modele du traitement
des perturbations de rang 1 d’opérateurs auto-adjoints [SW]. La nature du spectre de
'opérateur de monodromie e "*Ae~ 0T rendra compte de la dynamique du systéme frappé
sous-jacent.

Ce chapitre compléte les résultats déja obtenus sur ce sujet [Co2] et sur lesquels nous
reviendrons. Une réponse presque complete a pu étre donnée a une conjecture formulée
dans ([Co2] remarque C). La généralisation de la méthode employée permettra ensuite
de classer le spectre de I'opérateur de monodromie en fonction de divers parametres du
modele, comme cela a été fait pour les rotateurs pulsés [Bel].
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2.1 An explicitly solvable model

Let us consider a discrete time independent quantum system periodically perturbed
by a rank one kick. Its evolution is described by the following Floquet operator:

Vir = e HT o= TRIO)@] — o=tH0T (1 1 y|p)(p]) with p=e T —1 | (k,T) € R x R%

acting on a separable Hilbert space H, where H( is a self-adjoint operator on H and
¢ a vector of H. The real numbers x and T are respectively the coupling constant and
the period of the system. Formally, the unitary operator Vir can be considered as the
Schrodinger evolution associated to the following time dependent Hamiltonian [Co2]:

+o0o
H(t) = Ho+ klo)(¢| > ot —nT) .

n=—oo

Fix the values of the coupling constant x and the period T. According to chapter 1, the
spectral analysis of the Floquet operator V7 will give an insight in the asymptotics of the
evolution of the corresponding kicked system. Fortunately, for rank one kicked systems,
we are able to relate its spectral properties to the evolution operator of the unperturbed
system. Namely, the spectrum of Vir will be completely described in terms of the spec-
trum of e *HoT

The spectral analysis of V7 is trivial for k € Z where Z denote the following set:
Z={r e R;rT € 27Z} .

Indeed, Vi € Z, V,.p = €07 For each value of k € R \ Z, let E,;r be the spectral family
associated with the unitary operator Vir. Define the cyclic subspace generated by the
vector ¢ by:

Ho = Span{emHoT ¢:n € Z} |

and let Py be the orthogonal projection on Hy. As a consequence of Lemma C.1.1 (Ap-
pendix C), for all value of k € R, Vip is reduced by the subspace Hy and its orthogonal
complement 'H&. Therefore, Vk € R,

Vir = P\VirPo+ (I — Ry)Ver(I — Ry)

and Verx, PyVerFPo
Verpt = (I = Po)Ver(I = Ry)

may be seen as unitary operators on Hy and ’HOL respectively. For any value of k €
R, the corresponding spectral families are also reduced by both subspaces [Kato]. As a
consequence, Vi € R,

o(Ver) = o(Verpt) Uo(Varm,)
Hij(Vir) = Hi(Varing) ® Hi(Vir )

where,

Hj(VNTTHo) = Hj(VmT)mHO
Hi(Virm,) = Hij(Ver) NHg
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and j is intended to denote either the eigenspaces or the continuous (resp. singular conti-
nuous, absolutely continuous) spectral subspaces of the associated operators. Moreover,
Vk € R,

ViriHo = PyetoT oivT10)0l p) — peiHoT pycinTIo) @l p,

— (PoeiHoTpo) <P0€mT|¢><¢IPQ>

_ iHoT ikT|#) (e
= ew% €1, . (2.4)

A similar computation can be performed on the orthogonal subspace. However, Vk € R,

(I = Po)e M OI(I — Po) = (I = Po) (1 + (" = Do) {¢l) (I = Po) = (I = Po) . (2.5)
So, Vermngt = eiZZLT and E pyp1 = Eg pgr. It is easy to deduce from (2.5) the fact that

I
for all value of x the restriction of the unitary operators V, - e and elri‘lT share the same
0

spectral subspaces and have the same spectrum. Namely, Vx € R,

iH()T)
)

HoT
JGC(VRT[HOL) :J“c(ewﬁ 1o ),

i HoT
JSC(VHT[HOL) :O-sc(efHé 11410 )

UPP(VRT[Hé) = Upp(emé

The spectral resolution is trivial on H&. The analysis of the restrictions on Hy follows
a method developed for rank one perturbations of self-adjoint operators [SW], [S2] and
performed for rank one perturbations of unitary operator [Co2|. Let (uy)xer be the family
of positive Borel measures defined on T by: VA € B(T),

NHT(A) = <¢|EHT[HO (A)¢> :

By definition, up to the restriction to the subspace Hg, ¢ is cyclic with respect to Hq .
Therefore, for any value s, the measure p,7 will describe the spectrum of the unitary
operators Vir 3, by the means of the limiting behaviour of:

Far(e) = [ B0 — (61, — 27'9) el £ 1

when |z| tends to 1.

Theorem 2.1.1 Let T' > 0 and B(z) be the real quantity defined by: Vx € T,

™ duo(0
B($)71 = /0 Slnéu((]%)

Then, fix a value of k in R\ Z,

— the absolutely continuous spectrum of Virn, 1s supported by the set:

1— 2
Ly ={z €T; lim "

dper (6
r—1- Jp 14+ 72— 2rcos(f — x) it (0) < Foo}

— the singular continuous spectrum of Vi, 5 supported by:

- - 1
S.p = {IE €T, hin ez(m:tze)FO(ez(a::I:ze)) — _ﬂ’ B(.T)_l — —|—OO} ,
€e— 1%

(e.e]
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— and the set of eigenvalues of Virin, 5:
P ={x€T; 1i$1 ei(xﬂe)FO(ei(l“ﬂﬁ)) =_-"F B(:E)ﬂ < 400}
E—>1T 00

The sets defined above are mutually disjoint.

Proof: By the cyclicity of the vector ¢ with respect to the self-adjoint operator Hy on the
restricted subspace Hy, it is enough to prove that the set L.p (resp. Skr, Per) supports
the absolutely continuous part (resp. singular continuous part, atoms) of the measure g 7.
This is proved in Proposition C.3.1 in Appendix C. O

Remark: For any value k1 and kg, the difference between Vi, 7 and V7 is trace class as
the following formulas show:

Vi = Vigr = (€7 = &"T) 107 |g) (9
(7 = ) ey 1) (0]

As a consequence of the Birman-Krein theorem [BK] and the above discussion: Vk € R,

ViiT1Ho — ViaTHo =

Uac(V/iT['Ho) = O'ac(ei[g%T)
UGC(VHT) = Uac(eiHOT), (213)

and there exists a unitary mapping between the corresponding spectral subspaces. It means
also that the support L, for the absolutely continuous spectrum is defined up a set of
Lebesgue measure 0 [S2].

The description of the spectrum of the family of unitary operators (Vi) is now com-
plete. The determination of the spectral measure V.71, is the non trivial part of the
analysis. Therefore, up to a restriction to the cyclic subspace Hg, there will be no loss of
generality in assuming that Hg is the complete Hilbert space H. In other words, it means
that the vector ¢ is cyclic with respect to Hy.

2.2 Additional assumptions and results

In order to understand the spectral properties of V7, some information on the vector
¢ and the operator e 07" is necessary. Following [Co2], we will assume that:

H;: Hy is bounded from below, with discrete spectrum of multiplicity one. Its eigenvalues
are denoted by (Am),,cn+ and let (¢p),,cn- be an orthonormal basis of corresponding
eigenvectors.

H,: The vector ¢ is cyclic for Hy.

In [Co2], Combescure established two types of spectral results. First, the spectrum gene-
rically remains pure point in the following case:

Theorem 2.2.1 Let T > 0. Under the hypotheses Hy, Ha, assume that ((¢m|®)),,en+ €
ll(N*). Then, the spectrum of Vir is pure point for almost every rk with respect to the
Lebesgue measure.
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Secondly, in the case of the harmonic oscillator with frequency wg, Combescure exhibits
examples where the spectrum of V,r may be singular continuous for some Diophantine
wp. We recall first the definition of a Diophantine number:

Définition 2.2.1 A real number w is Diophantine of order o (o > 2) if: 3¢ > 0,

for all (p,q) € Z x N* which are relatively prime.
The set of all Diophantine numbers is of full Lebesgue measure (see [Ha] for example).

The equidistance of the simple eigenvalues of the harmonic oscillator make transitions
towards higher energy levels of the system relatively easy. This may explain the appearance
of the singular continuous subspace for such critical values of wgy. Combescure proved:

Theorem 2.2.2 Let T > 0 and Hy be the Hamiltonian of the harmonic oscillator with
frequency wy and assume woT' /2w is Diophantine. If the vector ¢ is cyclic with respect to
Hy and if there exists ¢ > 0, such that for all m € N*,

_ 1
(Gmld) = em™ S <q<i

then, the spectrum of Vi, is purely singular continuous for any k in R\ Z.
Combescure conjectured that Theorem 2.2.2 could be generalized to unperturbed Hamil-
tonians Hy with eigenvalues A, of the form:

d
Am =3 _pim’ , pg#0
=0

provided there exists some j € {1,...,d} such that p;T/27 is Diophantine. We prove it
is true if the gaps between the eigenvalues increase polynomially with some irrational
coefficients. Our first result is the following:

Theorem 2.2.3 Let T > 0. Assume the operator V. obeys the hypotheses Hy and Ho
and the eigenvalues of Hy are given by: Ym € N*,

d
A=Y pxm* . pa#0
k=0

where d > 3. Suppose there exists an integer r in {1,...,d} such that p,T /2w is irrational
and rd > 3. If the vector ¢ is cyclic with respect to Hy, and dc > 0, Ym € N*,

1
P T 8@(Ind + 1.5 Ind + 4.2)

{(bml|d)| = em™ 2" where € €]0,p]

then the spectrum of the unitary operator Vir is purely singular continuous for any k in

R\ Z.

If d = 3, Theorem 2.2.3 applies as soon as one of the coefficients poT' /27w or psT' /2w is
irrational. If d > 4, this condition is relaxed. It is enough to have an irrational number
p.T/2m with r > 1. As € < p, notice that the greater d is the smaller p and € are.
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Even though it looks artificial, the conditions on the degree of the polynomial are
imposed by the technical machinery of analytic number theory used hereafter. This result
is about to be published [Bour]. When the paper was accepted, there was still no result
for the case of polynomial of degree d = 2. The gap is now partially bridged with Theorem
2.2.4.

Following the terminology of [Ko], an irrational number is said to be of finite type n (or
of type In) if the denominators (g;);en of the sequence of rationals given by its continuued
fraction expansion are such that: Vi € N, ¢;4+1 = ¢;" and

limsupn; =n < +oo .
i—4-00

A number of type In is Diophantine [KN].

Theorem 2.2.4 Let T > 0 and k € R\ Z. Assume Vi obeys the hypotheses Hy and Hg
where the eigenvalues of the Hamiltonian Hy are given by: Ym € N*,

Am = 0m? |
with 0T of type In (n>1). If 3e > 0, ¢ > 0, Vm € N*,

[(Smlo)| > cmax ((v/im)~ T E P i)

then Vir is purely singular continuous.

The following corollary is an adaptation of Theorem 2.2.4 to the case of the one di-
mensional kicked rotator:

Corollary 2.2.1 Let T >0 and k € R\ Z. Assume the Hamiltonian Hq is defined by:
Hy=—-03 on L*S"

and T is of type In (n > 1). If the vector ¢ is cyclic with respect to Hy and Je > 0, Ic > 0,
vYm € N¥,

[(6mlo)| > emax ((v/m)~FER T )
then Ver is purely singular continuous.
The proof of Corollary 2.2.1 is almost identical to the proof of Theorem 2.2.4 since the
eigenvalues of —97 on L?(S!) are given by the sequence (n?),en except their multiplicity
is 2.

As we have already mentioned, the hypotheses on the Diophantine nature of some co-
efficients in Theorem 2.2.2 are relaxed in Theorem 2.2.3. In order to get this improvement,
the scheme of proof given in [Co2] has been overhauled. Nonetheless, the irrationality
condition is crucial to prove there is some singular continuous spectrum and this cannot
be removed. We recall what occurs in the resonant case:

Proposition 2.2.1 Let T' > 0. Under the hypothesis Hy, assume the eigenvalues of the
Hamiltonian Hy are defined by the following: Ym € N*,

d
Am =Y _pem* . pa#0 (2.22)
k=0

where d > 1 and all the coefficients piT /2w are rational, except possibly poT/2w. Then,
for all value of k € R, the operator Vi1 is pure point.
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That proposition is an application of the Weyl theorem [RS| about the invariance of the
essential spectrum of e “*HoT and V,.p. For any value of &, the essential spectrum of Vi.p
is included in the finite set {e*ipoTe_i%é;l € {0,...,Q — 1}} where @ is the greatest
common divisor of the rationals (%pk) kefl,..dy- This argument has already been used in

[EV], [ADE].

When dealing with physical systems, the eigenvalues of the Hamiltonian H are rather
estimated than given explicitely. In such cases, Theorems 2.2.3 and 2.2.4 are helpless.
However, we can prove that the occurence of purely singular continuous spectrum may
be quite frequent if the sequence of eigenvalues is increasing. Let us denote by H,(v) and
Hy () the following hypotheses on the eigenvalues (A )nen+ of the Hamiltonian Hy:

— Ha(y) there exist v €]0,1[ and two positive constants ¢ and ¢ such that: Vn € N*|

Vk > con’, )\nJrk —An 2> c1,
— Hy(v) there exist v > 2 and two positive constants ¢; and cg such that: Vn € N*,
Vk > con(In(n+1))77, Apgk — A\n > 1.

Theorem 2.2.5 Let k € R*. Assume the unitary operator Vir obeys the hypotheses Hy,
Hs. If there exist v €]0,1[, € > 0 and ¢ > 0 such that the eigenvalues (A )nen+ satisfy the
hypothesis Ha(y) and: ¥Ym € N*|

5
(In(m + 1)) ¥+
()] = AT
m 4
then Vir is purely singular continuous for any period T in a set of complete Lebesgue
measure. The same conclusion holds if there exist v > 5, € €]0,y — 5[ and ¢ > 0 such that

the eigenvalues satisfy the hypothesis Hy(y) and: ¥Ym € N*,

C

()| > .
Vim(n(m + 1))

Assume H) is a discrete Hamiltonian which obeys Hy, whose eigenvalues (A, )nen+ are
simple and such that: 3¢ > 0, v €]0,1[, A1 — A = en™ 7. Then, we easily check that:
3 >0, Vn € N*, Vk > n?,

)\n+k—)\n > C, .

Examples of such Hamiltonians are given by the following family of self-adjoint operators,

2
Hy=" +V(&) on IL*R) with V(z)~Blal’
8 > 0 and p > 0. Indeed, using the Bohr-Sommerfeld conditions, we know that the
eigenvalues of these operators are simple and such that:

2p
Ap ~cnp+2 c>0 .

One dimensional anharmonic oscillators (see [Ho3] for example) are typical examples of
such Hamiltonians. Therefore, we get the following result:
Corollary 2.2.2 Let k € R*, p >0, 8 > 0 and Hg be the Hamiltonian defined by:

2
Hy = % +V(z) on L2R) with V(z)~ Bla|P .
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If the vector ¢ is cyclic with respect to Hy and if there exist ¢ > 0, € > 0 such that for all
m € N¥,
(In(m +1)) i+ p—2

DY > e T it =22
[(Om,d)| > = "=

then, the spectrum of Vier is purely singular continuous for any period T in a set of complete
Lebesgue measure.

Theorem 2.2.5 may be interpretated in another way. Assume the Hamiltonian Hy is
discrete, bounded from below and there exist three positive constants v €]0,1[, ¢; and ¢y
such that the multiplicity of the n-th eigenvalue A, is bounded by max(1,[con?] — 1) and
for all n € N*, A\,11 — Ay > 1. If the vector ¢ is cyclic with respect to Hy and there exist
¢ > 0, € > 0 such that for all m € N*,

5
(In(m + 1))a+e
‘<¢TTL7¢>’ > CT )
m 4
then, the spectrum of V7 is again purely singular continuous for any period T in a set of
complete Lebesgue measure.

Remark: The almost everywhere in Theorem 2.2.5 is essential. Proposition 2.2.1 has al-
ready illustrated this point. Let us turn out to another pleasant example. Assume the
hypotheses Hy and Hy are checked in our model and the eigenvalues of Hy are given by:
Ym € N*, \,,,7 = e.m!. Writing {x} to denote the fractional part of the real number z,
the sequence ({ A\, T'})men= is convergent and the essential spectrum of €07 is therefore
reduced to a single point. It follows from the Weyl theorem [RS], that the spectrum of
VT is pure point.

We may also wonder if the hypotheses of Theorem 2.2.5 on the growth rate of the
sequence (A, )men+ may be improved. If the growth rate is weak enough, the spectrum of
VT remains pure point for all value of k € R:

Proposition 2.2.2 Let kK € R and T > 0. Assume the unitary operator V.r obeys the
hypotheses Hy, Ho and there exists an integral number N such that the sequence of eigen-
values (Am)m>nN s strictly increasing with the following condition : 3C > 0, Vm > N,

Ama1 — Am < Cm~Hlnm)?,
with b < —1. Then, o.(Ver) = 0.

The hypotheses ensure the convergence of the sequence (A, )men+. Let us denote the limit
by A. The essential spectrum of e*07 is reduced to a single point: {¢"*T'}. For any value of
K, the difference V7 — 07" is compact. By the Weyl theorem [RS], the conclusion follows.

In the following sections, we prove Theorem 2.2.3, Theorem 2.2.4 and Theorem 2.2.5.

2.3 Proof of Theorem 2.2.3

2.3.1 Preliminaries

For any real number a, {a} and [a] denote respectively its fractional and integral part:
a = [a] + {a}. The fractional part of a real belongs to the unit interval [0,1].
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The spectrum of Vi is the image of the spectrum of eV, by a rotation of the unit
circle of angle —poT'. Both spectra are of the same nature. Therefore, without loss of ge-
nerality, we may assume in the following that py = 0. Moreover, as a consequence of the
relation (2.13) and the fact that e =7 is pure point, oq.(Ver) = () for all values of x. The
spectrum of Vir is purely singular. It remains to see that the spectrum of V.7 does not
contain any eigenvalue in order to prove the theorem. In [Co2], Combescure applies the
Simon-Wolff method [SW] to prove the following criterion:

Lemma 2.3.1 Assume the vector ¢ is cyclic with respect to Hy, the complex number e'®
belongs to the point spectrum of Vi iff:

Ble) ! = +ZOO Lomlo® | o gna +ZOO (| 8)]2 cot (x _29’”> — cot <£>
m=1

sin? (2=0) >

m=1
where Oy, is defined by: 0y, = 2r{22L} m € N*.
Remark: The second condition of Lemma 2.3.1 is equivalent to the condition:

L L 1
15% ez(mize)FO(ez(mize)) _ _ _;:U' ’

of Theorem 2.1.1.

The sequence (0,,)men+ lying in [0,27[, the convergence (or divergence) of B(x)~! is the
result of a competition between the decay rate of the numerator and the distribution of
the sequence (0,,)men+ which governs the denominator. We will prove that the hypotheses
are sufficient to ensure the divergence of the serie B(z) ! for any value of z in [0,27[. With
this purpose in mind, some useful tools are introduced in the next section.

2.3.2 A flavour of analytic number theory

The notion of discrepancy introduced hereafter aims at comparing the distribution of
the fractional parts of a sequence of real numbers with a uniform distribution measure.

Definition 2.3.1 Consider a sequence (2y,),,cn+ Of real numbers. The discrepancy of the
sequence (Tpm),,cn- 15 defined by:

A(la,b[; N; (zm,
DN = supp<q<p<i ( [N (@) —(b—a)

with A([a,b[; N; () = #{1 <m < N;{z,,} € [a,b]} .
If imy_ 400 Dy = 0 the sequence is said to be uniformly distributed mod(1).

Despite this abstract definition, a practical way to estimate the value of the discrepancy
of a sequenceis given by Theorem 2.3.1:

Theorem 2.3.1 (Erdés - Turan) For any finite sequence (€)1 <,,<x Of real numbers and
any positive integer n, we have:

6 4 (<1 1
Dy < z -
N_n+1+7r<];(h n—|—1)

N
1 Z o2mihin,
N

m=1
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This result is proved in [KN] for example. Now, the problem is shifted to an asymptotic
analysis of the exponential sum. Fortunately, this can be done for a sequence (,)men+
defined by a polynomial:

Definition 2.3.2 Letd, N be positive integral numbers. Define the quantity v by: v = d 1.
For each value of N, divide the points of the d-dimensional space R in two disjoint classes
C1(N) and Co(N) by the following procedure : a point (ay, ... aq) of R? belongs to C1(N) if
there exists a d-uple of rational irreducible fractions (2—1, ... ,Z—Z) with positive denominators
whose least common multiple Q@ does not exceed N¥ such that :

vre{l,....d}, la, — 2| < N

A point of R which is not in C1(N) belongs to Co(N).

Remark : Fix any compact d-dimensional box in R?. The volume of the points which
belong to C1(NN) in this box tends to 0 as N tends to infinity [V].

Theorem 2.3.2 (Vinogradov) Let d, N be positive integral numbers and A be the polyno-
mial: A(x) = ZZZI arpx® where aq,...,a1 are real numbers, ag non zero and d > 3. Then
defining,
1
P = 8@(nd+15nnd +4.2)

there exists some positive constants Cy and €y depending on A such that:

N
Z 2imhA(m)

m=1

VYh < N% | < CyNY™P if (ay,...,aq) € Co(N) .

For a proof, see [V], chapter IV, Theorem 3.

The fundamentals are now stated. The analytic machinery can be turned on, to prove the
last part of the theorem.
2.3.3 Technicalities

In the sequel, the values of the real numbers z and k are fixed respectively in [0,27]
and R\ Z.
It is now time to give the right inputs to the machinery, with the following notations:
vYm € N¥,
AmT
O = 2220} = 2 Prtyr(m)}
where Py, r is the polynomial defined by:

d

T
Pry () = - ZPkﬂCk,
k=1

x € R. The polynomial Pp,r will play the role of the polynomial A. Since the coef-
ficient p,T'/27 is irrational, this sequence is uniformly distributed mod(1) (e.g. [KN]).
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The two following steps aim at giving an estimate of the discrepancy of the sequence
(Ptio,7(m)), e

Lemma 2.3.2 Let (ay,...,aq) be a d-uple of R® with rational coefficients. There exists an
integer Ny such that: YN > Ny,(aq,...,aq) € C1(N).
Suppose now, there exists an r in {1,...,d} such that rd > 3 and a, is irrational: then,

there exists a subsequence (Ni)ren+ such that:

(al, ce ,ad) S CQ(Nk) with lim Np = 400 .
k—+o00
Proof: The first part of the lemma relies on the following remark: the rational coefficients
(ai)iequ,....qy can be written as irreducible fractions (%)ze {1,....dy With positive denominators
whose least common multiple @ is fixed. @) is necessarily smaller than N” for N large
enough. Now assume there exists r € {1,...,d} such that rd > 3 and a, is an irrational
number. We prove the second part of the lemma ad absurdum. Suppose that for each value
of N large enough (aq,...,aq) belongs to C;(N), i.e. there exists a d-uple of irreducible

S1.N Sd.N . .
e with a least common multiple
q,N’ ’Qd,N) p QN

fractions with positive denominators (
such that:

(2.31)

{ GN < Qn < NV

|ar _ Zr,x| S N—T+V
Ty

The first condition of 2.31 implies: q;]%, > N~=% > N~ The condition rd > 3 (i.e.
r > 3v) ensures that for N large enough,

—2v

N~ <
2

Therefore, by the second inequality of (2.31):

S N 1
&N 20y

INy € N* YN > Ny, |ar — (2.32)

Therefore, the sequence (Z:—Z) N>N, is a subsequence of the sequence of irreducible rational
fractions obtained by the continued fractions expansion of a, (Theorem 19, [Kh]). The

sequence (¢r N)N>N, is necessarily increasing. Since a, is irrational,

lim ¢.ny =400 .
N—+oco "’

It is therefore possible to extract a subsequence (Ng)ken in such a way that: Vk €
N, gn,, = inf{N > Np;qn, < quH}. It means that each term of the subsequence

(I;T’g’“ ) is a convergent different from the previous ones. It follows from Theorem 13
N

eN
[Kh] that: Vk € N, VN € [Nk,Nk+1 — 1],

5 < l|a, — PN < N7V
quH qN
In particular, Vk € N,
1 v
s < New =177 (2.35)
IN
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By hypothesis, Vk € N, qn, ., < Nf, ;| ie. q?VkH < Nl?il' Therefore, multiplying this

inequality with inequality (2.35) entails: Vk € N,

—r+3v —1\~ TtV
< Nk+1 (1 o Nk+1) :

DN =

The contradiction follows from the fact that r > 3v > v by taking the limit:

lim N =400 .
k—-+o00

a

Lemma 2.3.3 If there exists an integer r in {1, ... ,d} such that rd > 3 and the coefficient
%pr is irrational, we can extract a subsequence (N)cn« such that: 3C > 0,Vk € N¥,

Dy, < —
=N
Nk

with 0 < B < p.
Proof: If %pr is irrational and r > 3v, then by Lemma 2.3.2 and Theorem 2.3.2, we get:

3014 > 0Vk € N* Yh < N7,

Ny,
Z eZithHO 7(m)

m=1

< C1aN, " .

Combining this result with Theorem 2.3.1, it follows that: 3C5 4 > 0,Vk € N*,Vn < N,?p,

Du <0 1 N 1 i(1 1 )
Ne =24\ 7 N’fhflh n+1"]"

Then using some integral estimates on the last term: Vn < N lfp ,
n

1 1 "1 1 "orhody 1 1
S =1 - (1- < = =1 .
;(h nr 1) +hz_:2h ( n+1)—;2/h_1m+n+1 T

Combining these two inequalities, choosing n equal to [N sp | and 8 in Je,p| where € is
defined in Theorem 2.2.3, the following inequality holds: 3C' > 0,Vk € N*,

1 2pIn Ny, 1 1
Dy, < Cayq + + <C— .
PeE (N,f” NE N,§p> Ny

O
Such an estimate allows us to compute roughly the number of real numbers 6,, which are
close in a sense to z. It is the aim of the next lemma. The notion of nearness used in the
following to compute these numbers 6,, is defined with respect to the family of intervals:
T T -1
— 4+ (In)2[,1>1

o’ 2r

Ji(z) = |
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and the estimate of the number of real numbers 6, close to x will be given by the cardi-
nality of the following sets:

Sin()={1<m <N, Z—m € Jn(2)},
us
Om

527]\/’(1') = {1 <m < N; g S JN(.%')}

Notice that in any case, Se v () C S1n(2).

Lemma 2.3.4 Given z € [0,27[,3K, > 0.Vk > K,

lee
#S1,n, (%) > | ’; (In Ny)

ol
L

]

Proof: Since z/27 € [0,1[,(3N, > 0YN > N,,Jy(z) C [0,1]. By definition, pour tout
N > Ny,

#5S2 N ()
N

NI

— N“(InN)"2| < Dy

In particular, N!'=¢(In N)fé — NDy < #5855 n(x), for such an integer N. Therefore, for
any integral number k such that: Ny > N,
_1 —
Ni~ (I Ny) 2 = ON, ™7 < #8y,w (@) < #5813, (@).

Ase < 8,3dK, > 0Vk > K,,

N

(e N} ¢(In Ny,) ™~

(In Ny) 73] < 5

[
which implies the lemma. O
Gathering all the previous lemmas, we are now able to bound B(z)~! from below and
prove the final step of our theorem. Due to Lemma 2.3.3, this estimate will be uniform in
the parameter x.

< #S1.n, ().

Lemma 2.3.5 For all z € [0,2n], B(z) ' = +o0.

Proof: We recall the real number z is fixed in [0,27]. Using its definition, B(z) ' admits
the following lower bound for all positive integers k:

-1 [{bml )|
meS1,n, (T) m
But, for all m € Sy n, (z) such that |z —6,,] < 27rm™(In mf71 and [{(pm|P)| > em™ BT

implies, for all k:

4c? 1
Btz Y e

mESLNk (:L‘)

In order to give an estimate of the lower bound, asymptotically in &, notice that by
1

Ng_e (In Nk)_%] indices for all k greater

Lemma 2.3.4, the set Sq n,(z) contains at least |
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than K,. Now we may bound this serie of positive terms from below by the sum of the

NI~
[

e 1
(In Ni)™ 2] smallest terms of the series:
N,

1
>

m=1

Notice that the positive valued function f,. defined by: Vx € [1, + 00|,

Inx
fﬁ(w)_:ﬂl 0<e<l,

1 1
is strictly increasing on the interval [1,eT=<] and strictly decreasing on [eT—<, + co[. Mo-

reover, fe(1) =0 and lim,_.4 fe(x) = 0. Therefore, as

Nl 1
lim N, — [~ —(InN,)2]=
kirilook[2(nk)]+oo

1—

there exists Ky € N* such that for all k > Ky, and for all m > N — [Nk (In Ng)~ %] 1:

i

The shift +1 in the indices takes into account the fact that f.(1) also belongs to the set of

1—e
the [N’“Q (In Nk)_%] smallest terms. Therefore, for all integer k greater than max(K,,Ky,),
the following holds:

1—€

NI

fe(m) < fe(Ni = |

(In Nk)fé] +1) < min {fe(l);l €{2,...,Ny — [%N,i_e(ln Ni)~

Inm N Inm
Z ml—¢ =z Z ml—¢
ES 1—e
mESLN (@) m=Ni— [ —(In Ny)~ 2141

Nip+1 Inx
Z/ 1—e dx
N _1 1—e
Np—[E—(InNp)"2]41 ¥

1—e¢
(1ﬂNk)_%]+1)€/ N
Nkf[ kg

Ny+1
> (N — | e —dx

1
(InNg) 341 T

1
= (N, — [N’; (In Ny) 2] + 1)°x

1—e¢

<§<ln<Nk F1)? - L (n(Ny — [

(InN},) 2] + 1))2> .

It remains to precise the asymptotics of each term when k tends to infinity:

NI

Nl—s
(Ni = [E= (I N) 2] + 1) ~ NS,

21n Vg,
Ni

In N,
Ny

(In(Ny, + 1)) = (In Ny)* + +o(——),

1

1—e L n 2
(In(Ny, — [N2 (In Ny)"2] +1))% = (In N,,)? — a ]]\j’f o(y/In Ny, Nf)
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Gathering these informations, the asymptotics of the lower bound is given by:

N}e 1 Ny+1 Inz
(Nj, — [~5—(In Ny,) 2] +1)€/ yi—e . —dz ~/InNy.
Np—[5— Ny~ 2]+1 ¥
which implies:
Inm
1 _
k_l)I_’I_loo Z ml—e¢ o0
mESLNk($)
Necessarily, B(z)™! = +oo. O

We deduce from Lemmas 2.3.5 and 2.3.1, that o,,(Vi.r) = 0. So, the spectrum of V,r is
purely singular continuous.

2.4 Proofs of Theorems 2.2.4 and 2.2.5

A similar strategy allows us to prove Theorems 2.2.4 and 2.2.5. However, in these cases,
the estimates on the discrepancies (D) involved in the computations are known for each
value of the integral number N. The proofs are therefore considerably shortened.

2.4.1 Complementary tools

Lemma 2.4.1 is the cornerstone of the proof of Theorems 2.2.4 and 2.2.5:

Lemma 2.4.1 Let (0,)men+ be a uniformly distributed mod(1) sequence of [0,2w[N". The
discrepancy of the family (Hm)me{l ..... ~nys IV € N* is denoted by Dn. For any sequence of
complex number (G, )men+ such that:

\/ﬁ|am|

N R
we get: Vo € [0,27],
5 s
———— = +00 .
2 (2—0m
o sin® (55

Lemma 2.4.1 implies:

Corollary 2.4.1 LetT > 0 and k € R\ Z. Under the hypotheses Hy and Ha, assume that
the sequence (AT )men= is uniformly distributed mod(1), with a discrepancies sequence
denoted by (Dyy)men+. For any vector ¢ € H such that:

Vm|(dm|o)]

lim ——M—— =+ ,

m— 400 D,

the spectrum of Vi is purely singular continuous.

Lemma 2.4.1 and Corollary 2.4.1 relate clearly the occurence of a singular continuous
component in the spectrum of V7 to the asymptotics of (D,,) and (|{(¢,|#)|?). Systems
which do not enter the scope of Theorem 2.2.3 may be analyzed. However, some cases will
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still be out of range. Indeed, Theorem 2.4.1 [KN] gives a technical limit to Lemma 2.4.1:

Theorem 2.4.1 Let (0,,)men+ be an arbitrary sequence of real numbers. 3C > 0,

In N

It means therefore that the nature of the spectrum of V. is still an open question if the
eigenvalues (A, T)men+ are uniformly distributed mod(1) and ¢ is such that (|{¢n|d)|)nen+
belongs to 1?(N*) \ I}(N*) and Vn € N*,

vVinn

n

[(¢nlo)] <

Proof of Lemma 2.4.1: Let us recall first that the uniform distribution of the sequence
(0r)men+ implies:

li Dy=0.
NiIJrrloo N 0

Define the following sets: VN € N*, Va € [0,27],

Sin(x) = {m<N;0p, € [r,x+2D,[},
Son(x) = {m < N;0p, €[z, +2DyN[} .

Therefore, using the definition of the discrepancy of a sequence 2.3.1, VN € N*,
NDy =2NDpy — NDpy < #SQ’N(m) < #SLN(.%') .
A consequence of this inequality and Theorem 2.4.1 is:

lim NDy = lim #5;n(z)=+00 .
N—+o00 N—+o0o

On the other hand: VN € N*,

\V;
W
3
o
SiNg
=
B
|18
SNER
3 %)
Y

V4
™
SIS

mESLN(x)

If there exists C' > 0 such that for all N € N* and for all n € Sy n(2), |an| > CD,, the
terms of the last series may be bounded from below by C?2. Therefore, for all N € N*,

> o

mESLN($) m

| 2

> C?#S1 n(x) .
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The conclusion follows in taking the limit of the lower bound when N tends to infinity.
lam, |
Doy

traction, we can assume this sequence is decreasing. The last [NDy] terms of the series
can be bounded from below by the last one: Vk € N*,

However, there may exist a subsequence ( >k N which tends to zero. Up to an ex-
E *

a 2 a 2
> Ll oo

meS1, N, ()

and the conclusion follows from the hypotheses. O
The proof of Corollary 2.4.1 is immediate since it is enough to apply Lemma 2.4.1 to the
sequences (am )men+ and (0, )men+ defined by : Vm € N*,|

AT
am = [{(pm|®)| , Om = 27{7} -

The conclusion follows from Lemma 2.3.1.

2.4.2 Proof of Theorem 2.2.5

The proof of Theorem 2.2.5 is a consequence of Corollary 2.4.1 and the following metric
theorem:

Theorem 2.4.2 Let (Ay;)men+ be a non decreasing sequence of real numbers which satisfy
the hypothesis Ha(y) for a walue of v €]0,1[. If Dy denotes the discrepancy of the
sequence (AT )1<m<nN and € is a fized positive constant, then for almost every T :

, N3 Dyr
lim —— =
N——+oo (IH(N + 1))54’6

If (Am)men+ is a non decreasing sequence of real numbers which satisfy the hypothesis
Hy(v) for a value of v > 2 and if € is a fized positive constant, then for almost every T':

lim Dy7(In(N+1))5 €=0 .
N—+oo ’

See [Bak] p.288. and pp.290-291 for a proof.

Remark: This result is an improvement of a theorem of Erdds and Koksma [EK].

2.4.3 Proof of Theorem 2.2.4

Theorem 2.2.4 is a consequence of Corollary 2.4.1 and Theorem 2.4.3:

Theorem 2.4.3 For any 0 of type In (n > 1), the discrepancy of the sequence (On?),en-
is such that: Ve > 0,

Dy = O(N" Tt 4 N=3vInN)

See [Ko| or [Beh].
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Chapitre 3

Sur un modele de conduction
électronique unidimensionnel

La situation que nous allons considérer maintenant est motivée par une étude physique
et numérique d’un modele de conduction électronique unidimensionnel [BB].

Un électron astreint a circuler sur un anneau unidimensionnel de longueur L tra-
versé par un flux magnétique croissant linéairement avec le temps est soumis & un champ
électrique induit constant. La dynamique d’un tel systeme est gouvernée par un hamilto-
nien de la forme suivante :

H(t) = (—i0y — Ft)2 + V() (3.1)

sur L2(R/LZ). Le potentiel V est intrinseque & I'anneau et périodique de période L, F
est 'intensité du champ électrique induit. Cet hamiltonien ne dépend pas du temps de
maniere périodique. Néanmoins, en effectuant une transformation de jauge de la forme
e~H'*t [AN], I’étude du systeme décrit par I’hamiltonien (3.1) se rameéne & I’étude d'un
nouveau systéeme défini par I’hamiltonien :

Hy(t) = -0,> + Fxr + V() , (3.2)

sur un domaine D; de fonctions ¢ € L?(R/LZ) défini par des conditions de bord de type
Floquet qui pour un potentiel V' régulier s’écrivent formellement a I'instant ¢ :

eI (L) o (0)
e THG(L) — 6(0)

0

0.
La famille d’hamiltoniens (H,(t)) dépend donc du temps de maniére périodique avec pour
période: T' = 2w /FL. L’arsenal classique d’étude des systémes quantiques périodiques

peut alors étre mis en oeuvre pour analyser ce modeéle. I’hamiltonien de Floquet associé
a la famille (Hp(t)) est unitairement équivalent & I’hamiltonien Stark:

—0,2+ Fr+V(x) ,

défini sur L?(R) [AN], [ADE]. Le lecteur pourra se reporter a [ADE], [ABDN] pour une
adaptation de ces résultats au cas de potentiels singuliers de type 4’. La dynamique
électronique associée a certaines classes de potentiels V' a ainsi pu étre abordée par ce
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procédé (voir [ADE] et [ABDN] pour une revue sur le sujet).

La connaissance de 'opérateur de Floquet du systéme décrit par ’hamiltonien (3.2)
est un autre tremplin pour étudier la dynamique du modele de conduction initial (3.1). Cet
opérateur n’est cependant pas connu explicitement. Néanmoins, sur la base de considérations
physiques, il est possible d’en construire une approximation explicite dans un régime adia-
batique, sous la forme d’un autre opérateur unitaire [BB|. Cette construction sera détaillée
au prochain paragraphe. La dynamique engendrée par cet opérateur a jusqu’ici essentiel-
lement été étudiée par le biais de simulations numériques (voir [BB] pour une revue).
Celles-ci suggerent l'existence de régimes différents suivant la régularité du potentiel V'
[Ao]. Nous nous proposons d’examiner le spectre de 'opérateur unitaire utilisé comme ap-
proximation dans quelques-unes des situations étudiées par ces auteurs [BB]. Cette étude
permettra d’ouvrir le champ des études spectrales d’opérateurs unitaires a la méthode des
matrices de transfert.

En revanche, l'interprétation de ces résultats sur la dynamique du modele de conduc-
tion électronique initial est encore prématurée et reste sujette a caution. Elle dépend
de la validité de 'approximation initiale de 'opérateur de Floquet, qui du point de vue
mathématique n’a pas encore été vérifiée.

L’essentiel de 'analyse proposée par la suite (chapitres 3-5) fait 'objet d’une publica-
tion [BHJ].

3.1 Construction de 'opérateur de monodromie

Le principe de la construction de 'opérateur de monodromie utilisé par [BB] va main-
tenant étre présenté. Le lecteur pourra se reporter a l’article [BB] pour plus de détails.

En présence de champ magnétique, le spectre instantané de la famille d’hamilto-
niens (Hp(t)) se présente comme un ensemble discret de niveaux d’énergie qui dépend
continiment et périodiquement du temps. Les valeurs propres décrivent ainsi des bandes
d’énergie. L’écart entre deux bandes consécutives (“gap”) et la largeur de ces bandes tra-
duisent le degré de régularité du potentiel . En I’absence de champ induit, I’électron se
contente de rester sur son niveau d’énergie initial. La présence du champ induit couple
en principe les niveaux d’énergie entre eux permettant ainsi a 1’électron de changer de
niveau. En se plagant dans un régime adiabatique, les auteurs considerent que les seuls
changements de niveaux possibles s’effectuent par transitions Zener aux instants ou les
niveaux sont au plus pres? (figure 3.1).

1. Dans cet ordre d’idée, une expression pour la largeur (wn)nen+ des bandes indexées par n et les écarts
(An)nen+ entre deux bandes consécutives d’indices n et n + 1 est donnée par [BB] (pp 2858-3859) :

wy, =cn c>0
1 0 —2iTnE
Ay = — V(z)e Ldx
LiJ_p

2. La probabilité de transition entre les niveaux d’indice n et n+ 1 est donnée par [BB] (p 3859) comme:
A2 An?
tn:exp(fc ")Nexp(fc ") , c>0.
W n
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to to+ % to+T
F1G. 3.1 — Evolution du spectre instantané de l’hamiltonien H,(t) au cours du temps.

Partant d’un niveau donné, ces transitions s’effectuent avec le niveau adjacent supérieur
sur une demi-période, et le niveau adjacent inférieur sur 'autre demi-période. Elles sont
décrites par des matrices unitaires de diffusion de taille 2 et notées (Sg)ren+ de la forme
(3.5). L’évolution du systeéme est ainsi décrit sur chaque demi-période par un opérateur
unitaire construit comme la somme directe de telles matrices sur une base instantanée,
orthonormée de vecteurs propres de Hp(tp). L’évolution complete sur une période T est
alors donnée par le produit de ces deux opérateurs unitaires (équations (3.7)). C’est un
opérateur unitaire penta-diagonal sur la base instantanée de vecteurs propres de 1'ha-
miltonien Hp(to). Compte tenu de I’hypothese adiabatique, cette approximation n’est en
principe valable que pour des champs F' relativement faibles.

L’espace de Hilbert séparable considéré dans ce nouveau modele est identifié par
équivalence unitaire & [2(N*). Les espaces [?(N*) et [?(Z) sont munis de leur base canonique
respective (¢r)ren+ et (or)rez. L'espace [?(Z) est lui-méme identifié & 12(—N) @ ?(N*). De
maniere générale, pour tout intervalle réel I le projecteur orthogonal P; sera défini par :

Pr=Y" lox) okl -

keznIl
Toute matrice unitaire appartenant & GL2(C) peut s’écrire de la maniere suivante :

—1iv TN 1%
re zteA > (3.5)

S = 649 : )
ite™  re'?

ol les phases v,y et 6 appartiennent au tore T. Les coefficients r,t appelés coefficients de
réflexion et de transmission appartiennent a l'intervalle unité [0,1] et vérifient la relation:
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r? + 12 = 1. Etant données, (vi)rez,(Vk) ez, (0 )xez trois suites de TZ et (tx)rez,(Tr)rez
deux suites de [0,1)% vérifiant : Vk € 7Z
it =1, (3.6)

on peut construire une suite de matrices de diffusion (S)rez sur le modele de ’équation
(3.5). L'opérateur de monodromie modélisé, noté ici Uy« se construit sur [2(N*) comme le
produit de deux opérateurs unitaires U, n+,U, n+ diagonaux par blocs et définis par:

U = e Py, + Z Piok ok+1)52k Plak 2k 1]
keN*
Uone = Z Poky1,26+2052k+1P2k+1,26+2]
keN
et UN* = UO,N* Ue,N* (3.7)

L’opérateur U, y+ décrit les transitions susceptibles de survenir entre les niveaux d’énergie
au cours de la premicre demi-période, l'opérateur U, n+ celles susceptibles de survenir
au cours de la deuxiéme demi-période. L’action du produit sur les vecteurs de la base
canonique se résume a: Vk € N*,

. — (s 4021 1) i (Vo —an—
Unsdor = iroptor_je O2rtben—1)o=i(var—r20-1) g

+ T2kr2k71672(92k+‘92k—1)efl(v2kfv2k—1)¢2k
, — (10 i
+ iropyitore (02 +02k+1) Z(Vzk+v2k+1)¢2k+1

(02 +02k+1) =i (Yok +2k41

—  toptopyie” ) ok 12

—i(92k+92k—1)ei(72k+72k—1)¢2k_1

Un+@2r+1 —toptor—1€

Z't%r%_le—i(e%-l—@zk—ﬂei(w;c-i-vzk—l)¢2k

i(92k+92k+1)ei(v2k*U2k+1)¢2k+1

i(92k+92k+1)ei(v2k*“/2k+1)¢2k+2 ) (3.8)

TokT2k+1€

+ + +

iroglogyie
et A

Un«¢1 = e_l(00+61)(7’1€_lvl o1 +itie”M ¢2) . (39)
L’opérateur Uy~ est penta-diagonal. De maniere semblable, il est possible de construire un
opérateur unitaire Uz sur [2(Z) défini par:

Uz = UszUcz

oulUez = ZP[Zk,Qk—H] SokPlok,2k+1]
keZ
et Upz = ZP[%H»?’?H] Sok+1P2k11,2k42) - (3.10)
keZ
L’image des vecteurs de la base canonique par cet opérateur obéit aux relations (3.8) pour
tout entier k£ de Z.

L’objectif central de I’étude qui va suivre est de déterminer la nature spectrale de
lopérateur Uy pour différents choix de suites (0x), (Vk), (vk), (rx) et (tx) obéissant aux
conditions (3.6). Certains cas se résolvent simplement, d’autres font appel a des techniques
plus évoluées, utilisées pour étudier les matrices de Jacobi. Ils sont le plus souvent obte-
nus par déduction des résultats obtenus pour Uyz. L’intermédiaire de I'opérateur Uy n’est
pas toujours obligatoire techniquement mais permet de simplifier la preuve de certains
résultats.
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3.2 Quelques lemmes utiles

Lemme 3.2.1 L’ensemble L désignera N* ou Z. Soit Uy, (resp. U] ) Uopérateur unitaire
construit sur le modéle des relations (3.7) a Uaide des suites (), (Or), (vi), (ri) et (tx)
(resp. (7;.), (Or), (vk), (rx) et (tx)). Les opérateurs Uy, et U] sont unitairement équivalents.

Autrement dit, le choix de la suite de phases (7;) n’a aucune influence sur la nature
spectrale des opérateurs unitaires Uy~ et Uz. La preuve sera effectuée dans le cas ou
L = N*. La démonstration du cas L. = Z est semblable [BHJ].
Preuve: Soit (7, )nen+ la suite de TN définie par: Vk € N*,

e

-1

=) (V=) +m
1

<.
Il

olt 71 prend une valeur fixé quelconque dans T. On a: 9g41—nk = ;. —Vk- Soit V Popérateur
unitaire défini sur la base canonique par: Vk € N*,

Vop =gy .

En utilisant les équations (3.8) et (3.9), un calcul permet d’identifier les opérateurs V*Un+V
et Uf. sur la base canonique et par extension sur I’ensemble de 'espace de Hilbert 12(N¥).
]

Lemme 3.2.2 Soit Uy« (resp. Uf. ) Uopérateur unitaire construit sur le modéle des rela-
tions (3.7) a Uaide des suites (i), (0k), (vi), (ri) et (tx) (resp. (7)), (04), (vy,), (r}.) et
(t). Si

. . . -0/
lim |tk - t%‘ =0 |, lim e — &% | = 0
k—+o00 k—+o00
. - _ ; I o
et lim |e! (e —vh-1) — iV vkt) | = |
k—-+o00

alors Oess(Un+) = Oess(Ufy ). Si par ailleurs, il existe € > 1/2 pour lequel,

¢ \
sup 0;7°° < oo ot
JEN*

0; = ma

= omax =l = e — ] et i |

alors les sous-espaces spectraux associés aux composantes absolument continues des opérateurs
Uy~ et U peuvent étre mis en correspondance unitaire. En outre, 0qc(Un+) = 0ac(Uk).

Preuve: Compte tenu du lemme 3.2.1, le choix des phases () et (v;,) ne modifie pas
la nature spectrale des opérateurs Un- et Uf.. Par commodité, elles seront fixées dans la
preuve de la maniere suivante: Vk € N*,

= DM et af = (1R,

On notera K = Un+ — Ul et Ky = Py anq1 K Pyany1) pour N > 1. Les éléments de
matrices des opérateurs K et K susceptibles d’étre non nuls dans la base canonique

vérifient : Vk € N*| Vj € N*, K, = <¢]‘K¢k> < 56 et

(K — Kn)ji = (¢j|K — Knodr) < 50 -
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En ne tenant compte que des éléments de matrices non nuls de 'opérateur K — K 5 exprimé
dans la base canonique, la norme de 'opérateur K — Ky est majorée par une estimation

Schur-Holmgren ([Kato], p. 143):

j+2 k+2
1K — Kyl < | max Z (K = K )jel, | max > K = Kn)jil
:]*2 ] =k—2
< 20,/ max J; /max d; < 20 max dy .

Jj>2N+1 k>2N k>2N

Compte tenu des hypotheses, la suite d’opérateurs de rang fini (K n)n>1 converge donc en
norme vers K. L’opérateur K est donc compact. L’égalité des composantes essentielles des
spectres des opérateurs Uy~ et Uf. n'est plus qu'une conséquence du théoreme de Weyl
[RS]. La justification de la deuxiéme partie du lemme reprend une argumentation devenue
classique [Ho2]. Soient € > 1/2 et A 'opérateur diagonal défini dans la base canonique par:
Vk € N*, A¢, = k¢y,. L'opérateur A~! est Hilbert-Schmidt. L’opérateur Afl(AKA)A*1
sera donc a trace si AKA est borné. Or, V(j,k) € N* x N*, (AKA) i = (jk)°Kji. En
ne tenant compte que des coefficients matriciels non-nuls de AKA, la condition de Schur
permet d’écrire :

Jj+2 k+2
|AKA| < %%§kZQ\AKA jkl | max %:2 |(AKA) |
J J

< C.maxj? ‘95 < 400,
JEN*

ou C¢ est une constante positive. L’opérateur AKA est donc borné. La conclusion du
théoréme est alors une conséquence du théoreme de Birman-Krein [BK]. O

Si sous les hypotheses du lemme précédent, une sous-suite de (t/,) est nulle, cela signifie
qu’une sous-suite de (t,) tend vers 0. La caractérisation du spectre est alors plus précise :

Proposition 3.2.1 Silim;_, tp =0, alors oq.(Un-) = 0.

C’est un cas particulier du théoréme B.0.1 démontré dans ’annexe B. Ce résultat ne répond
que partiellement & la conjecture de [Ao], qui suppose que dans une telle configuration, le
spectre de 'opérateur U est purement ponctuel.

3.3 Les cas simples

Pour certains choix de suites (1) et (¢x), la nature du spectre de l'opérateur de mo-
nodromie Uyx est parfaitement identifiée.

3.3.1 Absence de transitions entre bandes

Si la suite (tx)ken+ possede une sous-suite nulle, alors le spectre de 'opérateur Uy~ est
purement ponctuel : o.(Un+) = 0. En effet, s’il existe un entier k& pour lequel le coefficient
de transmission ¢, soit nul, 'opérateur Uy~ est réduit par les projecteurs Py z) et I — Py ).
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Pour constater cela, il suffit d’utiliser la structure penta-diagonale de 'opérateur et de
réécrire les équations (3.8) lorsqu’un coefficient de transmission (fof par exemple) est nul:

Undy = PuogUne¢y si 1 <2k—2

Uns o, = Z'tQk_le_i(GQk‘f‘er—l)e_i('UQk_'YQk—l)ngk_l
+ r2k_1e*i(92k+92k71)e*i(v%*U2k71)¢2k

(02 +02k11) ei(v% —V2k 41

Un<dor+1 = Topy1€” ) boges

—1(01,+0 (Vg —
+ toprre (O2k+02k41) pi(v2k W2k+1)¢2k+2

Undr = Popp14ooUnn si 1 >22k+2 .

Si une sous-suite de coefficients de transmission est nulle, 'opérateur Un« est diagonal par
blocs de taille finie dans la base canonique, donc diagonalisable.

3.3.2 Absence de réflexion en bords de bandes

Si pour tout k € N*, ¢, = 1, alors le spectre de 'opérateur Uy« est purement absolument
continu : op,(Un+) = 05c(Un+) = (0. L’opérateur Uy~ se présente comme un cas particulier
de la proposition 1.4.1 présentée au chapitre 1.

Ces résultats restent vrais pour des opérateurs Uy construits selon les mémes hypotheses
[BHJ].

Les opérateurs Uy~ n’entrant dans aucune de ces deux catégories peuvent étre analysés
N

par le biais du formalisme des matrices de transfert, que le paragraphe suivant s’attache

a présenter.

3.4 FEtudes des fonctions propres généralisées

Désormais, les opérateurs Uz et Unx vérifieront 'hypothese Hg suivante:

Ho:Vk e N* (k€ Z), t > 0 (rp < 1). Il existe en outre une sous-suite de (£, )nen+ (et de
(tn)ne—N) prenant ses valeurs dans ]0,1][.

3.4.1 Principe général

Comme pour les matrices de Jacobi, I’analyse spectrale d’opérateurs unitaires multi-
diagonaux peut s’appuyer sur I’étude des vecteurs propres généralisés. Soient H un espace
de Hilbert séparable muni d’une base orthonormée (¢x)rer, p € N et U un opérateur
borné (2p + 1)-diagonal dans cette base (¢). Une solution généralisée de I’équation aux
valeurs propres: Ut = e, 1) € H pour e fixé, est une suite formelle (1j)jerL définie
par: Vk € L, ¢ = (dr|1)), et

> (alU) ;= eNaily)

JeL,|i—l<p

équation qui se réécrit en identifiant U et sa représentation matricielle sur (¢ ) :

Z Upjb = ey . (3.15)

je]L»lj*llSp
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Le comportement asymptotique des coefficients (¢y) est directement lié & ’appartenance
de la valeur propre généralisé e’ a 'ensemble résolvant p(U) de opérateur U en question
ou & certaines composantes du spectre de ce méme opérateur. En particulier, si la suite
(1) est de carré sommable, e est une valeur propre de U et 1 est un vecteur propre
associé.

3.4.2 Introduction du formalisme des matrices de transfert

Les suites (0 ), (7k), (vk), (rr) et (tx) étant fixées, la recherche d’une solution généralisée
1 a l'opérateur Uy« nous conduit & réécrire I’équation (3.15) pour toutes les valeurs de ’en-
tier [ € N*. On obtient d’abord les conditions de bord vérifiées par la solution généralisée :

irztlefi((91+92)e*i(v2*’71)¢2 _ t2t167i(91+02)ei(’71+72)1/}3 _ [ezx _ pie—v1gmilboton) e

T1T267i(01+92)67i(v27vl) - ei)‘] P9 + itgrlefi(elJrGQ)ei(”Jr”l)qp3 = —itlefi(eoJrGl)e*ml?/)l .

(3.16)

En outre, pour tout entier k£ > 1, la condition (3.15) se traduit par:

Z'r%_1t2k_26—i(92k—2+92k—1)e—i(’Y2k—2+U2k—1)¢2k_2+

Top_oTop_1e O2—2t02k-1)oiVak—2=vok—1)yp | Py

—i(026+02k+1) i (V2k 261

= toptor—1€ Vibokr1

_ Z'T%t%_le*i(92k+92k+1)efi(v% 77%71)7[)219

et

Z'T%_Zt%_1e—i(92k—2+92k—1)ei(vzk—z—WQk—1)¢2k_1 _

t2k72t2k7le_i(92k—2+92k—1)e_i(72k—2+72k—1)1/}2k72 _

ix —1(02;+0 —i(vak —vak—
¢ Mpog — roprap—ye” POk eIV )

—i(026+02k+1) i (V2k HU2k—1 )¢2k+1 ]

(3.17)

— ttogTok—1€

La réécriture des deux dernieres équations sous forme matricielle permet de lier les coef-
ficients () entre eux par l'intermédiaire de matrices appelées matrices de transfert. En
effet, le déterminant de la matrice suivante

iTzktzk_le_i(62k+92k+l)e_i('UQk _’YQk—l) _tZktzk_le—i(62k+62k+1)ei(’}/Qk-i-’YQk_l)
—i(02k+02k+1) g—i(Vak—V2K—1) _ GiA —i(O2k+02k+1) (V2 +V26—1)

ToT2k—1€ 1hogToR—1€

38



valant —tgktgk,le*i(‘g?k*@?kﬂ)ei(“f%*”k*l)e*”‘, cette derniere peut étre inversée en vertu
de 'hypothese Hg. L’équation (3.17) se réécrit : Vk € N\ {0,1},

( oy, > _ T (7,1)21@—2)
Yopt1 PAN a1

bak—2 _in
= —i(A+y2k—1+72k—2 0251 +02k —
(Tk,)\)ll = = e (M y2r—1+Yer—2+02k— 1402k _2)
lok—1
1 )
A— 400 140
(Tk,)\)zz = _761( Yok +v2k—1+02k—1+021)
Loktok—1
_ %e—i()\—’mk‘f"mk—l+92k_1+62k_2+v2k_v2k_2)
toktok—1
—i +v2k-1)
Tok_1€ i(v2k A - ) - )
+ (r2k_2€2(92k O2k—2+v2K_2 U2k_1)+r2k€ i(var, U2k—1))
toktok—1
T2k—2  _i(A—vor_ odtOor 1400y )
(Tk,)\)12 = 1——e¢ t(A—vog—o+02k—1+02k—2+Y2k—1)
log—1
— im;lei(v2k—1—72k—1)
log—1
12%k—2T2%—1 _i(0r o—p
(Tk,A)Zl = 1—————e¢ 1(O2k—2—02k+v2k—1+V2k+V2k—2+V2K—1)
tok—1tok
_ i%67i(>\+v2k+€2k*1+92k72+72k+72k,2+72k71) ‘ (3'19)
toktor—1

La suite de matrices (T},)) associée a la valeur propre généralisée e est appelée suite
de matrices de transfert de Un~. L’étude du comportement asymptotique des coefficients
(1) est directement reliée au comportement asymptotique des produits de matrices de
transfert. Dans notre cas de figure, Vk > 1, VA € T, T}, \ € GL2(C),

det Tk,A = e_i(GQk—Q—92k+“/2k+272k—1+72k—2)—t2tk72 . (3-20)
2k

Ce formalisme permet donc de reconstruire la suite formelle (¢ )ren+, solution généralisée
de I’équation aux valeurs propres pour Uy«. Etant donnée une condition initiale (19,13)
satisfaisant & la condition de bord (3.16), les autres coefficients se calculent a I’aide de la

relation: Vk > 1,
< Yok > = TuaTe 1x---Ton ( % ) . (3.21)
Yok+1 V3

Dans ce cas de figure, la multiplicité d’une éventuelle véritable valeur propre de I'opérateur
Un+ est au maximum 1.

Remarque : Ce formalisme s’applique également a la recherche d’une solution généralisée
de I’équation aux valeurs propres associée a Uz :

Ugp =e™Mp , p e H .

Dans ce cas, la donnée de la condition initiale (1¢,)1) suffit & construire une solution
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généralisée par la relation suivante: Vk € N,

< T/Jflji > = TiaTh-1---Tin < zg >
wi a - —
(1a2) - ot ()

( Zz > = Ty ( zg > . (3.23)

La multiplicité d’une éventuelle valeur propre de I'opérateur Uy est au maximum 2.

3.5 Perspectives d’études

Le comportement dynamique du systeme physique décrit par notre opérateur de mo-
nodromie semble essentiellement déterminé par le comportement asymptotique des divers
parametres (7x), (tx), (0k), ... (lemme 3.2.2). Afin d’étudier le role des phases sur la dyna-
mique du systeme, les valeurs des coefficients de réflexion et de transition seront désormais
fixées et non nulles. Compte tenu du lemme 3.2.1, la nature du spectre de 'opérateur
de monodromie Un+ ainsi que de 'opérateur Uy ne repose donc plus que sur le choix
des phases (6,,) et (v,). Selon [BB], l'observation de la dynamique du paquet d’onde a
grand temps suggere l'existence de deux régimes. Pour un choix de phases aléatoires , le
spectre de I'opérateur de monodromie serait purement ponctuel. Si en revanche, elles sont
périodiques, ce spectre deviendrait absolument continu.

Nous donnerons une version rigoureuse et plus précise a ces énoncés. Nous montrerons
ainsi au chapitre 4, que le spectre d’un opérateur de monodromie Un+ bati a partir de
phases construites a ’aide de certains processus ergodiques est presque strement singulier
(théoreme 4.1.2). En revanche, nous prouverons au chapitre 5 qu’un opérateur de mono-
dromie Uy~ construit a partir de phases périodiques possede du spectre absolument continu
et éventuellement un nombre fini de valeurs propres simples isolées (théoreme 5.1.2).

Les opérateurs unitaires Uy« et Uz sont désormais définis a partir de suites de coeffi-
cients de réflexion et de transition (ry) et (fx) constantes, non nulles qui seront notées:
VkeZ,r,=r,t, =tou:

2 +t2 =1et (rt) €0,1 .

Les opérateurs Uynx et Uy vérifient donc 'hypothese Hg. Le formalisme des matrices de
transfert pourra pleinement jouer son réle dans les chapitres suivants.

Bien que le choix de la suite () n’ait aucune influence du point de vue spectral, un
choix particulier fixera un représentant pour chaque famille d’opérateurs de monodromie
Un+ et Uz au cours des démonstrations qui suivront. La suite (y,) sera ainsi définie par:

3. Dans les simulations numériques présentées par [BB], ces phases sont en réalité construites de maniére
a étre uniformément distribuées modulo 1: Vn € N*, 4,, = —71rn? et

1++5
T= 5

™ N
Up = ETH ou
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Vk € Z, v, = (—1)k+lvk. La forme des matrices de transfert associées aux représentants
des opérateurs Un- et Uz se simplifie: VA € T, Vk € Z,

(Tk; )\)11 — _eii()‘+n2k71)
2

(Tk7>\)22 = _téei(A‘f‘an) + :_2 (e’i(772k_n2k—l) + 1— e—i(n2k+)\)>

(Tk7>\)12 = Z% <€_i(>‘+772k—1) _ 1)

(Tk7>\)21 = Z% <ei(772k_772k—1) _ e_i(A'i‘an—l)) (3'25)

ou Ny = O+ 0k_1+vp—vp—_1 . (3.26)

En outre, det Ty » = —eimr—m26-1)  Le déterminant est de module 1, indépendant de la
valeur propre e** considérée.

Les situations explorées au cours des chapitres suivants seront toujours exposées selon
le méme schéma. Afin de déterminer les propriétés de 'opérateur de monodromie Uy,
un opérateur unitaire adéquat Uy sera a priori donné. Les propriétés spectrales de ce
dernier seront déterminées et permettront d’obtenir certaines informations sur le spectre
de l'opérateur Un~. Le chapitre 4 traitera de phases construites a partir de processus
ergodiques. Le chapitre 5 considérera des choix de phases périodiques. Il sera également
fait mention d’un opérateur unitaire de comparaison Uy défini par:

Uy=Uz+ F (3.27)

ou 'opérateur de rang fini F' est défini sur la base canonique par: Vk € Z \ {0,1},

For, = O
Fog = e "0ot0-1)giv-1(] _pe=10) (jtgy | + rgy) — e GoFb-1)gilvo—v) (itrgn — t2 o)
F¢, = e "0ot0-1)pi(v-1-vo) (—t2¢_1 —itrgg) + e~ 100F0-1) =01 (] _ :cT0) (1h) 4 itgho)

Autrement dit, 'opérateur Uy se découpe en deux blocs supplémentaires,
Uy = P_nUoP-_n @ Py+Up P+

qui reflétent l'identification entre 1%(Z) et [2(N*) @ 12(—N). En particulier, o (Py+UgPy+) C
O'(Uo).
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Chapitre 4

Exemples de constructions fondées
sur des systemes ergodiques

Lorsque les suites de coefficients de réflexion et de transition sont constantes, non nulles
et que les phases sont choisies aléatoirement, les expériences numériques montrent que les
composantes des paquets d’ondes s’étalent peu sous I'action de I'opérateur de monodromie
Un+, ce qui suggere la nature ponctuelle du spectre de cet opérateur [BB]. Nous examinons
plus précisément au cours de ce chapitre ce qu’il en est.

4.1 Hypotheses et résultats principaux

Tout au long de ce chapitre, les opérateurs Un+ et Uz considérés sont construits a partir
de suites de coefficients de réflexion et de transition constantes non nulles et de phases (6y)
et (vg) vérifiant 'une des trois hypotheses suivantes Hq (L), Ha (L), H3(L) ou L désigne
soit N soit Z.

H;(L): les phases (0x)rerL et (vk)ker sont des variables aléatoires, indépendantes et dis-
tribuées selon la loi uniforme v sur le tore T. Elles seront définies sur I’espace probabilisé :

(21,71, = ((T x TS (B(T) @ B(T) %, (v @ v)°)

H> (L) : les phases (0)rerL sont des variables aléatoires, indépendantes, distribuées selon
la loi uniforme v sur le tore T. Elles seront définies sur 1’espace probabilisé :

(.55, Py, = (T, B(T) " %)
Les phases (vg)reL sont quant & elles définies par: Yk € L, vp = 2kma +v, ot (a,v) € R2,

Hs3(LL): les phases (0g)rer, sont quasi-périodiques, définies par: Vk € L, 0 = 2kn(3 + 6
(0 € T, g irrationnel) sur I'espace:

(Qg,]'—g,Pg)]L == (T,B(T),V)

Par ailleurs, les phases (vy)rer sont définies par: Vk € L, v, = 2kma + v ol (a,v) € R2.

Les coefficients de réflexion et de transition seront notés r et ¢ respectivement : 72 4¢2 = 1.
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Nous étudions dans un premier temps la nature spectrale de 'opérateur Uz en repre-
nant la stratégie développée par Ishii et Pastur pour les matrices de Jacobi [Ish], [Pas],
[CL], [CFKS]. Notre résultat principal est le suivant :

Théoréeme 4.1.1 Soit j € {1,2,3}. Si lopérateur Uy est construit avec des suites de
coefficients de réflexion et de transition constantes, non nulles et vérifie Uhypothése Hj(Z),
alors

Pj({w € Qj;04c(Uz(w)) #0}) =0 .
La démonstration de ce résultat repose sur 'existence presque sture d’un exposant de
Lyapunov strictement positif relatif a la suite de matrices de transfert associée a I'opérateur
Uy. Ce résultat s’étend ensuite sans difficulté aux opérateurs Up-.
Théoréme 4.1.2 Soit j € {1,2,3}. Si l'opérateur Uy~ est construit a partir de suites de
coefficients de réflexion et de transition constantes, non nulles et vérifie Uhypothése H;(N),
alors

P; ({w € Qj;04c(Un+(w)) #0}) =0 .

Des résultats semblables ont été obtenus pour des opérateurs unitaires a structure
triangulaire supérieure [GT]. En outre, des travaux récents semblent montrer que I’étude du
spectre de ces opérateurs pourrait entretenir certains liens avec notre étude (voir [CMV]).

Les analyses spectrales développées sous chaque hypothese Hp (L), Ha(L) et Hg(LL)
seront conduites en parallele.

4.2 Préliminaires

Les outils introduits au cours des paragraphes suivants sont utilisés pour la démonstration
des théoremes 4.1.1 et 4.1.2.

4.2.1 Transformations et systéemes dynamiques ergodiques

Soient (€2,F,P) un espace probabilisé et S une transformation inversible de © dans
lui-méme. La mesure de probabilité P est S-stationnaire si: VA € F, P(S71(A4)) = P(A).
Un ensemble mesurable est S-invariant si: S~1(4) = A. Une mesure de probabilité S-
stationnaire est S-ergodique si tout ensemble S-invariant a pour probabilité 0 ou 1. On dit
aussi que la transformation S est ergodique sur (2,F,P). L’ergodicité de la transformation
S est relative a l'espace probabilisé (2,F,P) et se caractérise également de la maniére
suivante [Wal, corollaire 1.14.2:

Proposition 4.2.1 Soit (Q,F,P) un espace probabilisé muni d’une transformation S qui
préserve la mesure P. La transformation S est dite ergodique si et seulement si pour tout

(A,B) € F x F,

N—-1
Nlirilm% Z; P(S~(A) N B) = P(A)P(B) .

Les transformations S faiblement mélangeantes forment une classe particuliere de trans-
formations ergodiques:

Définition 4.2.1 Soit (2,F,P) un espace probabilisé muni d’une transformation S qui
préserve la mesure P. La transformation S est dite faiblement mélangeante si et seulement
st pour tout (A,B) € F x F,

N-1
Nl_ig:oo% E% |P(S7(AN B) — P(A)P(B)| =0 .
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Ces caractérisations sont toujours vraies si les ensembles A et B sont pris au sein de
certains sous-ensembles engendrant F ([Wal, théoreme 1.17).

L’espace probabilisé (2,F,P) est muni d’une transformation inversible S préservant la
mesure P et on considere X un C-espace vectoriel de dimension finie muni de sa tribu
borélienne. L’espace des applications linéaires sur X est noté £(X). Un systéme dyna-
mique mesurable linéaire et discret sur (Q,F,P,S) est une famille d’applications mesurables
(M) nez définies sur (Q2,F,P) a valeurs dans £(X) telle que pour tout (nw) € Z x , les
applications M, (w) : X — X vérifient : ¥(n,m) € Z%Vw € Q,

Myim(w) = M, (S"w) - My (w) et My(w) =idx .
Ce systeme sera dit ergodique si la mesure de probabilité P sous-jacente est S-ergodique.

Exemple: Un systeme dynamique linéaire discret peut se construire de la maniere sui-
vante ([Arn] paragraphe 2.2.1). L’espace probabilisé (€2,F,P) est muni d’une transforma-
tion inversible S. Etant donnée une application 7', F-mesurable: T': Q@ — GL4(R) ou d
est un entier strictement positif, la famille d’applications mesurables sur €2 et a valeurs
dans GL4(R), (My)kez, définie par: Yw € Q,¥n € N*,

My(w) = T(S*'w)...T(Sw)T(w) ,
M_p(w) = T(S*w)...T(S 'w) ,
Mo(w) = Ia , (4.8)

est un systéme dynamique mesurable linéaire discret engendré par T
Les théoremes multiplicatifs (ergodiques) permettent d’étudier de tels systémes dyna-
miques [Arn], [Rue2], [BL].

Théoréeme 4.2.1 Soient (2,F,P) un espace probabilisé muni d’une transformation in-
versible ergodique S et (My)nez un systéme dynamique linéaire, ergodique, discret sur
(Q,F,P,S) engendré par Uapplication mesurable T : Q — GL4(R). Si,

= log* | T(.)|| = sup(0, log |T(.))) € L' (QF.P)

~ log™ | T(.)|| = sup(0,log [|T~()[) € L'(2.F,P)
et si la suite de matrices (My(w))nez est définie par le jeu d’équations (4.8), alors il

existe un ensemble Qg invariant sous la transformation S, de probabilité 1, tel que pour
tout w € Q:

— la limite limy,—, 4 oo (M (w)Mn(w))ﬁ = A(w) existe,

— la matrice A(w) admet p valeurs propres distinctes: e > €2 > ... > e > 0
indépendantes de w et de multiplicités respectives di,da, ... ,d, constantes associées
a p sous-espaces propres E1(w), ... ,Ep(w),

~ la filtration de RY, {0} C Vy(w) C ... C Wa(w) C Vi(w) = RY, construite de la
maniére suivante:

Vie{l,...phVi(w) =& W) & ... &(w)

se caractérise par: u € Vi(w) \ Vit1(w) si et seulement si

1
lim —log [[Ma(w)ull = -

n—+oo
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Cet énoncé est la réécriture du théoréme 3.4.1 [Arn] utilisant 'ergodicité de la transforma-
tion S. Les limites (7;);c(1,...py sont appelées les exposants de Lyapunov du systeme dyna-
mique. Le théoréme multiplicatif ergodique (MET) permet de controler la décomposition
des solutions propres généralisées des opérateurs Uz et Uyn+ sur la base canonique par
I'intermédiaire du produit des matrices de transfert. Néanmoins, il n’est ici énoncé que
pour des matrices & coefficients réels ', ce qui n’est pas le cas des matrices définies par les
équations (3.25). La section 4.1.2 qui suit donne un procédé assez général pour surmonter
cet obstacle.

4.2.2 Un jumelage fructueux

L’étude d’une famille de matrices a coefficients complexes de M 4(C) peut se ramener
a quelques adaptations pres a 1’étude d’une famille de matrices a coefficients réels de
Myy(R). Le procédé suivi ici est relativement standard ([MT] paragraphe 5.5). Dans la
suite, (-,-) désignera indifféremment le produit scalaire euclidien sur R?? ou hermitien sur
C“. La topologie sur ces espaces sera celle des normes || - || associées & ces produits scalaires.
La sous-algebre As4(R) est définie de la maniére suivante :

aile +ayipdo ... aigils +aigodo
Azq(R) = { : : ; Qijk € R} ;

agi,ile +agiodo ... agqils + agq2 e

10 0 1
I2_<0 1) etJ2_<—1 0>

Les algebres M4(C) et Myy(R) sont munies des normes induites respectivement par celles
de C? et R??. La sous-algebre Agy(R) est munie de la topologie induite. L’adjoint de A est
noté A*. A tout vecteur de C%, on associe un vecteur de R?? par le biais de I'application =
définie par:

ou

. Cd—>R2d
u = U

ou

X
~S(a1) 1
u= : si u=
R(zq)
—%(%d) Ld

Un calcul élémentaire permet de dégager les propriétés suivantes: Vu,v € C%, Vo € C,

—

u+v = U+,

an = R+ ()i .

1. Le théoreme MET s’énonce de maniére semblable pour des suites de matrices & coefficients complexes
indexées sur N (voir [Arn] remarque 3.4.10 (ii)).
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Cette application en induit une autre application notée - entre les espaces de matrices
correspondants :

My(C) — Au(R)

A — A
ol
§R(a11)lg + %(an)JQ - %(ald)fz + %(ald)Jg ail ... aiqg
A= : : si A= : :
R(ag) 2+ S(ag)Je .. R(aga)lz + (agq) 2 agi ... Gqq

D’une part: Yu € C4, VT € My(C), Tu = Ta. D’autre part: VA,B € M4(C), Va € R,

~ ~ —_— ~ o~ —_—

A+B=A+B |, AB=A-B , (aA)=ad , A*=A* |

Enfin, si A € My4(C) est inversible, A lest et: (A-1) = A~L. Les applications définies
ci-dessus ne sont pas des morphismes d’algebres C-linéaires au sens usuel.

Lemme 4.2.1 Soit A € MNd((C). Si les valeurs propres de la matrice A sont v1, ..., Y4,
alors les valeurs propres de A sontyi, Vi, ..., va et ;. En particulier, si A est hermitienne

et 1, ..., Y4 sont ses valeurs propres, alors A est symétrique réelle et ses valeurs propres
Y1, -« -5 Vg sont de multiplicité 2.

Preuve: La matrice A peut étre mise sous forme triangulaire: il existe une matrice
inversible P telle que: A = P"!BP ou:

Y- *
B=1 : :

0 e Yd
Par conséquent, A est semblable A une matrice triangulaire par blocs:

Ryl +S()l2 .. *

A=p! P .

0 o R(va) 2 + S(va) J2

ou P est toujours inversible. Le polynoéme caractéristique de A est par conséquent:

d
det(A — X) = [ det(R(v:) o + (7)) J2 — X)
i=1
d d
= [I(®RO) = X + 3% = [ = X) (0 = X)
i=1 i=1
d’ou le résultat. O
Proposition 4.2.2 L’application™ est une isométrie de C* sur R* : Vu € C?, ||a|| = ||ul|.

L application ™ est un homéomorphisme de Mg(C) sur Azq(R). De plus, si || - || symbolise
la norme spectrale d’une matrice a coefficients réels ou complexes, VA € M4(C), ||A| =

V2| A].
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Preuve : La premiére assertion est immédiate. La seconde s’appuie sur I’équivalence des
normes en dimension finie, le lemme 4.2.1 et la définition de la norme spectrale:

1Al = VIIAAll = [ > A2

A€o (A)

La continuité de ~ et de son application réciproque en sont un corollaire. O

L’application ~ ne transporte pas le produit scalaire mais préserve la norme. En effet, un
calcul rapide montre que pour tout u € C¢, (tulu) = 0. D’autre part, pour tout u,v € ce,
pour tout T' € My4(C),

(@T9) = (lTi) = R((ulTv)) |

(|T?) = —(@|Tw) = S((u|Tv)) .
Ainsi, si u et v sont des vecteurs orthogonaux de C?, alors u et ¥ sont des vecteurs
orthogonaux : (u,v) = R((u,v)) = 0.
Ces divers résultats nous amenent au résultat suivant :
Proposition 4.2.3 Soit f : R — R, une fonction continue. Pour toute matrice hermi-
tienne A € M4(C), (f(4)) = f(A).
Preuve : C’est vrai pour tout f polynome a coefficients réels, compte tenu des propositions
précédentes. Le spectre de la matrice A étant fini, toute fonction continue sur R & valeurs
réelles coincide avec un polynéme sur le spectre de A. La conclusion est alors immédiate. O

4.2.3 Questions de mesurabilité

La tribu d’un espace de Hilbert séparable H, F(H) est la plus petite o-algebre pour
laquelle pour tout vecteur g de H fixé, la fonction :

H — C
= ({f9

soit mesurable. C’est aussi la tribu borélienne de H. En particulier, une fonction f a valeurs
dans H et définie sur un espace probabilisé (Q2,F,P) est F(H)-mesurable si et seulement
si toutes les fonctions

Q — C
w = (f(w)g)

sont mesurables. Une famille d’opérateurs bornés,

Q — L(H)
w = T(w)

est F(L(H))-mesurable (ou faiblement mesurable) si et seulement si pour tout couple

(f,9) € H xH,

Q — C
w = (fT(w)g)
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est mesurable. Cela revient a dire que 'application T'(-)g est F(H)-mesurable pour tout
g € 'H. En conséquence, un certain nombre de résultats peuvent étre établis:

Proposition 4.2.4 Soit (,F,P) un espace probabilisé. Si pour tout w € Q, U(w) est
un opérateur unitaire sur H et que (E(A,w))AeB(T) est sa résolution de l'identité, alors
Uapplication U (-) est mesurable si et seulement si l’application E(A,-) est mesurable pour

tout A € B(T).

Proposition 4.2.5 Si la résolution de l'identité (E(A,)) aep(r) est mesurable, et si pour
toutw € Q, A € B(T), Epp(Aw), Esc(Aw), Eqc(Aw) sont les composantes de sa décomposition
de Lebesgue, alors pour tout A € B(T), Epp(A,-), Esc(A,), Eac(A,-) sont mesurables.

Le lecteur pourra se reporter a [CL] définition V.1.7 et proposition V.1.7 pour une preuve
de ces résultats.

4.3 Preuve du théoréeme 4.1.1

En vertu du lemme 3.2.1, il suffira d’analyser le spectre du représentant des opérateurs
Uy, pour lequel : Vk € 7Z,

Yk = (_1)k+1vk 5

pour mener a bien I’étude spectrale d’opérateurs Uy, vérifiant 'une des hypotheses Hy(Z),
H3(Z) ou H3(Z). Dans chaque cas, cette analyse peut étre fondée sur la construction de
processus ergodiques que nous allons présenter.

4.3.1 Constructions de systéemes dynamiques ergodiques linéaires

Cas H;(Z) Lorsque les phases (0)kez et (vg)kez vérifient les hypotheses Hq(Z), le
représentant de ’opérateur Uy est une fonction faiblement mesurable de la variable aléatoire
(0, v ) kez définie sur Pespace probabilisé (Q1,F7,P;). Cette application sera notée (Uz(w))weq, -
La fonction caractéristique d’'un N-uplet de variables aléatoires (X1,...,Xn) & valeurs
dans T est définie par: Vu € ZV,

Dxrxn (U, uy) = E(e T (EmwXa)y

Si par exemple X est une variable aléatoire a valeurs sur T distribuée selon la loi uniforme,
Yu € 7Z, '
dx(u) =E(e ™) = §,0 . (4.12)

Deux variables aléatoires réelles X, Y ont méme fonction caractéristique si et seulement
si elles ont méme loi. Il est également possible de formuler I'indépendance d’une suite de
variables aléatoires en termes de fonctions caractéristiques ([Boul], proposition 5.12) : une
suite de variables aléatoires a valeurs réelles (X;);cn est indépendante si et seulement si
pour tout choix d’indices (i1, ...,iy) et pour tout (ug,...,uy) € ZV,

N
By oXay (W1, un) = [ o, (ug) -
j=1

Lemme 4.3.1 Si les suites (0x)kez et (vVi)rez vérifient les hypothéses Hq(Z), alors les
variables aléatoires (ni)kez définies par (3.26) sont aussi indépendantes et distribuées
selon la loi uniforme.
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Preuve: La fonction caractéristique des phases (0y) et (v) est donnée par (4.12). Pour
tout choix d’indices k1, ...,ky deux & deux distincts et pour tout (uq,...,uy) € N

— —t(u1ng, tu2nky +-..tu
(bnkl 777k27"' 7nk:N (u17uQ7 e 7U/N) — ]E ( 77161 7]1c2 NnkN))

Il
=

(e
(e—i(m@kl Furbp, 1+ FunOi +UN6]gN—1)) %
(e

F —i(u1vg, 7U1Uk1*1+"'+uNUkN7uNUkN71))

ou l'indépendance relative des variables (6y) et (vy) est utilisée pour factoriser les fonctions
caractéristiques. Les indices (k;) sont supposés ordonnés. L’indépendance des variables
permet de factoriser E(eii(uﬂki)) (ou bien E(eii(ujvki)) des que: |k; — kjp1| > 1. Ce
facteur est égal a 5uj705u].,170. Nous dirons qu'un tel k; est isolé. Il reste a calculer des
quantités de la forme:

E(e*i(ujﬂekjﬂ+u]'+19kj+171+...+u1+m719kj+m_1+Uj+m719kj+m_1f1))

et E(efz(“j““’“jﬂ7”J'+1“’“j+1*1+"'+”J'+m*1”kj+m—17“1+m*1“’“j+m—171)) (4.14)

ou pour tout [ € {1,...,m —1}, kj;; &1 = kj 41, entre deux indices isolés consécutifs u;
et uj4,. Compte tenu de I'indépendance des variables aléatoires considérées, la premiere
de ces deux quantités se factorisera comme suit :

E(e 10 g (e ity | (e Mtm—2tuitm=1)0k o Y (o T Wirm10k5 1))

et sera égale a 0 sauf si:

uj+1 =0
Ujp1 + Ujyp2 =0

Ujym—1 + Ujpm—2 =0
Uj+m—1 = 0

On obtient alors: VI € {1,...,m — 1}, u;4; = 0. Dans ce cas, tous les facteurs de la forme
(4.14) valent 1. Les facteurs batis autour des variables aléatoires (vj) ménent aux mémes
conclusions. En regroupant les contributions apportées par chaque facteur, on obtient :

N N
(bnkl ko s Tk (u17u27 e 7/U/N) = H 51&[70 = H (bnk:l (ul) .
=1 =1

En vertu du critere d’indépendance rappelé précédemment, ceci revient a dire que les
variables aléatoires (nx)kez sont indépendantes et identiquement distribuées selon la loi
uniforme sur T. O

Autrement dit, la mesure image de P; par I'application mesurable :

(Qla]:l) B (QI,J:I)
Ok, v6)kez = (M2k—1,12k)kez

est P; elle-méme. Par abus de notation, le représentant de I'opérateur Uy considéré comme
fonction mesurable de la variable aléatoire (nox—1,72k ) kez définie sur (Q4,F7,P;) sera encore
noté (Uz(w))weq, -
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L’espace probabilisé (Q1,F7,P;) est naturellement muni d’une transformation inversible
S1 préservant la mesure et définie par: Vk € Z,

(S = wrp1
= (M2r+1.m2r+2) = ((S+m)2k—1,(S11m)2z) (4.17)

ou S; est une simple translation agissant sur I’espace probabilisé (TZ,B ("]1“)®Z ,I/®Z) :Vk €
Z, (S+m)k = Mg+1. Autrement dit, S; = S x S; [Wal. La transformation S étant faible-
ment mélangeante ([Wa|, théoréme 1.26), la transformation S; est ergodique relativement
a lespace (Q1,F1,P1) ([Wal, théoreme 1.24).

La suite de matrices de transfert (T x)xez définie lors de la recherche de solutions propres
généralisées pour la famille d’opérateurs (Uz(w))weq, par les relations (3.25) peut étre
redéfinie a l'aide de la transformation Sy et du générateur Tj;j\ d’un systeme linéaire
ergodique discret sur (Q,F1,P;) par: Vk € Z,

ou
(Thp)1i(w) = —e m)
2, '
(T[l])\)QQ(w) = _t%ei(/\ﬂn) + 7;_2 <62(772_771) 41— e—z(ng—i—)\))
T i
(T )12(w) = i <e (A+m) _ 1)
(Tl )21(w) = Z% <ei("2_771) _ e—i(A+m)> 7

et \ est fixé dans T.

Remarque : Compte tenu du Lemme 4.3.1, la suite de matrices de transfert définie par les
relations (4.18) peut également étre percue comme la réalisation d’une suite de variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans GL2(C). Le choix de phases () indépendantes
et uniformément distribuées est une condition nécessaire et suffisante a 'indépendance de
la suite des matrices de transfert [BHJ].

Cas H2(Z) Lorsque 'opérateur Uy vérifie les hypotheses Ha(Z), seules les phases aléatoires
(0k)kez interviennent dans la construction des processus ergodiques. Le représentant de
lopérateur Uy, est une fonction faiblement mesurable de la variable aléatoire (0)rcz définie
sur ’espace probabilisé (Q22,F2,P5). Cette application sera également notée (Uz(w))weq,-
Néanmoins, le représentant de 'opérateur Uy et ses matrices de transfert ne dépendent
des phases (vg)kez et (0k)kez que par le biais des variables aléatoires (ni)rez définies
par ’équation (3.26). Une preuve semblable & celle du lemme 4.3.1 permet de justifier
I'indépendance de ces phases:

Lemme 4.3.2 Siles suites (0 )kez et (Vk)kez vérifient les hypothéses Ha(Z), les variables
aléatoires (Nx)kez, définies par: Vk € Z,

Mk = Okq1 + Op + Vky1 — Vg = O + O + 27,
sont aussi indépendantes et distribuées selon la loi uniforme.
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Par conséquent, la mesure image de P par ’application mesurable:

(Q22,7) — (Q1,77)

(On)kez = ((M2r—1,m2k) ez

est & nouveau la probabilité P;. Le représentant de 'opérateur Uz n’étant fonction que de
la suite (1 )kez est également une application mesurable définie sur (Q1,F7,P;) également
notée (U(w))wen, - L’espace probabilisé (€21,F7,P;) est muni de la transformation inversible
ergodique Sp, définie au paragraphe précédent par (4.17).

La suite de matrices de transfert (T} x)xez définie lors de la recherche de solutions
propres généralisées pour la famille d’opérateurs (Uz(w))weq, par les relations (3.25) se
redéfinit également a l'aide de la transformation Sy et du générateur 77, d’un systeme
linéaire ergodique discret sur (21,F7,P;) par les équations (4.18).

Remarque : Compte tenu du Lemme 4.3.2, la suite de matrices de transfert définie par les
relations (3.25) peut également étre pergue comme la réalisation d’une suite de variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans GLy(C).

Cas H3(Z) L’analyse spectrale d’un opérateur Uy vérifiant les hypotheses H3(Z) s’ap-
puie également sur la construction d’un processus ergodique par le biais des phases (0x)kez.
Le représentant de I'opérateur Uz et ses matrices de transfert ne dépendent des phases
(vk)kez et (Ok)rez que par le biais des phases (1 )kez définies par (3.26) : Vk € Z,

Nk = Opt1 + Ok + Vg1 — v = 4kmB + 27 (6 + ) + 26 .

On posera: w = 26. Le représentant de 'opérateur Uz est donc une fonction faiblement
mesurable de la variable w, définie sur l'espace probabilisé (23,F3,Ps). L’application Uy,
sera aussi notée (Uz(w))weqs-

Un calcul plus précis montre que les matrices de transfert du représentant de 'opérateur
Uz, (Ty\)kez ne dépendent en fait que d'une suite (wy)rez engendrée par l'action d'un
flot S5 sur 'espace probabilisé (23,F3,P3) = (T,B(T),v) défini par:

S3: T — T
w — 8mf+w

Vk € Z, wi, = S3*w ot w = 20. En effet, pour tout k € Z, les phases 7, se réécrivent:
Ny = w + 470k + 27(0 + «) .

L’expression (3.25) devient alors: Vk € Z,

(T p)11 = —e {AF8RTHw2m(a=F))
(T ) )22 = t2 ciA+8kmBtwt2m(B+a))) 7;_22 <e4m5 L1 e,l-(gkﬂmzﬂ(ﬁm)w))
(Thn)12 t (e*i(Her?ﬂ(afﬁ)Jrskwﬂ) _ 1)

(

T )21 = i (ei‘”ﬁ — e*i(/\+W+27r(afﬁ)+8k7rﬁ)>
t

Comme [ est irrationnel, le flot S5 est une transformation ergodique inversible de
I’espace probabilisé (Q23,F3,P3) ([Wal, théoreme 1.8).
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La suite de matrices de transfert (T} x)xez permettant de reconstituer les coefficients
des solutions propres généralisées de 'opérateur Uz se redéfinit a I'aide du flot S5 et du
générateur Tiz)) d’un systéme dynamique linéaire ergodique discret et défini sur (Q3,F3,P3)
par: VYw € Q3, Vk € Z,

T A (S5w) = T a (@) = Tiga(S5*w) (4.21)
ol
(Tap () = —e Arwtma=p)
(Tign ()22 = Z—j(e%ﬁ +1—e*i(”w+2“(ﬁ+a)))_tlzez‘(A+w+27r(6+a))
(Tga(@))ar = Z%(e“”ﬁ _ e itw=68T2m(a=0)))
(T @)z = Z%ﬂ(e*Z‘(/\J“H?W(aa@’)) —-1),

et \ est fixé dans T.

4.3.2 Théoréeme multiplicatif ergodique

Le théoreme 4.2.1 peut étre adapté a I’étude des suites de matrices de transfert
(Tk,x)kez engendrées par Tjj)\ ou Tjz)s. Il donnera un moyen de contréler la (dé)croissance
des coefficients des solutions propres généralisées de l'opérateur Uz sur la base canonique
de 1%(7Z).

Remarque préliminaire : Qu'il s’agisse de considérer les familles d’opérateurs (Uz(w))weq,
ou (Uz(w))weqs, 'énoncé et la preuve du corollaire 4.3.1 et de la proposition 4.3.1 sont
identiques. Dans la suite, (2,F,P), S, T et 1,5 pourront étre traduit par (;,%1,P1), S1,
Tipa et v1,pya ou par (23,F3,P3), S3, Tigx et 71 [3)x-

Corollaire 4.3.1 Soit A € T fizé. L’espace probabilisé (2,F,P) est muni de la transfor-
mation inversible S. Le systéme dynamique linéaire ergodique discret considéré sur ’espace
(Q,F,P,S), engendré par l'application mesurable Ty sera défini par: Vw € Q, Vn € Z,

Mpa(w) = Ta(S* w)... Th(Sw)Ta(w) ,
M_pa(w) = Th(S™w)...Ta(S7w) ,
MO,A(w) == 12 . (422)

Alors, il existe un ensemble invariant sous S, Q0 de probabilité 1, tel que pour tout w € Q) :

lim (M \(w)* M p ()" = A\ (). (4.23)

n—-+o00
ot Ay(w) est une matrice possédant au plus deux valeurs propres distinctes :
e > el =7 A > (), (4.24)

associées & deux sous-espaces propres, E1 z(w), E2x(w). Siy1x > 0, il existe une filtration
de C?,
{0} Cc Va(w) C C?,
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0t Vy(w) = E2x(w), C? = Ey\(w) ® E1\(w), pour laquelle :

. . 1
weWVy(w) ssi lim —log|[ My x(w)u| =v2x=—m1<0
n—+oo n

1
u e C? \Wi(w) ssi lim - log || My x(w)ul| =v10 >0 .

n—-4o0o

Les exposants de Lyapunov 71\ et ¥ sont indépendants de w.

Preuve: Soit A € T fixé. Le systéme linéaire ergodique discret sur (Q,F,P,S) & valeurs
dans GLy(C) engendré par T en induit un autre engendré par T & valeurs dans GLy(R).
Il suffit de vérifier que les hypotheses du théoreme 4.2.1 s’appliquent & ce nouveau systéeme
dynamique linéaire discret. Toute les normes matricielles étant équivalentes sur Mo (C), il
suffit de considérer I’élément de matrice de module maximum, pour démontrer les inégalités
suivantes: 3C).; €]0, + oo[, Yw € Q,

Crt < |Ta(W)|| < Cry

Comme Yw € Q, |det Ty (w)| = 1, cet encadrement est également vrai pour la norme de

~ —1
<T)\ (w)) . Ainsi,
(* 1Bl + ¥ [F0)71) € LHQ.F.P)

L’application du théoreme 4.2.1 au systeme linéaire ergodique discret engendré par TV)\ sur
lespace (2,F,P,S) entraine l'existence d’un ensemble invariant sous S, €, de probabilité
1, tel que pour tout w € Oy :

i (M (0) M ()" = (@) |
olt Vw € Qy, A\ (w) € GL4(R). La matrice A\ (w) admet au plus quatre valeurs propres:
A > 122 > 132 > 72 de multiplicités respectives dj y,...,ds4 )\ associées aux sous-
espaces propres &1, (w),...,& y(w). La matrice A}(w) est positive comme limite d’une
suite de matrices p7ositives. Ses valeurs propres sont strictement positives. L’application ~
étant bicontinue, nécessairement, Yw €

lm (M (@) Mua (@) = A\(w) et Ay(w) = Ay(w) .

n—-4o0o

En vertu du lemme 4.2.1, elles sont nécessairement de multiplicité 2. Autrement dit, A\ (w)
admet au plus deux valeurs propres distinctes: A > €722 > 0 de multiplicité 2 et
associées aux sous-espaces propres &7 (w),£5 \(w). En vertu du théoreme 4.2.1, il existe
une filtration de R?*, {0} C V4 (w) C R%, ot V| (w) = s (W), telle que: u € V{(w) \ {0} ssi

o1 ~
lim —log |[Mp(w)ull =72 (4.28)

n—too n

et u € R*\ V4 (w) ssi

1 ~
tim =~ log | M a@)ull =11

n—+oo
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Soit vy € Vi(w) \ {0} et ug tel que vy = ug. Tout vecteur de C* se décompose sous
la forme u = aug + ué ou uoL est une composante orthogonale a wuy. Par conséquent,

U= R()ug + S(a)iug + ug. Comme pour tout entier n,
[ M\ (@)ull = [[Mn x(w)ul]

il est clair que:

. 1
Jim = log | My (@)ull = 7,1

si et seulement si uol = 0. Autrement dit, en posant Vy(w) = Cuy,

1
lim —log || Mp(w)ul| =72, sietseulement si u € Vy(w)\ {0} .
n

n—+oo

D’autre part, si u € C?\ V) (w),

1
Jim —log || My (@)ull =y

Les matrices engendrées par T ayant un déterminant de module égal a 1, on obtient par
continuité du déterminant det Ay = e"2€72* = 1. Donc vy = —72,x. O

Le comportement des coefficients des solutions propres généralisées dépend donc de la
nullité ou de la stricte positivité du premier exposant de Lyapunov.

4.3.3 Exposant de Lyapunov et preuve du théoréme 4.1.1

La suite de la preuve du théoreme 4.1.1 transpose un résultat d’Ishii et Pastur sur
I’absence de spectre absolument continu pour certaines familles de matrices de Jacobi
[Ish], [Pas] a notre contexte. C’est I'objet de la proposition 4.3.1.

La démonstration de ce résultat pour les matrices de Jacobi s’appuie de maniére cru-
ciale sur une caractérisation du spectre de ces matrices en fonction du comportement des
coefficients des solutions propres généralisées (voir [S1] par exemple). Nous montrons donc
dans un travail préliminaire qu’un résultat du méme type existe pour certaines familles
d’opérateurs unitaires multi-diagonaux :

Théoréme 4.3.1 Soient p € N et U un opérateur unitaire (2p + 1)-diagonal agissant sur
un espace de Hilbert séparable H. Alors,

o(U) ={e* € S: U = ei*¢ admet une solution polynomialement bm’née}csS .

La preuve de ce résultat qui est assez longue, est exposée en détail en Annexe A.
Cela nous permet d’établir maintenant la proposition 4.3.1. La preuve est une adap-
tation de [CFKS] théoreme 9.13 & nos familles d’opérateurs unitaires:

Proposition 4.3.1 L’ensemble {\ € T;y;» = 0} contient P-presque sirement le sup-
port de la famille spectrale (E, qc(A))aep(m) associée a la famille mesurable d’opérateurs
(Uz(w))wea définie sur l’espace probabilisé (Q0,F,P) :

- €SS
Tac(Uz(w)) C {e* € S;ma =0} P —pp.
Par conséquent, si Uensemble {\ € T;v; x = 0} est de mesure de Lebesgue nulle,

P (fw € 9 00(Un(w)) #0}) =0 .
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Preuve : Définissons pour tout w € 2,
Aow = {X € Tyma(w) existe, y1,x(w) = 0}
Asow ={X € T;y12(w) n’existe pas }
Aw = AO,w ) Aoo,w

et S, = {eiA eS;Uyp = e”\]ﬁa une solution polynémialement bornée} .

En vertu du théoreme A.0.1 (ou théoreme 4.3.1), E,(T\S,,) = 0. A fortiori, E,, 4.(T\S,) =
0.SiAe S,N(T\Ay), les seules solutions polynémialement bornées de 1’équation aux
valeurs propres sont exponentiellement décroissantes (corollaire 4.3.1). Ce sont donc des
vecteurs propres. L’ensemble T \ A, est donc dénombrable. Par conséquent : v(S, N (T \

Ay)) =0 et donc E, qc(Sw N (T \ Ay)) = 0. Des lors,

Ew,ac(T) - Ew,ac(T \ Sw) + Ew,ac(Sw)
= Ew,ac(T \ Sw) + Ew@c(Sw N (T \ Aw)) + Ew,ac(Sw N Aw)

- Ew,ac(Sw N Aw) - Ew,ac(Sw N AO,w) + Ew,ac(Sw N Aoo,w) .

En vertu du corollaire 4.3.1, pour tout A € T, P(“Q2\) =0 ou
Oy ={w € Q;y1a(w) nexiste pas } .

En utilisant alors le théoréme de Fubini, on obtient :

0= /T P(eQy)dv(N)

dP(w)dv(X)

/{(w,A)ETXQ;'yl’A(w) n’existe pas }

dv(N)dP(w)

/{()\,w)EQXT;’yLA(w) n’existe pas }
= / V(Ao w)dP(w) .
Q
Par conséquent, v(A ) = 0, P-pp. Ainsi,

Ew,ac(T) — Ew,ac(sw N AO,w) ) P— pPp .

La preuve de la premiere partie de la proposition est alors immédiate.
Pour tout A € T, on notera:

Qo = {w € Q71 2 (w) existe et vy (w) =0} .

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Si I'exposant de Lyapunov «; ) est strictement positif pour un ensemble de valeurs de A
de mesure de Lebesgue pleine, nécessairement P(£2g ) = 0 pour v-presque tout . En

réutilisant le théoréeme de Fubini, il vient

O:/TP(QO,)\)dy()\)

Il
—

dP(w)dv(A)
{(@,\)ET X Q1,5 (w)=0}

dv(\)dP(w)

I
—

{(Aw)€QXT;yp,  (w)=0}

v(Ag)dP(w) .

I
S~
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Donc, v(Ag) = 0, P-pp. L’equation (4.3.3) se réécrit alors:
Ew,ac(T) =0 P P_pp .

Ceci achéve la démonstration. O

Les propriétés des mesures images permettent de reformuler la proposition 4.3.1 sur
les espaces probabilisés adaptés a la modélisation initiale des opérateurs (Uz(w))weq;,
J € {1,2,3}. Pour cela et jusqu’a la fin du chapitre, la fonction y sera définie sur ’ensemble
{1,2,3} par: x(1) = x(2) = 1 et x(3) = 3.

Corollaire 4.3.2 Soit j € {1,2,3} fizé. L'ensemble {\ € T;vy y(jya = 0} contient P;-
presque surement le support essentiel de la famille spectrale (Ew,ac(A))AeB(T) associée a
la famille mesurables d’opérateurs (Uz(w))weq, définie sur l’espace probabilisé ($2;,F;,P;) :

Tac(Uz(w)) C {e? € S;71 y(jyp = 0y Py —pp.

Par conséquent, si 'ensemble {\ € T;7y [y = 0} est de mesure de Lebesgue nulle,
O'ac(UZ(w)) = (2)7 Pj'pp

La démonstration du théoreme 4.1.1 sera donc achevée avec la preuve de la stricte positivité
des premiers exposants de Lyapunov 7y 1)y et vq,3x. Ces résultats sont démontrés aux
paragraphes 4.3 et 4.4 respectivement.

4.4 Positivité de ’exposant de Lyapunov 7 )\

Ce paragraphe a caractére plus technique est consacré a la démonstration de la stricte
positivité de exposant de Lyapunov ;]\ associé au systeme dynamique engendré par
Tiypa- Celle-ci se démontre a l'aide du théoreme de Fiirstenberg ([BL] théoréme I11.6.1).
L’indépendance des termes de la suite de matrices de transfert est cruciale ici. La distribu-
tion uniforme et 'indépendance des termes de la suite (0%)rez sont pour cela nécessaires.

Définition 4.4.1 Soit d un entier strictement positif et S un sous-ensemble de GL4(R).
S est dit irréductible s’il n'existe pas de sous-espaces stricts V de R% tel que pour tout
M e S, M(V)=V. Ce méme ensemble sera dit fortement irréductible s’il n’existe pas de
famille finie de sous-espaces stricts de R%, Vi, ... Vy tels que: YM € S,M(V1U...UVy) =
ViuU...UVnN.

La forte irréductibilité d’un ensemble de matrices inversibles entraine son irréductibilité,
mais la réciproque est fausse en général. La réciproque est vraie dans le cas particulier
suivant :

Lemme 4.4.1 Soient d € N\ {0,1} et S un sous ensemble connexe de GL4(R). S est
fortement irréductible si et seulement si S est irréductible.

La preuve de ce lemme fait 'objet de 'exercice IV.2.9 dans [BL]

Théoréme 4.4.1 (Firstenberg) Si v est une mesure de probabilité sur {M € GL4(R);
|det M| =1} telle que:
— [log||M||dv(M) < +o0
— le groupe engendré par le support de la mesure v, G, soit fortement irréductible et
non compact
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alors le premier exposant de Lyapunov associé a toute suite de matrice i.1.d. de loi v est
strictement positif : y1 > 0.

Les hypotheses de ce théoreme sont formulées pour des suites de matrices indépendantes
a coefficients réels. Or, les suites de matrices de transfert considérées (T »)rez sont inver-
sibles a coefficients complexes. L’objectif étant d’appliquer le théoreme 4.4.1 aux matrices
de transfert engendrées par 17y, le procédé de jumelage développé au paragraphe 4.2.2
va étre réutilisé.

Soit A € T fixé. L’espace considéré ici, SL4(R), est muni de sa tribu borélienne

B(SL4(R)) et de la mesure de probabilité Py, image de P, par l'application TH] \:
T ¢ (,.F1) —  (SL4(R),B(SL4(R)))
w — Tm)\(w) .

La mesure uniforme sur T, v, est invariante par translation de valeur A. La mesure P; est
donc invariante sous 'action de la transformation :

(Q,7) — (Q,71)

(Mok—1,m2k)kcz = (Mok—1 — A2k — Arez

et la mesure image fP; ainsi que le plus petit groupe engendré par son support G, sont
donc indépendants de A. Ils seront notés P et G.
Nous allons maintenant vérifier si la suite de matrices de transfert engendrées par 77\

et Despace probabilisé (SL4(R),B(SLy(R)),P) vérifient les hypotheses du théoreme 4.4.1.
Proposition 4.4.1 Le groupe G n’est pas compact.

Preuve: La matrice Tm)\(w — A\, — \) appartient au support de la mesure P. Comme

r<l, T’[lp\(ﬂ' — A,m — \) admet pour valeurs propres:

-1 1
12 t2 )

Le module de la derniere est strictement supérieur a 1. Comme pour tout entier n,
Tiya(m — Am — A\)" € G, G ne peut étre borné. 0O

Proposition 4.4.2 Le groupe G est fortement irréductible.

Preuve: Pour prouver qu'un ensemble est fortement irréductible, il suffit de trouver
un sous-ensemble connexe non-vide qui soit irréductible en vertu du lemme 4.4.1. Les
applications :

T — GL4(R) T — GL4(R)
v = Thp(z—Ax—A) ¢ r o= Thip(r—XA—-z+A)

étant analytiques, 'ensemble 7 x 7_ défini par:
Ty x T = {Typ(x — Ao — A);z € T x {Thj(x — A\, — 2 + A\);z € T}
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est connexe et indépendant du choix de A. Nous allons montrer qu’il n’existe pas de sous-
espaces stricts de R* invariants sous ’action de cet ensemble de matrices. Les éléments de
7T, sont décrits par: Vx € T,

fm)\(w—)\,x—)\) = My + sinx My 4 cos x Mo
o 0 0 -t
v 0o 0 2 0

Tl o ro2m oo |
2
-0 0 2%
0o 1 = 0
-1 0 0 ¢
= t

M —r 0 0 -1 |
0 -2 1 0

My = —(Mo+14) . (4.41)

Si € est un sous-espace strict invariant sous 7, il est nécessairement invariant sous I’action
de matrices (M;);eqo,1,2y- Les éléments de 7_ sont décrits par: Vz € T,

Tm)\(ac — A —z+A) = Ny+sinzN; + coszNa + sin(2z) N3 + cos(2z) Ny ou

0o 1 Iz 0
v -1 0 0
= 2

1 _% 0 (2) 7“{2%1
0 —% _Tt—QH 0

et No, N3, Ny appartiennent & My(R). Tout espace strict £ invariant sous 7_ le sera pour
Nj. Les matrices My,M7,N; sont & coefficients réels et (anti)symétriques. Si le sous-espace
strict £ est laissé invariant par ces dernieres, £+ le sera aussi. Ces matrices seront donc
simultanément réduites par la décomposition de Pespace: £ @ £ = R%. Ces sous-espaces
sont nécessairement engendrés par les sous-espaces propres de ces matrices. Considérons
une base de vecteurs propres (ui,us,us,uq) de My:

t 0
Y 1 0 o — 1 (1-r)
YT 0 2T t
—(r+1) 0
t 0
1 0 1 =(r+1)
(1—r) 0
D’une part,
r(r+1 r(r+1 r(r—1 r(ir—1
M0u1 = (T)ul M0u2 = (T)U/Q M(]Ug = ( t2 )U3 M()U4 == ( t2 )
D’autre part, en utilisant I'identité r2 + 2 = 1,
1 1 1 1
Myuy = ¥U4 Miug = ;us Myug = —;uz Miuy = _;ul ,
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et

1+r 1 1—r
N1u1 = ——Uy N1UQ = Zul N1U3 = m

1
Nyug = —-ug |
t(1—r) v A E s

Ces calculs montrent directement qu’aucun sous-espace unidimensionnel £ =< u; > (ou
£t =< u;j >) ne peut rester stable sous 'action des trois matrices Mg,M;,Ng. De méme,
aucun sous-espace bi-dimensionnel & =< wuj,u; > ne reste stable. L’ensemble 7 x 7_
est irréductible et connexe donc fortement irréductible. Le groupe G le contenant 1’est
également a fortiori. O

Lors de la démonstration du corollaire 4.3.1 nous avions montré que: 3C,; > 0, Vw €
Ql7
71 -~
Crp < Tl < Crp

La mesure P étant finie, nécessairement,

I Tap@)laP) < +oc .

En vertu des propositions 4.4.1 et 4.4.2, le groupe G est fortement irréductible et n’est
pas compact. Par conséquent, il suffit d’appliquer le théoréme de Fiirstenberg & la suite
de matrices engendrées par T[l] A pour montrer que l'exposant de Lyapunov 7 i)y est
strictement positif.

4.5 Positivité de ’exposant de Lyapunov 7 3\

Ce paragraphe est consacré a la démonstration de la stricte positivité de I'exposant
de Lyapunov ;3 associé au systeme dynamique engendré par T3jy. Le principe de
la démonstration de ce résultat n’est pas nouveau [He]. Il utilise l'ergodicité de la suite
(Wk)kez-

Soit (Ty A (2))kez la famille de matrices définie pour z € C* par:

Tia(2) = 2 'Tya—2+ Tero+ 2Tk 2 avee
_ J2ims i 24w
__—i(A+27a) —i8km € €
Tkr2 = € i( @) o=l ﬁ( _ir 2inp _f_?e_mﬂ >
t 12
0 _ir
Ti = . . t
k,\,0 ( %64z7r6 7;_22(6427rﬁ_|_ 1) )
T _ (A 27 i8km B 0 0 4.45
k7A772 - e € O _l627/7'('ﬁ * ( N )
t2

Pour z = ™™ I'expression T () coincide avec celle de la matrice de transfert T} »(w)
définie par les relations (4.21).

Proposition 4.5.1 Si 8 est irrationnel, alors l’ezposant de Lyapunov 7y 3\ associé au
systeme dynamique linéaire discret engendré par T3 est tel que:

1
M 2 In(5) >0 .
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Preuve: Posons Ry (z) = 2T (z) pour tout entier k € Z. Les matrices ainsi définies sont
analytiques sur C. D’autre part: Vz € S, Vk € N, [|[Ri(2)|| = ||Tx(2)||. Par conséquent, la
fonction || In 4, Ri(-)|| est sous-harmonique ([Katz] T11.3.2) :

/lnHHRk Y| dv (6 >lnHHRk H_Nln— : (4.46)

Le flot S5 est ergodique. En vertu du théoréeme ergodique sous-additif [King],

N N
. ‘ | |
= Jim il [ 7)) = tim N/TlnHHTk(ew)Hdu(G)
k=1 k=1

—+400
1 N
— 1 it
= Jm /T In || k]:[le(el )| dv(8) . (4.47)
La proposition se déduit des relations (4.46) et (4.47). O

4.6 Preuve du théoréme 4.1.2

Preuve: Soit j € {1,2,3}. Considérons les représentants de deux familles d’opérateurs
unitaires (Un+(w))weq; et (Uz(w))weqn, construits autour des mémes suites constantes
et non-nulles de coefficients de réflexion et de transition r et ¢ et vérifiant 'hypothese
Hj. A toute réalisation de la famille d’opérateurs aléatoires (Uz(w))weq, est associé un
nouvel opérateur unitaire Up(w) défini par la relation (3.27). La famille correspondante
(Uo(w))weq, est encore faiblement mesurable. D’autre part, toute réalisation de 'opérateur
unitaire Py+Up(w)Py+ coincide avec une réalisation de la famille (Un«(w))weq;, elle aussi
faiblement mesurable. Pour chacune de ces réalisations, 04.(Un+(w)) C 04c(Up(w)) =
0ac(Uz(w)), la derniere égalité étant le fruit du théoréme de Birman-Krein [BK]. La conclu-
sion est des lors immédiate compte tenu du théoreme 4.1.1. O

4.7 Remarques complémentaires

4.7.1 Quelques mots sur ’invariance du support spectral

A Timage de certains travaux sur les matrices de Jacobi, il parait légitime de se de-
mander si, 'entier j étant fixé dans {1,2,3}, les supports des composantes absolument
continue, singuliere continue et ponctuelle de la mesure spectrale des opérateurs étudiés
(Uz(w))weq, sont invariants pour un ensemble de réalisations de mesure P; totale.

Comme pour les matrices de Jacobi ([CFKS]| chapitre 9), I'ergodicité de la transfor-
mation S, (;) associée aux espaces probabilisés (Qx(j)7‘7:x(j)7px(j)) ou j € {1,2,3}, la faible
mesurabilité des familles de projecteurs spectraux associés aux représentants de la famille
d’opérateurs (Uz(w))weq, et enfin I'unitarité des opérateurs (V;);ez définis par : Vu € 1?(Z),
Vk e Z,

(Viu), = Usiky o

permettent de démontrer la proposition 4.7.1:
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Proposition 4.7.1 Soit j € {1,2,3}. Il existe des sous-ensembles Xqc i, Yscj, Lpp;j AU
cercle unité S tels que:

Uac(UZ(w)) = Eatc,j P_] — Pp
Jsc(UZ(w)) = Esc,j Pj — Pp
opp(Uz(w)) = Zppj Pj—pp ,

ot la famille d’opérateurs unitaires (Uz(w))weq, est définie et faiblement mesurable sur

(25,75, F;)-

Il n’existe a I’heure actuelle pas de résultat analogue pour les familles d’opérateurs
(Un*(w))weq, a l'exception du théoréme 4.1.2. Je n’ai pas encore pu déterminer s’il existait
des ensembles invariants supportant les composantes singulieres du spectre de 'opérateur
Un+ pour presque toute réalisation de celui-ci.

4.7.2 En suivant Gordon ...

Les théoremes 4.1.1 et 4.1.2 ne fournissent qu’un information partielle sur la nature du
spectre des familles d’opérateurs (Uz(w)) et (Un+(w)). Une information plus précise peut
étre fournie pour la famille (Uz(w))weq, lorsque le coefficient 3 est liouvillien :
Théoréme 4.7.1 Si lopérateur Uy est construit a partir de suites de coefficients de
réflexion et de transition constantes non nulles et vérifie ’hypothése Hs(Z) avec B liou-
villien, alors le spectre de Uy est purement singulier continu pour presque toute valeur de
6.

Ce résultat est démontré dans [BHJ]. Il reprend une argumentation avancée par Gordon
pour certaines familles de matrices de Jacobi.
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Chapitre 5
Cas périodique

Lorsque les suites de coefficients de réflexion et de transition sont constantes, non nulles
et que les phases sont périodiques, les expériences numériques suggerent que le spectre de
Popérateur Uy« est absolument continu [BB]. Nous allons préciser au cours de ce chapitre
dans quelle mesure cette idée est justifiée.

5.1 Hypotheses et résultats principaux

Nous allons supposer a partir de maintenant que les opérateurs unitaires Uy« et Uz
sont construits a partir de suites de coefficients de réflexion et de transition (ry), (tx),
constantes, respectivement fixées aux valeurs non nulles 7 et ¢ (r? 4+ ¢ = 1). Nous suppo-
serons en outre que les phases (), (vy) vérifient 'hypotheése Hy v pour un entier M € N*:

Hy i 11 existe un entier N € N* et deux suites (O )kez et (Il )kez périodiques, de méme
période N tels que: Vk € Z,

Hpn =, Opin =6y
et pour tout k € Z tel que £ > M ou k <0,

0, = O , vp=ak+1I; .

Nous démontrons d’abord & 1’aide de la théorie de Bloch le résultat suivant:

Théoréme 5.1.1 Le spectre d’un opérateur Uz défini par des coefficients de réflexion et
de transition constants r ett, non nuls et des phases (0k)rez et (Vk)kez vérifiant ’hypothése
Hy 1 est absolument continu : 04.(Uz) = opp(Uz) = 0.

L’utilisation du théoreme 5.1.1 et du formalisme des matrices de transfert permettra
alors d’expliciter la nature spectrale de I'opérateur de monodromie Uy~ bati autour des
mémes coefficients de réflexion et de transition et vérifiant une hypotheése de la forme
H4’1\/[7 M e N*:

Théoréme 5.1.2 Supposons que lopérateur unitaire U soit construit a partir de coeffi-
cients de réflexion et de transition constants r ett, non nuls et de phases (0})rez, (V})kez
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vérifiant Uhypotheése Hy v . Alors

USC(UII\]*) == @

0ac(Ul) = 04c(Uz) = a(Uz)

opp(Ul) € S\ 0ac(Uz) - (5.1)
ot lopérateur Uy est construit avec les mémes coefficients r, t ainsi qu’avec des phases
(Or)kez, (Vk)kez vérifiant Uhypothése Hyq et telles que: Yk < 0, Vk > M, ) = 0,
U, = Ug.

Les valeurs propres de Uopérateur Uf. sont par ailleurs simples et en nombre fini.

5.2 Quelques mots sur la théorie de Bloch

Ce paragraphe introduit la notion d’intégrale directe d’opérateurs et ses principales
propriétés. Des exposés plus approfondis pourront étre consultés dans [Dix| paragraphes
I1.1 et I1.2 et [RS] chapitre XIII paragraphe 16.

Si v est la mesure de Lebesgue normalisée sur le tore T et H un espace de Hilbert
séparable, I'espace de Hilbert L2(T,v;H) est l'espace des applications v-mesurables ¢
définies sur T, a valeurs dans H et de carré intégrable :

[ 1ot@)dn(@) < +oc .
T

Cet espace est aussi identifié & I'espace L?(T,v) ® H. Une famille d’opérateurs bornés
(T'(x))zer (définie aux ensembles v-négligeables pres) agissant sur H est v-mesurable si
pour toute application r-mesurable ¢ a valeurs dans H, 'application :

T — H
z — T(x)¢(z) ,

est v-mesurable. Autrement dit, la famille est v-mesurable si et seulement si pour tout
(¢,90) € H x H, Dapplication (¢|T'(-)y)) est v-mesurable. L’application ||T°(-)|| est alors
v-mesurable, et la famille (T'(x)),er essentiellement bornée.

Un opérateur T borné, agissant sur L?(T,v; H) est dit décomposable s’il existe une fonction
T de L>(T,v; H) telle que pour toute application v-mesurable
¢:T—"H

et pour v-presque tout x € T, (T¢)(x) = T(z)p(x). Un tel opérateur T est aussi appelé
intégrale directe de la famille (T'(x)),eT et est parfois noté:

(S5]
T [ T@aa) e 171 =170

Cette construction admet en outre quelques propriétés naturelles. Ainsi, si Ty et T sont
des opérateurs décomposables, T + 15, T - T, AT} et T le sont également et,

D @
T+ Ty = /E (Tl(l') + Tg(l')) dy(a;) , T Ty = /ﬂ‘ Tl(l') . TQ(.%')CZV(.’IZ) ,

5] 52
ATy :/11‘ AT (z)dv(x) Tf‘:/T Ty (z)"dv(x) .
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Un opérateur décomposable T est unitaire si et seulement si la famille (T'(x)) zeT associée
est une famille d’opérateurs unitaires v-presque partout.

Ce formalisme se prolonge naturellement vers la théorie de Bloch ([RS], théoreme
XIIIL.86). Il est possible de relier le spectre d’un opérateur décomposable T' & la nature
spectrale des opérateurs (T'(x)),er. En voici une version unitaire que nous utiliserons dans
la suite:

Théoréme 5.2.1 Soient (U(x))zer une famille v-mesurable d’opérateurs unitaires agis-
sant sur CN et :

@
U:/T U(z)dv(x) .

Supposons qu’il eviste deur familles de fonctions (Yn)neqi,. Ny €t (An)neqi,... N}, définies
et analytiques sur le tore T privé d’un nombre fini de points, la premiére a valeurs dans
CN, la seconde ¢ valeurs dans S telles que :

- aucune fonction A, n’est constante,

= U(z)n(x) = A\p(2)Yn(z) pour tout x € T et tout n € {1,...,N},

- pour tout v € T, la famille (Yn(7))peqi,...Ny est une base orthonormale de CcN.
Alors, le spectre de U est absolument continu.

Ce résultat se déduit directement du théoreme XIII.86 [RS] énoncé pour des opérateurs
décomposables auto-adjoints.

5.3 Preuve du théoréme 5.1.1

La preuve de ce résultat distingue le cas ou la période est 1 (phases constantes) du cas
ol elle est supérieure ou égale a 2. Compte tenu du lemme 3.2.1, il suffit de prouver le
résultat pour le représentant de la famille Uz pour lequel : Vk € Z, v, = (—1)k+1vk.

5.3.1 Cas ou la périodicité est 1

Dans ce cas, le spectre du représentant des opérateurs Uy, est explicitement calculable.
L’hypothese Hy 1 se réécrit : Vk € Z,

0, =0ctv,=ak+uv .

ou 6, a et a sont des nombres réels fixés.
Preuve: L’écriture de I'image des vecteurs de la base canonique (¢ )xez se simplifie. En
effet, pour tout k € Z,

Uzdore = € T2 (irtdoy_1 + rop + irtdopi1 — > dopi2)
Uzdorer = € "2 (201 + itroop + r2dopsr + irtdopio)

Or, les espaces [2(Z) et L%(T,v) sont mis en correspondance unitaire par le biais de
I'opérateur unitaire W :

W:i*(Z) — L*T)

65



Pour tout vecteur ¢ appartenant & [%(Z) tel que:

¢ = chgbk avec Z|Ck|2 < +o0 ,
k€EZ keZ
(We)x) = D epe™ .
keZ

L’opérateur Uy est identifié a son équivalent unitaire WUzW™*. Notons P, et P, les pro-
jecteurs orthogonaux associés & la décomposition : L?(T,v) = L2(T,v) @ L?(T,v) ou:

L(T,v) = Vect {(e@k+Di), o} | L3(T,v) = Vect {(e2Fi) ez} .
Les équations (5.4) se réécrivent alors: Vz € T,

(UzP.¢)(x) = e '@+20) ((r* — £2€**)(Pe) (x) + 2itr cos z(Po)(x))
(UzP,p)(x) = e~ i(at+20) ((7“2 — t2e7 2% (P,¢)(x) + 2itr cos a:(Peqﬁ)(a:))

Considéré sur L?(T,v), Popérateur Uz est unitairement équivalent & I'opérateur de multi-
plication a valeurs matricielles V' ou:

V= /;B V(e dv(z)

et la famille V' (e*') de matrices unitaires est analytique sur T et définie par: Vo € T,

2itr cos(z) 12— t2e 2%

V(ei®) = e~i(a+20) < r? — 2% 2itr cos(x) )

Les valeurs propres de V (e?®) sont conjuguées et non constantes :

At (z) = e7i(a+20) (7"2 — 1% cos(2z) £i/1 — (r2 — 12 cos(2x))2> .
Le résultat découle alors du théoréeme 5.2.1. d

5.3.2 Cas ou la périodicité est supérieure a 2

La période N intervenant dans les hypotheses du théoreme 5.1.1 est maintenant supposée
supérieure a 2. La stratégie reste similaire. Le spectre ne sera cependant pas toujours
déterminé explicitement.

Preuve : L’introduction des suites N-périodiques (I/]:Ct) kez définies par: Vk € Z,

I/]j = O + 0211 — (H2k - H2k+1)
v, = bop+ 01 + (o — Mop_1)

permet de simplifier I’écriture de I'image des vecteurs de la base canonique. En effet, pour
tout k € Z,

ia (o —ivT 9 —iv- L it 9 —it
Uzpor, = e <17”t€ Yk o1 +r7e” "k pop +irte” "k oy — t7e "k ¢2k+2) ;

. i, . i, s + . s +
Uzdory1 =€ <—t2€ ik pop_1 + itre” "k o + eV pop g1 + drte ¢2k+2)
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Les espaces [2(Z) et L?(T,v) sont mis en correspondance unitaire par 'opérateur W défini
en (5.4). Les opérateurs Uy, et WUzW™ sont donc identifiés. La décomposition de Iespace
L?(T,v) est affinée:

LA(Tw) = | @) L3,(T)| @D |80 Ly (T)] (5.9)

ou pour tout g € {0,...,N — 1},

L3,(T,v) = Vect {(e@Nk+20)i-), 5}

et

L%qﬂ(r]r’y) — Vect {(e(sz+2q+1)¢A)keZ}'

Les projections orthogonales respectives sur ces sous-espaces supplémentaires seront notées
Py, Pyy41. Le calcul permet d’obtenir a nouveau un formalisme d’opérateurs de multi-
plication : pour tout ¢ € L?(T,v), pour tout ¢ € {0,...,N — 1} et pour v-presque tout
zeT,

(Prg1UzPq¢)(z) = irte *Ta)e(Py_1¢)(x)
) = P (P ()

x) = itreii(aJrV‘j)e*m(PmH¢)($)
)

)
)
(Poq11UzP2q9)(
J(@) = —tPe e (py he)(x)

(Pag2UzPagd)(x

_ _tZe—i(a-i-uq_)eZz‘a: (P2q71¢) (:L‘)
_ _t2€—i(a+ug)eix (qu(ﬁ) (.Z')
= P2 (Pyyp16) (@)

= itre D (Pyy 0) ()

(P2q—1UzPog+19)(x

(PaqUzPag+19)(
(Pag+1UzP2q119)(
(Paq+2UzPog+19) (@

x
T

)
)
)
)

L’opérateur Uz s’identifie unitairement a I'opérateur de multiplication a valeurs matri-
cielles Vv ou:

% .
VN = / Vn(e™)dv(x) .
T
La famille de matrices unitaires Viy(e®) est définie par: Vo € T,

2
VN(eiz) _ efia Z eikka
k=—2

ot les matrices constantes (T})re{—2,...2y s'écrivent a I'aide des blocs matriciels carrés D,
W, et W, de taille N de la maniere suivante:

0 O 0 D_

— 42 =1
T2— t<0 Wu> T1 ’LT‘t<Wu 0>

D_ 0
2
To—T< 0 D+>

iy W (W0
Tl—Z’I“t<D+ 0 > T,Q— t < 0 0
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e—iuo 0
.+
0 e ™ 0
Dy =
.+
O e_ZVN—l
0 6721/1
0 e*l’l/;
W, =
0 e WnN-1
e*ZI/O O
et .
0 e WN-1
—ivt
e ZI/O 0
_ o+
Wy = i
0
L+
e_ZVN72 O

La matrice Vi (e™) est unitaire pour tout 2 € T et I'application Vy(-) est analytique au
voisinage du cercle unité S. En vertu des résultats classiques sur la perturbation analytique
des matrices [Kato] paragraphes I1.1.4 et I1.1.8, Viy(e®) reste diagonalisable avec des
familles de projecteurs analytiques au voisinage de T privé d’'un ensemble fini de points
tandis que les parties nilpotentes des blocs de Jordan sont identiquement nulles. En vertu
du théoreme 5.2.1, il suffit de montrer que les valeurs propres des matrices Vi (e®) ne
sont pas constantes sur un ouvert non vide de T. Or, si c¢’était le cas, cette valeur propre
serait une valeur propre infiniment dégénérée de Uz. Ceci entre en contradiction avec la
remarque qui suit 'équation (3.21). O

5.3.3 Remarques

La réécriture comme opérateur de multiplication de 'opérateur Uz est généralisable
a tout opérateur borné multi-diagonal dont les coefficients sont périodiques le long de la
diagonale. C’est ce que résume la proposition suivante :

Proposition 5.3.1 Soient T un opérateur borné sur un espace de Hilbert séparable H et
p € N. Si T est (2p+ 1)-diagonal dans une base orthonormée (e;)icz et si les coefficients
de la matrice représentative de l'opérateur T dans cette base vérifient: AN € N, Vj €
{-p,...,0,....p}, Vk € Z,

Ty ki = Tkt NE+N+j

alors T' est unitairement équivalent a l'opérateur défini sur L?(T,v;CN) par:

® A
/ T(e")dv(x)
T
ot la famille de matrices carrées analytiques de taille Np, (T(e*®))zer est définie par:
Vz €T, V(j,k) € Z2,

(T(e"));5 = Tye' 0"
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et k est le représentant dans {1,...,Np} de la classe de k modulo (Np).

Il est par ailleurs possible d’avoir un apercu du spectre des opérateurs Uz construits a
partir de phases vérifiant I’hypothese Hy 1 lorsque la période est supérieure a 2 et lorsque
les coefficients de réflexion et de transition sont constants mais proches de 0 ou 1.

En effet, si r = 1 (i.e. t = 0), Vopérateur Uz est diagonal dans la base canonique.
Compte tenu de la périodicité des phases mises en jeu, le spectre de cet opérateur se
réduit & un nombre fini de valeurs propres isolées de multiplicité infinie:

o(Uz) = {e~ 02t 021 =Thg Hl20t1) . g € {0, N —1}} .

Les résultats standards sur la perturbation des opérateurs linéaires [Kato| combinés au
théoreme 5.1.1 permettent d’obtenir la structure du spectre de l'opérateur lorsque les
coefficients de transition ¢ sont suffisamment faibles. Le spectre est alors constitué de
petites portions disjointes de spectre absolument continu centrées autour des points:
e~ iat02 02051~ T2gH241) g e {0,... N — 1}. La répartition des bandes dépend donc
fortement des valeurs prises par les termes des suites (0x)ieq1,...2ny €t (Ik)keqr,... 2n}-
D’un autre coté, si t =1 (i.e. 7 = 0), I'opérateur de multiplication Vi est défini par:
Ve e T, )
— 21T
VN(ezx) =—c ( VVleO Wuggm ) )

avec

det(Vy (e®) — X) =

—

(_1)Ne—i2mNe—iNaeiV o XN) . ((_1)Nei2azNe—iNaeiV o XN)

o v = (O2k + 21 — Mgy, + pp—q)

=z

iy
=)

Le spectre de 'opérateur Uz se décrit alors comme la superposition de deux ensembles
de bandes (B 1 )req1,...N} et (Br,—)kef1,..., N} se recouvrant, parcourant deux fois le cercle
unité, soit dans le sens trigonométrique soit dans le sens horaire et définies par:

B._ = {67i2x6i(7rfa)ei(%+%ﬁ);xGT}
Bry = {eiZmei(ﬂ—a)ei(%-l—%Tﬂ);xeT}

Ces bandes se définissent a partir de points régulierement espacés. La répartition ne dépend
plus des valeurs prises individuellement par chaque phase mais seulement d’une combinai-
son linéaire de celles-ci.

5.4 Preuve du théoréme 5.1.2

L’objectif est d’établir maintenant la nature spectrale d’'un opérateur de monodromie
Uf. construit avec des coefficients de réflexion et de transition constants, r et ¢, non nuls et
des phases (6 )rez, (V))kez vérifiant Phypothese Hyng ot Uentier M est fixé. Nous ferons
pour cela référence aux propriétés spectrales d’'un opérateur Uy construit a partir des
mémes coefficients r, t et de phases (0k)kez, (Vk)kez vérifiant I'hypothese Hy 1 coincidant
asymptotiquement avec les phases (0} )kez, (V) kez: Yk <0, Vk > M,

0, = Oy, et U = Uk .
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Nous introduirons également un nouvel opérateur unitaire sur [2(Z) U}, défini de
la maniere suivante: U} = Uy + F, ou 'opérateur unitaire Uy est défini par (3.27) et
lopérateur Fy par: Fp = U{W — Py+UyPy+. Par construction, Fy est de rang fini M + 2.
Autrement dit,

Ul = Pr U} Py
et U(I]:U0+F2:UZ+F1+F2:UZ+F
ou F=N+F, .

L’opérateur F est de rang fini.
Le reste du chapitre est consacré a la démonstration du théoreme 5.1.2. La preuve fait
l’objet des propositions 5.4.1, 5.4.2, 5.4.3 et 5.4.4.

5.4.1 Absence de composante singuliére continue

Proposition 5.4.1 Un opérateur unitaire Uk. construit avec des coefficients de réflexion
et de transition constants r ett non nuls et des phases (0})rez, (V). )kez vérifiant Uhypothése
Hy v n’a pas de spectre singulier continu :

osc(Ug) =0 .

Notations: Soit ( = re® o1 0 < r < 1 et § € T. Si U est un opérateur unitaire agissant
sur un espace de Hilbert séparable H et (E(A))aep(r) sa famille spectrale associée, nous

écrirons: V(¢,¢0) € H x H, V¢ € C\ SU{0},
RUSL = UU-Q '=01-¢Uun)™!

o, (U,0) = R(UL) —RUL)  on (:%:%w,
Par ailleurs, pour tout (¢,0) € H x H,
d
rligl_ <¢|(57«(U,0)¢> = @<¢|Eac(9)¢> , V—=DPP, (518)

ou E,. représente la composante absolument continue de la famille spectrale E [KK].

Preuve: Soit Uy l'opérateur unitaire construit a partir des coefficients de réflexion et
de transition qui définissent U}, et de phases (0x)rez, (Ug)rez vérifiant hypothese Hy 1
telles que: Yk < 0, Vk > M, 6, = 0, v, = vg. L'opérateur F étant de rang fini, en
vertu du théoreme de Weyl, l'opérateur U et par 1& méme UJ., ne peuvent avoir que du
spectre discret dans p(Uz) NS. Il reste a examiner 'occurence de spectre singulier continu
pour Uf. au sein de 'ensemble o(Uz). L’espace cyclique engendré par RanF* sera noté
Hp+. Les mesures spectrales des opérateurs unitaires U et Uz opérant sur les vecteurs
appartenant a Hf* coincident (lemme C.1.1). Autrement dit,

Hoo(U) N HE =0
et HSC(U{\]*) ﬂ H#* == @ .

Pour montrer ’absence de composante singuliére continue au sein du spectre de ’opérateur
U} (et donc au sein du spectre de UY.), il suffit de montrer que la restriction U/ n’a
0 N+ ) O s
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pas de composante singuliere continue dans ’ensemble o(Uyz). L'espace Hp- réduisant
simultanément les opérateurs U} et Uz (lemme C.1.1), on a: V¢ € C\ SU {0},

R(UZaC) Hps = R(UZ [H = aC)
R(Uy0) e = RUgpe,.€) -

Ainsi, ¢ € C\SU{0}, ¢ =re'?,
(1 = CF*R(UzC) 1y )07 (U 0) (1 = CF* R(Uz,C) 1) = 0r(Uz,0)
et V(o) € Hp= x Hp~,

(1 = CF*R(Uz 40 ,0)) 8107 (U 3y e ) (1 = CF*R(Uzpyn ,C))Y) =
(1= CF*R(Uz,C) 4o ) 0100 (Ug,0) 11y (1 = CF*R(UZ,C) i )0) = (9100 (Uz iy ,0)0)
= (¢|6-(Uz,0) 11 0) -

Soit P le projecteur orthogonal sur Ran F* = Vect{¢y;0 < k < M + 2}. Le sous-espace
Ran P est stable sous 'action de 'opérateur 1 — (F*R(Uz.C) . - V¢ € C\ SU {0},

(1= CF'R(Uz,) ) P =P (1 = CF*'R(Uz,C) pppen ) P -

Soit ¢ un vecteur de Ran P. Si,

zZ = {C € S’det (1 - CF*R(UZ’C))[RanP—»RanP = O} ’ (520)

il est possible de définir une famille analytique de vecteurs (¥(())¢eg\ z vérifiant : V¢ € S\ Z,

{ ¥(¢) € RanP
(1= CF*R(Uz,Q) e ) PY(C) = P (1 = CF*R(Uz,C) ) PY(C) = &

L’objectif du calcul qui va suivre est de déterminer la structure de ’ensemble Z. Par
construction,

F= > cirleg) ol - (5.21)

(j,k)€{0,..., M+2}2

Compte tenu de 'équivalence unitaire (5.4) établie par l'opérateur W entre [%(Z) et
L?(T,v), lopérateur F est unitairement équivalent :

WEW" = Yo crPr ol P = WIg) ok W = W) (W] = [eF)(e™] .
(j,k)€{0,...,M+2}2

Considérons la matrice carrée de taille M + 3 dont les coefficients d’indices (n,m) appar-
tenant & {0,...,M + 2}2 sont donnés par: V¢ € C\ S,

<¢n‘PF*R(UZaC)P¢m> = <¢n‘F*R(UZ7C)¢m>
= > GalilUzUz — ) om)

7€{0,...,M+2}
= > Gl WUL(Uz — Q)7 Wre™) . (5.23)
7€{0,...,M+2}
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Or, en vertu du théoreme 5.1.1, WUzW™* s’écrit comme opérateur de multiplication :
@ .
WU,W* = / Vn(e™)dv(z) .
T

ou Vy est une famille d’opérateurs unitaires se prolongeant analytiquement au voisinage du
cercle unité S et dont les valeurs propres (\;);e(1,... 2n} ne sont pas constantes. Selon [Kato,
il existe une famille d’opérateurs unitaires V' et des familles de projecteurs orthogonaux
(P)ieq1,...,2ny associés a chaque valeur propre, analytiques sur S privé d’un nombre fini de
points tels que: Vx € T,

Z)‘l za: 1P( )V(eza:)

Il s’ensuit: V¢ € C\ S,

WUz =W = [ Ve (Zm(e“m(e“)) V(e )du(z)

- /T@V( “Ldu(x (Z/ M (e®) ”)du(m)) /T@V(em)dz/(x)

2N ' ' \ ®
=V <;/T Ai(e™)P(e )dy(m)>V ou V:/T V(e"™)dv(z)

L’équation (5.23) se réécrit alors de la maniére suivante: V(n,m) € {0,...,M + 2}2,

2N D ) (i) P (piT ,
(On| PF*R(Uz,Q) Pdm) = Z Z c]_~n(eij'ﬂ/'*/T Mdu(m)Vem)

1=1 je{o,. ,M+2} Ai(et) = ¢

- € e*)e” WV )™ cdy(z) .
0<J§]\:4+212; ! / T N(efr) — ¢ (e)e™™ )cdy (x)
(5.26)

La quantité (5.26) est une somme finie de termes de la forme:

flnm( )
)\l(elm) _ C

ou fin,m est analytique dans une couronne contenant S privé d’un nombre fini de points
et dont la largeur est indépendante des indices I,n,m. Cette intégrale se prolonge analyti-
quement lorsque || tend vers 1 en tout point e pour lequel e = \;(e%¢) et \j(e@?) £ 0.
Soit en effet I € {1,--- 2N} fixé et posons ¢ = re et e = \(¢/*¢) en supposant que
)\g(e””@) #£ 0. La fonction )\; étant analytique au voisinage du point €?*¢, elle applique bijec-
tivement un voisinage Ny C C de €™ sur My dont I'intérieur contient e??. Soit Dy C Mj
une déformation réguliere du cercle unité vers 'extérieur du disque unité qui ne passe pas
par 9. L’'image réciproque Afl(Dg) C Ny reconnectée a ses extrémités a S est un chemin
régulier Cy le long duquel :

e (@)

fl n m(em

) fl,n,m(z)
T Ai(e) = ¢ I

New) — ) = cp Mi(z) = ¢

z .
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La derni¢re intégrale étant analytique en ¢ sur un voisinage M) C My contenant e la
matrice dont les coefficients sont décrits par (5.26) se prolonge analytiquement pour ¢
appartenant & S en dehors d’'un ensemble fini de points noté A. Le déterminant défini en
(5.20) possede un nombre fini de zéros sur tout arc de cercle fermé strictement compris
entre deux points de 4. Néanmoins, ces zéros peuvent s’accumuler autour des points de
A. L’ensemble Z est donc dénombrable.

Pour au voisinage de n’importe quel point e? de S\ Z, V(e?), on a: V(¢ € V(e'?)

B = D dl(Q)x

0<k<M+2

ott les fonctions dj,(¢) sont analytiques sur V(e?). Ainsi, pour un vecteur fixé ¢ de Ran P,

Vo eS\ Z,

(@lo-Us.0)) = > di(Q)dw({) (16 (Uz.0)dn) - (5.30)

k,je{0,...,.M+2}

En passant a la limite pour chaque terme de la somme ci-dessus, on obtient :

d
lim (6510, (Uz.,0)¢) = =595l Eacz(O)r) 0 —pp

pour tous les entiers j et k appartenant a {0,...,M + 2}. L’ensemble des points pour
lesquels cette limite n’est pas définie constitue un support, noté Sj;, de la composante
singuliere de la mesure (¢;|Ez(-)¢r) (Annexe C, corollaire C.2.1). Autrement dit, il est
possible de passer a la limite dans l'expression (5.30): V0 € S\ Z,

. d
lim (6500, (UgO)én) = >, &(Qdw(C) 55 (05| Bacz(0)r)
" k,j€{0,...,M+2}
= (¢ Baco(¥)®) € LY(T) 0 —pp .
Le support de la composante singuliere de la mesure (¢|Fo(+)¢) est contenu dans ’ensemble
U Sjk uZ.

4,k€{0,...M+2}

Le spectre de I'opérateur Uz, étant absolument continu, les supports S sont vides. La com-
posante singuliere de la mesure (¢|Ey(-)$) n’est donc portée que par 'ensemble dénombrable
Z. Un ensemble dénombrable de points ne pouvant étre le support d’une mesure continue,
la composante singuliere continue de la mesure (¢|Eo(-)¢) est nulle. Cela signifie en parti-
culier que: o(Upyy,..) = 0 et donc o5c(Ug) = 0. Le projecteur Py« réduisant Ug, la méme
conclusion vaut pour o4.(Uy+). O

Remarque : La preuve de la proposition 5.4.1 s’adapte a toute perturbation de rang fini
F.
5.4.2 Intervention des matrices de transfert

L’objectif est maintenant d’examiner les propriétés des éventuelles valeurs propres de
l'opérateur Uf. et de délimiter la composante absolument continue o4 (Uf.). Le forma-
lisme des matrices de transfert et le lemme 5.4.1 permettent de mener a bien cette tache.
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Lemme 5.4.1 Soit M € GLo(C) telle que : |det M| = 1. Ses valeurs propres seront notées
my et m_ (|my| > |m_|). Etant donné un vecteur ug de C? de norme 1, deuz situations
s’excluant mutuellement peuvent se présenter:
— ou bien |my| = |m_| =1 et la suite (||M7ugl|)jez est bornée inférieurement par une
constante strictement positive et croit au mieuz linéairement,
— ou bien |my| > |m_| = |my|7! et la matrice M est diagonalisable. Le comportement
asymptotique en j de la quantité |MJug|| a une croissance ou une décroissance
exponentielle.

Preuve : L’espace vectoriel C2 est muni de sa base canonique (e ,e_). Soit ug € C2. 1l
existe (\,u) € C? tel que: ug = Aey + pe_.

Si les valeurs propres de la matrice M sont de modules distincts, M est diagonalisable
et les sous-espaces propres associés sont dirigés par des vecteurs notés w4 et u_. Si P est
la matrice de passage de la base canonique a la base (u4,u_), alors, pour tout n € Z:

M":Pl<m1 0 >P.

0 m"

et M"ug = AmZiuy +pm2u_ = Am’ Pey + pm” Pe_. Par conséquent, Vn € Z:
L P (e \m—\”HMU—H‘ < 1M uol| < fm [" Mg || + [ " lpu] . (5.33)

Par hypothese, |det M| = |my|m_| = 1. Nécessairement, |m| > 1 et |m_| < 1. La
quantité ||M™ug|| est nécessairement exponentiellement croissante ou décroissante lorsque
n tend vers £o00.

En revanche, si les deux valeurs propres sont de méme module, alors [m| = |m_| = 1. Si
la matrice M est diagonalisable, on montre alors en reprenant les calculs précédents qu’il
existe deux constantes strictement positives c et C telles que: Vn € Z, ¢ < [|[M"ug|| < C.

Si la matrice M n’est pas diagonalisable, les deux valeurs propres sont égales a m avec
|m| =1, et il existe P € GLy(C) telle que:

0 m

PlMP:P<m 1 )Pl .

Pour tout n € Z: .
n n—
P lM"P=P ( ”8 ””;Ln ) Pt

et M™ug = m™ ' (Am + un) Pey + pm"Pe_. On obtient alors les inégalités suivantes
Vne€Z:

|Am + pnl [ Pe || - HuPe—H‘ < 1M uol| < (Al + nluD)[Pesl + [uPe—]| -

Sipu=0,Yn€Z, || M ul| = ||uo|| = 1. Sinon, ||M™ugl|| est bornée inférieurement et croit
au mieux linéairement en |n| lorsque n tend vers +oo. O

Notations: Soit A € T fixé. La suite de matrices de transfert (77 ,)ren+ associée a
l'opérateur de monodromie Uj. est périodique de période N & partir du rang M. De
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méme, la suite de matrices de transfert (T} »)rez associée a l'opérateur Uy, est également
N-périodique et par construction coincide asymptotiquement avec la suite (T ,)gen-:
Vk>M+1, T, =T Soit ne {M+1,.... N+ M} et

! / !
Ry =Ty NaToeN—1x " Tntin = TognaTngv—10 g -

Compte tenu de la relation (3.20), Vn € {M +1,... ,N + M}, det Ry, » est de module 1
et indépendant de A. D’autre part, pour toute valeur fixée de A € T, les matrices (R )
ont mémes valeurs propres Fy; et E)_. Vue la définition de la famille des matrices de
transfert (équation (3.25)), les matrices (R n)ne{M+1,.,mM+n} sont des polynomes en
et et e~} Les applications

RNy, : T — GL4(R)
A= Rypa

sont donc analytiques. Par conséquent, les valeurs propres Ey; et E)_ sont donc analy-
tiques sur T \ Xy ou Xy est 'ensemble des points de croisement de ces valeurs ([Kato]
paragraphe I1.1.8) :

Xn={AeT;Exy =Ex_} .

Les projecteurs propres des matrices (Ry,,x) sont également analytiques sur T \ Xy
([Kato] paragraphe I1.1.8). L’ensemble Xy est fini ([Kato|, paragraphe I1.1.1)

Partant de la, la présentation des solutions formelles de ’équation aux valeurs propres
associée & Uf. se réécrit de maniere plus simple. Soit ¢’ une solution propre généralisée
de Péquation : U9’ = e et (u})gen+ € (C?)N" la suite définie par: Vk € N*,

uj, = < Vo > eC? . (5.39)

/
TIZ)2I<:+1

La connaissance des matrices (Ry2) et du vecteur v} suffit & construire une solution
généralisée de I’équation aux valeurs propres. Ainsi, pour tout [ € N\ {0,1},

u; - j—’ll’)\ PP TZI’A’I,Ll .
En particulier, Vn € {M +1,...,M + N}, Vj € N,
WiNyn = (Rﬁv,n,x)juln = (R§V,n,>\)jTr/L,)\TT/L—1,)\ Ty puy (5.41)

Néanmoins, pour que v’ soit une solution propre généralisée, le vecteur u} doit satisfaire
une condition particuliere donnée par les équations (3.16) : det(T) \uj;vy) =0, ou:

, 2
r i@ —y) [t =T\ (000
AT E < P2 oitr ) 10

- 1 (0 / / T
vy, — el)\ < 0 > —e 2(00+91+v1) < Zt > . (542)

La présentation des solutions généralisées de I’équation aux valeurs propres associée a Uy
se rééerit également plus simplement. Soit 1 une solution propre généralisée de I’équation :
Uz = €. La suite (up)rez € (C2)? est définie par: Vk € Z,

Uk:<7,z)1§lij—1>€(:2 .
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La connaissance des matrices (Ryp,x) et du vecteur u; suffit & construire une solution
généralisée de 1'équation aux valeurs propres. Ainsi, pour tout n € {M +1,... .M + N},
J €,

u = T‘LA...TQ,)\ul si [>1
w = T Toiu  si 1<l (5.44)

. _ pJ
et ujNi1n = RN’n’Aun.

Proposition 5.4.2 Lorsque l'opérateur de monodromie U{. est construit avec des coef-
ficients de réflexion et de transition constants r et t non nuls et des phases (6,), (vy,)

vérifiant I’hypothése Hya n,

opp(Un-) C p(Uz)
o(Ux-) \ 0pp(Un+) € 0(Uz)

ou lopérateur Uy, est construit avec les mémes coefficients r et t et des phases (0), (vk)
vérifiant Uhypothése Hyy telles que: Yk <0, Vk > M, 0; = 0y, v}, = vy.

Preuve : Soient ¢ une valeur propre de Ui et ¢ € I2(N*) un vecteur propre associé. Si
(u),)ken= est définie par équation (5.39), alors:

oGl =) P < oo

JEN* JeN*

ce qui entraine: Vn € {M +1,... ;M + N},

> tnanl® =D IRy s < 400
jEN jeN

Comme 1)/ est un vecteur propre de Uy+, compte tenu des conclusions du lemme 5.4.1, le
terme général de la série précédente est exponentiellement décroissant en j. Cela entraine
également que les valeurs propres Ey et E)_ des matrices (Ryn\)ne{d+1,..,M+N} Sont de
modules distincts. La valeur de A étant toujours fixée, il est possible de construire une so-
lution généralisée de I’équation aux valeurs propres pour Uy en s’appuyant sur la définition
des matrices (Bnn\)ne{M+1,.,M+N} €t sur les équations (5.44) pour tout choix de vec-
teur u; de C2. Les valeurs propres des matrices (RNm,)\)ne{MHW,MJFN} étant de modules
distincts, en vertu du lemme 5.4.1, toute solution propre généralisée v de Uz, associée a
la valeur propre e** admettra une sous-suite de coefficients croissant exponentiellement
en +oo. D’apres le théoréme A.0.1 énoncé en Annexe A, nécessairement e™ € p(Uz) et

opp(Ug-) C p(Uz).

On a également démontré au passage que tout vecteur propre 1’ de l'opérateur Uj.
a des coefficients exponentiellement décroissants dans la base canonique de [#(N*). Ainsi,
si e € o(UL) \ opp(Uf.), les valeurs propres des matrices (RN )ne{M+1,...M+nN} sont
nécessairement de méme module. En vertu du lemme 5.4.1 et des équations (5.44), toute
solution propre généralisée 1) de Uy associée a la valeur propre e a donc des coefficients
croissant au mieux linéairement dans la base canonique de (*(Z). D’aprés le théoréme
A.0.1, ceci permet d’affirmer que e € o(Uz) et o(Uk.) \ 0pp(U) C o(Uz). O
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Si ¢ est un vecteur propre associé & la valeur propre e** de Iopérateur U, ses coefli-
cients satisfont naturellement la condition au bord (5.42) et décroissent exponentiellement
dans la base canonique de [?(N*). Autrement dit, e est valeur propre de Ul si et seule-
ment si les valeurs propres des matrices (Ry p \)ne (M+1,..,M+nN} sont de modules distincts
(|IEx—| < |Exy]) et:Vne{M+1,... M+ N},

TT,L,)\ ce T2’7)\u’1 € Ker (RN,n,)\ — E)\_)
det(vy; T \uy) =0 ’

soit encore Vn € {M +1,... .M + N},
det(vx; T A(T50) e (Th ) " Hunn,—) = 0 = det(T}, ... Ty \(TL ) "' onjurn, ) (5.47)

ou uy ,,— est un vecteur propre de la matrice Ry, dirigeant le sous-espace propre associé
a la valeur propre F)_.

Les applications Ry . étant analytiques sur Tpour tout n € {M +1,...,M + N}, les
familles de vecteurs (u) ,,—)reT peuvent étre choisies analytiques sur T\ Xy (voir [Kato]).
Par commodité, nous poserons: VA € T, Vn € {M +1,... M + N},

'Un7>\ = T7IL7>\ e TZI’A( ;’A)il'l})\ .

Les applications A — det(uyn,—;vn,») sont analytiques sur T \ Xn. Nous allons montrer
maintenant qu’au voisinage de chaque point de croisement A\g de Xy, il existe une valeur de
ne{M+1,... M+ N} pour laquelle les vecteurs propres et valeurs propres de Ry, x se
développent en puissance de v/A — Ag. L’application correspondante A — det(uy n,—; vn 2)
se développe également en puissance demi-entiere au voisinage de ce point de croisement.
La clé de ce résultat s’appuie sur le lemme 5.4.2:

Lemme 5.4.2 Soit (M)y)xer une famille de matrices inversibles définie par :

a) b)\
My =
A <C)\ d)\> ’
ot les fonctions ¢, d sont analytiques mais non-constantes en A. Si le déterminant d s
de cette famille de matrices (M)) est indépendant de A\ et non nul, alors au voisinage

d’un point de croisement Ao, les valeurs propres et les vecteurs propres de cette famille se
développent comme une série en puissance de /A — Ag.

Preuve: Les valeurs propres de la famille de matrices (M) s’écrivent :

d ; dy)?
Ey\; = L—;)‘ + (—=1)/ \/W%A) —dp; pour j€{0,1} . (5.49)

Dire que Ay est un point de croisement de ces deux valeurs propres revient a écrire:
(ax, + dxg)? — 4dpr = 0. La quantité (ay + dy)? — 4dys étant analytique en A et s’annulant
en )\g, au voisinage de A,

+oo
(ax+dx)? —ddyr = > tn(A = Xo)" . (5.50)
k=1
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Les fonctions ¢ et d n’étant pas constantes, il existe nécessairement un entier strictement
positif n pour lequel ¢,, # 0. La combinaison de cette équation avec I’expression des valeurs
propres (5.49) fournit le développement escompté des valeurs propres au voisinage du point
de croisement Ag. Si I'une des fonctions analytiques by ou ¢y n’est pas constante, il existe
un voisinage de Ao, V(Ao) telles que: VA € V(Ag) \ {Xo}, bx # 0 (resp. ¢y # 0). 11 suffit
alors de prendre comme vecteur propre associé¢ a F) j,

axgd,\ + (_1)]'1 /(GAZdA)Q —dy ou b ‘
e

aA;dA + (_1)j+1 (a/\‘sz)2 —dyy

L’intégration du développement (5.50) au sein de lexpression des vecteurs propres leur
donne un développement en puissances de v/ A — Ag sur un voisinage de Ag. O

Le lemme 5.4.2 s’applique en particulier a la famille de matrices (RN,n,-)ne{M+1,...,M+N}-

Proposition 5.4.3 Le spectre ponctuel d’un opérateur de monodromie Uf. construit avec
des coefficients de réflexion et de transition constants r et t non nuls et des phases (0},),
(v,) vérifiant I’ hypothése Hyn ne comporte qu’un nombre fini de valeurs propres simples.
Preuve: Soit ¢ € S fixé. Sl existe un vecteur propre v’ de Popérateur Ul pour la
valeur propre e, alors
lim ||u}]| =0 .
i

Ceci ne survient que si les conditions (5.47) sont satisfaites. La valeur propre e est

nécessairement simple. Montrons qu’il n’y en a qu’un nombre fini. Soit €™ une valeur
propre de l'opérateur U{.. Les valeurs propres correspondantes des matrices Ry, x sont
de modules distincts : |Ey | # |Ex_| et € € T\ Xy. Le module des valeurs propres restant
continu au voisinage de A, il existe une boule ouverte de centre A et de rayon € > 0, B(\,e) a
I'intérieur de laquelle, pour toute valeur de yu: |Ey, | # |E,, —|. Par ailleurs, les applications

A det(u)\,n,—; Un,)x)

étant analytiques et non identiquement nulles sur T \ Xy, elles n’admettent donc qu’un
nombre fini de zéros sur B(\,e’), quel que soit €' €]0,¢[ (conséquence du lemme des zéros
isolés). Par conséquent, e est nécessairement une valeur propre isolée. Les seuls points
d’accumulation éventuels de 0, (U{.) appartiennent & Xy U{A € T: Exy # Ex_,|Exy| =
|Ex-}.

Soit Ag € Xn. En vertu du lemme 5.4.2, les fonctions
A = det(uy p,—; Un,2)

se développent en puissance demi-entiére sur un voisinage de g, V(Ag) \ {Mo}. Compte
tenu des conditions (5.47) nécessaires a I'existence des valeurs propres, il ne peut y avoir
de valeurs propres sur ce voisinage.

Soit A\g € {\ € T: Exy # Ex_,|Exi| = |Ex_|}. Les fonctions
A det(u)\,n,—; Un,)x)
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étant analytiques et non identiquement nulles au voisinage de ce point, il ne peut exister
de valeurs propres sur ce voisinage en vertu des conditions (5.47). Le spectre ponctuel
ne possede donc pas de points d’accumulation. Inclus dans I’ensemble compact S, il n’est
donc constitué que d’un nombre fini d’éléments. O

Proposition 5.4.4 La composante absolument continue du spectre de l'opérateur de mo-
nodromie Uf. construit avec des coefficients de réflexion et de transition constants v, t
non nuls et des phases (0}), (v},) vérifiant Uhypothése Hanm coincide avec la composante
absolument continue du spectre de l'opérateur Uz construit avec les mémes coefficients r,
t et des phases (0f), (vk) vérifiant Uhypothése Hy 1 telles que: Vk <0, Yk > M, 6; = 6y,
U, = Uk

Preuve: Comme lopérateur Uz — U/ est de rang fini, le théoréme de Birman-Krein
permet d’affirmer que: 04.(Uz) = 04c(U))). Mais comme le projecteur Py» réduit Uj, on
a: 04c(Ul) C 04c(Uz).

Les propositions 5.4.2 et 5.4.1 établissent que o(Uf.) est constitué de la réunion dis-
jointe de 04c(Uf) et opp(Uk+). Compte tenu de la proposition 5.4.2, nécessairement,
0ac(Uz) = 0(Uz) C 04c(Uk+). Ceci fournit I'inclusion réciproque et conclut la preuve
de la proposition. O

La collection des propositions 5.4.1, 5.4.2, 5.4.3 et 5.4.4 permet de reconstituer le
théoreme 5.1.2.
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Annexe A

Fonctions propres généralisées et
spectre d’un opérateur unitaire

L’objectif de ce paragraphe est de caractériser le spectre d’un opérateur unitaire U,
multi-diagonal sur une base orthonormée d’un espace de Hilbert séparable H, en terme
de croissance des coeflicients dans cette base des solutions généralisées de 1’équation aux
valeurs propres:

Up=e™p , ANeT .

Le résultat principal est le suivant :

Théoreme A.0.1 Si L désigne N, N* ou Z, si p € N et si U est un opérateur unitaire
(2p + 1)-diagonal sur L, agissant sur H, alors,

o(U) ={e* €S:U¢p = e*¢ admet une solution polynémialement bomée}css

Un résultat similaire existe pour certaines familles d’opérateurs auto-adjoints [S1]. La
preuve du théoréme A.0.1 est ici effectuée pour L = N* (pour le cas L = Z, voir [BHJ]).

A.1 Préliminaires

La base orthonormée sur laquelle 'opérateur U est (2p + 1)-diagonal (p € N) est notée
(¢k)ken+. Soit I un intervalle de R. La projection orthogonale sur 1’espace :

Vect {¢p;k € N*N T}

sera notée Pr. On notera Oy = I — P;. En particulier, pour tous entiers naturels n,m,
n<j<m

Si U est un opérateur unitaire (2p + 1)-diagonal dans la base (¢g)ren=, on dispose des
relations algébriques suivantes :

PrmU = Plom]U Plnpmp)

UP[n,m} = P[nfp,m+p}UP[n,m] .
Lemme A.1.1 Soient U un opérateur normal agissant sur H, (2p + 1)-diagonal (p € N)
sur une base orthonormée (¢n)nen+ de H, z un point de l’ensemble résolvant de U et ¢

une solution propre généralisée de l’équation : U¢p = z¢. Alors la suite ({(pr|P))ken+ admet
une sous-suite a croissance exponentielle.
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En remarquant que: (U — 2)Pr¢ = —(U — 2)Qr¢, pour tout intervalle I borné, et que
Popérateur U est (2p+1)-diagonal, on peut réécrire toute équation de la forme: (U —z)¢ =
0 de la maniére suivante:
(U — Z)P[(ﬁ = P[(U — Z)P[(;S—{— Q[(U — Z)P[gb

= —Pi(U-2)Qr¢+Qr(U — 2)Pr¢

= —PUQr¢+QrUPr¢ . (A.5)
Preuve : L’opérateur U est normal. Pour tout point z de son ensemble résolvant, I’'opérateur
(U — 2)~! est aussi normal. Ainsi, ||(U —2)7!|| = r,((U —2)71), ol 7, est le rayon spectral
de l'opérateur en question. Or, r,((U — 2)~!) = dist (z,0(U))~! ([Kato] (III 6.16 p.177))
et: Vi € H,

1
<— (U - . A6
141 < ey |V (A6)
Comme z € C\o(U),ona ¢ ¢ H et
Tinn | Py = +50 . (A7)
Soit n un entier n > 3p. En utilisant le fait que Py, ;¢ € I?(N*) et P'équation (A.6)

1
[1Ppm#ll < WH(U —2)Ppndl - (A.8)

D’apres la remarque (A.7), pour tout e appartenant & l'intervalle ]0,||U || ~2dist(z,0(U))?]

il existe n. € N* tel que pour tout n > n.,

1P n-pdll* > € Po2gol® - (A.9)

En appliquant alors I’équation (A.5), on obtient pour tout n > max(n,3p),

)

PpmUQpn) = Plpn)UP0,ptn)Qlp,n]
= PpnU(Pop-1] + Pint1,p4n)) €t
Q[p,n]UP[pm} = Q[p,n]U(P[pQP] + P[2p+1,nfp] + P[nfpﬂ,n]) :

En remarquant que,

Qup,n)UPapt+1,n—p] = Q. Pp+1,0UPr2prin—p) =0

la derniére équation se réécrit :

Q[pm}UP[p,n} = Q[pm}U(P[p,?p] + P[nfpﬂ,n]) .

En utilisant le fait que pour deux intervalles I et J disjoints, les images respectives des
projecteurs Pr et Py sont orthogonales, le théoreme de Pythagore permet d’écrire,

(U = 2) Pyl = 1PpUQpudl® + 1QpmUPpnsll?
= [|PpmU(Pop-1) + P[n+1,p+n])¢H2 + 1@ U (Pip.2p) + P[n—p+1,n])¢H2
< NP (1Pop-12 1 + 1 Prs1psmi@l? + 1 Pp,201 8117 + | Prn—ps1,m 0 1I°)
= U7 (1Po2p¢l” + | Prnin @1 = 1 P 011%)

U1 (1 Po,20 8117 + 1Pt p 011> = [ Ppin—pi@11%) - (A.12)
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En combinant les inéquations (A.9) et (A.8) pour tout n > max(n.3p), on obtient
I'inégalité suivante,

1
2 2 _ 2
1Ppn—p®ll® < [Ppnoll” < Tist(z.0(0))2 (U - 2)9||
1
WHUHQ (ell Ppn—p®I” + |1 Ppnsp 81> = 1Ppn—p@ll?)

qui entraine,
dist(z,0(U))?
Hp[p,ner}(buz =z < U2 +1-—e Hp[p,nfp}‘buz .

Comme ¢ < dist(z,0(U))?||U||~2, on montre par récurrence que: Yk € N;n > max(n.,3p),

k
dist(z,0(U))? 2
Pmsapél = (ST 1= €) 1Pyl

ce qui prouve le lemme. O

A.2 Construction de Berezanskii

Etant donné un opérateur unitaire U agissant sur un espace de Hilbert séparable muni
d’une base orthonormée (e )ren+, on peut construire pour tout élément du spectre o(U)
une solution généralisée de I’équation aux valeurs propres, dont les coefficients croissent
au plus polynémialement. Cette construction reprend une argumentation développée pour
certaines familles d’opérateurs auto-adjoints [S1].

Définition A.2.1 Deux mesures boréliennes sur T sont équivalentes si elles sont mutuel-
lement absolument continues. Une classe de mesure est une classe d’équivalence pour cette
relation.

Soient U un opérateur unitaire, (E(A))aep(r) sa famille de projecteurs spectraux et
(an)nen+ une suite de termes réels strictement positifs telle que:

Z ap < 400 .
neN*
La mesure p définie par: VA € B(T),
n(A) = Z anen|E(A)en)
neN*

est telle que: p(A) = 0 si et seulement si E(A) = 0. La classe de mesure de p est
indépendante du choix de la suite (ay)nen+ et de la base orthonormée (e, )nen+, mais reste
associée a U. La classe de mesure de p sera ainsi appelée classe de mesure spectrale de U.
Toute mesure appartenant a cette classe sera une mesure spectrale de U.

Théoréme A.2.1 Soient H un espace de Hilbert séparable firé et (A(A))aep(r) une fa-
mille d’opérateurs positifs a trace telle que pour tout borélien A s’écrivant :

+oo
A= U A,
n=1
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ot (Ap)nen+ est une famille de boréliens deux a deuz disjoints, on ait :

A(A) = s- lim ZA

N—%Hw

Alors, il existe une mesure borélienne v sur le tore T et une fonction mesurable A a valeurs
parmi les opérateurs positifs a trace telle que :

~ Vo eH, (9|A(A)¢) = [A(¢lAN)P)du()
- Tr(A(N\)) =1, v-pp.
Ces deux conditions fizent la fonction A.

La preuve est a peu de chose pres celle du théoreme C.5.1 [S1]. En travaillant sur le tore
T, les problemes de bornes disparaissent.

Soit Hs((en)nen+) = {¢ € H; Y e °l{en|d)|> < +00}. Par commodité, on notera pour
tout ¢ € H et tout n € N*,
On = (enld) - (A.19)

Proposition A.2.1 Soient U un opérateur unitaire défini sur H et 6 > 1. Alors, il existe
une mesure spectrale v et pour v-presque tout X une fonction F(\) définie sur N* x N*
telle que:

— Fy m soit mesurable en \, A € T

= Y m) P Fym (NP < 1, v-pp

=30 >0, Y(nym) € N* x N*, |Fpm(N)] < Cn2m ™2

— Pour toute fonction borélienne bornée g sur le cercle unité S, et pour tous vecteurs
o, Y appartenant a H,

@la)) = [ o (Z Fum( qsnwm) ().
~ Pour tout entier m fizé, (U — e*)F_,,(\) = 0, au sens ot :
= Z Fom(Nen,
neN*

Preuve: La famille des projecteurs spectraux de U est notée (E(A))aep(ry- Soit
Popérateur auto-adjoint, diagonal sur la base orthonormée (e, )nen+ et défini par: Vn € N*,
xe, = ney,. Pour tout borélien A de T, 'opérateur E(A):z:_‘s est Hilbert-Schmidt car:

> KenlE(A)z%en)> = Y 0P |(en] E(A <> P < too

neN* neN* neN*

Cette estimation est en fait indépendante de la base choisie. Les membres de la famille

d’opérateurs (A(A))aep(T), définis par: VA € B(T),
AA) =27 E(A)z

sont des opérateurs positifs et & trace:

Z (en|A(A Z n"%(en| E(A)ey,) < 400 .

neN* neN*

84



Par définition, la famille spectrale (E(A)) acp(t) Vérifie pour toute famille dénombrable de
boréliens (A;)ier deux a deux disjoints: E(U;erA;) = s —lim ), ; E(A;). Les opérateurs
z~? étant bornés sur H, on a également A(U;erA;) = s—lim Y, ; A(A;). De plus, la mesure
borélienne positive A(-) prend ses valeurs parmi les opérateurs a trace. Le théoreme A.2.1
s’applique donc & notre situation. Pour tout (n,m) € N* x N*  on définit v-pp une fonction
Fy m par:

)

Fom(X\) = <en\x%a()\)x§em> = (nm)g(en\a()\)em> = (nm)ganm()\) )

)

Par construction, les fonctions a,, ,, (donc F), ,,) sont mesurables. D’autre part,
K K

D NEmNP(m) ™ =Y fanm WP =) la(Nen”

= JlaI3 < a3 = Tra(X)* =1 v —pp -

Ce résultat entraine directement le troisieme point de la proposition. Soient A un en-
semble borélien de S, xa sa fonction caractéristique, et ¢,) deux vecteurs appartenant a

H(S((en)nEN* ) :

/T A€ Y Gt Fam N (N) = 3 Gt / XA Fo (Vv (M)

= Z%wm<en‘E(A)em>

- mzm@%(en\(/TxA(e“)dAkW
= (Plxa(U)y) .

Ce résultat s’étend par linéarité au cas des fonctions étagées, puis au cas des fonctions
mesurables bornées sur S. Pour toute fonction g mesurable bornée sur le cercle unité S on

obtient : V(¢,1)) € Hs((en)nen+) X Hs((en)nenr),

L) Y Bt (Nde ) = (Gla0)0)
En appliquant ce résultat au cas ou g = ids et en prenant ¥ = e,
Uep) = [ e FomN)on | du(\)
@lUen) = [ ¢ (Z ,<>¢> v()
= [l E ey
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D’autre part,

/T BUE ) = 3 / Fe(UF (N)edo(N)
— ; /T %;Ukjfy,mu)de
= ;Ukj%/TFj,m(A)dv()‘)

= ZUkjﬁ(jm)é/Eaj,m(A)dv()‘)

k,j

= Z Ukj%(jm)éA(T)jm
k,j

= Z Uk bk E(T)jm = Z Uk Ox0j,m
k,j k.j

= (¢lUen) -

Ainsi, Ym € N*, Vo € Hs((en)nen+),
LU m0)du3) = [ (616" F ()
T T

soit (B[UFim(N) = (16 F.u(N)), v-pp. 0

Théoréme A.2.2 Soient U un opérateur unitaire défini sur H et & > 1. Il existe une
mesure spectrale (borélienne) v et une famille d’ensembles mesurables disjoints (A )nen+
dont la réunion supporte v tels que pour A\ € A, il existe n vecteurs de H, ¢p1(N),...,
On(N) vérifiant :

~Vjie{l,...n}, (U-eMNog;j(\) =0, v-pp

- 3C >0, ¥n € N*,|(¢;(\)n] < CnO

— Pour tout X fizé, la famille (¢;(N))jeq1,..n) est linéairement indépendante.

Preuve: Soit N(A) le rang de l'opérateur Hilbert-Schmidt a(\) (c’est une fonction me-
surable de \). Pour tout A, il existe une famille linéairement indépendante, orthogonale

[Kato] (f;(A))jeq1,...n(n)y telle que v-pp:

N\
a(A) = Z!fj(A)ij(/\)!

N(X) N
OF = S L OV NS I FaY)

= Tr(a(N\)=1.

En cas de dégénérescence du spectre, le choix des vecteurs (f;) peut toujours étre effectué
de maniére & ce qu’ils soient mesurables [S1]. Il suffit de poser maintenant: ¥Yn € N*
VAeT, A, ={NeT;N(\) =n} et
s
On(X) =n2 (M) .

86

)



Les ensembles A, sont disjoints par construction. Pour toute valeur fixée de A, les vecteurs
¢;(\) sont linéairement indépendants. En effet, V(a;)icq1,.. v\

N(\) N
ST aigi(N) =0 = VEeN Y ai(¢i(\)k =
i=1 =1
N(N) N(X)
= VEeN" Y ok’ (i) =0= > ai(fi(M)

i=1 i=1

N
= Z a;fi(A\) =0
i1

= Vje{l,....N(\)},a; =0 .

Les conditions de croissance des composantes des vecteurs ¢;() découlent de leur définition
et de la proposition A.2.1. Par construction, pour tout k£ € N*,

15 (A )H (9 (A\)k = Zm 6Fk‘m ¢ (A))m
Des lors, Vn € N*Vj € {1,... ,N(\)},
(enlUS5(0) = ZUnm(A))k T 00 2o Fen (6,0

= 00 2 Gl Em ) (A.25)

et la proposition A.2.1 entre en jeu. Le membre de droite de I'égalité (A.25) est égal a:
,, f TP 2= @i Ome eal Fom(A)) = enle?6; (X))

Ainsi, Vo € H, (6|Ud;(N)) = (dled;(\)) v-pp, ce qui achéve la preuve. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme A.0.1.

A.3 Preuve du théoréeme A.0.1

Soient U un opérateur unitaire (2p + 1)-diagonal sur N* (p € N) agissant sur H et
P = {e € S;U¢ = ¢¢ admet une solution polynémialement bornée}. Si e € o(U)
alors pour tout € > 0, E(J]A —e; A +¢€[) > 0 et donc v(]A — €; A + ¢[) > 0. Autrement dit, il
existe n € N*, A € A,,. En vertu du théoréeme A.2.2, il existe des solutions généralisées po-
lynémialement bornées (¢;(A));e(1,....n} & I'équation aux valeurs propres. Ainsi, P C o(U).
L’inclusion réciproque découle du lemme A.1.1 et du fait que le spectre est un ensemble
fermé. O

Remarque : Nous avons démontré également au passage que: Ey (T \ P) = 0.
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Annexe B

Sur une classe d’opérateurs
unitaires a spectre singulier

L’étude spectrale d’opérateurs unitaires tri-diagonaux présentée au chapitre 1 s’appuie
sur le calcul explicite de la structure de la matrice représentative dans une base adaptée.
La conclusion est simple (corollaires 1.5.1 et 1.5.2). L’analyse devient plus complexe
pour les familles d’opérateurs unitaires penta-diagonaux présentées aux cours des cha-
pitres 3-5. Certaines propriétés spectrales des opérateurs multi-diagonaux sont néanmoins
indépendantes de la largeur de la bande:

Proposition B.0.1 Si l'opérateur unitaire U est (2p + 1)-diagonal sur une base ortho-
normée (P )ken+ d’un espace de Hilbert séparable H (p € N), et s’il existe une sous-suite

(jr)ren telle que:

kEI-&I-loo HPUkaJrP}UP[jk*ka}H - kkr_f_loo Hp[jk*ka]UP[jkvijrp]H =0,
ot Py, 1) (n, m entiers positifs) est le projecteur orthogonal sur Vect{¢y; k € {n,...,m}},

alors, o4c(U) = 0.

Preuve : Pour tout entiers naturels n, m la décomposition polaire de opérateur Py, ,,,)U Py, 1)
sera notée : Py, )U Py, ) = Vipm) Bjn,m) avec

Binm) = Plnm Binm) Pinm
‘/[n,m] = P[n,m}‘/[n,m}P[n,m}

ou Ry, ) est un opérateur positif (ici || Ry, [l < 1) et V], ) est unitaire sur Ran Py, ).
Soit (ny)ken+ une suite extraite de la suite (jx)ren telle que:

np=1 et VkeN" | ngi>np+p.

L’opérateur U peut se réécrire alors sous la forme suivante :

—+o00 400 400
U= Z P[”kynkH}UP[nkv"Hﬂ + Z P[”k—lvnk]UP[nkynkH} + Z P["kynkH]UP[nk—h"k]

k=1 k=2 k=2
+oo “+o00
=V+ Z ‘/[nkvnkJrl] (R[nlmnkﬂl - 1) + Z Py na) UP[nk,nHﬂ
k=1 k=2
400
+ Z P["kv”k+1}UP[nk—1,nk} )
k=2
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ou l'opérateur unitaire V' est défini par:

+oo
V= Z ‘/Y[”k7”k+1} :
j=1

Compte tenu du choix de la suite extraite et de la structure multi-diagonale de 'opérateur
U, lapproximation se réécrit méme :

400 —+o00
U-V= Z V[nkynkﬂ] (R[nkvnk-H] - 1) + Z P[nk_pvnk]UP[nkynk+p] + P[nk,nk-i-p]UP[nk—P,nk} :
k=1 k=2

(B.3)
Il reste & montrer que U — V est a trace pour un choix convenable de la suite (ng).
Remarquons d’abord pour cela que: Vk € N\ {0,1},

HP[nk*p,nk]UP[nk,nkﬂLp}Hl S p”P[nk*pynk}UP[nkvnker}|| <+

et
||P[nk7nk+p]UP[nk*pynk}||1 < pHP[nk,nker]UP[nk*p,nk}H <+oo . (B.5)
Pour les opérateurs P[nk,nkﬂ](l — R[nkynk+1])P[nk7nk+1]’ auto-adjoints sur Ran P, , . ], on
a:Vk € N*
| (1 - R[nkmkﬂ]) V[nkmkﬂ]Hl =1- R[nk,nk+ﬂ||1 ) (B.6)

écriture dans laquelle les opérateurs en question sont vus comme matrices sur le sous-

espace hermitien P, . H. Or, V¢ € Ran P, 1y, )5

||R[nk,nk+1}¢|| = ||‘/Y[nk,nk+1]R[nk,nk+1]¢|| = ||P[nk,nk+1}U[nk,nk_,_l}P[nk,nk_,_l}P[nk—i—p,nk_,_l—p}QSH

HU[nk,nkH}P[nk,nk+1}P[nk+p7nk+1*p]¢H ’

en utilisant la structure multi-diagonale de I'opérateur U. Il reste donc,

||R[nk,nk+1}¢|| = ||U[nk,nk+1}P[nk+p,nk+1fp}¢H = ||P[nk+p,nk+1fp]¢|| = ||¢|| °

En utilisant I'identité de polarisation et la positivité de 'opérateur R; cette relation

permet de montrer que: Vk € N*,

T Mg41]?

(R[nk,nk_,_l}) [Ran P[nk+p,nk+1—p] =

Ainsi, le spectre O'(R[nk’nk +1]) comporte au moins ngy1 — ng — 2p valeurs propres égales a
1. Par conséquent, la quantité (B.6) comporte au plus 2p termes non-nuls. Or pour tout
rE J(R[nk,nk+1})’ il existe ¢ € Ran P ] de norme 1 pour lequel Ry, n, . ¢ =r¢. Le
calcul suivant :

Ul = 1= |UPp, 09l
- HP[nk,nkH]UP[nk,nk+1}¢”2 + HP[nkfpvnk]UP[nk7"k+1]¢H2
+ ||P[nk+17"k+1+17}UP[nkynkH]qS”?
= '+ ||P[nk—p7nk]UP[nkﬂkH]QSHZ + ||P["k+17"k+1+p]UP[nkvnkJrl]quQ

Nk M k+1

permet d’obtenir une estimation des 2p termes non nuls de la somme (B.6) :
2 2 2
L=r"< HP[M—ILM} UP[nkvnk-kl]H + ||P[nk+1,nk+1+l?} UP[nk,nk+1}‘| :
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En rassemblant tous ces résultats, on majore la quantité (B.6) par:

| (1 - R[nk7nk+ﬂ)v[nk7nk+11”1 = Z (1—ry) < Z (1 - TQ)

TGU(R[nk,nk+1]) TGU(R[nk,nk+1])

DO =

< pHP[nk*p,nk} UP[”kv"k«kl} H2 +p||P["k+17nk+1+P} UP[nk,nkH] ||2
< pHP[nk_pynk}UP[nkvnk-H}H +pHP[nkH,nk+1+P}UP[nk,nk+1}H (B.10)

Le cumul des estimations (B.3), (B.5), (B.10) permet d’écrire :

HU - VH1 S 2p Z (Hp[nkfp,nk}UP[nk,nkH}H + “P[nk+1,nk+1+p}UP[nk,n;ﬁLﬂH) *
keN*

En extrayant convenablement la suite (ny), on peut construire un opérateur unitaire V' de
maniere a ce que le second membre de I'inégalité précédente soit fini. Comme 'opérateur V
est & spectre purement ponctuel et comme ||[U — V||; < 400, on en déduit par le théoréme
de Birman Krein [BK] que 04.(U) = 0. O
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Annexe C

Sur les perturbations d’opérateurs
unitaires

Ce chapitre regroupe quelques résultats sur les perturbations d’opérateurs unitaires.
La proposition C.3.1 y est démontrée.

C.1 Perturbations d’un opérateur unitaire

Lemme C.1.1 Soient Uy et Uy deuz opérateurs unitaires agissant sur un méme espace de
Hilbert séparable H. Soient D = Uy—Uj et (¢j)jel un ensemble complet de vecteurs normés
engendrant le sous-espace Ran D*. Sii € {1,2}, les espaces H; = Vect{U"¢p;;n € Z,j € I'}
et HiL réduisent simultanément Uy et Us. De plus,

Hi = Mo
Hi = Hy .

Preuve: Soit P le projecteur orthogonal sur H;. Par construction, UyH; C H1, ce qui en-
traine U] "Hi C Hi-. De la méme maniere, U 'H; C Hy et UHi C Hi-. Par conséquent :

PU, = U,P = PU\P et (I — P)Uy =Uy(I— P) = (I — P)U(I - P) .

Il suffit de démontrer le méme résultat avec Us en lieu et place de U; pour prouver la
premiere partie du lemme. En remarquant que Ran D* C H, on obtient

H{ < (RanD*)* c KerD
D(I-P) = 0 et D*=PD"
Us(I—P) = Uy(I—P)+D(I—P)=U(I-P)=(I—P)U, =(I—P)U,(I—P)
UsHi C Hi . (C.2)

La restriction de l'opérateur U, au sous-espace ’Hf a donc un sens et coincide avec la
restriction de 'opérateur U; qui est elle-méme unitaire. La restriction de 'opérateur U,
est donc unitaire: nécessairement UsH; C Hi, ce qui achéve la premiere partie de la
démonstration. Bien entendu, I’échange des roles des opérateurs U; et Uz nous conduit a
reformuler le méme énoncé avec Ha et Hz en lieu et place de Hi et Hi.
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Soit ¢ € Hi. Pour tout n € N,

n—1 n—1
vp = Ur - S OO - U U= 0 = Y Ul s - v U
k=0 k=0

n—1
= Up+ > urttoruph (C.3)
k=0
En particulier, V¢ € Ran D*, (¢,U'¢) = 0. Comme Ran D* C H; et que H; est stable sous

Paction de Uy, on a pour tout x € H: (¢,D*x) = 0. L’équation (C.3) amene directement
a la conclusion suivante: V¢ € Ran D*, Vn € N,

n—1

W.U56) = (WUTe) + (Ut (DU 7)) = 0

k=0

Sur le méme modele, on démontre que: V¢ € Ran D*, Vn € N, (¢,U; "¢) = 0, en remar-
quant que:

n—1 n—1
Uy" = UM U (U o) Uyt = ot ot (U - Oy Uy
k=0 k=0

n—1
k=0

Ainsi, V¢ € Ran D*, Vn € Z, (¢,Uy¢) = 0. Par conséquent, ¢ € Hy et Hi C Hi.
Une inversion des roles des opérateurs unitaires U; et Us permet de montrer 'inclusion
réciproque. L’identification est ainsi démontrée :

Hy = Hi
He = Hip .
O
Remarque: Au chapitre 2, la famille d’opérateurs de monodromie (VKT)(H,T)ER2 est
définie par:
VHT _ eiHoT + (ei/@T . 1) ’61H0T¢><¢‘ 7
D* = (7" —1)g)(eT 9| (C.6)

Si ¢ est cyclique par rapport a Hg, ¢ est aussi cyclique par rapport a Vi pour toutes
valeurs de x et de T. Autrement dit, si

Ho = Vect{emHoT¢p:n e 7}
H = Ho= Vect{VI¢;n cZ}

C.2 Supports de mesure: matériel préparatoire

Dans ce paragraphe, on identifie les espaces fonctionnels définis sur T aux espaces de
fonctions périodiques de période 27 définis sur R. La mesure borélienne finie positive p est
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définie sur T et la mesure de Lebesgue normalisée sur T est notée . Un ensemble borélien
S est un support de la mesure p si u(T \ S) = 0. Ce support est défini & un ensemble de
mesure nulle pres. En vertu du théoréeme de décomposition de Lebesgue ([Rud] théoréeme
6.9), il existe une unique paire de mesures positives s, fiqc telle que:

- W= Hs + fac

— la composante i, soit absolument continue par rapport a v

— la composante s et la mesure v soient mutuellement singulieres.

Par conséquent, ps et g sont mutuellement singulieres. Le théoreme de Radon-Nikodym
([Rud] théoréme 6.9) permet en outre d’affirmer que: 3h € LY(T,v), VE € B(T),

ftac(E) :/Ehdu :

La fonction h est la dérivée de Radon-Nikodym de la mesure p4. par rapport a v. Diverses
notions de différentiation peuvent étre associées a une mesure borélienne positive p sur T.
Nous reprendrons & notre compte 'exposé effectué a ce sujet dans [Rud].

L’ensemble des intervalles ouverts de T est noté Z(T). La longueur d’un intervalle I de
T est notée [(I).

Définition C.2.1 Soit i une mesure borélienne & valeur réelle définie sur T. On pose :
Du(x) = 111%&(95)
rT—
Dp(z) = lim A, (z)
r—s

ot pour tout r > 0,

A, (z) = sup {’Zggi,x e E.EeI(T),() < r}

A (z) = inf{%;x e E\EeI(M),)< r}

En particulier, on a pour tout # € T, Du(z) > Du(z). La mesure u sera differentiable
au point x de T si Du(z) = Du(z) < +o0. On pose alors, Du(z) = Du(z) = Du(x).

Le théoréme suivant lie les propriétés de la dérivée Dy a celles de la dérivée de Radon-
Nikodym ([Rud] théoréme 8.6 et corollaire) :

Théoreme C.2.1 Si pu est une mesure borélienne a valeurs complexes sur T, alors

— u est différentiable v-pp

- Du e LY(Tw)

- VE € B(T), u(E) = o(E) + [(Dp)(@)dv(z)
ou g est la composante singuliére de la mesure p par rapport a la mesure de Lebesgue et
Dps(x) =0, v-pp.

Ainsi, les dérivées h et Du coincident v-presque partout.

Il est maintenant possible de définir les supports des composantes de la mesure p a
partir du comportement de l'intégrale de Poisson de la mesure p, Plu], définie en tout
point z du disque ouvert unité par:

1— |2

T et — 22

Pl(z) = / P(ze")du(t) ot P(ze")
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En effet, les limites suivantes existent, sont finies et coincident v-presque partout ([Rud]
théoreme 11.10)

lim Plu](re?®) = lim Plu](e®e ) = (Du)(9) . (C.9)

r—1- e—0t
Par conséquent, en notant L = {6 € T;lim,_,;- P[u](re?’) = (Du)(#) < +oo}, on a
Hae(T\ L) =0 . (C.10)

L’ensemble borélien L est un support de la composante absolument continue de la mesure
u. Le support de la composante singuliere se caractérise de maniére semblable ([Rud]
theoreme 8.9) :

Théoréme C.2.2 Soit pu une mesure borélienne positive sur T, singuliére par rapport a
la mesure de Lebesgue, alors :

(Dp)(z) =00 p—pp .

Si p est singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue, on a donc a fortiori: (Du)(6) =
+00, p- presque partout. En vertu de I'inégalité (3) du théoreme 11.10 [Rud]: V8 € T,

(D) () < liminf Plu)(re?) .

r—1-

Le théoréme C.2.2 admet donc le corollaire suivant

Corollaire C.2.1 Soit i une mesure borélienne positive sur T, singuliére par rapport a
la mesure de Lebesque. Soit S = {0 € T;lim,_,,- P[u](re?) = lim_ ¢+ P[u](e??e™¢) = oo}.
Alors,

w(T\S)=0.

Preuve: Il suffit de remarquer que S contient I’ensemble Sy défini par:

So={0 € T; lim Plu](re?) = +o0c et Du(h) = +oo} .

r—1-

La conclusion se déduit alors du théoreme (C.2.2): 0 < u(T\S) < u(T\ S1) =0. 0
Les résultats suivants vont nous permettre de reformuler la caractérisation du support de
la composante singuliere d’une mesure.

Lemme C.2.1 Soit u une mesure borélienne finie positive sur T. Les quantités

1
/']T 1 — exepi(z—0) d’u(g)

ont méme comportement asymptotique lorsque ¢ tend vers 0.

Preuve: Il suffit de remarquer que pour tout € > 0,

b e du(6 _eehe o
[t = [ o)+ [ Tagaute)
1
= 1+/deu(9)

. </T mdu(m)* (C.16)
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Les quantités impliquées sont donc simultanément convergentes, divergentes ou bornées. O

La méme conclusion vaut pour les quantités:

1 1
/deu(ﬁ) et /deﬂ(g) :

puisque pour tout € > 0,

1 ; 1
_ _ iz TFe
/’]I‘ el _ pizote d’u(e) e ¢ /']T 1 — ei(0—2)pFe d’u(g) ’

Par conséquent,

Lemme C.2.2 L’intégrale de Poisson Plu] diverge au point €' si la quantité

1
/T ol _ otegin d“(e)‘

diverge lorsque € tend vers 0.

Preuve: Il suffit de remarquer que pour tout = € T et tout € > 0,

, 1 1
Pld ix € _ — Y ) - ———du(6
[ /L](@ e ) A 1— 62(170)676 iu( ) /; 1— ez(mfe)ee 'u( )
_ /;d ) — |1 /;d (0) *
- T 1— ei(:rfé)efe H T 1— ei(xfe)efe H

~ R (/T W@(a)) 1. (C.20)

La divergence de la limite

lim
e—0

1
————du(0
/]I‘ ez@ — etepin ’u( )‘

entraine celle de

lim
e—0

1
A 1 — exepi(z—0) d,u(@)‘

ce qui justifie la divergence de P[u]. O

On obtient alors une nouvelle caractérisation du support d’une mesure singuliére continue :
Corollaire C.2.2 Soit 1 une mesure borélienne positive finie singuliére sur T. Alors,

. . 1

Preuve: Soit S = {# € T;lim,_,- P[u(re?®) = +oo}. D’apres le lemme (C.2.2): 0

<
u(T\S") < u(T\ S). Compte tenu du corollaire C.2.1, nécessairement u(T\ S') =0. O
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C.3 Application aux opérateurs frappés

Les notations utilisées ici sont empruntées au chapitre 2. Soient (E.r(A))acsT) la
famille spectrale associée a l'opérateur Vir et u.r la mesure borélienne positive définie
par: VA € B(T),

et (A) = (6.Ber(A)) et per(T) = [|g]|*

On définit également une fonctionnelle de cette mesure Fyr par: V(x,T) € R?, Vz € C\ S,

1
FKT(Z) = /T ei@ —Zd'uHT(H) .

La démonstration du théoreme 2.1.1 s’appuie sur la proposition suivante :

Proposition C.3.1 Soient T € R*, k € R\ Z et B(x) la quantité définie pour tout x
appartenant o T par :

_ o 1
B(x) 1:/0 mduow) :

Alors,

— le support de la composante absolument continue pyrqc de la mesure p.r est ca-
ractérisé de la maniére suivante:

L ={z €T; i Lo
={z €T; lim
. “r—1- Jp 14712 — 2rcos(d — x)

i (6) < +o0}

— le support de la composante singuliere continue de la mesure isr, [T sc €5t:

. . 1
Ser ={z eT; lim @+ (et = —ﬂ, et B(z)™! =400},
e——+00 M
— et ’ensemble des valeurs propres est:
— RE i(xke) i(zte)y I+p -1
P ={zeT; hr+n e Fy(e )=———,et B(zr) " < +4oo}
e——+00 1%

Ces ensembles sont mutuellement disjoints.

Preuve: Il suffit de se reporter aux relations (C.10) ou a [KK] pour obtenir le support
de la composante absolument continue de la mesure fi,7 qc :

lim (@ Vier [(Vir — re®) ™l — (Vip — ,r.*lei:v)—l] ¢ = lim (1 —r2)etf
r—1— K K K r—1=Jr 1+ r2 — 9p COS(Q — x)

< 400 V-—Dpp

d:u/@T (0)

La mesure de Lebesgue de T \ Lyr est nulle et donc, pu7,qc(T \ Lir) = 0. En vertu du
corollaire (C.2.2), la fraction singuliere de la mesure u,7 est portée par I'ensemble des
points tels que:

lim For(e'@H))| = 400 . (C.30)

En utilisant la premiére identité de la résolvante, Vz € C\ S,

(T —2)7 = (Vir —2)7" + pld) (@] (Vir — 2) 7" + zu(e™T = 2) 7o) (@] (Vir — 2) 7",
For(z2) = Fo(2)[1+ p+ zuFo(2)] "
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La limite (C.30) est équivalente a:

lim ei(miie) Fo(ei(miie)) _ 1+ I ]

e—0 )

Il reste alors a distinguer le support de la composante singuliere continue fi.7 5. de 1'en-
semble des valeurs propres. C’est une conséquence de la proposition 1 [Co2] p 683. O
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