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Introduction

On donne ici le cadre dans lequel se situe cette these, ainsi que ses objectifs. Une
description plus précise des résultats obtenus et des méthodes est donnée en introduction
de chacune des deux parties.

Diffraction

L’approximation de 1'optique géométrique consiste a simplifier la description de I’évo-
lution d’une onde en considérant que la propagation s’effectue le long de rayons (voir par
exemple [Rau95]).

L’approximation parabolique

La diffraction est le phénomene linéaire opposé, c’est-a-dire qu’elle met en évidence
I’évolution des ondes transversalement aux rayons de l'optique géométrique. La tra-
duction formelle de la diffraction repose sur I’approximation parabolique (voir [Hun95],
[NM92], [Don94]): en dimension 2 d’espace, pour une solution u(t,y) de ’équation des
ondes

(0.0.1) 03'11 = @jlu + @iu

se propageant «approximativement» dans la direction des y; croissants, i.e.
(0.0.2) Oyu ~ —0y, u,

on remplace (0.0.1) par

(0.0.3) =20y, (0y + 0y, Ju = Qiu,

ou, apres changement de variables,

(0.0.4) 9 0:u + dju = 0.

L’amplitude A d’une solution exponentielle u = A(t, y)e'*® de cette équation satisfait alors
une équation de Schrodinger,

(0.0.5) ik, A+ 92A = 0,
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et son support n’a effectivement aucun lien avec les rayons optiques. Dans [DJMR96], ce
calcul formel est justifié, lorsque I'onde oscille a haute fréquence (1/¢, ou ¢ est un petit
parametre), par développements de Taylor.

Diffraction en temps long

L’approximation par 'optique géométrique n’est valable que pour un certain temps (ou
une certaine distance) de propagation. Au-dela, 'erreur commise en utilisant les rayons est
trop grande. L’analyse rigoureuse de ce probleme «d’écartement des rayons» est effectuée
dans [Don94], [DJMR96], [JMRI8b] et [Lan99] pour des solutions de systemes hyperbo-
liques symétriques non linéaires a coefficients constants avec données initiales oscillant (&
la fréquence 1/¢) selon des phases planes, en temps long (de 'ordre de 1/¢). Commencons
par résumer la démarche adoptée dans [DJMR96], dans le cas d’un systeme semi-linéaire

(0.0.6) L(O)u+ F(u) =0,
d
ou L(0) = 0 + ZAJHJ-, les matrices (N x N) A; étant symétriques, et la fonction F
7=1
réguliere.

Si F' était linéaire, on pourrait chercher a approcher la fonction u par une somme
d’ondes monochromatiques

(0.0.7) a(;v)ei%,

o = (t,y), B € R est le nombre d’onde spatio-temporel (3.2 = Y 3;x; est la phase
par rapport a laquelle ’'onde oscille), ¢ est la longueur d’onde (¢ — 0), et a est 'amplitude,
ou enveloppe, lentement variable.

Dans le cas non linéaire, des harmoniques (multiples du nombre d’onde) sont engen-
drées, ce qui amene a considérer une enveloppe a(xz, ) périodique en 6. De plus, la taille
de la solution joue alors un role important, les non-linéarités cumulées au cours de la pro-
pagation devant étre du méme ordre que u. Ainsi, pour une échelle de temps de 'ordre de
1/e, si le développement de Taylor de F' en 0 est

(0.0.8) F(u) = ®(u) + O(Jul”t"), avec ® J — linéaire,

on cherchera des solutions de taille ™, avec (au vu de (0.0.6)) ¢™ = ™/ x 7!, donc

m= T Cette amplitude est plus faible que celle de 'optique géométrique en temps

(plus court) O(1), correspondant a m = 0.
Enfin, pour prendre en compte I’évolution a I’échelle 1 /e, on utilisera la variable lente
¢x. On considerera donc un Ansatz de la forme

2
(0.0.9) uy,(z) =™ lay <5;17,;17, %) :
n=0

ott les termes ca; et eay sont des correcteurs du profil principal ag, et ot a,(X,z,0) est
régulier sur [0, 7] x R? x R**%x T. Pour simplifier, on évitera de traiter le cas des termes de
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moyenne (non oscillants) en 6, ce qui amene a supposer que le développement de Taylor de
F ne comporte que des puissances impaires. Les profils a,, seront alors également a spectre
(en 6) impair.

On commence par chercher, au moins formellement, les équations que doivent satisfaire
les a,, pour que (0.0.9) soit une solution asymptotique de (0.0.6). On calcule donc

(0.0.10) L(9)us,, + F(uy,,) = (Ze rn) (51} T ﬁ—> + O(e™F?),

et on annule les restes r,, :

(0.0.11a) ro = L(B)0sao =0
(0011b) r = L(ﬁ)agal -+ L(a$)a0 =0
(0.0.11c) ry = L(B)0sas + L(0:)ar + L(0x )ao + ®(ao) = 0.

L’équation (0.0.11a) est purement matricielle, et on supposera qu’elle a des solutions
non triviales:

Hypotheése 1. 8 est caractéristique pour L : det L(3) = 0.
Ainst, 8= (1,1n), avec T = 7(n) une valeur propre de — > n;A;

On introduit 7(83), projecteur spectral sur le noyau de L(3), et L(3)="), inverse partiel
(symétrique) de L(3), défini par 7(3)L(3)") =0et L(B)"VL(B) =1 — W(ﬁ)

Lemme. L ’équation L(3)a = b équivaut a 7(3)b=0 et (1 — n(B))a = L(3)~Yb.
Ceci permet de reformuler (0.0.11a) comme la condition de polarisation
(0.0.12) m(B)ag = ao,

et de découpler (0.0.11b) en

(0.0.13) (1 —7(8))ay = —L(B)"VL(0,)0;  ao
et
(0.0.14) 7(8)L(8,)m(B)ao = 0.

L’équation (0.0.14) a été interprétée par P. Lax ([Laxb7]) comme une équation de
transport le long des rayons de l'optique géométrique, a la vitesse de groupe v associée

af=(r(n)mn):

Lemme. 7 étant supposéee réguliere en n,

m(B)L(0)7(B) = w(B)V(0:), avee V(0;) = O + v.0, = 0; — 0,7(n).0,.
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On a donc ag(t,y) = ag(y — vt), et les rayons sont les droites paralleles y — vt = ¢*°.
Quant a I’équation (0.0.11c), elle équivaut a

(0.0.15) (1= m(#)az = —L(B) 195" (L(D.)as + L(Dx)ao + (as))

V(0z)m(B)ar = =m(B)L(0,)(1 — 7(5))ar — V(9x )ao — 7(5)®(ao)

(0.0.16) B B
= 7(B)L(0:) L(3)\ "V L(9:)0; " a0 — V(9x)ao — 7(53)@(ao).

On fait ainsi apparaitre un opérateur d’ordre deux en d,, qui est scalaire, comme 7 L(0,),
et se relie a la courbure de la variété caractéristique de L au point 3:

Lemme. 7 étant supposéee réguliere en 1,

(D) L@ I E@() = 73D, avee D) = 5 D 270,00

De plus, grace a I’équation (0.0.14) et au fait que les opérateurs V(9;), D(9,) et V(0x)
commutent, on a nécessairement

(0.0.17) V(9,)*m(B)a; = 0.

Ceci exprime que ma; a une évolution linéaire le long des rayons. Si 'on veut que le terme
eai(ex, x, B.x/e) soit bien un correcteur de ag(ex, x, 3.2/¢) pour des temps t ~ 1/e, on doit
imposer que la partie linéaire de ma; soit nulle:

(0.0.18) V(0)m(B)as = 0,

d’ou le systeme final d’équations déterminant aq:

(0.0.19a) m(f3)ao = ao
(0.0.19b) V(0,)ao = 0
(0.0.19¢) V(0x)ao — D(0y)ao + n(3)®(ao) = 0.

L’équation (0.0.19c), analogue de (0.0.5), est une équation de Schrodinger qui traduit la
diffraction, a I’échelle des variables X, dans les variables transverses y.

On montre alors 'existence des profils (pour T' €]0,7]), et la validité de 'optique dif-
fractive —i.e. 'existence et la stabilité de solutions exactes autour de la solution approchée

(¢f. [DJMRO6], [JMROSb]) :

Théoréme. On pose u®(z) = e™a(cx, z, B.x/e) avec a® = ag + £a; + c*as.
Soit v® la solution du probleme de Cauchy

e G R A (O
€ - - €
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ot || ¢° |lmsaxry — 0, sup || (€0:)’1° || ge(raxy —> 0 pour tous s € R, j € N.
e—0 0<t<T /e e—0

Alors, pour tout T €]0,T,],

i) il existe o > 0 tel que, pour ¢ €]0, 0], v° existe et est régulicre sur [0,T/c] x Re.

i1) il existe U,V € N,C>([0,T/e], H*(R? x T)) tels que

u® =e"U* (t,y, M) , vo=¢g"y* (t,y, M)
€ €
et pour tout s, sup || U (L) —V(t) ||m: — 0.
0<t<T /e e—0
Ainst, sup || (€0,)%(u® — v°) (1) ||r2nL== 0o(c™).
0<t<T /e

Diffraction et phases courbes

Lorsque le systeme (0.0.6) est a coefficients variables, ou lorsque la phase initiale
n’est pas plane, les rayons ne sont plus des droites paralleles, et les phases engendrées sont
courbes. Comme ces dernieres ne sont en général régulieres que sur un domaine borné, on
commence par effectuer un changement d’échelle: si I’on utilise la variable ez (= O(1)) au
lieu de z, la solution approchée (0.0.9) devient

; m n z /8'Ij
(0020) € Z € anp <$, g; 5—2> ’
et en remplagant ¢ par \/z,

(0.0.21) em/? zn:e”/Zan (x % %) .

C’est pourquoi, dans le cas de systemes a coefficients variables, nécessitant ’emploi de
phases courbes, pour des échelles de propagation bornées (lorsque ¢ — 0), on utilisera un
Ansatz du type

(0.0.22) 2N e, (x "b&?, ¢(;;)> :

proposé par J.K. Hunter dans [Hun88], et qui s’écrit

(0.0.23) om zn: a <m’ z/)(;::v)7 <b(€:ﬂ)>

e2

dans les échelles de (0.0.9), de 'ordre de 1/¢: la dépendance des fonctions (phases) ¢ et ¢
en x est lente, ce qui correspond a une optique faiblement non plane.

Contexte de ’étude et méthodes utilisées

Notre but est alors de généraliser les résultats précédents, en justifiant ’existence de
solutions asymptotiques (a L(9)u + F(u) = 0) du type (0.0.22), I’existence de solutions
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exactes, et 'approximation de ces dernieres par (0.0.22). Une des difficultés de I'analyse
provient du fait que les opérateurs mis en jeu sont eux aussi a coefficients variables, et
qu’il faut donc comprendre quelles conditions (de commutation) sont nécessaires pour
aboutir a un systeme (0.0.19) bien posé. En particulier, 'argument de (0.0.17) n’est plus
valable, et le choix de I'annulation du second membre de (0.0.16) menerait a un systeme
surdéterminé.

De plus, afin de prendre en compte les interactions d’ondes diffractées, et la diffraction
selon plusieurs directions, on utilisera des développements multiphasés, dans les deux
échelles rapides.

L’outil permettant de gérer ces deux contraintes (commutation et phases multiples) est
la cohérence, une hypothese géométrique forte sur les espaces de phases, qu’on étudie aux
paragraphes 1.2.3, 1.2.4 et 1.2.5.

La présence de coefficients variables dans les équations rend également nécessaire ’em-
ploi d’espaces fonctionnels anisotropes, a régularités différentes selon les variables, pour
établir les estimations d’énergie assurant ’existence des profils.

On traite le cas de différentes dépendances des a, en la variable ¢/\/c, qui corres-
pondent a des contextes spécifiques :

- Le cas faiblement décroissant est la généralisation directe de [JMRI8D], les profils
ayant la régularité H* en la variable 1 /\/¢, qui décrit R?. Lorsque la partie moyenne des
profils interagit avec les oscillations (phénomene de rectification), un tri doit étre opéré
(par méthodes de phases stationnaires et non stationnaires) dans les termes non linéaires
pour assurer la sous-linéarité des correcteurs.

- Le cas périodique: il provient par exemple de la perturbation initiale des phases rapides
¢ par des phases y/c). La variable v)/+/c appartient alors au tore T?, et la rectification n’a
plus autant d’importance sur cet ensemble borné. On peut ainsi justifier des développe-
ments a tout ordre, sous des hypotheses de petits diviseurs, dont on montre la généricité
(paragraphe 1.2.6.2).

- Les frontiéres ombre/lumieére, correspondant a des profils ayant des limites finies en
+00 et —oo en I'une des variables Y, = v, //e, disons Y. De tels profils ne sont pas dans
L?, espace d’énergie naturel. On adopte alors une représentation par profils de couche
limite: une fonction x(Yi) étant fixée, valant 0 en —oo et 1 en 400, on décompose u,, en
un, = X(Y1)a,(Y') + b,(Y), avec a,, et b, a décroissance faible. Dans le cas de la diffrac-
tion dans une seule direction, a,, est déterminée par 'optique géométrique faiblement non

linéaire dans {¢) > 0}.

Points diffractifs et rayons singuliers

En optique géométrique, que ce soit dans la méthode des développements asympto-
tiques BKW (Brillouin, Kramers, Wentzel) ou dans I'utilisation d’intégrales lagrangiennes,
le premier objet d’intérét est la phase. Pour donner lieu a des oscillations effectivement
propagées par le systeme, elle doit vérifier une équation, dite eikonale: pour I’équation
des ondes, (9;¢)* = |0,¢|?. Celle-ci est résolue par la méthode de Hamilton-Jacobi, en in-
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tégrant un champ de vecteurs hamiltonien sur la variété formée par le graphe du gradient
de ¢, V¢, dans I'espace des phases (R'*? x R'*? 35 (¢,y,7,71)). La projection des courbes
intégrales de ce champ dans ’espace des configurations (R1*? 5 (¢,y)) est 'ensemble des
rayons. Ceux-ci peuvent s’accumuler sur une enveloppe, appelée caustique, ou la phase
devient singuliere, et ne permet plus d’utiliser des méthodes de type BKW.

Considérons, en dimension d’espace d = 2, la réflexion d’une onde plane (de phase
¢i(t,y1,y2) = ya — t) sur un cylindre (d’équation yi + y3 = R?); voir figure 0.1. Un
rayon rencontrant I’obstacle au point (R cos 8, R sin 8) se réfléchit dans la direction k. () =
(—sin(20), cos(20)) (la phase réfléchie engendrée est donc ¢,(t,y) = k. (0).y — t). Le rayon
correspondant a pour équation

(0.0.24) Y1 cos 20 + y3sin 20 — Rcos = 0,

et 'ensemble des rayons réfléchis dans {y; > 0} (—7/2 < 6 < 0) admet une enveloppe,
déterminée par

(0.0.25) yy cos 20 4+ yysin 20 — Rcosf =0
o — 2yy sin 20 4 2y, cos 20 + Rsinf = 0,
soit
W 3
LAT 0
(0.0.26) I Clos ’
% = 5(3 — 2sin? ) sin 0.

Au voisinage de y = (R,0) (§ = 0), on a alors y_]% ~ 11— %(%)2, et une courbure en
y=(R,0) égale a —4/(3R), donc plus grande (en valeur absolue) que celle du cercle (1/R):
la caustique, en dehors du point de tangence, est entierement contenue dans ’obstacle.
De plus, le rayon tangent, appelé rayon singulier, délimite une «zone éclairée» , atteinte
par les rayons incidents ou réfléchis, et une «zone d’ombre» .

En dimension plus grande, on continuera a appeler I’ensemble des rayons rasants le
«rayon singulier» . De plus, un changement de variables permet de redresser le bord de
I’obstacle. Aussi, nous nous intéresserons aux solutions oscillantes d’une équation de Klein-

Gordon (a coefficients variables) se réfléchissant sur {z = 0} :
(0.0.27) (14 2)0fu — A, u — % + [0w|P O =0, x>0, (t,2) € R%
€

La version linéaire et non dispersive (équation des ondes) a été étudiée par F.G. Friedlander
([Fri76]), dans le cadre de la propagation des singularités. Ici, le terme non linéaire est
dissipatif, ce qui assure I’existence globale des solutions ([L.S65]). On interprete le coefficient
(I42) comme un indice de réfraction, les rayons ayant tendance a se courber vers les régions
de plus forte réfraction.
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rayon singulier

rayons incidents

FiG. 0.1 — L’enveloppe des rayons réfléchis est contenue dans 'obstacle

La phase réfléchie étant peu réguliére, nous donnerons une description de la solution
via une asymptotique H'. La zone d’ombre est mise en évidence grace a I’annulation de la
solution approchée dans cette région:

Théoréeme. Soit u® ['unique solution de (0.0.27), nulle au bord et @ données initiales
oscillantes. Alors, il existe d’uniques U;,U, € LPY(Qr) = LPT(] — T, T[x]0,z[x B(0,1))

tels que

0.0.28 ut ~ e (U;e® + U.e/%) dans H*(Qr),
( ) (
i.e.
L (Ul U —0
(0.0.29) € 2 =0
et || Vu —i (Vi) Uie* + (Vo) U %) | — 0.
e—

Les fonctions U; et U, sont a support dans la «zone éclairée » délimitée par la surface S
constituée des rayons rasants.

Les profils sont construits par extraction de limites faibles. Une étape importante pour
obtenir le systeme non linéaire couplé qui les détermine est I'analyse des interactions,
par théoremes de phase stationnaire et non stationnaire. Ensuite, la solution approchée est
tronquée le long du rayon singulier (selon une méthode de C. Cheverry, [Che96]).

Une description détaillée des résultats et de la méthode de démonstration est donnée
dans l'introduction du deuxieme chapitre de cette these.
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Chapitre 1

Optique géométrique trois échelles

1.1 Introduction

1.1.1 Cadre

On propose ici une justification rigoureuse des développements asymptotiques a trois
échelles de J.K. Hunter ([Hun88]) pour des solutions régulieres de systemes hyperboliques
non linéaires, dans le cadre de 'optique géométrique faiblement non linéaire mul-
tiphase diffractive, a phases courbes. Les profils u,(z,w, ) du développement BKW
proposé (e™ > e™?u,(x,v¢//E,$/€)) sont alors décrits par le couplage d’une équation de
Schrodinger (pour les oscillations uf) et d’un systeme hyperbolique (pour la moyenne w,, ),
non linéaires dans le cas du premier profil :

(1.1.1) {(a’f + v(x)0y)uy, + T(x)aiae_luz = Flug, k < n]

L(0:)u,, = Glug, k < nl.

Des études sur ce theme ont déja été menées par Philippe Donnat, Jean-Luc Joly,
Guy Meétivier et Jeffrey Rauch dans [DJMR96], Joly, Métivier, Rauch dans [JMR98b]
(en présence de rectification, i.e. de création de moyenne par interaction des modes os-
cillants) ; David Lannes, dans [Lan98] (pour des systemes dispersifs, avec rectification);
Guido Schneider, pour une équation, en dimension un d’espace, dans [Sch98] (menant
a ’équation de Schrodinger non linéaire, par 'utilisation de formes normales), ainsi que
Thierry Colin, dans [Col99], pour des systemes ayant une propriété de «transparence»,
autorisant des développements de plus grande amplitude (les profils étant solutions de
systemes de Davey-Stewartson)—voir aussi [Lan99]; dans ces deux dernieres références, les
non-linéarités sont semi-linéaires. Tous ces résultats ont été obtenus dans le cadre d’une
propagation «en temps long», i.e. de I'ordre de 1/¢, quand la longueur d’onde est d’ordre
g, et pour des oscillations selon une phase plane (Ansatz du type €™ > e"u,(cx, x, 5.2 /¢)),
avec des opérateurs a coefficients indépendants de .

Au contraire, on traite ici le cas de phases courbes (pour lesquelles les rayons ne sont
plus des droites paralleles), apres avoir effectué un changement d’échelle, si bien que le



14 CHAPITRE 1. OPTIQUE GEOMETRIQUE TROIS ECHELLES

temps de propagation est d’ordre un. La difficulté de I'analyse réside dans le fait que les
équations obtenues sont alors a coefficients variables: en particulier, cela nécessite 1’uti-
lisation d’espaces fonctionnels a régularités différentes selon les variables (¢f. paragraphe
1.2.7.1). De plus, le systeme (1.1.1) est couplé a un transport en la variable w. L’obtention
d’un systeme fermé nécessite une commutation des différents opérateurs mis en jeu, ce
qui est obtenu par cohérence des espaces de phases (¢f. paragraphe 1.3.4).

Les résultats sont locaux en espace, et concernent plusieurs types de comportements
des profils par rapport aux variables «intermédiaires» (dans lesquelles s’exprime I'opéra-
teur de Schrodinger) : périodique, a régularité de type Sobolev sur R? (qu’on qualifiera de
«faible décroissance»), ou avec limites finies en +o0o et —oo pour 1'une de ces variables.
Cette derniere catégorie de profils décrit des transitions ombre-lumiere, I’échelle intermé-
diaire étant directement reliée a la taille de la couche limite concernée (voir [BM94] et
[Hun88]). De plus, les développements proposés sont multiphases, permettant aini I’étude
d’interactions entre ondes diffractées.

L’étude concerne chacun des trois types de profils mentionnés ci-dessus, pour obtenir des
solutions approchées (de la forme &™ > e™ ?u,(x,¥(x)/\/2, ¢(x)/e)) de solutions exactes
de systemes hyperboliques quasilinéaires (les mémes méthodes s’appliquant au cas semi-
linéaire) :

— Partie 1: pour des profils u,(z,w,d) périodiques en w € R” et en § € RY sous
des hypotheses de cohérence de phases (voir [HMRS86], [JMR95]) et d’absence de
petits diviseurs (nécessaires pour analyser les éventuelles résonances, voir [Gal98],
[BMN96]), via les méthodes d’Olivier Gues ([Gue93]), on obtient un développement
a tout ordre de solutions exactes de problemes de Cauchy (ou de problemes de pro-
longement) pour des données initiales ayant un tel développement asymptotique a
trois échelles, ou pour des données initiales ayant un développement a deux échelles,
avec «perturbation de phases»: on suppose dans ce cas que la donnée de Cauchy est
de la forme u (y, ¢%(y)/e), avec ¢ = ¢ + /e, On construit,au paragraphe 1.2.8.4,
une solution exacte du probleme de Cauchy admettant (sur un intervalle de temps
indépendant de ¢) un développement asymptotique de la forme 3 ™/ ?u,, (x, ¢.(z)/¢)
(voir en particulier 'exemple 1.2.4).

— Partie 2: pour des profils périodiques en 6 et a régularité Sobolev en les variables
intermédiaires, si I’on n’interdit pas les effets de rectification (i.e. lorsque les oscilla-
tions peuvent engendrer un mode moyen), suivant I’analyse de [JMR98b] — dont on a
ici la généralisation directe au cas des phases non planes —, on utilise un Ansatz a trois
termes (profil principal plus deux correcteurs) et des profils u,(z, X, 6) comportant
un «temps intermédiaire» T' = t/+/z, par rapport auquel les correcteurs u;, uy ne sont
que sous-linéaires, et non plus bornés. Une hypothese de cohérence supplémentaire
est alors nécessaire pour démontrer la stabilité de la solution approchée.

L’étude de ce type de développements introduit en particulier les espaces fonctionnels
utilisés dans la derniere partie.

— Partie 3: dans un cadre sans moyenne (sous des hypotheses d’imparité des non-
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linéarités et du spectre des profils), pour étudier des frontiéres ombre/lumiere, on
construit également des solutions approchées BKW a tout ordre, avec des profils ayant
des limites en 400 et —oo en 'une des variables intermédiaires, Y] (les ¢-rayons sont
alors tangents a la surface 1 = 0): u, est décomposé en u,, = x(Y1)a,(Yz,...,Y,) +
b.(Y1,...,Y,), ou x est une «marche» (fonction a limites finies en 400 et —o0) fixée.
La composante a, représente alors le comportement «a infini» (en Yi), et b,, la
zone transitoire, ou couche limite (voir par exemple [Gue97], [GG98]). Les équations
déterminant les termes a, sont indépendantes des b,. En particulier, dans le cas
«physique» ou p = 1, a, ne dépend pas de Y, et vérifie les équations de 'optique
géométrique non linéaire dans {¢) > 0}.

Pour illustrer les résultats obtenus dans le cas périodique (partie 1) pour un probleme de
Cauchy, et voir comment s’opere le choix des phases utilisées, puis l'effet des interactions,
considérons quelques exemples:

1.1.2 Diffraction d’une onde simple pour les équations d’Euler
isentropiques faiblement compressibles

Le probleme
Le systeme d’Euler (compressible) 3-dimensionnel s’écrit :

Op + divy(pv) =0

1.1.2 Vi
( ) O + (v.Vy)v + P _

0.

Ici, les variables sont @ = (t,y) = (¢,21,%2,23) € R% et les inconnues sont p, la masse
volumique, et v = (v, v2,v3), la vitesse.

Dans le cas isentropique, la pression p est une fonction de p. On notera f(p) := p'(p)/p.
L’hypothese de faible compressibilité signifie que p se situe au voisinage d’un état constant
po# 0:p=po+p, avec p' << 1. On supposera que p'(po) > 0, et on notera ¢ = /p/(po)
la vitesse du son.

Posant comme inconnue u := (p',v) = (ug, us, uz,uz) € R* on a sous forme matricielle
(avec <<.>>:<<O>>) :

Uy p
Oyu+ fowooo Oy, u
. . U1 .
Uy
(1.1.3)
U9 . 1% . Us . . 1%
U2 us
f . U2 . . . Uus
U9 f . . Us
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On symétrise ce systeme en le multipliant (a gauche) par la matrice Diag(f,p,p,p),
puis on change d’inconnue en remplacant u par Diag(v/f,\/p,\/p,+/P)u, et on multiplie
a gauche par Diag(\/f, VP> \/PsA/P)"": ces deux dernieres opérations ont pour effet de
transformer la matrice coefficient de J; en I'identité, et le systeme est a présent :

uj Vi
(1.1.4)  L(u,0)u := O + Z Aj(u)dju =0, avec Aj(u) =

i=1

N b

ou la ligne et la colonne en pointillés sont les (5 + 1)-iemes.
Ainsi, si £ = (7,7) € R'™ on a pour le linéarisé (u = 0):

T ¢’

3

(1.1.5) Ly(€) == rId+ Y niA;(0) = | _|_ I
=1 cn | 7lds

de symbole

(1.1.6) det Ly (€) = 7%(r* — *|n|?).

La méthode de 'optique consiste en deux étapes (voir [Maj84], [HK83], [Sch94]) : tout
d’abord, a partir de données ayant un développement asymptotique, on construit une
solution formelle du probleme (associé a ces données); ensuite, on montre un résultat de
stabilité, en prouvant que la solution exacte admet en fait cette solution formelle pour
développement asymptotique.

On va donc ici effectuer la premiere étape, la construction de solutions formelles (et
méme, pour simplifier, seulement le premier terme du développement asymptotique), et
voir quelles hypotheses doivent étre satisfaites pour obtenir des approximations de solutions
exactes.

On traitera le cas d’un probleme de Cauchy associé au systeme (1.1.4):

c ys R
1.1.7 ' =ch® |y, —, ==, —
( ) u|t=0 <y \/g \/E 5)
avec des coordonnées cylindriques (o I’angle polaire dans le plan (y1,y2), R le rayon, et ys

la cote). La fonction A° est asymptotique a ) £"?h,, dans C*° (voir 1.2.8.3), avec les
h,, régulieres, 2m-périodiques en leurs trois derniers arguments:

(1.1.8) Py, w1, wa, 0) = Z hiﬁ(y)ei(aé’—l—w.w)‘

(a,y)€Z?

Remarque 1.1.1. Le «petit» paramétre e correspond a la recherche de solutions de faible
amplitude (cf. p' << 1 dans (1.1.2)). On s’intéresse ici a des solutions oscillantes, d’ot
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Uintroduction de la phase R et de la fréquence 1/¢e, choisie de fagon a ce qu’elle intervienne
a cette échelle (i.e. on veut que le premier profil ug soit effectivement fonction de 6, dans
(1.1.9)).

Enfin, on peut penser a Uintroduction des variables o et ys (et de [’échelle 1/+/c) comme
a un moyen d’observer des phénoménes «diffractifs» sur une onde oscillant a la fréquence
1/e et d’amplitude lentement variable (i.e. a Uéchelle y = O(1)): o et ys sont trans-
VETSES QUT rayons associ€s a ¢, phase engendrée par R, i.e. sont constantes le long des
courbes intégrales associées a V¢. On veut comprendre comment €volue u dans ces direc-
tions «lransverses».

¢-rayon
——————— - - =
R = RO —ct
......... R
- - — = =
2 Ay

FiG. 1.1 — Les phases o et ys sont transverses aux ¢-rayons

Les phases rapides

Si ’on postule un développement de la solution de la forme eug (z, ¥ (z)/v/2, ¢(x)/e) +
o(e) avec

(1.1.9) up(z,w,0) = Z ul (z,w)e @

a€Z9

et des phases — fonctions réelles dont le gradient ne s’annule pas — ¢ = (¢1,...,¢,), le
développement formel obtenu pour Lu (voir paragraphe suivant, et 1.2.2) implique que
chaque terme uf, pour a # 0, est polarisé, i.e. contenu dans le noyau de la matrice
Li(d(a.¢)). Ainsi, seules les parties du profil ug correspondant & des oscillations selon des
phases a.¢ caractéristiques pour 'opérateur Ly sont propagées.

Le choix des phases sera en particulier fonction de I’éventuelle polarisation initiale des
données: s’il n’y a pas de polarisation initiale, tous les projecteurs associés aux phases
caractéristiques (i.e. les projecteurs orthogonaux sur les noyaux des matrices Lq(dy): il y
en a trois, ici) sont nécessaires pour décomposer les ug, et donc toutes les phases caractéris-
tiques doivent étre obtenues (a un coefficient de proportionnalité pres) par les combinaisons
linéaires a.¢.
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Nous ne nous intéresserons qu’a la propagation d’une seule onde, oscillant selon ¢_ =
R—ct («sortante»). Aussi, nous envisagerons le cas ou le premier terme de la donnée initiale
est polarisé (et a moyenne nulle):

(1.1.10) ho(y,w,0) = > hi(y,w)e,
aeZ\{0}
avec m_(0,y)hS = h§ pour tout o non nul,

1
i.e. hy € ker Ly(d(ag_)) = ker Ly(d¢_) = yi/R R,
y:)/R

0
L w/R  p/R 0
vi/R yi/R* yiya/ R0

tr (0. =1L Y/ 1

e ”r(ay) 2 yg/R y1y2/32 yg/RQ 0
0 0 0 0

On cherche alors la solution approchée sous la forme

(L111) wf(z)=e¢ [uo (:1: \‘/bg ¢ >+\/Eu1< %i ) + cuy ( %%‘) +}

avec chaque profil w, périodique en § € R et en w € R?: u, = Eaez u(z,w)e™? u
périodique en w (la somme est bien sur finie; on aura besoin d’au moins trois termes u,
pour obtenir un systeme fermé d’équations sur wg, et d’encore plus (plus de d/2) pour
démontrer la stabilité de la solution approchée).
Le développement formel

Une condition suffisante (et méme nécessaire: cf. le lemme 1.2.8) pour avoir dans L™
L(u;,,, 0)u;,, = o(c) dans L> est que, pour chaque mode o € Z de Fourier (en 0):

gz O+ VET a6 )+ ()0
- t 2 iLa(d(06)ug + Li(d0)0u; + La(00)ug + [Bluo, o)) = ofe).

ou l'on noté
P

= Li(x,dipu(x))d,,

n=1

(1.1.13) B(u,0s) := B(u @9,
avec B(z,u) Za]qb A;(0).u).

Lorsque u = ar_ est polarisé (a une fonction scalaire, r_ = (1,y1/R, y2/R)/\V/2), B est
décrit par le coefficient d’auto-interaction c_ :

B(ar_).r_ =c_a,

(1.1.14) \ 1+h

S5
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Ce coefficient, comme cela a été remarqué par Philippe Donnat dans [Don94], est le méme
que celui de loptique géométrique non linéaire usuelle. En particulier, B(u, dg)u est une
dérivée, ce qui traduit le caractere conservatif du systeme (1.1.2) de départ.

Pour que le développement (1.1.12) soit valide pour tout e dans |0, 1], on annule chaque
coefficient, soit de maniere équivalente :

ali(dp_)ug =0
(1.1.15) talq(dp_)uy + Li(d)dug =0
ialy(dp_)uy + Li(d)0ul + L1(0:)ug + [B(uo, 0g)ug)” = 0

pour tout o € Z.

Un premier systeme équivalent est obtenu par I'analyse de la matrice L;i(d¢_), qui
a pour projecteur spectral sur son noyau m_, et admet un inverse partiel (inverse de
Ll(d¢_)|( : (Imn_)t — ImL,(d$_)), noté Q : pour o non nul,

Imm_) L

i) m_Lq(d)0,m_ug =0

(
(

(1.1.16) (iii) (1 = 7_)uf = ~QLa(dv),u5,
(1v) ﬁ_Ll(d'g/))awﬂ_.uf = —7m_[L1(0:)ug + [B(uo, 0p)uo]”]
(

0) (1 —7_)u§ = ~Q [Ly(de)dou + La(8,)ug + [Bluo, d)uo)]

(o)

et pour les équations moyennes,

(L1.17) {@ L (d)Duf = 0

(i) Ly(de)duu® + Ly(9,)ul = 0.

Ainsi, d’apres (1.1.16(¢)), la polarisation selon I'mw_ est préservée pour la partie oscil-
lante du premier profil, et les parties non polarisées de u{ et u§ sont exprimées directement
en fonction des autres inconnues.

Les seules équations restant a traiter sont (1.1.16(27)), (1.1.16(:v)) et (1.1.17); on es-
pere ainsi déterminer totalement ug, et imposer sur les correcteurs u; et u, les conditions
nécessaires pour satisfaire (1.1.12). Il faut donc se pencher sur les opérateurs Li(dy)d,, et
m_ Ly (d)0,m_.

Les phases intermédiaires

On procede, comme précédemment, & une analyse mode par mode, u%(z, .) étant cherché

périodique, avec un spectre indépendant de x et o :

(1.1.18) ud(z,w) = Z us (),

YELP
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L’action des opérateurs en d, est alors:

Ly(d)duu =i Y Ly(d(y.1))us(x)e™™,

YELP

(1.1.19) T La(d)dm g =iy moLa(d(y ) (w)e

YELP

=i Yy V(d(y-9))mui ()™,
YELP
d’apres la proposition 1.2.2, avec V(z,.) la forme linéaire
y'n
R

soit V(d(y.1))(x) = d(v¥)(x) + 1y .0y (v.¥)(2).

A nouveau, seules les oscillations caractéristiques sont propagées.

V(z,6)=7+4¢

’ 0{15: (7—777) ERXRS;y: (y/,Z) ERQXR,

Cas des moyennes :

De I'équation (1.1.17(7)), on déduit que ug” ne peut étre non nul que si 7.¥ est Li-
caractéristique (et dans ce cas, il est polarisé, soit pwug’W = ug’w, avec p, le projecteur
associé a v.1).

Par I’équation (1.1.17(27)), on a:

- Si 7.2 n'est pas Li-caractéristique, Ly(d(y.10))ul” = 0, et donc ul” = 0.
- Si y.¢ est Lj-caractéristique, par projection, prl(az)pwug’w = 0, qui est une équation
linéaire, et puisque la donnée initiale est nulle, alors pq,ug’w I’est.

Ainsi, la moyenne de ug est nulle, et la seule partie du correcteur que 1'on détermine
(soit (1 — p,)uy) est également a moyenne nulle.

Cas des équations (1.1.16(11)) et (1.1.16(1v)):

Dans chaque mode v, on n’a plus a considérer qu’un seul opérateur en d,, le transport
m_Li(d)0,m_ = V(d(y.4))0, : lalinéarité de V implique que les phases V-caractéristiques
correspondant aux données initiales (1|,_,) engendrent par combinaison linéaire toutes les
phases caractéristiques initialement combinaisons linéaires de ,_.

Or, ici, ¥|,_, = (0,2); les phases V-caractéristiques correspondantes sont alors indé-
pendantes de ¢, et on utilisera v = (o, 2).

Les équations de profils
Avec le choix ¢ = (o, 2), les coefficients V(d(v.¢)) s’annulent, et (1.1.12) équivaut a:

T_Ug = Ug , ug =0

m_L1(0z)m_ug — ag_lﬂ_Ll(d’¢)anL1(d'¢)awﬂ_'uo + 7_B(ug, Jg)ug =0
(I —7_)uy = —angLl(dt/))awuo

(1 —7_)uy = —9;'Q [L1(db)Duy + L1(0z)uo + B(uo, g)uo) -

(1.1.20)
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L’amplitude ag de uo (uo = agr_, avec r_ = (1,y1/ R, y2/R,0)/v/2) est déterminée par:
(1.1.21)

27
/ ao(z,w,0)dd =0
0

I, 5 . c 1+ h
<ﬁ@wl + 8w2> 86, Qo + ﬁao + W
Pour ag, la donnée initiale sera ao,_, = go, ot ho = gor— (cf. (1.1.7)). Quant a

(1 - 7r_)u1|t:0 =(1- 7r_)|t:0h1 et (1 — 7T_)u2|t:0 =(1- 7r_)|t:0h2, on voit qu’ils sont alors
totalement déterminés par ag et (1.1.20): on impose une contrainte aux données initiales,

(375 + c%@yl + C%aw) ag —|—

[

2 89(a3) = 0.

qui sont polarisées, ou «bien préparées».

Le théoreme 1.2.1 assure l’existence locale en espace (sur un domaine ou R ne s’annule
pas, et ou 'angle o est bien une fonction réguliere) et en temps des profils, réguliers (de
classe C*) pour des données h,, régulieres: on notera (2 le cone

Q:=(0,y) +{z=(t,y) eR* / 0 <t <to, 5t + |y| < p},
ou y est choisi «assez loin» des plans y; = 0 et y, = 0.

Proposition 1.1.1. Si hg € C*((QAN {t = 0}) x T?) avec 7_ho = ho, il existe 0 < t, < tg
et un unique ug € C=(Q; x T?) pour t < t,, solution de (1.1.20) avec Uo|,_, = ho-

Approximation de solutions exactes

Une fois les profils construits, on dispose d’une famille u$

asymptotiquement solution

app

de (1.1.12):

VM € N,Va € N, | (c0)" [u;;pp(;g) —e Y e, <x "byf), ¢($>>] — O(cMH2),
n<M < € 1,00

si bien que (proposition 1.2.21):

(1.1.22) VM e N,Va € N'" .Vt < t,,e < eo, sup || (¢8,)*L(us,,, O)us,, ||Lo= O(™).

(0,1]

Le probleme de la stabilité consiste a revenir aux solutions exactes du systeme (1.1.4),

pour des données initiales proches de u®

P,y et a voir si elles existent et sont proches de
t=0

€ A
u;,, lorsque € tend vers zéro.

On a, par le théoreme 1.2.3:

Proposition 1.1.2. Pour tout t <1* , si f ~ 0 dans C*() et g° ~ 0 dans C*(,_,), il
existe ¢4 tel que la solution du probleme de Cauchy

{L(’UE, d)® = f*

L€ - >
Ym0 = Yapp|,_, +9

(1.1.23)

admette une unique solution v® € C*®(Qy), pour e < &;.

De plus, elle admet un développement asymptotique a toul ordre: v —u; ~~ 0.
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Conclusion

On a donc existence, sur un domaine uniforme en ¢, d’une solution exacte de (1.1.2) de
taille ¢, proche de la solution approchée u; , des que leurs valeurs initiales sont proches.
La solution approchée oscille a 1’échelle ¢ le long des rayons définis par ¢_ = R — ct, et le
coefficient d’auto-interaction de cette onde simple est celui donné par ’'optique géométrique.
De plus, les variations dans les directions transverses aux rayons sont décrites, a I’échelle
Ve, par Uopérateur 92 + R*02,.

1.1.3 Interactions d’ondes diffractées

Pour étudier le cas diffractif d’un exemple de [HMRS86], on considere cette fois une
solution de (1.1.2) en dimension deux, au sens ou la troisieme composante de la vitesse
sera identiquement nulle. Pour cela, on choisira cette quantité initialement nulle, et des
phases indépendantes de la troisieme variable. Par contre, on étudie la diffraction des
ondes concernées selon la troisieme direction d’espace. On utilise les mémes notations que
précédemment.

La donnée initiale

(1.1.24) uf_, = ch* ( Yz —2cos(oi)yr cos(oi)ys + Siﬂ(Ui)y2>

y’\/E’ c Y c

est polarisée, de facon a ce que les phases engendrées par résolution de 1’équation eikonale
pour les modes non nuls de ~A* soient

(1.1.25) po = —2cos(0;)y1 et ¢; = cos(o;)yr + sin(o;)y2 — ct.

Précisément, h est périodique en by et §; (de méme période, disons 27), a moyenne nulle:
(1.1.26) h*(y,w,00,0:) = Y h(y,w)e™”,
z\{0}

avec

h® = moh® lorsque a € Zo = Z* x {0},
(1.1.27) h* = mh* lorsque a € Z; = {0} x Z7,

h® = 0 sinon,
mo et m; étant les projecteurs orthogonaux sur les noyaux de Li(d¢g) et Li(d¢;), respecti-
vement.

Le spectre de la donnée initiale est donc Zy U Z;. Par interactions non linéaires, ¢q et
¢; engendrent (comme phases caractéristiques) seulement les multiples de

(1.1.28) ¢r = ¢ + i = cos(o, )y + sin(o,)ys — ct, ou o; + 0, = 7.
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Vo

FiG. 1.2 — Les vecteurs d’ondes Vo, Vg, et Vo,

Ceci s’interprete comme la réflexion de I’onde sonore incidente (oscillant selon ¢;) sur ’onde
entropique oscillant selon ¢g, qui donne lieu a la création d’une onde réfléchie (figure 1.2).
L’Ansatz utilisé comportera cette fois un premier terme

ug = Z ul(x, w)eiaﬁ

(1.1.29) a€ZoUZUZ,
= ugo(z,w,00) + uoi(z,w,0;) + uo,(z,w, 00 + 6;),

en groupant les modes par droites dans Z?* (et Z, = Z*(1,1)). Les différentes composantes
up,« sont polarisées, ce qui se traduit par:

(1_1.30) Upx = UxTx pOUr * = 'i,r, avec ry, = (1,Cos U*,Sin U*,O)/ﬂ

Up = o171 + Ggare, avecr; = (0,0,1,0), ro = (0,0,0,1).

Pour chaque mode v € Z,, 'amplitude a” correspondante (a, = ZWEZ* a”e"?) vérifiera
une équation de la forme

(1.1.31) Vi(8:)a" + 9, D.(8,)a” + m.(B(uo, ds)ug)” = 0.

On a vu au paragraphe 1.1.2 comment sont déterminés les transports V, et les opérateurs
du second ordre D,. Calculons les termes non linéaires B.
Siy € Z,,on a

(1.1.32) (Bluo, p)uo)’ = Y i(ﬁ.qﬁ)Z(@uAj(O).u")uﬁ,

a+p=y J
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et le terme m.(B(ug, 0p)ug)” s’écrit

(B, 95)uo)" = . ( > i(ﬁ.qb)Z(@uAj(O).ro‘)rﬁ> a®a’

atpB=y J=
=1 Z Fj’ﬁao‘aﬁr*,

a+pB=y

(1.1.33)

avec, comme dans [JMR98a], le coefficient Fj’ﬁ de création du mode v par interaction des
modes a et 3, qui se symétrise en cz"ﬁ = Fg"ﬁ + Fg’a.
On aboutit finalement au systeme

(1.1.34a) drao =0,
. . NI 14+ h 5
(1.1.34b) (0y + ccos 0,0,, + ¢sin0;0,,)a; + 589 0Za; + 7 Og(a?)
— 2sin o; cos(20;)0g(a, *g ag1) = 0,
. . €12 14+ h 9
(1.1.34c) (0y — ccos 0,0, + csin 0,0y, )a, + 589 da, + Wag(ar)

— 2sin o; cos(20;)0g(a; *g ag1) = 0,

Le terme ag 9, qui représente la troisieme composante du vecteur vitesse (car rgs =
(0,0,0,1)), nul a 'instant initial, le reste effectivement. L’équation (1.1.34a) est particu-
lierement simple pour plusieurs raisons: ’absence de terme d’auto-interaction est due a la
dégénérescence linéaire du mode entropique, et I’annulation des autres termes de couplage,
a la forme particuliere des non-linéarités (¢f. [HMR86]: deux ondes sonores ne peuvent
engendrer une onde entropique). Enfin, la nappe de la variété caractéristique a laquelle
appartient ¢g est plane, si bien que les coefficients de diffraction s’annulent.

Les deux autres équations sont exactement semblables a celles de 1'optique géométrique
des équations d’Euler en dimension deux, auxquelles on rajoute les termes de diffraction
9;'D(d,). L’interaction des deux ondes diffractées, incidente et réfléchie, s’opere donc via
un couplage linéaire, par I'intermédiaire du noyau ag; (déterminé indépendamment).

1.2 Cas périodique

1.2.1 L’Ansatz

On s’intéresse ici a un systeme quasilinéaire hyperbolique symétrique, c’est-a-dire aux
solutions de

d d
(1.2.1) L(z,u,0)u = Oyu + Z Aj(z,u)0ju = Z Aj(x,u)0ju = 0.

i=1 i=0
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On note z = (¢,y) un point de ©Q, ouvert connexe borné de R'*¢ pour lequel les matrices
A; vérifient :

Hypothese 1.2.1. Chaque matrice A; € C®(Q x CV, My(C)) est hermitienne (et ici,
AO = [)

Suivant [CB69], on cherche alors des solutions u, perturbations d’un état de référence

u? = u®(z) non oscillant, admettant un développement asymptotique de type BKW,

(12.2) . f/ ( 'eb%), ¢(:>> |

ou les phases ¢1,...,¢, (phases «rapides») et ©y,...,1, (phases «lentes») sont données et
régulieres sur §), avec des profils u,, = u,(z,w, ) périodiques en w € R? et en § € RY, que
I'on verra donc comme variables sur T? := (R/27Z)? et T? := (R/27Z)?, respectivement.
Enfin, puisque ces variables vont étre considérées comme indépendantes, les phases doivent
I’étre aussi:

Hypothése 1.2.2. Les phases v, sont Q-linéairement indépendantes (comme fonctions),
ainst que les phases ¢, .

Remarque 1.2.1.

i) Une fois choisie l’échelle d’oscillation (1/c) et compte tenu du temps d’€volution (O(1)),
Vamplitude (€™, avec m = 1 dans 1.2.2) est déterminée pour que l'on voit apparaitre les
effets de la nonlinéarité : c’est le régime «faiblement non linéaire » de loptique. L ’échelle
intermédiaire (1/\/c) est ajustée de fagon a ce que l'on y observe les phénomenes diffractifs
(stimultanément auz effets non lin€aires ; voir les développements formels, en particulier
Uéquation (1.2.5) du paragraphe 1.2.2). L’échelonnement des profils (en £"/?) est alors
naturel.

ii) On a en fait implicitement supposé, par le choiz d’amplitude (i.e. ) dans I’Ansatz,
que la nonlinéarité du systéme €tait quadratique (i.e. 0,A;(x,0) Z 0 pour au moins un
indice 7). On pourrait traiter le cas d’autres ordres de nonlinéarité, voire de systémes o
une semilinéarité entre en compte, par un autre choiz d’amplitude (voir [JMRIEb]). De
plus, tous les calculs et estimations proposés ici sont valides dans le cas d’une nonlinéarité
quasilinéaire non quadratique.

iii) Le choiz de Ag = I comme coefficient de 0; dans (1.2.1) a pour but de simplifier
les calculs, toute fonction réguliere a valeurs dans les matrices définies positives assurant
Uhyperbolicité.

1.2.2 Développements formels BKW

Une condition suffisante pour annuler le développement asymptotique de Lu est que
les profils soient solutions de:
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(1.2.3) L1(dé)dpuo = 0,
(1.2.4) L1 (d)dguy + Ly (dp)dyuo = 0,

(1.2.5) Ly (d)dpuy + Ly (db) Doy + L1(8,)uo + Bluo, dp)uo = 0,
(1.26) L1(d) By, + Ly (do) Dty + L1 () tns + Bluo, 9p)tin_s

+ B(un—27 aﬁ)uo + Fn(fﬁ, Ug, aw,wﬁu07 sy Up—3, az,wﬁun—S) = 07

ou l'on a posé:
Notation 1.2.1. [(z,¢) :=
Ly1(d9)0s := y=1 (fﬂad%( )%,
Ly(d)dy := 32y (iﬂ dip,(x))0 o
B(u, 0g)v :=>7_ Z] —0 00, (2)(0uA;(z,0).u)0p,v.

De plus, F, est une fonction réguliere de ses arguments. Quant a « B», il est pour «Burgers»
ou «bilinéaire», mais en fait, on n’utilisera dans la suite que le caractere linéaire de B(u, dg).

1.2.3 Analyse de L(d¢)

Puisque 'on cherche des profils périodiques en w et €, on procede a une analyse de
Fourier en ces variables. Pour cela, dans un premier temps, nous manipulerons des séries

E § ozw 2046’ 'ww

aEZIYELP

formelles :

avec des coefficients u®?” € C*°(Q), séries notées également
— Z gl 9
a€Z9
lorsque la variable w n’a qu’un role de parametre.
Ainsi, ’équation (1.2.3) équivaut a:
(1.2.7) Va € Z7, Li(d(a.¢))ug = 0.

Afin d’assurer la régularité des éléments géométriques du systeme, on supposera que la
variété caractéristique de Ly est bien une variété différentiable, en dehors de 'origine:

Hypotheése 1.2.3. Les valeurs propres Ai(z,n) < ... < Az(z,n) de la matrice (hermi-
tienne) A(x,n) := Z;l:l n;A;(x,0) sont de multiplicité constante (sur 0 x (R%\ {0})).
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Ces valeurs propres Ax(x,n), ainsi que les projecteurs spectraux associés, notés m(x,n),
sont par conséquent réguliers (C*™ en x et analytiques en 7).

De plus, en dimension N > 1, a cause de la présence de plusieurs phases rapides et d’une
nonlinéarité dans I’équation (1.2.5), on doit envisager d’éventuelles résonances. Suivant la

méthode de cohérence exposée dans [HMR86], [JMRI3] ou [JMRI5], on impose :

Hypotheése 1.2.4. L’espace vectoriel (réel) @, engendré par les ¢, est Li-cohérent, i.e. :

Vp € @\ {0}, - soit: Vo € Q,dp(z) # 0 et detLi(z,dp(z)) = 0,
- soit : Vo € O, detLy(z,dp(x)) # 0.

Exemple 1.2.1. Quelques espaces cohérents:
i) La droite vectorielle engendrée par une phase ¢ caractéristique pour L4
(i.e. detLy(x,dé(x)) = 0).
ii) Si @ est un espace cohérent, tout sous-espace de ® est cohérent.
iii) Si L; est a coefficients constants, des phases planes ¢,(z) := w,.z, w, € R'*? en-
gendrent un espace L;-cohérent.

Evidemment, dans le cas de phases courbes, un changement de variables peut ramener
a des phases planes, mais L, est alors transformé en opérateur a coefficients variables.
iv) Pour le systeme d’Euler (symbole Li(7,n) = 7(7* — |n|?)), les phases (non planes)
by =t +y|, o— =t — |y| et ¢o := |y| engendrent également un espace L;-cohérent,
puisque la valeur du déterminant detLq(z,d¢(x)), lorsque ¢ = aydy + a_¢d_ + agepg, ne
dépend que des coefficients o, a_ et ag.

L’hypotheése de cohérence assure dans ) ’absence de focalisation, et donc de dégéné-
rescence des phases. On doit éviter ce phénomene non seulement pour les phases ¢, mais
aussi pour les phases que leurs combinaisons linéaires engendrent, et qui entrent en jeu a
cause de la présence de non-linéarités (voir [JMR93] pour les «focalisations cachées» qui
apparaissent dans la résolution d’un probleme de Cauhy par itérations de Picard). Donnons
un exemple (tiré de [JMRI1]) ou la focalisation provoque I'explosion, pour un systeme non
linéaire, a un instant tendant vers zéro avec ¢:

Exemple 1.2.2. On considére, en dimension d d’espace, le systéeme
Ou® =0
1.2.8
( ) {atva — |atua|2(vs)2
avec les conditions initiales
€ € i|y|?/e €
(1.2.9) uj_, =0, Owj_, = h(ly|)e /e v, = 1.
On a explicitement

1
(1.2.10) o= o UF(ty) :/ O (1, ) 2.
—u ;
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De plus, la méthode de la phase stationnaire permet de mettre en évidence les phases d’os-
cillation (Jy|%t)* pour O;u®. La non-linéarité fait alors apparaitre les somme et différence de
ces phases, qui violent la condition de cohérence. Comme on va le voir, cect va se traduire
dans U par la présence de termes en 1/e entrainant Uexplosion de v°.

En effet, u®, radiale, s’exprime par

fi+r) - ft—r)

r

(1.2.11) u(t,r) =

sir#0, et u®(¢,0) =2f'(t).

L’annulation de v® at =0 impose a f d’étre impaire, et (1.2.11) donne également

(1.2.12) A (0,7) = Qf/ff), et Ous(t,0) = 2f"(1).

21 :
Dés lors, on calcule dyu®(t,0) = —LtQh(t)e“Q/E—l— O(1), puis, en supposant que h(t) =1 pour
5
4t°
2
O(£%%), et tend vers zéro avec e.

t <1, U(¢,0) = (1 4+ O(¢e)), tant que t < 1: le temps d’existence de v° est donc un

Cette hypothese permet une véritable analyse de Fourier, car a présent, les modes
a € 72 sont soit Lj-caractéristiques, soit non Lj-caractéristiques, indépendamment de x :

Proposition 1.2.1. Soit (¢y,...,¢,) une (R—)base de ®, supposé Li-cohérent. On note

Ce = {(z,8) € A x (R"\{0}) / detLi(x,d(B.¢)(x))=0}.

Alors,

i) L’ensemble Ce se décompose en :
Ce =0 xC¥

CHU---uU(@xCy)),
ou C; est le cone donné par l'une des équations my(z, 3) := B.0wp(x)+ Ai(z, B.0y0(z)) = 0.
ii) Soit p¥(x,3) le projecteur orthogonal sur ker Ly(z, B.dp(x)). Pour tout 5 € R”, p?(.,3)
est C* sur 1, homogéne de degré zéro en 3, et vaut — 0 si 3 ¢ C¥ U {0},

~ ma(e, B.0,0(2)) 51 B € CE,

— Id st 3 =0.
iii) Il existe Q¥(x,B) € My(C), hermitienne, homogéne de degré —1 en 3, telle que
z = Q%(z, ) soit C* sur Q pour tout 3 € R”, et vérifiant :

Q¥ (x, B) La(x, B.dp(x)) = Id — p*(z, B).
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Remarque 1.2.2. Ne pas confondre les phases ¢, Uespace ® qu’elles engendrent, et la
base © de cet espace.

Revenant aux phases ¢, ¢ étant une R-base de Vecto, il existe R € M, ,(R) telle que
é = Ry, et on a la relation L;(z,a.dé(z)) = Ly(z, 'Ra.dp(z)) pour tout (z,a) € Q x Z7.
Par Q-indépendance linéaire de ¢, ‘R est injective sur Z?, et, puisque I'on ne s’intéresse
qu’aux combinaisons a coefficients entiers des ¢,, on transportera les objets précédents
par:

Notation 1.2.2. C?:= ‘R7'(C¥)N 2",
cl="'"rR7Y(Cl)N 2,
P (2, 0) = p(a, ‘R,
Q°(r,0) = Q(r, 'Rer).

Ainsi, p?(z, a) est le projecteur orthogonal sur ker L, (z, a.d¢(x)). La stratégie consiste
alors & appliquer aux équations (pour chaque mode de Fourier) les opérateurs p?(z, a)
(condition de compatibilité) et Q%(z, a) (résolution).

L’ensemble d’équations (1.2.7) s’écrit a présent :

(1.2.13) Yo € Z9, pPul = ug,

condition de polarisation usuelle en optique géométrique (cf. [Lax57]).
Pour I’équation (1.2.4), on obtient :

(1.2.14) Ya € 2% p?Li(d)d,plug =0
et
(1.2.15) Ya € Z% (1 —p2)u =iQ%Ly(dv)d,ug.

On fait ainsi apparaitre de nouveaux opérateurs agissant sur les modes oscillants:
po Li(d)d,p? dans (1.2.14), puis p®L1(9,)p? et p Li(dv)d,Q% Ly(dv)d,p? dans (1.2.5),
en utilisant (1.2.15):

Ya € 77,
(1.2.16) P2 Ly(d)d,pPus + ip? Ly (dep)0,Q% Ly (di))d,pPus
+p8 L1 (92)phug + pl(B(uo, Go)uo)™ = 0.

1.2.4 Analyse en les variables intermédiaires
1.2.4.1 Réductions a la forme scalaire

Les parties principales des opérateurs pun opérateur continu récédents sont en fait
scalaires, pour chaque mode 3:

Proposition 1.2.2. Sous les hypothéses 1.2.3 et 1.2.4, on a, pour tout 3 € C; :
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1) pLa(0:)ps = p3lVy (2, 0:) + CF] = pgl(0: + vi(x).0,) + Cfl,
d
ot vi(z) = OpAi(z, B.9yp(2)), et Cf(z) = Z Aj(x,0)(9;p5) () ;
ii) Vp € C=, piLa(dp)pf = pVi(dp);
) @ @ o_ Lo : A , .
iti) pg Li(d)0.QF L1 (d)0uph = —5Ps ;::1 amam(5-%@)(@'¢(i’?)-aw)(al¢(i’?)-aw)-

On éerira Df(w,0.) = =% 05 =y 23 (8.0,)(930(2).0.) (9 (2).0.)
Démonstration :

i), i) Si B € C/, on a p?(z,B) = me(z, 0y(B.9)(2)).

Or, en dérivant par rapport a 7; la relation

(1.2.17) (@, n)Li(x, —Ae(z,n),n) =0,

on obtient

(1L218) (@ meles ) Lae, — (e, 1)) + male, ) (— By e+ As(,0)) =0,
et il suffit de multiplier cette relation par 7 a droite pour avoir

(1.2.19) (1) A2, 0)ma(, 1) = (B Mo, 1)) a(, )

iii) Si l'on dérive I"équation (1.2.19) par rapport a m;, a présent, et qu’on la multiplie a
droite par 7y, il vient

(1.2.20)  (Opmi)A (2, 0)mp + mpAj(2, 0)(Fy i) T = (O O Ak )Tk + (O Ak ) (O, 1) T

Pour éliminer les termes (0,,mx)7k, de la méme maniere, on utilise un pseudo-inverse
de Li(x, \g(xz,n),n), i.e. une matrice symétrique Qx(x,n) telle que

(1.2.21) Qr(x,n)La(x, =Ax(x,m),n) = 1 = mp(2,m),
(1.2.22) Qr(z,n)mr(z,n) = 0.
La relation (1.2.21), dérivée puis projetée, donne
(1.2.23) QrAimy = — (0, 7).
On conclut en multipliant (1.2.20) par 7 a gauche, et en éliminant m4(0,,7x) grace a
la relation (1.2.23) transposée. O

Ici, il faut noter que les coefficients de Dg sont a valeurs réelles, conséquence de I’hy-
perbolicité importante pour les estimations d’énergie du paragraphe 1.2.7.

En accord avec les notations précédentes, les nouveaux objets ci-dessus sont transportés
lorsque 'on utilise les phases ¢ plutot que la base

Notation 1.2.3. Lorsque a € C?, V? := Vidas

C?=CY,
D? = Df, .
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1.2.4.2 Deuxiéme cohérence

De méme que précédemment, on a besoin d’hypotheses de cohérence, pour traiter I’équa-
tion (1.2.16) et les résonances des modes de Fourier de w : cette fois, les hypotheses porteront
sur Vecti, relativement a L, pour le cas a = 0, et a V¢ lorsque a € C?.

Hypotheése 1.2.5. L’espace vectoriel (réel) W, engendré par les 1, est Ly-cohérent.
Hypothése 1.2.6. La paire (®, V) est V-cohérente, i.e.:
Vp e U\ {0},VB € C¥, - soit: Vo € Q,dp(x) #0 et Vi (z,dp(z)) =0,
- soit: Yz € Q, Vi (z,dp(z)) # 0.

Ainsi, de méme qu’au paragraphe 1.2.3, la cohérence a des conséquences sur les en-
sembles caractéristiques concernés:

Proposition 1.2.3. On suppose toutes les hypothéses précédentes vérifiées. Soit une base
(p1,...,¢,) de ®, comme précédemment, et une (R—)base (x1,...,xs) de ¥. On note

b:x/:: {(z,0) € Q x (R*\ {0}) / det Ly(x,d(6.x)(x)) =0},
gex = {(z,3,80) € QA xC¥ x (R°*\ {0}) / Vi (z,d(d.x)(x)) = 0}.
Alors,

i) L’ensemble DX se décompose en :

ou Dy est un cone donné par mi(z,d) = 0.0;x(x) + Ap(z,0.9,x(z)) = 0,

et pour E¥X,

= xEYU---U(Q x E,

ESX U0} étant une famille (paramétrée par B € C[) d’hyperplans de R® (ou R® entier),
d’équation ) Vi (2, dxu(z))d, = 0.
ii) Soit pX(x,0) le projecteur orthogonal sur ker Lq(z,0.dx(z)). Pour tout 6 € R®, pX(.,d)
est C* sur 1, homogéne de degré zéro en §, et vaut — 0 si § ¢ DX U {0},

— mr(x,0.0,x(x)) si § € Dy,

— Id sid=0.
iii) Il existe SX(x,8) € My(C), hermitienne, homogéne de degré —1 en 9§, telle que x —
SX(x,8) soit C* sur Q pour tout § € R, et vérifiant :

SX(x,8)L1(x,6.dx(x)) = Id — p*(x,d).
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Remarque 1.2.3. A nouveau, il ne faut pas confondre les phases 1, espace ¥ qu’elles
engendrent, et la base x.

En s’affranchissant des bases de ® et W (puisqu’il existe une matrice R’ € M, 5(C) telle
que ¥ = R'y):

Notation 1.2.4. DY := ‘R’ (DX) N Z”,
E = ('R @ 'R~Y(EYX) N (Z7 x ZP),
p¥(x,7) == pX(z, R'y),
S¥(w,y) = 5%(x, 'R'y).

Remarque 1.2.4. Le phénomene de rectification correspond a ['interaction entre les modes
oscillants u® (o # 0) et la moyenne u°, qui permet Uapparition de moyenne méme si celle-ci
est absente dans les données initiales d’un probléeme de Cauchy, par exemple.

Ici, Uabsence de rectification équivaut a 'annulation des moyennes des termes non li-
néaires ( B(uo, Jg)uo) dans les équations (1.2.16), ainsi que des moyennes de tous les termes
non linéaires dans les équations (1.2.6), correspondant auz profils suivants. L ’hypothése
1.2.5 de Li-cohérence de ¥ est alors inutile.

1.2.5 V-cohérence et L;-cohérence

Une étude précise de la L;i-cohérence est effectuée dans [JMR95], fournissant de nom-
breux exemples. Le but de ce paragraphe est plutot de mettre en évidence les liens entre la
Li-cohérence de @ et de W et la V-cohérence de (@, ¥). Pour cela, nous n’utiliserons tout
d’abord qu’une seule phase ¢, qui est alors nécessairement caractéristique (en particulier,
le champ V(09,) ne dépend alors plus du mode 3 ou «; voir proposition 1.2.2).

1.2.5.1 Les phases v, sont-elles V-caractéristiques?

Dans le cas d’une seule phase lente v, si I’on veut obtenir des profils oscillant effective-
ment selon la variable w correspondante, I’équation (1.2.14) indique que ¢ doit étre choisie
caractéristique pour L7 (i.e. V(z,dyp) = 0), ce qui signifie qu’elle est constante le long
des rayons associés a ¢. Pour le cas de plusieurs phases, la nécessité de cette hypo-
these n’est pas aussi évidente. Dans [Hun88], J.K. Hunter choisit implicitement des profils
sommes de fonctions d’une seule des variables w,, auquel cas les phases lentes doivent étre
choisies constantes le long des ¢-rayons. Ici, la V-cohérence de 'espace engendré par les
phases lentes remplace cette hypothese.

1.2.5.2 V-cohérence sans L;-cohérence

Appelant C, :={¢/(x, &) € C}et &, :={&/(x, ) € €} les projections des variétés carac-
téristiques C := {(z,£) € A x R/ det Ly (z,£) =0} et € := {(z,£) € A x R/ V (2, €) =
0}, on voit que &, est le plan tangent & C, en d¢(z). Or, la cohérence équivaut au fait
que le gradient de toute fonction de I’espace concerné reste sur la projection de la variété
caractéristique ou n’y passe jamais, d’ou l'idée que le lien entre C, et &£, induit un lien entre
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les deux cohérences. Bien stir, la V-cohérence n’entraine pas la L;-cohérence: voir figure

1.3.

FiG. 1.3 — Vi (z) traverse C,

De fagon explicite, en dimension d = 2, si C = Q x {72 = ||*}, choisissons les phases
o(t,x) ==t + x; et Y(t,x) := ¢t + 2y + 23. La droite engendrée par v est V-cohérente, le
gradient de ¢ étant contenu dans le plan tangent au cone en V. Mais si QN {zy = 0} # (),
Vectp n’est pas Li-cohérent.

1.2.5.3 Une hypothese plus forte

Dans certains cas, les deux hypotheses de cohérence sur ¥ sont impliquées par la L;-
cohérence de ’ensemble des phases:

Proposition 1.2.4. Sous l'hypothése 1.2.3 (variété caractéristique de Ly réguliére), sup-
posons que pour tout x € ), la nappe de C, contenant Vé(x) soit convexe (i.e. ne traverse
pas son plan tangent). Alors, la Li-cohérence de Vect(p, ) entraine la V-cohérence de

Vect ().

Démonstration :

Notons G, le graphe de A(z,.) (ou 0;¢ 4+ A(0y¢) = 0), qui est donc convexe, c’est-a-dire
«d’un seul coté» de &,, au sens large, pour tout z. Raisonnant par ’absurde, on suppose
Vect(¢, ) Li-cohérent, et I'on se donne un élément p de Vect(v)), ainsi que z,y € ) tels
que Vp(z) € & et Vp(y) ¢ &, (voir figure 1.4).
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La droite affine des V(¢ + ap)(z) (paramétrée par «) est alors contenue dans &,, donc
par exemple au-dessous de G,. Par contre, il n’est pas difficile de constater que, pour |
assez petit et un certain signe de a, V(¢ + ap)(y) est strictement au-dessus de G, (et n’est
pas sur une autre nappe de C,, grace a ’hypothese 1.2.3 de multiplicité constante) : comme
Vp(y) # 0, la droite (V(¢+ ap)(y))a est transverse a &, et aussi a G,, pour « assez petit.
Par valeurs intermédiaires, on trouve finalement un z dans €2 tel que V(¢ + ap)(z) soit sur
G., donc sur C,, alors que V(¢ + ap)(y) n’appartient pas a C, ; cela nie la Li-cohérence de
Vect(p, ). O

V(o + ap)lz
$7(6-+0r)o) (6+ ap)(y)

V(x) V(y)

G E, & gy

FiG. 1.4 = V(¢ + ap)(y) est «du coté» de G,

Dans [Hun88], on trouve I'exemple suivant :

Exemple 1.2.3. (L;- et V-cohérence pour des phases non planes)

En dimension d = 3, considérons un opérateur (de type «Euler») de symbole det(L;) =
73(7* — |n]*). En coordonnées cylindriques (R, o, x3), soit les phases:

o(t,R,0,23) == R — 1,
(t, R o, 23) 1= 0,
Po(t, R, 0, x3) := x3.
y.n

Le gradient de ¢ est sur la nappe {7+ |n| = 0}, donc V(¢) = (0, —0y¢).6 = —7 — R

Ensuite, si ¢ est une combinaison linéaire ¢ = agd + a1y + azz, on a det(L1(Vp)) =
—ag(;—z + a2), dont I'annulation est indépendante du point de Q, si bien que Vect(¢, 1))
est Li-cohérent. La proposition précédente assure alors également la 7 Ly7-cohérence de W,
par convexité de {7 + |n| = 0}.



1.2 Cas périodique 35

1.2.5.4 Cas de plusieurs phases rapides

Enfin, lorsque 'on a plusieurs phases ¢, la V-cohérence de (®, W) équivaut a la V?-
cohérence de W pour tout a € C?, ce qui nous ramene au cas précédent, avec la phase
rapide a.¢, et permet d’énoncer :

Proposition 1.2.5. Sous Uhypothése 1.2.3 (vari€té caractéristique de Ly régquliére), si,
pour tout x € (), chaque nappe de C, est convexe, alors, la Li-cohérence de ® + ¥ entraine

la V-cohérence de (O, V).

1.2.6 Equations définitives et opérateurs de moyenne
1.2.6.1 Définitions dans le cadre des séries formelles

Les projections et résolutions algébriques des équations effectuées précédemment peuvent
se résumer par ’action, sur ’espace des séries formelles, des opérateurs suivants:

(1.2.24) Ll(ag) (Z ua(m,w ia. 6’) — Z L .I d )) (ryw)eia.b”

a€EZ9 aEZe

(1.2.25) ]E(Z u®(z,w)e'™ 6) = Z Pl (z)u(z,w)e™?,

a€Z4 aeCsu{0}

(1.2:26) L1<ae><‘”<2u<:c ww) =i Y QU (w,w)e ™,

a€zd a€Z9\{0}

(1.2:27) L1(0.) (Z <9>) =i 3 Lo, d(y.9) () (z, 0)e,

YEZP

(1.2.28) Fl Y w'(@0)e™ | = 3 pia)u’(z,0)e7,

(1.2.29) Ly(0,)"Y (Z u”(m,@)em"”) iy S (, 0)en,

v€eZP\{0}
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V(d,) (Z Z ua”(:l;)em'ee”'“)

aEZIyELP

(1.2.30)
=i Y V() () ) e,

(ayy)ECEXTP

(1.2.31) G(Z Z ua”(,r)em'eem"”> = Z ua’”(:ﬂ)em'eem"”,
(

agZiyeL? oY) EEDY

mem.w — u™(z) il givw
ey (ZZ e )'_ 2 i@

QELAYELP ay)gESY

V(0.) (Z 'ua(x:,w)emﬁ) = (8,5 + Zvj(x).aj) u

a€EZ9 J

(1.2.33)

(1.2.34) C (Z ua(x,w)em'e) — Z 03($),ua(x7w)eia,97

a€Z9

(1.2.35)

D(@w) (Z Z uﬂm(l,)em.eem.w) — Z D¢("L‘ d(’y 1/))( )) a”(aj)em'&em"”,
(

OAEZq’VEZp og7/y)€€¢'¢

ou l'on a noté:

80 = £PY U (Z7 x {0}) U ({0} x ZP).

E, F et G sont des projecteurs sur les noyaux de Li(dg), L1(0,) et IEV(@ ), qui
sont des extensions aux séries formelles des partles prlnC1pales de Li(d¢)0s, Li(d)a,
et EL;(d)d,E, respectivement, tandis que Lq(85)("%, L1(9,)Y et V(9,)"V) jouent le

role de pseudo-inverses, ce que I'on peut résumer par (cf [JMR93], corollaire 3.8):

Proposition 1.2.6.
i) L1(0s)U = F a des solutions formelles si et seulement si EF = 0, et ce sont les U =
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Li(9)"YF + W, ou EW = W.

ii) Lq( W)U F a des solutions formelles si et seulement si FF = 0, et ce sont les
U=L(0,) " VF +W, ou FW = W.
i) V(0,)EU = EF a des solutions formelles (dans Uimage de E) si et seulement si

GEF =0, et ce sont les EU = V(9,)"VEF + EW, ou GEW = EW.

On peut également noter des propriétés de commutation qui serviront de regles de
calcul pour ces opérateurs :

Lemme 1.2.1.
i) G commute avec E et F.

ii) E, G, V(0;), C et D(9,) commutent avec Jy ; F et D(0,,), avec 0,,.

Démonstration :
i) est immédiat, puisque G ne fait que «sélectionner» des fréquences.
ii) découle de la proposition 1.2.2: par exemple, F et D(d,) sont fonctions des modes de
Fourier associés a w, donc fonctions de d,,, mais, en tant que multiplicateurs de Fourier,
commutent avec la multiplication par d,. g

1.2.6.2 Petits diviseurs

Afin d’obtenir 'existence de solutions régulieres, on fera des hypotheses de type «petits
diviseurs» (portant sur les phases ¢ et ¥, et non plus seulement sur les espaces vecto-
riels qu’elles engendrent ; voir [Arn84], [JMR93], [BMNO96] et [Gal98]). On utilise donc les

matrices de passage introduites dans les notations 1.2.2 et 1.2.4.

Hypothese 1.2.7. [l existe C' > 0 et a € R tels que:
() |'Ra| = Cla|™, Vo € Z7\ {0},
(i1) |det Li(z, a.dp(z))| > Cla|™,Va ¢ C? U {0},Vz € Q,
(120) | 'Ry = Cly[™", ¥y € Z7\ {0},
(iv) | det Ly (z,y.di(z))| > Cly|~, ¥y ¢ DY U {0},Vz € Q,
(v) [V2(z,v.dy(2))| > Cla|=|y|7%, Va € C?, (a,7) € (C? x R?) \ E9Y Yz € Q.

Sous cette hypothese, on obtient :

Proposition 1.2.7. Les opérateurs définis dans les équations (1.2.24) a (1.2.35) sont
bornés sur C=( x T? x T9), et la proposition 1.2.6 est valable sur cet espace.

Démonstration :

Donnons les arguments utiles, dans le cas de E et de L1(95)("Y), par exemple. Il faut
voir que, lorsqu’on applique ces opérateurs a des séries formelles (en «) a décroissance
rapide ainsi que leurs séries dérivées (en x), cette propriété est préservée.

Or, pour E, compte tenu du fait que p? = p;,_, le lemme suivant conclut immédiate-
ment :

Lemme 1.2.2. La norme d’application linéaire de pg sur CN, ainsi que celles des appli-

cations dérivées ai(pg), sont majorées indépendamment de x et 3.
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(C’est une conséquence de la continuité par rapport a x, qui appartient & un compact,
ainsi que de la continuité et de I’homogénéité de degré zéro par rapport a (3.)

Pour L;(95)"Y, si B €C/, on a

1
1.2.36 o= —m(z, 3),

avec les notations de la proposition 1.2.1, si bien que m; est homogene de degré un, et
I'hypothese 1.2.7(1) suffit. Par contre, lorsque 8 ¢ C/, en écrivant

(1.2.37) QF = Li(x,d(B.9)) ™,

et en utilisant les formules de Cramer (de la comatrice), on doit majorer des termes du

L
| det Ll | ’
identique pour les dérivées, I’homogénéité étant préservée. a

ce que permet I’hypothese 1.2.7(ii) (et (i)). A nouveau, le raisonnement est

Dans un cas de «cohérence forte» (réalisé par exemple si une phase temporelle est
présente dans ’espace cohérent; ¢f. [JMR93]), on montre que I’hypothese d’absence de
petits diviseurs est réalisée pour presque tout choix de phases caractéristiques dans W? x

Définition 1.2.1.
i) L’espace ® est fortement Li-cohérent s’il est Li-cohérent et si, pour tout x € ), il existe
C,b> 0 tels que

Y, ) € Tx (Z9\{0}), | det L (z, d(0.d)(x))] > C (| det Lz, d(.d)())])’ (14 |a]) V0.

ii) Le couple (®,V) est fortement V-cohérent s’il est V-cohérent et si, pour tout z € 0, il
existe C',b' > 0 tels que

Y(z,a,v) €Q x C? x (ZP\ {0}),
V2 (@, d(y0)(@)] = € (V2 (2, d(v-0) (@)])” (1 + la] + 4V,

Remarque 1.2.5.

i) De telles propriétés ne dépendent que des espaces ® et U, donc en particulier, pas de p
el q.

ii) Dans Uexemple 1.1.2, pour les équations d’Euler, les espaces ® (engendré par la phase
R — cot) et W (engendré par o et ys) sont fortement Li-cohérent, et le couple (&, V) est
fortement V -cohérent.

Proposition 1.2.8. Siles espaces ® et U sont fortement Ly-cohérents, et (®, V) fortement
V-cohérent, alors pour presque tout choix de phases ¢ € ®1 Lyi-caractéristiques et » € WP
Li- et V-caractéristiques, les hypothéses 1.2.7 d’absence de petits diviseurs est satisfaite.
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Démonstration :

Raisonnons en un point z € () fixé, la cohérence forte permettant d’obtenir les mémes
minorations en tout autre point de Q. On introduit tout d’abord quelques notations, qui
précisent le sens de «presque partout» dans 1’énoncé.

Notations

Soit ¢ = (¢1,...,¢9,) une base de ®, et x = (x1,...,xs) une base de ¥. On pose

po(C) :=det Ly(z,d(C.¢)(z)) pour C € R,
(1.2.38) et V(C,D) := VS (z,d(D.x)(z)) = %h:o det Ly (z,d(C.p)(z) + ud(D.x)(z)),
lorsque p,(C) =0, pour D € R?,

et on note C := {C € R"\ {0}/p,(C) = 0}.

Une phase p € ® correspond a la donnée de C' € R": p = C.. Ainsi, un ensemble ¢ =
(¢1,...,¢,) de phases L;-caractéristiques correspond a la donnée de C' = (C4,...,C,) € C“.

De méme, si C' = (Cy,...,C,) € C? et si B € Z? est tel que 3.C € C, on note E ¢ :=
{D € R*\ {0}/V(B.C,D) = 0}, et €Y := Up.cec&s.c. Des phases v = (y,...,1,) € WP
telles que pour tout p < p, il existe B* € Z? pour lequel ¥, est Vﬁﬁc—caractéristique,
correspondent a D = (Dy, ..., D,) € [], Epuc

Un point C' de C est régulier si au voisinage de C, C est une variété (analytique, de
dimension (r —1)). L’ensemble des points non réguliers de C est un ensemble de mesure de
Hausdorff (de dimension (r — 1)) nulle. Sur la variété C,.,, ensemble des points réguliers de
C, toutes les mesures (ou densités) définies via des coordonnées locales sont équivalentes.

La généricité des quatre premiers alinéas de 1’hypothese 1.2.7 est démontrée dans
[JMR93]. La méthode suit [Arn84], et s’articule de la fagon suivante, pour (iz):

Généricité de hypothese 1.2.7(iz)

Il suffit de démontrer que ’ensemble sur lequel (iz) n’est pas satisfait est de mesure
nulle pour une densité quelconque sur C?, sur un voisinage d’un point €' € C? , par
dénombrabilité a 'infini. Soit donc w, un voisinage de ', dans C,., pour chaque v; on
notera w := [[, w,.

Proposition 1.2.9. Soit a > gN. L’ensemble

(1.2.39) {Cew /[ Vk>0,Ja € Z%0 < |p,(a.C)| < kla]™}
est de mesure nulle dans C?.

Démonstration :
On commence par séparer le cas des nappes planes de C,., (lemme 7.11 de [JMR93]):

Lemme 1.2.3. L’ensemble C,., se décompose en ['union disjointe C,., = C. UCy, avec
i) la conormale n(C) a C en C n’est localement constante autour d’aucun point de C, ;
ii) la partie plane Cy (qui est donc définie comme 'ensemble des points sur un voisinage
desquels n est constante) est soit vide, soit union finie d’hyperplans Hy, privés de Uorigine.
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Sur C?, on définit C} := {C € w [/ V' # v,n(C,) An(Cy) # 0} pour 1 < v < g,
et C* := N,C}, puis H, I'union des produits de composantes Hil et d’ensembles {C, €
wy | YW #v,n(C,)An(C,) # 0}. Le lemme 7.12 de [JMR93] assure que:

Lemme 1.2.4. mes (C?\ [C* U H]) = 0.

Le cas de C' € H] est évident, puisqu’alors a.C' € Hy, pour tout a € Z, et p,(a.C) = 0.

Commencons par le cas ou le voisinage w est inclus dans C*. On a en fait un résultat
plus précis que pour la proposition 1.2.9:

Proposition 1.2.10. Supposons w C C*. Alors, 'ensemble

(1.2.40) R:={C€w/Vk>0,3Ja € Z'\Z,

pela-C)| < wla|™"}

(ou Z est considéré comme Uensemble des o € Z? pour lesquels un o, au plus est non nul)
est de mesure nulle dans C?.

(En particulier, ensemble des g-uplets de phases dans C* qui admettent des combi-
naisons linéaires (entieres et non triviales) caractéristiques est de mesure nulle dans C?.)
Démonstration :

L’ensemble R considéré s’écrit

R = Ne>0 Ua Roz,/1|o<|—“7
(1.2.41)
avec Ry pjaf-a :={C € w / |pp(a.C)| < k|a|™"}.

On est ainsi ramené a la mesure des ensembles R, ,. Quitte a changer la numérotation, on
peut supposer que |a;| réalise le maximum de la valeur des |a, |, et puisque & a au moins
deux composantes non nulles, que ay est non nul. On notera o' 'ensemble des autres
composantes de a, si bien que p,(a.C) s’écrit, par homogénéité :

(1.2.42) po(a.C) = ozjlvp(p <01 + %02 + g.C') )
1

(&3]
L’estimation de la mesure de R, , est donnée par (proposition 7.6 de [JMR93]):

Proposition 1.2.11. Soit C; et C, deux points de C,.., pour lesquels n(C) A n(C,) # 0,
et wy, wy des voisinages de ces points tels que [indépendance des conormales est réalisée
pour tout couple (C1,Cy) € w1 X wy.

Alors, pour tout R > 0, il existe K telle que: ¥Vt €]0,1],VC" € R*,|C'| < R,

]’,7
mes{(C1, C2) € wi x wz [ [po(Cr+1C2 +C')| < p} < T,
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Iei, t = |aa/aq], et R est donné par w et |o'/aq|, d’ou les majorations suivantes :

1/N
P feal Kp'™,
|041| |042|

mesRq, < K
mes Uy R kla]-o < Kr'/N Z |oz|_a/N < K'w'N,
o

la série convergeant grace a la condition a/N > q. Cette quantité tend vers zéro avec e, ce
qui termine la preuve de la proposition 1.2.10. O

Si C' € H \ H{, en choisissant a nouveau |oy | maximum,
- soit il existe ag # 0 tel que n(C,) A n(C,) # 0, qui ramene au cas de la propositions
1.2.10,
- soit pour tout ay # 0, C, € Hy: alors, Cy € Hy et p,(a.C') = 0.

Cela acheve la preuve de la proposition 1.2.9. g

Généricité de hypothese 1.2.7(v)
Précisément, on démontre:

Proposition 1.2.12. Soit a > max{p,q — N + 1}.
Pour presque tout C = (Cy,...,C,) € C:, si = (B,...,07) € (Z9)" est tel que pour
tout u, p*.C € C,

P
alors pour presque tout D = (Dy,...,D,) € H Esu.c, il existe k > 0 telle que:

u=1

V(a,v) € Z' x ZP | a.C € C, soit V(a.C,v.D) =0,
soit |V(0.C..D)| > r(Ja] )™

Remarque 1.2.6. L’ensemble Ezuc, lorsque B*.C € C,ey, est défini par V(5*.C, E) = 0,

le.:

Eno ={E € R\{0} / Y Vi oldx;(z)E; = 0};
7=1
c’est done soit un hyperplan privé de Uorigine, soit R®\ {0}, et la mesure utilisée est soit
(s = 1)-, soit s-dimensionnelle.

Démonstration :

On choisit les points C' de C? dans 1'union des produits H] d’hyperplans (lemme 1.2.4)
et des points de C* dont aucune combinaison non triviale n’est caractéristique: par la
proposition 1.2.10, le complémentaire de cet ensemble est bien de mesure nulle dans C?.
De plus, pour de tels g-uplets C', pour tout o € Z?, on a soit a.C' ¢ C, soit a.C = «,C,,
pour un indice g (et 'on notera a.C' = |a|C,, dans ce cas: C, = +C,).

Fixons donc un tel C, ainsi que § € ZP? et a comme dans ’énoncé. L’application
v = V(a.C,v.D) est une forme linéaire ; de facon explicite, on a:

(1.2.43) V(a.C,3.D) = Y V(0. D,) = 3 4 VEe(d(D,x) (2).
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Deux cas se présentent :

1-E,c =R*\ {0}:

Alors, V(a.C,.) est identiquement nul, il n’y a rien a dire.

2-&,.¢ est un hyperplan (privé de l'origine):

A nouveau, on décompose ’ensemble a mesurer en une intersection (sur x) d’union (sur
a et ) d’ensembles, a savoir: {D € w C [[,_; &mc / 0 < [V(a.C,v.D)| < &(lal[y])7*}
(avec w voisinage borné d’un point D).

Si v est tel que pour tout v, non nul, Egu ¢ coincide avec &, ¢, alors pour tout D €
Hi:l Esnc, la combinaison linéaire v.D est encore dans &,¢, et V(a.C,v.D) = 0. Ceci
contient le cas ou C' € Hj, qu’on écarte par la suite.

On suppose donc que pour au moins un v, # 0, Eguc est différent de ’hyperplan &, ¢
(ce que 'on notera v € Z). Pour un tel u, I'intersection Eguc N E,.¢ est alors de mesure
nulle dans Ezu o, et l'on se restreint pour D, a un ouvert w, inclus dans Ezue \ Euc.
L’expression (1.2.43) s’écrit alors:

V(a.C,v.D) = ZV#V(Q.C, D,) avec v, # 0 et Eguc # Enc.
o

Si g = 1 réalise le maximum de |y,| parmi ces indices, on note p' I'ensemble des autres
indices, si bien que:

V(a.C,7.D) =, [V(a.C, D))+ L .V(a.C, D’)}
Ba!

(1.2.44) -

avec la notation a.C = |a|C,

(’homogénéité de V (., D) est donnée par (1.2.38)).

A présent, pour chaque a, V(C,,.) est un polynéme en s variables non nul, de degré
un. De plus, & o fixé, lorsque D décrit w et v décrit Z (i.e. il existe u tel que v, # 0 et
Esnc # Eac), D1+ (7'/7).D' reste borné, et pour tout (v'/v).D', V(Cq,. + (v'/7).D")

est non nul. Il suffit alors d’appliquer une variante de la proposition 1.2.11:

Lemme 1.2.5. Soit V un polynome en s' variables de degré un, non nul, et soit p, R > 0.

Alors mes{D € R*,|D| < R | |[V(D)| < p} < C(R)p.

OH utilise le lemme a « et D/ fixés our majorer la mesure de ’ensemble des D1
y ) P J
(8/ =sous— 1), et ’on conclut par:

mes{D e w /| |V(a.C,y.D)| < p} < Cﬁmesw’
(1.2.45) Tulle
< Curh

a7
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puis
mes Neso Uian/eou ctac)ID €w [ [V(a.C,y.D)| < w(lally[)™"}
K
: < C,liminf Y ———F——
(1.2.46) = b i 2;;|7¢akﬂa+Ahq

< C'liminf k par le choix de a.

1.2.6.3 Equations définitives

On est a présent en mesure de donner les équations qui doivent régir les profils, en
terme des actions des opérateurs précédents. Comme on ’a déja remarqué au paragraphe
1.2.3, les opérateurs entrant en jeu seront différents, selon que l'on s’occupe du mode non
oscillant en la variable # (moyenne) ou des oscillations. D’ou leur séparation :

Notation 1.2.5. On écrira:

u = Z ua(x’w)em.e

a€EZ9

=u(r,w) + u(r,w,0) = (u)(z,w) + v (z,w, )
= u’(z,w) + Zuo‘(:c,w)em'&.

a#0
On a alors la traduction suivante de I’équation (1.2.13):
(1.2.47) Eug = ug.
De méme, pour (1.2.14), en séparant moyenne et oscillations :

(1.2.48) Fu, = uy,
(1.2.49) Gug = ug,.

Cette derniere condition permet de résoudre (1.2.4), en paraphrasant (1.2.15):
(1 = B)ur = —Lq(0) YL (0, )uf.

La moyenne de (1.2.5) est de la forme «L;(0,)U = F», ce qui impose la condition de
compatibilité :

(1.2.50) FLy (9, )ug + F(B(uo, dp)ug) = 0.
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Quant a la partie oscillante (de la forme Ly (dg)u; = F'), on en déduit
EV(0,)uy + EL1 (0:)ug + EL1 (0,)(1 — E)ui + E(B(ug, dg)ug)* =0,
et ensuite, en projetant via G et en utilisant I’expression de (1 — E)u} ci-dessus,
(1.2.51) GEL;(0z)ug — iD(0,,)upy + GE(B(ug, dg)ug)* = 0.

Toutes ces conditions fournissent les équations déterminant ug, et permettent la réso-
lution de (1.2.3), (1.2.4) et (1.2.5), ce qui donne:

(1.2.52) (1 —E)uj = — Ly (95) "Ly (0, )ug
= g171(.17, Uo, awuo)*,
(1.253) (1= )y = = La(0) 7 14 (02 )t + (B (o, o))
= <g172($,u0, Oz uo, 80’U0)>,
(1.2.54) (1 = G)Eu} = — V(3,)"YE [Ly(8,)ul — iD(0,)ul + (B(uo, dp)uo)*]
L. = g173($’ Uo, &Euo, af)um a@'uo)*,
(1.255) (1 —E)uy = — L1(95) Y [Ly(0,)u} + L1 (0:)uly + (B(uo, 9p)uo)*]

= g271(17, Uo, ax’lto, awuo, a@uO, awul)*.

D’apres les propositions 1.2.6 et 1.2.7, les équations (1.2.47) a (1.2.55) sont ainsi équi-
valentes aux trois premiers termes du développement de L(u,d)u = 0, a savoir (1.2.3),
(1.2.4) et (1.2.5).

On décompose alors successivement toutes les équations par ce procédé (séparation de
moyenne et oscillations, puis projection et résolution), de facon & obtenir, par récurrence,
un systeme intégro-différentiel triangulaire. Groupant la partie «résolue» des oscillations de
(1.2.6),, et (1.2.6),41, ainsi que les conditions de compatibilité pour (1.2.6),41 et (1.2.6),,12,
on a, pour les inconnues (1 — E)u} ((1.2.47) peut se lire «(1 — E)uf = 0»), (1 — G)Eu},
GEuf, Fu, et (1 —F)u,,:

(1= By, = — Ta(00) D [La(0 )iy + L (027
(1.2.56) +(B(ttn-2,0o)uo)" + (B(uo, 0o )tn—2)" + F]

2 2
= Gnalx,0%ug,...,0%U,1)",
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(1= F)u, = — Li(0.) 7 [L1(00)u,

(1.2.57) +(B(tn-1,09)uo) + (B(uo, 0p)tin-1) + (Fry1)]
= (Gnalz, ug, . .., @2un_1)>,

(1 = G)Euj, = — V(3,)"ME [L1(0:)u}_y — D(0u)u}_,
(1.2.58) +(B(tn-1,0)uo)* + (B(uo, O )tn_1)" + .7:2+1}

2 2
= Gnslx,0%ug, ..., 0%Up_1)",

(1.2.59)
FL,(8,)Fu, + F(B(u, dp)uo) + F{B(uo, J)un) = — F[L1(0.)(1 — F)u, + (Fosa)]

= (Gna(z, 0*ug, ..., 0%, 1)),

(1.2.60)
GEL, (0,)GEu’ — iGED(4, )u’ + GECu’ + GE(B(uo, 0s)un)* + GE(B(uy, Jg)uo)*
= —GE [L1(9,)(1 — E)yu}, + L(9,)(1 — G)Eu + F,)
= Gps(x,0%uo, . .., 0%un_1)"

Les G, sont des fonctions régulieres (les F,, ont été définies en 1.2.2), et on posera
Goi:=0pour:=0,....,5.

On a ainsi obtenu un systeme d’équations équivalent a (1.2.3),...,(1.2.6),,... De plus,
seuls les termes Fu,, et GEw sont vraiment a déterminer, les autres ayant alors des expres-
sions explicites. De plus, on reconnait, dans les équations (1.2.51) et (1.2.60), 'opérateur
GEL,(0;)GE, qui n’est autre que GE(V(9;) + C), selon la proposition 1.2.2. On résume

ces résultats par:

Proposition 1.2.13. Si les profils u, € C*(Q x T? x TY) sont solutions des équations
(1.2.6), pour n € N, alors v, := Fu,, et w, := GEu} sont solutions des suivantes :

(1.2.61) Fv, = vo

(1.2.62) GEw; = wo

(1.2.63) FL(0;)Fvg 4+ F(B(vo + wo, Jg)wg) = 0

(1.2.64) GE [V (0,)wo — iD(0,)we + Cwo + (B(vg + wo, 0g)we)*] = 0,
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et pour n > 0,

(1.2.65) Fv, = v,

(1.2.66) GEw} = w,

(1.2.67) FLy (0:)Fv, + F(B(v, + wy, 0s)wo) + F(B(vo + wo, Jg)wn) = (Hn)
(1.2.68) GE[V (0;)w,, — iD(d,)w, + Cw,

+(B(vy + wy, g)wo)* + (B(vg + wo, Op)w,)*] = L7,

ot l'on a posé, en utilisant les fonctions G, ; ci-dessus :
2 2 2 2 2 2
<Hn>(l’, @ Vo, 8 Wy« .., @ Un—1, 8 'wn_l) = <gn74($, 8 Uy - -y @ ’un_1)>,
2 2 2 2 2 2
Ix(x, 0%, 0% wg, . .., 0%0p_1,0%Wy_1) 1= Gps(x, O ug, ..., 0%Up_1)".

Réciproquement, si les (v, w,) sont solutions de ce systéme, on définit récursivement
les u,, solutions des équations (1.2.6), par:

(1.2.69) (1= E)uy =67,
(1.2.70) (1 - G)Eu; =g,
(1.2.71) GEu;, = wy,
(1.2.72) Fu, := v,

(1.2.73) (1 = F)u, = (Gn2)-

1.2.7 Existence des profils

Notre but est a présent de montrer ’existence, localement en temps et en espace, des
profils u,, ou, de maniére équivalente, celle des couples (v,,w,), d’apres la proposition
1.2.13. Modulo les conditions de polarisations, on est donc confronté a la résolution de
deux équations couplées: un systeme hyperbolique symétrique portant sur v, (équations
(1.2.63), (1.2.67),), qui peut également étre vu comme une équation de transport par
lopérateur FL, (0;)F, scalaire pour chaque mode de Fourier en w (d’apres la proposition
1.2.2), et une équation de type «Schrodinger» ((1.2.68),, ou le «temps» est mesuré, pour
chaque mode « de Fourier en 6, le long du rayon associé a a.¢, et ou la partie d’ordre deux
est donnée par 'opérateur D(d,,)) portant sur w,.

Ces équations sont non linéaires dans le cas de vy et wq, et linéaires par la suite. De plus,
elles sont a coefficients variables, contrairement a celles étudiées dans les travaux antérieurs
cités en introduction. Mais ces coefficients sont fonctions de x seulement, et 'utilisation
d’espaces non isotropes permet de surmonter cette difficulté.

1.2.7.1 Espaces fonctionnels

Pour résoudre (localement) le probleme de Cauchy associé, on suivra les méthodes
d’énergie utilisées par exemple dans [JMR95] : pour mettre a profit la propriété de transport
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a vitesse finie des systemes hyperboliques, on choisira désormais pour € le cone
Q= {z=(t,y) e R™/0 <1 < 0,0t + |y < p},

ou p > 0 est fixé, et § est choisi suffisamment grand pour que ’on ait :
(1.2.74) old+ Z (2,0) définie positive et (5 + Z » | x)) > 0 sur 0.

On impose t, assez petit pour avoir dtg < p (ainsi que toutes les phases définies sur
entier), et on note

w = {y € RY/(t,y) € O},
Q=N {t <t} pour 0 < t; < to.

Les espaces fonctionnels utilisés seront de type Sobolev, afin d’obtenir des inégalités
d’énergie. Pour compenser la perte de dérivées en w due aux commutations entre les opé-
rateurs d, et D(0,), on utilisera des fonctions dont la régularité differe selon les variables:

Notation 1.2.6. Pour un multi-indice v = (v, Yw,vs) € NP+ on appellera «longueur »
la quantité usuelle |y| = > . vy, | + 22, 1wl + 22, 1o, et «poids» la quantité [y] :=
Yl + 17wl/2 + |yel /2.

De méme, on parlera de la longueur |y| de Uopérateur de dérivation 37, et de son poids
[v]. L’écriture 0° fera référence a Uensemble des dérivations (en y, w, 0) de poids inférieur
ou €gal a s.

Définition 1.2.2. Lorsque s € N/2 et 0 < t; < tg, on pose E°(t1) Uespace des fonctions
u(z,w,0) sur Q;, x TP x T dont les dérivées Ou en y,w, 0, prolongées par zéro hors de
O, , appartiennent a C°([0,t,], L*(R? x TP x T9)), pour v € N**P+7 tel que [y] < 5. Pour
u € E%(t1), at fixé, u(t) appartient a Uespace de Hilbert K*(w:) correspondant au produit

scalaire :
(uv 'U)s Z (aﬁu v )L2 (wexTPxT9);

h<s

et on notera || . ||s la norme associée.
E%(t1) est alors muni de la norme suivante :

| v lles@y:= sup || u(t) [|s,
tef0,t1]

qui en fait un espace de Banach.

Les éléments de K*(w;) étant les restrictions de fonctions de ce type (Sobolev) sur
R? x T? x T? (voir par exemple [CP81]), on en déduit quelques propriétés utiles :

Proposition 1.2.14 (Injection de Sobolev).
Pour s € N/2 et s > Qdffp—l'q, K*(w;) s’injecte dans L°(R? x TP x TY), et l'injection a une
norme majorée indépendamment de t € [0, o).
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Proposition 1.2.15 (inégalité de Gagliardo-Nirenberg). Si k,s € N/2, avec k < s,
k.1 kl 1
et a, B € [l,+o0],r € [2,400], vérifient (1 — —)— 37 = -,
s r
alors il existe C > 0 tel que, pour tout t € |0, to] tout u € S(wy x T? x T9), on a:

1k E
0% u fler< C luflpa” | 0w llfs -

Démonstration :

Sans redémontrer le cas classique (isotrope) de ces inégalités, voyons comment 1’on
passe au cas non isotrope.

Tout d’abord, lorsque [y] < k et 4, = 0, on retrouve le cas isotrope, en les variables w
et 8, pour des dérivées de longueurs inférieures a 2k, controlées par les dérivées de longueur
2s.

Lorsque le multi-indice v porte a la fois sur y et sur w ou f, on utilise la commutation
entre les variables, et on les sépare comme suit : posant v := 9,"u (et supposant v, = 0),

Yy | [y

— Y
| u || < C v H St I a;—lwl/lv H;Imlﬂ

7| _ bl
w /2 s—|vw|/2
<Ol | T

ol VL, okl 11
2s — ||/ a 2s—|y.,|b r

(1.2.75)

pour

De plus, on a, pour || v ||fa:

T s
™ u e <C llullpe > || 02w HLd :
25 J ¢ 2sd a
Le choix b = d = 3 et ¢ = a détermine alors a, et fait que la relation entre 1/r, 1/a et 1/b
est équivalente a ’hypothese liant 1/r, 1/a et 1/5. O
Proposition 1.2.16 (Moser). Pour s > Qdffpﬂ, E%(t1) est une algébre de Banach sur

laquelle les fonctions C* agissent continument, i.e.:

si GOy x TP x T x CN — C* est de classe C*°,
Vu,v € E(t),G(z,w,0,u) € E(1y) et
I G2, w,0,u+v) = G, 0,0, u) leo@) < O w llesys | v ) || 0 lesqor) -

(voir par exemple [DJMR96])

Enfin, les équations que I’on se propose de résoudre ont un sens sur ces espaces:
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Proposition 1.2.17.

i) Pour toust € [0,t1] et s € N/2, E(t) et F(t) sont des projecteurs sur K°(w;), autoadjoints
sur K%w;) = L*(w;), et qui dépendent continument de t. Quant a G, c¢’est un projecteur
autoadjoint sur K*(w;) pour tout s.

ii) De méme, et sous Uhypothése 1.2.7 d’absence de petits diviseurs, C agit continument

sur £5(t1), V(0,) et D(0,,) de E%(ty) dans E571 ().

Démonstration :

Comme pour la proposition 1.2.7, on utilise le développement en série de Fourier de
u, et le lemme 1.2.2, qui assure que les coefficients (et leurs dérivées) de E, F et G sont
bornés indépendamment de z, o et v. La continuité en temps découle immédiatement de
la convergence absolue des séries.

On procede de méme pour C,V(3,) et D(d,), en tenant compte de I’homogénéité des
coefficients. O

1.2.7.2 Résolution

On peut a présent énoncer:

Théoreme 1.2.1. Pour s > Qdffp—l'q + 1 et sous les hypothéses précédentes, on se donne
go, ho € K*(wy), et pour tout n > 1, g, € K*(wo) et h, € K*(wo) vérifiant Fg, = g, et
EGhy = hy, pour tout n € N. Alors, il existe t, €]0,t0] et d’uniques solutions (mazimales)
vo, wo € E°(1),Vt < Ly, des équations (1.2.61)-(1.2.64) avec données initiales vo|,_, = gn et
wo|,_, = hn. De plus, si s > Qd_'jfp_"q +n+ 1, i existe d’uniques solutions v,,w, € E57"(t)
(t < t.) des équations (1.2.65)-(1.2.68) avec données initiales g, et h,,.

Enfin, t, peut étre minoré indépendamment de s, au sens suivant : si g, € Nyen/2K*(wo)
et hy € Neny2K®(wo) avee supy ||gol|, , sup, || holl, < +oo, il existe t* > 0 tel que, pour tout
5> 2d+47p+q + 1, le temps t,(s) précédent vérifie t, > t*.

La suite de ce paragraphe est consacrée a la preuve du théoreme.

1-Linéarisation et estimations d’énergie

L’existence pour les équations linéaires est classique, par exemple via un schéma aux
différences finies, dont la convergence repose sur des estimations d’énergie. On va en dé-
montrer de similaires pour la résolution des équations non linéaires, que I’on commence
par linéariser ; on s’intéresse au systeme

FL,(0.)Fv + F(B(v' + w', dg)w) = F(H)
GE[V(0;)w — iD(d,)w + Cw + (B(v' 4+ w', dg)w)*] = GEZ*
Fv =wv
(£) GEw* = w
V) = 07

. — .0
w|t:0_w
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ou v',w', H et Z sont des fonctions données dans £°(¢1) (pour un certain t; € [0, o)) vérifiant
Fv' =, GEw'™ = w'.

Les estimations en norme L? de ce linéarisé sont presque immédiates :

Proposition 1.2.18. Soit v',w' € £°(t1), ot s > XX 4 1 et H,T € £°(1). Si (v, w) €
E'(t1)? est solution de (L) avec ces données, alors

t
o115+ O < e (Il(0)[15 + [|w(0)][3) +/ “UIHWNE + 1Z()IE)dt,
0
ou la constante C est fonction des A; et de ||V, 0pv'||; = , ||, Ogw'|| ;o seulement.
Démonstration :

Il suffit de prendre la partie réelle du produit scalaire (dans L?) de v et de la premiere
équation de (L), puis d’intégrer en temps, pour obtenir :

lo(t)]ls — lv(0)]ls + Z/O 2Re(v(), (A;0;0)(1'))odt’
(1.2.77) + / t 2Re(v(t'), (B(v' 4+ w', dg)w(t')))odt’
:/0 2Re(v(t'), (H(t")))odt'.

En faisant de méme avec w et la deuxieme équation, et en tenant compte du fait que
l'opérateur :D(d,,) est antisymétrique pour le produit scalaire sur L?*, on a:

leo(t)llg — H'w(O)HﬁJrZ/O 2Re(w(t), (vi(2).0w)(1"))odt’

0

(1.2.78) +2 Ot Re(w(t'), Cu(t'))odt' + / SRe(uw(t), (B! + ', dp)uo(t')) odt

_ / IRe(w(t'), T(t'))odt'.

0

Par la suite, on utilisera plusieurs fois I'orthogonalité (dans L?) entre moyenne (en 6) et
oscillations. Ainsi, pour les termes dans lesquels B apparait, compte tenu du fait que v est
une moyenne et que w est a moyenne nulle, on a (v, (B))o = (v, B)g et (w, B*)g = (w, B)o.
Sommant (1.2.77) et (1.2.78), on aboutit a:
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o6 + o013 — m<nm+mu||+§j/z& ) (As00) ()odt
. +Z/ﬂ%w (5 Q)+ 2 [ Refwld), (ot

*Azw<<ﬂwm»BW+wwmww»w

= /0 DRe(v(t'), (H(1")))odt' + / ORe(w(t'), T*(t'))odt'.

0

Or, le terme B(v' 4+ w', Jg)w s’écrit aussi B(v' + w',0p)(v + w), et c’est une somme de
termes B, (v' 4+ w')0p, (v + w), avec B, une matrice hermitienne, ne dépendant de § que par
I'intermédiaire de v’ et w’. Par intégration par parties (en 6), on a donc:

Re((v 4+ w)(t'),B(v' + v’ (99)'w(t’))0
(1.2.80) = —Rﬁz B, (0, (v" + w'))w(t'))o

= —Re((v + w)("), BOs(v' +w')u(t")o.

avec B := >, B
On integre alors par parties dans (1.2.79) les termes contenant les dérivées spatiales
(intégration par parties en y), le choix de ) rendant les termes de bord positifs (voir

(1.2.74)) :
IO+ 1 < IO+ o0l
+ Z /Ot QRB(‘U(t/), (ajAj)'U(t/))odt/

+Z/ 2Re(w(t'), (9;v;)w(t'))odt'
(1.2.81)

+2/ Re(w (t'))odt'
+/z&<<wwm»H%W+wwwwww

0

+ / CORe(o (1), (H()odt” + / ORe(w(#), T(") o

0
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On peut ensuite majorer le second membre par des sommes de deux carrés de normes
L?, dont on extrait les termes bornés (normes L>):

lo(®)llg + [Tw@)lls < To(0)]15 + [hw(0)]lg
(1.2.82) + O]l o Haew’HLoo)/o (@) 116 + Il w(®') [15) dt

¥ / | (K4 T)() |12 '

et le lemme de Gronwall permet de conclure. O
On a également ces estimations pour les normes K*:

Proposition 1.2.19. Soit v/,w' € £5(t1), ot s > XY 4 | et H, T € £5(11). Si (v,w) €
E5(t1)? est solution de (L) avec ces données, alors

o) 115+ 11 w(e) 1135 e (11 e(0) I3+ [ w(0) I12) +/0 I HW) 17+ 1 T 117)dt

ot la constante C est fonction des A; et de || v’ ||s, || w' ||s seulement.

Démonstration :

On utilise la méme technique, prenant pour la premiere (resp. deuxieme) équation le
produit scalaire de 9"v (resp. d"w) avec la méme dérivée des termes de ’équation, pour
un multiindice v tel que [y] < s.

Des commutateurs interviennent, puisque les coefficients ne sont pas constants; les
équations portant sur v et 7w sont alors:

FLy(0,)F0"v + F(B(v' + ', 95)0"w) = OF(H) — [0", FL1 (0,)Flv

(1.2.83)
—([0",FB(v' 4 w’, 05)]w),
GE[V(0,)0"w —iD(0,)0"w+Cd"w + (B(v' + w', 95)0"w)*| = "GEZ*
(1.2.84) — [07,GEV (0, )]|w + [0", GED(9,, )]w

—[07,GEClw — ([0", GEB(v' 4+ w', 85)]w)" .

Les commutateurs s’estiment grace aux deux lemmes suivants ; tout d’abord, les termes
linéaires :

Lemme 1.2.6. Soit [y] < s.

i) Les opérateurs (07, L1(0;)], [0, V(0,)], [0, D(0.)] sont de poids au plus [v], et agissent
de E%(t1) dans E°(ty).

ii) Les opérateurs [07, K], [07,F]|,[07, G| sont de poids au plus [y] — 1, et agissent de E°(1y)
dans E(t1).
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Démonstration :
Il suffit de compter les dérivations, de facon élémentaire, et d’utiliser les majorations
des coefficients multiplicateurs de Fourier données a la proposition 1.2.17. O

Pour les termes non linéaires,
Lemme 1.2.7. St w,v',w' € E%(t1) et [y] < s, alors pour tout t € [0,4],
107, Bv" + ', 0p)]w ko< CUl v+ 0" [les(en) | w0 [lics(eny -

Demonstration :
On peut écrire

(1.2.85) 07, B +w',95)] = > [0, B,(v' + w) s,
et pour chacun de ces termes,

(1.2.86) 07, B,(v' + )3, = Y 07 (B,(v' + )y,

0<y'<y

On cherche donc une majoration de || 8" (B, (v' 4+ w')) 8~ g w ||z2. Par I'inégalité

de Holder,

(1L287) |07 (Bu(v' +w') 8" dpw ||| 0 (Bu(v' + ) [luol 87 Oppw [l s,

pour tous p, g tels que zla + % = %

Le théoreme de Moser assure que B, (v’ 4+ w’) est dans £°(¢1), avec

(1.2.88) | Bo(v' +w') les@y < C(| 0"+ w' 1) || 0" + w0 [les(ey) -

On peut donc estimer les deux termes de (1.2.87) par 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg:
puisque [¥'] > 0, avec e < 7' et |e| = 1,

(1.2.89)

v/ —e] [y =]

! I 1 e 1 I -5 I / s—[e
10" (B, (v +w") |- <C || 0° (B, (v" + w") |l o "™ || (Bu (v + w)) |57

_ Iyl
1 s—[e]

< (10 (Bl + ) I 0 (B! + ) 1)
[y =]

< || (B (v +w')) 7,

N e o e el
ot a + 2 N p ’
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et de méme,

, 1= =1
i Py e e P

2 2 0\ 1— []__”’] v="1
(1.2.90) <C (1l o =" G 152) 7 e 15777,
cs=1/2—[vy=91 =91 _s-1/2
ou —+ = .
b 2 q

Toutes ces normes sont majorées par les normes dans A° des fonctions v’ + w’ et w. Quant
aux exposants, la latitude du choix de a et b dans (1.2.89) et (1.2.90) permet de prendre p
et g corrects dans (1.2.87): d’apres (1.2.89) et (1.2.90),

(1.2.91)
L1 L = [v=9T\ L(2s=[]—[e]  25s—1—[v—7]
}_7+§decmt[5(3—[e]+3—1/2>’§< s — €] i s—1/2 >]’

avec pour [e] = 1/2,

=€  v=A1_[v—¢e _hl-1/2
s=d Ts—12 s—1j2 s—ijz !

1<28—[7’]—[€] 28—1—[7—7’]>_88—3—2[v]
+ = > 1

2 s — €] s—1/2 1s — 2 ’

(1.2.92)

tandis que dans le cas [e] =1,

W —e =T _Dbhl-bh=91-1 7]

< <1
(1.2.93) 3—[e]+3—1/2 s—1 + s—1
- L2s—[—lel  2s—1—-[y =71\ _4s—2—-[]
et — > > 1.
2 s — €] s—1/2 2s — 1
Dans tous les cas, (1.2.87) peut donc étre satisfait. O

On obtient done une majoration de || (t)||2 + [[w(t) |2 semblable & Vinégalité (1.2.82)
I + @I < O + (O]
(1290 F OOl o 1) [ (o) 12+ 1 ) 1)
b [z g a

et ’on acheve la preuve de la proposition 1.2.19 par le lemme de Gronwall. g

2-Les équations non linéaires
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L’existence et la régularité sont obtenues par itérations dans £°:

FLy(0:)Fupmi1 + F(B(vy 4 wm, Og)wpy1) =0

GE[V (0 )wms1 — 1D(0,)wmt1 + Cwpgr + (B(vm + Wi, Og)wing1)*] = 0
Fope1r = vt

GEw,, 11" = Wt

Um41),., = 90
wm+1|t=0 = ho

(initialisé & go et hg, par exemple).
Tout d’abord, si I'on choisit R > ||go + hOHKS(WO)7 on obtient par récurrence ’existence
d’un temps ¢y > 0 tel que ||vy, 4 wp||es@,) < R pour tout m, grace a la proposition 1.2.19.
Ensuite, la différence entre les équations déterminant (v,,, w,,) et (Vpm41, Wn41) fournit,
pour V,, i=v,41 — vy, et Wy, = wpgq — wy,

FL1(9,)EV,, + F(B(vy + wp, 9g) W) =
- F((B(Um + Wy, 89) — B(’Um_1 + W1, 89)) Wy,

(1.2.95)
GE[V (0 )W, —iD(0,)W,, + CW, + (B(vy + Wy, 0) W, )] =

— GE ([B(vm + Wy, dg) — B(vyn_1 + W1, 9g)]wim)”,
si bien que

(1.2.96)
H Vi (t) I‘Ks_l/z(wt) + H Wm(t) HKs—l/z(wt)

t
< / eC(R)(t_t')H (B(vm + Wi, 0p) — B(vm—1 + W1, 0g)) 'LUmHB's—l/Q(wt‘)dt/

—Jo
t
<CR [ (Warmillmssion + IWoncillemiige)
0
et

(1.2.97)

eCtl _ 1

[Vielleo-1r2() + Wl ge-1r2() < CR (HVm—lﬂss—lﬂ(tl) + HWm—1H53—1/2(tl)) )
d’ott la convergence de ce schéma dans £5~/2(1,), éventuellement apres diminution de ;.
La perte —apparente— d’un demi-indice de régularité est due au caractere quasi-linéaire
de la non-linéarité. La régularité est en fait conservée, ce que 'on peut démontrer via un
lemme de Friedrichs (¢f. [Gar62]).
Enfin, le temps d’existence des solutions maximales ne dépend que du comportement
des solutions dans un espace W™ (et, bien siir, des données initiales). Il suffit d’utiliser
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une méthode de prolongement (suivant A. Majda, [Maj84]), type EDO, reposant sur des
estimations semblables a celles qui précedent :

Proposition 1.2.20. Si t,, temps mazimal d’existence des solutions vy et wo dans E°
(s > mffpﬂ +1) des €quations (1.2.61) — (1.2.64) pour des données initiales réquliéres, est
strictement inférieur a tg, alors

fim sup (I wo(t) llwtes(ixroxrey + |l wo(t) [wiis(wexoxre)) = +o00,
—tx

ou Wh>(w; x TP x TY) est 'ensemble des u € L*

(wr x T? x T?) dont les dérivées u en
y,w et O sont dans L (w; x T? x T?), lorsque [y] < 1.

Démonstration :

On reprend les estimations de la proposition 1.2.19, mais a présent, v’ = v et w’ = w.
Simplement, dans (1.2.89) et (1.2.90), on ne majore pas les normes L> par des normes K*,
si bien que 'on a:

o112 + @15 < ()17 + [[w(0)]17

(1.2.98) :
+C(f v,w wao)/o (e@) 113 + I w() |17) dt',

et a nouveau, le lemme de Gronwall conclut. O

1.2.8 Approximation de solutions exactes
1.2.8.1 Solutions asymptotiques

On suppose toutes les hypotheses précédentes vérifiées, et les profils du théoreme 1.2.1
construits. On notera t* < ¢y la borne supérieure des temps d’existence de ces profils, pour
des données C* fixées. On peut alors construire des solutions asymptotiques du systeme
de départ, (1.2.1), a tout ordre: si M € N, on pose

(1.2.99) uy(z):=¢ z_: e, <;1:, 1/)\(/?, ¢(;)) = eUy(2).

On donnera le méme type d’approximations que dans [Gue93]. Pour cela, on introduit :

Définition 1.2.3. Pour t; € [0,%9] et s € N, on notera E°(t1) l'espace des fonctions
u sur Yy, telles que, pour |a| < s, 9%u prolongé par zéro hors de (), appartienne a
Co([0, 1], L*(R%)).
1/2
On munit E°(t) de la famille de normes || u ||5c:= supp 4 <Z|a|<s | (€0y)*u H%g> ,
et on notera, pour p > 0, By (t1) := {(u®)cgro,n) / Ve, || u ||s< p}-
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Par construction, on a:

Proposition 1.2.21. Pour tous s, M € N, t < t*,
) Vo € N, supgy | (20.)° U3 (1) =< o0
i) il existe p > 0 et 15, € B3(t) tels que L(uj,, 0)ujy, = eMizpe

Ensuite, les techniques d’Olivier Gues, qui s’appuient sur des méthodes de perturbation,
permettent de voir en quel sens cette solution asymptotique est proche d’une solution
exacte.

1.2.8.2 Probleme de prolongement

Le cas le plus simple est celui ot une solution exacte v® est déja connue sur ;, pour
t < to, et admet un développement asymptotique:

Théoreme 1.2.2. On se donne les espaces de phases ® et U, et on suppose les hypotheéses
1.2.1 a 1.2.7 satisfaites (les phases étant définies sur ) entier, soil jusqu’au temps to).
Soit M/2 > s >d/24+1, p >0, t€]0,t], et v° € E*(t) une solution exacte du systéme

(1.2.100) L(v®,0)v° = f° sur (Y,

avec f€ € €M/QB;_1(750),

et v® € e EnM:_Ol e, (l’, %, @) —|—€M/2‘HB;(§), pour des profils v, € C*°(Q; x T? x T7).

Alors, il existe 1, > t, indépendant de ¢ < ¢,, tel que v° se prolonge de facon unique
sur Q;, en une solution dans E*(t,) admettant un développement asymptotique du méme
type (les profils oscillant selon les mémes phases, et le reste étant dans M/ B3(t,) pour

un o > p).

Démonstration :
1-Montrons tout d’abord que les profils v, sont solutions (sur Q;) des équations (1.2.3)-
(1.2.6)a7-1 : en introduisant le développement asymptotique de v* dans 1’équation (1.2.100),
on obtient :

M-—1
(1.2.101) fo= L, 00" =) B (0,0 /VE ¢fe) + MRy,

avec Ry, € B;,_l(i)
et B, = Li(d¢)0gv,, + L1(dp)0,v,—1 + L1(02)vn—2 + B(vo, O)vn—2 + B(vn_2,09)ve + Fn,
si bien que I’équation (1.2.6) équivaut a F,, = 0.

Or, puisque f¢ € €M/QB;_1(§) C L*°, par récurrence, on voit que pour tout n < M,
E.(z,%/\/e,¢/¢) 5—_>0>0 dans L.

On montre que les v, sont bien solutions des équations (1.2.6),, en appliquant deux fois
le
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Lemme 1.2.8. On suppose les phases ¢ Q-lincairement indépendantes.
Soit E € C°(Qy x T?) vérifiant E(x,¢/¢c) —0>0 dans L™,

- =l
Alors £ = 0.

2-La proposition 1.2.13 assure alors que les termes Fv et GEv’ sont solutions des équations
(1.2.61)-(1.2.68) sur Q;. Cela fournit des données initiales au théoreme 1.2.1, permettant
de prolonger ces fonctions (et donc, les v, entiers, a nouveau par la proposition 1.2.13) sur
Q4x, avec t* > t. La proposition 1.2.21:7) montre alors que 1’on peut construire une solution
asymptotique avec reste dans eM/2B3(1*), et avec l'estimation i), on peut appliquer le
théoreme 1.1 de [Gue93], qui conclut. O

Remarque 1.2.7. Comme cela est bien souligné dans [Gue93], le théoréme d’existence
de solution exacte n’est pas «a temps petit» : si la solution asymptotique existe sur [t,1*],
la solution exacte aussi, pour epsilon assez petit. On donnera une version simple de ce
théoréme dans le cas particulier du paragraphe 1.4.4.2.

1.2.8.3 Probléeme de Cauchy

Si I’on tente de traiter un probleme de Cauchy par les mémes techniques, un probleme
de compatibilité intervient (voir la proposition 1.2.13: la connaissance des Fu, et GEu
détermine les u, ). Il est possible de le résoudre, en supposant, comme dans [JMR95], que
les espaces de phases contiennent des phases «temporelles» (ce qui n’est guere restrictif:
voir la remarque 2.3.3 dans la méme référence):

Définition 1.2.4. ¢ € C*(Q) est temporelle si ),_, =0 et Oyp ne s’annule pas sur wy.

Alors, si 'on a une donnée initiale vl admettant un développement asymptotique

t=0

¢ ¢ € n/2,0 ¢0 ‘ ¢0 ’
(1.2.102) Vlemo ™ 5;5 o (y’ \/(Ey)’ iy)>

sur wp, on choisit des phases correspondant a ces données ¢° ¥° et appartenant a des
espaces ® et ¥ cohérents contenant chacun une phase temporelle.

La proposition 1.2.6 montre que les conditions de compatibilité cherchées (EF,,.; = 0,
par exemple) sont équivalentes & des équations (L1(0p)U, = F,41) qui peuvent étre vues

comme des problemes de Cauchy a données Un),, = 02, Cela fournit des données

=6,=0
initiales (& ¢t = 0) permettant de construire le profil u; sur Q;, x (R x TP~1) x (R x T?71).
Ce profil est a priori seulement presque périodique en § = (61,0') et en w = (wy,w’): dans le
cas d’oscillations initiales selon les phases y; et ya, pour 1’équation des ondes (en dimension
deux), les phases engendrées sont a.y & (a? + a2)'/%, et ne forment pas un groupe de type
fini lorsque o décrit Z2.

Une solution pourrait consister a polariser les données de facon a ne sélectionner que

certaines phases. Le méme probleme se pose alors pour tous les profils du développement.
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Aussi, nous choisirons plutot, pour rester dans un cadre périodique a tout ordre, de partir
des profils eux-mémes: des solutions de (1.2.61)-(1.2.68) étant construites pour t < t*, le
théoreme de Borel assure I'existence d’une solution approchée réguliere v’ (z):

()" [uzppu) —e Y e, ( &ﬁ ¢f>>]

n<M

VM € N,Va € N't¢, = O(M/?HY),

LOO
On renvoie au paragraphe 1.4.4.2 pour la démonstration du fait suivant :

Théoréme 1.2.3. Pour tout t < t* , si f* ~ 0 dans C*°(Q), il existe &; tel que la solution
du probléeme de Cauchy

L(ve,0)° = f¢
(1.2.103) 50 =1
vi_o(y) = ev™(y),

ot v (y) ~ > e 5”/2un|t=0 <y,¢|t=0/\/g, ¢|t:0/5), e €]0,1], existe sur Qy, pour ¢ < ey De
plus, elle admet un développement asymptotique a tout ordre: v — i, ~ 0.

1.2.8.4 Perturbation de phases

Jusqu’a présent, les deux échelles d’oscillation étaient explicites dans les données. Ce-
pendant, nos développements peuvent aussi s’appliquer a un cas ou l'oscillation «lente» se
présente plutét comme une perturbation de 'oscillation rapide.

Ainsi, considérons un probleme de Cauchy associé au systeme (1.2.1), avec une donnée
initiale

(1.2.104) () ~ e Y e (y’ °(y) + \/E';bo(y)) _

e

neN

on a autant de phases «» que de phases «¢», i.e. ¢ = p, a moins d’accepter qu’un certain
p q p ) q=p pter q
nombre soient des phases nulles).
On se ramene au paragraphe précédent en posant

(1.2.105) w(y,w, 0) == v (y,w + 0).
Des lors, on a le développement asymptotique

(1.2.106) v, (y) ~ 5%5n/zwg (y’ '@b%)’ @) |

et 'on en déduit un temps d’existence ¢, de la solution exacte indépendant de ¢, ainsi que
I’approximation de cette solution par un développement asymptotique a trois échelles.
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Pour illustrer 'effet de cette perturbation de la phase, on prendra I’exemple suivant —qui
est linéaire, mais a variété caractéristique non plane, condition sine qua non de 'apparition
de I’équation de Schrodinger — i.e. de la diffraction :

Exemple 1.2.4. Reprenons I’exemple du paragraphe 1.2.5.2:si L(0) = 0;+ A10,, + A20,,,
avec

0 -1 0 0 0 —1
(1.2.107) A= -1 0 0], A= 0 0 o0,
0 0 0 ~10 0

la variété caractéristique de L = L est 1’union du c6ne C = {7% = |n|*} et du plan {7 = 0}.

Soit ¢(t,y) =t +ys = B.x et ¥(t,y) =t +y1 + ¢(y2), avec ¢ € C(R,R). On vérifie
aisément que V, 0 = (1,1,¢'(y2)) appartient a £, plan tangent a C en V¢ = [, ce qui
assure la V-cohérence de la droite engendrée par ¥. Les éléments algébriques intervenant
dans ’étude sont alors:

1 -1 0 ] 1 10
(1.2.108) Lpg)=1-1 1 0|, r=—| 110 ],
0 0 1 V2\ g 0 0
0y ¢
1.2.109 v=—(0 = -2 =(-1,0),
(1.2.109) @l = 557 = (<1.0)

(12100)  *L(dB)QL(dw) = 5 (B2lnD,,) (O 8) = 51+ (¢ (va) .

Les équations de profils sont totalement découplées, en ’absence de nonlinéarité, et le
terme principal u} des oscillations en la variable 6 (a laquelle on substituera ¢/¢) satisfait
les contraintes suivantes:

(1.2.111) Uy = ug

1
(1.2.112) Oy = Oy — 5(¢'(y2))" 505 ug = 0.

Pour le probleme de Cauchy, la donnée initiale u),_, = g(y, [¢(0,y) + /1 (0,y)]/¢) doit
vérifier la condition de polarisation: mg = ¢g. Puisque le systeme est linéaire, on choisira
d’ailleurs simplement g(y,0) = h(y)e?, avec mh = h (et h € C°(R?), par exemple). La
solution uf est alors:

t

(1.2.113) ug(z,w,0) = eii((p/(”))Qh(yl +t,yq)e™e,
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et ’on obtient pour la solution exacte de Lu = 0 "approximation :

to o 2 A T TE
(1.2.114) u(z) = 5 hy, 1, y))e Ve 4 O(VE).

On peut comparer cette solution approchée avec celle de l'optique géométrique (for-
melle) «a parametre» : utilisons un Ansatz a deux échelles, mais avec une phase dépendant
de €. On cherche donc une solution approchée de la forme

(12.115) o) =0 (5 2) Voo (3,20 4 oy (1,22,

£

ou la phase p = p° a également un développement en +/z,

(1.2.116) p°() = pole) + Vep ().

Les données initiales sont :

voli=o = 9(y, [#(0,y) + Vv (0,y)]/e) = wh(y)e PO +VErOul/e

POl = ¢|t:o y Pll—g = ’¢|t:o-

(1.2.117)

Formellement, on injecte cet Ansatz dans le systeme pour obtenir L(v®, d)v® = o(1),
soit :

1 1
—L1(dpo)devo+—
(1.2.118) ;1aldeo) e

+ L1(dpo)Osv2 + L1(dp1)0gv1 + L1(0z)ve = o(1).

[L1(dpo)0sv1 + L1(dp1)0svo]

L’annulation de ce développement se fait en trois temps:
1-La phase pg est Lj-caractéristique, et, compte tenu de la polarisation initiale de vy,
le gradient dpy est sur la nappe 7 = |n|. Enfin, I'unicité de la solution de dyp = |0,p|,

Plico = q§|t=0 assure que pg = ¢.

2-Pour le terme en 1/,/¢, la projection selon 7 impose & p; d’étre V-caractéristique. A
nouveau, on en déduit que p; = .
Sous cette condition, on peut annuler le terme entre crochets, en posant (1 — m)vy =

—QLi(dp1)vg.

3-On obtient alors pour le dernier terme la condition nécessaire

(1.2.119) mL1(0z)mvg — mLi(dp1)Q Li(dp1)mdgvg = 0,
soit

1
(1.2.120) (0r — 0y, o5 — 5(#'(y2))?0gvg = 0,

2
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dont la solution est
(1.2.121) vy(x,0) = h(y1 + 1, yg)ei%(‘pl(”))Qew,

si bien que I’évaluation vj(z,p°) coincide avec I"approximation (1.2.114) de la solution
exacte.

Remarque 1.2.8. Une telle méthode «a parameétre» parait valable (méme dans le cas non
linéaire multiphase), avec des calculs formels semblables a ceux effectués pour les dévelop-

pements a trois échelles, fournissant donc une solution asymptotique (sous les hypothéses
de cohérence —et de petits diviseurs— que [’on voil apparaitre ici aussi).

1.3 Cas faiblement décroissant

Le systeme est le méme que dans la premiere partie, a savoir (1.2.1):

d
L(z,u,0)u = dyu + Z Aj(z,u)0ju =0,

j=1
sous ’hypothese 1.2.1 d’hyperbolicité symétrique.

1.3.1 L’Ansatz

On a a présent pour objectif d’étudier le probleme de Cauchy associé a (1.2.1), pour
des données initiales de la forme

(1.3.1) eg (y, ¢\/(gy), ¢ iy)> , ot g € NGH(Q x RP™! x TY).

La dépendance en la variable «intermédiaire» n’est plus périodique. Aussi les phases
Y seront-elles choisies R-linéairement indépendantes: le Q-espace vectoriel qu’elles
engendrent n’a ici plus d’intérét, seul compte le R-espace vectoriel engendré W. On fera
intervenir un temps intermédiaire, ce qui revient a I’hypothese de présence d’une phase
temporelle dans l'espace W (¢f. paragraphe 1.2.8.3), et évite des restrictions sur les don-
nées initiales. Ce temps intermédiaire permet également d’interpréter la «petitesse» des
correcteurs (voir 1.3.3) sans se heurter, comme dans [Hun88], a des systemes mal posés
pour les profils.

De plus, on sait, d’apres les études menées dans [DJMRI6] et [JMRI8b], que des effets
de rectification peuvent apparaitre; aussi, on utilisera un Ansatz ne comportant que trois
termes, ne sachant pas définir le suivant (on a une approximation a un seul terme, et deux
correcteurs).
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Enfin, la présence de plusieurs phases non planes nécessite des hypotheses de type
«cohérence». Pour alléger les notations, on se restreindra ici au cas d’une seule phase
rapide. Finalement, I’Ansatz retenu sera de la forme:

(1.3.2) . Z/ < % ¥/() ¢<x>> |

en notant ¥ = (t,¢') € VP, et ol u, = uy(x, X,0) = uy(x,T,Y,0) est réguliere et pério-
dique en 8, avec u,(z,T,.,0) € NGH*(RP™1).

Remarque 1.3.1. C’est une généralisation directe du cas envisagé dans [JMRISb], ou les
coefficients sont constants et les phases planes (donc cohérentes).

Notation 1.3.1. On désignera par W' Uespace (réel) engendré par les phases ' ; ¢’est un
sous-espace de dimension p — 1 de V, supplémentaire de tR.

1.3.2 Premieres équations

De méme qu’en 1.2.2, on injecte I’Ansatz dans le systeme. Pour obtenir les équations
des profils, on n’annule cette fois que les trois premiers termes du reste.

Puisqu’il n’y a qu’une phase rapide, on imposera, afin d’avoir des profils effectivement
oscillants, que cette phase soit caractéristique, comme il est habituel en optique géomé-
trique:

Hypothése 1.3.1. On suppose que det Ly(z,dp(x)) =0, i.e. , il existe une valeur propre
A de la matrice A(z,n) = E;l:l njA;(x,0) telle que : 0ip + Nz, dyop) = 0.

Comme au paragraphe 1.2.3, on définit alors le projecteur spectral associé, m(x, dy¢(z))
(noté plus simplement 7(x)), ainsi que le pseudo-inverse Q(x, dy¢(x)) € My (C) (ou Q(z)):

(1.3.3) m(x)Li(z,dop(x)) = Li(z,dp(x))n(x) = 0,

(1.3.4) Q2)La(e, dé(x)) = L (x,dd())Q(x) = 1 — n(x).

L’hypothese 1.2.3 assure la régularité des fonctions 7(z, ) et Q(z,€) sur Q0 x (R%\ {0}),
ainsi que la régularité de m(z) et Q(z), sous ’hypothese supplémentaire que le gradient de
¢ ne s’annule pas:

Hypothese 1.3.2. Sur Q, d,¢ ne s’annule pas.

De plus, les réductions a la forme diagonale décrites en 1.2.4.1 se réécrivent, avec les
nouvelles notations:
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Proposition 1.3.1. Sous les hypothéses 1.2.53 et 1.5.2, on a:
i) 7 La(0e)m = 7V (2, 0.) + C(w)] = 7l(Dh + v(2).8,) + C ()],
d

ot v(z) = I\ (x, 0y¢(x)), et C(x) := ZAj(x,O)(ajﬂ)(J:) ;
i) Vp € C%, nLi(dp)r = 7V(dp);

i) 7Ly (d)OxQLy(d)dxm = —2m 3 aa—U L H(2))(9;0(x).0x) (Dup (). Ox)

= Y S (e () @ () ) D6 (). 04

On en déduit, apres avoir décomposé les profils en moyenne et oscillations :

(1.3.5) Tul = ul,

(1.3.6) Li(di)Oxug = 0,

(1.3.7) 7V (dv)dxu = 0,

(1.3.8) (1 — )t = —9; Q Ly (dvp)dx

(1.3.9) Ly(dv)dxu; = —L1(82)ug — (B(uo, 9 )ug),

(1.3.10) TV (dp)axut = 70y D(dy Yuy — 7V (0)ul — 7Cus — m(B(uo, 9)uo)*,
(1.3.11) (1 — )l = —0;Q [Ly(d)dx s + Li(p)ul + (B(uo, 9e)uo)*] .

Les équations restant formellement a traiter sont (1.3.9) et (1.3.10): il faut utiliser un
deuxieme raisonnement de compatibilité/résolution (comme la «deuxieme cohérence» du
paragraphe 1.2.4.2).
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1.3.3 Utilisation de la condition de sous-linéarité

On va adopter la méme stratégie que dans [JMRI8b] : pour dire que /cuy(z, ¥ /\/2, d/¢)
est un correcteur de ug(z,v/\/g,¢/e), il suffit de construire le profil u;(z, X, 8) de fagon
a ce qu’il soit sous-linéaire par rapport a T', ce qui induit des contraintes sur les seconds
membres de (1.3.9) et (1.3.10).

On ne peut pas se contenter d’annuler ces seconds membres, les systemes obtenus sur u}
et u, n’étant alors en général pas fermés (par manque de commutation). La structure des
ondes uj et u, étant en partie connue grace aux équations (1.3.6) et (1.3.7), on va procéder
a une analyse des éventuelles résonances. Cela fournira un systeme d’équations portant
sur différentes composantes de wug (sélectionnées selon leurs directions de propagation) —
systeme fermé, cette fois.

1.3.3.1 Espaces fonctionnels

Comme au paragraphe 1.2.7.1, on a besoin de fixer un cadre fonctionnel adapté aux
estimations d’énergie a venir, donc avec des espaces de Sobolev a régularités différentes
selon les variables. Le domaine ) concernant la variable x sera le méme que précédemment.

Définition 1.3.1. Pour s € N/2 et 0 < t; < ty, on considére l'espace des fonctions
u(x, X, 0) sur Qy, x R? x T telles que (0yy,0)"u, prolongé par zéro hors de y,, appartienne
a

c° (RT, Co([0, 1], L*(R? x RP~! x T))), lorsque ¥ = (v,,7y,70) € NHP=DF et de poids
V] = vl + [wl/2 +v6/2 < s. Pour un tel u, at et T fizés, u(t,T) appartient a Uespace
de Hilbert M*(w;) correspondant au produit scalaire :

(U, V) M) 1= Z (0", 0"0) 12wy xRP-1xT)-

[]<s

On dira également, a T fizé, que u(T) € G*(t1) (v € C°(R,G%(t1))), espace muni de la
norme suivante :

I ullge@n:= sup |l u(t) llme(s
te[O,tl]

qui en fait un espace de Banach.
De méme qu’en 1.2.7.1, on a les propriétés suivantes:

Proposition 1.3.2 (Injection de Sobolev).
Pour s € N/2 et s > 25{#, M*(w;) s’injecte dans L=(R? x RP~! x T), et l'injection a une
norme majorée indépendamment de t € [0, o).

Proposition 1.3.3 (inégalité de Gagliardo-Nirenberg). Si k,s € N/2, avec k < s,
k.1 k1 1

et a, B € [1,+o0],r € [2,400], vérifient (1 — —)— + —= = —,
s'a s r

alors il existe C > 0 tel que, pour tout t € [0,1o], tout u € S(w; x RP~1x T) et tout y € NI+?
tel que [y] =k,

1—k

k
[ 07u < Cllullpa | °ulls-
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Proposition 1.3.4 (Moser). Pour s > 2d4ﬂ, G°(t1) est une algébre de Banach sur la-

quelle les fonctions C™ agissent continument, i.e.:
si G x RPFEX T x CV — C est de classe C*°, pour tous u,v € G*(t,),

” G($7Y79au + 'U) - G('raY797u) HgS(t1)§ C(H u Hgs(t1)7 H v HLO"(Qtl)) ” v Hgs(tl)
(et si, de plus, G(.,.,.,0) =0, alors G(z,Y,0,u) € G°(11)).

On verra également M*(w;) comme un ensemble de fonctions d’un groupe de variables
(Y ou (y,0)), a valeurs dans les fonctions des variables restantes:

Lemme 1.3.1. Pour tout t € [0,1] et 0 < k < s,

M?*(w,) s’injecte dans les espaces H**(RY ™, Ms_k(wt x T)) et Mk(wt x T, H*=F(RY),
la norme de linjection étant magjorée sur [0, o],

avee M*(w; x T) Uespace des fonctions u sur w, x T telles que 0u € L*(w, x T) pour
ol +1el/2 < k.

Démonstration :

On procede bien sir par récurrence sur s et k. Illustrons donc simplement la pre-
miere injection par le cas s = k = 1/2: montrons que lorsque u € MY%(w;), on a
u e HY(RY ' L?(w; x T)). L’appartenance de HuHLj ,a L} est immédiate; il faut montrer
que Oy ||u HLz €L}

On ch0181t tout d’abord u dans le sous-espace dense des fonctions C*° a support com-
pact. Soit ¢ € S(Ry) une fonction test. Par convergence dominée,

i, [l BT 2= m)czy\

[ el Brpay | =

(1.3.12) Zu
Y, + 7)) — (Y,
= lim ‘/HUHLQ ( 'u—l_ lu) 99( M)dY 5
Zu—0 v,0 Z#
et en supprimant les indices p,
Y—I—Z) oY)
~tim o | [ lullz, ay
[ullzz (V) = [lu H 2 (Y —2)
i | [ T e Sy
(Y) = lullez (Y = 2)
< lim / 1.8 1.8 Y)|dY
. S y o)
. w(Y)—ulY — 7
<timy [ |TLEED) el
L;Q

/ o ullz (V) 1Y) Y

< lullagrz ey el 2, 5
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en utilisant le lemme de Fatou, puis 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
On étend finalement cette inégalité pour u € M'/?(w;) par densité. O

1.3.3.2 Les opérateurs

Pour I’étude des problemes de Cauchy associés a (1.3.6) et (1.3.7), la transformation de
Fourier partielle en Y est tout-a-fait appropriée. Aussi, on aura besoin de certains objets
dans l'espace dual de Rz;_lz

Notation 1.3.2. On définit Uensemble caractéristique

D :={(z,x) € Q x (R?\ {0}) / det Ly(z,d(x.¥(x))) = 0}.

De plus, on écrira x = (o,p) € R x R si bien que Ly(d(x.v)) = o+ Li(d(p.1')), et Uon

a la décomposition spectrale

Li(d(p-") = > ow(, p) Ex(x, p),

k=1
grace a Uhypothese 1.2.1 de symétrie de L.

Remarque 1.3.2. Dans toute la suite, on ne mentionnera plus les hypothéses 1.2.1 (hy-
perbolicité symétrique) et 1.53.1 (¢ Li-caractéristique), supposées vérifiées en permanence.

Une fois le probleme de Cauchy (relatif au temps T') résolu pour wug, on injecte les
solutions obtenues dans les équations (1.3.9) et (1.3.10). Ensuite, on résout un probléeme
de Cauchy pour u; (a données nulles), et I'on souhaite que la solution soit sous-linéaire en
T'. Ceci repose sur "annulation des éventuelles résonances du second membre, et, comme
dans le cas périodique, ’analyse de ce phénomene nécessite des hypotheses fortes: on
supposera l'espace WU a la fois L;- et V-cohérent (hypotheses 1.2.5 et 1.2.6). On réécrit
alors la proposition 1.2.3 sous la forme:

Lemme 1.3.2. Sous Uhypothése 1.2.3 de multiplicité constante, comme g =1,

i) Si U est Li-cohérent (hypothése 1.2.5), les valeurs propres oy sont fonctions de p seule-
ment.

Ainsi, D est de la forme Q x D.

ii) St U est V-cohérent (hypothése 1.2.6), chaque V(x,di,) est indépendant de x.

Démonstration :
Les deux points se démontrent de la méme maniere. Pour le premier, on écrit la dé-
composition spectrale

Li(d(x-$)) = o + Li(d(p4)) = Y (0 + ow(, p)) Ex(, p),

k=1
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dont on déduit que le déterminant det Ly (d(x.¢)) vaut

det Ly (d(x.¢)) = [ (o + ox(x,p)).

k=1

La cohérence consiste a dire que ce déterminant, a o et p fixés, soit est nul pour tout z,
soit ne peut s’annuler. Alors, a p fixé, si 'on choisit ¢ := —oy(z0, p) pour un certain xq, on
a det Li(x,d(x.v)(x)) = 0 pour tout z, et pour tout z, il existe k tel que ox(z,p) = —0.

Enfin, cet indice k est toujours le méme, car on ne peut avoir de croisement : avec les
notations du paragraphe 1.2.3, pour chaque k, il existe k' tel que oy(x,p) = O:(p.00')(x) +
Aer (2, 0y(p0’)(x)). Alnsi, lorsque k # [, il existe k&' # ' tels que ox(z,p) — oz, p) =
Aer (2, Oy(p0") ()= Au(z, Oy(pp')(2)), qui ne s’annule, par I’hypothese 1.2.3 de multiplicité
constante, que si Jy(p.¢)") s’annule, auquel cas la cohérence implique qu’en fait p.¢)’ est
nulle :

Lemme 1.3.3. Par cohérence de ¥ = tR& V', si o € W'\ {0}, alors d, ne s’annule pas
sur ().

O

Puisque les modes oscillants (en ) de ug se propagent (en X) selon une variété ca-
ractéristique plane, en vue d’étudier les résonances dans (1.3.9), on peut se demander
si les moyennes font de méme. Les hypotheses de multiplicité constante et de cohérence
permettent de répondre a cette question:

Lemme 1.3.4. Sous les hypothéses 1.2.3 et 1.2.5, les o), sont continues sur RP™! et ana-
lytiques sur RP~1\ {0}, si bien que U'on a:

ok(p) = cr.p pour un certain ¢, € RP™1,
(1.3.14) ou bien

pour tout c € RP™1, oy (p) # c.p presque partout.

Démonstration :
Comme pour le lemme 1.3.2, on commence par relier o a A, valeur propre de A:

Ly(d(p-y")) = 0i(p-") + A(By(p-v"))

(1.3.15) _ Z <8t(,o.¢’) + )\k(ay(p'l/)/))> Te(0y(p-1")).

Le lemme 1.3.3 implique que d,(p.¢)') ne peut s’annuler si p n’est pas nul, et 'hypothese
de multiplicité constante assure I'analyticité de Az(z,.) en dehors de zéro. La séparation
en modes plans et non plans s’obtient alors par prolongement analytique. O
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Comme dans la partie 1.2, les espaces de profils sont décomposés par projections, grace
aux multiplicateurs de Fourier suivants:

Lemme 1.3.5. Sous les hypothéses 1.2.3 et 1.2.5,

i) Les opérateurs Ey(x,0y), définis par Fy (Fp(x,0v)u) = Ex(x, p)u(T,p), sont des pro-
jJecteurs sur G*(t1), orthogonauz si s = 0.

ii) Les opérateurs o0y ), définis par Fy (ox(0y )u) = tok(p)a(T, p), sont continus de G*(11)
dans G*(1y).

Démonstration :

La démonstration est la méme que pour la proposition 1.2.17: les multiplicateurs sont
bornés par homogénéité (la variable x n’étant qu’un parametre borné), et le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue donne la continuité en temps. O

Remarque 1.3.3. Dans le cas ou p = 1, ¢’est-a-dire avec une seule phase i, les opérateurs
Er(x,0y) ne dépendent plus de Oy, et donc commutent avec la multiplication par Y. Ceci
permet de se placer dans des espaces a décroissance, i.e. lorsque (Y,0)u € L*.

1.3.3.3 Structure de ug

On a déja vu (équation (1.3.7)) que la partie oscillante uj est propagée par le champ
V(dy)0x. Les ondes composant ug sont données par (théoreme 3.3 de [JMRI8b]):

Proposition 1.3.5. Soit s € N/2 et t; € [0,10]. Sous les hypothéses 1.2.3, 1.2.5 et 1.2.6,
on a:

i) Le probléme de Cauchy

(1.3.16)
Ulpeg = 9 S gs(tl)

a une unique solution u € C°(R,G*(ty)), qui se décompose en :

(1.3.17) u= iuk = f: Er(z, 0y )u,

ou chaque terme uy s’écrit

(1.3.18) ug = e Mg

i.e.

(1319) Wk(ax)uk = (6T —|— O'k(ay))uk = 0, uk|T:0 = gk \— Ek(l’,ay)g.
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ii) Le probléme de Cauchy

V(d@[))aXu =0
(1.3.20)

‘u|T:0 = g E gs(tl)
a une unique solution u € C°(R,G5(ty)), qui s’écrit :

(1.3.21) U= e—TV(dlp').ayg.

(La démonstration est immédiate, par transformée de Fourier).
Les termes propagés selon des nappes de variété caractéristique courbes (cas i), lorsque
o) n’est pas linéaire) se «dispersent» :

Proposition 1.3.6. Soit o une fonction homogéne de degré un sur RP™'\ {0} et non
linéaire. On suppose s > 2d4i. Alors, la solution de

(8T + O'(ay))u =0

Ulpeg = 9 S gs(tl)

(1.3.22)

verifie ||u(T)|gs) = ct® et Haku(T)HLoo(QtlXRp—le)1;}()0} pour tout k < s — 26{%.
Démonstration :

Commencons par exprimer explicitement la solution u, par transformation de Fourier
(partielle, en Y):

(1.3.23) i =e Ty,

On constate ainsi que la transformation g — u(7') est effectivement unitaire sur G*(¢1), et

lorsque k < s — 2‘{# est donné, on a

10 ullz = |75 Fy (9"u) [l

(1.3.24)
< O\ Fy (9"u) oy (ns)s

en utilisant I'injection de M*~*(w;) dans M*(w; x T, H2G=F=D(RP™Y) (lemme 1.3.1) et Uin-
jection de Sobolev (d’ou la nécessité d’avoir s — k > [ + % > 2dﬂ).

4
On a donc I'inégalité

(1.3.25) 0%l < € supl|Fg||
z,0 }7
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qui prouve I'uniforme continuité de I’application qui a g associe 9*u, de A* dans L% ,, o

A® est 'espace des applications ¢ telles que 5’% € Lg?e(l}z) pour tout k < s — 25{#

lemme 1.3.1, G*(#1) s’injecte dans A®). Par conséquent, considérer un sous-ensemble dense

(par le

dans A® suffira. Nous choisirons les applications ¢ telles que
§e g (@ x R\ {0"(p) = 0}) x T).

De plus, on se contentera du cas k = 0, pour éviter d’écrire «9%».
La stratégie repose sur la convergence dominée et sur la phase stationnaire, car

lullze = sup |Fy* Fyu|

z,Y,0
(1.3.26)
/ei(nY—TU(p))gdp‘ )

SUpP. y,s
(27{')(?—1)/2

Tout d’abord, pour tout p dans le support de g, il existe un vecteur r tel que o”(p).(r,r) # 0.
On utilise donc une partition de I'unité basée sur des ouverts U; auxquels on associe des
vecteurs r; afin que pour tout j, on ait o”(p).(rj, ;) # 0 sur U;. De plus, par un changement
de variable dans 'intégrale (1.3.26), on peut supposer que r; = (1,0,...,0). Posant

(1.3.27) I; ::/ eP1=To() g dp,
U]
on majore
(1.3.28) lelle < 3 sup (11, < S sup || sup |1
j Q’J,Ylﬁ P ] i Yy Y1 ,6’ L;I

La famille d’applications (paramétrée par T') ¢t Hsupyyh@ |[]-|HL1 est uniformément
o

équicontinue (on majore

IOzt eey, o) = I 2t ey, ) Par 9() = 9Lt 2eey, s

indépendant de 7'), si bien que 'on n’a besoin d’estimer les termes Hsupyy1 ol

‘Ll, (en
supprimant I'indice j) qu’a ¢ fixé. ’
On a la majoration de sup, y, 4|/| par sup,, HQHL}H € L;, (par le lemme 1.3.1).
Lorsque T' — oo, sup, y, 4 || tend vers zéro presque partout (en p'):

- avec Z; := Y1 /T, on se ramene (le supremum étant le méme en Y; ou en 7;) a [ =
fU ¢ Tr=o) gdp, ;
- a nouveau, 'uniforme équicontinuité permet de s’affranchir du supremum
- la phase ¢ := p1Z; — o(p) est non stationnaire si Z; > supy |0ho| + 1, et a au plus un
point stationnaire , non dégénéré (car 0,0 = Z; — 010 et dic # 0), dans le cas contraire,
ol le parameétre Z; varie dans un compact ; finalement, on a [ = O(1/1T%).

On conclut par le théoreme de Lebesgue. O
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1.3.3.4 Traitement des non-linéarités

La proposition suivante explique comment les termes non linéaires (en ug) sont asymp-
totiques (lorsque 7' tend vers I'infini) & une onde «simple», annulant le champ V(dv)dx
(principe de «séparation des ondes», proposition 4.1 de [JMR98b]):

Proposition 1.3.7. Soit G : CV — C régulicre.

Soit (vi)o<k<m une famille finie dans C(R,G*(t1)), avec s > Qiﬂ, et (ck)o<k<m des €léments
de RP™1 distincts tels que, pour tout k, Orvy, + cx.0yv, = 0.

Soit w € C(R,G*(t1)) vérifiant suppcp |[w(T)||gs@,) < oo et Hak'w(T)HLoo(Qtl)T;ZO, pour

tout k < s.
On a alors:

(1.3.29) — 0.

T—+4co
Ge(t1)

G (Z ve(T) + ‘w(T)) vo(T') = G(vo(T))vo(T)

k

Démonstration :
On notera v’ := 224:1 V.
Via l'inégalité triangulaire, on majore le terme a estimer par
IG (0'(T') + w(T)) vo(T') = Glvo(T))vo(T)llger,)
< NG W(T) + w(T)) vo(T') = G (v(T) vo(T) e,
+ G ('(T)) vo(T) = Glvo(T))vo(T)llge sy
=I1+11.

(1.3.30)

Le terme [ s’estime a la facon du théoreme de Moser :

0° |G (v +w)vg — G (v') vo(T)]

(13.31) 253H<lf“%“+”@*>’w}“]

1
= Z </ d'aH’lG(U’ + rw).0%(v' + rw)dr) 9P wd v,.
0

[o+B+7]=s

At fixé, on a sous 'intégrale le produit d’une fonction L°°(w;) et d’une fonction L, et la
dérivée de vy est dans L?; de plus, ces estimations sont uniformes en ¢. Quant & 9%w, il
tend vers 0 dans L*°(€,), donc [ tend vers 0 dans G*(1).

Pour le terme [1, on écrit que vi(7,Y) = Vi(Y — ¢, T') avec Vi, € G*(1), et 'on approche
ce Vi par Wy, C*™ et a support compact en Y : ¢ étant donné,

Ve = Willgegy < & et 0T, Y) = Wil = e T)lgugey < &
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On en déduit une estimation de /1 uniforme en 7', a une constante Cg fois € pres, par

G (Z V(Y — ckT)) VoY — coT) — G(Vo(Y — coT))Vo(Y — ¢oT)

g=(t1)

Or, puisque les supports des V; sont compacts et les ¢, distincts, pour 7" assez grand, ce
dernier terme est identiquement nul. O

Les équations (1.3.9) et (1.3.10), linéaires en uy, sont alors analysées par superposition.
Le terme de reste dans la proposition précédente est éliminé grace au

Lemme 1.3.6.
Soit f € C(Ry,G*(t1)) telle que f(T)T—> 0 dans G*(t1).
—+00

Soit o U'une des applications du lemme 1.3./ (i.e. homogéne de degré un sur RP™1).
Alors, la solution de

(1.3.32) (Or +o(@)u=1
~0

Ulr=o

s . 1
vérifie (Tl 152, 0.

Démonstration :
La transformée de Fourier partielle de u s’écrit

T
0= / ei(T’_T)a-(,o)JE(jv/’Io)dflvl7
0

dont on déduit que

1 I
FlDlow) < 5 [ 1T gyt

et la conclusion est immédiate. O

Quant aux ondes transportées par V(dy)dx et par les Wi(dx), leurs éventuelles réso-
nances sont données par (cf. lemme 3.5 de [JMRI8b]):

Proposition 1.3.8. Sous les hypothéses 1.2.3, 1.2.5 et 1.2.6, on a:
1- Pour le probléme de Cauchy

Li(dy)0xu = f € C(R,G*(t1))
=0,

(1.3.33)

Ulr=o

1
i) lorsque Wi(0x)f := (Or + ow(0y))f =0, T |u(T") — Tfk(T)Hgs(tl)Tjoo 0, ou fi :=
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Ek(xaaY)f;
i) lorsque (Or +c.dy)f = 0 avec ¢ € RP™! tel que pour tout k, ai(p) # c.p presque partout,

AT
2— Pour le probleme de Cauchy
V(d)dxu = f € C(R,G*(t1))

Ulpoy = 0,

(1.3.34)

i) lorsque V(dy)ox f =0, w(T)=TFT);
i) lorsque Wi(0x)f = 0 pour un certain k tel que ox(p) # V(dy').p presque partout,

7 lu(T) 0.

Démonstration :

Hgs(tl) Tjoo

1-1),ii) En appliquant l'opérateur E;(dy ), on se ramene a ’équation

(1.3.35) W;(0x)u; = f;,
pour u; := FE;(0dy)u, avec la condition initiale ad hoc. La solution s’explicite sous la forme:
T
(1.3.36) 7 = / ST=)0, 0 F (7).
0

Puisque f annule Wy(dx), on a f = e~ 701 (0, p), d'oi
ik =T fu(T, p),
3 T el o~
= e ([ eren o) o) £ 8
0

Il faut donc voir que la quantité suivante tend vers zéro (j # k) :

1 S
7 1O llarey = 7 10750 2 0 xma-1m)

(1.3.38) H< )dT) 2°£;(0,p)

A t fixé, puisque o; # o) presque partout, on majore

T T (oj(p)—c
(1.3.39) ‘l (/ eiT’(UJ(p)—Uk(p))dT/>‘ — ‘l {M} ‘ < Q’
'\ Jo T [ o(p) — ok(p) r

et par convergence dominée, 7 Huj(t)HMS(M) = 0, at fixé.
—+00

(1.3.37)

L2 (ws xRP—1xT)

Comme dans la démonstration de la proposition 1.3.6, I'uniforme équicontinuité (en t)

de la famille d’applications (% Huj(t)HMS(M))T fournit le résultat uniformément en ¢t. 0O
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1.3.3.5 Obtention des équations de profils

Les premieres équations obtenues sur ug, (1.3.6) et (1.3.7), s’écrivent, d’apres la propo-
sition 1.3.5:

(1.3.40) Wi (0x)ugy, = 0, avec Ey(x, 0y )ug ), = ugy, 1 <k < M,

(1.3.41) V(dy)oxug = 0, avec mug = ug,.
Le cas ou le mode de propagation de uj est Li-caractéristique doit étre distingué:

Notation 1.3.3. On écrira v =1 ou 0 selon que £ :={x = (0,p) € R?/V(d).x =0} est
inclus dans D (cf. lemme 1.3.2) ou non, respectivement. Si « =1 (i.e. 3k, (—ow(p),p) €
E, Yp), on numérotera les valeurs propres oy, de fagon a avoir o1(p) = V(dy').p.

Siug € gsl(tl) pour s" > s+ Qij, les propositions 1.3.6 et 1.3.7 assurent I'approxima-
tion :

B(uo, 0g)uo = B(ug + tug 1, 0g)uy + oger,)(1)  (lorsque T — +00).
Ainsi, appliquant 'opérateur Ej(dy) a I’équation (1.3.9), on obtient pour tout k < M :
M
Wi(0x u g + Ex(0v)L1(02) Y ttg; + Ex(Dy )(Blug + ttg 1, p)ug) = oge(e(1).
7=1

Le lemme 1.3.6 et la proposition 1.3.8 disent alors que la T-sous-linéarité (dans G*(t1))
de u; équivaut a:

(13.42) B0y La(0, ko + 1 s (0 ) B + 1, 00)sg) = 0
et pour k > 2,

Le méme raisonnement appliqué a I’équation (1.3.10) montre que uj est sous-linéaire si
et seulement si:

(1.3.44) TV (82 )ug — D(9y )0y 'uf + 7 Cufy + m(B(uf + ug, 1, dp)ug)™ = 0.

Le premier profil, ug, est régi par les équations (1.3.40) a (1.3.44). Quant aux correcteurs
uy et ug, ils sont donnés par les équations (1.3.8) a (1.3.11).
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1.3.4 Existence des profils

Avant tout, il faut remarquer que les hypotheses de cohérence ont fourni des opérateurs
V(dy)dx et Wi(0dx) qui commutent avec .. Cette condition est indispensable pour que
le systeme constitué par les équations de profils soit fermé. La stratégie de résolution du
probleme de Cauchy associé a ce systeme (dans G*(¢1)) est alors de résoudre en premier lieu
les équations (1.3.42), (1.3.43) et (1.3.44) dans {7 = 0}, puis de propager ces solutions via
les équations (1.3.40) et (1.3.41). Puisqu’il n’y a qu’une phase rapide, les données initiales
doivent étre «préparées», t.e. polarisées.

On traite les équations (1.3.42), (1.3.43) et (1.3.44) par les mémes estimations d’énergie
qu’au paragraphe 1.2.7, donc nous ne les réécrirons pas ici. On obtient :

Théoreme 1.3.1. Pour s > 26{# + 1 et sous les hypothéses précédentes, si l'on se donne
g € M*(wo) tel que mg* = g*, il existe t, €]0,%o] et une unique solution (maximale)
ug € G°(t), Vt <1, des équations (1.3.40) a (1.5.44) avec donnée initiale uo|,_,_, = g.

De plus, il existe d’uniques solutions uy,ug € G*71(1), Vt < t,, des équations (1.3.8)
(1.3.11) avec données initiales nulles.

Le temps t, peut étre minoré indépendamment de s, au sens suivant : si g € NgM*(wo)
avec sup, ||g||larswy) < +00, il existe t* > 0 tel que, pour tout s > 25{# + 1, le temps t.(s)
précédent vérifie t, > t*.

Enfin, dans ce cas, on a les estimations suivantes, pour tout t, < t*:

Aimsup Juo(T) lory < +00,
(1.3.45)

1 L
79w (D)) =220, 5 = 1.2

1.3.5 Approximation de solutions

A partir des profils (avec une donnée g telle que sup, ||g|[ars(w,) < +00), on construit
une fonction, qui se veut étre une solution asymptotique du systeme 1.2.1, et proche de
solutions exactes:

(1.3.46) U, (2) = ca (:0,

ou, pour t < t*,

(1.3.47) a®(z, X, 0) := (ug + Veuy + cuy)(z, X, 0) € N,G*(1).

Dans ce qui suit, toutes les hypotheses précédentes sont bien sir supposées vérifiées.

1.3.5.1 Estimation du reste

Proposition 1.3.9. Soit le reste
(1.3.48) kS (x) := L(x,ul,,, 0:)us

» Pappr VT app?
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qui est Uévaluation en (z,X,0) = (z,v/\/e,p/e) de

(1.3.49) K*(z,X,0) := L(z,ca®, €0, + /e0¥.0x + 0¢dy)a’

Alors, pour tout t < t*:

(1.3.50) sup sup || K5(T)|lgs(n = o(¢),
0<T<t/ /e 3
el
(1.3.51) Va € N |[(e0,) k|| (0, = ofe).
Démonstration :

On développe I'expression (1.3.49), et on lui soustrait L;(d¢)dgug + v/e[L1(dd)0pur +
Ll(dl/))a)(‘uo] —|— 5[L1(d¢)89‘d2 —|— Ll(d¢)aXu1 —|— Ll(ax)uo —|— B(UO, ag)‘uo] = 0:

(1.3.52)
L(z,2a, 2, + \/EObdx + déds)a® =

[Z(aj¢)Aj(gaf) — Ly(d¢) —¢ Z(aj@auAj(O).uO] Dyuto

(Z@@Axeaf) - Ll(d¢)> Jous

J

+ Z (Z ﬂ/’u ( ) - Aj(o))) a)g“o]
(Z(aﬂb)f!j(ws) - Ll(dqﬁ)) gz

J

+ (Z(&i%) (Aj(ea®) — AJ(O))) Ix,u1 + Z (Aj(ea®) — A;(0)) juo
+€3/2 Z Aj(zfas) (Z(aﬂb#)ax“‘ug + 8ju1)

I

+ve

+e

+ £ Z A;(ea®)0;u,.

Le premier terme se réécrit

(1.3.53) laz(ajgﬁ)au/xj() (¢ — u) </ 02 A, (rea? > (@ s)] Dt

J
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Or, d’apres (1.3.45), u; et uz sont sous-linéaires en T'. On en déduit

(1.3.54) sup sup [|u;(T)l|g:( = o(1/v/E), j = 1,2
0<T<t/ /e 5

grace au
Lemme 1.3.7. St h est sous-linéaire sur Ry, alors

sup |h| = 0o(A), A — oc.
[0,4]
Démonstration :
On peut se restreindre a lintervalle [1, A], sur lequel h(a) = ag(a), avec g (supposée
positive) de limite nulle a 'infini. Alors

(1.3.55) flA) = 1suph = sup rg(Ar),
A 1,41 1/4<r<1
et on veut prouver que f a une limite nulle a I'infini.
Si on se donne a > 0, pour r > R(«), g(r) < a.
Choisissons Ag tel que R|g]/cc < aAg. Pour A > Ay,
-sir < RJ/Ag, rg(Ar) < R||gl|e /A0 < @
-sir > R/Ag, rg(Ar) < g(RAJ/Ag) < a car A > Ag.
On a donc bien f(A) < a. O

Cette estimation donne le résultat escompté pour (1.3.53); on procede de méme pour
les autres termes, en utilisant simplement le développement de Taylor a I'ordre un

(1.3.56) Aj(za®) — A;(0) = ¢ ( /0 1 auAj(reas)dr> .

On obtient ainsi (1.3.50), et (1.3.51) s’en déduit aisément par substitution. O

1.3.5.2 Stabilité

La méthode utilisée dans la premiere partie (e-dérivées en y) n’est plus applicable
ici, puisque l'on ne dispose que d’un nombre fini de profils. On emploiera donc une mé-
thode de perturbation des profils eux-mémes, et non de leurs évaluations en (z, X,0) =
(z,9/\/e,¢/e): on définit U € NyG*(t) = NsH*( x RP™I x T), ¢ < t*, par U*(z,Y,0) :=

€

t . .
a (I, ﬁ,Y, 9), si bien que

‘ - _ € i 2 — 1l x ﬂ 2
(1.3.57) ug,,(T) = ca <SL’,\/E,€> =cld ( ,\/E,€>.

Ainsi, on montrera un résultat d’approximation plus précis, mais au prix d’une hypothese
supplémentaire (qui remplace celle d’absence de petits diviseurs de la partie 1.2):

Hypothese 1.3.3.
L’espace vectoriel ® + U engendré par toutes les phases est Ly-cohérent.
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Remarque 1.3.4. Puisque ['on considere 'espace vectoriel engendré par toutes les phases,
on supposera celles-ci choisies de fagon a ce que Yy =1 ¢ V' 4+ ©.

On a alors:

Théoreme 1.3.2. Sous les hypothéses précédentes, il existe g > 0 et t > 0 tels que le
probléeme de Cauchy

L(v®, )" = ef*(x, /e, ¢/e)
Uiy = Uipp,_, €970, 0'(0,9)/VE, 6(0,y)/e),

(1.3.58)

ou sup, supr || f5(1")|| g% = 0 et sup, ||g°|| a2 (wo) - 0, admette une unique solution v° €
e e—

CH Q).
De plus, v° s’écrit
YA
(1.3.59) v*(z) = eV* <3: % ?) ,
avee V° € N,G*(1), et
(1.3.60) sup U= = Ve ||gsr) = 0.
Démonstration :

Pour que v soit solution de (1.3.58), on a la condition suffisante suivante sur V*:

£ 1 ! l e __ £ i
L <$,€V , 0 + ﬁazﬁ/) Oy + Eaz¢ae) Ve=1f <:E, \/E7Y’ 9)

+ g°.

(1.3.61)

V|6t:0 = u|6t=0
Le terme L <5V5, % .0y + éanga@) Ve, comportant les dérivées en Y et 6, peut se
réécrire

DLV, VRO By + 0.005) V7 =L (2, VO Dy + 0,600) V*

1
2|1 (V7 VR0 Oy + :0y)

1.3.62 o
( ) - I <$, \/&_?az@b/ay + 8959969) Ve

1
:ng (J}, \/Eé?z;//é?y + 6xqb89) %
LT (2, V5, VED,Y By + 0,005) V*,
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ou T'(e,V,n): Zn]

1

(1.3.63) A;(eV®) — A;(0)=¢ </ auA]'(Te’fVE)dT) Ve i=eTi(e, Vo).
0

On aboutit ainsi au systeme (hyperbolique symétrique) singulier :

L(eV,0.)V 4+ T (e,V°,Vc0,0" .0y + 0,00) V°
(1.3.64) 1 t
+ L1< \/_asz 8y+8¢89)]/5—f( Y,@).
TVE
La stratégie consiste a obtenir des estimations d’énergie indépendantes de . Pour le terme
singulier, on conjugue (via un opérateur pseudo-différentiel) 1'opérateur Li(\/20,¢".0y +
0:¢.0g) a un opérateur antisymétrique dans les espaces M?:

Lemme 1.3.8. Sous les hypotheses 1.2.3 et 1.3.3, il existe une famille de symboles ellip-
tiqgues V(x, /e, p,a) € C*(Q,U(N)), homogénes de degré zéro en (p, ), tels que

V(z,e,p,a) € 0x]0,1] x RP™' x Z,
V(z, Ve, p,a)Li(z, d(Vepd' + ad)(x))V(x, Ve, p,a) = A(Ve, p, a),

(1.3.65)

avee A(\/g, p, @) une matrice diagonale, homogene de degré un en (p, a).
De plus, la famille <V\/g7p7a) est bornée dans C*().

Démonstration :
On utilisera x’, une base de W'+ @ : il existe une matrice constante S’ telle que (¢, ¢) =
S’x'. On a ainsi la relation :

(1.3.66) Li(d(Vep ' + ad)) = Li(d(S'(Vep, a).X')).

Or, la matrice symétrique Li(d(v'.x’)) a des valeurs propres de multiplicité constante pour
(z,79") € Q@ x (R*\ {0}), puisque 9,(7".x’) ne peut s’annuler (par cohérence, et liberté de
(t,x')) et qu’on a la décomposition

(1.3.67) Ly(d(y' X)) = D (83" X") + M8, (7' X)) (8, (7"X)).

k

On peut ainsi construire une famille de matrices unitaires W (z, ') régulieres sur €0 x (R*\
{0}), homogenes de degré zéro en ', telles que

(1.3.68) W (z,y")Li(d(+' X)W (z,7')" = D(z,7'),
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avec D(x,v') diagonale, réguliere et homogene de degré un. On prolonge I'identité (1.3.68)
en v =0 en posant W(x,0) := Id, D(z,0) := 0. L’homogénéité assure alors que la famille
(W,1), est bornée dans C®(f), et la cohérence, que les valeurs propres précédentes ne
dépendent pas de , si bien que D non plus: D(z,v') = D(¥').

Pour terminer la preuve, il suffit de poser :

(1.3.69)  V(z,ve,p,a) = W(z,S'(Vep,a)) , AVe, p,a) = D('S"(Vep,a)). O

On change alors d’inconnue:

(1370) Ve = Ve(l’,ay,ag)vs,

pour aboutir au systeme (équivalent a (1.3.64)):

(1.3.71) Vi(dy, %)L (w:(ay,ag)%,aw) V*(dy, 0s) V*

+ Ve(Dy, 00)T (2, V2 (0, 00)VE, VEOUBy + 0,005 ) V7 (D, 06)V"
1 o t
—A(Oy,09)Ve = V.(0y,0) f(z,—=,Y,0).
+ - (Ov, D) (O €)f($\/g )
C’est a nouveau un systeme hyperbolique symétrique, et l'on a des inégalités d’énergie
grace aux estimations de commutation suivantes :

Lemme 1.3.9. Soit V' le symbole du lemme 1.3.8, W € G*(t,), pour s > 25{#.
i) Ve(x, 0y, 09) commute avec Oy et Oy, et [0, Ve(x,y,09)] = (0y,V)e(x, 0y, Dp) est borné
sur G*(t1) indépendamment de ¢ €]0, 1].

it) Pour tout V € G*(t1), il existe C = C(||W||gs(s,)) telle que, pour tout ¢ €]0, 1],
H[as) T <57 W, \/gayl/)/.ay + ay¢89)]v|‘g0(tl) <C HVHQS(tl) :

Démonstration :
La preuve est la méme que celle des lemmes 1.2.6 et 1.2.7, a € fixé, qu’il suffit de majorer
par 1 dans le membre de droite des inégalités. d

De maniere similaire aux propositions 1.2.18 et 1.2.19, on a:
Proposition 1.3.10. Soit W € G°(t1), ou s > 2d4i +1, et € €]0,1].
Si Ve € GY(ty) est solution de

(1.3.72) Vi(By,8)L (W, 8,) VX (dy, 95)V*

+ Ve(ay, 89)T (5, W, \/Eé?y;b’.ay + 8y<;§89) V;(ay, 69)125
1 —
+ gAe(ay, 89)]/5 = \/;(8y, 69)]“(1:,
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(1.3.73) Ve Ve(Oy, 06)V)ico

t=0 =
alors

||V€(t)||]2\40 (we) S 7f||]j( )||]2\40(w0) + / eC(t 7f)||f (t/7y777Y;0)||]2\40(wt,)dt/7
0 )

ou la constante C' est fonction de HW,ayngHLoo seulement.

Proposition 1.3.11. Soit W € G*(t1), ot s > 22 4 1 et £ €]0,1].
Si V® € G*(11) est solution de (1.3.72), (1.5. ’73) alm’s

!/

t
—~ e t
VO ey < Ce IV 315(w0) +/ U (t’,y,—\/E,Y,H)Ilﬁmw;)dt’,
0

ot la constante C est fonction de |W||g:(r,) seulement (et C', de la norme de O;V. sur
G°(t1), majorée indépendamment de €).

Comme au paragraphe 1.2.7.2, on conclut a l'existence et 'unicité des solutions d’un
probleme de Cauchy par un schéma itératif.
Pour obtenir le résultat d’approximation par ¢°, on procede de méme avec la pertur-
bation W*® := V* — U*, qui satisfait un systeme du méme type que (1.3.64):
LEW,0,)W+T <€, We \Ved W' .0y + ayqbag) We + eG(WF)
(1.3.74) 1
+ Ll ( \/_am¢ aY + axﬁba&) We = fsa

avec des coefficients fonctions de x, Y et 6 (via U):

d
L(D:) =0+ Y A;0;, avec A;(W) = Aj(z,ell + W),
7=1

(1.3.75) TWon) =3 mTi(W), T,(W) = Tj(e,u* + W) (voir (1.3.63),

GW) = [T(e,Us + W) — T(e,U°)](Ved, W' .0y + 0,005 U
+ [L(e(Us+ W),0,) — L(elU®, 0,)|U°.
Ici, compte tenu de Iestimation (1.3.50) pour le reste K*, le second membre

2 2 1 2
© —, Y, 0)=f° —, Y, 0| —-K°|z,—,Y.,0
F <$7\/Ev ) > f <$7\/Ev ) > €X <r7\/g7 ) )

et la donnée initiale ¢g° sont «petits». On en déduit, comme ci-dessus, que

()

dont le supremum (en s et t) tend effectivement vers zéro avec e. O

2

dt’'

?

t
(1376) IV Ol < O N + [ 0
0

Me(w,r)
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1.4 Frontiéres ombre/lumiéere

Dans le but de décrire des transitions ombre-lumiere (voir [BM94], [Hun88]), on sou-
haite obtenir une description asymptotique de solutions de systemes hyperboliques dont
I’amplitude admet des limites finies en +00 et —oc, dans une direction donnée. Pour cela,
les développements a trois échelles considérés jusqu’a présent sont bien appropriés, I’échelle
intermédiaire correspondant a une couche limite de transition (de taille \/¢).

Remarque 1.4.1. Le cas «physique » de frontiére ombre/lumiére consiste a considérer une
onde incidente au voisinage du bord d’un obstacle. « Derriére» lobstacle, l'espace est séparé
en une «zone éclairée» et une «zone d’ombre», la frontiere entre les deux étant un «rayon
singulier» (hypersurface » = 0) : voir figure 1.5.

ombre ! lumicre

obstacle v
I =
[
p .-
v
N
_
\/E

Fig. 1.5 — Choiz de la variable transverse Y

Pour analyser Uévolution d’une onde dont Uamplitude présente initialement une forte
variation au voisinage du rayon singulier (transversalement a celui-ci), on utilise v» comme
nouvelle variable, et on observe les variations de ["onde a une échelle trés inférieure a celle
du domaine considéré. L’échelle adaptée pour voir apparaitre des phénoménes diffractifs
(i.e. pour que la nouvelle variable considérée intervienne au premier ordre) est alors 1/+/¢,
st londe oscille a une fréquence 1/e, d’ou la représentation de l'onde u® sous la forme

u = U2, B /VE, B/).

Il serait donc intéressant d’étendre les théoremes précédents d’existence de solutions
asymptotiques et exactes, ainsi que les propriétés de stabilité, avec des profils primitives (en
Y') d’éléments de G*, auxquels on imposerait de la décroissance en Y (avec (Y,09)"u € L?
pour [y] < s). Malheureusement, la construction de tels profils n’est pas possible: en
particulier, les opérateurs Ei(x,dy) (cf. lemme 1.3.5) ne sont pas bornés sur ces espaces «a
poids», hormis dans le cas monophase pour les phases intermédiaires (remarque 1.3.3). On
préferera une représentation au moyen de «profils de couche limite», inspirée de [Gue97] et
[GGI8]: voir I’Ansatz ci-dessous.

De plus, ne sachant pas prouver la stabilité d’une telle description au sens du théoreme
1.3.2, on est alors contraint de revenir a une approximation plus faible, semblable a celle
du théoreme 1.2.3, et qui nécessite un développement a tout ordre. C’est pourquoi nous
devrons éviter tout effet de rectification, et utiliser une hypothese restrictive d’«imparité»
des non-linéarités, de méme que dans [DJMRI6].



84 CHAPITRE 1. OPTIQUE GEOMETRIQUE TROIS ECHELLES

Pour illustrer la difficulté du cas «avec rectification» (i.e. lorsque les oscillations en-
gendrent de la moyenne), étudions un exemple semi-linéaire simple, qui déja semble in-
diquer qu’alors, les profils éventuels ne peuvent plus étre réguliers (méme si 'on n’a pas
unicité desdits profils). Puisque des données initiales purement oscillantes peuvent engen-
drer des termes de moyenne (indépendants de ), on ne s’intéressera qu’a ces derniers :

Exemple 1.4.1. Soit y une fonction C* sur R, croissante, valant 0 sur | — oo, —1] et 1
sur [1,4o00[. On considere la solution maximale du systeme

o (0 — Oy)ve = vive
pour la donnée initiale ‘Uj—|t=0 = ayX (%), ’U6_|t=0 = a_y (\%), ou ay et a_ sont deux

nombres complexes fixés, et e €]0, 1].
Cette solution est globale, et s’écrit :

vi(ty) = ayx ({;) :

€ y—l_t a ot ytt—2¢ dt!
(1.4.2) ve(t,y) = a_x <?> o+ x(2 ) ar

y+ t) 1 /(y+t)/\/5
= a_y <— exp | sveay x(r)dr ).
Ve (2 (v-1)/VE

Le graphe de v° (¢,.) a I'allure indiquée figure 1.6.

o eoz+7f

o e2+t/2+0(Ve)

Fi1G. 1.6 — Graphe de v (t,.)

Les variations de v (¢,.) autour de ¢ et —t se produisent a 1’échelle \/z, et doivent donc
étre décrites respectivement par des fonctions de (y —t)//c et (y +t)/+/€, si 'on souhaite
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que ces fonctions soient régulieres: v° (¢,.) converge ponctuellement vers une fonction dis-
continue en —t, et a dérivée discontinue en ¢. En fait, si I'on décompose v® en somme de
profils,

(1.43) 0 () = (omp o) (1 L 221,

t7 Y, ?7 \/g
de facon heuristique, si le comportement de v° (¢,.) est donné par la variable y au voisinage
de t, v_g doit étre non réguliere, et si c’est en la variable Y_ = (y — t)/\/e que v_g
varie, alors le comportement du profil en cette variable n’est pas celui d’'une «marche»:
eny =0, (y—1)/\/e = —oc lorsque /2 — 0, et pourtant v°(¢,0) = e*+/2 £ 0. Cet
«étalement» des zones de variation des profils est du a la présence de plusieurs directions
de propagation (en la variable intermédiaire V).

Plus précisément, si I’on cherche v sous la forme (1.4.3) avec des profils v_ ,(z, Yy, Y_)
ayant des limites lorsque Y1 — +oc et tendant vers zéro si Y. — —o0, on en déduit, puisque

v% = vpol(y — 1)/VE) avee vs oY) = apx(Yo):

—2 y+t y—t
(1.4.4) (9, — 9,)v (z) = <$ay_v_,o+ (0, —ay)v_,o—zay_v_,l) <t,y, yﬁ ,yﬁ )
et donc
(1.4.5) v_g=uv_o(z,Yy)
- 20y_v_1 = (0 — Oy)v_p(x,Yy) — vio(Yo)voo(, Y3).

Prenant la limite de la deuxieme équation lorsque Y_ tend vers 400, on a nécessairement
pour v_g:

(1.4.6) (0; — 0y)v_o = ayv_g, donc v_g = a_x(Y;)e™".

Seulement, pour pouvoir intégrer la dérivée dy_v_ 1, on doit aussi imposer, lorsque Y_ tend
vers —oo: (0y — 0y)v_ o = 0, ce qui est contradictoire avec (1.4.6). Le systeme (1.4.5) est
surdéterminé, et I’Ansatz (1.4.3) n’est pas valide.

Une derniere facon d’exprimer l'obstruction due a ce «croisement de marches» est de dire
que dans I’Ansatz (1.4.3), \/ev_ 1 ne peut étre un correcteur (dans L*°) de v_ g. En effet, si
(1.4.5) est satisfait, ’annulation des limites lorsque Y_ — —oc implique (0; — 9,)v_ o = 0,
puis

1 o
(1.4.7) Oy_v-1 = —gvpo(Yo)ooo(e, Yy) = ——Fo_o(YVi)x(Y2),
avec v_ g qui admet une limite non nulle lorsque Y} — 400, d’apres les conditions initiales.

Ainsi, on a

oy (y=1)/Ve
(148) o (e + ONVE = OVE) = = Foma e+ 0/vE) [ xlods,

[o.e]

qui n’est plus un o(1) des que y — ¢ > \/e.
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1.4.1 Cadre et notations

Le systeme considéré est le méme que précédemment,

d
L(z,u,0)u = Oyu + Z Aj(z,u)0ju =0,

J=1

a nouveau sous ’hypothese 1.2.1 d’hyperbolicité symétrique, et 'hypothese 1.2.3 de mul-
tiplicité constante. On ajoute la suivante, sur I’«<imparité» des non-linéarités du systeme:

Hypothése 1.4.1. Le développement de Taylor des matrices A;(x,u) en u =0, pour tout
x, ne comporte que des puissances paires. On notera la partie de plus bas degré de ce
développement de la maniére suivante :

(1.49) A) = Ax(2,0) = Ay o) + Oul),
avec Aj(x,.) une application (K; — 1)-lin€aire symétrique, K; —1 > 2.

La non-linéarité qui interviendra dans les premiers termes des développements sera
alors Az, uy,...,ux_1)0gv, d’ordre K :

Notation 1.4.1. On définit K := minjsy K; Uordre minimal de non-linéarité, et

(1.4.10) Az ug, .o ug—q) := Z Oip(x)Nj(x,ury ... uk—1),

K;=K

modulo les permutations des arguments

(i.e. on notera A(z,uy,...,ux_1) pour ﬁ SA(z gy, U ))

L’Ansatz retenu sera sans moyenne, et a spectre impair, lui aussi, pour éviter ’appa-
rition des moyennes par interactions non linéaires. De plus, 'amplitude est modifiée, par
rapport a ce qui précede, a cause de ce changement d’ordre de la non-linéarité (voir re-
marque 1.2.1). Enfin, pour simplifier les écritures, on se placera, comme dans la partie 1.3,
dans un cas monophase. On cherchera donc un développement BKW de la forme:

(1.4.11) U ~ e n;:Ne”uQn (az "bf?, ¢(;:)> :

ou m est lié a 'ordre K de non-linéarité:

(1.4.12) S
A. m = 7k

et les profils uy = ug(z, X, 0) sont de la forme:

(1.4.13) up = x(Y1)ax(z, X, 0) + bp(z, X, 6).
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Notation 1.4.2. On note a présent X = (T,Y) = (T,l{l,f/) e R, et (T,Y) = X
(correspondant a ¢ = (Yo, ") = (Yo, ¥1,v) et ¥ = (Yo,v¥)). Puisque Uon s’intéresse a

des probléemes de Cauchy, on prendra a nouveau une phase temporelle parmi les phases
intermédiaires :

(1.4.14) o = 1.

La partie b, d’un tel profil est censée représenter la couche limite. En effet, on fixe par
avance la fonction y (la «marche»):

Z +co
x € C¥(R,R) avec X' € S(R,R), x(Z) = / X'(Z")dZ" et / X'(Z"dZ" £ 0

(1.4.15) .

(on supposera dans la suite que / X'(Z2")dZ' = 1),

— 00

et 'on va construire
ai € C (RT X QN H(RE % 'IFg)) ,
bk € c™ (RT X th QSHS(RZ;/ X T@)) s

(1.4.16)

a spectres (en la variable périodique #) impairs. Comme auparavant, §) sera le cone {z =
(t,y) € R0 <t <to,0t + |y| < p}.

Dans le cas monodimensionnel en la variable intermédiaire (Y = Y;, et I'introduction
du temps T est alors inutile, ¢f. 1.4.3.3), on obtient des profils a ’allure donnée figure 1.7.

Xk

FiG. 1.7 — Variation des profils en' Y

1.4.2 Les espaces, et 'opérateur de moyenne M

Définition 1.4.1. On notera H*(ty) lespace G;_\(t1) @ G3(t1) des fonctions v sur Qy, X
R? x T qui se décomposent en v = ya + b, ou

(1.4.17) a €@y (t) =G, 1(th), b€ G;yg(th) :=G,(t).
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La norme suivante en fait un espace de Banach :
[olls := llallgs_, + llbllg;-

Une telle décomposition est unique, puisque la «moyenne» b est déterminée par ’'opé-
rateur M suivant :

Lemme 1.4.1. Siu € H*(t1), s > 0, est représenté par u = ya + b, alors
(1.4.18) /\/lu(:c,j(,@) = lim wu(x, X,0) existe,

Y1—>+oo
et a = Mu, b =u— yMu. On définit ainsi un opérateur linéaire continu
M Hs(tl) — Q;_l(tl) (C %s(tl))
On utilisera M pour analyser les équations de profils, avec les regles de calcul suivantes:
Lemme 1.4.2. Sur H*(ty), avec s > 1/2, on a:

["M78I] = [Maa};f] = [Mvaé’] = 07
My, = Oy M = 0.

1.4.3 Dérivation formelle des équations

Comme dans la partie 1.2, on injecte ’Ansatz dans 1’équation, et on annule le déve-
loppement (formel) obtenu. A cause du choix de 'amplitude comme puissance non entiere
de ¢, ce ne sont plus les trois plus basses puissances de ce développement qui détermine-

ront ug, mais les coefficients de e”~1, ¢™~1/2 et ¢, En fait, on résoudra successivement
les groupements d’équations correspondant & g"t™=1 g#tm=1/2 of 7™ en faisant croitre
n € mN:

(1419) Ll(dqb)aguo = 0,

(1421) Ll(dqb)aqu + Ll(dl/))aXul + Ll(am)‘uo -+ A(Ué(_l)aguo = 0,

(1 4 22) Ll(dcb)aé’un—l—Q + Ll(dd))aXun—l—l + Ll(az)un + A(ué(_l)aﬁun

+ A('ué(_2, U )Optig + Fr(x, ug, Ok, Oxuk, Opur, k < n) = 0.

Les notations sont semblables a celles de la partie 1.2, et on a posé uy := 0 pour k < 0.
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1.4.3.1 Utilisation de 'opérateur de moyenne en Y,

Chaque équation (F) équivaut a M(E) et (E)— xM(FE), ce qui sépare —partiellement—
a, et b, :
Li(dp)Dgag = 0
(1.4.23) 1(d6) Oy
Ll(dqb)agbo =0,
(1.4.24) Ly(d$)dgay + Ly(di))dgao = 0
Lyi(d$)0gby + L1(d)0xbo + x'L1(dpr)ag = 0,
Ly(dd)dgas + Ly(did)dgar + Ly(dy)ao + Alak =) dpao = 0
L1(d$)0gby + L1(dtp)0xby
+ XLy (dipr)ar + Ly (0 )bo
+A ((Xao + bo)K_l) Jg(xao + bg) — XA(aé(_l)aeao =0,

(1.4.25)

L1(dd)Dpn o+ Ly (di)) g angy + L1(82)an + Aal ") dpan,
+ A(aé(_Q, an)0gag + Frp(x, ag, Oxay, Ogar, k <n) =0
L1(d) 02 + L1(d)Oxbuy1 + X' Li(db1)ans1 + L1(0:)b,
+ A ((xao +bo)" ") ds(xan + b,) — xA(af ") Dpay,
+ A ((Xag + bo)K_Q, (xan + bn)) Ogtg — XA(aé{_Q, an)0gag
+ Folxar + by, k <n] — xFular, k <n]=0.

(1.4.26)

1.4.3.2 Analyse en la variable rapide

L’analyse de l'opérateur L;(d¢) se ramene, dans chaque mode de Fourier, & une analyse
matricielle, et on fera les mémes hypotheses que précédemment : ¢ est caractéristique pour
Ly (hypothese 1.3.1), et d,¢ ne s’annule pas (hypothese 1.3.2). Cela garantit la régularité
des matrices m et () du paragraphe 1.3.2, si bien qu’on a:

(1.4.27) Tag = dg,

(1428) ﬂ'bo = bo,

(1.4.20) {erl(d;b)aXmo = 01 A
(1= m)ar = — Q05 La(di)dgao
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(1.4.30)

(1.4.31)

(1.4.32)

(1.4.33)

(1.4.34)

wLy(d)0xmhy = —x'mLyi(diy)mag
(1 —m)by = —Q0; [ L1(d)dxbo + X' L1 (dep)ao),

ﬁLl(ddA))@XTral = TrLl(dI;)aXQLl(d@/;)aXﬁae_lao
— L1 (0z)mag — WA(aé{_l)agao
(1 = m)az = —Q0; ' [Li(d)dgar + L1(0s)ao + A(al —)dao),

7TL1(d¢)8X’:’Tbl = ’:’TLl(dQZ))aXQLl(dQZ))aXﬂ'ae_lbo - ﬂ'Ll(ax)?Tbo

—7A ((Xao + bo)K_l) Jg(xao + bo) + XWA(aé{_l)@gao
— X'mLy(dipr)ay + 7Ly (d)dx Q Ly (dvn ) x'0; M ao
(1 — m)by = —Q0; ' [L1(dp)Ox by + L1(0x)bo
+ A <(Xao + bo)K_l) Js(xao + bo) — XA(Gé{_l)aeao + X'L1(dvr)aq],

le(d;Z))aanH =7rL1(d';/?)aXQLl(d';/;)aXﬂaglan — 7w L1(0z)may,
— WA(aé{_l)agan — 7r/\(aé{_2, an)0gag
— nFu(x,a, Oxag, Opar, k < n)
(1 = T)ans2 = — Q07 '[L1(d))Dg ans1 + L1(0z)an + Alal ") dpa,
+ A(aé{_Q, an)0gag + Fr(x, ag, Oxak, Opar, k < n)],

7Ly (d)Oxmhyyy = wL1(d)dx Q Ly (dv)Ox 70, b, — L1(0,)by,
— A ((Xao + bo)K_l) Ds(xan + b,) + xmAlal ™) 0sa,
— A ((xa0 + bo)* 7%, (X + bn)) Do + xmA(ag %, an)dsag
— wFulxar + br, k < n] + x7Falar, k < n] — x'm L (d1)an41

(1 — ﬂ)bn+2 = —Qag_l <L1(d¢)aan+1 —|— X/Ll(d¢1)an+1 —|— Ll(al-)bn

+ A ((xao +60)" ") Bg(xan + b,) — xA(ag ~*)dpa,
+ A ((xao + o)™ 72, (Xan + bn)) Dguo — xA(ag %, a,)saq

+ Fulxar + by, k < n] — xFlar, k < n])

(On note les arguments entre crochets pour indiquer que F, est une fonctionnelle, qui

dépend des dérivées des fonctions ay, by).

Remarque 1.4.2. [l faut bien noter que les équations portant sur les termes a, ne font
pas intervenir les termes de couche limite b, : le comportement «a Uinfini» (ou a l’échelle
«macroscopique ») ne dépend pas des variations au voisinage du rayon singulier.



1.4 Frontiéres ombre/lumiére 91

1.4.3.3 Analyse en les variables intermédiaires (restantes)

On utilise bien sir les réductions a la forme scalaire de la proposition 1.3.1, qui font ap-
paraitre les transports V(di)dx et V(d';/;)aX. Si l'on veut éviter I’apparition de «marches»
dans les b, (voir (1.4.30i), par exemple), on doit supposer que ¥, est constante le long des
¢-rayons :

Hypotheése 1.4.2. Sur Q, V(di);) = 0.

Il n’y a alors plus qu’un seul transport qui intervient en les variables intermédiaires :
V(d)0g. Cela simplifie notablement 1’analyse, puisque 1'on ne s’intéresse qu’a un seul
probleme linéaire,

(1.4.35) {V(d"z’)aff” =/

Ulpy = 95

avec V(d';/;)aXf = 0: sous ’hypothese 1.2.6 de V-cohérence de ¥, demander que u soit
T-sous-linéaire équivaut au fait que u soit borné (et que f soit nulle: c’est la proposition
1.3.8). On montre ainsi par récurrence que pour tout n, V(d';/?)aj(an =0et V(d'g/;)aan = 0.

On n’a finalement besoin de résoudre que les équations portant sur wa,, et 7b,, 'autre
partie des profils s’en déduisant immédiatement (on constate d’ailleurs que seules les par-
ties polarisées des données initiales peuvent étre choisies librement : c’est le probleme de
compatibilité évoqué au paragraphe 1.2.8.3). On pose ¢, := wa,, d, := 7b,, et I'on obtient :

mTCy = Cp
(1.4.36) V(dip)dgco =0
7V(9:)co — D(9y )0y 'co + mCco + WA(cé{_l)agco =0

7Td0 = do
V(di)dgdy = 0

+ A <(XCO + dO)By_l) Do(xco + do) — xTA(cE1)Dyeo
+ Go (0%, x, Oxco, k =1,2,1=0,1) =0

TC, = Cp
V(di)dge, =0
™V (0,)e, — D(0y)0; e, + 7Ce,

+ 7A[co, -, Cno1]0pcn, + TGnco, .. 1] =0

(1.4.38)
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nd, = d,
V(dip)dgd, =0
7wV (9,)d, — D(dy)d;'d, + nCd,
+ 1A <(XCO + dO)K_l) Og(xen +dy) — X?TA(Cé{_l)agcn
+ Gulxer + di, k < n].(xcn + dn) — xGrler, k < nl.c,
+ Holxer + di, k < n] — xHuler, k < n] =0.

(1.4.39)

1.4.4 Existence des profils et approximation de solutions exactes
1.4.4.1 Résolution des équations de profils

On cherche (¢,,d,) € C(Ry,H*(t1)). Seules les équations (1.4.36), (1.4.37) sont non
linéaires, les équations (1.4.38),, (1.4.39),, (n € mN\ {0}) étant, elles, linéaires, avec des
seconds membres fonctions des profils déterminés précédemment. Ces seconds membres,
ainsi que les non-linéarités, sont de la forme suivante, dans le cas de (1.4.37) et (1.4.39),:

Lemme 1.4.3. Soit H : Q x CV — CV réguliére, avec H(.,0) = 0.
Alors, sic€ Gy (1) et d € G (1), pour s > Qdffp-H,

H(xc+d)— xH(c) € G,(t1),

| H(xe+d) = xH(@llg; < € (llellog_, Il ) (ldloz, +1) -

p—1’
Démonstration : On peut commencer par décomposer

H(xc+d) — xH(c) =H(xc+d) — H(xc)

(1.4.40)  H(ye) — xH(c).

1
Le premier de ces deux termes s’écrit / 0,H(xc+ vd).d dv, et lorsqu’on le dérive,
0

1
a;Y,é’ </ aUH(XC + l/d).d d]/) =
0

1
3 o Hixe + vd). (07 d, 07 (xe + )., 0" (xe + d) ) dv.

algetak<y V0

(1.4.41)

On retrouve alors la démarche habituelle du théoreme de Moser, par inégalités de Holder
et de Gagliardo-Nirenberg, dans G>. En effet, on constate que xc € L*(Ry,,G>_,(t1)), et
X/C € S(RYU g;—l(tl))‘
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Pour le second terme, on peut tout d’abord remarquer que pour tout Yi, H(xc) et
X H(c) sont éléments de Q;_l. Considérons donc leur différence comme une fonction de Y;
a valeurs dans G ;. A nouveau, I’écriture de formules de Taylor donne:

H(xc)—xH(c) = X/ [0,H (vxe) — 0y H(ve)] .c dv
(1.4.42) 0

1 1
:X(l_X)/ v {/ agH(VC-I-/M/(X—l)c).c du| .c dv.
0 0

On peut ainsi appliquer le théoreme de Moser dans G°_, sous I'intégrale. La fonction x(Y})
est simplement majorée (en valeur absolue) par une constante. Par contre, ’expression
X(1 — x) en facteur (et sur laquelle s’appliquent les éventuels poids et dérivées en Y7)
assure que H(xc) — xH(c) est dans G>. O

Les schémas itératifs classiques dans G> permettent donc de déterminer cg, puis dy, et
I’on résout ensuite successivement les équations linéaires.

Proposition 1.4.1. Soit g, € N;H*(0) avee, pour tout n € mN, g, = u,, et des normes
majorées indépendamment de s.

Alors, sous les hypothéses précédentes (en particulier la cohérence, et avec 1y constante
le long des ¢-rayons), il existe t* > 0 et une unique solution mazimale vy = xco + do €
C(Rp,NsH2(1)), t < t*, des équations (1.4.36), (1.4.37) avec gy pour donnée initiale. De
plus, pour chaque n > 0, il existe une unique solution v, = x¢, + d, € C(Rp,NsH*(1)),
t < t*, des équations (1.4.38),, (1.4.39), avec g, pour donnée initiale.

1.4.4.2 Stabilité

La méthode est la méme qu’au paragraphe 1.2.8.
Une fois les profils construits, on utilise le théoreme de Borel, qui fournit une solution

approchée u  ():

VM € mN,Va € N'*+? = O™ M),

n<M

LOO

Cette approximation est alors solution asymptotique du systéeme (au sens des développe-
ments asymptotiques dans C*({«)), et a une propriété de stabilité vis-a-vis des solutions
exactes ayant des valeurs initiales proches:

Théoreme 1.4.1. Pour tout t < t*
i) L(ug,,, d)us,, ~ 0 dans C*(§)y).

ii) St f¢ ~ 0 dans C>(Q), il existe e; tel que la solution du probléme de Cauchy

{L('vs, d)w® = f*

1.4.43
( ) 'Uizo(y) — Em‘UO’E(‘y),
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0t v*(Y) ~ D comnt € Uan ],z (y, e 6) e €]0,1], existe sur Qy, pour ¢ < ;. De plus, elle

admet un développement asymptotique a tout ordre: v® —ug  ~ 0.

Démonstration :
On va chercher v® sous la forme d’une perturbation, v = uapp—l—ws, et on commence par
ramener les amplitudes a 1 en posant v = e™V*® u® = c™U*®, ... Ainsi, v° est solution

app

de (1.4.43) si et seulement si W* vérifie

(1.4.44) {L(Em(U“rWE),@)(U“rWE) = F*~ 0

WL, (y) = 7 ~ 0.
La stratégie, comme dans [Gue93|, consiste a introduire les espaces suivants:

Définition 1.4.2. On note H?(Q) (resp. C2(Q)) Uensemble des (familles de) fonctions u®
sur §Q telles que

Yo € N, 2> 0,]|(edh,)"uf||,. < Ca

1.4.45
(14.43) (resp. |(0e) 7] < C).

On constate bien sir que U® appartient a H® = C2°. L’intéret de 'utilisation des e-
dérivées est que 1'on peut montrer, grace a un argument de boots-trap, 'existence de W*
dans H?. On aura besoin des propriétés suivantes, qui se déduisent du cas classique (¢ = 1)
par changement d’échelle:

Proposition 1.4.2. Soit s > (d+1)/2, et H réguli¢re sur RN x RY, telle que H(.,0) = 0.
Pour tous U® € C#(Q), V=€ H}(Q), on a:

Vel o < Coe™ 5|V
1H (U2, V) |l < Cy (| U7]

(1.4.46)

Vel ) IVl

A ¢ fixé, de méme qu’au paragraphe 1.2.7.2, on a existence d’une solution forte W* du
systeme hyperbolique quasilinéaire (1.4.44) sur [0, 7%], avec

i
W= (0)llz; < Cs [HGEH%; + C(HWE,@WEHLOO)/O W= ()2t

t
+ [ e
0
Le lemme de Gronwall permet d’en déduire

12115 < (s [e (HGE / | Fe(t HH dt)
b [ e (mw@ /uwww@w)ﬁl
0 0

(1.4.47)

We=(@)|

(1.4.48)
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Ainsi, si T, <t est un temps jusqu’auquel on a ||W?||;« ,|[[0W*®]|; < R pour un certain
R > ||G¢||, alors, pour t < T, et M € N:

(1.4.49) W (O, < Canee™ (14 C(R)EE).
d’ou, par injection de Sobolev,
(1.4.50) W IOW o < C(M, 5, B)eM=5-002

Fixant M > d + 1, pour ¢ < ep, cette quantité est inférieure a R, ce qui assure ’existence
de W*¢ jusqu’a t.
Le nombre M peut étre pris aussi grand que l'on veut, d’ou "asymptotique W* ~ 0.

O

Remarque 1.4.3. Dans le cas d’une frontiére ombre/lumiére «physique », avec une seule
phase ¥, Uanalyse du paragraphe 1.4.3.3 ne nécessite pas de temps T : X =Y € R, et les
€quations (1.4.36)-(1.4.39) deviennent :

(1451) ey = co(x,0)

o mV(0,)co + 7Ceo + 7A(cEK ™) Dpeo = 0

7Td0 = do(.l?, Y, (9)

(1 4 52) ﬂ'V(aI)do — D(ay)ae_ldo + cho

o + A ((XCO + do)K_l) Jg(xco + do) — XWA(Cé{_l)aeCo

+Go (5 x,k=1,2) =0

(1.4.53) e, = cp(x,0)

o 7V (0:)en + 7Ce, + mh[co, ..., Cno1]0pCn + mGnlcoy . -y Cn1] = 0

nd, = d,(z,Y,0)

™V (0,)d, — D(9y)9; " d, + nCd,

(1.4.54) + 7A <(XCO + do)K_l) Og(xen + dy) — Xﬂ'/\(cé(_l)agcn

+ Gulxer + di, k < n].(xcn + dn) — xXGrler, k < n).c,
+ Halxer + di, k < n] — xHuler, k < n] =0.

Les profils ¢, sont alors exactement ceux de l'optique géométrique a deux échelles sur
le domaine €, et les termes b, jouent effectivement le role de correcteurs autour de profils
V(Y )an(.0). B

En particulier, si lon teste la solution v° de (1.4.43) avec une fonction p € C( x T),
on a:

(1.4.55) e /ﬁ v (2)p <x f) dr — ao(z, 0)p(z, 0)dzds ;

la partie «principale » de v° est bien la solution de Uoptique géomélrique dans {¢b > 0}.
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Chapitre 2

Propagation d’oscillations pres d’un
point diffractif pour une équation de
Klein-Gordon semi-linéaire
dissipative

2.1 Introduction

On s’intéresse ici a la propagation d’une onde oscillante, solution du probleme de
Cauchy-Dirichlet pour une équation de Klein-Gordon non linéaire dissipative sur un demi-
espace Ri, et a son interaction avec I'onde réfléchie, lorsque ’onde incidente est «rasante»,
i.e. présente au bord un point diffractif non dégénéré (voir [Hor94]). Dans un tel cas,
un «rayon singulier» délimite la zone atteinte par les courbes bicaractéristiques, dont le
complémentaire est une «zone d’ombre».

La propagation de singularités pour 1’équation des ondes linéaire a été étudiée par F.G.
Friedlander dans [Fri76], et R. Melrose a ensuite construit des parametrix microlocales pour
des équations d’ordre deux, au moyen d’opérateurs intégraux de Fourier-Airy ([Mel75a],
[Mel75b]).

L’étude de 'optique géométrique non linéaire a été initiée par A.J. Majda et M. Artola
(voir [MAS8S]), dans le cas de la réflexion transverse. Dans le cas diffractif, C.Cheverry a
traité le cas des équations d’ordre deux a non-linéarités semi-linéaires globalement lipschit-
ziennes : dans [Che96], il obtient un développement asymptotique au premier ordre dans
H!, par une méthode BKW, en exploitant le caractére défocalisant de la réflexion sur le
bord, et la non-concentration d’énergie pres du rayon singulier.

Pour le probleme de Cauchy associé a un systeme hyperbolique, Joly, Métivier et Rauch
ont étudié la traversée de caustiques par des ondes oscillantes, tout d’abord lipschitziennes
([JMRO96]), et ensuite, dissipatives ([JMRO00]). Leur méthode repose sur une représenta-
tion lagrangienne des solutions, dans laquelle les phases sont définies globalement, et sur
I’extraction de profils de la solution exacte associés aux différents modes oscillants.
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Dans le cas rasant dégénéré («gliding» et contact & un ordre supérieur), M. Williams
obtient dans [Wil00] un développement asymptotique a tout ordre donnant une description
précise de 'interaction entre les couches limites elliptique, hyperbolique et rasante.

Dans le cas diffractif que ’on considere, un rayon rancontrant le bord tangentiellement
n’a qu’un seul tel point de contact : I’équation (2.1.1) est a coefficient variable ((1 4 z), qui
joue le role d’un indice de réfraction), et tous les rayons sont nécessairement courbes.

Commencons par un apercu de la méthode utilisée ici et des résultats obtenus. L’équa-
tion de Klein-Gordon considérée est semi-linéaire (p > 1), a coefficients variables:

1
(2.1.1) (14 2)0fu" = Ag o + Su + [ G = 0,

posée sur le demi-espace D = {(t,z,z) / t € R,z > 0,z € R% '}, avec pour données
initiales
(2.1.2) ui__, = uf ~ eg(x, z)e Al

atuft:_T =uj ~ 10wpi(—T, z,2)g(x, z)ei‘pi(_T’x’Z)/s,

et la condition au bord homogene
(2.1.3) up,_, = 0.

Ici, g € H3(R2) (nulle en 2 = 0 pour satisfaire la condition au bord (2.1.3)) est a
support compact, car on ne s’intéresse qu’au comportement de u® au voisinage de 1’origine.
Le sens des équivalents dans (2.1.2) est le suivant (la différence des fonctions tend vers 0,

dans Pespace ad hoc):
- pour ug (~ dans H'(R%)):

Ug i /e e 1pi/e
— — — 0 et |0y, (ug — ¢ —0
PSP CR i Pl L ]
la deuxieme condition étant équivalente a H@LZUS — i(@xﬁzgoi)gem/s 12 6—_>0> 0;

- pour uy (~ dans L*(R%)):

(2.1.5) Hui — i(atgoi)gew"/e

12 6—_>0> 0.

Remarque 2.1.1.

i) La fonction ¢; est la phase incidente par rapport a laquelle oscille la donnée initiale
(ug,u1). Cette donnée a une forme particuliére (on a fait intervenir la dérivée en temps de
@i ) : elle est polarisée, de facon a ce que la seule partie oscillante non nulle de Uonde in-
cidente oscille selon la phase @;, et non selon la deuziéeme phase caractéristique engendrée
par gi( =T, ).

ii) Le choix de Uamplitude € pour la fréquence 1/e correspond au régime de loptique géo-
métrique faiblement non linéaire.
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On introduit quelques notations :

Notation 2.1.1. On définit les fonctions et opérateurs suivants :

F(v) = [v|"" v, Yv e C,
1

p(Tafa g) = (1 + ‘T)TZ - 52 - |C|2 - 17 \V/(T,f, () S R1+d7
T, () := (1 + 2)(0:0)0s — (0r..0). 0. avee p € CH(D).

Par dissipativité de I’équation (2.1.1), on sait (¢f. [LS65], et paragraphe 2.3) que (2.1.1),
(2.1.2) a une unique solution, qui vérifie (2.1.3). Le résultat qu’on se propose de montrer
est le suivant :

Théoréme 2.1.1. Soit u® l'unique solution de (2.1.1), (2.1.2). Alors, il existe d’uniques
U, U. € LPTY(Qp) = LPT(] — T, T[x]0,2[x B(0,1)) tels que

(2.1.7) u® ~e¢ (Uiew"/6 + Urewr/s) dans H'(Qr),
ie.
L (Ul U —0
(2.1.8) € | e
et ||Vus —i (Vo) Uie¥* + (Vg )U. e %) || — 0.
[ d

Les fonctions U; et U, sont a support dans la «zone éclairée» délimitée par la surface S
constituée des rayons rasants.

Remarque 2.1.2.

i) Les équivalents signifient bien, dans L?, que la différence des termes tend vers zéro. Cest
dans le cas de H' que la définition (donnée dans le théoréme) prend son sens: d’une part,
la différence tend vers zéro dans e L*, mais surtout, on a une description d’une fonction et
de son gradient au moyen d’une fonction seulement L?.

it) L’approximation donnée ict ne peut comporter qu’un seul terme, car la régularité de la
solution u® elle-méme ne permet de dériver qu’une seule fois dans L*.

iii) La «zone d’ombre » est effectivement mise en €vidence, car, si asymptotique H* permet
de négliger un voisinage (arbitrairement petit) du rayon singulier S, il n’en demeure pas
moins que U; et U, sont nulles «derriere S » | la ou les rayons ne pénétrent pas.

La stratégie de la démonstration est simple.
Apres définition des phases incidente et réfléchie ¢; et p, dans la zone éclairée T
(paragraphe 2.2), on extrait de la suite u® des profils incident et réfléchi U;, U, € LPT(T),
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e. (cf. [Ngu89] et paragraphe 2.3): il existe une extraction, encore notée u®, telle que
Va € L*(T /—ae ikl s | UG,
e—=0
(2.1.9) /@Mu ae 2%/5—3 1(0p0)Ura, et
e—
Ya € LlH/p(T),/@tueae_w’ﬂ/s — i(Owpr)Uka.
e—+

On extrait de méme des profils F;, F, € L**Y/?(T) de F(d;u®). Le probleme (2.1.1), (2.1.2)

passe alors a la limite sous forme d’un systeme d’équations de transport :
1

2T, (0)U; — P(pi)Ui + ~F; = 0 sur T;
i

1
(2.1.10) 21, ()Ur = P(n)Up + <1y = 0 sur 7,

Pour déduire de ces limites faibles de sous-suites I"asymptotique H' du théoreme (para-
graphe 2.6), on construit, par troncature et régularisation des profils, une solution appro-
chée v® (paragraphe 2.5) dont la différence avec u® converge vers zéro dans un sens fort.

En effet, si Q; :=] — T',¢[x]0, z[x B(0,r),
(2.1.11)
H\/l + 20y (u® — v°)

2
O+ 10— ), (1)
| 1 € €
ol = ol () + el — 0t 5k

€ € 2 € € 1 € €
< |[VIFwoes = )| 0+ 10w = ), (0 + 5 et = ol @)

+2Re [ (F(0) — F(8:v7)) 0w — vF)

Q¢

2 1
= |V 20w = o9)|| | (1) + Wesw = o)y (1) + 5 1w = v*l3, (=)

+ 2Re (P*(u® —v°) 4+ F(0w®) — F(0,0%)) Or(u® — v°),

Q

et la derniere intégrale s’écrit

/Q (PPv® + F(00%)) (@ —v%) = | (P?o° + Flg/e)) 0s(wF = v°)

:3\

t

(2.1.12) + [ (Ele/e) - Flole) o =)

(F(9w®) = E(p/e)) O(us —v7),

o

_|_

S~—— 5

o
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chacun de ces termes tendant vers zéro par construction de v®:
- pour le premier, P*v° + F(p/e) e 0 dans L't1/7 et O¢(u® — v°) est borné dans LF*t!;
e—

- pour le deuxieme, on exprime que J;(u® — v°) a des profils nuls;
- pour le troisieme, on montre (paragraphe 2.4) que la différence F(0v°) — E(p/e) n’admet
aucune oscillation propagée par P°.

Cette convergence forte permet de remplacer dans le systeme (2.1.10) les profils Fj par
les non-linéarités £y (U;, U, ), si bien que ce systeme hérite de la dissipativité de (2.1.1): on
en conclut que les profils sont uniques, et que 'asymptotique (2.1.7) est valide pour toute
la suite u®.

Table des matieres
2.2-Les phases
2.3-Définition des profils et premieres équations
2.4-Opérations non linéaires sur les profils
2.5-Construction de la solution approchée
2.6-Asymptotique de u®

2.2 Les phases

Les seules oscillations propagées par I’équation (2.1.1) sont les oscillations caractéris-
tiques (c¢f. paragraphe 2.4), i.e. associées a des phases solutions de 1’équation eikonale
suivante :

(2.2.1) plde) = (1 + 2)(0p)* — |0: 00" — 1 = 0.

La variété caractéristique associée, {p(7,&,() = 0}, est représentée figure 2.1 (elle est de
révolution autour de I'axe (O7)).

On va donc commencer par étudier les phases engendrées par le probleme de Cauchy-
Dirichlet (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3) par propagation des données initiales et réflexion sur le
bord : tout d’abord, I’existence et la régularité de telles phases diffractives, puis leurs pro-
priétés de transversalité et de non-résonance.

Dans le cadre considéré ici, tout point de «glancing» dans dT*D, i.e. un élément de
T*(0D), est en fait de type diffractif (¢f. [Hor94]). Ces points sont donc exactement les
((t,0,2),(£(),0,0)), pour (t,z) € RY ¢ € R, avec la notation usuelle (¢) := /1 + [|2.
On va voir que les graphes des différentielles de nos phases ne peuvent contenir qu’un
seul tel point le long de chaque bicaractéristique, et on a invariance par translation en
(t,z); aussi, on choisira d’avoir un point diffractif au-dessus de l'origine (¢ = 0), associé
a un covecteur tel que 7 > (. La bicaractéristique passant par ce point est décrite par le
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F1G. 2.1 — Variété caractéristique de (2.1.1).

systeme hamiltonien

izQ(l—l—x)r
T = -2
z2=-2
F=0
-

(=0

(2.2.2)

avec (t,2,2,7,&,(),_, = (0,0,0,(¢),0,¢), si bien qu’elle admet le paramétrage

(2.2.3)

On notera S I'ensemble des rayons (projections dans ’espace des configurations (¢, x, z))
rasants ; on l'appelle «rayon singulier» par analogie avec le cas monodimensionnel (figure
2.2). La zone d’ombre, Omb, est le domaine ouvert «derriere» S dans D (voir notation

2.2.1).
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Omb
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Fic. 2.2 — Allure du rayon singulier au voisinage de ['origine.

Les phases sont décrites par:

Proposition 2.2.1. [l existe z,r,T > 0 et des phases @; et p, telles que

Pi

Pr

- est définie sur un ouvert T; de D\ Omb

dont ladhérence est un voisinage de Uorigine dans D \ Omb et contient

{=T} x[0,z] x B(0,r)

(elle est en fait définie et réguliére sur tout un voisinage de l'origine dans R'*?);

- est une solution C* de (2.2.1) sur T, ;

- vérifie Vipi(0) = (9:0i(0), 0, (9:¢:(0))) ;
- est définie sur un ouvert T, de D\ Omb

dont ladhérence est un voisinage de Uorigine dans D \ Omb et contient

un votsinage de zéro dans {x =0} \ Omb;
- est une solution C* de (2.2.1) sur T, (C*° surT,);
- vérifie sur {z =0} : p, = @i, Oupr = —0rip;.

On notera T Uunion T; UT,. (= Ti, en fait).

L’allure des domaines 7; et 7, est représentée figure 2.3.
Demonstration :

Pour définir ¢;, commencons par ses valeurs en ¢ = 0, sur un voisinage de 0 dans R?

x,z?

auxquelles on n’impose que de la régularité et une derlvee en z nulle a 'origine. La théorie
des équations de Hamilton-Jacobi permet alors (quitte a restreindre le voisinage, et donc

données initiales, avec dyp;(0) =

z et r) de construire une unique solution (réguliere) de (2.2.1) au voisinage de 0 pour ces
(0,¢i(0)), au moyen du flot de (2.2.2). Pour T assez petit,
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T T
. T p — 2
| - | =
\ \
\ \
\ \
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FiG. 2.3 — Allure des domaines T; et T,.
les projections des courbes de ce flot (rayons) atteignent toutes {t = —1'} et feuilletent un

voisinage de 0 dans R!*,

L’équation (paramétrée par o) de la bicaractéristique issue de (to, zo, 20,7, &0, ¢), avec
T>0et (1+z0)7> — & —[¢]*—1=0, est

¢

I
I

5250—120
z= 20— 2¢0

(2.2.4)

T = xg — 260 + 707

2
t=to+2(1 + 20)T0 — 26e70” + 51303-

Lorsque o est voisin de zéro, t est croissant en o ; la bicaractéristique sera donc orientée
dans le sens des o croissants, avec o € R,. Quitte a réduire le domaine en (z,z), on a,
au voisinage de la bicaractéristique passant par l'origine, et pour t = —T': & > 0, et x
décroissant en o.

Notation 2.2.1. Il y a alors trois cas de figure pour les rayons: ils ne rencontrent pas
le bord, le touchent de facon transverse, ou alors de fagon rasante. L’ensemble des rayons
rasants constitue S. Pour les rayons coupant {x = 0} transversalement, on ne considérera
que la partie provenant de {t = —T'} «avant le bord» . Ceci constitue, avec les rayons n’at-
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teignant pas {x = 0}, le domaine T;. Les rayons transverses recoupent le bord et feuillétent,
au-dela de S, Uouvert Omb.

La dérivation en x de léquation etkonale et le fait que 0;p(0) = (0,0(0)) # 0 permet
de voir que le gradient 0;,.0,p est non nul a Uorigine, si bien que le contact du rayon
singulier avee {x = 0}, i.e. {(t,2) / 0xp(t,0,2) = 0}, est une sous-variété (de codimension
un) de {x = 0}, qu’on notera So. La nappe S est paramétrée par cette sous-variété d’une
part, et transversalement (voir (2.2.8)) par les rayons qui en sont issus; ils sont, hormis
en ce point, enticrement contenus dans {x > 0}, x étant un polynome de degré deuz en o,
mintmum sur So. S sé€pare donc localement ['ombre Omb et la lumiére, dans Rf’d. Quant
a Sy, elle sépare le bord en une partie contenue dans Omb, et une autre, «Lumqg» , définie
par d.p; > 0.

La phase réfléchie @, est construite elle aussi grace au flot de (2.2.2), pour les données
initiales (s, 0, z, i (s, 0, 2), —0:0:(s,0, 2), 0.4(s,0, 2)), (s,2) € Lumg. Les rayons réfléchis
forment un pli dans le demi-espace {x < 0}, mais ont des propriétés de défocalisation dans
{z > 0}:

Lemme 2.2.1. Pour T, x et r assez petits, les rayons réfléchis définissent une application
Zyt Lumg xRy — D
(s,y,m)  — Zi(s,y,m) = (L,2,2)

qui - est un difféomorphisme local sur Lumgx]0,n[;
- est injective et continue sur Z7'({0 <z < 2}) 1= w.

On a donc un difféomorphisme de 'intérieur de w sur son image T, qui se prolonge
en un homéomorphisme de w sur Z,(w) = T,, voisinage de l'origine dans D\ Omb.

Démonstration :

Commencons par effectuer un changement de coordonnées qui redresse Sp: on sait
que 0;.0;p:(0) # 0 (notation 2.2.1), si bien qu’il existe un systéme de coordonnées b =
(b1,...,bq) au voisinage de 'origine dans {& = 0} tel que d,¢;(s,0,y) = —by. La nappe Sy
est donc représentée par b; = 0, et la zone éclairée Lumg du bord, par by < 0. L’équation
de la variété caractéristique s’écrit

ou (en posant ¢;(s,0,y) := @o(b)):
(2:2.6) (L)Y Brdebr)? = | Y, Br:bel* — 1 = € = 0.
k k

Les rayons réfléchis sont alors déterminés, dans ce systeme de coordonnées, par projec-
tion des courbes intégrales de

i = ot
(2.2.7) b= 0sq(z,b, )
‘f: - $Q(xab76)

/8 = _abQ('x7bvﬁ)7
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ou initialement (n = 0): zo = 0, byo(= bi(n = 0)) < 0, & = —q(0,bo, Bo)"/* = —|b1ol,
Bo = Obpo(bo). De plus, les rayons passent de la zone {b; < 0} a la zone {b; > 0} : dérivant
q(x,b,0yp) — 0xp? = 0 par rapport a z et ’évaluant en x = b; = 0, on obtient

95,4(0,0, 8y0(0)) = 829(0,0, Bppo(0)) = (8.8.b)* > 0,

et au voisinage de 1’origine, on a encore

(228) aﬁlqo = aﬁlQ(07 bOa/BO) >0

(ainsi, d’apres (2.2.7), bi(n) est croissant).

La propriété de difféeomorphisme local est alors obtenue par calcul approché du jacobien
de Z,. On écrit le développement de Taylor de (2.2.7) a l'ordre k (avec un reste O en b, 7) :

= 2n|b o
(2.2.9) @ = 2nlbiol + Os
b = by + ndsqo + Os.

Ainsi, le jacobien de Z, équivaut, dans ces coordonnées, a 2(|byo| + 7ds,qo) > 0 grace a
(2.2.8).
La continuité sur ’adhérence est héritée de celle du flot du champ hamiltonien.
Quant a I'injectivité sur w (inclus dans Lumgx]0, [, apres diminution éventuelle de z),
on I'obtient en supposant que Z,.(bg,n) = Z.(b,1') = (x,b). L’expression de b, fournit, &
I’ordre le plus bas:
bio ~ bio+ (1 — 1),

que 'on reporte dans ’expression de z. On a

(n—=n")bro ~n'(n —1")9s, .

Compte tenu des signes n,n" > 0, by g < 0 et dz, qo > 0, ceci n’est possible que si n = 7',
qui entraine by = b}). O

La phase réfléchie est définie grace a 'inverse de Z, sur w par ¢,(t,z,2) 1= ¢.(s,0,y)

2n. Son gradient est également transporté, d’ou le caractere C' de ¢, sur 7. O

Remarque 2.2.1.

i) On voit bien dans cette construction que le «flot brisé» constitué des rayons issus de
{t < 0} et se réfléchissant sur le bord n’atteint pas la zone d’ombre Omb.

ii) Si le gradient de o, s’étend de manicre continue a 7T, ce n'est pas le cas des dérivées
secondes. Rappelons la forme de la singularité de Py, = (1 + 2)0}p, — Ay, a Uorigine,
qui joue un role défocalisant dans Uéquation du profil réfléchi. Le calcul de cette singularité
est effectué (par développements limités) dans [Che96], et on a, au voisinage de lorigine,
en coordonnées de rayons réfléchis :

1

2.2.10 Popm ——
( ) LA P T

avec v = 1/03,¢q0 > 0.
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On aura besoin par la suite, pour décrire I'influence des non-linéarités, de connaitre les
interactions entre phases, ou plutot leur non-interaction :

Lemme 2.2.2.

i) Les gradients des phases @; et @, sont non colinéaires en tout point de T; N T,.

ii) Plus généralement, les résonances de trois ondes ne sont pas possibles pour (2.1.1):
si 1 et py sont deux phases caractéristiques, pour tout k € 72, |k| # 1 implique que
k.o :=kip1 + kaps est non caractéristique.

Démonstration :
i) Si les gradients de @; et ., étaient colinéaires en un point, ils le seraient sur toute la
bicaractéristique associée, donc aussi en x = 0, ce qui n’est pas le cas.
ii) Supposons la combinaison k.¢ non triviale (ki1ky # 0) et caractéristique ; notons-la 3 :

(2.2.11) kip1 + kapar = s,
qu’on peut écrire
(2.2.12) ki1 + koo + ksps = 0,

avec ki, ka, ks > 0 (quitte a changer ¢; en —g;).

Deux des gradients Vi, sont alors sur la méme nappe de la variété caractéristique —par
exemple, Vi, et Vip,. Ainsi,
ki ks

s Vi + k—SVﬁPQ

appartient a la droite passant par Vi, et Vs, et a la méme nappe caractéristique que
ceux-ci, compte-tenu des signes k;/ks > 0. Ceci est en contradiction avec la stricte convexité
de ladite nappe. a

(2.2.13) Vs =

2.3 Définition des profils et premieres équations

D’apres [LS65], on a:
Théoréme 2.3.1. Si ug € Hy(RY) et uy € L*(RY), il existe une unique solution u® €
C([=T,+oo[, H}(RYL)), avec dyu® € C([—T,4o0[, L*(RL)) N LPYH(D), de
{Pfuf + F(Ou®) =0

£
TP

(2.3.1)

€
= Uy, atu|t:—T = u;.

De plus, si (vg,v1) est un autre couple de données initiales, on a:
(2.3.2)
2 1
[VIFzo = o)), + 100 = )OI + 5 lu(t) = (@) + lloru = )75

2

1
< 10e(t0 — w0)l[72 + 5 1o = vl + || VIF ot —v0)

2
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Rappelons que pour ce résultat, on n’utilise que les propriétés suivantes de F':

(1) F est continue de Lp+1(D) dans L1+1/p(D).

(2.3.3) (ii) Vu, o' € C, Re ((F(u) _ F(u/))(m)) > clu — '[Pt

Pour des données de la forme (2.1.2), la famille u® est donc bornée dans les espaces
donnés par (2.3.2), et pour Q borné dans D, u® est bornée dans H'(Q2), avec u®/e bornée
dans L*(9).

On introduit la notion suivante de profils:

Définition 2.3.1. L’indice k vaut 1 ou r.

i) Soit u® une suite bornée dans H(T;), avec u®/e bornée dans L*(T;) et O;u® bornée
dans LPTY(Ty). On dira que Uy € LPTY(Tr) est un profil de u® associ€ a @y si, a extraction
de sous-suite pres,

1- ufe™ /% [ converge faiblement vers Uy, dans L*, et
2- Oufe="r/% converge faiblement vers 1(Ovor)Ug dans LPYL et 8x72'u56_wk/5 vers 1( 0y .k ) Uk
dans L?.

ii) Si F* est bornée dans Ll‘H/p(ﬁ), I, e Ll‘H/p('E) est un profil de F* associé a py

si Fee s/ converge faiblement (a extraction pres) vers Fy, dans L'/,

Remarque 2.3.1. 5 l'on a existence et unicité d’un profil, alors toute la suite est faible-
ment convergente.

Notation 2.3.1. Dans le cas de Uexistence de profils incident et réfléchi (U; et U, ), on
appellera €galement profil la fonction

(2.3.4) Ut,z,0) := U + U.e € LPYNT x T?) (avec U, prolongé par0).
De méme, on posera

(2.3.5) F(t,x,0) := Fie'% + F.¢' ¢ L'YY?°(T x T?) (avec F, prolongé par0).
Enfin, on écrira (No)U pour (V) Ue’ + (Vip, U,

Dans le cas qui nous intéresse, on a bien sir existence de profils pour u® et F(0;u®)

l’idée de cette définition par dualité est de tronquer un voisinage —arbitrairement petit—
p q g p

du rayon singulier), mais de plus, ces profils satisfont un systeme d’équations de transport :

Proposition 2.3.1. Soit u° la solution de (2.1.1), (2.1.2). Pour k = i,r, u® et F(0wu")
admettent des profils Uy € LPTY(Ty) et F, € L*YP(Ty), qui vérifient (selon les notations
2.1.1):

(i) 2T (Vi — Ple)Us + S F = 0 sur T,
3

1
(2.3.6) (17) 20, (YU, = P(pr)Us + = Fr =0 sur T,
(iii) Uifer = 9
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Démonstration :
Commencons par tester 'équation (2.1.1) contre une fonction @e™*%/¢, pour a € C3*(T;U

{t = =T'}). Le terme de bord en {t = —T'} est bien défini car u® et d;u® sont continus en
temps:

(2.3.7)
/ Peufe¥ileg = — / [(1 + ;c)@tuae_w"/sﬁh . dzdz
Ti =

— /&g,zus. (i(ax,z%)a— 8“6) eile 4 —2/'1166_““/56
€ €

= — 1+=x atuse_w"/sﬁ dxdz
|

t=—T

le=—7
2 -
- far o (U5Ra L apgoa+ @hea)  ofa) o
1

€ |a$729‘9i|2— ‘ — — — —ip;/e
+ U 22 a+ — (Z(az,zsoz)az,za + (Am,zﬂaz)a) - Az,za e

1
€

5
1 .
+ = ue¥ileg
€
= _ /(1 + ) [atuse_wz'/sa—l— u® <3(8t<pi)5 — @,ﬁ) e_i‘p"/e} dxdz
5
le=—T

—i [ L or, )+ Pl

&
+5/ie—wi/5Pa.
&

On peut alors extraire de € une sous-suite telle que cette somme de termes converge
vers

(2.3.8) - /(1 + x)g ((atcpi)ﬁ)h:_T drxdz — i/Ui (2T,,(0)a+ P(p;)a).
D’autre part, quitte a effectuer une nouvelle extraction, on a
(2.3.9) / F(owf)e™ /g — | Fia,

T e—=0

si bien que

(2.3.10) /T (U; (2T,,(0)a + P(pi)a) + iFa) + 2 /(1 + z)g ((8,54,92-)6)“:_T dxdz =0,
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qui donne bien I’équation (2.3.6(7)) lorsque Supp a N {t = =T} = 0.
Cette équation suffit a donner un sens aux traces de U; ent = —T et en x = 0:

Lemme 2.3.1. Si U € LP*Y(T;) vérifie (2.3.6(i)), alors U € C([-T,T], L*(R?), U admet
une trace en {x =0}, U),_, € L*(0:¢i(t,0, 2)dt dz), et on a Uestimation d’énergie

(2.3.11)
/(1 + 2)(0rp)|U*(t)dzdz + / (0.0:)|U)*(5,0, z)dsdz — / P(p)|U|*dsdxdz
z=0 ﬂﬂ{SSt}
= RB/iFZ'U—I— /(1 + 2)(0epi)|.__p |9 dadz.
Démonstration :

La continuité provient du fait que U est obtenu par intégration d’un champ de vecteurs
(T,,(0)) pour lequel les surfaces {t = ¢'“} sont non caractéristiques.

Si D est un domaine contenu dans D N {—T < ¢t < t} et délimité par des rayons
incidents, on se donne y une fonction de troncature réguliere, égale a 1 sur DN {t =t} et
nulle sur {¢ < —T}. Sur Supp x, les fonctions régulieres sont denses dans I’ensemble des
U € LP*! telles que 27T, (9)U — P(p;)U € L'**'/? (on le voit par convolution de U avec
une fonction régularisante dont le support est contenu dans {t > 0} et grace au lemme de
Friedrichs), et on peut supposer U réguliere. Alors,

(2.3.12) 2T,,(0)(XU) = P(pi)xU = ixF; = 2(T,,(0)x)U = G,

et I'intégration sur D de Re ((2.3.12) x xU) donne:

(2.3.13) / (ata,oi)leIQZ/P(%)|XU|2+Rﬁ/ GyxU,
t=t D D

d’ott un controle de ||U(%)||z2 , uniforme par rapport a la régularisation.
La trace en {x = 0} est obtenue de facon similaire, en intégrant sur un tube de rayons
dont la «base» est dans {z = 0}. O

La continuité en temps permet d’interpréter (2.3.10), lorsque Supp a N {t = =T} # 0,
et d’en déduire (2.3.6(iii)).

On obtient I’équation (2.3.6(ii)) sur U, en testant de méme (2.1.1) contre @e~*"/¢, avec
a € CE(T).

Cette fois, la perte de régularité des coefficients de ’équation au bord ne permet pas de
déduire directement le lemme 2.3.1 pour U,.. Par contre, ce résultat reste valable en dehors
du rayon singulier: en particulier, si w CC Lumg (notation 2.2.1), U, admet une trace
(dans L?,(w)). En testant (2.1.1) contre @ (e=¢i/% — e=*r/¢) "avec a € C§° (T U Lumy), on
ne conserve, apres intégration par parties, qu’un seul terme:

(2.3.14)
0= /L ((Dopi)Us — (9uipr)U,) @_, ditdz = /L (Dopi) (Us + Uy) @l _, dtdz,

UmQ
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et puisque Jyp;, (t) ne s’annule pas dans Lumg, cela donne la condition au bord voulue,

(2.3.6(iv)). 0

2.4 Opérations non linéaires sur les profils

Partant de I’écriture formelle (BKW)
oyu’ ~ I,(atgo)u (t, z, 99/5) =1 ((at@i)Uiei%/E + (at%ar)Ureiapr/s) 7
on définit

Définition 2.4.1. Lorsque Uy € LPTY(Ty) — LPYY(T), k =1i,r,

(2.4.1) Ex(U;, U,) ::f F(i(0ip)U(t,x,0)) e db

TQ

(ou le cercle sur le signe intégrale signifie que la mesure df a une masse totale normalisée
a un),

(2.4.2) EWULU,) = By(U;, U, )e + E. (U, U, )e' .

Ainsi, By, est un opérateur continu de LPT'(T) x LPT(T) dans L**/?(T), et £, un opé-
rateur continu de LP*Y(T) x LPY'(T) dans L'tV/?(T x T?).

La question importante est de connaitre le lien entre F et £(U;, U,.), et en particulier,
quelles oscillations sont propagées par P° pour la différence F — €.

Définition 2.4.2. Une suite h® bornée dans L'*'/? est sans oscillations propagées si,
pour toute suite w® telle que Oyw® est bornée dans LPT!
et P°w® bornée dans L't1/7,

e—0

(2.4.3) /hsﬁtﬁs — 0.

On a alors (¢f. [JMRO00]):

Proposition 2.4.1. Soit 0,v° ~ i(0yp)U(t,x,p/e) dans LPT(T), avec U de la forme ci-
dessus. Alors

i) F(0,0°) est bornée dans L**YP(T) et a d'uniques profils Ex(U) ;

ii) si h* ~ F(9v°) — E(p/e) dans L'TVP(T), he est sans oscillations propagées.

Démonstration :

Utilisant d’une part la continuité de F' de LP*' dans L't'/7 et d’autre part le fait que
h® n’est défini qu’a une suite tendant vers 0 dans L'*'/? pres, on peut remplacer d,v° et h°
par des approximations dans LPt! et L'*1/P respectivement, et supposer que

(2.4.4) O = 1(Owo)U(t,x,0/e), h* = F(0w®) — E(p/e),
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avec des profils U, C* a support compact (sur lequel les phases sont régulieres).
Puisque F' est continue sur R?, la fonction

(2.4.5) F(t,z,2,0) := F(i(0p)U)

admet alors un développement en série de Fourier (en ) normalement convergent,

(2.4.6) F(t,2,0) = calt,z,z)e”,

a€Z2?

ou
(247) C(I,O) = Eia et C(O,l) = Er’-

Le calcul des profils de F/(0;v°) peut ainsi s’écrire (k € {i,r}, a € C5°):
/F(awf)ae‘w/f = Z/caaei(o"“p—‘pk)/s

— Eka,
e—0

(2.4.8)

par convergence dominée, puisque chaque intégrale, a « fixé tel que a.¢ # @i, a une phase
non stationnaire (¢f. lemme 2.2.27)) et tend donc vers 0.

Pour montrer I"absence d’oscillation propagée, compte tenu de la convergence normale
dans (2.4.6), on peut remplacer k¥ par c,(t,x,z)e?*¥/¢ avec a ¢ {(0,1),(1,0)}; on notera
he = ce'le,

L’idée est alors de construire une fonction ¢° tendant vers 0 dans LF*! telle que Pg° ~
0:h® dans L't'/7: avec w® comme dans la définition 2.4.2, on a par intégrations par parties
(au moins formellement) :

(2.4.9) /hfa@f ~ —/Pfgfwf = /gEPEwE —0.

e—0

Cherchons donc ¢° sous la forme ¢° = ede™¥/*.
ol d- '
Pg = [—Md + 2Ty (0)d + 5P5d] ev/e et
€

(2.4.10) |
Oh® = <iat—¢c + &c) evle,
5

Sur le support de ¢, p(di) est réguliere et ne s’annule pas (par la propriété de non résonance
du lemme 2.2.27)). On choisit donc

(2.4.11) d= —ip(a;i)c + p(;b) <2T¢(a) {I%c} - @tc> :

auquel cas ¢° = Opp+1(€), P°g° — 0:h° = Op1s1/6(€), et il 'y a effectivement pas de terme
de bord dans les intégrations par parties de (2.4.9). O
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2.5 Construction de la solution approchée

Le but de ce paragraphe est de construire une fonction v® satisfaisant les hypotheses de
la proposition 2.4.1 et donnant ’asymptotique de u® (voir paragraphe 2.6). Elle est obtenue
par troncature (pres du rayon singulier S) et régularisation des profils.

Proposition 2.5.1. Soit u® la solution de (2.1.1), (2.1.2), U un profil associé, et F un
profil associé a F(dwu®). Il existe v¢ € C([-T,T], LXRY))N H*(T), a support contenu dans
T, telle que

v® ~ el (t,x,2,p/c) dans H'(T),

Ov° ~ () (t,x,2,0/e) dans LPTY(T),

Pev® ~ —F (t,z,z,0/c) dans Ll"’l/p(T),

(2.5.1) . .
<U—, V've> ~ <u—, Vu5> dans L*(T N{t = -T1}),
€ |t:—T € |t:—T
at’UiZ:O = 0.
Démonstration :

On va tronquer et régulariser chaque type de profil de facon a le prolonger au-dela du
rayon singulier et a pouvoir lui appliquer P. Cela permettra de construire une fonction

(2.5.2) VIR = ¢ (Uf’pew"/s + U:L,peiwr/E) ’
ou u et p sont des parametres de troncature et de régularisation.
On applique ensuite le procédé diagonal suivant (h = v, v, Pv,...):

Lemme 2.5.1. On se donne des familles H® et h=* telles que lim lim (h** — H) = 0, i.e.

a—0e—0

V8 >0, 3 (8),a(d), |a(d)| <6,

2.5.3
( ) Ve < e(9), ||ho% — H°|| < 6.

Alors, il existe h® := ho*®) telle que |h® — He|| —0>(),
=l

Démonstration :

On peut supposer £(9) strictement croissante en ¢ (quitte a diminuer ¢(d’) lorsque
§' < §), et ayant pour limite zéro en zéro. Il existe donc une fonction réciproque 4(¢),
tendant elle aussi vers zéro en zéro, et I'on pose a(e) := a(d(e)).

Lorsqu’on se donne ¢ > 0, comme on a toujours € < &(d(¢)) = ¢, on sait que

(2.5.4) [R5 — HE|| < 8(e).

Le fait que d(¢) tende vers zéro conclut. O

La difficulté principale provient de la condition de bord 8,51)&20 = 0, qui peut étre perdue
si la régularisation des profils n’est pas effectuée correctement.
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1-Commencons donc par tronquer U; et U, le long de S : pour le profil réfléchi, on utilise une
fonction décroissante et réguliere x, valant 1 sur un compact du domaine Lumg (notation
2.2.1) et 0 sur un voisinage de Sy dans {z = 0}. Elle est transportée le long des rayons
réfléchis en

(255 Cilta,z) =y (AR

avec m(s,y,n) = (s,y). On écrira x*U, := UL
On peut tronquer de méme U; autour de S grace a x! (x!'U; := U!), en conservant
(U +U2),., =0.

La propriété importante de ces troncatures est la commutation

(2.5.6) [1,(9), %] = [T, (8), x2] = 0.

Ainsi, U et U} satisfont
2T,,(0)U} — P(o)U} = ixhFy == iF} sur T (k =1,r), F} —0>Fk Ll""l/p('ﬁ)
T

(25.7) QUf __ =g"—gL*

L P— p—0

(U + U )uze = 0

et les coeflicients des équations sont réguliers sur I'union 7# des supports des U}
2-Une régularisation tangentielle a {& = 0} (en les variables ¢, z) fournit des approximations
Uprt »= RrUY, dont les dérivées en ¢,z sont dans LPT(D), et qui vérifient toujours la
condition de bord en {z = 0}.

En outre, la condition initiale pour U; devient

(2.5.8) upe =gttt — g L2

4 lt=—T p1—0

et les seconds membres des équations sont
(259 PP = 2[R T, (0)|UF + (R, P(on)|UL,

qui tendent vers i Fy dans L'*Y/?(T*#), par le lemme de Friedrichs pour le premier commu-
tateur, par la formule

(2.5.10) [RPY, P(er)|U = (R — Id) P(pr)U + Plpr) (U — U)

et les propriétés usuelles des suites régularisantes pour le second.
3-Posant V"' = UM + Ukt et V)P .= UPP' — UF?1 on a pour ces fonctions dans
LP*Y(D) et régulieres en ¢, z
R Aawvmm 4+ BVMP L L1+1/p(7;€)
(2.5.11) (Vi + ‘/2#7/)1)|t=_T — 2gmP
‘/2#47/)1| — 0

z=0
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avec A et B des matrices régulieres.
On peut alors prolonger VJ*** € W*+1/PA [P+ (D) par zéro sur {z < 0} en une fonction
de WiiH/p [p+L(R1HY) et régulariser celle-ci en V7172 — V4P WhiH/eA [pH1( D). De

p2—0

1

plus, si I’on choisit une régularisation par convolution avec —v(z/p3), ou Suppy C {x > 0},
P2

la condition \/2”’p|$=0 = 0 est préservée.

Quant a V"', on peut le prolonger par symétrie et le régulariser de fagon arbitraire,
1
ou simplement choisir une régularisation par convolution avec —~v(—x/p2) (qui ne fait

intervenir que les valeurs de V' sur {z > 0}), pour obtenir une approximation réguliere
14d /P12 mp1 71,141 +1
sur R4 V] — VP WL 0 (D).

p2—0
4-Revenons a U!"” et UM : on sait que ce sont des fonctions régulieres telles que

/e _>gmpl I2
g |t:—T p2—0 ’
(2.5.12) (U + U)o =0,
Up?r — Upr Whitte o ppe (),
p2—0
si bien que, pour k = 1,1,
(2.5.13) 2T, (0)U" — P(@k)Uf’pﬁiF:’pl Ll"'l/p(D)

de méme qu’au point 2.
5-On pose donc v*** :=¢ (Uf’pei“’i/E + U#”’ei‘”/s), et on a

(2514) Pt =i 3 QT (0)UL7 — (PenUR) e 4 e 3 (PULP)He
k=i,r k=t,r

Grace aux convergences des approximations des profils, chaque équivalent dans (2.5.1) est
finalement prouvé en appliquant le lemme 2.5.1 aux différentes quantités v=*?, Qw7
Pev=tr . (on fixe successivement u, p1 et ps, puis € tend vers zéro). O

2.6 Asymptotique de u°

Pour conclure, on démontre que la différence entre la solution approchée v® construite
au paragraphe 2.5 et la solution exacte u® tend fortement vers zéro:

Proposition 2.6.1. Soit u® la solution de (2.1.1), (2.1.2) —ou, plus précisément, la suite
extraite ayant permis la définition des profils—, et v° une solution approchée donnée par la
proposition 2.5.1. Alors,

1
2.6.1 V(ut — v° — |luf = v° —0
( ) te?il%),T] (H (W= )HL%’Z * e? luf = HL%’Z> 0
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(26.2) R F—
ou Qp =] —T,T[x]0,z[xB(0,r).

Démonstration :

Procédons par estimation d’énergie, en testant P*(u® —v°) € L'+1/?(Q,) contre 0;(u® —
ve) € LPYH(Q), avec Q, :=] — T,¢[x]0, z[x B(0,r).

D’une part, par intégration par parties,

(2.6.3)
2
2Re | Pe(u — ooy = 07) =||VTF e — )| ()
Qt Lr,z
€ ey\1]12 ! € 12
100 (u" =09l () + 5 [lu” = v¥llzy (%)
2
- Hm Fedi(ut —v)|| | (=T)
o
€ ey|(2 € ell2
= N0e(u” = v (=T) = 5 llu® = vl (=T).
On sait déja, par construction de v°, que les normes des traces en t = —T tendent vers zéro

avec epsilon. Prouver que I'intégrale ci-dessus a pour limite zéro donnera donc (2.6.1).
Or, cette intégrale est égale a

/Q (P 4 (o)) =)
_ /ﬂ (Pv" + F (1,2, 2, /<)) (05 =)
(2.6.4) +/Qt (E (L2, 0/e) — F (6,2, 2, 0]<)) (o7 =)
+ /Q (F(80®) — £ (t, 3, 2, 0/2)) O =)
- /ﬂ (F(B) = F (o)) (57 =),

Au second membre, le premier terme est le produit d’une fonction convergeant fortement
vers zéro dans L'*1/P et d’une fonction bornée dans LPt!: il tend donc vers zéro.

Le deuxieme terme correspond au test de 9;(v® —u®) € LPT! (dont les profils sont nuls)
contre une fonction L'*'/?(Q, x T?) (réguliere en 0) évaluée en § = @/c; & nouveau, ce
terme a une limite nulle.

Pour le troisieme terme, on est dans le cadre de la proposition 2.4.1, qui dit que F(9;v°)—
E (¢/e) est sans oscillations propagées ; d;(v® —u®) étant un test admissible, le produit tend
vers zéro.
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Enfin, la propriété (2.3.3(77)) de dissipativité de la non-linéarité permet d’écrire

(2.6.5) Re | (F(0°) = F(0u) 0(vF =) = ¢ ||0u(v" —u)l[ 75w

Q¢

si bien que cette derniere norme, ajoutée a celles de (2.6.3), est controlée par les trois
termes précédents, et donne (2.6.2) en méme temps que (2.6.1). O

Corollaire 2.6.1. La suite (compléte) u® de solutions de (2.1.1), (2.1.2) équivaut dans
HA(S) = HY(|— T, T[]0, 2lx BO,0)) & U(t, 2,7, 0/<), o U(t, 2,2, 0) = Uilt,z,2)e +
U.(t,z,z)e' le couple de profils (U;,U,) étant l'unique solution de

1
QTwz'(a)Ui - P(S‘Qi)Ui + —.EZ'(UZ', Ur) =0 sur7;
7

1
(2.6.6) 2T, (0)U, = P(¢:)U, + = Ep(Us, Uy) = 0 sur T,

Démonstration :

Les non-linéarités dans les équations de profils sont données par la proposition (2.4.1),7)
—on déduit donc de I'existence des profils I’existence d’une solution de (2.6.6). Quant a I'uni-
cité, c’est a nouveau une conséquence de la dissipativité ((2.3.3),(71)), qui se transmet au
systeme (2.6.6) (grace au fait que (U, V) — (fTQ [(Bypi)Ue% + (Dyp, ) Ve tor p+1d9)1/(p+1)

est une norme sur C?, par exemple). O




CHAPITRE 2. PROPAGATION D’OSCILLATIONS PRES D’UN POINT
DIFFRACTIF POUR UNE EQUATION DE KLEIN-GORDON
118 SEMI-LINEAIRE DISSIPATIVE
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Résumé: On présente dans cette these quelques résultats nouveaux concernant ’optique non-
linéaire diffractive. Tout d’abord, des solutions oscillantes régulieres de systéemes hyperboliques
sont analysées grace a des développements asymptotiques (BKW) 3 échelles multiphases, a phases
courbes : I’échelle la plus rapide est celle des oscillations, I’échelle intermédiaire décrit des phéno-
meénes transverses a la propagation, cette derniere suivant les rayons de 'optique géométrique, a
I’échelle la plus lente. L’utilisation des phases non planes permet de traiter le cas des systemes
a coeflicients variables, et nécessite des hypotheses de cohérence et de petits diviseurs, dont on
montre la généricité.

On donne des exemples d’interactions d’ondes diffractées, en particulier en acoustique non
linéaire. De plus, la diffraction transverse est considérée dans des cadres fonctionnels différents:
périodique, faiblement décroissant, et pour des profils de chocs. Ces comportements sont ap-
pliqués a I’étude de la perturbation des phases oscillantes, ainsi qu’au probleme des frontieres
ombre/lumiére. On analyse dans chaque cas l'influence des effets de rectification (interaction
entre moyenne et oscillations).

Enfin, on décrit les oscillations se réfléchissant prés d’un point diffractif (ou la réflexion est
tangentielle), pour une équation de Klein-Gordon semi-linéaire dissipative : une asymptotique H'!
met en évidence les interactions et la formation d’une «zone d’ombre».

Mots clés: optique non linéaire, diffraction et équations de Schrédinger non linéaires, dévelop-
pements asymptotiques multiphases, frontieres ombre/lumiere, équation de Klein-Gordon semi-
linéaire, point diffractif.

Classification MSC : 35B34, 35C20, 35140, 35M10, 35Q35, 35Q55.

Some nonlinear diffractive optics with nonplanar phases

Abstract: We present in this work some new results concerning nonlinear diffractive optics.
First, we give three scales asymptotics of smooth oscillating solutions of hyperbolic systems. This
is a WKB multiphase method, with nonplanar phases: the faster scale describes oscillations, the
intermediate one describes diffractive effects, transversally to the propagation. This propagation,
corresponding to the slower scale, follows the rays of geometric optics. We use nonplanar phases
so as to treat the case of variable coefficients systems; coherence assumptions and small divisors
properties are needed, and we show their genericity.

We give examples of interactions of diffracted waves, especially for nonlinear acoustics. Moreo-
ver, we consider several functional cases where diffraction takes place: periodic, weakly decreasing,
or shock profiles, with respect to the “intermediate variable”. These different behaviours allow
us to study perturbations of the oscillating phases, as well as separation of light and shadow. In
each case, we look at the influence of rectification effects.

Finally, we describe oscillations reflecting near a diffractive point (where rays meet the boun-
dary tangently), for a semilinear dissipative Klein-Gordon equation. Interactions and the “shadow
zone” are emphasized via a H'-asymptotics.

Keywords: nonlinear optics, diffraction and nonlinear Schréodinger equations, multiphase asymp-
totics, singular rays, semilinear Klein-Gordon equation, diffractive point.
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