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Chapitre 1

Introduction

Une question fondamentale et encore irrésolue de la Théorie Quantique
des Champs est la dynamique des effets non-perturbatifs. Du fait de la liberté
asymptotique des interactions fortes, de tels effets sont essentiels pour 1’étude
de la Chromodynamique Quantique (QCD) & basse énergie. En dessous de
A ~ 1 GeV, le processus d’hadronisation rend inadéquate une analyse en
termes de quarks et de gluons, organisée perturbativement en puissances de
la constante de couplage fort. Pour de telles énergies, QCD est gouvernée
par une symétrie chirale SUL(Ns) @ SUR(N¢), exacte dans la limite ou les
Ny quarks légers de la théorie sont de masse nulle. Dans cette limite, la
symétrie chirale du lagrangien de QCD est spontanément brisée par 1’état
fondamental de la théorie [1, 2], ce qui engendre des bosons de Goldstone
correspondant aux mesons pseudoscalaires (7, K, 7n) [3]. La brisure spontanée
de la symétrie chirale (Spontaneous Breakdown of Chiral Symmetry, SBxS)
régit les interactions fortes dans le domaine non-perturbatif [1, 2].

Malheureusement, nous en savons bien peu sur la structure chirale du
vide de QCD, méme dans ses aspects les plus élémentaires. Des parametres
d’ordres chiraux permettent de décrire cette structure. L'un d’entre eux est
privilégié: il s’agit de Fj, la constante de désintégration du pion dans la li-
mite m,,, mq — 0. En effet, Fjy # 0 est non seulement une condition suffisante,
mais aussi nécessaire pour la SBxS [5]. La non-nullité des autres parameétres
d’ordre ne fournit qu'une condition suffisante a la SBxS. On suppose couram-
ment que la symétrie chirale est brisée en raison d’une grande condensation
quark-antiquark dans le vide (ggq) (le plus simple des paramétres d’ordre chi-
raux) [2]. Cette hypothése permet de simplifier I'étude de SBxS, mais elle
n’est pas indispensable pour expliquer la brisure spontanée de la symétrie
chirale : cette supposition doit étre testée expérimentalement.

La symétrie chirale contraint la dynamique a basse énergie de QCD. Pour
analyser les résultats expérimentaux, il est intéressant d’utiliser la méthode
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de la théorie effective des champs pour incorporer ces contraintes dans une
description de basse énergie des processus mis en jeu. Ces processus corres-
pondent a des correlateurs de courants vectoriels et axiaux, et de densités
scalaires et pseudoscalaires. La théorie effective ainsi obtenue, la Théorie de
Perturbations Chirale (xPT), décrit ces correlateurs comme des séries en
puissances des impulsions mises en jeu et des masses de quarks, avec pour
coefficients des combinaisons de parametres d’ordre chiraux. Si on suppose
que la SBxS est causée par un grand condensat de quarks, on obtient la xPT
Standard [6], tandis que la xPT généralisée s’affranchit de cette hypothese
au prix d’une plus grande complexité [5, 7, 9].

Pour étudier le mécanisme de SBxS, différentes expériences s’intéressent
a la diffusion 77 pres du seuil, par 'intermédiaire des désintégrations Ky ou
de la durée de vie du pionium 7t — 7~ [10]. Les masses des quarks u et d
sont suffisamment petites par rapport aux énergies en jeu. La limite chirale
my, mg — 0 devrait donc étre une bonne approximation, et il semble judi-
cieux de faire un expansion des parametres de ’amplitude 77 en puissances
de m, et my. En revanche, il est préférable de laisser au quark étrange sa
masse physique. On peut effectivement analyser les données, et obtenir des
informations sur la structure chirale du vide dans la limite de Ny = 2 saveurs
de masse nulle (tandis que m, conserve sa valeur physique) [11, 12, 13, 14].
Mais ces expériences ne permettent pas de déterminer comment va évoluer la
structure chirale du vide quand on passe Ny = 2 a Ny = 3 saveurs de masse
nulle, i.e. quand m, décroit de sa valeur physique pour atteindre 0. Ainsi,
les expériences en cours devraient nous éclairer sur la brisure spontanée de
SUL(2) ® SUR(2), mais pas sur celle de SUL(3) @ SUR(3).

Il est possible que le mécanisme de SBxS soit similaire pour Ny = 2 et
Ny = 3, et que les parametres d’ordre chiraux soient peu sensibles a Ny. La
dépendance sur Ny de ces parametres d’ordre provient des effets des boucles
de quarks légers, qui sont supprimés si on applique la regle de Zweig, et la
limite du grand nombre de couleurs [17, 18]. Mais la sensibilité du vide chiral
a ces boucles de quarks légers mérite d’étre examinée pour plusieurs raisons.

Nous saurons tout d’abord dans quelle mesure les résultats obtenus pour
la structure chirale du vide a Ny = 2 peuvent étre extrapolés a Ny = 3.
Cela nous indiquera ce que nous ignorons encore du vide chiral dans le sec-
teur SUL(3) ® SUR(3), et qui restera a analyser par le biais de nouvelles
expériences. Sur un plan plus théorique, I’évolution de la SBxS avec Ny est
un probleme complexe. Pour Ny assez grand, on s’attend a voir la symétrie
chirale restaurée: le comportement de la fonction 3 en QCD perturbative
suggere en effet une disparition du confinement. Lorsque Ny croit, on s’at-
tend donc & voir apparaitre une (ou plusieurs) transitions de phases chirales,
menant a la restauration de la symétrie chirale. LL’analyse de ces phénomeénes



nous permettrait de mieux comprendre la dynamique des théories de jauge
non abeliennes.

Un sujet pourrait bénéficier d’une tel approfondissement de notre com-
préhension : la brisure de la symétrie électrofaible & ’échelle du TeV [19].
A la place d'une théorie comportant des Higgs scalaires élémentaires, fai-
blement couplés et protégés par la supersymétrie, on peut en effet pro-
poser une brisure dynamique de la symétrie électrofaible. Ces modeles de
type Technicouleur incluent une théorie de jauge similaire a QCD, dont la
symétrie chirale est spontanément brisée pour Apc ~ 2-3 TeV. Les bosons
de Goldstone ainsi crées brisent alors la symétrie électrofaible grace a un
mécanisme de Higgs dynamique [20]. Pour étudier de tels modéles, on a sou-
vent prétendu que leur mécanisme de SBxS pouvait étre dérivé directement
de celui généralement attribué & QCD (forte condensation quark-antiquark),
en supposant une dépendance simple sur le nombre de technicouleurs et de
technifermions de la théorie. De telles hypotheses ont amené a affirmer que
les modéles de technicouleur étaient en contradiction avec les mesures de
précision du Modele Standard. Mais de telles conclusions seraient remises en
question si on constatait par exemple que le condensat de quarks joue un
role négligeable dans la SBxS de QCD, ou que la structure du vide chiral est
sensible & N¢, ou bien encore que différentes phases chirales peuvent exister
pour différents nombres de saveurs et de couleurs.

La these est organisée de la maniere suivante. Le Chapitre 2 fait un re-
vue rapide de la SBxS, et s’intéresse a la dépendance en N; de certains
parametres d’ordre chiraux. En considérant le spectre de 'opérateur de Di-
rac en QCD euclidienne, on constate que certains parameétres d’ordre (dont le
condensat de quarks et la constante de désintégration pseudoscalaire) doivent
décroitre quand Ny augmente [21]. Le Chapitre 3 rappelle quelques éléments
de la Théorie de Perturbations Chirale, en insistant sur le role joué par 1’hy-
pothése d’'un grand condensat de quarks. On étudie ensuite les contraintes
qu’'impose le spectre des mésons pseudoscalaires (7, K,n) sur la structure
chirale du vide pour Ny = 2 et Ny = 3. On constate que les variations de la
constante de désintégration pseudoscalaire et du condensat de quarks sont
commandées respectivement par les constantes de basse énergie L4 et Lg, avec
une sensibilité remarquable. Ces constantes de basse énergie sont associées a
deux parametres d’ordre qui violent la regle de Zweig dans le secteur scalaire
[22, 23]. Le Chapitre 5 exploite un théoréme a basse énergie pour comparer
le condensat de quarks pour Ny = 2 et Ny = 3. Il incorpore des données du
secteur scalaire 07+ pour fixer Lg, et aboutit & une forte décroissance de 2
a 3 saveurs légeres. Un autre théoreme a basse énergie permet de fixer Ly.
Cela suggére que la regle de Zweig est violée notablement quand on étudie les
variations du condensat de quarks et de la constante de désintégration pseu-
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doscalaire entre Ny = 2 et Ny = 3 [22, 23]. Cette analyse phénoménologique
nous incite a étudier la question plus théorique de 1’évolution de la structure
chirale du vide lorsque Ny augmente. Le Chapitre 6 se place dans un cadre
théorique qui expliquerait naturellement une forte décroissance du condensat
de quarks entre 2 et 3 saveurs: trois phases chirales se succéderaient quand
on augmente Ny. Dans la premiere, on aurait brisure de la symétrie chirale
avec un condensat de quarks nul. Dans la deuxiéme, la symétrie chirale serait
toujours brisée, mais le condensat de quarks serait nul. La derniére verrait la
restauration de la symétrie chirale. Le spectre de ’opérateur de Dirac sur un
tore euclidien pourrait étre le témoin de ces transitions de phases chirales.
Des moments inverses des valeurs propres, convenablement moyennés sur les
configurations gluoniques, permettraient de mettre en évidence le passage du
premier point critique nq;t(N.), ott le condensat de quarks s’annule [24]. Une
application aux simulations sur réseau est proposée, afin d’étudier de telles
transitions de phase chirales.



Chapitre 2

Symeétrie chirale et nombre de
saveurs légeres

Aux basses énergies (€ 1 GeV), la dynamique de QCD est gouvernée
par la brisure spontanée de la symétrie chirale. Apres en avoir rappelé les
traits essentiels, nous nous intéresserons a deux de ses parametres d’ordre:
le condensat de quarks et la constant de désintégration pseudoscalaire. Tous
deux s’expriment a l’aide des valeurs propres de 'opérateur de Dirac lorsque
QCD est considérée sur un tore euclidien. Ils sont plus précisément dominés
par la partie infrarouge du spectre. Cela laisse entendre que ces deux pa-
rametres d’ordre devraient étre particulierement sensibles au nombre Ny de
saveurs légeres de la théorie. Nous discutons certaines implications théoriques
et phénoménologiques d’une telle sensibilité [21].

2.1 La symétrie chirale

Si ’on s’intéresse a la Chromodynamique Quantique dans les basses éner-
gies (en-dessous du GeV), ’analyse perturbative en termes de quarks et de
gluons est impossible, car ces derniers interagissent fortement et sont confinés
sous forme de hadrons. Toutefois, il existe d’autres méthodes, suggérées par
le spectre des états liés [25, 27, 28, 29, 30].

2.1.1 Le spectre des hadrons

On constate que les mésons et les baryons peuvent étre rassemblés en
multiplets quasiment dégénérés en masse. Il existe tout d’abord les multiplets
d’isospin comme (n,p), (7, 7% 7"), (A~ A" A* A*F). .. Cette symétrie est
trés bien vérifiée (on constate des écarts de 5 % environ). Ces multiplets
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peuvent étre eux-mémes groupés selon des octets comme (7, K,7) ou des
décuplets comme (A, X, E, Q). Les écarts de masse, plus importants, vont
de 10 & 30 %. Une symétrie approchée SUy (3) peut rendre compte de ce
spectre, puisque certaines de ses représentations irréductibles se conforment
aux octets et décuplets observés.

Par ailleurs, l'octet des mésons légers (pions, kaons, etas) se singularise
par des masses inférieures a 1’échelle hadronique typique de 1 GeV. Si cet
octet était de masse absolument nulle, ses éléments pourraient s’interpréter
comme les bosons de Goldstone provenant de la brisure spontanée d’une
symétrie continue globale. Un groupe de symétrie résiduel SUy (3) serait res-
ponsable de la degénerescence du spectre hadronique suivant des octets et
des décuplets. L’analyse du lagrangien de QCD va confirmer et préciser cette
analyse.

2.1.2 Le lagrangien de QCD

La théorie de la chromodynamique quantiques s’appuie sur un groupe de
symétrie local de couleur SU¢(3), généré par les matrices de Gell-Mann 7
(o =1...8) hermitiennes de trace nulle. Les quarks sont dans la représenta-
tion fondamentale de ce groupe, alors que les gluons sont dans la représentation
adjointe. Nous pouvons décomposer le lagrangien en 4 termes:

»CQCD = [,g +Eq+£m+£f, (2.1)
1 Q;uv Y g2 s puv o
Ly = _ZG i GW — 3271'29 GYH GHV’ (2.2)

L, = ) QP —My)Q+ > qiPg, (2.3)
Q q
Lo = —mytu — mgdd — m,3s. (2.4)

L contient les termes fixant la jauge gluonique et les fantomes de Fadeev-
Popov associés. £, rassemble les termes de pure jauge : d'une part I'opérateur
cinétique des gluons, et d’autre part un terme topologique ou apparait I’angle
du vide 6 et le tenseur gluonique dual: G*#7 = ervre G /2. Ce terme topolo-
gique viole les invariances par P et 7. Les contraintes experimentales (sur le
moment dipolaire électrique du neutron, par exemple) imposent un angle du
vide 6 extrémement faible [31, 32]. £,, isole les termes de masse des quarks
légers. Les autres termes fermioniques sont rassemblés dans £,, ou () désigne
les quarks lourds (c, b, t), et ¢ les quarks légers (u, d, s). La derivée covariante
pour les quarks intervient sous la forme ) = D, = v*(9, — igG;T*).

Dans ce lagrangien, il existe pour chaque saveur de quark une symétrie
globale de phase U(1). Mais £, posséde un groupe de symétrie plus vaste.
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Pour le mettre en évidence, on définit les quarks de chiralités gauche et droite
par les projections:

:1+’Y5 :1—75
qr 5 q, qL 2 q-

(2.5)

Dans la limite de masse nulle, les notions d’hélicité et de chiralité se confondent
et les secteurs légers gauche et droit découplent:

Ly = Z Qi — Mo)Q + Z qrilqr + Z qiPar (2.6)
Q q q

On voit donc apparaitre le groupe de symétrie chirale: G = SUL(3)®@SUg(3)®
Uy (1). Uy(1l) est un groupe de phase, qui agit identiquement sur les deux
chiralités:

ar — €’ q, ar — €' qr. (2.7)

La partie non abélienne de G agit selon sur les triplets de saveurs:

ur, UR
Y=\ do | = Vi, Ypr=| dr | — VrYr. (2.8)
S, SR

Au niveau classique, une derniére symétrie apparait:

Y — ey, Yr — e g, (2.9)

mais le courant de Noether correspondant & cette symétrie axiale Uy(1),
Ay = Yyu75%, n'est pas conservé au niveau quantique: 0" A, = 39%/(1672%) x
GHr G,
Notons que le terme de masses légeres du lagrangien fermionique, £,,,

mélange les deux chiralités:
,Cm = —mu(ﬂLuR —|— aRUL) — md(JLdR —|— JRdL) — ms(gLsR —|— §RSL) (210)

et brise donc explicitement cette symétrie. La limite chirale, ou l'on fait
tendre la masse des quarks légers vers zéro, ameéne donc une extension des
symétries du lagrangien.

2.1.3 Courants et charges

Nous pouvons définir dans la limite chirale les courants associés au groupe
SUL(3) ® SUR(3), et conservés au niveau classique et quantique:

(Jo)y, = Yr7uA\Yr, (Jr)% = DY\ Yr. (2.11)
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ou apparaissent les génerateurs A* (a = 1...8) des deux sous-groupes SU(3)
normalisés par (A, Ap) = dap/2 (la trace sur les indices de saveur est notée ())
On peut aussi considérer les courants vectoriels et axiaux:

9

Vi = (Jr+J0)p = 92", A= (Jr—Jo); = sy, (2.12)

Un autre courant conservé provient du groupe Uy (1), en relation avec le
nombre baryonique: V), = 1,[_)7”1/), que l'on peut écrire V), = V/?’ en définissant
la matrice A’ proportionnelle & I'identité (valant 1/+/6).

Les masses de quark brisent explicitement la symétrie chirale, de sorte que
les courants vectoriels et axiaux ne sont que partiellement conservés hors de
la limite chirale:

Vi = WM, Xy, AL = i {M, X }ysy, (2.13)

avec M la matrice de masse des quarks légers,a =0...8 et b=1...8. On
voit apparaitre les densités scalaires et pseudoscalaires:

S = PA“p, PP = hiys \bep, (2.14)
Ve = fMbSe AL = d** M P°, (2.15)

avec M* = (MA®). Ces relations font intervenir les fonctions de structure
[ antisymétriques et d*** symétriques de SU(3):

1
Do, Ml = if%N. {a, Mo} = 55“" + dbe ) (2.16)

Si on définit les charges Qf, et )% associées aux courants vectoriels et
axiaux, on a les relations de commutation:

[Q7,Qv] = if*"Qy, (2.17)
[QV, Q4] = if"*Q%, (2.18)
Q% Q4] = if™ Q. (2.19)

Les charges vectorielles Qf (a = 1...8) forment une sous-algébre, provenant
du sous-groupe diagonal SUy (3). Elles rendent bien compte des dégéneres-
cences du spectre hadronique discutées au début de chapitre.

En revanche, ce méme spectre ne montre guere de similitudes avec le
groupe de symétrie chirale complet. Par I'opération de parité, on a corres-
pondance entre les charges “gauches” et “droites”. Un spectre respectant la
symétrie chirale devrait donc comporter, pour chaque multiplet de hadrons,
un second multiplet de méme masse et de parité opposée.
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2.2 Brisure spontanée de la symeétrie chirale

2.2.1 Reéalisation de la symétrie chirale

La symétrie chirale est réalisée selon le mode de Nambu-Goldstone. Le
lagrangien est invariant sous le groupe de symétrie, mais I’état fondamental
ne l’est pas, entralnant tout le spectre a sa suite. La symétrie est brisée
spontanément, et d’aprés le théoreme de Goldsone [3], le spectre contient
autant de particules de masse nulle (bosons de Goldstone) que de directions
brisées.

Dans la limite chirale, G = SUL(3) ® SUR(3) ® Uy (1) est brisé spon-
tanément !:

Qv|0) =0, Q%10) # 0. (2.21)

avec a = 0...8 et b = 1...8. L’état fondamental possede un groupe de
symétrie résiduel H = SUy(3). On aura donc 8 bosons de Goldstone |7°(p)),
qui forment un octet selon H:

Qvlm" (p)) = if 7" (p)), (2.22)

et qui se couplent aux courants axiaux par l’intermédiaire d’une constante
de désintégration unique:

<O|AZ(;L')|7Tb(p)> =8 F (3)p,e™?, (2.23)

ou (3) a été indiquée pour spécifier la limite chirale: m,,, mg, ms — 0.

Des théoremes généraux existent sur la brisure spontanée de la symétrie
chirale. Dans le cadre général de théories de type vecteur (vector-like), Vafa et
Witten ont montré que, si ’angle du vide 6 est nul, les symétries vectorielles
ne pouvaient étre brisées [33]. D’autre part, dans une théorie de jauge SU¢(3)
confinante (sans état physique coloré) avec Ny > 3 fermions, les identités de
Ward anormales imposent la brisure de la symétrie chirale (conditions de
t’Hooft) [34, 35, 36].

Les théoremes généraux sur les bosons de Goldstone nous indiquent que
ces derniers cessent d’interagir dans la limite de moment nul. En fait on peut
retrouver ce résultat en étudiant les processus entre mésons a basse énergie,

1. Cette description n’est pas tout a fait correcte, car QE’4|0> n’a pas de norme bien
définie. Pour décrire correctement la brisure spontanée de symétrie, il faut faire intervenir
un parametre d’ordre local (ou multilocal) O, tel que:

(0[O, Q% ]]0) =0, (0[0,Q4%]]0) # 0. (2.20)
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en partant de I’algebre des courants et en lui adjoignant trois hypothéses [25]:
(1) les bosons de Goldstone sont les seules particules sans masse présentes
dans le spectre des états asymptotiques, (2) aux basses énergies, les fonctions
de Green sont dominées par les pdles provenant de 1’échange de ces bosons
(pdle de pion dominant), et (3) les vertex mettant en jeu ces bosons peuvent
étre développées en puissances de moments (formule de Taylor). A 'aide de
ces hypotheéses, on peut déterminer la forme du terme dominant de n’importe
quelle interaction. Un raisonnement par récurrence permet de montrer que
les interactions entre un nombre quelconque de mésons disparaissent dans la
limite de moments nuls.

La Chromodynamique Quantique (confinante) et la théorie (effective) des
mésons pseudoscalaires montrent des caractéristiques totalement opposées
sur ce point, puisque le couplage des quarks et des gluons augmente lorsque
les énergies mises en jeu diminuent.

2.2.2 Notion de parametre d’ordre

Comment étudier le mécanisme de brisure spontanée de la symétrie chi-
rale? Une analogie utile est fournie par les systéemes ferromagnétiques. Une
phase ordonnée apparait a basse température. Elle est caractérisée par une
aimantation spontanée non nulle résultant d’un alignement macroscopique
des spins du syteme. Au-dessus d’une température critique, I'ordre disparait
et I’aimantation spontanée s’annule.

F1G. 2.1 — Etat fondamental de systemes de spins ferromagnétique (gauche)
et anti-ferromagnétique (droite).

Les interactions entre spins sont de la forme S_‘; . 5_*;»_ Le hamiltonien de
ce systéme est donc invariant sous une rotation globale O(3). Mais cette
symétrie de rotation est brisée par I’état fondamental de la phase ordonnée,
puisque 'aimantation spontanée définit un axe privilégié du systéme. Cette
aimantation spontanée se transforme comme un vecteur sous les générateurs
de rotations ;. A température nulle, seul ’etat fondamental contribue dans
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la moyenne statistique de M , et nous avons
1
(Mi)r=0 = (0] M;]0) = —eiji(O|[ Ly, M3]|0) (2.24)

Si |0) est invariant par rotation, il est annihilé par les générateurs de O(3)
L;, et 'aimantation spontanée est nulle. Réciproquement, si I’aimantation
spontanée est différente de zéro, 1’état fondamental brise la symétrie du ha-
miltonien. Si O est un parametre d’ordre, on a I'implication:

O # 0 = Brisure de symétrie. (2.25)

Il existe a priori une infinité de parametres d’ordre. On les obtient en
calculant la valeur moyenne dans le vide d’opérateurs qui se transforment
selon une représentation (généralement réductible) dont la décomposition en
représentations irréductibles ne contient pas la représentation triviale. Mais la
réciproque de (2.25) est fausse : la brisure spontanée de symétrie ne contraint
pas l’ensemble des parametres d’ordre a acquérir une valeur non-nulle.

Par exemple, dans les systemes anti-ferromagnétiques, la phase de basse
température possede un ordre a longue portée, avec des spins anti-paralleles.
Cet ordre brise l'invariance par rotation. Pourtant, 'aimantation spontanée
reste nulle. La brisure de symétrie est alors mise en évidence par d’autres pa-
rameétres d’ordre (comme la différence des aimantations sur deux sous-reseaux
Manti = Mtirets — Mpoints, cf. Fig. 2.1). La pertinence d’un parameétre d’ordre
dépend du mécanisme responsable de la brisure de symétrie. Inversement,
I’étude des parametres d’ordre nous éclaire sur la nature de ce mécanisme.

2.2.3 Parametres d’ordre chiraux

On peut batir différents parameétres d’ordre qui se transforment (dans la
limite chirale) sous SUL(3) ® SUR(3) en excluant la représentation triviale.
Certains sont des fonctions de Green des courants Ay, Vi et des densités S,
P? comme:

I (q) = / dz e *(0|T{V,;(x)V, (0) — Aji(z) A} (0)}|0) (2.26)

Si on note (ng,ng) les représentations de SUL(3) ® SUR(3), II se transforme
(dans la limite chirale) selon (8, 8) pour toute valeur de q.

Plagons nous dans la limite chirale. II posséde des poles correspondant
aux états a une particule:

117(9) = 4uy [— > F(i)z -y M,,F—; +) L S (2.27)

~ q My — ¢ MG — ¢
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ol le premier terme provient des bosons de Goldstone, les deuxieme et
troisieme correspondant & des resonnances (vectorielles et axiales) massives.
A moment nul (g, = 0), seuls les bosons de Goldstone contribuent :

1
ab ab 112
H;w(o) = _Zg;w(s F (3), (228)
Nous pouvons utiliser (2.28) comme définition de F?(3).

Réciproquement, si F2(3) # 0, le parameétre d’ordre chiral H;‘LI,’/(O) est
différent de 0. L’état fondamental de la théorie est asymétrique. D’apres le
théoreme de Goldstone, le spectre de la théorie contient des états de spin 0
et de masse nulle. Ces états couplent aux courants axiaux car les symétries
vectorielles ne peuvent étre spontanément brisées [35]. F2(3) peut alors étre
identifé & la constante de désintégration des bosons de Goldstone?.

I1(0) posséde donc un statut trés particulier parmi les parametres d’ordre,

car I'implication (2.25) est remplacée par 1’équivalence :
1% (0) # 0 < F # 0 < Brisure de la symétrie chirale. (2.29)

A ce titre, F'? défini par (2.28) pourrait étre désigné comme le paramétre
d’ordre de la symétrie chirale.

Il existe également des parametres d’ordre locaux, comme le condensat
de quarks: (gg)® = (0|au|0)® = (0]dd|0)® = (0|55|0)() qui se transforme
selon (3*,3) & (3,3*), le condensat mixte (0|7'0"G%,T%q;|0)®), ou encore
certains condensats & quatre quarks de la forme (0|(gT1q)(ql2q)|0)®).

Du fait de la hiérarchie de masse m, ~ mg < m, < Aqcp, il est
également intéressant de s’intéresser a la limite chirale SUL(2) ® SUR(2).
Les masses des quarks u et d tendent alors vers zéro, tandis que le quark
s conserve sa masse physique. Cette limite est intéressante pour ’étude des
pions a tres basse énergie. Dans ce cadre, la brisure de symétrie chirale s’ana-
lyse a l'aide des parametres d’ordre de SUL(2) ® SUg(2), qui contiennent
une dépendance sur m,. Notons que dans cette limite, il existe moins de
parametres d’ordre que pour le groupe SUL(3) ® SUR(3). En effet, les repré-
sentations 2 et 2* sont équivalentes. Deés lors, certains produits de ces re-
presentations contiendront la représentation triviale, alors que les mémes
produits pour 3 et 3* ne la contiennent pas.

2. Le théoreme de Goldstone est généralement énoncé pour un opérateur local non-
trivial dont ela valeur moyenne dans le vide est différente de zéro. En suivant le méme rai-
sonnement, 'apparition des bosons de Goldstone peut se prouver dans le cas d’opérateurs
qui sont fonctions de points (z1, 2, ... &) localisés dans un volume fini d’espace. On peut
en particulier considérer le corrélateur <O|T{V;(z)Vf(0) — AZ(m)A’&(O)HO) a z fini, mais
grand. Si la valeur de ce correlateur est non nulle, il y a bien brisure spontanée de la
symétrie chirale, et la contribution des bosons de Goldstone au corrélateur est dominante.
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2.2.4 Condensat de quarks et const. de desintégration

Deux parametres d’ordre jouent un role important dans 1’étude de la
brisure de la symétrie chirale. Nous avons vu que F? signalait sans ambiguité
la brisure de la symétrie chirale et sa restauration.

Le condensat de quarks est également un ingrédient essentiel. Il apparait
par exemple dans I’expansion en masses de quarks des masses des mésons
pseudoscalaires:

FIM? = 2mX(3) 4+ O(m}), (2.30)
FEMy = (m+m,)%(3) + O(m}), (2.31)
F2M; = g(m +2m,)3(3) 4+ O(m?), (2.32)

avec le condensat de quarks dans la limite chirale SU.(3) ® SUR(3): X(3) =
—(0]zu|0)®®. Les termes quadratiques en masses de quarks sont notés O(m?),
tandis que les effets électromagnétiques et la différence m, —m, sont négligés
(m = m, = my).

Il existe donc une relation entre les masses des mésons pseudoscalaires (qui
témoignent de la brisure explicite de la symétrie chirale) et le condensat de
quarks dans la limite chirale (qui est un parametre d’ordre de la brisure spon-
tanée de cette méme symétrie). Le condensat de quarks induit une réponse
linéaire a la perturbation due aux masses de quarks, comme ’aimantation
spontanée des systemes ferromagnétiques en présence d'un champ extérieur.
Le condensat de quarks doit étre négatif ou nul, sans quoi les mésons acquer-
raient des masses négatives pour des masses de quarks tres petites (condition
de stabilité du vide).

Comment exploiter les expansions (2.30)-(2.32)? On peut, par exemple,
supposer que les corrections d’ordre supérieur sont négligeables non seule-
ment dans la limite chirale m, = my; = m, = 0, mais également pour les
valeurs physiques des masses des quarks légers. On suppose alors que le rap-
port de Gell-Mann—Oakes-Renner [2]:

X(Ny =3) = 28] (2.33)
est proche de 1. Ce rapport mesure le condensat de quarks en unités phy-
siques, puisqu’il étudie la contribution du condensat a la masse du pion.
On aboutit a un scénario ou la brisure spontanée de la symétrie chirale est
causée par une forte condensation de paires quark-antiquark dans le vide:
(@q)® ~ —(230 MeV)3. Dans ce cadre, on peut utiliser les expansions (2.30)-
(2.32) pour extraire de M, et Mg un rapport 7 = m,/m de l'ordre de
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25. Le condensat de quarks jouerait alors un role essentiel pour décrire les
conséquences de la symétrie chirale, les autres parametres d’ordre se limitant
a des aspects secondaires du phénomene. Cette vision standard est tout a
fait plausible, mais en aucun cas nécessaire: la masse des mésons pourrait
provenir en partie, ou méme essentiellement, des contributions quadratiques
en masses de quarks, de sorte que X (3) serait nettement plus petit que 1.

2.3 Etudes expérimentales

Pour déterminer le mécanisme de brisure de la symetrie chirale, il faut
mettre en évidence expérimentalement des effets de brisure explicite de la
symétrie chirale. Mais de tels effets seront nécessairement petits, et délicats
d’interprétation. Il faut donc mettre en ceuvre des expériences de basse ener-
gie, mais de haute précision pour espérer déterminer la structure chirale du
vide.

Deux types d’expérience ont été proposées [10]: les désintégrations K4
pres du seuil [E865, DA®NE, NA48] et la durée de vie de I’atome pionique
nt — m~ [DIRAC]. Tous deux sont reliés a la diffusion 77 & basse énergie,
sans intervention du secteur étrange. Ces expériences vont tester si le scénario
standard s’applique dans la limite chirale SU.(2) ® SUg(2). Un important
travail théorique a permis d’étudier les manifestations d’un grand condensat
de quarks (pour Ny = 2) dans les désintégrations K4 [11] et dans la durée
de vie du pionium [12], et d’analyser le premier [13] et le deuxiéme [14] type
d’experiences en gardant le condensat de quarks a deux saveurs comme un
parametre libre.

Il est également possible d’obtenir des informations sur la diffusion 7
en étudiant la production périphérique de dipion 71N — 7N et mmA en
étudiant des régions cinématiques ot ’échange d’un seul pion est le processus
dominant [15]. On étudie en fait cette production en fonction du moment de
transfert ¢ pour I'extrapoler au pdle du pion [16]. Une telle analyse nécessite
toutefois une statistique importante, et recourt a diverses hypotheses au
sujet des amplitudes de production. Il faut aussi noter que les contraintes
cinématiques rendent difficile 'extraction des déphasages mm pres du seuil.
Toutefois, en fournissant les déphasages & des énergies intermédiaires (500
GeV a 2 MeV), ce type d’expérience permet de controler les résultats obte-
nus pres du seuil.

Remarquons que QCD peut étre considérée dans différents contextes théo-
riques et/ou expérimentaux (nombre de couleurs et de saveurs, densité, tem-
pérature), ou la symétrie chirale n’est pas nécessairement brisée de la méme
maniere. Ainsi, le scénario standard pourrait se réaliser dans certains cas,
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mais pas dans d’autres: dans chaque cas, une analyse particuliere de la bri-
sure de la symétrie chirale s'impose. Par exemple, la brisure de la symétrie
chirale pour SUL(2) @ SUR(2) et SUL(3) ® SUg(3) n’a pas forcément la méme
structure.

2.4 Symétrie chirale et opérateur de Dirac
euclidien

2.4.1 QCD euclidienne sur un tore

D’intéressantes propriétés apparaissent pour QCD (& cause sa nature vec-
torielle) quand on effectue une rotation de Wick afin de passer d’une métrique
minkowskienne a une métrique euclidienne:

0 PP (@) -F=—ak (230)

t— —ix
Cette transformation permet de passer d’'un Lagrangien minkowskien £
a un Lagrangien euclidien L, :

exp [z / d'z a] — exp [— / d'z Ee] (2.35)

Par exemple, on a pour la théorie ¢* (munie d'une source J)
_ a1 2 1 o5 Ay
4 1 2 L o5 Ay
L, = — | d'z, 5(6‘61@) + im‘qﬁ‘ + ZQS —Jo (2.37)

Ainsi définie, la contrepartie euclidienne de ’action quadratique d’une théorie
bosonique est définie positive. La structure analytique des fonctions de Green
n’est pas altérée par cette rotation.

Toutefois, la rotation de Wick ne se résume pas a une complexification
de la coordonnée temporelle. En effet, les transformations de Lorentz en
métrique minkowskienne consituent le groupe SO(3,1), non compact, alors
que leurs équivalents euclidiens forment SO(4), qui est compact. La construc-
tion d’invariants pour les champs scalaires et vectoriels donne les mémes
résultats dans les deux métriques, car les représentations correspondantes
ont des propriétés analogues de covariance, et la complexification naive de
la coordonnée temporelle, telle (2.36)-(2.37) est bien justifiée. Le cas des
fermions est évoqué dans I’Appendice A.1.
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En particulier, si nous cherchons a batir le lagrangien de QCD en métrique

euclidienne, nous obtiendrons:
2
g
3272

Qep = iGa%ﬂ"Ggy +i=—0 GG, + p(—i) + M) (2.38)
Jusqu’a la fin de ce chapitre, nous supposerons 6 = 0.

Il est également utile de considérer cette théorie euclidenne dans un vo-
lume fini, dont nous identifions les bords pour obtenir un tore quadridimen-
sionnel euclidien de taille L X L x L x L. QCD est alors un fibré, dont la base
est le tore que nous venons de décrire, et la fibre SU(3). La description des
champs de jauge se fait de maniere génerique en recouvrant le tore d’une col-
lection d’ouverts, avec des fonctions de transition décrivant le passage d'un
ouvert a un autre sur leur intersection. On peut montrer qu'un seul ouvert
suffit pour décrire toute configuration de jauge sur un tore euclidien [89)].

Pour le champ gluonique, I'identification entre z et x + a s’effectuera donc
directement, a une transformation de jauge pres. On demande en revanche
I’antipériodicité des champs fermioniques. Ces contraintes de périodicité et
d’antipériodicité sur le tore permettent en effet de considérer une théorie des
champs euclidienne a volume fini comme un systeme de mécanique statistique
a température finie (la dimension “temporelle” jouant le role de I'inverse de
la température) [37, 38].

Les conditions de périodicité s’écrivent pour les champs fermioniques et
gluoniques:

Gulz+a) = Q.G,(2)Q} —iQ,0,01 (2.39)
gz +a) = (=1)otmtminQ (z)q(z), (2.40)

avec a = (ng,n1,ng,n3) - L, les {n;} entiers, et Q, = Q,(z) € SU(N¢). Ces
deux conditions contraignent la fonction de transition :

Qurp(z) = Bz + a)Q (). (2.41)
A volume fini, les configurations de jauge peuvent étre classées selon un

invariant topologique, le nombre d’enroulement :

1

3272

V[G] =

4 o o
/d z GG, (2.42)
dont les valeurs forment un ensemble discret®. Sur le tore, cet invariant to-
pologique peut étre réexprimé en terme de la fonction de transition €2, et la
condition (2.41) contraint v & étre entier [89).

3. Pour avoir une action euclidienne finie, le tenseur de force G, doit décroitre suffi-
samment vite a 'infini. Le champ gluonique doit donc tendre vers un potentiel de pure



2.4. SYMETRIE CHIRALE ET ) EUCLIDIEN 17

Les fonctions de transition (et donc les champs de jauge) sont contraintes
plus séverement en présence de champs fermioniques que dans le cas de Yang-
Mills pur, en raison de (2.40). En particulier, les configurations de jauge en
pure gluodynamique peuvent avoir un nombre d’enroulement fractionnaire
de la forme n/(2N,) (n entier), alors que ce nombre est nécessairement entier
en présence de fermions.

2.4.2 Spectre de 'opérateur de Dirac euclidien

Dans la métrique euclidienne, I'opérateur de Dirac H = 7,1, est hermi-
tien (car il combine deux opérateurs antihermitiens). Pour chaque configura-
tion de jauge G, cet opérateur peut étre diagonalisé :

D¢n = An77//n7 (243)

ou {¢,,} forme une base compléte d’états orthonormés
/ 4z YL (@)Y () = 6ns Y a(@)Ph(y) =W (@ —y).  (2.44)

Cette base d’états et le spectre associé sont obtenus pour une configura-
tion gluonique donnée. Remarquons que ce spectre est symétrique autour de
0. En effet, 75 et H anticommutent, de sorte que:

H/l/)n = And}n = Hf)/5'¢}n = _75H¢n = _)\n’)/5/l/)n (245)

Pour tout vecteur propre 1, de valeur propre non nulle, y51, est aussi un
vecteur propre, de valeur propre —J,,. On peut donc classer les valeurs propres
strictement positives en une suite croissante (pour n > 1), et définir pour
les indices négatifs ¥ ,, = 51, et A_,, = —A,,. Dans le sous-espace propre
correspondant a A = 0, on peut choisir une base constituée d’états propres
de la chiralité. Elle comportera n, vecteurs droits et n_ vecteurs gauches.
Le théoreme d’index d’Atiyah-Singer [39] relie la dégenerescence de la valeur
propre nulle au nombre d’enroulement du champ gluonique: v =n, —n_.
Il existe une borne uniforme sur les valeurs propres de l'opérateur de

Dirac [35]:
1/d
\a[G]| < C”T = w, (2.46)

jauge a linfini: G, — —i(@uw)wT. Les champs gluoniques peuvent donc étre classé selon
la valeur prise par w dans chaque direction n, de l'espace (n? = 1). Cela constitue une
application de la sphere S dans le groupe de jauge. Pour tout groupe de Lie simple G,
une telle application possede un nombre infini de classes topologiques, indexées par un
entier: m3(G) = Z.



18 CHAPITRE 2. SYMETRIE CHIRALE ET Ng

ou d est la dimension de l’espace-temps (en l'occurence d = 4) et C' est une
constante indépendante de la configuration gluonique G ,(z), de 'entier n et
du volume V = L? (C varie selon la géométrie d’espace-temps considérée).
La borne supérieure w, coincide essentiellement avec la théorie libre (a la
constante C' prées). Notons en particulier que la relation (2.46) implique une
accumulation de valeurs propres autour de 0 dans la limite de grand volume.

La borne (2.46) peut étre interprétée comme la réponse paramagnétique
du spectre de Dirac euclidien soumis & un champ de jauge externe [40]. Une
fois un champ appliqué, I’énergie du systeme “diminue”. Ce comportement
paramagnétique des fermions s’oppose a celui des scalaires. En effet, le spectre
de l'opérateur de Klein-Gordon réagit de facon diamagnétique [41].

Au sein de l'intégrale fonctionnelle, I'intégrale sur les fermions peut étre
effectuée formellement pour faire apparaitre det(—iJ) + M). On peut suivre
la méme idée en projetant les champs fermioniques sur la base d’états propres
que nous venons de définir:

qf(m) = Z afzq/’n(m)7 q_f(x) = ZB£¢L($)7 (2'47)

n n

ol f est un indice de saveur, et les {al} et {b/} sont des familles grassma-
niennes indépendantes. La base des vecteurs propres {1, } est orthonormée,
de sorte que le passage des variables {¢f,g’} aux variables {af,b/} a un
jacobien égal & 'unité?.

La valeur moyenne dans le vide de ) s’écrit:

@) = / (dG)[dqldgle5+e=51C 0ty (2.48)
= /[dG — Sl /Hdbfda exp bf( F—iA)a }y
n,f

ott S, est action de Yang-Mills pure et ) correspond & ), une fois effectuée
la projection des champs fermioniques sur les vecteurs propres de 'opérateur
de Dirac. L’intégration sur les variables grassmaniennes fait apparaitre un
facteur correspondant au déterminant fermionique:

A(m|G) =m" [] mm+ Jj W[G] (2.49)

ou on a exploité la symétrie du spectre de I'opérateur de Dirac par rapport
a 0, et introduit une normalisation a I’aide des w,, indépendants de la confi-
guration gluonique. Remarquons que dans le cas d’un angle du vide nul, la

4. Nous ne nous intéresserons pas ici & ’anomalie chirale qui résulte de la non-invariance
de la mesure fermionique sous les transformations axiales U4 (1).
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mesure consituée de 'action de Yang-Mills et du déterminant fermionique
est formellement définie positive.

Dans ce cadre, on peut par exemple exprimer le corrélateur de deux
opérateurs bilinéaires de la forme: O;(z) = ¢(z)(z), avec T; une com-
binaison de matrices de Dirac et de matrices de saveur. On obtient de la
sorte:

©IO@)0:wI0) = 27" [[dGlidgldgle e CaT (250

P(2)T19p(2) P (y)T29(y)
= — < Tr[1S(z,y|G)2S(y, z|G)] >, (2.51)

ou intervient le propagateur des quark légers dans une configuration de jauge
donnée:

i) =3 TR 2tals), (252

avec M la matrice de masse des quarks légers. La moyenne gluonique <>
est définie comme:

[[dGle=SCA[GlO

O >= .
Y 2= TGS eA)

(2.53)

Si 'angle du vide est nul, cette moyenne gluonique peut s’interpreter comme
une moyenne statistique sur les configurations de jauge, chacune se voyant

attribuer le poids (positif) A[G]exp(—S,[G]).

2.4.3 Parametres d’ordre dominés par l’'infrarouge

On peut procéder de méme pour étudier les parametres d’ordre de la
symétrie chirale. Supposons que nous sommes dans la limite chirale SU.(Nf)®
SUR(Nf)2

mlsz):...:me:m—)O, TTLj#O,j>Nf. (254)

Si nous notons le condensat de quarks dans cette limite —X(Ny), on obtient:

1
Y(Ny) = hmﬁ < /d:c Tr S(z,z|G) >n, (2.55)
1 m
= lim 5 < Xn: T PN (2.56)

ou lim désigne la limite de grand volume L — oo, suivie de la limite chirale
SU(Ny) x SU(Ny) (2.54). Le symbole <>y, represente la moyenne sur les
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configurations de jauge, pondérées par le déterminant fermionique et 1’action
de Yang-Mills pure:

L I'>»y,= Z‘l/du[G] I AN (m|G) H A(m;|G) exp{—S,[G]}. (2.57)

Z est un facteur de normalisation pour avoir < 1>y, = 1.
On retrouve ainsi la formule de Banks-Casher [42]:

S(Ny) = hm— < Z T X’ >w, (2.58)
. o m 1

= lim - dem2 o fim 5 < D 8(e—Aa) >n, (2.59)

= 211m/ T L4 < p(mu) >n;, (2.60)

avec p la densité de valeurs propres définie par:
= 8(e = ). (2.61)

A partir des Eqgs. (2.26) et (2.28), on obtient de la méme maniére pour la
constante de désintégration:

1 m
F*(Ny) =lim 3 < Z m2 T Jin >N, (2.62)
avec: o
1 Z
Jin =3 3| [ do dl@hatna)] (2.63)

M
Comme la base des états propres associée a chaque configuration gluonique
est complete, ona Y Jp, = 1.
On peut voir que ces deux parametres d’ordre s’intéressent a 1’accumula-
tion des valeurs propres autour de 0. On peut en effet les réecrire comme:

Y(Ns) = 7r11_r>%Lh_r)rolo p(e, L), (2.64)

2 _ 4
F*(N¢) = = 11_}m0Lh_I)EOL J(e, L)p*(e, L), (2.65)

avec la “densité” et la “mobilité” [43]
€ 1

ple, L) 571 < Zn: >x,= 5V L), (2.66)

1 .
J(67 L) = NQ(E, L) < Z Jnk >>Nf . (267)

n,k
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> ¢ désigne la sommation sur les valeurs propres |A,| < e. Il s’agit bien de
parametres d’ordre: l'interversion des limites de grand volume et de petite
masse aboutit a une valeur nulle. Il faut prendre d’abord la limite thermo-
dynamique pour que le spectre de I'opérateur de Dirac devienne assez dense
autour de zéro.

Y(Ny) et la constante de désintégration F?(NN;) ne sont pas sensibles aux
mémes caractéristiques de l'extremité infrarouge du spectre de 1’opérateur
de Dirac. En particulier, la comparaison des facteurs m/(m? + \?) et 1/L*
dans (2.58) et (2.62) suggere que le condensat de quarks acquiert une valeur
non nulle si les valeurs propres s’accumulent en moyenne autour de 0 comme
1/L*, alors qu’il suffit d’un comportement en 1/L? pour obtenir F? # 0 [43].

2.5 Role du nombre de saveurs légeres

2.5.1 Effet paramagnétique des boucles de quarks légers

La moyenne (2.57) montre de maniére explicite la dépendance en Ny liée
au déterminant fermionique. Pour des parametres d’ordre dominés par la
partie infrarouge du spectre de Dirac, il est intéressant d’isoler cette derniere
au sein du déterminant. On choisit un cutoff A et on définit I’entier K tel que
wig = A (cette définition est indépendante de la configuration gluonique). On
écrit ensuite le déterminant fermionique comme:

A(m|G) = m" A (m|G)Ayy (m|G), (2.68)

ol on a divisé le spectre de l'opérateur de Dirac en deux parties, infrarouge
et ultraviolette. La partie infrarouge s’écrit:

Ar(m|G) =[] ™+ Al <1, (2.69)

ou la borne provient de I’'Eq. (2.46). Cette séparation est bien invariante
de jauge: K ne dépend pas de G, et le spectre de I'opérateur de Dirac est
invariant sous les transformations de jauge (elles ne font que redéfinir la base
des vecteurs propres par rotation).

Dans Ayy, les valeurs propres A,, devraient saturer la borne “libre” w,,. Et
les facteurs A(m;, G) liés aux quarks massifs contiennent une masse lourde
m; non affectée par la limite chirale: ces facteurs ne seront donc pas sensibles
aux petites valeurs propres A < m;. Pour des parametres d’ordre dominés
par les petites valeurs propres, on s’attend donc a ce que Arg joue un role
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essentiel dans la moyenne (2.57). Ce terme, inférieur a 1 et élevé a la puissance
Ny, tend a supprimer ces parametres d’ordre quand Ny croit [21]:

N(Nf+1) < X(Ny)  FXN;+1) < F2(Ny). (2.70)

L’importance de cet effet paramagnétique dépend de la sensibilité de chaque
parametre aux plus petites valeurs propres de 'opérateur de Dirac, dans la
limite des grands volumes et des petites masses de quarks. On s’attend donc
a observer une suppression plus importante dans le cas de ¥ que dans celui
de F2. Soulignons que cet effet paramagnétique des boucles de quarks légers
est ici mis en évidence pour des quantités dominées par les petites valeurs
propres de l'opérateur de Dirac. Pour d’autres types d’observables (masse
de mésons de type p, tension de la corde...), la sensibilité au déterminant
fermionique et & Ny peut étre faible (et donc se trouver en accord avec la
limite du grand nombre de couleurs).

2.5.2 Une sensibilité forte ou faible?

La dépendance des parametres d’ordre chiraux sur Ny est souvent consi-
dérée comme négligeable. Cette dépendance est due aux boucles de quarks
légers (dont la somme définit le déterminant fermionique). Or Deffet de ces
boucles est supprimé par la regle de Zweig et la limite du grand nombre de
couleurs. Toutes deux sont considérées comme de bonnes approximations de
QCD (a l’exception éventuelle du secteur anormal 0~F) [17, 18]. De méme,
la plupart des calculs de QCD sur réseau sont effectués dans I'approxima-
tion “quenched” (négligeant les boucles de quarks légers), et sont en accord
raisonnable avec les données experimentales [44].

Il faut toutefois modérer ces affirmations générales. Si on considere la
fonction B en QCD perturbative [45], on s’attend & observer des transitions
de phases chirales pour N¢/N, assez large [46]. Par ailleurs, la limite de grand
N, n’est pas une approximation satisfaisante dans le secteur scalaire 07 : on
n’y observe pas les nonets idéalement mélangés gq requis par la regle de Zweig
[47]. De plus, certaines simulations avec des fermions dynamiques suggérent
que la brisure de la symétrie chirale serait fortement dépendante du nombre
de saveurs légeres [48, 49].

Différentes approches ont été proposées pour étudier d’éventuelles tran-
sitions liées a I’augmentation de Ny. L’étude de la fenétre conforme de QCD
[650], ol la théorie est asympotiquement libre dans 1’ultraviolet, mais présente
un point fixe infrarouge non-trivial, suggere une restauration de la symétrie
chirale pour Ny ~ 10 (a N, = 3). L’étude d’équations de “gap” dans la méme
fenétre abouti a une limite 1égérement differente [51], avec une valeur critique
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de Ny au-dessus de 12. Par ailleurs, le modeéle du liquide d’instantons [54]
indique que les instantons ne contribuent pas a la brisure de la symétrie chi-
rale pour Ny > 6 [52]. De telles études suggérent que la structure chirale du
vide pourrait dépendre fortement du nombre de saveurs légeres de la théorie.

2.5.3 Dépendance du condensat de quarks sur Ny

Considérons une théorie avec Ny quarks légers de méme masse m tendant
vers 0. Les autres quarks restent massifs. Supposons que le plus 1éger d’entre
eux, noté s, a une masse non nulle, mais petite par rapport a I’échelle de la
théorie. QCD correspond au cas Ny = 2. ¥(N¢) est une fonction de m, et
sa dérivée est:

0 Y(Ng) = lim dz(au(z)5s(0))¢ = Iz(m,) (2.71)

8ms m—0

o1 m Mg .
= lim 74 < <Z m2—|—)\2> (Z m2_|_/\2> >Ny
L k s n

n

ou ¢ indique la composante connexe. Puisque X(Ny) tend vers X(Ny + 1)
quand m — 0, on a

r

B(Np) = SN+ )+ [ duTlg() = SNy +1)+m. Z.(m )+ Ol log m.).
(2.72)

On voit apparaitre un troisieme parametre d’ordre, a c6té du condensat de
quarks ¥ et de la constante de désintégration F2: le correlateur I, qui viole
la régle de Zweig dans le secteur scalaire®.

Remarquons que le canal 0% joue ici un role privilégié, car il posséde les
nombres quantiques du vide. La variation d’un parametre d’ordre chiral entre
N¢ et Ny + 1 sera donnée par une fonction de correlation qui viole la regle
de Zweig dans le canal 0"*. Une forte variation correspondrait & des états
scalaires, singlets de SU(Ny), fortement couplés aux Ny premiers quarks et
a la densité scalaire 5s. Une telle variation justifierait ainsi que le spectre
des états 07" n’est pas dominé par des mésons scalaires idéalement mélangés

[47].

5.1z est un parametre d’ordre pour SU(Ny) ® SUr(Ny), tandis que le corrélateur:

lim [ dze®(au(z)3s(0))° (2.73)

m—0

a ¢® # 0 est un parametre d’ordre pour SU(Nf)®SUgr(Ny) et SUL(Nf+1)@SUgr(Np+1).
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2.5.4 Transitions de phase chirales

Normalement, la différence (Ny) — X(Ns + 1) donnée par (2.72) devrait
étre petite pour deux raisons. D’abord, elle est supprimée dans le comptage
chiral car m, est petit devant le condensat ¥(Ny) (& condition que ce dernier
soit de taille “standard”). De plus, le corrélateur (@u Ss) est supprimé dans
la limite de grand N.. Si on constate un écart important entre X(Ny) et
Y(Ng + 1), cela signifie que ces deux arguments (validité du comptage chiral
standard et limite du grand N.) sont mis en défaut. Il existe en particulier
une situation ou une forte dépendance du condensat de quarks sur le nombre
de saveurs légeres trouverait une explication naturelle.

Imaginons que nous puissions librement augmenter le nombre de sa-
veurs légeres Ny. Si ¥ est plus sensible a la suppression due aux boucles
de quarks, il pourrait s’annuler avant F2. On aurait alors trois phases. Pour
Nf < neit(N,), la symétrie chirale est brisée, et le condensat de quarks n’est
pas nul. Pour nui(N,) < Nf < Ngit(Ne), la symétrie chirale est toujours
brisée, mais le condensat de quarks est nul®. Enfin, au-dessus de Neit(Ne), la
symétrie chirale est restaurée. Bien que ¥ semble plus sensible & N; que F?,
il se pourrait aussi que les deux transitions soient confondues, de sorte que
I’annulation du condensat corresponde a la restauration de la symétrie chi-
rale. L’argument qualitatif de décroissance des parametres d’ordre ne permet
pas de quantifier cet effet.

Néanmoins, dans le cadre d'un scénario a 3 phases, une forte variation
de Y(Ny) s’expliquerait naturellement juste en dessous du point critique
Tierit (V) ol le condensat de quarks s’annule. Prenons la théorie avec Ny sa-
veurs, ott Ny est défini par Ny+1 < nei(N,) < Ng+2. Dans ce cas, 2(Ng+1)
n’est pas nul, mais il est déja petit. D’apres (2.60), un condensat petit mar-
querait la suppression de la densité moyenne d’états < p(A) >y, /L* pour
A ~ m. A proximité d’une transition de phase, il est également naturel de voir
augmenter les fluctuations de cette densité d’états et/ou les correlations den-
sité-densité < p(A)p(N)® >y, /L* pour A ~ X ~ m. Or I est justement
relié a cette correlation:

1 Cc
Oz(ms) = 411m/ T u2 g 02 1< p(mu)p(msv) >4 (2.74)

Un peu en dessous du point crtique net(N.), la diminution de la densité
d’états et ’augmentation des correlations densité-densité pourraient amener

6. Cette transition pourrait étre liée & une extension du groupe de symétrie résiduelle,
telle que: SUL(N¢)®SUg(Ns) = SUy(Ns) x Za(Ny). En effet, la symétrie axiale discrete

Z A(Ny) impose la nullité de certains parametres d’ordre chiraux, dont .



2.6. INEGALITES DE WEINGARTEN 25

une compétition entre les deux premiers termes dans l’expansion (2.72) en
puissances de m, [21].

Il est intéressant d’étudier la limite du grand N, dans le cadre du scénario
a trois phases. Les boucles de quarks sont supprimées, et les parametres
d’ordre chiraux deviennent indépendants de Ny. Le point critique ne(N,),
ol ¥ s’annule, tendrait donc vers l'infini dans cette limite”. L’expansion en
1/N. convergerait donc lentement & proximité du point critique, et serait
incapable d’étudier correctement la phase au-dessus de neic (IVe).

2.6 Inégalités de Weingarten

Un argument a été avancé contre |’existence d’une phase intermédiaire
¥ =0, F? # 0 en QCD [55]. Considérons (en métrique euclidienne) le corre-
lateur des courants axiaux:

(43(@)A%0) < [ du T [S(o, OmpynedaS O almppashd, (279

avec S(x,0|m) le propagateur fermionique des Ny quarks légers, et du la me-
sure gluonique qui inclut le déterminant fermionique. Supposons qu’il existe
une régularisation de cette mesure telle que du est bien positive (telle qu’elle
semble 1’étre naivement en métrique euclidienne). On peut dans ce cas écrire:

[(AL(2) AL (0))] < /dﬂ Tr [S(z, 0]m) 1520 S (0, 2|m) 1 v M| (2.76)

< / dys Tr [z, 0[5 aS(0, 2lm)ysha] = (PE() P ().

La deuxieme inégalité vient de 'inégalité de Cauchy-Schwartz: |Tr(UVT)[?> <
Tr(UUNTr(VVT), appliquée a la trace sur les indices spinoriels. On utilise
le fait que fy;i = —v, et St(z,0/m) = 155(0, z|m)vs en métrique euclidienne.
On a noté Fj§ la densité pseudoscalaire nue. L’inégalité pour des quantités
renormalisées sera de la forme:

(AL () A5 (0))] < Z(p)(P*(x)P*(0)), (2.77)

ou z, u, v, a et b sont libres, et Z(u) est le facteur de renormalisation associé
aux masses de quark: mg = Z~Y2(u)m(p).

7. Un tel comportement serait en accord avec les calculs perturbatifs o Ny et N,
apparaissent seulement sous la forme du rapport Ny /N.
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Dans la limite chirale, le corrérateur pour les courants axiaux est toujours
dominé (a grande distance) par la contribution des bosons de Goldstone:

1 24
(A%x)AL(0)) ~ F2(Ny)o»—— It — Tty

T—r o0 27’[‘-‘ :136

(2.78)

Le couplage des pions aux densités pseudoscalaires F; est proportionnel a
M2 /myg. Si Xo(Ng) = 0, les pions ne couplent pas aux densités pseudoscalaires
dans la limite chirale: (0| P¢|7®) = 0. On aura donc le comportement & grande

distance:
—M|a|

b 93 b€
(Py(z) Py (0)) e mfg 2

, (2.79)
ou M est masse de la particule la plus légere couplant a F, avec le couplage
go (cette particule n’est pas un boson de Goldstone). A trés grande distance,
'inégalité de Weingarten (2.77) sera violée: aucune loi de puissance ne pourra
battre la décroissance exponentielle du correlateur pseudoscalaire.

Nous avons donc l'implication F2(N;) # 0 = ¥o(Ng) # 0, qui semble
éliminer I’éventualité d’une phase intermédiaire, avec un condensat de quarks
nul et brisure de la symétrie chirale. Mais nous avons considéré des quantités
nues telles que Py et ;. Il n’est pas clair que 'argument survive, une fois
accomplie la renormalisation de la théorie (et en particulier celle du condensat
de quarks). Il s’agit ici d’effectuer une régularisation et une renormalisation
non perturbatives, préservant la symétrie chirale et conservant la positivité
de la mesure gluonique (incluant le déterminant fermionique).

Supposons que nous régularisons la théorie nue a l’aide d’un coupure
ultraviolette A (en préservant la symétrie chirale). Nous aurons:
m?"

S(0) = 2708, 2V A) = (2.80)

mg

Que se passe-t-il quand la coupure ultraviolette A — oo ? Si on admet I'ex-
pression perturbative de Z, on a pour grand A:

a, 8/Po 9
7 = Léiﬂ . By=11-ZNy. (2.81)
Pour QCD, By > 0 et Z — oo quand on fait tendre le cut-off vers I'infini.
D’apres (2.80), la valeur de ¥, dépend du comportement asymptotique de
. Si ¥4 diverge comme Z quand A — oo, ¥, est une constante non-nulle.
Si ¥} ne diverge pas (ou pas suffisamment vite), 3, est nul.

L’argument de [55] montre que F?(N;) # 0 = ¥o(Ns) # 0 pour tout
A. Mais il n’impose rien pour le comportement asymptotique de ¥4 dont
dépend la validité de I'implication Xo(Ny¢) # 0 = X"(Nf) # 0. Pour savoir
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si 'implication F?(Ny) # 0 = %,(N;) # 0 est vraie ou non, il faudrait donc
connaitre le comportement du condensat sous la renormalisation. Sans cette
derniere étape du raisonnement, on ne peut malheureusement pas savoir si
les inégalités de Weingarten excluent ou non une phase avec brisure de la
symétrie chirale et condensat de quarks nul.

2.7 Résumé

La brisure de la symétrie chirale régit QCD aux basses énergies. On peut
la décrire a I'aide de parametres d’ordre chiraux. Deux d’entre eux jouent un
role privilégié: le condensat de quarks ¥ (parametre d’ordre le plus simple)
et la constante de désintégration pseudoscalaire F2 (signal non ambigu de la
brisure de symétrie chirale). La hiérarchie de masse m,, mq < m, < Ay ~ 1
GeV incite a considérer deux limites chirales différentes. La premiere consiste
a garder m, a sa masse physique alors que m,,my — 0. Cette limite de
Ny = 2 saveurs sans masse est en particulier utile pour analyser la diffusion
mm pres du seuil. La seconde limite est celle de Ny = 3 saveurs de masse
nulle: m,,, my et m, tendent vers 0.

On peut donc s’interroger sur le role du nombre de saveurs légeres: la
structure chirale du vide évolue-t-elle de fagon importante quand N; aug-
mente? On s’attend a une restauration de la symétrie chirale pour Ny tres
grand, ce qui suggere une sensibilité du vide aux boucles de quarks légers. En
revanche, la regle de Zweig et la limite du grand nombre de couleurs militent
contre une forte sensibilité.

Pour étudier cette question, on peut s’intéresser au spectre de 'opérateur
de Dirac ] dans un tore euclidien. En effet, le mécanisme de brisure de
la symétrie chirale est refletée par I'accumulation des petites valeurs propres
autour de 0 quand le volume du tore tend vers I'infini. En particulier, certains
paramétres d’ordre chiraux, comme X(Ny) et F?(N;) sont dominés par ces
petites valeurs propres. On constate que le déterminant fermionique tend a
supprimer de tels parametres, et que cet effet est d’autant plus important
que Ny est grand. ¥ et F'? devraient donc étre des fonctions décroissantes de
Ny.

La rapidité de cette décroissance peut se mesurer a ’aide de parametres
d’ordre chiraux, violant la régle de Zweig dans le secteur scalaire 0. Or
on sait que ce secteur ne vérifie pas bien la regle de Zweig et la limite du
grand nombre de couleurs. Des parameétres d’ordre chiraux tels que ¥ et F?
pourraient donc dépendre fortement de Ny.

Par ailleurs, ¥ et F2 ne sont pas sensibles au méme type d’accumula-
tion des valeurs propres autour de 0 quand le volume du tore tend vers



28 CHAPITRE 2. SYMETRIE CHIRALE ET Ng

l'infini. ¥ pourrait ainsi décroitre plus rapidement que F2. Cela suggere le
scénario, plus spéculatif, de deux transitions de phases chirales successives
quand Ny augmente. Nous partons d'une phase ou le condensat de quarks
est non nul (et la symétrie chirale est brisée). Quand N; augmente, ¥ di-
minuerait plus rapidement que F? et s’annulerait pour une valeur critique
neit(Ne). La constante de désintégration serait encore différente de zéro, et
ne s’annulerait que plus tard, pour une deuxiéme valeur critique N;:(NV,).
La phase ngit(Ne) < Ny < Negit(N.) a un condensat de quarks nul, mais la
symétrie chirale est toujours brisée puisque F?(Ny) # 0. C’est seulement une
fois passé Neit(N.) que la symétrie chirale est restaurée.

Ce scénario offre d’intéressantes caractéristiques au voisinage du point
critique neit(N.). En effet, ¥(Ns) peut s’interpréter comme la densité de
valeurs propres de 'opérateur de Dirac, tandis que la différence X (N; +
1) — X(Ny), liée & la violation de la regle de Zweig dans le secteur scalaire,
correspond a la correlation entre les valeurs propres. Au voisinage d’un point
critique, on s’attend a voir la densité d’états diminuer et les fluctuations
augmenter. Une forte décroissance du condensat entre 2 et 3 saveurs pourrait
ainsi s’expliquer par le fait que nq;(N.) est proche de 3, et fournirait une
explication a la violation de la régle de Zweig dans le secteur 07.

Ce scénario n’est qu'un schéma possible pour ces transitions de phases
chirales. On peut également imaginer qu’il n'y a pas de phase intermédiaire
avec brisure de la symétrie chirale et condensat de quarks nul. Notons en
particulier que les inégalités de Weingarten semblent interdire une telle phase.
Toutefois, ces inégalités comparent des quantités se comportant différement
sous le groupe de renormalisation, et elles permettent de tirer des conclusions
seulement pour des quantités nues. La traduction de ces conclusions en termes
de quantités renormalisées semble particulierement ardue, car elle nécessite
la renormalisation non-perturbative du condensat de quarks. Les inégalités
de Weingarten seules ne permettent donc pas d’exclure le scénario a 3 phases.
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Chapitre 3

La théorie de perturbations
chirale (yPT)

Pour étudier la brisure de la symétrie chirale, on peut batir une théorie
effective des champs de QCD. La théorie ainsi obtenue permet d’écrire 1’ex-
pansion de fonctions de Green en puissance des impulsions et des masses de
quarks, en considérant que les masses de quarks sont de petites perturba-
tions autour de la limite chirale. D’oti son nom de Théorie des Perturbations
Chirale (Chiral Perturbation Theory ou xPT). Pour organiser cette double
expansion en puissance d’impulsions et de masses de quarks, il est utile de
savoir si le condensat de quarks est pertinent ou non pour décrire la bri-
sure spontanée de la symétrie chirale. A l'aide de cette théorie effective, on
peut développer en puissances de masses de quarks différentes observables du
spectre des mésons pseudoscalaires. Ceci permet de comparer la structure chi-
rale du vide pour Ny = 2 et Ny = 3. On constate une forte correlation entre
le condensat & 2 saveurs et le rapport de masses de quarks m/m. Une viola-
tion de la régle de Zweig dans le secteur scalaire (liée & Lg) autoriserait une
forte décroissance du condensat de 2 a 3 saveurs légeres. Une étude analogue
est menée sur les constantes de désintégration pseudoscalaires. Le spectre
des mésons pseudoscalaires fournit des bornes sur ¥ et F? pour Ny = 2 et

Ny =322, 23).

3.1 Théorie effective des champs

Nous voulons réexprimer une théorie (la Chromodynamique Quantique)
dans un domaine d’énergie ou ses degrés de liberté (les quarks et les gluons)
semblent perdre de leur pertinence. Il s’agit d'un probleme tres général de
la physique: si I’on veut faire des calculs a basse énergie dans le cadre d'une
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théorie connue a haute énergie, mais complexe, il vaut mieux se ramener a
une théorie approchée, simplifiée, une théorie effective [25, 26, 27, 28, 29].
Si nous effectuons des expériences a des énergies de plus en plus élevées,
nous verrons apparaitre de nouveaux degrés de liberté, et certains champs
perdront leur statut fondamental pour étre envisagés comme des états liés.
Inversement, si nous baissons les énergies des processus, certains degrés de
liberté disparaissent du spectre accessible de la théorie.

Nous cherchons a batir une théorie valable a basse énergie, en appliquant
le programme de la théorie quantique des champs: isoler les degrés de liberté
pertinents, déterminer les symétries qui les régissent, puis batir la théorie
des champs la plus générale correspondante. Puisque nous effectuons une
expansion a basse énergie des fonctions de Green de la théorie, nous allons
batri une tour de lagrangien contribuant chacun selon une puissance (E/A)*
aux différentes observables. Nous allons organiser la construction de la théorie
de basse énergie pour des k croissants, et en nous arrétant a une certaine
précision (i.e. & une puissance donnée, sans quoi la tache serait sans fin).
Une telle expansion en puissances successives des moments devrait donner
des résultats intéressants quand on considére les mésons pseudoscalaires qui
cessent d’interagir & moment nul (dans la limite chirale).

La théorie effective invoquera des opérateurs de degrés de plus en plus
élevés et sera non-renormalisable (au sens ancien du terme), mais nous ver-
rons que ceci n’est pas un probleme le cadre de la théorie effective des champs.
Lorsque le niveau de précision requis augmentera, elle incorporera de plus en
plus de parametres, inconnus puisque nous ne sommes pas capable de suivre
le programme de Wilson jusqu’a son terme. Ceci peut paraitre peu encoura-
geant : une théorie effective ne peut prétendre calculer précisement un vaste
ensemble de processus en se limitant & un nombre restreint de parametres.
En revanche, elle décrit quantitativement de quelle maniére ces processus
sont reliés les uns aux autres en raison des symétries qu’elle incorpore. Elle
organise notre connaissance (et notre ignorance) théorique pour analyser au
mieux les données experimentales.

3.2 Fonctions de Green de QCD

3.2.1 Fonctionnelle génératrice de QCD

Dans le cas de QCD, nous voulons donc batir une théorie effective, dont les
degrés de libertés seront les mésons pseudoscalaires (7, K, ), et qui rendra
compte de la symétrie chirale. A l'aide de cette théorie, nous étudierons
des processus en calculant des fonctions de Green constituées de courants
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vectoriels, axiaux et de densités scalaires et pseudoscalaires. On peut dériver
I’ensemble des fonctions de Green connexes a partir de leur fonctionnelle
génératrice:

ellvasadl = (Q|T exp { / d*z Ply"(v, + 5a,) — (5 — ivsp)]Y

2

g oy o
Lo G GW} Dy, (3.1)

ouwv, a, s, p, # sont des sources classiques. Pour obtenir les fonctions de Green
(pour calculer des interactions entre mésons, par exemple), on dérivera I" par
rapport a ces sources, puis on prendra v =a =5 =p =0 et § = 6,. On peut
la réecrire comme une intégrale fonctionnelle:

elvasns] _ / [DG[DY|[DT)] exp{i / d%zQCD}G_O (3.2)

X exp {z / d4x'¢_)[7“(vﬂ T 35a) — 5+ 18P0

g2

3272

0 G‘W“Gga}

/ (D[ DY][D] exp {z / d2Loco[v,a, 5, . 9]}, (3.3)

avec le lagrangien de QCD, muni de sources:

Locolv,a,s,p,0] = L+ (i) — Mg)Q (3.4)
Q
1 @
_ a,/u/ [63 _ a,/u/ (a3
4G GW 3%29 G GW

+ Z T/_’['Yﬂ(iDﬂ + Uy + 75(1”) -5+ 757)]1/’,

q

ou §(z) = s(z) + M, avec M la matrice de masse des quarks légers. En fait,
dans cette derniere expression, nous remplagerons § par s, et nous évaluerons
les différentes dérivées de la fonctionnelle génératrice en v = a = p = 0,

s=M et 0 =0,.

3.2.2 Identités de Ward

Nous voulons batir une théorie effective, dont les seuls degrés de libertés
seront les mésons pseudoscalaires U, et qui satisfasse aux contraintes de la
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symétrie chirale. On aura la fonctionnelle génératrice effective:

gl lvaspf] /[dU] exp {i/d4x Leg[U,v,a,s,p, 9]} : (3.5)

La symétrie chirale apparaitra alors sous la forme d’identités de Ward reliant
différentes fonctions de Green.

Cette exigence peut étre exprimée tres simplement dans le cadre de la
fonctionelle génératrice. L’ensemble des identités de Ward peut étre reex-
primé en exigeant que I' est invariant sous les transformations locales (dé-
pendant de l’espace-temps) des sources externes S = v, a, s, p:

NS =Tr[s], & =T(g)s, (3.6)

avec g(z) € SUL(Ny) ® SUR(Ny) et T(g) sa représentation pour S. D’apes
I’Appendice A.3, les transformations infinitésimales des sources seront de la
forme:

’U:L = v, +0,a+i[a,v,] +1i[3,a,l], (3.7)
a:L = a,+ 0,0+ i, a,] +1[83,v,], (3.8)
s = s+ila,s] —{8,p}, (3.9)
P = ptila,pl +{B s} (3.10)

avec a(z) et B(x) deux matrices hermitiennes (de trace nulle) correspondant
a des rotations respectivement vectorielle et axiale.

On voudrait inclure dans ce cadre les fonctions de Green contenant les
courants singlets axial et vectoriel. Il faut pour cela s’intéresser a des transfor-
mations de U (N¢) X Ug(N¢) ((o) # 0 and (B) # 0). La présence d’identité
de Ward anormales modifie alors (3.6) et nécessite un traitement particu-
lier, détaillé dans I’Appendice A.3. Cela donne lieu a la transformation de la
source correspondant a ’angle du vide:

0'(x) = 0(z) — 2(8(a)). (3.11)
Il faut scinder I" en deux parties:
I[S] = I'[S] + TW7?[S], (3.12)

ot I'"Z g’occupe des anomalies! et '’ la solution générale de 1’équation
d’invariance:

(s’ =r°sj, (3.13)

1. 11 s’agit en fait de trouver une solution particuliere de (A.31).
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Tout lagrangien satisfaisant aux identités de Ward de la symétrie chirale
(détaillées dans 1’Appendice A.3) vérifiera la décomposition (3.12). Wess et
Zumino [56], puis Witten [57] ont construit explicitement un lagrangien qui
tient compte de I’anomalie, est fonction de U, v, et a,) et permet d’écrire
I'"Z_ Reste & construire la solution générale T.

3.3 Théorie effective de QCD

3.3.1 Description des bosons de Goldstone
En QCD, le groupe de symétrie chirale G agit selon:

ar~">Vrar, 02 Viqp- (3.14)

La théorie effective s’intéressera aux bosons de Goldstone, qui se transforme-
ront selon une représentation de G:

¢"0%(g, 9)- (3.15)

Il s’avere que la représentation € est contrainte de maniere tres stricte par la
loi de composition [25]:

0(91,0(92,9)) = 0(9192, 9)- (3.16)

Nous pouvons commencer par définir le sous-groupe qui laisse stable ’ori-
gine: H = {h,6(g,0) = 0}. Remarquons que 0(gh,0) = 6(g,0) pour tous
g € Get he H.6(g,0) est donc une application de 1'espace-quotient G/H
obtenu en identifiant dans G les éléments g et ¢’ tels que ¢’ = gh avec h € H.
Cette application de G/H dans G est inversible: si 6(g1,0) = 6(ge,0), on
a g19,' € H, donc g; et g, correspondent au méme élément de G/H. On
peut donc identifier les champs des bosons de Goldstone aux coordonnées de
I’espace quotient G/H.

Choisissons dans chaque classe d’équivalence {gh, h € H } un représentant
n, de facon a décomposer de maniere unique tout élément de G comme g =
nh. La loi de composition (3.16) montre que I'image n’ de n sous 'action
de g € G s’obtient en décomposant le produit gn en n'h, ce qui correspond
a l'action de G sur G/H. Ici, G = SUL(Nf) ® SUR(Ny) et H = SUy(Ny),
donc g = (Vg, V1), tandis que H est consitué des paires (V, V). Nous pouvons
choisir comme élément représentatif de chaque classe n = (U,1) € G/H. La
loi de transformation s’exprime comme:

gn = (Va, Vi)(U,1) = (VgU, V1) = (VRUV}, 1)(Vy, V) = n'h.  (3.17)
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On voit donc que les bosons de Goldstone se transforment selon:
U'(z) = VeU(z)V]. (3.18)

On peut choisir n'importe quelle paramétrisation des coordonnées pour

la matrice unitaire U, comme U = exp[t Zivi;l $aA?/F(Ny)]. On écrit dans
le cas Ny = 3:

a0 + +

1 it % OTr Ko
EQSGA = 7r7 —75_-5 \/I(_S K; . (3.19)

K K —7

Remarquons que (3.18) s’étend sans difficulté aux transformations locales
Vr(z) et Vi(z). En revanche, si nous voulons inclure les courants singlets
axial et vectoriel dans notre analyse, les rotations chirales “Us(1)” ((6) #
0) nécessitent un ajustement du formalisme, car elles ne respectent pas la
contrainte det U(z) = 1 [6]. On doit remplacer cette contrainte par:

det U(z) = e~ (3.20)

de fagon a satisfaire (3.18) pour tout élément de Up(Ny) x Ur(Ny). Notre
écriture en terme des champs de mésons pseudoscalaires conserve sa validité,
a condition de multiplier la matrice (3.19) par une phase exp(—if(z)/Ny).

3.3.2 Lagrangien effectif

Nous cherchons un lagrangien effectif, fonction des bosons de Goldstone
et non plus des quarks et des gluons, qui vérifie les mémes identités de Ward
que QCD. D’apres la Sec. 3.2.2, ces identités seront vérifiées si et seulement
si 'action est invariante sous une transformation de jauge des sources, mo-
dulo un terme décrivant les identités de Ward anormales. Nous allons donc
chercher ’expression la plus générale de Lg[U, S|, telle que:

el = / [DU] exp{i / d*z ﬁeﬂ[U,S]}, (3.21)

avec I'Y invariant sous les transformations locales de S. La mesure [DU] étant
elle-méme invariante sous ces transformations, on doit donc déterminer le
lagrangien effectif le plus général invariant sous les transformations locales
des sources et de la matrice des mésons, et dépendant de U, 0, v,, a,, s, p,
ainsi que leurs dérivées.
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On introduit donc les dérivées covariantes:

D,U = 0,U—i(v, + a,)U +iU(v, — a,), (3.22)
D0 = 0,0+ 2(a,), (3.23)

et les tenseurs de courbures, associés a a, et v, et possédant les bonnes
propriétés de covariance [6]:

F., = 8.,F,—0,F,—i[F,Fl] (I=Roul), (3.24)

FY = v, +ay, Fl=v,—a,. (3.25)

Puisque nous cherchons une action invariante, nous pourrions envisager le
cas plus général d’une densité de lagrangien invariante a une divergence totale
pres. Mais un théoreme d’invariance pour les lagrangiens effectifs relativistes
[26] montre qu’au prix d’un changement de coordonnées dans U, on peut
toujours se ramener a la recherche d'une densité de lagrangien strictement
invariante. En outre, on peut montrer que tout lagrangien effectif invariant
sous les transformations chirales est bien construit uniquement a partir des
champs et de leurs dérivées covariantes. Nous avons donc toutes les briques
pour construire notre lagrangien effectif.

On peut en outre utiliser le fait que s, p, 0 n’ont pas des lois de transfor-
mation indépendantes. La matrice de masses de quarks est diagonalisable, de
valeurs propres réelles positives. Par une transformation chirale judicieuse,
on peut toujours se ramener a:

s+ip=M,0 — s=M,p=0,0=0, (3.26)

ou M est la matrice de masse de quarks dans une base quelconque, et M,
est une matrice diagonale, de valeurs propres réelles positives m,,, mq, m,.
On voir apparaitre 1’angle du vide invariant: § = 6 + arg det(s + ip). Ainsi,
I'[s, p, 0] dépend seulement des valeurs propres de la matrice de masse et de
I'angle du vide invariant 6. Inversement, cette transformation nous permet
de fixer @ = 0, au prix d’une rotation sur la matrice de masse:

s+ip=M, 0 — s+ip= Mexp(i#/Ny), 0 =0. (3.27)

Il suffit de considérer la situation (plus simple) ot angle du vide est identi-
quement nul. U(z) appartient alors & SU(Ny). Une fois obtenu le lagrangien
effectif, on remplace M par M exp(if/Ny) et (a,) par (D,0)/2 pour tenir
compte de la source associée 3 GG [58]. Nous ne considérerons pas ici de
fonctions de Green contenant GG ou Ag. On peut donc poser (a,) =0 et 6
constante. L.’étude de I'' a angle du vide quelconque se rameéne alors a celle a

0 =0.
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3.3.3 Comptage en puissance

Le lagrangien effectif est constituée d’'un nombre infini de termes, puis-
qu’il est possible de construire une infinité d’invariants a ’aide des briques
élémentaires que nous avons évoquées. Nous désirons calculer différents pro-
cessus hadroniques pour des énergies basses, dont nous savons qu’ils possedent
une forme analytique de limite nulle pour des moments extérieurs nuls.

Si g est le moment externe typique intervenant dans un processus, 'ordre
dominant sera donné (par exemple) par 2, auquel on ajoutera des corrections
en ¢°, puis en ¢*...On tronquera le lagrangien jusqu'a la puissance de g
désirée, Log = Y, L,, ou L, contient tous les termes invariants sous les
transformations chirales contribuant a I’ordre ¢". Le probleme devient fini, a
condition de se limiter a une puissance fixée des moments externes.

Mais outre les vertex contribuant en arbre aux processus, les pions peuvent
aussi intervenir sous forme de boucles, qui doivent étre incluses, sous peine
de violer 'unitarité. Prenons un graphe arbitraire contenant L boucles, et
incluant nj vertex d’interaction provenant de Lj. L’amplitude sera de la

forme:
/ (d4l)Lﬁ T (3.28)

avec I le nombre de lignes internes du graphe. Chaque boucle nécessite une
intégration sur un moment, chaque boson sur une ligne interne fournit un
propagateur en 1/1?, et chaque vertex de £}, donne lieu, par définition, & une
contribution en I*.

Si nous utilisons une régularisation qui respecte la symétrie chirale, et un
schéma de soustraction indépendant de masse (par exemple, la régularisation
dimensionnelle et le schéma de soustraction minimale), les moments externes
q sont les seuls parametres dimensionnels du probleme. L’amplitude doit
donc étre de la forme p”, avec D = 4L — 21 + Y, kny. Les relations usuelles
V—I+L=1et) ;n; =V aboutissent D =2+2L+ ), (k—2)n;. Comme
le lagrangien commence avec le terme cinétique, les termes de plus bas ordre
sont ¢2, donc k > 2.

Un graphe contenant N boucles est donc supprimé par un facteur ¢V
par rapport aux graphes en arbre. Si, par exemple, nous voulons calculer un
processus jusqu’a l’ordre ¢%, les graphes en jeu seront

L=0 my=1,mpq =0, L=1, mysp =0, (3.29)

soit un graphe en arbre avec un vertex de L4, soit une boucle constituée
de vertex de L£,. Une telle boucle donnera lieu a des divergences qu’il faut
renormaliser. Puisque nous choisissons une régularisation qui préserve la
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symétrie chirale, la procédure de renormalisation de cette boucle nécessitera
des contre-termes d’ordre ¢*, locaux et respectant les symétries du lagran-
gien. Or £, fait un inventaire complet de ces termes. On peut donc absorber
les divergences engendrées par des boucles a l'aide de contre-termes déja
présents dans le lagrangien.

Plus généralement, si on s’arréte a une puissance donnée ¢" des moments,
on peut toujours absorber les divergences des boucles contenant des vertex
de L,,., dans des contretermes présents dans £, Notre théorie est donc re-
normalisable au sens moderne du terme: si on s’arréte a un certain ordre,
les divergences sont absorbées par un nombre fini de contretermes qui ap-
paraissent nécessairement dans le lagrangien a cet ordre. La structure des
divergences est contrainte par les symétries de la théorie.

Nous allons donc mettre en ceuvre un comptage en puissance des mo-
ments:

U@ ~ 1, (3.30)

U, au, DU (DLO) ~ g, (3.31)

et chaque dérivée supplémentaire (covariante pour U, ordinaire pour les
sources externes) compte pour une puissance du moment. Dans ce comptage,

le lagrangien de Wess-Zumino, qui tient compte des anomalies, commence a
I'ordre ¢*.

3.4 Théories de perturbations chirales

Jusqu’ici, nous n’avons pas considéré les masses de quarks. Hors de la li-
mite chirale, le lagrangien effectif est constitué d’une tour infinie d’invariants:

Eeﬁ‘ = Z ﬁkJ, »Ck,l ~ qkmfl (332)
k1

Il s’agit d’organiser cette double expansion. Les masses de quarks sont liées
aux sources scalaire et pseudoscalaire, pour lesquelles rien n’indique a priori
le comptage a effectuer. Nous devons comparer m, et ¢ ~ M,. Il s’agit donc
de relier les masses des mésons aux masses de quarks. Notre discussion sur
les parametres d’ordre de la symétrie chirale prend alors tout son sens.

3.4.1 X(Nj)~1

Si le condensat de quarks est grand, une dépendance linéaire de M2 sur
les masses de quark est une bonne approximation au premier ordre:

s, p o~ ¢ (3.33)
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Dans le scénario a 3 phases, Ny est alors loin de ni(N.). Cela donne lieu a
une expansion du lagrangien effectif:

Lg=Lo+LitLo+... Lo= Y L (3.34)

Ce comptage engendre la Théorie Standard de Perturbations Chirale (SxPT
pour Standard xPT), proposée par Gasser et Leutwyler [6, 11, 12, 59, 60].
A Tordre ¢?, on a le lagrangien:

1
Lr=1 F>[(D,UD*U) + (Ulx + x'U)], (3.35)

avec x = 2B(s + ip) et B = X/F?2. L’ordre suivant, O(g*), est:
1
Ly, = ZFZ [Lo(D,U'D,UD*UTD"U) (3.36)

+L1<DHUTD”U>2 + L2<D,LU1DUU><D”UTD”U>
+Ls(D, U D*UD,UDUY + Ly(D, U D*UNXIU + Uty)
+Ls(DU'D*U(X'U + U'x)) + Le(x'U + U'x)?

+Lr(x'U = U'X)* + Ls (x'UX'U + UTxU')
_iL9<F£D”UDVUT + F,qu”UTD"U> + L10<UTF£/UFL;””>
FH(FRFE ¢ pL pLimy 4 Hy(xt)] .

v o
Ce lagrangien est valable pour un nombre quelconque de saveurs. Pour Ny =
3, le terme Lj peut étre éliminé grace a des identités de traces [6]. Le cas
Ny = 2 est esquissé en Sec. A.4. Les L; sont des constantes de basses énergie,
dont les valeurs doivent étre obtenues a partir des données expérimentales.
Elles sont renormalisées et dépendent de N;. Hy et H, sont des contretermes
de haute énergie, qui n’apparaissent pas dans les processus physiques de
basse énergie. Ils correspondent a des divergences présentes dans certaines
fonctions de Green (la structure de ces divergences est en effet contrainte par
la symétrie chirale).

3.4.2 X(N;) =0

Supposons que le condensat de quarks est nul. Dans le scénario a 3 phases,
cela correspondrait & la phase intérmédiaire, au-dessus de n;(N.). Quand
on fait ’expansion de M? en puissance des masses de quarks, c’est le terme
quadratique qui contribue en premier. Le lagrangien a I’ordre le plus bas sera

donc de la forme:

1
ZF2 (D UDMU) + A((UTM)? + (MTU)?) + Z5(UTM + MTU)?

+ZP (UM — M'U)? + HM'M)], (3.37)
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avec M = s + ip. A est lié au comportement a basse énergie du correlateur
(SaSb—Pan>, ZS a <S()S(]5ab—sasb> et Zp a <P0P05ab—Pan>. ZS et Zp violent
la régle de Zweig respectivement dans les secteurs scalaire et pseudoscalaire.
Ces trois constantes de basse énergie sont des parametres d’ordre dans le cas
générique Ny > 3. H est un contreterme de haute énergie.

3.4.3 Cas intermédiaire

On veut tenir compte de 1’éventualité d’un condensat de quarks faible.
Dans le scénario a 3 phases, cela voudrait dire que ’on approche le point
critique 1t (N.). On met inclure & ordre le plus bas les termes linéaire et
quadratique en masse de quarks:

. 1
Ly = ZF2 (D U'D*U) +2B(UTM + M'U)

+A(UTM)? + (MUY + Z5(UTM + MTU)?
+ZP (UM — MUY + H(MTM)] . (3.38)

Cela peut s’interpréter comme le premier ordre d’une expansion suivant
le comptage:

s,p~q, B~y (3-39)
ce qui donne lieu a ’expansion du lagrangien effectif:
Lg=Lo+ Lo+ Lo+ Ls+... L,= Y  BiLlw. (3.40)
k+14+n=d

On obtient ainsi la Théorie Généralisée de Perturbations Chirale (GxPT
pour Generalized xPT), proposée par Fuchs, Knecht, Moussalam, Sazdjian
et Stern [7, 9, 13, 14, 61, 62].

La contribution d’ordre suivant est O(q?):

Ls = EFQ [¢(D, UTDFU(MTU + U M)) (3.41)

+&(D, U DU MU + UTM) + py(MTU)? + (U M)?)

+po (MTU + UTM)MTM) + p3(M'U — UTM){((M'U)? — (UTM)?)

+pu( MU + UTMY((MTU)? + (U M)?) + ps(MTMY(MTU + UT M)

+p6(MTU — UMY (MU + U M) + p(MTU + UTM)?]
Rappelons que les constantes de basse énergie dépendent de Ny. Nous pou-

vons remarquer que:

— c’est le méme lagrangien effectif dont on fait 1’expansion selon deux
méthodes différentes. Si l'on considérait la série complete des £,, et
celle des L£,,, on obtiendrait le méme lagrangien,
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— L, inclut £,,, et lui adjoint des termes qui le comptage standard jugerait
d’ordre plus élevées,

— le comptage généralisé est également valable pour de grandes valeurs du
condensat de quarks. Les constantes supplémentaires présentes dans £,,
auront alors un faible impact sur les résultats numériques. Ces derniers
seront similaires a ceux obtenus dans le cadre standard,

— le comptage généralisé permet également de traiter le cas ¥ = 0, ce qui
impossible dans 'approche standard.

— les constantes Lg 7 g correspondent & Zg, Zp et A, tandis que Ly 5 cor-
respondent a E et £. Toutefois, les constantes standard [; sont définies
avec x = B(s+ip). Pour relier ces constantes au comportement a basse
énergie de fonctions de Green de QCD, il faut diviser ces fonctions de
Green par des puissances de B. Dans la limite du condensat de quark
nul, L;_4 56,78 seront donc par définition divergentes. Un tel probleme
n’affecte pas A, Zg, Zp, £ et €.

3.5 Expansion en masses de quarks

La théorie de perturbations chirale nous permet d’écrire le développement
en masse de quarks d’une observable telle que F2M3, avec la structure:

olt m, désigne formellement les masses des quarks u, d ou s, et F3dp ras-
semble les ordres supérieurs O(m}) (commengant par les termes NNLO next-
to-next-to-leading-order). Les coefficients X p, ap, bp sont des combinaisons
de constantes de basse énergie. Les termes logarithmiques chiraux log(Mp)
proviennent des boucles de mésons. Le coefficient associé a chaque puissance
de m, est indépendant de 1’échelle de renormalisation de la théorie effective
(FAM?3 et m, sont indépendants de cette échelle).

Remarquons que 'approche généralisée ne remet pas en cause la conver-
gence globale des expansions en masses de quarks, qui est justifiée par une
estimation dimensionnelle naive. Les constantes de basse énergie qui inter-
viennent dans ces expansions peuvent étre mis en relation avec des fonctions
de Green a n points de courants axiaux et vectoriels et de densités scalaires et
pseudoscalaires. L’estimation dimensionnelle naive de ces constantes consiste
a saturer ces fonctions de Green par un échange de résonances massives, de
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masse d’ordre Aqgcp. Pour les coefficients d’ordre M, on aboutit ainsi a l'es-
timation ~ 1/ Afcp- L’expansion en masses de quarks se comporterait donc
comme une série en puissances de m,/Aqcp < 1, a priori convergente.

Toutefois, cette estimation naive ne peut s’appliquer au terme linéaire
Y p, qui fait intervenir le condensat de quarks (pas d’état physique coloré
permettant la saturation). Et la convergence globale de la série n’implique
pas nécessairement une domination du terme linéaire en masse de quarks (le
condensat) sur le terme quadratique.

Nous allons donc partir des expansions de FAM3 et F2 en puissances
de masses de quarks. Nous supposerons que les restes NNLO (par exemple
Sp/M?3) sont petits, i.e. que la convergence globale est bonne. En revanche,
nous ne ferons pas d’hypothese sur la taille respective des deux premiers
termes [m,Xp comparé & m2(ap + bplog Mp)]. Ainsi, nos connaissances sur
les constantes de désintégration et les masses des mésons pseudoscalaires vont
nous permettre de contraindre les constantes de basse énergie apparaissant
aux premiers ordres de ces expansions [22, 23].

3.6 Masses des mésons pseudoscalaires et X

3.6.1 Role de L;

Commengons par étudier les masses des pseudoscalaires M,, Mg, M,, en
partant des formules de masses & I’ordre O(p?*) standard, Eqs. (10.7) dans
Ref. [6] et en les réecrivant comme:

F2M? = 2mX(3) + 2m(m, +2m)Z° + 4m? A + 4m?B2L + F25(3.43)
FiMz = (my+m)E(3) + (m, +m)(m, +2m)Z° (3.44)
+(my +m)?A + m(m, + m)B3L + Fidk.

7% et A sont des constantes indépendantes d’échelle qui contiennent les
constantes de basse énergie Lg(u) et Lg(u),

1 M2 2 M?
75 = 32B%|L — 1 LG | ] 3.45

1 ME: 2 M
A = 16B [Ls(u) ~ 137 (log ué{ + 3 log ”—jﬂ ,  (3.46)

avec By = X(3)/F} et Fy = F(3). Les logarithmes chiraux O(p*) restants
sont contenus dans L:

1 M?2 M?
L= log —£ +1 71 =25.3-1073. A4
35,3 [3 og 02 + log M}Z{] 5.3-10 (3.47)
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Il existe une équation similaire pour Fng
2272 2 2 s
Fo M, = §(2m3 +m)¥ + g(Qms + m)(my + 2m)Z (3.48)

4
+=(2m2 + m*)A + g(mS —m)*z"

3
1 FAME
+§ . [X(S)]2L+F77257,,
0

avec la constante indépendante d’échelle Z¥ = 16B;L;. Remarquons que
I’expression des constantes A, Zg et Zp en termes de L;_¢ 7 g inclut un facteur
By, de sorte que A, Zs et Zp ne divergent pas dans la limite ¥(3) — 0. Il y
a aussi 3 équations pour F3 (P=m, K, 1), qui seront traitées dans la Section
3.7.1. Remarquons qu’il est intéressant de considérer F2M3 et F2 comme
des observables indépendantes, car on peut d’emblée séparer les constantes
“de masse” Lg, L7, Lg des constantes L4, Ls qui apparaissent seulement dans
les constantes de désintégration F'2.

Dans (3.43), (3.44) et (3.48), tous les termes linéaires et quadratiques
en masses de quarks sont visibles. Toutes les contributions restantes, d’ordre
O(mguark) ou plus, sont rassemblées dans les restes § p. Nous pouvons imaginer
que ces derniers nous sont donnés, ce qui permet de considérer (3.43), (3.44)
et (3.48) comme des identités algébriques, reliant le condensat de quarks a
3 saveurs Y(3) [exprimé en unités physiques: X (3) = 2mX(3)/(F.Mx)?], le
rapport de masses de quarks » = m,/m, et les constantes de basse énergie
F(), L6(N), L7 et Lg(ﬂ)

Nous n’allons pas effectuer d’expansion supplémentaire, mais nous allons
étudier les conséquences de I'hypothése §p < M3 sur les constantes de basse
énergie. Remarquons que, méme en imposant dp = 0, nous ne sommes pas
dans le cadre de xPT standard a une boucle [6]: nous ne supposons pas que
le condensat ¥ (3) domine dans (3.43), (3.44) et (3.48), nous ne traitons donc
pas 1 — X (3) comme un petit parameétre d’expansion, et nous ne remplagons
pas 2mB, par M2 au sein des termes d’ordre supérieur. Nous ne suivons pas
non plus xPT généralisée [7], puisque nous ne traitons pas By comme un
parameétre d’expansion: méme avec ép = 0, (3.43), (3.44) et (3.48) dépassent
I’ordre en arbre de GxPT, puisque ces équations incluent des logarithmes
chiraux.

Il est intéressant de réexprimer (3.43) et (3.44) sous la forme:

2m S _ 4m?BE rL
W[E(g) + (2m + ms)Z ] = 1- 6(7") — FEME ’]‘——1 - (S, (349)
4m=A B 47712B(()2 L ,
F2M2 = E(’f') FZM,) j + 5 ; (350)
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ou
- 7~‘2 —T ~ FKMK 2
fr)=25—7 7 ( T ) 39 (3.51)
6 et &' sont des combinaisons linéaires des restes d, et dx:
r+1 6, - 2 O
6 = — — — .52
r—1M2 (E—I—T—I)Mf{’ (3:52)
2 4 2 Ox
§ = —/ | ¢ —. .
r— 1 M2 (EJH«—1)J\/[I%f (8.58)

Pour r grand, on s’attend & §' < § ~ &, /M?2. Comme dans Ref. [60], nous pre-
nons comme parametres initiaux Fy = lim,,, ,,,, 0 Fr [i.e. Ls4(p)], la constante
Lg(p) qui viole la régle de Zweig et le rapport de masses de quarks r = m,/m.
(3.49) aboutit donc a une formule non-perturbative (pas d’expansion) pour

X(3):
X(3)

- 1—|—[1—|—/<;(1_5_5)]1/2(]‘_€_5>7 (3.54)

ou K contient la constante Lg(u):

K = 64(r+2) (F }?")2 {Lﬁ(u) (3.55)

Lo( M 2 M) rL
——— [log— + —log — .
256m2 \ 2 98 n ) T16(r—1)(r +2)

(3.54) est une identité exacte, et intéressante si le reste § dans (3.52) est
petit, i.e. si I’expansion des correlateurs de QCD en puissances de masses
de quarks m,, mg, m, converge globalement. Cela signifie que §p < M3
dans (3.43) et (3.44), mais pas nécessairement que le terme linéaire (lié au
condensat) domine.

K décrit les fluctuations quantiques du condensat, et justement x =
O(1/N.). D’un autre c6té, pour que k soit petit, il faut bien choisir Lg(u):
k = 0 for 10®- Lg = —0.26 & D’echelle 1 = M, ce qui est proche de la va-
leur habituellement avancée dans les analyses de xPT standard [8]. Dans
ce cas, (3.54) prédit X (3) proche de 1, sauf si le rapport de masses de
quarks r décroit nettement de sorte que € — 1. Cet effet est bien connu
en GxPT [7]: la valeur minimale de 7 (correspondant a € = 1 et X(3) = 0)
est 71 = 2(FxkMg)/(FM,;) — 1 ~ 8. Remarquons que pour ces trés petites
valeurs de 7, la combinaison des restes d’ordre supérieur § n’est certainement
plus une quantité negligeable dans (3.54).

Mais les fluctuations quantiques peuvent alterer cette image: le nombre
qui précede les accolades dans (3.55) est trés grand (~ 5340 pour 7 = 26 et
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Fy = 85 MeV). Dés lors, méme une petite valeur positive de Lg(M,) peut
mener a une forte suppression de X(3), indépendamment de la valeur de
r = ms/m. Cet effet est représenté sur les Figs. 3.1 et 3.2, ot X (3) est tracé
en fonction de Lg(M,) pour r = 20, r = 25, r = 30 et F, = 85, 80, 75 et 70
MeV. La décroissance de X (3) est méme légerement plus marquée quand on
diminue Fj.

Une fois X (3) connu, on peut utiliser (3.50) pour calculer Lg(p):

L Fy  E+¢

Le(n) = 3.56

s = 6o -1 T EMETOX ) (3.56)
1 Mz 2. M

log =% + Zlog —2 5. 3.57

T2 { 8 2 T3%8 5 } (8:57)

Cette constante ne dépend de Lg qu’a travers X (3). On remarque que cette
dépendance est plus faible quand Fj diminue (en fait, Lg dépend de Lg a
travers By).

L7 s’obtient a ’aide de F;’M;;’ (3.48):

S S ' (3.58)
= RXEP R '

Lq

1
X §— + — — é(r
CEE 3F M} + FIM? — AFg My | — FZM2E
1)

r? Fy 2 87 o 2
30 1A X@)P FAME 3F, 8, + 1 1FK5K + (2r — 1) FA&.59)

ou F), sera discutée dans la Sec. 3.7.1. On remarque que la formule de Gell-
Mann-Okubo [64] corréle tres fortement L7 et Lg, i.e. A et Zp:

B3EIM? — AFE My + F2M? = 4(m, — m)*[A + 227 (3.60)
1 FiMd

322 F}
+3F}5, — AFz 6% + F26..

Z

M') M2
(r — 1)[X(3)] [3 log —% + log 7’}
Mz M

Expérimentalement, cette relation entre les masses et les constantes de dés-
intégration est bien satisfaite. Cela implique une correlation entre A et Zp
telle que A + 27Zp est petit?.

2. Dans le cadre standard, le membre de droite de (3.60) est d’ordre O(p?*), et donc
“naturellement” de petit taille, bien que la relation de Gell-Mann—Okubo fournisse la
encore une contrainte sur Ly et Lg. Remarquons toutefois que cette constatation ne suffit
pas a priviliégier le cadre standard: la petitesse de A + 2Zp pourrait étre fortuite, ou liée
a un phénomene sans rapport avec la taille du condensat de quarks a 3 saveurs.
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-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 3.1 — X(2) (lignes munies des croiz) et X(3) (lignes sans symbole) en
fonction de Lg(M,) - 10° et r = m,/m (traits pleins: r = 20, tirets: r = 25,
pointillés: r = 30) pour Fy=85 MeV (haut) et 80 MeV (bas).
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X(Nf)

X(Nf)

F1G. 3.2 — X(2) (lignes munies des croiz) et X (3) (lignes sans symbole) en
fonction de Lg(M,) - 10° et r = m,/m (traits pleins: v = 20, tirets: r = 25,
pointillés: 1 = 30) pour Fy=75 MeV (haut) et 70 MeV (bas).
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3.6.2 Inégalité paramagnétique pour X

Nous avons vu dans la Section 2.5 que les fluctuations de gq entrainaient
une augmentation du condensat a deux saveurs X(2) = — lim,,,0(Tu)|m, fixe
par rapport a ¥(3), de sorte que X(2) > X(3). Le condensat de quarks a
deux saveurs peut étre obtenu en considérant la limite:

E@):lmlggk&i

Jim S5 = 3(3) 4 M2y + 6, (3.61)

en gardant m, fixé. Nous avons &, = lim,, o F25,/(2m) et Z5|,,—o = Z° +
BIAZS, avec:
1

AZS =
1672

log =X + 2 . 1og =1 3.62
Ogﬂ4§.+'9 ogﬂ43 (3.62)

M2 2 AF]

et M2 = lim,,_, M32. L'effet de AZ5 est tres faible?. Il faut comparer AZ*
aux termes logarithmiques contenus dans Z% (3.45), considérés & une échelle
typique u ~ M,. AZ $ vaut & peine 10% de ce terme logarithmique.

Aprés avoir éliminé Z* de (3.49) et (3.61), on obtient le rapport de Gell-
Mann-Oakes-Renner & deux saveurs X (2) = 2mYX(2)/(F,M,)*

r 2

A AT (3.63)
_% (3)? [%L — rAZS} + 8y,
avec:
= by (3.64)
- o i ] e

T ey 2 2k
€ )
r+1 r—1/) M?

Dans 'expression de &x, les restes §p /M3 sont supprimés par m/m,: cette
suppression est évidente pour dx [¢ = O(1/r)], tandis que 'opérateur ap-
pliqué sur &, supprime les composantes O(mm?). Pour r > 20 on s’attend
donc a |6x| ~ |¢'|. La dépendance de X (2) sur Lg est entierement cachée
dans X (3). Elle est donc marginale, comme le confirment les Figs. 3.1 et 3.2,
ou X(2) est tracé avec X (3) pour r = 20, 25, 30.

3. Son évaluation suit ’analyse exposée en Sec. B.3.
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L’inégalité paramagnétique X (2) > X(3) fixe la valeur maximale que
peut atteindre X (3) = X (3)|max. Si on considére (3.61) en négligeant §%(2),
on voit que ceci correspond a la borne sur Lg:

1 M2 2 M?
Le(p) <1og u’f + Zlog —") : (3.66)

Fig. 3.1 montre clairement la borne inférieure correspondante: Lg(M,) >
—0.21-10°3.

X(2) est en revanche fortement correlé & 7, en particulier pour les pe-
tites valeurs de r. (3.63) nous indique que X(2) ~ [1 — € - r/(r + 2), a
de petites corrections liées & X (3). Si nous négligeons AZ5, X(2) est une
fonction quadratique de X (3). On peut alors étudier les variations de X (2)
quand X (3) varie de 0 & X (3)|nax. Les Figs. 3.1 et 3.2 confirment que X (2)
n’est pas une fonction monotone de X (3): elle est d’abord croissante, puis
décroissante. Cette décroissance provient du terme négatif quadratique en
X(3) dans (3.63), dont l'influence devient sensible quand X (3) est grand.
Cette décroissance est plus accentuée quand Fjy diminue car le facteur qui
multiplie [X (3)]? dans (3.63) augmente alors.

X (2) n’atteint donc pas son maximum pour la borne paramagnétique
X(2) = X(3)|max, tandis que son minimum correspond & la plus petite des
deux valeurs atteintes en X (3) = 0 et X(3) = X (3)|max*- On se représenter
intuitivement 1’évolution de ce minimum lorsque r varie. Pour grand r, le
terme linéaire en X (3) dans (3.63) est négligeable: le minimum de X (2) est
alors en X (3) = X(3)|max. Pour petit 7, X(2) et X(3) se rapprochent de 0, et
le terme quadratique en X (3) devrait étre négligeable par rapport au terme
linéaire. Le minimum de X (2) se trouve alors en X (3) = 0. Ceci est confirmé
par 'analyse numérique précise de (3.63) incluant AZ%. On a représenté
sur la Fig. 3.3 les intervalles de variation de X (2) pour différentes valeurs
de Fy. La courbe correspondant au minimum de X (2) présente une dérivée
discontinue lorsque le minimum de X (2) ne correspond plus & X (3) = 0, mais
a X (3)|max- On voit que X (2) est fortement correlé & r, bien qu’une valeur
élevée de X (2) ~ 0.9 puisse étre associée a un large intervalle pour 7.

4. Ceci corrige l'affirmation de Ref. [21], selon laquelle les valeurs minimales et maxi-
males de X (2) étaient obtenues respectivement pour X(3) = 0 et X(3) = X(3)|max-
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X(2)

— 80< FO< 85 MeV
-- 70< FO< 80 MeV

20

25

r=ms/m

30

35

49

F1G. 3.3 — Intervalle de variation de X(2) en fonction de r pour différentes

valeurs de Fj

3.7 Constantes de désintégrations et [

3.7.1 Role de L4

Il est possible d’effectuer le méme travail pour les constantes de désintégration:

F? =

Fi =

F2 +2mé + 2(2m 4 m,)€

1 F2M?
1672 FO2

X(3) [21og

2
K

MZ

n
—|—10gM—I2{ + é&n,

F2 4 (m +my)é +2(2m + m,)é

1 F202

2 F2

(3)L + EK,

2

avec les constantes indépendantes d’échelle reliées a Ly et Ls:

Y
Il

8B, [L5(M)

8B, [L4(u)

1

25672
1

25672

( M
log
1

log

2

K

2

+ 2log

2
n

2

)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)
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(3.67) et (3.68) contiennent tous les termes constants ou linéaires en masse
de quarks dans I’expansion de F? et FZ, tandis que ep désignent des restes
d’ordre O(m? ,.,). Il existe également une formule pour F,, que l'on peut

auark
réecrire de maniere analogue a la formule de Gell-Mann—-Okubo:
4 1 1 MZ2F? M}
F} = _Fp—_F; T TrX(3)log — 3.71
v = gl gl gy X lee g (3.71)
1 MZF? M M?
=T X(3) (log—L —1 K
T g O (Og Mz~ 8 M,%)
4 1
+e, — §5K + §E7r'
On peut réexprimer (3.67) et (3.68) sous la forme:
2mé 1 F?M?X(3) M} M}
= 7 = 5log —% + 3log —1 3.72
A ORIET oy o Pl L B VA b Vo (3.72)
2 Ex €K
omé 1 N F2
— = 1— - — 3.73
F? r+2{ 1) = 2 (3.73)
1 F2 M2 ar+1.  ME 2r+1 M
_ —T T X(3 1 K 1 ]
Sam2 B2 F2 X0 )[7«—1 N VP R— Ogng}
n 1 2 ex r+1le,
r+2|r—1F2 r—1F2]’
avec:

2 (F2 0.977
n(r) = -1~ . 3.74
i(r) r—1 (FE ) r—1 (8:74)

On voit que £ (i.e. L) est essentiellement donné par X (3) et r, tandis
que & (i.e. L) dépend crucialement de la différence entre F(3) et F,. Ainsi,
on peut extraire de (3.73) une équation quadratique pour [F(3)/F,]*> ou
intervient Ly4:

F(3)* _ F(3)
avec:
M2 s

1 1 M2 M?
4r + 1)1 K (2r+1)1 1
95672 (r + 2)(r — 1) {( r+1)log M2 +(2r+ )OgMg{]}’

r+1¢e, _ 2 €K
£ = R (77+T_1>F12{. (3.77)
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[E(Ny)/Fa]? | F(Ny) (MeV) || [F(Ng)/Fe]* | F(Ny) (MeV)
0.95 90.1 0.7 77.3
0.9 87.6 0.6 71.6
0.8 82.6 0.5 65.3

TaB. 3.1 - Correspondance entre [F(Ny)/F,]* et F(Ny).

(3.75) a pour solution:

F(3)? 1—ﬁ—£+\/(1—ﬁ—8)2—4LX(3)
F2 2 '

s

(3.78)

Remarquons que cette formule est ’analogue de (3.54), qui reliait X(3) a
Lg(p) viale parameétre k. Pour r = 25, le facteur précédant les accolades dans
la définition de ¢ est de I'ordre de 460 - X (3), et ¢ s’annule pour L4(M,) =
—0.51-1073.

On peut tracer de la méme maniere que précédemment les variations de
F(3) avec L4(M,) pour différentes valeurs de r et de X (3) (voir Figs. 3.4 et
3.5). On constate que l'intervalle dans lequel Ly peut varier s’élargit quand
X(3) diminue. Cet élargissement est 1ié a la définition méme de L4, qui
décrit le comportement a basse énergie d'une fonction de correlation de QCD,
divisée par By = X(3)/F(3)2.

(3.75) ne peut avoir de solution que si tX(3) < (1 — 7 — €)2/4. (3.75)
donne alors ’encadrement de F(3):

= 2
= 727 EgFS%) <l-jj—-e (3.79)

3.7.2 Inégalité paramagnétique pour F?

On obtient F'(2) en prenant la limite:

F2(2) = lim F2 = F(3)* 4 2m,€|meo + €2, (3.80)
m—r
en gardant m, fixé. Nous avons €5 = lim,, g€, et §|m:0 = §~—|— BOAE, avec
~ 1 M2
A€ = log =% 3.81
= g53log 2 (3.81)

qui a un impact numérique tres faible sur les résultats, a I'instar de AZ°
pour X(3). On obtient ’équation:

{@r:[l_ﬁ]/ L2 [FB)r_rX(?))QS[FW)r_ r

P 2 r+2 | F, r+2 7| F@3 ol
(3.82)
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[F(Nf)/Fpi]~2

[F(Nf)/Fpi]~2

04 ‘ i ‘ i ‘ i ‘
-04 -0.2 0 0.2 0.4

F1G. 3.4 — F(2) (lignes munies des croix) et F(3) (lignes sans symbole) en
fonction de Ly(M,) - 103 et r = my/m (traits pleins: r = 20, tirets: 7 = 25,
pointillés: r = 30) pour X(3)=0.9 (haut) et 0.8 (bas).
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[F(Nf)/Fpi] 2

[F(Nf)/Fpi]"2

o4 o
-04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

F1G. 3.5 — F(2) (lignes munies des croiz) et F(3) (lignes sans symbole) en
fonction de Ly(M,) - 103 et r = my,/m (traits pleins: r = 20, tirets: 7 = 25,
pointillés: r = 30) pour X(3)=0.7 (haut) et 0.5 (bas).
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avec
r+le, r+2¢e - 2 EK
_ En _ 2 )X 3.83
FT LTI T R < —1>F}’< (3:83)
1 r+1 r+2 . ~ 2 €K
= F—;[T_f"— ; ,Einogw]—(”+m> o (384
1 M2[4r+1. M2 2r4+1_ M?
— ™ 1 K 1 7
= me [r—l A N V)
Mz
+(r + 2) log {f} : (3.85)
M

Il est intéressant de comparer 'expression de F'(2) en fonction de F(3) avec
(3.63), qui donne X(2) en fonction de X (3). Si la structure est superficielle-
ment analogue, nous remarquons que (3.63) était une fonction quadratique de
X (3), alors que (3.82) fait intervenir (F(3)/F,)? et son inverse (Fy,/F(3))%.
De plus, (3.82) est une fonction croissante de F'(3), alors que X (2) n’est pas
une fonction monotone de X(3). On voit en revanche que € supprime les
restes ep/F% par un facteur m/mg, de maniére similaire & dx.

L’inégalité paramagnétique F'(2) > F(3) se traduit donc par une borne
supérieure pour F(3):

PE)? _ 1—77—5F+\/(1—77—5F)2—4¢X(3)-

3.86
F2 - 2 (3.:86)

Un calcul rapide permet de se convaincre que la condition X (3) < (1 — 7 —
er)?/(49) est satisfaite pour tout r entre 71 et 7, (il suffit d’avoir X (3) < 2.2).

Cette borne paramagnétique se traduit également par la borne sur Ly(u):
1 Mz

—1
> 25672 o8 w2’

La () (3.87)

qui correspond & —0.37 - 1072 & I’échelle u = M,. On peut voir les courbes
de F(2) et F(3) se rejoindre pour cette valeur sur les Figs. 3.4 et 3.5.
Puisque ¢ > 0, (3.79) et (3.86) aboutissent a I’encadrement:

<1—7—max(ep,¢). (3.88)

ol on a combiné les deux bornes supérieures issues de (3.79) et (3.86), iden-
tiques aux restes € et ep preés. Les bornes inférieure et supérieure sur F(3)
ainsi obtenues sont indiquées sur la Fig. 3.6 (en négligeant les restes € et ep).
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F1G. 3.6 — Bornes pour Fy = F(3). La borne inférieure (trait plein) pro-
vient de 'ezistence d’une solution pour l’équation (3.75), la borne supérieure
(pointillés) de linégalité paramagnétique F(2) > F(3) (avec X(3) =0).

La Table 3.2 indique, pour quelques valeurs de r, les bornes correspon-
dantes pour F(2) obtenues grace a (3.82). Elle indique également les valeurs
de X (3) et F(3) qui saturent les deux bornes paramagnétiques F(2) = F(3)
et X(2) = X(3). Cela correspond au scénario ot la régle de Zweig n’est violée
nulle part (masses et constantes de désintégration).

3.8 Constantes de basse énergie

On peut utiliser les équations (3.56), (3.58), (3.72) et (3.73) pour calculer
les constantes de basse énergie L;—4575 en fonction de r, Fy et X(3). On
peut alors utiliser (3.54) afin d’exprimer L4, L5, L7 et Lg comme fonctions
de Lg, Fy et r. Les résutats sont affichés dans les Tables 3.3 et 3.4 comme
fonction de Lg pour deux valeurs de Fj et trois valeurs de r.

Ces tables ont été obtenues en négligeant les restes d’ordre supérieur dp
et ep. Si ces restes sont de taille notable, les valeurs proposées dans ces
tables devraient étre nettement modifées. Si nous considérons toujours les
constantes de basse énergie comme fonctions de Lg(M,), et que nous faisons
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F(2) [MeV] Regle de Zweig

r min max | F [MeV] X

10 | 81.3149 87.2418 | 85.5733  0.403481
15 | 82.3415 89.1183 | 86.1716  0.750859
20 | 83.0197 89.9935 | 86.7114  0.85973
25| 83.3764 90.5001 | 87.082 0.905411
30 | 83.4336 90.8305 | 87.3458  0.927822
35 | 83.1392 91.063 | 87.5453  0.93994

TAB. 3.2— A gauche, bornes pour F(2) obtenues d partir des bornes pour F(3)
(Fig. 3.6). La borne inférieure vient de ’existence d’une solution pour (3.75),
la borne supérieure est déduite de l’inégalité paramagnétique: F(2) > F(3)
avec X (3) = 0. A droite, valeurs de F(3) et X(3) saturant les deuz inégalités
paramagnétiques: F(2) = F(3) et X(2) = X(3).

varier la taille des restes NNLO dans une fourchette de 5%, les variations
correspondantes de X (3) seraient d’ordre £0.02, et se répercuteraient sur les
L,(M,) avec une ampleur d’autant plus grande que X (3) est petit (d’ordre
+0.3- 1072 pour X(3) ~ 0.8, r ~ 25).

La Ref. [60] estime les restes NNLO dans le cas Standard. Elle pose
L4(M,) = L¢(M,) = 0 et r = 24, estime les contre-termes d’ordre Standard
O(p®) en saturant les corrélateurs associés avec des résonnances, et procéde
a un ajustement global sur les données disponibles (masses, constantes de
désintégrations, facteurs de forme). Pour les constantes de désintégration, les
restes NNLO ¢ep sont de l'ordre de 5%. La situation est moins claire pour
les masses, car on observe une mauvaise convergence de la série. On a par
exemple M?2/(M2)pnys = 0.746 + 0.007 + 0.247, ou les trois termes corres-
pondent respectivement au terme dominant, NLO et NNLO [O(m), O(m?)
et O(m?3)]. Ref. [60] suggére qu'en variant Ly4(M,) et Ls(M,) = 0, il est pos-
sible de réduire la contribution NNLO, mais le terme O(m?) entre alors en
compétition avec le terme dominant.

Cette situation, inacceptable dans le cadre Standard, a justement consti-
tué notre cadre d’étude. Il conviendrait de reprendre I’analyse de Ref. [60]
en autorisant une compétition entre les termes linéaires et quadratiques en
masse de quarks dans les expansions des masses pseudoscalaires. On peut
espérer que les problémes de convergence observés par Ref. [60] seront alors
résolus. Si ce n’etait pas le cas, et si les restes d’ordre supérieur devaient
étre réellement de grande taille, il faudrait s’interroger sur la pertinence du
développement en puissances de masse de quarks, qui est un élément essentiel
de la Théorie des Perturbations Chirale.
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r =20 r =25 r =30
Lg 4 5 7 8 4 5 7 8 4 5 7 8
-0.2 |-0.284 2410 -1.259 2.624|-0.282 1.603 -0.503 0.994 | -0.284 1.130 -0.185 0.298
-0.15 | -0.273 2.522 -1.356 2.835|-0.271 1.713 -0.555 1.112|-0.273 1.235 -0.209 0.358
-0.1 |-0.264 2.628 -1.452 3.044|-0.261 1.812 -0.604 1.224 |-0.262 1.332 -0.233 0.416
-0.05 | -0.255 2.728 -1.545 3.247 | -0.251 1.905 -0.652 1.334 |-0.252 1.417 -0.254 0.470
0. -0.246 2.824 -1.636 3.445|-0.242 1.993 -0.699 1.440 |-0.243 1.501 -0.276 0.525
0.05 | -0.238 2.915 -1.725 3.640 | -0.234 2.076 -0.745 1.544 | -0.235 1.578 -0.297 0.577
0.1 [-0.230 3.000 -1.812 3.829 |-0.226 2.156 -0.791 1.647 |-0.226 1.653 -0.319 0.630
0.2 |-0.215 3.167 -1.986 4.207 | -0.210 2.306 -0.880 1.848 | -0.211 1.790 -0.360 0.730
0.3 |-0.201 3.321 -2.154 4.572|-0.196 2.442 -0.965 2.040|-0.197 1.917 -0.400 0.829
0.4 |-0.188 3.466 -2.318 4.930 | -0.184 2.572 -1.050 2.232|-0.184 2.036 -0.439 0.925
06 |-0.164 3.735 -2.639 5.627|-0.155 2.811 -1.215 2.602|-0.159 2.253 -0.516 1.112
0.8 |-0.141 3.981 -2.951 6.304 | -0.136 3.027 -1.375 2.962 | -0.137 2.449 -0.591 1.293
1. -0.121 4.209 -3.256 6.966 | -0.116 3.228 -1.532 3.314 | -0.117 2.631 -0.664 1.471

TAB. 3.4 — Constantes de basse énergie L;(M,) - 10% en fonction de Ls(M,) - 10° et de r = m,/m, pour Fy=85 MeV.
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i | L;(M,)-10° | Origine

1 0.4 +£0.3 K4, ondes D 7, Regle de Zweig
2 1135 +£0.3 K4, ondes D 77

3 1-35£11 K4, ondes D 7, Regle de Zweig
4 | -0.3 £ 0.5 | Regle de Zweig

5| 1.4+£05 | Fg/F;

6 | -0.2+0.3 Regle de Zweig

7| -04+0.2 Gell-Mann—Olubo, Ls, Lg

8 | 0.94+0.3 Mo — Mg+, Ls, (2my — m, — my)/(mq — m,,)
9 | 6.9+07 | ()T

10| -55+ 0.7 | m™— evy

TAB. 3.5 — Valeurs des constantes de basse énérgie O(p*) standard données

dans Ref. [63].

Les valeurs standard des constantes de basses énergie sont rappelées dans
la Table 3.5. Ces valeurs supposent la suppression de Lg(u) et La(u) en invo-
quant la regle de Zweig a 1’échelle u = M,,. Elles sont évidemment compatibles
avec notre analyse. On peut le voir sur les premieres lignes de la Table 3.4, qui
correspondent & X (2) ~ X(3) ~ 0.9, r = 25, F; = 85 MeV. Les valeurs de
L4(M,) et Lg(M,) indiquées dans la Table 3.5 sont en accord avec les bornes
inférieures obtenues en saturant les inégalités paramagnétiques pour F' et X.
Les valeurs standard indiquées sur cette table correspondent a X (2) = X (3)
et F(2) = F(3).

L’analyse des masses et des constantes de désintégrations pseudoscalaires
ne permet pas de conclure que les fluctuations de gg ont des effets importants
sur la structure chirale du vide. On remarquera toutefois que la détermination
des constantes de basse énergie est extrémement sensible a la valeur choi-
sie pour Lg(M,). Un faible déplacement de Lg vers des valeurs positives
écarterait fortement X (2) et X (3), et augmenterait nettement Lg(M,) et
Ls(M,).

La Table 3.5 indique ’origine expérimentale ou théorique des estimations
des L; dans le cadre standard. Il semblerait par exemple que la détermination
de Ls, Ly et Lg est indépendante de L4 et de Lg. Mais il faut se souvenir de la
procédure suivie pour déterminer ces constantes. On considere I’expression de
diverses observables dans le cadre standard a une boucle. On voit apparaitre
a lordre O(p*) des logarithmes, tels que (mBg)? log(M3/u?) pour F3ZM3. On
remplace dans ces logarithmes les facteurs 2m B, par M2 et (m + m,) B, par
M. L’erreur commise est d’ordre O(p®). On combine les expressions ainsi
obtenues pour isoler I'une des constantes désirées.
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Mais dés que Lg(M,) quitte la borne inférieure —0.2- 1072 pour se diriger
vers les valeurs positives, X (3) diminue fortement. Le remplacement de 2m B,
par M? et de (m + m,)B, par M n’est alors plus justifié. Pour résumer, la
détermination de L5, Ly et Lg est dépendante de la taille de X (3) et donc de
la valeur de Lg.

3.9 Conséquences pour la diffusion 77

L’analyse des expériences devrait nous permettre bientot de fixer X(2).
Nous avons vu que ce dernier était fortement corrélé a r = m,/m. Si X(2)
n’est pas proche de 1, le rapport r = m,/m doit étre nettement plus petit
que la valeur standard de 25. Mais méme si X (2) s’avére grand (par exemple,
0.8-0.9 avec 7 ~ 20 — 30), ce qui justifierait 'utilisation de xPT Standard
pour Ny = 2, X(3) reste inaccessible.

Si nous étudions la diffusion 77, les parametres décrivant ’amplitude
A(s,t,u) autour du point symétrique s = t = u = 4M?>/3 permettent de
déterminer X (2). Dans le cadre Standard a 2 saveurs, on a:

M2
32722

X(2)p =1 [4ly — B3] + O(p°). (3.89)

avec les constantes de basse énergie idépendantes d’échelle I et Iy, qui appa-
raissent dans les expansions:

W= Ty et 00 69
Pl = PP gt 06 oo

I, peut étre déterminé a I’aide du rayon scalaire du pion, mais /3 devrait
étre mesuré par la diffusion 7. Si on se place dans le cadre Standard pour
Ny = 2 et Ny = 3, avec un rapport de Gell-Mann—Oakes—Renner d’ordre
1 dans les deux cas, on peut développer les constantes de basse énergie I3
et [y de SUL(2) ® SUR(2) en puissances de m,, de fagon & les comparer
aux constantes de basse énergie de SU.(3) ® SUg(3). La combinaison I3 + Iy
correspond a 2Lg + Lg. Si nous avons des résultats tres précis concernant la
diffusion 77, nous devrions étre en mesure de détecter une violation de la
regle de Zweig. Mais il ne nous est pas permis de fixer Lg en utilisant ces
résultats expérimentaux, méme dans le cadre standard . Or nous avons vu
que X (3) dépendait crucialement de la valeur précise de Lg. Méme en se
restreignant a ’hypothése standard [X(3) grand], la diffusion 77 ne permet
pas d’accéder au condensat de quarks pour Ny = 3.
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3.10 Résumé

Apres avoir rappelé quelques éléments de la Théorie de Perturbations
Chirale, nous avons étudié ’expansion en masses de quarks des masses et
des constantes de désintégration pseudoscalaires. Nous avons tronqués ces
expansions, en ne conservant que les deux premieres puissances de masses de
quarks, et en supposant que les restes d’ordre supérieur [d’ordre O(mguark)
pour FZM?3 et d’ordre O(miuark) pour F32] sont petits. On peut réecrire ces
expansions pour faire intervenir des constantes “effectives”, indépendantes
d’échelle, qui combinent des logarithmes chiraux et des constantes de basse
énergie. Les F2M?% font intervenir X(3), F2(3) et des constantes reliées & Lg,
Ly et Lg, tandis que F3 fait apparaitre F%(3) et des constantes reliées & Ly
et L5.

Nous ne considérons pas ces expansions dans le cadre de xPT Standard a
une boucle, puisque nous ne supposons pas que le condensat de quarks 3(3)
domine les expansions des masses pseudoscalaires. Nous ne somme pas non
plus dans le cadre de xPT généralisée a I'ordre des arbres, puisque les expan-
sions incluent des logarithmes chiraux. Ces expansions relient des quantités
expérimentales (masses et constantes de désintégration) & des constantes de
basse énergie de la Théorie de Perturbations Chirale. Il est possible d’inver-
ser ces relations: L;—4 g [et donc X (2) et F(2)] s’obtiennent alors comme
fonctions de F(3), r = my/m et X(3).

La variation du rapport de Gell-Mann-Oakes-Renner X entre Ny = 2
et Ny = 3 est gouvernée par Lg. L’égalité X (2) = X (3) (saturation de
la borne paramagnétique) s’obtient pour Lg(M,) = —0.21 - 1073, Deux si-
tuations peuvent aboutir a un rapport de Gell-Mann-Oakes—Renner pour 3
saveurs X (3) nettement inférieur & 1. Dans le premier cas, le rapport des
masses de quarks 7 est nettement plus petit que 25, ce qui donne lieu a
X(2) et X(3) petits [X(2) est fortement correlé a r|. Dans le second cas, il
s’agit d’augmenter Lg(M,) par rapport a la valeur saturant la borne para-
magnétique. En effet, il suffit que Lg se décale 1égerement vers les valeurs
positives pour assister & un affaissement de X (3), tandis que X (2) reste qua-
siment constant. On pourrait alors avoir X (2) grand et X (3) petit, pourva
que la regle de Zweig soit fortement violée pour le corrélateur lié a Lg.

Le méme travail peut étre effectué pour les constantes de désintégration.
La différence entre F?(2) et F?(3) est liée & L4: I’égalité s’obtient pour
Ly(M,) = —0.37-1073. Si Ly(M,) se dirige vers les valeurs positives, on
assiste 13 encore & une séparation trés rapide de F?(2) et F2(3). Pour r =
25, la saturation des inégalités paramagnétiques pour F? et X aboutit a
X(2) = X(3) =0.9et F(2) = F(3) = 87 MeV. Ce scénario “ultra-standard”

correspond aux valeurs minimales de L4 et Lg (pas de violation de la réegle
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de Zweig). Une légere dérive vers les valeurs positive suffit pour obtenir des
schémas de brisure de la symétrie chirale tres difffents entre Ny = 2 et
Ny =3.

Méme si nous ne connaissons pas encore la valeur de X (2), il est donc
intéressant d’étudier cette violation, et d’en voir les conséquences sur la struc-
ture chirale du vide entre Ny = 2 et Ny = 3.
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Chapitre 4

Etude d’un théoreme a basse
énergie

La différence entre les condensats de quarks pour 2 et 3 saveurs légeres
est liée a un correlateur violant la regle de Zweig dans le secteur scalaire
0*. Une régle de somme permet d’évaluer ce correlateur, en étudiant les
facteurs de forme scalaires du pion et du kaon. L’étude de cette regle de
somme suggere que la structure chirale du vide évolue fortement entre 2 et
3 saveurs, non seulement pour le condensat de quarks, mais aussi pour la
constante de désintégration pseudoscalaire [22, 23].

4.1 Corrélateur de deux densités scalaires

Introduisons le corrélateur [65, 66]:

. mm, i i ) .
=iz iy [ de e (0T {@u(x) 55(0)3(0), - (41)

I1(p?)

qui est invariant sous le groupe de renormalisation de QCD, et viole la
régle de Zweig dans le secteur 0. Ce corrélateur posséde une étroite pa-
renté avec Ilz, introduit en Sec. 2.5.3, lié aux fluctuations des petites va-
leurs propres de 'opérateur de Dirac. Pour m, # 0, Il est un parametre
d’ordre de SU.(2) ® SUR(2), lié a la dérivée de X(2) par rapport a my:
mm,0%(2)/0m, = M2ZMZII(0).

Si nous reprenons ’analyse du spectre pseudoscalaire détaillée dans le
chapitre préédent, nous pouvons partir de la relation entre r, X(3) et X(2)
donnée par (3.63) pour calculer 9%(2)/0m,. (8Z%/0m,),,—¢ s’obtient gréce
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a (3.45). On peut ainsi relier Z5 et I1(0):

2mm, | ¢ m F25
X(2)-X(3) = TV Z \m:0+F2M2 lim == - (4.2)
2M2 P X(3)EF2M2 (- 2-
= K0 iAW\
F2 O+ 55 i\ g
) F2§,
ik (1 —m, ) lim —* (4.3)

+
FEM,,% mg ) m—0 m

avec les dérivées logarithmiques: A\p = m, - (log M2)/dm,. Nous avons in-
diqué ici les ordres supérieurs F2§, dans I'expansion en masses de quarks
de F2M?. Le terme dominant en est O(mm?), de sorte que le dernier terme
dans (4.3) devrait étre ~ (—8,/M?2).

On voit que Lg (ou la différence X (2) — X (3)) est une mesure de la viola-
tion de la regle de Zweig dans le secteur scalaire. On va essayer d’incorporer
une information expérimentale sur cette violation, en évaluant II(0) a l'aide
de la regle de somme:

1 s

moy = - /0 ds Tm TI(s) % (1 _ —) (4.4)

Us S0

1 [ 1
—I-—/ ds Im II(s) — (1 - i)
T J, s S0

- ds Ti(s) = (1 . i) .

2 |s|]=s0
Ces trois termes vont étre évalués a 'aide de techniques différentes:

— Pour 0 < /s < /51 ~ 1.2 GeV, on détermine la fonction spectrale
Im IT en résolvant des équations d’Omnes-Muskhelishvili a deux canaux
couplés pour différents modeles de matrice T dans le secteur scalaire.

— Pour /51 < /s < /50 ~ 1.5 GeV, on utilise la fonction spectrale
obtenue en dessous de s; dans une autre régle de somme pour borner
la contribution de l'intégrale.

— Pour |s| = s¢, on utilise 'expansion en produit d’opérateurs.

4.2 Comportement asymptotique de II

L’OPE de II est de la forme:

mmg

Q') = iyppe lm [ dte e OTlaue) sO)0)  (15)
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Im(s)

Fic. 4.1 — Contour de l’intégrale utilisée dans la regle de somme pour le
correlateur (Uu §s).

mms
W T 2 e 0010.0), (1.6
n>4
avec P2 = —p? u I’échelle de renormalisation, t = p*/P? et O, une com-
binaison d’opérateurs de dimension n. II se transforme chiralement comme
(@u)(5s) et on considére la limite chirale m — 0. L’opérateur de plus basse
dimension apparaissant dans OPE est donc O, = m,uu. Les diagrammes
contribuant a cet opérateur comprendront au moins deux lignes gluoniques.
On se place en régularisation dimensionnelle (d = 4 — 2w) et dans la
famille des jauges de t’Hooft, ou le propagateur du gluon est de la forme:

& (%—(1—5) ks )5 (4.7)

k2 + e k2 + e

ou ¢ est un parameétre réel libre. Le coefficient de Wilson de m @u (au pre-
mier ordre) s’obtient en faisant la somme de 6 intégrales a deux boucles.
On s’apercoit directement que les contributions en ¢ et ¢2? s’éliminent dans
cette somme d’intégrales. On vérifie que le coefficient de Wilson de m,au (au
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ONGLONG,
ONGIONG,
ONOLONG,

F1G. 4.2 — Diagrammes de Feynman contribuant ¢ my(au) dans I’OPE de 11
(ordre le plus bas en a,). Le cercle blanc représente la source scalaire u, le
cercle noir 3s.

premier ordre) est indépendant de la jauge choisie (au moins pour la famille
des jauges de t’Hooft).
On cherche le comportement & grand P? d’intégrales de la forme:

1 [ diq d%
it m(au)— k2 k.qg-k 4.8
gs <UU>p2/(2ﬂ)d(2ﬂ) P* ¢,k p-q,p-k,q-k,m2) (4.8)
1
x 2 21n 2 21n
[(p — @)* — mg]™2[q* — mg]™
1

{0+ B = el )2 — el — e

ol P est un polynome de degré 2. mg correspond a la fois a m = m, =
mq pour les propagateurs fermioniques de la boucle de quark u, et a une
masse fictive régularisant les divergences infrarouges gluoniques. On prendra
la limite mqy — 0.

En utilisant des identités du type 2(k-q) = [(k+q)*+m?] —[k*+m?] — ¢*
on se ramene a une somme d’intégrales de la forme:

q d*k

21/0 [q _ m I/1 [kQ _ m2]l/2

P20 J({vi}, {mi}, p) (4.9)

"+ 02 = mA I - q) —m3]u[(k + p)? — m2
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avec m; = my = mg et my = m3 = ms = m,. Ces intégrales sont formelle-
ment identiques aux intégrales mises en jeu dans le calcul de self-energies a
deux boucles Le comportement de telles intégrales a grand moment extérieur
a déja été étudié: 1'idée de base est de suivre le flux de ce grand moment
extérieur a travers le diagramme de Feynman, afin de proceder a ’expan-
sion de Taylor des propagateurs de maniére judicieuse [67]. Cette procédure,
qui s’appuie sur le théoreme d’expansion asymptotique [68], est esquissée en
Sec. C.1.

Apres des calculs relativement longs, on obtient le premier terme de I'ex-
pansion en produit d’opérateurs. Certaines des intégrales considérées au cours
du calculs contiennent des pdles en 1/w, mais on constate que ces divergences
s’éliminent quand on ajoute 1’ensemble des contributions (cette élimination
des divergences constitue une validation non-triviale de la procédure). Le
premier terme d’OPE est:

i lm, / &'z &7 (O[T {mau(z) mss(0)}|0)  (4.10)
18[1 —2¢(3)] say\2 m? _
P P2 (?) aazagz ™

Nous sommes dans la limite m — 0, m, # 0. Le condensat apparaissant ici
doit étre le condensat de quarks pour deux saveurs nulles.

4.3 Contribution pour 0 < s < s

4.3.1 Equations d’Omnes-Muskhelishvili

Pour connaitre 'intégrale:

1 [ 1
7= —/ ds Tm TI(s) - (1 . i) : (4.11)
™ Jo S S0

il faut déterminer Im II entre 0 et s; (y/s; ~ 1.2 Gev). 7w et KK devraient
dominer la fonction spectrale dans ce domaine d’énergie. Aucune contribution
de 47 et m n’est observée dans ce domaine d’énergie, et nous négligerons donc
ces canaux (ils commencent & intervenir pour /s > 1.2 Gev). Les canaux
71 et KK sont notés respectivement 1 et 2. La fonction spectrale s’exprime
comme [65]:

mm, 1 s — 4Mi2 % 2
Im II(s) = A Tom gl:z,/ T[mFi(s)][niGi (5)]0(s — 4M?), (4.12)
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avec les facteurs de forme scalaires du pion et du kaon:

Fo = minm ) Co=( dwnm ) @

On anoté My = M, et My = Mg. n; = \/% et ny = v/2 sont des facteurs
numériques liés & la normalisation différente des états |7m) et |KK).

Les facteurs de forme sont des fonctions analytiques dans le plan complexe
a 'exception d’une coupure sur la partie droite de I’axe réel. Si nous écrivons
la matrice S comme:

— 4M?
sz-]-:5ij+2iaj/27}ja]1./29(s—4Mf)e(s—4M].2), ai:,/sfz, (4.14)

la discontinuité des facteurs de forme le long de la coupure s’écrira:
Im Fi(s) = T} (s)o;(s)F(s)0(s — 4M7). (4.15)
j=1

Les facteurs de forme doivent tendre asymptotiquement vers 0 comme F;(s) ~
1/s quand s — oo. Ils satisfont donc une relation de dispersion sans soustrac-
tion. De nouveaux canaux s’ouvrent évidemment quand l’énergie augmente,
ce qui invalide 'approximation a deux canaux. Toutefois, nous désirons ob-
tenir F et G pour s < sy: lallure des fonctions spectrales a beaucoup plus
haute énergie ne nous intéresse pas. Nous pouvons donc supposer que (4.14)
est valable a toute énergie, pourvu que la matrice 7" impose un bon compor-
tement asymptotique aux facteurs de forme.

Sous ces hyptotheses, les facteurs de forme F et G satisfont (séparement)
un systeme d’équations couplées d’Omnes-Mushkelishvili [65, 69, 70, 71]:

1l e [= 1 s — 4AM?
Fi(s) = = ds' T (" | ———L0(s' — 4AM?)F;(s' 4.16
(S) W;‘[LM,% SS’—S ZJ(S) s (S j) J(S), ( )

a condition que la matrice 7" assure la décroissance des facteurs de forme pour
s — co. Remarquons que (4.16) nécessite de connaitre la matrice T hors de la
région physique. Par exemple, I’équation pour F;_s(s) fera intervenir To;(s’)
(rm — KK) au sein d'une intégrale o s’ varie de 4M? & 'infini. D’aprés Mus-
khelishvili [70], (4.16) admet en général n solutions indépendantes F1(s),
F @ (s)... F () (s), que nous rassemblons dans la matrice F de taille n x n et
d’éléments: F;; = Fi(j).
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4.3.2 Conditions sur la matrice T

Tous les éléments de F sont des fonctions analytiques de s, avec une
discontinuité le long de I’axe réel (4.14) qui peut sécrire sous la forme matri-
cielle:

F(s+ie) = (14 2T)F(s — ie), Y = 6;0i(s)0(s — AM7).  (4.17)

Si on prend le déterminant de cette équation matricielle, on obtient une
équation unidimensionnelle:

f(s+1ie) = D(s)f(s — ie), f=det F. (4.18)

Si m < n canaux sont ouverts a 1’énergie s, D(s) est le déterminant de la
matrice S de taille m x m. Il s’agit donc d'un nombre complexe de module
1: D(s) = exp[2iA(s)].

[ est analytique (hormis le long de ’axe réel) et (4.18) peut étre réecrite
comme une équation d’Omnes. f sera donc de la forme:

f(s) = P(s)Qs), Q(s) = exp [f /400 ds'ﬁA(s') ,  (4.19)

avec P un polynome arbitraire. Une simple intégration par parties montre
qu’a haute énergie (s — o0), on a: (s) — s avec | = [A(c0) — A(4M32)] /7
On a supposé que les facteurs de forme décroissaient asymptotiquement au
moins aussi vite que 1/s, donc f = det F doit décroitre au moins aussi vite
que 1/s". En comparant les deux comportements asymptotiques de f, on
aboutit & la condition [65]:

A(00) — A(4M?) > nr. (4.20)

Si la différence est exactement nm, les facteurs de forme sont déterminés
uniquement par leur valeur & l'origine (le polynéme arbitraire P se rameéne
a une constante de normalisation).

(4.20) peut s’interpréter comme une condition sur la comportement asymp-
totique de la matrice 7'. Dans le cas de deux canaux, la matrice S a pour
structure:

201 (1 — 12)L/2¢i(01432)
— ne i(1—n°)" 2
S = | i1 = )y 2ei) e : (4.21)

On a donc A = §; + &2, et 'unicité de la solution est garantie pour: A(oo) —
A(AM?) = 2m.
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F1G. 4.3 — Compilation de résultats expérimentaux extraite de Ref. [7}]. La
ligne pleine correspond au modele de matrice T proposé dans cette référence.
De gauche a droite et de haut en bas: déphasage mm — wm &1, déphasage
mm — KK & + &, déphasage KK — KK & et inélasticité (1 — n*)/4.

4.3.3 Modeles de matrice T

On veut modéliser la matrice 7' dans le secteur 07" pour les deux ca-
naux 7 et K K. Les résultats expérimentaux obtenus pour les déphasages et
I'inélasticité sont assez cohérents en-dessous de 1.4 GeV. comme le montre
la compilation de la Fig. 4.3, mais ils autorisent diverses paramétrisations.

Truong et Wiley [72]
L’unitarité implique (sous forme matricielle):
mT=T-%-T, (4.22)

ce qui permet d’obtenir:

i1

Y = Tl Im T (T _Q,Tfl-(T—T*)-(T*)*1
7
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F1G. 4.4 — Modéles de matrice T utilisés: Ref. [7}] (trait plein), Ref. [79]
(pointillés), Ref. [17] (tirets) et Ref. [72] (tirets et pointillés alternés). De
gauche a droite et de haut en bas: déphasage mm — mw 61, déphasage Tm —
KK 6, + 6,5, déphasage KK — KK 6§, et inélasticité (1 — n?)/4.

1
= i(Tfl* T H=-ImT (4.23)
1
Partant de cette relation, Truong et Willey ont proposé la paramétrisation
suivante [72]:

M2 — s —il1+/s — 4M}

A
-1 = Iy 4.4
v N M3 — s —il9y/s — 4M? (424)
|

Les valeurs de M;, I'; et A ont été ajustées sur des données expérimentales
[73]. Cette paramétrisation ne rend pas bien compte des données a partir du
seuil de K K. Elle ne sera donc pas exploitée pour estimer l'intégrale entre 0
et s1 de la régle de somme (4.4).
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En revanche, ce modeéle de matrice 1" possede ’avantage de donner une
forme analytique des facteurs de forme, car il ne possede pas de coupure a
gauche. (4.15) admet pour solutions:

ou les C; sont des constantes réelles fixées par la valeur en 0 des facteurs
de forme. Le dénominateur 4/s est lié a la forme choisie pour la matrice T'
(les facteurs de forme n’ont pas de singularité au seuil). Le résultat ana-
lytique (4.25) peut étre comparé aux solutions numériques des équations
d’Omnes-Muskhelishvili détaillées dans la Sec. C.2. On constate que les so-
lutions numériques et analytiques sont en excellent accord, ce qui montre la
précision et la stabilité de la résolution numérique.

Oller, Oset et Pelaez [74]
On peut combiner (4.22) et (4.23) pour écrire:
T = [ReT '—iX] '=[ReT '—ilm G]',  (4.26)

d*q _16ir
— P2y _
Gun(s = P7) = /(27r)4 [¢? — M2 +i€][(P — q)> — M2+ ie]

(4.27)

L’approche d’Oller, Oset et Pelaez [74] vise a étendre le domaine d’application
de la Théorie de Perturbations Chirale Standard, en procédant a ’expansion
de T~! au lieu de T. Ceci permettrait d’eviter les probléemes de convergence
rencontrés a proximité des poles de T' (i.e. les resonnances). On écrit:

T=To+Ty+... T =Ty 1Ty Ty +... (4.28)

ol T; est la contribution standard d’ordre O(p*) & la matrice T, et les points
de suspension désignent des contributions d’ordre O(p°). On aboutit & 1’ex-
pression:

T=T, To—Ty ' Th+... (4.29)

qui pourrait peut-étre étendre le domaine de convergence de SxPT au-dela
des énergies habituellement mises en jeu.

Une approximation supplémentaire est faite dans Ref. [74]. Partant de
I’égalité Im Ty, = T5 - Im G - T5, les auteurs ont supposé que ’on pouvait
paramétrer la matrice 7' de la maniere suivante:

T=T [T,-Tf —Ty-G-To] ' T (4.30)



4.3. CONTRIBUTION POUR 0L S <5 73

ot T{ posséde la méme structure que la contribution en arbre provenant de
L4, mais ol interviennent des coefficients Lia priori différents des constantes
de basse énergie L;. Ces coefficients sont ajustés a ’aide de données non
seulement pour (/,J) = (0,0), mais aussi (0,1), (1/2,0), (1/2,1), (1,0) et
(1,1) [75]. Ce modele a été utilisé dans la Ref. [76] pour obtenir les facteurs
de forme du pion et du kaon dans le cadre Standard.

La relation exacte entre ce modele de matrice 7" et la Théorie de Perturba-
tions Chirale Standard est une question complexe a laquelle nous n’essaierons
pas de répondre ici. Nous nous contenterons de considérer (4.30) comme une
paramétrisation possible de la matrice T'.

Au, Morgan et Pennington [77]

Le modele d’Au, Morgan et Pennington [77] est une paramétrisation de
la matrice K [T = K(1 —iXK) 1] de la forme:

_s—5g fpfp "
Ky = 4M% Z (sp — 5)(sp — s0) +Z is 4M2 B (4.31)

sy correspond a un zéro d’Adler de la matrice T'. Divers ensembles de pa-
ramaetres sont proposés dans Ref. [77], suivant les données considérées. Nous
considérons ici la paramétrisation K; (Etkin), obtenue en se limitant aux
données d’Etkin et al. [78] pour le déphasage 7 — KK (p=1etn=1...4).
Les auteurs de Ref. [71] ont remarqué la présence d’une résonnance super-
flue, tres étroite, pres du seuil de K K. Elle peut étre éliminée en interpolant
linéairement le déphasage mm dans 'intervalle d’énergie ou cette résonnance
apparait [65].

Kaminski, Le$niak, Maillet et Loiseau [79]

Le modeéle de matrice T proposé par Kaminiski, Lesniak et Maillet (et
étendu A trois canaux par Kaminiski, Lesniak et Loiseau) [79] s’appuie sur
des équations couplées de Lippmann-Schwinger (dans I’espace des moments)
[80):

3

d’k
T\q) = (p|V
(pITla) = (plVia) + [ 5
ou V et H sont des matrices 2x 2. H est la matrice diagonale des propagateurs
(avec F lénergie disponible dans le centre de masse) et V' est un potentiel,
choisi séparable:

(p|V[k)}(k|H k) (k|T|q), (4.32)

5
(k|Hijlk) = = > (4.33)
E —2y/k® + M? + ie
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®lVila) = 3 A (4.34)

(P + (@ + 1)

Le choix d’'un potentiel séparable permet de résoudre analytiquement les
équations (4.32). Les parametres \;; et u;; sont ajustés pour reproduire les
données considérées [73, 81].

Comportement au seuil et a 1’infini

Aucun de ces modeéles de matrice 7" ne se comporte “bien” quand s — oo,
i.e. ne vérifie (4.20). Pour imposer le comportement désiré, on interpole les
déphasages pour s au-dela d'une certaine énergie s;:

81(s) = 2 + [64(s;) — 27] - e(si) o Ba(s) = Ga(si) - e(si> ., (4.35)
ol e(z) = 1/(1 + 23) [la forme exacte de e n’importe guére]. On choisit

V/5i = 1.5 GeV pour Refs. [77] et [79], et /s; = 1.2 GeV pour Ref. [74],
ce qui correspond aux énergies o les modeles ne sont plus en accord avec
les données expérimentales. On pourrait choisir des s; plus élevés, mais les
facteurs de forme seraient modifiés seulement a “haute” énergie (au-dessus
de 1.3 GeV). On remarque que la condition (4.20) est cruciale pour assurer
la résolution numérique des équations d’Omnés-Muskhelishvili (sans elle, la
méthode est instable et fournit des solutions oscillantes).

Remarquons également que ces modéles n’ont pas nécessairement un bon
comportement au seuil de 77 (certains modeles aboutissent & des longueurs
de diffusion trop grandes). On a donc remplacé au seuil ces modeéles par une
paramétrisation a la Schenk [82] ajustée sur les données expérimentales des

Refs. [83]:

tan 65 (s) = 4/1 — 1, (4.36)

S s — S

AM2 (4M? -5\, , 9 on o s

( = )(ao+cp +dp%), p =
en s’assurant un raccordement continu de §° avec le modéle considéré. Cette
modification a tres basse énergie du déphasage mm altere légerement les solu-
tions numériques des facteurs de formes a “haute” énergie (au-dessus de 1.1
GeV), mais elle n’affecte pas 'intégrale entre 0 et s;.

4.3.4 Contribution a la regle de somme

Les équations d’Omnes-Muskhelishvili (4.16) sont linéaires. De plus, si
le modele de matrice 7' se comporte bien a grande énergie, ces équations
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admettent une solution unique, une fois la valeur en un point fixée. Les
solutions s’écrivent donc toutes comme des combinaisons linéaires d’une base
de solutions. Soient A(s) et B(s) les solutions telles que

A(o):(é), E(o):(?). (4.37)

La Sec. C.2 détaille la résolution numérique des équations couplées d’Omnes-
Muskhelishvili. F' et G seront des combinaisons linéaires de ces deux solu-
tions:

F(s) = F1(0)A(s) + F5(0)B(s),  G(s) = G1(0)A(s) 4+ G2(0)B(s). (4.38)

La valeur des facteurs de forme a impulsion nulle est reliée aux dérivées des
masses des pseudoscalaires par rapport aux masses de quarks:

1 (M2 1 (OM3
a0 =3 (%) o mo=3 (%) . uaw
m=0 m=0
OM? OM3
Gl(O):<am“) =0, GQ(O):<8mK> . (4.40)
$/ m=0 s/ m=0

Si on reporte cette expression des facteurs de forme scalaire dans (4.12),
on obtient la fonction spectrale comme une somme de deux contributions:

Im II(s) = ~.Ak [32 Z \| —— - 4M2 s)B}(s)0(s — 4M2)] (4.41)

1=1,2

”KAK%Z [m S M BB (5)0(s - 4ME)] :

Z:7

ou apparaissent les derivées logarithmiques des masses:

OMZ\  m, 0N OM2 w2
oms ) . O_MJZD omg’ om m:O. '

On peut tracer les deux fonctions entre crochets dans (4.41): la premiére est
dite de type AB*, la seconde de type BB*. On peut également regarder com-

mg
Ap = —2

TP =

ment ces deux contributions se compensent au sein de la fonction spectrale,
en prenant des estimations “standard” des dérivées logarithmiques: v, = 1,
Mg =1—M2/(2M}) et yx = M?2/(2M%). On voit apparaitre un pic corres-
pondant a la résonance étroite f((980) [47], plus ou moins marqué suivant les
modeles : Ref. [74] donne lieu & un pic modeste si on le compare aux Refs. [77]

et [79].
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F1a. 4.5 — En haut: contributions de type BB* (positives) et de type AB*
(négatives) a la fonction spectrale. En bas: exemple de fonction spectrale ob-
tenue avec v, = 1, A\x = 1 — M2/(2M%) et yx = MZ2/(2M%). Pour les
modeéles de matrice T: Ref. [7}] (trait plein), Ref. [79] (tirets) et Ref. [77]
(pointillés).



4.4, AUTRES INTEGRALES 77

L’intégrale entre 0 et s; de la régle de somme (4.4) s’écrit grace a (4.41):

1 [ 1 s 2
;A ds Im H(S) g (1 — S_0> = Y2 AxZaB + YK AK M,)IBB (4.43)
avec les moments:
Ixy = Mg(_;) - _Mxyv (4.44)
— 4M2
MPB = 3% ds s# 3 4/ S A (s) By (5)0(s — AM?), (4.45)
1=1,2
1 — 4M?
MPB = 16%2 dss’”Z\/S LB, (s) B (s)0(s — 4M2). (4.46)
1=1,2

Notons que nous résolvons les équations d’Omnes-Muskhelishvili pour ob-
tenir les facteurs de forme scalaires du pion et du kaon dans la limite m — 0
(et my laissée a sa valeur physique). Mais nous considérons les modéles de
matrice T" ajustés sur les données expérimentales, avec des masses de quarks
fixées & leur valeur physique. La limite m — 0 ramenerait le seuil s = 4M2 &
0!, modifierait le déphasage mm & basse énergie et déplacerait 1égérement le
seuil pour K K. De telles modifications ne devraient pas avoir d’influence mar-
quante sur ’allure générale de la fonction spectrale. En particulier, I'intégrale
de la fonction spectrale, dominée par le pic du f,(980), devrait n’étre affectée
que tres marginalement si on considere T,y au lieu de T, ..

4.4 Autres intégrales

4.4.1 Seconde reégle de somme: s; < s < s

La contribution de I'intégrale en-dessous de s; est positive et dominée par
le pic de fy(980). D’autre part, d’aprés la Section 4.2, II est superconvergente
et 'integrale de la fonction spectrale de 0 & 'infini est nulle. Im II(s) doit donc
étre négative quelque part. Supposons que c’est le cas pour 51 < s < 5.2

1. Remarquons que pour m — 0, la discontinuité de II le long de I’axe réel débute en
s = 0. L’intégrale [;°ds (1 — s/so) Im II(s)/s est toutefois convergente en 0, car on a
pour s — 0:

Fi(s) = F1(0), Gi(s) ~ G1(0) - s, Im II(s) ~ ———F1(0)G}(0)s. (4.47)

327 M”M2

2. Si la fonction spectrale est partiellement positive dans cet intervalle, cette hypothes
aboutira a une estimation de la seconde intégrale qui sera plus petite que sa valeur réelle.
Dans ce cas, nous sous-estimerons X (2) — X (3).
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Nous pouvons donc estimer la contribution de la région intermédiaire dans
(4.3) par:

1 1 [ 1
— 7 < ——/ ds Tm TI(s) = (1 - i) <—7, (4.48)
ou J' est 'intégrale:
1 [#°
J' = —/ ds Tm TI(s) (1 - i) , (4.49)
™ S1 SO

qui satisfait la regle de somme:

1 [ s , 1 s\
;/0 ds Im II(s) (1—S—O>+j +%/S|:S:15 I1(s) (1—8—0> =0 (4.50)

La premiere intégrale de (4.50) se calcule grace a la fonction spectrale
obtenue dans la section précédente:

1 [ s M?
- ds Im TI 1— =) =7 T A —ZXT 4.51
L[ st (1= 2) =gt + v ST, (05)
avec: 1
0 1
Thy = My = Mgy (4.52)

La contribution du grand cercle [troisiéme intégrale de (4.50)] s’obtient
grace a OPE selon la méthode décrite dans la Sec. 4.4.2 suivante:

1 s
5ir |s‘:s§ls II(s) (1 — S—0> (4.53)
— 9[1 - 2¢(3) ]\5% X(2)m?(s0)a(s0)
X {1 + /B()Tva(so) + [5;7 — 7(7; Y (% — 2) 53] az(so)} +...
= 5[t = 2((3)} 375 X @mils0)a*(x0) (4.54)

x[1 +6.5-a(sy) — 25.125 - a*(s¢)].

4.4.2 Exp. en produit d’opérateurs: |s| = s

On cherche la contribution de l'intégrale sur le grand cercle:

1 1 s
= — ds TI(s) — (1 — — 4.
K 2uT Is|=5 s 11(s) s ( so> (4.55)
1 [ . .
= — do (1 + €?) T(p? = —s0e®). (4.56)

2 J_,
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Le facteur (1 — s/so) supprime la contribution provenant de la région au-
tour de sy (de genre temps). On peut donc appliquer ’expansion en produit
d’opérateurs a II [84]. Si on applique le Renormalization Group Improve-
ment a (4.10), on voit apparaitre devant le produit invariant par le groupe
de renormalisation de QCD m(au):

a(PZ)] Bhor? 7 (4.57)

a(so)
avec a(s) = a,(s)/m et by = 11 — 2N/3 = 9. L’intégrale (4.56) devient:
91 —2¢(3)] Fy mz(s0)

&(P)m2(P?) = a(so)m?(s0) X [

£ o= T X0, el
< / ds (14 e ) [a(s0e™)]7,  (4.58)

avec 7 = 2+ 8/by = 2 + 8/9. Pour évaluer cette intégrale, nous voulons faire
I'expansion de a(P? = spe®) en puissances de a(sg). Le comportement de
a(t) (avec t complexe) est gouverné par la fonction 3:

d 1 1
taa(t) = gﬁ[a(t)L ;ﬁ[a(t)] = —foa® — fr1a® + ..., (4.59)
5B —62Nf _ g | 5, _ 306 —2438Nf . (4.60)

L’expansion de a(sge?) aboutit donc a:

a(spe®) = a(sy) — %ﬁOQGQ(SQ) + [%ﬁﬂ — 30,6’0292} a’(sg) + O(a*). (4.61)

On obtient:
K = 9[1-2¢(3)] ]\F/[%X (Q)m;s(OSO)az(So) (4.62)
X {1 — ﬁ;—fya(s()) — [/6;7 + 7(7; ) <% — 2) ,6’3] a2(so)} +...
= 9[1—2¢(3)] A};’;{X(?)mi(j“) a2(s0)[1 — 6.5 - a(so) + 48.236 - a*(s)].

2
s

2 s 122 2 e . . .
et m3/sg. Nous avons considéré ici m, ~ 200 MeV, mais la contribution de

Cette contribution est négative, mais elle est séverement supprimée par «

cette intégrale est tres petite, de sorte que 'erreur induite par m, et o, est
négligeable. Notons que la dualité n’est pas censée s’appliquer a des énergies
aussi basses dans le secteur 07" que dans les autres secteurs, du fait d'une
contribution probablement importante des instantons directs dans ce secteur

[85].
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4.5 Résultats

4.5.1 Dérivées logarithmiques des masses

Les dérivées logarithmiques des masses s’obtiennent a partir des équations
2
concernant F32 et FZM3:

ms [ OM? my OM? m [ OM?
=M (OFR) M O%p o () (463
MP 3m3 -0 Mp ams MP om m=0

Les expressions correspondantes sont indiquées en Sec. C.3. Notons que A\, =

Ap

0 car proportionnelle 4 la dérivée de M2 par rapport & m, dans la limite
m — 0.
Dans le cadre standard, on aurait:

M? M?
v~ 1 ~ —2 =0.04, ~—" =0.02, (4.64
M? aM?
A ~1——" =0.96 A\, ~ —& —1.09. 4.65
K 2M2 ’ T 3M2 (4.65)

Les dérivées logarithmiques s’écartent de ces valeurs sous l'influence des
termes quadratiques en masse de quarks dans les expansions de F2M32.
On a indiqué dans les Tables 4.1-4.3 les valeurs de ces dérivées pour r =
10, 15, 20, 25, 30, et Fy=75 MeV et 85 MeV. On remarquera que les valeurs
pour Fy=85 MeV, r = 25, X(3) ~ 0.8 sont en accord raisonnable avec les
estimations “standard” (4.64)-(4.65).

La regle de somme fait intervenir d’autres dérivées logarithmiques dans
(4.3):
me OM3 M3

Ap = 2 =
T ME om, — M2

\p, P=Kn (4.66)

Ap et Ap sont donc liés, mais le premier est supprimé par rapport au second
par un facteur M2/M32. Dans la limite d’'un condensat & 3 saveurs nul, I’ex-
pansion de F2M32 commence par des termes quadratiques en m,, de sorte
que Ap devrait étre d’ordre 2. En revanche, Ap = Ap - M3 /M3 atteint des
valeurs plus faibles (d’ordre 1.4-1.5).

Remarquons enfin que les valeurs indiquées ont été obtenues en négligeant
les restes d’ordre supérieur €p et §p. Il est difficile d’estimer 'ampleur des
incertitudes induites par ces restes NNLO sur les dérivées logarithmiques
vp et Ap. Imposons par exemple que ep/F3 et §p/M3 soient inférieurs a
10 %. Pour connaitre ’effet de ces incertitudes sur vp et Ap, il faudrait
calculer la valeur des dérivées de ep et §p par rapport a m et m,. Si nous
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r =10

X(3) Vo Y& Yo Ak Ay

0. 0.404315 0.125606 0.124124 1.28549 1.24827

0.1 0.427409 0.123948 0.122118 1.28679 1.24712

0.2 0.448875 0.12197 0.119636 1.28581 1.24372

0.3 0.468597 0.119664 0.116693 1.28245 1.23798

r=15

XB)| gls T Ak Ay

0. 0.771578 0.0961103 0.0899689 1.32181 1.28813

0.1 0.791771 0.0941983 0.0877369 1.32132 1.28609

0.2 0.810459 0.0917764 0.0848007 1.31549 1.27814

0.3 0.827489 0.0888351 0.0811912 1.30402 1.26408

0.4 0.842692 0.0853772 0.0769527 1.28672 1.24387

0.5 0.855888 0.0814192 0.0721428 1.26352 1.21758

0.6 0.866893 0.0769907 0.066831 1.23451 1.18547

0.7 0.875518 0.0721338 0.0610968 1.19988 1.14794

r =20 r =25 r =30

X3) | Ik A Ak X, Ak A
0. 1.34143 1.30974 | 1.35369 1.32326 | 1.36207 1.33251
0.1 1.33831 1.30569 1.34721 1.31627 | 1.35154  1.32169
0.2 1.32542 1.29039 1.32515 1.29101 1.31825 1.28395
0.3 1.30221 1.26359 1.28675 1.24741 1.26145 1.21994
0.4 1.2685 1.22552 1.23229 1.18667 | 1.18268 1.13296
0.5 1.22459 1.17692 1.16314 1.11123 1.08563 1.02862
0.6 1.17118 1.11904 | 1.08165 1.02453 | 0.975484 0.91392
0.7 1.10939 1.05355 [ 0.990858 0.93062 | 0.858074 0.796013
0.8 1.04065 0.982396 | 0.894104 0.833636 | 0.738905 0.681185

TAB. 4.1 — Dérivées logarithmiques en fonction de r et X(3), pour Fy=75

MeV. Les valeurs de v, 7k et 7y, pour r = 20,25,30 sont reportées sur la
Table 4.3.
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r =10
X(3) Va TK 77] A_K' An
0. 0.390028 0.142802 0.139282 1.36071 1.31764

0.1 0.411541 0.140863 0.137021 1.35839 1.31327
0.2 0.432223 0.138712 0.134453 1.35464 1.30752
0.3 0.452021 0.136347 0.131586 1.3494 1.30036
0.4 0.470879 0.133766 0.128431 1.34265 1.29177

r=15
X(3) Vrr YK Y Ak Ay
0. 0.753094 0.108864 0.101421 1.41079 1.36968

0.1 0.771148 0.106692  0.0989794 1.40528 1.3629

0.2 0.788428 0.104175  0.0960674 1.39632 1.35237
0.3 0.804859 0.10131 0.0927041 1.38381 1.33803
0.4 0.82036  0.0980981 0.0889138 1.36764 1.31984
0.5 0.834844 0.094547  0.0847262 1.3478  1.29783
0.6 0.84822  0.0906692 0.0801756 1.3243  1.27207
0.7 0.860392 0.0864817 0.0753006 1.29718 1.24271

r =20 r =25 r =30

X(3) Ak Ay Ak Ap Ak Ay

0. 1.43801 1.39808 | 1.45508 1.41594 | 1.46678  1.42819
0.1 1.42869 1.3881 | 1.44144 1.40212 | 1.44834  1.40992
0.2 1.41302 1.3709 | 1.41764 1.37646 | 1.41501 1.37412
0.3 1.39077 1.34637 | 1.38332 1.33895 | 1.3664 1.32103
0.4 1.36185 1.31458 | 1.33854  1.29002 | 1.30298 1.25193
0.5 1.32632 1.27582 | 1.28374 1.23061 | 1.2261 1.16912
0.6 1.28441 1.23052 | 1.21979 1.1621 1.13789  1.07568
0.7 1.23652 1.17934 | 1.1479 1.08627 | 1.04104 0.975211
0.8 1.18318 1.12308 | 1.06958 1.00511 | 0.938503 0.871457
0.9 - - 0.986462 0.920761 | 0.833248 0.76796

TAB. 4.2 — Dérivées logarithmiques en fonction de r et X(3), pour Fy=85
MeV. Les valeurs de ., vk et vy, pour r = 20,25,30 sont reportées sur la

Table 4.3.
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. . 2 2
connaissons seulement la taille de ep/Fp et §p/Mp, nous ne pouvons pas
obtenir la valeur de ces dérivées, et donc estimer les incertitudes sur les
dérivées logarithmiques,

4.5.2 Estimation de X(3)

Nous pouvons donc estimer X (2) — X(3) de deux maniéres différentes:
la premiére est la relation entre X (2) et X(3) (3.63), tandis que la seconde
combine la relation entre X (2) — X(3) et II(0) (4.3) avec la régle de somme
pour II(0) (4.4). Dans les deux cas, la différence X(2) — X (3) peut étre ex-
primée en fonction des observables et de [Fy, r, X (3)]. Cette surdétermination
peut étre vue comme une contrainte fixant X (3) en fonction de 7 et Fp, voir
Figs. 4.6-4.11.

Cette analyse comporte 3 sources d’incertitudes. i) Il y a tout d’abord
des restes d’ordre sous-sous-dominant [nezt-to-next-to-leading (NNL)| dans
les expansions des masses et constantes de désintégration. Leur effet est facile
a contrdler dans (3.63) ou (3.82), mais la situation se complique dans le cas
de la regle de la somme (4.3) et dans celui des dérivées logarithmiques Ap et
vp. Dans le cadre de xPT standard, les auteurs de Ref. [60] ont constaté que
la dépendance en m, de X(2) n’était pas beaucoup affectée par des effets a
deux boucles. De plus, ces effets étaient de méme signe que les contributions
a une boucle: s’ils étaient importants, ils tendraient & accentuer (et non a
réduire) I’écart entre X (2) et X(3). Une conclusion analogue est tirée dans
Ref. [66]. Les restes NNL sont ici supposés petits, et ne sont pas indiqués
dans les résultats.

i1) L’évaluation de la régle de somme (4.4) s’appuie sur un encadrement
de l'intégrale entre s; et sp. A un couple donné (Fjy,r), notre évaluation
n’associera pas une valeur unique de X(3), mais plutot une intervalle de
valeurs acceptables, qui dépend en outre des séparateurs s; < sg. Sur les
Figs. 4.6-4.11, on voit que la borne supérieure pour X (3) reste stable pour
v/80 > 1.5 GeV, tandis que la borne inférieure dépend fortement de so. Quand
so augmente, la borne inférieure de (4.48) semble trop lache pour étre saturée.
Une borne inférieure plus restrictive serait la bienvenue.

iii) La troisieme source d’incertitude provient de la matrice T utilisée
pour batir la fonction spectrale (4.41) pour s < s;. Trois modeles différents
de matrice T ont été utilisés [77, 79, 74]. L’élément essentiel est la forme du
pic du f(980). Ref. [74] meéne a ’effet le moins prononcé. Les deux autres
modeles [77, 79] engendrent un pic du f,(980) plus élevé, une valeur plus
grande de TI(0) et une valeur plus petite de X (3).

L’intervalle de X (3) se rétrécit fortement pour les grandes valeurs de
r, au point de le voir réduit & une seule valeur pour Ref. [74]. Les incerti-
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X(Nf)

X(Nf)

F1G. 4.6 — Régle de somme : Encadrement de X (3) en fonction de r = m,/m
pour Fy=85 MeV, avec les modéles de matrice T des Refs. [74] (haut) and
[77] (bas) pour s;=1.2 GeV et sg=1.5 GeV (lignes pleines), 1.6 GeV (ti-
rets) and 1.7 GeV (pointillés). Les lignes munies de cercles blancs délimitent
l’encadrement correspondant pour X (2).
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X(NF)

10 15 20 25 30 35

F1G. 4.7 — Régle de somme : Encadrement de X (3) en fonction de r = my/m
pour Fy=85 MeV, avec le modéle de matrice T de Ref. [79] pour s;=1.2 GeV
et sp=1.5 GeV (lignes pleines), 1.6 GeV (tirets) and 1.7 GeV (pointillés).
Les lignes munies de cercles blancs délimitent ’encadrement correspondant
pour X (2).

tudes liées aux ordres supérieurs dans ’expansion des masses et constantes
de désintégration sont susceptibles d’élargir cet intervalle. La comparaison
des Figs. 4.6-4.7 avec les Figs. 4.8-4.9 montre que la valeur de Fj n’a guere
d’influence sur la contrainte obtenue sur [X(3), 7]. De méme, la comparaison
des Figs. 4.6-4.7 avec les Figs. 4.10-4.11 montre qu'une variation de ,/s; au-
tour de 1.2 GeV ne modifie pas beaucoup les résultats obtenus. Remarquons
enfin que pour 7 ~ 25, on obtient X (3) de 'ordre de la moitié de X (2). On
obtient donc un résultat similaire & celui des Refs. [65, 66], mais sans recourir
a I’hypothése X (3) ~ 1.

4.5.3 Constantes de basse énergie

Les résultats de la régle de somme pour X(3) peuvent étre convertis en
résultats pour L;—4 g (en fonction de r et Fp). Les bornes correspondantes
ont été tracées ici en fonction de 7, pour /s; = 1.2 GeV, /5o = 1.6 GeV, et
Fy = 85 ou 75 MeV (voir Figs. 4.12-4.15). A seul titre de comparaison, nous
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X(Nf)

X(Nf)

F1G. 4.8 — Régle de somme : Encadrement de X (3) en fonction de r = m,/m
pour Fy=75 MeV, avec les modeéles de matrice T des Refs. [74] (haut) and
[77] (bas) pour s;=1.2 GeV et sg=1.5 GeV (lignes pleines), 1.6 GeV (ti-
rets) and 1.7 GeV (pointillés). Les lignes munies de cercles blancs délimitent
l’encadrement correspondant pour X (2).
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X(NF)

10 15 20 25 30 35

F1G. 4.9 — Régle de somme : Encadrement de X (3) en fonction de r = my/m
pour Fy=75 MeV, avec le modéle de matrice T' des Ref. [79] pour s;=1.2 GeV
et sp=1.5 GeV (lignes pleines), 1.6 GeV (tirets) and 1.7 GeV (pointillés).
Les lignes munies de cercles blancs délimitent ’encadrement correspondant
pour X (2).

avons indiqué sur ces figures les valeurs standard de Ref. [63] (Table 3.5).
Remarquons que dans le cas des Refs. [60] et [63], Ly et Lg sont fixés & 0 a
une échelle arbitraire (M, ou du M,). Dans notre analyse, les valeurs de Ly
et Lg dépendent fortement de 7 et de Fj,. Il convient donc d’étre tres prudent
si on veut comparer les valeurs obtenues a l'aide de la régle de somme et
celles couramment utilisées dans le cadre standard. Les valeurs de Ref. [63]
ne sont ici tracées qu'a fin de guider ’ceil 3.

Pour de petits 7, les constantes de basse énergie atteignent de tres grandes
valeurs: leur définition inclut des facteurs 1/ By qui les font diverger quand
X(3) — 0. On peut noter également les valeurs élevées de Ls, Ly et Lg
pour 7 ~ 25, parce que la régle de somme pousse Lg(M,) vers des valeurs

3. Notons en particulier que l'ajustement effectué dans Ref. [60] s’appuie fortement
sur I'hypothese Ls(M,) = Lg(M,) = 0. Si cet ajustement était effectué pour d’autres
valeurs de L4(M,) et Lg(M,) tout en restant dans compatibles avec I’hypothese standard
X(3) ~ 1, il pourrait mener & des valeurs sensiblement différentes des autres constantes
de basse énergie.
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X(Nf)

X(Nf)

F1G. 4.10 - Régle de somme : Encadrement de X (3) en fonction de r = m,/m
pour Fy=85 MeV, avec les modéles de matrice T' des Refs. [7}] (haut) and
[77] (bas) pour s;=1.3 GeV et sg=1.5 GeV (lignes pleines), 1.6 GeV (ti-
rets) and 1.7 GeV (pointillés). Les lignes munies de cercles blancs délimitent
l’encadrement correspondant pour X (2).
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X(NF)

F1G. 4.11 — Régle de somme : Encadrement de X (3) en fonction de r = my/m
pour Fy=85 MeV, avec le modéle de matrice T de Ref. [79] pour s;=1.3 GeV
et sp=1.5 GeV (lignes pleines), 1.6 GeV (tirets) and 1.7 GeV (pointillés).
Les lignes munies de cercles blancs délimitent ’encadrement correspondant
pour X (2).

légerement positives. Notons que la valeur de Ly n’est pas prédite par la regle
de somme: elle est essentiellement dépendante de la valeur de Fj, ainsi que
le montre la comparaison des Figs. 4.12-4.13 avec les Figs. 4.14-4.15.

4.5.4 Détermination conjointe de F(3) et X (3)

Une information supplémentaire sur la constante de désintégration peut
étre obtenue a partir des facteurs de forme scalaire, a I'aide d’'un théoreme a
basse énergie. Considérons en effet le correlateur:

DY (p,q) = lim // ie-a9) (0|T{ Al () AL(0) 5s(y)|0)" (4.67)

m—0
ol4,j =1...3, et (c) désigne la composante connexe de (A! A7)(5s).

Les 1dent1tes de Ward p“DW = r”Df];, = 0 (avec 7 = ¢ — p) nous per-
mettent d’écrire la décomposition:

D}, = ms@j{K[sz”py —(p- T)p,ﬂ“,, + pQTuTu - p27"29uu]

pv
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F1G. 4.12 — Régle de somme : Constantes de basse énergie Li:4___8(Mp)-103 en
fonction der = mg/m pour Fy=85 MeV, s1=1.2 GeV et sp=1.6 GeV, avec les
modéles de matrice T des Refs. [7}] (haut) et [77] (bas). Les valeurs indiquées
le long de l’axe des ordonnées sont les estimations standard provenant de

Ref. [63].
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Fi1G. 4.13 — Reégle de somme : Constantes de basse énergie Li:4___8(Mp) - 103
en fonction de r = my/m pour Fy=85 MeV, s1=1.2 GeV et sy=1.6 GeV,
avec le modele de matrice T de Ref. [79]. Les valeurs indiquées le long de
Vaze des ordonnées sont les estimations standard provenant de Ref. [63].

—I—L[T”p,, - (p ’ T)g/w]}a (4'68)

ot K et L sont deux fonctions scalaires de p?, ¢° et r2.
On a d’une part:

0

8

D (p,0) = 5 {z / d*ze®*(0|T{A; (z) AL(0)}[0)] . (4.69)

Le correlateur AfLAJ,; admet la décomposition suivante:
i [ atecr QT {A (@) A)O0) = o, - PouIB0). (@10

®(p*) contient un pdle en p? = 0 provenant des états & un pion:

B(p?) = —F;ff)

ou les points de suspension désignent les contributions des autres états. On

(4.71)

a donc:

y y 1 9F%(2
D}, (p,0) = —6"[pup. — gup’] { ?4 +.. } (4.72)

omyg
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F1G. 4.14 — Régle de somme : Constantes de basse énergie Li:4___8(Mp)-103 en
fonction der = mg/m pour Fy=75 MeV, s1=1.2 GeV et sp=1.6 GeV, avec les
modéles de matrice T des Refs. [7}] (haut) et [77] (bas). Les valeurs indiquées
le long de l’axe des ordonnées sont les estimations standard provenant de

Ref. [63].
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F1G. 4.15 — Reégle de somme : Constantes de basse énergie Li:4___8(Mp) - 103
en fonction de r = my/m pour Fo=75 MeV, s1=1.2 GeV et sy=1.6 GeV,
avec le modele de matrice T de Ref. [79]. Les valeurs indiquées le long de
Vaze des ordonnées sont les estimations standard provenant de Ref. [63].

D’autre part, 7}/, est dominée a basse énergie par ’échange de deux pions
entre 5s et chacun des courants axiaux:

ij ij PuTy
Dy, = 5JF2(2)G1(q2)pgT2 + ... (4.73)

ce qui implique pour les fonctions scalaires:

G1(q%)

K(p%, %, r%) = _F2(2)p27’2(p )

L(p* ¢, ) = ... (4.74)

Le pole de K est lié & au couplage d'un pion & chaque courant axial: p? ~
72 ~ 0 (et ¢* quelconque). Cela permet de réecrire le pole de K:

G1(q?) G1(q?)
p2T2(q2 _ pZ _ TZ) p2q27.2

+ ...
(4.75)

K(pz,qz,rz) = —2F2(2) 4+ ... = _2F2(2)

D’apres (4.70) et (4.68) a ¢ =0, on a:

P’ K(p%,0,p) + L(p*,0,p%) = ®(p?), (4.76)
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et la comparaison de (4.72) et (4.74) pour p* — 0 aboutit a:

OF*(2) _ gy i L) s OF()

omg 20 g? F(2) 0m;,

= m,G,(0). (4.77)

Ce théoreme de basse énergie [65, 66, 71| relie la dérivée logarithmique de
F(2) par rapport a m, a la pente du facteur de forme scalaire étrange du
pion (& impulsion nulle).

D’apres (4.38), on a pour la pente du facteur de forme:

OME%
om

Bj1(0) s’obtient en prenant la dérivée en 0 de (4.16):

Z / ds' ,,)T;J ),/5_4M29(s'—4Mf)Bj(s'). (4.79)

La résolution numérique des équations d’Omnés-Muskhelishvili (4.16) nous

m,G1(0) = m,G2(0)B}(0) = m,—=B(0) = A\x M3 B}(0). (4.78)

a donné les valeurs de la solution g(s) aux points utilisés pour calculer
I'intégrale par quadrature de Gauss-Legendre. L’intégrale (4.79) peut donc
se calculer directement en utilisant la méme méthode d’intégration.

On a d’autre part d’aprés (3.67):

m, OF*2) 1 : 1X(3) F2M2( ME Mg )}
= — |m,é — LT (log—% + —=Ax || . (4.80)
2 64m2  F} Mg M%

2F2(2) Om,  F?

On voit donc que (4.77) est une nouvelle contrainte en plus de la régle de
somme (4.4). L'analyse du spectre des mésons pseudoscalaires nous permet
de tout exprimer en fonction de masses et de constantes de désintégration
connues et de 3 paramétres Fy, r, X (3). Larégle de somme agissait comme une
premiére contrainte qui fixait un intervalle de variation de X (3) en fonction
de 7 et Fy = F(3). Si on exploite aussi la deuxiéme contrainte (4.77), nous
pouvons obtenir des intervalles de variation pour F(3) et X(3) en fonction
de 7, indiqués respectivement sur les Figs. 4.16-4.17 et les Figs. 4.18-4.19.
Rappelons que la Sec. 3.7.1 contient la Table 3.1 qui donne la valeur de
F(Ny) a partir de [F(N;)/F,]?. On peut ici encore convertir ces résultats en
valeurs des constantes a basse énergie (voir Figs. 4.20 et 4.21).

On constate que les valeurs de X (3) sont proches de celles obtenues en
utilisant uniquement la régle de somme (4.4). Lorsque nous avions exploité
seulement cette regle de somme, nous avions déja observé que les résultats
obtenus pour X(3) dépendaient peu de la valeur choisie pour Fy. On voit
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également que la pente du facteur de forme étrange du pion privilégie de
basses valeurs de F(3) (autour de 70 MeV) pour r ~ 25. On observe en accord
avec ce résultat que Ls(M,) se situe dans les petites valeurs positives. Cette
augmentation de Ly(M,) (par rapport a I’analyse précédente) s’accompagne
d’une diminution de L5(M,). Dans la Ref. [71], 'analyse de ce méme facteur
étrange du pion avait abouti & dp = m,/F(2) - 0log F(2)/9m, = 0.09. Dans
le cadre de Standard xPT, on obtient alors Ly(M,) ~ 0.4-1073, soit F(3) de
lordre de 75 MeV. Cette question a également été discutée dans les Refs. [65,
66, 76).

Remarquons toutefois que ces deux contraintes n’exigent pas la méme
précision sur les facteurs de forme scalaires. Pour la regle de somme, il faut
connaitre l'intégrale de la fonction spectrale Im II jusqu'a 1.2 GeV. Cette
derniére est dominée par le pic du f;(980): c’est donc la forme globale de
la fonction spectrale (et plus particulierement aux énergies intermédiaires)
qui importe. Pour le théoreme a basse énergie, on s’intéresse a la pente d’'un
des facteurs de forme en zéro. Il s’agit alors de details fins des facteurs de
forme a basse énergie. La contrainte imposée par le théoreme a basse énergie
risque donc d’étre moins stable que celle due a la regle de somme. C’est
pourquoi nous avons préféré analyser en détail la regle de somme seule avant
d’exploiter conjointement les deux contraintes.

A partir des solutions des équations d’Omnes-Muskhelishvili, il est également
possible de déterminer le rayon scalaire du pion (r?)™:

Fi(s) = F1(0) {1 + %@«2):5 b4 ] , (4.81)

considérés en dehors de la limite chirale [avec les masses physiques mg et
m = (my, + mg)/2]. Si on décompose F sur les deux solutions A et B des
équations d’Omnes-Muskhelishvili, on obtient:

<T‘2>7r — 6Fll(0>

/ MIZ( ’—?K /
. F1(0) =6 [Al(O) + ——Bl(O)} , (4.82)

M2 ym
avec les dérivées logarithmiques (hors de la limite chirale):

_ Olog M3

5p = , (4.83)

Ologm

dont les expressions en terme des constantes de basse énergie sont données
dans la Sec. C.4

Si I’on se limitait au seul canal 77, seul le premier terme (la solution /T)
apparaitrait dans la partie droite de (4.82) pour aboutir & un rayon scalaire
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Fi1G. 4.16 — Régle de somme et pente du facteur de forme étrange du pion:
Encadrement de X (3) en fonction de r = m,/m avec les modéles de matrice
T des Refs. [T}] (haut) and [77] (bas) pour s;=1.3 GeV et sy=1.5 GeV
(lignes pleines), 1.6 GeV (tirets) and 1.7 GeV (pointillés). Les lignes munies
de cercles blancs délimitent ’encadrement correspondant pour X (2).
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F1G. 4.17 — Regle de somme et pente du facteur de forme étrange du pion :
Encadrement de X (3) en fonction de r = m,/m avec le modéle de matrice T
de Ref. [79] pour s1=1.2 GeV et sy=1.5 GeV (lignes pleines), 1.6 GeV (ti-
rets) and 1.7 GeV (pointillés). Les lignes munies de cercles blancs délimitent
l’encadrement correspondant pour X (2).

du pion indépendant de 7, X(3) et Fj. Puisque nous nous intéressons a une
quantité décrivant le facteur de forme non-étrange du pion a basse énergie, le
canal KK devrait pouvoir étre négligé sans affecter fortement les résultats.
Cette intuition est confirmée numériquement:

/ 2

BiO oy Medx 1 (4.84)
A (0) M2 ym 2

Le deuxiéme terme dans la partie droite de (4.82), lié¢ au canal K K donne
lieu & une faible dépendance sur 7, X(3), Fy. On peut reprendre les résultats
précédents, donnant X (3) et F, en fonction de r, et regarder les variations
correspondantes pour le rayon scalaire du pion:

0.537 & 0.588 fm? Oller-Oset-Pelaez Ref. [74],
0.567 & 0.630 fm” Au-Morgan Pennington  Ref. [77],
0.592 & 0.650 fm* Kaminski-Lesniak-Maillet Ref. [79],
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F1G. 4.18 — Regle de somme et pente du facteur de forme étrange du pion : En-
cadrement de [F(3)/F,]* (lignes sans symboles) et [F(2)/Fy]* (cercles blancs)
en fonction de r = m,/m avec les modéles de matrice T des Refs. [7}] (haut)

and [77] (bas) pour s1=1.2 GeV et so=1.5 GeV (lignes pleines), 1.6 GeV
(tirets) and 1.7 GeV (pointillés).
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[F(Nf)/Fpi]"2

F1G. 4.19 — Regle de somme et pente du facteur de forme étrange du pion : En-
cadrement de [F(3)/F,|? (lignes sans symboles) et [F(2)/F,]* (cercles blancs)
en fonction de r = my/m avec le modéle de matrice T" de Ref. [79] pour
s1=1.2 GeV et so=1.5 GeV (lignes pleines), 1.6 GeV (tirets) and 1.7 GeV
(pointillés).

que Pon peut comparer aux estimations: 0.6 0.2 fm? [86], 0.55+0.15 fm? [6],
0.55 2 0.61 fm* [87] et 0.61 + 0.04 fm* [88]. En particulier, I’exploitation des
équations de Roy en xPT Standard [88] s’appuie fortement sur la valeur du
rayon scalaire du pion.

La connaissance du rayon scalaire du pion pourrait étre envisagée comme
une contrainte supplémentaire sur notre systéme, car (r*)™ est 1ié & 2L, + Ls.
Comme dans le cas de dp, une telle contrainte semble toutefois fragile, et
susceptible d’étre affectée par des corrections d’ordre supérieur. Nous sommes
de plus obligés de la considérer en dehors de la limite chirale . — 0. Il semble
donc plus sage de réserver la contrainte liée au rayon scalaire du pion a une
analyse ol les termes NNLO seraient traités moins schématiquement.
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F1G. 4.20 — Régle de somme et pente du facteur de forme étrange du pion:
Constantes de basse énergie Li—s. s(M,) - 10° en fonction de r = my/m pour
s1=1.2 GeV et s9=1.6 GeV, avec les modéles de matrice T des Refs. [74]
(haut) et [T7] (bas). Les valeurs indiquées le long de l’aze des ordonnées sont
les estimations standard provenant de Ref. [63].
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Fi1G. 4.21 — Régle de somme et pente du facteur de forme étrange du pion :
Constantes de basse énergie L—s_g(M,) - 10° en fonction de r = m,/m pour
s1=1.2 GeV et sy=1.6 GeV, avec les modéles de matrice T de Ref. [79]
(haut). Les valeurs indiquées le long de l’axe des ordonnées sont les estima-
tions standard provenant de Ref. [63].

4.6 Résumé

On peut relier la différence entre X (2) et X (3) au corrélateur II des deux
densités scalaires zu et §s, pris a impulsion de transfert nulle. Il est possible
d’obtenir II(0) & 'aide d’une régle de somme consitutée de trois intégrales
distinctes. i) La premiére nécessite de connaitre la fonction spectrale ImII
jusqu’a une énergie d’environ 1.2 GeV, en résolvant des équations couplées
d’Omnes-Muskhelishvili pour les facteurs de formes scalaires du pion et du
kaon. Les solutions dépendent du modele de matrice 7' choisi pour décrire
les intéractions entre les canaux |77) et | K K), et des dérivées de M, et My
par rapport a m et m,. ii) La deuxiéme intégrale inclut la contribution de la
fonction spectrale Imll entre 1.2 GeV et 1.6 GeV, ot 'approximation a deux
canaux ne s’applique plus. Une deuxieme regle de somme est utilisée pour
obtenir un encadrement grossier de cette intégrale. iii) La troisiéme intégrale
s’effectue sur un grand cercle complexe, avec un rayon suffisant pour exploiter
I’expansion en produits d’operateurs (OPE).
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La contribution la plus importante provient de la premieére intégrale: le
pic du f,(980) donne lieu & une forte valeur de II(0), et donc a une différence
importante entre X (2) et X(3). Le chapitre précédent nous avait montré que
les observables du secteur pseudoscalaires et la connaissance de X (3),r, Fy
nous permettaient de fixer X (2) et les constantes & basse énergie L;_4_g. Ces
dernieres permettent de calculer les dérivées de M, et M par rapport a m
et mg, qui interviennent dans la détermination de Imll. Ainsi, la regle de
somme (4.4) peut étre vue comme une contrainte, donnant X (3) en fonction
de r et Fj. Cette contrainte comporte plusieurs sources d’incertitudes: les
restes d’ordre supérieur dans les expansions de F2M3% et F2 en puissances de
masses de quarks, ’estimation grossiere de I'intégrale intermédiaire dans la
regle de somme, le modele de matrice 7' choisi. Les trois modeles de matrice
T considérés indiquent néanmoins une forte décroissance de X (3) par rapport
a X (2), correspondant & des valeurs positives de Lg(M,).

D’autre part, Ly (et donc Fj) est lié a la dérivée en 0 du facteur de forme
scalaire étrange du pion. Nous avons construit ce dernier pour déterminer la
fonction spectrale ImII. Cette deuxiéme contrainte permet de fixer X (3) et £}
en fonction de 7. Si les conclusions pour X (3) restent inchangées, on aboutit
a des valeurs positives de Ly(M),) et a une décroissance notable entre F(2) et
F(3) = Fy (de 20% a 30%). On aurait donc une violation importante de la
regle de Zweig a la fois pour Ly et Lg. Toutefois, cette deuxieme contrainte
s’appuie sur des détails plus fins d’un facteur de forme (pente en 0), alors
que la régle de somme est sensible a 'aspect général de la fonction spectrale
ImII [et surtout & la présence d’un pic prononcé correspondant au f,(980)].
Le rayon scalaire du pion a également été étudié a l'aide des solutions des
équations d’Omnes-Muskhelishvili.

Une étude détaillée des expériences sur la diffusion 77 nous permettra
de déterminer précisément X (2). Nous avons vu que le condensat de quarks
a deux saveurs était fortement corrélé a r. Cette information expérimentale
nous permettrait d’affiner notre analyse. Cette regle de somme reste néan-
moins une méthode tres indirecte, et des expériences étudiant le condensat
de quarks a 3 saveurs seront indispensables pour savoir précisément comment
la structure chirale du vide évolue entre Ny =2 et Ny = 3.

Rappelons qu'une forte décroissance du condensat de quarks avec Ny
pourrait étre interprétée en suivant la conjecture sur les transitions de phases
chirales induites par Ny, décrite dans la Sec. 2.5.4. Mais la décroissance
indiquée par la regle de somme pourrait aussi étre liée a d’autres phénomenes.
Si nous voulons étudier les variations des parametres d’ordre chiraux au-dela
de Ny = 3 et tester I’existence de transitions de phases chirales, ’analyse de
données expérimentales ne suffit plus. Il faut faire appel a d’autres méthodes.
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Chapitre 5

Recherche de n;i(N;)

Nous avons comparé la structure chirale du vide pour Ny =2 et Ny =3
en nous appuyant sur le spectre des mésons 7, K et 7 et sur la dynamique du
secteur 071, Nous avons constaté une diminution notable du condensat de
quarks ¥, et de la constante de désintégration F2. Quand N; augmente nous
nous attendons a rencontrer des transitions de phases chirales. Un scénario
intéressant consisterait en une succession de trois phases chirales. Dans la
premiére [Ny < ne(Ne)], on aurait ¥ # 0 et la symétrie chirale brisée. Dans
la deuxieéme [nei (V) < N < Neiw(Ne)], le condensat de quarks est nul, mais
la symétrie chirale est toujours brisée. Dans la troisieme [Ny (N:) < Ny, la
symétrie chirale est restaurée. Si nous voulons savoir comment le mécanisme
de brisure de la symétrie chirale évolue au-dela de Ny = 2—3 (points critiques,
transitions de phases chirales associées), nous ne pouvons plus recourir aux
méthodes phénoménologiques des chapitres précédents, et une approche plus
théorique s’avere nécessaire.

Si on étudie le spectre de l'opérateur de Dirac sur un tore euclidien, la
brisure de la symétrie chirale est liée a ’accumulation de valeurs propres
autour de zero dans la limite de grand volume. Certaines quantités, comme
les moments inverses de ces valeurs propres (moyennés sur les configura-
tions gluoniques), seront particuliérement sensibles au mécanisme de brisure
spontanée de la symétrie chirale. On peut écrire des regles de somme qui
relient le comportement a grand volume des moments inverses a certains
parametres d’ordre chiraux. Ce comportement dépend en particulier de la
taille du condensat de quarks, et pourrait donc dépendre fortement de Ny.
On I'étudie dans les cas d’un condensat grand, nul, ou petit. S’il existe une
phase intermédiaire, ou la symétrie chirale est brisée mais le condensat nul,
certaines combinaisons des moments inverses devraient étre particulierement
sensibles a I’approche de cette phase. L’application aux simulations sur réseau
offre certaines caractéristiques intéressantes [24].
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5.1 Fonction de partition a petite masse et
grand volume

5.1.1 Fonction de partition de QCD euclidienne sur un
tore

Le lagrangien euclidien de QCD pour Ny quarks légers est de la forme:

1 . . Y
L) — 4—92szsz — v —igPq + M, (5.1)

avec la matrice de masse de quarks M:
~ 1 1 i

ou M est une matrice complexe Ny x Ny, diagonalisable et de valeurs propres
réelles positives. !
La fonction de partition de cette théorie s’écrit:

Z°(Ny) =¢C / [dG] / [dab][de)] exp (- /V d*z UNﬂ), (5.3)

avec une constante de normalisation C qui peut dépendre du volume, mais
pas de la matrice de masse. Z? peut étre décomposée en modes de Fourier
selon le nombre d’enroulement:

oo

Z'(Np) = > e"Z,(Ny). (5.4)

V=—00

Chaque projection de nombre d’enroulement v positif est:

Z,(Ny) = C / [dG)e=S™C det(—i]p + M) (5.5)

- cC / [dGle 519 (det ;M) T {

detf()\ﬁ —+ MMT)
(2 2

, (5.6)

fy désigne l'intégration sur ’ensemble des configurations gluoniques possé-
dant un nombre d’enroulement v fixé, tandis que S, est I'action gluonique
pure. dets M est le determinant de la matrice de masse de quarks Ny x Ny

1. Dans ce chapitre, toutes les expressions seront écrites dans la métrique euclidienne,
sauf indication expresse. Nous nous placerons dans des situations ou les quarks lourds
peuvent étre négligés.
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(il est remplacé par (det; MT)™ quand v < 0). Le produit primé inclut
seulement les valeurs propres strictement positives. La borne de Vafa-Witten
(2.46) apparait au dénominateur, accompagnée d’une échelle de masse y plus
grande que n’importe quelle masse de quark léger. Grace a cette normalisa-
tion (qui n’affecte aucune observable), chaque facteur du produit primé est
plus petit que 1 lorsque les masses de quarks tendent vers zero. Cette nor-
malisation est tout a fait analogue a celle du déterminant fermionique dans
I’équation (2.49). Remarquons que la matrice de masse de quarks et ’angle du
vide apparaissent dans la fonction de partition via le produit M -exp(i6/Ny),
ce qui est en accord avec l'identité de Ward anormale du courant axial singlet
et la discussion terminant la Sec. 3.3.3.
La fonction de partition pour v > 0 est:

Z,(N;) = C / [AG]e519) det M)" (5.7)

N
A2 ' MMt
() oo | (S (1 45)))

n

A partir du moment ot la fonction de partition est régularisée, nous pouvons
faire I’expansion du logarithme pour de petites masses (en comparaison avec
la taille de la boite) [89]:

Ny
. o (17
Z,(Ny) = C [[dG]e Sg[G](d?tM) <H w2+u2) (5.8)

n

X exp [(MTM>02 — %((MT M)*)oy + O(MG)}

— gt My |1 (M) o — SO o)
SO0 (@) +0r)|. 69

Les moments inverses des valeurs propres de 'opérateur de Dirac sont définis
pour chaque configuration gluonique comme: g;, = Zn'l /AF. Le facteur de
normalisation C/, est indépendant de la matrice de masse de quarks:

SqlG] ! AQ !
L =C [[dGle=Ste (T -2 . 5.1

La moyenne sur les configurations gluoniques (& nombre d’enroulement fixé)

est définie par:
J,[dG)e= S (T 2)™ w

(Ny) _ n
= JldGe=si (T, x2)" o1




108 CHAPITRE 5. RECHERCHE DE N¢rir(Nc)

ou le dénominateur est une simple normalisation, telle que (1)), = 1. Dans
(5.9), cette moyenne est appliquée aux moments inverses oy, qui sont parti-
culierement sensibles a l'extremité infrarouge du spectre de Dirac. D’autre
part, (())I(/Nf ) inclut le produit des valeurs propres positives, ce qui devrait
supprimer le poids statistique des plus basses valeurs propres quand Ny aug-
mente. On retrouve une situation analogue au cas des parameétres d’ordre
chiraux dominés par les plus basses valeurs propres de 1’opérateur de Dirac.
Les moments inverses moyennés qui apparaissent dans ’exponentielle (5.9)
devraient étre assez sensibles a Ny.

(5.8) contient plusieurs sources de divergences. i) Considérons d’abord
la configuration gluonique comme un champ exterieur fixé. Dans le secteur
fermionique, les sommes sur le spectre de Dirac peuvent diverger en raison
de la queue ultraviolette de ce dernier. Pour A — oo, le nombre de valeurs
propres dans U'intervalle [A, A + AA] est donné par la théorie libre:

An = NCyipan. (5.12)
472
Les divergences ultraviolettes qui en résultent pour les moments inverses
doivent étre soustraites:
oy =G+ DY, oy =64+ DY, (5.13)
ol la partie divergente est incluse dans D et & est fini. Nous pouvons par
exemple choisir un cutoff ultraviolet A et définir 'entier K tel que wx = A.
Les moments inverse régularisés seront:

1
Gr= s (5.14)
n=1 (An)
et les parties divergentes se comporteront (& ’ordre dominant en V') comme:

DM ~vA2, D™ ~ VA (5.15)

Ces contributions de courte distance sont identiques, quel que soit le secteur
gluonique considéré (i.e. quelle que soit la valeur de v). Si nous insérons
(5.13) dans (5.8), nous obtenons la fonction de partition régularisée Z, (avec
les moments inverses &) multipliée par un facteur exponentiel contenant des
contretermes divergents qui contribuent seulement a ’énergie du vide:

Z,(Ny) = Z,(Np)exp | DYty — DM ()| (5.16)
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ii) En second lieu, le produit sur les valeurs propres dans le déterminant
fermionique de (5.11) doit étre déja régularisé pour une configuration gluo-
nique fixée. Il s’agit toutefois ici d’observables dominées par les plus petites
valeurs propres de 'opérateur de Dirac. Nous espérons donc qu’elles seront
peu sensibles a la queue ultraviolette de ce déterminant.

iii) Jusqu’a présent, nous avons envisagé la configuration gluonique comme
un champ externe. Toutefois, I'intégration sur les champs de gluons aboutit
a une troisieme série de divergences. La régularisation de ces dernieres est
heureusement peu liée au secteur fermionique [90]. Par exemple, le cut-off
utilisé peut étre choisi indépendamment de A. Il suffira ici de considérer une

renormalisation multiplicative de la matrice de masse et des valeurs propres
de Dirac:

M — Z,M, A = ZmAn, (5.17)
ce qui induit une renormalisation multiplicative de (o, ))I(/Nf )
terons a des quantités homogenes, comme des rapports de moments inverses
possédant le méme degré d’homogeneité en A. Nous ne nous intéresserons

. Nous nous limi-

donc plus au probleme de la renormalisation du secteur gluonique.

5.1.2 Lagrangien effectif

Si on prend une boite suffisament vaste, les excitations massives de QCD
(telles les mésons p) seront exponentiellement supprimés de la fonction de
partition euclidienne. On peut alors décrire le comportement du systeme a
grand volume a l'aide d’un lagrangien effectif pour les bosons de Goldstone
[91, 92].

Soit Ly ... Ly_1 les dimensions de la boite. Si nous écrivons la fonction de
partition de QCD & température finie (z, étant la coordonnée temporelle),
elle sera dominé par les excitations de basse énergie du systeme a (d — 1)
dimensions. Des lors, le lagrangien effectif qui décrira ce systéeme dépendra
de L ... Ly, mais pas de L car ce dernier n’intervient que dans les conditions
aux limites (périodiques) pour les champs décrivant les bosons de Goldstone.
Mais la boite possede une symétrie euclidienne qui nous permet d’intervertir
les axes, et si le lagrangien effectif est indépendant de L, il ’est de toutes
les dimensions de la boite (ici identiques).

Les parametres du lagrangien effectif sont identiques sur un tore ou dans
un volume infini. La seule différence réside dans les des conditions aux limites.
Si U décrit les bosons de Goldstone, on aura:

Ul+n-L)=U(z), n = (ng, ny, ng, n3), (5.18)
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Cette identification modifie les propagateurs correspondants, tels celui du
pion:
eip~:13

Grlz) = % > ET (5.19)

p

ol p,, est un vecteur de la forme (ng, n1, n2, n3)/L avec n; entiers. La masse du
pion, comme tous les autres parametres du lagrangien effectif, est identique
a celle pour un volume infini.

D’apres Sec. 3.3.2, la fonction de partition a # donné s’écrit donc:

Z%(Ny) = / [dU] exp {— /V dz £ (U, 00U, Mew/Nf)] (5.20)

ou U(z) € SU(Ny) rassemble les bosons de Goldstone. La projection sur un
nombre d’enroulement fixé donne [89]:

Z,(N;) = / g e~ ? / [dU] exp {— /V d'z (U, Mew/Nf)]
- % / (d07)(det 7)Y exp {_ /V d'z cggﬂw,M)], (5.21)

avec U(z) = U(z) exp(—16/Ny). L'intégrale de chemins sur SU(N¢) pour la
fonction de partition Z% devient une intégrale sur Q(N ) pour Z,. En raison
des propriétés d’invariance des mesures [dU] et [dU], nous avons pour tout

Vl, ‘/2 € U(Nf)
Z,(Nf|ViMV3) = (det ViVa)* Z, (N4 | M). (5.22)

Les constantes de basse énergie de L.g sont indépendantes du volume. Ce sont
des parametres d’ordre qui varient avec Ny. D’apres la Sec. 3.4, ’expansion de
L.g sera différente selon la taille du condensat de quarks. Si nous admettons
le scénario a 3 phases de la Sec. 2.5.4, il faut envisager trois positions pour
Ny: trés inférieur, légérement inférieur ou supérieur a ney(N,).

5.2 Comportement dominant des moments in-
verses a grand volume

5.2.1 Correspondance entre QCD et théorie effective

Si nous analysons perturbativement la fonction de partition (5.20), la
seule différence par rapport a un volume infini provient du propagateur des
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mésons, en raison des conditions aux limites périodiques. Au sein du propaga-
teur (5.19), la contribution du mode p = 0 va exploser dans la limite chirale,
ou la masse des pions tend vers zéro [91]. Les graphes contenant ces modes
d’impulsion nulle vont diverger dans la limite chirale, tandis que les modes
d’impulsion non-nulle resteront. Les fluctations de modes d’impulsion nulle ne
sont pas gaussiennes et ne peuvent étre traitées perturbativement (modes col-
lectifs). Pour les prendre en compte correctement, nous séparons les champs
des bosons de Goldstone en deux matrices unitaires: U(z) = UyUs(z), ou le
facteur constant Uj décrit les modes de moment nul et Uy (z) ceux de moment
non-nul.

En premiére approximation (pour des volumes suffisamment grands), les
fluctuations gaussiennes de U; peuvent étre négligées et 1'intégrale de chemin
de Z se réduit a une intégrale de groupe sur des matrices constantes de

SU(Nf)
Z8(N;) =D / (U] exp <V LY (U, Mexp(i/N))] . (5.23)
SU(Ny)

ou [dUy| est la mesure de Haar sur le groupe, et D est une constante de
normalisation, indépendante de la matrice de masse. La projection sur un
secteur topologique (5.21) s’écrit:
1 - - -
Z,(N;) = —D / [d0](det Ty)” exp [—vzgf)(Uo,M)] . (5.24)
U(Ny)

T or

Pour alléger les notations, nous noterons Uy au lieu de U quand nous nous
limitons & 'ordre dominant de Z,,.

Nous voulons faire ’expansion de Z, par rapport a la taille de la boite
et a la matrice de masse des quarks. En fait, (5.23) nous indique comment
procéder a partir de ’expansion de L.g. A 'ordre dominant, la fonction de
partition va dépendre d’une seule variable d’échelle X = M L*. Sous n;i(N,),
nous avons K = 4, tandis que la phase avec un condensat nul donne k = 2.
Pour X petit, ’expansion de 7, s’écrit:

Z, = N,(det X)"[1 + a,(XTX)
+b,(XTX)? + ¢, (XT1X)?) + O(X9)), (5.25)

ou les coefficents N, a,, b,, ¢, ne dépendent pas de M. Cette expansion
est valable pour v > 0: pour v négatif, (det Xt)”! remplace (det X)”. Les
calculs sont tout a fait semblables dans les deux cas, et nos résultats peuvent
étre réecrits pour un nombre d’enroulement arbitraire en remplacant v par
sa valeur absolue.
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(5.9) fournit 1’expansion de la fonction de partition de QCD comme un
polynome en masses de quark:

= ey 620
s
+2L4"‘ <XTX>2 <<(0_2)2>>’(/Nf) n O(XG) '

En identifiant la méme puissance de X dans les deux expansions, on obtient
des relations entre les parametres du lagrangien effectif et le comportement
dominant des moments inverses & grand volume?.

Quand nous comparons (5.25) et (5.26), il nous faut tenir compte des
divergences des moments inverses oy, comme indiqué dans (5.16):

. 1
Z, = Z,exp | Dy(MTM) — §D4((M*M)2) ~ ZXPT, (5.27)

Ces contretermes, construits a l'aide de traces de la matrice de masses de
quarks, sont aussi présent quand la fonction de partition est exprimée dans
le cadre de la théorie de perturbation chirale. Ainsi, le comportement di-
vergent des moments inverses (tel Dy pour o3) peut étre suivi a ’aide des
contertermes du lagrangien de xPT (#H ici). Des régles de somme sans di-
vergence peuvent étre écrites en choisissant des combinaisons linéaires ou les
contretermes correspondants de yPT s’éliminent.

5.2.2 Nj < ngit(N.): regles de somme de Leutwyler-
Smilga

Ce cas a été traité en détail dans [89]. Loin du point critique, (5.24) donne
a I'ordre dominant:

| SV
Zu(N) = D / dU)(det U) exp | (UM + MITY| . (5.28)
2 Juwy) 2

™

2. Nous développons la fonction de partition en puissances de X = M L”, et nous nous
intéresserons au comportement & grand volume des moments inverses (o). Le lagrangien
effectif que nous considérerons décrira la brisure de SUL(Nf) @ SUg(Ny) et les seuls quarks
de la théorie seront les Ny quarks légers de masse nulle dans la limite chirale. Le cas Ny = 2
doit donc étre considéré attentivement. Dans les chapitres précédents, la notation Ny = 2
se référait a la limite chirale: m,,, mqg — 0 avec m fixé a sa valeur physique. Ici, la théorie
Ny = 2 ne comprend que deux quarks (de masse nulle dans la limite chirale) et n’inclut
pas de quark de masse intermédiaire (non nulle dans la limite chirale, mais inférieure a
Ag). Dans ce chapitre, la théorie SUL(2) ® SUg(2) peut étre vue comme la limite m, — oo
de QCD o le quark s découple.
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VMY est le seul parametre de 'intégrale de groupe, et la variable d’échelle
est X = ML* (k = 4). Pour une matrice arbitraire M, une formule explicite
pour l'intégrale (5.28) a été discutée dans [93]. Toutefois, il nous suffira ici de
suivre la méthode originale décrite dans [89] pour faire I’expansion de (5.28)
en puissances de M. Nous obtenons les coefficients d’expansion a,, b,. .. grace
a deux opérateurs de dérivation, appliqués sur les deux expressions de Z,:
I'intégrale de groupe (5.28) et 'expansion en X (5.25). On applique sur cette

derniere:
o 0 )
o, ox; 2 = eldet X) (5.29)
N:K
X { ’; a, + (X'X) [(NsK + 1)b, + (Nf + K)e,] + O(X4)}
et
o 90 9 0 )
%(tatbtctd) 89X, 0X: OX, OX Z, = N, (det X) (5.30)
N:K
X~ {(Ny + K)b, + (NfK + 1)c, + O(X?)},

ou K = Ny + v, et X, sont les coordonnées de X dans la base {t,} (a =
0...N )% — 1), qui est un ensemble complet de matrices hermitiennes (leurs
propriétés sont décrites dans I’Appendice A.2).

Les mémes opérateurs de dérivations peuvent étre appliqués a l'intégrale
de groupe (5.28):

o 0 1
o 9 0 0 1
tatptot Z, = —N;¥*Z,. .32
D {tats d>8Xa8X§8XC(9X; 256"/ (5.32)

abed

Une fois que 'on a substitué a 7, son expansion en X (5.25) dans la partie
droite de (5.31) et (5.32), ces équations constituent des polynémes en X.
Ceux-ci peuvent étre identifiés a (5.29) and (5.30), ordre par ordre en puis-
sance de X. Nous obtenons ainsi a, et un systeme linéaire de deux équations
pour b, et c,.

Une fois a,, b, et ¢, calculés, la comparaison de (5.25) et (5.26) aboutit
aux regles de somme de Leutwyler-Smilga:

_ Vs

(o™ = ==

(5.33)
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(o p = 2, = f, (5.31)
(o) = —2cyz%. (5.35)

K = Ny + |v| fait apparaitre une dépendance explicite sur le nombre de sa-
veurs dans les regles de somme (5.33)-(5.35). Mais il y a une autre dépendance
(implicite et inconnue) provenant du condensat de quark »(Ny).

Aucun contreterme divergent n’est explicitement présent. Ces regles de
somme sont dérivées a partir de 'ordre dominant du lagrangien effectif en
xPT standard. Elles ne montrent que le comportement asymptotique des
moments inverses, quand V' — oo. Ainsi, 0 et (03)* contiennent des termes
sous-dominants divergents 3.

5.2.3 Ny > nuit(NV.): la phase avec un condensat de
quarks nul
Pour Ny > Neit(Ne), 'intégrale qui donne Z, en fonction du lagrangien

effectif (5.24) fait intervenir, & l'ordre dominant, des termes quadratiques en
masse:

Z,(N;) = 2i7> /U ety (5.36)

™

X exp {% {A(UM)? + (M'U)*) + Z5(U'M + M'U)?
+Zp(UM — MUY + H(MTM)} |,

ouw A= F%A, Zg = F*Zs, Zp = F*Zp, H = F?H. La variable d’échelle est
maintenant X = ML? (k = 2). Le contreterme H posséde la méme struc-
ture que le terme divergent D, provenant de oy dans (5.27). Pour éliminer
cette divergence, il est naturel d’introduire la fluctuation (dépendante de

v): Gy = 09 — <<0'2>>I(JNf ). La soustraction de cette divergence quadratique
conduit & perdre une seule régle de somme, par exemple <<O'2>>(()Nf ) En effet,

on peut écrire pour les autres secteurs topologiques des regles de somme pour
<<0,2>>1(/Nf) — (o9 ))(()Nf), car la divergence (de courte distance) liée & H n’est pas
sensible au nombre d’enroulement (invariant topologique).

Par chiralité, l'intégrale (5.36) est nulle sauf si U et U' y apparaissent
avec la méme puissance. Le déterminant (det U)” compte comme la vNy-

ieme puissance de U, alors que 1’exponentielle ne comprend que le carré de

3. Cela rend tres délicate application des formules (5.33) et (5.34) & des volumes finis.
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U'. Dés lors, la phase avec un nombre de saveurs impair supérieur 3 Nerit (Ne)
ne traite pas de maniere équivalente tous les secteurs topologiques. Dans la
limite de grand volume, les secteurs avec v impair sont supprimés par rapport
aux secteurs pairs (cette discrimination n’a pas lieu pour Ny pair). En fait,
la symétrie M — —M est équivalente a 6 — 0 + mNy. La décomposition
de Fourier (5.4) permet de vérifier directement que les secteurs topologiques
impairs ont un fonction de partition nulle a ’ordre dominant, a condition
que Ny soit impair. Les ordres supérieurs du lagrangien effectif (tel £~3) vont
évidement contribuer aux secteurs topologiques impairs. Cela aboutira pour
7, a une dépendance en volume différente du cas ot v est pair.

Dans le secteur topologiquement trivial v = 0, (det U)” disparait de
I'intégrale de groupe. L’exponentielle de (5.36) peut étre directement de-
veloppée en puissances de X et intégrée sur U(N). A l'aide de I’appendice
A.2, il est facile de calculer les premieres puissances de ’expansion en X pour
obtenir les regles de somme:

(@ = oy (5.37)

X[4(2N7 + 1)(Z3 + 2}) —8Z5Zp
—8N;A(Zs + Zp) + ANFA?),
V2
16Nf(N? — 1)
x[12(2% + 23) — 8252Zp — 8N A(Zs + Zp) + 447

{4l (5.38)

Ainsi que la précédente section le soulignait, ces regles de somme dépendent
du nombre de saveurs légeres de maniere explicite, mais aussi implicite a
travers les parameétres d’'ordre (dépendants de Ny) A, Zs and Zp.

Ces regles de somme prédisent un comportement a grand volume différent
des régles de somme de Leutwyler-Smilga (5.33)-(5.35). Ceci s’accorde avec
la discussion de la section 2.4.3 [43]. Les valeurs propres s’accumulant comme
1/L* contribuent & la fois & la brisure de la symétrie chirale et au condensat
de quarks. Pour Ny < ne;(N,), le comportement asymptotique indiqué par
les regles de somme est:

r ] 5 r1 4
<<n A—z>>0”’ << n E>>O““”' )

Au contraire, les valeurs propres en 1/L? ne contribuent pas au condensat
de quarks, mais peuvent encore contribuer a la brisure de la symétrie chi-
rale dans la phase au-dessus de 7. (N.) en donnant F?(Ny) # 0. Nous
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constatons effectivement que dans cette phase, (5.37

et (5.38) prédisent un
comportement asymptotique proportionnel & V? pour {((&,

)*Mo et (oa)o.

5.3 L’approche du point critique

5.3.1 Comportement dominant a grand volume

Nous allons maitenant étudier le cas intermédiaire: pour un certain in-
tervalle de volumes, il peut y avoir compétition entre le terme du lagrangien
effectif qui est linéaire en masse de quarks, et ceux qui sont quadratiques.
Pour savoir a quels résultats s’attendre, il est instructif de considérer d’abord
la théorie de perturbations chirale a volume infini, et d’'imaginer que nous
faisons varier les masses de quarks. Si le condensat de quarks s’écarte (méme
tres légerement) de zéro, on peut toujours trouver des masses de quarks assez
petites pour que le terme linéaire en masse domine. Quand les quarks de-
viennent massifs, les corrections provenant des termes quadratiques peuvent
devenir visibles et mémes prépondérantes, a condition que le condensat de
quarks ne soit pas trop grand et ne cache pas cet effet.

Nous travaillons ici dans une boite de grand volume fixé, et M? compte
comme O(1/L*). Modifier la masse des quarks revient donc & changer le vo-
lume. Pour Ny < ngig(Ne), les régles de somme de Leutwyler-Smilga obtenues
en xPT standard devrait décrire correctement la dépendance en volume des
moments inverses, lorsque L tend vers I'infini. Toutefois, a proximité du point
critique et pour une valeur donnée du volume, le condensat de quarks peut ne
pas étre suffisamment grand pour que Ly, Eq. (3.35), domine. Ceci pourrait
conduire a d’importantes déviations par rapport a la limite asymptotique,
méme pour de grands volumes.

Dans ce cas, 'ordre dominant du lagrangien est £, (3.38) et Z, s’écrit:

1 v
Z, = 5D /U ) (5.40)

s

X exp {% {25(UTM + MU) + A((UTM)?> + (MTU)?)

+Z5(UM + MUY + Zp(UTM — MUY + H(M'M)} |.

X = ML? reste le parametre d’échelle associé a la masse, et XL? est la
variable d’expansion pour le condensat de quarks. Cela organise 1’expansion
selon le comptage en puissance ¥ ~ M ~ 1/L? similaire & yPT généralisée.
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Pour évaluer (5.40), il est utile de définir I'intégrale de groupe I, pour
des nombres complexes arbitraires (b,b, 2, Z,v, a, a):

I, = / [dU] (det U)” (5.41)
U(Ny)
x exp[b(XUT) + o(XTU) + 2(XU')? + 2(XTU)?
+y(XUTNXTU) + o((XUT)?) +a((XTU)?),

La fonction de partition a nombre d’enroulement fixé s’écrit:

1 —
Zy, = Q_D eXP[h()(XTXﬂIu(bO, b07 207 207 y07 CLO, C_LO; X)) (542)
™

ou I, est calculée au point:

o 1
b =00 = 5L2E, (5.43)
1 1
2 =2 = Z(ZS+ZP), Y’ = 5(ZS—ZP), (5.44)
1 1
0 =3 = - = —H. 5.45
a a 4A, 47{ (5.45)

I, est un polynéme en (b,b, 2, 2,9, a, @), et ses dérivées ne sont pas indé-
pendantes:
9°1, oI, 9’1, oI, 91, oI,
o2 Oz a2 0z obdb Oy
Nous développons cette intégrale en puissances de X, avec des coeflicients
indépendants de la matrice de masse des quarks:

(5.46)

I, = (det X)"[ay, + B, (XTX) +7,(XTX)* 4+ 6,(XTX)?) (5.47)
+6,(XTX)° + 0 (XTX)NXTX) + 6, (XTX)) + O(XP)],

Nous pouvons alors identifier les mémes puissances de X dans les expressions

de Z, en terme des moments inverses (5.26) et en termes du lagrangien effectif

a l'ordre dominant a partir de (5.42) et (5.47). Cela meéne aux régles de
somme:

(o) = v (ﬁ + h) (5.48)

<<(0_2)2>>1(/Nf) = 2V? (z_’; + h’g—z + %) (5.49)
(ol = a2 (5.50)
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(@ = v? Gﬁ}—G%)) (551)
(@) = Vsﬂiw—ﬁ%gi+zQZ)) (5.52)
(oo = v (-2l 2] (553
(s = 3V, (5.54)

Si nous connaissons «,,, (,,...en terme des constantes de basse énergie de
Lo, (5.48)-(5.54) fournissent les régles de somme que nous cherchons. Le
contreterme h qui refete la divergence ultraviolette de o, doit étre éliminé.
Pour cela, nous con51derons la fluctuation de o5 sur un secteur topologique:
Gy = 0y — ({02 ) V)| définie en Sec. 5.2.3.

Pour le secteur topologlquement trivial v = 0, le calcul est trés simple,

et suit la méme logique que dans la phase Ny > ng(N.). On obtient les
coefficients d’expansion (pour b = b, z = Z, a = a):

W =1 G = ) (5.55)
= ! 5.56
VO—W]%_I) (5.56)

b4
X {Nf[E + 20%y + 2b%2 + y* + 227 + 2a%] — 2a[b® + 22]}

1
S = — .
0 N§(NZ —1) (5.57)

b4
X {—[5 + 26%2 + 2%y + y® + 22° + 2a°] + Ny - 2a[b® + 22]}

1
€@ = (5.58)
N;(NZ - 1)(N7— 4)
x {6(N7 — 2)
b Y’ Y
b4 b2 2 I J 2
[36+ (3 4)—|— <z+2—l—yz)+<6+yz
b Y
2 2 _ 2 (Y
+2(N7 +2) [b° + y] a? 12Nf[6 +b (2+z)+yz] a}
1
Mo = (5.59)

N (NE - 1)(VE 1)
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b 2 Y y? Y
—18Ny | — b4(— —) b |22+ = — 2
x{ f[36+ 3—|-4 + z—|-2+yz + 6—|—yz

bt
—18N; [* +y] @® + 12(N? + 2) [E + b° (% + Z) + yz} a}
1

S NV D)V 4) (5:60)

bo : oy y? Y3
24 [ 4 b* (— —) i P Y 4y
{ {36+ 3+4 + z—|—2—|—yz + 6—|—yz

2 2 2 b* 2 (Y
+4(N7 +2) [b* + y] a® — 24Ny E—I—b (——l—z)+yz a

2

Avant de nous concentrer sur les regles de somme obtenues dans le secteur
topologiquement trivial ¥ = 0, nous allons esquisser la dérivation générale
des coefficients d’expansion pour un nombre d’enroulement arbitraire.

5.3.2 Les secteurs topologiquement non-triviaux: v # 0

Commencgons par le coefficient dominant «,. Indépendant de X, il peut
étre calculé pour X = z -1, ou = est un nombre complexe. o, est alors
donné par l'ordre dominant de I, en z (pas de puissance de z*), et il dépend
seulement de (b, z,a). De plus, a,(b,z,a) peut étre déduit de o, (b,0,a) a
I’aide des relations entre les dérivées (5.46). Le probléme se rameéne a calculer
I’ordre dominant en = de l'intégrale de groupe:

I*=1,(b,a;z-1) = /U(N) [dU](det U)” exp[bz(U) + az®(UT*)].  (5.61)

L’appendice D.1.1 décrit comment o, (b,0,a) est extrait de cette intégrale,
pour aboutir au polynéme:

a,(b,z =0,a) = Z pyriNg=amgme (5.62)

m=0...vNy /2

ott les {c,,} sont de purs coefficients combinatoires. A 1’aide de §%a, /Ob* =
da, [0z, nous obtenons 'expression générale de a,:

[+ 2p)!

a,(b,z,a) = Z blamzp(

I+2m+2p=v Ny

Cm. (5.63)

Dans le cas limite d’un condensat de quark nul (b = 0), nous vérifions que
a, (et donc I,) s’annule pour ¥ Ny impair, en accord avec la régle de parité
discutée dans la Sec. 5.2.3.
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Nous obtenons les coeflicients suivants en appliquant les opérateurs de
dérivation (5.29) and (5.30) sur les deux représentations de I,: 'integrale de
groupe (5.41) et 'expansion en X (5.47). Nous connaissons déja le résultat
pour cette derniére, d’aprés 1’étude de la phase Ny < ngi(N.) en section
5.2.2:

o 0 .,
zﬂ: 8Xa8—X;;I” = (det X)) (5.64)

< {NLQK L+ (XTX) (N K+ Doy + (Ng + K5, + 0(X4)} :

et

o 0 0 0
;Cd(tatbtctd> 5, 5X OX, 3K I, (5.65)

= (et X) M {4 Ko+ (VK 4108, 4 O(X)].

L’opérateur a deux dérivées, appliqué sur 'intégrale de groupe (5.41) qui
définit 7, donne:

0 0 [Ny _ ot
za:aXa(?_X;]U = 7(y+bb)+2aa(X X)
= - Ny 0 ., Ny 0
+(Nyzb+ ab + Tby)% + (Nyzb+ ab + 7by)£
0 .0
+(Nfz + a)ya + (NfZ + a)yg
N
+(2Nfzz+7fy2+2az+2a2)§ I,. (5.66)
Y

Nous pouvons alors remplacer I, par son expansion en X (5.47), et identifier
le polynéme en X ainsi obtenu avec le membre de droite de I’équation (5.64).
Quand nous identifions les coefficients de X, nous obtenons 3, en terme de
a, et de ses dérivées:

, _ Oay . Oay, ,  0%a, Oa,
vTop YT e YT e T o

o

(5.67)

Les coefficients de (XTX) fournissent une égalité entre une combinaison
linéaire de v, et §,, et des dérivées de o, et 5, (ces dérivées peuvent d’ailleurs
étre reexprimées en fonction des seules dérivées de a,,, puisque nous connais-
sons a présent la relation entre 3, et «,,).
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Nous pouvons suivre le méme raisonnement avec l'opérateur a quatre
dérivées. En fait, quand nous l'appliquons a l'intégrale de groupe (5.41),
nous désirons seulement connaitre la plus basse puissance en X, afin de la
comparer a (5.65). Les facteurs de plus haut degré, du type de aa(X'X) dans
(5.66), peuvent étre ignorés. Nous obtenons:

o 8 8 8
t tit.t I .
azbc;f atoteta) 0X,0X; 0X,0X5 " (5.68)

Ne (1 - - 7
= {57+ PO+ 2) + BN+ ) + 200y

+y* + 22% + 2aa@ + 2Ny(az + az)}
1. - - - -
+3 [6b(Nsby + 2Ngbz + 2ba) + b(6Nsyz + 4ay + 2N}ay)

0
+b(2Nsy* + 4Njaz + 4N;2Z + ANgaa + 4az)| =

b
1[1 , _
+3 5b%ﬁ + 0*(2N;2° + 4az) + bb(4Npyz + 4ay)
+y*(5Nsz + (N} + 4)a) + 4Njaz’
_ _ 2] 8
+8Nyjaaz + 4Nfz22 + 4a°a] 2
+1[2N5 ? + Nyby’z + aby® + 4ab ]83+1[N + 2a] 2 &
— 4 z a aoyz| —= — z a\2YyY —
g T At Y Vel gps T g Y o
1 o 1, 9 1 &
~[b* + 22]a® — + ~a®b ~a’y? O(X?) s 1,.
Tl 2 5 g, Y 1Y e O I

A nouveau, nous remplagons I, par son expansion en X dans le membre de
droite de cette équation. Nous conservons seulement le coefficient de X" et
nous le comparons & (5.65), pour aboutir & une seconde égalité entre une
combinaison linéaire de v, et J,, et des dérivées de . Les expressions ainsi
obtenues sont énumérées dans I'appendice D.1.2, mais il semble difficile de
les utiliser en toute généralité.

5.3.3 Le secteur topologiquement trivial: v =0

A partir des coefficients d’expansion «q, (3. ..de la section 5.3.1, nous

obtenons des regles de somme pour les moments inverses de degré 4 and 6.
Avec ( = VX2/A, S = Zg/Aet P= Zp/A, les régles de somme s’écrivent:

() = — VA (5.69)

16N2(N? — 1)




122 CHAPITRE 5. RECHERCHE DE N¢rit(Ne¢)

x{¢* + ([4(2N} +1)S — 4P — 4Ny]
+[4(2N7 4+ 1)(5% + P?) — 85P — 8N#(S + P) + 4N/},
2 42
(Ng) VEA
x{¢* + ¢[12S — 4P — 4Ny]
+[125% + 12P* — 8SP + 4 — 8N;S — 8NP},
3 43
(Ny) VEA
— 71
x {¢® + ¢*[305 — 6P — 61Ny]
+([1805% + 36 P> — 725 P — 72N;S + 6(N7 + 2)]
+[1205°% — 120P° + 725P* — 728*P — 72N;S?
+72N;P? + 12(N7 + 2)S — 12(N7 + 2)P|},
3 43
= \\ (Ny) VCA
= 72
(@422))o 16NZ(N? — 1)(N7 —4) (5.72)
x {¢® + (*[2(2N7 + 7)S — 6P — 6Ny]
+([36(N7 + 1)5% 4+ 4(N7 + 5)P* — 8(N;7 +5)5P
—8Nf(N7 +5)S + 4(2N7 + 1)]
+[24(N7 + 1)5*_3 - 24(N7 4+ 1)P° -|—_8(N]% + 5)SP? ]
—8(N7 +5)S*P — 8Nf(N7 + 5)S* + 8N(N; 4 5) P*
+8(2N7 +1)S — 8(2N7 + 1) P},
— \3 (Nf) _ V3A3
<<(02) >>0 - SN;’(NfZ _ 1)(]\/? _ 4)
x {¢* + C*[6(N} + 1) — 6P — 6.Vy]
+C[6(2N} — ]V]%_—i—_ 2)5% 4+ 6(N7 + 2){32
—12(N} + 2)SP — 12N(N} + 2)S + 9N{]
+[4(2N}f — N7 +2)5° — 4(2N; — N7 + 2)P®
+12(N} +2)SP? — 12(N7 +2)S°P
—12Nf(fv]% + 2)5*2_+ 12N;(N} + 2)P?
+18N7S — 18N7P]} .

(5.73)

La dépendance sur le nombre de saveurs sans masse ne se limite pas aux po-
lynémes en Ny explicitement présents dans les formules précédentes, puisque
Y, Zg, Zp et A sont des fonctions inconnues de Ny (cette dépendance n’ap-
parait pas ici afin d’alleger les expressions). Des singularités & Ny = 1 (pour
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les moments en 1/A* et 1/A%) et Ny = 2 (pour les moments en 1/\°)
apparaissent car certains coefficients «,, f,...de (5.47) ne sont alors plus
indépendants, et nous pouvons seulement écrire des régles de somme (sans
singularité) pour des différences entre les moments inverses de méme degré,
comme (53)? — o4 pour Ny = 1.

Remarquons que le paramétre d’échelle { = V2/A et les rapports S =
Zs/A et P = Zp/A sont invariants sous le groupe de renormalisation de
QCD. Cette invariance apparait également pour des rapports de moments
inverses possédant le méme degré d’homogénéité en A:

{oa))o {(32)° Do  {ouda)o M
ST T e P o P A e P

°T B e e
P s
7 : ,/ //
/ / /
/ ! /
/ / /
2+ / /, / |
x L //
/ 1
[ //
S —— L8=0.1
dl S ~—- 18=0.03 -
Fe—-2 y / // —-— L8=0.01
N . -~~~ 18=0.003 |
SN ) 1.8=0.001
N W AN
0 AL

Log10(V.F~4)

F1G. 5.1 - Variations de R = {(04))0/{(G2)*))o en fonction du volume, mesuré
en unités physiques F7* (Ny = 3 saveurs, Zp/A = —1/2 et Z5/A =1/6).
La variation de ig redéfinit seulement la variable d’échelle ( et décale glo-
balement les courbes. L’annulation pour des volumes intermédiaires est com-
mentée dans la section 5.3.4.

Nous pouvons tracer (Figs. 5.1 et 5.2) les variations de R en fonction
du volume, mesuré en unités physiques F,* (F,=92.4 MeV). La variable
d’échelle est ( = (F*V)/(16Lg), tandis que le parameétre sans dimension
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F1G. 5.2 — Variations de R = {(a4))0/{((52)*))o en fonction du volume, mesuré
en unités physiques F* (N; = 3 saveurs, Zp/A = —1/2 et Zg/A=1).

Lg est (F4A)/(16%2) (pour N; = 3, cela correspond essentiellement 3 la
constante de basse énergie Lg de SYPT [6]). Une modification du condensat
change ﬁg, et redéfinit les unités utilisées pour mesurer le volume: cela se
réduit a un simple décalage des courbes (a droite si ¥ diminue, a gauche s'il
augmente).

La limite de volume infini reproduit les regles de somme de Leutwyler-
Smilga (R — Ny). En outre, puisque le parametre d’echelle de volume est
¢ =V¥?/A, lalimite L — 0 correspond mathématiquement & un condensat
nul pour les régles de somme: nous retrouvons les résultats de la section 5.2.3.
Les régles de somme (5.69)-(5.73) peuvent étre vues comme des interpolations
entre ces deux régimes.

Les rapports R, S, T et U sont peu sensibles & P (violation de la régle
de Zweig dans le secteur pseudoscalaire), jusqu’a ce que nous atteignions
de petits volumes ou de grandes corrections dues aux ordres supérieurs sont
attendues. Pour Ny = 3 saveurs, la valeur P = —1/2 est privilegiée, car elle
garantit la validité de la formule de Gell-Mann—Okubo [64], indépendamment
de la taille de ¥ (voir Sec. 3.6.1). D’un autre c6té, il est intéressant de noter
que certains rapports sont affectés par des variations de S méme pour des
volumes intermédiaires. Par exemple, la dépendance du rapport S sur S =
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——— Zs/A=1

— - ZsIA=2/3
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F1G. 5.3 — Variations de S = (((52)*)o/{(06)0 en fonction du volume mesuré
en unités physiques F. %, pour differentes valeurs de S = Z5/A (N; = 3,
IA/8 =0.1, P=—1/2). S est sensible a la variable S méme pour des volumes
intermédiaires. Une valeur différente de Ls se raménerait ¢ un décalage global

des courbes.

Zs /A est tracée sur la figure 5.3 (nous avons choisi f/g = 0.1, mais une autre
valeur de Lg s’obtiendrait immédiatement en décalant la courbe).

Pour simplifier cette analyse, on peut s’intéresser a des combinaisons
linéaires des moments inverses ou la puissance dominante de V' s’élimine.
Ces combinaisons s’annulent donc dans le cas limite des regles de Leutwyler-
Smilga (5.33)-(5.35):

Ny (@) = (o™ = 4‘]/\2 {22532V + 22} + 223 + Al} (5.75)
Ny ool =2 = g (5.76)

x{2Zs5*V? + (1822 + 222 — 4Z5Zp — AN Zs A + AY B2V
+[12(2% — 2}) +4Z252p(25 — Zp)
—4Ny(Z5 — 2p)A+2(25s — Zp) A]}
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Ny (@)™ — 2 (oaoa)) = W}_l) (5.77)

x{2ZsS*V? + [6(2N} + 1) 25 + 22} — 4Z52p — AN; Zs A + A’|S°V
+[4(2NF + 1)(Z25 — 2}) + 425 2p(Z5 — Zp)
—4ANy(Z3 — 23)A+2(2s — Zp) A%}
N} (@ >>‘ =8N (0u3a)5 + (e (5.78)

=N, [3251/22 +2(25 — 2})]

Le comportement a grand volume de ces combinaisons est particulierement
sensible au condensat ¥ et & ses fluctuations décrites par Zg (violation de la
régle de Zweig dans le secteur scalaire). Tous deux devraient justement étre
fortement affecés par la proximité du point critique.

5.3.4 Conditions de positivité

(G2)%, o4 et o sont par définition positifs. Ce doit donc étre aussi le cas
pour leurs moyennes sur un secteur topologique quelconque. Pour Ny <
Nenit(Ne), cette positivité est trivialement satisfaite par les comportements
asymptotiques prédits par les régles de Leutwyler-Smilga (5.33)-(5.35).

Quand Ny est proche (et en-dessous) de nei(N.), la dépendance en vo-
lume des moments inverses positifs s’exprime a ’aide des regles de somme
de la section précedente. Ces dernieres étaient dérivées a l'ordre dominant,
pour v = 0, et sont des fonctions de ¢, S = Zg/A et P = Zp/A. La positivité

de (((52)2>>(()Nf ), ((04))( 7 et (o ))(()Nf ) contraint donc les constantes de basse
énergie de L,.

1l est instructif de tracer dans le plan (S, P) le domaine ot chacune de
ces regles de somme est positive pour toute valeur du parametre d’échelle
¢ = V¥2/A. Cela revient a exiger la positivité d’un polynéme de deuxieme
ou de troisiéme degré en ¢, dont les coefficients sont des fonctions de S et P
(et N¢). Pour un nombre donné de saveurs, cette procédure exclut certaines
Valeurs de (5 ]5), qui forment les domaines hachurés sur les figures 5.4-5.7.

Si ((52)2 )) ne contraint pas beaucoup S et P (Fig. 5.4), la positivité

de (o »( f) (Fig. 5.5) et (o ))(N 7) (Fig. 5.6) conduit a des contraintes plus
séveres. Si Ny augmente, les domaines d’exclusions s’élargissent, comme le
montre Fig. 5.7, a comparer a Fig. 5.5. Si nous supposons que Ny = 3 est
déja proche du point critique n; (N,), et si nous fixons P = —1/2 a partir de
la formule de Gell-Mann—Okubo, la positivité de ((04>)((]Nf) impose S > 1/6.
Cela explique 'annulation de R sur la figure 5.1, ot les parameétres S et P ont
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F1G. 5.4 - Valeurs de (25/A, Zp/A) pour lesquelles la régle de somme (5.69)

pour (((52)2>>(()Nf:3) est positive pour toute valeur de la variable d’échelle ( =
VX?/A (la zone interdite est hachurée).

été choisis a la frontiere du domaine de positivité de ((04>>E)Nf ). Ces domaines

de positivité sont décrits plus précisément dans I’Appendice D.2.

Evidemment, ces domaines sont obtenus en considérant ces regles de
somme a l'ordre dominant: leur frontiere est altérée par des corrections sous-
dominantes, qui peuvent devenir importantes a petit volume. De plus, les
bosons de Goldstone ne dominent plus la fonction de partition quand la
taille de la boite devient plus petite que 1/Agcp. En résumé, nous sommes
trop exigeants quand nous demandons que l'ordre dominant des regles de
somme soit positif pour tout (. Le domaine ainsi obtenu est seulement une
approximation de la veritable région autorisée dans le plan (S, P).

De plus, ces domaines de positivité sont pertinents seulement pour Ny <

Nerit(Ve). Au-dessus de la transition de phase, <<(62)2>>(()Nf ), ((04>)((]Nf ) et (o6 >>(()Nf )
sont encore positifs, mais leur comportement a grand volume est relié d’une
manieére différente aux constantes de basse énergie du lagrangien effectif,
comme décrit en Sec. 5.2.3. Les conditions de positivité provenant du com-
portement asymptotique de <<(5'2)2>>(()Nf ) et ((a6>>(()Nf ) sont satisfaits automa-
tiquement par S et P. La seule relation non-triviale provient de la régle de
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F1G. 5.5 — Valeurs de (25/ A, Zp/.A) pour lesquelles la régle de somme (5.70)

pour ((04))(()Nf:3) est positive pour toute valeur de la variable d’échelle ( =

VEZ/.A (la zone interdite est hachurée).

somme (5.38) pour (<a4>>éNf) et s’écrit:
(S+P—Ng)> +2(S - P)* > N7 — 1. (5.79)

Pour obtenir cette relation, nous exigeons que la limite a volume infini de
((04>>(()Nf ) soit positive. Cette limite est prédite par la regle de somme (5.38)
a l'ordre dominant. Les corrections sous-dominantes a cette régle de somme
tendent vers 0 quand L — oo et elles n’affectent donc pas (5.79). Contrai-
rement aux conditions de positivité précédentes, obtenues juste en-dessous
du point critique, (5.79) est donc exact pour Ny > ng(N,) (tant que la
symétrie chirale n’est pas restaurée).

5.4 Corrections sous-dominantes

Cette section est consacrée aux premieres corrections sous-dominantes
(NLO — next-to-leading-order) aux régles de somme. Dans les deux phases,
elles se comportent comme 1/L? par rapport a1’ordre dominant (LO —leading
order) considéré jusqu’a présent.
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F1G. 5.6 — Valeurs de (25/A, Zp/A) pour lesquelles la régle de somme (5.71)

pour ((06)>(()Nf:3) est positive pour toute valeur de la variable d’échelle { =
V¥2/A (la zone interdite est hachurée).

5.4.1 N; < nein(Ne)

Les regles de somme de Leutwyler-Smilga étaient obtenues a I’ordre domi-
nant du lagrangien effectif £, dans le comptage standard, en se restreignant
aux modes d’impulsion nulle. Les corrections sous-dominantes sont a prior:
de deux types: les modes d'impulsion non nulle (present déja dans £,), et
les modes d’impulsions nulle (en commengcant au NLO L4). Les premiéres
corrections sous-dominantes s’avérent étre d’ordre 1/L?, et elles proviennent
des modes d'impulsion non nulle dans L. Ces corrections peuvent étre ex-
primées comme une renormalisation (dépendante du volume) du condensat
de quarks* dans les régles de somme (5.33)-(5.35).

Le second type de corrections sous-dominantes vient des modes d’im-
pulsion nulle qui contribuent a L4, quadratique en masse de quarks. Ce la-
grangien contient entre autres le contreterme (MTM) qui correspond a la
divergence quadratique de o5. Puisque la regle de comptage dans cette phase
est M ~ 1/V, ces termes quadratiques sont supprimés par un facteur 1/L*

4. Ce résultat peut étre rapproché de 'analyse effectuée dans [92] au sujet des effets de
taille finie dans la description effective d’une symétrie O(NN) spontanément brisée.
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F1G. 5.7 - Valeurs de (Z5/ A, Zp/A) pour lesquelles la régle de somme (5.70)
pour <(cr4)>(()Nf:10) est positive pour toute valeur de la variable d’échelle { =

VEZ/.A (la zone interdite est hachurée).

par rapport au terme linéaire dans L£,. Par conséquent, ces corrections sont
NNLO (next-to-next-to-leading order) et ne seront pas discutées ici.

Les modes d’impulsion non nulle apparaissent quand on décompose les
champs des bosons de Goldstone de Sec. 5.2.1:

2
Nf—l

U(z) = UyUi(z) =Uyexp | @ Z & (x)ty/F (5.80)

gx) = Y dhexp (%rnac> (5.81)

ol n,, est un quadrivecteur de composantes entieres (n 7 0 signifie }°  |n,[ #
0). L’unitarité de Uy(z) implique ¢%, = (¢2)*. Les fluctuations des modes
d’impulsion non nulle sont petites, ce qui donne le comptage £ ~ ¢ ~ 3 ~
1/L. La contribution dominante des modes d’impulsion non nulle est 9,,£9,,¢
et vient du terme cinétique de L,. Il est compté avec la méme puissance
que le terme dominant des modes d’impulsion nulle (5.28), mais il peut étre
directement intégré et contribue seulement a 1’énergie du vide [91]. A 'ordre
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dominant, les modes d’impulsion nulle sont bien les seuls degrés de liberté
pertinents.

Au NLO, les corrections engendrées par les modes d’impulsion non nulle
sont dues aux termes 9%¢* et M£2. Elles sont seulement supprimées par un
facteur 1/L? par rapport & l'ordre dominant L*M. La fonction de partition
(5.21) jusqu’au NLO est donc:

Z, =1 /U N )[df]o](det Uy)* e Len 0o X) / I de d(sz): (5.82)
F

n>0,a
L* .
XeXP{—Z E (¢n)

n#0,a,b

2, 2
<2%) %&b + Qab] ¢b — Tuy + O(L‘4)} ,

ou la condition n > 0 signifie: ng > 0, ou (ny = 0,n; > 0), ou (ng = ny =
0,n9 > 0), ou (ng = ny = ny = 0,n3 > 0). La matrice (Nf2 —1) x (N]% -1)
suivante intervient:

) - ~
Qub = 575 ((tals +tyta) (U{ M + M10y)). (5.83)

T4y est le terme quadratique:

2L%m? u .
Ty = =55 Z gudbdidt n - (q— p) (tatstcta). (5.84)

abed,npqr#£0

Dans 'intégrale sur les modes d'impulsion non nulle de (5.82), ces termes
sont supprimés par un facteur 1/L? par rapport au terme cinétique.
Commencons par le terme T},, qui ne contient ni la matrice de masses
de quarks, ni la matrice des modes d’impulsion nulle Uy. Nous pouvons le
traiter perturbativement afin d’écrire une expansion en puissance de 1/L:

[ I o asy (5.85)

n>0,a

4 2.2
XeXP{—LI > () [(%r) %5ab+Qab] ¢fl}(1—T4¢+---)-

n#0,a,b

Nous devrions a présent appliquer le théoreme de Wick et contracter les
champs ¢ dans T},. Nous utiliserions alors le propagateur obtenu a partir du
terme cinétique et du terme de “masse” ()., ce dernier étant supprimé par un
facteur 1/L? par rapport au premier. Mais nous voulons seulement le premier
ordre des corrections provenant des tadpoles de Tyy. Puisque cette correction
est déja supprimée par un facteur 1/L? par rapport a I’'ordre dominant de la
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fonction de partition, elle peut étre calculée avec des propagateurs restreints
au terme cinétique (Q; induirait des corrections d’ordre 1/L*). Au NLO,
la contribution de T}, ne fait donc intervenir ni M, ni Uy (qui apparaissent
seulement dans Q) elle n’est qu'un terme global, dépendant de L, qui peut
étre factorisé, et éliminé en redéfinissant la constante de normalisation D’.
Dés lors, les corrections en 1/L? proviennent seulement du terme de “mas-
7 Qap pour les modes d’impulsion non nulle. La fonction de partition res-
treinte a un secteur topologique donné s’écrit donc:

Z,=D" /[dUO](det Up)” exp[—Leg (T, X)) / I deud(es)  (5.86)

U(Ny) n>0,a

4 - 2
e {‘L? > (@) E" (2?) O + Qab] &+ O(L-4>}

n>0,a,b

L’intégrale gaussienne sur {¢"} peut étre calculée:

N ] exp {_45 Q] N exp [—g <Z ?112) Tr Q] . (5.87)

n#0 n#0

ot N est un facteur de normalisation indépendant de M. La trace de @ sur
a,b= 1...N}2— 1 donne:

N2—1z

T —_
rQ= 9N, N

MU} + UMY, (5.88)

L’intégration sur les modes d’impulsion non nulle aboutit a la renormalisa-
tion:

S(N S(Ng) (1 Ny —1 E: (5.89)
% —
( f) ( f) +g 2N, v 9= 27r2F2L27 n2

Si nous incluons le premier ordre des corrections sous-dominantes, les regles
de somme (5.33)-(5.35) restent donc valables, & condition de renormaliser
dans ces expressions les parametres du lagrangien effectif. Cette renormalisa-
tion introduit une dépendance additionnelle en 1/L? qui est reliée au schéma
de régularisation. Dans la régularisation dimensionnelle introduite par Ha-
senfratz et Leutwyler, [92], la somme divergente v devient —4723;, ot 3; est
un “coefficient de forme” relié a la dimension et la géometrie de 1’espace-
temps. Pour un tore quadri-dimensionnel, 3; = 0.1405 (voir App. D.3 pour
des commentaires plus détaillés).
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Dans ce cas, les premieres corrections sous-dominantes aux équations
(5.33)-(5.35) se ramenent a la renormalisation:

N]%—l 54 )

NI (5.90)

(V) 5.47) = 5047 (1-

Par exemple, la correction relative (¥ — X.)/¥ reste plus petite que a si la
taille de la boite est plus grande que:

oL Ni—1p
min F Nf a?

(5.91)
de sorte que, pour Ny = 3 saveurs, la renormalisation de X dans les regles de
somme mene a une correction plus petite que 10% si la longueur de la boite
dépasse 1.9 - F' (en régularisation dimensionnelle).

5.4.2 Preés du point critique

Comme dans le cas précédent, deux sources de corrections sous-dominantes
doivent étre prises en compte: les modes d’impulsion non nulle de £,, Eq. (3.35),
et les modes d’impulsion nulle dans le lagrangien NLO L3 [7]:

LY = - {X (Np)(8,U10,U (MU + Ut M)) (5.92)
+X(N§)(8,U8,UN MU + Ut M)
—Rl(Nf)<(M*U) +(UTM)?)
—Ra(Np) (MU + UTM)M'M)
~Ra(Np)(M'U — UTM)((M'U)? — (UTM)?))
—Ra(Np)(MTU)? + (UTM)* (MU + U M)
—Rs(Np )Y (MTMY(MTU + U M)
~Re(N (MU -~ UMY (MU + U M)
—Re(N)(M'U +UTM)*},

avec X = F2¢, X = F2§ et R; = F2p,;. Puisque le comptage est ici M L? ~ 1,
les deux types de correction doivent contribuer au NLO O(1/L?), et peuvent
affecter la dépendance en volume (quadratique ou cubique) des régles de
somme précédemment dérivées.

Les modes d’impulsion non nulle sont explicitement définis par (5.81).
Comme dans le comptage standard, leur terme dominant est le terme ciné-
tique 8,£0,&, qui est compté comme O(1/L*). Sa contribution (& I'ordre
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dominant) se réduit & une constante globale qui redéfinit la normalisation de
la fonction de partition.

Les contributions NLO des modes d’impulsion non nulle sont de la forme
BeM9°¢?, avec 2a + 2b 4+ c +d = 6, c et d pairs, et ¢ < d. Les termes
envisageables sont BM¢2, M2¢2 et 9%¢* de Lo, et M?*¢? de L5. Au NLO,
I'intégrale de chemin devient:

7, =D / [d070] (det T)” exp(—Logt (T, X / IT det d(ss)
U(Ny)

n>0,a

4 )\ 2 - -
X exp{ — % Z (Po)* [n2 (%) (%&Lb + Pab) + Qab] ¢
n>0,a,b
Ty 40 (24) } (5.93)

avec les matrices (Nf2 —1) x (N]% —1):

- 1 - - - - -
Po = 573 [X({ta,tb}(UgM + M1Ty)) + X6 (UM + MTU0>] , (5.94)

- 1132 ~ -
Qab 72 [5«%% + tbta)(UJM + MUy))
+AtUI Mt UM + t, MUty MU,

+Z5(ta(USM — MTUp)) (t(UIM — M1Ty))

+Zp(to (UM + MT)) (T M + MTUO)>] : (5.95)

Le terme quadratique T}, est identique au cas standard (5.84) et provient du
terme cinétique de L, tandis que P vient de £3 et Q des termes sans dérivées
de £,. Dans Eq. (5.93), les contributions de ces trois termes sont supprimés
par un facteur 1/L? par rapport au terme cinétique: w212 Y ns0a n2|gd 2.

Pour les mémes raisons que dans la section précédente, I'intégration de
T4y engendre a cet ordre un terme indépendant de M et Up, qui redéfinit
simplement la constant de normalisation globale D’'. Au NLO, la fonction de
partition pour un nombre d’enroulement donné s’écrit:

Z, = D" /U (Nf)[dUO](det Uo)” exp(—Leg(Ty, X / T deid(e (5.96)

n>0,a

4 2 B B
X exp {—% Z (én)" [%TLQ <2%> (0up + 2Py) + Qab] Cb%} ,

n>0,a,b
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ce qui donne apres l'intégration sur ¢:

- L? ~
N L[Oexp {—Tr P =T Q} (5.97)
= Nex [— (Zl) Ter—L—2 (Zi) Tr Q]
P 472 n? ’
n#0 n#0

ott N est un facteur de normalisation indépendant de M et de Uy. Les traces
sur les indices a,b=1... N? — 1 donnent:

. 1 Nj—1 ;
TP = (X—I—NfX)(XUO + UoX1) (5.98)
2
TTO = 2F2L4 {ELQ ! XUg + Upx (5.99)
Zs+ 2 . N
+ (A — STfP> ((XUJ>2 + (UOXT>2)

+ (25 20— ) (X024 (G0XT?)

2025 — Z

L 2UZs — 2p)
Ny

L’intégration sur les modes d’impulsion non nulle aboutit a un terme possédant

la méme structure que £,. Il aboutit donc au sein des regles de somme a une
renormalisation des parametres du lagrangien:

S(N Y(N N -1
(Nf) — S(Ng)+g-2 I,

(XN (X o) — 2(25 — zp><X*X>] ,

S(NVy) (5.100)

N 2u N}z—
F2V 2N,

1[X(Nf) + Ny X (Ny)],

A(Ny) — A(Nf)+g[ZS(Nf)+ZP(Nf) M}, (5.101)

Zg(Ny) — ZS(Nf)—I—g[A( 1) _2r Nf} (5.102)
Zp(Ny) — 2p(iy)+g |20 30 (5.103)
H(Nf) — %(Nf)—g 2[ZS(Nf) Zp(Nf) (5104)

avec les sommes nécessitant une regularlsatlon:

v !
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Dans le cas de régularisation dimensionnelle, nous obtenons g = —23;/F2L?
et u = 0 (voir 'appendice D.3).

Avec le comptage ©L? ~ ML? ~ 1, les corrections NLO proviennent
aussi des modes d’impulsion nulle dans L;: elles contiennent donc les cons-
tantes de basse énergie R;. Si nous considérons le secteur topologique v = 0,
les corrections qui en résultent sont assez faciles a calculer. Quand nous
développons Z; (restreint aux modes d’impulsion nulle) comme un polynéme
en X, les intégrales contenant des puissances différentes de U et U sont
nulles. En particulier, les termes issus de £3 incluent des puissances impaires
de la matrice des mésons: ils doivent étre combinés avec X(XTU + UTX). Les
corrections ainsi obtenues sont de la forme ¥R; et comptent comme O(1/L?).

Pour v = 0, la forme finale des regles de somme, en incluant les corrections
NLO, est:

. _ VZAZ
«(Uz) >>0 = W [
V2A2
16Nf(N)% — 1)

s5+ sk + s5] (5.106)
[s3+ sT + s3], (5.107)

ot s¥ est I'ordre dominant, déja calculé dans la section 5.3.3, s rassemble
les termes venant des modes d’impulsion nulle dans L3, et si vient de la
renormalisation de L5 induite par les modes d’impulsion non nulle. Le resultat
est:

sy = 4 ([4(2N7 +1)S — 4P — 4Ny (5.108)
+[4(2N7 4+ 1)(5% 4+ P?) —85P — 8N#(S + P) + 4N7],
)
sk o= ﬁ[me(R?, — Ry) + 8Ny(N7 — 1)R; (5.109)
—16N}Rs + 48N} R1],
s = Nif {2(N2 — 1)¢% + ¢[BN3(N? — 1)5 — 16N2P + 8Ny

+[—8(N7 — 1)(S* + P?) — 16(3N; +1)SP

+16N¢(N7 + 1)(S + P) — 16N7]} (5.110)
N7 = 13(X + N X) .
. f f 2 D
+u-4 N, A {¢+2[@2N;+1)S—P—Ny]},
et
89 = (*+([125 — 4P — 4Ny (5.111)

+[125% + 12P* — 8SP — 8N;S — 8NP + 4],
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)
sk = ﬁ[—s(zv]% —1)Ry + 16NfR3 — 16NsRy — 16R + 48R4, (5.112)
5; = Nif {2(NF = 1)¢2 + ¢[8(NF — 1) — 8(NF + 1)P — AN(NF — 3)]

+[—8(N7 —1)(5* + P?) — 16(N} + 3)SP

+32N4(S + P) — 8(N7 +1)]} (5.113)
N7 —1%(X 4+ NsX o
tu -4 );vf (;Af ){C—I-Q[BS—P—Nf]}.

Ces résultats méritent quelques commentaires. A proximité du point cri-
tique, caractérisé par le comptage X L? ~ ML? ~ 1, tous les termes de la
contribution dominante s) sont d’ordre 1. s¥ et s} rassemblent toutes les
contributions NLO, comptées comme O(1/L?). Par consequent, pour une

valeur donnée du condensat ¥, les moments inverses (((52)2>>(()Nf ) /V?% and

<<04>>(ng ) /V? peuvent étre exprimés sous la forme S+ a,L*". Les puis-
sances paires n = 2,4 sont les termes dominants, tandis que les puissances
impaires n = —1,1,3 viennent des corrections NLO dues aux modes d’im-
pulsion non nulle. Ainsi, ce type de correction ne se mélange pas avec la
contribution dominante, en ce qui concerne la dépendance en volume.

Ceci n’est pas vrai pour sk, qui provient de la contribution des modes
d’impulsion nulle dans £3. Le terme constant n = 0 des regles de somme est
modifié, et cette correction peut étre considérée comme petite si ¥ est petit
(rappelons que estimation dimensionnelle des constantes de basse énergie
R,; donne R; ~ F? /A avec Ay ~ 1 GeV). Prés du point critique, on s’attend
précisément a voir X petit.

Dans le cas des régles de somme d’ordre A~¢ (5.71)-(5.73), la situation
est similaire, mais les constantes R, affectent déja le coefficient de (! dans
les régles de somme (ainsi que le terme constant ().

5.5 Extraction de constantes de basse énergie

Prés du point critique nq;q(V,), nous aimerions exploiter les regles de
somme pour ({(62)2>>(()Nf ) et <<04>>éNf ) de maniére & isoler certains rapports de
constantes de basse énergie de L,. En particulier, il serait intéressant d’obte-
nir une quantité sensible au franchissement du point critique. Pour atteindre
ce but, il est préférable d’éliminer les corrections NLO, qui font intervenir
soit des parametres inconnus comme R;, soit des quantités dépendant de
la regularisation comme g. Remarquons que les équations (5.106) et (5.107)
peuvent étre vues comme des expansions dans les variables ¥ L? et M L% Ce

sont donc des fonctions paires de L.
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5.5.1 Exploiter la dépendance sur le volume

Pour exploiter la structure des regles de somme au NLO, on peut intro-
duire I'opérateur de “dérivation”:

SIFIL) = m (.114)
x{(L-3) F(L+a)+(L+3) F(L—a)—2LF(L)},

ou a est un parametre arbitraire. Si nous considérons un polynéme pair
F(L) = L*, §%[F] est aussi un polynéme pair, de degre L* . On a pour les
degrés les plus bas:

L’ =0, L* =0, L* — a*, (5.115)
L% — a*(3L% + 24, L¥ — a*(6L* +12L%a° + 3a%). (5.116)

Si nous notons t; = <((52)2))((]Nf) JVZetty = ((04>)(()Nf) /V2, nous avons:

4
Su[Nyty — ta)(L) = ;TfZQZS +0(1/15), (5.117)

3a8

Wz“ +0(1/L). (5.118)

Ja[dalt2]] (L)
Pour obtenir une quantité invariante sous le groupe de renormalisation
de QCD, nous prenons le rapport de ces deux regles de somme:

Salbalts]] 3a* e

" -a Y S ey 3 PO )

Pour évaluer p, il faut connaitre ¢5 et ¢4 pour cinq tailles de boite différentes:
L—2a, L —a, L, L+ a, L+ 2a. Notons que a n’est pas forcément grand:
il suffit que L — 2a soit beaucoup plus grand que 1/Ay. D’un autre c6té, si
a est trop petit, I'opérateur de différence 6, peut devenir trés sensible aux
erreurs numériques.

Dans le cas d’un tore discrétisé (un réseau), nous pouvons écrire L = na
avec n entier et a la maille du réseau. Les équations (5.117)-(5.119) restent
vraies, et comparer différents volumes revient a évaluer les moments inverses
sur des réseaux de méme maille, mais avec des nombres de sites différents.
Dans le membre de droite des équations (5.117)-(5.119), les puissances en
maille du réseau a refletent seulement la dimension des quantités en jeu.

Les équations (5.117)-(5.119) ne dépendent pas des contributions NLO:
cela permet de considérer des volumes plus petits que ceux considérés aupa-
ravant [par exemple, 'estimation L > 1.9/F de la section 5.4.1, s’appuyait
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sur une analyse au NLO et ne s’applique pas forcément a la regle de somme
(5.119)]. On pourrait donc constater, méme pour des volumes assez petits,
que les quantités (5.117)-(5.119) ne dépendent pas du volume. Les moments
inverses doivent également satisfaire une condition de cohérence:

P = 72{?{2% (L) = Ly O(1/L"). (5.120)

Ny
Le rapport p est invariant sous le groupe de renormalisation de QCD et
ses variations avec Ny pourraient refléter la proximité du point critique de
maniere particulierement nette, comme la section suivante le suggere.

5.5.2 Intérét du rapport Zg/3?

Dans les Secs. 2.4.3 et 2.5.4, I’étude du spectre de l'opérateur de Di-
rac (2.5.4) nous a montré que ¥ pouvait étre interprété comme la densité
moyenne des petites valeurs propres, tandis que Zg était relié a la correlation
densité-densité. Le rapport Zg/¥? mesure donc la fluctuation du condensat
de quarks. Pour Ny prés du point critique ne;i(/N.) ot ¥ s’annule, on peut
s’attendre a une suppression de ¥ et a une augmentation de la fluctuation
Zg.

Si m est la masse commune des Ny quarks les plus légers, on tire de (2.72)
[dans l'approximation Z.g ~ 2Zg]:

F:Zg(Nf +1) F;fZeff
ZQ(Nf +1) QEQ(Nf +1)
X(Ng) —X(Ny+1)  F? N
[X(Nf+1))2 2rM2

(5.121)

(5.122)

ou les points de suspension indiquent les ordres supérieurs. Pour Ny <
Nt (N ), le membre de droite de (5.122) est tres petit. Pour I'estimer, consi-
dérons les estimations de xPT Standard Ny = 2: X(2) ~ 0.9 et 7 ~ 26.
L’étude du Ch. 4 confirme dans ce cadre 'analyse standard effectuée dans
[65], qui aboutit a la borne: X(2) — X(3) > 0.2. Considérons cette borne
comme une égalité. Dans ce cas, le membre de droite de (5.122) est d’ordre
1072, La proximité d’une transition de phase pourrait étre détectée par une
augmentation considérable du rapport (5.121) au-dessus de sa taille typique
~ 1072

5.5.3 Application au réseau

L’évaluation des moments inverses sur un réseau présente des caractéris-
tiques intéressantes. Nous travaillons a volume fini: la dépendance en volume
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est cruciale pour obtenir des informations sur les constantes a basse énergie
du lagrangien effectif, et ’extrapolation a un volume infini est évitée. La
limitation au secteur topologiquement trivial est naturelle sur le réseau, si
on choisit des conditions aux bords strictement périodiques.

Nous ne cherchons pas a résoudre sur le réseau QCD dans son intégralité.
Nous voulons calculer des moments inverses du spectre de Dirac, moyennés
sur les configurations gluoniques avec le poids statistique (5.11). Pour ac-
complir cette tache plus limitée, nous devons connaitre le spectre de Dirac
pour chaque configuration gluonique. Ce dernier peut étre obtenu grace au
carré de 'opérateur de Dirac: lDz = D? + iF*g,,. Il semble beaucoup plus
simple de discrétiser cet opérateur au lieu de ) lui-méme. En particulier, le
probleme des doubleurs ne devrait pas apparaitre avec un opérateur elliptique
tel que D?. Soulignons que cette procédure, trés utile pour notre probléme
particulier, peut difficilement constituer une solution générale pour traiter
les fermions sur réseau.

Pour une configuration gluonique donnée, nous pouvons calculer de la
sorte les moments inverses & partir du spectre de l'opérateur de Dirac (ce
dernier est indépendant du nombre de saveurs). La contribution essentielle
pour chaque moment inverse vient des valeurs propres les plus basses. Dans
ce cas, la dépendance en Ny de la moyenne (())éNf ) devrait provenir es-
sentiellement de la Ng-ieme puissance du produit des valeurs propres les
plus basses, c’est-a-dire de la partie infrarouge du déterminant fermionique
tronqué (2.68). La partie ultraviolette du déterminant devrait alors étre in-
cluse comme une queue perturbative, comme discuté dans [94]. Une premiére
possibilité consiste a générer les configurations gluoniques dans ’approxi-
mation quenched (Ny = 0 & cette étape), puis a inclure explicitement la
Ny-ieme puissance du déterminant fermionique dans ’observable a calculer.
Cette méthode aurait I’avantage de permettre un changement immédiat et
continu de Ny en conservant le méme ensemble de configurations gluoniques.
Mais la simulation Monte-Carlo de la théorie de pure jauge peut mener a une
distribution assez différente des petites valeurs propres de Dirac, quand on la
compare a une simulation incluant le déterminant fermionique dans le poids
statistique. Si cette procédure de reweighting s’avere ineflicace, la génération
des configurations gluoniques devrait inclure produit des plus basses valeurs
propres dans le poids statistique. Les configurations devraient étre regénérées
pour chaque Njy.

Le calcul du rapport p semble particulierement séduisant dans ce cadre. Il
nous faut comparer cinq tailles différentes de réseau pour obtenir ce rapport,
invariant sous le groupe de renormalisation de QCD et protégé des corrections
NLO. Quand N; augmente, une élévation de 1/p indiquerait clairement la
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proximité du point critique nq;(N.) ol le condensat s’annule.

5.6 Résumé

Il est tres interessant de mettre en correspondance deux descriptions de
QCD euclidienne sur un tore: la premieére s’'intéresse au spectre de I’opérateur
de Dirac tandis que la seconde s’appuie sur la théorie effective des bosons
de Goldstone. La brisure spontanée de la symétrie chirale peut étre reliée
au comportement a grand volume des moments inverses des valeurs propres
de Dirac ), ,
rations gluoniques. A cause de leur sensibilité a Ny, ces moments inverses
peuvent servir a détecter des transitions de phases chirales se produisant
quand augmente le nombre de saveurs de masse nulle.

Supposons que X(Ny) s’annule avant F?(N;). Au-dessus du premier point
critique 1 (N, ) ol le condensat de quarks s’annule, la symétrie chirale n’est
alors que partiellement restaurée. Lorsque nous sommes en dessous de ce
point critiquer, le comportement asymptotique des moments spectraux est
donné par les régles de Leutwyler-Smilga (5.33)-(5.35) et régi par le condensat
de quarks (un tel comportement correspond & des valeurs propres s’accumu-
lant comme 1/L*). Au-dessus de n.;(NV.), la dépendance en volume des mo-
ments inverses change [voir (5.37)-(5.38)] et correspond a des valeurs propres
s’accumulant comme 1/L?. Dans ce cas, la contribution dominante provient
de termes quadratiques en masses de quarks dans le lagrangien effectif.

Quand Ny augmente et s’approche de ne;t(N.), le condensat de quarks
devient petit, et ses fluctuations (liées a la violation de la regle de Zweig
dans le secteur scalaire) devraient devenir grandes: les termes du lagrangien
effectif lineaires et quadratiques en masses de quarks pourraient contribuer
de maniere comparable. Il peut donc étre nécessaire d’inclure ces deux types
de terme dans l’ordre dominant de ’expansion de L.g pour dériver le com-
portement asympotique des moments inverses qui interpole entre les deux
phases. Les regles de sommes ainsi obtenues ont été analysées dans le secteur
topologiquement trivial v = 0 [voir (5.69)-(5.73)]. En particulier, les formules
concernant des moments inverses positifs conduisent a des contraintes sur les
parametres du lagrangien effectif.

Pour Nf < n¢it(N,), les premiéres corrections sous-dominantes aux régles
de Leutwyler-Smilga proviennent des modes d’impulsion non nulle, et se
rameénent a une rédefinition (dépendant de V') de la constante de basse énergie

1/AF. moyennés sur des ensembles topologiques de configu-

Y. Pour Ny se rapprochant de n;(N.), les corrections NLO sont de deux
types. La partie due aux modes d’impulsion non nulle se traduit par une
redéfinition des constantes de basse énergie %, Zg, Zp and A. La contribu-
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tion des modes d'impulsion nulle peut étre calculée directement pour v = 0.
Ces deux types de corrections sont supprimés par un facteur O(L~?%), par
rapport a la contribution dominante.

Des combinaisons de moments inverses permettent d’isoler le rapport des
constantes de basse énergie Zg/%? qui est particuliérement sensible au pas-
sage de ngi(N,). La formule & 5 volumes (5.119) ainsi obtenue est de plus
insensible aux corrections NLO et invariante sous le groupe de renormalisa-
tion de QCD. Le calcul sur réseau des moments inverses de l'opérateur de
Dirac pourrait permettre d’étudier les transitions de phases chirales, en va-
riant des parametres fixés dans le monde réel, comme Ny et N.. A partir de
configurations gluoniques a v = 0, il s’agit de calculer les spectres de Dirac
correspondants, obtenus par diagonalisation de D? + Fo /2, puis de calculer
des sommes de ces valeurs propres. La dépendance sur Ny est explictement
présente a travers le partie infrarouge du déterminant fermionique, et les
effets de taille finie sont pris en compte et essentiels pour notre analyse.
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Chapitre 6

Conclusion

La brisure spontanée de la symétrie chirale reste un probleme fondamental
de la physique des particules. Si des expériences doivent bientot nous éclairer
sur le cas de 2 quarks (u et d) sans masse, la structure chirale du vide pour
3 (ou plus généralement N¢) quarks de masse nulle reste & explorer.

Le mécanisme de la brisure de symétrie chirale est-il fortement dépendant
du nombre de saveurs légeres? L’étude de la fonction 3 en QCD perturbative
nous indique que la symétrie chirale doit étre restaurée pour Ny suffisamment
grand (au-dessus de 11N,/2). Des transitions de phase chirales doivent donc
avoir lieu quand Ny augmente. La regle de Zweig et la limite du grand N,
militent néanmoins pour une dépendance faible dans le cas de QCD (N; =
2,3), bien que ces deux prescriptions soient mises en défaut dans le canal
scalaire 07+,

Pour traiter cette question, il est intéressant de se placer sur un tore
euclidien (de volume L*) pour y étudier le spectre de 'opérateur de Dirac .
Les petites valeurs propres de cet opérateur s’accumulent autour de 0 dans
la limite L — oo et jouent un role important dans la brisure de la symétrie
chirale. Deux parametres d’ordre chiraux sont dominés par ’accumulation de
ces petites valeurs propres: le condensat de quarks ¥(Ny) (parameétre d’ordre
chiral le plus simple) et la constante de désintégration pseudoscalaire F'2(Ny)
(signal non-ambigu de la brisure spontanée de la symétrie chirale). Grace a la
borne dérivée par Vafa et Witten sur le spectre de l'opérateur de Dirac, nous
avons vu que le déterminant fermionique supprime ces parametres d’ordre
quand Ny augmente. ¥ et F? devraient donc étre des fonctions décroissantes
du nombre de saveurs légeres. Reste a évaluer 'importance de cet effet, qui
est lié & la violation de la régle de Zweig dans le secteur scalaire 07t (nombres
quantiques du vide).

Dans le cas de QCD, la hiérarchie de masse m,,mgy < m, < Ay per-
met de comparer SUL(2) ® SUR(2) (my,mq — 0 mais m, physique) et
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SUL(3) ® SUR(3) (my, mg,ms — 0). Grace a la Théorie de Perturbations
Chirale, on peut développer les masses et les constantes de désintégration
des mésons pseudoscalaires 7, K,n en puissances de masses de quarks m =
(my + mg)/2 et m,. Pour exploiter ces relations, on suppose souvent que le
rapport de Gell-Mann—Oakes—Renner X (3) = 2mX(3)/(F2M?) est d’ordre
1 (cadre Standard). On peut toutefois adopter des hypothéses moins fortes
pour analyser ces expansions, en conservant les deux premiers ordres de ces
développements [jusqu’a O(m?,,,) pour FE Mz, et O(mquark) pour Fz] et en
supposant que les restes d’ordre supérieur sont petits. On présume ainsi qu’il
y a convergence globale des expansions, mais on autorise une compétition
entre les deux premiers termes de chaque série. On peut alors réexprimer
les constantes de basse énergie L;—4 g [ainsi que X (2) et F(2)] en fonction
d’observables (Fp, Mp) et de X(3), F(3),r = m,/m.

Il s’avére que X(2) est fortement corrélé a r, tandis que X (3) est par-
ticulierement sensible a la valeur de la constante de basse énergie Lg. Il
suffit que Lg(M,) soit légerement positive pour avoir une grande différence
X(2) — X(3). Deux phénomenes distincts pourraient donc aboutir a un petit
condensat de quarks & 3 saveurs: soit r est petit (10-15) avec X (2) et X (3)
petits, soit 7 est de taille standard (autour de 25) avec X (2) d’ordre 1, mais
X(3) est petit a cause de Lg. Ly joue un role analogue pour les constantes
de désintégration F(2) et F(3).

Meéme si les expériences autour de la diffusion 77 doivent nous éclairer
sur le mécanisme de brisure spontanée de SU.(2) ® SUg(2), elles ne nous
renseigneront guére sur Ny = 3. X(2) et X (3) peuvent étre de tailles tres
différentes, si la violation de la regle de Zweig dans le secteur scalaire est
importante. L’ampleur de cette violation peut étre estimée en exploitant des
données expérimentales du canal 07" au sein d’une régle de somme pour
le corrélateur de deux densités scalaires ((@u)(5s)). La régle de somme fait
intervenir d’une part le comportement & haute énergie de ce correldteur (Ex-
pansion en Produits d’Opérateurs) et d’autre part sa partie imaginaire a
basse énergie (fonction spectrale).

La partie imaginaire du corrélateur peut s’exprimer (jusqu’'a 1.2 GeV)
en terme des facteurs de forme scalaires du pion et du kaon. Ces facteurs
s’obtiennent en résolvant des équations couplées d’Omnes-Muskhelishvili, ot
apparait la matrice T pour les canaux 77 et K K. Les solutions dépendent
du modele de matrice 1" choisi et des normalisations des facteurs de forme a
zéro. La fonction spectrale est dominée par le pic du fy(980), ce qui induit
une grande différence entre X (2) et X (3). On peut quantifier cet effet pour
contraindre la valeur de X (3) en fonction de F(3) et de 7. X (3) s’avére
nettement plus petit que X (2).

La pente a l’origine du facteur de forme étrange du pion peut aussi étre
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exploitée pour contraindre X (3) et F(3) en fonction de 7. On constate une
forte décroissance des deux parametres d’ordre entre Ny = 2 et Ny = 3. Cette
seconde contrainte s’appuie sur des détails fins d’un facteur de forme, obtenu
a l'aide d’un modele de matrice T'. Elle pourrait donc étre moins fiable que
celle dérivée de la regle de somme.

Une forte décroissance du condensat de quarks pourrait s’expliquer dans
le cadre plus spéculatif de transitions de phases chirales. Le condensat de
quarks ¥ et la constante de désintégration pseudoscalaire F? ne sont pas
sensibles au méme type de valeurs propres de 1'opérateur de Dirac (sur un
tore euclidien de taille L). ¥ est sensible aux valeurs propres s’accumulant
comme 1/L* quand L — oo, alors qu'il suffit d'un comportement en 1/L?
pour contribuer & F2. ¥ pourrait ainsi décroitre plus rapidement que F?2,
ce qui suggere un scénario comportant 3 phases. Lorsque Ny augmente, ¥
serait le premier parametre d’ordre chiral a s’annuler pour une valeur critique
Nerit(Ne). Mais F 2 ne s’annulerait pas encore dans cette seconde phase (i.e.
la symétrie chirale serait encore brisée), et il faudrait attendre un second
point critique Nec(N.) > ngi(NV.) pour observer 'annulation de F' 2 et la
restauration de la symétrie chirale.

Y peut s’interpréter comme la densité des valeurs propres de 'opérateur
de Dirac euclidien autour de 0, tandis que le corrélateur ((@u)(5s)) corres-
pond aux fluctuations de ces valeurs propres. A ’approche du point critique
Neit(N:), on devrait voir la densité d’états diminuer et les fluctuations aug-
menter. Un tel scénario [avec nq;(3) proche de 3] pourrait rendre compte
d'une grande différence entre X (2) et X(3). Pour confirmer ou infirmer ce
scénario, et plus généralement pour étudier la restauration de la symétrie
chirale quand Ny augmente, on peut se concentrer sur des moments inverses
des valeurs propres, moyennés sur des ensembles topologiques de configura-
tions gluoniques (nombre d’enroulement fixé). Des régles de somme relient
la structure chirale du vide au comportement de ces moments inverses pour
des tores de grand volume. Si X(Ny) ~ 1, le comportement asymptotique
de ces moments est dicté par le condensat de quarks ¥(Nys). Ce comporte-
ment est donc radicalemnt modifié dans la seconde phase, ou le condensat
de quarks est nul. Si X (Ny) est petit, mais non nul, les moments ont une
dépendance en volume plus complexe, qui reflete une compétition entre le
condensat de quarks et d’autres parametres d’ordre chiraux (termes quadra-
tiques en masses de quarks dans le lagrangien effectif).

Ces regles de somme sont dérivées en considérant le lagrangien effectif a
I’ordre le plus bas et en supposant que les états d’impulsion nulle dominent.
Nous avons calculé les premiéres corrections sous-dominantes (NLO) a ces
régles de somme, quand X (Ny) est d’ordre 1 ou quand il reste un parametre
libre. Ces corrections sous-dominantes proviennent des ordres supérieurs du
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lagrangien effectif et des états d’'impulsion non nulle. En comparant la valeur
de moments inverses pour différents volumes, on peut éliminer ces correc-
tions sous-dominantes et isoler le rapport Z5/%? (fluctuation des valeurs
propres/densité). Ce rapport devrait fortement augmenter au voisinage du
point critique . (N,.). L’évaluation sur réseau de ces moments inverses offre
d’intéressantes perspectives, méme si I'inclusion correcte du déterminant fer-
mionique pourrait s’avérer ardue.

Beaucoup de problemes restent sans réponse. La détermination expéri-
mentale de X (2) devrait nous permettre de fixer » = m,/m. La regle de
somme pour ((@u)(§s)), contraindrait alors plus séverement la valeur de
X(3). Mais cette méthode est tres indirecte et sujette a diverses incerti-
tudes : ordres supérieurs dans ’expansion en masses de quarks, modeles de
matrice 7', intégrale dans les énergies intermédiaires. Une meilleure connais-
sance du secteur scalaire 07" nous guiderait dans le choix des modéles de
matrice 7. Le traitement des ordres supérieurs pourrait aussi étre affiné
afin de réduire les incertitudes. Mais il reste indispensable de déterminer
expérimentalement (et plus directement) la structure chirale du vide pour
Ny = 3. 1l faudra identifier les processus du secteur étrange reflétant cette
brisure de SUL(3) ® SUR(3) et accessibles expérimentalement. A ce titre,
les désintégrations Kj4 (et éventuellement les désintégrations rares du K)
méritent une analyse détaillée [95].

En QCD, il ne nous est pas possible d’apprendre beaucoup sur la bri-
sure de la symétrie chirale pour des valeurs plus élevées de N; par la voie
expérimentale. Il faut recourir a d’autres outils, comme les simulations sur
réseau ol Ny est a priori un parametre ajustable a volonté. Les difficultés
que ces simulations rencontrent avec les fermions de masse nulle sont bien
connues. L’inclusion du déterminant fermionique recourt a des méthodes de
bosonisation qui ne s’appliquent qu’a un nombre de saveurs pair. Le secteur
SUL(3) ® SUR(3) reste en particulier hors d’atteinte. De plus, les opérateurs
généralement proposés (Dirac-Wilson) brisaient explicitement la symétrie
chirale. Des développements récents autour de la relation de Ginsparg-Wilson
(overlap et domain-wall fermions) ont grandement amélioré la situation en
proposant des opérateurs de Dirac brisant la symétrie chirale le plus dou-
cement possible [96]. Mais l'inclusion du déterminant fermionique semble
encore délicate dans le cas de ces opérateurs. Des progres dans la simulation
de fermions chiraux dynamiques seraient évidemment bienvenus.

En connaissant mieux la structure chirale du vide de QCD, et en par-
ticulier son évolution avec Ny, nous approfondissons notre compréhension
de la dynamique des effets non-perturbatifs dans les théories de jauge non-
abéliennes. Outre I'intérét théorique de cette question, des applications plus
phénoménologiques sont envisageables. Par exemple, la brisure de la symétrie
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électrofaible peut s’interpréter dans deux cadres tres différents : soit des Higgs
scalaires élémentaires protégés par la supersymétrie, soit la brisure d’une
symétrie chirale transmise au secteur électrofaible par le mécanisme de Higgs
(modeles de type Technicouleur). Pour confronter ce deuxieme type de théorie
aux mesures de précision du Modele Standard, on a souvent imaginé que la
brisure spontanée de leur symétrie chirale devait s’inspirer du mécanisme
généralement admis pour QCD. Le condensat de quarks était pris comme
parametre d’ordre dominant, et un simple changement d’échelle fournissait
les valeurs des constantes de basse énergie pour Ny et N, a partir de la yPT
Standard. Ces hypothes simplificatrices ont parfois conduit a exclure certains
modeles de type Technicouleur [97]. Des mécanismes différents de brisure de
symétrie chirale pourraient restreindre la portée de telles conclusions [98]. Il
serait judicieux de reprendre ces analyses en recueillant ’ensemble des me-
sures de précision disponibles pour contraindre la structure chirale du vide
dans les modeéles de Technicouleur [99]. Nous disposerions ainsi d’une alter-
native aux modeles supersymétriques pour discuter des manifestations d’une
nouvelle physique a ’échelle du TeV.
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Annexe A

Rappels

A.1 Fermions en métrique euclidienne

Nous avons vu dans la Section 2.4.1, comment la rotation de Wick per-
mettait de passer d’'une métrique minkowkienne a une métrique euclidienne
pour des champs scalaires et vectoriels. Dans le cas des spineurs, la situation
est plus subtile [100]. I est possible dans les deux cas d’écrire les générateurs
infinitésimaux du groupe sous la forme de deux sous-algebres SU(2) qui com-
mutent, et de classer les représentations par deux indices demi-entiers (m, n).
Pour SO(4), les générateurs ainsi définis sont hermitiens, et les deux sous-
algebres sont indépendantes. Les spineurs gauches (1/2,0) et droits (0,1/2)
se transforment selon:

Yo = ALY YR = Apvn  AL(AD)T = AR(AR)T =1 (A.1)

Ce n’est pas le cas pour SO(3, 1), ot les transformations des spineurs gauches
et droits ne sont pas indépendantes:

Y = Apr Yr — ArYRr Al = Ajm (A.2)

ot AL, et Ag ne sont pas unitaires. Cette différence topologique entre SO(4) et
SO(3,1) apparait par exemple dans le cas des spineurs de Majorana. A partir
d’un seul spineur droit (ou d’un spineur gauche) dans ’espace minkowskien,
il est possible de construire un spineur a 4 composantes, autoconjugué de
charge, appelé spineur de Majorana. Un tel objet ne peut étre construits
dans un espace euclidien. On peut construire dans les deux métriques des
spineurs de Dirac (1/2,0) & (0,1/2). En métrique minkowskienne, on peut
obtenir & partir d’un spineur 1 son spineur conjugué ) = 1ty,. Comme les
spineurs gauches et droits ont des lois de transformations indépendantes en
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métrique euclidienne, I’opération de conjugaison n’est pas définie, et 1 est
un spineur indépendant de .

On peut reprendre la construction des matrices de Dirac en métrique
euclidienne pour obtenir les équivalences:

G = (1,-1,-1,-1) — Juv = (1,1,1,1), (A.3)
P = €upos (A.4)

b = Y, (A.5)

Yo — o = Yo, (A.6)

vi = V=% (1=1,2,3), (A.7)

Y5 = V5 =5, (A.8)

{7u771/} =20 — {'_Vuf%} = 20, (A,9)

qui permet de batir pour SO(4) des quantités covariantes semblables & celles
de SO(3,1).

Les relations habituelles sur les matrices de Dirac sont évidemment altérées
car leurs relations d’anticommutation sont modifiées. Notons en particulier
que les matrices 7, (1« = 0...3) sont toutes antihermitiennes. La distinction
entre €77 et €,,,, est sans objet dans la métrique euclidienne, et d*z GG
est invariant sous la rotation de Wick, car GG contient une unique dérivée
temporelle qui compense la rotation de 1’élément d’intégration.

A.2 Intégration sur les matrices unitaires

Dans ’espace de saveurs, nous pouvons définir un ensemble complet {t,}
de Nf2 matrices hermitiennes Ny x Ny génératrices de U(Ny). a est un indice
allant de 0 a N ]% — 1: ¢y est proportionnelle a 'identité, et les autres matrices
sont de trace nulle. Elles sont normalisées selon:

1 1
tats) = =8, tats = =Ny, Al
(tats) 5 %ab za: 5V (A.10)

avec les identités intéressantes pour toutes matrices A et B [89]:

S (taA)(tuB) = (AB), (A.11)

Studts = (), Z(taAtaB>:%(A>(B>. (A.12)

a

Nous pouvons décomposer toute matrice complexe sur cette base: X =
Y uXats. Une intégrale sur U(Ny) de variable U (matrice unitaire) sera
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non nulle seulement si elle contient autant de composantes provenant de
U=7>, Ui, que de Ut = >, Usta. Les plus simples sont:

/U NG
/U NG
/U N

/U )

=1,

2
UaUl;k - Ff&zb?

UU,UU; = (8abed + Saade)

4

2
10 titita + tutatty)

T AT /a2 1 \tabtbleld atdlcld
NA(NZ—1) !

8
N (VT 1) (NE— 4)
x { (N = 2)[BusBeabies + Gurdegbea + Suabindis
+04d0c£0eb + OafOchOed + O fOcades)

AN [Sap(tetatets + tet steta) + Saaltotet st + totet ptc)
+0af(ttctate + tptetate) + Op(tatatets + tatsteta)
Fealtatytets + tat stots) + Sop(tatytota + tatatets)
FOep(tatatot; + tabstota) + Soaltatytots + tatptots)
O (tatytoty + tatatots)]

U U UUUU; =

(A.13)
(A.14)

(A.15)

(A.16)

—|—16<tatbtctdtetf + tatbtetdtctf + tatbtetftctd + tatbtctftetd
+tatdtctbtetf + tatdtetbtctf + tatdtetftctb + tatdtctftetb

Ftot ptotatety + tat tetatety + tat stetptota + tat ftctbtetd)}.

A.3 Identités de Ward chirales

La fonctionnelle génératrice de QCD est donnée par (3.3):

e

Toaspd] _ / [DG)[DY][DY]

(A.17)

X exp {z / d*zLqcplv, a, s, p, «9]} ,

LQCD[U7a7s7p7'9] = Lf—I_Z(lDlD _MQ)Q
Q

2
g
3272

]‘a'ua Soupy o
GG, - 0 GGy,

(A.18)
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+ Z 117[7"(1'17# + Up F 75‘1#) — 5+ Y5p]Y.

q

Pour obtenir une expression simple des identités de Ward, nous allons
promouvoir la symétrie chirale sous une forme locale, en transformant les
champs fermioniques selon:

P(z) = ¥'(z) = Va(z)Yr(z) + Vi(z)yr(z), (A.19)
Vi(z) = exp i Z ag(z)A* 3, Vr(z) = exp (¢ Z ap(z)A?
- - (A.20)

Sous (A.19), seul le terme de sources de (3.4) subit une modification:

Y[y (v, + vs5a,) — s + iysplY = 7,5[7"(1):‘ + ysa,) — s +iysp'le,  (A21)

W+ d)@) = Vil@)(v, +a)@)Vi(e) +iVa(@)d,Vi(z) (A:22)
(W, ~d)(x) = V@), - 0@V (2) +iVi(2)3,Vi(2) (A.23)
(s' +ip)(a) = Vale)(s +ip)@)Vi(a) (A.24)
(s' —ip)(&) = Vila)(s - ip)(a)Vii(a) (A.25)

On voit donc que (A.19) est équivalente a une transformation locale des
sources. Toutefois, la mesure de I'integration fermionique n’est pas invariante
sous (A.19). Il faudra donc introduire un jacobien A pour prendre en compte
tous les effets de cette transformation locale.

Pour des transformations infinitésimales,

Vi(z) =1+ ia(z) +if(z) +. .. Vr(z) = 1+ia(z) —if(z) +... (A.26)
W= o+ O ilayn] 40, a, (A21)
aL = a, + 0,0+ i[a, a,] +1[B, v (A.28)
s = s+ila,s] —{8,p} (A.29)
P = p+ila,p]+1{8,s} (A.30)
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On obtient alors la relation (ot S désigne v, a, s, p, 0):

IS = I[S]+A[S, ViV, (A.31)
als VeVl = — [ d'e (b)), (A.32)
Ne  osuw 4
Qz) = W(—: P {vaﬂvw—}—gvaaﬂvpa,, (A.33)
81
+ {valg,a”a,,}-l— auvaﬂa,,-l—Saaa,@aua,, ,
V= 8”0,,—8,,2)”—1[@”,0,,], (A.34)
Ve, = 0ua, —iv,,a], (A.35)

a condition d’ajouter aux lois de transformation des sources externes (A.22)-

(A.25), celle de I’angle du vide:
0(z) = 6(z) — 25 (z). (4.36)

Le terme 2 marque ’apparition d’anomalies dans la théorie. Puisque (A.31)
doit étre vérifiée pour toute transformation infinitesimale, nous pouvons
écrire les identités de Ward sous la forme:

or or or
8;35 a +fabc I‘( )5 b +fabc ”( )5 b
] in 4 wn
+fabc ( )5 b( ) + fabcp ( )5]76(1‘) = 07
poura:O...N;‘f—l,
., or or oT
8/1 (5(1“( ) + fabev /t( )50,2(%:1_0‘) + fabcau( )5,0(;5%) (A38)
—dgpeP(T) =—— + dape =-Q°
abcP (LL') 586(1‘) + dgpes ('T) 5pb($) (:U))
poura=1... Nf2 — 1, et, en raison de la présence de 6 pour [,
or 2 or or
R L' [s%m) e
I 0 a a
da;,(2) Ny a=0..N}-1 op(x) os() (A.39)
or
2N; =-Q°

Pour obtenir une identité de Ward quelconque, il suffit de dériver un certain
nombre de fois 'une de ces 3 relations par rapport aux sources externes,
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puis de considérer I’égalité obtenue en v = a = p = 0, s = M,, 0 = 0.
D’apres la structure de 2, les identités de Ward anormales sont de la forme
oM (QT{A,(2)X}|Q) avec: X = VV, AA, VVV, AAV, VVVV, AAVV et
AAAA. La non-conservation du courant axial singlet A, apparait a travers
la dérivée par rapport 6 dans (A.39).

A.4 Lagrangien effectif pour deux saveurs

Pour Ny = 2, la construction du lagrangien effectif differe légerement
du cas générique, car les représentations de SU(2) sont pseudoréelles. En
particulier, le corrélateur {(au)(dd)), qui définit Zéz), contient un invariant de
type determinant et perd son statut de parametre d’ordre. L’ordre dominant

du lagrangien généralisé! pour SU(2) est [61]:

LY = i {F2(2)(D,U'D*U) + 22(2)(U'M + MUY (A.40)

+AR)((UTM)? + (MTU)?) 4 Zp(2)(UTM — MTU)?
+H2)YMIM) + H'(2)(det M + det MT)} .

Le nouveau contreterme H'(2) est compté O(p?) en GxPT, puisque det M
comprend deux puissances de masse de quarks.

Malgré certaines ressemblances entre 7'(2) et (2) (termes sans champ de
méson, absents des processus a basse énergie), H'(2) n’est pas nécessairement
divergent. Il peut étre défini a I’aide de la limite chirale du corrélateur (violant
la régle de Zweig dans le secteur scalaire):

2i / d*z e (0|T{au(z)dd(0)}|0) = H"(2)(x) + O(p*)cypr- (A.41)

Il est facile de voir dans la limite chirale que ni l'opérateur identité, ni le
condensat de quarks, ni le condensat de gluons ne peuvent contribuer a
I’'Expansion en Produit d’Opérateurs de ((@u)(dd)). En effet, le condensat
de quark apparaitrait en compagnie d’'une masse de quark (tendant vers 0
dans la limite chirale), tandis que la symétrie discréte u;, — —uy disquali-
fie 'opérateur identité et le condensat de gluons. Le corrélateur (A.41) est
donc dominé par des opérateurs de dimension 6, et il se comporte comme
O(1/p*) & grande impulsion. Il est donc superconvergent. On peut relier
H'(2) au spectre du secteur scalaire a I’aide d’une relation de dispersion sans
soustraction, de maniere analogue a la Sec. 4.4.2. Bien que cette intégrale
soit difficile & estimer, H'(2) peut en principe étre déterminée a partir de

1. La méme analyse s’applique dans le cadre standard & ordre O(p*) avec Lg.
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données expérimentales dans le secteur 0, en incluant non seulement les
basses énergies, mais aussi les résonnances plus massives.

Puisque #H'(2) ne contient pas de divergence ultraviolette, nous pouvons
réecrire formellement 'ordre dominant généralisé du lagrangien a deux sa-
veurs sous la forme générique Ny > 3. Nous utilisons pour cela l'identité,
vraie pour toute matrice 2 x 2: (C)? — (C?) = 2det C. Cela conduit & iden-
tification formelle:

F}(Np)A(Ng) < A(2) - H'(2)/2, (A.42)
F2(Nj)Zs(Np) < H'(2)/4, (A.43)
F?(N;)Zp(Ny) < Zp(2) + H'(2)/4, (A.44)
FA(N)H(Ny) « H(2), (A.45)

ce qui nous permet de traiter le lagrangien a deux saveurs dans le cadre
générique, méme si l'interprétation phénoménologique de ses parametres est
différente.
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Annexe B

Spectre des mésons
pseudoscalaires

B.1 Constantes de désintégration

Les constantes de désintégration sont données par [6, 62]:

F? = F2+42mé+2(2m+m,)é (B.1)
1 F2M? M? M
T TX(3)|2log —£ +log —1 .
TTem g N3 |Hlos gy Hlog g | +em
Frp = FZ4 (m+my)é+2(2m+ mb)g (B.2)
1 F2M?
———TX(3)L
‘|‘2 F02 ( ) + ek,
2 -
F} = Fj+ §(m + 2m)€ + 2(2m + m,)€ (B.3)
1 FpM; M,
B R (2r +1)X(3) log 2 + &,
avec les constantes effectives indépendantes d’échelle:
By M3 M
£ = Félw) — 553 (log e +210gu—;7 (B.4)
1 M? M
= 8By |Ls(p) — =——— (log —= + 2log —! B.5
- - By M2
£ = Fié(p ~ 39,2198 ,uf (B.6)
1 M?
= 8By |La(p) — log —£ B.7
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et:
1 M} M,
L=—|31 1 K B.8
3272 [ %8z T8 M,Qf] (B8)
Les contributions d’ordre supérieur sont rassemblées dans 5, F3.
Les constantes effectivees sont reliées a F|, par les relations:
m¢ = ——{F}—F? (B.9)
’r‘ j—
1 FiM? 5 1o ME 3l My
Toam pE X3 |Plog, +3log 1
+T‘—1 [877—8[{],
~ T r+1 2 5 5
£ = F:— Fyg — F§ B.10
e 2(r+2){r—1“ r—1 K770 (B-10)

1 F2M? 4r4+1. MZ 2r41_ M
— T X(3 lo 1
3212 F2 ()[ gM°+r—1 ogM}%”
n r 2 r+1

EK — En
2r+2) [r—1 5% -1

Les constantes de désintégrations satisfont une relation de type Gell-

Mann—Okubo:

4 1 1 M2F? M?
F? = _Fp—-F? T TrX(3 L B.11
v = 3k 3h g X @lee g (B.11)
1 MZ2F? M,? Mz
Taee e 0 )<log Mz o8 M2>
4 1
+e, — §5K + §€,r.
B.2 Masses
Les masses des pseudoscalaires sont données par [6, 62]:
F2M? = 2mY + (2mm, + 4m?)Z% + 4m?A (B.12)
FAM?
g XGIPL + Fde,
FZMz = (my+m)S 4+ (my +m)(m, 4+ 2m)Z°% 4+ (m, + m)?AB.13)
1 FinM?

e ~(r + 1)[X(3)]’L + Fi6x,
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2 2
FiMs = §(2ms +m)¥ + §(2ms + m)(mg + 2m)Z° (B.14)
4 8
—|—§(2m§ +m*)A + g(ms —m)*zP
1 F* M
+§F—é[X(3)]2L + F26,.

Ces formules font intervenir les parameétres effectifs indépendants d’échelle:

B2 Mg 4 M
75 = 2F:Z5(u) — 3222 {210gﬂ—§ +5log u—;} (B.15)
1 MZ 2. M
= 3282 [Lﬁ(u) T {log M2K + §log u—;’}] ,  (B.16)
B? ME 2 M
1 Mg 2 M
z¥ = FjZ =16B:L;. (B.19)

On note le reste des contributions d’ordre supérieur §M3.
On peut estimer les constantes effectives a ’aide des relations:

7,2

2,8 27 r2
7° = F°M B.20
e "0+ 2) (B-20)
1 F2M2r[X(3)]?
1 —€(r)—X(3) — R L
7.2 4 9 T + ]_ 9
Fibx — ——=F 0|,
2(7‘—|—2)L’2—1 KoK ]
miA = FQMQi &(r) + 1 FrMy [X(3)]2L (B.21)
8 ™ ™ 4 327_[_2 F(;L r— 1 .
2 r?
F25, — F%§8
+2(T_1) T T2—1 KYK,
r? 1 B
m2zP = FRNCEE [3F2M} + F;M? — AFE My | — F; Mfe(r)}
T2 2 8r 2 9
g Mt e Gr=DE L (B:22)
avec: _ F2 M2
(r)=22—"  f=2-KTK (B.23)

P21 F2M?
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B.3 Masses des pseudoscalaires pour m — 0

On peut donc obtenir tous les élements désirés en ajoutant aux données
(masses des pseudoscalaires, F, et F) trois parameétres: 7, X (3) et F.

F7r7FK — Fn7ms€amsg — F‘rraFK)Fn
2,8 2 2P S (B.24)
My, Mg, M, — miZ° mi;A,m;Z% — Mg, M,
Lorsque nous nous placerons dans la limite chirale m — 0, il faudra
connaitre les constantes effectives correspondantes:

72

. MP

Pour calculer Mp dans cette expression, on prend la limite chirale des ex-
pansions des masses (B.12)-(B.14). Mais ces expansions font intervenir les
constantes effectives a m = 0, ce qui donne lieu a des corrections contenant
des logarithmes de Mg /M:

_ M?
Mp =Y aX;+ Y Dq-log M‘j. (B.26)
Q Q

)

Les équations (B.26) pourraient se résoudre itérativement. En fait, Mg /Mo
est toujours trés proche de 1. On peut donc simplifier le calcul (sans altérer
sa précision), en calculant d’une maniére un peu différente M dans les lo-
garithmes de (B.26). Pour cela, on part de (B.26), mais on néglige le second
terme, logarithmique:

Mo=> a;X;. (B.27)
Cela permet de calculer MQ directement en terme des observables et de
Fy,7,X(3). On place les valeurs de MQ ainsi obtenues dans les logarithmes
de (B.26). Nous aboutissons ainsi & des valeurs de Mp trés proches de celles
obtenues par résolution itératives. Ce sont ces valeurs de Mp que nous utili-
sons pour calculer X;|,,,—o.
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Annexe C

Théoreme a basse énergie

C.1 Expansion en produits d’opérateurs de II

C.1.1 Intégrales contribuant au coefficient de Wilson

Six intégrales peuvent contribuer au coefficient de Wilson de m,(au) et
sont représentés sur la Fig. 4.2). Sur chaque ligne, on passe du diagramme
de gauche au diagramme de droite (et vice-versa) par croisement des lignes
gluoniques. Si on effectue un changement de variable simple sur les intégrales
correspondantes, on voit immédiatement que la contribution des deux dia-
grammes sur une méme ligne est identique.

Les 2 diagrammes de la premiere ligne donnent chacun une intégrale de
la forme:

mm; 16msg4<ﬂu>/ddq d’k
VM g omd ) (e

(C.1)
1
T = mAPllp — 07 — mal — mall(k + @) — w2l + P — ]
><{2(p K)lg- (k+ @] +2(g-K)lp- (k+ g+ (d=4)(p- gk (k+9g)]
+2[p- (k+p)llg- (k+ )] +2[p- (k+9)llg- (k+p)]
+(d—4)(p- 9k +p)- (k+ )]
+2=d)(p- k- (k+p)]+mi2 - d)(p-q)}.
Les deux diagrammes de la seconde ligne donnent:

mm, 16m,g*(au) [ dlq d%k
MM p? —mj (2m)

(C.2)

1

@ —miPlp — 0)2 — m2k® — m2[(k + q)° — m2|[(k + p)? — m2]
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X{Q(p K)lg-(k+ @] +2(g-F)lp- (k+ g+ (d—4)(p- gk (k+9g)]
+2[p- (k+p)llg- (k+q)] +2[p- (k+ g)llg- (k + p)]
+(d—=4)(p-9)(k +p) - (k+q)]

—@=d)(p- k- (k+p)]+m2(2 - d)(p-q)}.

La troisieme ligne contribue, pour chaque diagramme, comme:

mmsg 4 dq d?k
_MT%M?{IGmSg (uu>/ m)H (C.3)

1
T = miPlp — 0)2 = maPR2 = m[(k + q)2 — m2[(k + p)? —
{@=dl(p—a)-qlllk+p) (k+a)]+ 2= d)lp—a) - allk- (s + )
+2[(p—q) - (k+p)l(k-q) —2[(p — q) - k]lg - (k + p)]
+dg- (p = @)llk - (k+p)] - midlg- (p— q)]}.

C.1.2 Expansion asymptotique

On veut donc considérer le comportement & grand p? d’intégrales de la
forme:

J{v;},{mi},p) = / [ — m%z[(]izk_ mg]uz (C.4)

1
[k + 92 = m3 (o — 0 — mil[(k + p)2 — ms

Ces intégrales sont formellement identiques aux intégrales mises en jeu dans
le calcul de self-energies a deux boucles, voir Fig. C.1.

Le comportement de telles intégrales a grand moment extérieur a déja été
étudié: I'idée de base est de suivre le flux de ce grand moment extérieur a
travers le diagramme de Feynman, afin de proceder a I’expansion de Taylor

des propagateurs de maniére judicieuse [67]. Cette procédure s’appuie sur le
théoréme d’expansion asymptotique [68]:

Z Ir/y © Timiy daiy Ty (C.5)
p — 00

I' désigne le graphe tout entier et les v sont les sous-graphes pris en compte
dans 'expansion asymptotique (voir ci-dessous). I'/y est le graphe complé-
mentaire de 7, obtenu en réduisant toutes les lignes de v a un point. J,
est 'intégrale de Feynman (régularisée dimensionnellement) qui correspond
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a() k(2)
—— LT ——
P P
p-q (4) k+p (5)

Fic. C.1 — Diagramme de type “self-energy”, correspondant formellement
aux intégrales mises en jeu lors de I’OPE de Il a l’ordre le plus bas.

au graphe v. T{n,},{¢:} st I'opérateur qui procéde a I'expansion de Taylor de
I'intégrand en puissances des masses m; et des “petites” impulsions g; (i.e. ex-
ternes au sous-graphe 7 mais ne contenant pas p). o indique que le polynéme
obtenu apres expansion de Taylor doit étre inseré dans l'intégrale J,. On
procede d’abord a ’expansion de Taylor avant d’intégrer sur les impulsions
internes.

Aux sous-graphes 7 de la Fig. C.2 sont respectivement associés des graphes
réduits I'/~y correspondant (1) au graphe trivial, (2-3) a un tadpole, (4) au
produit de deux tadpoles, (5) & un graphe a deux boucles.

L’opérateur d’expansion de Taylor 7 s’applique sur les propagateurs de
la maniere suivante:

1 1 1Dedy) [m)
Tm[k‘Z_mz]y - kzu;j! I'(v) |:k2:| (C.6)
- _ 1 ¢ 1T(v+7) 2Ap-q) — ¢* + m?]’
Tm;q[(P—q)z " T g iU T [ 2 ] (C.7)

Une fois le développement de Taylor effectué, on procede a 'intégration sur
les impulsions internes. Les puissances de ¢ sont alors converties en puissances
des masses. Ainsi, dans (C.7), la j-iéme puissance de [2(p - q) — ¢* + m?]/p?
donnera, une fois intégrée, une contribution d’ordre (m?/p*).

Considérons les différents types d’intégrales de la Fig. C.2:

1. Le sous-graphe v est le graphe complet I'. Tous les dénominateurs
doivent étre developpés en puissances des masses:

Tomyd (i, dmidp) = > [H i %l J({vi + 7}, {0}, p)

i
J1,js=0Li=1 Ja:
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Fic. C.2 — Sous-graphes intervenant dans [’expansion asymptotique des
intégrales. Les sous-graphes sont constitués des lignes en traits pleins, les
tirets indiquent les propagateurs exclus.

= J{v},{0hp) +... (C.8)

Les points de suspension désignent des contributions supprimées par un fac-
teur 1/p%. L’expression des intégrales & masse nulle J({v'}, {0}, p) est rappelée
en Sec. C.1.3.

2. Prenons pour v, le graphe complet T' privé de la ligne 1 (cf. Fig. C.1).
On associe a ce graphe la contribution:

d’q 1
———— Tip.ms: de C.9
e T (9
« 1

[(k + q)> — ms]**[(p — q)> — mi]"[(k + p)* — ms]* |

Une fois le développement de Taylor effectué, on doit calculer des intégrales
a deux boucles & masse nulle /, et des tadpoles massifs K (voir Sec. C.1.3).
La contribution de (C.9) est & 'ordre dominant en 1/p*:

1
]%K(Vl’ ml)I(O)(l/g + v3,v5,p) + ... (C.10)
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3. v est le graphe complet I' privé de la ligne centrale (cf. Fig. C.1). On
associe a ce graphe la contribution:

/L 7. [/dd = (C.11)
[k2 _ m%]l/g my,my,mg ,ms;k q[(k _|_ P — q)2 _ m%]lﬂ :
1
[(p — q)* — ma]"2[(k — q)? — m3]"[q* — ms]"s

X

On obtient le méme type d’intégrale que dans le cas précédent. L’ordre do-
minant en 1/p? est:

K(Vs,ms)](o)(l/l + 1o, 13+ 14, q). (C.12)

4. Le premier graphe de type (4) donne la contribution suivante:

dk dg
C.13
| o (19
1

[(p — q)* = mi]2[(p — k — q)* — mas]*[(p — k)* — mi]"

Apres expansion, on obtient des produits de tadpoles a une boucle. A 1’ordre

X Tmz yma,myik,q |:

le plus bas en 1/p?, ce sera:

1

WK(thl)K(Vs,ms)- (C.14)

5. On obtient alors des intégrales non-triviales a deux boucles. Par exemple,
le premier graphe de type (5) donne:

d’kdiq
| T (19
1
Tt (=g |- (©19
Au premier ordre en 1/p?, ce sera:
1
vty LV V2 Vg, 1, i, ). (C.17)

ou L, intégrale a deux boucles, est définie dans la Sec. C.1.3.

Il est facile de suivre le comportement asymptotique des différentes contri-
butions. Nous cherchons 1’ordre dominant en 1/p* du coefficient de Wilson.
Or les contributions des sous-diagrammes ne débutent pas toutes pour la
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méme puissance de 1/p?. Nous pouvons nous restreindre & I'ordre dominant

en 1/p? des sous-diagrammes dominants. En particulier, les diagrammes de

type 5 n’interviennent pas au premier ordre en 1/p® du coefficient de Wilson.
On obtient finalement:

2 2
2 a;m; 2
I(p) ~ 2072 2.2
P2—oo MZMy m2p

{[5—-06C(3)] +[5-6¢(3)] - [L +6¢(3)]}, (C.18)

ou les termes entre crochets correspondent respectivement aux contributions
des premiere, deuxieme et troisieme lignes de la Fig. 4.2.

C.1.3 Formulaire
Intégrales a une boucle a masse nulle

On considere l'intégrale a une boucle a masse nulle:

1) = [ (19
d/2 — Vl)F(d/Q — VQ)P(Vl + vy — d/2)
F(Vl)F(VQ)F(d — V7 — VQ)

— iwd/z(—l)”lJr"z(—pz)d/z_"l_”z F(

En dérivant par rapport a p,, on obtient I'intégrale:

kl . 2 v1+va —V1—V3
[ g g = ) ), (€20
% F(d/Q + 1-— I/1)F(d/2 — Vg)r(Vl + vy — d/2)
P(Vl)F(VQ)F(d + 1— vy — VQ)

Intégrales a deux boucles a masse nulle

L’intégrale a deux boucles a masse nulle est:
JO (v, 15, 03,04, v5) = J({1i}, {0}, p). (C.21)
On a l'invariance sous les permutations:
JO (v, 05, 03,04, v5) = JO (g, 11, 13, 05, 14) = T O (14, 15, 13, 11, 15). (C.22)

Si un v est négatif, on peut utiliser les formules d’intégration a une boucle
(C.19)-(C.20) pour calculer immédiatement I'intégrale. Si tous les v; sont des
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entiers positifs ou nuls, on peut utiliser la formule de récurrence suivante
(obtenue a l'aide d’intégrations par parties) [103]:
(1/1 —|—2V3 + vy — d)J(O)(Vl,I/Q,I/g,I/4,V5) (023)
=1 [J(O) (Vl + ]., Vg — 1, V3, V4, 1/5) — J(O) (Vl + 1, Vy, V3 — 1, Vy, V5):|

+1y [J(O)(V17V27V37V4 + ]-7V5 - ]-) - J(O)(V17V27 V3 — ]-7V4 + ]-7V5)] ’
pour S€ ramener aux cas triviaux:

JO (v, v9,0,v4,v5) = 1O vy, v4,p) 1O (v2, v5, p) (C.24)

J(O) (Vl, Vo, Vs, Va, O) — 7r7z(_1)y1+vz+u3+u4+1(_pZ)d—yl—uz —v3—vy (C25)
[(d/2 — ve)T(d/2 — v3)[(va + v3 — d/2)
[(v2)(v3)T(d — vy — v3)
y T(d—v1 —vo —3)T(d/2 — )T (11 + v2 + v3 + 14 — d)
Dy +ve+1v3 —d/2)T(vg)T(3d/2 — vy —vo —v3 —vy)

Remarquons que J 0) se comporte asymptotiquement comme (—pZ)d*m avec
Y =uv; + 15+ v3 + vy + vs5. On obtient par exemple:
4

)

avec d = 4 — 2w et ( la fonction de Riemann:

JO@,1,1,1,1 6(3) + O(w). (C.26)

((n) =) kin ¢(3) =1.202... (C.27)

(1,1,1,1,1) est le seul quintuplet positif pour lequel J¥ contient ¢(3) [67].

P B B

Intégrales massives

Le tadpole massif a une boucle s’écrit:

K(v,m) = / % = md/z(—nvmbw. (C.28)
On voit apparaitre également les intégrales massives a deux boucles:
L(vy, va, v35my, ma, my3) Z// d'hd’y )
[ = il — ma((k = g — )

(C.29)

dont la forme analytique est connue pour certaines valeurs de {v;} [104]. Elles
ne contribuent pas au terme que nous recherchons.
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C.2 Equations d’Omnes-Muskhelishvili

Pour résoudre numériquement les équations d’Omnés-Muskhelishvili (4.16),
il est utile de les réecrire pour la partie réelle du facteur de forme R(s) =

Re[F(s)]:

]‘ oo !/ ]‘ / !/
R(s) = - ]EM; ds o SX(S JR(s"), (C.30)
avec la matrice: X = ¢[1 — (1 — ¢7*¥)!](s). Si nous savons résoudre nume-
riquement (C.30), nous pourrons utiliser (4.15) pour déduire ﬁ(s) de R(s).

Pour calculer une telle intégrale, on commence par découper l'intervalle
d’intégration en n sous-intervalles (6 dans le cas présent), dans lesquels on
effectue un changement de variable pour se ramener a [—1, 1]:

s'—s u —u

> 1 N 2a [t 1 1 2a
]£ dssl_sX(s) = 71duu’—u l—u’X T (C.32)

Il s’agit donc de calculer l'intégrale sur [—1,1] de Y(«')/(v' — u). On va
projeter ) sur la base des polynémes de Legendre {P,} [101] orthogonaux
pour le produit scalaire dans 1’espace des fonctions de [—1, 1] & valeurs réelles:

(h k) = f_ll dz h(z)k(z). On a les relations:

(n+1)Pi1(z) = (2n+1)zP,(z) — nP,_1(x), (C.33)
2

La projection de Y sur cette base est:

V)= Y wP),  y= 2 /_ WY (C3)

n=0

On peut introduire les polynomes de Legendre du second type @, (z) [101]:

1 1 0o
/ 1 duf "_(“3 = 20.(2), / i L) = 23 3.Qu(w), (C:30)
- - n=0

tandis que les coefficients y,, peuvent se calculer par quadrature de Gauss-
Legendre [102]:

=g | du (@) Pu(u) = — 2w (ui)Pa(ui),  (C.37)
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ou {u;} sont les N points d’intégration de Gauss-Legendre (i.e. les N zéros
de Py), et {w;} sont les poids associés. N peut étre arbitrairement choisi.
On aboutit donc aux valeurs approchées des intégrales:

{ds o 1_SX( — iw{uz 2} X (si)R(s:), (C.38)

=1
zi[a—l—b—l—(b—a)ui],

N

][ s . 1 “X()R(s) %Z w122 s.X(s)R(s:), (C39)
- _ Za
%= 1-— ui’
avec les poids:
Wile] = —u; 32 (2] + )Py ()@ (2). (C.40)

Py ne contribue pas aux W;, car Py(u;) = 0, et on a négligé les contribu-
tions des polynomes de Legendre de degré supérieur a N. Grace a la rela-
tion de recurrence (C.33), il est possible de réecrire W;[z] = —w;[1 — (N +
1) Py 1(ui) @n (2)]/ (2 — wi).

On peut donc évaluer numériquement le membre de droite de (C.30) si on
connait la valeur de R aux N points d’intégration de Gauss-Legendre {sgk)}
dans chacun des n sous-intervalles d’intégration (1 =1... N,k =1...n). On
consideére alors (C.30) en chacun des points s = s;: 'ensemble des M = nN
équations correspondantes consitue un systeme linéaire dont les inconnues
sont R(sz(k)).

Ce systeme est homogene: il admet des solutions non-triviales & condi-
tion que le déterminant soit strictement nul, ce qui n’aurait lieu que pour
N — oo. De plus, nous spécifions la valeur en zéro des facteurs de forme,
ce qui engendre une équation supplémentaire, non-homogene, pour R(sz(k)),
provenant de (C.30) pour s = 0.

Pour résoudre ce systeme surdéterminé (mais “presque” déterminé), on
élimine la derniére équation homogéne (qui concerne R(SE\T;))), puis on procede
a la décomposition en valeur singuliere de la matrice M x M correspondante
[102]. Cette méthode est souvent exploitée pour résoudre des problémes de
moindres carrés. Elle se base sur un théoreme classique d’algebre linéaire:
toute matrice A de taille N x N peut se décomposer comme A = UW VT,
avec U et V deux matrice N x N orthogonales, et W une matrice diagonale
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d’éléments diagonaux positifs ou nuls {wy,...w,}, et V' une matrice ortho-
gonale N x N. Cette décomposition est toujours possible, et unique a des
permutations triviales pres. La solution par la méthode des moindres carrés
du systeme A - X = B, avec les N-vecteurs X et B sera alors donné par:
X = VW™IUTB. Ce sera la solution satisfaisant au mieux I’ensemble des

équations (i.e. minimisant |AX — B|)!.

Une fois le systeme résolu, nous connaissons R, et donc F', en tous les
. . . k A .
points d’'intégration de Gauss-Legendre {sz( )}. Le méme raisonnement s’ap-

plique a G , ce qui permet d’estimer la fonction spectrale Im II(s) en chacun
de ces points. Il est alors immédiat de calculer des intégrales de cette fonction

spectrale par de quadrature de Gauss-Legendre.

C.3 Derivées logarithmiques

Pour calculer les dérivées logarithmiques vp et Ap:

m [ OM3 m, (OM3
=z \d T ’
P m /. o Mz \om, ), _,

on utilise les relations:
_ m O[FE M} M: m [(OF3
T BME\ am ), M3 R \om ),
U O[FiM2] M2%: m,0F2
P OFIME O om, MZ% ' F2om,’

ot X = lim,,_0 X.
Les vp sont donc donnés par:

_ 1 2 2 2 278
= T {FNMWX(3)+;mSZ

1 FAMe ) ME 2 M?
— T Tr[X(3)]% (1 K + Zlog —L
52 Fg TG (Og Mz 9 8

LM O[F25,]
FEMz om m=0 ,

3 MFY 1 )
mw - X (3)]2
87 1§ PRI ()]]

3 F2M?
— i
64712 FFZ

X(3) +

YK

1. On peut facilement étudier la singularité de la matrice en étudiant {wy,...

(C.41)

(C.42)

(C.43)

(C.44)

W }.
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3
3212 F2F2 M°M° B)+ 576 R FZM2 M2
1 F2M?2 1 _ z
= FIAME { 5 X(3)+ . [SmiZS +2m2A — M7 (ms§—|— 4m3§)]

1 FiM: [1 ME o1 M2]

1 F2M?2 M;Mj 5 MIF: 1 M
+%,[ rX = rX(3)]?

_ "X (3 2
1672 FY rXE) g1\424“30*‘%1\/12

Toamz g K M3 M
m 8[F2 5K] 12 m 86}{
< K X. = (5 : (C.45)
m=0 K m=0

"Mz \ " om M2 om

2072 72 M2
LM, »X(3) [5logM + 2log "]}

3 F2M2M"M” 3) + 1 Fimt o1 M?([X(S)]
T 32m2 FEF2 MZMZ 24r Fg P2 MY

YK

1 FiM* 1

1 ™ T X3 2
+%1[ +54’/T2 F04 FgM,?[T ()]]
1 FQM2
:F2M2{ 3 <)

=
1 10
3

16 (2 )
m2Z5 + —m2Z¥ — M? [ Zmy& + 4m,¢
T 3 T\ 3
1 FiMA 5 MZ 10, M;
— Tr[X(3)]? | = 1o —log ="
r Ul [3 %8 3+ 3718 M2

1 F2M? M2 7 i
“Sont B M?X(3) [7 log A2 2 T 2los

7 n

e (ABE) Mz. Oy (C.46)
F2M? om )., M? om).

Les Ap sont donnés par:

(C.48)

3 F2M? 3 F4M4 1
A — T_T 3 X
K [ 64 2 FOQFZ r ( )+ 128%2 F4 F')M') [ ( )] :|
1 F2M? M;M;} 5 FiMP o1 M?
A rX (3 ul rX (3
+ [ 3272 F2F2 M2 M” ( )+ 57672 F(jL F2 M2 M"[ ( )]
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1 FEM7 2,8 2 2 F
= 5 rX(3) +2m:iZ° +2miA — Mz(m€ + 2mé)
kMg

1 F‘*M;1
~ {982 [rX(3 )] [5log

+ o

W% 20 J\ng]
og

9 4
Mz U9 C M2

1 F2M7% ) M3 M?
—|—647r2 2 7rX(3) 3logm—|-210g]\/[2

L O|F26k] MIZ{ ms [ Ock
F2ZM2 oms ), _o . M2 F2 \9m, 0

3 F2M2 M2 M? 1 F*M* 1 M2
K| = a3 msms = s X))+ 5r e ma =e [T X (3))
3272 FOFﬁ MKMﬁ 247 Fj FﬁMﬁMK

1 F*ME 1
A\, |1 T [rX(3)]
+ "[ t 5 TR FgMg[T ()]]
1 4F2)\2
— F2M2{ % "rX(3)
n-"n
8 _ 4 5
+3 (m2Z° +2m2A+2m2Z"| — M <§m3§ + 2m3£>
1 F4M4 M 4 M
— TrX(3)]? |1 ~1
127_[_ [/r ( )] [Og M’) + 9 Og M’?]
1 1}731\/[,r M2 M} M3
-|—96 SR M27~X(3) 5logM,, +4logM,)—|-4log M2]}
2 72
N My 3[F77 77] M M Oe,, ‘ (C.49)
M2\ om, ), M2 F2\om, ),

C.4 Derivées logarithmiques pour m # 0

On peut procéder de la méme maniere pour calculer les dérivées logarith-
miques apparaissant dans le calcul du rayon scalaire du pion:
m OM3
M3E Om -

Tp = (C.50)

On obtient:

1 2
Ve = I {FZM X@3)+ 3 > [(r+4)m2Z° + 4m? A] (C.51)



C.4. DERIVEES LOGARITHMIQUES POUR M # 0 175

2

——”@w%e+mma}

F2M? [X3)* ]
F4 3272

2
n
[61 0g —— M2 +2logM

- - 1 -
—3%. — (r+1)yx — 5(27’ + 1)7,,}

M2X(3 M2z M?
) [41 gM,) + 2log —~

— 4% —(r+ 1)74

F9 3272 M3
m  O[F%5,] m Oe,
— — — C.52
F2M2 Om F20m’ ( )
) 1 F,%M,%X(B)+3r+4 s 20D oy
= m
K FIQ{MIQ{ 2 r2 72 s
M? -
Mg+ am. 8]}
FeMy [X(3)P M y
FAFEME 12877 [ (r +2)10gM7%+(T+2)1OgM}3{
5)
=3 —3(r + )%k — 5 (2r + 1)(r + 1),
FEMEX(3) [, Mg My
— o
PR Gz |0 108 2 108
—3%, — 3(r + 1)k — (2r + 1)7,)
m  O[Fgdg] m deg (C.53)
FZMZ dm  F2 Om’ '
1 F2M? 2(4+57) 16(r — 1)
~ _ 7T X(3 “A Ty ZS - 2A et S 2ZP
T T FRM? { 3 O T gy A g, 3z

—MT2 Emsf + 4m3§] }

FeMy [X(3)

2
81 + 2 log —-
FaF2MZ 12872 [ %83zt 318072

4 4
§(4r + 1)(r + 1)k — 5(167“ + 107 + 1)7,

F2M2X(3) [4, M}
F2Fg 6472

_47)/71_ —

3 Og M’) - 6(T + 1)7K:|
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m 8[F72571] m Oe
NEIVE ayln B ﬁa_n: (C.54)
n-"n 7

Ce systeme linéaire de trois équations a trois inconnues peut facilement
étre résolu pour donner 7, et Yk en fonction de Fy, 7 et X(3).
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Annexe D

Recherche de n;(N¢)

D.1 Coefficients d’expansion de la fonction
de partition

Nous voulons calculer les coefficients apparaissant lors de 1’expansion de
la fonction de partition en puissances de X = ML? pour N; prés (mais
en-dessous) du point critique n.;(N.). Les lignes essentielles du calcul sont
exposées dans la section 5.3.2, mais certains détails techniques et les résultats
pour un nombre d’enroulement quelconque sont présentés ici. Les coefficients
a,, By...sont définis dans I’équation (5.47).

D.1.1 Coefficient dominant «,

Pour obtenir «,(b, z,a), nous étudions d’abord a,(b,0,a), donné par le
comportement dominant en = de l'intégrale de groupe:

1*=1,(b,a;z-1) = /U(N) [dU](det U)” exp[bz(U") + az®(UT*)].  (D.1)

Nous pouvons utiliser la formule de Weyl pour transformer l’intégrale de
groupe en une intégration sur les valeurs propres de U, exp(i¢y) (k = 1... Ny):

Ny

1 d¢k 2
) = — [ (T 52 ) PP .
/U(Nf) U] Nf!/ S 2 P15 (D-2)

ou P=1J, (ei‘ﬁ‘" — eM’l). P est une combinaison linéaire de exp(i Y ngpéy),
avec ny, entiers, antisymétrique sous I’échange de deux angles, de sorte que
pour k # [, nj et n; doivent étre différents. Les ensembles possibles de tels
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entiers forment les Ny! permutations de (0,1,2... Ny — 1), et P les ras-
semble toutes, avec un signe dépendant de la signature de la permuation.
Si 'intégrant est symétrique sous les permutations des angles, PP* peut
s’écrire: [89]:

Ny
PP =Ngt )" eo)exp |i Y (a(k) = k)én| (D.3)
oc€P(Ny) k=1

olt P(Ny) est ’ensemble des permutations de (1...Ny) et € est la signature
de la permutation.
L’intégrale de groupe I devient:

Nf Nf
o L dox 2 Wi —idy, 2_—2igy
oo ] ({122) el s s e o

Quand | P|? est remplacé par sa symétrisée (D.3), les intégrales sur les angles
deviennent indépendantes les unes des autres:

Ny
d .
_[5 e Z G(O)H\/%el(k_a(k)'i"/)d’k (D5)

oE€P(Ny) k=1

X exp [b:ve_id’k + a:z:ze_zid’k]

= Z (o) kl_Il z*%) Z

g€P(Ny) Pr+2qr=s(k)
Pkyqk 20

A q,,
pk!qk!bp‘a kS (D.6)

ou s(k) = k — o(k) + v. Evidemment, si s(k) < 0 pour au moins un k, la
permutation ne contribue pas. Mais P(N¢) contient la permutation identique,
et v > 0: il existe au moins une permutation contribuant a I&. En outre,
toutes les contributions contiennent la méme puissance de z:

Ny
Hxs(k) — :L,Ek—a(k)—H/ — :BVNf, (D?)
k=1

ce qui est cohérent avec le facteur (det X)” dans l'expansion (5.47). Nous
obtenons donc:

a,(b,z =0,a) = Z b e, (D.8)

m=0..vNy /2
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avec les coefficients purement combinatoires:

Cm = Z €(0) Z [H a!(s(k) — qu)!] . (D.9)

o€P(Ny) {ar=1...s(k)/2} k
qr=m

Une autre maniere de décrire c,, est fournie par le polynme générateur:

XV Xu—l—l XV+2 e XI/-FN*].
XV*]. XI/ XV+1 e XI/+N*2
Z ’lU7nCm = XV*Q Xufl Xu e XI/-FN*S s (DlO)
m=0..sNj /2 : : : . :
XV—N—I—I XV—N+2 XU—N-|—3 e Xu

avec les polynémes en w:

w?

Xj= > G20 (D.11)

q=0...5/2

Puisque les dérivées de I, par rapport a b et z ne sont pas indépendantes,
Eq. (5.46) fournit l’expression générale de a,:

a, (b, z,a) = Z tlamp—c, . (D.12)

l+2m+2p=1/Nf
D.1.2 Coefficients sous-dominants 3,, v,, ¢,

Les dérivées de o, sont notées:

da Oa da oo
r_ v - v "n_ vo_ v D.1
v T 8 T e T o (D-13)

(67

Pour b = b, a = @, z = Z, pour N saveurs, si nous notons K = N + |v],
les coefficients sont:

1 1 2
B=a=(y+b")+ao—=b(2Nz+2a+ Ny) +a"——=y(Nz +a), (D.14)

K KN NK
1 2 2 2 2 2
Y = «a K2_1§—|—2by—|—2bz—|—y + 22° + 2a°] (D.15)

1
e 2alb?+ 22] +

(K—N)EN+1) ,
K(K*—1) ) }

K(K? —1)(N2 —1
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1
+a { 7 1b[b2y + 20%2 4 2y* + 6yz + 427

1 1
——————2ably + 22] + ————2ab[b* + 2y + 2
KK —1) ably + z]+N(K2_1) ab[b” + 2y + 22]
1 K+ N
- 2a%°h — + 2a%b
KN(K2-1) K(K2—-1)(N2-1)

1 1
+a {K2 : [ibzy2 + 4b*yz + 26%2% + 5y°z + 42°)

1 1
o 80%2 + s —4a[b’y + b7z + Y + 227

NEK(K?—1) N(K?-1)
R — 4 242
k)W I s o e
1 1
+o" {K2 — 12byz[2z +y] + m?aby[ﬁlz + 9]
KN +1 0}
a
NE(EZ—1)(N2—1) ¥
1 1
" 2 2.2 4 2
e {K2 1V T NRE o)W
KN+ ]_ 9 9
2 1 &
TNKEE— v -1 Y }
K+N

_NK(K2 - ].)(N2 — 1) [a2a2(22 + b2) + dl4a2by + d112a2y2:| ,

1 bt
5§ = —_— [ 4+ 2%z + 2P 2492224 24° D.16
a{ K(K2—1)[2+ z 4 2b%y + y* + 22° + 2a”] ( )

+K2 — 12a[b2 + 2z] — léi(K; iv;()—g\; ivi) 2a2}
+a {—mb[be + 20%2 4 2y* + 6yz + 427
tor T 2ably + 22] — m&szy + 22 + b7
+m2a2b + K(Kfi]\i)z\}z — 1)2a2b}
+a” {_7K(Ki -y [%bzy2 + 4b%yz + 2b%2% + ByPz + 427
+ ! 8a’z — ! 4alb?y + b2z + y* + 227

N(K2—1) NK(K? —1)
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K+ N

v 12 - N e - 1)2a2b2}

_|_

1
K2—1

+a"” —;Qbyz[zz +y] — ;Qaby[@: + 9]
K(K® 1) NK(K? 1)

- K+N 12

NE(EK2-—nvz—1) Y

1
" . 2 2.2 4 2
ta { KE: -1 " NEEz-1)¥*?

- K+N 2ty

NE(K? - 1)(N2—1)

KN +1

+ [62a®(2z + b%) + &/4a’by + &"2a%y?] .

NK(K? —1)(N? — 1)

D.2 Conditions de positivité pres de ng;i(N,)

On cherche quelles contraintes sont induites sur Zg/A et Zp/A du fait
de la positivité de (62)2, o4 et og.

D.2.1 (5,)° et o4

~\2 R N . .
Pour (G3)” et 04, on a les régles de somme a ’ordre dominant, prés de
ncrit(Nc):

2 A2
(@0 = e
x{¢® + ([4(2N7 4+ 1)S — 4P — ANy
+[4(2N7 4+ 1)(5% + P?) — 85P — 8N4(S + P) + 4N7]}
2 42
(GO #&;_1)
x{¢? + ¢[125 — 4P — 4Ny]
+[125% + 12P* — 8SP + 4 — 8N;S — 8N;P]}

(D.17)

(D.18)

avec ( = VX2/A, S = Z5/Aet P= Zp/A. On cherche donc la positivité de
quantités de la forme ¢? + 2al +b. On a trois cas de positivité (A = a* —b):

ATA<0,a<0 B:A<0,a>0 C:A>0,a<0,b>0

résumés sur la figure D.1.
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S A

Fi1c. D.1 — Cas de positivité pour (((52)2>>(()Nf) et ((04>>(()Nf)

Pour 05, si on pose u = (S — P)/2, v = (S + P)/4 — 1/Ny, on obtient:

a = (Nj+1u+2Njv (D.19)
b = (Nj+1)u”+4Njv* +4(N;7 —1) (D.20)
A = NF(N}+1)u®+4ANF(N + Luv — 4(Nj7 — 1) (D.21)
Ainsi, A = 0 correspond a une hyperbole, tandis que a = 0 est une droite
passant par le centre de ’hyperbole. On a b > 0. L’ensemble de la zone

positive dans le plan (u,v) est sur la figure D.2.
Pour oy, si on pose U = (S — P)/2, V = (S + P)/4 — N¢, on obtient:

A = 2U0+V) (D.22)
B = 2[U*+2V?—2(N7 —1)] (D.23)
A = 2[U%+4UV +2(N7 —1)] (D.24)
Ainsi, A = 0 correspond a une ellipse, tandis que A = 0 est une droite

passant par le centre de I’ellipse, et B = 0 une hyperbole tangente a ’ellipse

A = 0. L’ensemble de la zone positive dans le plan (U, V) est sur la figure
D.3.



D.2. CONDITIONS DE POSITIVITE PRES DE Ncgir(Ne) 183

F1G. D.2 — Positivité de (((_2)2>)(()Nf) dans le plan (u,v)

WV

F1G. D.3 — Positivité de ((04»(ng) dans le plan (U, V)
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D.2.2 X
Pour o4, on a la regle de somme:
3 43
(Ny) VCA
= D.25

x {¢% + ¢*[305 — 6P — 6V
+¢[1805% + 36 P* — 72SP — 72N4S + 6(N7 + 2)]
+[1205° — 120P% + 725 P* — 725%P — 72N;5”
+72NgP? + 12(N7 4+ 2)S — 12(N} + 2) P}

On cherche donc la positivité dune quantité de la forme f({) = ¢3+a(?+
b + c. Les variations de f sont données par le signe de f'(¢) = 3¢%+2al +c,
qui est gouverné par A’ = a®> —3b. Si A’ < 0, f est une fonction croissante, et
la condition de positivité se traduit par f(0) = ¢ > 0. Si A’ > 0, f’ possede
deux racines z_ < x. Suivant la position de ces deux racines par rapport a
0, la positivité de f sera commandée par f(0) ou f(z). Il y a donc quatre
cas de positivité:

I : A'<0,¢>0

II : A'>0,¢>0,z, <0
I : A'>0, f(zy)>0,zy >0,z_ <0
IV : A'>0,¢>0, f(zy)>0,z_ >0

résumés sur la figure D.4. L’allure générale des zones correspondantes dans
le plan (S, P) est indiquée sur la figure D.5.

D.3 Régularisation dimensionnelle sur un tore

D.3.1 Y1

Suivant la procédure de régularisation décrite par Hasenfratz et Leutwyler
[92], nous voulons regulariser des sommes du type:

G =1 2 H(p), (D.26)

ol H est une fonction et p est sommé sur 27/L-Z*. La transformée de Fourier

de H(p) est:

A(z) = / (gﬂf;d e H(p), (D.27)
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F1G. D.4 — Cas de positivité pour {(og)),
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et satisfait 'identité:

_ % S Hp) = Y (), (D.28)

P
oul=1L-(l1,l...1z) avec des [; entiers. A cause de la relation:
d’p -
Jim Gy = Jim ZH - [ GEHw =0, (©2)

il est possible de séparer au sein Gy les dépendances sur le cut-off et sur le
volume:

!~

limy _, ., Gy contient des divergences qui doivent étre régularisées (par exemple
en utilisant la régularisation dimensionnelle), tandis que gg est finie et dépend
seulement du volume.

Pour u, nous considérons H(p) = 1 pour p # 0 et H(0) = 0. Sa tranformée
de Fourier est H(l) = §®(l). gy est nulle, de méme que des intégrales de la

forme f ,, une fois régularisées dimensionnellement, de sorte que:

u=>Y 10 (D.31)

n#0

D.3.2 Y '1/n?

Rappelons la régularisation de v = 3’ 1/n? donnée dans Ref. [92]. Nous
avons les relations:

VZ M‘—>0

avec H(p) = 1/(p® + M?). En régularisation dimensionnelle, (D.30) contient:

1 1 , 1
v Zp~+M° - | = fim [GH - VM2] . (D.32)

. 1 d 1
Jim G = g [ W (D-33)
T(1—d/2) ,, M
= WMd 2 = @(IHM + Cl),

ou c; contient un pole pour d = 4.
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D’autre part, la transformée de Fourier de H s’écrit [92]:

00 2
H(z) = /0 dA(4TX) =Y e M eXp( AM‘—%) (D-34)

d’ou I'expression de gg:

d 2

o0 [

_ —d/2 a2\ 72 H
g = /0 dA(4TA) e E/\ exp ( L E 4)\) , (D.35)

ou les I; sont des entiers (non tous nuls). On peut exploiter le fait que gy =
—dg/dM?, avec:

d 52
_ =1 —d/2_-am2 N\ 2 L,
g = /0 d/\x(47r/\) e Z exp | —L* 24/\ (D.36)

A p=1

1 [ M?L*
= = dt =41 — 4Y(1/t) —1 D.
L o (<) s -1, (03D

avec la fonction théta: S(z) = Y77 exp[—mn’z].

On sépare 'intégrale (D.37) en deux parties: 0 <t < let 1<t < oo.
Pour la deuxiéme, on peut utiliser 'identité: S(z) = ( /z)/+/z, de sorte
que:

1
g = (a+by—b_gp), (D.38)

%
) [S*(1/t) — 1] (D.39)

1
a = /dtt_d/91 <
0

dtt Le ( )[34 1/t) —1],

b, = de t*t . D.4
/1 exp< i ) (D.40)

a ne contient pas de singularités infrarouges, et possede une expansion en

puissances de M? de la forme:

- M2L2 ndnfd/2+&fn
a = Z(— = ) - , (D.41)

n=0

G, — / Lt S (1)t — 1. (D.42)
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b, contient des singularités infrarouges:

b, = (M2L2>_Sr(s)— ! <—M2L2>n ! (D.43)

41 ﬁ 47 n+s

n=0

Néanmoins, pour M # 0, by est bien définie, car le pole de I'(s) est compensé
par le deuxiéme terme (analytique) de (D.43):

=1 M2L2\"
bo:_zn-n! (— = ) : (D.44)

n=1

On obtient ainsi I’expression de g:

g = —%log(ML)—l— M* [log(ML)—ﬂ (D.45)

1672

4 i ﬁ_nMZnLZn—AL

‘ n! ’

1
Bo = G_o+ dy+log(dm) +1I'(1) — 3 (D.46)
.. .

pr = T in [G_1 + a1 — 2]. (D.47)
Les constantes [3; sont appelées “coefficients de forme”, et dépendent de la

géométrie de la boite.
gm a pour expression:

— = 4+ 0(M?). (D.48)

ol apparait seulement [3;. Pour un tore quadri-dimensionnel 5; = 0.1405. La
régularisation dimensionnelle aboutit a:

1
v=>" — © —4m23,. (D.49)
n#0
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