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Abstract

This work is devoted to the research in quantum field dynamics for out of
equilibrium systems with nonperturbatively large energy density. The main
applications of the results are the ultrarelativistic heavy ion collisions and
the evolution of the early Universe.

The large N limit is used to solve the dynamics of the A($2)2 model. We
find analytic solutions for several regimes. We show that the dynamics is
characterized by decoherence phenomena, parametric resonances, spinodal
instabilities and creation of out of equilibrium Goldstone bosons. We also
analyze the correlation function evolution and we find a generalized scaling
behavior (for broken symmetry). In the broken symmetry case the effective
mass goes to zero asymptotically in the absence of external fields, while in
their presence the asymptotic mass squared is of the order of the external
field.

We also study the quantum field dynamics in the FRW space-time self-
consistently. This allows to give a consistent quantum treatment for the
inflaton field in chaotic inflation (opposite to the usual classical treatment).
This novel treatment gives a microscopic justification of classical chaotic in-
flation. We find a class of initial quantum states (pure and mixed) leading
to chaotic inflation and we provide a quantum generalization of the slow-roll
condition.
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Resumen

En este trabajo se investiga la dindmica cuantica de los campos para sistemas
fuera del equilibrio con densidad de energia no perturbativamente grande.
Las principales aplicaciones de los resultados son las colisiones ultrarelativis-
tas de iones pesados y la evolucion del Universo primordial.

Se usa el limite de IV grande para resolver la dindmica del modelo )\(52)2.
Se obtienen soluciones analiticas para varios regimenes. Se muestra que la
dindmica esta caracterizada por fenémenos de decoherencia, resonancia pa-
ramétrica, restauracién dinamica de la simetria, rotura dinamica de la si-
metria, inestabilidad espinodal y creacion de bosones de Goldstone fuera del
equilibrio. Se analiza también la evolucién de la funcién de correlacién para
la que se encuentra un comportamiento de scaling generalizado (para simetria
rota). En el caso de simetria rota la masa efectiva tiende asintéticamente a
cero en ausencia de campo externo, mientras que en su presencia la masa al
cuadrado asintética es del orden del campo externo.

También se ha estudiado la dindmica de campos cuédnticos en el espacio-
tiempo FRW de forma consistente. Lo que nos ha permitido dar un trata-
miento cuantico consistente al campo del inflatén en el escenario de inflacién
cadtica (frente a los habituales tratamientos clasicos). Este tratamiento da
una justificacion microscopica de la inflacién cadtica clasica. Encontramos
una clase de estados iniciales cudnticos (tanto puros como mezcla) que dan
lugar a inflacién cadtica y proporcionamos una generalizacién cuantica de las
condiciones de deslizamiento lento.
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Introduccion

La comprensién de importantes fenémenos fisicos requiere considerar la dina-
mica de campos cuanticos fuera del equilibrio. Entre ellos podemos destacar
las colisiones ultrarelativistas de iones pesados, y los fenémenos que tuvieron
lugar en el Universo primordial.

Estos fenémenos estdn caracterizados por estados cudnticos fuera del equi-
librio con densidades de energia no perturbativamente grandes. El objetivo
de esta tesis es estudiar estos fendmenos de una forma consistente, para com-
prender y predecir su dinamica.

Las experiencias de colision de iones pesados en RHIC y en el LHC estan
comenzando a dar y daran datos experimentales sobre la dinamica en si-
tuaciones fuera del equilibrio con densidad de energia no perturbativa. En
este contexto cabe preguntarse hasta que punto son ciertos los resultados
obtenidos a partir de suposiciones como equilibrio térmico, respuesta lineal
o dindmica cldsica. También cabe preguntarse cuales son las caracteristicas
propias de estos procesos fuera del equilibrio [1].

Por otro lado en la dindmica del Universo primordial también aparecen
situaciones de alta densidad fuera del equilibrio (inflacién, bariogénesis, ... ).
En particular en los modelos inflacionarios el campo del inflatén durante el
periodo inflacionario estd tipicamente en estados lejanos al equilibrio termo-
dindmico y lejanos al estado de vacio [2, 3, 4, 5].

Otro fenémeno en el que es importante la dindmica no perturbativa fuera
del equilibrio es la formaciéon y evolucién de condensados de Bose-Einstein.
Dentro de este contexto hay que destacar la condensacion de gases atémicos
conseguida recientemente [6, 7, 8|.

Para el estudio de estos fenémenos aunque la constante de acoplo sea pe-
quena no se puede desarrollar perturbativamente en torno a ella, ya que esta
multiplicada por campos de amplitud no perturbativamente grande. Por lo
que no podemos utilizar los métodos perturbativos tradicionales para campos

11
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cuanticos. Tampoco podemos recurrir a los métodos para el estudio de si-
tuaciones de equilibrio, ya que en estos fenémenos el sistema alcanza estados
muy alejados del equilibrio. Todo ello hace que sea necesario un tratamiento
cuantico dentro de un esquema apropiado para situaciones no perturbativas
fuera del equilibrio.

En esta tesis utilizaremos la aproximacién de N grande [9, 10], ya que
proporciona un esquema consistente para tratar la dinamica de situaciones
fuera del equilibrio con densidades de energia no perturbativamente grandes.
La aproximacién de N grande permite tratar de forma sistematica fenémenos
no perturbativos, tiene en cuenta los efectos cudnticos, es renormalizable, res-
peta las leyes de conservacién, es implementable numéricamente, y se puede
mejorar consistentemente incluyendo érdenes superiores en 1/N.

Otros métodos no perturbativos no reunen todas estas caracteristicas, por
ejemplo, los métodos no perturbativos sobre reticulo (Monte Carlo, desarrollo
de acoplo fuerte) no permiten tratar estados no estacionarios. Por otro lado
para el método de Hartree, que si permite tratar la dindmica de los estados,
no estd claro como se puede mejorar de forma consistente (lo que ademaés
dificulta la estimacién del error cometido). Todo ello sitiia a la aproximacién
de N grande como uno de los métodos méas poderosos para el estudio de la
dinamica fuera del equilibrio de los fenémenos no perturbativos.

La tesis estd estructurada en tres partes:

e En la primera parte se estudia la dindmica de campos fuera del equi-
librio en el espacio-tiempo de Minkowski. Esta parte consta de tres
capitulos:

— En el capitulo 1 se obtienen las ecuaciones de movimiento en el
limite de N grande y se obtienen las expresiones en ese limite para
la energia y la presion del sistema. Se muestra que el esquema es
renormalizable, conserva la energia, tiene en cuenta la interaccién
entre las particulas y se puede implementar numéricamente.

— En el capitulo 2 usamos las ecuaciones de movimiento en el limite
de N grande para estudiar la dindmica de estados con un gran
nimero de particulas en el estado inicial (tsunami). Este estudio
muestra la influencia en la dindmica de fenémenos fisicos intere-
santes: decoherencia, restauraciéon dindmica de la simetria, rotura
espontanea de la simetria, aparicion de bosones de Goldstone fuera
del equilibrio, scaling de las correlaciones.
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— En el capitulo 3 investigamos la dindmica de estados fuera del
equilibrio en presencia de campo externo. En el vemos como la
presencia del campo externo modifica la dindmica, y como aparece
un régimen cuasi-periodico.

e En la segunda parte se estudia la dindmica de campos fuera del equi-
librio en el espacio-tiempo de FRW. El objetivo es dar un tratamiento
consistente a la Cosmologia dentro de la teoria cuantica de campos. En
particular al escenario de inflacién cadtica. Esta parte consta de dos
capitulos.

— En el capitulo 4 se presenta brevemente la teoria del Big Bang y la
inflacién, en particular los escenarios de inflacién nueva e inflacion
cadtica.

— En el capitulo 5 se presenta la extensién del limite de N grande pa-
ra tratar la dinamica de campos cuanticos en el espacio-tiempo de
FRW de forma autoconsistente. Aplicando esta extension inves-
tigamos (por primera vez) la inflacién cadtica dentro de la teoria
cuantica de campos de forma consistente. Como resultado de esta
investigacién se han generalizado los estados iniciales que dan lu-
gar a inflacién cadtica, asi como las condiciones de deslizamiento
lento (slow-roll). Este marco permite dar una explicacién mi-
croscopica de la inflacién caotica.

e En la tercera parte se exponen las conclusiones de la tesis, haciendo
balance de los resultados obtenidos y apuntando las posibles lineas de
investigacion futuras

Conviene resaltar que los capitulos 2, 3 y 5 son los que contienen los
resultados originales de esta tesis.
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Parte 1

Teoria Cuantica de Campos
fuera del equilibrio
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Capitulo 1

Dinamica no perturbativa en el
espacio-tiempo de Minkowski

En este capitulo deducimos las ecuaciones de evolucion en el limite de N
grande, las renormalizamos y describimos su implementacién numérica.

Ademas de la deduccién rigurosa usando la accion efectiva, se mostrard
que se pueden obtener las mismas ecuaciones de evoluciéon haciendo el an-
satz de tomar un funcional de onda gaussiano. Esta deduccién alternativa
contribuye a esclarecer otros aspectos del significado fisico del limite de N
grande.

Se obtienen también las expresiones en el limite de N grande para la
energia y la presién del sistema.

1.1 El limite de N grande

En esta seccién se expone la aplicacién del limite de N grande (o aproxima-
ci6n 1/N al orden dominante) a N campos escalares reales con una autoin-
teraccién invariante O(N) [9, 10, 11, 12, 13, 15]. La accién y la densidad

lagrangiana invariante O(N) son
4 1 =S¢ 2 1 52
S=[daL , L£=3 [acb(x)] - NV(58(@)) - (1.1)
Esta dependencia de la interaccién con N garantiza la existencia del limite de
N grande. (Hace que el término cinético y el de interaccién sean del mismo

orden en ese limite.)
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El funcional generador estda dado por

donde J(z) es la corriente asociada al campo ®(z). Se puede obtener el valor
medio del campo de la forma,

J -

(@u(a)) = i ey s ZLT0)] (13)

Para calcular el limite de NV grande es conveniente reescribir el término
de interaccién de la forma

e[—iNfd4z V(%fﬁz(z))] _ /DZ I, 6 (Z(JT) _ %52($)) efiNfd‘l:cV(z(w))

_ /Dz Do eiNfd“z[%a(w) (2(2)— % 8%(x)) -V (2(x))] (1.4)

donde o(z) juega el papel de un multiplicador de Lagrange. Asi, la integral
en ® pasa a ser gaussiana,

. 1[5& (]2 1 22 z 7
Z[J()] _ /D(I)DZDO' ezfd4$[§[6<1>(m)] +¥o(x) 2(x)—Lo(z) %(x)—N V(z(z))+<I>(m)J(z)]

(1.5)
por lo que la podemos calcular de forma exacta
/Di)’ eifd‘lq:[% (85)2—%0 52+%‘§J—] = /D(i e_ifd4z(§32§+gq§2)
N
= [Det(0” +0o(.))] > (1.6)

donde hemos usado que en el punto estacionario J(z) = [0% + o(z)]®(z).
Definiendo G(z,y;0(.)) como el operador inverso de 9% + o(.),

(0% + o(2)] G(z,y;0()) = 6(z — ), (1.7)
tras hacer la integracién en ® tenemos,

ZIJ(),K()] = / Dz Do {Det [* + o()]} 2 &/ dal3o@ @)=V ()]
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oh Lila [ d'a d'y Ju(w) Glio() W) iN [ d'a K@) =) (1 g)

Se ha introducido para el campo z(z) la fuente NK(z) (que anularemos al
final), lo que da una forma sencilla de calcular el valor esperado de ®?

1 )

¥ ) = 5 5 e 20 KO (19)

Ahora, podemos reexpresar Z [f, K] de la forma,

Z[J, K] = / Dz Do ¢iNSlzo.T K] (1.10)

Sz, o, j,K] %logDet [82—1-0] (1.11)

1

+ /d4$ [io(x) z2(z) = V(z(z)) + K(z) 2(x)

N
1 4 4 .
b g o [ A Glayio) 1) o)

Todos los términos en S son de orden cero en el desarrollo 1/N, ya que
tomamos K () de orden cero y |J|2 ~ N.

En (1.10) vemos que para N grande la principal contribucién a Z viene
del punto estacionario de la accién, zy, 0y dado por

58 ss

il — =0. 1.12
52 o=09 ’ 50’ o=09 ( )
2=20 2=20
Con lo que obtenemos
1
§Jo($) —V'(20(z)) + K(z) =0, (1.13)

i G(z,x;00) + 20(x —%i[/d‘*yGwy,ao)J(y)r:O, (1.14)

donde hemos usado las relaciones:
dlog Det [0? + o]
do(z)
0G(Z,7;0)
do(x)

= G(z,z;0), (1.15)

= —G(Z,z;0) G(z,7;0), (1.16)
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deducidas en el apéndice. Las ecuaciones (1.13), (1.14), definen el punto de
silla g9, 29 como un funcional de las fuentes J, K. Es decir, 0o = 0o[J, K| y
zo = 2zo[J, K|]. Asi, para N grande,

Z[J, K] ~ eNSlTK] (1.17)
con So[j, K| = 8|z, 09, J, K]. Relacién que es exacta en el limite N — oo,

1 = el T
A}l_r)réoﬁlogZ[J, K|=i&[J,K] . (1.18)

1.2 El modelo A\(32)? en el limite de N grande

En particular estamos interesados en el potencial

1= 1, 2m2\° m* mil-
NV<—<I>2(:U)) - N2 (—@2+£> = -

N 8\ N A )20 T2 2
m? - Ao m*l—a«
= —®*+ (D) + —— 1.1
2 + 8N( )+ 2\ 2 (1.19)
a = signo(m?) = +1 (1.20)
Para este potencial, que tiene
A m? mtl—a«
Viy=224+™, ml-a. 1.21
(2) 82+22+2/\ 5 (1.21)
la ecuacién (1.13) nos da
2
2o(x) = 3 [o0(2) + 2K (z) — m?] , (1.22)

que nos permite eliminar zo(z) en funcién de o¢(z). La ecuacién para obtener
oo(z), ec. (1.14), pasa a ser

N 2
{60,100+ () +200) =] = 3 | [ Gt 100 1) =0
(1.23)
(donde la dependencia de G en oy es funcional).
Para las aplicaciones que trataremos basta considerar el caso J,(z) =
J(z) para a = 1,...,N. Ahora, vamos a calcular la accién efectiva. Para
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ello hemos de hacer una transformada de Legendre de forma que los valores
esperados del campo ¢(z), y del cuadrado del campo p(x), pasen a ser las
variables funcionales independientes.

o 1 Slog 2[L K] 6SoJ, K] 1
o) = §eD =% 7 T @ o(ﬁ)
_ 1,2 1 6logZ[J, K| 05[], K] 1
) = N =N TORGe) T oK) O(N)’ (124)

se han usado las ecuaciones (1.3), (1.9) y (1.18).
Para hallar %, %% ysaremos que SolJ, K] = S[z[J, K],00[J, K], J, K] y
que zp, 0p es un punto de silla de S (1.12). Asi como la ecuacién de S (1.11)

y (1.22).

55, . 68 520(y) /4 58 Sooly) 68

— (4 d
5.7 (2) / Y52 oo 57) )Y 50(0) |omew 5T(x) 3T (@) | o=es

55 o _ ) )
- (SJ(JT) o=00 - /d Yy G(a:?yao-()) J(y) . (125)
2=20
58, 58

5K(.’L‘) - (SK(.’L‘) o=09 = A0 (126)

Por tanto

o) = [ty Gy 76)+0 ()
o(z) = 240 (%) _ ; [00(z) + 2K (z) — m?] + O (%) (1.27)
La accién efectiva es

Llé, p] = — log 2[J K] ~ / z [J(z) ¢(x) + K(2) p(2)] (1.28)

y en el limite de N — oo esta dada por

' A
Clg,p] = %logDet [82+m2+§p—2K]
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+ [ 3w - K - 5 10
- 5 [atady 6 (amm + 326 ) J@I6) . (129)

donde hemos usado (1.11), (1.18), (1.22) y (1.27). Usando (1.7) y (1.27)
podemos expresar J(z) en funcién de ¢(z) y p(z),

J(z) =[0% +m? + %p(w) — 2K (2)](z) + O (%) . (1.30)

Por lo que la accién efectiva es,

' A
Lo, p] = %logDet [82+m2+§p—2K]

e s

= 5 [ o [+t 4 S0t - 250)] o) + 0 (5) 130

Las ecuaciones de movimiento para los campos ¢(z) y p(x) se obtienen a
partir de la accién efectiva (6T'/dp = —J y 6T'/ép = — K),
A
4+ Sola) 2K ()| o) = (o).
A A A A
ZZ G (:E, z;m’ + 2P~ 2K> — Zqﬁ(a:)Q + Zp(:c) —K(z) = —K(z).(1.32)

donde la segunda ecuacién es una ligadura para p(zx).
Recordando que tenemos que hacer K(z) = 0 tenemos,

0+ 4 Spla)| 0(a) = J(o).

1

36 (i 4 500) = 3% + 30(0) = 0, (1.3

Poniendo las ecuaciones de forma maés explicita y usando la definicién de la
funcién de Green (1.7),

{82 +m? + %(bQ(x) — %Gs(x,x)] d(x) = J(z), (1.34)
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9 +m? + % 2(z) — %Gs(x,x) Giwy) = 6@ —y). (1.35)
Gole.) = Gla,yim® + S0(.) (1.36)

1.2.1 Soluciones con invariancia translacional

Si consideramos estados con invariancia translacional, las ecuaciones (1.34)
se simplifican considerablemente; ya que los campos ¢(x), p(x) s6lo dependen
del tiempo.

Asi podemos desarrollar G (x, y;m? + % p) en integral de Fourier,

w

A P d3k
G (x,y;m2+ 5/}) = /6”“‘(“”_” gr(t, 1) ek (1.37)

donde los tiempos ¢ y ¢’ son las componentes temporales de x e y. La defini-
cién de G(z,y;0), ec. (1.7), implica que gx(t,t") ha de satisfacer la ecuacién,
d2 2 2 A ! !
@—I—k +m +§p(t) g(t,t) =4d6(t—1). (1.38)

Esta funcién de Green unidimensional se puede expresar en funcién de
las soluciones de la ecuacién homogenea,

d? A
[@ + k> +m*+ 5p(t)] or(t) =0, (1.39)
en la forma:
< t > #
Gt 1) = or(te) or (ts) _ tp,i( 24;211( ) para t <t (1.40
’ Wi, %}f’“(t) para t >t ’

donde t. = min(¢,t'), t> = max(¢,t') y con @5 (t), 7 (t) soluciones indepen-
dientes de (1.39) siendo W}, su wronskiano W, = W{gs (t), 5 ()]
Una posible eleccién es @7 (t) = [y (¢)]* con la que obtenemos,

G (m,x;m2+ %p) = / (;ljr];?, ‘SDIIC/V(Z”Q . (1.41)

y W) imaginario puro.



24 CAPITULO 1. DINAMICA NO PERTURBATIVA EN MINKWOSKI

Asi, las ecuaciones (1.34) antes de renormalizarlas pasan a ser,

b Soep - 5 [ S 1) ] s=J (L)

dt2 2 (27‘(’ ) 3 Wk

y las funciones de modo g (t) cumplen,

d2 A ix [ Bk o)) B
=+ k* 4+ m’” + §¢(t)2 — 5/ G W ] ee(t)=0.  (1.43)

Hemos obtenido infinitas ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas para
&(t), pr(t) con 0 < k < oo. (Estas ecuaciones son locales en el tiempo.)

La importancia de estas ecuaciones esta en que con ellas se pueden es-
tudiar fendmenos no perturbativos (en el limite de N grande); ya que en
su deduccion, el parametro usado para hacer teoria de perturbaciones no ha
sido A, sino % Ver por ejemplo [12] y [13].

En [9, 10, 14] se puede ver que la aproximacién de N grande a orden do-
minante resuma un conjunto infinito de diagramas (diagramas tipo burbuja).

1.3 Funcional de onda

Hay una forma alternativa de hallar las ecuaciones de evolucion en el limite
de N grande, que vamos a exponer en esta seccién. Consiste en hacer el
ansatz de tomar un funcional de onda gaussiano y calcular sus ecuaciones
de evolucién a partir del Hamiltoniano del sistema en el limite de N grande.
Las ecuaciones de evolucion son las mismas, pero éste método nos servira
para conocer otros aspectos y entender mejor el significado fisico del limite
de N grande.

Consideramos un campo escalar en la representacién vectorial de O(N)
con interaccién A\(®2)? [que es invariante O(N)] [16, 17, 18]. La accién y la
densidad lagrangiana son,

S = /d%z : (1.44)

A (§2>2_Nm41—a

_ 1 7 21 52 7 &
L = 2[8H(I>(:v)] Sm? & - g 8 (149)

a = signo(m?) = +1. (1.46)
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El momento canénico conjugado de ®(z) es,

fi(z) = &(x), (1.47)
y el Hamiltoniano,

1. 1 . 1 0ms A /o2
H = /d3m{§H2(x)+§[V@(x)]2+—m2q>2+—<@2>

2 8N
Nmil-oa - -
_ T8l
TN T2 }

Nos vamos a limitar (por simplicidad) a estudiar situaciones con invarian-
cia traslacional, 7.e., autoestados del operador momento total. En este caso
los valores esperados como (®(Z,¢)) son independientes de las coordenadas
espaciales T y solo dependen de la temporal.

Las ecuaciones de Heisenberg para el operador campo son

y+m“5%&@)@ﬂ=j (1.48)

Para las aplicaciones que se trataran basta considerar el caso en que el
campo externo J y el valor esperado del campo (®) tienen la misma direccién.
Por simplicidad elegiremos el primer eje del espacio interno en esa direccion.
Asi

J=KWNJ,0,...,0),

y para el campo serd conveniente hacer la siguiente descomposicién
b(z) = (o(x), 7(2)) = (VN(t) + x(2), 7(x)) (1.49)

con (7(z)) = 0 donde 7 representa a los N — 1 ‘piones’, y ¢(t) = (o(x)).
Por lo que, {x(z)) = 0. Los efectos de las fluctuaciones cudnticas en torno
al valor esperado estdn dominados por la contribuciéon de 7 en el limite de
N grande (siempre que (x?) ~ (72) o menor, como ocurre en todos los casos
que se estudiardn). Por lo que para especificar la parte relevante del estado
daremos el valor esperado, su derivada y el funcional de onda para el campo
7 en el instante inicial.
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1.3.1 El funcional de onda (imagen de Schrédinger)

Consideraremos funcionales de onda gaussianos de la forma [16, 18, 9, 10, 19,
20]

U[B(.,1)] = NY2(t) Tz exp [—A’;(t) ﬁ,;-ﬁ_,;} : (1.50)
donde )
Fo(t) = / &z 7(7,1) P (1.51)

[Por tanto, podemos suponer A () = Ag(?) sin perdida de generalidad].
Como se muestra mas adelante, estos funcionales de onda gaussianos son
soluciones de las ecuaciones de Schrodinger en el limite N — oo.

El hamiltoniano (1.48) en el limite de N grande es principalmente el
hamiltoniano de un oscilador armoénico con una frecuencia dependiente del
tiempo determinada autoconsistentemente:

2

H(t) = Nthz(t)—giN > (77 p)

k
+3 [ ;57?;;' 5;5 + % wi(t) 7 ﬁ,;] , (1.52)

halt) = SEW 4L mEW 4 36w+ Y s, 1)
M) = s 3 [0+ 3 0] (154
wi(t) = K+ M), (1.55)

donde h(t) es el hamiltoniano cldsico, y M2 tiene el papel de una masa
efectiva.
La ecuacién de Schrodinger funcional es (A= 1)
oV

Y _ g, 1.
iy = HY (1.56)

Mas explicitamente,

L A L
iV[@] = ¢ NV hg(t) - SN Z(WE “T_g)
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1 -
s [——_7+§w,§(t) Foodt | o UB],  (157)

de donde vamos a hallar las ecuaciones de evolucién para Ag(t) y N(t),
tomando las derivadas funcionales y comparando potencias de 7z en ambos
lados. Obtenemos, asi las siguientes ecuaciones de evolucién

iAg(t) = AXt) —wi(t), (1.58)

N@E) = N(0) e o [PNVhalt)=2 (S ) +N Se 4:)] (1 5oy

con Ag(t) = Api(t)+i Ayz(t). La dependencia temporal del factor de normali-
zacion N (t) estd totalmente determinada por la de A(t), como consecuencia
de la unitariedad de la evolucién temporal.

Usando la expresion para el funcional de onda (1.50) tenemos,

(Tp-Tg) = (T T_p) 05_p (1.60)
ooz oy = L MgPRge inOmema (@ g) N

lo que en el limite de volumen infinito nos da siguiente condicién de auto-
consistencia,

(7)) 1 [ &Pk . . ek 1
=8 Gy O TR0 = [ 08

El valor esperado de la ecuacién de movimiento de Heisenberg (1.48) nos
da la evolucién del parametro de orden ¢(t) [16]:

o) +m o)+ 5 |0+ 4 (F@D] o0 =7 (163

donde se ha usado que (%) = 0y que (72 7) = 0 (por ser el funcional de onda
gaussiano).

Las ecs. (1.58)-(1.59) junto con la ec. (1.63) dan la evolucién temporal
de ese estado cuantico en el limite de IV grande.
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1.3.2 Los modos del campo (imagen de Heisenberg)

La ecuacién de Ricatti (1.58) se puede linearizar escribiendo Az(t) en funcién
de @z (t) de la forma

Px(
Aglt) = —i 2D (1.64)

@E(t)

se obtienen asi las ecuaciones para los modos
@t + wi(t) =0 (1.65)

La relacién (1.64) define las funciones de modo ¢ salvo una constante mul-
tiplicativa arbitraria, elegiremos esa constante de forma que el wronskiano
tenga el valor,

Wi = golz(p;% — gb,ggo;% =2. (1.66)

Las funciones ¢ tienen una interpretacién sencilla: obedecen las ecuaciones
de movimiento de Heisenberg para el campo 7 obtenidas del hamiltoniano
(1.52). Por tanto, podemos escribir el operador campo de Heisenberg como

oo d°k > R —ik-Z
w(m,t)Z/m [ = op(t) e +a}% wr(t) e (1.67)

donde dj , &'}% son los operadores de creacién y aniquilacion con las reglas
de conmutacién canénicas habituales. Por lo que, las funciones ¢g(t) son las
funciones de modo o componentes de Fourier del campo.

De la ec. (1.64) podemos obtener las siguientes relaciones utiles

1 1d

Ag(t) = -5 In loz(t)]* - (1.68)

Usando estas relaciones y la ec. (1.62) podemos expresar las fluctuaciones
en términos de las funciones de modo:

(ﬁj\)[(t) _ %/% oz (D)2 . (1.69)
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1.4 Ecuaciones de evolucion y condiciones ini-
ciales

Las ecuaciones de evolucién para el valor esperado del campo ¢(t) y para las
funciones de modo @i (t), ec. (1.63) y ec. (1.65) respectivamente, son

Cod s fmy+ 22 2w+ g0 b =1,
d2§:2(t) + {k2 +my + %B [qb"’(t) + % (WQ)B(t)} } or(t) =0 (1.71)

Hemos visto que la amplitud de las fluctaciones cuédnticas (72)p(t)/N esté
dada por la ec. (1.69). Esta cantidad es divergente en el limite ultravioleta,
por lo que para cancelar la divergencia debremos renormalizar los parame-
tros y magnitudes del modelo. Esta cuestién se abordard en la seccién 1.6.
(El subindice p se ha explicitado para recalcar que son los parametros y
magnitudes sin renormalizar.)

Para el valor esperado del campo tomaremos condiciones iniciales de la
forma,

$(0) =¢o , #(0)=0, (1.72)

ya que siempre podemos conseguir anular ¢(0) con un desplazamiento tem-
poral.

Para las fluctuaciones cudnticas el estado inicial definido por la ec. (1.50)
se determina dando A,z(0) y A,;z(0) para todo k. Estas condiciones iniciales
las parametrizaremos de la forma

ARE(O) = QE s AIE(O) = w,; 5E . (1.73)

donde w; = wi(0) mientras que €2 y d; son funciones que determinan el
estado inicial.

Las condiciones iniciales en las funciones de modo se obtienen a partir
de la relacién (1.64) y las condiciones iniciales sobre Ag(t) mas el valor del
wronskiano (1.66). Por tanto, las condiciones iniciales para las funciones de
modo son:

1 i Q0 + w Of
£(0) = , pp(0) = ——E—EF 1.74
Para un estado inicial sin particulas (€ = w; ,6; = 0), las condicio-

nes iniciales serfan: ¢3(0) = 1/,/wz v ¢z(0) = —i,/w;. Estas fueron las
condiciones iniciales usadas en [19, 20, 21, 22].
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1.5 El tensor energia-momento

En esta seccién vamos a calcular el tensor energia-momento, y a partir de
su valor esperado en el estado del sistema definiremos la energia y la presion
del sistema.

oL
T = —— 0%" — ¢"'L . 1.75

El lagrangiano del sistema estd dado por la ec. (1.45), por lo que
— — 1 — — - - —
T = otd - 0" P — gM 3 0y®-0°® — V(P + J- | . (1.76)

Como consideramos estados invariantes bajo traslaciones y rotaciones, el va-
lor esperado de T toma la forma de un fluido ideal,

(T =EFE, (T"Y=P¢§, (T =0. (1.77)
Teniendo en cuenta las descomposiciones

= (VNJ, 0, ...,0), (1.78)
= (VN¢+x,7), (1.79)

AL kq_

w=y# g ey S0 (L) as

La expresion para el valor esperado del potencial, se simplifica al tener en
cuenta que el estado para el campo 7 es un funcional de onda gaussiano,

V) _1 o <¢2+@>+§(¢2+@>2+ﬁ41_a+0(%)- (1.81)

N 2 N N 2\ 2

Usando la expansion del campo 7 en funcién de sus modos [ec. (1.67)],
obtenemos los otros valores esperados

1 .2 1 [ dk .

7 = 5 [ G el (182
l =, <. 1 [ &k
N(Vw.Vﬂ = 5/(%)3 K |oz]? . (1.83)
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Asi la energia del sistema es

E 1 @)Y\ A @#N\° m*l-a
N = —¢2+— (¢+ ) §<¢2+T) + o+ ~Jé

1 [ &k s o
+1/(2 B (|ozl” + K |ezl*) - (1.84)

donde (7?) estd dado por la ec. (1.69). Para J independiente del tiempo la
invariancia bajo translaciones temporales garantiza que esta energia es una
cantidada conservada. Con un cédlculo andlogo obtenemos para la presion

P ., 1 [ &k [., 1., o, E
- - 24 2 k2 02| — 2 1.
N0 +2/(27r)3 {\%l t3R e -y (1.85)

Estas expresiones para la energia y la presion son divergentes en el ultravio-
leta al igual que lo es (7)p. En la siguiente seccién cuantificaremos estas
divergencias, expondremos un esquema de renormalizacion que las elimina y
obtendremos las substracciones que aparecen en estas magnitudes.

1.6 Renormalizacion

Las magnitudes (7?), (7?2) y (V7 - V&) son divergentes en el ultravioleta.
Estas magnitudes aparecen en las expresiones de la energia y la presién; (72)
aparece también en la ecuaciéon de movimiento. Regularizaremos las expre-
siones integrales de estas magnitudes introduciendo un cutoff ultravioleta
de regularizacion A,, lo que hard finitas las integrales, luego veremos que
se pueden eliminar las dependencias cuadraticas y logaritmicas en el cutoff
renormalizando los parametros de la teoria. Tras sustraer esos términos po-
demos hacer el cutoff A, infinito, y las magnitudes que resulten seran finitas
y fisicas.

Primero obtendremos el comportamiento ultravioleta de los modos. Para
ello haremos uso del analisis WBK, expresando los modos del campo ¢, en
funcion de los modos WBK Dy,

oult) = ;ﬁ(1+%>Dk<t>+(1—vk>D;(t>1 (1.86)

Dy = elo Rt (1.87)
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donde se ha tenido en cuenta que las condiciones iniciales de ¢, para k grande

son las del vacio: ¢ (0) = 1/\/wr v ¢x(0) = iy/wy (esta tltima fija ).
Los modos Dy, satisfacen las mismas ecuaciones de movimiento que los
¥k, 1o que implica que Ry ha de cumplir la ecuacién de Riccati

Ri(t) + R(t) + k2 + M2(t) = 0. (1.88)

Para hallar el comportamiento a k£ grande desarrollamos Ry en potencias de
1/k

. Rip(t)  Rop(t)  Rsp(t) Rap(t) 1

Ri(t) = —ik 4+ Ror(t) — i ? + 2 s + i +0 w5
(1.89)
los coeficientes estan determinados por la ecuacion de Riccati
1 5 1 .
Rop=0; Rip= 2 Mg(t); Rop = —3 Ry
1/. 1 /.
R3,k = 5 (R2,k - Ri,k) ; R4,k = —5 (R?,’k + 2R1,kR2,k> . (1.90)

El coeficiente v, se obtiene a partir de la condicién inicial ¢ (0) = iy/wg (que
es consecuencia de que a k grande las condiciones iniciales son las del vacio).
Asi la parte real y la imaginaria de 7, son

Yre =1+ O/k") 5 1= O(1/K) . (1.91)

Ahora que ya hemos obtenido el comportamiento a k£ grande del modo
o basta usar este resultado para obtener el comportamiento ultravioleta de
las integrales que queremos regularizar.

M2t 1

1
2 —_— pa—
‘Sok‘ - k
. d> M2 (1) 1
2 _ o 2 2 iatd: AP -
lokl® = k+ 5k 8k3{[Md(t)] + 7 }+0<k5) .(1.92)

Comenzaremos por (72) que aparece en las ecuaciones de movimiento

Las condiciones de renormalizacion se obtienen imponiendo que las fre-
cuencias que aparecen en las ecuaciones de evolucion de los modos sean finitas
[9, 10, 20]. Lo que nos da la renormalizacién siguiente

AL In(Ak)
@z~ TR gy

2 2
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he = et
@O _ 1 f o [m(t)ﬁ— Ut Mg(t)] C(1.93)

donde « es el punto de renormalizacién, elegiremos £ = |mg| por simplicidad.
Las expresiones para la energia y la presién renormalizadas son

Er _ 1 1 5[, (T°)Rr AR (o @)Vr\° mp 11—« B
N - 2¢+2mR<¢+ v )Ts Ut N ) T,
1 A3k 2G4 k2 2 g Lo
1) @y o> = S + & (lppl* = 82)] - (1.94)
Pr oy 1 Bk 2 1 9 e B &
— Mi(t) _ (g —1) 2(1\12 dzMi(t)
_ 1 Mczi(t) 0(g—1) 2 (4\12 d2./\/l§(t)

Si J es independiente del tiempo la energia renormalizada es una cantidad

conservada, como se puede comprobar usando las ecuaciones de movimiento.
Para simplificar la notacién de aqui en adelante omitiremos el subindice

r Y nos referiremos solo a los parametros y magnitudes ya renormalizados.

1.7 Adimensionalizacion

Definimos ahora variables adimensionales eligiendo la masa fisica en el vacio,
|mg|, como unidad de masa

qg= Kk ;o or=mglt; 9(r) = Mg(? s 0g(T) =V Img| k() ;
Img| 2|mg|

_ ﬁ . w (’7’) _ wk(t) . O = Qk . - \/2)\ J

9= 82’ T Img| "7 Img| 7= 2\mp|3
AR 2 2 M?i(T)

(1) = m)r(t); M*(1) = ;

g ( ) 2|mR|2< >R() ( ) |mR|2
A A

=" f. p=—2 _p. 1.97

= ONImzlr " PT 2Nmalf (1.97)
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En funcién de las variables adimensionales las ecuaciones de movimiento

(1.70)-(1.71) son

s+ a (o) + 920)] () = 5 (1.98)
e rat @m0 e =0 (199)
a = signo(my) = +£1, (1.100)
gS(r) = g / ¢dg [l (7)1 = Ss] | (1L.101)
_ 1 0g-1), ,
En estas ecuaciones
MA(1) = a+n*(1) + g3(7) (1.103)

juega el papel de una masa cuadrado efectiva dependiente del tiempo.
Las condiciones iniciales en variables adimensionales son

n0) = n , 70)=0, (1.104)
1 182 + wy 0,
0,(0) = — | $,(0) = -1 272 1.105
O = g o %O o (1.105)
con
wg = V@2 + M2(0) , (1.106)

para M?(0) > 0. En el caso de simetria inicialmente rota (M?(0) < 0) el
tinico cambio es que las frecuencias iniciales w, se modifican para ¢ pequeno
de la siguiente forma [21]:

3 2
. { W para. ¢ <1+ |M*(0) (1.107)

¢+ M2(0) para ¢ > 1+ |M2(0)]

Las expresiones para la energia y la presién adimensionalizadas son

1., 1 1 —a
e(r) = 57724—5(7724—92)4—2(772—1—92) +1 5 —n
g .
+§/q2 dq [|@g)* = S1 + & (lpa* = S2)] (1.108)
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2

p+a0) = i+ [ |le? -5+ Do - 5| 0a0)

5= g+ 200 HED ey, 001
_ 1 MQ(t) 0(q —1) 2(1\12 dQMQ(t)

Recordemos que si j es independiente del tiempo la energia es una cantidad
conservada.

En [16] se uso una definicién diferente para la unidad de masa y para (7).
La ventaja de usar |mg| es que es independiente del niimero de particulas
inicial; lo que hace que esta eleccién de expresiones mucho mas sencillas para
los resultados.

1.8 Implementaciéon numérica

La implementacién numerica del conjunto de infinitas ecuaciones integro-
diferenciales acopladas [ec. (1.98)-(1.99)], que dan la evolucién del sistema,
requiere discretizar tanto el tiempo como el momento.

Para el calculo ntiimerico de la evolucion temporal del sistema se ha usado
el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden (se comprobé la independencia
de los resultados numéricos respecto al paso temporal).

El cédlculo de la evolucién temporal requiere evaluar la integral en mo-
mento de ¢> a cada instante de tiempo, para ello se introdujo un cutoff
numérico en momento A, se dividio [0, A] en varios intervalos de integracién
(determinados por el paso de integracién elegido), y se calculo la integral
usando el algoritmo de Gauss de 16 puntos en cada intervalo de integracion
(se comprob¢ la independencia de los resultados numeéricos respecto al paso
de integraciéon en momento y al cutoff numérico). De la introduccién del
cutoff numérico A resulta la siguiente formula para el calculo de las fluctua-
ciones cuanticas

1 A gA?  glogA g
)P —— 2 27 2 ).
g 1—glogA[/0qu|%‘ 3+ et )| +0(;)
(1.110)

La energia y la presion se han calculado usando los mismos métodos numé-
ricos que los descritos para gX..
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La precision de los calculos numéricos se ha controlado comprobando la
conservacién de la energia y del wronskiano; asi como la independencia de
los resultados numéricos respecto al paso temporal, al paso de integracién en
momento y al cutoff numérico en momento A.

1.9 Conclusiones

En este capitulo hemos visto que la aproximacion de NV grande permite tratar
la dindmica de los campos cuanticos en el régimen no perturbativo.

Se han obtenido las ecuaciones de evolucién al orden dominante para
N grande en el modelo )\(52)2. Estas ecuaciones de evolucién son imple-
mentables numéricamente y proporcionan un buen método para estudiar la
dindmica no perturbativa de las magnitudes renormalizadas.

Este estudio ha dado lugar a nuevos e importantes resultados, ver por
ejemplo [11, 21, 22, 23, 51, 52, 53] y los capitulos 2, 3 y 5 de esta tesis

1.A Demostracion de algunas relaciones uti-
lizadas

1.A.1 Demostracién de (1.15)
Usaremos la relacién:

OTr[f(AN)]

1111
3\ (1.111)

e [f'(AndA*] ,

oy

donde f es una funcién y A un operador que depende de un pardmetro .
(Esta relacién es cierta gracias a la ciclicidad de la traza.)

Definiendo el operador:
M, (z,y) = d(z — y)[8; + o (y)], (1.112)

la funcién de Green G(z,y;0(.)) es su operador inverso M, '(z,y), en el
sentido de que:

/d4y M, (z,y)G(y,z;0(.) =d(x — 2) . (1.113)
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Asi,
dlogDet[0? +o(.)] 6Trlog[d* +o(.)] 6TrlogM,
_ - (1.114)
do(z) do(z) do(z)
Usando la relacién (1.111)
0TrlogM, o i
S = o o= o 1,)(0.2)
4, 14 4, ap—1 oM,
= dyd*z0(y —z) | d*u M, (y,u) (u, z)1.115)
do(z)
Siendo,
OMy(u,z) do(z)
Too@) d(u Z)(Sa(a:) =0(u—2)0(z —x) . (1.116)
Por lo que,
0Trlog M, 4 a4 a4 1
50 (@) d*yd*zd*ud(y — z) M, " (y,u)d(u — 2)d(z — x)
= M, (z,2) =G(z,750()) (1.117)
es decir,

dlog Det[0? + o(.)]
do(z)

=Gz, z;0(.)) . (1.118)

1.A.2 Demostracién de (1.16)
La definicién de G(z,y;0(.)) (1.7) es,

[0° +0(2)] G(z,y;0(.) =6(z —y) . (1.119)
Derivando funcionalmente respecto a o(z),
[0% + a(x)]%gé;)a(')) =—0(r — 2)G(z,y;0(.)) . (1.120)

Resolviendo la ecuacion teniendo en cuenta que G es la funcién de Green
de la ecuacién diferencial, (y que si G se anula en el infinito, también se anula
su derivada funcional respecto a o).

6G(z,y;0(.))

5o (z) - / d'u G (z,u;0(.)d(u — 2)G (u,y;0(.))

= —G(z,2;0(.)G(z,y;0(.)) . (1.121)
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Capitulo 2

Evolucion de estados tsunami

En este capitulo vamos a estudiar la dindmica (en ausencia de campo externo)
de estados con una densidad de energia no perturbativa, debida a la presencia
de un gran numero de particulas; a este tipo de estados se les ha dado el
nombre de estados tsunami [17]. (El caso en el que la densidad de energia
no perturbativa se debia a un valor elevado del valor esperado del campo ya
ha sido estudiado en [21].)

Para este estudio usaremos los métodos descritos en el capitulo anterior.
Estos métodos nos permiten calcular la evolucién no lineal de las distribucio-
nes de particulas (teniendo en cuenta la interaccién entre ellas). Comenzare-
mos explicitando la definicién del nimero de particulas, lo que nos permitira
reexpresar las condiciones iniciales en funcién de la distribuciéon del ntimero
de particulas (aunque veremos que no determina completamente el estado
inicial). A continuacién introduciremos la aproximacién de un modo, gracias
a la cual podremos obtener una buena aproximacion para la dinamica inicial
del sistema. Veremos que la dindmica de estos estados tsunami da lugar
a importantes fenémenos fisicos: cambio de la masa efectiva debido a que
las particulas estdn en un medio denso, restauracién de la simetria, rotura
espontanea de la simetria, scaling en las correlaciones.

Consideraremos valores pequefios para la constante de acoplo A < 1 para
separar mas nitidamente las diferentes escalas de tiempo de la evolucion.

39
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2.1 Definicion de nimero de particulas

Como en una situacion con dependencia temporal la definicién de nimero
de particulas no es unica, elegimos definir el nimero de particulas respecto
a los autoestados instantdneos del Hamiltoniano (1.52) en el instante inicial,

i.€.
R 1 1 52 1 5. 4
ng —= + S wr T T_p| —

1
_ Z W2 — 2.1
k Nuwg 257?,—5-57?_1-5 2 k —k 2 (2.1)

donde w; es la frecuencia (1.55) evaluada en ¢ = 0.
El valor esperado de este operador nimero tras la evolucién temporal es

[Agi(t) —wil* + A7 (1) AZ(#) +62(0)

ne(t) = (|| W) = - (22

A = ) = e A a0 Y
donde Az(t) y 6z(t) estdn definidas a través de las relaciones,

Api(t) =wip L+ A5(0)]  Ap(t) = wg 5(2) - (2.3)

En términos de las funciones de modo ¢z (t) y de ¢;(t), el valor esperado del
operador numero esta dado por

1

i) = o (g + o lopY] — 5. (2.4

Para simetria inicialmente rota las frecuencias en la ec. (2.1) se modificaron
para k pequefio segun la siguiente ecuacién [21]

2 2 2 2
o = { VK2 +|M2(0)] para k* <1+ |M?20)) (25)

k2 + M2(0 ) para k? > 1+ |M?(0)]

para que wy sea real para todo k.

2.2 Condiciones iniciales y ecs. de evolucién

Para el valor esperado del campo tomaremos condiciones iniciales de la forma,

¢(0) =y , H(0)=0, (2.6)

ya que siempre podemos conseguir anular ¢(0) con un desplazamiento tem-
poral.
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El estado cudntico inicial definido por la ec. (1.50) se determina dando

Apz(0) y A;(0) para todo k; o equivalentemente usando las relaciones (2.3),
dando Az = Ag(0) y 6z = 6z(0).

Apr(0) =wp [1+A7] , Apz(0) = wg 0; . (2.7)

Podemos invertir la relacién (2.2) y expresar Az(t) en funcién de 6z(t) y el
nimero de particulas ng(t),

62(t)
Ap(t) =2 [ng(t) £ \/n%(t) +ng(t) — kT : (2.8)

[Esta férmula fue obtenida en [16] para el caso particular de d;(t) = 0].

La posibilidad + se debe a que los valores de n; # 0 y d; no fijan comple-
tamente el estado inicial para los modos; asi, atn fijando n; # 0y d; quedan
dos estados posibles. Llamaremos caso I al que corresponde al signo su-
perior en la ec. (2.8) y caso II al correspondiente al signo inferior. Por
tanto, podemos expresar las condiciones iniciales en funcién de la distribu-
cién inicial de particulas ng(0), la fase del funcional de onda d; y la eleccién
del signo en la ec. (2.8).

Consideraremos (por simplicidad) distribuciones de particulas con si-
metria esférica y forma gaussiana

N [_M] , (29)

donde Nj es el nimero total de particulas por unidad de volumen y I es un
factor de normalizacién. Como estamos interesados en estudiar la dindmica,
no perturbativa del sistema deberemos considerar Ny ~ m? /g (ver subseccién
2.3.1).

Es decir, la distribucion inicial de particulas es una capa esférica de
particulas concentrada alrededor de un momento ky. Veremos que ya pa-
ra este problema simplificado la dindmica contiene ingredientes esenciales.
[Dentro de este esquema se pueden tratar también distribuciones sin simetria
esférica. Simplemente el numero de ecuaciones de movimiento se ve elevado
a una potencia dos o tres, y las integrales en el momento ec. (1.69) pasan a
ser integrales dobles o triples que han de calcularse numéricamente en cada
paso temporal.]
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Como las condiciones iniciales tienen simetria esférica y las ecuaciones
de evolucién son invariantes bajo rotaciones, las soluciones tendran simetria
esférica. Por lo que la dependencia en k es tinicamente a través de su médulo
k.

Las condiciones iniciales para las funciones de modo se obtienen a partir
de la relacién (1.64) y las condiciones iniciales (2.7) sobre A (t) més el valor
del wronskiano (1.66). Por tanto, las condiciones iniciales en las funciones
de modo son:

1 iQk+wk(5k

N or(0) = o (2.10)

or(0) =

con {;; definido por:
Qr = Agk(0) = wy [1 4 Ay - (2.11)
Consideraremos condiciones iniciales con
0:(0)=0. (2.12)

(El efecto de tomar d; # 0 se discute mas adelante.) Vemos entonces a partir
de laec. (2.8) que para modos con un nimero de ocupacién elevado (ng > 1),
el caso I corresponde a condiciones iniciales con |pg(0)] < 1y [¢r(0)] > 1;
mientras que el caso II corresponde a [¢x(0)| > 1y [¢x(0)| < 1. Para més
detalles ver secciones 2.3.1 y 2.3.2.

Es decir, el significado fisico de los signos + la ec. (2.8) parang > 1y
dr = 0 es el siguiente. El signo superior (4) corresponde a modos k iniciales
con una amplitud pequena y una gran velocidad inicial y viceversa para el
signo inferior (—).

Cuando la interaccion es despreciable durante la dindmica inicial podemos
escribir

1
cos(wy t) — i —= sin(wy, ¢)

VQ
\/ﬁk Wi
que describe una elipse en el plano complejo ¢y (plano de configuracién) [ver
fig.2.1]. El cociente de los ejes de la elipse es

ox(t) =

Wi 1

O 1+ A,

Este cociente es < 1 (3> 1) en el caso I (II) cuando ng > 1 como se deduce
de la ec. (2.8) y como se puede ver en la fig.2.1.
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caso | caso Il

Im(pq Im(pq

Re(pq Re(\oq

Figura 2.1: Dindamica inicial de las funciones de modo en el plano complejo
¢ para condiciones iniciales n; ~ 1/g > 1, §z = 0. Caso I a la izquierda y
caso II a la derecha. El punto y la flecha representan el valor inicial de ¢y y
su derivada, respectivamente.

Tomar d; # 0 mantiene la elipticidad de la trayectoria, pero la rota en el
sentido de las agujas del reloj para ¢ creciente.

Para un estado inicial sin particulas (Ax, = 0, d;, = 0), las condiciones ini-
ciales serfan: ¢ (0) = 1/ /Wy ¥ ¢x(0) = —i/wi. Estas fueron las condiciones
iniciales usadas en [19, 20, 21, 22].

Las condiciones iniciales en variables adimensionales para M?(0) > 0 son:
n0) = m , 70)=0, (2.13)

1 . 1Q, + w, 0
SOq(O) = ﬁ , SOq(O) = —% ) (2-14)
q q

con

A, = 2 !nq(O)i\/ng(O)—l—nq(O)—Zq] : (2.15)
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De (2.9) y (2.12) tenemos

5, =0 , mng(0)=—=exp [—M] . (2.16)

COHNO:\WZIV—ISFYUZW‘M'

Para el caso en el que la simetria estd inicialmente rota (M?(0) < 0), el
unico cambio es que para las condiciones iniciales anteriores las frecuencias
iniciales w, se modifican para g pequefo de la forma indicada en la ec. 2.5.

Las ecuaciones de evolucién son las ecs. (1.98)-(1.101) particularizadas
para j = 0.

2.3 Dinamica inicial

Vamos a estudiar la dindmica de una distribucién estrecha de particulas
ng(0) centrada en ¢ = go. Como veremos podemos aproximar la dindmica
inicial usando un solo modo ¢.;s(7). Resolveremos la evolucién temporal
de @err(T) que quedard expresado en términos de funciones elipticas. Se
compararan estos resultados analiticos con la solucién numeérica del sistema
completo de ecuaciones (1.98)-(1.101).

Para m?% < 0, sélo consideraremos distribuciones centradas en gy con ¢Z >
2. Por lo que estardn claramente fuera de posibles bandas de inestabilidad
espinodal.

Por simplicidad, consideraremos 77y = 0 en esta seccién y en las secciones
24,25y 2.6,

2.3.1 Caso I [¢X(0) ~ 0]

Para este caso tenemos: A, =2 [nq(O) +4/n2(0) + n4(0) ]

Vemos de la ec. (2.15) que los modos con n4(0) < 1 tienen Q, =~ w,.
Por lo que ¢,(0) y 4(0) son de orden ¢° [ver ec. (2.14)]. Por tanto, sus
contribuciones a g3(7) serdn de orden g para el intervalo de tiempo inicial.

Por otro lado, para los modos con n,(0) = O(1/g) (como g < 1 implica
ng(0) > 1) tenemos

Ay~4n,(0)>1 , Q,~4dw;ng0)>1. (2.17)
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Asi, las ecs. (2.14) implican que estos modos tienen |¢,(0)| < 1. Resultando

g(0) = O(g) . (2.18)
M?(0) = a+O0(g) ==+1+0(g) . (2.19)

donde « = signo(m?%) = +1.

Para estos modos con n,(0) = O(1/g), |¢4(0)] > 1. Luego, estos modos
crecerdn y su contribucién serd la que domine ¢3(7) durante la dindmica
inicial.

Siempre consideraremos distribuciones con n,(0) = O(1/g) para algin
intervalo en ¢. Por tanto, su contribucién a g% (7) serd de orden uno y tendra
un efecto importante en la dindmica. Para estas condiciones, el niimero total
de particulas Ny por unidad de volumen es también de orden O(1/g).

Para las condiciones iniciales consideradas (2.16), los modos dominantes
estdn en un pequeno intervalo centrado en ¢ = ¢qq, y estan en fase al menos
durante un corto intervalo de tiempo. Mas precisamente, un modo ¢ estara en
fase mientras que (¢ — ¢o) 7 < 27. Los modos que estan en fase contribuyen
coherentemente a gX(7) (cada uno con una contribucién proporcional a su
nimero de ocupacién).

Asi, para 7 pequefio se puede considerar en buena aproximacién que to-
das las particulas estdn en un tinico modo con ¢ = ¢;. Esta aproximacion
sera valida mientras que los modos con numeros de ocupacion elevado se
mantengan en fase. En estas condiciones la ec. (1.110) nos da,

9%(7) = g @5 [@ers(7)* Ag + O(9) + O(g0) (2.20)
donde Ag = o [ver ec. (2.16)]. Por tanto,

d*Pesy
dr?

+ w2 Perf(T) + 9 Aq G5 @esr(T)1? eps(T) =0, (2.21)

con wy, = 1/g¢ + a [recuerde a = signo(m%) = +1 y hemos escogido g3 > 2].
También tenemos,

N()w
Ny =4n @2 A = Qepr = U 2.22
0 T gy g Neff eff quAq ( )

Resolviendo la ecuacién diferencial no lineal (2.21) con las condiciones
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iniciales (2.14) y (2.22), obtenemos ¢.r¢(7). De la ec. (2.20),

1 )[ 1 _1-|
L -2k {1—k28n2< gi+o T, k) ‘,

1—2k2
(2.23)

g¥1(1) = (g5 + @) (1 +

donde sn(z, k) es el seno de Jacobi con mddulo eliptico

1 1
k=,|-1———— . 2.24
2 ( 1+9221ma:1:> ( )

gyt

La funcién (2.23) es positiva y oscila entre cero y

29Ny
S rmaz = (g0 l+ ————> -1, 2.25
g (g + ) \/ +7r(q§+oz)3/2 ] ( )
con periodo
1—2k2
T=2 5 K(k), (2.26)
% +a

donde K (k) es la integral eliptica completa de primera especie. [Notar que
la ec. (2.24) implica 1 — 2k* > 0.

Siempre que la distribuciéon inicial no sea muy ancha, la amplitud de la
solucién numérica esta bien reproducida por la solucién eliptica (2.23) hasta
que el amortiguamiento se hace importante. El periodo de oscilacién esta bien
predicho por la ec. (2.23) para tiempos mas largos que la amplitud. [Ver fig.
2.2]. En la solucién numérica de las ecuaciones exactas (1.98)—(1.101) vemos
que las oscilaciones de g¥(7) se amortiguan de forma significativa tras unos
pocos periodos.

La integral en ¢ para ¢gX(7) [ec. (1.101)] se amortigua con el paso del
tiempo debido a la perdida de coherencia entre los diferentes modos ¢ del
pico de la distribucién. Cuando la decoherencia es grande podemos aplicar
la aproximacién adiabética (ver apéndice 2.A), y obtenemos que en el limite
de tiempo infinito, g3 (7) tiende a ¢3;mqz/2.

La escala de tiempo en que las soluciones numérica y analitica comienzan
a diferir en amplitud, depende esencialmente de la anchura ¢ de la distri-
bucion inicial. Cuanto mas pequefio es o, mas tiempo la solucién analitica
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Figura 2.2: Caso I. m% > 0. ¢X(7) en funcién de 7. Simetria no rota,
gNy = 250, ¢qo = 5, np = 0, ¢ = 10~7. Comparacién entre los resultados
numéricos y la aproximacién para la dindmica inicial (2.23).

(2.23) es vélida. Ver fig. 2.2. Esto se debe a que la ec. (2.23) da g%(7)
a orden cero en o, mientras que el amortiguamiento de las oscilaciones esta
dado por 6rdenes superiores en o.

Hemos visto ademas, a partir de la resolucion numérica que la dinamica
inicial depende de g sélo a través de gINy como predicen las ecs. (2.23)-(2.25).

Las oscilaciones de g% (7) pueden dar lugar a resonancias paramétricas.
Cuando hay creacién de particulas debido a una resonancia paramétrica,
se aniquilan particulas del pico inicial de la distribucién (para conservar la
energia total). Esto reduce la contribucién del pico inicial de particulas a
¢>(7) mientras que las oscilaciones debidas a las particulas creadas dan una
nueva contribucién a ¢3(7). Estas oscilaciones se deben a la coherencia entre
las particulas creadas.

Estos cambios en la distribucién de particulas influyen el valor asintético
de ¢X(7) para tiempos grandes. La resonancia paramétrica se para debido a
la amortiguacién de las oscilaciones; al contrario de lo que sucede para con-
diciones iniciales de vacio, para las que la resonancia paramétrica se paraba
debido a la retroalimentacién de las particulas creadas (ver refs. [19, 20]).
Por lo tanto, para g pequeno la influencia de las resonancias paramétrica



48 CAPITULO 2. EVOLUCION DE ESTADOS TSUNAMI

estd altamente suprimida. Si por el contrario las resonancias paramétricas
son apreciables, la dindmica depende explicitamente de g y no sdlo a través
de la combinacion g/Ny.

En el caso I, como M?(0) = a = signo(m%) = +1. La simetria estd
inicialmente espontdneamente rota si y sélo si m% (la masa cuadrado a nivel
arbol) es negativa.

2.3.2 Caso IT [¢2(0) = ¢X0z]

Para este caso: A, =2 [nq(O) —4/n2(0) +ny(0) ]

Como en el caso I, inicialmente ¢3(7) estd dominada por los modos con
nimero de ocupacion elevado, que inicialmente estan todos en fase debido a
las condiciones iniciales (2.16). Asi, podemos usar la misma aproximacién
que el caso I, y considerar que todas las particulas estan en un tnico modo
con q = qp.

Para los modos con ¢ ~ gy tenemos n,(0) =O(1/g) > 1y

1 w
Ay~ —1+4+— Q> —1 _«1. 2.27
L P () BTN (1) I (2.27)
Por lo que para 7 = 0,

N,
9%1(0) = jw(’ +0(g)+O(go), (2.28)

qo0
M20) = a+g%;(0), (2.29)

donde a = signo(m%) = +1.

La ec. (2.28) es una ecuacién de tercer grado en ¢gX;7(0), ya que wy, =
V@ + a+ g%(0). La solucién explicita estd dada en el apéndice 2.D. En
los casos limite tenemos

/3 2 2/3
No>(g2+a)3/2 gNy 2 1 g+ «
y(0) TR = - (@F+a)+0O (|2
9%11(0) ( - 3(% @) 9Ny

9%11(0)

21 0)3/2 N, N, 2
gNo<(g3+a) 9:No ) (&) (2.30)

—2 4
T + « %+
Inicialmente la ec. (1.110) es

93(1) = 9 @6 Aq |@ess(T)]? +0(g) +O(g0) . (2.31)



2.3. DINAMICA INICIAL 49

Por lo que

Py
dr?

Usando las condiciones iniciales dadas por (2.14) y d.77(0) = 0, de (2.27)
obtenemos,

+ (g5 + @) Perr(T) + 9 6 Aq [0ess(T)] eps(T) =0, (2.32)

2
T g5 Ag wg,
Qepr=———— (2.33)
eff NO )
donde hemos tenido en cuenta que n.rr = %.
0

Asi, la solucién de la ec. (2.32) con las condiciones iniciales especificadas
es

gE[](T) = gE](T + T/Q)

—(q2+a)<1+ ! ) 1 1
0 1— 2k2? o I
1—k25n2(\/%(T+T/2),k)

(2.34)

donde sn(z, k) es el seno de Jacobi, T el periodo real

_ 2
T =2 L7 Kk,
qO+OK

K (k) la integral eliptica completa de primera especie y

1 1
k = 5 (1 - 1 + gEIIma,m> . (2.35)

@2+

La expresién para ¢Xi;;mq: €S en este caso

g9No
5 .
™ \/C]O + a4+ 9211(0)

9 1T maz = 9211(0) = (2.36)

Noétese que la relacion g¥ (1) = gX;(7 +T/2) es cierta para valores fijos de
go, 'y k. gX(7) oscila entre cero y ¢Xrrmaez. Mientras que la masa efectiva
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gz

Figura 2.3: Caso II. m% < 0. g%(7) en funcién de 7. Rotura dindmica de
simetria, gNg = 4.478, gy = 1.3083, 0 = 0.05233, ny = 0. Comparacion entre
los resultados numéricos y la aproximacién para la dindmica inicial (2.34).
g% (7) tiende asintéticamente a 1, luego M2 = 0 [ver fig. (2.6)].

M?(7) oscila entre su valor inicial M?(0) = £1 + gX;7maee Y Su valor a nivel
arbol +1 (en los minimos de g% (7)).

Esta aproximacion nos da correctamente la amplitud de la primera osci-
lacién y el periodo de oscilacién (ver figs. 2.2 y 2.3); pero no el amortigua-
miento de las oscilaciones que se debe al desfase entre los modos dominantes
en la distribucion inicial de particulas. Como en el caso I, cuanto mas ancha
es la distribucion inicial de particulas, mas rapido es el desfase y mayor el
amortiguamiento. Por lo que, cuanto mds pequeno es o (la anchura de la
distribucién inicial de particulas), mas tiempo es vélida la solucién (2.34) ob-
tenida con la aproximacién de un solo modo (ver figuras 2 y 3). Recordemos
que el amortiguamiento de las oscilaciones esta dado por 6rdenes superiores
en ¢ mientras que la ec. (2.34) da ¢3(7) a orden cero en o. Estos érdenes
superiores en o romperan también la relacién: ¢X;;(7) = g%, (7 + T/2); que
hemos encontrado a orden cero.

En el caso I, M?(0) = a+ g¥ rmaz- [Recordemos o = signo(m?%) = +1.]
Como ¢¥ 11 maz > 0, para m%z > 0 la simetria no esta inicialmente rota. Por
el contrario, para m% < 0, la simetria no estd rota si X774z > 1; pero para
9Yrrmaz < 1 la simetria estd inic espontaneamente rota inicialmente.
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2.4 Dinamica a tiempos intermedios y gran-
des

En esta seccién trataremos la dindmica a tiempos intermedios y grandes de
las fluctuaciones cuanticas y de la masa cuadrado efectiva. Con tiempos in-
termedios nos referimos a tiempos menores o del orden del tiempo espinodal
o del tiempo de amortiguamiento. Con tiempos grandes nos referiremos a
tiempos mayores que el tiempo espinodal y que el tiempo de amortiguamien-
to. Consideraremos 7y = 0.

Para un amplio rango de condiciones iniciales los resultados numéricos
presentan las siguientes caracteristicas comunes:

Los valores asintéticos constantes de las magnitudes (masa, presién, niimero
de particulas) dependen de g, para g pequeno, s6lo a través de la combinacién
gNp. (Salvo cuando la resonancia paramétrica es importante).

La energia se conserva salvo variaciones de uno sobre 107 confirmando la
precision de los resultados numéricos.

También hemos visto que la masa tiende a su valor asintético oscilando
con una amplitud que decrece al menos como ~ 1/7. Este decrecimiento
es similar al que se hallé en este modelo para una distribucién inicial sin
particulas y con 7(0) # 0, ver ref. [21].

En la seccién 2.6 se obtendrd la ecuacion de estado.

241 m%>0 (a=+1)
Para los casos I y I tenemos,
M?(1) =14 gX(7), (2.37)

aunque la expresiéon de g¥(7) es diferente en cada caso. Como ¢3(7) > 0 la
simetria no estd nunca rota.

Como la resonancia paramétrica es despreciable para acoplamiento débil
(que es el considerado aqui) podemos aplicar la aproximacién adiabatica (ver
apéndice 2.A). Por lo que el valor asintético de g¥(7) es 2222 y ]a masa
cuadrado asintética tiende a (ver fig. 2.2)

g Emam
2

Este resultado concuerda bien con los resultados numéricos. La masa tiende
a ese valor oscilando con una amplitud que decrece al menos como ~ 1/7.

M2 =1+

>0. (2.38)
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El pico inicial de la distribucion de particulas decrece y se ensancha, y
el nimero total de particulas disminuye ligeramente en comparaciéon con su
valor inicial.

m% >0 Caso I Caso II
MZ(O) +1 +1 +gzIIma.cc
simetria
inicial no rota
E max
M3, +1 4 Shpnes
simetria
asintdtica no rota

Tabla 2.1: Masa cuadrado efectiva inicial y asintdtica para m?% > 0.

2 —
2.4.2 m5 <0 (a=-1)
Tanto para el caso I como para el I tenemos,
MA(7) = =1+ g%(7) . (2.39)
Recordemos que en el caso I la simetria est4 inicialmente rota ya que ¥;(0) =
0. En el caso II, X77(0) = Xirmar ¥ la simetria estd inicialmente rota (no

rota) para 9% rrmez < 1 (98 711maz > 1)-

Tenemos dos regimenes asintoéticos diferentes:

b . , . s
° g% > 1: simetria no rota asintéticamente.
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m% <o Caso I Caso II
2
M=(0) -1 1+ 951 maz
simetria si X1 mae < 1 si X1 maz > 1
inicial rota rota no rota
. g% . g% . g% . g%
si 2 I21'nam <1 si Z I2mam >1 si 2 IImem <1 si $ZILmaz » |
2 _ 9ZI maa _ 9211 maz
M 0 14+ Z 0 14 &
simetria
asintética rota no rota rota no rota
cambio de restauracién rotura
simetria sin cambio dindmica sin cambio dindmica sin cambio
de simetria de simetria

Tabla 2.2: Masa efectiva y simetrfa inicial y asintética para m% < 0.

En este régimen los resultados son similares a los de la subseccion an-
terior 2.4.1, con

Emaw
M§O=—1+QT>0. (2.40)

Numéricamente se obtiene también este valor (ver fig. 2.4).

En este caso para g pequeno la inestabilidad espinodal no es apreciable.
Esto se debe a que M?(7) oscila entorno a un valor positivo M2,
aunque para algunos intervalos temporales M?(7) < 0.

En este régimen la simetria estd restaurada para tiempos grandes
debido a la presencia de una elevada densidad de particulas.

° gz% < 1 simetria rota asintéticamente.
En este régimen para tiempos intermedios (tiempos menores que el
tiempo espinodal 7,) M?(7) oscila entorno al valor negativo,

—pu’=—-14+ <0. (2.41)
dando lugar a inestabilidades espinodales. (Ver figs. 2.3, 2.5y 2.6.)
La dindmica es similar a la producida por una masa cuadrado constante
negativa —u?. Es decir, la banda de inestabilidad espinodal est4 en el
intervalo de ¢ = 0 a ¢ = p y el tiempo espinodal 75 es el mismo que
para una masa cuadrado constante —u? (ver apéndice 2.C).
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Figura 2.4: Caso II. m% < 0. M?(7) en funcién de 7. La simetria no esté
rota. gNy = 67.96, o = 7.071, 0 = 0.4243, ny = 0. Asi, ¢X ;7 maez = 3.000
[ver ec. (2.36)] y M2 = —1 + Zlmaz — (5000 [ver ec. (2.40)].

Podemos distinguir ademés:

1. cuando ¢g¥,0 < 1, M?(7) es siempre negativa para tiempos

T < Ts.

. cuando ¢%,,4; > 1, M?(7) puede ser temporalmente positivo

debido a las oscilaciones. Esto ocurre en el caso I donde M?(0) =
—1.

En el caso I, M?(0) = —1 + g¥4z > 0, pero después de un
tiempo del orden de T'/2 tenemos M?(7) < 0, y M?(7) continua
oscilando entorno al valor negativo dado por la ec. (2.41). Por lo
que en el caso IT hay rotura dinamica de simetria.

En un tiempo 7, la inestabilidad espinodal ha creado un numero sufi-
ciente de particulas (del orden de 1/g) como para que su contribucién
a ¢2(7) sea importante. Eso hace que ¢3(7) finalmente oscile entorno
a 1. Asi, M?(7) oscila entorno a cero y la inestabilidad espinodal ce-
sa. El conjunto de particulas creadas por la inestabilidad espinodal es
coherente, lo que da lugar a nuevas oscilaciones en M?(7). Estas osci-
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gz

T

Figura 2.5: Caso II. m% < 0. gX(7) en funcién de 7. Rotura dindmica de
simetria, g Ny = 5.101, qo = 1.5336, 0 = 0.2191, ny = 0. Comparacién entre
los resultados numéricos y la aproximacién para la dindmica inicial (2.34).
¢3(7) tiende asintGticamente a 1 (no mostrado en la figura).

laciones se amortiguan y la masa cuadrado tiende a su valor asintético,

M2 =0. (2.42)
La anulacién de la masa efectiva estd acompanada de la presencia de
bosones de Goldstone fuera del equilibrio como en las refs. [16, 19, 20].

Las particulas creadas por inestabilidad espinodal permanecen en el
intervalo de ¢ de 0 a u. Esta creacién de particulas reduce el pico
inicial de particulas manteniendo la energia total conservada.

Para 7 < 7, la dindmica depende de g, para g pequeno, s6lo a través
de la combinacién g/Ny. Sin embargo, 75, depende explicitamente de g.

2.5 Energia

Tras renormalizar y tomar un cutoff numérico en momento, la energia en
funcién de las variables adimensionales es [19, 20|
4
2|mp|

Eren = )\76:
R
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Figura 2.6: Caso II. m3% < 0. M?(7) en funcién de 7. La simetria se rompe
dindmicamente. gN, = 4.478, go = 1.3083, 0 = 0.05233, ny = 0. (Las
mismas condiciones iniciales y g que en la fig. 2.3.)

1]l—-«o
4 2

() + Srr) + 2 k) +

+

NI N =

| da [l +w30) o)) =  BEEF +0(a) . (243

donde o = signo(m3%). Se puede comprobar con las ecuaciones de movimiento
(1.98)-(1.101) que la energia se conserva.

Usando las condiciones iniciales (2.13), (2.14), (2.16) y 1o = 0 obtenemos
la energia en 7 = 0

1l—a g [, w1 9
=- = dg | Q,+ =2 ) — = [¢2(0 O(g) - 2.44
=715 +2/0q q(q+Qq 1 =) +0(9) (2.44)
Esta ecuacién da la energia en términos de los datos iniciales. € — i 1_70‘ es

siempre positivo porque consideramos 79 = 0 y 79 = 0.

2.5.1 Caso I [¢3(0) ~ 0]

Consideremos una distribucion de particulas inicial estrecha centrada en ¢ =
go- Entonces podremos usar las ecs. (2.17) y (2.44) y considerar todas las
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particulas en un solo modo con ¢ = ¢y como en las secciones anteriores.
2 _ 2
(Recordar que en este caso w, = g5 + a.)
La energia esta entonces dada por:

l—«o

1
4 2

_ o

o +0(g9)+O(g0) . (2.45)

€ g%+ o) +

2.5.2 Caso II [¢2(0) = ¢%04]

Haciendo la misma aproximacién [en este caso usando la ec. (2.27)], la energia
estd dada por:

€= (g5 + )

9 D) +ZT +O(g)—|—0(go) R (246)

9%(0) [gEH(O)r 11-a

=gz +a+ ¢g2(0), y g217(0) estd dada por la relacién (2.28), i.e.,
gNo

7 /@3 +a+gS1(0)

donde w
9%11(0)

2
q0

2.5.3 ¢XY,.4: en funcién de la energia

La energia y g¥,q, tienen expresiones diferentes para los casos I y II [ver ec.
(2.25) ws. ec. (2.36)]. Sin embargo, es importante destacar que la expresién
de g¥,,q. en funcion de la energia es la misma para el caso [ y el II,

11—
9Yimaz = \/(q§+oz)2+4 (e— 1 2a) — (g5 + ) . (2.47)

Hemos comprobado numéricamente que las ecs. (2.45)-(2.47) son vélidas
para distribuciones con anchura o < 1.

2.6 Ecuacion de estado

En esta seccién obtendremos la ecuacién de estado (i.e. la presién como fun-
ci6n de la energia) para tiempos asint6ticos. Como mostramos més adelante,
la ecuacién de estado asintdtica depende del estado inicial.

Consideraremos 79 = 0y 6, = 0. Nétese que ng = 0 y 7 = 0 implica
n(t) = 0 para todo 7.
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2.6.1 Regla de suma

Evaluando la energia (2.43) en el limite 7 — oo obtenemos otra expresion
para la energfa, usando las ecs. (2.88) y (2.91)

11— A 1
=%y / " dg M2(00) + M2, g0 — 4 (45)? +0(g) . (2.49)
0

[E]l término con el coseno en las ecs. (2.88) y (2.91) para tiempos grandes
oscila rdpidamente con ¢ y por tanto no contribuye a la integral en g en el
limite de tiempo infinito.]

La ecuacién (2.48) nos permite expresar la integral en M7 (co) en funcién
de cantidades conocidas: los datos iniciales y M2 |

A ) 11—« ) 1 )
/ q" dg M, (00) =€— 1 5 " M 93+ = (6X)” +0(g) - (2.49)
0

4

Esta regla de suma se cumple para 7y =0y d, = 0.

2.6.2 Presion y ecuacion de estado

La presién renormalizada tiene la expresion

Pren(T) = 2|T)'\’L7}§|4p(7—)7 (250)

o) = et [ @ d |l + Lienk| + 0t @3

Andlogamente evaluando la presién en el limite de tiempo infinito obtenemos,

4 A
Poo = —€ + §/ q* dg Mq?(oo) + M2 g3 . (2.52)
0

Usando la regla de suma (2.49) y M2 = a + g%, obtenemos

1 o 11—«

poo:_G__gZoo__

2.
3 3 3 2 (253)

[Recordemos que a = signo(m%).]
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Consideraremos distribuciones estrechas de particulas centradas en ¢ =
go- Para obtener la ecuacién de estado, haremos la aproximacion de consi-
derar todas las particulas en un solo modo con ¢ = ¢qq, y expresaremos la
presién en funcién de la energia.

La ecuacién de estado asintdtica es la misma para el caso I y el caso
II. Aunque es distinta para simetria rota y no rota:

1. M2 >0
_ 9Zmaz
2

En este régimen ¢g>,, = con gX,q; dado por la ec. (2.47). Por
lo que la ecuacién de estado (2.53) es
3 2

po= e 2 [\/(q3+a)2+4(e—§1;“) ~ (@ +a)
(2.54)

Esta ecuacién da p. en funcién de € para una distribucién inicial cen-
trada en ¢g. Por tanto, la ecuacién de estado depende explicitamente
de las condiciones iniciales.

11—«

Consideremos algunos casos limite

e En el limite e — 1 152 < (¢f +a)?, tenemos la ecuacién de estado,

2
11 o 11—«
— - 1———— ) —= (2
() (gha) it e

Para a = +1 (m% > 0) esta ecuacién se reduce a

€ 1
o= (1-———), 2.56
Peo =3 ( Q§+1) (2:56)

que interpola entre la ecuacién de estado de materia fria (para
go < 1), y la de radiacién (para go > 1).

e En el limite opuesto € — %1_70‘ > (¢4 + @)? > 1 tenemos una

ecuacion de estado de tipo radiacién p,, = %e.
2. M2, =0
Esto sélo ocurre si & = —1 (m% < 0). M% = —1+ g, = 0 implica
gYo = 1 y tenemos una ecuacién de estado de tipo radiacion,
€
Poo = = - (2.57)

3
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La presion es continua en la frontera entre simetria rota y no rota, pero
su derivada con respecto a la energia tiene una discontinuidad % qgil. [Ver
ec. (2.57) vs. ec. (2.54).]

Vemos que la ecuacién de estado estd determinada por la energia, el
momento ¢y entorno al cual estd centrado el pico de particulas inicial y el
signo de la masa fisica en el vacio m%. Pero no depende de si estamos en el
caso [ o en el II.

ecuacion de estado

2
mE>0 | peo=§+ B[ 1 S 1]

Tabla 2.3: Ecuacién asintitica de estado en diferentes situaciones

2.7 El limite de tiempo infinito

La distribucién espectral no toma la forma de Bose-Einstein en el limite de
tiempo infinito con las ecuaciones de evolucion obtenidas para el limite de N
grande. Este era también el caso en las refs. [16, 19, 20, 21, 22].

En las situaciones de alta densidad consideradas aqui y en las refs. [16,
19, 20, 21, 22] los modos cuénticos interaccionan entre ellos para todo tiempo.
Pero esta interaccién no es suficiente para termalizar el sistema, por lo que
quizas el sistema termalize al anadir interacciones subdominantes en el limite
N grande. Eso indica un reciente trabajo [25] en el que se afirma que en 1+1
dimensiones para situaciones de alta densidad hay termalizacion si se incluyen
las correcciones 1/N.
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También se puede pensar que la falta de termalizacion asintética esta
ligada a la invariancia bajo translaciones de los estados considerados ya que
en esta situacién hay un nimero infinito de cantidades conservadas [26].
Entonces, puede ser necesario un tiempo infinito para alcanzar el equilibrio
en el limite de N grande. Es decir el tiempo requerido puede aumentar con
N, y ser infinito para N = oo, por lo que quizas podria no ser recuperado
por las correcciones 1/N.

Sin embargo, en una teoria cldsica de campos con dos campos escalares se
ha observado que promediando espacialmente soluciones tipo onda plana se
obtienen también distribuciones no térmicas para tiempo infinito [27]. Estas
distribuciones recuerdan cualitativamente a las obtenidas en el limite de N
grande [19, 20, 21, 22]. Por otro lado, cdlculos cudnticos en 1+ 1 dimensiones
con fermiones en estados inhomogéneos han dado distribuciones semejantes a
la de Fermi-Dirac [29]. Sin embargo, como se ha destacado en otro contexto,
el que la distribucién tenga una forma semejante a la de Boltzman, no implica
necesariamente que se haya alcanzado el equilibrio térmico [30].

Por 1ltimo, un modelo puede alcanzar para tiempos grandes un estado es-
tacionario que no sea térmico sino turbulento, como se muestra explicitamente
en ref. [28].

La importante cuestién de la termalizacién o no termalizaciéon aun no
estd resulta y esperamos tratarla en el futuro.

2.8 Funciones de correlacién y condensado de
Bose

La funcién de correlacion para un tiempo 7 esta dada por

(7 (0,7) = (P (7)) ('8, 7) = 8% O )
o —2é3§—)3 alT)[? €77 (2.58)

Las condiciones iniciales estdn especificadas por las ecs. (2.13)—(2.16); y ser
invariantes bajo rotaciones resulta,

Ctrr) = g | dalin() sintar) (2.59)

En esta seccién consideraremos g = 0y 1y # 0 con 7y < 1.
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Figura 2.7: Caso I. m% > 0. Simetria no rota. grC(r,7 = 2) para g = 1077
y condiciones iniciales: 1y = 0, gNy = 250, ¢o = 4.0, 0 = 0.3.

2.8.1 Dinamica inicial

Se obtienen los mismos resultados para ny = 0 y para 1y < 1.

Caso I [¢%(0) ~ 0]

En 7 = 0 la funcién de correlacién es de orden uno, porque |¢,(0)* < 1.
[ |¢q(0)]* ~ 1 para los modos no ocupados y |¢,(0)|> < 1 para los modos
altamente ocupados, ver ecs. (2.17).] Para los modos altamente ocupados
tenemos |p,(0)[* = O(1/g). Asi, para tiempos pequenos 7 = O(1) estos
modos tendrdn |p,(7)[> = O(1/g). Esto hace que la funcién de correlacién

sea de orden 1/g cerca del origen para tiempos pequenos, como vemos en la
fig. 2.7.

Caso II [¢2(0) = g% mas]
En este caso en 7 = 0, los modos tienen |¢,(0)|> = O(1/g). Esto hace que

la funcién de correlacién sea de orden 1/g cerca del origen para 7 = 0, como
vemos en las figs. 2.10 y 2.12.
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Figura 2.8: Caso I. m% > 0. Simetria no rota. grC(r,7 = 10) con las mismas
g y condiciones iniciales que en la fig. 2.7 .

2.8.2 Dinamica asintdtica

El comportamiento asintdtico de la correlacién depende de si la simetria estd
dindmicamente rota o no. Sin embargo, el comportamiento es el mismo para
el caso [ y el II.

Se distinguen dos regimenes:

M2 >0

En este régimen tenemos los mismos resultados para 7y = 0 y para n, < 1.
Observamos que para tiempos intermedios se desarrolla un pulso esférico.
Este pulso esférico se propaga con una velocidad radial constante dada por
la velocidad de grupo radial para ¢ = gy y con una amplitud que decrece con
1/r. La anchura radial del pulso, L, permanece aproximadamente constante
(ver figs. 2.8 y 2.9).
La velocidad de grupo estd asintéticamente dada por,

e goo d
v, = L:qu == JE+ M| =D (2.60)

4=q0 q 4=qo0 q(% + MZ,

Recordemos que M2 = o + 2222 > 1 [ver ecs. (2.38) y (2.40)]. [a =
signo(m%) = +1.]
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Figura 2.9: Caso I. m% > 0. Simetria no rota. grC(r,7 = 50) con las mismas
g y condiciones iniciales que en la fig. 2.7 .

Asintoticamente, la funcién de correlacion es la suma de dos términos
C(r,7) = Corigen(r) + Cp(r,7) , (2.61)

donde Cyrigen(7) es la funcién de correlacion cerca del origen. Asintéticamente
este término es independiente del tiempo.

La contribucién del pulso a la funcién de correlacién, C,(r, 7), tiene apro-
ximadamente la forma asintética,

1
Cy(r,7) = e P(r—2v,7—c), (2.62)

aqui ¢ es una constante de orden uno, y P(u) es de orden O(1) sélo para
—L/2 < u < L/2donde L es la anchura del pulso (i.e. el pulso estd localizado
entorno a r ~ 2v, T + ¢).

La contribucién del pulso proviene de las particulas en la distribucion
inicial que se propagan de forma efectiva como particulas libres. Esto es asi
debido a que la masa efectiva en las ecuaciones de movimiento de los modos
es asintoticamente constante por lo que los modos se desacoplan entre si de
forma efectiva. La contribucion del pulso no estd presente cuando no hay
particulas en el estado inicial [22].
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Figura 2.10: Caso II. m% < 0. Rotura dindmica de simetria. grC(r,7 = 0)
para ¢ = 1077 y condiciones iniciales: 7y = 0, gNy = 4.478, qo = 1.3083,
o = 0.07850. Para r > 5, tenemos grC(r,7 = 0) ~ 0.

En resumen, la correlacién es de orden O(1/g) > 1 para2v,7+c—L/2 <
r < 2v,T + ¢+ L/2 mientras que la causalidad hace que decaiga a valores
O(1) parar > 2v,7+c+ L/2.

MZ =0

En este régimen la simetria estd rota y ha habido inestabilidades espinodales
durante la dindmica inicial.

Como la masa efectiva se anula asintéticamente el modo con ¢ = 0 se
comporta de la forma

wo(T) =T L+ KTt (2.63)

La conservaciéon del Wronskiano garantiza que ninguno de los coeficientes
complejos L, K se pueden anular [22]. Este crecimiento lineal con el tiempo
se puede interpretar como una nueva forma de condensaciéon de Bose-Einstein
fuera del equilibrio. Més adelante analizamos la contribucién C(r, 7) de este
condensado a la funcién de correlacion.

Hemos estudiado tanto 79 = 0 como 19 # 0 (con 7y < 1).
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Figura 2.11: Caso II. m% < 0. Rotura dindmica de simetria. gr C(r,7) para
T = 7.850 y 7 = 26.17 con las mismas ¢ y condiciones iniciales que en la
fig. 2.10. Vemos que para tiempos grandes gr Cs(r,7) ~ K 6(1 — 5-) [ver ec.
(2.66)].

no = 0. Para tiempos grandes (7 > 7,), las particulas creadas por
la inestabilidad espinodal dan una contribucién Cs(r,7) de orden 1/g a la
correlacién, donde 7 estd en el intervalo (0, 27). Este término decrece con
1/r.

Hay ademds una contribucién en la correlacién debida a un pulso, Cy(r, 7),
estd se aleja del origen con velocidad uno (recordar la ec. (2.60) y que
M2 =0). Ver figs. 2.10-2.11.

Asi, la correlaciéon esta dada asintoticamente por

C(r,7) = Copigen(r) + Cs(r, ) + Cp(r, 7) (2.64)

Corigen(), la correlacién cerca del origen asintéticamamente es independiente
del tiempo.
La contribucién del pulso, C,(r, 7), tiene la forma,

Cy(r,7) = g_lr P(r—271-c¢), (2.65)

La contribucién de las particulas creadas por la inestabilidad espinodal,
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Figura 2.12: Caso II. m3 < 0. Rotura dindmica de simetria. gr C(r,7 = 0)
para ¢ = 1077 y condiciones iniciales: 1y = 0.2617 - 107°, g Ny = 4.478,
go = 1.3083, 0 = 0.2617. Para r > 1.5, tenemos gr C(r,7 = 0) ~ 0.

Cs(r,7), es de la forma:
K r
Cs(r,7) = o Q<E) : (2.66)

donde K es una constante y Q(u) = 6(1 — u).
Introduciendo una longitud de correlacién dindmica &(7) ~ 27 y definien-
do la variable u = /= , Cs(r, 7) se puede escribir como,

&r) 1 78
K
Cy(r,7) = 0(1 —u) . 2.67
") = gy Y0 ) (2.67)
Usando la notacién habitual para el régimen de scaling
1
CS(T, 7—) = W I(u) 5 (2.68)

con el exponente anémalo z = 1/2 (la dimensién naive de longitud de scaling
del campo es 1). En este caso la funcién de scaling estd dada por,
K

Iw) = 00— ). (2.69)
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Figura 2.13: Caso II. m% < 0. Rotura dindmica de simetria. gr C(r,7) para
T =104.66 y 7 = 261.7 con las mismas ¢ y condiciones iniciales que en la fig.
2.12. Para tiempos 7 tales que (1) ~ 0 vemos que gr Cs(r,7) ~ K Q;(5-)
[ver ec. (2.72)].

Un término espinodal andlogo C,(r,7) en la correlacién se obtuvo para si-
metria inicialmente rota y estados iniciales sin particulas [22].

El término espinodal C(r, 7) se puede interpretar como sigue. Para tiem-
pos T posteriores a 7s hay un condensado de momento cero formado por bo-
sones de Goldstone viajando a la velocidad de la luz en direcciones opuestas.
Asi, particulas sin masa emitidas emitidas desde los puntos (0,7) y (r,7)
forman frentes que se propagan, y que en 7 estardn a una distancia 7 — 7,
del origen y de r, respectivamente. Estos puntos espacio-temporales estaran
conectados causalmente para 2(7 — 75) > 7. Si no es asi Cy(r,7) no serd de
orden 1/g¢ sino de orden uno.

Una interpretacion alternativa de la funcién paso debida a la causalidad
es la siguiente. Desde todos los puntos del condensado se emiten senales
que viajan a la velocidad de la luz. Dos puntos 0 y r estdn conectados
causalmente cuando las senales emitidas por cualquier punto lleguan a los
dos puntos. Esto pasa antes para las senales emitidas por el punto a mitad
de camino, en /2. Estas sefales necesitan un tiempo 7 = r/2 para alcanzar
ambos puntos. Por tanto, la correlacion sélo serd de orden 1/g para 27 > r.

La deduccién analitica de la ec. (2.69) a partir del comportamiento de
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Figura 2.14: Caso II. m% < 0. Rotura dindmica de simetrfa. 7(7) con las
mismas g y condiciones iniciales que en la fig. 2.12 . Para 7 € [100, 262],

n(T) >~ 0.

los modos a g pequeno también es valida para los casos considerados aqui.
Por otro lado, nétese que la contribucién de scaling a la correlacion de

los bosones de Goldstone es diferente del propagador para particulas sin

masa. En este caso hemos observado un decrecimiento de la correlacion con

la distancia de 1/r, mientras que un campo escalar sin masa decrece como
1/r%

no # 0 (con 7y < 1).  Para tiempos grandes (7 > 75), las particulas

creadas por inestabilidad espinodal dan una contribucién C;(r,7) de orden

1/g ala funcién de correlacién en el intervalo 0 < r < 27. Ver figs. 2.12-2.14.
Asintéticamente la correlacion esta dada por

C(r,7) = Corigen(r) + Cy(r,7) + Cp(r,7) , (2.70)

donde la contribucién independiente del tiempo Copigen () €s la correlacién
cerca del origen. C,(r, 7) es la contribucién del pulso,

Cp(r,7) = gl_r P(r—27—-c¢), (2.71)



70 CAPITULO 2. EVOLUCION DE ESTADOS TSUNAMI

y Cs(r,7) es la contribucién de las particulas creadas por la inestabilidad

espinodal,
1

Cs(r,7) = Ao I (u), (2.72)
con &(7) ~ 27 la longitud de correlacién, u = %, yz=1/2.

Para ny # 0 I;(u) ya no estd dado por la ec. (2.69). Q,(u) = ul (u)
ahora oscila con u. En un determinado instante 7, el nimero de oscilaciones
de @;(u) en el intervalo 0 < u < 1 es igual al nimero de oscilaciones que ha
tenido el pardmetro de orden 7(7) desde 7 = 0 hasta un tiempo 7. Es decir,
el scaling existe para 79 # 0 en un sentido generalizado ya que la funcién
Q. (u) cambia cada vez que n(7) realiza una oscilacién. Esto se debe a la
aparicién de una escala de longitud extra ny. Ver figs. 2.12-2.14.

Como en el caso de simetria rota, la contribucién del pulso proviene de
las particulas de la distribucién inicial que asintéticamente se propagan de
forma efectiva como si fueran libres.

Tanto para 79 = 0 como para 7y # 0 la causalidad hace que la correlacién
sea O(1) para r > 27 + ¢. Parar < 27 + ¢ la correlacién es O(1/g) > 1.

2.9 Conclusiones

Hemos estudiado la evolucién temporal de estados fuera del equilibrio con
una alta densidad de energia en teoria cuantica de campos. Para ello hemos
estudiado la dindamica de distribuciones de particulas con forma de capa
esférica en el espacio de momentos (tsunami estrecho), dentro de la teoria
(2)2 en el limite de N grande.

Hemos explorado numéricamente la dindmica en funcién del estado inicial
y de la masa a nivel arbol. Ademas se ha encontrado una nueva solucion
analitica para la dindmica inicial. Esta solucién se expresa en términos de
funciones elipticas y es valida hasta que los efectos de la decoherencia se hacen
importantes. Hay una gran variedad de patrones de evolucién que incluye
rotura dindmica de la simetria y restauracion dindmica de la simetria como
se muestra en las tablas 2.1 y 2.2. Otro importante fenémeno fisico que tiene
lugar es la produccién de particulas debida a inestabilidades espinodales.

La gran variedad de evoluciones fisicas cubierta proporciona un mecanis-
mo nuevo y no perturbativo para la produccion de particulas y la relajacion
a través de procesos fuera del equilibrio que no pueden ser descritos por una
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evolucion hidrodindmica. Estos nuevos mecanismos son de potencial interés
para la fisica de colisiones ultrarelativistas de iones pesados.

Especialmente interesante en este contexto es la presencia de comporta-
mientos de scaling generalizado en la funcién de correlacion asintética como
huella de una abundante produccion de bosones de Goldstone fuera del equi-
librio (debido a la rotura de la simetria y a la anulacién de la masa efectiva
asintética). Estos nuevos comportamientos de scaling generalizan el compor-
tamiento estdndar de scaling encontrado en trabajos anteriores [22] y puede
ser una sefial de la presencia de bosones de Goldstone de masa nula produ-
cidos por inestabilidad espinodal en estas situaciones fuera del equilibrio.

Otro fenémeno destacable es que a pesar de que las ecuaciones de evolu-
cién tienen simetria bajo inversion temporal, hay una irreversibilidad efectiva
debido al desfase de los modos [31].

Esta investigacién complementa el estudio realizado en [21] para estados
iniciales con valor esperado no nulo pero sin particulas. Tanto en el capitulo
2 como en la ref. [21] se ha observado que en ausencia de campo externo en
el caso de simetria rota para estados con energia menor que la del falso vacio
la masa efectiva cuadrado tiende asintéticamente a cero.

Otra cuestién importante es la no termalizacion en la aproximacién de
N grande a orden dominante. Actualmente algunos trabajos sugieren que
incluyendo correcciones 1/N el sistema termalizaria [25], mientras que otros
sugieren que basta considerar estados inhomogéneos [29]. El estudio de es-
tados inhomogéneos es ademads interesante en si mismo, ya que proporciona
estados mas realistas para describir colisiones.

A pesar de que estas investigaciones con estados invariantes bajo trans-
laciones muestran una rica variedad de fenémenos fisicos, es necesario usar
estados mas realistas para describir colisiones. El enorme trabajo numérico
necesario para tratar dichos estados se harad en futuras investigaciones.

2.A Aproximacion adiabatica para los modos
En este apéndice usamos la forma adiabatica de los modos para evaluar las

fluctuaciones cuénticas (7).
Los modos ¢,(7) se pueden expresar [10]

Pq(T) = - Py(T) [aq e o drPa@) 4 eilo dr Pale) (2.73)
q
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donde a, y b, son constantes y P,(7) depende del tiempo. Sustituyendo la
ec. (2.73) en laec. (1.99) se obtiene la siguiente ecuacién diferencial no lineal

para P, (1)

Pur) 3 (Pu)\ o o e
2P,(r) 4 (qu(r)) +P(1) = ¢+ M(7) (2.74)

Las condiciones iniciales (2.14) junto con la conservacién del Wronskiano nos
dan
Jag|* — [b* =1. (2.75)

Cuando P,(7) es una funcién real, el médulo cuadrado de los modos es

oo (r)? = PL(T) [\aq\2+ b [? + 2|a, by| cos (2/0de Pq(:c)mq)] (2.76)

q
donde o, es una fase independiente del tiempo.

Cuando ¢ estd en una banda de resonancia paramétrica P,(7) adquie-
re parte imaginaria. Consideramos sélo los casos en que tienen un efecto
despreciable, por lo que nos limitaremos al caso en que P,(7) es real.

Estamos interesados en los modos con gran amplitud |a,| > 1, |6, > 1.
Es decir, aquellos en un intervalo de anchura ¢ entorno al centro gy del pico
de la distribucién. Para esos modos, gracias a la ec. (2.75) podemos hacer
la aproximacion |a,| ~ |b,|. Sustituyendo la ec. (2.76) en la integral (1.101)
para Y(7), y aproximando el factor de variacién lenta ( y por su valor medio

en un periodo (que denotaremos 73— ) da
q

(7) :2/‘1;‘1 lag|? [1+Cos (2/0 dz ’Pq(fv)+aq>] (2.77)

q
De donde obtenemos las cotas

0<3(r) < 4/q,qu | q|2 Yimaz

q

Para tiempos grandes se anula la integral de los términos oscilatorios (cose-
nos) de la ec. (2.77). Por lo que

2
g dg
Beo) =2 [ L fo?

$(00) = = Srnas - (2.78)
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2.B Parametros de variacion asintotica lenta

Definamos los siguientes pardmetros de variacién lenta [21]:

1 . v
A 1) = —e‘zme{@T——gb ’7':|, 2.79
o(7) 5 o(7) . o(7) (2.79)

1 . T,

B,(r) = 5 e iwaceT |:90q(7_) + o QDq(T):| , (2.80)

qoo

con,

Weoo = VP + ML 5 M2 = M?(c0) . (2.81)

Estos parametros de variacion lenta son asintéticamente constantes.
Podemos expresar las funciones de modo en funcién de ellos como sigue:

0g(T) = Ay(7) €77 + By (1) e” ™" . (2.82)
Asi, el médulo cuadrado es,
[0q(T)I* = |Ag(T)* + | Bg(T)I” + 2| Ag(7) By (7)| cos[2waeoT + b4(7)] , (2.83)

donde _
Ay (1) By ()" = |Ay(7)By(7) |7 . (2.84)

La conservacion del wronskiano implica:

By(r)[2 - |Ag(r)2 = —— (2.85)

Wyoo

maés términos con derivadas de los pardmetros de variacién lenta (estas se
anulardn asintéticamente).
Definimos un médulo de variacién lenta [21],

M,(r) = \/5\/\Aq(7)\2 +[By(7)[? - (2.86)

La principal contribucién a las cantidades fisicas proviene de los modos con
nimero de ocupacién de orden 1/g, para esos modos |A,(7)| vy |By(7)| son
de orden 1/,/g. Por tanto, M,(7) es de orden 1 para estos modos. Por otro
lado, la ec. (2.85) implica que,

[By(r)[* = |Ay(n)*[1 + O(g)] , (2.87)
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y podemos hacer la siguiente aproximacion para el modulo cuadrado
9lpg(T)? = My(1)* {1 + cos[2wgo0T + g (7)]} [1 + O(g)] - (2.88)

De (2.82) obtenemos una férmula similar para el médulo cuadrado de la
derivada de la funciéon de modo,

gbg(T) = i‘j‘)qoo [Aq(T) eiwqf‘ﬂ — Bq(T) e_iwqooT]
b A e B) e 250

Usando que A,(00) = By(co) = 0y el mismo procedimiento que para el
moédulo cuadrado, obtenemos

91pq(T)]? = wyeo My (00) {1 = €08[2wgo0 T + ¢4 (T)]} 1 + O(g)][1 + O(77)] .
(2.90)
O equivalentemente,

9log(T)]? = wl {gleg(T)> = 2 M2 (7) cos[2wyeo T + ¢¢(7)]} [14+0(9)]1+0(771)] .
(2.91)

2.C Tiempo espinodal en presencia del tsu-
nami

En este apéndice se obtiene la dindmica inicial para los modos en la banda
de inestabilidad espinodal, y se estima el tiempo espinodal, 7,, tanto en el
caso I como en el II.

Recordemos que tendremos resonancia espinodal si m% < 0y g¥mer <
2. Supongamos que la escala de tiempo de desarrollo de la inestabilidad
espinodal, 7,, es mayor que la escala de tiempo de amortiguamiento de las
oscilaciones de g% (7), 74. Esto ocurre cuando la distribucién de particulas
es suficientemente ancha. Antes de entrar en el calculo de 7, resaltaremos
que los calculos numéricos muestran que el principal efecto de g¥(7) para
T < 75 (y g pequenio) es dar un término constante positivo a la masa efectiva
cuadrado. De hecho, esto resulta ser cierto en general, no solo cuando las
oscilaciones de ¢g¥(7) se amortiguan antes de .

Para 7; < 7 < T, tenemos:

gzmaw

—u? = M? ~1+ 27 <. 2.92
7 er(7) + 5 < (2.92)
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Con lo que una buena ecuacion de evolucion aproximada para los modos es,

(£ =)t -0, =

Asi, los modos con ¢ en el intervalo entre 0 y p estan dentro de la banda de
inestabilidad espinodal.

Consideramos picos de particulas iniciales situados claramente fuera de
las posibles bandas de resonancia. Asi, para una distribucion de particulas
suficientemente estrecha inicialmente no habra particulas dentro de la banda
resonante. Por lo que las condiciones iniciales de los modos dentro de la
banda de inestabilidad espinodal son:
—1/4

0d0) = 2= = (@ +1MO)) T @ul0) = =iV, = =i (¢ + [ M0)
! (2.94)

1/4

La solucién de la ec. (2.92) para estos modos es:
2 _ 2 _ i /a2 2 VAl
g (Vi =@ =i/ F IR e
+ (Vi =@ + /@ + M) V7 2.05)

1

) =+ M

Despreciando los términos con exponenciales decrecientes obtenemos para el
modulo cuadrado

1 2
]2 ~ o h Vi
4(p? — ¢2)v/q% + |(IM2(0)|
1+ p? 22, [1- %5

= - e " (2.96)
12 (1- %) /@ + [ME(0)
La contribucién de la banda espinodal a g% (7) estd dada por,
7
S0) = [ @ dalor). (2.7
0

Sustituyendo la ec. (2.96) en la ec. (2.97) obtenemos una estimacién del
crecimiento espinodal de las fluctuaciones cudnticas.

Para evaluar de forma aproximada esta integral, podemos hacer otras
simplificaciones en la ec. (2.96). Como ¢/p < 1 y la contribucién de los
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modos con ¢ &~ p estd suprimida exponencialmente, podemos desarrollar
hasta segundo orden en ¢/u en el exponente y a orden cero fuera de la
exponencial.

1+ 2 )
oo (1) tH Qi T (2.98)
4p% \/q? + [M2(0)|

Ademas el integrando tiene su maximo en ¢ = O(0.1p) y 0 < p < 1. Por lo

tanto podemos hacer las aproximaciones 1 + p? ~ 1y 1/q2 + |M2(0)| ~ 1
(tanto para el caso I como para el II). Asi

1 .
|MWQQW%&. (2.99)
Entonces la integral en ¢ resulta

\/7_1.# €2Tu
ES(T) ~ T 7_3/2 . (2100)

El tiempo espinodal 7, es por definicion el tiempo en que cesan las ines-
tabilidades espinodales para todo el intervalo de momentos 0 < g < p. Esto
ocurre cuando la contribucién de los modos espinodales ¥;(7) compensa el
valor inicial (negativo) de M7 () [ver ec. (2.92)].

N CARSETS (2.101)

Por tanto 7, esta determinado por la siguiente ecuacion implicita,

1 16 3
s = — lo + — log(uTs) . 2.102
g[g\/ﬂ_ﬂ} ” g(uTs) ( )

Los tiempos espinodales obtenidos con esta féormula analitica concuerdan
correctamente con los valores obtenidos numéricamente.

2.D Calculo de ¢3(0) en el caso II

Las fluctuaciones cuanticas iniciales en el caso II estan relacionadas con las
condiciones iniciales a través de la ec. (2.28)

S O)F + (@ + &) lgSm () — (ﬂ) — 0

™
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+a . .. ., .
Para —-‘gr 0 > (—q°3 ) la solucién positiva de la ecuacion tiene la forma,

q%-i—oz
3

gZ[[(O) = — +$++S,

donde
_ L (N e\ (a2 (e
D YVER 2 \ gV, 3 N 3

Para 2% < (%) la solucién positiva de la ecuacién se puede escribir
como,

1/3

2
+
92r(0) = %o 3 (2 cosf—1)

3 \° [gNy\?
cos3 =2 (q8+a> <g27r0> -1

En los casos limite recuperamos las expresiones de la ec. (2.30).

con
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Capitulo 3

Evolucion en presencia de
campo externo

En este capitulo estudiamos los efectos de la presencia de un campo externo
en la dinamica no perturbativa de un campo cuantico, usando el método de
N grande.

El potencial clésico de la teorfa ®* O(N) con simetria rota tiene dos
minimos degenerados en ausencia de campo externo. La presencia de un
campo externo J pequeno modifica el potencial y desaparece la degeneracién
de minimos. El minimo absoluto pasa a ser el vacio mientras que el otro
minimo se convierte en un falso vacio.

Tomamos como estado inicial el estado fundamental. Es decir, el valor
esperado inicial del campo estd en el minimo absoluto. Entonces, en un
instante determinado invertimos el signo del campo externo: J — —J. In-
vertir el signo del campo externo intercambia los minimos locales. Asi, el
minimo absoluto pasa a ser el minimo relativo y viceversa. Esto hace que el
estado del sistema sea ahora proximo al minimo relativo, lo que da lugar a
inestabilidades espinodales y resonancias paramétricas.

Veremos que para tiempos intermedios la dindmica es cuasi-periddica y
la masa cuadrado efectiva del campo ® es de orden J.

Consideraremos valores pequefios para la constante de acoplo A < 1 para
separar mas nitidamente las diferentes escalas de tiempo de la evolucion.

79
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3.1 Dinamica clasica

Primero plantearemos y resolveremos el problema en teoria clasica de campos
para mostrar resultados que usaremos luego para comparar. Consideramos
el modelo de campo escalar con autointeraccién cudrtica invariante O(N)
[32] en presencia de un campo externo homogéneo J. Estudiaremos en ese
modelo la evolucién del estado fundamental tras un cambio J — —.J en el
campo externo.

3.1.1 Ecuaciones de evolucién clasica y condiciones ini-
ciales

La accién y la densidad lagrangiana son,

S = /d4x/3,

L = 3[5,@' =

2 £2 2
)] - m? 8- L (8) +T 8. 3.1
2 ( )] 2 8N + (3.1)
Estudiaremos situaciones invariantes bajo translaciones. En este caso el cam-
po @ y el campo externo J son independientes de las coordenadas espaciales
Z y sblo dependen del tiempo. Las ecuaciones de evolucién son entonces

5 )\ - = =
d(t) + (m2 +ox <I>2(t)) o(t) = J(t) (3.2)
y el potencial clasico
U A (z2)? 7T &
V(<I>)—§m<1>+8—N(<I>> T3 (3.3)

Consideraremos el caso de simetria rota (m? < 0).
Ehglendo como primer eje del espacio interno la direccién del campo

externo J, sus componentes son J = (VNJ, 0, ,0). Y el campo P se
puede expresar como d = (\/_ ?, %)- Con lo que el potencial pasa a ser:
1 A
Vi) = 5 m2 '+ 5 ¢4 ~J¢ (3.5)

ACTARE %m o +8% [2¢> b + (de)Z] . B9)
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Elegimos el estado fundamental como estado inicial que, como se ve a
partir de la ecuacion anterior, tiene la forma

bt)=do ; &) =0
Gult) =0 ; Gu(t) =0 (3.7)

donde ¢y es el minimo global de V;(¢).
Las ecuaciones de evolucién para ¢, son

b+ w4 (20 + 55 0) | d0 =0, 69

y para las condiciones iniciales consideradas, independientemente del valor
de J, la solucién es simplemente

() = 0. (3.9)

Por tanto, el problema cldsico se reduce al siguiente problema para un campo
de una componente ¢ con ecuacion de evolucion

o(t) + [m2 + % qs?(t)] o(t) =+J (3.10)

Como es de esperar, el estado fundamental ¢, es una soluciéon constante de
esta ecuacién. Vemos de la ec. (3.5) que ¢p, el minimo global de V;(¢y)
verifica la ec. (3.10).

Introducimos las variables adimensionales

Ao A
TE|m|t ) 775 5@ 5 VTSOEQ—WVJ y

)\ J hd )\ ]_ -
| =4 ——— ) =4 ———J . 3.11
j 2w V2N\m|3 (3.11)

Por tanto,
1 1 ]
Vico() = =5 "+ gn* = im,

ya que estamos considerando m? < 0. Ver fig. 3.1.
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Figura 3.1: Potencial cldsico en 7 < 0 para campo pequeno (j = 0.20 <
2/4/27). El potencial tiene dos minimos, el estado fundamental 7y, y un
estado metaestable de falso vacio 7y, separados por una barrera de potencial.

Asi, los vacios clésicos son las soluciones de la ecuacién cibica V/ (1) =
0, B
n’—n—j=0 (3.12)

Para campo pequeno j < \/— = 0.3849002... la ec. (3.12) tiene tres raices
reales. El estado fundamental (el minimo global) del potencial estd en

2 1 V277 1. 3 1 105
n="0 = \/_cos l—arccos (%)] =1+ 5]' - §j2 + 5.7'3 1987 7+ 0(°)
(3.13)

Hay otro minimo local (falso vacio) en

_ 2 cos 1 arccos 27 + 2n
v = —— —ar —
e ="/3"3 2 3

y el maximo local en

= TCOS llarccos (@) + 4?71 =—j— 7+ 0@° (3.15)

1.3 1 105
=-1 =
+2]—|—8] +23 +128] “+0(5%)

(3.14)
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Para campos externos grandes j > ori sélo hay un minimo real, (el

(Hﬁ ) (- \i7p) |

—7/3
YT ]5/3 ) (3.16)

minimo absoluto) en

_ 221/3
n=mn = 9

— j1/3

Nos concentraremos en el caso mas interesante que es j < \/%7

El campo comienza a evolucionar en un tiempo negativo 7; a partir del
estado fundamental 7y con 7 > 0. Y permanece en ese estado hasta 7 = 0
cuando bruscamente se invierte el signo del campo externo j. Es decir, la

dependencia temporal para el campo externo es

j_{(j,O,...,O) para 7 < 0

(—=7,0, ...,0) paraT>0 (3.17)

Como se mostro anteriormente el problema se reduce a un problema de
un campo con una sola componente (independientemente del valor de j). Por
tanto, el potencial en variables adimensionales es (ver fig. 3.2, 3.3)

1%4 [/T<0(77) -3 772 + l774 —Jn paraT <0
/]] — - 2 4 . 3-18
( ) { VT>0(77) —% 772 + %774 +jn paraT >0 ( )

La ecuacién de movimiento para 7 > 0 es

i+ (=1+n*)n=—j, (3.19)

donde —1+17? juega el papel de una masa efectiva. El estado inicial en 7 = 0
es el estado fundamental para 7 < 0 que tiene la forma

n0)=mn ; n(0)=0. (3.20)

3.1.2 La dinamica clasica

Hemos visto que el estado inicial (el estado fundamental para campo externo
j) es un estado estacionario de las ecuaciones de evolucién para 7 < 0. El
cambio 7 — —j en 7 = 0 rompe esta estacionariedad, y el sistema pasa
a estar cerca de un estado metaestable (debido al cambio en el potencial).
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Figura 3.2: j = 0.25 > j.. Potencial cldsico en 7 = 0 y para 7 > 0. El cambio
en el signo del campo externo en 7 = () aumenta la energia del sistema en
una cantidad 277, y el sistema tiene suficiente energia para saltar la barrera.

Consideramos j < \/%, que es cuando hay una barrera de potencial. Ver figs.
3.2, 3.3. Este cambio en el signo del campo externo j, aumenta la densidad
de energia del sistema en V;5o(n0) — Vy<o(m0) = 2 1. Sin embargo, aunque
el sistema estd cerca del minimo metaestable, puede tener energia suficiente
para saltar la barrera de potencial e ir hacia el minimo global del potencial.
Como la altura de la barrera es V;~o(nar) la condicién para poder saltar la
barrera es

Veso(mo) > Viso(nar) , (3.21)

donde 7, es el méximo local del potencial V(7).
Resolviendo esta ecuacién se obtiene que el sistema salta la barrera si

4] > je con
132 + 15v/5
jo = \/2 % = 0.243019... . (3.22)

[Nétese que j. < \/% ¥ que por tanto hay barrera para j < j..]
Este valor critico j. del campo externo separa la dindmica en dos regimenes:

e |j| > j.. El sistema salta la barrera y alcanza la regién del minimo
global. Después, el sistema continua saltando la barrera hacia adelan-
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Figura 3.3: j = 0.20 < j.. Potencial cldsico en 7 = 0 y para 7 > 0. El cambio
en el signo del campo externo en 7 = 0 aumenta la energia del sistema en
una cantidad 2jmq, pero el sistema no tiene suficiente energia para saltar la
barrera.

te y hacia atras con oscilaciones periédicas. Ver fig. 3.2 y la linea
discontinua de la fig. 3.4.

e |j| < j.. Elsistema no salta la barrera, y oscila periédicamente en torno
al minimo metaestable, entre los puntos de retorno del movimiento: 7
dado por la ec. (3.13) y n solucién de la ecuacién

Viso(m) = Veso(mo)
de donde hallamos,
3 11 7 1049
:1__.__.2__.3_—.4 .5 9
ur 5~ g 5~ g TOU) (3.23)

Como ambos 7; y 19 son positivos, 1 es siempre positivo. Ver fig. 3.3
y la linea discontinua de la fig. 3.7.

3.2 Dinamica cuantica

En esta seccién calcularemos la dindmica cudntica usando el limite de N
grande. Como en la seccién anterior, consideraremos el modelo escalar con
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autoacoplo cudrtico invariante O(NV) [32] en presencia de un campo externo
homogéneo J. Estudiaremos en este modelo la evolucién del estado funda-
mental tras un cambio J — —J en el campo externo.

3.2.1 Ecuaciones de movimiento cuanticas y condicio-
nes iniciales

La accién y la densidad lagrangiana son,

S = /d4x/3,

1 2 21 5z A 20Nt 2oz
L = §[aucp(gc)] —§m<b—8—N(<I>> —J&  (3.24)
donde & es ahora un operador cuantico.
Estudiaremos situaciones invariantes bajo translaciones. En este caso el
pardmetro de orden (®(Z,t)) y el campo externo J(Z, t) son independientes de
las coordenadasﬁespaciales Z y s6lo dependen del tiempo. Ademas, elegimos

la direccién de J(t) independiente del tiempo. Con lo que podemos elegir esa
direccion como el primer eje del espacio interno /N-dimensional.

<
B { (J, 0, , 0) para t <0 (3.25)

J = (—=J,0, ...,0) parat>0

En el problema que estamos estudiando el valor esperado del campo es pa-
ralelo al campo externo:

®(z) = (0(2), #(2)) = (VNG(1) + x(2), () (3.26)

con ¢(t) = (o(x)); asi, (x(x)) = 0. Mientras que en las N — 1 direcciones
transversales al valor esperado tenemos (7(Z,t)) = 0.

La deduccién de las ecuaciones de movimiento en el limite de N grande
se explico con detalle en el capitulo 1. Por lo que aqui haremos sélo un
recordatorio de los principales conceptos y ecuaciones.

Tenemos una direccién paralela al valor esperado, y N — 1 direcciones
transversas. Las fluctuaciones transversas dominan en el limite de N grande
mientras que las fluctuaciones longitudinales sélo dan correcciones 1/N a las
ecuaciones de movimiento.
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La ecuacién de evolucion del valor esperado para ¢ > 0 es

o(t) + {m2 42 [(152(15) + <ﬁj\(fx»] } o(t) =—J (3.27)

2

donde el punto denota derivada respecto al tiempo. En esta ecuacién de
evolucion vemos que

A (72 (x))
M2ty =m? + = |p2(t —_—
) = m+ 5 | #20) + T
tiene el papel de una masa efectiva. El dltimo término en M?3(¢) es de origen
cuantico y estd ausente en la masa efectiva clasica. Se puede interpretar
como un efecto del medio debido a la presencia de particulas 7.
En imagen de Heisenberg podemos escribir

dSE - T
@)= | -8 [a’ 1) &7 4 gt o (t e_””] 3.28
#.0= [ o oo ™ g (3:29)
donde day, , 6}; son los operadores de aniquilacién y creacion con las relaciones

de conmutacién canénicas. Asi, ¢ (t) son las funciones de modo del campo
y podemos expresar (72(x)) como

(F@) _ 1 / Tk g - 51

N 2/ (2m)3
1 k—k), ,
S; = ET o M;(t) (3.29)

donde k es una escala arbitraria de renormalizacién, y tomaremos k = |mg].
(Los detalles del proceso de renormalizacién que dan la substraccién S, se
pueden ver en el capitulo 1 y en la ref. [20].)

En las expresiones anteriores se escribié k, en vez de IZ, ya que conside-
ramos condiciones iniciales de simetria esférica (y la evolucién preserva esta
simetria).

Las funciones de modo tienen las siguientes ecuaciones de evolucién

Glt) +wi(t) @u(t) =0, wilt) =k + MG(t) . (3.30)

Consideramos valores del campo externo con |J| < 2 (|m[® \/g), para ellos

el potencial V; tiene dos minimos locales. Como estado inicial tomamos el
estado fundamental para t < 0

#(0) = oo ; $(0) =0
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on(0) = — o 2(0) = —i \Jan(0) . (3.31)
wr,(0)
donde ¢y es el minimo global de V;(¢) [dado por las ecs. (3.11), (3.13)] v
wi(0) = /K2 +m? + (A\/2)¢#2 (la raiz cuadrada es real para todo k, ya que
m?+(\/2)¢3 > 0). Estas condiciones iniciales corresponden al vacio cudntico
(ausencia de excitaciones)

Es conveniente introducir las siguientes cantidades adimensionalizadas
[ademds de las ya introducidas en la ec. (3.11)],

_ bk _ A _ Ma
Sfml P 0T M
A
0a(T) =V Im] ei(t) g2(7)52|m|2 (T*(t)r (3.32)

donde m y A son la masa y la constante de acoplo renormalizadas, respecti-
vamente [15, 18].
Las ecuaciones de evolucién cuanticas en variables adimensionales son

W)+ M(T)n(T) = =] 5 @e(T) + wi(T) @q(T) =0 (3.33)
M (1) = =14+70*(1) +¢5(1) 5 wi=q>+M(7)
_ 2 2 ] _ 1 0(q - 1) Mé(T)
i) = [ da (o) = 5)] 5 S(r) = £ = T4 2 5.30)
Y las condiciones iniciales son
n0) = no ; n(0) =0
O TR CRCE D

donde 7 estd dado por laec. (3.13) y w,(0) = v/¢?> — 1 + 0 (laraiz cuadrada
es real para todo ¢, ya que 75 > 1).

Es importante comentar que la masa efectiva cuantica es igual a la masa
efectiva cldsica mas un término cudntico adicional, g¥(7). Este término
proviene de los efectos del medio debidos a la presencia de particulas 7.
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3.2.2 Dinamica cuantica inicial

Inicialmente, g3 (7) es despreciable en la ecuacién de evolucién de n ya que
93(0) = O(g) < 1. Asi, la dindmica cudntica inicial del valor esperado
n(7) es la misma que la dindmica del campo cldsico mostrada en la seccién
3.1. Esto se ha verificado explicitamente a partir de la solucién numérica
del conjunto completo de ecuaciones cudnticas (3.33)—(3.35). Igual que en
el caso clasico, podemos distinguir dos régimenes dinamicos en funcion del
valor de j comparado con j..

Posteriormente, estd descripcion se modifica debido a los efectos de las
inestabilidades espinodales y las resonancias paramétricas. Estas hacen cre-
cer exponencialmente los modos cuédnticos, y por tanto también g% (7). Las
resonancias paramétricas provienen de las oscilaciones temporales de M? (7).
Por otro lado, se producen inestabilidades espinodales en los intervalos tem-
porales en que M?(1) < 0.

Estos efectos son de naturaleza cuantica, y modifican la dindmica del valor
esperado 7n(7) debido a su acoplo con los modos cudnticos a través de g% (7).
¢3(7) da la anchura del funcional de onda en las direcciones transversales
como muestra la ec. (3.32) (recuérdese que las componentes transversas
tienen valor esperado nulo). A continuacién comentamos los efectos de estos
fenémenos en la dindmica.

J > Je

La dindmica inicial del valor esperado es andloga a la dinamica clasica del
campo. Asi, el sistema en este caso tiene suficiente energia para saltar la
barrera y alcanzar la regién del minimo global del potencial (ver fig. 3.1). El
sistema continua saltando la barrera hacia adelante y hacia atras hasta que

los efectos de los cuantos creados por inestabilidad espinodal y resonancia
paramétrica se hacen importantes, i.e., g%(7) ~ 1 (ver figs. 3.4-3.6).

El sistema es espinodalmente inestable cuando M?(7) < 0, i.e., para
n* (1) + gX(r) < 1, lo que para la dindmica inicial (g3 ~ 0) se reduce a
In(7)| < 1. También hay resonancia paramétrica debida a las oscilaciones de
M?(7). Ambos mecanismos dan lugar a una abundante creacién de cuantos
transfiriendo energia de 7 a las fluctuaciones cuédnticas @i (7). Por tanto,
¢3(7) aumenta mientras que la amplitud de las oscilaciones de n(7) dismi-
nuye.
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Figura 3.4: j = 0.25 > j.. n(7) para la evolucién cudntica (linea continua) y
la clésica (linea discontinua).

J<Je

La dindmica inicial del valor esperado es también andloga a la dindmica
clasica del campo. Para j < j. el sistema no tiene suficiente energia para
saltar la barrera y alcanzar el minimo global, por lo que oscila entorno al
minimo metaestable (falso vacio). (Ver fig. 3.3).

El campo puede ir clasicamente a la regién del minimo global moviéndose
a través de las direcciones transversales. Pero esta posibilidad esta excluida
debido a las condiciones iniciales ec. (3.7), ya que las componentes transver-
sas del campo y sus derivadas son nulas inicialmente y se mantienen nulas
por la evolucién clasica. Ver seccion 3.1.

Cuéanticamente hay en general otras dos formas de alcanzar la region del
minimo global: una es mediante efecto tunel a través de la barrera y la segun-
da es permitir rodear el maximo del potencial incrementando la probabilidad
cudntica de encontrar valores grandes para las componentes transversales. El
efecto tunel estd suprimido en el limite de N grande pues la probabilidad de
atravesar el potencial estd dada por exp(—N S,). Esto estd relacionado con
que en el limite de NV grande los efectos cudnticos en la direccién longitudinal
son subdominantes; y las contribuciones cuanticas dominantes provienen de
las componentes transversas del campo (ver comentarios de la seccién 3.2.1).
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Figura 3.5: j = 0.25 > j.. ¢%(7).

En la dindmica inicial (anédloga a la clésica), n(7) oscila entre 7y y n;
dados por las ec. (3.23) (ver fig. 3.7). Asi, como ¢3(7) = 0 la masa efectiva
oscila entre los valores (ver figs. 3.8, 3.9),

1., 5
M?naw = —1"‘773:]—5]24‘5]3—]44-0(]5) >0 (336)
1., 23
My = —ltn==3j- 35" =25 —4/*"+0(") <0 (337)

Por tanto, los momentos pequenos crecen exponencialmente en los intervalos
temporales para los que la masa efectiva es negativa. Esta inestabilidad espi-
nodal incrementa ¢3(7) dando una probabilidad no nula para componentes
transversas del campo grande.
Estas inestabilidades se aproximan bien considerando una masa al cua-

drado negativa constante —u? dada por el promedio
2 M?nm + M?nam _ . 1 -2 9 -3 0 -4 -5

=~ 5 Y A-¥ R Ve 0(5°) (3.38)
Esta aproximacién reproduce el crecimiento de ¢3(7) estando en buen acuer-
do con la solucién numérica del conjunto completo de ecs. (3.33) -(3.35) (ver
apéndice 3.A)

—p

2T
go(r) s IVET C (3.39)
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Figura 3.6: j = 0.25 > j.. Masa cuadrado efectiva M?(7) para la evolucién
cudntica (linea continua) y la cldsica (linea discontinua).

Asi la probabilidad de encontrar valores grandes para las componentes trans-
versas del campo aumenta con el tiempo.

Esta solucién se cumple hasta un tiempo 7, (tiempo espinodal) en el que
g% (7s) ~ p?, esta condicién da 7, como solucién de

1 8 3
Ts & — log (—) + — log (s 3.40
o ov7) T (17s) (3.40)

Tras 75 el efecto de gX(7) en las ecuaciones de evolucién se hace fundamental.

Poco después de 7 = 7, el pardmetro de orden 7(7) hace un salto espec-
tacular y comienza a oscilar en torno al minimo global [ver figs. 3.3 y 3.7].
Esta transicién se explica por el hecho de que ¢X(7) = ﬁ (m*(t))r ~ 1

implica componentes transversas del campo de orden |m|/v/X. Estas compo-
nentes transversas del campo grandes permiten al sistema rodear el méximo

en ® = (VN¢, ¢p) = (|m|\/§ nur ,0) y alcanzar la regién en torno al
minimo global donde oscila cuasi-periédicamente (ver figs. 3.3, 3.6-3.10).

3.2.3 Dinamica cuantica a tiempos intermedios

Tras el periodo inicial descrito en la seccién anterior, el sistema entra en un
régimen cuasi-periédico. Recuérdese que para diferentes condiciones iniciales
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Figura 3.7: j = 0.20 < j.. n(7) para la evolucién cudntica (linea continua) y
la cldsica (linea discontinua).

y en ausencia de campo externo las oscilaciones se amortiguan mucho mas
rapido [32, 21].

El comportamiento cuasi-periédico encontrado para n(7) y g% (7) sugiere
que la dindmica de estas cantidades estda aproximadamente descrita por un
hamiltoniano efectivo con pocos grados de libertad. De hecho, observamos a
partir de la solucién numérica completa de las ecs. (3.33)-(3.35) que gX(7)
y n(T) estdn aproximadamente relacionados por

gu(1) =1+ j— (1 - j)n(r) + 5T (3.41)

donde ¢; y ¢, son numéros positivos de orden j° y ¢° para j y g pequefios.
Esta ecuacion indica que gX y 1 oscilan en oposicion de fase. Los coeficientes
€1y ¢ se obtienen ajustando a la solucién numérica. Ver tabla 3.1.

| j ]/0.05]0.10]0.15[0.20 [ 0.24 [ 0.25 [ 0.30 |

¢ | 0.74 1 0.67 | 0.60 | 0.56 | 0.35 | 0.29 | 0.18
co || 1.36 | 0.91 | 0.60 | 0.40 | 0.42 | 0.49 | 0.43

Tabla 3.1: Valores de ¢; y co obtenidos ajustando g¥(n) en el intervalo
temporal 7 € [800, 1000] para g = 10° y diferentes valores de j.
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Figura 3.8: j = 0.20 < j.. gX(7).

Asi para la masa al cuadrado efectiva tenemos,

M?(n)

L+ +g5m) =j [e1 — § +e2j? = 2(1 — cof) n + cam?] (3.42)

La ecuacién de evolucién (3.33)-(3.34) con esta aproximacion es,

Integrando para 7,

donde,

Vint (77)
Eint

i+ M (n)n=—j (3.43)

1. . )
31"+ 3 Vina(n) = 5 Eing (3.44)

2 4
Vint (1) (3.46)

1 . . 2 . 1
n+5ler =+ ey’ = S (1= o) " + Znt,  (3.45)

Noétese que 7, es un punto de retorno de las ecuaciones de movimiento y que
E;n: depende de las condiciones iniciales. La ec. (3.44) se puede integrar de
la siguiente forma

V27

(3.47)

. K dn
jr—mn)=
m Eint - V;nt(n)
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Figura 3.9: j = 0.20 < j.. Masa cuadrado efectiva M?(7) para la evolucién
cudntica (linea continua) y la clésica (linea discontinua).

con 1, = n(m).
El polinomio de cuarto orden E;,; — V,:(n) tiene siempre dos raices reales

M < 12 que corresponden a los puntos de retorno. Dependiendo del valor de
j, las otras dos raices son un par de raices complejas conjugadas o dos raices

reales mas:
e i) un par de raices complejas conjugadas ng 4 in;. Entonces definimos:

NMr— ™ nr
;b . (3.48)
(nr —m)? +nj (g — m)? +n}

a =

e ii) un par de raices reales n; < 7o < 13 < 4. Entonces definimos:

2 1 . 2 _ 4(773 - 772) (774 - 773)
- L e 1 Tpres T PR G

S
Il

m—m Ta—T

Introducimos también otras dos cantidades para simplificar las formulas:

1
X=[a—d?+0)]""; C=X2AMm)m + )

?

d= —
e —m
(3.50)
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Figura 3.10: j = 0.20 < j.. Linea continua: trayectoria en el plano (7, g%).
Linea discontinua: restriccion en la trayectoria debida a la conservacion de
la energia. Ver ec. 3.55 y fig. 3.12.

La solucién de la ec. (3.47) se puede expresar en la forma

(2 —m)[1 —en(C(7 —71), k)]
L4 (n2 —m)X? —[1 = (2 — n) X en(C(T —71), k)

n(T) =m + (3.51)

donde cn(z, k) es el coseno de Jacobi, y

1 ~d
k:§§w1+%?7 (3.52)

La solucién (3.51) oscila entre 7; y 12 con periodo

7= 2 K@) (3.53)
C

donde K (k) es la integral eliptica de primera especie y C esta dado por la
ec. (3.50). En la fig. 3.11 se comparan las soluciones analitica y numéricas.
La soluciéon numérica seria exactamente periddica si Ej;,; se conservara
exactamente; sin embargo decrece lentamente. El decrecimiento es mas lento

para menor j. Ver tabla 3.2.
Por lo que vemos que el comportamiento a tiempos intermedios presenta
una clara separacion entre variables lentas y variables rapidas. Se ha hallado
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Figura 3.11: 57 = 0.20 < j.. Evolucién cudntica para el valor esperado
n(7) (linea continua) comparda con la aproximacién analitica para tiempos
intermedios (linea discontinua).

| T | 500 | 1000 | 1500 | 2000 |

5 Esmi(j = 0.05) || 0.02 ] 0.016 | 0.014 | 0.011
7 Emy(j = 0.20) | 0.04 | 0.025 | 0.015 | 0.010

Tabla 3.2: E;,; para g = 107%y 5 = 0.05, 0.20

explicitamente la dependencia temporal rapida del pardmetro de orden y las
fluctuaciones cuanticas. La comparacién con la soluciéon numérica completa
muestra que las ecs. (3.51) y (3.41) reproducen exactamente la dindmica
si los pardmetros de la ec. (3.51) se sustituyen por funciones de variacién
lenta con el tiempo. Por ejemplo, los pardmetros mostrados en la tabla 3.1
cambian un 3 — 4% entre 7 = 500 y 7 = 1000. El estudio de esta dindmica
lenta es un problema muy interesante més alla del objetivo de este capitulo
que puede resolverse utilizando los métodos de Whithman [34].

También se pueden obtener expresiones analiticas para ¢¥(7) y M?(7) a
partir de las relaciones ¢3(n) [ec. (3.41)] y M?(n) [ec. (3.42)], simplemente
sustituyendo la solucién analitica para n(7) [ec. 3.51]. La relacién ¢gX(n)
indica que ¢gX y n oscilan en oposicién de fase, salvo términos de orden j;
gx(n) = 1 —n*+ O(j). Estos términos de orden j son muy importantes
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porque en la masa los términos de orden j° se cancelan, y los términos de
orden j hacen que la masa sea distinta de cero. Esto tiene la importante
consecuencia de hacer que la masa cuadrado sea positiva. Asi el promedio de
la masa cuadrado asintotica tiende a un valor positivo. [Recuérdese que para
j = 0 en el caso de simetria rota la masa cuadrado va a cero para energias
iniciales menores que la energia potencial del maximo local (n = 0), ver refs.
[21, 32]. ]

La masa efectiva asintotica se anula para j — 0, ya que M?(7 = c0) =
O(j) para j pequeno [como indica la ec. (3.42)].

3.2.4 Restricciones en la trayectoria debidas a la con-
servacién de la energia

Como los estados considerados son homogéneos e isétropos, el sistema tiene
un tensor energia-momento con la forma del fluido ideal. Por lo que podemos
definir una energia adimensional como

A

= 7%
€= N L)

2 4 2

n”oon 1, 9 | (9X)° 1
= L 0 2y 2282 2

g Tyt Tyt T

2

g . g
T+ 8 [edgled +4 [ dad lof (354

La conservacién de la energia (para campo externo constante) nos da la
siguiente restriccién en el plano (7, gX)

2 v E (9%)? l s
n° gy 5 + 1 +4 Jn . (3.55)

€0 > —

n” ont 1
PR
donde €y = V;<o(m0) + 2410 = Vr>0(m0) es la energia tras el cambio de signo
en el campo externo j.

Esta restriccion se representa en la fig. 3.10 con una linea discontinua.
En ella se ve como la conservacién de la energia restringe la trayectoria en el
plano (n, ¢g¥). En la fig. 3.12 se representa el miembro de la derecha de la
ec. (3.55) para j = 0.20.
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Figura 3.12: j = 0.20 < j.. Grafica del miembro de la derecha de la ec. 3.55
que esta acotado superiormente por la energia, lo que da la restriccion en la
trayectoria que se muestra en la fig. 3.10.

3.3 Conclusiones

Hemos investigado los efectos de los campos externos en la dindmica no
perturbativa de un campo cuantico en el limite de N grande.

Se ha estudiado la evolucién del estado fundamental en un campo externo
uniforme J tras cambiar su signo: J — —J. Hemos considerado casos con
simetria rota en campos externos pequenos; para ellos el potencial tiene dos
minimos locales, dando lugar a importantes fenémenos fisicos. El cambio de
signo del campo externo provoca inestabilidades espinodales y resonancias
pardmetricas que producen un abundante nimero de particulas (del orden
de 1/)). Esto hace que el funcional de onda se ensanche permitiendo valores
grandes para las componentes del campo transversas a J. En el caso en
que la zona del minimo global estd cldsicamente prohibida gracias a estos
valores grandes de las fluctuaciones transversas del campo, el sistema rodea
el maximo del potencial y alcanza la zona del minimo global sin necesidad
de efecto tunel. Posteriormente el sistema oscila entrando en un régimen
cuasiperiédico. Es decir, las variables rdpidas (cuya dindmica obtenemos
explicitamente) oscilan periddicamente mientras las otras variables cambian
lentamente.
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Incluso cuando el sistema tiene energia menor que la del falso vacio, la
masa cuadrado efectiva es positiva y de orden J. Por lo que en el limite J —
0 recuperamos una masa efectiva nula consistentemente con los resultados
ya conocidos para J = 0 donde aparecen bosones de Goldstone fuera del
equilibrio [32, 21].

El amortiguamiento de las oscilaciones rapidas para estas condiciones
iniciales es mucho mas lento que para las que se consideraron para J = 0.

Por otro lado, mientras que en el caso de J = 0 las oscilaciones de M?(t)—
M?(00) se amortiguan con 1/t [32, 21]; en el caso con J # 0 la amortiguacién
es significativamente mas lenta.

3.A Inestabilidades espinodales

En este apéndice resolvemos la dindmica inicial para los modos en la banda
de inestabilidad espinodal, y estimamos el tiempo espinodal, 7.

Antes de entrar en el cdlculo de 7, recordemos que la contribucién de
la banda espinodal se puede estimar usando una masa promedio para la
evolucion. Los calculos numéricos muestran que esta estimacién es correcta,
hasta que la contribucién es de orden uno.

Por lo que la ecuacién aproximada para los modos es

&’ 2 2
(=) et =0, (3.56)
Los modos con q en el intervalo entre 0 y u son espinodalmente resonantes.
Inicialmente no hay particulas en la banda espinodalmente inestable. Por
tanto las condiciones iniciales para los modos de la banda inestable son:

2al0) = % = (¢ + M),
2a0) = iV, = —i(¢® + M (0)]) " (3.57)

La solucién de la ec. (3.56) para estos modos es:

T) = 1 2 _g2_4 2 2 e’ u2—q?
our) = S MQ(O)DM[(\/M ¢ —iv/@ + [M2O)]) eV

+ (Vie =@ + i@+ M) e V7]
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(3.58)

Por lo que despreciando los términos exponencialmente decrecientes, obtene-
mos para el médulo cuadrado

p® + [M?(0)] 2N
412 — ¢*) v/ ¢* + [IM2(0)|
2 2 a2
_ a :FW (0] VI (3.50)
a2 (1= &) V@ +TMP0)]

La contribucién de la banda espinodal a gX(7) estd dada por,

[g(T)* =

5,(r) = / " da (). (3.60)

Sustituyendo la ec. (3.59) en la ec. (3.60) obtenemos una estimacién del
crecimiento espinodal de las fluctuaciones cuanticas. Para evaluar aproxima-
damente esta integral, se pueden hacer algunas simplificaciones adicionales
en la ec. (3.59). Como ¢/p < 1y la contribucién de los modos con ¢ = p
esta exponencialmente suprimida, podemos desarrollar en potencias de g/u
a segundo orden en la exponencial y a orden cero en el factor fuera de la
exponencial.

2 2 2
|(‘0q(7—)|2 ~ H+ ‘M (0)‘ 627—“ e—fr% )
42 /¢ + |M2(0)]

Ademaés, el integrando tiene su méximo en ¢ = O(0.1u) y 0 < g < 1. Por lo

que podemos hacer las aproximaciones p?+|M?(0)| ~ 2u? y /¢ + |M?(0)| ~
. Asi

(3.61)

1 ¢
[0g(T)* = oM eXte i (3.62)
Integrando en ¢ y usando [ v2dv exp(—v?r) "= /1 /(1673),
N 9/l e2ru
gz~ MRS (3.63)

El tiempo espinodal 7, es por definicion, el tiempo para el que deja de
haber inestabilidades para todo el intervalo 0 < ¢ < u. Esto ocurre cuando
la contribucién de los modos espinodales ¢g35(7) compensa el valor negativo
inicial de MZ; (1) = —p”.

N CARSETS (3.64)



102CAPITULO 3. EVOLUCION EN PRESENCIA DE CAMPO EXTERNO
Por lo que 7, esta dado por la siguiente ecuacion implicita,
. —lg[ ]+ilog(m) (3.65)
s g \/— s) - .

El tiempo espinodal dado por esta ecuacién concuerda bien con los resultados
numéricos.
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Capitulo 4

Teoria del Big Bang e Inflacion

En este capitulo presentamos brevemente la teoria del Big Bang, sus limita-
ciones y como éstas dieron lugar a la teoria de la inflacién.

4.1 La teoria del Big Bang

La teoria del Big Bang se basa principalmente en la afirmacién:
El Uniwverso es homogéneo e isotropo a gran escala.

Esta afirmacién en el contexto de la relatividad general nos restringe
enormemente la métrica, que ha de tener la forma FRW [35]

2
1—-Kr2

donde K = +1,—1 6 0 corresponde a un universo cerrado, abierto o plano
respectivamente.

La homogeneidad e isotropia restringen también la forma del tensor energia-
momento, T* a la de un fluido ideal [35]. Asi en un sistema comévil de
coordenadas T es diagonal y ademds T} = P4 donde P es la presién. La
energia estd dada por E = T§.

Las ecuaciones de Einstein-Friedmann nos dan la evolucion del factor de
escala a(t)

ds® = dt* — a*(t) + 1% df + r? sin” 0 d¢* (4.1)

a 47G
g = _WT (E +3P) (4.2)
K 8rG
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donde H = % es el parametro de Hubble, y G = M ;f la constante gravita-
toria. Vemos que la expansiéon se decelera si la ecuacion de estado cumple
E

P > —%, y que es acelerada si P < —%. Las ecuaciones de evolucion nos

dan la siguiente ley de conservaciéon para la energia
E+3H(E+P)=0 (4.4)
Si la ecuacién de estado es

a \ 3Hw) +\ 5@
P=wE = E=E, (—) = a(t) =a (t_> (4.5)
Qo 0

(donde w es una constante) en particular cuando la energia estd dominada
por la

E — t\2
radiacién = P=—- = E=E, | — = a(t)=ao | — (4.6)
3 ag to
3 2
. a t\3
materia =— P=0 =— E=E (—) = a(t) =ap (t_> (4.7)
[¢%) 0

Si estamos en un universo plano, como las observaciones recientes indican
[41, 42], la métrica se simplifica

ds* = dt* — a*(t)di* (4.8)
y las ecuaciones de movimiento son la ec. (4.2) y

_ 4G g
3

H? (4.9)

En la teoria del Big Bang el Universo comienza en un estado muy denso
y caliente que se va rarificando y enfriando al expandirse, pasando por una
etapa dominada por la radiacién y luego a otra dominada por la materia. Esa
rarificacién y enfriamiento, aumenta el recorrido libre medio de las particulas
y disminuye su energia cinética; lo que permite la formacién de protones,
neutrones y posteriormente de dtomos, y el desacoplo de la radiacién de
fondo.

Por otro lado los cimulos, las galaxias y las estrellas surgen por amplifi-
cacién gravitatoria de pequenas inhomogeneidades.
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Hay importantes observaciones experimentales a favor de la teoria del Big
Bang, entre las que podemos destacar la expansion del Universo medida por
Hubble [36], pero sobre todo la observacién del fondo césmico de radiacién
[37] y su gran homogeneidad [38]. (Este es una reliquia de la época densa
del Universo.)

4.2 Limitaciones de la teoria del Big Bang

A pesar de ser un modelo cuyas consecuencias estan ampliamente respaldadas
por las observaciones, hay cuestiones importantes a las que la teoria del Big
Bang no da respuesta [3, 4, 5].

e La homogeneidad del Universo. Las regiones causalmente conexas cuan-
do la radiacién se desacoplo subtienden hoy en dia un angulo menor de
un grado en el cielo. Por lo que en principio cabria esperar variaciones
en el fondo césmico de microondas de una a otra de esas regiones. Ex-
perimentalmente se observa en cambio un fondo uniforme en todas las
direcciones, lo que apoya la teoria del Big Bang, pero requiere asumir
para el Universo un estado inicial altamente homogéneo. La teoria del
Big Bang no nos da un mecanismo que explique esa homogeneidad a
gran escala.

e La planitud del Universo. Definiendo la densidad critica de energia FE,
y su cociente {2 con la densidad de energia E

2 H?(t)

Ed(t) = 81G ®) E.(t)

(4.10)

se puede ver que: El Universo es plano (K = 0) si y sélo si Q(t) = 1.
De las ecuaciones de evolucién de la métrica obtenemos la siguiente
ecuacion:
d[Q(t) — 1
dt

4G a?(t)
3H3(t)

Por tanto, {2 = 1 es un punto estacionario inestable si la ecuacion de
estado cumple P > —%, como ocurre en los universos dominados por
la radiacién (P = £) o por la materia (P = 0). Esa inestabilidad hace
que tener en la actualidad 0.1 < Qp < 2, requiera unas condiciones
iniciales muy particulares Q(tp; ~ 107*3s.) = 1 £ 107%.

= |K]| (E(t)+3P()) . (4.11)
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o La formacion de las galazias. La creacién de cimulos, galaxias y estre-
llas tiene su origen en la amplificacién gravitatoria de pequenas inho-
mogeneidades iniciales. La teoria del Big Bang no clarifica cual seria el
origen de estas pequenas inhomogeneidades en un universo inicialmente
extremadamente homogéneo.

Estos interrogantes no invalidan la teoria del Big Bang, simplemente no
encuentran explicacion dentro de ella.

4.3 Inflacion

La inflacién es actualmente la mejor candidata para dar respuesta a los in-
terrogantes planteados en la seccién anterior.
La inflacién es un periodo de expansion acelerada del Universo

i>0 (4.12)

esto requiere que la ecuacion de estado cumpla

E
P < —3 (4.13)

A primera vista parece dificil encontrar sistemas cuya ecuacion de estado
cumpla esta restriccién. Sin embargo, dentro de la teoria de campos es facil
obtener situaciones con ese tipo de ecuaciones de estado. Para un sistema
con lagrangiano (en un espacio con métrica de FRW plana)

1
L= DoD"s~V(9) (4.14)
la ecuacién de evolucién es
. . V2% 4V
Hp— —+—= 4.1
O+3HO—— 5+ 55 =0, (4.15)
la densidad de energia es
_ 1, 1(Ve)?
E= 5 o+ 5 g2 T V(¢) (4.16)
y la presién
1., 1(V¢)?
P=_¢*— LVOF _ V(9) (4.17)

2 6 a?



4.3. INFLACION 109

Asi, vemos que cuando domina la contribucién del potencial la ecuaciéon de
estado es P = —FE (= E = cte. y a(t) = agef’(*=%) espacio-tiempo de De-
Sitter). Esta situacién ocurre cuando el campo es suficientemente homogéneo
y su variacion es lenta. Para un campo homogéneo la ecuacién de movimiento
es

b+3Ho+V'(¢)=0. (4.18)

Para garantizar que la variaciéon del campo sea lenta se impone la condicién
de deslizamiento lento (slow-roll)

P < V(o). (4.19)

Esta condicién se verifica si H es muy grande, o si el potencial es muy plano.
El periodo inflacionario finaliza cuando la transferencia de energia potencial
a energia cinética hace que ambas contribuciones sean del mismo orden de
magnitud.

Suponiendo que el Universo pasé por un periodo inflacionario se puede
dar respuesta a las cuestiones que deja abiertas la teoria del Big Bang.

e La homogeneidad del Universo. Durante esta expansion acelerada el
Universo se expande mucho mas rapido que el horizonte cosmolégico
(radio de Hubble R, = 1/H). Esto hace que el Universo pase a ser
homogéneo a una escala mds grande que el horizonte cosmolégico. Si
el periodo inflacionario fue suficientemente largo explicaria la homoge-
neidad actual del Universo a gran escala (Para De Sitter, P = —F| la
condicién es N, = In(a(ts)/a(t;)) > 60.)

e La planitud del Universo. Durante el periodo inflacionario (P < —FE/3)
) = 1 es un atractor [ver ec. (4.11)]. Por lo que al final del periodo
inflacionario (si este ha sido suficientemente largo) el valor de (2 sera
enormemente préximo a 1.

e La formacion de galarias. La expansion acelerada del Universo am-
plifica las fluctuaciones cuanticas, dando lugar a las pequenas inhomo-
geneidades iniciales [39, 40]. Estas, tras el final de la inflacién, seran
amplificadas gravitacionalmente dando lugar a ciimulos, galaxias y es-
trellas.

La inflacion tiene ademas la virtud de que la historia anterior a la época
inflacionaria pasa a ser irrelevante (salvo por el hecho de que debe dar lugar
a una época inflacionaria).



110 CAPITULO 4. TEORIA DEL BIG BANG E INFLACION

Las observaciones experimentales sobre las homogeneidades del fondo de
microondas [38, 41, 42] son compatibles con los modelos inflacionarios més
sencillos, y sitian a la inflacién como la mejor candidata para explicar el
origen de la estructura actual del Universo.

Guth en 1981 [2] propuso por primera vez usar un modelo inflacionario
para dar respuesta a las cuestiones que hemos expuesto. Actualmente existen
un gran numero de modelos inflacionarios, a continuacién describimos dos
de los més utilizados.

4.3.1 Nueva inflacion

En este modelo se asume que la disminucion de la densidad de energia debido
a la expansién da lugar a una transicién de fase de segundo orden. El campo
originalmente en el falso vacio ¢ = 0 comienza a evolucionar hacia el conjunto
de minimos degenerados del potencial. (Ver fig. 4.1).

P

Figura 4.1: Nueva inflacién

El periodo inflacionario comienza cuando la expansion hace que la con-
tribucién dominante en la energia sea la energia potencial del falso vacio,
y termina cuando la energia cinética del campo es del orden de la poten-
cial. Posteriormente el campo oscila entorno al minimo del potencial y estas
oscilaciones dan lugar a la creacién de particulas mas ligeras, recalentando
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(reheating) el Universo (tras el enorme enfriamiento debido a la expansién
inflacionaria).

Los primeros trabajos sobre este modelo inflacionario calcularon la di-
namica del campo del inflatén, usando las ecuaciones de evolucién clasicas
[3, 5, 4, 40].

En [13] se hizo por primera vez un tratamiento cudntico consistente de
este modelo (usando N grande), lo que permitié tratar de forma apropiada
los efectos de la creacién de cuantos debidos a la inestabilidad espinodal (esta
es debida a la inestabilidad del estado de falso vacio). (Ver también [11].)

4.3.2 Inflacidén cadtica

Este modelo fue propuesto por Linde en 1983 [43].

En este modelo se supone que en un tiempo inicial (quizds cuando la
densidad de energia era del orden de la de Planck), la principal contribucién
a la energia venia de un campo ¢ uniforme en una region mayor que el radio

de Hubble.

P

Figura 4.2: Inflacién cadtica clasica

El tratamiento usual que se hace de la inflacién cadtica es calcular la
dindmica del campo usando las ecuaciones de movimiento clasicas. Para
justificar este tratamiento cldsico la contribucién dominante a la energia debe
provenir del valor esperado, lo que requiere que este tenga una amplitud muy
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grande (esto obliga a que el estado inicial rompa la posible simetria ¢ — —¢
del potencial), y que por el contrario la contribucién de los cuantos sea muy
pequenia (para poder despreciar su efecto).

Por lo que la pregunta que surge es: ;Se puede obtener inflacién cadtica
a partir de estados excitados méas generales?.

En esta tesis se expone el primer tratamiento cudntico consistente de la
inflacién cadtica (capitulo 5). Lo que nos permitird afirmar que SI se puede
obtener inflacién cadtica a partir de estados excitados més generales (toda
una nueva clase de estados cudnticos tanto puros como mixtos), obtener su
dindmica, y formular una condicién suficiente para tener inflacién (esta es
el andlogo cuéntico de la condicién cldsica de deslizamiento lento, slow-roll).
Este tratamiento cuantico define el &mbito de validez del tratamiento clésico,
a partir de una justificacién microscopica.

4.4 Conclusiones

Las limitaciones de la teoria del Big Bang dieron lugar a la teoria de la infla-
cion. Las observaciones experimentales han situado a la teoria de la inflacion
(complementando a la teoria del Big Bang) como una seria candidata para
explicar la estructura y el estado actual del Universo.

Por otro lado, usualmente en inflacion cadtica se calcula la dindmica del
inflatén usando las ecuaciones de movimiento clasicas. En el préoximo capitulo
se hace un tratamiento cuantico consistente de la inflacién cadtica. Lo que
permite considerar estados iniciales més generales, generalizar la condiciéon
de deslizamiento lento (slow-roll) y dar una justificacién microscépica a este
escenario.



Capitulo 5

Inflacion caotica tsunami

Los estudios habituales sobre inflacién utilizan para el inflatén las ecuaciones
clasicas de movimiento de un campo escalar homogéneo, ignorando el caracter
cuantico de la dinamica del inflatéon a las escalas de energia del Universo
primordial. La interpretaciéon desde la teoria cudntica de campos es que
este campo clasico homogéneo es el valor esperado del operador cuantico del
campo en un estado invariante bajo translaciones.

El objetivo de este capitulo es proporcionar un tratamiento cuantico para
los modelos cuya contrapartida clasica son los modelos de inflacién cadtica
clasica. Para ello adaptaremos los métodos y conceptos de los capitulo 1 y
2, y de las refs. [17, 16, 51] para estudiar la dindmica autoconsistente de la
métrica y de un estado cuantico altamente excitado.

Este tratamiento cuantico proporciona desde la teoria cuantica de cam-
pos una justificacién microscépica de la inflacién cadtica clasica. Ademas,
permite demostrar que el conjunto de estados iniciales a partir de los que se
obtiene inflacién es mucho mas amplio que el considerado en los escenarios
clésicos, e incluye toda una nueva clase de estados cudnticos iniciales (tanto
puros como mixtos).

Primero introducimos el estado cuantico y presentamos las ecuaciones
de movimiento renormalizadas para la evolucién autoconsistente del estado
cudntico y el factor de escala. Luego hacemos el estudio analitico y numérico
detallado de la evolucién resaltando las diferentes épocas inflacionarias. Fi-
nalmente discutimos escenarios generalizados. En las conclusiones presenta-
mos un resumen de los resultados y sus implicaciones. Se dedica un apéndice
a los detalles técnicos sobre las ecuaciones de evolucion de estados mezcla.
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5.1 Estado inicial y ecuaciones de movimien-
to

Como hemos resaltado en la introduccién, mientras que la mayoria de los
trabajos sobre inflacién tratan la dindmica del inflatén cldsicamente, nosotros
usaremos una descripcién cudntica del inflaton.

Nos centraremos en la posibilidad de obtener inflacién a partir de la
dindmica cudntica de un estado inicial altamente excitado con una gran den-
sidad de energia. Trataremos el campo del inflatén que describe la materia
como un campo cuantico mientras que se tratard la gravitacion clasicamente,
lo que es consistente con considerar procesos inflacionarios a escalas inferiores
a la energia de Planck.

La dindmica de la métrica del espacio-tiempo estd determinada por las
ecuaciones de Einstein semiclésicas cuya fuente es el valor esperado del tensor
energia-momento del campo cudntico del inflatén. Mientras que la evolucién
del campo cuantico se calcula en la métrica resultante. Por tanto resolve-
mos autoconsistentemente las ecuaciones de evolucién acopladas para la
métrica clasica y el campo cudntico del inflaton.

Asumimos que el Universo es homogéneo, isétropo y espacialmente plano,
por tanto descrito por la métrica,

ds* = dt* — a®(t) d7* . (5.1)

Anticipando la necesidad de un tratamiento no perturbativo de la evolu-
cion del estado cudantico, consideraremos un modelo en el que el inflatén es
una campo escalar N componentes (f(x) con un autoacoplo cuartico. Enton-
ces podremos usar el limite de N grande como un método no perturbativo
para estudiar la dindmica [15, 18, 13, 16, 17, 9, 10]. Esta eleccién no estd sélo
motivada por la necesidad de un tratamiento no perturbativo consistente, si-
no también porque las teorias de gran unificacion contienen un gran niimero
de campos, lo que justifica considerar el limite de N grande desde un punto
de vista fisico.

La accién para la materia y su densidad lagrangiana son

S| = /d% L, = /d% (1) [1 8@ - L VODF gy

2 2 a?(t)
(5.2
2
o™ gy 2 () L ler @
V(@) =" <1>+8N(q>) +5ER B, (5.3)
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consideraremos m? > 0, posponiendo la discusién del caso m? < 0 para un
futuro trabajo.
Aqui R(t) es la curvatura escalar

R(t) =6 (% + ;8) , (5.4)

El acoplo ¢ de 2(z) a la curvatura escalar R(¢) se ha incluido en el lagran-
giano ya que es necesario para la renormalizabilidad de la teoria.

La discusién del mecanismo inflacionario alternativo que proponemos y
de los estados cuanticos es mas clara en tiempo conforme

t dt,
T = / e (5.5)

en términos del cual la métrica es conforme a la de Minkowski

ds® = a*(T) (dT* — dx?) . (5.6)
Introducimos el campo conformemente reescalado
(T, %) = a(t) 8(t,x) (5.7)

en funcién del cual la accién de la materia es

S[Y] = / dT d’x {% [(@rY)> = (V)] - a!(T)V

2 R 20
(5.8)
Como estamos interesados en describir la evolucién de un estado cuéantico
inicial, cambiaremos a la descripcién hamiltoniana en imagen de Schrédinger.
Este procedimiento comienza obteniendo el momento candnico conjugado del
campo cudntico, ﬁ(T, x), y la densidad hamiltoniana H (7, x)

a(T)

H(T,x) = T(T,x),

H(Tx) = S+ (VI +a (T)V

H(T) = / d*x H(T,x) , (5.9)
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donde la prima denota derivada respecto al tiempo conforme 7.
En la imagen de Schrédinger el momento canénico estd dado por

)

H(T,X):—Zm 3

a=1,...,N. (5.10)
La evolucion temporal de la funcién de onda ¥ [i 'T] se obtiene a partir de

la ecuacion funcional de Schrodinger
2y %7 =H [i;f] v %7 (5.11)
oT oY
Analogamente a como hicimos en Minkowski, escribimos el campo de la forma

Tx,T) = (o(x, T), #(x, T))

= (VNu(T)+x(x, T), #(x, 7)), (5.12)

donde hemos elegido el eje "1’ en la direccion del valor esperado del campo y
llamado 7 las N — 1 componentes del campo en las direcciones perpendicu-
lares.

o(T) = (o, 7))
(@(x, 7)) = X(x, T))=0, (5.13)

donde los valores esperados se obtienen en el estado dado por el funcional de
onda ¥ [T, 7'] especificado anteriormente.

El orden dominante en el limite de N grande grande se puede obtener
por métodos funcionales (ver capitulo 1 y refs.[15, 18, 13, 16, 51, 9, 10] y
las referencias que contienen). Las contribuciones de x a las ecuaciones de
movimiento son subdominantes (de orden 1/N) en el limite de N grande
[15, 18, 9, 10].

Es conveniente introducir la transformada de Fourier espacial del campo
cuantico

#o(T) = / P #(x, T) e (5.14)
Al orden dominante en el limite de N grande, la forma explicita del hamil-

toniano es [15, 18, 13, 16, 51, 9, 10]

H(T) = Nthl(T)—SLN (Z(ﬂk'ﬁw) + ) H(T),

k
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haM) = 22+ S 2 27y 4 20,

Hy(T) = —% &%’fﬁ + % wi(T) 7 - Tk (5.15)
ﬁﬁ)z#+ﬂﬂpﬂﬂ—gpy (5.16)
MAT) = mPere 0 A7) (5.17)

2a%(T) 2 Na*(T)

donde V es el volumen comévil. Consideraremos distribuciones con simetria
esférica en el espacio de momentos.

Vemos que en el limite de N grande el operador hamiltoniano (5.9) pasa
a ser un c-numero independiente del tiempo mas una contribucion cuantica,
>« Hi(T), dada por una coleccién de osciladores arménicos con frecuen-
cias dependientes del tiempo, acoplados sélo a través de las fluctuaciones
cudnticas (T - T_g).

En las ecs. (5.15)-(5.17) el factor de escala a(7) estd determinado auto-
consistentemente por las ecuaciones de Einstein-Friedmann.

5.1.1 Estados iniciales tsunami

Para destacar los principales aspectos del escenario inflacionario que propo-
nemos, y para que quede mas clara la diferencia con los escenarios convencio-
nales, por el momento centraremos nuestra discusién en el caso de un estado
cudntico puro con valor esperado nulo, i.e., v(7) = 0. Los casos mas genera-
les de estados mezcla descritos por matrices densidad y de valor esperado no
nulo se discuten en detalle en las secciones 5.2.3 y 5.3 y en el apéndice 5.A.

Para v(7) = 0 el hamitoniano cudntico (5.15) es