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Abstract

For an interferometric gravitational wave detector such as Virgo� high sensitivity is crucial
for precise identi�cation of astrophysical sources� Such an antenna detects a gravitational
wave as a phase variation of a laser beam� The precision of such a measurement may be
limited by the noise of the cavity length� due to thermal vibrations� or by the input laser
frequency noise�

My contribution to the study of the mirror substrate internal mode noise� was the
development of a numerical code� which is able to compute resonant frequencies� mode
e�ective masses� surface deformation and its coupling with the laser beam� This allows
us to select mirror substrate sizes� The sensitivity is then slightly worse than that found
from a rough estimation� if the acoustic losses are frequency independent and equal to
those measured at resonance� The sensitivity can be improved by reducing the losses or
by choosing a better material� We have also carried out experiments to facilitate choosing
suspension wires� I suggest an experiment of direct measurement of thermal noise� for
verifying the sensitivity�

The interferometer con�guration renders the laser frequency noise negligible if the
frequency is stabilized to an optical cavity� This will be done in two stages� the �rst is to
lock the laser to a short rigid cavity� and the second to the three kilometer arms of the
interferometer� The �rst stage has been built� I have checked that its performance meets
the speci�cations� The measured frequency stability is exceptional�
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Introduction

L
�espace�temps dans lequel nous vivons n�est pas euclidien � sa structure est plus
complexe� et sa g
om
trie peut localement �tre courb
e� Des variations temporelles

de cette courbure pourront� pour la premi�re fois� �tre directement mises en 
vidence dans
les prochaines ann
es�

La perspective de d
tection de ces ondes de gravitation suscite de nombreux travaux� tant
de la part des astrophysiciens �
tude des sources� pr
diction de la forme et de l�amplitude
des ondes� que de la part des exp
rimentateurs qui construisent les d
tecteurs� Plusieurs
d
tecteurs interf
rom
triques sont en cours de construction� parmi lesquels celui du projet
franco�italien Virgo� Cette th�se trouve place dans ce dernier�

Un d
tecteur interf
rom
trique est un transducteur qui permet la conversion d�une onde
gravitationnelle en une phase de faisceau laser� par mesure de la position de masses�test
formant une cavit
 optique r
sonnante �premi�re partie de cette th�se�� La sensibilit
 est
limit
e par le bruit de mesure �bruit de photons�� le bruit de longueur des cavit
s et
le bruit de fr
quence du faisceau incident� Le bruit de longueur des cavit
s est produit
principalement par le bruit thermique des masses�test et de leurs suspensions �deuxi�me
partie�� Le bruit de fr
quence du laser peut �tre rendu n
gligeable par une con�guration
ad
quate �interf
rom�tre de Michelson avec cavit
s Fabry Perot� et par des asservissements
appropri
s �troisi�me partie�� Am
liorer la sensibilit
 augmentera le nombre de signaux
d
tectables et rendra l�analyse et l�interpr
tation de ces signaux plus pro�tables�

Le bruit thermique s�
value en mod
lisant un solide par une s
rie de r
sonateurs� Trois
param�tres sont alors � d
terminer � la masse� la fr
quence propre et l�angle de pertes des
ondes acoustiques� Pour calculer les masses 
quivalentes des modes propres des masses�test
nous avons d
velopp
 une m
thode bas
e sur le calcul des fr
quences propres d�un cylindre�
mise au point par J�R� Hutchinson� L�exp
rience ne permet d�acc
der � l�angle de pertes
qu�aux fr
quences de r
sonance� L�amplitude du bruit de position d aux vibrations internes
des masses�test se calcule alors avec le th
or�me �uctuation�dissipation� Les r
sultats nous
permettent d�optimiser la taille des masses�test ainsi qu�une 
valuation indirecte de la
limitation de la sensibilit
 de l�interf
rom�tre� Nous pr
sentons une proc
dure d�
valuation
du bruit thermique des suspensions par un mod�le � constantes r
parties� L�angle de pertes�
l� aussi� est une donn
e de l�exp
rience� Pour am
liorer la sensibilit
� les e�orts doivent se
porter sur des mat
riaux ayant de meilleures caract
ristiques m
caniques et des angles de
pertes plus faibles� Cela nous am�ne � proposer l�utilisation du saphir pour les masses�test�
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L�angle de pertes a un r!le crucial � pour mesurer et am
liorer ce dernier� nous 
tudions la
faisabilit
 d�une exp
rience de mesure directe de bruit thermique� ayant une sensibilit
 de
phase identique � celle de Virgo�

Une mesure �ne de phase n
cessite un laser ayant une grande stabilit
 de fr
quence�
L�asservissement de la fr
quence du faisceau laser sur la longueur d�une cavit
 optique
permet cette stabilit
� La premi�re 
tape consiste en la conception de l�asservissement �
gains� fr
quences de gain unit
 des deux 
tages successifs � elle utilise la propri
t
 de
sym
trie de l�interf
rom�tre et les propri
t
s de �ltrage des cavit
s optiques en amont des
cavit
s Fabry Perot de � km� La deuxi�me 
tape est la r
alisation e�ective du premier 
tage
d�asservissement de la fr
quence sur une cavit
 courte et la v
ri�cation que les sp
ci�cations
sont bien remplies�
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Premi�re partie

Virgo et la d�tection

des ondes de gravitation
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Chapitre �

Les ondes de gravitation

Les ondes de gravitation� pr
dites par la th
orie de la relativit
 g
n
rale et d�autres th
ories
concurrentes� sont des d
formations locales de l�espace�temps qui se propagent� Mais
le coe"cient de couplage de la mati�re avec ce rayonnement 
tant extr�mement faible�
les sources d
tectables ne peuvent �tre que des objets astrophysiques particuli�rement

nerg
tiques� Les exp
riences de d
tection interf
rom
trique �telle que Virgo� dont il est
question dans cette th�se veulent les mettre directement en 
vidence� La preuve d
�nitive
de leur existence est loin d��tre le seul int
r�t � la nouvelle fen�tre ainsi ouverte sur l�univers
peut nous permettre de mieux conna#tre sa composition� son histoire� ses propri
t
s �
leur analyse peut aussi aider � d
terminer l�
quation d�
tat de la mati�re nucl
aire�
les corrections aux ordres post�newtonniens de la relativit
 g
n
rale��� La r
alisation de
d
tecteurs sensibles oblige � des avanc
es technologiques� mais celle�ci semble �tre possible�

��� Les ondes de gravitation et la relativit� g�n�rale

Les aspects statique et dynamique du champ 
lectromagn
tique sont bien connus� Les

quations de Maxwell d
crivent la propagation des variations de champ 
lectrique et
magn
tique� qui se fait � la vitesse de la lumi�re dans le vide� Ces variations de champ
sont dues � des d
placements de charges� Le d
placement de masses produit de m�me
des variations de champ gravitationnel newtonnien � � moins que celui�ci ne se propage
instantan
ment� on con�oit bien que des ondes doivent porter ces variations� C�est ce que
permet d�
tablir l�
quation d�Einstein dans le cadre de la relativit
 g
n
rale�

La relativit
 g
n
rale est une th
orie 
tablie par Einstein d�s ���� qui montre comment
la structure de l�espace est li
e � son contenu� La gravitation n�est plus d
crite comme
une force� mais comme une propri
t
 g
om
trique de l�espace�temps� Ce dernier n�est plus
euclidien� mais est dot
 d�une structure de vari
t
 riemannienne� d
termin
e par son tenseur
m
trique� On choisit donc un syst�me de coordonn
es muni d�une m
trique gij $�% � la mesure



� CHAPITRE �� LES ONDES DE GRAVITATION

d�un intervalle in�nit
simal d�espace�temps ds se fait alors avec

ds� � gijdx
idxj �����

o& xi �indices latins� sont les coordonn
es d�un vecteur� x� la coordonn
e temporelle et x�

�indices grecs� les coordonn
es spatiales� On d
�nit les symboles de Christo�el par �

�ijk �
�

�
��igjk � �jgki � �kgij� �����

�kij � glk�ijl � �����

le tenseur de courbure �ou tenseur de Riemann� par �

Ri
jkl � �k�

i
jl � �l�

i
jk � �ikm�

m
jl � �ilm�

m
jk � �����

et le tenseur de Ricci par �

Rij � Rk
ikj � �����

La courbure scalaire est en�n R � gijRij�

On dispose aussi d�un tenseur d
crivant la distribution de la mati�re dans l�espace� le
tenseur 
nergie�impulsion Tij� Par exemple� pour un �uide parfait�

Tij � �� � p�c��uiuj � pgij �����

o& � est la densit
 de mati�re dans le r
f
rentiel au repos� p la pression et ui est la quadri�
vitesse de l�observateur�

L�
quation d�Einstein relie cette distribution au tenseur de courbure �

Rij � �

�
gij�R� �� �

	�G

c�
Tij �����

o& � est la constante cosmologique� G est la constante de gravitation� c la vitesse de la
lumi�re�

Cet ensemble de �� 
quations n�est pas lin
aire� Si on lin
arise autour d�une solution
connue� il est possible de trouver une solution propagative� Posons gij � �ij � hij� o& �ij
est la m
trique de Minckowski de l�espace�temps plat

� �

�
BBB�
�� 
 
 


 � 
 


 
 � 


 
 
 �

�
CCCA ���	�

et hij une perturbation � cette solution �jhijj � ��� hij�t� est un nombre sans dimension� On
peut montrer alors que cette perturbation se propage � la vitesse de la lumi�re � l�ext
rieur
des sources �

�hij � 
 �����
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On a choisi une jauge transverse sans trace �TT� hii � 
� Une onde se propageant le long
de l�axe des z s�
crit �

hij � �h��ijf��t� z�c� � �h��ijf��t� z�c� ������

o& f� et f� sont deux fonctions quelconques� et h� et h� sont deux polarisations
ind
pendantes appel
es ondes �plus� et �croix�� Celles�ci sont d
�nies par �

h� �

�
BBB�
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�
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�
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 � 


 � 
 


 
 
 


�
CCCA ������

Une solution g
n
rale est une superposition de telles ondes planes� Avec la jauge choisie�
lorsqu�une onde gravitationnelle passe� les coordonn
es d�une particule�test au repos ne
changent pas� Une onde ne fait pas changer de place une particule� car le syst�me de
coordonn
es est en co�mouvement� Par contre� la distance spatiale entre deux particules
au repos varie �

�l �
Z q

g��dx�dy� ������

L�e�et d�une onde plane sinuso'dale se propageant le long de l�axe des z est illustr
 en
�gure ����

y

t=T/4 t=T/2 t=T

onde plus

onde croixx

Fig� ��� ( E�et d�une onde gravitationnelle sinuso�dale de p�riode T sur un anneau de
particules�test
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��� Sources

La solution des 
quations lin
aris
es d�Einstein avec source se pr
sente de fa�on similaire
� celle qui donne le potentiel�vecteur en 
lectromagn
tisme $�% �

hij �
	�G

c�

Z
source

� �Tij�ct� jx� x
�j�x��

jx� x
�j d�x� ������

o& �Tij � Tij � �
�
�ijT

l
l et x est un vecteur portant les coordonn
es de l�objet observ
 dans

le rep�re de l�observateur�

Deux points apparaissent imm
diatement � la lecture de l�
quation ����� Le premier est
que des densit
s faibles� � des vitesses faibles �les ordres de grandeur restent � pr
ciser��
vont donner des ondes de trop faible amplitude pour pouvoir �tre mesur
es� en raison du
facteur G�c�� Les d
tecteurs interf
rom
triques� les plus sensibles� pourront mesurer des
ondes ayant une amplitude de l�ordre de �
��� �l�amplitude exacte d
tectable d
pend de la
forme de l�onde�� Le deuxi�me point est la d
pendance en ��R de l�onde� R 
tant la distance
entre l�observateur et la source� Ceci n�est pas particulier aux ondes gravitationnelles � ce
qui est remarquable� c�est que les d
tecteurs d�ondes gravitationnelles que nous verrons
par la suite sont sensibles au champ hij� et non pas � l�intensit
 �qui d
cro#t en ��R��
comme c�est le cas pour les antennes sensibles aux ondes 
lectromagn
tiques� Ceci donne
une cons
quence imm
diate pour un d
tecteur d�ondes gravitationnelles limit
 par un bruit
de fond� Un gain d�un facteur � sur le bruit de fond permet de voir deux fois plus loin en
distance si on travaille � un rapport signal sur bruit donn
� Le volume d�univers observ

est donc accru d�un facteur 	 � un petit gain sur le niveau de bruit de fond change beaucoup
le nombre d�
v
nements observ
s�

��	�� Sources terrestres

L�amplitude d�une onde gravitationnelle 
mise par un objet est � l�approximation
newtonnienne �

h�� �
�G

Rc�

Q���t� R�c� ������

o&Q�� �
P
m
�
z�z� � ����z���

�
est le moment quadrupolaire de l�objet et R est la distance

entre l�observateur et l�objet�

Soit un syst�me de deux masses m� et m�� distantes de r� en rotation autour de leur centre
de masse� dans le plan �Oxy�� D
�nissons la masse r
duite du syst�me 	

	 � m�m���m� �m�� ������
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La pulsation de rotation est 
� Le moment quadrupolaire vaut

Q�� � 	r�
�
cos��
t�� �

�

�
������

Q�� � 	r�
�
sin��
t�� �

�

�
������

Q�� � ��

�
	r� ����	�

Q�� �
�

�
	r� sin��
t� ������

Q�� � Q�� ������

Les autres coe"cients sont nuls� Il est facile de v
ri�er que les ondes gravitationnelles

mises sont alors

h� �
�

�
�� � cos� i� h� cos��
t� ������

h� � cos i h� sin��
t� ������

o& i est l�angle entre l�axe de rotation du syst�me et l�axe d
�ni par le syst�me et
l�observateur� h� vaut

h� �
�G

Rc�
	r�
� ������

Par exemple� en laboratoire� avec deux masses m � � kg� distantes de r � � m� tournant
autour de leur barycentre situ
 � R � � m� � la pulsation 
 � � rad)s� avec un angle
d�incidence i � 
� avec G � �� �����
��� m��kg���s�� et c � �� ��	��
� m�s���

h� � �� ���
��� ������

On voit qu�un syst�me m
canique � l�
chelle du laboratoire ne peut pas produire d�ondes
gravitationnelles d
tectables� m�me en augmentant les masses ou la vitesse de rotation �
trop d�ordres de grandeurs s
parent h� du seuil de d
tection �de l�ordre de �
�����

��	�	 Sources astrophysiques

Seuls les signaux provenant d�
v
nements violents dans l�univers sont susceptibles de donner
des ondes d�amplitude appr
ciable� Pour que la quantit
 h�t� soit d
tectable �au sens des
d
tecteurs actuels ou de leurs extensions�� il faut des masses consid
rables en mouvement
�de l�ordre d�une masse solaire� et des vitesses relativistes �de l�ordre de la vitesse de la
lumi�re��

Un premier type de source est constitu
 par les 
toiles ayant achev
 leur combustion et
s�e�ondrant en 
toiles � neutrons ou trous noirs �supernov*�� La pression 
lectronique
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qui emp�chait l�e�ondrement de la mati�re sur elle�m�me ne s�exerce plus� et la grande
vitesse acquise par les particules � tombant � sur le c+ur laisse esp
rer des amplitudes
acceptables� Le signal re�u se pr
sente sous forme de br�ve impulsion � son amplitude et
sa phase d
pendent beaucoup du mod�le choisi �
quation d�
tat� onde de choc� sym
trie
du probl�me�� L�amplitude est de l�ordre de ���
��� pour un signal � �� kpc $�%� soit en
densit
 spectrale de l�ordre de �
��� �

p
Hz � ��� Hz �le rapport entre l�amplitude ou la

valeur e"cace et la densit
 spectrale d
pend de la forme du signal�� Un avantage de ces
sources est que leur statistique est relativement bien connue � de l�ordre de � par si�cle dans
la galaxie� Pour obtenir une statistique int
ressante sur ces 
v
nements� il faudrait observer
une grande population d�
toiles� par exemple jusqu�� l�amas de galaxies voisin Virgo�

Un autre type de source� fournissant des signaux quasi�p
riodiques� est constitu
 par les
coalescences de binaires� chacun des objets 
tant une 
toile� une 
toile � neutron ou un
trou noir� En e�et� lorsque deux objets de masse m� et m� orbitent l�un autour de l�autre�
l�
nergie 
mise sous forme de rayonnement gravitationnel provoque une diminution de la
p
riode P de rotation et une diminution du rayon de rotation� Aux derniers instants� les
vitesses deviennent particuli�rement 
lev
es� et donc l�amplitude de l�onde gravitationnelle
devient mesurable� L�amplitude et la forme d�onde sont pr
dictibles pr
cis
ment � elles sont
calculables au premier ordre en utilisant la formule du quadrup!le� et aux ordres sup
rieurs
en utilisant le formalisme post�newtonnien $�%� Par exemple� au premier ordre� on a une
formule du type ������ o& le param�tre r peut �tre 
limin
 � l�aide de la troisi�me loi de
K
pler �r� � Gm�
��� et on a alors �

h� � � �� � cos� i�
�GM����

Rc�

��� cos���� ������

h� � � cos i
�GM����

Rc�

��� sin���� ������

o& �� � 
� la masse caract
ristique de l�
v
nement M 
tant d
�nie par

M � 	���m
���
T ������

o& 	 � �m�m����m� � m�� est la masse r
duite et mT � m� � m� la masse totale� La
pulsation de rotation de la binaire 
�t� est d
�nie par


�t� �
�

	

�
�GM����

�c�

�����
�tc � t����� ����	�

tc est l�instant de la coalescence� Si on consid�re par exemple la coalescence de deux 
toiles
� neutrons de ��� M� �M� � �� �	���
�� kg� � � Mpc �� pc , ���
�	 m�� avec une incidence
i � 
� on obtient une amplitude du signal � la fr
quence f �
 � �f�

h� � �� ����
���
�

R

�Mpc

��� � M
�� �� �����M�

���� �
f

�

Hz

����

������



���� SOURCES �

Un signal de coalescence a la forme indiqu
e en �gure ���

Fig� ��� ( Signal de coalescence de deux �toiles de ��� M�� 	 � Mpc

L�amplitude de l�onde devient importante quelques secondes avant la fusion des deux objets�
comme le montre la �gure ����

Pour avoir assez d�
v
nements $�%� il faut pouvoir explorer le ciel jusqu�� plusieurs centaines
de Mpc � le nombre de coalescences d�
toiles � neutrons est de l�ordre de ���
�	 par an dans
la galaxie� et par extrapolation� une par an dans un rayon de ��� Mpc� Si� comme on le
soup�onne $�%� les sursauts gamma observ
s dans les d
tecteurs de neutrinos sont d s � la
coalescence d�
toiles � neutrons� le taux pourrait m�me �tre de l�ordre de la centaine de
signaux par an� Si un rapport signal � bruit int
ressant peut �tre obtenu� on peut observer
jusqu�� �� ��� cycles� et les e�ets post�newtonniens sur la phase sont sensibles� Un signal
peut alors permettre de reconstruire toutes les grandeurs du syst�me � masses individuelles
des partenaires et distance absolue de la binaire�

Les sources 
v
nementielles dans le temps ne sont pas les seules possibles� Des sources
continues pourraient �tre 
galement mises en 
vidence� Cela peut �tre par exemple le cas
de pulsars en rotation rapide � l�amplitude est donn
e par

h� � ���
���
�

P

�ms

	�� � R

� kpc

��� �
I

�
�� kg�m�

��
�

�
�	

	
������
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Fig� ��� ( Amplitude de l�enveloppe et fr�quence du signal en fonction du temps avant la
coalescence de deux �toiles de ��� M� 	 � Mpc

o& P est la p
riode du pulsar� R sa distance� I son moment d�inertie� � un facteur
d�asym
trie� Par exemple pour quatre pulsars connus� en rempla�ant P et R par les
valeurs mesur
es� en estimant � � �
�	 et I � �
�� kg�m�� on obtient $�%

pulsar p
riode �ms� distance �kpc� amplitude h� �max

Pulsar du Crabe �� � �� ���
��
 �� ���
��

Pulsar Vela 	� 
�� �� ���
��
 �� 	��
��

PSR ����-�� ���� ���� �� ���
��� �� ���
��

PSR ������� ���� 
��� �� ���
��� �� ���
��

Une amplitude de �
��
 pourrait �tre d
tectable en int
grant le signal sur une ann
e�

Une valeur maximale de � peut �tre estim
e en mesurant la variation de p
riode et
en supposant que toute l�
nergie est perdue sous forme d�onde gravitationnelle � cette
hypoth�se est peu r
aliste� l�
nergie 
tant probablement 
mise sous forme d�ondes

lectromagn
tiques� La valeur maximale possible de � avec cette hypoth�se est indiqu
e en
derni�re colonne du tableau� Les amplitudes h� paraissant dans le tableau sont des limites
sup
rieures� la valeur de � pouvant �tre plus faible que �
�	�



��	� OBSERVER L
UNIVERS AVEC LES ONDES DE GRAVITATION ��

Un bruit continu de rayonnement gravitationnel� datant de la p
riode d�in�ation ou 
mis
par des cordes cosmiques� n�est pas � exclure� Un tel fond pourrait se d
tecter par mesure
de corr
lation entre di�
rents d
tecteurs�

��� Observer l�univers avec les ondes de gravitation

La perspective de d
tection d�ondes de gravitation suscite de nombreuses recherches en
astrophysique� La d
tection permettra de valider les mod�les� de pr
ciser les statistiques
des ph
nom�nes�

Les statistiques donn
es actuellement font de nombreuses hypoth�ses sur la constitution des
galaxies� sur leur 
volution dans le temps� La d
tection permettra donc de mieux conna#tre
ces derni�res�

En phase �nale de coalescence �les derni�res millisecondes�� des incertitudes subsistent sur
la forme du signal� En e�et� les vitesses deviennent alors relativistes� et le calcul de la
forme d�onde devient tr�s approch
� m�me avec un formalisme post�newtonnien� De plus�
les e�ets de mar
e d
forment chacun des objets �cette d
formation d
pend de l�
quation
d�
tat de la mati�re nucl
aire utilis
e $�%�� La d
tection d�un tel signal permettra donc de
pr
ciser ces param�tres�

Le signal 
mis par un pulsar peut 
galement �tre modul
 par la mati�re en accr
tion autour
de celui�ci � l�observation de cette modulation permet de mieux conna#tre cette accr
tion�
Celle�ci contribue 
galement � augmenter l�asym
trie et donc l�amplitude du rayonnement
gravitationnel 
mis $	%�

Un signal de coalescence ayant un bon rapport signal � bruit permet la d
termination
des ordres post�newtonniens� et ensuite le calcul de la distance absolue de la binaire� Si
cette binaire peut �tre localis
e par ailleurs� la constante de Hubble H� peut alors �tre
d
termin
e pour des objets 
loign
s $�%� et la constante de Hubble connue avec pr
cision�
Une mesure pr
cise des distances ne serait pas un mince apport � l�astrophysique .

Le signal quasi�p
riodique de coalescence� si le rapport signal � bruit est su"samment

lev
� permet de d
terminer les masses des objets spiralant l�un autour de l�autre� Cette
pes
e pourra fournir la preuve d
�nitive de l�existence de trous noirs�

Lors d�une coalescence formant un trou noir� le mode de r
sonance normal du trou noir
pourrait �tre observ
 $�� ��%� L�observation des ondes 
mises par la collision de deux trous
noirs de Kerr en orbite serait une con�rmation 
clatante de la validit
 de la th
orie de la
relativit
 g
n
rale en champ fort�

Aucune onde gravitationnelle n�est 
mise par un syst�me � sym
trie sph
rique parfaite�
puisque le moment quadrupolaire correspondant est nul �e�ondrement parfaitement
sym
trique de supernova ou d�
toile � neutrons�� Par contre� si un champ scalaire existe�
une onde d�amplitude non n
gligeable peut alors �tre 
mise � l�observation de la forme
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d�onde permet donc aussi de tester des th
ories concurrentes de la gravitation $��%�

��� D�tection � dispositifs exp�rimentaux

����� Pr�sentation

Les ondes gravitationnelles peuvent �tre observ
es par leurs e�ets indirects� par exemple
les modi�cations de p
riode indiqu
es dans l�
quation ����� Elles ont d�ailleurs 
t
 mises
en 
vidence pour la premi�re fois par les diminutions de p
riode du pulsar binaire PSR
����-�� d
couvert par Hulse et Taylor en ���� $��%� et par les calculs e�ectu
s qui ont
permis de v
ri�er l�ad
quation entre les variations de p
riode mesur
es et celles calcul
es
par une formule du type ������ $��%�

La formule du quadrup!le pr
dit l�
nergie perdue sous forme gravitationnelle d�un syst�me �

dE

dt
� ��G

�c�
X
��


 �
���
Q���

� � ������

Les crochets indiquent la valeur moyenne prise sur une p
riode ou sur la dur
e du train
d�onde� On peut v
ri�er par exemple que l�
nergie perdue par unit
 de temps par deux
masses m� et m�� en rotation � la pulsation 
� distantes de r� s�exprime �

dE

dt
� ���G

�c�
	�r�
	 ������

Par exemple� si on suppose que l�
nergie est due � l�attraction newtonnienne E � EN � on
a �th
or�me du viriel� �

dP

dt
�

�

�

P

EN

dEN

dt
������

o& P est la p
riode de rotation� En combinant les 
quations ���� et ����� et la troisi�me
loi de K
pler� on obtient

dP

dt
� �����

�c�

�
G
M

����

f�e� ������

o& f�e� est une fonction connue de l�excentricit
 �f�e� � � si e � 
�� Pour le pulsar PSR
����-��� la valeur calcul
e avec ���� donne $��%

dP

dt
� ���� �
�� 
� 

����
��� ������

Tandis que la valeur mesur
e vaut $��%

dP

dt
� ���� �
� 
� 
����
��� ������
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Ce pulsar semble donc indiquer de fa�on forte l�existence d�ondes gravitationnelles�

Il semble possible de construire en laboratoire des appareils directement sensibles aux
variations de m
trique� Le premier est un r
sonateur m
canique dans lequel une onde
gravitationnelle d
pose une partie de son 
nergie� La mesure de l�amplitude de vibration
excit
e par l�onde permet d�en d
duire h� Le deuxi�me appareil fait une mesure di�
rentielle
de longueur dans deux axes orthogonaux � un interf
rom�tre de type Michelson permet alors
des mesures pr
cises de h�

����	 Barres r�sonnantes

Dans les ann
es ����� J� Weber a invent
 puis am
lior
 le premier type de d
tecteurs
d�ondes gravitationnelles $��%� Ceux�ci sont des r
sonateurs massifs isol
s sismiquement�
Ces barres cylindriques peuvent �tre mod
lis
es par le sch
ma ����

m

k

m

Fig� ��� ( Sch�ma �quivalent d�une barre de Weber

On choisit un mat
riau dont la r
sonance est aigue � une onde gravitationnelle excite celle�
ci en y d
posant une petite partie de son 
nergie� et apr�s son passage� le solide continue
de vibrer tant que l�
nergie n�est pas dissip
e $��%� Pour s�assurer qu�il ne s�agit pas d�une
fausse alarme� il faut corr
ler les signaux d�au moins deux d
tecteurs�

Un tel syst�me est soumis � deux types de limitations � le bruit sur le mouvement de
la masse elle�m�me et le bruit de mesure� Le premier bruit de fond est d � l�agitation
al
atoire continue de la barre sous l�e�et de sa temp
rature �ceci sera expliqu
 dans le
chapitre sur le bruit thermique�� Pour diminuer celui�ci� il faut une masse 
lev
e et un
mat
riau ayant un grand coe"cient de surtension m
canique� Le refroidissement permet
� la fois d�abaisser le bruit thermique et d�augmenter le coe"cient de surtension �jusqu��
�
���� Une autre di"cult
 est la mesure de tr�s petites d
formations � le bruit mesur
 est
alors celui de l�ampli�cateur� Une grande attention doit �tre port
e au transducteur � on
utilise pour cela des cavit
s hyperfr
quences ayant de forts coe"cients de surtension� En�n�
si ces deux facteurs peuvent �tre surmont
s� il reste la limitation quantique de la mesure
des d
formations de la barre�

Le principe de d
tection utilisant une r
sonance� ce d
tecteur n�a qu�une bande 
troite
�de largeur de l�ordre de �� Hz�� Il ne permet donc pas de reconstruire la forme du signal
incident�

Actuellement il existe un r
seau de telles antennes refroidies � � K �Explorer � Rome�
Perth� Allegro � Stanford�� De nouvelles antennes ultracryog
n
es sont en d
veloppement
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�Nautilus � Rome et Auriga � Legnaro�� Les futures antennes r
sonnantes seront sph
riques�
ce qui permettra de les rendre omni�directionnelles �projet graviton��

Fig� ��� ( Sch�ma du d�tecteur r�sonnant cryog�nique 	 Stanford

����� D�tection interf�rom�trique

Le principe de la d
tection interf
rom
trique est bas
 sur la mesure de la d
formation
que l�espace�temps impose � un syst�me de trois masses�test� Deux miroirs en chute libre
mat
rialisent deux de ces masses�test� Une lame s
paratrice envoie un faisceau laser sur
chacun de ces miroirs et r
alise ensuite l�interf
rence des faisceaux r
�
chis�
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laserlaser

Fig� ��� ( Principe de d�tection interf�rom�trique

Ce principe de d
tection demande � �tre a"n
 pour permettre une sensibilit
 su"sante �
c�est ce que nous verrons au chapitre suivant� En particulier� pour diminuer la sensibilit

au bruit de position des miroirs� il faut des bras kilom
triques� Un avantage de ce type de
d
tecteur sur le pr
c
dent est sa capacit
 � analyser le signal sur une large bande spectrale
�de �� Hz � � kHz pour un d
tecteur interf
rom
trique contre une bande 
troite d�environ
�� Hz autour de ��� Hz pour une barre de Weber�� Les d
tecteurs � barre sont donc utiles
pour con�rmer une d
tection� et 
ventuellement pour une premi�re indication du type de
source� Seuls les d
tecteurs interf
rom
triques en apportant h�t� permettent des 
tudes
astrophysiques�

De la m�me mani�re que pour les barres r
sonnantes� un r
seau d�antennes interf
rom
�
triques permet d�
viter les faux signaux par corr
lation et autorise la d
termination des
coordonn
es de la source par triangulation� Trois grandes antennes sont en cours de
construction � deux antennes de � km aux �tats�Unis �projet LIGO $��%� dans les �tats
de Washington et de Louisiane� et une antenne de � km dans les environs de Pise �projet
franco�italien Virgo $�	%�� D�autres interf
rom�tres l
g�rement plus courts compl�teront
le r
seau � GEO �projet anglo�allemand de ��� m�� TAMA �projet japonais de ��� m� et
AIGO �projet australien de ��� m��
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��

Chapitre �

La d�tection interf�rom�trique

des ondes de gravitation

Ce chapitre montre comment un interf
rom�tre de Michelson est un transducteur d�ondes
gravitationnelles� Il d
taille plus particuli�rement comment une onde gravitationnelle se
couple avec une cavit
 optique r
sonnante Fabry Perot ou un interf
rom�tre tel que Virgo
pour donner un signal d
tectable� Bien d�autres calculs seraient n
cessaires pour d
montrer
la faisabilit
 du projet � les r
sultats pr
sent
s ici ne font que souligner ce qui fait la base
du principe de d
tection� Nous voulons ici souligner l�enjeu d�une 
tude des bruits dans
Virgo� en particulier le bruit thermique �deuxi�me partie� et le bruit de fr
quence du laser
�troisi�me partie�� Les notions pr
sent
es sont 
galement utiles pour la discussion ult
rieure
d�une mesure directe du bruit thermique �chapitre � de la deuxi�me partie��

��� Les miroirs sont des masses libres

Dans le chapitre pr
c
dent a 
t
 montr
 l�e�et d�une onde gravitationnelle sur un anneau
de particules libres� L�interf
rom�tre Virgo utilise des masses suspendues cylindriques en
silice dont une des faces est rendue r
�
chissante par application de couches di
lectriques�
Ces substrats� aux fr
quences d�analyse �dans la bande passante de l�interf
rom�tre��
peuvent �tre consid
r
s comme des masses libres � c�est ce que nous allons montrer de
fa�on qualitative ici �pour une d
monstration plus rigoureuse� cf� par exemple $��%� page
����

Lorsqu�on applique une force F � une masseM en chute libre� celle�ci subit une acc
l
ration
� donn
e par F � M�� On pourra consid
rer les masses�test de Virgo comme libres si� �
la fr
quence d�analyse� cette formule peut �tre consid
r
 comme valable�

Consid
rons une masse attach
e � un support �xe par un ressort de raideur k ��gure �����
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M

x
0

k

Fig� ��� ( Mod
le simple de r�sonateur

Si l�on exerce une force F de pulsation 
 sur la masse� la relation entre F et le d
placement
x �x � 
 au repos� est

F � �k �M
��x �����

Soit 
� �
q

k
M
� la fr
quence de r
sonance du syst�me libre� La relation pr
c
dente s�
crit

donc

F � M�
�
� � 
��x �����

Lorsque 
� � 
�
�� la masse peut donc �tre consid
r
e comme libre� c�est���dire que l�e�et de

la rigidit
 du ressort est n
gligeable �et inversement� la masse rigidement �x
e au support
lorsque 
� � 
�

���

Dans le cas de Virgo les masses�test sont des miroirs cylindriques 
pais suspendus� comme
repr
sent
 sur la �gure ����

M

L

x

Fig� ��� ( Les masses�test de Virgo

La constante de raideur 
quivalente au sch
ma ��� est alors� pour un d
placement horizontal
dans l�axe des bras de Virgo� kp �Mg�Lp� o& g est l�acc
l
ration de la pesanteur au niveau
du sol ���	� m�s��� et Lp la longueur du pendule�

La suspension a une longueur de ��� m � la fr
quence de r
sonance est donc de f� � fp � 
� �
Hz� Toutes les fr
quences dans la bande de d
tection de Virgo ��� Hz(� kHz� v
ri�ent

� � 
�

�� Les miroirs de Virgo sont donc des masses � en chute libre �� dans l�axe du
faisceau lumineux� aux fr
quences o& le signal est analys
�
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��� Le transducteur � une cavit� optique r�sonnante

	�	�� Les cavit�s r�sonnantes Fabry Perot

Mod�le de cavit� optique r�sonnante

Une cavit
 Fabry Perot est une cavit
 optique r
sonnante �voir �gure �����

ψ

ψ
t

in

2

ψψ
1 2

ψ
r M M

1

Fig� ��� ( Mod
le d�une cavit� r�sonnante

L�onde laser incidente sur la cavit
 est un faisceau gaussien TEM�� �voir annexe A�� On
suppose par la suite que tous les fronts d�onde ont les m�mes rayons de courbure et m�me
distribution de champ transverse aux points d�interf
rence �c�est���dire sur les d
tecteurs��
et donc l�onde 
lectromagn
tique est enti�rement d
crite par le nombre complexe �ei�t �
��e

i�ei���optt � �� est l�amplitude et � la phase � l�origine� �opt est la fr
quence de l�onde
optique incidente sur la cavit
� Pour une longueur d�onde de � � �� 
��	m� �opt �
�� 	�	��
�� Hz� Lc est la longueur de la cavit
� La puissance du laser incident sur la cavit

est Pin �

R
��

� dS�

Les r
�ectivit
s pour l�onde � de chacun des miroirs sont respectivement r� et r� �en
amplitude�� Ces nombres sont normalement complexes� chaque miroir produit un d
phasage
�xe qui d
pend du rev�tement d
pos
� Cette phase n�apportant rien � la d
monstration qui
suit� r� et r� sont suppos
s r
els� La �gure ��� d
crit les conventions de notation et de signe
de r
�exion et transmission en amplitude d�un miroir� Un signe moins sur le coe"cient r
sur la deuxi�me face est n
cessaire pour la conservation de l�
nergie dans une cavit
 Fabry
Perot� La transmission t� la r
�exion r et les pertes p v
ri�ent la relation t� � r� � p � ��

-r

t

r

t

Fig� ��� ( Conventions pour les r��exions et transmissions sur un miroir
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Les champs ��� ��� �r et �t sont li
s par les relations

���t� � t��in�t�� r�r����t� T � �����

���t� � ���t� T � �����

�t�t� � t����t� �����

�r�t� � r��in�t� � t�r����t� T �� �����

o& T est le temps de trajet d�un aller dans la cavit
� En fait� la variable T pour chacune des

quations ci�dessus d
pend de la position des miroirs � l�instant o& se fait la r
�exion� On
suppose par la suite que les mouvements des miroirs sont su"samment lents pour qu�on
soit � chaque instant dans la solution quasi�statique �T � constante�� Alors T � Lc�c� et
la solution harmonique s�
crit �

�� � t��in � r�r�e
�i��� �����

�t � t�e
�i����� ���	�

�r � r��in � t�r�e
�i��� �����

o&

� �
���optLc

c
� ������

� c� est la vitesse de la lumi�re dans le vide� Il vient imm
diatement �

�� �
t�

� � r�r�e�i�
�in ������

�t �
t�t�e

�i���

� � r�r�e�i�
�in ������

�r �
r� � r��r

�
� � t���e

�i�

� � r�r�e�i�
�in ������

Pour des r
sultats plus faciles � manier� introduisons les nouvelles variables $��% �

n �
�

�� r�r�
������

p� � �� r�� � t�� ������

pc � �� r�
���� p�� ������

x � npc ������

� � x� � ����	�

Comme on va le montrer plus loin� � est l�amplitude r
�
chie � r
sonance � il est alors

vident que �� 
 � 
 �� � exprime aussi le couplage de la cavit
 � le cas � 
 
 est appel

sous�couplage� le cas � � 
 couplage optimal et le cas � � 
 sur�couplage�
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La r
�ectivit
 d�une cavit
 s�
crit alors �

R �
�r
�in

�
�

r�

�n� �� � �n� x�e�i�

n� �n� ��e�i�
������

Les cavit
s utilis
es dans Virgo sont telles que n � �� Les calculs qui suivent se placent
dans cette hypoth�se � on admet que r� � �� Il vient

R �
� � ��n� �� �� sin���� � ����� � i�n� �� �� sin�� � ��

� � ��n� �� sin���� � ����� � i�n� �� sin��� ��
������

R��� est p
riodique de p
riode ��� Autour des r
sonances �� � ��k���� �k est un entier��
la r
�ectivit
 s�exprime en fonction de l�
cart de phase � r
sonance �� ���� ��

R � � � i n ��

� � i n ��
������

� est la r
�ectivit
 en amplitude � r
sonance ��� � 
��

La r
ponse en intensit
 et en phase de la fonction R��� autour d�une r
sonance est montr
e
en �gure ����

Deux types de cavit
s sont couramment employ
es � les cavit
s telles que r� � r�� et les
cavit
s telles que r� � �� Dans le premier type de cavit
s �r� � r��� dans le cas o& les pertes
sont nulles� toute la lumi�re est transmise � r
sonance� et la lumi�re r
�
chie est nulle� Un
l
ger d
faut d�appariement des miroirs r� � r� rend la cavit
 sous�coupl
e� si p� � 
� Si
les r
�ectivit
s sont strictement identiques� les pertes p� am�nent un sur�couplage� Dans
le deuxi�me type de cavit
 r� � �� ce sont les pertes du miroir d�entr
e qui �xent le sur�
couplage ou sous�couplage� Si ces pertes sont nulles �p� � 
�� toute la lumi�re est r
�
chie�
quel que soit l�
cart � r
sonance �et il y a bien conservation de la puissance��

Param�tres caract�ristiques des cavit�s

La p
riode de jR��opt�j �� est fonction de �opt par ����� est appel
e intervalle spectral libre �

ISL �
c

�Lc

������

La largeur � mi�hauteur �f des pics de r
sonance d
�nit la �nesse de la cavit
 �

F �
ISL

�f
� �n si n� � ������

��ISL est le temps d�un aller�retour de la lumi�re dans la cavit
� Une cavit
 r
sonnante a
des propri
t
s 
quivalentes � une ligne � retard de longueur nLc� Le �temps de stockage�
de la cavit
 se d
�nit par �

Ts �
n

ISL
������
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Fig� ��� ( R�ponse en intensit� et en phase de la r��exion d�une cavit� Fabry Perot� autour
de �� � ��k � ���� pour n � �
�� et � � �� � ���
�� �param
tres des cavit�s de Virgo
�
La r�ponse 	 mi�hauteur de jRj� est pour �� � ���n�

Le contraste C d�une cavit
 est d
�ni par �

C �
Pmax � Pmin

Pmax � Pmin
�

�� ��

� � ��
������

Il exprime la quantit
 de lumi�re qui n�est pas r
�
chie � r
sonance� par rapport � la
lumi�re incidente �hors r
sonance� toute la lumi�re est r
�
chie��

Le d
nominateur � � i n�� de l�
quation ���� montre qu�une cavit
 optique se comporte
comme un �ltre fr
quentiel passe�bas du premier ordre� �� i n�� � �� i ���fP � o& le p!le
fP est d
�ni par

fP �
ISL

�F � ������

Remarquons que si la variation de phase �� est due � une onde gravitationnelle� ��i n�� �
� � i ��opt�fP �h��� Les solutions ����� sont valables pour un mouvement quasi�statique�
c�est���dire que les mouvements des miroirs ont des fr
quences petites devant fP �
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A r
sonance� le champ intra�cavit
 est tel que

�� �
t�

�� r�r�
�in ������

et on peut alors montrer que la puissance stock
e s�
crit en fonction de la puissance
incidente �

Psto � GPin ����	�

o& le gain G est d
�ni par

G � n ��� �� ������

Les trois param�tres su"sants pour d
crire compl�tement une cavit
 en r
�exion sont �

( l�intervalle de fr
quence entre deux r
sonances� appel
 intervalle spectral libre �ISL��

( sa �nesse F � ou bien de mani�re 
quivalente le nombre e�ectif d�aller�retour de la
lumi�re dans les bras n�

( le facteur de couplage �� compris entre �� et �� � ce facteur est 
galement l�amplitude
du champ r
�
chi � r
sonance par rapport au champ incident� Le contraste se d
duit
du couplage � par C � ��� ������ � ����

Les cavit
s utilis
es dans Virgo sont telles que F � �
 �n � ��� �� �r�� � 
� 		 et r�� 	

� ����� $��%�� Lc � �


 m� On estime les pertes p� 
 ���
��� et alors x � ���
�� �le
couplage � est tel que � � ��� les cavit
s sont fortement sous�coupl
es�� L�intervalle spectral
libre est �� kHz et le temps de stockage Ts � �� �	��
�� s� soit un p!le � fP � �

 Hz�

Param�tres g�om�triques

On a suppos
 par simplicit
 une cavit
 form
e de deux miroirs plans� le mode de r
sonance

tant une onde plane� En fait� une cavit
 r
sonnante est constitu
e soit de deux miroirs
courbes� soit d�un miroir plan et d�un miroir courbe� La courbure des miroirs est adapt
e
au mode gaussien r
sonnant�

Les cavit
s de Virgo sont plan�courbe� Le col du faisceau se situe donc sur le miroir d�entr
e
plan� La taille du faisceau w� sur ce miroir est donn
e par

w�
� �

�

�
z� ������

o& z� est le param�tre de Rayleigh� Celui�ci est li
 � la longueur de la cavit
 et vaut �

z� �
q
Lc�R� Lc�� soit z� � �� ��
 km ������
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o& R � ���
 m est le rayon de courbure du miroir et Lc la longueur de la cavit
� Le col du
faisceau vaut donc� sur le miroir d�entr
e

w� � �� �	 cm ������

La taille du faisceau en fonction de l�abscisse z s�exprime par

w�z� � w�



� �

�
z

z�

������
������

Le faisceau sur les miroirs de fond a donc une taille de

w��


� � �� �	 cm ������

La divergence du faisceau s�exprime par

�� �
�

�w�

soit �� � ��	rad ������

Les cavit
s de l�interf
rom�tre Virgo ont une longueur de � km� Pour 
viter une trop grande
divergence du faisceau et des miroirs d�extr
mit
 de taille irr
aliste� il faut choisir un col
w� su"samment grand� Une fois donn
e la taille du faisceau� les miroirs ont un diam�tre
minimal pour ne pas introduire de pertes par di�raction �en fait� il faut 
viter que la lumi�re
perdue n�aille se r
�
chir sur les parois et ne vienne ensuite se recombiner au faisceau
principal�� Un diam�tre minimal d�environ � fois la taille w du faisceau garantit cette
condition� la puissance lumineuse non comprise n�est alors que �� ���
�	 fois la puissance
incidente� Les param�tres du faisceau imposent donc des contraintes sur la taille des
miroirs � le diam�tre doit �tre d�au moins �� cm sur les miroirs d�entr
e et d�au moins
�	 cm pour les miroirs d�extr
mit
�

	�	�	 Mesurer une phase pour d�tecter une onde gravitationnelle

Couplage d
une onde gravitationnelle � une cavit�

�tudions maintenant la r
ponse d�une cavit
 Fabry Perot en r
�exion ��gure ���� � une
onde gravitationnelle�

laser

1
M M

2

Cavitéséparatrice

Photodiode

Fig� ��� ( Utilisation d�une cavit� Fabry Perot en r��exion



���� LE TRANSDUCTEUR � UNE CAVIT� OPTIQUE R�SONNANTE ��

On suppose que l�onde arrive selon l�axe �Oz�� la cavit
 
tant orient
e suivant l�axe �Ox� �
h�t� est alors uniforme dans la cavit
� La r
ponse de l�interf
rom�tre � des ondes d�incidence
quelconque est donn
e par exemple dans $��%�

L�onde gravitationnelle s�
crit h�t� � h� sin�
t� kz � ��� Calculons la distance parcourue
par un faisceau lumineux entre deux points de coordonn
es x � 
 et x � Lc� Le long du
trajet� on a dy � dz � 
� et le photon suit une g
od
sique de l�espace�temps �

ds� � 
 � ��c dt�� � �� � h�dx� ������

o& h est l�onde �plus� �
quation ������ � �h� �� � donc

c dt � �� �
h�t�

�
�dx ������

h�t� ne d
pend que de t car �Oxy� est un plan d�onde� La distance parcourue par un photon
de l�abscisse x � 
 � l�abscisse x � Lc est �

La �
Z
c dt �

Z Lc

�
dx �� �

h�x�

�
� ����	�

o& h�x� � h� sin�
�x
c
� ��� On trouve que La vaut

La � Lc



�� h

�

c


Lc

�
cos�


Lc

c
� ��� cos���

��
������

Le facteur 
Lc�c vaut ��Lc��g� o& �g est la longueur d�onde gravitationnelle� Pour les
fr
quences consid
r
es �f 
 � kHz�� les longueurs des ondes gravitationnelles sont beaucoup
plus grandes que la longueur de la cavit
 ��g � �
 km�� Finalement� dans l�approximation
des grandes longueurs d�ondes gravitationnelles�

La � Lc�� �
h�t�

�
� � ������

et la distance d�un trajet d�un aller�retour est

Lar � �Lc

�
� �

h�t�

�

�
� ������

Le retard de phase � subi par un rayon ayant parcouru cette distance est donc �� - ��
o& �

�� �
�� �opt Lc

c
� ��

�opt
ISL

������

et

�� � ��
h�t�

�
������

Le probl�me est donc maintenant de d
tecter les variations tr�s petites de phase de
l�
quation �����
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D�tection continue

La premi�re solution qui vient � l�esprit est l�utilisation classique de la cavit
� par mesure
des franges�

Supposons qu�on r�gle la cavit
 sur la r
sonance ��� � �k��� Le faisceau r
�
chi est
�r � �in�� La mesure de petites variations de phase �� donne alors �

�r � �in

�
� � i n ��� �� ��

�
������

La mesure avec une photodiode de la puissance du faisceau r
�
chi j�rj� varie donc avec
���� est du second ordre en �� �n�est pas lin
aire� et ne convient pas�

Une possibilit
 pour y rem
dier est d�introduire un biais � la frange noire� par exemple se
mettre � mi�hauteur de la courbe de r
�exion en intensit
 de la �gure ���� R vaut � � en
dehors de la r
sonance � il faut donc rechercher le point � � ����d tel que j�r��inj� � ��	�

�
�

on trouve �d � ��n� On a alors la puissance d
tect
e sur la photodiode �

Pout � j�rj� � Pin

�
� � ��

�
�
n

�
��� ��� ��

�
������

L�inconv
nient de cette m
thode est qu�elle est sensible aux �uctuations de puissance du
laser d�entr
e� Si Pin � P� � �P �

Pout � P�
� � ��

�
� �P

� � ��

�
� P�

n

�
��� ����� ������

et une mesure d�onde gravitationnelle n�est pas possible� elle demanderait une stabilit

d�amplitude du laser irr
alisable� Plus pr
cis
ment� une �uctuation de puissance cr
e un
faux signal d�onde gravitationnelle

hn � �
�P

P�

� � ��

�� ��
�

n��

������

Une stabilit
 de puissance 
P
P�

� �
�� �
p
Hz est r
alisable� Avec une cavit
 de longueur

Lc � �


 m� coupl
e optimalement �� � 
�� une �nesse de n � �
��� le seuil de sensibilit

est alors �hn � �� ���
��� �

p
Hz� ce qui reste 
loign
 de la sensibilit
 de �
��� ou �
���

indispensable pour esp
rer d
tecter des sources�
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M�thode Pound Drever

Avec la technique Pound Drever $��� ��%� le faisceau laser est modul
 en phase de mani�re
� ce que l�information soit port
e � une fr
quence o& le bruit d�amplitude du laser devient
n
gligeable�

�in � ��e
i����optt�m sin �m
 ����	�

o& �m � 
mt��m� 
m est la pulsation de modulation� m est l�indice de modulation �dans
Virgo� la fr
quence de modulation est de l�ordre de la dizaine de MHz�� L�
quation ���	 peut
se d
velopper en �en ne tenant compte que des premi�res bandes lat
rales pour simpli�er
la d
monstration� �

�in � ��

�
J��m� � �iJ��m� sin��m�

�
ei���optt ������

Les fonctions Jn sont les fonctions de Bessel� D�apr�s l�
quation ����� la porteuse subit une
r
�exion � � i n��� ����� o& �� est l�
cart de phase � r
sonance� Les bandes lat
rales ne
sont pas r
sonnantes dans la cavit
� et sont donc enti�rement r
�
chies� sans d
phasage� Il
est alors ais
 de montrer que la puissance recueillie sur la photodiode est �

Pout � Pin


�
�� J�

��m�
�� ��

� � n����

�
� �J��m�J��m�

n ����� ��

� � n����
sin��m�

�
������

o& �� d
pend du temps� ���t�� �� Le premier terme du membre de droite est la puissance
continue incidente sur le d
tecteur� Une d
tection synchrone donne le signal� la valeur
e"cace s�t� de sin��m�

s�t� � �Pin
�p
�
J��m�J��m�

n ����� ��

� � n����
������

o& �� � ���t� et � est l�e"cacit
 quantique du d
tecteur� La fonction f���� � n 
� ���	

��n� 
��

donne le signal de Pound Drever �voir �gure ����
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Fig� ��� ( Signal de Pound Drever� Les extrema sont atteints en �� � ���n

Lorsque la cavit
 est � r
sonance� et que l�on veut mesurer les variations de phase ��� les
bandes lat
rales �� la fr
quence fm� de la puissance recueillie sur la photodiode ont une
amplitude proportionnelle au d
phasage � mesurer ���

Les �uctuations de puissance du laser sont tr�s faibles � la fr
quence de modulation� on
n�y est donc plus sensible�

Dans le cas de cavit
s comme celles de l�interf
rom�tre Virgo �� 
 ���� on obtiendrait
apr�s d
modulation

s�t� � �Pin
�p
�
J��m�J��m�

�opt
fP

h�t� ������

L�indice de modulation pourrait �tre choisi pour optimiser J��m�J��m�� soit par exemple
m � �� 
	 �premier extremum� et alors J��m�J��m� � 
� ��	�	� Mais ce n�est pas le signal
qu�on d
sire optimiser� c�est le rapport signal � bruit�
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	�	�� Bruit de photons

Un des bruits fondamentaux dans une exp
rience d�optique telle que celle d
crite ci�dessus
est le bruit de photons� Il est connu que le nombre de photons d
tect
s par unit
 de
temps est une variable al
atoire poissonnienne� Le signal 
tant proportionnel au nombre
de photons par unit
 de temps� il en r
sulte un bruit de mesure �en densit
 spectrale� �

�P �
q
��PDChp�opt



W�
p
Hz

�
������

hp est la constante de Planck� PDC la puissance continue incidente sur le d
tecteur� �
l�e"cacit
 quantique de ce dernier�

Le rapport signal � bruit � varie donc comme

�photons �
s

Pin�

�hp�opt
������

Ce rapport est d�autant plus 
lev
 que la puissance incidente est grande� Dans le cas d�un
signal Pound Drever� si le bruit qui limite la d
tection est le bruit de photons alors le
rapport signal � bruit vaut

� �

s
�Pin

hp�opt

�J��m�J��m���� ��q
�� ��� ���J���m�

n �� ������

Nous discuterons dans le chapitre � de la deuxi�me partie de l�optimisation du facteur de
couplage � et de l�indice de modulation m�

��� Interf�rom�trie

Nous venons de voir comment la mesure de pr
cision de la phase ��t� de la lumi�re r
�
chie
par une cavit
 Fabry Perot permet la mesure de h�t�� Cependant d�autres probl�mes de
m
trologie obligent � 
to�er le principe de d
tection que l�on vient d�exposer�

Vu l�expression de � �
quation ������ une variation de phase �� du faisceau laser r
�
chi
peut aussi �tre due � une variation de longueur �de chemin optique� de la cavit
 �

�� � ��
�l

Lc

������

ou � une variation de fr
quence du laser �

�� � ��
��opt
�opt

������
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Par comparaison avec l�
quation ���� on voit que ces variations de longueur ou de fr
quence
produisent un faux signal hn�t�

hn � �
�l

Lc

����	�

hn � �
��opt
�opt

������

	���� Bruit de longueur des cavit�s

Le bruit sismique est un bruit sur la position des miroirs � son amplitude spectrale est� dans
un environnement normal et pour f � � Hz�

�x �
�
�	

f �
m�
p
Hz ������

o& f est la fr
quence� Si les miroirs sont reli
s directement au sol� le bruit de longueur des
cavit
s noiera compl�tement tout signal de rayonnement gravitationnel� Dans Virgo� les
miroirs sont donc suspendus � une cha#ne de �super�att
nuateurs�� pendules coupl
s� qui
rendent le bruit sismique n
gligeable dans la bande de fr
quence de d
tection�

Le bruit thermique des miroirs ou de leurs suspensions provoquent eux aussi des �uctuations
de longueur � c�est ce qui motive les recherches pr
sent
es dans la partie � de cette th�se�

On r
duit la sensibilit
 de la mesure de h�t� aux �uctuations de longueur en prenant de
grandes cavit
s �cf� 
quation ���	� � c�est pourquoi les d
tecteurs d�ondes gravitationnelles
ont des cavit
s kilom
triques�

	���	 Bruit de fr�quence du laser

Il n�est pas possible en utilisant une simple cavit
 de s�a�ranchir des �uctuations de
fr
quence� En fait� il n�existe pas de laser ayant une stabilit
 de fr
quence su"sante� Un
laser Nd�YAG �� � �� 
��	m�� par exemple� a une stabilit
 de fr
quence de l�ordre de

�� � �



�
�

Hz

f

�
Hz�

p
Hz ������

Le seuil de sensibilit
 aux ondes gravitationnelles serait alors de �avec l�
quation �����

�hn � ���
���
�
�

Hz

f

�
�
p
Hz ������

ce qui est tr�s insu"sant�
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La stabilit
 de fr
quence d�un laser peut se d
�nir par rapport � la stabilit
 de longueur
d�une cavit
 Fabry Perot� si ses �uctuations de fr
quence sont asservies sur la longueur de
la cavit
�

��opt
�opt

�
�l

Lc
������

Pour avoir un syst�me capable de d
tecter des ondes gravitationnelles� il faut donc asservir
sa fr
quence sur une cavit
 kilom
trique de type Virgo�

	���� Interf�rom�tre de Michelson

Un interf
rom�tre de type Michelson permet de faire mieux �

1

séparatrice

Photodiode

laser

Cavité 2

Cavité 1

L

L

l

l

2

2

1

Fig� ��	 ( Interf�rom
tre de Michelson 	 cavit�s Fabry Perot

Chacune des grandes cavit
s de longueurs L� et L� est � r
sonance� Dans une telle
con�guration� les variations de phase en r
�exion de chacun des deux bras produites par
une onde h��t� sont de signes contraires �cf� 
quation ������ tandis que les variations de
phase produites par des �uctuations de fr
quence sont de m�me signe� La lumi�re re�ue
sur la photodiode est

�out � �in
�

�
��� � �� e

i�D� ������
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o& �� et �� sont les r
�ectivit
s des cavit
s Fabry Perot� r
gl
es � r
sonance� dont
l�expression est du type de celle �gurant dans l�
quation �����

�� �
�� � i n� ���

� � i n� ���

������

�� �
�� � i n� ���

� � i n� ���
������

o& �� et �� sont d
�nis par

�� �
���optL�

c
������

�� �
���optL�

c
����	�

o& L� et L� sont les longueurs des deux grands bras de � km� La cavit
 � est caract
ris
e
par les param�tres n�� �� � la cavit
 � par n�� ��� Posons k� � n���� ��� et k� � n���� ����

Le signe moins dans l�
quation ���� a 
t
 introduit pour rendre �D analogue � un 
cart �
la frange noire � les interf
rences sont destructives sur la photodiode� La d
tection utilise
la technique Pound Drever� qui permet de s�a�ranchir des �uctuations d�amplitude de la
source laser � dans ce cas il n�y a pas d�
cart statique � la frange noire� �D � 
�

Dans la con�guration la plus simple qu�on puisse imaginer� l� � l�� Mais alors� lorsque
l�interf
rom�tre est r
gl
 sur la frange noire� les bandes lat
rales de la modulation de phase
�� la fr
quence fm� sont en interf
rence destructive sur la photodiode de d
tection� On
impose donc un d
calage l� � l� � �l� Les bandes lat
rales ayant une longueur d�onde
l
g�rement di�
rente de la porteuse� chacune a un retard de phase suppl
mentaire

�� � ���l fm
c

������

o& le signe plus vaut pour l�onde �opt � fm et le signe moins pour l�onde �opt � fm �fm
est la fr
quence de modulation�� On ajuste �l et fm de mani�re � ce que l�interf
rence
des bandes lat
rales soit constructive sur la photodiode� On dispose donc maintenant d�un
signal que l�on peut d
moduler�

Le calcul de la puissance recueillie sur la photodiode donne

Pout �
Pin

�


�
��� � ���J��m�

��

� �� sin���m�J
�
��m�

� 	J��m�J��m� sin��m��k��� � k����
h

�

� 	J��m�J��m� sin��m��k��� � k����
��opt
�opt

�
������
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Le premier terme du membre de droite est nul si les deux cavit
s sont identiques ��� � ����
On d
�nit par �� C � ��� � ���

������ � ��� � le d
faut de contraste des deux cavit
s � il n�y
a donc pas rigoureusement une frange noire� Le deuxi�me terme donne une contribution
des bandes lat
rales � la puissance continue recueillie sur les photodiodes� En fait� chacune
des bandes lat
rales sup
rieures impaires donne un terme du m�me genre� et on peut
alors remplacer �J���m� par

P�
n�� �J

�
�n���m�� Le troisi�me terme est le signal gravitationnel

proprement dit� Le quatri�me terme montre comment une �uctuation de fr
quence du
laser donne un faux signal � ce terme serait nul si les deux bras de l�interf
rom�tre 
taient
identiques�

On voit donc qu�un interf
rom�tre � cavit
s Fabry Perot est moins sensible � une �uctuation
de phase produite par un bruit de fr
quence du laser qu�� une variation de phase produite
par une onde gravitationnelle� Plus pr
cis
ment� une �uctuation de fr
quence donne un
bruit hn�t�

hn�t� � �
��opt�t�

�opt
������

o& le facteur d�asym
trie � est d
�ni par

� � �
k��� � k���

k��� � k���
������

Supposons les deux cavit
s quasiment identiques� Posons Lc � L�� �L � L� � L�� �� �
�� � ��� �F � F� �F�� L�asym
trie s�
crit alors

� �
�F
F �

�L

Lc
�

��

�� �
������

On s�attend � ce que dans l�exp
rience Virgo l�asym
trie � soit inf
rieure � � / �avec
une simple cavit
� � , ��� due principalement � l�asym
trie des �nesses et au d
faut de
contraste �il est di"cile de r
aliser des miroirs exactement identiques��

Le calcul de la lumi�re r
�
chie par l�interf
rom�tre vers la source laser montrerait
qu�inversement le facteur d�asym
trie intervient pour l�onde gravitationnelle et non pour
les �uctuations de fr
quence� Ce signal r
�
chi peut donc �tre utilis
 pour asservir le laser
en fr
quence� sans g�ner la d
tection d�ondes gravitationnelles�

	���� Recyclage de la lumi�re

Dans l�interf
rom�tre d
crit ci�dessus� r
gl
 sur la frange sombre� toute la lumi�re est
r
�
chie vers l�interf
rom�tre� On place un miroir suppl
mentaire entre la source laser
et la lame s
paratrice� Ce miroir de recyclage est positionn
 pour construire une cavit

r
sonnante avec les miroirs d�entr
e des cavit
s Fabry Perot� Nous allons montrer que cela
permet d�augmenter la puissance incidente sur les grandes cavit
s kilom
triques� Le gain
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de puissance s�exprime par un facteur Grec� Tout se passe alors comme si le laser source
avait une puissance PinGrec � le rapport signal � bruit est ainsi am
lior
�

Les notations utilis
es pour le calcul de la fonction de transfert d�un interf
rom�tre �
recyclage sont explicit
es en �gure ����

r

ψ
2

ψ
1

l2

ψ
3

l1l3

ψ

t

in

ψ

r , t
r , t

r r
s s ρ

1

ρ

1

2

ψ

Fig� ��� ( Interf�rom
tre 	 recyclage � notations

Les r
�ectivit
s des cavit
s Fabry Perot sont not
es par �� et ��� et s�expriment de la m�me
fa�on que pr
c
demment� Les cavit
s sont suppos
es �tre � r
sonance�

Les miroirs de recyclage et la s
paratrice sont d
�nis par rr� tr� rs et ts� D
�nissons ����
��� et �� de la fa�on suivante �

��� �
���optl�

c
������

��� �
���optl�

c
������

�� �
���optl�

c
������

o& l�� l� et l� d
�nissent les longueurs de la cavit
 de recyclage � l�� l� et l� sont des longueurs
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tr�s petites devant � km� Les champs ��� ��� ��� �in� �r et �t sont li
s par les relations

�� � rse
�i������ ������

�� � tse
�i������ ����	�

�� � tr�in � rre
�i����



rs��e

�i����� � ts��e
�i�����

�
������

�r � rr�in � tre
�i����



rs��e

�i����� � ts��e
�i�����

�
���	��

�t � ts��e
�i����� � rs��e

�i����� ���	��

Posons

q � e�i��
�
r�s��e

�i��� � t�s��e
�i���

�
���	��

L�interf
rom�tre est r
gl
 sur la frange noire en r
glant les distances l� et l� telles que
��� � ��� � ��k � �� � �k est un entier�� La cavit
 de recyclage est rendue r
sonnante�
par r
glage de la longueur l�� avec �� � ��� � �k�� �k� est un entier�� Les champs stock
�
r
�
chi et transmis s�expriment alors en fonction du champ incident par

��

�in
�

tr
�� rrq

���	��

�r
�in

�
rr � ��� pr�q

�� rrq
���	��

�t
�in

� e�i���������

trrsts��� � ���

�� rrq
���	��

Ces expressions sont formellement identiques � celles obtenues pour une cavit
 simple� dont
le miroir d�entr
e serait d
�ni par rr� tr et le miroir de fond par une r
�ectivit
 q et une
transmission t � rsts��� � ���� D
�nissons� comme pour une cavit
 �

nr �
�

�� q�rr
���	��

pr � �� r�r � t�r ���	��

pcr � �� q����� pr� ���		�

xr � nrpcr ���	��

�r � xr � � ������

A r
sonance�

q � q� � ��r�s�� � t�s��� ������

t � t� � rsts��� � ��� ������
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Le gain de recyclage en puissance est d
�ni� de mani�re similaire � la puissance stock
e
dans une cavit
� par

Grec � nr��� �r� ������

Dans l�interf
rom�tre Virgo� on d
sire que la cavit
 de recyclage soit coupl
e optimalement�
Cette condition implique une valeur limite pour le gain de recyclage � �r � 
 et xr � �
m�nent � Grec � ��pcr� La valeur exacte du gain de recyclage d
pend des pertes� qui ne
sont pas encore connues� On prendra � titre indicatif Grec � �
 pour les calculs� Comme le
gain de recyclage doit �tre au minimum de quelques unit
s� il faut que dans Virgo� �� et ��
sont n
gatifs et proches de ��� Les cavit
s Fabry Perot doivent donc �tre sous�coupl
es� et
cela en limite la �nesse�

Autour de la r
sonance des grands bras� la r
�ectivit
 q s�exprime par

q � q��� � i�� ������

o& � est une petite �uctuation de phase �� � ��� On peut alors montrer qu�autour de la
r
sonance de l�interf
rom�tre� les �uctuations � provoquent des modi�cations de r
�ectivit

du syst�me interf
rom�tre � recyclage �

�r
�in

�
�r � inr�

� � inr�
������

Autour de la r
sonance� le d
phasage � est donn
 par �

� � ��� � ���� � ������� � ����

� r�s

�
��� �����n���� � ��� �����n����

�

� ��� ������ ps���n����

������

Les trois premiers termes du membre de droite sont n
gligeables dans le cas de �uctuations
de fr
quences ou d�une onde gravitationnelle�

Dans le cas d�un d
phasage d � des �uctuations de fr
quences� le quatri�me terme est
n
gligeable en raison de la sym
trie entre les deux bras� Le cinqui�me terme donne alors
���������ps������fP� o& fP� est le p!le d�un des grands bras ���� Hz�� Le terme ���i nr��
devient alors � � i nr�� � �����n����� et l�interf
rom�tre se comporte en r
�exion comme
une cavit
 de fr
quence de coupure

fPR �
fP�

nr��� ���
������

fP� est le p!le des cavit
s kilom
triques ���� Hz�� Avec une cavit
 de recyclage coupl
e
optimalement ��r � 
�� un gain de recyclageGrec � nr����r� � �
� les cavit
s kilom
triques
sous�coupl
es ��� � ���� le p!le de l�interf
rom�tre en r
�exion est de � Hz�
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Pour une onde gravitationnelle� le d
phasage � est �si les cavit
s sont peu asym
triques�

� � � ���� ���n���
h

�
����	�

o& l�asym
trie � � est d
�nie avec l�asym
trie d
j� rencontr
e � et l�asym
trie � de la
s
paratrice � t�s � r�s � �

� � � � � � ������

Dans le cas d�un interf
rom�tre id
alement sym
trique� les bandes lat
rales �� la fr
quence
de l�onde gravitationnelle� cr
es par l�onde gravitationnelle ne sont pas du tout recycl
es�
Si l�asym
trie est l
g�re� le recyclage de ces bandes lat
rales est n
gligeable� La fonction
de transfert de l�interf
rom�tre en transmission devient �

�t
�in

�
q
Grec



t� � i �n���

h

�

�
�������

Tout se passe comme si la puissance lumineuse incidente 
tait GrecPin�

	���� Bruit de photons dans Virgo

L�interf
rom�tre Virgo est un interf
rom�tre de Michelson � recyclage avec des cavit
s
Fabry Perot� Le seuil de d
tection est suppos
 limit
 par le bruit de photons� Pour calculer
le bruit de photons� on se place dans le cas d�une d
tection continue� L�
cart � la frange
noire est not
 �D�

La fonction de transfert de l�interf
rom�tre est

�t �
q
Grec�inrsts��� � ��e

�i�D� �������

Les r
�ectivit
s �� et �� des cavit
s Fabry Perot varient si une onde gravitationnelle est
pr
sente �

�� � ���� � i��� �������

�� � ���� � i��� �������

o& les d
phasage �� et �� sont de m�me valeur� de signes oppos
s� si l�asym
trie est faible �
�� � n����� ���������h�� � ��opt�fP��h et �� � ����
On trouve alors que la puissance incidente sur le d
tecteur s�exprime par

Pt � GrecPin

�
��� � ���

�

�
� ����x� �����

q
x��� x���

�
�������

o& x � sin���D����
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L�optimisation du rapport signal � bruit �o& le bruit est le bruit de photons� conduit �
x � j�� � ��j��� Ce rapport vaut alors� en densit
 spectrale�

� �

s
�GrecPin

�hp�opt
�
�opt
fP�

�vuut� �

�
f
fP

��
�hn �������

o& la propri
t
 de �ltrage de la cavit
 a 
t
 ajout
e� Le seuil de d
tection est alors

�hn �

s
�hp�opt
�GrecPin

fP
��opt

vuut� �

�
f

fP

��

�������

soit

�hn � �� ���
���

vuut� �

�
f

�



��

�������

avec �Pin � �
 W� Ceci repr
sente la sensibilit
 de Virgo limit
e par le bruit de photons
seulement�

La d
tection se fait en r
alit
 � l�aide des bandes lat
rales � la fr
quence de modulation
fm� Le seuil de d
tection donn
 ici est donc le seuil minimal�

��� Bruits et sensibilit�

	���� Sources de bruit

Di�
rentes sources de bruit limitent le seuil de d
tection�

Par asservissement de la fr
quence du laser sur la lumi�re r
�
chie par l�interf
rom�tre� on
peut s�a�ranchir du bruit de fr
quence �voir la troisi�me partie de cette th�se��

Les �uctuations de position des miroirs donnent un bruit de longueur des cavit
s �
quation
���	�� Ces �uctuations peuvent �tre produites par le bruit sismique � on s�en a�ranchit par
une cha#ne d�att
nuateurs� Elles peuvent 
galement venir des vibrations internes des miroirs
et de leurs suspensions sous l�e�et de la temp
rature � une 
tude d
taill
e est n
cessaire
pour en pr
ciser l�e�et� C�est l�objet de la deuxi�me partie�

Les �uctuations d�indice du milieu o& se propage le faisceau provoquent 
galement un
bruit sur la mesure de phase� Il faut donc faire le vide sur le trajet du faisceau pour rendre
ces �uctuations n
gligeables� Le niveau de vide des enceintes dans lesquelles se propage le
faisceau est donc tr�s pouss
� de l�ordre de �
�
 � �
�� mbar� Le bruit de phase cr

 par
les �uctuations d�indice est alors n
gligeable devant le bruit de photon $��%�
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Le faisceau incident sur l�interf
rom�tre n�est pas id
al � en particulier� il poss�de des
distorsions de front d�onde� Les �uctuations de celles�ci d
t
riorent le rapport signal
� bruit� Pour corriger les �uctuations angulaires du point
 du faisceau incident� les
�uctuations de fr
quence et les �uctuations d�amplitude de ce m�me faisceau� il est �ltr

avant l�interf
rom�tre par une grande cavit
 appel
e � Mode Cleaner �� En sortie� le
faisceau a un front d�onde perturb
 par les imperfections de l�interf
rom�tre� ce qui r
duit
le contraste� Le faisceau portant l�interf
rence est donc �ltr
 par une petite cavit
 optique�
On consultera $��% pour une 
tude de la r
ponse de l�interf
rom�tre � un faisceau de
g
om
trie non id
ale�

La surface des miroirs n�est pas parfaitement plane� La rugosit
 d
forme le front d�onde et
di�use la lumi�re sur les parois du tube � vide� Ces parois sont mises en mouvement par le
bruit sismique � la partie de la lumi�re qui se r
�
chit contre le tube et se recombine avec
le faisceau principal provoque une erreur de phase simulant une onde gravitationnelle� Le
niveau de bruit provoqu
 par cette lumi�re di�us
e peut �tre r
duit en la pi
geant�

La ma#trise de ces bruits am�ne � la conception de l�interf
rom�tre Virgo expos
e en �gure
����

	���	 Analyse du signal

Le bruit de fond de l�interf
rom�tre Virgo est une superposition de bruits d�origines
di�
rentes� Ce n�est pas un bruit blanc � il est donc pr
f
rable d�exprimer ce bruit
en densit
 spectrale� Un simple condition sur la valeur cr�te du signal �s�t� � seuil�
recueilli sur la photodiode �apr�s d
modulation� ne permet pas de d
cider si l�information
recherch
e est pr
sente� si l�amplitude de celle�ci est trop faible� Nous terminons donc
en d
crivant comment la densit
 spectrale �la sensibilit
 de l�interf
rom�tre� que nous
calculerons dans les chapitres suivants permet d�analyser le signal�

Densit� spectrale du bruit de fond

Le bruit de fond n�t� est un signal al
atoire � son autocorr
lation vaut �

R��� �
 n�t�n�t� �� ��
�

T

Z T

�
n�t�n�t � �� dt �����	�

o& T est le temps de mesure� La densit
 spectrale de bruit de n�t� est li
 � la fonction
d�autocorr
lation �

Sn�f� � TF �R���� �������

o& TF est la transform
e de Fourier�

La transform
e de Fourier du signal d
terministe s�t� est not
e �s�f�� �n�f� note par la
suite

q
Sn�f� � s�il s�agit d�un bruit de longueur� il est donc not
 �x� s�il s�agit d�un bruit de
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fr
quence �� et s�il s�agit du seuil de d
tection de l�interf
rom�tre �hn� Si n�t� s�exprime en
m�tres �ou Hz������ R�t� s�exprime en m�� et �n�f� en m�

p
Hz�

Les chapitres suivants ont pour but le calcul de Sn�f� du bruit thermique�

Filtre adapt�

Lors de la d
tection d�une onde gravitationnelle� le signal s�t� est noy
 dans le bruit de
fond du d
tecteur n�t�� La mesure x�t� est x�t� � s�t� � n�t�� Dans le cadre d�une analyse
lin
aire� la mesure x�t� est �ltr
e pour faire ressortir le signal du bruit par un �ltre de
r
ponse fr
quentielle �h�f�� Le r
sultat x��t� du �ltrage est la somme de s��t� et de n��t�� La
fonction de transfert du �ltre s�exprime par sa r
ponse impulsionnelle h�t� ou sa r
ponse
fr
quentielle �h�

h
s(t)+n(t) s’(t)+n’(t)

Fig� ���� ( Filtrage du signal

On d
�nit le rapport signal � bruit � � l�instant t� par la fraction de puissance du signal
sur la puissance moyenne de bruit

�� �
s���t��


 n���t�� �
�������

On d
sire trouver le �ltre �h qui maximise le rapport signal � bruit� Le d
nominateur de
����� s�
crit


 n�
�
�t� ��

Z �

��
Sn�f�j�hj� df �������

Le num
rateur vaut

s�
�
�t�� �


 Z �

��
�s�f��h�f�e��ft� df

��
�������

Supposons connu le signal � d
tecter s�t�� incident � l�instant t�� On montre que le �ltre
qui maximise le rapport signal � bruit est

�h�f� � k
�s��f�

Sn�f�
e�i��ft� �������

o& k est une constante r
elle et �s� est le conjugu
 complexe de �s� Le rapport signal � bruit
maximal vaut alors

� �


Z �

��

j�s�f�j�
Sn�f�

df

����
�������
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Le �ltre h de l�
quation ����� maximise le rapport signal � bruit� c�est pour cela qu�il est
appel
 �ltre optimal� Concr�tement� on ne dispose pas de s�t� mais de x�t�� On calculera
donc

� �



x���t��


 n���t�� �

����
�������

� est maximal si le signal s�t� est pr
sent � l�instant t��

Une condition � � �min permet de d
cider si l�information recherch
e s�t� est pr
sente dans
la mesure x�t� �par exemple �min � ���

Les densit
s spectrales consid
r
es par la suite ne comprennent que les fr
quences positives �
les densit
s spectrales de bruit sont repli
es et la valeur quadratique moyenne du bruit de
fond se calcule par


 n� ��
Z �

�
Sn�f�df �������

La connaissance de Sn�f� est donc indispensable pour d
cider si le signal s�t� est pr
sent
dans la mesure ou non� Le but de cette th�se est �nalement de fournir une estimation de
Sn�f��

��	 Conclusion

Ce chapitre a permis de pr
ciser les principes de fonctionnement d�un d
tecteur
interf
rom
trique d�ondes gravitationnelles� D
tecter une onde de gravitation� c�est donc
pouvoir mesurer avec une tr�s grande pr
cision la phase d�une interf
rence en sortie de
l�interf
rom�tre� Cette mesure devant �tre tr�s pr
cise� tous les bruits venant la perturber
doivent �tre r
duits au�dessous du niveau de signal attendu�



��

Deuxi�me partie

Mod�le de bruit thermique





��

Chapitre �

Le bruit thermique � g�n�ralit�s

��� Enjeux de l��tude pour Virgo

La sensibilit
 de l�antenne gravitationnelle Virgo est limit
e dans la partie basse de son
spectre par le bruit thermique �cf� ����� Il est important de garantir� voire d�am
liorer cette
sensibilit
� En e�et� de celle�ci d
pend le nombre d�
v
nements astrophysiques qui sont
d
tectables �au�dessus du seuil de bruit�� Contrairement aux antennes 
lectromagn
tiques
sensibles � l�intensit
� l�interf
rom�tre est sensible au champ h�t� lui�m�me� L�amplitude
des ondes d
croissant en ��R� gagner un facteur � sur la sensibilit
� c�est multiplier par 	
les chances de d
tection�

Une 
tude approfondie du bruit thermique permet� d�une part� d�am
liorer l�estimation de
la sensibilit
� et d�autre part de faire des propositions pour r
duire le niveau des bruits pour
des g
n
rations ult
rieures d�antennes� Pour l�exp
rience Virgo deux sources de bruits sont
pr
pond
rantes � le bruit thermique des substrats des miroirs des cavit
s Fabry Perot de �
km� et le bruit thermique de leurs suspensions� Chacune des sources recouvre un domaine
spectral di�
rent�

Les r
sultats aident au choix des substrats des miroirs� de leurs suspensions� des m
thodes
de �xation� Ces 
tudes sont entreprises par les 
quipes construisant des antennes
gravitationnelles interf
rom
triques� Plus particuli�rement� � Orsay� nous avons men
 des
exp
riences pour aider au choix des mat
riaux des suspensions� D�autres exp
riences sur
des cylindres en silice ont permis d�en v
ri�er les fr
quences de r
sonance et de mesurer
le coe"cient de qualit
 de celles�ci� Mon travail a en particulier permis d�
valuer de fa�on
plus pr
cise le bruit thermique des miroirs� Les r
sultats permettent de �xer les dimensions
des substrats� de faire des propositions pour le choix du mat
riau� et de mettre � jour la
courbe de sensibilit
 de Virgo�

Une ma#trise du bruit thermique est 
galement n
cessaire dans d�autres exp
riences de
physique n
cessitant des mesures de grande pr
cision� C�est par exemple la limite de
la stabilit
 d�oscillateurs r
f
renc
s � des cavit
s optiques� c�est une des limites pour la
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d
tection d�ondes gravitationnelles par barres r
sonnantes� Les processus de relaxation
dans les solides� qui produisent le bruit thermique� sont aussi la limite dans la mesure de
la constante de gravitation par pendule de torsion�

Pour 
tudier le bruit thermique� nous commencerons par rappeler quelques r
sultats

l
mentaires sur l�oscillateur harmonique� mod�le utilis
 en permanence par la suite� La
connaissance des fr
quences de r
sonance et des dissipations des ondes acoustiques permet
de pr
voir l�amplitude du bruit thermique par le th
or�me �uctuation�dissipation� Nous
discuterons ensuite des vibrations dans les solides� Cela nous permettra de comprendre
l�origine des r
sonances� et de calculer grossi�rement la fr
quence du mode fondamental�
La m
thode de calcul pr
cise est expos
e dans le chapitre sur le bruit thermique des
miroirs� Nous verrons quelques processus possibles expliquant la dissipation des ondes
acoustiques dans les solides� Certaines des hypoth�ses sur les causes de dissipation font
intervenir des ph
nom�nes complexes de physique du solide� et une compr
hension de tous
ceux qui sont en jeu est loin d��tre achev
e� Nous serons donc souvent amen
s� pour l�
tude
des dissipations� � une approche empirique de mesure de l�amortissement du son dans les
mat
riaux� Ce chapitre se poursuit par une premi�re 
valuation du spectre de sensibilit

de Virgo� La mesure de coe"cients de qualit
 
lev
s n�est pas ais
e � nous examinerons
quelques m
thodes de mesure�

��� L�oscillateur harmonique

��	�� Param�tres

Soit un r
sonateur amorti mod
lis
 par �

m

f

k

x
0

F

Fig� ��� ( Mod
le simple de r�sonateur amorti

Les param�tres d
crivant l�oscillateur sont sa masse m� la constante de raideur k� le
frottement fd� L�
quation di�
rentielle qui r
git le mouvement de la masse lorsqu�on
applique une force F est �

F � m
x � fd �x � kx �����



���� L
OSCILLATEUR HARMONIQUE ��

x d
signe la coordonn
e autour de la position d�
quilibre� le point la d
riv
e par rapport
au temps� Apr�s une transform
e de Fourier� on obtient �

�F �
h
�k �m
�� � ifd 


i
�x �����

L�imp
dance m
canique Z�
� est d
�nie par �

Z�
� �
�F

�v
�����

o& �v � i
�x est la vitesse� Dans le cas de l�oscillateur harmonique� on a donc

Z�
� �
�

i


h
�k �m
�� � ifd 


i
�����

Si l�excitation F est une impulsion� la r
ponse x sera �

x�t� � Ae�t�� sin�
dt� �����

Si fd � 
� la r
ponse est purement sinuso'dale �� � �� de pulsation 
d � 
� o& 
�
� �

k
m
�

Si fd 
� 
� on peut v
ri�er que le temps de relaxation � et la pulsation 
d v
ri�ent �

� �
�m

fd
�����


�
d �

k

m
� �

� �
� 
�

����
�

�Q�
� �����

o& le facteur de qualit
 Q est d
�ni par

Q �

��

�
�

m
�

fd
���	�

L�amplitude x�t� d
cro#t de e�T�� en une p
riode T � l�
nergie dissip
e �E pendant cet
intervalle de temps vaut donc

�E

E
�

�T

�
�

��

Q
�����

On utilise aussi couramment le d
cr
ment logarithmique �� d
�ni par l�inverse du nombre
N d�oscillations lorsque l�amplitude de x�t� a d
cru dans un rapport ��e� On v
ri�e que

� �
�

Q
������

� est aussi li
 au rapport des amplitudes des oscillations n et n� � �

� � ln�an�an��� ������
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L�imp
dance Z�
� peut s�
crire �

Z�
� �
m








�

Q
� i�
� � 
�

��

�
������

Si l�excitation F est un bruit blanc F�� le spectre de �x est �m�me spectre que la r
ponse
impulsionnelle� �

�x� �
F �
�


� jZ�
�j� �
F �
�

m�

�

�
� � 
�
��

�
�
�
���
Q

�� ������

et si Q � �� on peut v
ri�er qu�on obtient un pic � la fr
quence 
� dont la largeur �
mi�hauteur est �
 � 
��Q�

Les param�tres caract
ristiques d�un oscillateur sont donc �

( sa masse m�

( sa fr
quence de r
sonance f� � 
�������

( le facteur de qualit
 �ou de surtension� Q�

Dans un probl�me r
el de vibration� il s�agit rarement d�une masse accroch
e � un ressort�
Dans ce cas� les param�tres sont e�ectifs et il faut pouvoir calculer ceux�ci en fonction des
param�tres r
els�

��	�	 Amortissement visqueux et amortissement interne

Dans la pr
sentation ci�dessus� on a suppos
 que le param�tre de frottement fd de l�
quation
��� �dans l�espace des fr
quences� est constant avec la fr
quence� On reconna#t l� un
frottement visqueux� On peut supposer de fa�on plus g
n
rale que ce param�tre varie
avec la fr
quence�

Une mani�re de mod
liser ce comportement $��� ��%� lorsque les pertes sont tr�s faibles� est
d�ajouter � l�oscillateur non amorti une partie imaginaire � la constante de raideur� telle
qu�elle appara#t dans l�
quation ��� �

k� k�� � i��
�� � kei
 ������

��
� est appel
 angle de pertes� Dans ce cas� il su"t de substituer dans l�expression de
l�imp
dance ����

Q �




�

�

�
������



��	� LE TH�OR�ME FLUCTUATION�DISSIPATION ��

A r
sonance� on a donc Q � ����
��� Dans l�
quation ci�dessus� on a 
crit Q fonction de la
fr
quence � rigoureusement� ce n�est pas la m�me quantit
 que le Q d
�ni par la largeur �
mi�hauteur de la raie de r
sonance� Si� dans l�espace des fr
quences� Q �ou ��
�� varie en
fonction de la fr
quence� alors dans l�espace temporel les solutions 
crites pr
c
demment
ne sont plus exactes � en particulier� le ressort a un e�et de m
moire $�	%�

La variable � permet notamment de mod
liser des pertes internes comme nous le verrons
plus loin� Si plusieurs processus de dissipation sont pr
sents� on additionnera la quantit

��
� de chacun d�eux�

��� Le th�or
me �uctuation�dissipation

����� �nonc�

Le th
or�me �uctuation�dissipation $��% exprime le fait que lorsqu�un mouvement n�est pas
conservatif� il existe une incertitude sur la mesure de la position� d � l�
quilibre thermique
du syst�me avec son environnement � c�est le bruit thermique�

�tant donn
e l�imp
dance m
canique Z�
� d
�nie en ���� la densit
 spectrale du bruit de
position est donn
e par �

�x��f� � �kBT
�

���f��
Re



�

Z���f�

�
������

o& kB est la constante de Boltzmann� T la temp
rature en Kelvins� f la fr
quence d�analyse�
Re�x� d
signe la partie r
elle de x� Le r
sultat est exprim
 en m��Hz�

La valeur moyenne quadratique de la position x est


 x� �rms�
Z �

�
�x��f�df ������

����	 Cas de l�oscillateur harmonique

Dans le cas de l�oscillateur harmonique avec frottement visqueux� ���� devient �

�x� � �kBT

��mQ

����
�

Q� � �
�
� � 
���

����	�

Dans le cas de l�oscillateur harmonique avec amortissement interne�

�x� � �kBT
�
�

��m



�
��

� � �
�
� � 
���

������
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Dans le cas du frottement visqueux� on peut v
ri�er qu�en int
grant ����� on obtient bien
une 
nergie de �

�
kBT par degr
 de libert
 �on peut int
grer en utilisant par exemple le

th
or�me des r
sidus� �

Hcin�tique �
�

�
m
Z �

�
���f���x�df�

�

�
kBT ������

Hpotentielle �
�

�
m
�

�

Z �

�
�x�df �

�

�
kBT ������

On remarque que dans le cas de l�amortissement interne� le calcul de l�
nergie potentielle
n�est pas possible� l�int
grale ne converge pas � l�origine� Il est donc physiquement
impossible d�avoir un � non nul en tr�s basses fr
quences � ��
 � 
� � 
�

Le comportement de �x��f� en fonction de la fr
quence est� dans le cas de r
sonances aig0es
�Q� � ou �� �� �

domaine spectral amortissement visqueux amortissement interne


 � 
� �kBT
�

mQ��
�

�kBT



m��
�
�


 � 
� �kBT
Q

m��
�

�kBT
�


m��
�


 � 
� �kBT
��

mQ��
�kBT


��
�

m��

On voit imm
diatement quels sont les param�tres � contr!ler pour avoir un bruit thermique
hors r
sonances le plus faible possible �

( la masse m de l�oscillateur doit �tre 
lev
e

( le coe"cient de surtension m
canique Q �ou ���� doit �tre le plus 
lev
 possible

��� Vibrations acoustiques dans les solides

Pour calculer le bruit thermique dans les solides� on repr
sente chaque mode de vibration
par un oscillateur harmonique� Pour calculer la contribution de chaque mode au bruit�
il su"t d�exprimer les fr
quences de r
sonance et les masses e�ectives en fonction de
param�tres du solide �dimensions et param�tres m
caniques�� Il reste ensuite � conna#tre
les dissipations � ce probl�me di"cile sera abord
 dans le paragraphe suivant�

Un solide �par exemple les miroirs de Virgo ou leurs �ls de suspension� a des modes propres
de r
sonance� Nous d
crivons ici une approche permettant d�en comprendre l�origine et de
calculer les fr
quences de r
sonance et les masses e�ectives� Si on peut exprimer l�
nergie
d�un mode i en fonction d�une coordonn
e x�t�� alors on peut trouver une masse 
quivalente
Mi par �

Ei � Mi

�
i x

�
� ������

o& x� est l�amplitude de la vibration x�t� � x� sin�
t��
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����� R�sonances dans un r�seau cristallin

H�B� Callen� dans son livre � Thermodynamics � $��%� propose une analogie permettant
de comprendre quels sont les param�tres signi�catifs dans les probl�mes d�
quilibre
thermodynamique� Cette approche d
crit un syst�me macroscopique par des atomes li
s
entre eux par des ressorts � on s�aper�oit alors que les modes de vibration collectifs sont
des param�tres plus pertinents que les coordonn
es de chacun des atomes� Une d
marche
du m�me genre est suivie ici�

Prenons l�exemple d�une cha#ne lin
aire de N atomes�

kk
m m m m

k

Fig� ��� ( Cha�ne lin�aire

Le potentiel d�interaction entre deux voisins est� par exemple �

Ui�i�� �
�

�
k �ui � ui���

� ������

o& ui est le d
placement de l�atome ui autour de sa position d�
quilibre et k une constante
de rappel�

L�
nergie du syst�me s�
crit

H �
N��X
i��

�

�
m
�

��ui � ui���
� �

NX
i��

�

�
m �u�i ������

On a pos
 
� �
q
k�m

On peut faire un changement de coordonn
es

qi �
X
j

aijuj ������

tel que l�
nergie s�
crit dans les nouvelles coordonn
es �

H �
X
i

��iq
�
i � �i �q

�
i � ������

o& �i et �i sont des constantes�

La solution des 
quations de Hamilton�Jacobi de ce syst�me donne des solutions
harmoniques qi � qi� sin�
it� ���

Les variables qi� modes propres de vibration du syst�me consid
r
� sont donc plus
pertinentes que les variables ui� Pour N grand� les solutions avec 
 � 
� correspondent
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� des solutions du genre qi� sin�
t� sin���x��� o& � est de l�ordre de la longueur de la
cha#ne� La fr
quence de r
sonance la plus basse est de l�ordre de c�L� L 
tant la dimension
la plus grande du solide consid
r
 $��%�

Dans le cas d�un solide � trois dimensions� un raisonnement identique � celui qui vient
d��tre fait peut �tre conduit� Pour un solide monocristallin� il serait possible de prendre
en compte des interactions entre voisins plus ou moins proches avec des constantes de
couplage di�
rentes� Pour un solide non monocristallin� il peut ne pas exister d�
criture
g
n
rale pour l�
nergie potentielle� mais il existe toujours un d
veloppement autour de la
solution de repos en termes quadratiques �ui � uj�

�

Hpot �
X
solide

�i�j�ui � uj�
� ������

Continuer l�
tude dans cette direction n�est possible que si l�on est capable d�
crire
l�expression de l�
nergie en fonction des coordonn
es des atomes� ce qui n�est en g
n
ral
pas le cas�

L�
nergie ���� est quadratique en qi et additive dans les di�
rentes variables� Lorsqu�un tel
syst�me est � l�
quilibre thermodynamique� on peut employer le th
or�me d�
quipartition
$��%� L�
nergie de chaque degr
 de libert
 est alors �

�
kBT � o& kB est la constante de

Boltzmann et T la temp
rature�

����	 Mod�le continu unidimensionnel

La corde vibrante est l�extension � un milieu continu du probl�me pr
c
dent� Soit une corde
sans raideur de longueur L� �x
e � ses deux extr
mit
s� La vitesse d�une onde le long de
la corde est c� Une solution des 
quations du mouvement est

un � A sin���x���sin�
t� ����	�

o& � � �L�n �n 
tant un entier�� x est la coordonn
e le long de la corde� u le d
placement
le long de l�axe �Oy� du point d�abscisse x� 
 � ��c���

L�
nergie du mode un est donc

Hn �
�

�
A�mc


� ������

o& mc est la masse de la corde� et


 � n
c�

L
� n
� ������

���� devient alors

Hn �
mcc

���

�L�
A�n� ������

Si tous les modes ont la m�me 
nergie� leur amplitude A varie donc en �
n
�
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����� Acoustique des milieux continus

Dans un milieu solide isotrope � trois dimensions� les ondes acoustiques se propagent suivant
la loi $��%

� ��t �u � 	��u� ��� 	� �grad �div �u� ������

o& �u repr
sente le d
placement en chaque point du volume� �� 	 sont les coe"cients de Lam

et � la densit
 du milieu� �t repr
sente la d
riv
e par rapport au temps� � est l�op
rateur
Laplacien�

En analyse harmonique �u � ei�t �ui� on trouve trois solutions de ���� ind
pendantes �ui� une
onde longitudinale �u� �i�e� telle que �rot �u� � 
� et deux ondes transversales �u�� �u� �i�e�
telles que div �u� � div �u� � 
��

Les vitesses du son longitudinale et transversale sont telles que

c�l �
�� �	

�
������

et

c�t �
	

�
������

Des contraintes �ij�x� y� z� aux limites doivent aussi �tre v
ri�
es� par exemple pour un
solide libre dans le vide� pour tout point �x� y� z� de la surface �

�uv�x� y� z� � 
 ������

o& u est une coordonn
e suivant la normale de la surface et v une coordonn
e soit suivant
la normale� soit suivant une droite tangente � la surface� ���� est donc un ensemble de trois

quations en chaque point de la surface�

La r
solution explicite du syst�me ������ et ������ est en g
n
ral impossible� Supposons
toutefois que la g
om
trie du probl�me nous le permette� Cette solution sera en g
n
ral
une superposition d�ondes longitudinales et transversales� et les conditions aux limites ne
sont v
ri�
es que pour certaines fr
quences fi� qui sont donc les fr
quences de r
sonance�

Supposons le d
placement u�t� �r� de chaque point du solide connu� on peut alors calculer
le tenseur de d
formation

Eij �
�

�

�
�ui
�xj

�
�uj
�xi

�
������

et donc l�
nergie potentielle �

Hpot �
�

�
�
X
i

Eii�
� � 	

X
i�j

E�
ij ������
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L�
nergie cin
tique a la m�me amplitude et est en quadrature � on peut donc calculer
l�
nergie stock
e en fonction du maximum d�amplitude par exemple� La masse e�ective du
r
sonateur s�en d
duit imm
diatement�

Nous verrons plus tard l�application pratique de cette m
thode au calcul du bruit thermique
des substrats des miroirs�

��	 Dissipations des ondes acoustiques dans les

solides

Les pertes acoustiques dans les solides ont plusieurs causes� Certaines font intervenir des
consid
rations sur la structure m�me du mat
riau� � l�
chelle atomique � nature des liaisons
atomiques� propagation de dislocations� frottements de grains dans les m
taux� d
fauts
de surface� D�autres utilisent la th
orie de l�
lasticit
 des solides continus � dissipation
thermo
lastique� adaptation d�imp
dance aux surfaces en contact� D�autres encore font
intervenir des mod�les globaux� comme pour les pertes de recul� Ces di�
rentes hypoth�ses
sur les processus de dissipation ne s�excluent pas les unes les autres � un processus de
dissipation peut �tre d
crit par deux approches di�
rentes� L�ensemble de ces explications
n�est pas non plus forc
ment complet�

Une autre di"cult
 vient du fait qu�il n�est pas toujours possible de pr
dire th
oriquement
la valeur des dissipations pour chacun des processus� et donc de conna#tre celui qui est
pr
pond
rant� La thermo
lasticit
� par exemple� permet de donner une valeur inf
rieure
pour l�angle de pertes � � la valeur r
elle sera plus 
lev
e�

Des tables de valeurs exp
rimentales existent� pour certains mat
riaux� Celles�ci sont
souvent donn
es pour des fr
quences se situant dans les ultrasons� et pour des solides
de formes di�
rentes de celles qui nous int
ressent dans Virgo �les processus dominants
ne sont alors pas forc
ment les m�mes�� Une approche empirique� utilisant des mesures�
apporte donc un compl
ment d�information� La vari
t
 des mod�les pr
sent
s fait voir la
di"cult
 � interpr
ter les r
sultats de mesure�

����� Une mod�lisation des dissipations � l�an�lasticit�

On se place dans le cas o& l�amortissement d�un oscillateur est repr
sent
 par la variable ��
Si l�on exerce une force F sinuso'dale sur un tel ressort� son allongement x�t� est retard
 �

x�t� �
�

k
F �t� t�� avec t� �

��
�



����	�

Physiquement� le retard t� ne peut pas diverger pour des fr
quences in�niment basses � on en
d
duit donc que pour 
 � 
� ��
� 
 
n o& n 	 �� Il ne s�agit donc pas d�un comportement

lastique normal� id
alement instantan
 � ce ph
nom�ne est nomm
 an
lasticit
�



��
� DISSIPATIONS DES ONDES ACOUSTIQUES DANS LES SOLIDES ��

Pour trouver le comportement g
n
ral en fonction de la fr
quence de �� on suppose en
g
n
ral $��% un comportement parfaitement 
lastique suivi d�un processus de relaxation
d � un ph
nom�ne interne� La r
ponse x � une force F indicielle �F � 
 pour t 
 
 et
F � F� pour t � 
�� sur un tel ressort �en pratique� une tige m
tallique en 
longation par
exemple�� est donc

t

t

x(t)

x

F(t)

Fo

∆x
1

x
o

Fig� ��� ( R�ponse an�lastique d�un ressort

Ce syst�me est formellement 
quivalent �

1

M

k
f

∆ k

Fig� ��� ( Mod
le m�canique du comportement an�lastique
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La constante k� � F��x� est la constante 
lastique classique� k� � F��x� la constante
qui est mesur
e� L�allongement suppl
mentaire �x est d � la constante parasite �k� La
r
ponse indicielle peut s�
crire

x�t� � F�



�

k�
�

�

�k
��� e�t�� �

�
������

o& � � f��k� Posons �� � �k�k�� La raideur e�ective du syst�me est alors

k � k�

�
� � ��

i
�

� � i
�

�
� k�

�
� � ��


�� �

� � 
�� �
� i��


�

� � 
�� �

�
������

En g
n
ral� �� � � �voir par exemple $��%�� La raideur peut donc s�
crire k�� � i�� o&

��
� � ��

�

� � 
�� �
������

Cette d
pendance en fr
quence est appel
e �pic de Debye��

La force de rappel d�un ressort an
lastique agit� dans le domaine temporel� comme un e�et
de m
moire �

x�t� � �
Z t

��
F ��� y�t� �� d� ������

Si le ressort est parfaitement 
lastique� la compliance y��� est un pic de Dirac � dans le cas
an
lastique� c�est la transform
e inverse de Fourier de �y�
��

����	 Dissipations thermo�lastiques

Ce processus de dissipation� explicit
 par C� Zener en ����� est d aux e�ets coupl
s
des d
formations et des gradients de temp
rature� Lors d�une vibration� les zones dilat
es
du solide se refroidissent et les zones contract
es se r
chau�ent� Le temps caract
ristique
pour que les temp
ratures s�
galisent entre deux r
gions s
par
es par plus d�une longueur
d�onde est beaucoup plus long qu�une demi�p
riode � l�e�et n�est donc g
n
ralement par
perceptible� Cependant� pour certains types de vibration� la distance entre deux telles
r
gions peut �tre beaucoup plus petite qu�une longueur d�onde� C�est le cas par exemple
des vibrations transversales le long d�une corde� Si les temp
ratures parviennent � s�
galiser�
on a une cause de pertes de l�
nergie stock
e dans la d
formation $��� ��%�

Dans le cas des vibrations transversales le long d�une corde� la distance entre les r
gions o&
s�
tablit un gradient de temp
rature est de l�ordre du diam�tre du �l $��%� Dans le cas o&
le solide� amorphe� est constitu
 de cristallites entre lesquels la conductivit
 est faible� la
distance � consid
rer est de l�ordre du diam�tre de la cristallite� Toute imperfection dans la
structure du solide va 
galement provoquer des gradients de dilatation �et de contraintes��
et donc des pertes par le ph
nom�ne d
crit ici $��%�



��
� DISSIPATIONS DES ONDES ACOUSTIQUES DANS LES SOLIDES ��

On a ici un ph
nom�ne typique d�an
lasticit
 � une r
ponse instantan
e suivie d�un
processus de relaxation� Le comportement fr
quentiel de l�angle de pertes sera donc�
comme nous l�avons montr
�

� � ��
��o

�� � ���
������

Le temps de relaxation �
quilibre des temp
ratures� est de l�ordre de

�eq �
�Cml

�

K
������

o& � est la densit
 du mat
riau� Cm la capacit
 calori�que massique� K la conductivit

thermique� l la distance entre les deux r
gions de temp
ratures di�
rentes� La fr
quence
caract
ristique de Debye �� qui maximise l�e�et thermo
lastique est donc de l�ordre de
grandeur de �

�� 
 K

�Cml�
������

Lorsque les fr
quences sont plus petites que ��� la d
formation se fait de mani�re
isotherme � lorsqu�elles sont plus grandes que ��� la d
formation est adiabatique� C� Zener
lie l�amplitude �� au module d�Young E� au coe"cient de dilatation �� � la temp
rature
T �

�� �
T��E

�Cm
������

Dans le cas o& il s�agit d�une mauvaise conduction de la chaleur entre cristallites� on trouve
une d
monstration similaire� o& l est la dimension d�une cristallite� On a alors $��%

�� 
 T��c�

Cm
������

c la vitesse du son �il s�agit d�un ordre de grandeur� on ne distingue donc pas ondes
transversales et longitudinales�� Le comportement fr
quentiel est en ���� si � � ��� enq
���� si �� � � � �� ��� � c�l�� et en ���� si � � ���

Si des cristallites de di�
rentes 
chelles se trouvent dans le bloc solide consid
r
� on aura
une superposition d�e�ets tels que ceux d
crits ci�dessus� et en particulier on peut obtenir
un spectre basse fr
quence continu�

Il est a priori possible de recuire le mat
riau pour augmenter la taille des cristallites et
tendre vers un monocristal� et ainsi diminuer les pertes dues � la mauvaise thermalisation
d�une cristallite � l�autre�

La conclusion de l�
tude des pertes par thermo
lasticit
 est que pour diminuer l�angle de
pertes �et donc le bruit thermique� il faut� sinon diminuer la temp
rature� au moins choisir
un mat
riau avec un faible coe"cient de dilatation� une grande capacit
 calori�que et un
petit module d�Young �ce qui est 
quivalent � choisir de grandes vitesses du son��
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����� Dissipations par interaction phonon
phonon

L�
quation ���� ne prend en compte que les termes d�ordre le plus bas dans la description
de l�
nergie potentielle� Avec les termes d�ordre plus 
lev
� le changement de coordonn
es
lin
aire n�est plus possible� Les modes de vibration ne sont alors plus ind
pendants les uns
des autres� et des transferts d�
nergie vont s�e�ectuer des uns vers les autres � pour un mode
consid
r
� il y a dissipation d�
nergie�

Si le r
seau est parfaitement lin
aire� deux ondes acoustiques de fr
quences f� et f� sont
compl�tement ind
pendantes� Si des non�lin
arit
s existent �i�e� des termes d�exposant
d�ordre sup
rieur � � dans ������ une petite fraction de l�
nergie va servir � cr
er de nouvelles
ondes de fr
quences f� � f� et f� � f�� C�est l�e�et � umklapp� $�	� ��%� qui provoque la
di�usion Raman du son par le son� Ce processus permet d�
valuer un libre parcours moyen
des phonons� qu�il reste � traduire en termes d�angle de pertes� Les 
tudes actuelles sur ces
ph
nom�nes se font dans le domaine des ultrasons $��%�

����� Dissipations par interaction phonon
�lectron

Dans un m
tal parfaitement cristallin� les ondes acoustiques� en mettant le r
seau ionique
en mouvement� agitent 
galement le gaz d�
lectrons� Ce gaz poss�de une viscosit
� ce qui
am�ne une dissipation du son $��%� L�angle de pertes par ce ph
nom�ne semble tr�s faible�

����� Dissipations par propagation de dislocations

Dans un solide monocristallin� de nombreux d
fauts peuvent exister � places vacantes dans
le r
seau� impuret
s� dislocations� d
sinclinaisons� Sous l�e�et des contraintes apport
es par
une vibration� ou simplement sous l�e�et de l�agitation thermique� les lignes de dislocation
qui joignent les impuret
s peuvent se d
placer de fa�on irr
versible� ou bien vibrer $��%� Si le
solide n�est pas cristallin mais amorphe� on peut regrouper ces ph
nom�nes sous l�
tiquette
de r
arrangements atomiques� Ceux�ci absorbent une partie de l�
nergie acoustique d�une
vibration�

La th
orie de Granato�L0cke $��% pr
dit un angle de pertes dans la gamme des ultrasons �

� � �L�
 ����	�

o& � est la densit
 de dislocations� L la longueur moyenne d�une dislocation et 
 la
pulsation� Dans la gamme basse fr
quence� la vibration d�une ligne de dislocation de
longueur L produit un pic de Debye� Comme le � mesur
 para#t plut!t constant avec
la fr
quence� on suppose une distribution continue des longueurs L fa�on � rendre compte
du comportement exp
rimental�

Les th
ories sur la dissipation des ondes acoustiques par la propagation des dislocations
sont donc encore inachev
es� Dans l�
tat actuel� les formules font intervenir des param�tres
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rarement accessibles �densit
 de dislocation� vecteur de Burger � � � � ou des distributions
arbitraires des temps de relaxation� Quoiqu�il en soit� les pertes dues aux dislocations sont
toujours proportionnelles � la densit
 de dislocation � celle�ci peut �tre r
duite par recuit
du mat
riau�

����� Dissipations par pertes de recul

Lorsqu�un 
l
ment m
canique de masse m� est en vibration �par exemple un �l tendu�� il a
tendance � mettre son support en mouvement� Le cas id
al est bien s r celui o& le support
est in�niment rigide et �xe �grande inertie�� Mais en g
n
ral le support est �exible et sa
masse n�est pas in�nie � sa vibration est donc une source de pertes pour l�
nergie stock
e
dans l�oscillateur � on a a�aire � des pertes de recul� Cette situation peut �tre mod
lis
e
par la �gure ����

1

k

M M

x

x x

k F2 1

2 1

2

Fig� ��� ( Mod
le pour les pertes de recul

m� est la masse e�ective de l�oscillateur dont on veut limiter les pertes�m� la masse e�ective
du support� Les constantes de raideur e�ectives k� et k� sont li
es aux fr
quences propres
de vibration du support et de l�oscillateur

k� � m�

�
� et k� � m�


�
� ������

Pour tenir compte des pertes� on ajoute des parties imaginaires ��� et ��� aux constantes
de raideurs comme pr
c
demment� On suppose �� et �� du m�me ordre de grandeur� On
fait une analyse harmonique du rapport F�x� et on identi�e sa partie imaginaire avec
m��e� 


�
�� ce qui donne �e�� l�angle de pertes de recul�

Les deux 
quations du mouvement du syst�me sont

m�
x� � �F � k��x� � x�� ������

m�
x� � �k��x� � x��� k�x� ������

et l�analyse harmonique donne� en posant � � 
�
�� �� � 
��
� et 	 � m��m�

� F

x�
� m�


�
�

�
�� � �� � i�� �

�� � i���
�

	����� � i��� � � � i�� � 	��

�
������
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On peut v
ri�er que l�angle de pertes e�ectif est

�e� � �� � ��
���

	���� � ����
������

Si le mat
riau du support a un angle de pertes trop grand� et est de masse trop petite�
l�angle de pertes est d
grad
 par les pertes de recul� que ce soit hors r
sonance �� 
� �� ou
� r
sonance �� � ���

A r
sonance du support �� � ����

�e� � �� �
�

	�����
������

�e� peut �tre 
lev
� Dans une mesure de �e��
�� la r
sonance de la structure devient donc
apparente�

����
 Pertes par adaptation d�imp�dance

Dans le cas d�ondes acoustiques longitudinales dans un barreau� l�imp
dance s�
crit Z �
S
p
�E� o& S est la section $��%� Pour 
viter un rayonnement des ondes acoustiques �

l�interface de deux barreaux connect
s par la section� il faudrait chercher des mat
riaux
tels que les imp
dances soient tr�s di�
rentes l�une de l�autre�

Dans le cas de contacts de solides de formes quelconques� il faudrait pouvoir quanti�er la
part d�onde transversale et d�onde longitudinale en chaque point de l�interface� conna#tre
l�angle d�incidence de chacune et en d
duire le facteur de d
sadaptation d�imp
dance�
Sauf con�guration particuli�re� ce programme n�est pas r
alisable� L�imp
dance est donc
inconnue � mais un choix de mat
riaux tels que

p
�E est tr�s di�
rent de part et d�autre

de l�interface para#t pouvoir donner de bons r
sultats� � condition que l�angle de pertes de
chacun reste petit�

Pour limiter le rayonnement des ondes acoustiques� il para#t judicieux de r
duire les surfaces
de contact� Par exemple� lors du contact d�un cylindre de longueur l avec un plan� la surface
est donn
e par l�
quation $��%

Scontact �

vuut�F l

�

��� �����E� � ��� �����E�

��d�
������

o& E� et �� sont les modules d�Young et de Poisson du cylindre� E� et �� ceux du solide plan
et F la force avec laquelle l�un est press
 sur l�autre� G
n
ralement le choix des mat
riaux
ne permet pas une grande variation des modules d�Young � la r
duction du rayon du cylindre
minimise donc la surface de contact�
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����� Dissipations par amortissement dans l�air

Lorsqu�un r
sonateur est dans l�air� des ondes acoustiques y sont g
n
r
es qui emportent
l�
nergie acoustique stock
e� Dans les conditions normales de pression� l�angle de pertes
d�amortissement par l�air est

� �
�P

���

s
Cp	

CvRT
������

o& P est la pression du gaz� 	 sa masse mol
culaire moyenne� � la densit
 du solide� � la
vitesse du son dans le solide� En atmosph�re rar
�
e� le libre parcours moyen des mol
cules
de gaz est grand devant la longueur d�onde du son dans le gaz � il faut alors utiliser� par
exemple pour un cylindre de longueur L et de diam�tre D

� �
P

���

�
� �

L

D

�s
		

�RT
������

Par exemple� pour un r
sonateur � quartz o& L � D� si P � �
�� mbar� � � ���
���� Pour
d�autres mat
riaux� les constantes � et � sont du m�me ordre de grandeur � un vide de �
��

mbar su"t pour ne pas �tre sensible � cette source de pertes� Par contre� la mesure d�un
angle de pertes petit �� ���
��� n�est pas possible dans l�air�

����� Autres sources de pertes

D�autres sources de pertes sont possibles� Un mauvais poli des surfaces est suppos
 �tre
une source probable de pertes� Des frottements des 
l
ments solides aux points de contact
am�nent 
galement des dissipations des ondes acoustiques sous forme de chaleur� Un choix
ad
quat d�espaceurs peut limiter ces e�ets�

En fait� les sources possibles sont tellement vari
es que dans une exp
rience il est tr�s
di"cile d�identi�er la source principale de pertes� Les t1tonnements sont d
licats� d�une
mesure � l�autre des 
l
ments non ma#tris
s peuvent varier�

Il semble int
ressant de rappeler que le coe"cient de qualit
 m
canique varie beaucoup
avec la temp
rature� Sp
cialement dans les basses et tr�s basses temp
ratures �de l�ordre
du Kelvin�� il devient particuli�rement 
lev
 $��%� Autour de ��� K� la courbe � � f�T �
pr
sente un pic � c�est le pic de Bordoni� Celui�ci est apparemment d aux dislocations� Par
recuit du mat
riau� il peut presque compl�tement dispara#tre�
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Fig� ��� ( D�pendance en temp�rature de Q�� pour un r�sonateur 	 quartz 	 � MHz

Fig� ��� ( D�pendance en temp�rature de Q�� pour un r�sonateur aluminium 	 �� kHz

Dans des g
n
rations ult
rieures d�antennes gravitationnelles interf
rom
triques� il sera
peut��tre n
cessaire de refroidir les masses suspendues pour gagner plusieurs ordres de
grandeur en sensibilit
�
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������ Dissipations � conclusion

Les sources de pertes dans les mat
riaux sont nombreuses� Les exp
riences montrent qu�on
a souvent� dans une gamme de fr
quences de quelques Hz � quelques dizaines de kHz� un
angle de pertes constant en fonction de la fr
quence� qu�on peut supposer d aux pertes
par propagation de dislocations par exemple� Si le mat
riau pr
sente une dimension petite
devant la longueur d�onde acoustique ��l� membrane�� les pertes thermo
lastiques doivent
aussi �tre prises en compte�

��
 Premi
re �valuation du bruit thermique

Les consid
rations e�ectu
es jusqu�� pr
sent permettent une premi�re 
valuation du bruit
thermique dans Virgo� dans la gamme spectrale �� Hz(� kHz� Ce bruit est constitu

par l�excitation thermique des modes de r
sonance des substrats des miroirs et de leurs
suspensions�

Modes violonMode pendule Modes internes des masses

Fig� ��	 ( Sources de bruit thermique dans Virgo

Le mouvement pendulaire des masses� l�excitation des vibrations des �ls de suspension et
la vibration des modes internes des masses provoque un changement de distance entre
les surfaces test
es par le faisceau lumineux� et ce bruit de position simule une onde
gravitationnelle �

�hn � ��x�Lc ����	�

Lc 
tant la longueur des cavit
s Fabry Perot� Les bruits 
tant ind
pendants� il faut sommer
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quadratiquement les contributions de chacune des sources� pour chacun des miroirs �

�x�total �
X

� miroirs
mode pendule
modes violon
modes internes

�x� ������

Les deux chapitres suivants fournissent une 
tude plus d
taill
e du bruit thermique des
�ls et du bruit thermique des miroirs� Ici on ne tient pas compte du bruit thermique des
modes violon� n
gligeable en dehors des r
sonances comme on le verra par la suite�

����� Bruit thermique pendulaire

On s�int
resse ici seulement au mouvement pendulaire des substrats des miroirs le long de
l�axe de la cavit
 �axe Ox�� On le mod
lise par un pendule simple �

M

L

x

Fig� ��� ( Mouvement pendulaire du Substrat d�un miroir

L�
quation du mouvement est� si l�on ne tient pas compte des pertes �

MLp
x � �Mgx ������

o& M est la masse suspendue� g est la constante d�acc
l
ration� Lp la longueur du pendule�
La constante de raideur 
quivalente au sch
ma ��� est donc

kp �
Mg

Lp

������

et la fr
quence de r
sonance

fp �
�

��

r
g

L
������

Pour tenir compte des dissipations� on ajoute une partie imaginaire � la constante de raideur
comme d
crit pr
c
demment � on choisit un angle de pertes qu�on prend arbitrairement
constant�
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La longueur des �ls est de ��� m � la fr
quence de r
sonance est alors fp � 
� � Hz� L�analyse
spectrale dans Virgo se fait au�dessus de �� Hz � on est dans le cas f � fp� Le bruit
thermique d�un pendule est donc

�x� � �kBT
�
�

p

Mm
�
������

o& Mm est la masse du miroir consid
r
� Le bruit de position r
sultant du mouvement des
quatre pendules sera donc �deux miroirs d�entr
e et deux miroirs de fond�

�x�tot �
X

� pendules

�x�un pendule ������

o& la masse vaut ���� kg pour les miroirs de fond et ���� kg pour les miroirs � l�entr
e des
cavit
s Fabry Perot� Pour une application num
rique� on prend arbitrairement � � �
�	�
�kBT � �� ����
��� J� D�o&

�xtot � �� 	��
���
�
�
Hz

f

����

m�
p
Hz ������

et la sensibilit
 spectrale en h

�hn � �� ���
���
�
�
Hz

f

����

�
p
Hz ������

����	 Bruit thermique des miroirs

Pour une premi�re 
valuation du bruit thermique des miroirs� on utilise la formule ����
en donnant � la masse M la moiti
 de la valeur de la masse physique du miroir comme le
sugg�re P� Saulson $��%� et en donnant � la fr
quence de r
sonance la valeur de la premi�re
fr
quence de r
sonance � sym
trie cylindrique ���� kHz pour le miroir d�entr
e des cavit
s
Fabry Perot� ��	� kHz pour le miroir de fond�� On se situe donc dans le cas o& f � � f �� et

�x�tot � �� �� �kBT




�
�

Mm�e
�
��e

�
�

Mm�r
�
��f

�
������

o& un facteur � est d au nombre de miroirs �deux miroirs d�entr
e� deux miroirs de
fond� et un autre � l�estimation de la masse e�ective� D�o&� en prenant arbitrairement
��
� � cste � �
�	

�x � �� ���
���
�
�


Hz

f

����

m�
p
Hz ����	�

et la sensibilit
 spectrale en h

�hn � �� �	��
���
�
�


Hz

f

����

�
p
Hz ������
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����� Bruit thermique dans l�interf�rom�tre Virgo

En reprenant les approximations pr
c
dentes� la densit
 spectrale de bruit thermique
limitant la sensibilit
 de Virgo est �

Fig� ���� ( Premi
re estimation de la sensibilit� de Virgo

On a ajout
 le bruit de photons tel que calcul
 au deuxi�me chapitre de la premi�re partie�

��� Mesure de faibles pertes

Les 
quations d
velopp
es en ��� sugg�rent trois fa�ons de mesurer des coe"cients de
qualit
 
lev
s�

( mesure � r
sonance du temps de relaxation de la r
ponse impulsionnelle �

( mesure spectrale de la largeur � mi�hauteur de la r
sonance en r
ponse � un bruit
blanc

( mesure du retard de phase� hors r
sonance� � une excitation harmonique�
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La premi�re m
thode utilise l�
quation ���� La mesure de 
� est ais
e� On d
tecte 
galement
l�enveloppe Ae�t�� � et soit en utilisant deux points sur la courbe� soit en ajustant les
param�tres� on mesure � � On en d
duit donc Q � 
����� L�inconv
nient de cette m
thode
est le temps de mesure relativement long � pour une mesure sur une dur
e de longueur de
l�ordre de � � il faut de l�ordre de �� minutes pour mesurer un Q de ���
� � ��� Hz et il
faudrait de l�ordre de � heures �� min pour mesurer un Q seulement �� fois plus grand �
la m�me fr
quence�

La deuxi�me m
thode de mesure utilise l�
quation ����� La largeur de spectre �f � mesurer
est de l�ordre de f��Q� donc de l�ordre du mHz pour un coe"cient de qualit
 de �
� � ���
Hz et �
�� Hz si Q vaut �
	� Un analyseur de spectre faisant une analyse en bande 
troite
devra donc int
grer pendant des temps du m�me ordre de grandeur que ci�dessus pour
mesurer des Q 
lev
s�

La troisi�me m
thode est de faire une mesure hors�r
sonance� On utilise alors l�
quation
���	� La di"cult
 est alors double� Elle est d�abord de mesurer de tr�s petits retards
de phase� ce qui demande de bien contr!ler les temps de propagation des signaux� Elle
vient surtout du fait que la valeur de la constante de raideur est 
lev
e� et donc pour des
excitations ayant des ordres de grandeur raisonnables� il est di"cile sinon impossible de
faire sortir le d
placement du bruit de fond�

��� Conclusion

Il est di"cile� particuli�rement dans une situation exp
rimentale� de choisir entre les
nombreux mod�les de dissipation� De plus� les mesures n�
tant faites qu�� r
sonance� la
d
pendance de l�angle de pertes avec la fr
quence reste hypoth
tique� La ma#trise de
l�angle de pertes est donc d
licate� Elle est pourtant cruciale par ses cons
quences sur
la sensibilit
 d
�nitive de l�antenne� sur le nombre d�
v
nements annuels observables et sur
les d
veloppements de l�astrophysique qui s�ensuivent�
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��

Chapitre �

Bruit thermique des �ls de

suspension

On traite ici du bruit de longueur des cavit
s Fabry Perot d au mouvement pendulaire
des substrats des miroirs ainsi qu�aux modes violon de leurs suspensions� On se limite aux
mouvements dans l�axe des cavit
s optiques � les mouvements dus au bruit thermique dans
les autres directions sont n
gligeables �cf� $��%��

��� Bruit thermique pendulaire

Le bruit thermique pendulaire� comme nous l�avons vu dans le chapitre pr
c
dent� s�exprime
par �pour des fr
quences sup
rieures � la fr
quence de pendulaison� �

�x� � �kBT
�p


�
p

Mm
�
�����

Mm 
tant la masse d�un miroir� Il reste donc � d
terminer �p en fonction des pertes internes
au �l�

Le mouvement pendulaire est d
termin
 par deux forces � la force de gravitation et une
force due � la raideur du �l� L�
quation du mouvement de la masse suspendue est alors

Mm
x � �kpx� nkix �����

o& x est la position du miroir dans l�axe du faisceau� kp � Mmg�Lp est la constante de
rappel due � la gravitation et ki la constante de rappel due � la raideur d�un �l tendu
�n � � �ls suspendent le miroir� �

ki �
q
T�EI��L

�
p �����

o& T� est la tension d�un �l� �un quart du poids de la masse suspendue puisqu�il y a � �ls
de suspension�� E le module d�Young du mat
riau et I le moment d�inertie de la section
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I �
R
r� dx dy� r 
tant la distance � l�axe par rapport auquel se fait le mouvement � pour

un cylindre� I � �R���� o& R est le rayon du �l� Pour les sections de �ls de suspension que
l�on consid�re� ki � kp�

La force de rappel gravitationnelle kpx n�est pas dissipative � la force de rappel due �
la raideur du �l fait intervenir un angle de pertes interne au mat
riau du �l �w � ki �
ki�� � i�w�� L�
quation ��� devient alors� en analyse spectrale

Mm

��x � �k�� � i�p��x �����

o& k � kp� �p � �wki�kp� L�angle de pertes du mouvement pendulaire �p s�exprime donc
en fonction de l�angle de pertes du mat
riau de la suspension par $��%

�p�
� � �w�
�
�

�Lp

s
EI

T�
�����

Si on choisit la section du �l de mani�re � �tre � une fraction � de la limite 
lastique Re�

�p�
� � �w�
�
�

�Lp

s
ES

���Re

�����

La solution de r
f
rence de Virgo comporte des �ls de suspension en acier �� cordes �
piano�� � ceux supportant les miroirs d�entr
e de ���� kg ont un diam�tre de �	� 	m et
ceux supportant les miroirs de fond de ���� kg ont un diam�tre de ��� 	m� Pour des �ls
d�acier� le module d�Young est de ��� GPa et la limite 
lastique ��� GPa � le diam�tre est
calcul
 de fa�on � ce que chaque �l soit � �� / de sa limite 
lastique� On trouve alors que
si les pertes internes �w sont constantes et 
gales � �
��� le mode pendule a un angle de
pertes de �� 	���
�
 pour les miroirs d�entr
e et de �� �
���
�	 pour les miroirs de fond�

Le bruit thermique pendulaire est alors

�xtot � �� ����
���
�
�
Hz

f

����

m�
p
Hz �����

et la sensibilit
 spectrale en h

�hn � �� ����
���
�
�
Hz

f

����

�
p
Hz ���	�

��� Bruit thermique des modes violon

Chaque �l de suspension des blocs cylindriques vibre selon ses modes propres � cette
vibration est excit
e par le bruit thermique� Ces modes sont appel
s � modes violon ��
La masse suspendue est mise en mouvement par ces vibrations�
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M
xx x

Fig� ��� ( Di��rents modes de r�sonance des suspensions

Pour calculer le bruit thermique des modes violon� on identi�e chaque r
sonance � un
oscillateur � pertes� Le bruit thermique s�
crit alors sous forme de s
rie $��� ��%

�x� �
�kBT




�X
n��

�n

�
n

	n
h
�
�

n � 
��� � ��n

�
n

i �����

o& 
n est la pulsation du nemode violon et 	n sa masse e�ective� On doit sommer sur les
� �ls de suspension� On n
glige la raideur dans le calcul des fr
quences de r
sonance �ce
qui est justi�
 pour un �l �n tendu�� Les fr
quences de r
sonance sont alors multiples d�un
fondamental

fn � nf� � n
�

�Lp

s
T�
�S

������

o& T� est la tension d�un �l� � sa densit
 et S sa section�

La masse 
quivalente de chaque mode� comme on le d
montrera avec le mod�le � constantes
r
parties� vaut

	n �
Mm

�


�
n


�
p

������

o& 
n � 
p� 
p 
tant la pulsation du mode pendule�

On suppose que �n�
� est� � une fr
quence donn
e� identique pour chaque mode �n � �v� ce
qui peut �tre vrai par exemple si il s�agit de pertes internes ind
pendantes de la g
om
trie
de la vibration� On d
montrera par ailleurs dans le paragraphe ����� que l�angle de pertes
des modes violon est double de l�angle de pertes du mode pendule

�v � ��p� ������

Pour approximer le bruit en dehors des fr
quences de r
sonance� on somme le bruit des
deux modes violon les plus proches 
n et 
n�� et on cherche la contribution � la fr
quence
�
n � 
n������ On trouve alors un bruit hors r
sonance des modes violon� pour les quatre
�ls de suspension d�un miroir� 
gal �

�x� � �kBT
���v�
�


�
p

M
�
�
�

pour f � f� ������
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o& 
� est la pulsation du premier mode violon� Ce r
sultat peut aussi s�
crire� en exprimant

p et 
� en fonction des caract
ristiques du �l�

�x� � �kBT
��

��
�v�
�mf

M�
�
pour f � f� ������

o& mf est la masse du �l� D�o&� pour l�ensemble de l�interf
rom�tre� un bruit des modes
violon hors r
sonance

�x � �� ���
���
�
�

Hz

f

����

m�
p
Hz ������

et la sensibilit
 spectrale en h

�hn � �� ���
���
�
�

Hz

f

����

�
p
Hz ������

Le bruit hors r
sonance des modes violon est en�dessous du bruit des modes internes du
miroir� On ne s�en soucie donc pas � on cherche seulement � diminuer le nombre de pics de
r
sonance �de largeur tr�s petite puisque le coe"cient de qualit
 est 
lev
�� Pour diminuer
le nombre de pics parasites dans le spectre de sensibilit
 de l�interf
rom�tre� on a int
r�t �
avoir le �l le plus �n possible�

On obtient� pour f 
 f��

�x� �
�kBT




	�v

�
p

M
�
�

X
n��

�

n�
������

En utilisant
P�

n�� ��n
� � ����
� on a

�x� �
�kBT




��

��

�vm
�
f

M�
�
p

����	�

Dans ces conditions� avec les donn
es employ
es pour la construction de Virgo $��%� la
sensibilit
 de l�interf
rom�tre limit
e par le bruit thermique des �ls est celle de la �gure
����



��	� MOD�LE � CONSTANTES R�PARTIES ��

Fig� ��� ( Bruit thermique des �ls � Mod
le avec s�rie de r�sonateurs

Sur la �gure� les deux lignes droites donnent l�amplitude du sommet des pics des modes
violon et le bruit des modes violon en dehors des r
sonances� La courbe en trait continu
�gure la somme des bruits pendulaire et des modes violon� Les courbes en pointill
s
repr
sentent la contribution du pendule seul et celle des deux premiers modes violon�
Le bruit des modes violon hors r
sonance est l
g�rement sous�estim
� car l�approximation
du bruit par la somme des deux modes violon les plus proches est insu"sante � le facteur
exact de correction appara#t dans le paragraphe suivant�

��� Mod
le � constantes r�parties

Je me propose de montrer ici un mod�le simple� utilisant des r
sultats d
j� connus pour
les lignes 
lectriques hyperfr
quences� Il permet le calcul du bruit thermique du mode
pendule et des modes violon simultan
ment� Ne sont consid
r
es que les ondes acoustiques
transversales le long des �ls de suspension� et seuls les d
placements dans la direction de
la cavit
 optique sont pris en compte� La masse suspendue est suppos
e ponctuelle�
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	���� �quations de propagation

La propagation d�ondes transversales le long d�un �l dont on n
glige la raideur est r
gie
par les 
quations $��%

�S
���

�t�
�
�T

�x
� 
 ������

T � �T� ��
�x

������

� d
signe la densit
 volumique du �l� S sa section� ��x� t� le d
placement transversal d�un
point situ
 � l�abscisse x du �l� T��T �x� t� est la tension du �l au point x� T� est la tension
constante du �l � dans le cas des suspensions de Virgo� T� est le poids du substrat divis

par le nombre de �ls de suspension� En notant v�x� t� � ����t� il vient imm
diatement

�S
�v

�t
�
�T

�x
� 
 ������

�v

�x
�

�

T�

�T

�t
� 
 ������

donc v�x� t�� de m�me que T �x� t� et ��x� t�� ob
it � l�
quation de propagation

��v

�t�
� c�t

��v

�x�
� 
 ������

o& ct est la vitesse de propagation des ondes transversales�

c�t �
T�
�S

������

La raideur du �l a 
t
 n
glig
e � l�
quation de propagation qui en tient compte devient $��%

T
���

�x�
� �S

���

�t�
� EI

���

�x�
������

avec I � �����r�� r 
tant le rayon du �l� On v
ri�e sur le r
sultat �nal que le deuxi�me
terme du membre de droite est n
gligeable dans la gamme de fr
quence int
ressante pour
Virgo� Un d
veloppement complet tenant compte de la raideur a 
t
 e�ectu
 dans l�article
$��%�

Les conditions aux limites sont �
� l�extr
mit
 �xe du �l �x � 
��

��
� t� � v�
� t� � 
 ������

� l�extr
mit
 o& est accroch
e la masse M �x � L��

M
���

�t�
� T�

��

�x
� f�t� ������

o& f�t� est la force appliqu
e sur la masse�
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	���	 Analogie avec des lignes �lectriques

Les 
quations ���� sont formellement identiques � l�
l
ment de ligne

S 

v(x) v(x+dx)

T(x) T(x+dx)

ρ

C = 1/To

Fig� ��� ( Analogie �lectrique formelle des �quations de propagation

Ces 
quations sont 
galement 
quivalentes m
caniquement � une s
rie d�oscillateurs

k=To/dx

ρSdx

Fig� ��� ( Sch�ma m�canique �quivalent

L�analogie 
lectrique permet d�utiliser imm
diatement tous les r
sultats connus sur les
lignes hyperfr
quences�

	���� R�solution des �quations de propagation

La solution g
n
rale des 
quations ����� quelles que soient les conditions aux limites� s�
crit

T �x� t� � F��ctt� x� � F��ctt� x� ����	�

v�x� t� �
�

Rc

�F��ctt� x�� F��ctt� x�� ������

F� et F� sont deux fonctions quelconques et l�imp
dance caract
ristique Rc est d
�nie par

Rc �
q
�ST� ������
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En faisant une analyse harmonique des solutions�

T �x� t� � ei�t�T�e
��x � T�e

�x� ������

v�x� t� �
ei�t

Rc
�T�e

��x � T�e
�x� ������

o& T� et T� sont deux nombres complexes� et

� � i� � i



ct
������

En posant le coe"cient de r
�exion ��x� � T�
T�
e��x � ��x � 
�e��x� les grandeurs T et v

s�
crivent aussi

T �x� t� � ei�te��x�� � ��x�� ������

v�x� t� �
ei�t

Rc
e��x��� ��x�� ������

L�imp
dance au point x se d
�nit par

Z�
� x� �
T �
� x�

v�
� x�
� Rc

� � ��x�

�� ��x�
� Rcz�
� x� ������

z�
� x� est l�imp
dance r
duite au point x� Si z� est l�imp
dance r
duite � l�origine� au
point x on aura

zx �
z� � tanh��x�

�� z� tanh��x�
������

De la condition � la limite x � 
 que l�on a exprim
e d
coule ��
� � � donc Z� � ��
L�
quation 
tablie en x � L permet de poser

TL � i
MvL � f�
� ����	�

Le syst�me global se mod
lise donc par

ligne

T

v

-f

M

Z L0

L

Fig� ��� ( Analogie �lectrique des suspensions
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Si le �l a une longueur L� comme il y a quatre �ls connect
s � la masse suspendue� la force
f voit une imp
dance m
canique

ZM � iM
 � �
Rc

tanh��L�
������

	���� Fr�quences de r�sonance

La valeur de l�imp
dance ���� nous permet de calculer le mouvement de la masse M
lorsqu�on applique une force f

�L � f�
�

�M
� � �T��
ct tan��L


������

Le d
nominateur s�annule pour

tan��L� �
�T�
ctM


������

Pour le mouvement du mode pendule� �L� �� on trouve donc la fr
quence de r
sonance


p �
q
g�L ������

Les autres fr
quences fn v
ri�ant l�
quation ���� sont telles que tan��L� � 
� soit

fn � nf� avec f� �
ct
�L

������

La mod
lisation par constantes r
parties permet de calculer au passage la masse 
quivalente
des modes violon dans un mod�le o& on d
veloppe les r
sonances en s
rie d�oscillateurs
m
caniques� Le rapport �L�fo �
quation ����� vaut approximativement

�L
fo

�
X
n��

�

	n�
�
n � 
��

������

o&

	n �
M

�

�
� �


�
n


�
p

�
������


� � 
p ������


n � n
�

L

s
T�
�S

������

	n est la masse 
quivalente du mode violon n�

Le d
veloppement ��� en s
rie de r
sonateurs est donc valide� m�me en dehors des
fr
quences de r
sonance�
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	���� Pertes acoustiques

Le mod�le d
crit jusqu�� pr
sent ne contient pas de pertes� On peut cependant compl
ter
le mod�le�

Les pertes au point de contact des suspensions avec le support �x � 
� se mod
lisent
facilement en prenant la charge en bout de ligne Z� non in�nie� On posera Z� � R par
exemple pour simuler un frottement au point de contact�

Pour simuler des pertes internes� on ajoute comme d�habitude une partie imaginaire � la
constante de raideur k du sch
ma ���� ce qui revient sur le sch
ma 
lectrique � multiplier le
terme ��C du circuit 
lectrique 
quivalent par �� i�� on obtient alors le circuit 
quivalent

C=1/To

v(x)

T(x)

ρ

T(x+dx)

v(x+dx)

S 

R=To/ωφ

Fig� ��� ( Analogie �lectrique avec pertes

On est dans le cas g
n
ral d�imp
dances quelconques

Y

v(x)

T(x)

v(x+dx)

T(x+dx)

Z1

2

Fig� ��� ( �l�ment de ligne avec pertes

Il a fallu poser

Z� � i�S
 ����	�

Y� �
i


T��� � i��
������
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Le param�tre � prend donc la nouvelle valeur

� �
q
Z�Y� � � � i� ������

o& � � 
�ct et � � ����� L�imp
dance caract
ristique Rc �
q
Z��Y� ne change pas de

valeur au premier ordre ��� ���

L�imp
dance vue par la force f vaut donc

ZM � �Rc�L
� � tan���L�

��L� � tan���L�
� i

�
M
 � �Rc

tan��L� ��� ��L��

��L� � tan���L�

�
������

	���� Bruit thermique

L�imp
dance m
canique 
tant connue� le bruit thermique est calculable� On suppose �
constant avec la fr
quence�

Pour 
p 
 
 
 ��f�� on trouve le bruit du mode pendule pour la suspension d�un miroir

�x� � �kBT
�����
�

p

M
�
������

En comparant avec l�
quation ���� on voit que l�angle de pertes � introduit dans ce mod�le
est li
 � l�angle de pertes du mouvement pendulaire �p

� � ��p ������

Pour f � f�� en dehors des r
sonances des modes violon� on trouve un bruit thermique

�x� � �kBT
	mf�

M�
�
������

Dans l�
quation ����� le bruit hors r
sonance ne tenait compte que des deux modes violon
les plus proches� et 
tait l
g�rement sous�estim
� En fait� comme on peut le voir ici� il
aurait fallu remplacer le facteur ����� par 	� L�angle de pertes de notre mod�le 
tant celui
des modes violon �il d
�nit la largeur � mi�hauteur des pics�� il vient

�v�
� � ��p�
� ������

��� Choix du mat�riau

Deux solutions sont possibles pour le choix du mat
riau� La premi�re est d�optimiser le
facteur de renforcement K � 
p


w
� o& �p est l�angle de pertes associ
 au mode pendule et �w
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l�angle de pertes internes au mat
riau� en admettant que �w est plus ou moins identique
dans tous les mat
riaux� ind
pendant de la fr
quence et de l�ordre de �
���

L�alternative est de minimiser les pertes thermo
lastiques� Cela est 
quivalent � choisir la
fr
quence �� du pic de Debye hors de la bande de fr
quences o& le bruit pendulaire domine�
et � minimiser le facteur K��� o&

�� �
T��c�

Cm

������

o& c� repr
sente la vitesse du son des ondes transversales� c� � T���S� La fr
quence de
Debye se calcule par

�� � 
� ���
K

�Cm�d����
������

o& d est le diam�tre du �l� En fait� les mesures existantes semblent montrer que �w est
ind
pendant de la fr
quence $��� �	%� de l�ordre de �� $��%� C�est donc le facteur K�� qu�on
optimise�

Pour d
terminer la section� on choisit la plus petite possible dans des limites raisonnables
de s
curit
� c�est���dire que la contrainte maximale se trouve � �� / de la limite 
lastique
�ind
pendamment de ce qui peut exister en catalogue�� Les calculs sont e�ectu
es pour les
suspensions des miroirs d�entr
e�

Les donn
es se trouvent r
sum
es dans le tableau suivant� o& � est la densit
 du mat
riau
�en kg�m���� E le module d�Young �en GPa�� Re la limite 
lastique �en MPa�� Cm la
capacit
 calori�que massique �en J�kg���� � le coe"cient de dilatation thermique ���
�	��
d le diam�tre du �l �en microm�tres�� �� les pertes thermo
lastiques ���
�	� � la fr
quence
de Debye� K � �p��w ���
��� le coe"cient entre les pertes du mode pendule et les
pertes internes du mat
riau et en�n K�� ���
�	� les pertes si �w � constante � ��� Les
caract
ristiques des mat
riaux sont issues du catalogue $��%�

Mat
riau � E Re Cm � d �� K K��

Tungst�ne dur ����� ��� ��	� ��� ���
 ��� ��
 ���� ����
Corde � piano �	�� ��� ���� ��� �	 ��� ��

 
��	� ��
�
Saphir ��	� ��� �	� ��� ��	 �		 ��	
 ���� 	���
Quartz ���� �� �	 ��� 
��� ���� ���	 ���
 
�
���
Silice fondue ���� ��� �� ��� 
��� ���� ��	� ���� 
�
�
�
Cu�	)Be� 	��� ��� ��� ��� �� ��� �


 ��
� ��
�
Nickel 	��� ��� ��� ��� �� ��� ���
 ���� ��	�
��� L ���� ��� 	�� ��� �� ��� ���
 ���� ����
��� L ���� ��� ��� ��� �� 	�� ���
 ���
 ����
Cuivre 	��� ��� ��� �	� �� ��	 ���
 ���� ����
Niobium dur 	��� ��� ��� ��	 ��� ��� ��� ���� ����
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Il appara#t imm
diatement que si les pertes internes sont � un niveau constant de l�ordre
de �
��� la corde � piano est le meilleur choix� et l�angle de pertes qu�on peut attendre
alors est de �p � �� 	��
�	 pour la suspension des miroirs d�entr
e� Si les pertes internes
sont de l�ordre des pertes thermo
lastiques� alors le meilleur choix est une suspension en
silice ou en quartz � les chi�res pour ces mat
riaux sont int
ressants en raison de leur faible
coe"cient de dilatation� En fait� pour le quartz� la limite 
lastique ne peut pas �tre atteinte�
il y a des l
sions de surface pour des tensions plus faibles� et donc la section qui appara#t
ici n�est pas r
aliste $��%�

��	 Mesures de mat�riaux

M� Pham�Tu et moi�m�me avons men
 � Orsay une campagne de mesure des coe"cients
de qualit
 des modes violon d�un �l tendu $��%� De la mesure de l�angle de pertes des modes
violon peut se d
duire l�angle de pertes du mode pendule� moyennant certaines hypoth�ses
sur la d
pendance en fr
quence de cet angle de pertes�

	���� Dispositif exp�rimental

Implantation m�canique

Le �l � tester est tendu entre deux 
taux� Ces 
taux� dont on peut faire varier la position
angulaire� sont solidaires d�une structure massive en aluminium formant un portique� Il
est possible d�ins
rer des espaceurs cylindriques dans les m1choires de l�
tau� pour tester
l�in�uence de l�espaceur et de son orientation sur l�angle de pertes �voir �gure ��	��

La tension du �l est r
glable entre � et �� kg au moyen d�un dynamom�tre�

L�ensemble de la structure se situe dans une enceinte � vide o& la pression r
siduelle est
d�environ �
�� mbar�

Les vibrations du �l tendu sont excit
es par une petite tige coll
e sur la membrane d�un
haut�parleur� Lorsque la tension alternative aux bornes du haut�parleur est su"sante �de
l�ordre de � V�� la tige vient frapper le �l� Si la fr
quence d�excitation est voisine d�une
fr
quence de r
sonance du �l� la vibration de celui�ci devient visible � l�+il nu �de l�ordre
de la fraction de mm�� Lorsque l�excitation est brusquement interrompue� l�oscillation
s�att
nue lentement jusqu�� la position de repos�

Dispositif de mesure

Le dispositif de d
tection est constitu
 d�un laser de � mW et d�une photodiode en regard�
chacun situ
 � l�ext
rieur de l�enceinte� en face d�un hublot� Ces 
l
ments sont mont
s sur
une table x�y qui permet un positionnement �n� Il est ais
 de montrer que la lumi�re re�ue
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Fig� ��	 ( Dispositif exp�rimental de mesure des coe�cients de qualit� des �ls
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varie avec

P � Pmax



�� �

�
erf

�
x� x� �R

w��
p
�

�
�

�

�
erf

�
x� x� � R

w��
p
�

��
� Po�set ����	�

o& x est la variation de coordonn
e du �l� x� une abscisse absolue� lue sur un vernier� Pmax

la puissance 
mise par le laser et Po�set un d
calage des tensions d au courant d�obscurit

de la photodiode et � la lumi�re ambiante r
siduelle� La fonctions erf est d
�nie par

erf�x� �
�p
�

Z x

�
e�u

�

du ������

L�exp
rience permet de v
ri�er cette formule et d�estimer la valeur des di�
rents param�tres
��gure �����

Lors d�une excitation sinuso'dale� le signal est ampli�
 � l�aide d�un ampli�cateur bas bruit�
�ltr
 par un ampli�cateur s
lectif pour 
liminer le bruit hors de la fr
quence de mesure
��gure ������

Un analyseur de spectre permet la mesure pr
cise de la fr
quence de r
sonance� Il permet

galement de constater si la r
sonance est d
g
n
r
e ou non� Pour la mesure du temps de
relaxation� le signal est redress
 puis �ltr
� ce qui permet de ne conserver que l�enveloppe�
Un oscilloscope et un micro�ordinateur font l�acquisition du signal � un programme
d�ajustement de courbe exponentielle permet alors le calcul du temps de relaxation�

Fig� ��� ( Caract�ristique du syst
me de mesure du mouvement du �l
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Fig� ���� ( D�tection des r�sonances du �l
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Fig� ���� ( D�tection de la relaxation

Fig� ���� ( Estimation des param
tres de la d�croissance
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Pour cette exp
rience� le �l est une corde � piano �acier� de ��� 	m de diam�tre �ce que l�on
retrouve par la largeur � mi�hauteur de la courbe�� Un ajustement des param�tres permet
de d
duire que le faisceau a une largeur de w � ��� 	m sur le �l� le faisceau laser incident
induit une tension de ��	 V en l�absence de �l� la position du vernier o& un maximum de
lumi�re est cach
e par le �l est x� � �
� � mm et la tension d�
cart est ���� V� Le maximum
de sensibilit
 aux vibrations du �l est obtenu lorsque le �l cache la moiti
 de la lumi�re du
faisceau incident� c�est���dire lorsque la tension continue sur la photodiode est de l�ordre de
� V� La r
ponse est alors quasiment lin
aire� et le syst�me de d
tection a une dynamique
de ���� V)mm�

Les courbes recueillies apr�s redressement et �ltrage ont bien la forme d�une exponentielle
d
croissante� comme le montre la �gure ���� prise pour un �l de tungst�ne de diam�tre
��� 	m� tendu par une force d�environ �� N�

Une 
chelle logarithmique en axe vertical �amplitude de l�oscillation� permet de v
ri�er
la loi exponentielle de d
croissance et permet l�estimation des di�
rents param�tres �par
exemple� pour la m�me mesure que ci�dessus� cf� la �gure ������

Chaque mesure est r
p
t
e plusieurs fois � l�erreur sur le r
sultat est variable� suivant le �l

tudi
 � elle est de l�ordre de � /� avec une valeur extr�me de �� /� Lorsque l�incertitude
sur la mesure est grande� c�est que la r
sonance est d
g
n
r
e et deux vibrations voisines
sont excit
es� Le signal� apr�s d
tection� est alors ondul
� ce qui a�ecte beaucoup la valeur
de l�angle de perte calcul
�

	���	 In�uence des espaceurs

Deux types d��espaceurs�� cales introduites dans les m1choires des 
taux� ont 
t
 essay
s�
Les premiers sont des cylindres d�acier� les seconds des plaques� Les r
sultats ne montrent
pas d�in�uence 
vidente du type d�espaceur sur le r
sultat de la mesure� pour les mesures
sur une corde � piano de diam�tre ��� 	m ��gure ������ Chaque mesure de coe"cient
d�angle de pertes du mode violon �v est convertie en angle de pertes internes du �l �w� La
courbe des pertes thermo
lastiques est inscrite � titre de r
f
rence�

	���� In�uence de la tension du �l

La tension du �l ne para#t pas beaucoup in�uencer l�angle de pertes internes� L�exemple
d�un �l de tungst�ne est r
sum
 par le graphique ����� Sur cette courbe� les coe"cients
de qualit
 mesur
s sont convertis en pertes internes �w� La courbe de dissipation
thermo
lastique est imprim
e pour r
f
rence�

Les pertes internes sont de l�ordre de �
��� et ne semblent pas d
pendre de la fr
quence�
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Fig� ���� ( In�uence des espaceurs sur l�angle de pertes

Fig� ���� ( Q en fonction de la tension du �l
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	���� Comparaison aux pertes thermo�lastiques

Pour certains mat
riaux� les r
sultats sont tr�s proches des pertes thermo
lastiques� Par
exemple� pour un �l cuivre�b
ryllium� les pertes sont celles de la thermo
lasticit
 lorsque
celles�ci sont 
lev
es �fr
quences au�dessus de ��� Hz� �gure ������

Fig� ���� ( Q d�un �l cuivre�b�ryllium

	���� Pertes internes pour di��rents mat�riaux

Pour chaque mat
riau� on donne le diam�tre du �l �en microns�� la fr
quence du pic de
Debye� le facteur K � �p��w� la tension du �l �en kg�� La longueur du �l tendu entre les

taux est d�environ ���� m�

Pour chaque mesure� on donne le num
ro de l�harmonique� sa fr
quence� le nombre de
mesures e�ectu
es� le coe"cient de qualit
 du mode violon mesur
 et le coe"cient �w qui
en est d
duit� Lorsque plus de � mesures ont 
t
 faites� l�
cart type est calcul
�
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Corde � piano

Le �l a un diam�tre de ��� 	m� le pic de Debye est � �� � �� Hz� le facteur K vaut ���
���
la tension est de � kg�

n fi N Qv���
�� �w���
���
� ��� � ��
��
� 
� ����
� 
�
� ��� � ���� 
�	�
� �	� � 
����
� � ��
� �
� ��� � ��	� 
���
� ��� � 
����
� 
� 
����
� 
�

Aux alentours de la fr
quence de Debye� les pertes thermo
lastiques dominent�

Tungst�ne dur

Le �l a un diam�tre de ��� 	m� le pic de Debye est � �� � ���
 Hz� le facteur K vaut
�� 
���
��� la tension est de ��� kg�

n fi N Qv���
�� �w���
���
� ��� � ����
� �� 
����
� 
�
� ��� � ��
�
� �� 
����
� 
�
� ��� � 
����
� �� �����
� �
�� ��� � �����
� �� 
��	�
� 
�
� ��� � ���� ���	
� ��� � ��� ��
�
� ��� � ���� ��
�
� 	�� � ���� ��
�

Cuivre�B�ryllium

Le �l a un diam�tre de ��� 	m� le pic de Debye est � �� � �


 Hz� le facteur K vaut
�� ����
��� la tension est de � kg�

n fi N Qv���
�� �w���
���
� �� � ���� 
�	
� ��� � �����
� � ���� 
� �
� ��	 � �����
� � ��
��
� �
� ��� � ��� ���
� ��� � ��� ���
� ��� � ��� ���
� ��	 � ��� ���
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Nickel�Chrome

Le �l a un diam�tre de ��� 	m� le pic de Debye est � �� � ��
 Hz� le facteur K vaut
�� ����
��� la tension est de � kg�

n fi N Qv���
�� �w���
���
� ��� � ��� ���
� ��� � �����
� 
� ���	�
� 
�
� ��	 � 
����
� 
� ��	� 
� �
� ��� � ���	�
� �� ���� 
� �
� ��	 � ��	��
� �� 
����
� ��
� 	�� � ��� 
���
� ��� � ��� 
��

Niobium �croui

Le �l a un diam�tre de ��� 	m� le pic de Debye est � �� � 	
� Hz� le facteur K vaut
�� ����
��� la tension est de ��� kg�

n fi N Qv���
�� �w���
���
� 	� � �����
� �� 
����
� 
�
� ��� � ���� 
���
� ��� � ���� 
���
� ��� � ��� 
���
� ��� � ��� 
�		
� ��� � ��� ��

	 ��� � ���� 
�	�
� �	� � ���� 
��

Titane Ti���Al
�V�

Le �l a un diam�tre de ��� 	m� le pic de Debye est � �� � �

 Hz� le facteur K vaut
�� ����
��� la tension est de � kg�

n fi N Qv���
�� �w���
���
� ��� � ��� 
���
� ��� � ����
� 
� 
���
� 
�
� ��	 � �����
� 
� ��

�
� 
�
� ��� � ���� ����
� ��	 � ��� ���	
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Tungst�ne Rh�nium

Le �l a un diam�tre de ��� 	m� le pic de Debye est � �� � ���� Hz� le facteur K vaut
�� 	���
��� la tension est de � kg�

n fi N Qv���
�� �w���
���
� �		 � ���� 
� � 
����
� 
�
� ��� � ����
� �� 
����
� 
�
� ��� � ��� 
��
� ��� � ���� ����
� ���	 � �� 
�
� 
�	�
� 
�
� ���� � �����
� �� 
����
� 
�

Saphir

Le �l a un diam�tre de ��� 	m� le pic de Debye est � �� � ��

 Hz� le facteur K vaut
�� 
	��
��� la tension est de ��� g�

n fi N Qv���
�� �w���
���
� ��� � 
�� ��
� ��� � ���� 
� � 
�	��
� 
�
� ��� � ��	� 
� � ��

�
� 
�
� 			 � ��� ���

Les pertes mesur
es pour le saphir sont beaucoup moins int
ressantes que ce � quoi on
pouvait s�attendre� Peut��tre ici n�est on pas sensible aux pertes internes mais � des pertes
de frottement aux points de contact�

	���� Choix du mat�riau

Les mesures pr
c
dentes semblent montrer que les pertes internes �w�
� sont constantes
sauf si l�on est au voisinage de la fr
quence de Debye o& les pertes thermo
lastiques
dominent �comme par exemple pour la �corde � piano���

Le choix d�un mat
riau pour le �l prend donc en compte �

( Un facteur de pertes internes �w faible et une fr
quence de Debye su"samment

lev
e� au�dessus de la bande de fr
quence o& le bruit pendulaire domine� par exemple
�� � �

 Hz�

( Un facteur K � �p��w su"samment faible�
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Le premier rep�re permet de retenir� parmi les mat
riaux mesur
s� le tungst�ne et le
tungst�ne�rh
nium parce que leur fr
quence de Debye est particuli�rement 
lev
e �grande
conductivit
 thermique et faible capacit
 calori�que�� et le niobium parce que ses pertes
internes sont particuli�rement faibles� Le deuxi�me rep�re retient la corde � piano dont le
facteur K para#t int
ressant� Pour ces quatre derniers mat
riaux� on suppose �w constant�

gal � ce qui a 
t
 mesur
 pour les premiers modes� L�angle de pertes du mode pendule est
alors� pour des suspensions pouvant supporter les miroirs d�entr
e de Virgo

Mat
riau �w K �p
Tungst�ne ���
�� �� ����
�� �� ���
�


Tungst�ne�rh
nium ���
�� �� ����
�� �� ���
�


Niobium �� ���
�� �� ����
�� �� ���
�


Corde � piano ���
�� �� 	���
�� �� 
��
�


La di�
rence �nale entre les di�
rents mat
riaux n�est pas tr�s importante� La valeur pour
la corde � piano est trop optimiste � sa fr
quence de Debye est basse ���� Hz�� on est
sensible aux pertes thermo
lastiques� En fait� la comparaison entre le mod�le de pertes
constantes �w � �
�� et un mod�le o& les pertes sont la somme quadratique de ces pertes
constantes et des pertes thermo
lastiques montre que la di�
rence n�est pas tr�s sensible
�cf� �gure ������

Le Tungst�ne�Rh
nium semble meilleur� Cependant� comme la premi�re fr
quence de mode
violon est aussi plus basse� le gain r
el en sensibilit
 n�est pas tr�s important ��gure ������
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Fig� ���� ( Corde 	 piano avec �tirets
 ou sans �trait plein
 pertes thermo�lastiques

Fig� ���� ( Comparaison entre un �l en acier �trait plein
 et un �l en tungst
ne�rh�nium
�trait pointill�
 pour la sensibilit� de l�interf�rom
tre
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��
 Conclusion

Le bruit pendulaire est simple � calculer lorsqu�on conna#t la fonction de dissipation� Il
faut donc pouvoir exprimer les pertes en fonction des pertes internes du mat
riau�

Le bruit des modes violon peut se calculer en identi�ant chacune des r
sonances � un
r
sonateur� La seule di"cult
 est le calcul des masses 
quivalentes de chacun des modes�
Un mod�le � constantes r
parties� 
quivalent � un circuit 
lectrique hyperfr
quence� a
l�int
r�t d�expliquer simultan
ment le bruit pendulaire et le bruit des modes violon� et de
fournir les masses 
quivalentes de ces derniers� Il permet 
galement de mod
liser les pertes
de recul ou les fuites aux points d�attache� On 
tablit un rapport entre le coe"cient de
qualit
 du mode pendule et celui du mode violon qui serait observ
 � la m�me fr
quence�

Les discussions du chapitre pr
c
dent sur les processus de dissipations autorisent un choix
a priori du mat
riau pour au moins minimiser les pertes par e�et thermo
lastique� Les
mesures e�ectu
es � Orsay peuvent �tre compar
es aux pr
dictions de la thermo
lasticit
�
On constate alors que les pertes semblent avoir un seuil constant auquel se superposent les
pertes thermo
lastiques lorsque celles�ci sont dans la gamme de mesure�

L�ensemble de ces consid
rations permet une estimation du bruit thermique des suspensions
� attendre pour Virgo� En fait� il n�est pas tr�s di�
rent de celui qu�on obtient avec un
mod�le simple de corde � piano� sans pertes thermo
lastiques�

Le bruit de position des miroirs dus au mouvement pendulaire thermique est donc

�xtot � �� ���
���
�
�
Hz

f

����

m�
p
Hz ������

et la sensibilit
 spectrale en h correspondante

�hn � �� ���
���
�
�
Hz

f

����

�
p
Hz ������

Pour am
liorer sensiblement ce r
sultat� il faut soit refroidir les �ls� soit trouver un mat
riau
� tr�s faibles pertes� La solution qui consiste � suspendre le miroir par deux boucles de �ls
peut 
galement �tre remise en cause� pour trouver un nouveau syst�me�



��

Chapitre �

Bruit thermique des substrats des

miroirs

Chaque mode de vibration interne des substrats cylindriques des miroirs est excit

thermiquement� Un calcul pr
cis du bruit simulant une onde gravitationnelle doit tenir
compte de la d
formation de la surface et de son couplage avec un faisceau lumineux�

La d
marche suivie commence par mod
liser chaque mode de r
sonance par un r
sonateur
unidimensionnel� Le premier param�tre � 
valuer est la fr
quence de r
sonance� On
rappellera la m
thode de Hutchinson permettant de calculer celle�ci� Cette m�me m
thode
fournit les outils pour calculer la d
formation en chaque point du solide� et donc� pour
une 
nergie acoustique donn
e� l�amplitude de d
formation en chaque point de la surface
et le d
phasage produit sur le faisceau lumineux� Le calcul de la masse 
quivalente dans
le mod�le de l�oscillateur est alors ais
�

Le calcul du bruit thermique interne des masses n
cessite encore la connaissance du facteur
de dissipation ��
�� que l�on peut obtenir exp
rimentalement� La limitation de sensibilit

de l�antenne gravitationnelle due � ce mode de vibration peut alors �tre 
valu
e�

��� Fr�quences de r�sonance des miroirs

����� Calcul des fr�quences

La d
termination des fr
quences de r
sonance d�un solide peut se faire par un programme
d�
l
ments �nis� Pour un cylindre libre dans l�espace� il existe une m
thode de calcul plus
pr
cise� d
velopp
e en ��	� par J�R� Hutchinson $��%� L�int
r�t de cette m
thode n�est pas
dans la pr
cision qu�elle permet dans le calcul des fr
quences de r
sonance � il est dans les
calculs qu�elle permet par la suite � d
formation de la surface et couplage avec un faisceau
gaussien� calcul de l�
nergie acoustique stock
e� toutes op
rations beaucoup plus laborieuses
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avec un programme par 
l
ments �nis� La m
thode utilise les 
quations de propagation des
ondes acoustiques dans les milieux continus� On supposera pour ce calcul des fr
quences
que les ondes acoustiques se propagent sans att
nuation�

Les substrats des miroirs de Virgo peuvent �tre consid
r
s comme libres dans l�espace�
c�est���dire avec des contraintes nulles en tout point de la surface� Dans la solution de
r
f
rence de construction de Virgo� ces substrats sont accroch
s par deux boucles de �ls
m
talliques� Ces �ls n�exercent des contraintes que localement� aux points de contact�

Une onde acoustique se propage suivant l�
quation

���t �u � 	��u� ��� 	� �grad �div �u� �����

o& �u est le d
placement d�un point quelconque du solide� � et 	 sont les coe"cients de
Lam
� En analyse harmonique� �u � �u��r� �� z�e

i�t� On ne consid�re que le phaseur �u� par
la suite�

Il para#t naturel de rechercher des solutions en coordonn
es cylindriques � l�
quation ����
A�E�M� Love $��% en a fourni trois ind
pendantes �

�u��r� �� z� �

�
B� �r Jn��r� cos��z � � �

�
� cos�n� � ���

�n
r

Jn��r� cos��z � � �
�
� sin�n�� ���

�� Jn��r� sin��z � � �
�
� cos�n�� ���

�
CA �����

�u��r� �� z� �

�
B����r Jn��r� cos��z � � �

�
� cos�n� � ���

�n
r

Jn��r� cos��z � � �
�
� sin�n�� ���

��� Jn��r� sin��z � � �
�
� cos�n�� ���

�
CA �����

�u��r� �� z� �

�
B��

n
r

Jn��r� cos��z � � �
�
� cos�n�� ���

�r Jn��r� cos��z � � �
�
� sin�n�� ���




�
CA �����

z est la coordonn
e le long de l�axe du cylindre� r la coordonn
e radiale et � la coordonn
e
angulaire� L�origine est �x
e au centre du cylindre� Jn est la ne fonction de Bessel� Les
solutions d�A�E�M� Love montrent que n est le nombre de diam�tres nodaux et que � est
un indice de parit
 indiquant si les faces oppos
es vibrent en phase �� � �� ou en opposition
de phase �� � 
�� Cette classi�cation des r
sonances est coh
rente avec les observations de
Mac�Mahon $��% en �����

L�onde �u� est longitudinale� �u� et �u� sont des ondes transversales� c�est���dire que �rot�u� � 

et div �u� � div �u� � 
�

Pour v
ri�er l�
quation de propagation des ondes acoustiques� les coe"cients �� � et � sont
tels que

�� � �� �

�

c�l
�����

�� � �� �

�

c�t
�����
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o& les vitesses des ondes longitudinales et transversales sont d
�nies en ���� et �����

Une onde acoustique doit v
ri�er l�
quation ���� ainsi que

��x� y� z�vu � 
 �����

o& u est la coordonn
e normale � la surface et v une coordonn
e quelconque� Comme nous
l�avons montr
� ��� est un ensemble de � 
quations �� 
quations pour chacune des trois
surfaces du cylindre��

Il est impossible d�annuler toutes les contraintes sur les surfaces du cylindre avec une
des ondes de Love� L�id
e de J�R� Hutchinson est d�utiliser un ensemble de combinaisons
lin
aires de celles�ci

�uA � �C��u���A� �A� � C��u���A� �A� ���	�

�uB � �C��u���B� �B� � C��u���B� �B� �����

�uC � �C	�u���C � �C� � C��u���C � �C� ������

et on recherche une solution g
n
rale sous la forme �

�u �
NZX
i��

Ai�uAi �
NRX
j��

Bj�uBj �
NZX
k��

Ck�uCk ������

o& �A � �A� �A ont les indices i� �B� �B et �B ont les indices j� et �C � �C et �C les indices
k� Les entiers NR et NZ donnent le nombre d�
l
ments retenus dans la s
rie� On les choisit
de fa�on � ce que la convergence soit acceptable $��% et tels que

NZ � NR
H

�R
������

R est le rayon du cylindre� H en est l�
paisseur�

Il est alors possible de calculer les tenseurs de d
formation et de contraintes �voir $��% pour
le calcul d
taill
��

Il faut annuler � contraintes sur chacune des surfaces� soit en z � �H�� �
�Arz � 
 ������ �Brz � 
 ������ �Crz � 
 ������

�A�z � 
 ������ �B�z � 
 ������ �C�z � 
 ����	�

�Azz � 
 ������ �Bzz � 
 ����
� �Czz � 
 ������

et en r � R �

�Arz � 
 ������ �Brz � 
 ������ �Crz � 
 ������

�Arr � 
 ������ �Brr � 
 ������ �Crr � 
 ������

�Ar� � 
 ����	� �Br� � 
 ������ �Cr� � 
 ����
�
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Soit donc �	 contraintes � annuler�

Parmi ces �	 
quations aux limites� les 
quations ����� ����� ���� et ���	 permettent d�
tablir

�Ai � �Ci ������

sin��Ai
H

�R
� ����� � 
 ������

������

L�
quation ���� fournit

J�n��BjR� � 
 ������

Les 
quations ����� ���� et ����� et ����� impliquent des relations entre C� et C�� entre C�

et C�� entre C� et C	� On peut donc d
terminer ces � coe"cients� pour que les 
quations
d
crites soient v
ri�
es�

Les � 
quations aux limites restantes impliquent des relations matricielles entre les
coe"cients Ai� Bj et Ck � elles fournissent les nombres ai� bij� ci� �aji� �bj� �cji� �ai� �bij� �ci tels
que

aiAi �
NRX
j��

bijBj � ciCi � 
 i � �� �� � � � �NZ ������

NZX
i��

�ajiAi ��bjBj �
NZX
i��

�cjiCi � 
 j � �� �� � � � �NR ������

�aiAi �
NRX
j��

�bijBj � �ciCi � 
 i � �� �� � � � �NZ ������

Sous forme matricielle� ceci peut s�
crire�

�
a b c
�a �b �c

�a �b �c

�
��
�
B�AB
C

�
CA �

�
B�


�
CA ����	�

o& a� c� �b� �a et �c sont des matrices diagonales� D
�nissons les matrices suivantes�

a� � a� c��c����a ������

�a� � �a� �c��c����a ������

b� � b� c��c����b ������
�b� � �b� �c��c����b ������

d � �b� � �a��a����b� ������

les matrices A� B et C doivent v
ri�er

dB � 
 ������

A � ��a����b�B ������

C � ���c���
h
�aA��bB

i
������
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On trouve �nalement qu�il faut annuler le d
terminant de la matrice d� Seules certaines
fr
quences sont solutions� Parmi celles�ci� il faut encore retirer celles qui correspondent
� une d
g
n
rescence des matrices� qui sont appel
es fausses fr
quences� Les solutions
restantes sont num
rot
es par un indice m�

Chaque fr
quence de r
sonance est donc caract
ris
e par trois nombres

( l�ordre circonf
rentiel n qui indique le nombre de diam�tres nodaux�

( la parit
 � qui vaut � �modes impairs� si les faces oppos
es vibrent en phase et �
�modes pairs� si elles vibrent en opposition de phase�

( un num
ro d�ordre m pour n et � donn
�

J�ai d
velopp
 le code � CYPRES � $��% qui calcule les r
sonances d�un cylindre par la
proc
dure qu�on vient de voir� et le bruit thermique par la m
thode qu�on va d
crire par
la suite�

����	 Mesures des fr�quences de r�sonance

On remarque que la valeur calcul
e semble �tre une valeur approch
e par exc�s � quand
on fait cro#tre NR et NZ� la fr
quence diminue� Une convergence int
ressante est obtenue
lorsque le plus petit des deux termes vaut � �cf� $��%��

Il est int
ressant de comparer les fr
quences de r
sonance obtenues avec des mesures � c�est
ce que Hutchinson a fait en comparant ses r
sultats aux mesures e�ectu
es par Mac�Mahon�
Pour les substrats en silice fondue �H
rasil� des miroirs de Virgo� nous pouvons 
galement
comparer les pr
dictions aux mesures e�ectu
es � Orsay $��� �	� ��% sur des blocs de ��
cm de diam�tre et �	 cm d�
paisseur ��� kg�� et aux r
sultats fournis par le logiciel aux
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l
ments �nis SYSTUS $��% �

Programme Mesures �l
ments �nis
�CYPRES� $��% $�	% $��% SYSTUS
Mode freq� freq� � freq� � freq� � freq� �
n���m Hz Hz � Hz � Hz � Hz �
����� ���� ���� 
��� ���� 
�	� ���� 
�	� ���� ���

���� ���
����� ���� ���� 
 ���� 
�
� ���� 
�
� ���� ���
����� ���	
����� ���� ���� 
���
����� ���� ���� 
�
�
����� ���	
����� ���� ���	 ���
����� ���� ���� 
�	
����� 	���
����� 	���

L�
cart � est calcul
 avec �valeur calcul
e � valeur mesur
e� ) valeur calcul
e� Certaines
fr
quences n�ont pas 
t
 mesur
es � lorsque les mesures ont 
t
 men
es� le programme de
calcul des fr
quences n�existait pas � il est di"cile alors de rechercher des r
sonances tr�s

troites dans un spectre lorsqu�on n�a pas d�indication sur le lieu o& les trouver� De plus�
ces mesures n�avaient pas pour but une recherche syst
matique des r
sonances� mais une
mesure des coe"cients de qualit
�

On remarque que le programme par 
l
ments �nis pr
dit des valeurs l
g�rement sur
valu
es�
ce qui est normal � le pas �ni de la maille augmente la raideur du solide� Deux valeurs sont
parfois donn
es par SYSTUS� correspondant � deux r
sonances de formes identiques mais
l�une avec une sym
trie suivant �Ox�� et l�autre suivant �Oy�� L�accord entre les valeurs
pr
dites et les valeurs mesur
es semble tr�s bon� inf
rieur � � / dans la plupart des cas�
Il n�est sans doute pas possible de r
duire encore cet 
cart� D�une part� la pr
cision de
la fr
quence pr
dite est limit
e par le nombre de termes NR et NZ retenus dans la s
rie
et par la pr
cision des donn
es dont on dispose sur le mat
riau �� /�� D�autre part� de
l
gers 
cart � la forme cylindrique id
ale peuvent 
galement provoquer une variation des
fr
quences�

En�n� le bon accord permet de v
ri�er que la suspension par deux boucles de corde � piano
ne change pas notablement les conditions par rapport � un miroir libre dans l�espace�
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��� Calcul des masses �quivalentes

��	�� D�placement �quivalent pour un faisceau gaussien

Un des coe"cients Ai� Bj et Ck doit �tre choisi arbitrairement �par exemple A��� Les

quations ����� ���� et ���� permettent alors de calculer la d
formation de la surface� mais
l�amplitude est arbitraire�

La donn
e de la fr
quence de r
sonance d�un mode donn
e et du coe"cient A� par exemple
permet de calculer l�ensemble des autres coe"cients et donc la d
formation de la surface�
avec une amplitude arbitraire ��x
e par A���

Un mode TEM�� dont le col a une dimension w sur la surface du miroir verra donc un
d
placement

�z �
Z
surface

uz�r� �� z � h�P �r� �� r dr d� ������

o& P est la distribution d�intensit
 de lumi�re�

P �r� �� �
�

�w�
exp���D

�

w�
� ����	�

Si le faisceau est centr
� D � r� sinon D �
q
r� � d� � �rd cos��� ���� Ici d est la distance

entre le centre du faisceau et l�axe du miroir��� est un angle relatif � l�axe �Oy� par exemple�

Avec les formules de d
placement ����� ����� ������ on voit imm
diatement que si le faisceau
est centr
 sur le miroir et si n 	 �� alors �z � 
 �l�int
grale suivant � s�annule�� Seuls
les modes n � 
� � sym
trie cylindrique� appel
s �modes tambour�� sont donc bruyants�
Les miroirs de Virgo n�
tant ni des cylindres tr�s plats ni de longs tubes� la fr
quence de
r
sonance la plus basse �mode ������ ne donne donc pas de bruit pour la d
tection� Le
mode bruyant de plus basse fr
quence est alors le mode ������

��	�	 Calcul de l��nergie acoustique stock�e

Le param�tre suivant du r
sonateur � obtenir est la masse e�ective� Pour cela� on calcule
la densit
 d�
nergie potentielle acoustique stock
e $��%

dE �



�

�

�X
i

Eii

��

� 	
X
i�k

E�
ik

�
dV ������

o& Eij est le tenseur de d
formation�

La trace du tenseur de d
formation peut se calculer analytiquement � elle est nulle pour les
ondes transversales puisqu�il n�y a pas variation de volume� et son expression pour les ondes
longitudinales est simple� Le deuxi�me terme par contre doit �tre int
gr
 num
riquement�
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Pour une amplitude donn
e� on peut donc calculer l�
nergie et le d
placement 
quivalent
vu par un faisceau gaussien � Si �z repr
sente le maximum de d
placement� on peut d
�nir
une masse e�ective de r
sonateur par

�

�
Mi


�
i�z

� � E ������

o& i est l�indice du mode �l�ensemble n���m��

��� Mod
le de calcul du bruit thermique

����� Proc�dure

Le programme �CYPRES� permet

( d�entrer les param�tres physiques relatifs au mat
riau du cylindre�

( d�entrer les param�tres du faisceau lumineux �taille du col� d
salignement 
ventuel��

( de cr
er les �chiers permettant l�a"chage de di�
rentes courbes� comme par exemple
la fr
quence de r
sonance en fonction de la taille pour comparaison avec les r
sultats
de J�R� Hutchinson � cela o�re par exemple la possibilit
 de concevoir le miroir de
mani�re � maximiser la premi�re fr
quence de r
sonance de mode tambour�

( de calculer pour une amplitude arbitraire �x
e par le programme� l�
nergie potentielle
acoustique� le d
placement 
quivalent pour un faisceau gaussien et en d
�nitive la
masse e�ective du r
sonateur 
quivalent�

����	 Validation des r�sultats

Le calcul des fr
quences de r
sonance est valid
 par comparaison aux r
sultats obtenus
par MM� Hutchinson et Mac�Mahon� et par comparaison avec les r
sultats exp
rimentaux
obtenus � Orsay� On peut 
galement v
ri�er que pour des facteurs d�aspects h � H���R�
petits� on obtient des modes fondamentaux impairs qui varient suivant la loi d
j� connue
f � H�R�� Les substrats des miroirs de l�exp
rience Virgo sont trop 
pais pour v
ri�er cette
relation � la m
thode d
velopp
e par J�R� Hutchinson pr
sente donc beaucoup d�int
r�t dans
ce cas�

On v
ri�e que le calcul de l�
nergie n�est pas sensible aux nombres NR et NZ de termes dans
la s
rie� quand NR et NZ sont su"samment grands �il y a bien convergence�� Il ne d
pend
pas non plus du pas d�
chantillonnage choisi dans le calcul num
rique de l�int
gration de
l�
nergie� au moins lorsque m n�est pas tr�s 
lev
� Lorsque m est 
lev
� le nombre �ni
de mailles dans chacune des dimensions ���� devient insu"sant pour que le r
sultat soit
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pr
cis � mais le temps de calcul d�un mode �quelques minutes� deviendrait alors r
dhibitoire�
N
anmoins� chaque mode contribue alors peu au bruit thermique � le couplage avec le
faisceau lumineux est faible et les masses 
quivalentes sont 
lev
es� La contribution de
chaque mode devenant faible� l�erreur sur le calcul de l�
nergie devient n
gligeable�

Les r
sultats $��% ont aussi 
t
 compar
s � ceux obtenus par l�
quipe de LIGO� qui ont
d
velopp
 une m
thode similaire en parall�le $��%� pour le calcul du bruit des miroirs du
prototype de �� m de Caltech� Les r
sultats sont compatibles�

����� R�sultats

Fr�quences de r�sonance des optiques de l
interf�rom�tre Virgo

La s
paratrice� en silice fondue� a un diam�tre de ��� mm et une 
paisseur de �� mm� Sa
masse est de � kg� Ses fr
quences de r
sonance inf
rieures � �� kHz sont donc

num
ro de mode fr
quences
� � � ���	
� � � �����
� � � �����
� � � �����
� � � ����
� � � �����
� � � �����

Le miroir de recyclage a un diam�tre de ��� mm et une 
paisseur de �� mm� Sa masse est
de ��� g� Les fr
quences de r
sonance en dessous de �� kHz sont donc

num
ro de mode fr
quences
� � � �����
� � � �����
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Les miroirs � l�entr
e des cavit
s ont un diam�tre de ��� mm et une 
paisseur de ��� mm�
Leur masse est de ���� kg� Leurs premi�res fr
quences de r
sonance sont

num
ro de mode fr
quences
� � � ���	�
� � � ����
� � � ����
� � � ���		
� � � 	���
� � � ��	��
� � � ����
� � � �����
� � � ����	
� � � ����
� � � �����

Les miroirs � l�extr
mit
 des cavit
s Fabry Perot ont un diam�tre de ��� mm et une

paisseur de ��� mm� Leur masse est de ���� kg� Leurs premi�res fr
quences de r
sonance
sont

num
ro de mode fr
quences
� � � �����
� � � ���	�
� � � �	��
� � � ��		�
� � � 	���
� � � �����
� � � ��	��
� � � ����
� � � ���	�
� � � 	���
� � � �����
� � � �����
� � � ����
� � � �����
� � � �����
� � � �����
� � � ����
� � � ��	��
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D�formation de la surface

Les modes r
sonnants ont des pro�ls vari
s

�a� mode ����� �b� mode ����� �c� mode �����

�d� mode ����� �e� mode ����� �f� mode �����

Les modes pairs et impairs ont des allures identiques�

Le bruit thermique se calcule par

�x� �
�kBT




X
modes i

�i�
�

�
i

Mi

h
�
�

i � 
��
�
� ��i �
�


�
i

i ������

La premi�re fr
quence de r
sonance se situe au�dessus du spectre de d
tection� D�o&� si les
pertes sont mod
lis
es par l�angle ��

�x� �
�kBT




X
modes i

�i�
�

Mi
�
i

������

et si le mod�le est celui d�un Q constant�

�x� � �kBT
X

modes i

�

QiMi
�
i

������
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On fait l�hypoth�se que l�angle de pertes est le m�me pour tous les modes � une fr
quence
donn
e� Cela peut �tre vrai quand� par exemple� les pertes sont internes� Si les pertes
n�
taient pas identiques pour les ondes longitudinales et les ondes transversales� ou si elles
d
pendaient de la g
om
trie du mode� alors il serait di"cile de poursuivre le calcul�

On est donc amen
 � 
valuer les facteurs

Meq

�
eq �

�X
i

�

Mi
�
i

���
� pour tous modes fi � fmax ������

dans le cas o& � est ind
pendant de la fr
quence� et

Meq

�
eq �

�X
i

�

Mi
�
i

���
� pour tous modes fi � fmax ������

si Q est constant�

La fr
quence de coupure fmax est d
termin
e de fa�on � ce que les s
ries convergent� En
pratique� lorsqu�on essaie di�
rentes tailles de miroirs� on choisit fmax � ��
 kHz� fmax � �

kHz� pour les calculs avec d
salignements du faisceau �beaucoup de modes entrent alors en
ligne de compte� et fmax � �

 kHz avec la taille d
�nitive choisie�

Miroir d
entr�e

Pour le miroir d�entr
e des cavit
s Fabry Perot� le col du faisceau vaut ���	 cm� On cherche
� optimiser les dimensions du substrats cylindrique� en supposant � constant � il faut donc
minimiser le rapport ��Meq


�
eq

Fig� ��� ( Optimisation de la taille du miroir d�entr�e
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L�
paisseur du miroir d�entr
e ne doit pas d
passer ��� mm � la puissance lumineuse
absorb
e devient alors trop importante $��%� On a alors int
r�t� pour minimiser le bruit
interne des miroirs� � prendre un petit rayon� Il faut faire l� un compromis avec le bruit
thermique pendulaire� qui diminue lorsque la masse augmente� On choisit donc R � ���
mm et H � �

 mm� On teste alors la convergence de la s
rie ��Meq


�
eq en fonction de la

fr
quence maximale de r
sonance calcul
e

Fig� ��� ( Convergence du bruit thermique en fonction de la fr�quence de coupure

La fr
quence de coupure fmax � �

 kHz semble donc acceptable ���	 modes sont calcul
s��
La fr
quence de coupure choisie pour le calcul des di�
rentes tailles ���� kHz� est trop basse�
mais donne un bon ordre de grandeur du r
sultat� On trouve pour les dimensions retenues
que Meq


�
eq � �� ����
� kg�s��� La masse du substrat d�entr
e est de ���� kg� la fr
quence

tambour fondamentale est de � ��� Hz� et la masse 
quivalente de ce mode est de ���� kg�

Miroir d
extr�mit� des cavit�s

Pour le miroir de fond� la taille du faisceau est de ���	 cm� L�optimisation des dimensions
du substrat conduit au r
seau de courbes
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Fig� ��� ( Optimisation de la taille du miroir de fond

Il n�y a pas l� de contraintes sur l�
paisseur du miroir� Par contre� un compromis avec le
bruit pendulaire am�ne � choisir un rayon de ��� mm� La meilleure 
paisseur est alors de
��� mm� Pour ces dimensions� on peut v
ri�er la convergence �

Fig� ��� ( Convergence du bruit thermique en fonction de la fr�quence de coupure

Lorsque fmax � �

 kHz� ��� modes sont calcul
s� On a alors Meq

�
eq � 	� 	���
� kg�s��� la

fr
quence tambour fondamentale est de � 	�� Hz pour une masse e�ective de ���� kg�
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Taille du col de faisceau

Il est int
ressant de voir ce qu�il advient du facteurMeq

�
eq lorsque la taille du faisceau varie�

de mani�re � donner des indications utiles pour des g
n
rations futures d�interf
rom�tres�
La fr
quence de coupure choisie pour ces calculs est fmax � �
 kHz�

Pour le miroir d�entr
e� on trouve

Col du faisceau �cm� ���	 � � � �
Meq


�
eq ���
� kg�s��� ���� ���
 ���� ���� ����

et des r
sultats similaires pour le miroir de fond

Col du faisceau �cm� ���	 � � 	 �
Meq


�
eq ���
� kg�s��� ���� ���� ���� �
�� ����

On a donc int
r�t � avoir le faisceau le plus large possible� ce qui est logique puisqu�ainsi
la d
formation de la surface est mieux moyenn
e�

D�salignement du faisceau

Quand le faisceau est d
salign
� tous les modes deviennent bruyants� Pour garder des
limites raisonnables au calcul� on choisit donc une fr
quence de coupure de �� kHz� Le
bruit d
pend aussi de la disposition des diam�tres nodaux des uns par rapport aux autres�
Le mod�le expos
 ici ne permet pas de briser la sym
trie cylindrique � on choisit donc de
faire le calcul dans le cas le plus d
favorable� o& on se situe sur un ventre de vibration pour
tous les modes �� � 
��

On a alors� pour le miroir de fond

D
salignement �cm� 
 � � � 	 �
 ��
Meq


�
eq ���
� kg�s��� ���� ���� ���� ���� ���� �
�	 �
��

et pour le miroir d�entr
e

D
salignement �cm� 
 
�� � ��� � ��� �
Meq


�
eq ���
� kg�s��� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

Le bruit thermique interne ne semble donc pas tr�s sensible aux d
salignements du faisceau�
L�am
lioration apparente du bruit pour de l
gers d
salignements vient du fait que la
contribution des modes tambour d
cro#t alors que la contribution des autres modes ne
devient pas encore apparente� Toutefois� la faiblesse de la fr
quence de coupure ne permet
pas de donner d�avis d
�nitif � du point de vue qualitatif� il semble qu�un l
ger d
salignement
soit indi�
rent�
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Conclusion

Avec les dimensions retenues pour les substrats des miroirs de Virgo� le bruit interne de
ceux�ci devient �

�x� �
�kBT



��
� ��

�
�

�� ����
�
�

�

	� 	���
�

�
������

D�o&

�x� � � � �
���� T

�

K
��
�

Hz

f
��

�

�
�	
� m��Hz ������

soit� en termes de sensibilit
 � h

�hn � �� ����
���
s
�

T

�

K
��
�

Hz

f
��

�

�
�	
� �

p
Hz ����	�

��� Des substrats en saphir�

Le saphir semble un mat
riau int
ressant � sa densit
 est presque deux fois celle de la silice
fondue ���	� kg)m� au lieu de ������ Pour des dimensions 
quivalentes� le bruit pendulaire
est donc r
duit� De plus� les vitesses du son sont plus 
lev
es � les fr
quences de r
sonance
sont donc plus grandes � ceci laisse penser que des miroirs en saphir donnent un bruit
thermique interne des substrats plus faible�

L�angle de pertes acoustiques internes est mal connu� mais il semble qu�il soit de l�ordre
de �
�
(�
�� $��%� La faisabilit
 de blocs de grandes dimensions semble possible $��%� Le
saphir 
tant un cristal� les propri
t
s optiques peuvent �tre di�
rentes d�un mat
riau
amorphe comme la silice fondue� Avant le choix d
�nitif d�un tel mat
riau� des 
tudes
de bir
fringence� de pertes optiques restent donc � faire�

L�
paisseur des miroirs d�entr
e en silice est d
termin
e par les pertes optiques � la lumi�re
absorb
e produit des dilatations et donc des gradients d�indice� La chaleur se propage plus
vite dans le saphir� on peut donc probablement supporter des pertes plus 
lev
es� Mais
l�
tude exacte n�
tant pas e�ectu
e� et les pertes optiques dans le saphir non mesur
es�
on se borne � supposer une 
paisseur identique ��� cm� aux substrats en silice� Pour un
diam�tre de �� cm� la masse d�un tel substrat est alors de �	�� kg� Une 
paisseur double
am�ne � une masse tr�s 
lev
e � on choisit donc de mettre les quatre miroirs de m�me
dimensions�

L�utilisation du code �CYPRES� n�est pas si 
vidente� Ce code est bas
 sur les 
quations
de l�
lasticit
 des milieux continus� 
videmment isotropes� Dans un cristal� la vitesse
de propagation des ondes acoustiques d
pend de la direction � strictement parlant� les
conditions ne sont pas remplies pour l�utilisation du code� Toutefois� une utilisation permet
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une premi�re estimation� m�me approximative� Une mesure des fr
quences de r
sonance
d�un 
chantillon cylindrique permettra de v
ri�er l�
cart � si celui�ci est faible� alors les
r
sultats sont valides� Cet avertissement 
tant e�ectu
 �et la mesure des fr
quences de
r
sonance restant � faire�� on peut calculer le bruit thermique d�un substrat en saphir�
Pour des miroirs de ��� mm de diam�tre et ��� mm d�
paisseur� les fr
quences de
r
sonance au�dessous de �� kHz ne sont alors qu�au nombre de deux� et valent ����� Hz
�mode ������ et �	��� Hz �mode �������

En faisant l�hypoth�se d�un angle de pertes constant� on trouve alors
� pour les miroirs d�entr
e des cavit
s Fabry Perot� Meq


�
eq � �� ����
�� kg�s��

� pour les miroirs d�extr
mit
� Meq

�
eq � �� �	��
�� kg�s��

La sensibilit
 limite due au bruit des modes internes du miroir est donc

�hn 
 �� ����
���
s
�

T

�

K
��
�

Hz

f
��

�

�
�

� �

p
Hz ������

La �gure ��� permet de comparer les sensibilit
s de Virgo si le miroir est en silice avec un
angle de pertes de ���	 �courbe du haut�� en silice avec un angle de pertes de ���
 �courbe
du milieu� et en saphir avec un angle de pertes de ���
 �courbe du bas�� Le diam�tre du
�l� dans chacune des con�gurations� est calcul
 de fa�on � �tre � chaque fois � �� / de
la limite 
lastique� Les fr
quences des modes violon sont donc les m�mes dans chacun des
cas�

��	 Mesures de facteurs de qualit�

La mesure des coe"cients de surtension m
canique des r
sonances suit le m�me principe
que dans le cas des �ls � exciter une r
sonance par application d�une force sinuso'dale sur le
cylindre� couper l�excitation et mesurer le temps de relaxation de l�amplitude de vibration�

L�excitation est e�ectu
e par une plaque de bandes parall�les� chacune alternativement
reli
e � une borne de l�alimentation 
lectrique� Le cylindre� � quelques millim�tres de cette
plaque� agit comme un di
lectrique dans un condensateur � l�
nergie est minimale lorsque le
di
lectrique est compl�tement entre les deux plaques� Lorsqu�une tension est appliqu
e� une
force s�exerce donc sur le cylindre� Une tension alternative permet d�exciter les r
sonances�

La d
tection est simplement constitu
e par un faisceau laser se r
�
chissant sur le miroir
puis tombant sur une photodiode � quadrants� Lorsque le miroir vibre� la lumi�re sur
chacun des quadrants est di�
rente � une mesure di�
rentielle permet la mesure d�une
grandeur proportionnelle � l�amplitude de vibration �voir �gure �����

Les mesures ont 
t
 e�ectu
es pour des intervalles de �� et � cm entre les deux boucles de
suspension �corde � piano�� Nous avons 
galement� apr�s la premi�re campagne de mesure�
fait polir le miroir sur ses bords� pour 
tudier l�e�et des pertes de surface�
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Fig� ��� ( Sensibilit� de l�interf�rom
tre pour di��rents types de miroirs �voir texte
� La
courbe du haut est pour un miroir en silice avec un angle de pertes ��
� � �
�	� la courbe
centrale pour un miroir en silice avec ��
� � �
�
� la courbe du bas pour un miroir en
saphir avec ��
� � �
�
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Fig� ��� ( Dispositif exp�rimental de mesure des r�sonances d�un bloc cylindrique de silice
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les coe"cients de qualit
 mesur
s sont alors �
Fr
quence �Hz� espacement des boucles �� cm espacement des boucles � cm

Avant polissage Apr�s polissage Avant polissage Apr�s polissage
���� �� 
��
	 �� ���
	 �� ���
	 �� ���
	

���� �� 
��
	 
� ���
	 
� ����
	 
� ���
	

���� 
� ����
	 
� ���
	 
� �	��
	 
� ���
	

L�incertitude d�une mesure est d�environ � /�

Le polissage des surfaces n�am
liore pas de fa�on signi�cative le coe"cient de qualit
� Le
changement de l�espacement entre les �ls ne conduit pas � des modi�cations signi�catives
des coe"cients de qualit
�

Il semble qu�on puisse retenir un angle de pertes constant � � �
�	 pour la mod
lisation
du bruit thermique dans l�interf
rom�tre�

��
 Conclusion

Les calculs e�ectu
s dans le chapitre pr
c
dent permettent l�
valuation du bruit thermique
des �ls de suspension � par exemple� avec des cordes � piano� telles que d
�nies dans la
solution de r
f
rence� ce sont alors les pertes thermo
lastiques qui dominent� Le bruit
thermique des modes internes de vibration des substrats que l�on vient de calculer �avec
des pertes internes � � �
�	� permet� en ajoutant le bruit de photons 
tudi
 au deuxi�me
chapitre� d�obtenir le spectre de sensibilit
 de Virgo �voir �gure �����

Les contributions du mode pendule �dominant de � � �� Hz�� des modes internes des miroirs
�dominant de �� � � kHz� et du bruit de photons ont 
t
 repr
sent
es�
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Fig� ��� ( Sensibilit� de l�interf�rom
tre
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���

Chapitre �

Faisabilit� d	une exp�rience de

mesure directe de bruit thermique

��� Motivation

Une exp
rience de mesure directe du bruit thermique permettrait de tester et d�am
liorer la
sensibilit
 de l�interf
rom�tre� ceci alors que l�antenne est en fonctionnement� De nouvelles
id
es de suspensions� de mat
riaux pourraient ainsi �tre essay
es�

Le premier int
r�t est de v
ri�er que l�amplitude pr
dite par le mod�le d�une s
rie de
r
sonateurs� au moyen des valeurs connues des fr
quences de r
sonances� des masses et
des coe"cients de surtension m
canique mesur
s� est bien celle attendue� En e�et� les
mesures e�ectu
es jusqu�ici n�ont 
t
 que celles des param�tres intervenant dans la formule
�uctuation�dissipation� L�hypoth�se est faite que les modes non pris en compte dans le
calcul sont n
gligeables� Une autre hypoth�se� a priori� sur le comportement en fr
quence
de l�angle de pertes doit aussi �tre avanc
e �par exemple que ce dernier est constant avec
la fr
quence��

Un deuxi�me int
r�t est de disposer d�un banc exp
rimental qui permet de tester des
solutions qui permettraient moins de bruit� Ainsi� ce banc n�oblige pas � immobiliser tout
l�interf
rom�tre Virgo pour une am
lioration 
ventuelle� Une am
lioration progressive de
la sensibilit
 serait ainsi possible�

��� Sensibilit� � atteindre

Pour am
liorer la sensibilit
� sur quoi faire porter les e�orts � Pour r
pondre � cette
question� consid
rons par exemple le rapport signal � bruit du signal esp
r
 de coalescence
de binaire� lorsque la masse caract
ristique de l�
v
nement est de � masse solaire et que
cet 
v
nement se d
roule � ��� Mpc�
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Des calculs de sensibilit
 que j�ai men
s en collaboration avec M� Sathyaprakash $��%
donnent di�
rents rapports signal � bruit pour di�
rentes con�gurations des miroirs et
de leurs suspensions� L�angle de pertes est suppos
 constant avec la fr
quence� Les �ls de
suspension sont de type � corde � piano�� mais les pertes thermo
lastiques ne sont pas
prises en compte� Les r
sultats sont les suivants

Fils de suspension Substrats des miroirs rapport signal � bruit
angle de pertes internes mat
riau angle de pertes

�
�� silice fondue �
�	 
� ��
�
�� silice fondue �
�
 �� ��
�
�� saphir �
�
 �� 


�
�� saphir �
�
 �� 	�

Il appara#t qu�une am
lioration du bruit thermique des miroirs apporte plus de gain qu�une
am
lioration du bruit thermique des suspensions �pour ce type de signal� comme on l�a vu�
le signal est d�autant plus 
lev
 que sa fr
quence est importante � le signal utile se situe
donc surtout dans les fr
quences proches de � kHz�� Une exp
rience de mesure directe doit
donc permettre de mesurer aussi le bruit des modes internes des substrats cylindriques�
m�me si la sensibilit
 requise est plus di"cile � atteindre�

La coalescence de binaires n�est 
videmment pas le seul type de signal attendu � ce calcul
a toutefois l�int
r�t de mettre en 
vidence les e�orts � fournir� Cela ne veut pas dire non
plus qu�il est inint
ressant de progresser en basses fr
quences� lorsque le bruit pendulaire
domine� Au contraire� cela permet d�observer plus de cycles par exemple pour le type de
signal 
voqu
� et donc de conna#tre avec plus de pr
cision les ordres post�newtonniens�

Prenons le cas d�un �l o& les pertes internes sont constantes et 
gales � �
�� et d�un miroir
en silice de pertes constantes 
gales � �
�	� Il faut construire une exp
rience capable de
mesurer les d
placements d�un miroir� d�une amplitude de

Domaine spectral Bruit dominant sensibilit


de �� � �� Hz bruit des suspensions �x � �� ���
���
�

��
f

����

m�
p
Hz

de �� � ���� Hz bruit des miroirs �x � �� ���
���
�

����
f

����

m�
p
Hz

Cette exp
rience devant �tre capable de mesurer la sensibilit
 de versions avanc
es de
Virgo� il semble raisonnable de se �xer une limite de �� ���
��� m�

p
Hz de �� � ���� Hz

pour le bruit d�un miroir� soit une limite de ���
��� m�
p
Hz pour une cavit
�
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��� Dispositif exp�rimental

Pour mesurer des d
placements de cet ordre de grandeur� l�utilisation des propri
t
s
optiques d�une cavit
 r
sonnante semble la meilleure� L�
tude de la faisabilit
 se focalise
donc d�abord sur les propri
t
s que doit avoir une telle cavit
� La con�guration m
canique
et optique doit �tre aussi proche que possible de celle de l�interf
rom�tre Virgo pour que
les r
sultats de cette exp
rience soient applicables imm
diatement�

Le principe de mesure est simple � utiliser une cavit
 r
sonnante� en transmission ou en
r
�exion� illumin
e par un faisceau laser stabilis
 en fr
quence� Pour que la mesure ne
soit pas sensible aux �uctuations d�amplitude du laser� il faut utiliser les techniques de
modulation de fr
quence� comme il a 
t
 montr
 au chapitre � de la premi�re partie�

La cavit
 doit bien s r �tre suspendue pour s�a�ranchir du bruit sismique�

Le principe du montage est donc celui repr
sent
 en �gure ����

Isolation sismique

laser

Cavité de

référence

laser stabilisé en fréquence Mesure

Fig� ��� ( Principe du dispositif exp�rimental d�une mesure directe de bruit thermique
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��� Isolation sismique

L�isolation sismique est e�ectu
e par une cha#ne de pendules� appel
e super�att
nuateur
dans Virgo� D
terminons le nombre d�
tages d�isolation sismique n
cessaires� Le bruit
sismique de d
placement� au niveau du sol� s�exprime par

�x �
�
�	

f �
m�
p
Hz �����

o& f est la fr
quence d�analyse� Chaque 
tage pendulaire apporte une isolation dans le sens
horizontal

f ��
f �

�����

o& f� est la fr
quence de r
sonance du pendule�

Il y a donc besoin de � 
tages d�isolation sismique pour obtenir la sensibilit
 pr
vue ci�
dessus � �� Hz� Comme alors le bruit sismique a une pente en f���� il vient imm
diatement
que cette isolation est su"sante aux fr
quences sup
rieures�

��	 Param
tres optiques

Les di�
rents param�tres � d
terminer sont la puissance du laser� le col du faisceau� la
longueur de la cavit
� sa �nesse et ses pertes� Il faut 
galement choisir entre les deux
sch
mas possibles� utiliser la cavit
 en r
�exion ou en transmission�

����� Transmission ou r��exion

Le bruit de photons doit �tre inf
rieur au signal � mesurer� Cette contrainte indique qu�il
faut optimiser le rapport signal � bruit�

Les notations que nous retenons pour ce calcul sont identiques � celles du chapitre � de
la premi�re partie� La �nesse d�une cavit
 est not
e F � le param�tre n s�en d
duit par
n � F��� les pertes pc se calculent par pc � �� r����� p���

A r
sonance� le champ r
�
chi par une cavit
 est

� � npc � � �����

et le champ transmis s�exprime par le param�tre t

t � nt�t� �����
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Sensibilit� du sch�ma en r��exion

On utilise la m
thode Pound Drever pour s�a�ranchir des �uctuations de puissance du
laser� La fr
quence de modulation en fr
quence de la lumi�re du laser est grande devant la
largeur de raie de la cavit
 et petite devant l�intervalle spectral libre�

Le champ r
�
chi par une cavit
 suit la loi

�ref

�in
�

� � i n�

� � i n�
�����

o& � est l�
cart � la frange noire ��

� � �� �
���Lc

c
�����

Dans le cas de �uctuations de fr
quence du laser incident� le facteur n�� s�
crit aussi

n�� �
��

fp
�����

o& fp est le p!le de la cavit
 � dans le cas de �uctuations de longueur de la cavit


n�� � �F �x

�
���	�

� est la longueur d�onde du laser�

L�
quation ���� de la premi�re partie permet de trouver le signal� valeur e"cace de la
composante de fr
quence fm �

s�t� � �Pin
�p
�
J��m�J��m���� ��n�� �����

Le bruit de photons se calcule par

n�t� �
q
��PDChp� ������

o& PDC est la composante continue du signal� Dans l�
quation ����� seules les premi�res
bandes lat
rales sont prises en compte� En fait� toutes sont r
�
chies et la puissance
continue s�
crit

PDC � Pin



��J���m� � �

X
i	�

J�i �m�

�
������

en utilisant J���m� � �
P

i	� J
�
i �m� � �� on obtient

PDC � Pin



�� ��� ���J���m�

�
������
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Le rapport signal � bruit s�exprime donc� pour des �uctuations de longueur� par

� �

s
�Pin

hp�
�A �F �x

�
������

Il faut choisir m�� de mani�re � maximiser le facteur A

A �
J��m�J��m���� ��q
�� ��� ���J���m�

������

Pour chaque �� il existe un indice de modulation optimal � ensuite on choisit la valeur de �
qui maximise� en valeur absolue� A�

�a� indice de modulation
optimisant A en fonction de
�

�b� facteur A en fonction de �

Fig� ��� ( Optimisation de l�indice de modulation

On voit qu�on a int
r�t � choisir une cavit
 sous�coupl
e �� � 
�� donc � faibles pertes� et
un bon contraste �� � 
�� Le facteur A vaut alors 
� ��

La sensibilit
 des mesures des variations de longueur de la cavit
 est donc

�x �

s
hp�

�Pin

�

�A

�

�F ������

Donc� avec par exemple une puissance incidente de ��� mW� on a

�x � �� �
��
���
�

Pin

�

mW

������ F
�





���
m�
p
Hz ������

Une �nesse F � ��


 est donc su"sante� Les calculs suivants sont e�ectu
s avec cette
valeur�
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Sensibilit� du sch�ma en transmission

Pour des 
carts de phase � la r
sonance � petits devant l�intervalle spectral libre� la
transmission d�une cavit
 peut s�exprimer par

�t

�in
�

t

� � i n�
������

La puissance d
tect
e sur la photodiode est alors

Pout � PDC � P� sin��m � �� � f��sin���m�� � f��cos���m�� � ��� ����	�

Un angle � est ajout
 � il est plus e"cace de faire de la d
tection d�enveloppe �somme
quadratique pond
r
e des signaux en phase et en quadrature de phase�� Le signal est alors

s�t� �
�p
�
�Pin t

� �J��m�J��m�
x�

� � x��
n�� ������

o& x� est le rapport de la fr
quence de modulation sur le p!le de la cavit
� Le bruit s�exprime
comme d
j� indiqu
 ci�dessus en fonction de PDC� o&

PDC � Pin t
�



J���m� �

X
j	�

�J�j�m�

� � �jx���

�
������

Le rapport signal � bruit vaut alors�

� �

s
�Pin

hp�
t �A �F �x

�
������

o& t est bien s r inf
rieur � � et A vaut� en transmission�

A �
J��m�J��m� x�

��x�
�r

J���m� �
P

j	�

�J�
j
�m


���jx�
�

������

Le couple x�� m qui maximise A est x� � �� ��� et m � �� ���� et alors A vaut ������

Le sch
ma par r
�exion est donc plus sensible que le sch
ma par transmission�

Nous utiliserons donc la cavit
 en r
�exion� en utilisant la m
thode Pound Drever�

����	 Longueur de la cavit�

Le laser incident doit �tre stabilis
 en fr
quence� comme on l�a vu au chapitre � de la
premi�re partie� Pour ce faire� on utilise une cavit
 de r
f
rence dont la longueur fournit la
stabilit
 de fr
quence d
sir
e� Par exemple� on utilisera une cavit
 identique � la cavit
 de
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pr
stabilisation de Virgo �cf� troisi�me partie de cette th�se�� Les �uctuations de fr
quence
du laser stabilis
 ��l apparaissent comme un bruit de longueur de la cavit
 �

�x � ��l
Lc

�
������

Les �uctuations du laser peuvent aussi s�exprimer� de la m�me mani�re� en fonction de
�uctuations de longueur de la cavit
 de pr
stabilisation �xps � le bruit de fr
quence du laser
stabilis
 appara#t donc comme un bruit de longueur

�x � �xps
Lc

Lps
������

Par exemple� avec une cavit
 de � cm� le bruit de fr
quence mesur
 de la cavit
 de
pr
stabilisation am�ne le bruit suivant �

Fig� ��� ( Longueur de la cavit� et stabilisation de fr�quence � la courbe par segments est
la sensibilit� voulue� l�autre le bruit de fr�quence mesur� rapport� en bruit de longueur

En fait� le bruit sera probablement meilleur � la plupart des pics sont dus � un e�et Doppler
qui n�aura pas lieu si l�isolation sismique est meilleure que dans la mesure de stabilit
 de
fr
quence� et ce sera le cas avec une cha#ne compl�te d�isolateurs sismiques� Par ailleurs�
si la temp
rature de la cavit
 de r
f
rence est gard
e aux environs de ��� C� les d
rives
� long terme seront minimis
es et le bruit de fr
quence du laser en ��f peut �tre att
nu

�voir dernier chapitre��
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Une cavit
 de longueur � cm� ou mieux de quelques millim�tres� devrait donc su"re vu
la stabilit
 de fr
quence escompt
e pour le laser incident� Pour la suite� on suppose une
cavit
 de � cm�

����� Propri�t�s des miroirs

La �nesse de la cavit
 de mesure du bruit thermique est F � ��


� Sa longueur est ��
mm � l�intervalle spectral libre est donc �� GHz� Le p!le de la cavit
 est alors fp � ���
kHz�

Avec une cavit
 o& r� � rmax � �� la condition de sous�couplage s�exprime par une condition
sur les pertes dans le miroir d�entr
e

p� 

�

F ������

Ce qui est ais
ment r
alisable� Si r� � r�� alors la condition de sous�couplage ne peut
pas �tre v
ri�
e� En fait� aucune 
galit
 n�est stricte � mais la r
�ectivit
 du miroir de
renvoi doit �tre beaucoup plus 
lev
e que celle du miroir d�entr
e pour que la condition de
sous�couplage soit v
ri�
e�

����� Propri�t�s du faisceau

Deux types de cavit
s sont r
alisables � les cavit
s o& les deux miroirs sont plans et les
cavit
s o& un des miroirs est courbe� Il existe aussi des cavit
s optiques courbe�courbe�
mais les r
sultats ne sont pas fondamentalement di�
rents des cavit
s plan�courbe�

Les cavit
s plan�plan ont plusieurs inconv
nients � les modes sont d
g
n
r
s �tous sont
r
sonnants�� et la rugosit
 emp�che des �nesses sup
rieures � quelques centaines $��%� La
d
g
n
rescence des modes rend les probl�mes d�alignement beaucoup plus d
licats�

On retient donc une cavit
 plan�courbe�

La taille du faisceau est d
termin
e par trois crit�res

( la cavit
 ne doit pas �tre d
g
n
r
e�

( la courbure du miroir de renvoi doit �tre r
alisable�

( l�intensit
 du faisceau devrait �tre de l�ordre de grandeur d�intensit
s d
j� atteintes
dans d�autres exp
riences�

Le premier crit�re facilite l�alignement de la cavit
� et donne des crit�res optiques plus
faciles � manier� Le �ltrage de modes permet alors l�alignement de la cavit
� Le deuxi�me
crit�re est sur la r
alisation m
canique des substrats des miroirs� Si l�incertitude sur la
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courbure est trop 
lev
e� la �nesse par exemple risque d��tre notablement di�
rente de
celle attendue� Le troisi�me crit�re en�n permet d�
viter d�endommager les miroirs ou les
couches di
lectriques pos
es dessus par des intensit
s trop fortes�

Pour utiliser une cavit
 plan�courbe� on peut soit utiliser les miroirs de Virgo tels qu�ils sont�
soit contacter optiquement des miroirs sur les surfaces� L�inconv
nient de cette deuxi�me
solution est que les e�ets de ce contact optique sur les modes de vibration des substrats
cylindriques et sur l�angle de pertes internes du substrat ne sont pas connus� On risque
donc de s�
loigner d�une exp
rience permettant e�ectivement de mesurer et d�am
liorer la
sensibilit
 de Virgo�

On retient donc le choix d�une cavit
 utilisant les m�me miroirs que les grandes cavit

Fabry Perot de Virgo� La courbure du miroir de renvoi 
tant de ���� m $��%� la taille du
col du faisceau est alors de ���� mm� en utilisant

w�
� �

�

�

q
Lc�R� Lc� ������

o& w� est la taille du col du faisceau� R la courbure du miroir de renvoi� La puissance stock
e
dans la cavit
 Psto vaut Psto �

�F
�
Pin� si les pertes dans le miroirs d�entr
e sont su"samment

faibles� et si le miroir de renvoi a une r
�ectivit
 maximum� Alors Psto � 	�	Watts pour une
puissance incidente de ��� mW� et l�intensit
 du faisceau I � Psto���w

�� � ��� W)mm��
Par comparaison� dans les cavit
s de Virgo on a environ 	 W)mm� et dans la cavit
 de
r
f
rence utilis
e pour la pr
stabilisation il a 
t
 impos
 jusqu�� � kW)mm��

La non�d
g
n
rescence d�une cavit
 exprime que les modes qui ont des pro�ls d�intensit

di�
rents r
sonnent � des fr
quences di�
rentes� L�
cart par rapport � la r
sonance du
mode TEM�� s�exprime par

�mn � ��m� n� arctan

�
�Lc

�w�
�

�
������

o& m et n caract
risent les modes d�Hermite�Gauss $��%� On voudrait donc que les modes
m� n � � par exemple ne soient pas r
sonnants� c�est���dire tels que

j�mnj � �

F ����	�

o& �mn est exprim
 sur l�intervalle � � �� ��� Avec les donn
es retenues� on trouve ��� �
�� ���
��� qui v
ri�e bien la condition ci�dessus� Par ailleurs� l�angle ��� 
tant faible dans
notre cas� il y aura de tr�s nombreux modes �ltr
s�

��
 Perspectives

Les 
l
ments optiques pour la r
alisation de l�exp
rience sont pos
s� Il reste � 
tudier les
tol
rances sur les 
l
ments donn
s ici� par exemple si des �nesses 
lev
es sont possibles dans
de telles cavit
s� La faisabilit
 de l�exp
rience en termes d�alignements reste 
galement �
analyser�
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���

Chapitre �

Principes pour la stabilisation en

fr�quence du laser

��� Int�r�t de la stabilisation en fr�quence

����� Int�r�t pour d�tecter des ondes gravitationnelles

Comme nous l�avons vu au deuxi�me chapitre de la premi�re partie� une �uctuation
de fr
quence du laser simule une onde gravitationnelle si l�interf
rom�tre n�est pas
parfaitement sym
trique �

hn�t� � �
���t�

�opt
�����

o& � est l�asym
trie entre les deux bras de l�interf
rom�tre �de l�ordre de � /�� et ��opt une
�uctuation de fr
quence de la lumi�re qui illumine les cavit
s Fabry Perot�

Virgo est construit de fa�on � ce que le bruit de fr
quence du laser ne limite pas la sensibilit

de l�interf
rom�tre� Les �uctuations de fr
quence doivent donc �tre inf
rieures �

�� 

�

�
�opt�hn �����

o& �hn est le seuil de sensibilit
 de l�interf
rom�tre � la fr
quence de Fourier f � cette
sensibilit
 
tant limit
e par le bruit thermique et le bruit de photons�

����	 Int�r�t pour une mesure directe de bruit thermique

Dans une mesure directe de bruit thermique� on cherche � mesurer les variations de longueur
d�une cavit
 de fa�on tr�s pr
cise� En utilisant une cavit
 Fabry Perot� on mesure une



��� CHAPITRE �� STABILISATION DE FR�QUENCE

phase � il faut que cette derni�re ne d
pende que des variations de longueur et non pas des
variations de fr
quence de l�onde incidente� Les �uctuations doivent donc �tre inf
rieures �

��opt 
 �x
�opt
Lc

�����

o& �x est la sensibilit
 aux mesures de longueur d
sir
e�

����� Int�r�t pour la m�trologie des fr�quences� des temps et des
longueurs

La stabilisation en fr
quence d�oscillateurs est n
cessaire pour la d
�nition d�
talons de
temps �horloges�� d�
talons de mesure de longueur �r�gles��

Les standards primaires de fr
quences sont aujourd�hui d
�nis par des oscillateurs dont
la fr
quence est asservie sur des transitions atomiques� Pour am
liorer la pr
cision de ces

talons� il faut interroger des raies de plus en plus 
troites� Pour ce faire� le faisceau de
test doit lui�m�me avoir une raie tr�s 
troite� Une solution est d�asservir la fr
quence de ce
faisceau sur la longueur d�une cavit
 optique dont la stabilit
 � court terme est excellente�

Les progr�s en m
trologie rendent possible� par exemple� des exp
riences de test de la
relativit
 g
n
rale � pour tester la structure de l�espace�temps� il faut des m
tronomes et
des r�gles dont le comportement s�approche le plus possible des outils de mesure id
aux�
au centre des �Gedanken Experiments� ch�res � A� Einstein�

��� Principe

��	�� Asservissement sur la longueur d�une cavit�

On consid�re par la suite l�asservissement de la fr
quence d�un faisceau laser sur la longueur
d�une cavit
 optique Fabry Perot� A l�int
rieur de la bande de fr
quences de l�asservissement
�cf annexe B�� les variations de fr
quence suivront les variations de longueur de la cavit
 de
r
f
rence� On peut r
sumer la situation par le sch
ma classique d�asservissement ci�apr�s �
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longueur de

la cavité

bruit en fréquence

du laser libre
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-
+

+
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bruit en fréquence 

du laser stabilisé

w(t)

n(t)

(t)

Fig� ��� ( Sch�ma de principe de l�asservissement de la fr�quence d�un laser sur la longueur
d�une cavit�

La consigne w�t� dans un sch
ma 
quivalent d�asservissement est la longueur de la cavit

Fabry Perot� Cette longueur est id
alement �xe � en fait� elle subit des variations dues aux
bruits internes de longueur de la cavit
 �bruit sismique� bruit thermique� dilatations�� Le
signal de sortie est la fr
quence ��t� stabilis
e de l�oscillateur� Le bruit en fr
quence n�t� de
l�oscillateur non asservi vient comme un bruit� Le signal de sortie est utilis
 pour calculer
la correction c�t�� La comparaison de la correction et du signal de commande permet le
calcul du signal d�erreur e�t�� Les gains des di�
rents 
l
ments permettent la conception
de l�asservissement �fr
quence de gain unit
� fonction de transfert en boucle ouverte�� Ils
prennent aussi en compte les 
l
ments qui permettent de faire les conversions fr
quence
optique)tension 
lectrique et tension 
lectrique)fr
quence optique� ainsi que la propri
t

de �ltrage en fr
quence d�une cavit
� Le �ltre passe�bas de fr
quence qu�est la cavit
 est
caract
ris
 par son p!le fP � Les sources de bruits �
lectronique� bruit de photons� ne sont
pas prises en compte dans la repr
sentation tr�s sch
matique ici�

Les 
quations qui r
gissent l�asservissement sont donc �

e � w � F� �����

� � G�n �G�G�e �����

Il vient imm
diatement

� �
G�G�

� �G�G�F
w �

G�

� �G�G�F
n �����

Soit Gbo le gain en boucle ouverte d
�ni par

Gbo � G�G�F �����

et Gbf le gain en boucle ferm
e d
�ni par

Gbf �
G�G�

� �G�G�F
���	�
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Pour les fr
quences de Fourier plus petites que le gain unit
� Gbo � � � G� � �� et le retour
F est de l�ordre de l�unit
� La sortie ��t� suit donc la commande w�t� � ses variations seront
d�autant plus petites que la r
f
rence est stable�

��	�	 La technique Pound Drever

La fr
quence est corrig
e en utilisant un montage dont le principe est le suivant �

Go

correction

laser
Cavité

optique

modulation de fréquence

Fig� ��� ( Utilisation de la technique Pound Drever pour la correction de fr�quence

Un faisceau laser modul
 en fr
quence � la fr
quence fm est envoy
 sur une cavit
 optique �
le faisceau r
�
chi est recueilli sur une photodiode� Le courant dans la photodiode est
d
modul
 de fa�on synchrone� La cavit
 op�re comme un discriminateur de fr
quence � la
di�
rence de fr
quence entre l�onde incidente et la r
f
rence de fr
quence que constitue sa
longueur produit des bandes lat
rales � �fm de la puissance recueillie sur la photodiode
d�amplitude proportionnelle � l�
cart de fr
quence�

Le signal Pound Drever 
tablit un signal d�erreur� Ce signal 
lectrique est envoy
 dans un
ampli�cateur qui permet de construire la fonction de transfert d
sir
e �gain� fr
quence de
gain unit
��

La correction est appliqu
e par un 
l
ment permettant de corriger la phase d�un faisceau
laser � cristal 
lectro�optique� ou bien cristal acousto�optique� ou bien un miroir dont la
position est anim
e par une c
ramique piezo�
lectrique�
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νref
K1

νfr

i1

+
+

-

Go K2

Cavité Fabry-Perot

ensn ii

ε

ν
S

(t)
+

Fig� ��� ( Sch�ma de l�asservissement de la fr�quence� en utilisant la technique Pound
Drever

La r
f
rence de longueur d�une cavit
 est convertie simplement en r
f
rence de fr
quence
par

��ref�t� � �Lc�t�
�opt
Lc

�����

La cavit
 compare la r
f
rence de fr
quence et le faisceau laser incident � en l�absence de
bruit la photodiode traduit cette r
f
rence en signal 
lectrique

i��t� �
e�Pin

hp�opt

�p
�
J��m�J��m���� ��

�

fP
������

o& on a repris les notations du chapitre � de la premi�re partie� e est la charge de l�
lectron�
� est le signal d�erreur� � � �ref � �S� Notons

� �
e�

hp�opt
������

la conversion courant ) puissance de la photodiode � celle�ci vaut � � 
� 	� A)W si � � ��
Le coe"cient K� du sch
ma s�
crit

K� � �Pin
�p
�
J��m�J��m���� ��

�

fP



A�Hz

�
������

On voit donc l�int
r�t d�utiliser des cavit
s de �nesses 
lev
es � plus la �nesse est grande�
plus le p!le de la cavit
 est faible et ainsi le gain K� est important� Le bruit 
lectronique
aura donc moins d�importance�

Le bruit de photons s�exprime� en densit
 spectrale� par ��sn �
p
�eIDC o& IDC est le courant

continu dans la photodiode � d�o&

��sn �
q
�e�Pin

q
�� ��� ���J���m� ������
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On peut d
�nir le contraste par C � ��� ������ � ��� � �Pmax � Pmin���Pmax � Pmin�� On
obtient alors

��sn � ���
���
�

�


� �A�W

�����
Pin

�W

����q
�� ��� ���J���m� A�

p
Hz

������

��en permet de prendre en compte� si besoin� le bruit de fond de l�
lectronique� ramen

en entr
e des amplis� Go est le gain de l�
lectronique � il prend en compte le facteur de
conversion apport
 par le d
modulateur synchrone� K� prend en compte la conversion
courant)fr
quence du modulateur de phase� Cette fonction peut� physiquement� �tre
r
alis
e par plusieurs 
l
ments� suivant leur dynamique et leur gamme de travail en
fr
quence� ��fr est le bruit de fr
quence du laser libre�

Lorsque la boucle d�asservissement est ferm
e� on a� en posant G � K�GoK�

��S �
G

� �G
��ref �

�

K�

G

� �G
���sn ���en� �

�

� �G
��fr ������

Pour des fr
quences inf
rieures au gain unit
� si les bruits 
lectroniques et de photons sont
su"samment faibles� G� � et donc la fr
quence de sortie suit la r
f
rence�

Le signal d�erreur i� mesur
 sur la photodiode est

��� � K�
�

� �G
���ref �

�

G
��fr� �

�

� �G
���sn ���en� ������

Pour des fr
quences inf
rieures au gain unit
� la mesure du signal d�erreur est limit
e par
le bruit de l�ampli�cateur qui vient lire la valeur de i��t��

��� La stabilisation de fr�quence dans Virgo

����� Stabilit� de fr�quence requise

De quelle stabilit
 de fr
quence y a�t�il besoin pour le laser qui 
claire l�interf
rom�tre
Virgo�

Le spectre de sensibilit
 �hn de Virgo� en supposant une am
lioration du bruit thermique
des miroirs� peut s�approximer par

sensibilit
 �h ��
p
Hz� intervalle de fr
quence �Hz�

���
��� ��
�f�� ��(���
���
��� ���(���
���
��� �f��

�� ���(�����
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f est la fr
quence de Fourier d�analyse de la fr
quence �en Hz��

Le faisceau incident sur les cavit
s Fabry Perot de � km doit donc avoir un bruit de
fr
quence maximum�

�� �
�

�
�opt�hn ������

Et avec un facteur d�asym
trie � � �
��� cela donne

bruit de fr
quence �Hz�
p
Hz� intervalle de fr
quence

	� ����
�� ��
�f�� ��(���
	� ����
�
 ���(���
	� ����
�
 �f��

� ���(�����

Des �ltres de �uctuations de fr
quence sont utilis
s� Ces �ltres sont des cavit
s optiques qui
se comportent comme des �ltres passifs passe�bas du premier ordre� Rappelons la d
�nition
de la fr
quence de coupure� vue au �e chapitre �

fP �
ISL

�F ����	�

Deux cavit
s remplissent ce r!le � la cavit
 �Mode�Cleaner� de ��� m� dont le p!le est �
��� Hz � l�interf
rom�tre avec recyclage� dont le p!le est � � Hz �cf� partie �� formule ������

Les �uctuations de fr
quence incidentes sur l�interf
rom�tre ��S doivent donc� au maximum�
valoir

bruit de fr
quence �Hz�
p
Hz� intervalle de fr
quence

�� ���
�� ���f� ��(���
�� ����
�� �f��

� ���(���
�� 
���
�� �f��

�� ���(�����

����	 Asservissement en deux �tages

Le laser utilis
 dans Virgo a un bruit de fr
quence� en fonctionnement libre� de

��fr � �



�
�

Hz

f

�
Hz�

p
Hz ������

Les �uctuations maximales de fr
quence permises pour le laser qui illumine l�interf
rom�tre
sont r
pertori
es dans le tableau ci�dessus� Il reste donc � ordres de grandeurs � gagner
� �� Hz� et � � �� kHz� pour que la stabilit
 en fr
quence du laser puisse permettre de
d
tecter des ondes gravitationnelles�

Il faut donc trouver� pour asservir le laser en fr
quence� une r
f
rence de fr
quence
extr�mement stable� Or il existe une r
f
rence de longueur qui a ce niveau de stabilit
 �
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les cavit
s Fabry Perot de � km de Virgo� Plus pr
cis
ment� la lumi�re r
�
chie par
l�interf
rom�tre poss�de cette stabilit
�

Quelles pourraient �tre les caract
ristiques d�un asservissement de la fr
quence sur la
lumi�re r
�
chie par l�interf
rom�tre� Les cavit
s ont une longueur de � km� on rencontre
donc une r
sonance tous les �� kHz �intervalle spectral libre�� La fr
quence de gain unit

de l�asservissement peut �tre de l�ordre du tiers de cette valeur� disons �� kHz� La pente
du gain en boucle ouverte ne peut d
passer f���� � �� kHz� et le gain devrait �tre de �
ordres de grandeur � �� kHz � c�est impossible � r
aliser�

L�id
e est donc d�asservir la fr
quence en deux 
tapes $��� �	%� La fr
quence est d�abord
asservie sur une petite cavit
� rigide� L�intervalle spectral libre de celle�ci 
tant 
lev
 ����
MHz�� un gain unit
 
lev
 �� MHz� est possible� et plusieurs ordres de grandeurs sont
gagn
s� m�me � �� kHz� Cette cavit
 courte ne peut pas su"re� et n�a pas la pr
cision
su"sante � son bruit de longueur �sismique� bruit thermique� comme nous le verrons dans
le chapitre suivant� est trop important� La lumi�re en r
�exion de l�interf
rom�tre est
n
cessaire pour la stabilisation �nale de fr
quence�

+

+ S+

-

G+

-
+

+

A

ν

ν

ν

ITF

CR

ν fr

PS

ν

Fig� ��� ( Principes de la stabilisation de Fr�quence dans l�interf�rom
tre Virgo

Il vient imm
diatement

��PS �
G

� �G
��CR �

�

� �G
��fr ������

��S �
A

� � A
��ITF �

�

� � A
��PS ������

Soit encore

��S �
A

� � A
��ITF �

G

� �G� A� AG
��CR �

�

� �G� A� AG
��fr ������
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��CR est la r
f
rence de fr
quence donn
e par la petite cavit
 rigide� appel
e � cavit

de r
f
rence �� ��PS sont les �uctuations de fr
quence du faisceau laser � pr
stabilis
 �
par la cavit
 de r
f
rence� ��ITF est la r
f
rence de fr
quence donn
e par la lumi�re
r
�
chie par l�interf
rom�tre � ��S sont les �uctuations de fr
quence du faisceau incident
sur l�interf
rom�tre�

Pour la conception des fonctions de transfert en boucle ouverte� partons du dernier 
tage�
Nous faisons l�hypoth�se que la fr
quence de gain unit
 de A est �� kHz� et que la fonction
de transfert en boucle ouverte A est d
�nie par les gains

gain intervalle de fr
quence �Hz�
�



 �f���� �(��
�

 ��
�f�� ��(����
�� � ��


�f���� ����(�����

Avec l�
quation ����� le bruit de fr
quence de l�
tage pr
stabilis
 a donc un niveau maximal
de

bruit de fr
quence �Hz�
p
Hz� intervalle de fr
quence

�� � �f���� �(��
��� �f��
��� ��(���
�� �f��

��� ���(���

� �� ���(����

� �� �f��


���� ����(�����

La fonction de transfert en boucle ouverte G de l�
tage de stabilisation de la fr
quence sur
la cavit
 de pr
stabilisation est d
�nie par la fr
quence de gain unit
 �� MHz� et les gains
suivants �

gain intervalle de fr
quence �Hz�
�� ���
�� ���f�� �(����
�� ���
	 ���

�f�� ����(�� kHz
�� ����
��f� �� kHz(� MHz

L�
tage de pr
stabilisation n�a qu�un � deux ordres de grandeur � obtenir� � ��� Hz� Sa
fr
quence de gain unit
 
tant de � MHz� cela est largement possible� du point de vue des
gains 
lectroniques�

Il reste � prouver que la cavit
 de pr
stabilisation a� par elle�m�me� la stabilit
 de fr
quence
su"sante � c�est l�objet du chapitre suivant�

����� Autre sch�ma d�asservissement

Pour simpli�er l�implantation optique� la r
alisation e�ective des deux boucles
d�asservissement de fr
quence se fait en suivant le sch
ma
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Fig� ��� ( Asservissement de fr�quence en deux �tages dans Virgo

Les fonctions de transfert Ao et Go sont les m�mes que pr
c
demment� V
ri�ons que le
comportement est le m�me� Posons G � K�Go et A � AoK

�
��K�� Si l�on ne tient pas

compte des bruits� on obtient

�� � �CR � �S ������

�� � �ITF � �S ������

�s � G�� � AG�� � �fr ������

D�o&

��S �
AG

� �G� AG
��ITF �

G

� �G� AG
��CR �

�

� �G� AG
��FR ������

En tr�s basses fr
quences et en continu� G � �� A � �� ��S � ��CR � les �uctuations de
fr
quence suivent les �uctuations de longueur de la cavit
 de pr
stabilisation�

Dans le domaine de d
tection de l�interf
rom�tre� A� � et G� �� donc ��S � ��ITF � c�est
la stabilit
 en longueur de l�interf
rom�tre qui donne la stabilit
 de fr
quence au laser qui
l�illumine�

Dans le domaine de fr
quence �� kHz 
 f 
 � MHz� G � �� A � �� et alors ��S � ��CR �
c�est la cavit
 de r
f
rence qui permet d�augmenter le gain m�me � �� kHz�

Le comportement est donc identique au cas o& les deux boucles d�asservissement sont
cascad
es�
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����� Bruits

�valuons maintenant l�e�et des bruits� en particulier recherchons les puissances optiques
minimales qui doivent frapper les photodiodes pour que le bruit de photons ne limite pas
la stabilit
 de fr
quence�

Le calcul de la fonction de transfert tenant compte des bruits donne� en posant ����n �
����sn �����en et ����n � ����sn �����en

��S �
AG

� �G� AG
��ITF �

G

� �G� AG
��CR �

�

� �G� AG
��FR

�
�

K�

G

� �G� AG
����n �

�

K �
�

AG

� �G� AG
����n

������

Pour que le bruit �
lectronique et de photons� soit n
gligeable dans la bande de d
tection�
il faut

����n 
 K� ��CR ����	�

����n 
 K �
� ��ITF ������

En faisant l�hypoth�se que chacune des cavit
s est 
quivalente � une cavit
 Fabry Perot
d
�nie par le param�tre � � �ref��in � r
sonance et par son p!le fP � ces 
quations sont

quivalentes � �pour un rapport signal � bruit 
gal � ��

q
Pin �

s
e

�

�

�

q
�� ��� ���J���m�

J��m�J��m���� ��

fP
��

������

o& Pin est la puissance incidente sur la cavit
� On reconna#t le facteur d
pendant des
fonctions de Bessel et du couplage � de la cavit
 
tudi
 dans le chapitre pr
c
dent� La
fr
quence de coupure fP vaut 	��� Hz pour la cavit
 de pr
stabilisation� � Hz pour
l�interf
rom�tre� �� � ��CR pour la cavit
 de pr
stabilisation� �� � ��ITF pour l�interf
rom�tre�

Cavit� de pr�stabilisation

Dans le cas de la cavit
 de pr
stabilisation� le contraste de la cavit
 est C � 
� � �voir
chapitre suivant� � elle est probablement sur�coupl
e donc � � �
� �� Dans les �gures ���
du chapitre pr
c
dent� on peut lire la valeur de

A �
J��m�J��m���� ��q
�� ��� ���J���m�

� 
� 	 ������

�� � ��CR et vaut ��� Hz�
p
Hz au minimum� En se mettant une marge d�un facteur �� �bruit

de photons correspondant � ���� Hz�
p
Hz au maximum�� l�
quation ���� donne

Pin � ���
��W ������
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Ce qui est tr�s facilement r
alisable� En prenant� avec une large marge� une puissance
incidente de �� mW� la puissance r
�
chie est alors ��� mW et le bruit de photons
correspondant ����n �

p
�e�Pref vaut

����n � ���
���A�
p
Hz ������

Le bruit 
lectronique ramen
 � l�entr
e des ampli�cateurs devrait �tre inf
rieur � cette
valeur�

Interf�rom�tre

Cherchons maintenant la puissance minimale incidente sur l�interf
rom�tre pour ne pas
�tre g�n
 par le bruit de photons dans la stabilisation de fr
quence�

Assimilons d�abord l�interf
rom�tre � une cavit
 simple � la fr
quence est asservie en
utilisant la m
thode Pound Drever avec la lumi�re r
�
chie� Le contraste de l�interf
rom�tre
� recyclage en r
�exion n�est pas connu � il d
pend des pertes� Faisons l�hypoth�se d�une
cavit
 sous�coupl
e �ou m�me au couplage optimal�� ce qui est possible si les pertes
dans le miroir de recyclage sont faibles� Le facteur A vaut alors approximativement ����
Le bruit de fr
quence minimal de la lumi�re incidente sur l�interf
rom�tre est� comme
on l�a vu� �
�� Hz�

p
Hz si l�on tient compte du � Mode�Cleaner � et de la cavit
 de

recyclage� �ITF � en r
�exion de l�interf
rom�tre� est �ltr
 par les cavit
s de recyclage et de
�Mode�Cleaner �� La valeur �ITF � faire intervenir dans le calcul est donc 
gale � celle
des �uctuations de fr
quence devant les cavit
s de � km� soit ���
�
 Hz�

p
Hz� On obtient

alors la valeur de la puissance incidente sur l�interf
rom�tre

Pin � �
 mW� ������

Il faut pr
voir une puissance plus 
lev
e pour que le bruit de photons reste n
gligeable� La
puissance incidente sur l�interf
rom�tre est de �� W � le bruit de photons ne para#t donc
pas limiter la stabilit
 de fr
quence�

En fait� la situation est plus complexe� En particulier� le gain de recyclage n�est pas
compl�tement �x
� Il d
pend des pertes dans les di�
rents 
l
ments optiques� des distorsions
de front d�onde qui seront mesur
es plus tard� De plus� les bandes lat
rales ne sont pas
compl�tement r
�
chies comme le suppose la m
thode Pound Drever� En e�et� on a besoin
de celles�ci pour la d
modulation du signal en sortie� sur la photodiode de d
tection du
signal d�onde gravitationnelle� Elles sont donc r
sonnantes dans la cavit
 de recyclage�
Il sera prudent� lors de la d
�nition �nale des param�tres� de v
ri�er qu�une part non
n
gligeable des bandes lat
rales est r
�
chie� fournissant ainsi un signal d�erreur pour
l�asservissement de la fr
quence�
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��� Conclusion

Le sch
ma de stabilisation de fr
quence dans l�interf
rom�tre Virgo permet de rendre les
�uctuations de fr
quence n
gligeables devant un signal d�onde gravitationnelle� L�utilisation
des propri
t
s de �ltrage des cavit
s optiques r
sonnantes �� Mode�Cleaner �� cavit
 de
recyclage� avant les cavit
s de � km permet de r
duire les performances attendues des
deux 
tages de stabilisation n
cessaires� Le bruit de photons peut �tre rendu n
gligeable�
et le bruit de fond des ampli�cateurs 
lectroniques r
duit en dessous du seuil o& il g�ne la
stabilit
 de fr
quence�

Il reste � prouver que les cavit
s qui jouent le r!le de r
f
rence de fr
quence ont e�ectivement
les propri
t
s attendues� Pour l�interf
rom�tre lui�m�me� cela pourra �tre fait lors de sa
r
alisation� Pour la cavit
 de r
f
rence� c�est l�objet du chapitre qui suit�
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���

Chapitre �

Exp�rience de stabilisation en

fr�quence du laser

��� Objectifs

L�exp
rience de stabilisation en fr
quence men
e � Orsay avait pour objectifs de �

( construire et tester le premier 
tage de stabilisation en fr
quence du laser de
l�interf
rom�tre Virgo �cf� chapitre pr
c
dent��

( v
ri�er que la cavit
 de r
f
rence con�ue � cet e�et poss�de un niveau su"sant de
stabilit


( mettre au point les boucles d�asservissement et les automatismes

( mesurer les �uctuations de fr
quence� les d
rives sur le long terme�

Cette exp
rience est en cours depuis plusieurs ann
es � Orsay� Mon travail a 
t
 de r
aliser la
version �nale de l�exp
rience� corriger les derniers 
l
ments pour atteindre les performances
attendues� et en�n faire les mesures de stabilit
 qui valident le syst�me $��� ��� ��%�

��� Principes de l�exp�rience

Il s�agit d�asservir en fr
quence un faisceau laser en utilisant la technique Pound Drever�
comme on l�a vu dans le chapitre pr
c
dent� La cavit
 optique utilis
e � cet e�et est une
r
f
rence de fr
quence � elle permet l�asservissement de la fr
quence � ses �uctuations de
longueur� Elle doit donc �tre extr�mement stable� Le mat
riau et la forme sont choisis en
cons
quence� comme nous le montrerons�
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Pour mesurer les �uctuations de fr
quence r
siduelles� une simple boucle d�asservissement
ne su"t pas� En e�et� seul le signal d�erreur est alors disponible � mais sa valeur ne donne
pas le niveau absolu de �uctuations de fr
quence� Pour mesurer celles�ci� il faut un 
talon
de fr
quences aussi bon que les �uctuations � mesurer� A priori� il n�en existe pas dans la
gamme de fr
quences qui nous int
resse �� Hz � � kHz� �nous le v
ri�erons plus loin�� La
mesure des �uctuations de fr
quence est donc e�ectu
e par une deuxi�me cavit
� identique
� la premi�re � celle�ci joue le r!le de discriminateur de fr
quence� Le faisceau en r
�exion
de la deuxi�me cavit
 permet les mesures en utilisant la m�me technique Pound Drever�

Le signal r
sultant est donc l�
cart entre les �uctuations de fr
quence du faisceau stabilis

par la premi�re cavit
 de r
f
rence avec les �uctuations de longueur de la cavit
 de mesure�
converties en �uctuations de fr
quence par

�� � �x
�opt
Lc

�����

o& �opt est la fr
quence du faisceau laser et Lc la longueur de la cavit
� On peut supposer
que les deux cavit
s ont un bruit identique� puisqu�elles sont dans des environnements
identiques� Le signal est alors la somme quadratique des deux bruits de fr
quence� soit

p
�

fois le bruit absolu de fr
quence du laser asservi sur une cavit
�

Ce bruit absolu de fr
quence doit �tre compar
 au niveau requis pour l�
tage de
pr
stabilisation que nous avons calcul
 dans le chapitre pr
c
dent�

��� Implantation

	���� Les cavit�s Fabry Perot

Stabilit� de longueur des cavit�s

La stabilit
 de longueur de la cavit
 de r
f
rence est un point crucial� Il faut donc ma#triser
les bruits qui peuvent en alt
rer la longueur � bruit sismique� bruit thermique� dilatations�

La cavit
 de r
f
rence est un support c
ramique de �� cm de long� 
vid
 sur son axe pour
permettre le passage du faisceau� Des miroirs sont adh
r
s par contact optique � chaque
extr
mit
 � ils forment la cavit
 optique proprement dite� Le support c
ramique est con�u
de mani�re � avoir sa premi�re fr
quence de r
sonance m
canique la plus haute possible�
La forme de bic!ne� la plus proche de la sph�re� a 
t
 retenue� La premi�re fr
quence de
r
sonance longitudinale se situe alors � ��	�� Hz $��% d�apr�s le logiciel par 
l
ments �nis
SYSTUS �la fr
quence mesur
e est �� ��� Hz�� Le logiciel SYSTUS donne une premi�re
fr
quence de r
sonance non longitudinale � ��	� Hz� mais celle�ci ne devrait pas avoir
d�e�et sur la variation de chemin optique � elle n�est d�ailleurs pas observ
e� Une fr
quence
de r
sonance 
lev
e permet d�
viter que la r
sonance de la cavit
 ne soit excit
e par le bruit
sismique� Avec un mod�le simple de bruit sismique� celui�ci a une valeur de �x � �
�	�f �
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Fig� ��� ( D��nition m�canique des cavit�s

Fig� ��� ( Calcul d�une r�sonance des cavit�s par SYSTUS
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m�
p
Hz� Son amplitude � ��	�� Hz est de 
 ���
��� m�

p
Hz � m�me avec une isolation

sismique minimale� la r
sonance de la cavit
 sera excit
e de fa�on n
gligeable�

Les vibrations de la cavit
 sont excit
es aussi par le bruit thermique� La g
om
trie complexe
ne permet pas un calcul exact de la d
formation et de l�amplitude comme nous l�avons fait
pour les miroirs cylindriques� Nous pouvons toutefois obtenir un ordre de grandeur � l�aide
d�un mod�le simpli�
 �

�x� � �kBT
�

M ���fn�����f�
�����

o& �x est la variation de longueur analys
e � la fr
quence f � fn la fr
quence de r
sonance�
M � �� kg la masse physique� l�angle de pertes � 
tant suppos
 constant en fonction de
la fr
quence� Cette formule est valide pour f � fn� Le coe"cient de surtension m
canique
mesur
 de la cavit
 est Q , �� ���� Le seuil de bruit de fr
quence calcul
 � partir du bruit
thermique et de l�
quation ��� vaut alors

�� � �� ���
��
�
� kHz

f

�
Hz�

p
Hz �����

Pour une d
termination pr
cise� tous les modes de vibrations devraient en fait �tre pris en
compte� et la masse e�ective de chacun peut �tre notablement inf
rieure � la masse r
elle�

Pour 
viter des d
rives de dilatation de la longueur des cavit
s� celles�ci sont construites
en une c
ramique dont le coe"cient d�expansion thermique � est tr�s faible� l�ULE $��%� �
est donn
 par le fournisseur d�ULE

� � �� ���
��T � �� ���
�� �����

o& T est la temp
rature en �C� � vaut donc de l�ordre de �
�� autour de �� �C�

D�	nition optique

La cavit
 optique est triangulaire �cf� sch
ma ����� ce qui permet d�
viter les retours de
lumi�re vers la source laser� Les deux miroirs mont
s sur un di�dre � l�une des extr
mit
s ont
la m�me r
�ectivit
� Le miroir courbe� � l�autre extr
mit
� a un d
p!t di
lectrique pour le
rendre r
�
chissant au maximum� On peut montrer qu�une telle cavit
 est 
quivalente� pour
ses propri
t
s optiques� � une cavit
 � deux miroirs � le miroir courbe de renvoi n�intervient
pas alors dans les calculs de �nesse et de contraste�

Comme nous l�avons montr
� le rapport signal � bruit dans la mesure de �uctuations de
fr
quence� o& le bruit est le bruit de photons� vaut

� �

s
�Pin

h�opt

�J��m�J��m���� ��q
�� ��� ���J���m�

��

fP
�����



��	� IMPLANTATION ���

On a donc int
r�t � avoir une �nesse 
lev
e pour diminuer fP �

Pour mesurer �
�� Hz�
p
Hz et en supposant une cavit
 coupl
e optimalement �� � 
��

avec une puissance incidente de �� mW� il faut un p!le � �� kHz� L�intervalle spectral libre
de la cavit
 valant ��� MHz� la �nesse minimale doit �tre de ������

En fait� la �nesse mesur
e est de ������ et le p!le se situe alors � 	 kHz� La puissance
incidente mesur
e est d�environ � mW sur la premi�re cavit
 et � mW sur la seconde� Le
contraste des cavit
s est d�environ �� /� Le seuil minimal de �uctuations de fr
quence
d
tectables est donc� avec un indice de modulation m � 
� �� ���
�� Hz�

p
Hz pour la

premi�re cavit
 et �� ���
�� Hz�
p
Hz pour la seconde �en utilisant l�
quation ���� du

chapitre pr
c
dent��

Bruit de phase

La phase du faisceau lumineux doit rester tr�s stable� Il faut donc 
viter toutes les sources
pouvant provoquer des variations de chemin optique�

Le faisceau stabilis
 en fr
quence se propageant dans l�air� les �uctuations d�indice sont
r
duites en enfermant l�ensemble de l�exp
rience dans une enceinte� Il faut 
viter aussi
d�enfermer les 
lectro�optiques de correction de phase et de modulation dans des bo#tiers
dont les seules ouvertures laissent passer le faisceau � l�air chau�
 par les transistors �
proximit
 des cristaux vient perturber la phase de ces derniers�

Dans la version initiale de l�exp
rience� le faisceau stabilis
 
tait envoy
 sur le banc optique
par une �bre optique� Cette �bre produisait des �uctuations de fr
quence par e�et Kerr
$��%� Les �uctuations d�amplitude du faisceau� non corrig
es� se transforment en �uctuation
d�indice du milieu cristallin o& se fait la propagation

n � n� � �I �����

o& � est l�indice non�lin
aire� et I l�intensit
 du faisceau� Par exemple� dans une �bre
optique de longueur l � �
 m� de section �
��� m�� avec � � ���
���� une �uctuation �P �
�
��W�

p
Hz produit une �uctuation d�indice �n � ���
��� �

p
Hz et donc des �uctuations

de phase

�� � ��
l

�
�n � �� ���
�� rad�

p
Hz �����

et des �uctuations de fr
quence

�� � ��f �� � 
� � Hz�
p
Hz � ��� Hz ���	�

Ces valeurs disquali�ent la �bre optique�
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	���	 Implantation optique

Le montage permet l�asservissement d�un �MISER� Nd�YAG commercial �Lightwave ����
de ��� mW $��% sur une des cavit
s� qui est utilis
e comme r
f
rence de longueur� L�autre
cavit
 sert � la mesure des �uctuations absolues de fr
quence�

Le bruit en fr
quence de ce laser mesur
 sur une cavit
 de faible �nesse donne

�� � �



�
�

Hz

f

�
Hz�

p
Hz �����

Le montage du banc optique se sch
matise comme suit ��gure ���� �

EO

optique

acousto-

synthétiseur de

fréquence (70 MHz)

EO

Mesure de stabilité

température du cristal

piezo

électro-optique

servo

Cavité Fabry-Perot 1

Cavité Fabry-Perot 2

Modulation de fréquence

Analyseur de

spectres

Stabilisation de fréquence

Fig� ��� ( Sch�ma du montage optique pour la mesure absolue de �uctuations de fr�quence

Le faisceau laser est modul
 en fr
quence au moyen d�un cristal 
lectro�optique LiTaO�

modulateur de phase� � la fr
quence de modulation �� MHz� Une partie de ce faisceau est
envoy
 sur la premi�re cavit
� une partie sur la seconde par une lame s
paratrice�

Le faisceau r
�
chi par la premi�re cavit
 est envoy
 sur une photodiode� puis d
modul
 de
fa�on synchrone� Le signal 
lectrique est alors ampli�
 puis �ltr
 pour obtenir la fonction
de transfert voulue �cf� chapitre pr
c
dent�� La correction est appliqu
e suivant trois voies�
suivant la dynamique et la plage de fr
quence de chacune� La voie piezo�
lectrique� en
agissant sur la longueur de la cavit
 laser� permet les corrections de fr
quence jusqu�� 	 kHz�
La correction aux fr
quences sup
rieures� jusqu�� � MHz� se fait avec un 
lectro�optique
identique � celui qui fait la modulation de fr
quence� La correction de la temp
rature du
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cristal permet des corrections sur le long terme� et 
vite les tensions continues sur le cristal
piezo�
lectrique� ce qui am
liore sa lin
arit
 et 
vite des sorties de la dynamique lorsque la
temp
rature change� Le fonctionnement de l�exp
rience sur le long terme est alors possible�

La deuxi�me cavit
 est du m�me type que la premi�re� Sa longueur optique est toutefois
l
g�rement di�
rente � leurs r
sonances sont s
par
es de quelques centaines de MHz�
L�ajustement des fr
quences de r
sonance se fait par chau�age de l�enceinte de la
deuxi�me cavit
 et contr!le de cette temp
rature par thermistance� L�inconv
nient est
qu�elle n�op�re plus alors � temp
rature optimale pour sa dilatation� Le r
glage �n
des fr
quences de r
sonance est ajust
 par un cristal acousto�optique� dirig
 par un
synth
tiseur de fr
quence bas�bruit� On ajuste donc la temp
rature de mani�re � ce que
les fr
quences de r
sonance soient s
par
es d�environ ��� MHz � le cristal acousto�optique�
dont la fr
quence d�utilisation est ���� MHz� est utilis
 en double passage � les quelques
kilohertz restants sont ajust
s avec le synth
tiseur de fr
quence�

Le signal r
�
chi par la cavit
 � est recueilli sur une photodiode� d
modul
 de fa�on
synchrone� Le signal r
sultant� une fois calibr
� permet la mesure du bruit absolu de
fr
quence�

Sur le sch
ma ne sont pas repr
sent
s de nombreux composants optiques utilis
s dans
l�exp
rience � lames ��� et ��� servant � faire tourner la polarisation et passer d�une
polarisation elliptique � une polarisation longitudinale � polariseurs � isolateur de Faraday
pour 
viter les retours de lumi�re vers la source laser � lentilles d�adaptation du faisceau
laser �taille du col� position de ce dernier� aux param�tres des cavit
s�

	���� Implantation m�canique

Le montage m
canique vise � isoler l�exp
rience des bruits pouvant a�ecter la longueur des
cavit
s�

Isolation acoustique

Les cavit
s sont plac
es chacune dans une enceinte � vide �P � ���
�� mbar�� Le bruit
acoustique ne vient donc pas exciter directement les r
sonances� Ce vide permet 
galement
de ne pas d
grader le coe"cient de qualit
 du mat
riau� et donc 
vite d�augmenter
inutilement le bruit thermique� Il garantit la propret
� et en emp�chant la pollution des
miroirs� conserve la �nesse de la cavit
 optique� La laine de verre entourant l�enceinte qui
contient l�ensemble du dispositif exp
rimental att
nue aussi l
g�rement le bruit acoustique�
Les ondes acoustiques ne peuvent alors plus se propager qu�au travers des pieds supportant
les cavit
s�
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Fig� ��� ( Isolation sismique� acoustique et thermique de l�exp�rience

Isolation sismique

Le plateau sur lequel est pos
 le montage optique est suspendu � un super�att
nuateur �
gaz� pr
vu initialement pour l�isolation sismique des masses�test de Virgo�

Cela permet une isolation du bruit sismique dans le sens horizontal� gr1ce au pendule� qui
agit comme un �ltre passe�bas de second ordre avec une fr
quence de coupure d�environ
��� Hz� L�isolateur � gaz permet 
galement une isolation dans le sens vertical�

Chacune des cavit
s est pos
e sur � pieds� tiges m
talliques pointues qui se comportent
comme des isolateurs sismiques au�dessus de leur fr
quence de r
sonance� Dans la version
initiale de l�exp
rience� ces supports avaient une fr
quence de r
sonance basse �	 Hz�� Le
bruit sismique venait exciter cette r
sonance� � basse fr
quence et de grande amplitude�
Cela n�
tait pas g�nant pour le mouvement d�
longation des cavit
s mais surtout pour
l�e�et Doppler relatif entre les deux cavit
s� L�amplitude du mouvement excit
 par le bruit
sismique provoque un bruit de fr
quence

�� �
�opt
c

��f �x ������
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Pour un mouvement d�amplitude � 	m � la fr
quence de 	 Hz cela fait environ �� Hz�
p
Hz �

c�est au�dessus des sp
ci�cations pour l�
tage de pr
stabilisation en fr
quence� C�est fort
probablement la cause d�un bruit qui nous g�nait dans la version initiale de l�exp
rience �
sans isolation sismique� le mouvement de la cavit
 est visible � l�+il nu� J�ai donc con�u
des supports de cavit
s avec des fr
quences de r
sonance plus 
lev
es �autour de �� Hz��
Une tige en �exion a une constante de raideur

k �
��

��
E

d�

L�
������

o& E est le module d�Young� d le diam�tre de la tige� L sa longueur� On estime la masse
sur chacune des tiges � M��� Pour avoir une fr
quence de r
sonance autour �� Hz avec
des tiges en acier �E � ���
�� N)m��� on choisit une longueur de �� mm et un diam�tre
de � mm� Les cavit
s mont
es sur ces tiges montrent une premi�re r
sonance m
canique
mesur
e de �� Hz identique au calcul�

Si une cavit
 triangulaire a un l
ger mouvement de rotation autour d�un axe vertical passant
par son centre� par rapport � un r
f
rentiel galil
en� l�e�et Sagnac� similaire � l�e�et Doppler
va provoquer un bruit de fr
quence

�� � �opt
�A

�p
�� ������

o& A est la surface d
limit
e par le faisceau lumineux� p le p
rim�tre du parcours� �� la
fr
quence de Fourier de la pulsation de rotation� Un d
placement de l�extr
mit
 de la cavit

de � 	m �

p
Hz dans le sens tangentiel donne un bruit �� , 	 Hz�

p
Hz� Cet e�et Sagnac�

quoique plus faible que l�e�et Doppler� donne un bruit de m�me ordre de grandeur�

Isolation thermique

Pour att
nuer les �uctuations de temp
rature trop rapides� l�enceinte qui contient le banc
optique est entour
e de laine de verre� L�isolation� incompl�te� n�emp�che pas les variations
diurnes ou sur des intervalles de temps plus longs�

��� R�sultats et interpr�tation

	���� Calibration

La calibration �tension d
tect
e)
cart de fr
quence mesur
� est possible de plusieurs fa�ons�

Pour chaque calibration� une des cavit
s est asservie et l�autre voie permet la calibration�

La �nesse de chacune des cavit
s est mesur
e par balayage de la fr
quence avec le
cristal piezo�
lectrique � la conversion tension)fr
quence du cristal 
tant connue� le relev




��� CHAPITRE �� EXP�RIENCE DE STABILISATION EN FR�QUENCE

des sommets du signal d�erreur Pound Drever permet la mesure directe des p!les des
cavit
s� Une autre fa�on de mesurer ce signal Pound Drever est d�envoyer une rampe
sur le synth
tiseur de fr
quences� La mesure des p!les est alors directe� La connaissance
des fr
quences des p!les donne imm
diatement la caract
ristique tension)fr
quence par
balayage du signal Pound Drever de la cavit
 de mesure�

Une troisi�me m
thode est l�envoi d�un signal sinuso'dal d�amplitude connue sur le
synth
tiseur de fr
quences� La mesure du pic donne la caract
ristique tension)fr
quence�

Les �nesses mesur
es sont F � ��


 �fP � 	�

 Hz� pour la premi�re cavit
 et F � ��



�fP � ��

 Hz� pour la seconde�

	���	 Bruit de fr�quence

Apr�s am
nagements du banc jusqu�� l�obtention de r
sultats satisfaisants� nous avons
mesur
 les bruits indiqu
s sur la �gure ���� Le laser est asservi en fr
quence sur la premi�re
cavit
 et la deuxi�me cavit
 sert de discriminateur� La courbe du haut indique le bruit de
fr
quence du laser libre� mesur
 dans une exp
rience ind
pendante� La courbe du milieu
repr
sente la somme des bruits de fr
quence des deux cavit
s � le p!le de la cavit
 �	 kHz�
a 
t
 corrig
� La courbe du bas est le signal d�erreur sur la cavit
 ��

Le bruit de fr
quence doit �tre compar
 avec les sp
ci�cations pour l�
tage de
pr
stabilisation en fr
quence de Virgo �voir �gure ����� On voit que la stabilit
 de
fr
quence remplit les conditions requises pour le premier 
tage de stabilisation en
fr
quence� avec une large marge de s
curit
 �de � � � ordres de grandeur��

	���� Analyse

Signal d
erreur

Le signal d�erreur mesur
 vaut� comme on peut le montrer avec les formules du chapitre
pr
c
dent�

��� � K�
�

� �G
���cr �

�

G
��fr� �

�

� �G
���en ���sn� ������

o& G est le gain en boucle ouverte� ��sn est le courant de bruit de photons� ��en est le courant
de bruit d�
lectronique� ��cr le bruit de fr
quence d�une cavit
 donn
 par sa stabilit
 de
longueur�K� est la conversion fr
quence)courant de la photodiode et de la technique Pound
Drever� Avec les param�tres de la cavit
 mesur
s �contraste C � 
� �� indice de modulation
m � 
� �� p!le � 	 kHz� puissance incidente Pin � � mW� K� � ���
�
 A)Hz� Le bruit de
photons peut �tre 
valu
 � ��n �

p
�eIDC � �� ���
��� A�

p
Hz� soit �� � ���
�� Hz�

p
Hz�

La courbe du bas est donc plus petite que le bruit de photons� Elle est limit
e par le bruit

lectronique de la mesure du signal d�erreur� La remont
e vers � � kHz montre qu�alors le
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gain n�est plus assez 
lev
 �le bruit de photons varie avec la fr
quence par
q
� � �f�fP ��

et le gain baisse��

Signal de bruit de fr�quence

Le signal de bruit de fr
quence est la somme du bruit de longueur des deux cavit
s� En
basse fr
quence� ce n�est plus le bruit de longueur des cavit
s qui est mesur
 mais l�e�et
Doppler entre chacune des cavit
s� comme le montre le pic � �� Hz� et les autres pics
jusqu�� environ ��� Hz�

Au�dessus de ��� Hz� le bruit sismique �ltr
 par le pendule d
pend de la fr
quence comme
��f �� La pente du bruit mesur
 suit une pente de loi ��f � elle a donc une autre cause�
Il est possible que cette pente soit due � des d
rives lentes de fr
quence� En e�et� supposons
que la cavit
 �� qui est chau�
e� subisse des dilatations de longueur en fonction du temps
x�t� � at sur l�
chelle du temps de mesure� L�analyseur de spectre donne une transform
e
de Fourier sur un temps limit
 T

TF�x�t�� �
Z T

�
x�t�e�i��ftdt ������

et� en gardant le terme dominant� la densit
 spectrale est

�x �
aT

��f

s
�

T
������

soit� avec T � 	
 ms �mesure de l�intervalle ���(�� kHz�� a � �
 Hz)s correspond au bruit
mesur
 �� � ��f Hz�

p
Hz� Une telle d
rive est parfaitement possible et correspond � ce que

l�on peut mesurer par ailleurs �voir suite�� J�ai pu v
ri�er exp
rimentalement qu�un signal
en forme de rampe donne un bruit en ��f � d�amplitude donn
e par ����� sur l�analyseur
de spectre�

	���� D�rives � long terme

Pour mesurer les d
rives � long terme� l�
cart continu de fr
quence sur la voie de mesure de
bruit de fr
quence �cavit
 �� est utilis
 pour asservir le synth
tiseur de fr
quence� Le signal
de commande du synth
tiseur mesure alors les d
rives � long terme de la fr
quence� Un
micro�ordinateur 
quip
 d�une carte de conversion analogique)num
rique vient mesurer
cette grandeur toutes les �� s� La voie thermique de correction de la fr
quence du laser
ajuste la temp
rature du cristal � ce signal est donc proportionnel aux variations de
temp
rature dans l�enceinte� Pour cette exp
rience� la suspension sismique n�est pas
utilis
e � il n�y a pas besoin de bonne stabilit
 � court terme� et le ressort � gaz n�est pas
utilisable en op
ration continue sur plusieurs jours �fuites� dilatations importantes du gaz
en fonction de la temp
rature� et donc hauteur du banc optique peu contr!lable��
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Comme on peut le voir en �gure ���� les d
rives de fr
quences et les variations de
temp
rature sont corr
l
es� On peut 
valuer la d
rive moyenne � � MHz pour �� heures�
soit �� Hz)s� ce qui est bien la valeur trouv
e dans la mesure de bruit�

Ces d
rives sont principalement dues � la dilatation thermique de la deuxi�me cavit
� qui
a 
t
 l
g�rement chau�
e pour �tre � r
sonance avec la premi�re� Elle n�est donc plus �
son point optimal de dilatation� Le bruit de fr
quence mesur
 est donc pessimiste� puisque
limit
 par ses d
rives� qui n�existeront pas dans l�exp
rience Virgo o& la temp
rature de
l�environnement de la cavit
 de pr
stabilisation est maintenu autour de �� �C�

	���� Stabilit� � variance d�Allan

La grandeur utilis
e en m
trologie de mesures de temps et de fr
quences pour sp
ci�er la
stabilit
 d�un oscillateur est la variance d�Allan $��� ��%� Celle�ci exprime la variance de la
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fr
quence moyenn
e sur une p
riode T � Plus pr
cis
ment� en posant

y�t� �
��t�

�opt
������

�y�t� �� �
�

�

Z t��

t
y�t�� dt� ������

�yi � �y�t� iT� �� ����	�

la variance d�Allan �y est d
�nie par

��y �
�

N � �

NX
i��

�
�yi � �

N

NX
j��

�yj

��

������

o& N est le nombre de segments �yi utilis
s�

La variance d�Allan la plus couramment utilis
e est calcul
e avec N � � et T � � � Elle se
d
�nit alors par

��y �
�

�

 ��yi � �yi���

� � ������

Cette m�me variance peut se calculer � partir du spectre de bruit de fr
quence avec la
formule �cf� $��%�

��y �
Z fmax

fmin

�Sy�f� sin
���fT �

�
sin��fT �

�fT

��

df ������

o& Sy�f� est la densit
 spectrale de puissance de bruit de fr
quence� ffmin et ffmax sont les
limites du spectres dues � l�appareil de mesure�

A partir du spectre de bruit de fr
quence mesur
� une variance d�Allan � court terme peut
�tre calcul
e par l�
quation ����� Pour la mesure sur des intervalles de temps plus longs�
les mesures de d
rives du paragraphe pr
c
dent donnent la stabilit
 avec l�
quation �����

Sur la �gure ��	� la courbe ��� est la stabilit
 de fr
quence d
duite de la mesure spectrale
de bruit de fr
quence� Les courbes ��� et ��� sont d
duites de mesures � moyen et long
terme �de T � � seconde � T � �
 heures�� La pente pour des intervalles de temps longs est
due aux dilatations thermiques de la cavit
 � � si ��t� � at� alors �y�T � � ���

p
�� aT��opt�

Pour T � �
 secondes� a vaut donc 	 Hz)s�

La variance d�Allan obtenue peut �tre compar
e � celle des meilleurs oscillateurs existant
actuellement �voir �gure ��	�� La courbe ��� repr
sente la stabilit
 de l�oscillateur
hyperfr
quences � saphir de l�U�W�A� $�	%� la courbe ��� la stabilit
 de fr
quence du maser
� hydrog�ne de l�observatoire de Shanga' $��%� la courbe ��� la stabilit
 de fr
quence du
laser Nd�YAG du Tokyo Institute of Technology �exp
rience similaire � la n!tre� $	�%�

La stabilit
 de fr
quence obtenue est donc la plus stable� � court terme� du monde� La
stabilit
 � long terme� � cause des dilatations de la cavit
 � qui est l
g�rement chau�
e�
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n�est pas tr�s bonne� Elle pourrait �tre largement am
lior
e en ayant chacune des cavit
s �
son point optimal �autour de �� �C�� et par un asservissement de la temp
rature du banc
optique�
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	���� Automatisation de l�accrochage

Le laser qui illumine l�interf
rom�tre Virgo doit �tre �able� Un syst�me permettant
l�accrochage automatique des boucles d�asservissement a donc 
t
 d
velopp
� Les mesures
de d
rives de fr
quence � long terme ont permis de tester les performances du syst�me de
logique 
lectronique qui r
alise cette fonction�

Le syst�me d�accrochage automatique utilise la photodiode en transmission de la premi�re
cavit
� La tension moyenne est compar
e � un seuil � lorsqu�elle y est inf
rieure� le
laser est consid
r
 comme d
croch
� La fr
quence du laser est alors balay
e par l�envoi
d�une tension en rampe sur le cristal piezo�
lectrique du laser� Lorsque la fr
quence
est proche de la fr
quence de r
sonance� la lumi�re transmise par la cavit
 s�accro#t � le
comparateur reconna#t le franchissement du seuil� stoppe le balayage et le gain de la
boucle d�asservissement passe de � � sa valeur r
gl
e � l�avance� La dur
e moyenne d�un
raccrochage du laser est de quelques dizaines de secondes�
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L�exp
rience a consist
 en la mesure de l�
tat accroch
 ) d
croch
 du laser pendant les
quelques ��� heures de mesures de d
rives � long terme� Le micro�ordinateur qui mesure
les d
rives enregistre 
galement le nombre de d
crochages pendant un intervalle de �� s�
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Fig� ��� ( D�crochages du laser lors de la mesure des d�rives 	 long terme

Le r
sultat ��gure ���� et l�analyse pr
cise des donn
es montre que � chaque fois que le
laser a d
croch
� il a aussit!t raccroch
 dans des intervalles de temps de quelques dizaines
de secondes� Il n�est jamais rest
 dans un 
tat o& il n�est pas en r
sonance avec la cavit

pendant une dur
e de plus d�une minute�

De plus� la plupart des d
crochages du laser observ
s ont une cause connue� Les chocs
m
caniques ne sont pas �ltr
s par l�isolateur sismique �att
nuateur � gaz�� puisque ce
dernier n�est pas utilis
� Ils provoquent donc des d
crochages� Les chocs contre l�enceinte
abritant le banc optique pendant les ��� heures d�op
ration ont 
t
 r
pertori
s� D�autres
d
crochages ont eu lieu � cause de parasites 
lectriques� et d�une mauvaise isolation

lectrique de la logique de commande� Le simple fait de brancher ou d
brancher un fer �
souder a provoqu
 plusieurs des d
crochages de la �gure ����

L�isolation de l�alimentation de la partie 
lectronique a 
t
 r

tudi
e pour 
viter les
parasites 
lectromagn
tiques� Lorsque les cavit
s sont isol
es sismiquement� les chocs
m
caniques ne provoquent plus de d
crochages du laser� Le syst�me semble donc �able� et
peut �tre utilis
 dans l�exp
rience Virgo�
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��	 Conclusion

L�exp
rience de stabilisation en fr
quence nous a permis de v
ri�er que le laser stabilis

en fr
quence poss�de les performances su"santes et est assez �able pour �tre utilis
 dans
l�exp
rience Virgo�

Le principe de fonctionnement du premier 
tage de stabilisation en fr
quence est test
� et
sa validit
 est montr
e � la cavit
 de r
f
rence poss�de une stabilit
 de fr
quence su"sante
pour �tre utilis
e�

Le laser stabilis
 poss�de la stabilit
 de fr
quence � court terme la plus grande du monde� Sa
stabilit
 en fr
quence sur le long terme peut �tre am
lior
e par des am
liorations techniques
simples� en particulier le contr!le de la temp
rature des cavit
s� Ceci n�a pas 
t
 fait parce
que non n
cessaire pour la construction de l�interf
rom�tre Virgo � mais les performances
du laser obtenu permettent d�envisager la construction d�un interf
rom�tre spatial comme
LISA $	�%�
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L
es travaux pr
sent
s dans cette th�se ont permis de pr
ciser la sensibilit
 que
pourrait atteindre l�interf
rom�tre Virgo� Diverses pistes ont 
t
 ouvertes pour

l�am
liorer�

Le bruit thermique des masses�test pourrait �tre am
lior
 par le choix d�un substrat dont les
qualit
s sont meilleures que la silice fondue� Le saphir pourrait jouer ce r!le � la faisabilit

de substrats de grandes dimensions dans ce mat
riau� avec les propri
t
s optiques requises�
reste toutefois � prouver� L�angle de pertes� s�il est limit
 par les pertes aux points de
contact� pourrait �tre diminu
 par une conception plus d
taill
e de cette interface�

Le bruit des suspensions pourrait �tre am
lior
 par un mat
riau � faibles pertes� et en
limitant les pertes aux points de contact � cela n�est pas possible avec des �ls d�acier� o&
les pertes thermo
lastiques� incompressibles� dominent�

Une exp
rience de mesure directe de bruit thermique demande � �tre plus pr
cis
ment
sp
ci�
e� Elle sera un banc de mesure et d�am
lioration de la sensibilit
 de Virgo� Elle
seule permet 
galement de mesurer directement l�angle de pertes des ondes acoustiques �
toutes les fr
quences�

Les �uctuations de fr
quence ne limitent pas la sensibilit
� avec une sym
trisation ad
quate
des cavit
s et avec l�asservissement de la fr
quence sur la longueur de cavit
s optiques� Le
premier 
tage de stabilisation de fr
quence de Virgo a 
t
 construit� Nous avons d
montr

qu�il remplit les sp
ci�cations� et que le syst�me est su"samment �able pour �tre utilis
 en
continu� Nous avons m�me obtenu une stabilit
 � court terme exceptionnelle� La stabilit

� long terme pourrait �tre am
lior
e� au prix d�un meilleur contr!le en temp
rature�

Ces pistes permettraient l�am
lioration de la sensibilit
 d�un d
tecteur interf
rom
trique�
terrestre comme Virgo ou spatial comme LISA� Les enjeux en sont la quantit
 d�
v
nements
d
tectables� l�am
lioration de la pr
cision des signaux� et plus g
n
ralement toute la
nouvelle physique qui sera bas
e sur ce nouveau type de signaux � les ondes de gravitation�
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Annexe A

Optique gaussienne

Pour une pr
sentation g
n
rale de l�optique gaussienne� cf� $��%� chapitre �� Ce qui est
donn
 ici est destin
 � faciliter la lecture et les param�tres de faisceaux utilis
s dans les
calculs�

A�� Approximation paraxiale

Les 
quations de Maxwell bien connues de propagation du champ 
lectromagn
tique dans
le vide conduisent � l�
quation d�onde �

�r� � �

c�
��t �E � 
 �A���

o& E est une composante du champ 
lectrique� que l�on note sous forme complexe� il su"t
d�en prendre la partie r
elle pour avoir l�onde physique� En faisant une analyse spectrale
de E� on 
crit E � u�x� y� z�ei � t� u v
ri�e alors l�
quation d�Helmholtz �

�� � k��u�x� y� z� � 
 �A���

o& k � 
�c et � est l�op
rateur Laplacien� Une solution particuli�re de A�� bien connue
est l�onde plane �

u � u�e
�i k z �A���

avec k � ���� o& � est la longueur d�onde� pour un faisceau se propageant le long de l�axe
�oz�� On cherche d�autres solutions de A�� sous la forme d�ondes paraxiales� c�est���dire
sous la forme de cette onde plane modul
e spatialement �

u�x� y� z� � ��x� y� z�e�i k z �A���

On se place dans le cas d�amplitudes complexes lentement variables �pour n
gliger ��z�
devant ik�z�� et � v
ri�e alors l�
quation d�Helmholtz paraxiale �

�r�
T � �ik�z�� � 
 �A���
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o& r�
T � ��x � ��y �

A�� Modes TEMmn

L�
quation A�� admet comme solutions les fonctions �en coordonn
es cart
siennes� �

�mn�x� y� x� �
w�

w
Hm�

p
�
x

w
�Hn�

p
�
y

w
�ei�mn��

�

w�
�i k

�R

�x��y�
 �A���

o& Hmn sont les polyn!mes d�Hermite� �mn � �m � n � ����z�� w et R sont des fonctions
de z �

w�z� � w�



� �

�
z

z�

	�����
�A���

R�z� � z



� �

�
z�
z

	��
�A�	�

��z� � tan���z�z�� �A���

z� �
�w�

�

�
�A����

w�z� est la � taille� du faisceau au point z� minimale au col w� en z � 
� R�z� le rayon
de courbure du front d�onde� in�ni au col � z� est le param�tre de Rayleigh� Ces fonctions
supposent le col situ
 � z � 
�

Lorsque la position du col du faisceau est �x
e� un seul param�tre� w�� permet donc
de d
crire l�onde� L�ensemble des param�tres m� n permet alors de construire une base
compl�te des fonctions � �

��x� y� z� �
X
m�n

�mn�mn�x� y� z� �A����

A�� Faisceau gaussien

Dans cette th�se n�est consid
r
 que le mode principal r
sonnant d�une cavit
� le mode
m � 
� n � 
�

Une onde se propageant suivant z s�
crit alors �

u�x� y� x� � u�
w�

w
e�ikz��

�

w�
�i k

�R

�x��y�
�i	�z
 �A����

L�intensit
 se distribue de fa�on gaussienne�
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Annexe B

Asservissements � principes

B�� Pr�sentation

Le principe g
n
ral d�un asservissement lin
aire continu se repr
sente par la �gure B���

w�t� est le signal de commande� y�t� le signal de sortie� e�t� le signal d�erreur �appel
 aussi

cart�� d�t� une perturbation et c�t� le signal de correction� G�� G� et F sont des fonctions
de transfert� g
n
ralement des fractions rationnelles de la variable complexe p� p � i 
�

Dans le domaine fr
quentiel� la fonction de transfert de l�ensemble est �

Y �p�

W �p�
� H�p� �

G�p�

� �G�p�F �p�
�B���

o& on repr
sente par des majuscules les transform
es de Fourier� et G�p� � G��p�G��p��
H�p� est la fonction de transfert en boucle ferm
e � on pose aussi T �p� � G�p�F �p� la

w(t)
G G

21
+

-
+

+

d(t)

c(t)

F

e(t) y(t)

Fig� B�� ( Sch�ma d�un asservissement lin�aire continu
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fonction de transfert en boucle ouverte� T �p� peut s�
crire

T �p� �
N�p�

D�p�

o& N�p� et D�p� sont des polyn!mes de la variable p�

B�� Gain unit�

La bande passante de l�asservissement est d
�nie par la fr
quence au gain unit
� c�est���
dire la pulsation 
� telle que jH�i 
��j � �� Pour 
 � 
�� jH�i 
�j 
 � et pour 
 
 
��
jH�i 
�j � �� Pour 
 � 
�� on peut approximer H par la fonction H��p

k�

B�� Stabilit�

On se place dans le cas d�un syst�me � d
phasage minimum �Le d
nominateur de la fonction
de transfert en boucle ferm
e n�a pas de z
ro � partie r
elle positive�� La stabilit
 est assur
e
si k 
 ��
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Glossaire des principaux symboles

utilis�s

Les principaux symboles utilis
s sont d
crits ci�dessous� On se reportera � la partie
correspondante pour une d
�nition exacte des termes�

Cavit�s

�in champ incident
�r champ r
�
chi
�t champ transmis
�� champ stock


Pin puissance incidente
Pref puissance r
�
chie
Pt puissance transmise
Psto puissance stock
e
Pout puissance sur la photodiode de d
tection
PDC puissance continue sur la photodiode de d
tection

miroir d�entr
e miroir d�extr
mit

r
�ectivit
 r� r�
transmission t� t�
pertes p� � �� r�� � t�� p� � �� r�� � t��



��� GLOSSAIRE DES PRINCIPAUX SYMBOLES UTILIS�S

c vitesse de la lumi�re
Lc longueur de la cavit

� longueur d�onde du faisceau incident
�opt � c�� fr
quence optique
ISL � c���Lc� intervalle spectral libre
� � ���optLc�c d
phasage d�une onde sur un parcours aller�retour
�� d
phasage � r
sonance
F � �

p
r�r����� r�r�� �nesse

n � ����� r�r�� � F�� si F � � nombre e�ectif d�aller retour dans la cavit

pc � �� r����� p�� pertes de la cavit

� � npc � � couplage de la cavit


� 
 
 cavit
 sous�coupl
e
� � 
 cavit
 coupl
e optimalement
� � 
 cavit
 sur�coupl
e

G � n��� �� � Psto�Pin gain de la cavit


Cavit� en r��exion

R � �r��in r
�ectivit
 �complexe� de la cavit

C � ��� ������ � ��� contraste
fP � ISL���F� p!le de la cavit


D�tection

m indice de modulation
� e"cacit
 quantique du d
tecteur
PDC puissance continue incidente sur la photodiode
� � e���hp�opt� conversion courant)puissance incidente du photod
tecteur

�hp constante de Planck et e charge de l�
lectron�

Bruit thermique

Calcul par le th�ror�me �uctuation
dissipation

kB constante de Boltzmann
T temp
rature absolue
Z�
� imp
dance m
canique
f fr
quence d�analyse

 � ��f pulsation



���

R�sonateurs

�x bruit de position �en m�
p
Hz�

M masse

� fr
quence de r
sonance
k �M
�

� constante de raideur
fd coe"cient de frottement
��
� angle de pertes
Q � ����
�� coe"cient de qualit

� temps de relaxation
�� fr
quence de Debye �pertes thermo
lastiques�
�� angle de pertes maximum par thermo
lasticit


Bruit des miroirs

D diam�tre
R rayon
H 
paisseur
modei � n�m� � description d�un mode de r
sonance
n ordre circonf
rentiel �nombre de diam�tres nodaux�
� num
ro de parit

m num
ro d�ordre
uz d
placement d�un point de la surface
P densit
 d�intensit
 lumineuse sur la surface

Bruit des suspensions


n fr
quences de r
sonance des modes violon

p fr
quence de r
sonance du mode pendule
�w pertes internes au mat
riau
�p angle de pertes du mode pendule
�v angle de pertes des modes violon
K � 
p��



w��

renforcement de l�angle de pertes

M�trologie des fr�quences

�� bruit de fr
quence �en Hz�
p
Hz�

�y 
cart type d�Allan �racine carr
e de la variance d�Allan�



��	 GLOSSAIRE DES PRINCIPAUX SYMBOLES UTILIS�S

Ondes gravitationnelles

h�t� onde gravitationnelle
�hn seuil de sensibilit
 �en �

p
Hz�



Index

C� voir contraste
Grec� voir gain de recyclage
Q� voir facteur de qualit

Sn�f�� voir densit
 spectrale de bruit
Z�
�� voir imp
dance m
canique
�� voir asym
trie
�� voir e"cacit
 quantique
�� voir conversion courant)puissance
F � voir �nesse
ISL� voir intervalle spectral libre
��
�� voir angle de pertes
�p� voir angle de pertes� mouvement

pendulaire
�v� voir angle de pertes� modes violon
�w� voir angle de pertes� internes
�� voir signal � bruit
� � voir temps de relaxation
�hn� voir seuil de sensibilit

�� voir couplage
h�� �
h�� �
w� voir taille de faisceau

quation d�Einstein� �

an
lasticit
� ��
angle de pertes� �	

internes� ��� ���� ���
modes violon� ��
mouvement pendulaire� ��

asym
trie� ��� ��

cavit

contraste� ��
couplage� ��� ��
Fabry Perot� ��� ��
�nesse� ��� ��

gain de puissance� ��
intervalle spectral libre� ��� ��
p!le� ��
puissance stock
e� ��
temps de stockage� ��

coalescence de binaires� 	
coe"cient de qualit
� voir facteur de

qualit

coe"cient de surtension m
canique� voir

facteur de qualit

coe"cients de Lam
� ��
col de faisceau� voir taille de faisceau laser
compliance� ��
conversion courant)puissance de

photodiode� ���

densit
 spectrale de bruit� ��

e"cacit
 quantique� ��

facteur de qualit
� ��
facteur de renforcement� ��
�ltre adapt
� ��

gain de recyclage� ��

imp
dance caract
ristique� ��
imp
dance m
canique� ��

m
trique� �
masse caract
ristiqueM� 	
mode cleaner� ��

pic de Debye� ��
Pound Drever� ��
pulsars� �

quadrup!le� �� ��

���



�	� INDEX

r
�ectivit

cavit
� ��
miroir� ��

raideur� ��

seuil de sensibilit
� ��
signal � bruit� ��� ��
supernov*� �

taille de faisceau laser� ��
temps de relaxation� ��
thermo
lascticit
� ��



R�sum�

La sensibilit
 d�un d
tecteur interf
rom
trique d�ondes gravitationnelles comme Virgo
est cruciale pour l�analyse des sources astrophysiques� Une telle antenne d
tecte l�onde
gravitationnelle comme une variation de phase de faisceau lumineux� La pr
cision de la
mesure peut �tre limit
e par le bruit de longueur des cavit
s� d aux vibrations thermiques�
et par le bruit de fr
quence du laser incident�

Ma contribution � l�
valuation du bruit des modes de vibration interne des substrats des
miroirs a 
t
 d�
crire un programme� bas
 sur la propagation des ondes acoustiques dans
les solides� Il permet les calculs des fr
quences de r
sonance� des masses 
quivalentes
des modes� de la d
formation de la surface et son couplage avec un faisceau lumineux
incident� Les r
sultats permettent le dimensionnement des substrats� La sensibilit
 est
alors l
g�rement moins bonne que celle fournie par une estimation grossi�re� si les pertes des
ondes acoustiques sont constantes en fonction de la fr
quence et 
gales � celles mesur
es �
r
sonance� Elle peut �tre am
lior
e par diminution des pertes ou par le choix d�un mat
riau
ayant de meilleures performances� Nous avons 
galement men
 des exp
riences pour aider
au choix du mat
riau des �ls de suspension� Je propose une exp
rience de mesure directe
du bruit thermique qui permettrait de v
ri�er la sensibilit
�

La con�guration de l�interf
rom�tre rend le bruit de fr
quence du laser n
gligeable si le
laser est asservi en fr
quence� La stabilisation de fr
quence se fera en deux 
tages� l�un
qui asservit la fr
quence sur la longueur d�une cavit
 courte� le deuxi�me qui asservit sur
les grands bras de l�interf
rom�tre� Le premier 
tage a 
t
 construit� J�ai v
ri�
 que ses
performances remplissent les sp
ci�cations� La stabilit
 de fr
quence obtenue se r
v�le �tre
exceptionnelle�

Mots cl�s �

VIRGO
Ondes de gravitation
Bruit thermique
Stabilisation de fr
quence
Vibration de cylindres
Dissipation du son dans les solides


