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Mémoire d’habilitation a diriger des recherches

Quelques contributions en. . .
Modélisation, Analyse et Controle pour le Calcul des Structures

Dominique CHAPELLE!

Résumé : Ce document présente la synthése des travaux de recherche de 'auteur,
ainsi que leurs perspectives. La majeure partie de ces travaux concerne la fiabilité et
I""applicabilité" des méthodes numériques pour les coques minces. La fiabilité des mé-
thodes est plus particuliérement étudiée dans le contexte des comportements asympto-
tiques (vis-a-vis de I’épaisseur) des modeles de coque. On résume aussi des travaux plus
exploratoires concernant le couplage fluide-structure, ’optimisation des gyrovibrants
et la biomécanique cardiaque.

Abstract : This document presents a summary of the author’s research work, together
with some perspectives. The major part of this work deals with the reliability and the
"applicability" of numerical methods for thin shells. More specifically, the issue is
analysed in the context of the asymptotic behaviors (with respect to the thickness)
of shell models. Some more recent investigations regarding fluid-structure interaction,
optimal design of resonator gyroscopes and cardiac biomechanics are also summarized.

Ce mémoire présente la synthése de mes travaux de recherche, dont beaucoup
sont le fruit de collaborations riches et variées avec de nombreux collégues qu’il
m’est agréable de collectivement (mais non moins chaleureusement !) remercier
dans ce préambule.

La majeure partie de ces travaux concerne les méthodes numériques pour les
structures minces (et notamment les plus complexes et plus élégantes d’entre
elles : les coques). Dans ce cadre et plus spécifiquement, mes recherches ont
essentiellement porté sur la fiabilité des méthodes d’éléments finis (Section 1)
d’une part, et la formulation et I’analyse de méthodes adaptées aux applications
(Section 2) d’autre part, les deux aspects n’étant naturellement pas sans lien
entre eux.

Enfin la Section 3 fait un bilan (provisoire) d’activités de recherche plus
récentes, plus “exploratoires” (bien qu’a chaque fois avec des objectifs applicatifs
concrets), et donc aussi moins abouties.

Afin de permettre au lecteur d’identifier plus facilement mes propres contri-
butions dans ce document, j’utilise un mode de citation différent pour les ré-
férences dont je suis auteur ou coauteur (par exemple [1]) et pour les autres
(comme [Bat96, BF91]), et en conséquence deux listes bibliographiques dis-
tinctes.

LINRIA-Rocquencourt, B.P. 105, 78153 Le Chesnay Cedex, Dominique .Chapelle@inria.fr
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1 Le verrouillage des méthodes d’éléments finis :
comment coupler “analyse” et “numérique”

Cet intitulé en apparence un peu mystérieux traduit pourtant I’esprit qui
anime ma démarche de chercheur (depuis ses premiers pas dans le laboratoire
de K.J. Bathe au MIT). Cet esprit s’exprime, dans la conception et l’analyse
de méthodes numériques, par la recherche de “synergies” entre les éclairages
apportés par les mathématiques appliquées et ’analyse numérique d’une part,
et expérimentation numérique (et au dela la modélisation physique) d’autre
part. Ses motivations sont simples : les mathématiques appliquées (dans un sens
comprenant I’analyse numeérique) ne peuvent pas tout démontrer de ce qui pré-
occupe l'ingénieur ou le physicien, mais elles fournissent des résultats “certains”
sur des formulations “génériques” et aussi (en général) des clés pour comprendre
le comportement de la solution (continue ou discréte) d’un modéle ; par ailleurs
Pexpérimentation numérique apporte des indications précises (et précieuses) sur
le comportement des solutions dans des cas nécessairement particuliers (mais
que 'on peut varier judicieusement en exploitant des éclairages théoriques), ce
qui permet de guider 'analyse (notamment en détectant certaines impasses), de
quantifier ses résultats (comme pour le cas des estimations d’erreur), et d’explo-
rer les extensions possibles d’une méthodologie au deld du “domaine de validité”
de T'analyse. Il s’agit donc bien 1a d’une véritable synergie o1 chacun des deux



aspects nourrit ’autre, et non du traditionnel schéma “analyse théorique / vali-
dation numérique” (ou le second joue alors un peu le role de “parent pauvre” du
premier). Sous diverses formes, les travaux décrits dans la suite sont tous des
illustrations de cette démarche.

1.1 Meéthodes mixtes pour le déverrouillage : de I'incom-
pressible aux structures minces

Le verrouillage numérique est un phénoméne indésirable qui peut se produire
lorsque 'on cherche & approcher la solution d’une formulation variationnelle
dans laquelle une contrainte est imposée, soit exactement, soit (le plus souvent)
par pénalisation. Sous forme pénalisée, ce genre de formulation s’écrit :

Trouver U® dans V tel que
AU, V) +e (DU°),T(V))o = F(V), VYV e (1)

Dans cette équation variationnelle, A désigne une forme bilinéaire symétrique
positive, I un opérateur continu de V dans un espace “de type L?” dont le pro-
duit scalaire est noté ici (+,-)o, opérateur également supposé rendre la forme
bilinéaire (symétrique positive) “A(U, V) + (I'(U),T'(V))o” coercive, et F repré-
sente une forme linéaire. Enfin €72 joue le role du paramétre de pénalisation?
correspondant & la contrainte

(V) =o0. (2)

Par exemple, en mécanique incompressible (ou quasi-incompressible) cette con-
trainte s’écrit

div = 0, (3)

c’est a dire qu’on tend & annuler un certain type de déformations (ici, les défor-
mations volumétriques). Lorsque I'on fait tendre le paramétre e vers 0, on peut
montrer que la suite de solutions (U¢) converge vers U solution de

Trouver U° dans Vo tel que

AU V)=F(V), VYV e, (4)

ou V, désigne le sous-espace contraint VN{T'(V) = 0}, ce qui justifie au passage
la dénomination “contrainte pénalisée”.

On dit alors qu’il y a verrouillage numérique quand les estimations d’erreur
optimales que 'on peut démontrer pour un schéma d’approximation donné a e
fizé dégénérent lorsque 'on fait tendre € vers 0. C’est par exemple clairement le
cas pour une méthode de Galerkin quand la suite de sous-espace discrets V;, est
telle que

Vi NV = {0}, (5)

puisqu’alors, & “h fixé”, la suite de solutions discrétes (Uf) tend vers 0 avec
€. Ce genre de situation ou le sous-espace discret est “totalement inadapté &

2Ta raison pour laquelle on choisit le paramétre de pénalisation sous cette forme apparaitra
plus bas.



la contrainte” est relativement répandu, et constitue d’ailleurs 'origine de I'ex-
pression “verrouillage numérique” (en mécanique, le systéme considéré apparait
de plus en plus “raide” & travers sa solution discréte & mesure que le paramétre
e décroit).

Les méthodes d’éléments finis mixtes, introduites dans les années 70 [Bab73,
Bre74] ont fourni un cadre systématique d’analyse et de traitement du ver-
rouillage numérique. Elles consistent & utiliser comme inconnue auxiliaire le
multiplicateur de Lagrange de la contrainte et & discrétiser également cette
nouvelle inconnue. On pose ainsi

¥ = 2I(U9), (6)
soit encore sous forme faible
e2(25,2) = (T(U®),E)0, V= €L (7)
On aboutit donc au systéme variationnel

AU, V)+B(V,£5)=F(V), YVey ®
B(U%,E) —e2(£5,5)g =0, V=€ L2

avec

B(V,E) = (I(V),E)o- (9)

On peut noter qu’on a ainsi transformé une formulation pénalisée en un systéme
perturbé par le petit paramétre £ (perturbation réguliére ou singuliére selon les
cas). La difficulté essentielle au plan numérique consiste alors & identifier des
schémas de discrétisation des deux inconnues, sous la forme de sous-espaces
discrets V}, et 7y, (pour le multiplicateur) qui satisfont une condition du type :

B(V,E)

sup ——2 >4 sup BlV.2)

VeV, V#0 ||V||V Vev, V#0 ||V||V

pour une constante § strictement positive et indépendante du paramétre de
discrétisation h. Cette condition est connue sous le nom de condition inf-sup du
fait que, en définissant la norme?

B(V,E)

Ellr= sup ——, 11
=l o A (11)

on peut réécrire cette équation sous la forme plus classique

B(V,=
inf sup (73 >46>0. (12)
E€Th, EA0vey,, vzo I VIVIElT

La condition inf-sup traduit la stabilité de la formulation mixte (discréte) vis-a-
vis de I'inconnue auxiliaire (multiplicateur). La stabilité en I'inconnue principale

30n note que c’est bien une norme dans L2, “quotienté” au besoin par le sous-espace des
= qui annulent B(V,E) pour tout V.



(dite parfois primale) doit naturellement aussi étre garantie, mais elle I’est en
pratique beaucoup plus facilement, car en quelque sorte “héritée” de la formu-
lation d’origine [Pit92, AB93, 24, 12, 1].

Pour éclairer le fonctionnement des méthodes mixtes en matiére de trai-
tement du verrouillage numérique, on peut remarquer qu’au niveau discret la
deuxiéme équation du systéme mixte s’écrit

55, = e 2P (D(U)), (13)

ol P, désigne la projection L? sur l'espace discret 7. On peut alors éliminer
I’inconnue auxiliaire de la premiére équation, ce qui donne

AU;, V) + e 2(Pu(D(UR)), Pu(T(V))), = F(V), YV €W, (14)

et on voit que, lorsqu’on fait tendre e vers 0, la contrainte qui prévaut est
devenue

Pr(C(UR)) =0, (15)

ce qu’on peut interpréter comme une relaxation de la contrainte d’origine. On
peut ainsi voir les méthodes mixtes comme un outil rigoureux de construction
de schémas d™intégration numérique réduite” pour le déverrouillage (de tels
schémas étant employés sur un mode “empirique” par les ingénieurs depuis que
le mécanisme du verrouillage a été identifié; voir par exemple [Bat96, ZT91]
et leurs références pour des perspectives historiques sur le verrouillage). Notons
également que la formulation (14) peut fournir en pratique un moyen treés efficace
de résoudre le probléme mixte discret (et donc idéalement sans verrouillage),
A condition que l'espace discret des multiplicateurs soit discontinu entre les
éléments de sorte qu’on puisse calculer la projection au niveau élémentaire (et
ainsi se ramener & une formulation primale modifiée, de complexité comparable
a celle d’origine). Cette discontinuité est par conséquent souvent un élément
important du “cahier des charges” du numéricien.

On peut donc voir la condition inf-sup (10) comme la “clé du bon compor-
tement” des schémas numériques employés pour discrétiser les formulations ou
le verrouillage est & redouter. Lorsqu’elle est satisfaite, et si on a pris garde &
la stabilité de I’inconnue primale, on obtient en effet des estimations d’erreur
indépendantes du paramétre €, ce qui implique que le verrouillage n’apparait
pas. Par ailleurs, elle présente également, un caractére “nécessaire” car elle com-
mande la stabilité de 'inconnue auxiliaire (le multiplicateur) qui posséde en
général une signification physique importante (la pression dans les formulations
incompressibles). On a donc vu apparaitre, depuis I'introduction des méthodes
mixtes, des techniques variées de démonstration de la condition inf-sup (c’est a
dire de construction de schémas numériques la satisfaisant) pour des formula-
tions diverses, et notamment pour la mécanique incompressible ainsi que pour
les poutres et les plaques. Dans ces formulations dites de structures minces la
contrainte pénalisée correspond a I’annulation des déformations de cisaillement?,

4T.e paramétre ¢ s’exprime dans ce cas comme une épaisseur adimensionnée de la structure.



et le multiplicateur de Lagrange associé a l'effort tranchant [BF91, 1]. Cepen-
dant, les démonstrations de conditions inf-sup fonctionnent au “cas par cas” et
s’avérent en général délicates, et mon premier travail de recherche, en collabora-
tion avec K.J. Bathe, a consisté & mettre au point un outil numérique destiné &
guider 'analyse en évaluant le comportement d’un schéma numeérique “vis-a-vis
de la condition inf-sup”. On peut en effet montrer que I’expression inf-sup dans
(12) est directement reliée & un probléme aux valeurs propres qui s’écrit (et se
résout numériquement) de maniére standard lorsque la norme || - || correspond
4 une norme de Sobolev usuelle, ce qui est en particulier le cas pour les for-
mulations incompressibles oi1 il s’agit de la norme L2. En calculant les valeurs
inf-sup pour une suite de maillages de pas décroissant, on peut ainsi se “faire
une idée” de 'existence ou non d’une borne inférieure strictement positive pour
ces valeurs. Naturellement ce test (baptisé “test inf-sup”) n’a pas valeur de dé-
monstration, mais en pratique il s’avére remarquablement fiable et discriminant

[15].

1.2 Pourquoi rien ne s’étend aux coques (et comment es-
pérer s’en sortir)

Dans le cas des coques, le verrouillage a des sources multiples, car au ver-
rouillage de cisaillement déja mentionné pour les autres structures minces s’ajou-
te le verrouillage membranaire (associé & des contraintes de déformations mem-
branaires nulles), voir par exemple [Pit92]. Ce phénoméne préoccupe les ingé-
nieurs depuis plusieurs décennies, et on peut sans doute dire qu’il n’a toujours
pas, a ’heure actuelle, trouvé de solution “définitive”. Pour caractériser et résu-
mer les difficultés particuliéres auxquelles on se heurte avec ces formulations, on
peut dire qu’elles sont de deux ordres : les difficultés techniques et les difficultés

fondamentales.

1.2.1 Les difficultés techniques : condition inf-sup et verrouillage
membranaire

Les difficultés techniques concernent au premier chef la conception de mé-
thodes numériques non-verrouillantes sur la base de la condition inf-sup. Tout
d’abord la présence de coefficients géométriques variables (notamment les cour-
bures) dans les formulations de coques rend impraticables les techniques “classi-
ques” de démonstration de la condition inf-sup : macroéléments d’une part (voir
[BN83, Ste84]) et utilisation du lemme de Fortin (“Fortin’s trick”, voir [BF91]).
A cet égard, il est significatif qu’un des trés rares résultats, publié dans [AB97],
concernant une condition inf-sup de coque nécessite ’hypothése de coefficients
géomeétriques constants (ce qui en restreint notablement la portée). Par ailleurs,
dans ces formulations ’espace des multiplicateurs de Lagrange n’est pas un es-
pace sur lequel on peut opérer facilement (notamment au plan numérique, car il
ne s’exprime que par dualité), et donc le test inf-sup ne s’applique pas non plus
en tant que tel (voir néanmoins [8] pour des éléments dans cette direction). Pour
pallier ces difficultés techniques, j’ai exploré, en collaboration avec Rolf Sten-



berg, la possibilité d’appliquer aux formulations de coque des méthodes mixtes
stabilisées qui visent précisément & se dispenser de la condition inf-sup. Ces tra-
vaux ont conduit aux seuls résultats (a I’heure actuelle et & ma connaissance)
d’estimations d’erreur indépendantes de I’épaisseur sans hypothése particuliére
sur la géomeétrie, voir [12].

1.2.2 Les difficultés fondamentales : robustesse des méthodes en pré-
sence de comportements asymptotiques multiformes

Les difficultés a caractére fondamental sont encore plus “redoutables” que
les précédentes. En particulier, les coques se distinguent des formulations ver-
rouillantes évoquées ci-dessus par une pluralité de régimes asymptotiques pos-
sibles (pour un méme modéle). En effet, du fait des contraintes d’inextension-
nalité (déformations membranaires nulles) qui sont des contraintes “fortes” (3
équations scalaires homogeénes indépendantes pour 3 composantes de déplace-
ment), les situations dans lesquelles

Vo = {0} (16)

sont courantes (probablement les plus fréquentes en pratique, d’ailleurs). Pour
caractériser le comportement asymptotique, on introduit alors I’espace Vm ob-
tenu en complétant V pour la norme définie par

[+ llm = [TC)llo- (17)

L’espace Vp correspond aux déplacements d’énergie de déformation membra-
naire finie. En supposant que la suite (pour ¢ variable) des chargements imposés
est dans le dual de cet espace (ce qui est une restriction puisque Vm est “plus
grand” que V), on montre alors que le comportement asymptotique pertinent
s’obtient par une autre mise a ’échelle que dans (1), & savoir [SHSP97, 11, 1]

Am (U, V) + AU, V)= F(V), VYV eV, (18)

ol

Am (U, V) = (T(U*),T'(V))o. (19)
On reconnait 14 un probléme de perturbation singuliére, dont le probléme limite
s’écrit, [Lio73|
Trouver U™ dans Vi, tel que

Am(U™, V) = F(V) YV € V. (20)

On note au passage que ce comportement asymptotique, dit “4 membrane do-
minante” correspond & une structure beaucoup plus “raide” que celui caractérisé
précédemment, dit “4 flexion dominante” pour les coques, puisque le second
membre peut étre mis & I’échelle par un coefficient d’ordre e~2 plus grand pour
obtenir une solution finie (ce qui explique que c’est en général ce comporte-
ment qui est recherché dans les structures industrielles). On peut montrer que



ce comportement & membrane dominante ne présente pas de difficulté particu-
liére pour les méthodes d’éléments finis classiques (en particulier, il n’y a plus
de verrouillage & craindre puisque plus de contrainte pénalisée) [11].

En revanche, si I’on veut disposer d’une méthode numérique unique qui rende
compte correctement de tous les comportements possibles (ce qui est hautement
souhaitable dans les applications, voir plus bas), on est conduit & employer dans
les cas de membrane dominante des méthodes “de type mixte” (qui dans ’idéal
ne verrouillent pas en flexion dominante). Dans ce cas, on résout en réalité

Al (UE, V) + 2A(UE, V) = F(V), VYV €V, (21)

Al (Ui, V) = (Pu(T(U)), Pa(T(V)))

c’est & dire qu’on a perturbé par l'opérateur de “projection” le terme princi-
pal de I’équation variationnelle. Pour avoir un bon comportement numérique, il
est donc nécessaire d’obtenir les propriétés adéquates de consistance pour cette
perturbation. Il s’agit 14 d’une difficulté considérable car, outre la complexité
technique que présente I’analyse numérique de cette question (du fait de la com-
plexité des formulations de coque et des opérateurs de projection, voir cependant,
des éléments d’analyse dans [Mal01, HP02]), la “logique” du déverrouillage est
fondamentalement étrangére & celle de la préservation de consistance membra-
naire. On est donc confronté & une forme de “dilemme asymptotique” : de fait,
il n’y a pas & ’heure actuelle de méthode pour laquelle on ait pu démontrer
une convergence uniforme (en €) pour les deux comportements asymptotiques
décrits ci-dessus. La méthode proposée dans [12] ne semble d’ailleurs pas échap-
per & ce dilemme car des tests numériques simples effectués sur des coques a
membrane dominante révélent de maniére flagrante des défauts de consistance
(d’ou le titre de ’article).

Il n’est cependant pas véritablement envisageable, comme on pourrait a pre-
miére vue y étre incité, d’utiliser des méthodes numériques différentes selon le
comportement (asymptotique) de la structure considérée. En effet, la dichotomie
des comportements décrits ci-dessus est en réalité simplificatrice par le fait qu’on
a évacué par Phypothése “F € V},” (dans le cas ou (16) a lieu) toute une foison
de comportements asymptotiques “intermédiaires”; voir [PSP97, BL02, 1, 7] et
Figure 1. Dans ces comportements plus complexes & analyser, ’énergie mem-
branaire joue un role déterminant (et donc les considérations de consistance
ci-dessus sont pertinentes) et néanmoins certains exemples mettent en évidence
la présence simultanée de contraintes (pénalisées) qui s’appliquent au moins
dans certaines zones de la structures, notamment & proximité des frontiéres
[KSHSP00, PMSO01], et par conséquent le déverrouillage est également essen-
tiel. On a donc d’une certaine fagon “les deux comportements asymptotiques en
méme temps”, et on en est (pour l'instant) réduit & espérer qu’un schéma qui
fonctionnerait bien, c’est & dire qui présenterait des propriétés de convergence
uniforme vis-a-vis de I'épaisseur, dans les deux situations extrémes de flexion et
membrane dominantes donnerait également de bons résultats (dans un sens &
préciser) pour ces comportements asymptotiques plus complexes.

. (22)
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1.2.3 Travaux en cours et perspectives

L’obtention de méthodes d’éléments finis de coque dont ’analyse numérique
puisse garantir la convergence uniforme & la fois dans les cas de flexion et de
membrane dominantes reste donc & I’heure actuelle un probléme ouvert trés
important. Naturellement, I’absence de tels résultats n’empéche pas 'utilisation
quasi-routiniére d’éléments de coque dans les applications (ce sont sans aucun
doute les éléments de structure les plus utilisés, de loin). Que ce soit pour éva-
luer la fiabilité de tels éléments couramment employés ou pour guider I’analyse
mathématique vers des éléments nouveaux qui aient véritablement de bonnes
chances de présenter les propriétés désirées de convergence uniforme, il importe
donc de pouvoir disposer de méthodologies rigoureuses et discriminantes pour
tester numériquement les éléments. Dans cette optique, toute la connaissance
que 'on a des comportements asymptotiques des modeéles de coque et des pro-
priétés numériques (effectives et recherchées) des éléments est bien entendu pré-
cieuse. La méthodologie numérique progressivement mise au point et proposée
dans [11, 2, 1] s’appuie ainsi sur les principes de base suivants :

— Comparaison de courbes de convergence (correspondant donc & des mailla-
ges de plus en plus fins) pour différentes valeurs de I’épaisseur ;
Utilisation d’un “jeu de cas-tests” (“benchmarks”) dans lequel les deux
catégories fondamentales de comportements asymptotiques (membrane et
flexion dominante) sont représentées, et avec différentes géométries pour
la surface moyenne (car I’énergie membranaire est trés profondément liée
a cette géométrie, voir [SHSP97]) ;

Emploi de critéres adaptés a la mesure de ’erreur : dans un cas de flexion
dominante il est ainsi légitime d’utiliser 1a norme naturelle de ’espace des
déplacements; en revanche, dans un cas de membrane dominante cette
norme ne convient pas mais on peut utiliser la norme de 1’énergie mem-
branaire [11];
Prise en compte de la régularité non-uniforme des solutions exactes par
I’emploi de maillages adaptés pour représenter correctement les couches
limites [KSHSP00, MPOO, 1].
Il faut souligner que, quoique ces principes paraissent sans doute naturels, leur
mise en oeuvre effective n’est pas simple (notamment par le fait qu’il faille
utiliser des normes d’erreur spécifiques), et de fait la pratique courante dans la
littérature en “computational mechanics” (ot I'on n’hésite parfois pas a affirmer
la robustesse d’une méthode sur la base d’un résultat mesuré en un point isolé et,
pour un seul calcul!) en est pour I'instant assez éloignée. Pour les éléments finis
MITC [BD85, BB93, Bat96], de nombreux tests ont déja été réalisés sur la base
de ces principes [8, 1, HB] et d’autres sont en cours. Les résultats déja obtenus
indiquent un trés bon comportement pour certains éléments (notamment le
MITC4), et moins bon pour d’autres (en particulier le MITC9). Pour ces derniers
ils suggérent néanmoins des voies d’ameélioration a explorer [BLH03].
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2 Eléments de coques pour les applications in-
dustrielles

Compte tenu de I'impact potentiel considérable dans les applications des mé-
thodes numeériques pour les coques, un aspect important & prendre en compte (et
peut-étre trop souvent négligé dans les travaux d’analyse numérique) concerne
1““applicabilité” de ces méthodes, c’est & dire leur adéquation & un cahier des
charges qui répond & une logique différente de celle de la stricte orthodoxie des
estimations d’erreur. Par exemple, dans les applications des considérations nu-
mériques pratiques, voire informatiques, conduisent fréquemment & écarter des
méthodes numériques “exotiques” trop difficiles & mettre en oeuve. En outre,
des motivations d’ordre mécanique peuvent conduire & formuler des éléments
finis de coque sous une forme & premiére vue radicalement différente de celle
qui paraitrait la plus naturelle (et propice & I’analyse) & un numéricien. C’est en
particulier le cas des “general shell elements” évoqués ci-dessous. Il semble donc
important, surtout dans la mesure ot ’on estime que dans la situation actuelle
les principaux progrés viendront des interactions entre théorique et numérique,
aussi bien qu’entre mécanique et mathématique, d’une part de savoir prendre
en compte les méthodes les plus couramment utilisées et d’autre part de ne for-
muler a priori que des méthodes qui soient susceptibles de répondre & un “cahier
des charges applicatif minimal” (ce qui constitue une difficulté supplémentaire,
bien str!).

2.1 Les “general shell elements”

Ces éléments finis de coque (désignés dans la suite par I'abréviation “GSE”),
sont sans doute les plus couramment employés en pratique a I’heure actuelle
(les éléments MITC, entre autres, appartiennent a cette famille [Bat96]), et ont
pourtant longtemps constitué un mystére pour les numeériciens. Ils reposent en
effet sur la discrétisation numérique, non d’un modéle de coque, mais d’une
formulation variationnelle tridimensionnelle. Ceci explique d’ailleurs leur nom
car cette méthode permet, du moins en principe, d’obtenir des éléments finis
de coque correspondant & une formulation mécanique 3D arbitraire (notam-
ment pour ce qui concerne la loi de comportement), donc sans en passer par le
préalable d'un modéle de coque. De facon imagée, on pourrait ainsi dire que la
modélisation en coque est “assistée par ordinateur”, ce qui est d’ailleurs aussi
le cas des éléments de “coque a facettes”, autre famille couramment rencontrée
dans les applications [BD92].

Dans [10] (voir aussi [17, 1]), on a démontré 'existence d’un modeéle de coque
“sous-jacent” aux GSEs (dans le cas de Iélasticité linéarisée avec la loi de Hooke)
par l'obtention d’estimations d’erreur (convergentes en maillage !) entre solution
numérique et solution du modéle identifié. Par ailleurs on a démontré que ce
modeéle sous-jacent est comparable aux modéles de coque classiques (voir en
particulier [Cia00]) au sens de la consistance asymptotique, c’est & dire que,
lorsqu’on fait tendre I’épaisseur vers zéro, les solutions du modéle sous-jacent,
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convergent vers les mémes limites (et sous les mémes hypothéses) que celles
des modéles classiques. Ces résultats constituent donc a la fois des éléments de
justification théorique des GSEs et des passerelles entre ces méthodes et celles
analysées par les numériciens.

Soulignons que les estimations d’erreur obtenues pour les GSEs dans [10]
sont valables & épaisseur fixée uniquement, c’est & dire qu’elles ne sont pas adap-
tées a l'analyse de la convergence uniforme vis-a-vis de 1'épaisseur (de fait ces
éléments souffrent de verrouillage comme les autres en l'absence de traitement
particulier [11, 1]). Néanmoins, il semble que ces premiers résultats ouvrent la
voie & des analyses plus poussées visant & évaluer (pour le neutraliser, ou du
moins le réduire) effet de ’épaisseur sur les erreurs numériques, voir notam-
ment [Mal01]. II est clair que ces analyses sont rendues encore plus difficiles que
celles des méthodes de discrétisation des modeéles classiques par la complexité
du modéle sous-jacent et de sa relation aux GSEs (avec notamment des erreurs
de consistance assez délicates & manipuler). Cependant, on peut s’inspirer des
similitudes identifiées entre ces deux catégories de modéles, d’'une part, et de
méthodes numériques d’autre part, pour transposer dans le champ des modéles
et méthodes classiques (voir notamment [Ber96]), dans le but de pouvoir plus
facilement les analyser, les méthodes proposées (en général sans analyse ma-
thématique) pour réduire le verrouillage des GSEs. C’est notamment ce qui a
été fait dans [6] pour 'élément MITC9, transposé dans le cadre d’un modéle
classique “a la Naghdi” (voir par exemple [Cia00, BLD00]) et pour lequel les
résultats numériques obtenus sont trés proches de ceux du GSE dont il s’ins-
pire (ce qui semble indiquer qu’on peut s’abstraire des difficultés inhérentes aux
GSEs en analysant a sa place I’élément de formulation classique).

Une importante perspective pour ces travaux concerne la conception de GSEs
triangulaires robustes. En effet, les éléments triangulaires sont trés utiles (voire
incontournables) dans nombre d’applications ol I’on doit mailler des surfaces
complexes, et les éléments existant sont notoirement peu robustes (voir [1] et ses
références). Dans cette optique on peut envisager de s’inspirer des techniques
d™interpolation mixte” MITC pour formuler des éléments-prototypes que l'on
testerait par les méthodes évoquées dans la section 1.2.3 avant d’entreprendre
I’analyse de ceux qui présenteraient les meilleurs comportements.

2.2 Eléments de “coque-3D”

Dans la lignée des GSEs, je me suis intéressé (dans le cadre de collabora-
tions variées) a des éléments de coque d’un type nouveau, que mes coauteurs et
moi avons baptisés “éléments de coque-3D” (“3D-shell elements”) [28, 5, 20]. Ces
éléments tirent leur nom du fait qu’ils se présentent extérieurement comme des
éléments 3D (isoparamétriques) de type standard, c’est a dire avec des degrés
de liberté de déplacement uniquement (pas de rotations) disposés en des noeuds
présents notamment sur les faces externes de I’élément, qui définissent égale-
ment la géométrie. Plus précisément, leur mise au point a conduit a spécifier
une géomeétrie prismatique (par exemple hexaédrique) et des fonctions de forme
associées prises quadratiques en la coordonnée locale qui décrit ’épaisseur de la
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structure. Ces éléments sont congus pour répondre aux motivations applicatives

suivantes :
Puisqu'ils se présentent extérieurement comme des éléments 3D, ces élé-
ments de coque se couplent sans difficulté aucune a des éléments 3D par
leurs faces externes, ce qui est trés utile dans beaucoup d’applications (la
motivation d’origine concernait la simulation du comportement des nappes
de renfort dans les pneus, voir Figure 2, mais ces éléments peuvent na-
turellement étre employés dans beaucoup d’autres situations ot ce genre
de couplage doit étre pris en compte : interaction fluide-structure, coques-
sandwichs, patchs piézoélectriques. .. ).

— La cinématique sous-jacente de ces éléments est plus riche (quadratique)

vis-a-vis de la coordonnée transverse que dans les GSEs usuels (ou la
cinématique correspond a I’hypothése de Reissner-Mindlin, c’est a dire
qu’elle est linéaire pour le déplacement tangentiel et constante pour le
déplacement transverse). Ceci permet d’espérer capturer plus finement
certains comportements de grandes déformations ou notamment la dé-
formation transverse (de “pincement”) intervient de maniére significative,
comme pour ’emboutissage par exemple.
Enfin, on peut montrer que ces éléments ne nécessitent pas, au contraire
des GSEs classiques, le recours a une hypothése de contrainte plane dans
la loi de comportement 3D, hypothése qu’il n’est pas aisé de prendre en
compte en pratique dans un cadre de grandes déformations.

reinforcement,
sheets

rubber

8] %)

Fig. 2 Nappes de renfort dans un pneu (coupe)



En préalable, on a étudié dans [4] différentes fagons de coupler un modéle
de coque a un ou plusieurs corps massifs par 'intermédiaire de ses surfaces
externes, a savoir :

Soit par 'approximation qui consiste & négliger 1’épaisseur de la coque et
a coupler directement les déplacements de la surface moyenne & ceux des
interfaces du corps massif (méthode souvent utilisée en pratique) ;

— Soit en tenant compte de ’épaisseur de la coque 4 la fois dans la géométrie
et dans ’écriture des relations de couplage (ce qui est malcommode avec
les éléments usuels).

On a pu ainsi montrer par des techniques d’analyse asymptotique que ces pro-
blémes couplés admettent les mémes solutions-limites lorsque I’épaisseur de
la coque tend vers zéro (sous certaines hypothéses sur les valeurs relatives
des raideurs de la coque et des corps 3D). En revanche, des tests numériques
montrent des résultats significativement différents entre les deux méthodes pour
des coques pourtant relativement minces, ce qui dissuade d’employer la premiére
méthode de couplage (on suppose implicitement, & défaut de “vrais” résultats
par analyse 3D de la coque, que c’est la deuxiéme méthode qui est “la référence”).

Par ailleurs, en analysant les éléments de coque-3D et leur modéle sous-
jacent (voir ci-dessous), on a mis en évidence le fait que les mémes sources
de verrouillage que dans les autres GSEs sont présentes (et peuvent donc faire
l'objet des mémes traitements heuristiques que ceux utilisés par ailleurs), voir
[20]. En outre, une nouvelle source de verrouillage apparait, liée a I’énergie de
déformation de pincement (d’ou le nom de “pinching locking” dont nous ’avons
baptisé), et nous avons sur ce point complétement justifié (dans [5]) une straté-
gie de déverrouillage consistant & interpoler les déformations de pincement aux
noeuds de I'élément, stratégie apparemment déja employée, sur des bases heu-
ristiques, dans d’autres éléments de coques correspondant & des cinématiques
transverses de haut degré [BR97]. Soulignons au passage que ces diverses opé-
rations de déverrouillage constituent la seule différence entre les éléments de
coque-3D et de véritables éléments 3D, et qui font donc que I’élément de coque
en question “sait qu’il est mince” dans une direction donnée.

Enfin, on a étendu pour ces éléments les résultats mentionnés pour les autres
GSEs, sur I'existence d’un modéle sous-jacent (différent de celui des GSEs usuels,
naturellement) et sur la consistance asymptotique de ce modéle avec les modéles
de coque classiques [20]. Au passage, I’analyse asymptotique fournit un éclairage
intéressant sur I’hypothése de contraintes planes évoquée ci-dessus, puisqu’on
montre que celle-ci prévaut “a la limite”. En incidente, on peut aussi mention-
ner que le fait de ne pas utiliser cette hypothése a priori dans les éléments de
coque-3D présente tout de méme un inconvénient, a savoir qu’il redevient dif-
ficile (comme dans les formulations 3D) de prendre en compte des matériaux
incompressibles. En particulier, il semblerait (comme on pourrait s’y attendre)
qu’un verrouillage d’incompressibilité apparait alors, voire méme peut-étre aussi
des incompatibilités de modéles dans 1’échange entre les deux limites asympto-
tiques (de coque et d’incompressibilité). Ceci fait ’objet de travaux en cours
[21].
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Comme mentionné ci-dessus, une perspective naturelle et intéressante des
formulations de coque-3D concerne la modélisation et la simulation numérique
de coques piézoélectriques (voir par exemple [RBO0O98, BD00]). Je souhaite ex-
plorer ce sujet dans un avenir proche, plus généralement d’ailleurs aussi dans
I'optique des ses applications au controle des structures, thématique qui m’in-
téresse particuliérement (voir également ci-dessous).

3 Explorations diverses

Mes activités de responsable d'une équipe de recherche (projet MACS?, de-
puis sa création en 2000) & 'INRIA-Rocquencourt, et les nombreux contacts
qu’elles occasionnent, m’ont conduit & mener des travaux de recherche (pour
I'instant & caractére largement “exploratoire”) dans des directions variées et a
travers diverses collaborations.

3.1 Couplage fluide-structure

J’ai contribué au lancement, puis au pilotage, d’une action de recherche
collaborative, intitulée “Effets du vent sur les structures du génie civil”, coor-
donnée par le LCPC (F. Bourquin) et impliquant par ailleurs le CSTB, 'ENPC
et 'INRIA, de 1999 & 2003. Dans ce contexte, j’ai été co-responsable (avec S.
Piperno, projet CAIMAN) du sujet “Soufflerie numérique” visant a développer
des outils (y compris au sens de méthodes) de simulation pour appréhender
les phénoménes de couplage fluide-structure pertinents dans ces applications,
et & confronter ces outils & des vrais résultats expérimentaux (obtenus dans
la soufflerie du CSTB). Une motivation essentielle pour cette action concernait
I'utilisation d’outils numériques dans la conception des ouvrages, en complément
(et non en remplacement, bien sir) des essais en soufflerie.

La thése de M. Fernandez (directeur de thése : P. Le Tallec) a eu lieu dans ce
cadre dans le projet MACS, avec pour objectif de mettre au point des modéles
simplifiés et des méthodes numériques associées pour représenter le couplage
fluide-structure et analyser la stabilité du systéme couplé. L’idée-clé de ces tra-
vaux repose sur la linéarisation du modéle couplé en formulation ALE, qui four-
nit un probléme ot le domaine fluide est fixe et ou les conditions de couplage se
traduisent par des conditions aux limites spécifiques (dites de “transpiration”) &
I'interface fluide-structure [22, FFLT00]. On étudie alors la stabilité du systéme
couplé (linéaire) en examinant ses valeurs propres, ce qui est une alternative
séduisante (car beaucoup moins cotiteuse) a la simulation directe du systéme

tests expérimentaux ou numériques sont trés prometteurs [FLT02a, FLT02b].
En revanche, en ce qui concerne l'utilisation d’outils numériques pour la

conception au vent des ouvrages, les campagnes d’essais numériques détaillés

(en utilisant divers modéles de turbulence et lois de paroi) mettent en évidence

Shttp ://www-rocq.inria.fr/MACS/
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de grandes difficultés pour simuler correctement certains phénoménes détermi-
nants (comme le décollement / recollement en aval du bord d’attaque) pour la
stabilité au vent, et semblent indiquer que des progrés en modélisation fluide
sont nécessaires avant de pouvoir envisager d’employer des outils de soufflerie
numérique dans un contexte opérationnel [BP03].

3.2 Optimisation des gyrovibrants

Les gyrovibrants sont des capteurs inertiels qui, a la différence des gyroscopes
traditionnels, ne comportent pas de piéces tournantes (sensibles & l'usure et
peu propices & la miniaturisation). Ce sont des structures particuliéres dans
lesquelles I'observation d’un certain plan d’onde de vibration permet la mesure
de la rotation du dispositif par rapport & un repére inertiel, effet di aux forces
de Coriolis et connu sous le nom de son découvreur, Bryan [Bry90]. Cet effet
requiert ’existence d’un espace modal de dimension 2 (correspondant au mode
fondamental, de préférence), et il apparait en particulier dans les structures &
symétrie de révolution. Dans cette catégorie, on privilégie alors naturellement
les coques minces qui permettent de réduire la taille de la structure (quelques
centimétres) sans élévation excessive de la fréquence du mode fondamental (et
de 'amortissement associé), voir par exemple [Lyn95].

Comme le laisse entendre le principe de fonctionnement exposé ci-dessus,
I’exploitation de I’effet Bryan repose sur ’observation d’un phénoméne “de di-
mension 2” (ou 4 dans l'espace d’état), et suppose qu’on peut idéalement s’abs-
traire du comportement global de la structure, c’est & dire de celui de ses autres
modes. Or ces autres modes sont excités, & la fois par couplage avec les modes
fondamentaux par effet Coriolis (et centrifuge), et aussi par I’action du dispositif
de controle visant & entretenir la vibration du mode fondamental (sans perturber
sa précession, naturellement). En retour, la vibration des modes “indésirables”
induit des perturbations sur le comportement des modes fondamentaux (par
couplage inverse), et donc sur la mesure inertielle. L’action du contréle étant
probablement la cause principale d’excitation des modes indésirables, on voit
donc qu’une difficulté essentielle pour la conception de gyrovibrants consiste &
limiter ce phénoméne de “spillover” de controle.

Dans ce cadre, notre travail a consisté, aprés avoir “mis en équations” Peffet
Bryan pour les structures de révolution, & mettre au point (et en oeuvre) une
stratégie pour minimiser le spillover de controle en jouant sur les paramétres
de forme de la structure. Pour cela, nous nous sommes donné une fonction de
transfert “modeéle” de type SISO pour la structure gyrovibrante (sous forme de
somme infinie sur les modes), et nous avons choisi comme critére de minimisation
la partie de cette fonction de transfert correspondant aux modes indésirables,
considérée a une fréquence de fonctionnement correspondant a celle du mode
fondamental (celle que le controle vise a entretenir). Ce critére mesure donc bien
la fraction de I’énergie (“vue du capteur”) due aux modes indésirables. L’utilisa-
tion de ce critére dans une chaine d’optimisation ad hoc (calcul des gradients par
différentiation automatique; algorithme de point intérieur) a mis en évidence
d’importantes marges d’optimisation par rapport aux structures gyrovibrantes
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actuellement industrialisées (essentiellement de forme hémisphérique) [34, 29].

3.3 Biomeécanique du coeur

Ces travaux ont eu lieu pour leur majeure partie dans le cadre des ARCs®
intitulées ICEMA et ICEMA27, en collaboration avec des chercheurs de diffé-
rentes spécialités (automatique, modélisation mécanique et calcul scientifique,
traitement d’images) de I'INRIA et d’autres organismes. Leur objectif concerne
I’exploitation d’images de ’activité cardiaque au moyen de modéles électroméca-
niques du comportement, de I'organe, dans une perspective d’aide au diagnostic
de pathologies diverses (de conduction et/ou de contraction).

Dans un premier temps, on a formulé les équations d’un modéle électro-
mécanique de muscle cardiaque (en grands déplacements et grandes déforma-
tions) sur la base d’une loi de comportement, (comportant une entrée électrique)
elle-méme obtenue sur des bases physiologiques au moyen d’une analyse multi-
échelles [BCS01, 31]. Les outils numériques nécessaires a la simulation de ce
modéle ont ensuite été mis au point et sont en cours de développement dans la
toolbox OpenFEM?.

En paralléle, des réflexions et des études ont été menées sur 'utilisation de
techniques d’assimilation de données dans la perspective d’exploiter des images
provenant d’examens cliniques (échographies, IRM) pour remonter aux infor-
mations correspondant aux paramétres du modéle électromécanique mentionné
ci-dessus, ainsi qu’a ’état complet du systéme au cours du temps (ce qui per-
met également d’accéder & des indicateurs physiologiques globaux pertinents
comme l'indice de contractilité ou le volume d’éjection). Les résultats prélimi-
naires obtenus au moyen de modéles simplifiés et de données de synthése sont
trés encourageants [26]. Les différents éléments de la “chaine méthodologique”
nécessaires au “couplage du modéle et des données” étant ainsi sur le point d’étre
assemblés, les premiéres validations effectives (sur des vraies données) devraient
pouvoir étre menées dans les prochains mois.

Meéme si ces travaux relévent pour l'instant du "défrichage scientifique" au
sens ol il n’est pas encore facile de discerner sur quels sujets spécifiques I’analyse
numérique peut y avoir un impact déterminant, des pistes émergent néanmoins
avec notamment :

— la modélisation multi-échelles et les couplages de modéles;

— les questions relatives a identification des modéles a travers I'assimilation

de données, et les retours sur la modélisation que cela implique.
Ces thématiques sont d’ailleurs génériques pour la modélisation du vivant, do-
maine que je juge passionnant et dans lequel je souhaite m’investir significative-
ment, dans ’avenir, personnellement autant qu’au titre de responsable d’équipe
de recherche.

6 Actions de Recherche Coopératives de la direction scientifique de PINRIA.
"http ://www-rocq.inria.fr/sosso/icema2/icema2.html
8http ://www.openfem.net
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