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Mémoire d'habilitation à diriger des re
her
hesQuelques 
ontributions en. . .Modélisation, Analyse et Contr�le pour le Cal
ul des Stru
turesDominique CHAPELLE1Résumé : Ce do
ument présente la synthèse des travaux de re
her
he de l'auteur,ainsi que leurs perspe
tives. La majeure partie de 
es travaux 
on
erne la �abilité etl'"appli
abilité" des méthodes numériques pour les 
oques min
es. La �abilité des mé-thodes est plus parti
ulièrement étudiée dans le 
ontexte des 
omportements asympto-tiques (vis-à-vis de l'épaisseur) des modèles de 
oque. On résume aussi des travaux plusexploratoires 
on
ernant le 
ouplage �uide-stru
ture, l'optimisation des gyrovibrantset la biomé
anique 
ardiaque.Abstra
t : This do
ument presents a summary of the author's resear
h work, togetherwith some perspe
tives. The major part of this work deals with the reliability and the"appli
ability" of numeri
al methods for thin shells. More spe
i�
ally, the issue isanalysed in the 
ontext of the asymptoti
 behaviors (with respe
t to the thi
kness)of shell models. Some more re
ent investigations regarding �uid-stru
ture intera
tion,optimal design of resonator gyros
opes and 
ardia
 biome
hani
s are also summarized.Ce mémoire présente la synthèse de mes travaux de re
her
he, dont beau
oupsont le fruit de 
ollaborations ri
hes et variées ave
 de nombreux 
ollègues qu'ilm'est agréable de 
olle
tivement (mais non moins 
haleureusement !) remer
ierdans 
e préambule.La majeure partie de 
es travaux 
on
erne les méthodes numériques pour lesstru
tures min
es (et notamment les plus 
omplexes et plus élégantes d'entreelles : les 
oques). Dans 
e 
adre et plus spé
i�quement, mes re
her
hes ontessentiellement porté sur la �abilité des méthodes d'éléments �nis (Se
tion 1)d'une part, et la formulation et l'analyse de méthodes adaptées aux appli
ations(Se
tion 2) d'autre part, les deux aspe
ts n'étant naturellement pas sans lienentre eux.En�n la Se
tion 3 fait un bilan (provisoire) d'a
tivités de re
her
he plusré
entes, plus �exploratoires� (bien qu'à 
haque fois ave
 des obje
tifs appli
atifs
on
rets), et don
 aussi moins abouties.A�n de permettre au le
teur d'identi�er plus fa
ilement mes propres 
ontri-butions dans 
e do
ument, j'utilise un mode de 
itation di�érent pour les ré-féren
es dont je suis auteur ou 
oauteur (par exemple [1℄) et pour les autres(
omme [Bat96, BF91℄), et en 
onséquen
e deux listes bibliographiques dis-tin
tes.1INRIA-Ro
quen
ourt, B.P. 105, 78153 Le Chesnay Cedex, Dominique.Chapelle�inria.fr1
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omment 
oupler �analyse� et �numérique�Cet intitulé en apparen
e un peu mystérieux traduit pourtant l'esprit quianime ma démar
he de 
her
heur (depuis ses premiers pas dans le laboratoirede K.J. Bathe au MIT). Cet esprit s'exprime, dans la 
on
eption et l'analysede méthodes numériques, par la re
her
he de �synergies� entre les é
lairagesapportés par les mathématiques appliquées et l'analyse numérique d'une part,et l'expérimentation numérique (et au delà la modélisation physique) d'autrepart. Ses motivations sont simples : les mathématiques appliquées (dans un sens
omprenant l'analyse numérique) ne peuvent pas tout démontrer de 
e qui pré-o

upe l'ingénieur ou le physi
ien, mais elles fournissent des résultats �
ertains�sur des formulations �génériques� et aussi (en général) des 
lés pour 
omprendrele 
omportement de la solution (
ontinue ou dis
rète) d'un modèle ; par ailleursl'expérimentation numérique apporte des indi
ations pré
ises (et pré
ieuses) surle 
omportement des solutions dans des 
as né
essairement parti
uliers (maisque l'on peut varier judi
ieusement en exploitant des é
lairages théoriques), 
equi permet de guider l'analyse (notamment en déte
tant 
ertaines impasses), dequanti�er ses résultats (
omme pour le 
as des estimations d'erreur), et d'explo-rer les extensions possibles d'une méthodologie au delà du �domaine de validité�de l'analyse. Il s'agit don
 bien là d'une véritable synergie où 
ha
un des deux2



aspe
ts nourrit l'autre, et non du traditionnel s
héma �analyse théorique / vali-dation numérique� (où le se
ond joue alors un peu le r�le de �parent pauvre� dupremier). Sous diverses formes, les travaux dé
rits dans la suite sont tous desillustrations de 
ette démar
he.1.1 Méthodes mixtes pour le déverrouillage : de l'in
om-pressible aux stru
tures min
esLe verrouillage numérique est un phénomène indésirable qui peut se produirelorsque l'on 
her
he à appro
her la solution d'une formulation variationnelledans laquelle une 
ontrainte est imposée, soit exa
tement, soit (le plus souvent)par pénalisation. Sous forme pénalisée, 
e genre de formulation s'é
rit :Trouver Uε dans V tel que
A(Uε, V ) + ε−2(Γ(Uε), Γ(V ))0 = F (V ), ∀V ∈ V . (1)Dans 
ette équation variationnelle, A désigne une forme bilinéaire symétriquepositive, Γ un opérateur 
ontinu de V dans un espa
e �de type L2� dont le pro-duit s
alaire est noté i
i (·, ·)0, opérateur également supposé rendre la formebilinéaire (symétrique positive) �A(U, V ) + (Γ(U), Γ(V ))0� 
oer
ive, et F repré-sente une forme linéaire. En�n ε−2 joue le r�le du paramètre de pénalisation2
orrespondant à la 
ontrainte

Γ(V ) ≡ 0. (2)Par exemple, en mé
anique in
ompressible (ou quasi-in
ompressible) 
ette 
on-trainte s'é
rit
div~v ≡ 0, (3)
'est à dire qu'on tend à annuler un 
ertain type de déformations (i
i, les défor-mations volumétriques). Lorsque l'on fait tendre le paramètre ε vers 0, on peutmontrer que la suite de solutions (Uε) 
onverge vers U0 solution deTrouver U0 dans V0 tel que

A(U0, V ) = F (V ), ∀V ∈ V0, (4)où V0 désigne le sous-espa
e 
ontraint V ∩{Γ(V ) ≡ 0}, 
e qui justi�e au passagela dénomination �
ontrainte pénalisée�.On dit alors qu'il y a verrouillage numérique quand les estimations d'erreuroptimales que l'on peut démontrer pour un s
héma d'approximation donné à ε�xé dégénèrent lorsque l'on fait tendre ε vers 0. C'est par exemple 
lairement le
as pour une méthode de Galerkin quand la suite de sous-espa
e dis
rets Vh esttelle que
Vh ∩ V0 = {0}, (5)puisqu'alors, à �h �xé�, la suite de solutions dis
rètes (Uε

h) tend vers 0 ave

ε. Ce genre de situation où le sous-espa
e dis
ret est �totalement inadapté à2La raison pour laquelle on 
hoisit le paramètre de pénalisation sous 
ette forme apparaîtraplus bas. 3



la 
ontrainte� est relativement répandu, et 
onstitue d'ailleurs l'origine de l'ex-pression �verrouillage numérique� (en mé
anique, le système 
onsidéré apparaîtde plus en plus �raide� à travers sa solution dis
rète à mesure que le paramètre
ε dé
roit).Les méthodes d'éléments �nis mixtes, introduites dans les années 70 [Bab73,Bre74℄ ont fourni un 
adre systématique d'analyse et de traitement du ver-rouillage numérique. Elles 
onsistent à utiliser 
omme in
onnue auxiliaire lemultipli
ateur de Lagrange de la 
ontrainte et à dis
rétiser également 
ettenouvelle in
onnue. On pose ainsi

Σε = ε−2Γ(Uε), (6)soit en
ore sous forme faible
ε2(Σε, Ξ)0 = (Γ(Uε), Ξ)0, ∀Ξ ∈ L2. (7)On aboutit don
 au système variationnel

{

A(Uε, V ) + B(V, Σε) = F (V ), ∀V ∈ V
B(Uε, Ξ) − ε2(Σε, Ξ)0 = 0, ∀Ξ ∈ L2 (8)ave


B(V, Ξ) = (Γ(V ), Ξ)0. (9)On peut noter qu'on a ainsi transformé une formulation pénalisée en un systèmeperturbé par le petit paramètre ε (perturbation régulière ou singulière selon les
as). La di�
ulté essentielle au plan numérique 
onsiste alors à identi�er dess
hémas de dis
rétisation des deux in
onnues, sous la forme de sous-espa
esdis
rets Vh et Th (pour le multipli
ateur) qui satisfont une 
ondition du type :
sup

V ∈Vh, V 6=0

B(V, Ξ)

‖V ‖V
≥ δ sup

V ∈V, V 6=0

B(V, Ξ)

‖V ‖V
, ∀Ξ ∈ Th, (10)pour une 
onstante δ stri
tement positive et indépendante du paramètre dedis
rétisation h. Cette 
ondition est 
onnue sous le nom de 
ondition inf-sup dufait que, en dé�nissant la norme3

‖Ξ‖T = sup
V ∈V, V 6=0

B(V, Ξ)

‖V ‖V
, (11)on peut réé
rire 
ette équation sous la forme plus 
lassique

inf
Ξ∈Th, Ξ 6=0

sup
V ∈Vh, V 6=0

B(V, Ξ)

‖V ‖V‖Ξ‖T
≥ δ > 0. (12)La 
ondition inf-sup traduit la stabilité de la formulation mixte (dis
rète) vis-à-vis de l'in
onnue auxiliaire (multipli
ateur). La stabilité en l'in
onnue prin
ipale3On note que 
'est bien une norme dans L2, �quotienté� au besoin par le sous-espa
e des

Ξ qui annulent B(V, Ξ) pour tout V . 4



(dite parfois primale) doit naturellement aussi être garantie, mais elle l'est enpratique beau
oup plus fa
ilement, 
ar en quelque sorte �héritée� de la formu-lation d'origine [Pit92, AB93, 24, 12, 1℄.Pour é
lairer le fon
tionnement des méthodes mixtes en matière de trai-tement du verrouillage numérique, on peut remarquer qu'au niveau dis
ret ladeuxième équation du système mixte s'é
rit
Σε

h = ε−2Ph

(

Γ(Uε
h)

)

, (13)où Ph désigne la proje
tion L2 sur l'espa
e dis
ret Th. On peut alors éliminerl'in
onnue auxiliaire de la première équation, 
e qui donne
A(Uε

h, V ) + ε−2
(

Ph(Γ(Uε
h)), Ph(Γ(V ))

)

0
= F (V ), ∀V ∈ Vh, (14)et on voit que, lorsqu'on fait tendre ε vers 0, la 
ontrainte qui prévaut estdevenue

Ph(Γ(Uε
h)) = 0, (15)
e qu'on peut interpréter 
omme une relaxation de la 
ontrainte d'origine. Onpeut ainsi voir les méthodes mixtes 
omme un outil rigoureux de 
onstru
tionde s
hémas d'�intégration numérique réduite� pour le déverrouillage (de telss
hémas étant employés sur un mode �empirique� par les ingénieurs depuis quele mé
anisme du verrouillage a été identi�é ; voir par exemple [Bat96, ZT91℄et leurs référen
es pour des perspe
tives historiques sur le verrouillage). Notonségalement que la formulation (14) peut fournir en pratique un moyen très e�
a
ede résoudre le problème mixte dis
ret (et don
 idéalement sans verrouillage),à 
ondition que l'espa
e dis
ret des multipli
ateurs soit dis
ontinu entre leséléments de sorte qu'on puisse 
al
uler la proje
tion au niveau élémentaire (etainsi se ramener à une formulation primale modi�ée, de 
omplexité 
omparableà 
elle d'origine). Cette dis
ontinuité est par 
onséquent souvent un élémentimportant du �
ahier des 
harges� du numéri
ien.On peut don
 voir la 
ondition inf-sup (10) 
omme la �
lé du bon 
ompor-tement� des s
hémas numériques employés pour dis
rétiser les formulations oùle verrouillage est à redouter. Lorsqu'elle est satisfaite, et si on a pris garde àla stabilité de l'in
onnue primale, on obtient en e�et des estimations d'erreurindépendantes du paramètre ε, 
e qui implique que le verrouillage n'apparaîtpas. Par ailleurs, elle présente également un 
ara
tère �né
essaire� 
ar elle 
om-mande la stabilité de l'in
onnue auxiliaire (le multipli
ateur) qui possède engénéral une signi�
ation physique importante (la pression dans les formulationsin
ompressibles). On a don
 vu apparaître, depuis l'introdu
tion des méthodesmixtes, des te
hniques variées de démonstration de la 
ondition inf-sup (
'est àdire de 
onstru
tion de s
hémas numériques la satisfaisant) pour des formula-tions diverses, et notamment pour la mé
anique in
ompressible ainsi que pourles poutres et les plaques. Dans 
es formulations dites de stru
tures min
es la
ontrainte pénalisée 
orrespond à l'annulation des déformations de 
isaillement4,4Le paramètre ε s'exprime dans 
e 
as 
omme une épaisseur adimensionnée de la stru
ture.5



et le multipli
ateur de Lagrange asso
ié à l'e�ort tran
hant [BF91, 1℄. Cepen-dant, les démonstrations de 
onditions inf-sup fon
tionnent au �
as par 
as� ets'avèrent en général déli
ates, et mon premier travail de re
her
he, en 
ollabora-tion ave
 K.J. Bathe, a 
onsisté à mettre au point un outil numérique destiné àguider l'analyse en évaluant le 
omportement d'un s
héma numérique �vis-à-visde la 
ondition inf-sup�. On peut en e�et montrer que l'expression inf-sup dans(12) est dire
tement reliée à un problème aux valeurs propres qui s'é
rit (et serésout numériquement) de manière standard lorsque la norme ‖ · ‖T 
orrespondà une norme de Sobolev usuelle, 
e qui est en parti
ulier le 
as pour les for-mulations in
ompressibles où il s'agit de la norme L2. En 
al
ulant les valeursinf-sup pour une suite de maillages de pas dé
roissant, on peut ainsi se �faireune idée� de l'existen
e ou non d'une borne inférieure stri
tement positive pour
es valeurs. Naturellement 
e test (baptisé �test inf-sup�) n'a pas valeur de dé-monstration, mais en pratique il s'avère remarquablement �able et dis
riminant[15℄.1.2 Pourquoi rien ne s'étend aux 
oques (et 
omment es-pérer s'en sortir)Dans le 
as des 
oques, le verrouillage a des sour
es multiples, 
ar au ver-rouillage de 
isaillement déjà mentionné pour les autres stru
tures min
es s'ajou-te le verrouillage membranaire (asso
ié à des 
ontraintes de déformations mem-branaires nulles), voir par exemple [Pit92℄. Ce phénomène préo

upe les ingé-nieurs depuis plusieurs dé
ennies, et on peut sans doute dire qu'il n'a toujourspas, à l'heure a
tuelle, trouvé de solution �dé�nitive�. Pour 
ara
tériser et résu-mer les di�
ultés parti
ulières auxquelles on se heurte ave
 
es formulations, onpeut dire qu'elles sont de deux ordres : les di�
ultés te
hniques et les di�
ultésfondamentales.1.2.1 Les di�
ultés te
hniques : 
ondition inf-sup et verrouillagemembranaireLes di�
ultés te
hniques 
on
ernent au premier 
hef la 
on
eption de mé-thodes numériques non-verrouillantes sur la base de la 
ondition inf-sup. Toutd'abord la présen
e de 
oe�
ients géométriques variables (notamment les 
our-bures) dans les formulations de 
oques rend imprati
ables les te
hniques �
lassi-ques� de démonstration de la 
ondition inf-sup : ma
roéléments d'une part (voir[BN83, Ste84℄) et utilisation du lemme de Fortin (�Fortin's tri
k�, voir [BF91℄).A 
et égard, il est signi�
atif qu'un des très rares résultats, publié dans [AB97℄,
on
ernant une 
ondition inf-sup de 
oque né
essite l'hypothèse de 
oe�
ientsgéométriques 
onstants (
e qui en restreint notablement la portée). Par ailleurs,dans 
es formulations l'espa
e des multipli
ateurs de Lagrange n'est pas un es-pa
e sur lequel on peut opérer fa
ilement (notamment au plan numérique, 
ar ilne s'exprime que par dualité), et don
 le test inf-sup ne s'applique pas non plusen tant que tel (voir néanmoins [8℄ pour des éléments dans 
ette dire
tion). Pourpallier 
es di�
ultés te
hniques, j'ai exploré, en 
ollaboration ave
 Rolf Sten-6



berg, la possibilité d'appliquer aux formulations de 
oque des méthodes mixtesstabilisées qui visent pré
isément à se dispenser de la 
ondition inf-sup. Ces tra-vaux ont 
onduit aux seuls résultats (à l'heure a
tuelle et à ma 
onnaissan
e)d'estimations d'erreur indépendantes de l'épaisseur sans hypothèse parti
ulièresur la géométrie, voir [12℄.1.2.2 Les di�
ultés fondamentales : robustesse des méthodes en pré-sen
e de 
omportements asymptotiques multiformesLes di�
ultés à 
ara
tère fondamental sont en
ore plus �redoutables� queles pré
édentes. En parti
ulier, les 
oques se distinguent des formulations ver-rouillantes évoquées 
i-dessus par une pluralité de régimes asymptotiques pos-sibles (pour un même modèle). En e�et, du fait des 
ontraintes d'inextension-nalité (déformations membranaires nulles) qui sont des 
ontraintes �fortes� (3équations s
alaires homogènes indépendantes pour 3 
omposantes de dépla
e-ment), les situations dans lesquelles
V0 = {0} (16)sont 
ourantes (probablement les plus fréquentes en pratique, d'ailleurs). Pour
ara
tériser le 
omportement asymptotique, on introduit alors l'espa
e Vm ob-tenu en 
omplétant V pour la norme dé�nie par

‖ · ‖m = ‖Γ(·)‖0. (17)L'espa
e Vm 
orrespond aux dépla
ements d'énergie de déformation membra-naire �nie. En supposant que la suite (pour ε variable) des 
hargements imposésest dans le dual de 
et espa
e (
e qui est une restri
tion puisque Vm est �plusgrand� que V), on montre alors que le 
omportement asymptotique pertinents'obtient par une autre mise à l'é
helle que dans (1), à savoir [SHSP97, 11, 1℄
Am(Uε, V ) + ε2A(Uε, V ) = F (V ), ∀V ∈ V , (18)où

Am(Uε, V ) = (Γ(Uε), Γ(V ))0. (19)On re
onnaît là un problème de perturbation singulière, dont le problème limites'é
rit [Lio73℄Trouver Um dans Vm tel que
Am(Um, V ) = F (V ) ∀V ∈ Vm. (20)On note au passage que 
e 
omportement asymptotique, dit �à membrane do-minante� 
orrespond à une stru
ture beau
oup plus �raide� que 
elui 
ara
térisépré
édemment, dit �à �exion dominante� pour les 
oques, puisque le se
ondmembre peut être mis à l'é
helle par un 
oe�
ient d'ordre ε−2 plus grand pourobtenir une solution �nie (
e qui explique que 
'est en général 
e 
omporte-ment qui est re
her
hé dans les stru
tures industrielles). On peut montrer que7




e 
omportement à membrane dominante ne présente pas de di�
ulté parti
u-lière pour les méthodes d'éléments �nis 
lassiques (en parti
ulier, il n'y a plusde verrouillage à 
raindre puisque plus de 
ontrainte pénalisée) [11℄.En revan
he, si l'on veut disposer d'une méthode numérique unique qui rende
ompte 
orre
tement de tous les 
omportements possibles (
e qui est hautementsouhaitable dans les appli
ations, voir plus bas), on est 
onduit à employer dansles 
as de membrane dominante des méthodes �de type mixte� (qui dans l'idéalne verrouillent pas en �exion dominante). Dans 
e 
as, on résout en réalité
Ahm(Uε

h, V ) + ε2A(Uε
h, V ) = F (V ), ∀V ∈ Vh, (21)où

Ahm(Uε
h, V ) =

(

Ph(Γ(Uε
h)), Ph(Γ(V ))

)

0
, (22)
'est à dire qu'on a perturbé par l'opérateur de �proje
tion� le terme prin
i-pal de l'équation variationnelle. Pour avoir un bon 
omportement numérique, ilest don
 né
essaire d'obtenir les propriétés adéquates de 
onsistan
e pour 
etteperturbation. Il s'agit là d'une di�
ulté 
onsidérable 
ar, outre la 
omplexitéte
hnique que présente l'analyse numérique de 
ette question (du fait de la 
om-plexité des formulations de 
oque et des opérateurs de proje
tion, voir 
ependantdes éléments d'analyse dans [Mal01, HP02℄), la �logique� du déverrouillage estfondamentalement étrangère à 
elle de la préservation de 
onsistan
e membra-naire. On est don
 
onfronté à une forme de �dilemme asymptotique� : de fait,il n'y a pas à l'heure a
tuelle de méthode pour laquelle on ait pu démontrerune 
onvergen
e uniforme (en ε) pour les deux 
omportements asymptotiquesdé
rits 
i-dessus. La méthode proposée dans [12℄ ne semble d'ailleurs pas é
hap-per à 
e dilemme 
ar des tests numériques simples e�e
tués sur des 
oques àmembrane dominante révèlent de manière �agrante des défauts de 
onsistan
e(d'où le titre de l'arti
le).Il n'est 
ependant pas véritablement envisageable, 
omme on pourrait à pre-mière vue y être in
ité, d'utiliser des méthodes numériques di�érentes selon le
omportement (asymptotique) de la stru
ture 
onsidérée. En e�et, la di
hotomiedes 
omportements dé
rits 
i-dessus est en réalité simpli�
atri
e par le fait qu'ona éva
ué par l'hypothèse �F ∈ V ′m� (dans le 
as où (16) a lieu) toute une foisonde 
omportements asymptotiques �intermédiaires�, voir [PSP97, BL02, 1, 7℄ etFigure 1. Dans 
es 
omportements plus 
omplexes à analyser, l'énergie mem-branaire joue un r�le déterminant (et don
 les 
onsidérations de 
onsistan
e
i-dessus sont pertinentes) et néanmoins 
ertains exemples mettent en éviden
ela présen
e simultanée de 
ontraintes (pénalisées) qui s'appliquent au moinsdans 
ertaines zones de la stru
tures, notamment à proximité des frontières[KSHSP00, PMS01℄, et par 
onséquent le déverrouillage est également essen-tiel. On a don
 d'une 
ertaine façon �les deux 
omportements asymptotiques enmême temps�, et on en est (pour l'instant) réduit à espérer qu'un s
héma quifon
tionnerait bien, 
'est à dire qui présenterait des propriétés de 
onvergen
euniforme vis-à-vis de l'épaisseur, dans les deux situations extrêmes de �exion etmembrane dominantes donnerait également de bons résultats (dans un sens àpré
iser) pour 
es 
omportements asymptotiques plus 
omplexes.8



G ∈ V ′
m ∃V ∈ V0, G(V ) 6= 0

Membrane-dominated problem
ρ = 1

Bending-dominated problem
ρ = 3

Ill-posed membrane problem
1 < ρ < 3 ?

V0

= {0} 6= {0}

Inhibited pure bending Non-inhibited pure bending
YES YESNO NO

(unstable �membrane-dominated")ρ = 1 if G ∈ V ′
1m

Fig. 1 � Comportements asymptotiques des 
oques, s
héma synoptique (tiré de[1℄)
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1.2.3 Travaux en 
ours et perspe
tivesL'obtention de méthodes d'éléments �nis de 
oque dont l'analyse numériquepuisse garantir la 
onvergen
e uniforme à la fois dans les 
as de �exion et demembrane dominantes reste don
 à l'heure a
tuelle un problème ouvert trèsimportant. Naturellement, l'absen
e de tels résultats n'empê
he pas l'utilisationquasi-routinière d'éléments de 
oque dans les appli
ations (
e sont sans au
undoute les éléments de stru
ture les plus utilisés, de loin). Que 
e soit pour éva-luer la �abilité de tels éléments 
ouramment employés ou pour guider l'analysemathématique vers des éléments nouveaux qui aient véritablement de bonnes
han
es de présenter les propriétés désirées de 
onvergen
e uniforme, il importedon
 de pouvoir disposer de méthodologies rigoureuses et dis
riminantes pourtester numériquement les éléments. Dans 
ette optique, toute la 
onnaissan
eque l'on a des 
omportements asymptotiques des modèles de 
oque et des pro-priétés numériques (e�e
tives et re
her
hées) des éléments est bien entendu pré-
ieuse. La méthodologie numérique progressivement mise au point et proposéedans [11, 2, 1℄ s'appuie ainsi sur les prin
ipes de base suivants :� Comparaison de 
ourbes de 
onvergen
e (
orrespondant don
 à des mailla-ges de plus en plus �ns) pour di�érentes valeurs de l'épaisseur ;� Utilisation d'un �jeu de 
as-tests� (�ben
hmarks�) dans lequel les deux
atégories fondamentales de 
omportements asymptotiques (membrane et�exion dominante) sont représentées, et ave
 di�érentes géométries pourla surfa
e moyenne (
ar l'énergie membranaire est très profondément liéeà 
ette géométrie, voir [SHSP97℄) ;� Emploi de 
ritères adaptés à la mesure de l'erreur : dans un 
as de �exiondominante il est ainsi légitime d'utiliser la norme naturelle de l'espa
e desdépla
ements ; en revan
he, dans un 
as de membrane dominante 
ettenorme ne 
onvient pas mais on peut utiliser la norme de l'énergie mem-branaire [11℄ ;� Prise en 
ompte de la régularité non-uniforme des solutions exa
tes parl'emploi de maillages adaptés pour représenter 
orre
tement les 
ou
heslimites [KSHSP00, MP00, 1℄.Il faut souligner que, quoique 
es prin
ipes paraissent sans doute naturels, leurmise en oeuvre e�e
tive n'est pas simple (notamment par le fait qu'il failleutiliser des normes d'erreur spé
i�ques), et de fait la pratique 
ourante dans lalittérature en �
omputational me
hani
s� (où l'on n'hésite parfois pas à a�rmerla robustesse d'une méthode sur la base d'un résultat mesuré en un point isolé etpour un seul 
al
ul !) en est pour l'instant assez éloignée. Pour les éléments �nisMITC [BD85, BB93, Bat96℄, de nombreux tests ont déjà été réalisés sur la basede 
es prin
ipes [8, 1, HB℄ et d'autres sont en 
ours. Les résultats déjà obtenusindiquent un très bon 
omportement pour 
ertains éléments (notamment leMITC4), et moins bon pour d'autres (en parti
ulier le MITC9). Pour 
es derniersils suggèrent néanmoins des voies d'amélioration à explorer [BLH03℄.
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2 Eléments de 
oques pour les appli
ations in-dustriellesCompte tenu de l'impa
t potentiel 
onsidérable dans les appli
ations des mé-thodes numériques pour les 
oques, un aspe
t important à prendre en 
ompte (etpeut-être trop souvent négligé dans les travaux d'analyse numérique) 
on
ernel'�appli
abilité� de 
es méthodes, 
'est à dire leur adéquation à un 
ahier des
harges qui répond à une logique di�érente de 
elle de la stri
te orthodoxie desestimations d'erreur. Par exemple, dans les appli
ations des 
onsidérations nu-mériques pratiques, voire informatiques, 
onduisent fréquemment à é
arter desméthodes numériques �exotiques� trop di�
iles à mettre en oeuve. En outre,des motivations d'ordre mé
anique peuvent 
onduire à formuler des éléments�nis de 
oque sous une forme à première vue radi
alement di�érente de 
ellequi paraîtrait la plus naturelle (et propi
e à l'analyse) à un numéri
ien. C'est enparti
ulier le 
as des �general shell elements� évoqués 
i-dessous. Il semble don
important, surtout dans la mesure où l'on estime que dans la situation a
tuelleles prin
ipaux progrès viendront des intera
tions entre théorique et numérique,aussi bien qu'entre mé
anique et mathématique, d'une part de savoir prendreen 
ompte les méthodes les plus 
ouramment utilisées et d'autre part de ne for-muler a priori que des méthodes qui soient sus
eptibles de répondre à un �
ahierdes 
harges appli
atif minimal� (
e qui 
onstitue une di�
ulté supplémentaire,bien sûr !).2.1 Les �general shell elements�Ces éléments �nis de 
oque (désignés dans la suite par l'abréviation �GSE�),sont sans doute les plus 
ouramment employés en pratique à l'heure a
tuelle(les éléments MITC, entre autres, appartiennent à 
ette famille [Bat96℄), et ontpourtant longtemps 
onstitué un mystère pour les numéri
iens. Ils reposent ene�et sur la dis
rétisation numérique, non d'un modèle de 
oque, mais d'uneformulation variationnelle tridimensionnelle. Ce
i explique d'ailleurs leur nom
ar 
ette méthode permet, du moins en prin
ipe, d'obtenir des éléments �nisde 
oque 
orrespondant à une formulation mé
anique 3D arbitraire (notam-ment pour 
e qui 
on
erne la loi de 
omportement), don
 sans en passer par lepréalable d'un modèle de 
oque. De façon imagée, on pourrait ainsi dire que lamodélisation en 
oque est �assistée par ordinateur�, 
e qui est d'ailleurs aussile 
as des éléments de �
oque à fa
ettes�, autre famille 
ouramment ren
ontréedans les appli
ations [BD92℄.Dans [10℄ (voir aussi [17, 1℄), on a démontré l'existen
e d'un modèle de 
oque�sous-ja
ent� aux GSEs (dans le 
as de l'élasti
ité linéarisée ave
 la loi de Hooke)par l'obtention d'estimations d'erreur (
onvergentes en maillage !) entre solutionnumérique et solution du modèle identi�é. Par ailleurs on a démontré que 
emodèle sous-ja
ent est 
omparable aux modèles de 
oque 
lassiques (voir enparti
ulier [Cia00℄) au sens de la 
onsistan
e asymptotique, 
'est à dire que,lorsqu'on fait tendre l'épaisseur vers zéro, les solutions du modèle sous-ja
ent11




onvergent vers les mêmes limites (et sous les mêmes hypothèses) que 
ellesdes modèles 
lassiques. Ces résultats 
onstituent don
 à la fois des éléments dejusti�
ation théorique des GSEs et des passerelles entre 
es méthodes et 
ellesanalysées par les numéri
iens.Soulignons que les estimations d'erreur obtenues pour les GSEs dans [10℄sont valables à épaisseur �xée uniquement, 
'est à dire qu'elles ne sont pas adap-tées à l'analyse de la 
onvergen
e uniforme vis-à-vis de l'épaisseur (de fait 
eséléments sou�rent de verrouillage 
omme les autres en l'absen
e de traitementparti
ulier [11, 1℄). Néanmoins, il semble que 
es premiers résultats ouvrent lavoie à des analyses plus poussées visant à évaluer (pour le neutraliser, ou dumoins le réduire) l'e�et de l'épaisseur sur les erreurs numériques, voir notam-ment [Mal01℄. Il est 
lair que 
es analyses sont rendues en
ore plus di�
iles que
elles des méthodes de dis
rétisation des modèles 
lassiques par la 
omplexitédu modèle sous-ja
ent et de sa relation aux GSEs (ave
 notamment des erreursde 
onsistan
e assez déli
ates à manipuler). Cependant, on peut s'inspirer dessimilitudes identi�ées entre 
es deux 
atégories de modèles, d'une part, et deméthodes numériques d'autre part, pour transposer dans le 
hamp des modèleset méthodes 
lassiques (voir notamment [Ber96℄), dans le but de pouvoir plusfa
ilement les analyser, les méthodes proposées (en général sans analyse ma-thématique) pour réduire le verrouillage des GSEs. C'est notamment 
e qui aété fait dans [6℄ pour l'élément MITC9, transposé dans le 
adre d'un modèle
lassique �à la Naghdi� (voir par exemple [Cia00, BLD00℄) et pour lequel lesrésultats numériques obtenus sont très pro
hes de 
eux du GSE dont il s'ins-pire (
e qui semble indiquer qu'on peut s'abstraire des di�
ultés inhérentes auxGSEs en analysant à sa pla
e l'élément de formulation 
lassique).Une importante perspe
tive pour 
es travaux 
on
erne la 
on
eption de GSEstriangulaires robustes. En e�et, les éléments triangulaires sont très utiles (voirein
ontournables) dans nombre d'appli
ations où l'on doit mailler des surfa
es
omplexes, et les éléments existant sont notoirement peu robustes (voir [1℄ et sesréféren
es). Dans 
ette optique on peut envisager de s'inspirer des te
hniquesd'�interpolation mixte� MITC pour formuler des éléments-prototypes que l'ontesterait par les méthodes évoquées dans la se
tion 1.2.3 avant d'entreprendrel'analyse de 
eux qui présenteraient les meilleurs 
omportements.2.2 Eléments de �
oque-3D�Dans la lignée des GSEs, je me suis intéressé (dans le 
adre de 
ollabora-tions variées) à des éléments de 
oque d'un type nouveau, que mes 
oauteurs etmoi avons baptisés �éléments de 
oque-3D� (�3D-shell elements�) [28, 5, 20℄. Ceséléments tirent leur nom du fait qu'ils se présentent extérieurement 
omme deséléments 3D (isoparamétriques) de type standard, 
'est à dire ave
 des degrésde liberté de dépla
ement uniquement (pas de rotations) disposés en des noeudsprésents notamment sur les fa
es externes de l'élément, qui dé�nissent égale-ment la géométrie. Plus pré
isément, leur mise au point a 
onduit à spé
i�erune géométrie prismatique (par exemple hexaédrique) et des fon
tions de formeasso
iées prises quadratiques en la 
oordonnée lo
ale qui dé
rit l'épaisseur de la12



stru
ture. Ces éléments sont 
onçus pour répondre aux motivations appli
ativessuivantes :� Puisqu'ils se présentent extérieurement 
omme des éléments 3D, 
es élé-ments de 
oque se 
ouplent sans di�
ulté au
une à des éléments 3D parleurs fa
es externes, 
e qui est très utile dans beau
oup d'appli
ations (lamotivation d'origine 
on
ernait la simulation du 
omportement des nappesde renfort dans les pneus, voir Figure 2, mais 
es éléments peuvent na-turellement être employés dans beau
oup d'autres situations où 
e genrede 
ouplage doit être pris en 
ompte : intera
tion �uide-stru
ture, 
oques-sandwi
hs, pat
hs piézoéle
triques. . . ).� La 
inématique sous-ja
ente de 
es éléments est plus ri
he (quadratique)vis-à-vis de la 
oordonnée transverse que dans les GSEs usuels (où la
inématique 
orrespond à l'hypothèse de Reissner-Mindlin, 
'est à direqu'elle est linéaire pour le dépla
ement tangentiel et 
onstante pour ledépla
ement transverse). Ce
i permet d'espérer 
apturer plus �nement
ertains 
omportements de grandes déformations où notamment la dé-formation transverse (de �pin
ement�) intervient de manière signi�
ative,
omme pour l'emboutissage par exemple.� En�n, on peut montrer que 
es éléments ne né
essitent pas, au 
ontrairedes GSEs 
lassiques, le re
ours à une hypothèse de 
ontrainte plane dansla loi de 
omportement 3D, hypothèse qu'il n'est pas aisé de prendre en
ompte en pratique dans un 
adre de grandes déformations.

�
�
�
�

�
�
�
�

rubber
sheetsreinfor
ement

Fig. 2 � Nappes de renfort dans un pneu (
oupe)13



En préalable, on a étudié dans [4℄ di�érentes façons de 
oupler un modèlede 
oque à un ou plusieurs 
orps massifs par l'intermédiaire de ses surfa
esexternes, à savoir :� Soit par l'approximation qui 
onsiste à négliger l'épaisseur de la 
oque età 
oupler dire
tement les dépla
ements de la surfa
e moyenne à 
eux desinterfa
es du 
orps massif (méthode souvent utilisée en pratique) ;� Soit en tenant 
ompte de l'épaisseur de la 
oque à la fois dans la géométrieet dans l'é
riture des relations de 
ouplage (
e qui est mal
ommode ave
les éléments usuels).On a pu ainsi montrer par des te
hniques d'analyse asymptotique que 
es pro-blèmes 
ouplés admettent les mêmes solutions-limites lorsque l'épaisseur dela 
oque tend vers zéro (sous 
ertaines hypothèses sur les valeurs relativesdes raideurs de la 
oque et des 
orps 3D). En revan
he, des tests numériquesmontrent des résultats signi�
ativement di�érents entre les deux méthodes pourdes 
oques pourtant relativement min
es, 
e qui dissuade d'employer la premièreméthode de 
ouplage (on suppose impli
itement, à défaut de �vrais� résultatspar analyse 3D de la 
oque, que 
'est la deuxième méthode qui est �la référen
e�).Par ailleurs, en analysant les éléments de 
oque-3D et leur modèle sous-ja
ent (voir 
i-dessous), on a mis en éviden
e le fait que les mêmes sour
esde verrouillage que dans les autres GSEs sont présentes (et peuvent don
 fairel'objet des mêmes traitements heuristiques que 
eux utilisés par ailleurs), voir[20℄. En outre, une nouvelle sour
e de verrouillage apparaît, liée à l'énergie dedéformation de pin
ement (d'où le nom de �pin
hing lo
king� dont nous l'avonsbaptisé), et nous avons sur 
e point 
omplètement justi�é (dans [5℄) une straté-gie de déverrouillage 
onsistant à interpoler les déformations de pin
ement auxnoeuds de l'élément, stratégie apparemment déjà employée, sur des bases heu-ristiques, dans d'autres éléments de 
oques 
orrespondant à des 
inématiquestransverses de haut degré [BR97℄. Soulignons au passage que 
es diverses opé-rations de déverrouillage 
onstituent la seule di�éren
e entre les éléments de
oque-3D et de véritables éléments 3D, et qui font don
 que l'élément de 
oqueen question �sait qu'il est min
e� dans une dire
tion donnée.En�n, on a étendu pour 
es éléments les résultats mentionnés pour les autresGSEs, sur l'existen
e d'un modèle sous-ja
ent (di�érent de 
elui des GSEs usuels,naturellement) et sur la 
onsistan
e asymptotique de 
e modèle ave
 les modèlesde 
oque 
lassiques [20℄. Au passage, l'analyse asymptotique fournit un é
lairageintéressant sur l'hypothèse de 
ontraintes planes évoquée 
i-dessus, puisqu'onmontre que 
elle-
i prévaut �à la limite�. En in
idente, on peut aussi mention-ner que le fait de ne pas utiliser 
ette hypothèse a priori dans les éléments de
oque-3D présente tout de même un in
onvénient, à savoir qu'il redevient dif-�
ile (
omme dans les formulations 3D) de prendre en 
ompte des matériauxin
ompressibles. En parti
ulier, il semblerait (
omme on pourrait s'y attendre)qu'un verrouillage d'in
ompressibilité apparaît alors, voire même peut-être aussides in
ompatibilités de modèles dans l'é
hange entre les deux limites asympto-tiques (de 
oque et d'in
ompressibilité). Ce
i fait l'objet de travaux en 
ours[21℄. 14



Comme mentionné 
i-dessus, une perspe
tive naturelle et intéressante desformulations de 
oque-3D 
on
erne la modélisation et la simulation numériquede 
oques piézoéle
triques (voir par exemple [RBOO98, BD00℄). Je souhaite ex-plorer 
e sujet dans un avenir pro
he, plus généralement d'ailleurs aussi dansl'optique des ses appli
ations au 
ontr�le des stru
tures, thématique qui m'in-téresse parti
ulièrement (voir également 
i-dessous).3 Explorations diversesMes a
tivités de responsable d'une équipe de re
her
he (projet MACS5, de-puis sa 
réation en 2000) à l'INRIA-Ro
quen
ourt, et les nombreux 
onta
tsqu'elles o

asionnent, m'ont 
onduit à mener des travaux de re
her
he (pourl'instant à 
ara
tère largement �exploratoire�) dans des dire
tions variées et àtravers diverses 
ollaborations.3.1 Couplage �uide-stru
tureJ'ai 
ontribué au lan
ement, puis au pilotage, d'une a
tion de re
her
he
ollaborative, intitulée �E�ets du vent sur les stru
tures du génie 
ivil�, 
oor-donnée par le LCPC (F. Bourquin) et impliquant par ailleurs le CSTB, l'ENPCet l'INRIA, de 1999 à 2003. Dans 
e 
ontexte, j'ai été 
o-responsable (ave
 S.Piperno, projet CAIMAN) du sujet �Sou�erie numérique� visant à développerdes outils (y 
ompris au sens de méthodes) de simulation pour appréhenderles phénomènes de 
ouplage �uide-stru
ture pertinents dans 
es appli
ations,et à 
onfronter 
es outils à des vrais résultats expérimentaux (obtenus dansla sou�erie du CSTB). Une motivation essentielle pour 
ette a
tion 
on
ernaitl'utilisation d'outils numériques dans la 
on
eption des ouvrages, en 
omplément(et non en rempla
ement, bien sûr) des essais en sou�erie.La thèse de M. Fernandez (dire
teur de thèse : P. Le Talle
) a eu lieu dans 
e
adre dans le projet MACS, ave
 pour obje
tif de mettre au point des modèlessimpli�és et des méthodes numériques asso
iées pour représenter le 
ouplage�uide-stru
ture et analyser la stabilité du système 
ouplé. L'idée-
lé de 
es tra-vaux repose sur la linéarisation du modèle 
ouplé en formulation ALE, qui four-nit un problème où le domaine �uide est �xe et où les 
onditions de 
ouplage setraduisent par des 
onditions aux limites spé
i�ques (dites de �transpiration�) àl'interfa
e �uide-stru
ture [22, FFLT00℄. On étudie alors la stabilité du système
ouplé (linéaire) en examinant ses valeurs propres, 
e qui est une alternativeséduisante (
ar beau
oup moins 
oûteuse) à la simulation dire
te du système
ouplé en ALE. Les premiers résultats obtenus par 
ette méthode sur des 
as-tests expérimentaux ou numériques sont très prometteurs [FLT02a, FLT02b℄.En revan
he, en 
e qui 
on
erne l'utilisation d'outils numériques pour la
on
eption au vent des ouvrages, les 
ampagnes d'essais numériques détaillés(en utilisant divers modèles de turbulen
e et lois de paroi) mettent en éviden
e5http ://www-ro
q.inria.fr/MACS/ 15



de grandes di�
ultés pour simuler 
orre
tement 
ertains phénomènes détermi-nants (
omme le dé
ollement / re
ollement en aval du bord d'attaque) pour lastabilité au vent, et semblent indiquer que des progrès en modélisation �uidesont né
essaires avant de pouvoir envisager d'employer des outils de sou�erienumérique dans un 
ontexte opérationnel [BP03℄.3.2 Optimisation des gyrovibrantsLes gyrovibrants sont des 
apteurs inertiels qui, à la di�éren
e des gyros
opestraditionnels, ne 
omportent pas de piè
es tournantes (sensibles à l'usure etpeu propi
es à la miniaturisation). Ce sont des stru
tures parti
ulières danslesquelles l'observation d'un 
ertain plan d'onde de vibration permet la mesurede la rotation du dispositif par rapport à un repère inertiel, e�et dû aux for
esde Coriolis et 
onnu sous le nom de son dé
ouvreur, Bryan [Bry90℄. Cet e�etrequiert l'existen
e d'un espa
e modal de dimension 2 (
orrespondant au modefondamental, de préféren
e), et il apparaît en parti
ulier dans les stru
tures àsymétrie de révolution. Dans 
ette 
atégorie, on privilégie alors naturellementles 
oques min
es qui permettent de réduire la taille de la stru
ture (quelques
entimètres) sans élévation ex
essive de la fréquen
e du mode fondamental (etde l'amortissement asso
ié), voir par exemple [Lyn95℄.Comme le laisse entendre le prin
ipe de fon
tionnement exposé 
i-dessus,l'exploitation de l'e�et Bryan repose sur l'observation d'un phénomène �de di-mension 2� (ou 4 dans l'espa
e d'état), et suppose qu'on peut idéalement s'abs-traire du 
omportement global de la stru
ture, 
'est à dire de 
elui de ses autresmodes. Or 
es autres modes sont ex
ités, à la fois par 
ouplage ave
 les modesfondamentaux par e�et Coriolis (et 
entrifuge), et aussi par l'a
tion du dispositifde 
ontr�le visant à entretenir la vibration du mode fondamental (sans perturbersa pré
ession, naturellement). En retour, la vibration des modes �indésirables�induit des perturbations sur le 
omportement des modes fondamentaux (par
ouplage inverse), et don
 sur la mesure inertielle. L'a
tion du 
ontr�le étantprobablement la 
ause prin
ipale d'ex
itation des modes indésirables, on voitdon
 qu'une di�
ulté essentielle pour la 
on
eption de gyrovibrants 
onsiste àlimiter 
e phénomène de �spillover� de 
ontr�le.Dans 
e 
adre, notre travail a 
onsisté, après avoir �mis en équations� l'e�etBryan pour les stru
tures de révolution, à mettre au point (et en oeuvre) unestratégie pour minimiser le spillover de 
ontr�le en jouant sur les paramètresde forme de la stru
ture. Pour 
ela, nous nous sommes donné une fon
tion detransfert �modèle� de type SISO pour la stru
ture gyrovibrante (sous forme desomme in�nie sur les modes), et nous avons 
hoisi 
omme 
ritère de minimisationla partie de 
ette fon
tion de transfert 
orrespondant aux modes indésirables,
onsidérée à une fréquen
e de fon
tionnement 
orrespondant à 
elle du modefondamental (
elle que le 
ontr�le vise à entretenir). Ce 
ritère mesure don
 bienla fra
tion de l'énergie (�vue du 
apteur�) due aux modes indésirables. L'utilisa-tion de 
e 
ritère dans une 
haîne d'optimisation ad ho
 (
al
ul des gradients pardi�érentiation automatique ; algorithme de point intérieur) a mis en éviden
ed'importantes marges d'optimisation par rapport aux stru
tures gyrovibrantes16



a
tuellement industrialisées (essentiellement de forme hémisphérique) [34, 29℄.3.3 Biomé
anique du 
oeurCes travaux ont eu lieu pour leur majeure partie dans le 
adre des ARCs6intitulées ICEMA et ICEMA27, en 
ollaboration ave
 des 
her
heurs de di�é-rentes spé
ialités (automatique, modélisation mé
anique et 
al
ul s
ienti�que,traitement d'images) de l'INRIA et d'autres organismes. Leur obje
tif 
on
ernel'exploitation d'images de l'a
tivité 
ardiaque au moyen de modèles éle
tromé
a-niques du 
omportement de l'organe, dans une perspe
tive d'aide au diagnosti
de pathologies diverses (de 
ondu
tion et/ou de 
ontra
tion).Dans un premier temps, on a formulé les équations d'un modèle éle
tro-mé
anique de mus
le 
ardiaque (en grands dépla
ements et grandes déforma-tions) sur la base d'une loi de 
omportement (
omportant une entrée éle
trique)elle-même obtenue sur des bases physiologiques au moyen d'une analyse multi-é
helles [BCS01, 31℄. Les outils numériques né
essaires à la simulation de 
emodèle ont ensuite été mis au point et sont en 
ours de développement dans latoolbox OpenFEM8.En parallèle, des ré�exions et des études ont été menées sur l'utilisation dete
hniques d'assimilation de données dans la perspe
tive d'exploiter des imagesprovenant d'examens 
liniques (é
hographies, IRM) pour remonter aux infor-mations 
orrespondant aux paramètres du modèle éle
tromé
anique mentionné
i-dessus, ainsi qu'à l'état 
omplet du système au 
ours du temps (
e qui per-met également d'a

éder à des indi
ateurs physiologiques globaux pertinents
omme l'indi
e de 
ontra
tilité ou le volume d'éje
tion). Les résultats prélimi-naires obtenus au moyen de modèles simpli�és et de données de synthèse sonttrès en
ourageants [26℄. Les di�érents éléments de la �
haîne méthodologique�né
essaires au �
ouplage du modèle et des données� étant ainsi sur le point d'êtreassemblés, les premières validations e�e
tives (sur des vraies données) devraientpouvoir être menées dans les pro
hains mois.Même si 
es travaux relèvent pour l'instant du "défri
hage s
ienti�que" ausens où il n'est pas en
ore fa
ile de dis
erner sur quels sujets spé
i�ques l'analysenumérique peut y avoir un impa
t déterminant, des pistes émergent néanmoinsave
 notamment :� la modélisation multi-é
helles et les 
ouplages de modèles ;� les questions relatives à l'identi�
ation des modèles à travers l'assimilationde données, et les retours sur la modélisation que 
ela implique.Ces thématiques sont d'ailleurs génériques pour la modélisation du vivant, do-maine que je juge passionnant et dans lequel je souhaite m'investir signi�
ative-ment dans l'avenir, personnellement autant qu'au titre de responsable d'équipede re
her
he.6A
tions de Re
her
he Coopératives de la dire
tion s
ienti�que de l'INRIA.7http ://www-ro
q.inria.fr/sosso/i
ema2/i
ema2.html8http ://www.openfem.net 17
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