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Introdu
tionLa th�eorie des invariants de type �ni est une appro
he r�e
ente dansl'�etude des 3-vari�et�es qui trouve son origine dans la th�eorie des n�uds.V. Vassiliev d�e�nit en 1990 une famille d'invariants des n�uds [V℄ quis'av�erent plus �ns que tous les invariants polynômiaux 
onnus jusqu'alors.L'id�ee est de d�e�nir une �ltration (des
endante) sur le groupe ab�elien libre-ment engendr�e par les (
lasses d'isotopie des) n�uds orient�es de la sph�ereS3 : un invariant est dit de type �ni s'il s'annule �a partir d'un 
ran de
ette �ltration. En 1996, T. Ohtsuki propose, en s'inspirant des travaux deVassiliev, une appro
he similaire pour les sph�eres d'homologie enti�ere [O1℄ :le point 
lef est qu'une notion de mouvement �el�ementaire sur les objetsg�eom�etriques 
onsid�er�es d�e�nit une th�eorie d'invariants de type �ni.M. Goussarov et K. Habiro ont ainsi introduit �a la �n des ann�ees 90, de fa�
onind�ependante, une th�eorie d'invariants de type �ni des 3-vari�et�es 
ompa
tesorient�ees (eventuellement ave
 entrela
s). La d�e�nition repose sur la notionde 
hirurgie borrom�eenne, initialement introduite dans les ann�ees 80 par S.Matveev [Mt℄, qui est d�e�nie par le plongement dans la 3-vari�et�e d'un
Y-graphe, et qui 
onsiste �a d�e
ouper puis re
oller un voisinage tubulaire de
e graphe.La th�eorie de Goussarov-Habiro est bien 
omprise dans le 
as des sph�eresd'homologie rationnelle (elle 
o��n
ide ave
 la th�eorie d'Ohtsuki dans le 
asdes sph�eres d'homologie enti�ere), mais on ne sait dire que peu de 
hoses dansun 
adre plus g�en�eral.Dans leurs travaux, M. Goussarov et K. Habiro ont en fait d�e�ni tout unensemble d'outils de 
al
ul topologique, appel�e 
al
ul de 
laspers [H℄ (ou en-
ore 
al
ul de 
lovers dans [GGP℄). Le 
al
ul de 
laspers s'applique �a l'�etudedes paires (M;
)o�u M est une 3-vari�et�e 
ompa
te orient�ee �eventuellement �a bord et o�u 
 estun entrela
s de M . Plus pr�e
is�ement, on distingue deux appro
hes :{ M est �x�ee et 
 varie : on �etudie alors les entrela
s d'une 3-vari�et�edonn�ee. C'est dans 
e 
ontexte qu'intervient la th�eorie de Vassiliev.{ M et 
 (�eventuellement vide) varient : on est alors dans le 
adre de lath�eorie d'invariants de type �ni de Goussarov-Habiro .Le 
al
ul de 
laspers permet alors de d�e�nir sur 
es objets les relations deCk-�equivalen
e et de Yk-�equivalen
e respe
tivement, qui sont des relations7



d'�equivalen
e engendr�ees par des mouvements du type 
ouper / re
oller lelong de 
orps en anses plong�es. Elles induisent des �ltrations sur le groupeab�elien librement engendr�e par les objets 
onsid�er�es : la C-�ltration sur lesentrela
s (d'une vari�et�e donn�ee) et la Y -�ltration sur les 3-vari�et�es et leursentrela
s. ||||||||||||{Dans 
ette th�ese, nous nous int�eressons aux paires (M;�), o�u M est un
ylindre d'homologie sur une surfa
e � 
ompa
te, 
onnexe orient�ee, et � estun string-link fram�e de M : le premier est un 
obordisme d'homologie surla surfa
e � muni d'une 
ondition de trivialit�e homologique suppl�ementaire,et le se
ond est un plongement propre de 
opie de l'intervalle unit�e. Cesobjets interviennent dans les papiers de M. Goussarov et de K. Habiro, et ysont pr�esent�es 
omme d'importants mod�eles pour la th�eorie. Ils 
onstituentde plus des outils int�eressants pour l'�etude du mapping 
lass group et dugroupe des tresses pures.Plus parti
uli�erement, on 
onsid�ere 
ertaines sp�e
ialisations de 
e 
adreg�en�eral :(A) � = ; : 
as des 
ylindres d'homologie sur une surfa
e � 
ompa
te,
onnexe orient�ee.(B) � = D2 : 
as des string-links fram�es dans des boules d'homologie.(C) M = D2� I ; oubli du framing sur � : 
as des string-links `
lassiques'.Nous �etudions don
 la th�eorie d'invariants de type �ni de Goussarov-Habirodans les 
as (A) et (B), et la th�eorie de Vassiliev dans le 
as (C). En par-ti
ulier, nous 
al
ulons expli
itement les invariants en bas degr�e pour 
esobjets.Dans le 
as (A) sont ainsi �etudi�es les invariants de Goussarov-Habiro dedegr�e 1 pour les 
ylindres d'homologie. Ils sont donn�es par 
ertaines exten-sions des homomorphismes de Johnson et de Birman-Craggs, intervenantinitialement dans les travaux de D. Johnson pour le 
al
ul de l'ab�elianis�e dugroupe de Torelli. On obtient le r�esultat suivant, qui est le fruit d'un travail
ommun ave
 G. Massuyeau.Th�eor�eme 1. Soit � une surfa
e 
ompa
te 
onnexe orient�ee de genre gayant au plus une 
omposante de bord. Soient M et M 0 deux �el�ements deHC(�), l'ensemble des 
ylindres d'homologie sur �. Alors, les assertionssuivantes sont �equivalentes :(1) M et M 0 sont Y2-�equivalents ;(2) M et M 0 ne sont pas distingu�es par les invariants de Goussarov-Habirode degr�e 1 ;(3) M and M 0 ne sont pas distingu�es par les extensions du premier homo-morphisme de Johnson et des homomorphismes de Birman-Craggs.8



De même, dans le 
as (B), les invariants de de degr�e 1 sont donn�es parl'ensemble �3 des triples nombres de Milnor, et un 
ertain invariant � quiregroupe les r�edu
tions modulo 2 de �3 et de l'invariant de Sato-Levine, etles invariants de Arf et de Ro
hlin.Th�eor�eme 2. Soient (M;�) et (M 0; �0) deux �el�ements de SLhb1 (n), l'en-semble des string-links fram�es �a n 
ordes des boules d'homologie de framingset nombres d'enla
ement nuls. Alors les assertions suivantes sont �equivalen-tes :(1) (M;�) et (M 0; �0) sont Y2-equivalents,(2) (M;�) et (M 0; �0) ne sont pas distingu�es par les invariants de Gous-sarov-Habiro de degr�e 1,(3) (M;�) et (M 0; �0) ne sont distingu�es ni par les triples nombres deMilnor, ni par l'invariant de Sato-Levine modulo 2, ni par l'invariantde Arf et le �-invariant de Ro
hlin.Ces deux r�esultats sont vus 
omme des 
orollaires de th�eor�emes de 
ara
t�e-risation de la relation de Y2-�equivalen
e pour les 
ylindres d'homologie etles string-links. Autrement dit, on 
al
ule les groupes ab�eliensC1(�) := HC(�)Y2-�equivalen
e et SLhb1 (n) := SLhb1 (n)Y2-�equivalen
e ;en identi�ant 
es objets topologiques ave
 
ertains espa
es de diagrammes.Il en r�esulte en parti
ulier une interpr�etation diagrammatique des invariantsdes th�eor�emes 1 et 2. Notons que le groupe ab�elien C1(�) est 
al
ul�e pourtoute surfa
e �, alors que le th�eor�eme 1 ne traite que du 
as des surfa
esayant au plus une 
omposante de bord.Une 
orrespondan
e est ensuite �etablie entre les 
as d'�etude (A) et (B),et don
 entre les divers invariants des th�eor�emes 1 et 2 :Th�eor�eme 3. Il existe une bije
tion entre les ensembles HC(�g;1) et SLhb1 (2g)qui produit (bien que n'�etant pas un homomorphisme de mono��des) un iso-morphisme de groupes ab�eliensC1(�g;1) ' SLhb1 (2g)tel que le premier homomorphisme de Johnson �1 et les homorphismes deBirman-Craggs � 
orrespondent respe
tivement aux triples nombres de Mil-nor �3 et �a l'homomorphisme � .On adopte ensuite pour le 
as d'�etude (C) une appro
he similaire : le
al
ul des invariants de Vassiliev des string-links en degr�e 1 et 2 
onsiste enune 
ara
t�erisation des relations de C2 et C3-�equivalen
e.Des 
al
uls de 
laspers �el�ementaires montrent que deux string-links �a n9




ordes sont C2-equivalents si et seulement s'ils ont les mêmes nombres d'en-la
ement (les invariants de Vassiliev de degr�e 1). Comme 
orollaire, on re-trouve le th�eor�eme de H. Murakami et Y. Nakanishi sur le �-mouvement.On �enon
e ensuite le r�esultat suivant, qui implique la 
onstru
tion d'un
ertain invariant de Vassiliev V2 d'ordre 2 des string-links �a 2 
ordes :Th�eor�eme 4. Soient � et �0 deux string-links �a n 
ordes dans D2 � I, denombres d'enla
ement nuls. Alors, les assertions suivantes sont �equivalentes :(1) � et �0 sont C3-�equivalents ;(2) les invariants de Vassiliev de d'ordre 2 ne distinguent pas � et �0 ;(3) � et �0 ne sont distingu�es ni par les triples nombres de Milnor, ni parl'invariant V2, ni par l'invariant de Casson des n�uds.Ce r�esultat 
onsiste, 
omme pr�e
�edemment, �a 
al
uler le groupe ab�elienSL2(n) des 
lasses de C3-�equivalen
e des string-links de nombres d'enla
e-ment nuls, en l'identi�ant ave
 un espa
e de diagrammes.En�n, on �etudie le lien entre les 
as d'�etude (B) et (C) ; en d'autrestermes, on s'int�eresse aux relations entre la Y -�ltration et la C-�ltration(dans le 
adre des string-links). On obtient le r�esultat suivantTh�eor�eme 5. Le groupe ab�elien SL2(n) s'envoie surje
tivement sur le sous-groupe SL(0)1 (n) � SLhb1 (n) des string-links dans des boules d'homologied'invariant de Ro
hlin nul. De plus, les r�edu
tions modulo 2 des invariantsV2 et de Sato-Levine 
o��n
ident via 
ette surje
tion.||||||||||||{Cette th�ese s'organise de la fa�
on suivante. La premi�ere partie est 
onsa-
r�ee �a la th�eorie des 
laspers de Goussarov et Habiro, rappel�ee i
i de fa�
onuni��ee dans le sou
is de rendre 
e texte le plus `auto-
ontenu' possible.Dans la se
onde partie, nous introduisons les objets de notre �etude. Les 
y-lindres d'homologie et les string-links sont pr�esent�es, puis nous exposons end�etail les r�esultats obtenus.La troisi�eme partie est d�edi�ee au 
as d'�etude (A). Nous d�emontrons don
 leth�eor�eme 1 apr�es avoir d�e�ni les extensions des homomorphismes de Johnsonet de Birman-Craggs. De plus, on 
ara
t�erise la relation de Y2-�equivalen
epour les 
ylindres d'homologie sur une surfa
e quel
onque.Le 
as d'�etude (B) est abord�e de fa�
on similaire dans la quatri�eme partie :on y �etudie les invariants d'entrela
s 
lassiques 
it�es plus haut, pour en-suite 
ara
t�eriser la relation de Y2-�equivalen
e pour les string-links fram�esdes boules d'homologie et prouver le th�eor�eme 2. On d�emontre ensuite leth�eor�eme 3 qui relie 
es deux premiers 
as d'�etude.En�n, la 
inqui�eme partie 
on
erne le 
as d'�etude (C). On s'int�eresse don
dans la se
tion 5.1 aux invariants de Vassiliev des string-links. En parti
u-lier, l'invariant V2 �evoqu�e plus haut y est d�e�ni et �etudi�e (
ertains 
al
uls unpeu te
hniques �etant report�es en annexe). On d�emontre ensuite les r�esultats10



sur la C2-�equivalen
e, puis le th�eor�eme 4. La �n de la 
inqui�eme partie traitedes 
onne
tions entre les 
as d'�etudes (B) et (C) ; en parti
ulier, le th�eor�eme5 est �etabli.
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1 Introdu
tion �a la th�eorie des 
laspers de Goussarov-HabiroIl existe en
ore peu de r�ef�eren
es sur 
ette th�eorie. Les deux prin
ipalessont les papiers fondateurs de K. Habiro ([H℄) et de S. Garoufalidis, M.Goussarov et M. Polyak ([GGP℄). On trouve aussi une bonne introdu
tiondans le livre de T. Ohtsuki [O2, Appendi
e E℄.Conventions 1.1. Toutes les vari�et�es 
onsid�er�ees seront suppos�ees 
ompa
teset orient�ees, sauf s'il est fait mention expli
ite du 
ontraire.1.1 Qu'est-
e qu'un 
lasper ?Soit (M;
) un entrela
s (�eventuellement �a bord ou vide) dans une 3-vari�et�e M .1.1.1 D�e�nitions et 
onventionsD�e�nition 1.2. Un 
lasper pour 
 dansM est le plongement dansM d'unesurfa
e non n�e
essairement orient�ee G d�e
ompos�ee en 
onstituants appel�es
ôt�es, feuilles, feuilles-disqu�ees, sommets et bô�tes - voir Figure 1 :{ Un 
ôt�e est une 1-anse (�= D1�D1). On appelle extr�emit�es d'un 
ôt�eles deux 
omposantes 
onnexes de S0 � D1 � D1 � D1 (les zonesd'atta
hement de la 1-anse). Les 
ôt�es de G interse
tent l'ensembledes autres 
onstituants au niveau de leurs extr�emit�es.{ Une feuille est un anneau (�= S1 �D1), dont une des 
omposantes debord 
ontient l'extr�emit�e d'un 
ôt�e.{ Une feuille disqu�ee est une 0-anse (�= D2), dont le bord 
ontientl'extr�emit�e d'un 
ôt�e.{ Un sommet est une 0-anse dont le bord 
ontient l'extr�emit�e de trois
ôt�es (ave
 �eventuellement un 
ôt�e dont les deux extr�emit�es sont at-ta
h�ees au même sommet).{ Une bô�te est une 0-anse dont le bord 
ontient l'extr�emit�e de trois
ôt�es, deux d'entre elles (les entr�ees) �etant distingu�es de la troisi�eme(la sortie).
 n'interse
te pas G, sauf �eventuellement au niveau des feuilles disqu�ees(qu'il interse
te transversalement en un ou plusieurs points).Remarquons que, par d�e�nition, un 
lasper 
ontient au moins un 
ôt�e.On distingue en parti
ulier les 
laspers 
ompos�es de deux feuilles (�eventuel-lement disqu�ees) reli�ees par un 
ôt�e : 
e sont les 
laspers basiques - voir la�gure 2.Ainsi, un 
lasper G est par d�e�nition le plongement d'une surfa
e dansune 3-vari�et�e. Pour dessiner un 
lasper dans S3 ou dans un 
orps en anses Hgde genre g (en g�en�eral, un voisinage r�egulier de 
ette surfa
e), on utiliserala repr�esentation s
h�ematique (1-dimensionnelle) donn�ee dans la �gure 1,12
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Notons qu'un s sur un 
ôt�e indique la pr�esen
e d'un demi-twist �a droite.On distingue, outre les 
laspers basiques, 
ertains types parti
uliers de
laspers.D�e�nition 1.3. On appelle graphe de 
laspers un 
lasper qui ne 
ontientpas de bô�tes.De plus, on appelle arbre de 
laspers, ou arbre, un graphe de 
laspers 
onnexedont la sous-surfa
e form�ee par l'union de ses 
ôt�es et de ses sommets estsimplement 
onnexe. Une union disjointe de plusieurs arbres est appel�ee uneforêt de 
laspers.D�e�nition 1.4. Soit G un graphe de 
laspers pour un entrela
s 
 (�eventuel-lement vide) dans une 3-vari�et�eM .G est dit a

eptable si 
haque 
omposante
onnexe de G poss�ede au moins un sommet, et n'a pas de feuille disqu�ee.De tels graphes de 
laspers sont dits allowable dans [H℄ et sont appel�es
lovers dans [GGP℄.D�e�nition 1.5. Soit G un graphe de 
laspers pour un entrela
s 
 6= ; dansune 3-vari�et�e M . G est dit stri
t si toutes ses feuilles sont disqu�ees, et si
haque 
omposante 
onnexe de G poss�ede au moins une feuille disqu�ees.Il est de plus dit simple si ses feuilles disqu�ees interse
tent 
 en un seulpoint. 13



1.1.2 Chirurgie le long d'un 
lasperSoit B un 
lasper basique, et B0 le 
lasper basique obtenu en rempla�
antles �eventuelles feuilles disqu�ees par des feuilles. Soit N(B0) un voisinager�egulier de B0 dans M : N(B0) \ 
 = ;. On peut asso
ier un entrela
s enbandes �a deux 
omposantes LB dans N(B0) 
omme repr�esent�e dans la �gure2.1
BFig. 2 { Un 
lasper basique dans son voisinage r�egulier, et l'entrela
s �a deux
omposantes asso
i�e.De même, on asso
ie �a tout 
lasper G un entrela
s en bandes :{ Dans un premier temps, on 
onsid�ere le 
lasper G0 obtenu en rem-pla�
ant les �eventuelles feuilles disqu�ees par des feuilles. Son voisinager�egulier N(G0) v�eri�e don
 N(G0) \ 
 = ;.{ Puis, on d�e
ompose G0 dans N(G0) en une union disjointe de 
laspersbasiques en 
assant ses sommets et ses bô�tes de la fa�
on indiqu�ee dansla �gure 3.

���
���
���
���
����
����
����
����
���� ;Fig. 3 { Cassure d'un 
lasper en une union de 
laspers basiques{ En�n, on rempla
e 
ha
un de 
es 
laspers basiques par l'entrela
s �adeux 
omposantes asso
i�e. Le r�esultat est un entrela
s �a 2E 
ompo-santes, o�u E d�esigne le nombre de 
ôt�es de G, not�e LG.Ainsi, tout 
lasper G pour un entrela
s 
 dans une 3-vari�et�e M 
ontient uneinstru
tion de 
hirurgie : on d�e�nit la 
hirurgie le long du 
lasper G 
ommela 
hirurgie le long de l'entrela
s asso
i�e LG. On note (MG; 
G) le r�esultatde la 
hirurgie sur (M;
) le long du 
lasper G :( � MG = (M n int (N(G0))) [� N(G0)LG ;� 
G est l'entrela
s de MG d�e�ni par 
 �M n int (N(G0)) �MG.Le lemme suivant montre l'e�et de 
hirurgie d'un 
lasper basique poss�edantune feuille disqu�ee :1On utilise la 
onvention d'�epaississement du tableau.14



Lemme 1.6 (Lemme fondamental des 
laspers). [H, Prop. 2.2℄a) Soit B un 
lasper basique pour 
 dans M poss�edant une feuille et unefeuille disqu�ee. Alors, il existe un di��eomorphisme entre N(B) et N(B)B�xant le bord point par point et qui s'�etend (par l'identit�e) �a un di��eomor-phisme ' :M !MB.b) Si de plus on suppose qu'une famille X d'objets 1-dimensionnels ou enbandes (
omposantes de 
, 
lasper...) interse
te transversalement la feuilledisqu�ee de B, alors '�1(XB) � M est 
omme repr�esent�e dans la partiedroite de la �gure 4.
-1ϕ ( )XX

B

Fig. 4 { .Id�ee de la preuve : Le lemme se montre par du 
al
ul de Kirby : il apparaitpour a) que la 
hirurgie surM le long d'un entrela
s �a 2 
omposantes L1[L2tel que L1 est un m�eridien 0-fram�e de L2 produit une 3-vari�et�e di��eomorphe�a M . Le point b) se prouve en faisant glisser les brins de X un �a un le longde la 
omposante de LB qui ne les enla
e pas.Proposition 1.7. [H, Prop. 3.3℄ ; [GGP, Lem. 2℄Soit G un 
lasper pour 
 dans M tel que 
haque 
omposante 
onnexe de G
ontient au moins une feuille disqu�ee. On note N le voisinage r�egulier deG. Alors, il existe une di��eomorphisme N �= NG qui �xe le bord point parpoint, qui s'�etend �a un di��eomorphisme (dont la restri
tion �a l'ext�erieur deN est l'identit�e) 'G :M �=- MG:Id�ee de la preuve : Elle se fait par r�e
uren
e sur le nombre de sommets :si G n'a pas de sommet, on applique le lemme fondamental 1.6. Si G ap > 1 sommets, on 
onsid�ere le sommet adja
ent �a la feuille disqu�ee, quel'on `
asse' 
omme dans la �gure 3 en trois feuilles formant un borrom�een : le
lasper obtenu a le même e�et de 
hirurgie que G. De plus, on peut d'apr�esle lemme 1.6 �eliminer le 
lasper basique 
ontenant notre feuille disqu�ee :
ha
une des 
omposantes restantes a une feuille disqu�ee (disjointe de 
)issue du borrom�een, et on peut leur appliquer l'hypoth�ese de r�e
uren
e.Remarque 1.8. D'apr�es la proposition 1.7, la 
hirurgie le long d'un graphede 
lasper stri
t G pour 
 dansM produit une 3-vari�et�e MG di��eomorphe �aM . On notera en
ore 
G, et on appellera entrela
s obtenu de 
 par 
hirurgiele long de G, l'entrela
s '�1G (
G) �M .15



1.1.3 Cal
ul de 
laspersD�e�nition 1.9. Soit G (respe
tivement G0) un 
lasper pour 
 dans M . Les
laspers G et G0 sont dits �equivalents, not�e G � G0, s'ils ont des r�esultatsde 
hirurgie �equivalents, 
'est-�a-dire :{ si G et G0 sont stri
ts, les r�esultats de 
hirurgie 
G et 
0G0 sont isotopes(relativement au bord) dans M .{ sinon, les r�esultats de 
hirurgie (M;
)G et (M;
0)G0 sont reli�es parun di��eomorphisme (pr�eservant l'orientation) qui est l'identit�e sur lebord.Proposition 1.10 (Les 12 mouvements d'Habiro). [H, Prop. 2.7℄Les mouvements 1 �a 12 pr�esent�es dans la �gure 5 sont des �equivalen
es de
lasper dans des 
orps en anses.Dans la �gure, X d�esigne une famille d'objets 1-dimensionnels ou en bandes(entrela
s, feuille ou 
ôt�e de 
lasper...). Bien que la �gure ne repr�esente quedes 
laspers ave
 feuilles, on peut �egalement e�e
tuer 
es mouvements ave
des feuilles disqu�ees (dont on n'a repr�esent�e que la partie utile).Id�ee de la preuve : Le mouvement 1 est l'appli
ation du lemme fondamental1.6. Les autres mouvements se d�emontrent su

essivement par appli
ationsdes mouvements pr�e
�edents et isotopies de 
laspers.Proposition 1.11 (Glissement de feuille). [GGP, Thm. 3.1℄Le mouvement repr�esent�e dans la �gure 6, qui 
onsiste �a glisser une feuille lelong d'une feuille adja
ente (au sens o�u elle est in
idente au même sommet)au prix d'un twist positif, est une �equivalen
e de 
lasper.Id�ee de la preuve : Appli
ation des mouvements 2, puis 10 d'Habiro, suivied'une isotopie du type `glissement d'anses'.Poussement de bô�tes. Les 
laspers qui nous int�eressent sont les gra-phes, 
'est-�a-dire 
eux qui ne poss�edent pas de bô�tes, 
es derni�eres ne ser-vant que d'outils lors des 
al
uls. Nous allons don
 voir la pro
�edure depoussement de bô�tes, ou zip-
onstru
tion dans [H℄, qui nous permet, �a l'is-sue des 
al
uls, de nous d�ebarasser des bô�tes.Etant donn�e un 
lasper G pour 
 dans M , on appelle sous-arbre de G toutesous-surfa
e formant un arbre auquel on aurait enlev�e des feuilles. Les 
ôt�esque l'on a ainsi 
oup�es sont les bran
hes.On distingue pour G les sous-arbres sortie, dont l'unique bran
he est la sor-tie d'une bô�te de G , et les sous-arbres entr�ee, dont 
haque bran
he est uneentr�ee d'une bô�te.D�e�nition 1.12. On dit que le 
lasper G est zipp�e s'il poss�ede un sous-arbre entr�ee I ave
 au plus une bran
he in
idente par bô�te de G, 
haquebô�te in
idente �a I poss�edant aussi un sous-arbre sortie.Le 
ompl�ementaire G n I est une sous-surfa
e de G qui poss�ede des bô�tesn'ayant qu'une entr�ee : en rempla�
ant 
haque telle bô�te de G n I par un16
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ôt�e, en 
onne
tant les deux 
ôt�es in
idents (entr�ee et sortie), on obtient un
lasper not�e G	 I.Lemme 1.13 (Poussement de bô�tes). [H, x3.3℄Soit G un 
lasper pour 
 dans M tel que G poss�ede un sous-arbre entr�eeI �a k sommets. Soient O1; :::; On les sous-arbres sortie asso
i�es �a I, et ki(i = 1; :::; n) leur nombre de sommets. Alors, G est �equivalent �a P [Q dansun voisinage r�egulier N , o�u P et Q sont des 
laspers pour 
, disjoints dansN , tels que :{ P � G	 I dans N .{ Q est un arbre �a k + k1 + :::+ kn sommets.Exemple 1.14. Un exemple est donn�e dans la �gure 7. On a bien P � G	Ipar appli
ation du mouvement 3 d'Habiro.
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Fig. 7 { Un exemple de poussement de bô�tes.1.2 Relations d'�equivalen
e 
hirurgi
ale issues des 
laspersK. Habiro d�e�nit dans [H℄ deux relations d'�equivalen
e pour les entrela
set les vari�et�es en termes de 
hirurgie le long de graphes de 
laspers. La18



premi�ere est d�edi�ee �a l'�etude des entrela
s d'une 3-vari�et�e �x�ee (voir aussi[G2℄), et la se
onde aux 3-vari�et�es, �eventuellement ave
 entrela
s (voir aussi[G1℄).1.2.1 Ck-�equivalen
e pour les entrela
sSoit M une 3-vari�et�e �x�ee, et 
 un entrela
s de M (�eventuellement �abord, le bord de 
 �etant alors proprement plong�e dans le bord de M).D�e�nition 1.15. Soit T un arbre stri
t pour 
 : le C-degr�e d'un tel arbreest �egal au nombre de sommets plus 1, et le C-degr�e d'une forêt stri
te pour
 est le minimum des C-degr�es de ses 
omposantes 
onnexes.D�e�nition 1.16. Pour k � 1, on appelle Ck-mouvement sur 
 un mouve-ment de 
hirurgie sur 
 le long d'un arbre stri
t T de C-degr�e k, not�e
 7!Ck 
T :On appelle Ck-�equivalen
e la relation d'�equivalen
e sur l'ensemble des en-trela
s de M engendr�ee par les Ck-mouvements et les isotopies.Remarque 1.17. Les Ck-mouvements, ainsi que la relation d'�equivalen
equ'ils engendrent, sont reli�es a un 
ertain nombre de notions apparaissantdans la litt�erature. On distinguera, entre autres, les notions de modi�
ationsinterd�ependantes [G3℄ et de k-variations [G2℄ de M. Goussarov, les grope-
obordismes de 
lasse k de J. Conant et P. Tei
hner [CT℄, ou en
ore laLCSn-equivalen
e de T. Stanford [St℄.La proposition suivante, issue des propositions 3.7, 3.22, 3.23 et 3.17 de[H℄ (auxquelles est renvoy�e le le
teur pour une preuve), �enon
e les propri�et�esde 
ette relation de Ck-�equivalen
e.Proposition 1.18. 1. Pour 0 � k � l, un Cl-mouvement peut êtrer�ealis�e par un Ck-mouvement : la Cl-�equivalen
e implique don
 la Ck-�equivalen
e.2. Une suite de Ck-mouvements peut être r�ealis�ee de fa�
on simultan�ee.3. Un Ck-mouvement est r�eversible.4. Les arbres simples (D�ef. 1.5) de C-degr�e k suÆsent �a engendrer laCk-�equivalen
e.Exemple 1.19. [H, p. 56-57℄{ Les C1-mouvements simples, qui engendrent la relation de C1-�equiva-len
e, sont juste des 
hangements de 
roisement, 
omme le montre la�gure 8.2 Ainsi, la C1-�equivalen
e 
o��n
ide ave
 la relation d'homoto-pie.2I
i, et fr�equemment par la suite, on oublie les ha
hures lorsque l'on repr�esente lesfeuilles disqu�ees. 19



Fig. 8 { Un C1-mouvement simple.{ La relation de C2-�equivalen
e est de même engendr�ee par les C2-mouvements simples : un tel mouvement 
onsiste en une somme 
onnexeave
 un entrela
s borrom�een - voir Figure 9.{ En g�en�eral, un Ck-mouvement simple est la somme 
onnexe ave
 unBing-double it�er�e [C1℄ de l'entrela
s de Hopf ave
 k + 1 
omposantes.La �gure 9 illustre le 
as k = 3.
;Fig. 9 { Un C2-mouvement simple et un C3-mouvement simple.Remarque 1.20. [H, p. 57℄H. Murakami et Y. Nakanishi d�e�nissent dans [MN℄ une op�eration sur lesentrela
s, le �-mouvement, repr�esent�ee dans la �gure 10. Ils montrent que
'est une op�eration de d�enouage sur les n�uds, i.e. tout n�ud est ramen�eau n�ud trivial par une suite �nie de �-mouvements.

Fig. 10 { Un �-mouvement.Comme le montrent les auteurs ([MN, Fig. 2.2℄, reproduite 
i-dessous), un�-mouvement est �equivalent �a un C2-mouvement simple.1.2.2 Yk-�equivalen
e pour les 3-vari�et�es ave
 entrela
sSoit 
 un entrela
s (�eventuellement vide) dans une 3-vari�et�e M .20



D�e�nition 1.21. Soit G un graphe 
onnexe a

eptable dans M , disjointde 
 : le Y -degr�e de G est �egal au nombre de sommets (qui est sup�erieurou �egal �a 1), et le Y -degr�e d'un graphe a

eptable quel
onque de M est leminimum des Y -degr�es de ses 
omposantes 
onnexes.D�e�nition 1.22. Pour k � 1, on appelle Yk-mouvement sur (M;
) unmouvement de 
hirurgie sur (M;
) le long d'un graphe 
onnexe a

eptableG de Y -degr�e k, not�e (M;
) 7!Yk (M;
)G:On appelle Yk-�equivalen
e la relation d'�equivalen
e sur les 3-vari�et�es ave
 en-trela
s engendr�ee par les Yk-mouvements et les di��eomorphismes pr�eservantl'orientation.Par analogie ave
 la proposition 1.18, on a le r�esultat suivant.Proposition 1.23. 1. Pour 0 � k � l, un Yl-mouvement peut êtrer�ealis�e par un Yk-mouvement : la Yl-�equivalen
e implique don
 la Yk-�equivalen
e.2. Une suite de Yk-mouvements peut être r�ealis�ee de fa�
on simultan�ee.3. Un Yk-mouvement est r�eversible.4. Les arbres a

eptables de Y-degr�e k suÆsent �a engendrer la Yk-�equiva-len
e.Le dernier point est juste dû au fait que, par le mouvement 2 d'Habiro, toutgraphe 
onnexe est �equivalent �a un arbre.Exemple 1.24. Un arbre de 
lasper a

eptable de Y -degr�e 1 est appel�eun Y-graphe dans la litt�erature ([G1℄, [GGP℄). De même, un Y1-mouvement(resp. la Y1-�equivalen
e) est aussi appel�e une Y -
hirurgie (resp. Y -�equivalen-
e), ou en
ore 
hirurgie borrom�eenne par S. Matveev dans [Mt℄. Il est �etablipar 
e dernier [Mt, Thm. 2℄ que deux 3-vari�et�es ferm�ees orient�ees sont Y -�equivalentes si et seulement si elles ont les même premiers nombres de Bettiet des formes d'enla
ement T 
 T ! Q=Z isomorphes, o�u T d�esigne lesous-groupe de torsion du premier groupe d'homologie de la vari�et�e.
21



1.3 Invariants de type �ni et 
laspers1.3.1 Invariants de Vassiliev et 
laspersComme l'explique K. Habiro dans [H, x6.2℄, la th�eorie de Vassiliev (aussiappel�ee th�eorie de Vassiliev-Goussarov) peut se reformuler en termes de
laspers. Commen�
ons par rappeler la notion d'invariant de Vassiliev (voir[BN1℄).Soit 
0 un entrela
s �x�e dans une 3-vari�et�e M . On note L(M;
0) l'en-semble des (
lasses d'isotopie des) entrela
s orient�es de M homotopes �a
0, et ZL(M;
0) le groupe ab�elien librement engendr�e par les �el�ements deL(M;
0). Un entrela
s singulier de M est une immersion de 
opies de S1dans M dont les singularit�es sont des points doubles (transverses). Un telentrela
s peut être vu 
omme un �el�ement de ZL(M;
0) en �eliminant lessingularit�es par :  =!�";et pour tout k � 0, on note L[k℄(M;
0) le groupe ab�elien librement engendr�epar les entrela
s singuliers de M ave
 k points singuliers, homotopes �a 
0(lorsque M et 
0 sont 
lairs d'apr�es le 
ontexte, on les oubliera dans lanotation).3 Les L[k℄(
0) d�e�nissent une �ltration des
endante de ZL(
0)ZL(
0) = L[0℄(
0) � L[1℄(
0) � ::: � L[k℄(
0) � :::appel�ee �ltration de Vassiliev.D�e�nition 1.25. Soit A un groupe ab�elien, et k � 0 un entier. Un invariantsdes entrela
s f : L(M;
0) - A est un invariant de Vassiliev de degr�e ksi son extension �a ZL(M;
0) s'annule sur L[k+1℄(M;
0).Le groupe des invariants de Vassiliev de degr�e k �a valeurs dans A est don
isomorphe �a Hom�ZL(M;
0)=L[k+1℄(M;
0); A�.Le 
as des string-links est trait�e de fa�
on plus approfondie dans x5.1.On red�e�nit �a pr�esent 
ette notion en termes de 
laspers stri
ts. Soit
 2 L(M;
0) = L(
0).4 Soit l � 0 un entier.D�e�nition 1.26. Un s
h�ema de variation de dimension l pour 
 est uneforêt de 
laspers stri
ts G = G1 [ ::: [ Gl pour 
 (les Gi �etant suppos�es
onnexes). Il est dit simple si les 
omposantes Gi de G sont simples. Ledegr�e d'un s
h�ema de variation, appel�e S-degr�e, est la somme des C-degr�esde ses 
omposantes : S-deg(G) =Pli=1 C-deg(Gi).Pour 
 2 L(
0), et G un s
h�ema de variation pour 
, on d�e�nit la sommealtern�ee [
;G℄ = XG0�G(�1)jG0j
G0 2 ZL(
0);3L[k℄(
0) est not�e Jk(
0) dans [H℄.4Par l'exemple 1.19, 
hoisir un 
 homotope �a 
0 signi�e juste que 
 �C1 
0 : L(
0)d�esigne don
 la 
lasse de C1-�equivalen
e de 
0.22



o�u la somme est prise sur toutes les sous-parties G0 de G, ave
 jG0j le nombrede 
omposantes 
onnexes de G0.Pour k � l � 0, on note F lk(
0) le sous-groupe ab�elien de ZL(
0) engendr�epar les �el�ements [
;G℄, o�u 
 2 L(
0) et o�u G est un s
h�ema de variation dedimension l pour 
 de S-degr�e k (F lk(
0) est not�e J lk(
0) par K. Habiro) :F lk(
0) =< [
;G℄ ; 
 2 L(
0) , S-deg(G) = k et jGj = l > :De même, on d�e�nitFk(
0) =< [
;G℄ ; 
 2 L(
0) , S-deg(G) = k > :On a don
 les in
lusions suivantes, issues du 
al
ul de 
laspers ([H, Prop.6.7℄) : Fk(
0) = Fkk (
0) � Fk�1k (
0) � ::: � F1k (
0)Fl(
0) = F ll (
0) � F ll+1(
0) � ::: � F lk�1(
0) � F lk(
0)On observe ([H, Prop. 6.7℄)) que la �ltration de ZL(
0) induite par lesgroupes Fk(
0) 
o��n
ide ave
 la �tration de Vassiliev d�e�nie plus haut :8k � 1 , L[k℄(
0) = Fk(
0):La preuve de 
ette �egalit�e repose sur l'observation suivante : =!�" = [!; B℄;o�u B est un s
h�ema de variation de degr�e 1 pour! 
onstitu�e d'un 
lasperbasique dont 
haque feuille enla
e un des deux brins de ! - voir �gure
i-dessous.
-=Comme 
orollaire, on a alors le r�esultat suivant.Th�eor�eme 1.27. [H, Cor. 6.8℄Pour k � 1, si deux entrela
s d'une 3-vari�et�e M sont Ck+1-�equivalents alorsils ne sont pas distingu�es par les invariants de Vassiliev de degr�e � k.Remarque 1.28. K. Habiro montre que la r�e
iproque est vraie pour lesn�uds orient�es de S3 [H, Thm. 6.18℄ (une preuve de 
ette r�e
iproque a�et�e �egalement donn�ee par L. Funar [Fu℄). Il est 
onje
tur�e par K. Habiro([H, Conj. 6.13℄, voir aussi [G1, Thm. 4℄) qu'il en est de même pour lesstring-links (D�ef. 2.10) : une r�eponse partielle �a 
ette 
onje
ture est donn�ee23



par M. Goussarov [G2, Thm. 10.4℄, et est fond�ee sur la notion d'invariantpartiellement d�e�ni.51.3.2 Th�eorie d'invariants de type �ni de Goussarov-Habiro pourles 3-vari�et�esCette th�eorie d'invariants de type �ni est l'objet prin
ipal de [GGP℄ ;elle est aussi �evoqu�ee par K. Habiro ([H, x8.4.2℄) - voir aussi [Ha1, x5℄. Bienqu'elle se d�e�nisse aussi bien pour les 3-vari�et�es ave
 entrela
s que pour les3-vari�et�es, nous nous restreignons dans 
ette se
tion �a 
es derni�eres.Soit M0 une 3-vari�et�e, et M0 la 
lasse de Y -�equivalen
e (i.e. de Y1-�equivalen
e) de M0. Soit M 2M0 et l � 0 un entier.D�e�nition 1.29. Un s
h�ema de variation de dimension l a

eptable pourM est un graphe de 
laspers a

eptable G = G1[ :::[Gl de M , les Gi �etantsuppos�es 
onnexes. Le degr�e d'un s
h�ema de variation a

eptable de M ,appel�e A-degr�e, est la somme des Y -degr�es de ses 
omposantes : A-deg(G) =Pli=1 Y -deg(Gi).Pour des entiers k � l � 0, on d�e�nit les sous-groupes ab�eliens de ZM0(le groupe ab�elien librement engendr�e par les 3-vari�et�es Y -�equivalentes �aM0) suivants :F lk(M0) = < [M;G℄ ; M 2M0 , A-deg(G) = k et jGj = l >;Fk(M0) = < [M;G℄ ; M 2M0 , A-deg(G) = k > :o�u, 
omme dans la se
tion pr�e
endente, [M;G℄ = PG0�G(�1)jG0jMG0 , ave
jG0j le nombre de 
omposantes 
onnexes de G0. Les groupes Fk(M0) in-duisent don
 une �ltration des
endante de ZM0, que l'on appelle �ltrationde Goussarov-Habiro :6ZM0 = F0(M0) � F1(M0) � ::: � Fk(M0) � :::D�e�nition 1.30. Soit A un groupe ab�elien, et k � 0 un entier. Un inva-riant de type �ni de degr�e k (au sens de Goussarov-Habiro) surM0 est uneappli
ation f :M0 ! A dont l'extension �a ZM0 s'annule sur Fk+1(M0).Le groupe des invariants de type �ni de degr�e k �a valeurs dans A est don
isomorphe �a Hom (ZM0=Fk+1(M0)); A).Le r�esultat suivant suit des d�e�nitions introduites 
i-dessus.5Soit 
 une 
lasse de Ck-�equivalen
e des string-links �a n 
ordes. Soit Fk+1[
℄, le sous-groupe de Z
 (le Z-module libre sur 
) engendr�e par les �el�ements [�; G℄, o�u G est uns
h�ema de variation de dimension k tel que, pour tout G0 � G, on a �G0 �Ck 
. Soit Aun groupe ab�elien. Un invariant des string-links f : 
 - A est un invariant de type kpartiellement d�e�ni si son extension �a Z
 s'annule sur Fk+1[
℄.6Cette �ltration est appel�ee �ltration FYn dans [GGP℄, et A-�ltration dans [H℄.24



Th�eor�eme 1.31. [H, x8.4.2℄Pour k � 1, si deux 3-vari�et�es M et M 0 sont Yk+1-�equivalents alors elles nesont pas distingu�ees par les invariants de type �ni (au sens de Goussarov-Habiro) de degr�e � k.Remarque 1.32. La r�e
iproque est vraie pour les sph�eres d'homologie en-ti�ere ([H, x8.4.2℄). M. Goussarov aÆrme ([G1, Thm. 3℄) qu'il en est de mêmepour les 
ylindres d'homologie (voir x2.1.1) : 
omme pour le th�eor�eme 1.27,une preuve partielle peut-être donn�ee grâ
e �a la notion d'invariant partiel-lement d�e�ni (
f Remarque 1.28).1.4 Lemmes te
hniques sur les arbres de 
lasper1.4.1 Lemmes sur les arbres stri
tsLemme 1.33 (Changement de 
roisement 
ôt�e-
ôt�e). [H, Prop. 4.6℄Soient T1 et T2 deux arbres stri
ts pour 
 disjoints dans M de C-degr�erespe
tif k1 et k2. Soit T 01 [ T 02 la forêt obtenue de T1 [ T2 en 
hangeant un
roisement entre un 
ôt�e de T1 et un 
ôt�e de T2. Alors dans M
T1[T2 7!Ck1+k2+1 
T 01[T 02 :D�emonstration. Dans une petite boule, on peut voir 
e 
hangement de 
roi-sement 
omme dans la partie gau
he de la �gure 11. Par appli
ation des mou-
�� �� ��

ssss
1 12

2T1T
1

����
T

T
’ 2T’

IFig. 11 {vements 1 et 12 d'Habiro, T 01 [T 02 est �equivalent au 
lasper ave
 deux bô�tesrepr�esent�e dans la �gure 11, et en prenant 
omme sous-arbre entr�ee I le sous-arbre (�a deux sommets) portant les deux demi-twist, on peut pousser 
esbô�tes par le lemmme 1.13 : T 01[T 02 � P [Q, ave
 P � (T 01 [ T 02)	I = T1[T2et Q un arbre �a (k1�1)+(k2�1)+2 = k1+k2 sommets. Le r�esultat suit.Lemme 1.34 (Glissement de 
ôt�e). [H, Prop. 4.5℄Soit T un arbre de 
lasper stri
t pour 
 dans M de C-degr�e k. Soit T 0 l'arbreobtenu en faisant passant un 
ôt�e de T �a travers 
. Alors, on a dans M
T 7!Ck+1 
T 0 :25



D�emonstration. D'apr�es le mouvement 1 d'Habiro, T 0 est �equivalent �a l'unionde T et d'un 
lasper basique dont une feuille enla
e le 
ôt�e de T , son autrefeuille �etant une 
opie d'un m�eridien de 
. En appliquant le mouvement12 d'Habiro, on obtient que T 0 est �equivalent au 
lasper ave
 deux bô�tesrepr�esent�e dans la �gure 12.
s s

γ γ γ

���� ��

γ

PQ

I
1 12

Fig. 12 {Par l'appli
ation du lemme 1.13 de poussement de bô�tes (en prenant poursous-arbre entr�ee I le sous-arbre �a un sommet in
ident �a K), on a : T 0 est�equivalent �a l'union disjointe P [ Q, ave
 P � T 0 	 I = T et Q un arbrede C-degr�e k + 1 (i.e. �a k sommets). D'o�u 
T 0 ' 
P[Q ' (
P )Q ' (
T )Q,
'est-�a-dire que 
T 0 est obtenu de 
T par un Ck+1-mouvement.Remarque 1.35. Comme not�e par K. Habiro (preuve de [H, Thm. 4.3℄),une 
ons�equen
e du Lemme 1.34 est la suivante :Soit T un arbre de 
lasper stri
t pour 
 dans M de C-degr�e k. Soit T 0l'arbre obtenu de T en 
hangeant un 
roisement entre deux 
ôt�es de T , ouen e�e
tuant un twist 
omplet sur un 
ôt�e de T . Alors, on a dans M
T 7!Ck+1 
T 0 :Lemme 1.36 (E
hange de feuilles disqu�ees). [H, Prop. 4.4℄Soient T1 et T2 deux arbres stri
ts pour 
 disjoints dans M de C-degr�erespe
tif k1 et k2. Soit T 01[T 02 la forêt obtenue en passant une feuille disqu�ee
�
�
�
�
�
�
�
�

T1 T2 T’1 T’2

�
�
�
�

�
�
�
�f1 de T1 �a travers une feuille disqu�ee f2 de T2 - voir 
i-dessus. Alors dansM 
T1[T2 7!Ck1+k2 
T 01[T 02 :D�emonstration. Comme on l'a fait remarquer pr�e
�edemment, on peut libre-ment 
hanger les feuilles disqu�ees par des feuilles pour e�e
tuer les 
al
uls :on 
onsid�ere don
 la feuille asso
i�ee �a f1. Par isotopie de 
ette feuille, puisappli
ation des mouvements 7 et 12 d'Habiro (en notant que l'insertion d'undemi-twist sur un 
ôt�e est n�e
�essaire pour l'appli
ation de 
e dernier), on26



obtient un 
lasper �equivalent �a T 01 [ T 02 ave
 deux bô�tes, et dans lequel ondistingue un sous-arbre entr�ee I �a un sommet (voir Figure 13). Le r�esultat
s

��
��
��

��
��
��f2

��
��
��
��

f1

�
�
�

�
�
�

isotopie
s

�
�
�

�
�
�

��

�
�
�
�

I

s

Fig. 13 {d�e
oule don
 de l'appli
ation du lemme 1.13 �a 
e 
lasper.Notons que l'on ne dipose pas d'un r�esultat analogue pour deux feuillesdisqu�ees d'un même arbre stri
t.1.4.2 Lemmes sur les arbres a

eptablesLes deux premiers lemmes sont les �equivalents pour les arbres a

eptablesdes lemmes 1.34 et 1.33, et se prouvent de mani�ere identique.Lemme 1.37 (Glissement de 
ôt�e). [GGP, Cor. 4.2℄Soit T un arbre de 
lasper pour 
 dans M de Y-degr�e k, et K un n�ud enbandes dans M disjoint de 
 et de T . Soit T 0 l'arbre obtenu en faisant lasomme 
onnexe d'un 
ôt�e e de T ave
 K. Alors(M;
)T 7!Yk+1 (M;
)T 0 :Lemme 1.38 (Changement de 
roisement 
ôt�e-
ôt�e). Soient T1 etT2 deux arbres pour 
 disjoints dans M de Y-degr�e respe
tif k1 et k2. SoitT 01[T 02 la forêt obtenue de T1[T2 en 
hangeant un 
roisement entre un 
ôt�ede T1 et un 
ôt�e de T2. Alors(M;
)T1[T2 7!Yk1+k2+2 (M;
)T 01[T 02 :Le lemme suivant est 
lair d'apr�es la preuve du lemme 1.36 :Lemme 1.39 (Changement de 
roisement feuille-
ôt�e). Soient T1 etT2 deux arbres a

eptables pour 
 disjoints dans M de Y-degr�e respe
tif k1et k2. Soit T 01 [ T 02 la forêt obtenue de T1 [ T2 en 
hangeant un 
roisemententre une feuille de T1 et un 
ôt�e de T2. Alors,(M;
)T1[T2 7!Yk1+k2+1 (M;
)T 01[T 02 :Lemme 1.40. (Changement de 
roisement feuille-feuille sur uneforêt). Soient T1 et T2 deux arbres a

eptables pour 
 disjoints dans M27



de Y-degr�e respe
tif k1 et k2. Soit T 01 [ T 02 la forêt obtenue de T1 [ T2 en
hangeant un 
roisement entre une feuille de T1 et une feuille de T2. Alors(M;
)T1[T2 7!Yk1+k2 (M;
)T 01[T 02 :D�emonstration. Dans une petite boule, on peut voir 
e 
hangement de 
roi-sement 
omme dans la partie gau
he de la �gure 
i-dessous. Par appli
ation
7 2

I

Fig. 14 {des mouvements 7 et 2 d'Habiro, T 01 [ T 02 est �equivalent au 
lasper ave
deux bô�tes repr�esent�e dans la �gure 14. Le r�esultat suit de l'appli
ation dulemmme 1.13 (en prenant 
omme sous-arbre entr�ee I le sous-arbre �a z�erosommets de la �gure) : T 01 [ T 02 � P [Q, ave
 P � T1 [ T2 et Q un arbre �ak1 + k2 sommets.En suivant exa
tement les mêmes id�ees, on prouve le r�esultat suivant,
on
ernant un 
hangement de 
roisement entre deux feuilles d'un mêmearbre :Lemme 1.41. (Changement de 
roisement feuille-feuille sur unarbre). Soit T un arbre a

eptable pour 
 dans M de Y-degr�e k � 2. SoitT 0 l'arbre obtenu en 
hangeant un 
roisement entre deux feuilles F1 et F2de T . Alors (M;
)T �Yk+1 (M;
)T 0[ ~T ;o�u ~T est obtenu de T en 
onne
tant les 
ôt�es in
idents �a F1 et F2.Lemme 1.42 (S
indement de feuille). [GGP, Cor. 4.3℄Soit T un arbre de 
lasper a

eptable pour 
 dans M de Y-degr�e k, et fune feuille de T . Soient f1 et f2 deux feuilles obtenues en s
indant f le longd'un ar
 � allant du point d'atta
hement �a un autre point de f (voir Fig.15). Soient T1 et T2 les arbres de Y -degr�e k obtenus de T en rempla�
ant fpar fi, i = 1; 2. Alors (M;
)T �Yk+1 (M;
)T1[T2 :D�emonstration. En appliquant le mouvement 7 d'Habiro �a la feuille f , onfait apparâ�tre une bô�te ave
, en entr�ee, les feuilles f1 et f2. Puis, on ap-plique le lemme 1.13 pour pousser 
ette bô�te en prenant, disons, la feuillef2 et son 
ôt�e in
ident dans le rôle du sous-arbre entr�ee I : T � P [ Q,ave
 P � T 	 I = T1 et Q un arbre �a de Y -degr�e k. Plus pr�e
is�ement, la28
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T1 T 2Fig. 15 {
2T

P

T1

2

de côté

T

3

2T

P

glisssement 

Fig. 16 {pro
�edure de poussement de bô�tes donne dans 
e 
as : Q = T2, et P � T1di��ere de T1 dans un voisinage de T2 par des bô�tes ave
 de petites feuillestriviales enla�
ant les 
ôt�es de T2, 
omme dans la �gure 16.Au niveau de 
haque telle bô�te, on peut alors appliquer le lemme 1.37pour glisser le 
ôt�e de T2 le long d'un petit m�eridien de la feuille, 
e quine modi�e pas la 
lasse de Yk+1-�equivalen
e de 
T (voir la �gure 16) : parle mouvement 3 d'Habiro, le 
lasper obtenu est �equivalent �a T1. On a don
bien 
T ' 
P[Q �Yk+1 
T1[T2 .
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2 Cylindres d'homologie et string-linksLes 
ylindres d'homologie et les string-links sont d'importants objets dela th�eorie d'invariants de type �ni de Goussarov-Habiro : ils apparaissent ene�et dans [H℄ et dans [G1℄. Dans 
ette se
tion, nous rappelons la d�e�nitionde 
es objets et �enon�
ons les prin
ipaux r�esultats de 
ette th�ese.2.1 Cylindres d'homologie2.1.1 D�e�nitions et notationsSoit � une surfa
e 
ompa
te, 
onnexe et orient�ee de genre g � 0, �eventuel-lement �a bord. Par la suite, on d�esignera la vari�et�e produit � � I par 1�,et on notera H le premier groupe d'homologie enti�ere de 
ette surfa
e :H = H1(�;Z).D�e�nition 2.1. Un 
obordisme d'homologie sur � est un triple (M; i+; i�)o�u M est une 3-vari�et�e 
ompa
te orient�ee et i� : � - M sont des plon-gements orient�es d'images ��, tels que :(i) i� sont des isomorphismes en homologie ;(ii) �M = �+ [ (���) et �+ \ (���) = ���� ;(iii) i+j�� = i�j��.Les 
obordismes d'homologie sont 
onsid�er�es �a di�eomorphisme 
onservantl'orientation pr�es, et on note C(�) l'ensemble des 
lasses d'�equivalen
e des
obordismes d'homologie sur �.Si M = (M; i+; i�) et N = (N; j+; j�) sont des 
obordismes d'homolo-gie, on peut d�e�nir leur produit d'empilement parM �N := (M [i�Æ(j+)�1 N; i+; j�):Ce produit munit C(�) d'une stru
ture de mono��de. L'�el�ement unit�e est1� := (�� I; Id0; Id1), o�u I d�esigne l'intervalle unit�e [0; 1℄ et o�u Id" (" =0; 1) est la 
ompos�ee de Id � f"g ave
 un 
ollier de �� f"g tir�e le long de��� I, de telle sorte que la se
onde 
ondition de la d�e�nition 2.1 soit bienremplie.Pour tout 
obordisme d'homologieM = (M; i+; i�) 2 C(�), l'appli
ationi� induit un isomorphisme au niveau de 
haque quotient nilpotent (par leth�eor�eme de Stallings [S℄)(i�)k : ��k '- �1(M)(�1(M))k ;o�u � d�esigne le groupe fondamental de �, et �k d�esigne le kieme termede sa s�erie 
entrale des
endante, initialis�ee en �1 = �. En 
onsid�erant la
ompos�ee (i�)�1k Æ (i+)k, 
haque 
obordisme d'homologie M = (M; i+; i�)30



induit don
 un automorphisme de �=�k : on note C(�)[k℄ le sous-mono��dedes 
obordismes d'homologie qui induisent l'identit�e sur �=�k+1.7D�e�nition 2.2. Lorsque (i�)�12 Æ (i+)2 : H1(�;Z) - H1(�;Z) est l'iden-tit�e, on dit que M est un 
ylindre d'homologie.On note HC(�) := C(�)[1℄ le sous-mono��de des 
ylindres d'homologie sur �.2.1.2 Yk-�equivalen
e pour les 
ylindres d'homologieComme K. Habiro dans [H℄, on peut d�e�nir une �ltration des
endantede mono��des C(�) � C1(�) � C2(�) � � � � � Ck(�) � � � �o�u Ck(�) est le sous-mono��de des 
obordismes d'homologie Yk-�equivalents au
obordisme trivial 1�. La proposition suivante est d�emontr�ee dans x2.3.2, �ala �n de 
e 
hapitre.Proposition 2.3. 1. Pour � une surfa
e 
ompa
te orient�ee de genre g �0 ave
 au plus une 
omposante de bord, alorsC1(�) = HC(�):2. Pour � une surfa
e 
ompa
te orient�ee de genre 0 ave
 n � 2 
ompo-santes de bord, alorsHC(�) = C(�) , et C1(�) = C(�)[2℄:L'objet de notre �etude est le mono��de quotient Ck(�) := Ck(�)=Yk+1.Proposition 2.4. Soit � une surfa
e 
ompa
te, 
onnexe, orient�ee quel-
onque. Alors, pour tout k � 1, Ck(�) est un groupe ab�elien.Une preuve est donn�ee dans x2.3.3. On montre de même que, pour tout1 � k � l, Ck(�)=Yl est un groupe.Pour k � 2, K. Habiro donne une borne sup�erieure 
ombinatoire pour legroupe ab�elien Ck(�). Plus pr�e
is�ement, il d�e�nit le groupe ab�elien Ak(H)(�niment) engendr�e par les diagrammes unitrivalents de degr�e interne k,ave
 une orientation 
y
lique en 
haque sommet trivalent et dont les som-mets univalents sont 
olori�es par des �el�ements de H et sont totallementordonn�es. Ces graphes sont 
onsider�es modulo les relations AS, IHX et Mul-tilin�earit�e habituelles, et �a une 
ertaine relation \STU-like" pr�es 
on
ernantl'ordre des sommets univalents. Dans le 
as 
los, 
ertaines relations de typesymple
tique doivent être ajout�ees. Ainsi, on a une appli
ation de 
hirurgiesurje
tive Ak(H)  k-- Ck(�)7Ce mono��de est not�eMh
g;1[k℄ dans [Ha1℄ pour le 
as � = �g;1.31



envoyant 
haque graphe G sur (1�) ~G, o�u ~G est un 
lasper de la vari�et�e 1�de graphe abstrait asso
i�e G, dont les feuilles sont empil�ees �a partir de lasurfa
e du haut �� 1 suivant l'ordre total, fram�ees le long de 
ette surfa
eet plong�ees suivant l'�etiquette du sommet univalent 
orrespondant.Le fait que 
es appli
ations sont bien d�e�nies provient de 
al
uls de 
laspers.Dans le 
as k = 1, K. Habiro ne d�e�nit pas d'espa
e de diagrammes maisannon
e les isomorphismes suivants, pour les 
as � = �g;1 ou �g( C1(�g;1) ' �3H � �2H(2) �H(2) � Z2C1(�g) ' �3H=(! ^H)� �2H(2)=!(2) �H(2) �Z2 (1)o�u H(2) = H 
 Z2 et o�u ! = gXi=1 xi ^ yi 2 �2Hest l'�el�ement symple
tique.8 Ce fait a �et�e utilis�e par la suite dans [Lev1℄.Le but de 
ette se
tion est d'�etablir 
es isomorphismes, de fa�
on diagram-matique, en d�e�nissant �a nouveau une appli
ation de 
hirurgieA1(P )  - C1(�);et 
e quelle que soit la surfa
e �. L'espa
e de diagrammes A1(P ) et l'appli-
ation  s'av�erent être substantiellement di��erents des Ak(H) et  k pourk > 1, rendant le 
as k = 1 ex
eptionnel. En e�et, leur d�e�nition fait inter-venir le groupe d'homologie H et Spin (�), l'ensemble des stru
tures spinsur �. Rappelons que l'on peut voir l'ensemble Spin(�) 
ommeSpin(�) = f� 2 H1(U�;Z2)=i�(�) 6= 0 2 Z2g;o�u S1 i - U� p - �d�esigne le �br�e tangent unitaire de la surfa
e. Spin(�) a une stru
ture deH1(�;Z2)-espa
e aÆne, d'a
tion donn�ee par8� 2 Spin(�);8x 2 H1(�;Z2); x � � := � + p�(x):Ainsi, parmi les appli
ations Spin(�) - Z2, on distingue les appli
ationsaÆnes, et plus g�en�eralement les polynômes Bool�eens, qui sont des sommesde produits d'appli
ations aÆnes (voir [J4, x2℄). Ces polynômes forment uneZ2-alg�ebre not�ee B := B(�), �ltr�ee par le degr�e :B(0) � B(1) � � � � � B(k):8On rappelle que l'alg�ebre ext�erieure �(H) est l'alg�ebre quotient de l'alg�ebre tensorielleT (H) par l'id�eal bilat�ere engendr�e par les �el�ements x
 x ; x 2 H.32



Par exemple, B(1) est l'espa
e des fon
tions aÆnes sur Spin(�) ; la fon
tion
onstante 1 : Spin(�) - Z2 envoyant tout � sur 1 et, pour h 2 H, lafon
tion h envoyant 
haque � sur < �; ~h > sont des fon
tions aÆnes. I
i,~h 2 H1(U�;Z2) est le relev�e 
anonique de h, d�e�ni par Johnson dans [J1,x3℄. Plus pr�e
is�ement, si h est repr�esent�e par une 
ourbe ferm�ee simple 
de �, on note ~
 son relev�e dans U� obtenu en framant 
 par le 
hamp deve
teurs tangent �a la 
ourbe. On note z la 
lasse de la �bre, 
'est-�a-direl'image par i� du g�en�erateur de Z2 ' H1(S1;Z2). Alors~h est la 
lasse d'homologie de ~
+ z:Notons ([J1, Thm. 1B℄) que ĥ1 + h2 = fh1 +fh2 + (h1 � h2)z, 8h1; h2 2 H, o�u� d�esigne la forme d'interse
tion sur H. On en d�eduit l'�egalit�e suivante :8h1; h2 2 H; h1 + h2 = h1 + h2 + (h1 � h2) � 1 2 B(1): (2)Pour toute base (ei)2g+n�1i=1 de H = H1(�g;n;Z), on a un isomorphismed'alg�ebres : B ' Z2[t1; : : : ; t2g+n�1℄t2i = ti (3)envoyant 1 sur 1 et ei sur ti. Notons en parti
ulier que d'apr�es (3) on aB(�g) ' B(�g;1).2.1.3 Y2-�equivalen
e pour les 
ylindres sur une surfa
e ave
 auplus une 
omposante de bordDans 
ette se
tion, on 
ara
t�erise la Y2-�equivalen
e pour les 
ylindresd'homologie sur une surfa
e 
ompa
te 
onnexe orient�ee � = �g;1 ou �g. Ce
ifait l'objet d'une publi
ation, [MM℄, qui est un travail 
ommun ave
 G.Massuyeau.Le groupe de Torelli abelianis�e. K. Habiro souligne dans [H, x8.5℄le fait que les 
ylindres d'homologie peuvent servir de puissant outil pourl'�etude du mapping 
lass group d'une surfa
e (voir [GL℄, [Ha1℄, [Lev1℄). La
orrespondan
e repose sur l'homomorphisme de mono��desT (�) C- HC(�)envoyant 
haque h du groupe de Torelli de � sur le mapping 
ylindre Ch =(� � I; Id0; h) (o�u, 
omme pr�e
�edemment, un 
ollier de �� est tir�e le longde ��� I).Restreignons nous aux 
as � = �g;1 et �g. Les notations usuelles Tg;1 =T (�g;1) et Tg = T (�g) pour les groupes de Torelli seront utilis�ees. On noterade plus Bg la Z2-alg�ebre B(�g) ' B(�g;1).33



Rappellons de [J2℄ que les homomorphismes de Birman-Craggs peuventêtre rassembl�es dans un unique homomorphisme (suivant que l'on 
onsid�erele 
as �a bord ou le 
as 
los)Tg;1 � - B(3)g ou Tg �- B(3)g� �B(1)g ;o�u � 2 B(2)g est la fon
tion Bool�eenne quadratique� = gXi=1 xi � yi; (4)
onnue sous le nom d'invariant de Arf. Rappelons aussi de [J3℄ que le premierhomomorphisme de Johnson est un homomorphismeTg;1 �1 - �3H ou Tg �1- �3H! ^H :Formons le pullba
k suivant :�3H ��3H(2) B(3)g - B(3)g
�3H? �
Z2- �3H(2);q?o�u l'appli
ation q est la proje
tion 
anonique B(3)g - B(3)g =B(2)g suiviede l'isomorphisme B(3)g =B(2)g ' �3H(2) qui identi�e le polynôme 
ubiqueh1:h2:h3 ave
 h1^h2^h3 (
e qui est bien de�ni par (2) et (3)). On note S lesous-groupe de 
e pullba
k 
orrespondant �a !^H � �3H et � �B(1)g � B(3)g .Johnson a montr�e dans [J4℄ que, sous l'hypoth�ese g � 3, les homomorphismes�1 et � induisent les isomorphismes(Tg;1)Ab (�1; �)'- �3H ��3H(2) B(3)g et (Tg)Ab (�1; �)'- �3H ��3H(2) B(3)gS :Remarque 2.5. Notons que, par (3), les espa
es buts de 
es appli
ationssont respe
tivement non 
anoniquement isomorphes �a �3H��2H(2)�H(2)�Z2 et �3H=(! ^H)� �2H(2)=!(2) �H(2) � Z2.Enon
�e des r�esultats. Dans x3.1, on va 
onstruire l'espa
e de diagrammesA1(P ) et l'appli
ation de 
hirurgie  : A1(P ) - C1 (�) annon
�es dansla se
tion pr�e
�edente. Les stru
tures spin jouent un rôle important dans 
es34



d�e�nitions. Ensuite, on donnera dans x3.1.4 un isomorphisme de groupesab�eliens � : A1(P ) - �3H ��3H(2) B(3)g .Observons que, C1(�) �etant un groupe ab�elien, la 
onstru
tion du mapping
ylindre induit un homomorphisme de groupes ab�eliens(T (�))Ab C- C1(�):Comme l'ont signal�e S. Garoufalidis et J. Levine dans [GL℄ et [Lev1℄, leshomomorphismes de Johnson et de Birman-Craggs se fa
torisent par l'ap-pli
ation mapping 
ylindre C : T (�) - HC(�). Ces extensions serontdetaill�ees dans x3.2.1 et x3.2.2.Les deux th�eor�emes suivants seront prouv�es dans x3.2.3.Th�eor�eme 2.6. Dans le 
as �a bord, le diagrammeA1(P )  - C1(�g;1) � C (Tg;1)Ab������ R 	�����(�1; �)�3H ��3H(2) B(3)g(�1; �)?
ommute et toutes ses 
�e
hes sont des isomorphismes, ex
ept�ees les deuxappli
ations partant de (Tg;1)Ab lorsque g < 3.Th�eor�eme 2.7. Dans le 
as 
los, le diagrammeA1(P )��1(S)  - C1(�g) � C (Tg)Ab������ R 	�����(�1; �)�3H ��3H(2) B(3)gS(�1; �)?
ommute et toutes ses 
�e
hes sont des isomorphismes, ex
ept�ees les deuxappli
ations partant de (Tg)Ab lorsque g < 3.Notons que les th�eor�emes 2.6 et 2.7 et la remarque 2.5 donnent les isomor-phismes d'Habiro (1), non 
anoniques.On d�eduit ais�ement de 
e qui pr�e
�ede le 
orollaire suivant, qui 
ara
t�eriseles invariants de type �ni (au sens Goussarov-Habiro) de degr�e 1 pour les
ylindres d'homologie sur �g;1 ou �g.Corollaire 2.8. Pour � = �g;1 ou �g, soient M et M 0 deux 
ylindresd'homologie sur �. Alors, les assertions suivantes sont �equivalentes :(1) M et M 0 sont Y2-�equivalents ; 35



(2) M etM 0 ne sont pas distingu�es par les invariants de Goussarov-Habirode degr�e 1 ;(3) M and M 0 ne sont pas distingu�es par le premier homomorphisme deJohnson, ni par les homomorphismes de Birman-Craggs.En�n, si on se �xe un plongement �g;1 � - �g, il y a une appli
ation�evidente de \rebou
hage" C1 (�g;1) - C1 (�g), �a travers laquelle les dia-grammes 
ommutatifs des th�eor�emes 2.6 et 2.7 sont 
ompatibles. Voir x3.2.3pour un �ennon
�e pr�e
is.2.1.4 Y2-�equivalen
e pour les 
ylindres sur une surfa
e ave
 plusd'une 
omposante de bordLe th�eor�eme 2.6 pour les 
ylindres d'homologie sur une surfa
e de genreg � 0 ave
 une 
omposante de bord peut en partie se g�en�eraliser au 
asd'une surfa
e �g;n de genre g � 0 �a n � 1 
omposante(s) de bord.En e�et, on d�e�nit pour tout g � 0, n � 1 un espa
e de diagrammesA1(Pg;n)et une appli
ation de 
hirurgie  : A1(Pg;n) - C1(�g;n) 
omparables �a
eux intervenant dans les th�eor�emes pr�e
�edents. Le th�eor�eme suivant aÆrmeque 
ette appli
ation de 
hirurgie est un isomorphisme.Th�eor�eme 2.9. Pour tout g � 0, n � 1 l'appli
ation de 
hirurgieA1(Pg;n)  - C1(�g;n)est un isomorphisme de groupes ab�eliens.La d�emonstration de 
e th�eor�eme, ainsi que les d�e�nitions de A1(Pg;n)et de  , sont donn�es dans x3.3.2.2 String-links2.2.1 D�e�nitions et notationsSoit � une surfa
e 
ompa
te, 
onnexe, orient�ee, et x1; :::; xn n points�x�es �a l'int�erieur de �. Soit M une 3-vari�et�e �a bord, 
ompa
te et orient�ee,dont le bord s'identi�e �a �(� � I) (un 
obordisme d'homologie sur �, parexemple).D�e�nition 2.10. On appelle string-link �a n 
ordes dans M , aussi appel�eenla
ement d'intervalles ou en
hevêtrements purs, un plongement propre (etlisse) dans M � : nGi=1 Ii - Mde n 
opies disjointes Ii de l'intervalle unit�e tel que, pour tout i, l'image �ide Ii va de (xi; 0) �a (xi; 1) (via l'identi�
ation �M = �(�� I)). On appelle�i la iieme 
orde de �. 36



Notons que 
haque 
orde d'un string-link est munie d'une orientation in-duite par l'orientation naturelle de l'intervalle unit�e I.Un string-link fram�e �a n 
ordes dans M est un string-link � �equip�e d'une
lasse d'isotopie de se
tions non singuli�eres de son �br�e normal dont la res-tri
tion sur le bord est �x�ee. Autrement dit, � est un plongement propre (etlisse) dans M � : nGi=1 Ii � [0; "℄ - Mde n 
opies disjointes de l'intervalle unit�e �epaissi (" > 0) tel que, pour touti, l'image de Ii � f0g va de (xi; 0) �a (xi; 1).Soient M et M 0 deux vari�et�es �a bord telles que �M = �M 0 = �(�� I) ;On d�e�nit le produit de deux string-links �a n 
ordes (M;�) et (M 0; �0) enempilant � sur �0 dans le produitM �M 0, r�ealis�e en identi�ant ��f1g � �Mave
 �� f0g � �M 0.� �etant �x�ee, 
e produit munit l'ensemble des string-links fram�es �a n 
ordesd'une stru
ture de mono��de, ave
 pour �el�ement unit�e la 
lasse du string-linktrivial 1n := [i(xi � I) dans �� I.Par la suite, on se restreint au 
as � = D2.On se ram�ene don
 au 
as d'�etude (B) annon
�e dans l'introdu
tion. On noteSLhb(n) le mono��de des (
lasses de di��eomorphisme par rapport au borddes) string-links fram�es �a n 
ordes des boules d'homologie (dont le bords'identi�e �a �(D2 � I)), ave
 pour �el�ement neutre (D2 � I; 1n).Si de plus on 
hoisit de se restreindre au 
as des string-links dans D2 � I,et que l'on ne tient plus 
onpte du framing,9 on est dans le 
as d'�etude (C),
'est-�a-dire le 
as des string-links 
lassiques. On note SL(n) le mono��de des(
lasses d'isotopie ambiante par rapport au bord des) string-links �a n 
ordes,d'�el�ement neutre 1n.Notations 2.11. Par la suite, D2n := D2 n fx1; :::; xng �= �0;n+1 d�esignerale disque �a n trous. Comme dans la se
tion pr�e
�edente, H := H1(D2n;Z)d�esignera le premier groupe d'homologie enti�ere de la surfa
e, et on noterade même H(2) := H1(D2n;Z2). On utilisera fr�equemment la notation 1D2pour d�esigner le produit D2 � I.D�e�nition 2.12. Soit (M;�) 2 SLhb(n). On note M̂ := M [�(D2 � I) lasph�ere d'homologie obtenue en atta
hant, via l'identi�
ation �M = �(D2�I), les D2 � f�g � �M aux D2 � f(1 � �)g � �(D2 � I) (� = 0; 1) et enidenti�ant les �D2 � I. Au niveau des string-links, 
ette op�eration envoie �sur un entrela
s fram�e orient�e �̂ �a n 
omposantes de M̂ .9D'apr�es la d�e�nition 2.10, l'oubli du framing sur un string-link ~� 
onsiste juste �aprendre la restri
tion � := ~�jFi Ii�f0g. 37



(M̂; �̂) est appel�e la fermeture de (M;�). En parti
ulier, pour M = 1D2 , onretrouve la notion 
lassique de fermeture d'un string-link (voir [HL, x2℄).Pour (M;�) un string-link dans une boule d'homologie M , on note i0 eti1 les in
lusions de D2n respe
tivement dans les bords inf�erieurs et sup�erieursdu 
ompl�ementaire M� := M n � (via l'identi�
ation �M = �(D2 � I)) :D2n i�- (D2n)� � �M�o�u (D2n)� := (D2n)�f�g, � = 0; 1. Par le th�eor�eme de Stallings ([S℄), 
es in
lu-sions induisent des isomorphismes au niveau de 
haque quotient nilpotentdu groupe fondamental :(i�)? : �1((D2n)�)(�1((D2n)�))k = FFk '- �1(M�)(�1(M�))k ;o�u F d�esigne le groupe libre �a n g�en�erateurs, et Fk est le kieme terme de sas�erie 
entrale des
endante. Ainsi, tout �el�ement de SLhb(n) induit un auto-morphisme de F=Fk+1, par sa kieme repr�esentation d'ArtinAk : SLhb(n) - Aut(F=Fk+1)� - (i1)�1k+1 Æ (i0)k+1De plus, Ak(�) vit dans Aut0(F=Fk+1) � Aut(F=Fk+1), le sous-groupe desautomorphismes de F=Fk+1 envoyant 
haque g�en�erateur xi de F sur un
onjugu�e de xi et laissant in
hang�e leur produit x1x2:::xn [HL℄. On noteSLhb(n)[k℄ := KerAkle sous-mono��de des string-links induisant l'identit�e sur F=Fk+1. Notons([HM, x5℄) que SLhb(n) = SLhb(n)[1℄, et que (M;�) 2 SLhb(n)[2℄ si etseulement si tous ses nombres d'enla
ements et framings sont nuls.Remarque 2.13. Pour (M;�) 2 SLhb(n), le 
ompl�ementaire M�, muni desplongements i0 et i1, est un 
obordisme d'homologie sur le disque �a n trousD2n : (M�; i0; i1) 2 C(D2n). Ce
i d�e�nit un isomorphisme
 : SLhb(n) '- C(D2n);dont un inverse est donn�e par l'atta
hement de n 2-anses le long des 
ompo-santes de bord de M� asso
i�ees aux n trous de D2n : les âmes de 
es 2-ansesD2 � I fournissent les n 
ordes du string-link (et le framing sur le disqueD2 induit un framing sur 
ette 
orde). Pour tout k, l'appli
ation 
 induit unisomorphisme de mono��desSLhb(n)[k℄ ' C(D2n)[k℄;38



o�u C(D2n)[k℄ est d�e�ni dans x2.1.1. En e�et, (M;�) 2 SLhb(n)[k℄ si et seule-ment si Ak(�) = (i1)�1k+1 Æ (i0)k+1 = 1, 
e qui �equivaut �a dire que le 
obor-disme d'homologie (M� ; i0; i1) induit l'identit�e au niveau de F=Fk+1 : 
'estdon
 par d�e�nition un �el�ement de C(D2n)[k℄.Cette remarque est �a 
omparer ave
 [Ha1, Thm.2.1℄.2.2.2 Yk-�equivalen
e pour les string-links fram�es des boules d'ho-mologieOn note SLhbk (n) le sous-mono��de SLhb(n) des �el�ements (M;�) qui sontYk-�equivalents �a (1D2 ; 1n). On a la �ltration des
endante de mono��desSLhb(n) � SLhb1 (n) � SLhb2 (n) � :::Proposition 2.14. Les �el�ements de SLhb1 (n) sont les string-links de SLhb(n)dont les longitudes sont nul-homologues, autrement dit les string-links donttous ses nombres d'enla
ement et framings sont nuls :SLhb1 (n) = SLhb(n)[2℄:(une preuve est donn�ee dans x2.3.1).Pour k � 1, le mono��de quotientSLhbk (n) := SLhbk (n)=Yk+1est un groupe ab�elien. Ce
i se d�emontre de mani�ere analogue �a la proposi-tion 2.4, par des 
al
uls de 
laspers standards - voir x2.3.3.On va i
i se 
onsa
rer �a l'�etude du 
as k = 1, en �etablissant pour lesstring-links des boules d'homologie un r�esultat analogue �a 
eux de la se
tionpr�e
�edente.Rappelons que les triples nombres de Milnor peuvent être rassembl�esen un homomorphisme de mono��des SLhb1 (n) �3- �3H; qui se fa
torisepar SLhb1 (n) -- SLhb1 (n) en un homomorphisme de groupes ab�eliens (voirx4.2.4) SLhb1 (n) �3- �3H:Par ailleurs on note, 
omme dans x2.1.3, B0;n+1 = B(�0;n+1) la Z2-alg�ebredes polynômes Bool�eens sur Spin(�0;n+1), et B(k)0;n+1 la partie de degr�e k deB0;n+1. On va d�e�nir dans x4.3 un homomorphisme de groupes ab�eliensSLhb1 (n) �- B(3)0;n+1dont la d�e�nition fait intervenir la r�edu
tion modulo 2 des triples nombresde Milnor �3 et de l'invariant de Sato-Levine �, ainsi que l'invariant de Arfet le �-invariant de Ro
hlin. Ces invariants sont d�e�nis et �etudi�es dans x4.2.On a alors le th�eor�eme suivant (prouv�e dans x4.3), qui 
ara
t�erise laY2-�equivalen
e pour les string-links dans SLhb1 (n).39



Th�eor�eme 2.15. Le diagramme suivant 
ommuteA1(P ) � - SLhb1 (n)������ R�3H ��3H(2) B(3)0;n+1(�3; �)?toutes les appli
ations �etant des isomorphismes.Ce th�eor�eme sur les string-links fram�es des boules d'homologie pr�esentequelques similitudes ave
 le th�eor�eme 2.6 de 
ara
t�erisation de la Y2-�equiva-len
e pour les 
ylindres d'homologie sur une surfa
e �a une 
omposante debord. Cette 
orrespondan
e 
ylindres d'homologie / string-links est �etudi�eedans [Ha1℄ : il y est montr�e que, via une 
ertaine 
onstru
tion reliant 
esobjets, le premier homomorphisme de Johnson �1 
o��n
ide ave
 les triplesnombres de Milnor �3. Le th�eor�eme 2.15 nous permet d'aller plus loin, endonnant de plus un analogue pour les string-links des homomorphismes deBirman-Craggs �, en termes d'invariants de Milnor, Sato-Levine, Arf etRo
hlin. Cette 
orrespondan
e, �etudi�ee dans x4.4, s'�enon
e par le th�eor�emesuivant.Th�eor�eme 2.16. Il existe une bije
tion entre les ensembles HC(�g;1) etSLhb1 (2g) qui produit (bien que n'�etant pas un homomorphisme de mono��des)un isomorphisme de groupes ab�eliensC1(�g;1) ' SLhb1 (2g)tel que le premier homomorphisme de Johnson �1 et les homorphismes deBirman-Craggs � 
orrespondent respe
tivement aux triples nombres de Mil-nor �3 et �a l'homomorphisme � du th�eor�eme 2.15.On d�eduit par ailleurs du th�eor�eme 2.15 le 
orollaire suivant, 
ara
t�erisantles invariants de type �ni (au sens Goussarov-Habiro) de degr�e 1 pour lesstring-links fram�es des boules d'homologie.Corollaire 2.17. Soient (M;�) et (M 0; �0) deux string-links fram�es dansdes boules d'homologie dont les framings et les nombres d'enla
ement sonttous nuls (i.e. des string-links appartenant �a SLhb1 (n)). Alors les assertionssuivantes sont �equivalentes :(1) (M;�) et (M 0; �0) sont Y2-equivalents,(2) (M;�) et (M 0; �0) ne sont pas distingu�es par les invariants de Goussarov-Habiro de degr�e 1,(3) (M;�) et (M 0; �0) ne sont distingu�es ni par les triples nombres deMilnor, ni par l'invariant de Sato-Levine modulo 2, ni par l'invariantde Arf et le �-invariant de Ro
hlin.40



2.2.3 Ck-�equivalen
e pour les string-linksNous nous 
onsa
rons �a pr�esent au 
as (C) des string-links 
lassiques,
'est-�a-dire les string-links (non fram�es) dzans D2 � I.Soit SLk(n) le sous-mono��de des (
lasses d'isotopie par rapport auxextr�emit�es des) string-links Ck-�equivalents �a 1n.10 Notons que, puisque pard�e�nition un C1-mouvement est juste un 
hangement de 
roisement (Ex.1.19 ; Fig. 8), on a SL1(n) = SL(n). On a don
 une �ltration des
endantede mono��des SL(n) = SL1(n) � SL2(n) � :::Il est montr�e dans [H℄ que, pour tout l > k � 1, SLk(n)=Cl est un groupe.Plus pr�e
is�ement il est d�emontr�e queSLk(n) := SLk(n)=Ck+1est un groupe ab�elien (
ela se montre 
omme la proposition 2.4).Le premier de 
es groupes ab�eliens est fa
ilement identi�able : le th�eor�emesuivant montre qu'il est isomorphe �a un espa
e de diagrammes 
onstitu�esd'un unique 
ôt�e (des segments) dont les extr�emit�es sont 
olori�ees par l'en-semble �a n �el�ements fx1; :::; xng. Par la suite, on d�esignera 
et ensemble par(n) .Th�eor�eme 2.18. Il existe un espa
e de diagrammes du type segments ,A1(n), et une appli
ation de 
hirurgie '1 : A1(n) - SL1(n) tels que '1est un isomorphime de groupes ab�eliens, d'inverse donn�e par les invariantsde Milnor de longueur 2.Ce r�esultat (prouv�e dans x5.2) 
ara
t�erise la C2-�equivalen
e pour les string-links �a n 
ordes : deux tels string-links sont C2-equivalents si et seulements'ils ont les mêmes nombres d'enla
ement (qui sont des invariants de Vassilievde degr�e 1). Comme 
orollaire, en 
onsid�erant la fermeture des string-linkset en se basant sur la remarque 1.20, on retrouve le th�eor�eme prin
ipal de[MN℄ :11Corollaire 2.19. [MN, Thm. 1.1℄Deux entrela
s orient�es et ordonn�es L = K1 [ :::[Km et L0 = K 01 [ :::[K 0nsont entrela
s-homologues ( i.e. m = n et lk(Ki;Kj) = lk(K 0i;K 0j), 8 1 �i < j � n) si et seulement si K 0 peut être obtenu de K par une suite �niede �-mouvements.Rappelons de [H, x5.4℄ l'inje
tion (k � 1)ik : P(n)k=P(n)k+1 ! SLk(n);10Notons bien que la notation SLk(n) fait intervenir la C-�ltration sur les string-links, etest �a bien distinguer de la notation SLhbk (n) 
on
ernant la Y -�ltration sur les string-linksfram�es des boules d'homologie.11Bien qu'utilisant la th�eorie des 
laspers, notre preuve semble plus simple que 
elle de[MN℄ : les 
al
uls pr�esent�es dans x5.2 sont en e�et tr�es �el�ementaires.41



o�u P(n) d�esigne le groupe des tresses pures �a n 
ordes, et P(n)k le kiemeterme de sa s�erie 
entrale des
endante. ik n'est en g�en�eral pas surje
tive.Le lemme suivant (prouv�e dans x5.2) aÆrme 
ependant que, pour k = 1,SL1(n) 
o��n
ide ave
 l'ab�elianis�e du groupe des tresses pures �a n 
ordes.Lemme 2.20. i2 : P(n)=P(n)2 ! SL1(n) est un isomorphisme.On peut maintenant �enon
er le r�esultat prin
ipal de 
ette se
tion, 
a-ra
t�erisant la C3-�equivalen
e pour les string-links. On va pour 
ela intro-duire dans x5.3.1 un espa
e A2(n) engendr�e par les diagrammes en forme deY dont les sommets sont 
olori�es par (n) et munis d'un ordre partiel, sujets�a 
ertaines relations d'antisym�etrie. Cet espa
e de diagrammes 
onstitueune borne sup�erieure pour le groupe ab�elien SL2(n), au sens o�u on a uneappli
ation de 
hirurgie surje
tiveA2(n) '2-- SL2(n);d�e�nie dans x5.3.1. De plus, on d�e�nira dans x5.3.2 un isomorphisme degroupes ab�eliens A2(n) �- �3H � S2H;o�u S2H d�esigne la partie en degr�e 2 de l'alg�ebre sym�etrique sur le Z-moduleH.12 On note �a nouveau �3 l'ensemble des triples nombres de Milnor, et
2 l'invariant de Casson des n�uds (dont on donnera dans x5.1 une versionstring-links). Soit en�n SL(2) V2- Zun 
ertain invariant de Vassiliev de degr�e 2 des string-links �a deux 
ompo-santes, 
onstruit expli
itement dans x5.1 en termes de diagrammes de 
ordeset syst�eme de poids. Ces divers invariants fournissent un homomorphisme degroupes ab�eliens (�3; V2; 
2) : SL2(n) - �3H�S2H, qui permet d'�etablirle th�eor�eme suivant (d�emontr�e dans x5.3.2).Th�eor�eme 2.21. Le diagramme suivant 
ommuteA2(n) '2 - SL2(n)������ R�3H � S2H(�3; V2; 
2)?toutes les appli
ations �etant des isomorphismes.On obtient imm�ediatement le 
orollaire suivant (du fait que �3, V2 et 
2sont des invariants de Vassiliev de degr�e 2 et les th�eor�emes 1.27 et 2.21) :12Rappelons que l'alg�ebre sym�etrique S(H) est d�e�nie 
omme le quotient T (H)=I, o�u Iest l'id�eal de l'alg�ebre tensorielle T (H) engendr�e par les �el�ements de la forme x
y�y
x ;x; y 2 H. 42



Corollaire 2.22. Soient � et �0 deux string-links �a n 
ordes dans D2�I, denombres d'enla
ement nuls. Alors, les assertions suivantes sont �equivalentes :(1) � et �0 sont C3-�equivalents ;(2) Les invariants de Vassiliev de degr�e 2 ne distinguent pas � et �0 ;(3) � et �0 ne sont distingu�es ni par les triples nombres de Milnor, ni parl'invariant V2, ni par l'invariant de Casson des n�uds.Ce r�esultat apporte, dans le 
as k = 2, une r�eponse aÆrmative �a la 
onje
ture6.13 de K. Habiro, rappel�ee dans la remarque 1.28 (le 
as k = 2 �etant r�esolupar le th�eor�eme 2.18).Le th�eor�eme 2.21 est �a 
omparer ave
 le th�eor�eme 2.15 de 
ara
t�erisationde la Y2-�equivalen
e sur les string-links fram�es des boules d'homologie. Enparti
ulier, 
es objets pr�esentent une partie 
ommune, d�ete
t�ee par les triplesnombres de Milnor : 
e lien entre C-�ltration et Y -�ltration pour les string-links est �etudi�e dans x5.4. On montre en parti
ulier le r�esultat suivantTh�eor�eme 2.23. Le groupe ab�elien SL2(n) s'envoie surje
tivement sur lesous-groupe SL(0)1 (n) � SL1(n) des string-links dans des boules d'homologied'invariant de Ro
hlin nul. De plus, les r�edu
tions modulo 2 des invariantsV2 et de Sato-Levine 
o��n
ident via 
ette surje
tion.2.3 Y -�equivalen
e pour les 
ylindres d'homologie et les string-linksNous d�emontrons i
i les propositions 2.14 et 2.3 de 
ara
t�erisation de laY -�equivalen
e pour les 
ylindres d'homologie et les string-links.2.3.1 D�emonstration de la proposition 2.14Soit (M;�) 2 SLhb(n) tel que (M;�) �Y1 (1D2 ; 1n) : (M;�) est obtenu de(1D2 ; 1n) par 
hirurgie sur un Y -graphe G (que l'on peut supposer 
onnexe).On rappelle que M� d�esigne le 
ompl�ementaire M n �. On a alorsM� �= (1D2 n 1n) n int(N(G)) [jj�Æh (H3);o�u j : H3 � - 1D2 n 1n est un plongement orient�e du 
orps en anses degenre 3 sur un voisinage r�egulier N(G) de G, et o�u h est un 
ertain �el�ementdu Torelli de �3 = �H3.13 h induit l'identit�e au niveau de �1(�3)=�1(�3)2 :on a don
 (par un argument du type Van Kampen) un isomorphisme�1(1D2 n 1n)(�1(1D2 n 1n))2 '- �1(M�)(�1(M�))2 ;qui est 
ompatible ave
 les appli
ations i" ; " = 0; 1. Ce
i montre l'in
lusionSLhb1 (n) � SLhb(n)[2℄.13Voir [Ma, Lem. 1℄ pour une des
ription expli
ite du di��eomorphisme h.43



Pour montrer l'autre in
lusion, 
ommen�
ons par remarquer que touteboule d'homologie est Y -�equivalente �a B3 �= D2 � I : par [Mt, Thm. A℄,14toute boule d'homologie est en e�et obtenue de B3 par 
hirurgie le long d'unentrela
s bord (i.e. un entrela
s dont les 
omposantes bordent des surfa
esde Seifert deux �a deux disjointes) (�1)-fram�e ; or on rappelle le r�esultatsuivant (voir par exemple [Ha1, Cor. 6.2℄)Lemme 2.24. Un mouvement de 
hirurgie sur un entrela
s bord (�1)-fram�epeut être r�ealis�e par une suite de Y -
hirurgies.Il suÆt don
 de prouver qu'un string-link � dans D2 � I dont tous lesframings et nombres d'enla
ement sont nuls est Y -�equivalent au string-linktrivial. En faisant une s�erie de sommes 
onnexes de � ave
 des 
opies del'entrela
s borrom�een, on peut de plus supposer que ses triples nombresde Milnor sont nuls. Or, on sait par l'exemple 1.19 que de telles sommes
onnexes sont r�ealis�ee par 
hirurgie le long d'un Y -graphe dont 
haque feuilleest un m�eridien d'une 
ompsante de �. Par [Lev2, Thm. D℄ (voir aussi [Ha2,Cor. 1.2 (ii)℄), � est alors 
hirurgie-�equivalent au string-link trivial : � estobtenu de 1n par une suite de 
hirurgies le long de n�uds triviaux (�1)-fram�es du 
ompl�ementaire de �, d'enla
ement nul ave
 les 
ordes de �. Untel n�udK borde une surfa
e de Seifert dans le 
ompl�ementaire de �, et parle lemme 2.24, la 
hirurgie sur K est r�ealis�ee par une suite de Y -
hirurgies.L'in
lusion SLhb(n)[2℄ � SLhb1 (n) est don
 prouv�ee.Remarque 2.25. Dans le 
as o�u le nombre de 
ordes n est pair, la propo-sition 2.14 peut être d�emontr�ee dire
tement �a partir de la proposition 2.3(prouv�ee 
i-dessous) et [Ha1, Thm.2.1℄. En e�et, 
e th�eor�eme de N. Habeg-ger �etablit une bije
tion entre l'ensemble C(�g;1)[1℄ des 
ylindres d'homologiesur �g;1, et SLhb(2g)[2℄, le mono��de des string-links fram�es �a 2g 
ordes dansdes boules d'homologie dont la deuxi�eme repr�esentation d'Artin est triviale.Cette bije
tion, donn�ee expli
itement dans x4.4, envoie un �el�ementM obtenude �g;1�I par 
hirurgie le long d'un 
lasper a

eptable G sur un string-linkobtenu de (D2 � I; 12g) par 
hirurgie sur un 
lasper G0 (
onstruit �a partirde G : voir x4.4). Mais par la proposition 2.3, tout �el�ement de C(�g;1)[1℄ estY -�equivalent �a �g;1 � I : on a don
 SLhb(2g)[2℄ � SLhb1 (2g).2.3.2 D�emonstration de la proposition 2.3Rappel de r�esultats de N. Habegger. Pour d�emontrer 
ette propo-sition 2.3, nous utilisons un r�esultat de N. Habegger [Ha1℄. Pour 
ela, ona besoin de la d�e�nition suivante. Soit k � 0 un entier, un 
orps en ansesd'homologie de genre k est une paire (M; i) o�u(i) M est une 3-vari�et�e (
ompa
te orient�ee) dont les groupes d'homologieenti�ere sont isomorphes �a 
eux de Hk, le 
orps en anses standard degenre k ;14Dans [Mt℄, le th�eor�eme est �enon
�e pour les sph�eres d'homologie.44



(ii) i : �k = �Hk - M est un plongement orient�e d'image �M .On a alors le r�esultat suivant, 
ara
t�erisant la Y -�equivalen
e pour 
es objets.Proposition 2.26. [Ha1, Prop 2.5+Rem 2.6℄Soient (M1; i1) et (M2; i2) deux 
orps en anses d'homologie de genre k.Alors,Ker�H1 (�k;Z) i1;�- H1 (M1;Z)� = Ker�H1 (�k;Z) i2;�- H1 (M2;Z)�si et seulement si (M1; i1) et (M2; i2) sont Y -�equivalents.Preuve de 2.3(1). Puisque la 
hirurgie le long de 
laspers pr�eserve l'ho-mologie, l'in
lusion C1(�) � HC(�) est 
laire.On prouve l'autre in
lusion en distinguant le 
as � = �g;1 d'une surfa
e degenre g � 0 �a 1 
omposante de bord du 
as � = �g d'une surfa
e 
lose degenre g � 0.On prouve l'in
lusion HC(�g;1) � C1(�g;1) en utilisant le r�esultat de N.Habegger rappel�e dans le paragraphe pr�e
�edent. On note (Hk; j) le 
orps enanses standard de genre k ave
 l'in
lusion j : �k � - Hk. On note aussiB la base de H1(�g;1;Z) induite par les 
ourbes x1; y1; :::; xg ; yg sur �g;1, etA1; B1; :::; Ag ; Bg la d�e
omposition en anses de �g;1 asso
i�ee �a 
es 
ourbes(voir Fig. 17 
i-dessous).
+

x
1

y
1 xg

yg

gA1 B1 BAg

Fig. 17 { Les 
ourbes x1; y1; :::; xg; yg sur la surfa
e �g;1 d�e
ompos�ee enanses A1; B1; :::; Ag ; Bg.On identi�e �g;1�I ave
 �0;2g+1�I �= H2g, via le di��eomorphisme �g;1�I �=�0;2g+1 � I r�ealis�e par les g isotopies �e
hangeant la se
onde zone d'atta
he-ment de la anse Ai� I et la premi�ere zone d'atta
hement de la anse Bi� I.Soit f le di��eomorphisme induit entre � (�g;1 � I) et �2g = �H2g. Tout
obordisme d'homologie M = (M; i+; i�) sur �g;1 produit don
 un 
orps enanses d'homologie de genre 2g (M; i), en d�e�nissant i : �2g - M 
omme�etant le di��eomorphisme obtenu en re
ollant i+ ave
 i� via f . Supposonsmaintenant que M est un 
ylindre d'homologie. Prouver que le 
orps enanses d'homologie (M; i) est Y -�equivalent �a (H2g; j) impliquera que le 
y-lindre d'homologie M est Y -�equivalent �a (�g;1 � I; Id0; Id1).Pour 
ela, soient x�1; : : : ; x�g; y�1; : : : ; y�g des ar
s propres disjoints de �g;1, qui45



sont \duaux" aux 
ourbes x1; : : : ; xg; y1; : : : ; yg au sens o�u x�k (resp. y�k) in-terse
te transversalement xk (resp. yk) une fois, mais n'interse
te pas lesautres 
ourbes. Par exemple, on 
hoisit les premi�eres zones d'atta
hementde 
haque 1-anse Ai et Bi. Pour 
haque k,Xk = x�k�I et Yk = y�k�I sont desdisques dans �g;1 � I : le noyau de j� : H1 (�2g) - H1 (�g;1 � I) est en-gendr�e par �X1; : : : ; �Xg; �Y1; : : : ; �Yg. D'autre part, on observe que ��Yk(resp. ��Xk) est homologue �a xk � 0� xk � 1 (resp. �a yk � 0� yk� 1) dans�2g. Puisque M est un 
ylindre d'homologie, i (�Xk) et i (�Yk) sont don
nul-homologues dans M . Comme le noyau de i� : H1 (�2g) - H1(M)doit être de rang 2g, il est engendr�e par �X1; : : : ; �Xg ; �Y1; : : : ; �Yg. Il suitdu th�eor�eme 2.26 que (M; i) est Y -�equivalent �a (H2g; j), 
e qui prouve l'in-
lusion HC (�g;1) � C1 (�g;1).On justi�e maintenant l'in
lusion HC (�g) � C1 (�g).Soit j : �g;1 � - �g un plongement et soitD � �g son disque 
ompl�ementai-re. On prend un 
obordisme d'homologie M = (M; i+; i�) sur �g;1. Alors, leplongement (i+)j� Æ (jj�)�1 = (i�)j� Æ (jj�)�1 : �D � - �M peut être �etir�een un plongement �D� I � - �M . Ce dernier nous permet d'atta
her une2-anse D � I �a M . Ce
i nous donne un 
ylindre d'homologie sur �g. On adon
 d�e�ni une appli
ation de rebou
hageC (�g;1) j- C (�g) :On v�eri�e fa
ilement que j est surje
tive. Soit M 2 HC (�g), on 
hoisit unN 2 C (�g;1) tel que M est le rebou
hage de N . Alors, N est un 
ylindred'homologie et est don
 Y -�equivalent�a 1�g;1 . On 
on
lut que M 2 C1 (�g),
e qui 
ompl�ete la preuve du point (1) de la proposition 2.3.Preuve de 2.3(2). Ce se
ond point repose esssentiellement sur la re-marque 2.13, qui met en �eviden
e la relation entre les string-links dans desboules d'homologie ave
 les 
obordismes d'homologie sur un disque �a trous.�A tout 
obordisme d'homologie (M; i+; i�) sur le disque �a n trous, on asso
ieen e�et un �el�ement (B; �) 2 SLhb(n) en atta
hant n 2-anses le long du bordde M , les n 
ordes de � �etant donn�ees par les âmes de 
es 2-anses. Pourtout k, l'automorphisme de F=Fk+1 induit par (M; i+; i�) 
o��n
ide alors ave
Ak(�), la kieme repr�esentation d'Artin de �. Or on a not�e que tout �el�ementde SLhb(n) v�eri�e A1(�) = 1 : tout 
obordisme d'homologie sur le disque �an trous induit don
 l'identit�e en homologie. On a don
 bien HC(�) = C(�).On peut de plus remarquer que M est Y -�equivalent �a D2n� I si et seule-ment si (B; �) est Y -�equivalent �a (D2 � I; 1n), 
e qui est �equivalent par laproposition 2.14 �a dire que (B; �) 2 SLhb(n)[2℄ : A2(�) = 1. Par la remarque2.13, on a don
 bien : M est Y -�equivalent �a D2n�I si et seulement s'il induitl'identit�e sur F=F3, 
'est-�a-dire s'il appartient �a C(D2n)[2℄.46



2.3.3 D�emonstration de la proposition 2.4Nous prouvons �a pr�esent la proposition 2.4, aÆrmant que Ck(�) est ungroupe ab�elien, 8k � 1. Comme on l'a dit, 
e sont exa
tement les mêmesarguments qui sont utilis�es dans le 
as des quotients SLhbk (n) et SLk(n) dela se
tion x2.2.On 
ommen
e par montrer que Ck(�) := Ck(�)=Yk+1 est un groupe.Soit 
 2 Ck(�) une 
lasse de Yk+1-�equivalen
e, et (M; i+; i�) un repr�esentantde 
 : il existe une forêt G = G1 [ ::: [Gn a

eptable dans 1� de Y -degr�e k(
'est-�a-dire que Y -deg(Gi) � k, pour tout i) telle que M = (1�)G.Dans un premier temps, voyons que l'on peut supposer que n = 1 : Onpeut pousser le 
lasper G1 dans le bas du 
ylindre ��I, 
'est-�a-dire dans un
ollier de ��, et 
e au prix de 
hangements de 
roisement 
ôt�e-
ôt�e, feuille-
ôt�e et feuille-feuille ave
 les autres 
omposantes de G. Ce
i ne 
hange pasla 
lasse de Yk+1-�equivalen
e de M : d'apr�es les lemmes 1.38, 1.39 et 1.40,
haque tel 
hangement de 
roisement est r�ealis�e par un Yl-mouvement ave
l � 2k.Supposons don
 G 
onnexe, et 
onsid�erons un 
ôt�e e de 
e 
lasper. SoitGs le 
lasper obtenu de G en e�e
tuant un demi-twist positif sur e, et G0obtenu en ins�erant dans e deux petites feuilles triviales : on a (1�)G0 ' 1�.On applique su

essivement le mouvement d'Habiro 4 et le lemme 1.13 de
s s

G0 G
Ppoussement de bô�tes �a G0 : G0 est �equivalent �a l'union (disjointe) de G etd'un 
lasper P qui ne di��ere de Gs que par des bô�tes ave
 de petites feuillestriviales enla�
ant les 
ôt�es de G (
omme dans le �gure 16). En glissant, dans
ha
une de 
es situations, le 
ôt�e de G sur un m�eridien de la petite feuillel'enla�
ant (
e qui ne modi�e pas la 
lasse de Yk+1-�equivalen
e de 1�) onretrouve (par le mouvement 3 d'Habiro) : (1�)G[Gs �Yk+1 1�. De plus, Get Gs �etant deux 
laspers de Y -degr�e k, on peut 
omme pr�e
edemment lesisotoper dans des portions disjointes de � � I sans modi�er la 
lasse deYk+1-�equivalen
e de (1�)G[Gs . Ainsi, on obtient(1�)G � (1�)G �Yk+1 1�:Montrons �a pr�esent que le groupe Ck(�) est ab�elien : soient don
 deux
lasses de Yk+1-�equivalen
e 
1 et 
2 dans Ck(�), de repr�esentants respe
tifsM1 et M2 : il existe des 
laspers (que l'on peut supposer 
onnexes sansperte de g�en�eralit�e) G1 et G2 de Y -degr�e k tels que Mi = (1�)Gi ; i =1; 2. Le produit M1 �M2 est obtenu en empilant M1 sur M2, 
'est-�a-dire en
onsid�erant G1 dans la portion sup�erieure � � [0; 1=2℄ de 1�, et G2 dansla portion inf�erieure. On r�ealise don
 M2 �M1 en �e
hangeant les positions47



relatives de G1 et G2 : l�a en
ore, 
'est possible au prix de 
hangements de
roisements sur 
es 
laspers de Y -degr�e k, ne modi�ant pas la 
lasse deYk+1-�equivalen
e de M1 �M2. Ainsi, M1 �M2 �Yk+1 M2 �M1 : Ck(�) est ungroupe ab�elien.Remarque 2.27. Il 
onvient de revenir sur un fait intervenant dans 
etted�emonstration, et qui nous sera d'une 
ertaine utilit�e par la suite :Soit G un 
lasper a

eptable de Y -degr�e k pour un entrela
s 
 dans une3-vari�et�e M . Soit Gs un 
lasper obtenu de G en e�e
tuant un demi-twistpositif sur un 
ôt�e. Alors(M;
)G[Gs �Yk+1 (M;
):On a un r�esutat similaire pour les 
laspers stri
ts.
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3 Y -�ltration pour les 
ylindres d'homologie3.1 Appli
ation de 
hirurgie pour C1(�)Dans 
ette se
tion, on d�e�nit l'espa
e de diagrammes A1(P ), l'isomor-phisme de groupes ab�eliens � et l'appli
ation de 
hirurgie  annon
�es dansx2.1.3.1.1 Groupes ab�eliens sp�e
iaux et le fon
teur A1On note Ab la 
at�egorie des groupes ab�eliens. Un groupe ab�elien ave
�el�ement sp�e
ial est une paire (G; s) o�u G est un groupe ab�elien et s 2 G estd'ordre au plus 2. On note Abs la 
at�egorie des groupes ab�eliens sp�e
iaux,dont les morphismes sont des homomorphismes de groupes pr�eservant l'�el�e-ment sp�e
ial. On d�e�nit maintenant un fon
teurAbs A1- Abde la fa�
on suivante. Pour un objet (G; s) de Abs, A1(G; s) est le groupeab�elien libre engendr�e par les diagrammes unitrivalents en forme de Y, dontle sommet trivalent est �equip�e d'un ordre 
y
lique sur les 
ôt�es in
idents etdont les sommets univalents sont 
olori�es par G, sujets �a 
ertaines relations.La notation Y[z1; z2; z3℄d�esignera le graphe en forme de Y dont les sommets univalents sont 
olori�espar z1, z2 and z3 2 G 
onform�ement �a l'ordre 
y
lique, si bien que notrenotation est invariante sous permutation 
y
lique des zi. Les relations sontles suivantes :Multilin�earit�e : Y[z0 + z1; z2; z3℄ = Y[z0; z2; z3℄ + Y[z1; z2; z3℄;Glissement : Y[z1; z1; z2℄ = Y[s; z1; z2℄;o�u z0; z1; z2; z3 2 G. Remarquons que 
es deux relations impliquent la rela-tion d'antisym�etrie (AS)Y[z1; z2; z3℄ = �Y[z2; z1; z3℄:Pour (G; s) f- (G0; s0) un morphisme de Abs, A1(f) envoie 
haque g�en�era-teur Y[z1; z2; z3℄ de A1(G; s) sur Y[f(z1); f(z2); f(z3)℄ 2 A1(G0; s0).Exemple 3.1. L'appli
ation [G - (G; 0)℄ fait de Ab une sous-
at�egorie(
ompl�ete) de Abs. Il suit des d�e�nitions que le diagramme suivant est 
om-
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mutatif : Ab- - Abs������3(�) R Ab:A1?Des exemples non triviaux seront donn�es dans le paragraphe suivant.Pour des usages futurs, notons que 
ette 
at�egorie a une 
onstru
tion depullba
k �evidente qui �etend 
elle de Ab :(G1; s1)�(G;s) (G2; s2) - (G2; s2)
(G1; s1)? f1- (G; s)f2?o�u (G1; s1)�(G;s) (G2; s2) est le sous-groupe de G1�G2 des (z1; z2) tels quef1(z1) = f2(z2), ave
 �el�ement sp�e
ial (s1; s2).3.1.2 Stru
tures spin et le groupe ab�elien sp�e
ial PDans 
e paragraphe, soitM une 3-vari�et�e 
ompa
te orient�ee munie d'unestru
ture Riemannienne, et soit FM son �br�e des rep�eres orthonorm�esorient�es : SO(3)- i - FM p -- M:Soit s 2 H1 (FM ;Z) l'image par i� du g�en�erateur de H1 (SO(3);Z) ' Z2.Rappelons que M est spinnable et que Spin(M) peut être d�e�ni 
ommeSpin(M) = ny 2 H1 (FM ;Z2) ; < y; s >6= 0o ;qui est essentiellement ind�ependant de la m�etrique. La vari�et�e M �etant spin-nable, s n'est pas nul (et est don
 d'ordre 2).Formons le diagrammes 
ommutatif de groupes ab�eliens sp�e
iaux(H1 (FM ;Z) ; s) T- (H1 (FM ;Z2) ; s)

(H1 (M ;Z) ; 0)p� ? T- (H1 (M ;Z2) ; 0) ;p�?50



o�u T d�esigne la tensorisation par Z2. C'est un diagramme de pullba
k : lediagramme �etant 
ommutatif, on a par fon
torialit�e une appli
ation(H1 (FM ;Z) ; s) (p�;T )- (H1 (M ;Z) ; 0)�(H1(M ;Z2);0) (H1 (FM ;Z2) ; s) :La suite de Serre asso
i�ee au �br�e FM donne pour l'homologie �a 
oeÆ
ientsentiers :0 - H1(SO(3);Z) i�- H1(FM ;Z) p�- H1(M ;Z) - 0; (5)et on a de même une suite exa
te 
ourte pour l'homologie r�eduite modulo2. La bije
tivit�e de (p�; T ) suit de l'exa
titude de 
es suites.D'autre part, Spin(M) est un espa
e aÆne sur H1(M ;Z2), d'a
tiondonn�ee par8x 2 H1(M ;Z2);8� 2 Spin(M); x � � := � + p�(x);et on peut don
 
onsid�erer l'espa
eA (Spin(M);Z2)des fon
tions aÆnes sur Spin(M) �a valeurs dans Z2. Par exemple, 1 2A (Spin(M);Z2) d�esigne l'appli
ation 
onstante d�e�nie par � - 1.Lemme 3.2. On a un isomorphisme de groupe ab�eliens sp�e
iaux(H1 (FM ;Z2) ; s) ' �A (Spin(M);Z2) ; 1� :D�emonstration. On a la suite exa
te 
ourte0 - K- - A (Spin(M);Z2) V- Hom�H1(M ;Z2);Z2� - 0; (6)o�u V est l'appli
ation qui �a toute appli
ation aÆne f sur Spin(M) asso
iel'unique appli
ation lin�eaire ~f asso
i�ee, et o�u K d�esigne le noyau de V : on aK ' Z2, engendr�e par l'appli
ation 1 . On 
onsid�ere l'appli
ation 
anonique,appel�ee �evaluation, H1 (FM ;Z2) e- A (Spin(M);Z2)envoyant x sur l'appli
ation ex d�e�nie par � - < �; x >. Commepr�e
�edemment, on a une suite exa
te 
ourte induite par la suite de Serreasso
i�ee au �br�e FM pour l'homologie �a 
oeÆ
ients dans Z2, et telle que lediagramme suivant est 
ommutatif :0 - H1(SO(3);Z2) i� - H1(FM ;Z2) p� - H1(M ;Z2) - 0
0 - K' ?- - A (Spin(M);Z2)e? V- Hom �H1(M ;Z2);Z2�'? - 0:51



En e�et, il suit de la d�e�nition de Spin(M) que i�(1) est envoy�e par e surl'appli
ation 1. De plus, pour tout x 2 H1(FM ;Z2), l'appli
ation ex v�eri�eex(
 � �) = ex (� + p�(
)) =< �; x > + < p�(
); x >= ex(�)+ < 
; p�x >;8
 2 H1(M ;Z2);8� 2 Spin(M) : l'appli
ation lin�eaire asso
i�ee �a ex est don
bien l'�evaluation sur p�x.Soit l'appli
ation 
anoniqueA (Spin(M);Z2) �- H1(M ;Z2)qui �a f 2 A (Spin(M);Z2) asso
ie la 
lasse d'homologie �(f), donn�ee expli-
itement par8�; �0 2 Spin(M); f(�0)� f(�) =< �0=�; �(f) >2 Z2;o�u �0=� 2 H1(M ;Z2) est donn�e par l'a
tion aÆne sur Spin(M) : 
'estl'unique � 2 H1(M ;Z2) tel que p�(�) � � = �0. En d'autres termes, �
onsiste essentiellement �a prendre l'appli
ation lin�eaire asso
i�ee, 
omme dansla preuve du lemme 3.2.Le lemme suivant donne une bonne 
ompr�ehension du groupe ab�eliensp�e
ial (H1 (FM ;Z) ; s).Lemme 3.3. [MM, Lemme 2.7℄a) Le diagramme de groupes ab�eliens sp�e
iaux suivant est un diagramme depullba
k : (H1 (FM ;Z) ; s) e - �A (Spin(M);Z2) ; 1�
(H1 (M ;Z) ; 0)p� ? �
 Z2- (H1 (M ;Z2) ; 0) :�?b) Soit t l'appli
ation�N�uds fram�es orient�es de M	 t- H1 (FM ;Z)qui �a un n�ud fram�e orient�e K ajoute un (+1)-twist suppl�ementaire, puisl'envoie sur la 
lasse d'homologie de son relev�e dans FM . Alors,(i) t est surje
tive ;(ii) tK1 = tK2 si et seulement s'il existe une surfa
e de bord (K1)[ (�K2)dans M telle que les framings K1 et K2 par rapport �a 
ette surfa
edi��erent d'un nombre pair ; 52



(iii) si K1℄bK2 d�esigne une somme 
onnexe de K1 et K2 le long d'une bandeb de M , alors tK1℄bK2 = tK1 + tK2 ;(iv) le n�ud trivial orient�e k-fram�e (k 2 Z) est envoy�e par t sur k � s.D�emonstration. Le point a) est 
lair d'apr�es le lemme 3.2. Prouvons don
b), �a 
ommen
er par l'assertion (iv). SoitK un n�ud orient�e trivial k-fram�e,et � 2 K. Soit e = (e1; e2; e3) 2 p�1(�) le framing de K en �. On note ~Kle relev�e de K dans FM . Vu 
omme un la
et de FM , ~K est homotope aula
et de la �bre p�1(�) d�e�ni par[0; 1℄ 3 t - R2�(k+1)t(e);o�u R� d�esigne la rotation d'axe dirig�e par e3 et d'angle � (� 2 R). D'unebonne des
ription du g�en�erateur de �1 (SO(3)) ' Z2 (voir par exemple [B,xIII.10℄), il suit que h ~Ki = (k+1) � s 2 H1(FM ;Z), et don
 l'assertion (iv).On fait �a pr�esent une observation. Soit K un n�ud fram�e orient�e de M ;
omme le framing deK d�etermine une trivialisation de son �br�e normal dansM , on peut restreindre toute stru
ture spin sur M �a K. Rappelons mainte-nant que le groupe de 
obordisme 
Spin1 est isomorphe �a Z2 (de g�en�erateurdonn�e par S1 ave
 la stru
ture spin induite par sa stru
ture de groupe deLie : voir [Ki, p. 35, 36℄). L'observation suivante a alors du sens :8� 2 Spin(M); e(tK)(�) = (K;�jK) 2 
Spin1 ' Z2; (7)et peut être d�eduite d'une des
ription appropri�ee des stru
tures spin du
er
le (voir [Ki, p. 35, 36℄).Soient �a pr�esent K1 et K2 deux n�uds fram�es orient�es disjoints de M .Il existe alors une surfa
e de genre g bord�ee par K1℄K2 _[(�K1) _[(�K2).Alors, d'apr�es (7), on a e(tK1℄K2) = e(tK1) + e(tK2). De plus, p� (tK1℄K2)=[K1℄K2℄= [K1℄ + [K2℄= p� (tK1) + p� (tK2), et par a) on obtient l'assertion(iii).Justi�ons maintenant l'assertion (ii). D'apr�es a), tK1 = tK2 si et seulement sip�(tK1) = p�(tK2) et e(tK1) = e(tK2). Ainsi, la 
ondition p�(tK1) = p�(tK2)est remplie si et seulement siK1 etK2 sont homologues dansM . Dans 
e 
as,soit S une surfa
e orient�ee plong�ee dansM telle que �S = K1 _[(�K2). Soit kile framing de Ki relativement �a S et soitK 0i le n�ud fram�e orient�e obtenu deKi en ajoutant un (�ki)-twist suppl�ementaire, de telle sorte que le framingde K 0i est donn�e par S. Alors, d'apr�es (7), on a e �tK01� = e�tK02�. De plus,en appliquant les assertions (iii) et (iv), on obtient : e �tK0i� = e (tKi)+ki �s.Nous en 
on
luons que e (tK1) = e (tK2) si et seulement si k1 et k2 sont �egauxmodulo 2, prouvant don
 l'assertion (ii).Soit x 2 H1(FM ;Z), alors p�(x) 2 H1(M ;Z) peut être r�ealis�e par unn�ud orient�e K dans M : on lui donne un framing arbitraire. Par 
onstru
-tion, p�(tK�x) = 0 2 H1(M ;Z), et d'apr�es l'exa
titude de la suite de Serre,53



tK � x = " � s ave
 " 2 f0; 1g. En faisant la somme 
onnexe de K ave
 unn�ud trivial (+1)-fram�e lorsque " = 1, et d'apr�es les assertions (iii) et (iv),le n�ud fram�e K peut être suppos�e tel que tK = x ; 
e
i prouve l'assertion(i). Restreignons nous �a pr�esent au 
as de la 3-vari�et�e M = 1�g;n = �g;n�I,o�u �g;n est une surfa
e 
ompa
te 
onnexe orient�ee de genre g �a n 
ompo-santes de bord. On note Hg;n := H1(�g;n;Z), et (Hg;n)(2) := Hg;n 
 Z2.On rappelle de x2.1.2 la Z2-alg�ebre Bg;n := B(�g;n) des polynômes Bool�eenssur Spin(�g;n) : on note B(k)g;n la partie de degr�e k de Bg;n. Rappelons enparti
ulier que B(1)g;n = A (Spin(�g;n);Z2).Ainsi, d'apr�es le lemme 3.3 a), �H1 �E �F1�g;n� ;Z� ; s� est 
anonique-ment isomorphe au groupe ab�elien sp�e
ial de�ni par la 
onstru
tion de pull-ba
k (Hg;n; 0)�((Hg;n)(2);0) �B(1)g;n; 1� e - �B(1)g;n; 1�
(Hg;n; 0)p ? �
Z2- �(Hg;n)(2); 0��?dont les proje
tions sont not�ees p et e, et o�u � est la 
ompos�eeB(1)g;n -- B(1)g;n=B(0)g;n '- (Hg;n)(2):Le dernier isomorphisme identi�e h ave
 h(2) pour tout h 2 Hg;n (
e qui estbien d�e�ni par les �equations (2) et (3) de la se
tion 2). On d�e�nit le groupeab�elien sp�e
ial Pg;n parPg;n = (Hg;n; 0) �((Hg;n)(2);0) �B(1)g;n; 1� ;et son imageA1(Pg;n) par le fon
teurA1 de x3.1.1 est l'espa
e de diagrammesannon
�e dans x2.1.3.Par la suite, quand (g; n) seront 
lairs d'apr�es la 
ontexte, on les oublieradans la notation.Remarque 3.4. Rappelons que, si h est repr�esent�e par une 
ourbe ferm�eesimple 
 de � et que ~
 d�esigne son relev�e dans U� obtenu en framant 
 par le
hamp de ve
teurs tangent �a la 
ourbe, h 2 B(1) envoie 
haque � 2 Spin(�)sur < �; ~h > , o�u ~h 2 H1(U�;Z2) est la 
lasse d'homologie de ~
+z (ave
 z la
lasse de la �bre) - voir x2.1.2. Il suit alors de la d�e�nition de l'appli
ation tque, si K est le poussement dans �� I d'une 
ourbe ferm�ee simple orient�ee54




+ dans �+ de 
lasse d'homologie h fram�ee le long de �+ par le 
hamp deve
teurs tangent, alors h(�) = e(tK)(�):Ainsi, tout �el�ement z de P peut être �e
rit 
ommez = �h; h+ " � 1� 2 P;ave
 h 2 H et " 2 f0; 1g : soit K" 
onstruit 
omme K (
i-dessus) ave
 un"-twist additionnel, alors il suit quetK" = z 2 P ' H1 (F1�;Z) :Ajoutons que, dans 
ette notation, une famille g�en�eratri
e pour Pg;n estdonn�ee par (0; 1) et les (ei; ei), pour toute base (ei)i=1;:::;2g+n�1 de Hg;n.Remarque 3.5. D'apr�es la preuve du lemme 3.3, la suite de Serre en ho-mologie asso
i�ee au �br�e F1� donne la suite exa
te 
ourte suivante :0 - Z2 - P p - H - 0;o�u Z2 s'inje
te dans P en envoyant 1 sur (0; 1). L'appli
ation s : H - Pd�e�nie par s(h) = �h; h� est une se
tion. D'apr�es (2), le 2-
o
y
le H �H - Z2 asso
i�e est la r�edu
tion mod 2 de la forme d'interse
tion sur �.Ainsi, P est isomorphe �a l'extension 
entrale de H par Z2, d�e�nie par(h1; "1) � (h2; "2) = (h1 + h2; "1 + "2 + h1 � h2):L'�el�ement �h; h + " � 1� 2 P 
orrespond �a (h; �) dans 
ette extension.3.1.3 L'appli
ation de 
hirurgie  Pour 
haque g�en�erateur Y[z1; z2; z3℄ de A1(P ), o�u zi = (hi; "i) 2 P , on
hoisit des n�uds fram�es orient�es disjoints Ki dans l'int�erieur de (� � I)tels que tKi = zi 2 P (
'est toujours possible, puisque t est surje
tive).On 
hoisit ensuite un disque D plong�e dans l'int�erieur de (� � I), disjointdes Ki, que l'on oriente de fa�
on arbitraire, et on le 
onne
te aux Ki pardes bandes ei dans (�� I). On demande que 
es bandes soient 
ompatiblesave
 les orientations des di��erents 
onstituants, ainsi qu'ave
 l'ordre 
y
lique(1; 2; 3). Voir Fig. 18 pour un exemple. On obtient ainsi un Y -graphe a

ep-table dans (� � I), not�e p�Y[z1; z2; z3℄�. On d�e�nit  �Y[z1; z2; z3℄� 
ommela 
lasse de Y2-�equivalen
e du r�esultat (� � I)p(Y[z1;z2;z3℄) de la 
hirurgie lelong de p�Y[z1; z2; z3℄�.Th�eor�eme 3.6. La 
lasse de Y2-�equivalen
e de (�� I)p(Y[z1;z2;z3℄) est ind�e-pendante du 
hoix de p. On d�e�nit ainsi une appli
ation surje
tive :A1(P )  -- C1(�):55
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Fig. 18 { Plongement d'un Y-graphe.D�emonstration. On 
ommen
e par montrer que  �Y[z1; z2; z3℄� ne d�ependpas du 
hoix de p�Y[z1; z2; z3℄�. Pour 
ela, on rappelle deux faits pour unY-graphe G a

eptable pour un 
ylindre d'homologie M :Fait 1 la 
lasse de Y2-�equivalen
e de MG n'est pas modi��ee lorsqu'un 
ôt�ede G est gliss�e sur un n�ud fram�e orient�e de M (Lemme 1.37) ;Fait 2 la 
lasse de Y2-�equivalen
e de MG est invers�ee lorsque l'on fait undemi-twist sur un 
ôt�e de G (voir Rem. 2.27).Par 
es deux faits, l'ind�ependan
e par rapport au 
hoix du disque D, de sonorientation et des 
ôt�es ei est fa
ilement d�emontr�ee.On montre maintenant l'ind�ependan
e par rapport au 
hoix des feuilles Ki.Supposons par exemple que K 01 est un autre 
hoix pour K1. Alors, d'apr�esLemme 3.3 b) (ii), il existe une surfa
e orient�ee plong�ee F dans 1� telle que�F = K1 _[(�K 01) et telle que, si k (resp. k0) est le framing de K1 (resp. K 01)relativement �a F , (k � k0) est pair. On suppose aussi la transversalit�e de Fave
 les 
ôt�es du Y-graphe, et ave
 les deux autres feuilles K2 et K3. Soitg(F ) le genre de F , m le nombre de points d'interse
tion de F ave
 les 
ôt�es,et pour i = 2; 3, soit ni le nombre de points d'interse
tion de F ave
 Ki. Sitous les entiers g(F ), (k�k0), m, n2 et n3 sont nuls, les deux Y-graphes sontisotopes et il n'y a rien �a prouver. Dans le 
as g�en�eral, on rappelle du lemme1.42 qu'il existe une pro
�edure de simpli�
ation des feuilles, qui s'�enon
eainsi dans le 
as des 
ylindres d'homologie :Lemme 3.7. Soit T un arbre de 
lasper de Y-degr�e k a

eptable pour M 2C(�), et T1, T2 obtenus de T en s
indant une feuille f (voir Figure 15).Alors MT �Yk+1 MT1 �MT2 :En s
indant �g(F ) + jk � k0j=2 +m+ n2 + n3� fois la feuille K1, n2 fois56



la feuille K2 et n3 fois la feuille K3, on voit que le r�esultat  �Y[z1; z2; z3℄�dans C1(�) d�e�ni par le 
hoix de K1 di��ere de 
elui d�e�ni par K 01 par des�el�ements de le forme (1�)G, o�u G satisfait une des 
onditions suivantes :(i) G a une feuille qui borde une surfa
e de genre 1 disjointe de G, parrapport �a laquelle 
ette feuille est 0-fram�ee ;(ii) G a une feuille qui borde un disque disjoint de G, par rapport auquelelle est (�2)-fram�ee ;(iii) G a une feuille qui borde un disque par rapport auquel elle est 0-fram�ee, et 
e disque interse
te G en exa
tement un point appartenant�a un 
ôt�e ;(iv) G a deux feuilles qui s'enla
ent �a la mani�ere d'un entrela
s de Hopf.V�eri�ons �a pr�esent que tous 
es �el�ements s'annulent dans C1(�). Si G est dutype (i), l'e�et de 
hirurgie de G est 
elui d'un 
lasper de degr�e 2 (appliquerles mouvements 2 et 10 d'Habiro). SiG est de type (ii), en 
oupant �a nouveausa feuille on obtient (1�)G = 2 � (1�)G0 o�u G0 a une feuille sp�e
iale, 
'est-�a-dire bordant un disque disjoint de G et par rapport auquel elle est (+1)-fram�ee. Mais alors (1�)G0 = �(1�)G0 par le Fait 2. Si G est de type (iii), enappliquant le Fait 1 le 
ôt�e peut être gliss�e �a l'ext�erieur de la feuille, donnantalors un Y-graphe ave
 une feuille triviale, qui n'a pas d'e�et de 
hirurgie(voir la proposition 1.7). Si G est de type (iv), on obtient en appliquantle mouvement 2 d'Habiro un Y -graphe ave
 un 
ôt�e bou
l�e : un tel termeest nul dans C1(�). En e�et, l'entrela
s de 
hirurgie asso
i�e �a 
e 
lasper estKirby-�equivalent �a l'entrela
s vide (voir par exemple [GGP, Lem. 2.3℄). Ce
i
ompl�ete la preuve de l'ind�ependan
e par rapport au plongement p.Montrons maintenant que l'appli
ation  est 
ompatible ave
 les rela-tions de A1(P ). La relation de multilin�earit�e provient du lemme 3.7. En e�et,soit G un Y-graphe a

eptable dans ��I, et K une de ses feuilles. On s
indela feuille K en K1 et K2, et on appelle G1 et G2 les Y-graphes 
orrespon-dants. Alors, (��I)G = (��I)G1 �(��I)G2 2 C1(�). CommeK est la somme
onnexe de K1 et K2, on a par Lemme 3.3 b) (iii) : tK = tK1 + tK2 2 P .La relation Glissement est v�eri��ee dans C1(�) grâ
e au mouvement de \glis-sement de feuille" de la proposition 1.11. Pour 
ela, soit G un Y-graphedans 1� ave
 une feuille sp�e
iale F : tF = s. Soient K1 et K2 les deux autresfeuilles de G : en glissant la feuille F le long de K1, on obtient un nouveauY-graphe G0 ave
 le même e�et de 
hirurgie que G, tel que K 01 = K1 et telque F 0 est la somme 
onnexe de K1 et F ave
 un (+1)-twist additionnel.Par le lemme 3.3 b) (iii) et (iv), on a alors tF 0 = tK1+tF +s = tK1 2 P: Celamontre que la relation Y[s; z1; z2℄ = Y[z1; z1; z2℄ (z1; z2 2 P ) est satisfaitedans C1(�).La surje
tivit�e de  suit imm�ediatement du fait que le groupe abelien libreC1(�) est engendr�e par les (�� I)G o�u G est un Y -graphe 
onnexe (
e quise prouve aussi par des 
al
uls de 
laspers standards).57



3.1.4 L'isomorphisme de groupes ab�eliens �Rappelons de l'exemple 3.1 que le groupe ab�elien A1(H; 0) peut êtreidenti��e ave
 �3H, et de même pour A1 �H(2); 0� ave
 �3H(2). Le lemmesuivant va nous permettre d'identi�er A1 �B(1); 1� ave
 B(3).Lemme 3.8. Soit 
 : A1 �B(1); 1� - B(3) l'appli
ation donn�ee parla multipli
ation des 
ouleurs des Y -graphes abstraits : 
(Y[z1; z2; z3℄) =z1z2z3. Alors, 
 est un isomorphisme bien d�e�ni.D�emonstration. Le fait que 
 est bien d�e�nie est 
lair (en e�et, on a f2 =f; 8f 2 B(1)). Pour montrer que 
 est un isomorphisme, il suÆt de
onstruire un �epimorphisme B(3) &-- A1 �B(1); 1� tel que 
 Æ & est l'iden-tit�e.En 
hoisissant une base (ej)2g+n�1j=1 pour H = Hg;n, on d�etermine un iso-morphisme entre B(3) et Z2 �H(2) � �2H(2) � �3H(2) : pour k = 1; 2; 3 etj1; : : : ; jk 2 f1; : : : ; 2g + n � 1g deux �a deux distin
ts, le monôme Qki=1 ejiest identi��e ave
 le produit ext�erieur ^ki=1eji , et 1 ave
 1 2 Z2. CommeB(1) est un groupe d'ordre 2, il en est de même pour A1 �B(1); 1� parla relation de multilin�earit�e. Alors, il suÆt de d�e�nir & sur la Z2-base deZ2 �H(2) � �2H(2) � �3H(2) ' B(3) mentionn�ee 
i-dessus. On pose &(1) =Y �1; 1; 1�, &(ej) = Y �ej ; 1; 1�, &(ej1 ^ ej2) = Y �ej1 ; ej2 ; 1� (ave
 j1 6= j2)et &(ej1 ^ ej2 ^ ej3) = Y [ej1 ; ej2 ; ej3 ℄ (ave
 j1; j2; j3 deux �a deux distin
ts).L'appli
ation & est surje
tive par les relations multilin�earit�e et glissement,et satisfait 
lairement 
 Æ & = Id.On a par fon
torialit�e une appli
ation naturelleA1� (H; 0) �(H(2);0) (B(1); 1)| {z }P � �- A1(H; 0) �A1(H(2);0) A1 �B(1); 1�| {z }'�3H��3H(2)B(3) :Lemme 3.9. L'appli
ation � : A1(P ) - �3H ��3H(2) B(3) est un iso-morphisme.D�emonstration. On pro
�ede 
omme pour le lemme 3.8. Il suÆt de 
onstruireun �epimorphisme �3H ��3H(2) B(3) �-- A1(P )tel que � Æ � est l'identit�e.Prenons une base (ei)2g+n�1i=1 de H : on a vu dans la preuve du lemme3.8 que 
e 
hoix d�etermine un isomorphisme non 
anonique entre B(3) et�3H(2) � �2H(2) � H(2) � Z2. Il d�e�ni don
 aussi un isomorphisme entre�3H ��3H(2) B(3) et �3H � �2H(2) � H(2) � Z2. On d�e�nit �a pr�esent � enposant 58



(i) �(ei^ej^ek) = Y [(ei; ei); (ej ; ej); (ek; ek)℄ ; 1 � i < j < k � 2g+n�1,(ii) �(ei ^ ej) = Y �(ei; ei); (ej ; ej); (0; 1)�, ave
 1 � i < j � 2g + n� 1,(iii) �(ei) = Y �(ei; ei); (0; 1); (0; 1)�, ave
 1 � i � 2g + n� 1,(iv) et �(1) = Y �(0; 1); (0; 1); (0; 1)�.I
i, les �el�ements de P sont not�es 
omme dans la remarque 3.4. Cette as-signation d�e�nit bien �, 
ar (i) d�etermine � sur une base du groupe libre�3H, alors que (ii), (iii) et (iv) envoient 
haque �el�ement de base du Z2-espa
e ve
toriel �2H(2) �H(2) � Z2 sur des �el�ements de A1(P ) d'ordre auplus 2. Clairement, appliquer � puis � donne l'identit�e. Prenons maintenantun g�en�erateur Y[z1; z2; z3℄ de A1(P ). Pour i = 1; 2; 3, zi 2 P peut être �e
rit
omme une 
ombinaison lin�eaire de 
ertains (ej ; ej) et de (0; 1). Les relationsMultilin�earit�e et Glissement (et don
 AS) nous permettent de 
on
lure queY[z1; z2; z3℄ est r�ealis�e par �. � est don
 surje
tive.3.2 Cas des 
ylindres d'homologie sur une surfa
e ave
 auplus une 
omposante de bordDans 
e paragraphe, � peut être �g ou �g;1. Les notations H, B(k) (k 2N) et P sont adopt�ees pour d�esigner respe
tivement les groupes ab�eliensHg;1, B(k)g;1 et Pg;1 de la se
tion pr�e
�edente.Dans la premi�ere moiti�e de 
ette se
tion, le premier homomorphisme deJohnson et les homomorphismes de Birman-Craggs sont �etendus au mono��dedes 
ylindres d'homologie.3.2.1 Le premier homomorphisme de Johnson pour les 
ylindresd'homologieLa notion d'homomorphismes de Johnson pour les 
obordismes d'homo-logie sur �g;1 a �et�e introduite dans [GL℄.Le groupe fondamental de � ave
 point base � 2 � sera not�e �(�), et�(�)k d�esignera le kieme terme de sa s�erie 
entrale des
endante, initialis�ee en�(�)1 = �(�). On note (xi; yi)gi=1 les 
ourbes bas�ees repr�esent�ees dans Fig. 19ou leur image par l'in
lusion �g;1 � �g. Alors,dans le 
as �a bord, �(�) = F (x1; : : : ; xg; y1; : : : ; yg);et dans le 
as 
los, �(�) = hx1; : : : ; xg; y1; : : : ; yg jQgi=1[xi; yi℄ = 1i:Rapellons de x2.1.1 que, pour tout 
obordisme d'homologie (M; i+; i�) 2C(�), l'appli
ation i� induit un isomorphisme au niveau de 
haque quo-tient nilpotent. On 
hoisit un 
hemin 
 � M allant de i+(�) �a i�(�), et on
onsid�ere la 
ompos�ee suivante :�(�)�(�)3 i+3'- �1(M; i+(�))�1(M; i+(�))3 

'- �1(M; i�(�))�1(M; i�(�))3 (i�3 )�1'- �(�)�(�)3 :59
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Fig. 19 { Les 
ourbes bas�ees (xi; yi)gi=1 sur �g;1Consid�er�e �a automorphismes int�erieurs pr�es, 
'est ind�ependant du 
hoix de
, si bien que l'on a une appli
ation bien d�e�nieC(�) �(�)1- Out �(�)�(�)3 ! ;satisfaisant �(�)1 (M � N) = �(�)1 (N) � �(�)1 (M). Soit ? un autre point basedans �, et 
 un 
hemin arbitraire entre � et ?. La 
onjugation par 
 induitun isomorphisme Out ��(�)=�(�)3 � ' Out ��(?)=�(?)3 �. Cet isomorphisme estind�ependant du 
hoix du 
hemin 
, et les appli
ations �(�)1 et �(?)1 sont 
om-patibles par 
elui-
i. Ainsi, on a un groupe bien d�e�ni, not�e Out(�=�3) etun anti-homomorphisme de mono��desC(�) �1- Out� ��3� : (8)Si on se restreint au 
as des 
ylindres d'homologie, on obtient une appli
a-tion : C1(�) �1- Ker�Out� ��3�! Out� ��2�� :On a la suite exa
te suivante :1 - Hom H; �(�)2�(�)3 ! - Aut �(�)�(�)3 ! - Aut �(�)�(�)2 !o�u tout f 2 Hom �H;�(�)2 =�(�)3 � est envoy�e sur l'automorphisme de �(�)=�(�)3qui envoie x sur xf(x) (ave
 x 2 �(�)). D'o�u la suite exa
te suivante :1 - Hom�H;�(�)2 =�(�)3 �[H;�℄ - Out� ��3� - Out� ��2� :60



I
i, [H;�℄ d�esigne le sous-groupe deHom �H;�(�)2 =�(�)3 � des homomorphismes[h;�℄ d�e�nis pour tout h 2 H par x - [h; x℄, o�u H est identi��e ave
�(�)1 =�(�)2 . On a par 
ons�equent l'anti-homomorphisme de mono��desC1(�) �1- Hom �H;�(�)2 =�(�)3 �[H;�℄ :Par la suite, on note L(H) = �nLn(H), la Z-alg�ebre de Lie libre sur le Z-module H, et on distingue le 
as �a bord du 
as 
los.Dans le 
as �a bord, puisque �(�) est libre et H est l'abelianis�e de �(�),L2(H) est 
anoniquement isomorphe �a �(�)2 =�(�)3 . Il y a de plus une suited'isomorphismes Hom (H; L2(H)) ' H� 
 L2(H) ' H 
 L2(H), le dernier�etat induit par �-dualit�e. Par 
es isomorphismes, [H;�℄ � Hom (H; L2(H))devient Ag;1 � H 
 L2(H) de�ni parAg;1 = ( gXi=1 (xi 
 [h; yi℄� yi 
 [h; xi℄) j h 2 H) :Ainsi, �1 prend ses valeurs dansHom�H;�(�)2 =�(�)3 �[H;�℄ ' H 
 L2(H)Ag;1 :Le groupe �3H peut être vu 
omme un sous-groupe de H 
 L2(H) de lafa�
on suivante :0 - �3H �- H 
 L2(H) [�;�℄- L3(H);o�u � est d�e�ni par �(x^ y ^ z) = x
 [y; z℄ + y
 [z; x℄ + z
 [x; y℄. Composer� ave
 la proje
tion H 
 L2(H) -- H 
 L2(H)=Ag;1 nous donne toujoursune inje
tion �3H- �- H 
 L2(H)Ag;1 :C'est une 
ons�equen
e du fait suivant :8h 2 H; [h; !℄ = 0 2 L3(H) =) h = 0; (9)o�u ! =Pi[xi; yi℄ 2 L2(H) 
orrespond via l'isomorphisme 
anonique L2(H) '�2H �a l'�el�ement symple
tique !, d�e�ni dans x2.1.Prouvons maintenant que �1 prend ses valeurs dans le sous-groupe �3H.Supposons pour 
ela que f 2 Hom �H;�(�)2 =�(�)3 � � Aut ��(�)=�(�)3 � esttel qu'il existe un rel�evement ~f 2 End(�(�)) de f �xant l'�el�ement bord61



� := Qgi=1[xi; yi℄ modulo �(�)4 . Notons que 
ette propri�et�e est v�eri��ee parun repr�esentant de �1(M) si M est un 
ylindre d'homologie, si bien queprouver que f 2 Ker([�;�℄) suÆra �a prouver que Im(�1) � �3H. SoientXi = x�1i ~f(xi) 2 �(�)2 et Yi = y�1i ~f(yi) 2 �(�)2 . On a~f(�) = Qi[ ~f(xi); ~f(yi)℄� Qi[xiXi; yiYi℄� Qi[xi; yi℄[Xi; yi℄[xi; Yi℄ mod �(�)4 ;
e qui implique que Qi[Xi; yi℄[xi; Yi℄ � 1 mod �(�)4 . Par 
ons�equent,Xi (xi 
 Yi � yi 
Xi) 2 H 
 L2(H);qui 
orrespond essentiellement �a f , est envoy�e sur 0 par l'appli
ation 
ro
hetde Lie.Consid�erons �a pr�esent sur le 
as 
los.L'appli
ation 
anonique L2(H) -- �(�)2 =�(�)3 induit un isomorphisme entre�(�)2 =�(�)3 et L2(H)=!. �1 prend don
 dans 
e 
as ses valeurs dansHom�H;�(�)2 =�(�)3 �[H;�℄ ' H 
 L2(H)Ago�u Ag = Ag;1+H
!. Puisque � (! ^H) � Ag, � se fa
torise pour donner :�3H! ^H �- H 
 L2(H)Ag :Il suit aussi de (9) que 
ette appli
ation � est inje
tive. �3H=! ^ H peutêtre vu 
omme un sous-groupe de Hom �H;�(�)2 =�(�)3 � =[H;�℄. De même quedans le 
as �a bord, on montre que �1 prend ses valeurs dans �3H=! ^H.Jusque l�a, on a d�e�ni des anti-homomorphismes de mono��desC1(�g;1) �1 - �3H et C1(�g) �1- �3H! ^H ;mais le lemme suivant nous permet d'aller un peu plus loin.Lemme 3.10. Soit (M; i+; i�) un 
ylindre d'homologie sur �, et G un 
las-per de Y-degr�e 2 a

eptable dans M . Soit (MG;KG) le resultat de la 
hirurgiele long de G. Alors, il existe un isomorphisme�1(M; �)�1(M; �)3 '- �1(MG; �)�1(MG; �)3qui est 
ompatible ave
 les appli
ations i�, et tel que, pour tout la
et K bas�een � 2M disjoint de G, [K℄ est envoy�e sur [KG℄.62



Ce lemme nous permet de 
on
lure par la proposition-d�e�nition suivante.Proposition 3.11. Pour les 
ylindres d'homologie sur � = �g;1 ou �g, ona des homomorphismes bien d�e�nisC1(�g;1) �1 - �3H et C1(�g) �1- �3H! ^H ;induits par l'appli
ation (8) ; ils sont appel�es les premiers homomorphismesde Johnson.Remarque 3.12. La 
omposition de �1 ave
 l'appli
ationC : T (�) - C1(�)est l'homomorphisme 
lassique d�e�ni dans [J3℄.Preuve du Lemme 3.10. En utilisant le mouvement 10 d'Habiro, onmontre que MG �=M n int(N(G)) [jj� (H4)Lo�uH4 � j- M est un plongement orient�e du 
orps en anses standard de genre4 sur N(G), qui est un voisinage r�egulier de G dans M , et o�u L = L1 [ L2est l'entrela
s �a deux 
omposantes fram�e repr�esent�e dans la Fig. 20.15 Par
e di��eomorphisme, KG est envoy�e sur K �M n int(N(G)).De plus, L est Kirby-�equivalent �a l'entrela
s �a trois 
omposantes N repr�esent�edans la partie droite de Fig. 20. Il s'av�ere que N est un entrela
s bord.
N3

2N
1N

1L

L2

Fig. 20 { L'entrela
s fram�e �a deux 
omposantes L et un entrela
s bordKirby-�equivalent NPlus pr�e
is�ement, �a une 
orre
tion (�1) du framing pr�es, on peut pous-ser de fa�
on disjointe N3, N1 puis N2 sur le bord de H4. On obtient des
ourbes ferm�ees simples sur �4 = �H4, qui sont des 
ourbes s�eparantes. Untwist le long de 
ha
une de 
es 
ourbes induit don
 l'identit�e au niveau de�1(�4; �)=�1(�4; �)3. On prouve don
 le lemme par un argument du typeVan Kampen. �15On utilise la 
onvention d'�epaississement du tableau.63



3.2.2 Homomorphismes de Birman-Craggs pour les 
ylindres d'ho-mologieLes homomorphismes de Birman-Craggs furent d�e�nis dans [BC℄ et furent�enum�er�es dans [J2℄. J. Levine a aussi fait remarquer dans [Lev1℄ 
omme ilspouvaient être �etendus aux 
ylindres d'homologie. Dans 
e paragraphe, onpr�esente les homomorphismes de Birman-Craggs de fa�
on auto-
ontenue.Pour 
ela, on utilise le raÆnement spin de la th�eorie d'invariants de type�ni de Goussarov-Habiro, introduite par G. Massuyeau dans [Ma℄.On 
ommen
e par �xer un 
ertain nombre de notations. Si (M;�) est une3-vari�et�e spinorielle 
lose, R(M;�) 2 Z16 d�esignera son invariant de Ro
hlin(voir x4.2.1). Si M est une sph�ere d'homologie, on notera �0 son (unique)stru
ture spin. Rappelons de [Ma℄ que la 
hirurgie le long d'un Y -graphefait aussi sens pour les 3-vari�et�es spinorielles : Donn�ees : (i) (M;�); 3-vari�et�e 
lose spinorielle(ii) G; Y -graphe dans M ! R�esultat : (MG; �G):Le lemme suivant d�e
rit pr�e
is�ement 
omme l'invariant de Ro
hlin est mo-di��e lors de la 
hirurgie le long d'un Y -graphe.Lemme 3.13. Soit (M;�) une 3-vari�et�e 
lose spinorielle, et soit G un Y -graphe dans M dont les feuilles sont ordonn�ees, orient�ees et not�ees K1, K2et K3. Alors, R(MG; �G)�R(M;�) = 8 � 3Yk=1 e(tKk)(�) 2 Z16; (10)o�u 8� : Z2- - Z16 d�esigne l'inje
tion usuelle, et o�u tKk 2 H1(FM ;Z) ete(tKk) 2 A(Spin(M);Z2) ont �et�e d�e�nis dans x2:2.D�emonstration. Soit j : H3 � - M le plongement du 
orps en anses degenre 3, determin�e (�a isotopie pr�es) par le Y -graphe G dans M . Alors, ilsuit de [Ma, Prop. 1℄ que la variation R(MG; �G)�R(M;�) ne d�epend quede j�(�) 2 Spin(H3). De plus, d'apr�es l'�equation (7) de la preuve du lemme3.3, le membre de droite de (10) est d�etermin�e par j�(�) 2 Spin(H3).Pour i1; i2; i3 2 f0; 1g, on note Gi1i2i3 le Y -graphe trivial dans S3 (dont lesfeuilles sont ordonn�ees et orient�ees) et dont la kieme feuille est triviale etik-fram�ee ; on note aussi ji1i2i3 : H3 � - S3 le plongement 
orrespondant.Alors, Spin(H3) = �j�i1i2i3(�0)ji1; i2; i3 2 f0; 1g	 :Il suÆt don
 de prouver l'�equation (10) lorsque (M;�) est �S3; �0� et pourG un Gi1i2i3 . Par Lemme 3.3 b) (iv), le membre de droite de l'�equation (10)est 8 si i1 = i2 = i3 = 1 et 0 sinon. Il en est de même pour le membre degau
he de (10). En e�et, la 
hirurgie le long d'un Y -graphe ave
 une feuilletriviale est sans e�et (par la proposition 1.7), et la 
hirurgie sur S3 le long de64



G111 donne la sph�ere de Poin
ar�e, dont l'invariant de Ro
hlin est 8 2 Z16.Il suit que l'�equation (10) est exa
te dans 
es huit 
as parti
uliers.Soit � = �g ou �g;1. Soit j un plongement orient�e de � dans S3, et soitM = (M; i+; i�) un 
ylindre d'homologie sur �. On peut alors d�e
ouper S3le long de Im(j), et re
oller M (en utilisant les identi�
ations j, i+ et i�).On obtient une nouvelle sph�ere d'homologie not�eeS3(M; j):On verra dans la proposition 4.3 que l'invariant de Ro
hlin est un invariantde degr�e 1 : en parti
ulier, il est pr�eserv�e par une Y2-
hirurgie.R �S3(M; j); �0�ne d�epend don
 que de la 
lasse de Y2-�equivalen
e deM (et de j). Supposonsmaintenant que l'on s'est donn�e une pr�esentation de 
hirurgie de la 
lassede Y2-�equivalen
e de M dans 1� :  nXi=1 Y hz(i)1 ; z(i)2 ; z(i)3 i! =M 2 C1(�):Rappelons que les 
ouleurs z(i)k appartiennent �a P et donnent don
 dese�z(i)k � 2 B(1)g . On pose aussi � = j�(�0) 2 Spin(�). On d�eduit alorsde (10) la formule 
ubique suivante :R �S3(M; j); �0�8 = nXi=1 3Yk=1 e�z(i)k � (�) 2 Z2: (11)En parti
ulier, 
ela montre que :(i) R �S3(M; j); �0� ne d�epend que de � = j�(�0) 2 Spin(�) (et la 
lassede Y2-�equivalen
e de M) ;(ii) si N est un autre 
ylindre d'homologie sur �, alors :R �S3(M �N; j); �0�8 = R �S3(M; j); �0�8 + R �S3(N; j); �0�8 2 Z2:Nous distinguons �a pr�esent le 
as � = �g du 
as � = �g;1.Dans le 
as �a bord, toute stru
ture spin � sur �g;1 peut être r�ealis�ee
omme j�(�0) pour un 
ertain plongement j : �g;1 � - S3. En fait, lesplongements sp�e
i�ques de �g;1 dont les images sont donn�ees dans Fig. 21suÆsent.Quant au 
as 
los, on observe que tout plongement j : �g � - S3 ests�eparant, d'o�u � = j�(�0) est spin-bordant. R�e
iproquement, toute stru
turespin sur �g qui spin-borde peut être r�ealis�ee ainsi : on 
hoisit un plonge-ment appropri�e de �g parmi les plongements parti
uliers dont les images65
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Fig. 21 { Certains plongements parti
uliers de �g;1 dans S3
?

= OU?

Fig. 22 { Certains plongements parti
uliers de �g dans S3sont donn�ees dans Fig. 22.Il nous faut en
ore mentionner deux autres faits sur 
es stru
tures spin.Premi�erement, � 2 Spin(�g) spin-borde si et seulement si son invariant deArf, qui est �egal �a �(�) 
omme d�e�ni dans l'�equation (4) de x2.1.3, s'annule(voir [Ki, p.36℄). Deuxi�emement, si f et f 0 sont deux polynômes 
ubiquessur Spin(�g) (
'est-�a-dire f; f 0 2 B(3)g ), alors ils prennent les mêmes valeurssur les stru
tures spin d'invariant de Arf trivial si et seulement si f � f 0 estun multiple de � (voir [J2, Lem. 14℄ pour une preuve de 
e fait alg�ebrique)16.Tout 
e qui a �et�e dit i
i nous 
onduit �a la proposition-d�e�nition suivante.Proposition 3.14. Il existe des homomorphismes bien d�e�nisC1(�g;1) � - B(3)g et C1(�g) �- B(3)g� � B(1)g ;tels que, pour un 
ylindre d'homologie M sur � et pour un plongement16La preuve y est donn�ee pour un genre g � 3 (en utilisant l'identi�
ation de Spin(�g)ave
 l'ensemble des formes quadratiques sur H1(�g ;Z2) de forme bilin�eaire sym�etriqueasso
i�ee, la forme d'interse
tion modulo 2), mais les mêmes arguments peuvent permettrede prouver que 
'est en
ore vrai pour le genre g = 0; 1 ou 2.66



orient�e j : � � - S3, on a�(M) �qj�(�0)� = R �S3(M; j); �0�8 2 Z2:Remarque 3.15. En 
omposant � ave
 l'appli
ation C : T (�) - C1(�),on obtient les homomorphismes de Birman-Craggs 
lassiques, 
omme pr�esen-t�es par Johnson dans [J2℄.3.2.3 D�emonstration des th�eor�emes 2.6 et 2.7Le 
as �a bord : preuve du th�eor�eme 2.6. Rappelons de x3.1.2 que lesappli
ations P p- (H; 0) et P e- �B(1)g ; 1�sont les proje
tions 
anoniques du pullba
k de groupes ab�eliens sp�e
iauxP = (H; 0)�(H(2);0) �B(1)g ; 1� :Elles sont surje
tives.Lemme 3.16. Le diagramme suivant 
ommute :A1(P )  -- C1(�g;1)�����A1(p) RRA1(H; 0):�1?D�emonstration. V�eri�ons que �1 ( (Y )) = A1 (p) (Y ) pour un g�en�erateurY = Y[z1; z2; z3℄ de A1(P ). On pose M =  (Y ), de telle sorte que M =(1�g;1)G o�u G est un Y -graphe appropri�e 
omme d�e
rit dans x2.3. Ses feuillessont en parti
ulier ordonn�ees et orient�ees, not�ees K1, K2 et K3 : [Ki℄ =p(zi) 2 H. On pose � = �1(�g;1; �) et y 2 �=�3, repr�esent�es par y 2 � : onveut 
al
uler �1 (M) sur y. On pro
�ede 
omme suit : on 
hoisit une 
ourbebas�ee immerg�ee k dans �+g;1 repr�esentant y (via l'identi�
ation de �g;1 ave
�+g;1), on prend un n�ud orient�e bas�e K � M dans un 
ollier de �+g;1 quiest un poussement de k, et on trouve un autre n�ud bas�e K 0 � M dansun 
ollier de ��g;1 tel que les paires (M;K) et (M;K 0) sont Y2-�equivalentes.Alors (via les identi�
ations de �g;1 ave
 ��g;1), 
e n�ud K 0 d�etermine uny0 2 �, et par le lemme 3.10, le r�esultat �1(M)(y) est alors y0 2 �=�3. Nousexpliquons maintenant la pro
�edure pour 
onstruire K 0 �a partir de K.Dans 1�g;1 nG, K peut être pouss�e vers le bas dans un 
ollier de ��g;1 �a
ertains \`doigts" pr�es qui sont de deux types (voir Fig. 23) :67



vers le bas

K

G
doigt de type (i)

doigt de type (ii)

pousser 

Fig. 23 { Le poussement de la 
ourbe K le long du 
ylindre(i) le doigt 
hevau
he un 
ôt�e de G,(ii) le doigt 
hevau
he une feuille Ki de G.Mais 
haque doigt du type (i) peut être isotop�e le long du 
ôt�e 
orrespondantjusqu'au niveau de la feuille et peut don
 être rempla
�e par deux doigtsde type (ii), si bien que, �a isotopie pr�es de la 
ourbe immerg�ee k dans�+g;1, on peut supposer que 
haque doigt est de type (ii). Comme Ki a�et�e orient�e, 
haque doigt vient ave
 un signe. Soit ki une 
ourbe immerg�eedans �+g;1 � 1�g;1 telle que [ki℄ = p(zi) 2 H. On peut supposer que Kiest un poussement de ki (ave
 �eventuellement un twist additionnel) : il ya autant de doigts que de points d'interse
tion entre ki et k dans �+g;1 ; lesigne du doigt 
orrespond au signe du point d'interse
tion 
ontribuant pour[k℄ � [ki℄ 2 Z.Un tel doigt peut être r�ealis�e par 
hirurgie sur un 
lasper basique. Soit K 0une 
opie de K dans un 
ollier de ��g;1 � 1�g;1 nG. Il y a alors une famille de
laspers basiques �C(i)j �i=1;2;3j=1;:::;ni dans 1�g;1 n G, telle que 
haque C(i)j a unefeuille simple qui enla
e K 0 et une autre feuille simple qui enla
e la feuilleKi, et tel que :(M;K) est di��eomorphe �a �1�g;1 ;K 0��[i;jC(i)j �[G :Suivant le signe du doigt 
orrespondant, 
haque 
lasper basique vient ave
un signe not�e "(i; j). En s
indant la feuille K1 (voir Lem. 1.42) n1 fois, onobtient n1 nouveaux Y -graphes G(1)j (j 2 f1; : : : ; n1g) : deux feuilles de G(1)jsont des 
opies de K2 et K3, et la troisi�eme feuille forme ave
 une feuille deC(1)j un entrela
s de Hopf. Ainsi, en appliquant le mouvemnet 2 d'Habiro�a C(i)j [ G(i)j on obtient un nouveau Y -graphe en
ore not�e G(i)j . On fait demême pour i = 2 et i = 3, d'o�u on obtient :(M;K) est Y2-�equivalent �a �1�g;1 ;K 0��[i;jG(i)j �[G :68



A Y2-�equivalen
e pr�es de la paire �1�g;1 ;K 0�G[�[i;jG(i)j �, on peut supposerque, pour tout (i; j), G(i)j vit dans un 
ollier de ��g;1 � 1�g;1 . On fait �a pr�esentla 
hirurgie le long de G, puis le long des G(i)j : 
es derni�eres ne modi�entpas la 3-vari�et�e M mais 
hangent le n�ud. Le nouveau n�ud obtenu esttoujours not�e K 0 et satisfait les propri�et�es demand�ees.On 
al
ule maintenant le y0 2 � de�ni par K 0. Au vu du mouvement 10d'Habiro, la 
ontribution de 
haque Y -graphe G(1)j �a la modi�
ation de K 0est dans � le 
ommutateur hk2; k�13 i"(1;j). Ainsi, on obtienty0 � y�1 = Yi2Z3 hki+1; k�1i+2i[k℄�[ki℄ 2 �2�3 : (12)Alors, vu 
omme un homomorphisme H - �2=�3 = L2(H), �1(M) envoie
haque h 2 H sur� Xi2Z3 (h � p(zi)) � [p(zi+1); p(zi+2)℄ 2 L2(H):
e qui 
orrespond �a Pi2Z3 p(zi)
 [p(zi+1; p(zi+2)℄ dans H 
L2(H), et don
�a p(z1) ^ p(z2) ^ p(z3) dans �3H, 
'est-�a-dire �a A1(p)(Y ).Lemme 3.17. Le diagramme suivant 
ommute :A1(P )  -- C1(�g;1)�����A1(e) RRA1 �B(1)g ; 1� :�?D�emonstration. D'apr�es la d�e�nition de � donn�ee dans la proposition 3.14,
'est une 
ons�equen
e dire
te de l'�equation (11).On note en
ore(H; 0) �
 Z2- �H(2); 0� et �B(1)g ; 1� �- �H(2); 0� ;les appli
ations apparaissant dans le diagramme de pullba
k de P (voir x2.2).Alors, une 
ons�equen
e des deux lemmes pr�e
�edents est que A1(�)� =A1(�e) = A1 ((�
 Z2)p) = A1(�
Z2)�1 . Comme  est un epimorphisme,on obtient : A1(�)� = A1(�
 Z2)�1. On 
onstruit le pullba
k suivant :A1(H; 0)�A1(H(2);0) A1 �B(1)g ; 1� - A1 �B(1)g ; 1�
A1(H; 0)? A1(�
 Z2)- A1(H(2); 0)A1(�)?69



qui, par les identi�
ations mentionn�ees plus haut, est essentiellement le dia-gramme de pullba
k de �3H ��3H(2) B(3)g apparaissant dans x1.3. Par lapropri�et�e universelle des pullba
ks, il existe don
 un homomorphismeC1(�g;1) (�1; �)- A1(H; 0) �A1(H(2);0) A1 �B(1)g ; 1� ' �3H ��3H(2) B(3)g :Les lemmes 3.16 et 3.17 peuvent être r�esum�es dans la 
ommutativit�e dudiagramme suivant : A1(P )  -- C1(�g;1)������ R�3H ��3H(2) B(3)g :(�1; �)?Or, d'apr�es le lemme 3.9 l'appli
ation � : A1(P ) - �3H ��3H(2) B(3)gest un isomorphisme. Il suit du diagramme 
ommutatif pr�e
�edent que  estinje
tive, et don
 
'est un isomorphisme : une 
ons�equen
e est qu'il en estde même pour (�1; �). La 
ommutativit�e deC1(�g;1) � C Tg;1T 0g;1	�����(�1; �)�3H ��3H(2) B(3)g(�1; �) '?suit des remarques 3.12 et 3.15. En parti
ulier, pour g � 3, C est un iso-morphisme 
ar (�1; �) : Tg;1=T 0g;1 - �3H ��3H(2) B(3)g en est un par [J4℄.Le 
as 
los : preuve du th�eor�eme 2.7. Un isomorphismeA1(P ) �- �3H ��3H(2) B(3)gest d�e�ni de la même fa�
on que dans le 
as �a bord (voir Lemme 3.9). Rap-pelons que S d�esigne le sous-groupe du pullba
k �3H ��3H(2) B(3)g 
orres-pondant �a ! ^H � �3H et � �B(1)g � B(3)g . Ainsi, ��1(S) est le sous-groupede A1(P ) 
ontenant les �el�ementsgXi=1Y [(xi; xi); (yi; yi); z℄ ; o�u z est un �el�ement quel
onque de P:70



Lemme 3.18. Dans le 
as 
los, l'appli
ation de 
hirurgie  d�e�nie dansx2:3 s'annule sur le sous-espa
e ��1(S).Comme mentionn�e dans x2.1, 
es relations symple
tiques ��1(S) apparaissentdans [H℄ pour de plus grands degr�es.Preuve du lemme 3.18. Soit z 2 P , on veut montrer quegXi=1  (Y [(xi; xi); (yi; yi); z℄) = 0 2 C1(�g): (13)Consid�erons dans 1�g un 
lasper basique G ave
 une feuille triviale f , etune autre feuille f 0 telle que tf 0 = z 2 P . Alors, f �etant triviale, �1�g�G estdi��eomorphe �a 1�g . De plus, f peut être vu 
ommme un poussement de �D,o�u D est un 2-disque dans �+g : en parti
ulier, f borde le poussement de�+g nD qui est une surfa
e plong�ee de genre g. En appliquant les mouvements7 et 5 d'Habiro, f peut être s
ind�ee en g mor
eaux de telle sorte que G est�equivalent �a l'union de g 
laspers basiques not�es G1; : : : ; Gg. voir Fig. 24.Chaque 
lasper Gi a une feuille qui borde une surfa
e de genre 1 ; en appli-
’f ’f

gf f f f
G

1 2

Fig. 24 { S
indement de la feuille nulle-homologue fquant le mouvement 10 d'Habiro, on voit qu'il est �equivalent �a un Y -grapheG0i. Conform�ement �a la remarque 3.4, les feuilles des G0i repr�esentent (xi; xi),(yi; yi) et z dans P , si bien que �1�g�G0i =  (Y [(xi; xi); (yi; yi); z℄) 2 C1(�g).L'�equation (13) en d�e
oule. �Par les mêmes arguments, des versions appropri�ees des lemmes 3.16 et3.17 sont valables dans le 
as �a bord : A1(p) = �1 Æ et A1(e) = � Æ . Ce
inous 
onduit �a un diagramme 
ommutatifA1(P )��1(S)  -- C1(�g)�����'� R�3H ��3H(2) B(3)gS(�1; �)? ' �3H! ^H �� �3H(2)!(2)^H(2)� B(3)g� � B(1)g71



duquel il d�e
oule que  , et don
 (�1; �), sont des isomorphismes. La 
ommu-tativit�e du triangle de droite dans le th�eor�eme 2.7 est en
ore une 
ons�equen
edes remarques 3.12 et 3.15.Invariants de type �ni de degr�e 1 : preuve du 
orollaire 2.8. L'im-pli
ation (1)=)(2) est un fait g�en�eral d�e
oulant de la d�e�nition d'un inva-riant de type �ni. On montre que (2) implique (3) en observant que touthomomorphisme de groupes ab�eliens f : C1(�) - A fournit un invariantde degr�e 1 :Soit M un 
ylindre d'homologie sur � et soient G1; G2 deux Y -graphes a
-
eptables disjoints dans M . On veut montrer que :f(M)� f (MG1)� f (MG2) + f (MG1[G2) = 0: (14)Par la proposition 2.3, on peut supposer que M = (1�)G, o�u G est une
olle
tion de Y -graphes disjoints dans 1�. En isotopant G1 et G2 dans M ,on peut les voir dans 1� nG. On pose alors Mi = (1�)Gi : �a Y2-�equivalen
epr�es, MGi =M �Mi et MG1[G2 =M �M1 �M2. L'�equation (14) d�e
oule alorsde l'additivit�e de f .L'�equivalen
e (3),(1) est une 
ons�equen
e dire
te des th�eor�emes 2.7 et 2.6.Du 
as �a bord au 
as 
los. Dans 
e dernier paragraphe, on �xe unplongement �g;1 j - �g:Soit j� = � l'isomorphisme entre H1(�g;1;Z) et H1(�g;Z) induit par j. Ce
inous permet d'identi�er les ensembles H, Spin(�), Bg et P 
orrespondant�a �g;1 ave
 
eux 
orrespondant �a �g.Rappelons de x2.3.2 l'appli
ation de rebou
hage surje
tive j : C (�g;1)!C (�g), qui peut être restreinte �a :C1 (�g;1) j- C1 (�g) :Notons que 
e
i est 
ompatible ave
 l'appli
ation d'\extension par l'identit�e"Tg;1 - Tg d�e�nie par j, et qu'elle induit un homomorphisme de groupesC1 (�g;1) -- C1 (�g)qui est ind�ependant du 
hoix de j (
ela se v�eri�e dans le diagramme 
i-dessous). La 
ommutativit�e du diagramme suivant se prouve fa
ilement �a
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partir des di��erentes d�e�nitions donn�ees pr�e
�edemment.A1(P )  - C1(�g;1)������ R 	�����(�1; �) I�����C�3H ��3H(2) B(3)g � (�1; �) Tg;1T 0g;1A1(P )��1(S)??  - C1(�g)??������ R 	�����(�1; �) I�����C�3H ��3H(2) B(3)gS?? �(�1; �) TgT 0g??3.3 Cas g�en�eral3.3.1 Une borne sup�erieure 
ombinatoireComme dans la se
tion pr�e
�edente, on 
ommen
e par d�e�nir un espa
ede diagrammes et une appli
ation de 
hirurgie pour C1(�g;n).Commen�
ons par pr�e
iser quelques notations. Pour tout g � 0 et pour toutn � 1, on note Hg;n := H1(�g;n;Z). De même, on notePg;n = Hg;n �(Hg;n)(2) A (Spin(�g;n � I);Z2)le groupe ab�elien introduit dans x3.1.2. Pg;n a une stru
ture de groupeab�elien sp�e
ial ave
 l'�el�ement 1 2 Z2. Soit don
 A1(Pg;n) son image parle fon
teur A1 (d�e�ni dans x3.1.1).On appelle  l'appli
ation~A1(Pg;n)  - C1(�g;n)qui envoie 
haque g�en�erateur Y[z1; z2; z3℄ de A1(Pg;n) (zi =2 Pg;n) sur(�g;n � I)p(Y[z1;z2;z3℄), o�u p�Y[z1; z2; z3℄� est un Y -graphe a

eptable dans(�g;n � I) 
onstruit 
omme suit : Pour i = 1; 2; 3, on 
hoisit des n�udsfram�es orient�es disjoints Ki dans (�g;n�I) tels que tKi = zi 2 Pg;n (o�u t estl'appli
ation surje
tive du lemme 3.3), puis on plonge un disque orient�e D,disjoint desKi, que l'on 
onne
te auxKi par des bandes ei dans (�g;n�I), defa�
on 
ompatible ave
 les orientations des di��erents 
onstituants et l'ordre
y
lique (1; 2; 3). 73



Th�eor�eme 3.19. L'appli
ation  est bien d�e�nie, surje
tive.Ce r�esultat se prouve d'une mani�ere identique au th�eor�eme 3.6. Dans lase
tion suivante, on montre que  est un fait un isomorphisme.3.3.2 D�emonstration du th�eor�eme 2.9On introduit �a pr�esent le plongement standard p de la surfa
e de genre g�a n 
omposantes de bord �g;n dans la surfa
e �g+n�1;1 de genre (g+n� 1)�a 1 
omposante de bord, dont l'image p(�g;n) est repr�esent�ee dans la �gure25.
1A B1 gA B g Bg+n-1g+n-1A

Fig. 25 { L'image p(�g;n) du plongement standard de �g;n dans �g+n�1;1.A tout �el�ement M de C1(�g;n) on peut ainsi asso
ier un �el�ement P (M)de C1(�g;1) : on d�e�nit ainsi un homomorphisme de groupes ab�eliensC1(�g;n) P- C1(�g+n�1;1):Soit de plus r : �g+n�1;1 � I 7! �g;n � Il'op�eration 
onsistant en atta
her (n� 1) 2-anses D2� I le long des 
ompo-santes de bord Bi � I (i = g + 1; :::; g + n � 1) de �g;n � I, o�u Bi d�esigne
ertaines 1-anses dans la d�e
omposition en anses de �g;n, repr�esent�ees dansla �gure 25. Cette 
onstru
tion induit une appli
ation (qui n'est pas a prioriun homomorphisme) C1(�g+n�1;1) R- C1(�g;n);qui est 
lairement surje
tive : par exemple, pour tout M 2 C1(�g+n�1;1)donn�e par M = (�g+n�1;1 � I)G, un ant�e
�edent pour R est de la forme(�g;n� I)G[�, o�u � est une union de Y -graphes dont (au moins) une feuilleest rendue triviale par R, et o�u G est vu plong�e dans �g;n� I via l'in
lusion�g;n� I ,! �g+n�1;1� I. R est un s
indage pour P : R ÆP = IdC1(�g+n�1;1).Il suit que P est inje
tive.Par ailleurs, le plongement standard p de �g;n dans �g+n�1;1 induit uneappli
ation p� : Hg;n - Hg+n�1;1 au niveau de l'homologie. De même,on a une appli
ation r� : Hg+n�1;1 - Hg;n, 
lairement surje
tive. On74



observe que r� est un s
indage pour l'appli
ation p� : 
ette derni�ere est don
inje
tive.Rappelons que A1(P ) a une stru
ture de pullba
kA1(P ) -- A1(B(1)) ' B(3)
A1(H) ' �3H?? -- A1(H(2)) ' �3H(2):??p� induit une appli
tion inje
tive �3Hg;n- - �3Hg+n�1;1. De plus, ona par p� une appli
ation �3(Hg;n)(2)- - �3(Hg+n�1;1)(2) : r� induit uns
indage pour 
ette appli
ation, qui est don
 elle aussi inje
tive. De même,l'isomorphisme (non 
anonique) B(3) ' �3H(2) � �2H(2) �H(2) � Z2 nouspermet de dire que l'on a une appli
ation inje
tive B(3)g;n- - B(3)g+n�1;1,puisqu'un s
indage est donn�e par r�.Il suit que le plongement standard p induit une appli
ation inje
tive entreespa
es de diagrammesA1(Pg;n)-A1(p)- A1(Pg+n�1;1):On a don
 le diagramme suivantA1(Pg;n)-A1(p)- A1(Pg+n�1;1)

C1(�g;n) ?? - P- C1(�g+n�1;1)'?dont la 
ommutativit�e est 
laire d'apr�es les d�e�nitions 
i-dessus. Il r�esulteque l'appli
ation de 
hirurgie surje
tiveA1(Pg;n)  - C1(�g;n)est inje
tive : 
'est don
 un isomorphisme.
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4 Y -�ltration pour les string-links fram�es des boulesd'homologie4.1 Borne sup�erieure 
ombinatoireRappelons de x3.1.2 le groupe ab�elienPg;n = Hg;n �(Hg;n)(2) A (Spin(�g;n);Z2) ;o�u Hg;n = H1(�g;n;Z). Soit A1(Pg;n) son image par le fon
teur A1 (d�e�nidans x3.1.1). On a vu dans x3.1.4 que l'on a un isomorphisme de groupesab�eliens A1(Pg;n) �- �3Hg;n ��3(Hg;n)(2) B(3)g;n;le terme de droite �etant isomorphe �a �3Hg;n � �2(Hg;n)(2) � (Hg;n)(2) �Z2(non 
anoniquement).On appelle � l'appli
ationA1(P0;n+1) �- SLhb1 (n)qui �a 
haque g�en�erateur Y[z1; z2; z3℄ de A1(P0;n+1) (zi 2 P0;n+1) asso
iel'�el�ement (D2 � I; 1n)p(Y[z1;z2;z3℄), o�u p�Y[z1; z2; z3℄� est un Y -graphe a

ep-table pour 1n dans (D2 � I) 
onstruit �a partir des informations 
ontenuesdans le diagramme Y[z1; z2; z3℄ : pour i = 1; 2; 3, on 
hoisit des n�uds fram�esorient�es disjoints Ki dans (D2 � I) n 1n, tels que tKi = zi 2 P0;n+1 (o�u t estl'appli
ation surje
tive du lemme 3.3), puis on plonge un disque orient�e D,disjoint des Ki et de 1n, que l'on 
onne
te aux Ki par des bandes ei dans(D2� I)n1n, de fa�
on 
ompatible ave
 les orientations des di��erents 
onsti-tuants et ave
 l'ordre 
y
lique dont est �equip�e le 3-sommet de Y[z1; z2; z3℄.Le r�esultat suivant se prouve d'une mani�ere identique au th�eor�eme 3.6 pourl'appli
ation  .Th�eor�eme 4.1. L'appli
ation � est bien d�e�nie, surje
tive.Remarque 4.2. Le th�eor�eme 4.1 se montre don
 de la même mani�ere quele th�eor�eme 3.19, qui donne un �enon
�e similaire pour les 
ylindres d'homo-logie sur une surfa
e quel
onque �g;n. En parti
ulier, dans le 
as �0;n+1d'un disque �a n trous, les deux appli
ations de 
hirurgie (de même sour
eA1(P0;n+1))A1(P0;n+1) �- SLhb1 (n) et A1(P0;n+1)  - C1(D2n):sont essentiellement les mêmes via l'appli
ation 
ompl�ementaire 
 de la re-
76



marque 2.13. Autrement dit, on a le diagramme 
ommutatif suivantA1(P0;n+1) �-- SLhb1 (n)R����� RRC1(D2n):
?Une 
ons�equen
e est que l'appli
ation de 
hirurgie � est un isomorphisme(ainsi que 
) . Dans 
ette se
tion, nous allons prouver 
ela en 
onstruisantun inverse pour � en termes d'invariants d'entrela
s 
lassiques.Par la suite, on oubliera les indi
es dans la notation des groupes ab�eliens
i-dessus lorsque l'on sera dans le 
ontexte du th�eor�eme 4.1 : P := P0;n+1 etH := H0;n+1.4.2 Invariants 
lassiques pour les string-links fram�es des boulesd'homologie4.2.1 Le �-invariant de Ro
hlin des boules d'homologieSoit M une 3-vari�et�e 
lose munie d'une stru
ture spin s, et (W;S) une4-vari�et�e spinorielle lisse et 
ompa
te spin-bord�ee par (M; s) (
'est-�a-direque �W = M et la restri
tion de la stru
ture spin S �a M est s). Alors lasignature de W reduite modulo 16,Ro
h(M; s) := �(W ) 2 Z16;est un invariant des 3-vari�et�es spinorielles 
loses bien d�e�ni, appel�e invariantde Ro
hlin (en parti
ulier, Ro
h(M; s) est ind�ependant du 
hoix de W ).Dans le 
as des sph�eres d'homologie, il existe une unique stru
ture spin,et Ro
h(M; s) est divisible par 8 :R(M) := �(W )8 2 Z2est appel�e le �-invariant de Ro
hlin de M .De même, on peut d�e�nir une notion de �-invariant pour les �el�ements(M;�) de SLhb(n), en posant R(M;�) := R(M). I
i, M �etant une bouled'homologie, on 
onsid�ere la sph�ere obtenue 
anoniquement deM en 
ollantle long du bord une 
opie de B3 pour d�e�nir son �-invariant. Consid�erons larestri
tion deR �a SLhb1 (n) (d�esign�ee par la même lettre) R : SLhb1 (n) R- Z2.Le r�esultat suivant de G. Massuyeau implique que R fa
torise �aR : SLhb1 (n) - Z2:Proposition 4.3. [Ma, Cor. 1℄ L'invariant de Ro
hlin est un invariant dedegr�e 1 pour la th�eorie de Goussarov-Habiro des 3-vari�et�es spinorielles.77



4.2.2 Invariant de ArfSoit K un n�ud dans une sph�ere d'homologie M , et S une surfa
e deSeifert orient�ee pour K. On note g le genre de S. H1(S;Z2) est alors un Z2-espa
e ve
toriel de dimension 2g. On note � la forme d'interse
tion homolo-gique modulo 2 sur H1(S;Z2) : � est bilin�eaire, sym�etrique et non-singuli�ere.Soit Æ2 : H1(S;Z2) - Z2 l'appli
ation d�e�nie parÆ2(�) = lk(�; �+)(mod 2);o�u �+ d�esigne une 
opie parall�ele dans le sens normal positif de S (pour uneorientation de M donn�ee).Æ2 est une forme quadratique asso
i�ee �a � : l'invariant de Arf du n�udK [R℄ est l'invariant de Arf de la forme quadratique Æ2, 
'est-�a-dire, pourfa1; b1; :::; ag; bgg une base symple
tique quel
onque pour �Arf(K) = Arf(Æ2) = gXi=1 Æ2(ai)Æ2(bi):Il est bien 
onnu que l'invariant de Arf est bien d�e�ni, 
'est-�a-dire qu'ilne d�epend pas du 
hoix de la surfa
e de Seifert S. C'est une 
ons�equen
e dulemme suivant, bien 
onnu dans le 
as des n�uds de S3 ([BFK℄), et toujoursvalable pour les n�uds des sph�eres d'homologie (voir par exemple [GT, x3℄pour une preuve).Lemme 4.4. Soit K un n�ud dans une sph�ere d'homologie M , et soient S0et S1 deux surfa
es de Seifert pour K. Alors S0 et S1 sont tube-�equivalentes :elles sont reli�ees par une suite d'isotopies et d'ajouts (et retraits) de tubes( i.e. des 0-
hirurgies le long de 1-anses D2�D1 plong�ees dans M , et inter-se
tant la surfa
e en leur lieu d'atta
hement D2 � S0).Au niveau de l'homologie de la surfa
e, 
haque `ajout de tube' augmente lerang de 2, des g�en�erateurs �etant fournis par une paire (m; l)=(m�eridien,lon-gitude) du tube. Plus pr�e
is�ement, 
ette paire forme, ave
 une base symple
-tique de la surfa
e initiale, une base symple
tique pour la nouvelle surfa
e :on quali�era don
 une telle paire de 
ourbes (m; l) de paire symple
tique.Or un tel m�eridien m borde un disque (de D2 � D1), et a don
 un auto-enla
ement nul : Æ2(m) = 0. Cela implique que l'invariant de Arf de K restein
hang�e lors de l'ajout (ou, de même, le retrait) d'un tube �a une surfa
e deSeifert.Invariant de Arf et Y2-�equivalen
e. On peut d�e�nir une notion d'in-variant de Arf sur SLhb1 (n) (et plus g�en�eralement sur l'ensemble SLhb(n)).Pour tout entier i tel que 1 � i � n, on note ai(M;�) l'invariant de Arf de�̂i, la iieme 
omposante de la fermeture �̂ 2 M̂ du string-link (M;�) :ai(M;�) := Arf(�̂i):78



Proposition 4.5. Pour tout 1 � i � n, l'appli
ation ai : SLhb1 (n) - Z2est un homomorphisme de mono��des bien d�e�ni, appel�e le iieme invariant deArf du string-link (M;�).L'additivit�e de ai est 
laire, et provient du fait que, pour tous �1; �2 2SLhb1 (n), une surfa
e de Seifert S pour [�1:�2 est la somme 
onnexe S =S1℄bS2 le long d'une bande de surfa
es de Seifert S1 et S2 pour �̂1 et �̂2respe
tivement.Proposition 4.6. L'invariant de Arf des n�uds des sph�eres d'homologieest invariant par Y2-
hirurgie.En parti
ulier, pour tout 1 � i � n, le iieme invariant de Arf des string-linksse fa
torise en l'homomorphisme de groupes ab�eliensai : SLhb1 (n) - Z2:D�emonstration. SoitK n�ud dans une sph�ere d'homologieM , et G un arbrede Y -degr�e 2 a

eptable pour (M;K) : il suÆt de montrer queArf(M;K) = Arf(MG;KG) 2 Z2:Consid�erons une surfa
e de Seifert S pour K. On rappelle de la �gure 20(x3.2.1) l'entrela
s de 
hirurgie �a deux 
omposantes L = L1[L2 asso
i�e �a G,que l'on a repr�esent�e dans un voisinage tubulaire de G (un 
orps en anses degenre 4) not�e N . Le n�ud K est par d�e�nition disjoint de G : on peut don
le supposer disjoint du voisinage N . En revan
he, il se peut que la surfa
eS interse
te N : on peut supposer que S interse
te N au niveau des ansesD2 � I de N le long de 
opies de D2 � ftg ; t 2 I.
L2

1L 1L

K

L2

m

(a) (b)

m’

K

Fig. 26 {Lorsque la surfa
e S interse
te ainsi N le long d'un disque, elle interse
tel'entrela
s L en deux points : une surfa
e de Seifert S0 pour K, disjointe deL, est alors obtenue en ajoutant un tube (qui est une portion du voisinagetubulaire de L) 
omme dans la partie gau
he de Fig. 26(a). Comme on l'a79



vu, l'ajout d'un tel tube n'a�e
te pas l'invariant de Arf de K : si on note(m; l) un 
ouple m�eridien/longitude pour 
e tube, on a Æ2(m)Æ2(l) = 0. Nousdevons voir que 
e 
ouple symple
tique pourH1(S) ne 
ontribue pas non pluspour l'invariant de Arf de (K)G. Autrement dit, si on note (m0; l0) l'image de(m; l) par 
hirurgie le long de G, nous devons montrer que Æ2(m0)Æ2(l0) = 0.Pour 
ela, on observe que le m�eridien m peut être isotop�e dans la r�egiondu 
roisement entre L1 et L2, 
omme dans Fig. 26(a). La 
hirurgie le longde L envoie alors m sur m0, qui est une 
opie parall�ele de L2 en dehorsde la r�egion du 
roisement entre L1 et L2 - voir Fig. 26(b) : m0 v�eri�eÆ2(m0) = lk(m0; (m0)+) = 0.Le 
as g�en�eral, o�u la surfa
e de Seifert S interse
te plusieurs fois les ansesdu voisinage N , se traite d'une mani�ere analogue.Remarque 4.7. Une autre preuve de l'invarian
e de l'invariant de Arf sousY2-
hirurgie peut être obtenue de la proposition 4.3 et la formule de [GA,Thm 4℄, qui identi�e l'invariant de Arf d'un n�ud au �-invariant de Ro
hlinde la sph�ere d'homologie obtenue par 
hirurgie le long de 
e n�ud.4.2.3 Invariant de Sato-LevineSoit L = L1 [ L2 un entrela
s �a deux 
omposantes orient�ees de nombred'enla
ement nul : lk(L1; L2) = 0. Les 
omposantes de L bordent des surfa
esde Seifert S1 et S2 disjointes de l'entrela
s : L1\S2 = L2\S1 = ;. Ces deuxsurfa
es s'interse
tent le long de 
er
les C1[ :::[Cn = C. L'auto-enla
ementde C par rapport �a l'une ou l'autre de 
es surfa
es est appel�e l'invariant deSato-Levine de L ([Sa℄) : �(L) = lk(C;C+):I
i, l'auto-enla
ement de C par rapport �a la surfa
e S d�esigne le nombred'enla
ement de C ave
 une 
opie parall�ele obtenue en poussant dans lesens normal positif �a S.�(L) est bien d�e�ni, 
'est-�a-dire qu'il est ind�ependant du 
hoix de S1 etS2 : 
'est �a nouveau une 
ons�equen
e du lemme 4.4. En e�et, lorsqu'onajoute un tube �a la surfa
e de Seifert S1 (par exemple), 
elui-
i n'interse
te�eventuellement S2 qu'au niveau d'un m�eridienm de 
e tube (�a isotopie pr�es),
'est-�a-dire une 
ourbe qui borde un disque, et n'enla
e au
une 
omposanteCi de S1 \ S2. On a don
 lk(m;m+) = lk(m;C+i ) = lk(Ci;m+) = 0, pourtout i 2 f1; :::; ng : l'invariant de Sato-Levine reste don
 in
hang�e lors del'ajout (et, de même, le retrait) d'un tel tube.Remarque 4.8. L'invariant de Sato-Levine peut aussi être vu 
omme un
oeÆ
ient du polynôme de Conway (voir x5.1.1 pour une d�e�nition) : dansle 
as o�u L = (L1; L2) est un entrela
s �a deux 
omposantes, le polynôme deConway est de la formerL(z) = z(
0 + 
2z2 + 
4z4 + :::)80



ave
 
0 = lk(L1; L2) et, si 
0 = 0, 
2 = ��(L) ([C2℄).Invariant de Sato-Levine et Y2-�equivalen
e. On peut, 
omme pourl'invariant de Arf, d�e�nir une notion d'invariant de Sato-Levine sur SLhb1 (n).Soit (M;�) 2 SLhb1 (n) ; pour toute paire d'entiers (i; j) tels que 1 � i <j � n, on note �ij(M;�) l'invariant de Sato-Levine de l'entrela
s �a deux
omposantes obtenu en 
onsid�erant les iieme et jieme 
omposantes de lafermeture �̂ 2 M̂ de (M;�) :�ij(M;�) := �(�̂i [ �̂j):L'invariant de Sato-Levine est d�e�ni pour les �el�ements de SLhb1 (n), puisqued'apr�es la proposition 2.14 
e sont des string-links pour lesquels tous lesnombres d'enla
ement sont nuls. De plus, �ij est 
lairement additif.Proposition 4.9. 8 1 � i < j � n, l'appli
ation �ij : SLhb1 (n) - Z estun homomorphisme de mono��des appel�e l' invariant de Sato-Levine �i;j dustring-link (M;�).Proposition 4.10. La r�edu
tion modulo 2 de l'invariant de Sato-Levinedes entrela
s des sph�eres d'homologie est invariante par Y2-
hirurgie.En parti
ulier, pour tout 1 � i < j � n, la r�edu
tion modulo 2 de l'inva-riant de Sato-Levine �ij des string-links se fa
torise en l'homomorphismede groupes ab�eliens �(2)ij : SLhb1 (n) - Z2:D�emonstration. Soit K [K 0 un entrela
s �a deux 
omposantes d'enla
ementnul dans une sph�ere d'homologie M , et G un arbre de Y -degr�e 2 a

eptablepour (M;K [K 0). Montrons don
 que�(2)(M;K [K 0) = �(2)(MG;KG [K 0G) 2 Z2:On note respe
tivement S et S0 une surfa
e de Seifert pour K et K 0.Comme dans la preuve de la proposition 4.6, on 
onsid�ere l'entrela
s de
hirurgie �a deux 
omposantes L = L1 [ L2 asso
i�e �a G, dans un voisinager�egulier N . On peut supposer que K et K 0 sont disjoint de N , mais une ouplusieurs anses D2 � I de N peuvent en revan
he interse
ter les surfa
es deSeifert S et S0 au niveau d'un (ou plusieurs) disque(s) D2 � ftg.Lorsque S ou S0 interse
te ainsi N (et don
 L) au niveau d'une anse, onajoute (dans N) un tube �a sa surfa
e de Seifert de telle sorte que la nouvellesurfa
e soit disjointe de L : 
e tube est une portion du (bord du) voisinagetubulaire de L (voir Fig. 26). Nous devons don
 nous int�eresser aux �eventuels�el�ements de S \ S0 qui sont 
r�ees (dans N) par de tels ajouts de tubes.Clairement, une telle interse
tion intervient le long du m�eridien d'un tube,
'est-�a-dire un petit m�eridien m d'une des 
omposantes de L. Un exempled'une telle situation est donn�e dans la �gure 27.81
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K

K Fig. 27 {S \ S0 est don
 
onstitu�e de 
opies de petits m�eridiens des 
omposantesd'entrela
s L1 et L2 :- Supposons que S\S0 = fmg, un m�eridien d'une des deux 
omposantes.On a d�eja vu qu'un tel �el�ement ne 
ontribue pas pour l'invariant de Sato-Levine de l'entrela
s K [K 0, puisque lk(m;m+) = 0. De même, son imagepar 
hirurgie le long de G ne 
ontribue pas pour l'invariant de Sato-Levinede (K [ K 0)G : 
omme dans la preuve de Prop. 4.6, on observe qu'un telm�eridien m peut être isotop�e dans la r�egion du 
roisement entre L1 et L2,et est don
 envoy�e par 
hirurgie le long de L sur une 
ourbe ferm�ee simplequi est 
omme la 
ourbe m0 de la �gure 26(b). Une telle 
ourbe a un auto-enla
ement nul (et son nombre d'enla
ement ave
 toute 
ourbe ferm�ee simplede M nN est 0).- Maintenant, regardons la situation o�u S \S0 = fm1;m2g, une paire dem�eridiens de L1 et L2 : 
ela 
orrespond par exemple �a la situation de Fig.28(a) (o�u se produit deux fois la situation de la �gure 27).
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’ KFig. 28 {A nouveau, de tels �el�ements ne 
ontribuent par pour l'invariant de Sato-82



Levine de K[K 0. De plus, la 
hirurgie le long de L envoie alors les (m1;m2)sur des 
ourbes (
1; 
2), qui sont des 
opies parall�eles de 
ha
une des deux
omposantes de L, sauf dans la r�egion du 
roisement entre L1 et L2 o�u ilssont 
omme dans Fig. 28(b). 
1 et 
2 v�eri�ent don
lk �
1 [ 
2; (
1 [ 
2)+� = lk(
1; 
+1 ) + lk(
2; 
+1 ) + lk(
1; 
+2 ) + lk(
2; 
+2 )= 2:lk(
1; 
+2 ) = �2:La r�edu
tion modulo 2 de � reste don
 in
hang�ee.Le 
as g�en�eral, o�u S \ S0 est 
onstitu�e de plusieurs 
opies du m�eridien de
haque 
omposantes de L, se traite d'une mani�ere analogue.4.2.4 Invariants de MilnorRappelons de x2.2.1 que, si on note D2n = D2nfx1; :::; xng le 
ompl�emen-taire dans D2 des n points standards, et i0 et i1 les in
lusions de D2nrespe
tivement dans les bords inf�erieurs et sup�erieurs du 
ompl�ementaireM� =M n�, 
es in
lusions induisent des isomorphismes au niveau de 
haquequotient nilpotent du groupe fondamental ([S℄).On introduit la notion de longitudes d'un string-link :D�e�nition 4.11. Soit �i la iieme 
orde du string-link �. Le framing de� d�e�nit une 
ourbe parall�ele �a �i dans M� qui d�etermine un �el�ement de�1(M�). L'�el�ement 
orrespondant par (i1)�1? est not�e �i = �(n)i 2 F=Fn etest appel�e la iieme longitude de � mod Fn.Rappelons que, si on note P (n) l'anneau des s�eries enti�eres formellesen les variables non-
ommutatives X1; :::;Xn, l'expansion de Magnus [MKS℄est l'homomorphisme de groupes F = F (n) - P (n) qui envoie 
haqueg�en�erateur xi de F sur 1 +Xi.D�e�nition 4.12. Le �-invariant de Milnor de longueur l, �i1:::il d'un string-link � est le 
oeÆ
ient du monôme Xi1 :::Xil�1 dans l'expansion de Magnusde la longitude �il de � vue dans F=Fn pour un 
ertain n � l.Par exemple, les invariants de Milnor de longueur 2, les �ij, sont justeles nombres d'enla
ement des 
omposantes i et j. Les invariants de Milnorde longueur 3, aussi appel�es triples nombres de Milnor, peuvent être vusde la fa�
on suivante : si Si (i = 1; 2; 3) est une surfa
e de Seifert pour lafermeture �̂i de �i,17 S1 \ S2 \ S3 est 
onstitu�e de points, ave
 un signeasso
i�e �a l'orientation du rep�ere (n1; n2; n3) donn�e par les normales auxsurfa
es. Alors, �123(�) est la somme de 
es signes sur l'ensemble des pointsde S1 \ S2 \ S3.17Il faut supposer que l'entrela
s �a trois 
omposantes �̂1 [ �̂2 [ �̂3 est tel que tous sesnombres d'enla
ement sont nuls. 83



Invariants de Milnor et Y2-�equivalen
e. On sait que, dans SLhb(n),les triples nombres de Milnor ne sont pas additifs sous l'op�eration d'empi-lement : le d�efaut d'homomorphisme est donn�e par les nombres de Milnorde longueur 2 (voir [Me, Lem. 2℄). Puisque 
es derniers sont tous nuls dansSLhb1 (n), on peut d�e�nir, pour tout triple i < j < k 2 f1; :::; ng, l'homomor-phisme de mono��des �ijk : SLhb1 (n)! Zinduit par le triple nombre de Milnor �ijk. Le lemme 4.14, qui est juste uneversion du lemme 3.10 pour les string-links fram�es des boules d'homologie(prouv�e d'une mani�ere 
ompl�etement similaire), nous permet d'�enon
er laproposition-d�e�nition suivante.Proposition 4.13. Pour tout triple i < j < k 2 f1; :::; ng, on a un homo-morphisme de groupes ab�eliens bien d�e�niSLhb1 (n) �ijk- Zdonn�e par le triple nombre de Milnor.Lemme 4.14. Soit (M;�) un string-link dans une boule d'homologie. SoitG un 
lasper de Y-degr�e 2 a

eptable pour (M;�) et soit M�G le resultat dela 
hirurgie le long de G sur le 
ompl�ementaire M� de � dans M . Alors, ilexiste un isomorphisme �1(M�)(�1(M�))3 '- (�1(M�G))((�1(M�G)))3
ompatible ave
 les in
lusions i" ; " = 0; 1.Rappellons juste i
i que l'isomorphisme est obtenu par un argument du typeVan Kampen, en voyant M�G 
ommeM�G �= M� nN(G) [�j� (H4)L;o�u j : H4 � - N(G) est un plongement orient�e du 
orps en anses de genre4 sur un voisinage r�egulier N(G) de G, et o�u L est un entrela
s tel que la
hirurgie le long de L induit l'identit�e au niveau de �1(�4; �)=�1(�4; �)3.En parti
ulier les longitudes de �, vivant dans un voisinage des 
ordes,peuvent être suppos�ees disjointes de N(G), et sont envoy�ees sur les lon-gitudes de �G : �(n)l 2 �1(M�)(�1(M�))3 , la lieme longitude de (M;�), est envoy�eesur la lieme longitude de (MG; �G), vue dans (�1(M�G))((�1(M�G)))3 . Ainsi, �ijk(M;�),qui est par d�e�nition le 
oeÆ
ient de XiXj dans l'expansion de Magnus de(i1)�13 ��(n)l � 2 F=F3, 
o��n
ide ave
 �ijk(MG; �G).
84



4.3 Cara
t�erisation de la Y2-�equivalen
e pour les string-linksCette se
tion est 
onsa
r�ee �a la d�emonstration du th�eor�eme 2.15 annon
�edans x2.2.2.On rappelle de x3.1.2 et x4.1 qu'il existe un espa
e de diagrammes A1(P ),un isomorphisme de groupes ab�eliens � : A1(P )! �3H ��3H(2) B(3), et uneappli
ation de 
hirurgie surje
tive � : A1(P )! SLhb1 (n). Rappelons de plusde x2.2 que les appli
ations surje
tivesP p- (H; 0) et P e- �B(1); 1�sont les proje
tions 
anoniques du pullba
k de groupes ab�eliens sp�e
iauxP = (H; 0)�(H(2);0) �B(1); 1� :On 
onsid�ere la base B = fe1; :::; eng de H induite par les 
ourbes h1,...,hnde �0;n+1 de la �gure 29.
n

+
h h h21Fig. 29 { Les 
ourbes h1,...,hn sur la surfa
e �0;n+1.Soit l'appli
ation � : SLhb1 (n)! B(3)d�e�nie, pour tout string-link (M;�) dans une boule d'homologie M , par�(M;�) = X1�i<j<k�n�(2)ijk(M;�):ei:ej :ek + X1�i<j�n�(2)ij (M;�):ei:ej+ X1�i�n ai(M;�):ei +R(M):1I
i, �(2)ijk d�esigne la r�edu
tion modulo 2 du triple nombre de Milnor �ijk,et pour tout h 2 H, h d�esigne 
omme dans x2.1.3 l'�el�ement de B(1) quienvoie toute stru
ture spinorielle � 2 Spin(�0;n+1) sur < �; ~h >. D'apr�esles Propositions 4.3, 4.6, 4.10 et 4.13, 
ette appli
ation (bien d�e�nie !) sefa
torise en un homomorphisme de groupes ab�eliensSLhb1 (n) � - B(3):85



Lemme 4.15. Le diagramme suivant 
ommute :A1(P ) � -- SLhb1 (n)�����A1(e) RRA1 �B(1); 1� ' B(3):�?D�emonstration. V�eri�ons que � (�(Y)) = A1 (e) (Y) pour un g�en�erateurquel
onque Y = Y[z1; z2; z3℄ de A1(P ). Comme on l'a dit dans la remarque3.4, P est engendr�e par (0; 1) et les (ei; ei) ; i = 1; :::; n : A1(P ) est don
engendr�e (d'apr�es la relation Glissement) par Y1;1;1 := Y[(0; 1); (0; 1); (0; 1)℄et les Yi;j;k := Y[(ei; ei); (ej ; ej); (ek; ek)℄ ; 1 � i � j � k � n.Dans le 
as o�u Y = Y1;1;1, on a 8 r 6= s 6= t 2 f1; :::; ng�rst (M [1; 1; 1℄) = �(2)rs (M [1; 1; 1℄) = as (M [1; 1; 1℄) = 0;et R (M [1; 1; 1℄) = 1.On a don
 �(Y1;1;1) = 1, qui 
orrespond �a A1 (e) (Y1;1;1) par l'isomorphisme
 du lemme 3.8.Si Y = Yi;j;k pour un 
ertain triplet 1 � i � j � k � n, il suit de x4.1que l'on peut 
hoisir �(Y) = (1D2 ; 1n)Gi;j;k 2 SLhb1 (n) tel que Gi;j;k est un
lasper dont les 
ôt�es sont plong�es de fa�
on arbitraire, et dont les feuilles sontdes m�eridiens 0-fram�es des iieme, jieme et kieme 
ordes de 1n. Si Æ d�esigne lesymbole de Krone
ker, on a alors :� Si i < j < k, on est dans le 
as de la �gure 30(a) :�rst (M [ei; ej ; ek℄) = Æ(r;s;t);(i;j;k) , et�(2)rs (M [ei; ej ; ek℄) = ar (M [ei; ej ; ek℄) = R (M [ei; ej ; ek℄) = 0 , 8 (r; s).Il suit que � (�(Yi;j;k)) = ei:ej :ek, qui 
orrespond �a A1 (e) (Yi;j;k) par
.� Si i = j < k (ou, de même, si i = j < k), on est dans le 
as de la �gure30(b) : �(2)rs (M [ei; ei; ek℄) = Æ(r;s);(i;k) , et�rst (M [ei; ei; ek℄) = ar (M [ei; ei; ek℄) = R (M [ei; ei; ek℄) = 0 , 8 (r; s; t).D'o�u � (�(Yi;j;k)) = ei:ej = A1 (e) (Yi;j;k) 2 B(3).� Si i = j = k : 
as de la �gure 30(
) :ar (M [ei; ei; ei℄) = Ær;i , et�rst (M [ei; ei; ei℄) = �(2)rs (M [ei; ei; ei℄) = R (M [ei; ei; ei℄) = 0 , 8 (r; s; t).On a alors bien � (�(Yi;j;k)) = ei = A1 (e) (Yi;j;k) 2 B(3).86
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Fig. 30 {On a ainsi prouv�e que � Æ � = A1(e).D'apr�es la propositions 4.3, on d�e�nit de plus un homomorphisme degroupes ab�eliens SLhb1 (n) �3- �3H:en posant �3(M;�) =P1�i<j<k�n �ijk(M;�):ei ^ ej ^ ek. Le lemme suivantest alors une 
ons�equen
e des 
al
uls e�e
tu�es dans la preuve de lemme 4.15
i-dessus.Lemme 4.16. Le diagramme suivant 
ommute :A1(P ) �-- SLhb1 (n)�����A1(p) RRA1(H; 0):�3?Les lemmes 4.16 et 4.15 peuvent se r�esumer dans la 
ommutativit�e dudiagramme suivant : A1(P ) � -- SL(hb)1 (n)�����'� R�3H ��3H(2) B(3):(�3; �)?Il suit que � est inje
tive, et don
 
'est un isomorphisme : il en est don
 demême pour (�3; �).La preuve du 
orollaire 2.17 est stri
tement identique �a 
elle de Cor. 2.8,x3.2.3.4.4 Milnor, Johnson, Birman-Craggs et les autresDans 
ette se
tion, on prouve le th�eor�eme 2.16 sur la 
orrespondan
eentre les 
ylindres d'homologie sur �g;1 et les string-links fram�es �a 2g 
ordes87



des boules d'homologie. Rappelons de [Ha1℄ la 
onstru
tion sur laquelle re-pose 
ette 
orrespondan
e.18On note Bg;1 := fa1; b1; :::; ag ; bgg la base de H1(�g;1;Z) induite par les
ourbes x1; y1; :::; xg ; yg sur �g;1, et A1; B1; :::; Ag; Bg la d�e
omposition enanses de �g;1 asso
i�ee �a 
es 
ourbes (voir Fig. 31 
i-dessous). De même,
+

x
1

y
1 xg

yg

gA1 B1 BAg

Fig. 31 { Les 
ourbes x1; y1; :::; xg; yg sur la surfa
e �g;1 d�e
ompos�ee enanses A1; B1; :::; Ag ; Bg.B0;2g+1 := fe1; :::e2gg d�esigne 
omme dans x4.3 la base de H1(�0;2g+1;Z)induite par les 
ourbes hi de la �gure 
i-dessous, et on a une d�e
ompositionen anses fA0i; B0iggi=1 de �0;2g+1.
1 B’1 B’gA’

1
+

h h h2g2Fig. 32 { Les 
ourbes h1, ...h2g sur le disque �a 2g trous d�e
ompos�e en ansesA01; B01; :::; A0g ; B0g.On identi�e �g;1�I ave
 �0;2g+1�I par le di��eomorphisme F r�ealis�e parles g isotopies �e
hangeant la se
onde zone d'atta
hement de la anse Ai�I etla premi�ere zone d'atta
hement de la anse Bi� I. Soit G un graphe de 
las-pers a

eptable dans �g;1�I : lorsque l'on applique F �a la paire (�g;1�I;G),on obtient un graphe de 
lasper a

eptable G0 dans �0;2g+1 � I.Maintenant, �0;2g+1�I peut être vu 
omme l'adh�eren
e du 
ompl�ementairedans D2�I du string-link �a 2g 
ordes 0-fram�ees 12g : G0 est alors vu 
ommeun 
lasper a

eptable pour 12g dans D2 � I.Ce
i d�e�nit une bije
tion entre C1(�g;1) et SLhb1 (2g), qui 
lairement induitune bije
tion entre C1(�g;1) et SLhb1 (2g). En e�et, le degr�e d'un 
lasper n'estpas 
hang�e par le di��eomorphisme F .Cette bije
tion n'est pas a priori un homomorphisme. Cependant, on peut18Cette 
onstru
tion �gure aussi dans x2.3.2, puisqu'elle intervient dans lad�emonstration de la proposition 2.3. 88



faire l'observation suivante :Soit Mi (i = 1; 2) un �el�ement de C1(�g;1) obtenu de �g;1 � I par 
hirur-gie le long du Y -graphe Gi ; Mi est envoy�e par le di��eomorphisme F sur(1D2 ; 12g)G0i , o�u G0i est un Y -graphe. L'image du produit M1 �M2 est don
obtenu de (1D2 ; 12g) par 
hirurgie sur l'union des Y -graphes G01 et G02. Maison peut supposer que 
es Y -graphes sont dans des portions disjointes deD2�I : 
ela est r�ealis�e au prix de 
hangements de 
roisements (Lemmes 1.38�a 1.40) qui ne 
hangent pas la 
lasse de Y2-�equivalen
e de (1D2 ; 12g)G01[G02 .On a don
 M1 �M2 �Y2 (1D2 ; 12g)G01 � (1D2 ; 12g)G02 .La bije
tion b produit don
 un isomorphisme de groupes ab�eliensC1(�g;1) b- SLhb1 (2g):Remarque 4.17. De même, on observe que la bije
tion b entre C1(�g;1) etSLhb1 (2g) produit un isomorphisme de groupes ab�eliensCk(�g;1) - SLhbk (2g);pour tout k � 1.Notons qu'un inverse est donn�e par les g isotopies �e
hangeant la se
ondezone d'atta
hement de la anse A0i � I et la premi�ere zone d'atta
hementde la anse B0i � I, 
'est-�a-dire par la 
onstru
tion inverse de 
elle donn�ee
i-dessus.Le di��eomorphisme F induit par ailleurs un isomorphisme f entreHg;1 =H1(�g;1;Z) et H0;2g+1 = H1(�0;2g+1;Z). Plus pr�e
is�ement, f est donn�e parl'assignationxi 7! e2i�1 et yi 7! e2i; pour tout i = 1; :::; g.De même, F nous permet d'identi�er Spin(�g;1 � I) ' Spin(�g;1) ave
Spin(�0;2g+1 � I) ' Spin(�0;2g+1). Il suit que B(1)g;1 s'identi�e �a B(1)0;2g+1, etdon
 B(k)g;1 ' B(k)0;2g+1, pour tout k � 1. Plus pr�e
is�ement, l'isomorphismeB(3)g;1 ' B(3)0;2g+1 peut être vu de la fa�
on suivante : �etant donn�ees les basesBg;1 et B0;2g+1 pour Hg;1 et H0;2g+1, on a les isomorphismes (non 
ano-niques) B(3) ' �3H(2) � �2H(2) �H(2) � Z2 (voir lemme 3.8). On identi�ealors B(3)g;1 et B(3)0;2g+1 termes �a termes (au sens de 
ette d�e
omposition) parl'isomorphisme f : Hg;1 - H0;2g+1.Puisque les espa
es de diagrammes A1(P ) s'identi�ent ave
 le pullba
k�3H ��3(H)(2) B(3), on a alors le diagrammes 
ommutatif suivantA1(Pg;1) - A1(P0;2g+1) (D)C1(�g;1) ? b- SLhb1 (2g);�?89



dont toutes les 
�e
hes sont des isomorphismes.En 
onsid�erant les appli
ations inverses (au sens des th�eor�emes 2.6 et2.15) des 
�e
hes verti
ales de 
e diagrammes, on en d�eduit imm�ediatementle diagrammes 
ommutatif suivantC1(�g;1) b - SLhb1 (2g)
�3Hg;1 ��3(Hg;1)(2) B(3)g;1(�1; �) '? '- �3H0;2g+1 ��3(H0;2g+1)(2) B(3)0;2g+1;' (�3; �)?qui illustre la 
orrespondan
e, via l'isomorphisme b, entre les invariants detype �ni de degr�e 1 pour les 
ylindres d'homologie sur �g;1 et les string-links�a 2g 
ordes des boules d'homologie.Plus pr�e
is�ement, si on 
onsid�ere dans le diagramme (D) les proje
tionsA1(p) : A1(P ) -- �3H (respe
tivement A1(e) : A1(P ) -- B(3)), alorson d�eduit des lemmes 3.16 et 4.16, d'une part, et 3.17 et 4.15 d'autre part,les deux diagrammes 
ommutatifs suivantsC1(�g;1) b - SLhb1 (2g) C1(�g;1) b - SLhb1 (2g)������1 R ; ������ R�3Hg;1 ' �3H0;2g+1�3? B(3)g;1 ' B(3)0;2g+1:�?Le premier retrouve la 
orrespondan
e Milnor-Johnson de [Ha1, Thm. 2.1℄,en plus bas degr�e. Le se
ond 
ompl�ete 
ette analogie entre 
ylindres d'ho-mologie et string-links, en �etablissant une 
orrespondan
e entre les homo-morphismes de Birman-Craggs � et l'homomorphisme � du th�eor�eme 2.15(induit par les invariants de Milnor, Sato-Levine, Arf et Ro
hlin).
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5 C-�ltration pour les string-linksDans 
e 
hapitre, nous �etudions le 
as des string-links `
lassiques' dansD2 � I. Rappelons que SL(n) d�esigne le mono��de des (
lasses d'isotopieambiante par rapport au bord des) string-links �a n 
ordes.5.1 Invariants de Vassiliev des string-linksCommen�
ons par rapeller quelques g�en�eralit�es sur les invariants de Vas-siliev des string-links �a n 
ordes.Soit A un groupe ab�elien, et f : SL(n)! A un invariant des string-links �an 
ordes. Si SL[k℄(n) d�esigne l'ensemble des (
lasses d'isotopies des) string-links �a n 
ordes ave
 k points singuliers, alors f peut être �etendu �a uninvariant f (k) : SL[k℄(n)! A en posant f = f (0) et la relation de r�e
uren
ef (k+1)� � = f (k)�!�� f (k)�"�:f (k) est appel�ee la kieme d�eriv�ee de f .Soit � 2 SL[k℄(n) un string-link �a n 
ordes ave
 k points doubles. L'ensembledes pr�eimages des points doubles de � (les points doubles �a la sour
e) estun sous ensemble form�e de k paires de points de Fni=1 Ii. I
i, Fni=1 Ii d�esignel'union disjointe de n 
opies orient�ees de l'intervalle unit�e I = [0; 1℄. Undiagramme de 
ordes d'ordre k est la donn�ee de Fni=1 Ii muni d'une telle
olle
tion de k paires de points reli�es par une 
orde (dans le 
as des entre-la
s, 
es diagrammes sont des 
opies de S1 reli�ees par des 
ordes). I
i, onrepr�esentera les 
opies de I (que l'on appellera les brins du diagramme) parun trait �epais et les 
ordes par un trait �n (elles sont parfois repr�esent�ees pardes pointill�es dans la litt�erature). On note Dnk l'ensemble des diagrammesde 
ordes d'ordre k, 
onsid�er�es �a di��eomorphisme pr�eservant l'orientationdes 
opies de I pr�es.Exemple 5.1.D11 = �e� ; D21 = �h ; � ; i� ;D12 = �f ; g ; d� ;D22 = �j ; k ; l ; � ; p ; � ; r ; � ;o ; n ; � ; m ; � ; q ; Ǒ� :D�e�nition 5.2. On appelle syst�eme de poids d'ordre k toute appli
ationW : Dnk ! A, o�u A est un groupe ab�elien et n � 1, 
ompatible ave
 lesrelations (1T) et (4T) (pour `1 terme' et `4 termes' respe
tivement) de la�gure 33. 91



(1T) : = 0

- (4T) : = -Fig. 33 { Les relations (1T) et (4T).Dans 
ette �gure, e repr�esente une 
orde isol�ee, disjointe des (k � 1)autres 
ordes du diagramme. Pour (4T), 
haque diagramme est identique,sauf dans une petite boule o�u 2 de leurs k 
ordes sont 
omme repr�esent�e : onappelle respe
tivement N , S, W et E 
es quatres diagrammes (voir [BN1,p. 5℄). Notons que pour n = 2, la relation (4T) devient :l =j�k =�:L'extension f (k) d'un invariant f des string-links �a n 
ordes est 
ompa-tible ave
 les relations (1T) et (4T) :f (k)(e) = 0 et f (k)(N)� f (k)(S) = f (k)(W )� f (k)(E):D�e�nition 5.3. Un invariant f : SL(n)! A des string-links �a n 
ordes estun invariant de Vassiliev de type k si f (k+1) = 0, 
'est-�a-dire si f s'annulesur tout string-link ave
 stri
tement plus de k points doubles.5.1.1 L'invariant de Casson 
2Soit L un entrela
s (non-orient�e), et S une surfa
e de Seifert 
onnexepour L : pour une base de H1(S) donn�ee, on note M la matri
e de Seifertasso
i�ee. Alors le d�eterminant det(xM � x�1MT ) est un polynôme �a 
oef�-
ients entiers en la variable z = x�x�1, not�e rL(z) : le polynôme de Conway[Ka℄. C'est un invariant des entrela
s, et il v�eri�e la relation Skein suivante :r!(z)�r"(z) = zr�(z);o�u!," et� sont des entrela
s identiques en dehors d'une petite bouledans laquelle ils sont 
omme repr�esent�es. On a rn�ud trivial = 1, et don
rL = 0 pour L un entrela
s trivial �a k > 1 
omposantes.92



Dans le 
as o�u L est un n�ud, le polynôme de Conway est de la formerL(z) = 1 + 
2z2 + 
4z4 + :::Le 
oeÆ
ient 
2 est appel�e invariant de Casson du n�ud L.Pour un string-link � �a n brins, on peut en
ore d�e�nir une notion d'in-variant de Casson. Pour tout i 2 f1; :::; ng, on appelle iieme invariant deCasson de �, not�e (
2)i(�), l'invariant de Casson de la fermeture de la iieme
orde de � : (
2)i(�) := 
2(�̂i):Invariant de Casson et C3-�equivalen
e. Etant le 
oeÆ
ient de z2 dupolynôme de Conway, l'invariant de Casson 
2 des n�uds est un invariantde Vassiliev de type 2 [BN1, Thm. 2℄, et est par 
ons�equent invariant sousC3-
hirurgie (Thm. 1.27 ; voir aussi [H, Prop. 7.1℄).Ainsi, pour tout i 2 f1; :::; ng la restri
tion de (
2)i �a SL2(n) se fa
torisepar la proje
tion SL2(n) -- SL2(n) pour donner un homomorphisme degroupes ab�eliens SL2(n) (
2)i - Z:Formule de type Lannes pour l'invariant de Casson. Soit � unstring-link �a une 
orde. A tout 
roisement x de �, on asso
ie les deux quan-tit�es �x 2 f�1;+1g et Æx 2 f0; 1g d�e�nies 
omme suit :{ �x d�esigne le signe du 
roisement. Autrement dit, �x = +1 si x =!,et �x = �1 si x =",{ Æx = 0 si le premier des deux brins se 
roisant (en suivant l'orientation)passe au dessus du se
ond, et Æx = 1 sinon.Soit W 12 : D12 ! Z le syst�eme de poids d�e�ni parW 12 (g) = W 12 (d) = 0 et W 12 (f) = 1:W 12 permet d'�etablir une formule pour l'invariant de Casson 
2 d'un string-link � �a une 
orde, qui est �a rappro
her de la formule de J. Lannes pour lesinvariants de Vassiliev de degr�e 2 des n�uds (voir [La, x4.2℄ et [T, x7.1℄).
2(�) = 1=2 Xfx;yg2P2(�)W 12 (Dx;y)�x�yjÆx � Æyj;o�u P2(�) d�esigne l'ensemble des parties �a deux �el�ements (non-ordonn�es) del'ensemble des 
roisements (d'un diagramme) de � : �a tout �el�ement fx; ygde P2(�), on asso
ie un diagramme Dx;y de D12 en 
onsid�erant le string-linksingulier obtenu en rempla�
ant x et y par des points doubles.Ce type de formule est similaire aux formules de diagrammes de Gauss,introduites (ind�ependamment) par T. Fiedler [FS, F℄ et par M. Polyak etO. Viro [PV℄. 93



5.1.2 Invariant de Vassiliev de degr�e 2 pour les string-links �adeux 
ordesOn d�e�nit un syst�eme de poids W 22 : D22 ! Z sym�etrique (i.e. W 22 nedistingue pas un diagramme de D22 de son image miroir) en posant :W 22 (m) = W 22 (q) = W 22 (n) = W 22 (p) = W 22 (r) = W 22 (o) = 0 (15)W 22 (j) = 0 ; W 22 (k) = 1 ; W 22 (l) = �1: (16)On remarque en parti
ulier que W 22 (l) = W 22 (j) �W 22 (k) : la relation(4T ) est bien v�eri��ee.On introduit �a pr�esent la notion de ra

ordement d'un string-link.D�e�nition 5.4. Soit � 2 SL(n) un string-link �a n 
ordes. On appellera

ordement de �, not�e r(�) l'�el�ement de SL(1) obtenu en atta
hant, pouri 2 f1; :::; n � 1g, l'extr�emit�e de la iieme 
orde �a l'origine de la (i + 1)ieme,de telle sorte que les `bou
les' de r(�) passent su

essivement au dessus dupremier brin de � (produisant n� 1 
roisements positifs suppl�ementaires).Un exemple est donn�e dans la �gure 34.
Fig. 34 { Le ra

ordement d'un string-link �a 4 
ordes.D�e�nition 5.5. Soit un diagramme � de string-link �a deux 
ordes. Un
roisement x de 
ette proje
tion sera dit de type 1 si les deux brins se
roisant en x appartiennent �a la même 
orde ; sinon, x est un 
roisement detype 2.A tout 
roisement x , on asso
ie deux quantit�es �x 2 f�1;+1g et Æx 2 f0; 1g
omme suit :{ �x d�esigne le signe du 
roisement.{ Æx = 8>>><>>>: 0 si, dans le ra

ordement r(�) de �, le premier des deuxbrins se 
roisant en x (en suivant l'orientation) passe audessus du se
ond,1 sinon. 94



Autrement dit, si x est de type 2, Æx = 0 si la premi�ere 
orde passe au dessusde la se
onde, et Æx = 1 sinon. Si x est de type 1, Æx = 0 si le premier brin(en suivant l'orientation) passe au dessus, et Æx = 1 sinon.On d�e�nit une appli
ation V2 : SL(2)! Q par :V2(�) = 1=2 Xfx;yg2P2(�)W 22 (Dx;y)�x�yjÆx � Æyj:Un exemple de 
al
ul est donn�e �a la �n de 
ette se
tion.Notations 5.6. Pour tout fx; yg de P2(�), on note�x;y = jÆx � Æyj et �(x; y) = W 22 (Dx;y)�x�y�x;y:Th�eor�eme 5.7. V2 est un invariant de Vassiliev de degr�e 2 des string-links�a deux 
ordes.D�emonstration. Le fait que V2 est bien un invariant des string-links �a deux
ordes (i.e. il est in
hang�e par les trois mouvements de Reidemeister) estune 
ons�equen
e du lemme 5.11, �enon
�e plus loin, qui identi�e V2(�) �a l'in-variant de Casson d'un 
ertain n�ud 
onstruit �a partir de � (
orrig�e parl'invariant de Casson des deux 
omposantes). Pour une preuve dire
te de 
efait, utilisant seulement la d�e�nition de V2, le le
teur est renvoy�e �a l'annexeA. Il reste �a montrer V2 est un invariant de Vassiliev de degr�e 2, 
'est-�a-direque la troisi�eme d�eriv�ee V (3)2 : SL[3℄(2) ! Q est nulle.Soit V (1)2 : SL[1℄(2) ! Q d�e�nie parV (1)2 � x0� = V2�!x+0 �� V2�"x�0 �;o�u x0 d�esigne un string-link ave
 un point singulier x0, et o�u!x+0 et"x�0d�esignent les string-links obtenus en d�esingularisant ave
 un 
roisement posi-tif et n�egatif respe
tivement. Remarquons que, pour tout 
roisement y 6= x�0 ,Dx+0 ;y = Dx�0 ;y = Dx0;y et que �x+0 ;y = (1��x�0 ;y), puisque Æx+0 = (1�Æx�0 ).On v�eri�e alors fa
ilement que dans tous les 
as, 
'est-�a-dire que x0 soit de
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type 1 ou 2, et o�u que se situe le 
roisement dans le string-link, on aV (1)2 � x0� = 0B�1=2 Xy 6=x+0 �(x+0 ; y) + 1=2 Xy;z 6=x+0 �(y; z)1CA�0B�1=2 Xy 6=x�0 �(x�0 ; y) + 1=2 Xy;z 6=x�0 �(y; z)1CA= 1=20B� Xy 6=x+0 W 22 (Dx+0 ;y):�x+0 :�y:�x+0 ;y1CA+ 1=2 Xy;z 6=x+0 �(y; z)�1=20B� Xy 6=x�0 W 22 (Dx�0 ;y):�x�0 :�y:�x�0 ;y1CA� 1=2 Xy;z 6=x�0 �(y; z)= 1=20�Xy 6=x0W 22 (Dx0;y):�y:�x+0 ;y + Xy 6=x0W 22 (Dx0;y):�y:(1 ��x+0 ;y)1A= 1=2 Xy 6=x0W 22 (Dx0;y):�y:(�x+0 ;y + 1��x+0 ;y)= 1=2 Xy 6=x0W 22 (Dx0;y):�y:Pr�e
isons que la notation y; z 6= x�0 d�esigne la somme sur l'ensemble des
ouples de 
roisements (y; z) tels que y 6= x�0 et z 6= x�0 .De même, la se
onde d�eriv�ee de V2 est donn�ee parV (2)2 � x0� = V (1)2 �!x+0 �� V (1)2 �"x�0 �;et don
, pour � x0 ; y0� un string-link ave
 deux points singuliers x0 ety0 :V (2)2 � x0 ; y0� = V (1)2 �!x+0 ; y0�� V (1)2 �"x�0 ; y0�= 1=20B�W 22 (Dx+0 ;y0) + Xy 6=x+0 ;y0W 22 (Dy0;y):�y1CA�1=20B��W 22 (Dx�0 ;y0) + Xy 6=x�0 ;y0W 22 (Dy0;y):�y1CA= W 22 (Dx0;y0):On 
onstate don
 que la valeur de V (2)2 sur un string-link � �a deux pointssinguliers x0 et y0 ne d�epend plus que de 
es deux points. Il r�esulte que la96



d�eriv�ee de V (2)2 est nulle. En e�et :V (3)2 � x0 ; y0 ; z0� = V (2)2 �!x0 ; y0 ; z0�� V (2)2 �"x0 ; y0 ; z0�= �W 22 (Dy0;z0)�� �W 22 (Dy0;z0)�= 0:Lemme 5.8. V2 : SL(2) ! Q est un homomorphisme de mono��des.D�emonstration. Soient � et �0 deux string-links �a 2 
ordes, et � ��0 le string-link obtenu en empilant � au dessus de �0 (voir x2.2). On a alorsP2(� � �0) = P2(�) [ P2(�0) [ ffx; yg=x 2 � et y 2 �0g| {z }P1;1 ;d'o�u V2(� � �0) = V2(�) + V2(�0) + 1=2 Xfx;yg2P1;1 �(x; y):Or, les diagrammes de 
ordes asso
i�es aux 
ouples de P1;1 sont de quatretypes : p, r, n et j, pour lesquels le syt�eme de poids W 22 est nul.Il r�esulte que V2 est bien un homomorphisme de mono��des :V2(� � �0) =V2(�) + V2(�0).Th�eor�eme 5.9. V2 est �a valeurs enti�eres.D�emonstration. Commen�
ons par remarquer de la preuve du th�eor�eme 5.7que la se
onde d�eriv�ee de V2 est �a valeurs enti�eres : pour tout string-link ave
deux points singuliers � x0 ; y0�, on a vu en e�et que V (2)2 � x0 ; y0� =W 22 (Dx0;y0) 2 Z. Ce
i implique que la premi�ere d�eriv�ee V (1)2 prend elle aussises valeurs dans Z. En e�et, 
onsid�erons un string-link �0 = � x0� ave
 unpoint singulier x0.{ Si x0 est de type 1 (appartenant, disons, �a la premi�ere 
orde), alors parune suite de 
hangements de 
roisement �0 7! �1 7! �2 7! ::: 7! �n =�f on peut toujours se ramener au string-link singulier �f de la partiegau
he de la �gure 35. Pour 
haque tel 
hangement de 
roisement �i 7!�i+1, les valeurs de V (1)2 di��erent par d�e�nition de V (2)2 � x0 ; i�, o�u i est le point singulier asso
i�e au 
hangement de 
roisement. Ainsi,V (1)2 (�i)�V (1)2 (�i+1) 2 Z, et don
 V (1)2 (�0) = V (1)2 (�f )+k ; ave
 k 2 Z.Or, V (1)2 (�f ) = V2(�+) � V2(��), o�u �+ et �� sont repr�esent�es dansla partie gau
he de la �gure 35 : V2 est nul pour 
ha
un d'eux. Il suitque V (1)2 (�0) 2 Z. 97



{ Si x0 est de type 2, alors par une suite de 
hangements de 
roisementon peut se ramener au string-link singulier �f repr�esent�e dans la partiedroite de la �gure 35, et 
omme pr�e
�edemment on a don
 V (1)2 (�0)�V (1)2 (�f ) 2 Z.Mais V (1)2 (�f ) = V2(�+)�V2(��), o�u �� est donn�e dans la partie droitede la �gure 35. Clairement, V2(�+) = 0, et V2(��) = 1=2:W 22 (j) = 0.D'o�u V (1)2 (�0) 2 Z.
σ f -σ+

;

σσ f +σ -σ Fig. 35 {De même, on montre que, pour tout string-link � �a deux 
ordes, V2(�) 2 Z :par une suite de 
hangements de 
roisements, on peut toujours se ramenerau string-link trivial 12 pour lequel V2 est nul. La di��eren
e V2(�)�V2(12) =V2(�) est une somme de termes du type V (1)2 (�0), don
 d'entiers.Une 
ons�equen
e de Lem. 5.8 et Thm. 5.9 est que V2 produit un homo-morphisme de mono��des (d�esign�e par la même notation) V2 : SL2(2) - Z.Etant un invariant de Vassiliev de degr�e 2 par Thm. 5.7, il suit alors duth�eor�eme 1.27 que V2 se fa
torise en l'homomorphisme de groupes ab�eliensSL2(2) V2- Z:Faisons �a pr�esent une observation, qui nous sera utile dans le pro
hainlemme.Remarque 5.10. Par d�e�nition, on a pour tout � 2 SL2(2), V2(�) =1=2Pfx;yg2P2(�)W 22 (Dx;y)�x�y�x;y, et par (15) et (16), 
ela �equivaut �aV2(�) = 1=2 Xfx;yg2P2(�)Dx;y=k �x�y�x;y � 1=2 Xfx;yg2P2(�)Dx;y=l ou� �x�y�x;y:On note S la se
onde somme dans 
ette expression : toute paire fx; yg
ontribuant �a la se
onde somme est telle queDx;y =l ou� , et Æx 6= Æy:Supposons par exemple que Dx;y =� ave
 Æx = 1 et Æy = 0. On est alorsdans une situation du type Fig. 36(a) - 
ette �gure repr�esentant le 
as o�u98
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(b)
1 2

(a)
1 2

xy

y y

x

1 2
(c)Fig. 36 {�x = �y = +1.Soit 
1 = �̂1 la 
ourbe ferm�ee orient�ee du plan donn�ee par la fermeture dela premi�ere 
orde du string-link, et soit 
2 la 
ourbe ferm�ee orient�ee du planform�ee par la bou
le de �2 en le 
roisement x. On v�eri�e ais�ement que, pourtout point 
 de 
1\
2, on a la formule suivante pour le nombre d'interse
tioni
 : i
 = �
:(�1)Æ
 : (17)Notons I1;2 l'ensemble des points d'interse
tions de 
1 ave
 
2, et I�1;2 lesous-ensemble des �el�ements 
 tels que i
 = (�1).Le nombre d'interse
tion 
1 � 
2 = P
2I1;2 i
 est nul : �a tout �el�ement 
 deI�1;2, on peut don
 asso
ier (de fa�
on arbitraire) un unique �el�ement 
 2 I+1;2.Dans le 
ontexte de Fig. 36(a), y 2 I�1;2 ; on 
onsid�ere don
 y 2 I+1;2 : la pairefx; yg 2 P2(�) 
ontribue pour S (Dx;y = l), et d'apr�es (17) il y a deuxpossibilit�es pour que iy = (+1) :Cas 1 : �y = ��y et Æy = Æy - voir Fig.36(b).Cas 2 : �y = �y et Æy = 1� Æy - voir Fig.36(
).Ainsi, les termes 
ontribuant �a S viennent par 
ouples (fx; yg; fx; yg), lapaire (y; y) �etant dans un des deux 
as 
i-dessus.Nous allons maintenant identi�er l'invariant V2 en termes d'invariants
lassiques des n�uds. Etant donn�e un string-link � = �1[�2 �a deux 
ordes,on appelle bou
lage de �, not�e B�, le n�ud bas�e obtenu en identi�ant lesextr�emit�es sup�erieures, d'une part, et inf�erieures d'autre part, de �.19 Onmunit le n�ud ainsi obtenu de l'orientation induite par la 
orde �1 (qui estl'inverse de 
elle induite par �2), le point base de B� �etant donn�e par lesextr�emit�es inf�erieures des 
ordes. Un exemple est donn�e dans la �gure 37.Lemme 5.11. Soit � = �1 [ �2 un string-link �a deux 
ordes. Alors, l'inva-riant V2 de � est donn�e par la formule :V2(�) = 
2 (b(�))� 
2(�1)� 
2(�2):D�emonstration. Pour tout 
roisement x de �, on note le 
roisement asso
i�ede B� par une majus
ule : X 2 P(B�). On 
onstate que :19Cette 
onstru
tion est 
onnue dans la litt�erature sous le nom de plate.99



��

������Fig. 37 { Le bou
lage d'un string-link �a deux 
ordes.{ Si x est de type 1, appartenant �a �1, on a �X = �x et ÆX = Æx.{ Si x est de type 1, appartenant �a �2, on a �X = �x et ÆX = (1� Æx).{ Si x est de type 2, on a �X = ��x et ÆX = Æx.Cal
ulons l'invariant de Casson de B�, 
'est-�a-dire l'invariant de Casson dustring-link �a une 
orde obtenu en 
oupant B� au niveau du point base.
2 (B�) = 1=2 XfX;Y g2P2(B�)W 12 (DX;Y )�X�Y�X;Y ;= 1=2 XfX;Y g2P2(B�)=DX;Y =f�X�Y�X;Y ;o�u on rappelle que �X;Y = ÆX(1 � ÆY ) + ÆY (1 � ÆX). On observe que lespaires fX;Y g 2 P2(B�) telles que DX;Y =f sont r�ealis�ees par les fx; yg 2P2(B�) telles que Dx;y =m ou� ouk oul ou�.Si Dx;y = m, x et y sont deux 
roisements de type 1 sur la premi�ere
orde de � : �X�Y�X;Y = �x�y[Æx(1� Æy) + Æy(1� Æx)℄ = �x�y�x;y.On a don
 1=2 Xfx;yg2P2(�)=Dx;y=m �X�X�X;X = 
2(�1);l'invariant de Casson de la premi�ere 
orde de �.Si Dx;y =�, x et y sont deux 
roisement de type 1 sur la deuxi�eme 
orde :�X;Y = �x;y, 
ar les deux `Æ' sont 
hang�es, et don
 : �X�Y�X;Y = �x�y�x;y.Il suit que 1=2 Xfx;yg2P2(�)=Dx;y=� �X�X�X;X = 
2(�2):On a don

2 (B�) = 
2(�1) + 
2(�2) + 1=2 Xfx;yg2P2(�)Dx;y=k oul ou� �X�Y�X;Y :On note S le troisi�eme terme de 
ette expression :montrons que S est �egal �a V2(�) = 1=2PDx;y=k oul ou��(x; y).100



Tout d'abord, on observe que le diagrammek fait intervenir une pairede 
roisements fx; yg de type 2 : les `�' sont 
hang�es, mais pas les `Æ'. On adon
 �(x; y) = W 22 (Dx;y)�x�y�x;y = (+1)(��X)(��Y )�X;Y .De même, si Dx;y =l, alors x est de type 1 sur la premi�ere 
orde et y estde type 2 :�(x; y) = (�1)�x�y�x;y = (�1)�X(��Y )�X;Y = �X�Y�X;Y .On a don
 XDx;y=k oul�(x; y) = XDx;y=k oul �X�Y�X;Y :Il reste don
 �a montrer queXDx;y=��(x; y) = XDx;y=��X�Y�X;Y : (18)On a vu dans la remarque 5.10 qui pr�e
�ede 
e lemme que les termes
ontribuant �a une telle somme viennent par 
ouples (fx; yg; fx; yg) tels queDx;y = Dx;y =� (i.e. y est de type 2) et d'un des deux 
as suivant :Cas 1 : �y = ��y et Æy = Æy.Dans 
e 
as, �(x; y) + �(x; y) = (�1)�x�y�x;y + (�1)�x(��y)�x;y = 0.D'autre part,8><>: �X = �x et ÆX = (1� Æx) , (
ar x est de type 1 sur �2),�Y = ��y et ÆY = Æy , (
ar y est de type 2),�Y = ��y = �y et ÆY = Æy = Æy:D'o�u�X�Y�X;Y + �X�Y�X;Y = �x(��y)[(1 � Æx)(1� Æy) + ÆxÆy℄+�x�y[(1� Æx)(1� Æy) + ÆxÆy℄= 0:On a don
 �(x; y) + �(x; y) = �X�Y�X;Y + �X�Y�X;Y (= 0).Cas 2 : �y = �y et Æy = (1� Æy).Alors �(x; y) + �(x; y) = (�1)�x�y�x;y + (�1)�x�y(1��x;y) = ��x�y.Par ailleurs,8><>: �X = �x et ÆX = (1� Æx);�Y = ��y et ÆY = Æy;�Y = ��y = ��y et ÆY = Æy = (1� Æy):On a don
 �X;Y = (1��x;y) et �X;Y = �x;y. Il suit que�X�Y�X;Y + �X�Y�X;Y = �x(��y)(1��x;y) + �x(��y)�x;y= ��x�y:101



Dans le Cas 2, on obtient don
 �a nouveau l'�egalit�e �(x; y) + �(x; y) =�X�Y�X;Y + �X�Y�X;Y .Les termes 
ontribuant aux sommes (de gau
he et de droite) de (18) viennentdon
 par 
ouples dont les sommes 
o��n
ident : �(x; y)+�(x; y) = �X�Y�X;Y+�X�Y�X;Y . L'�egalit�e (18) est don
 v�eri��ee, 
e qui a
h�eve la preuve.Remarque 5.12. Nous avons d�eja dit que 
e lemme implique que V2 estbien un invariant des string-links �a deux 
ordes. On peut montrer que le faitque V2 est un invariant de Vassiliev de degr�e 2 est aussi une 
ons�equen
e de
e r�esultat. Il apparait don
 que le lemme 5.11 implique les th�eor�emes 5.7et 5.9.Exemple 5.13. Nous d�etaillons i
i le 
al
ul de l'invariant V2 pour la versionstring-link de l'entrela
s de Whitehead wji, repr�esent�ee 
i-dessous.
j

1

2

3
4

5

6

i

On num�erote les 
roisements de wji 
omme indiqu�e dans la �gure. On aalors : �1 = �4 = �5 = �6 = �1 ; �2 = �3 = +1Æ1 = Æ2 = Æ5 = 1 ; Æ3 = Æ4 = Æ6 = 0:L'expression de V2(wji) se r�eduit don
 �a la sommeV2(wji) = 1=2 ��W 22 (D1;3) +W 22 (D1;4) +W 22 (D1;6) +W 22 (D2;3)�W 22 (D2;4)�W 22 (D2;6)�W 22 (D3;5) +W 22 (D4;5) +W 22 (D5;6)� :De plus, les diagrammes de 
ordes asso
i�es aux �el�ements de P2(wji) sont :D1;2 = D1;3 = D2;3 =k ; D1;4 = D2;4 = D3;4 =j ; D5;6 =ǑD1;5 = D1;6 = D4;5 = D4;6 =� ; D2;5 = D2;6 = D3;5 = D3;6 =�:Il suit queV2(wji) = 1=2(�1 + 0 + 0 + 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + 0) = 1:Ce 
al
ul peut aussi s'e�e
tuer simplement ave
 le lemme 5.11 :V2(wji) = 
2 (b(wji))� 
2(
orde i)� 
2(
orde j) = 1 + 0 + 0 = 1:En e�et, 
ha
une des deux 
ordes, 
onsid�er�ee individuellement, est le string-link trivial �a une 
orde, et le bou
lage de wji est le n�ud de tr�e
e.102



5.1.3 Invariants de MilnorNous terminons 
ette se
tion sur les invariants de Vassiliev des string-links par un mot sur les invariants de Milnor, d�e�nis dans la se
tion pr�e
�eden-te. Il est 
onnu ([BN2℄, [Lin℄) que les invariants de Milnor de longueur k+1sont des invariants de Vassiliev d'ordre k. Le r�esultat suivant de K. Habiroest don
 une 
ons�equen
e du th�eor�eme 1.27 :Th�eor�eme 5.14. [H, Thm. 7.2℄ Pour k; n � 1, les �-invariants de Milnorde longueur k+1 des string-links �a n brins dans D2� I sont des invariantsde Ck+1-�equivalen
e.5.2 Cara
t�erisation de la C2-�equivalen
e pour les string-linksAppli
ation de 
hirurgie pour SL1(n)Soit A1(n) le groupe ab�elien libre engendr�e par les segments (
'est-�a-dire les graphes 
onstitu�es de deux sommets reli�es par un 
ôt�e)20 dont lessommets sont 
olori�es par l'ensemble (n) := fx1; :::; xng, sujets �a la relationsuivante Si i = j, I[xi; xj ℄ = 0,o�u I[xi; xj℄ d�esigne le segment dont un sommet est 
olori�e par xi et l'autrepar xj (la notation est en parti
ulier sym�etrique : I[xi; xj ℄ = I[xj ; xi℄).On d�e�nit une appli
ation de 
hirurgie'1 : A1(n)! SL1(n)
omme suit : pour 
haque g�en�erateur I[xi; xj ℄ de A1(n), xi; xj 2 (n), on
onsid�ere dans (D2 � f0g) � �(D2 � I) les disques Di et Dj voisinagesdes points standards xi et xj. Ces disques sont munis d'une orientationnaturelle sur (un 
ollier de) leur bord, en 
onsid�erant le ve
teur normalsortant en 
haque point du bord. On pousse le disque Di �a l'int�erieur de(D2 � I) le long de la iieme 
orde fxig � I de 1n, de telle sorte que 
ette
orde interse
te toujours (transversalement) Di en son 
entre, et on fait demême pour Dj . Puis, on 
onne
te 
es deux disques par une bande de tellesorte que l'orientation de la bande est 
ompatible en ses deux extr�emit�esave
 les orientations des disques. La surfa
e obtenue est un 
lasper basiquestri
t (et simple) pour 1n. On note �(I[xi; xj ℄) 
e 
lasper basique :'1(I[xi; xj ℄) := (1n)�(I[xi;xj ℄)est alors le string-link �a n 
ordes obtenu du string-link trivial par 
hirurgiele long de �(I[xi; xj ℄).Th�eor�eme 5.15. '1 : A1(n)! SL1(n) est bien d�e�nie, et surje
tive.20Ces graphes sont souvent appel�es struts dans la litt�erature.103



D�emonstration. Il nous faut tout d'abord voir que l'appli
ation '1 est ind�e-pendante du 
hoix du plongement � : 
e
i est assur�e par le fait que, si onnote e le 
ôt�e d'un 
lasper basique stri
t C pour 1n dans (D2� I), la 
lassede C2-�equivalen
e de (1n)C n'est pas modi��ee lorsque l'on glisse e sur unn�ud en bande de (D2n � I) (Lem. 1.34 et Rem. 1.35).Par ailleurs, '1 est 
ompatible ave
 la relation I[xi; xi℄ = 0, 8 i : d'apr�es
e que l'on vient de dire, le 
lasper �(I[xi; xi℄) peut être 
hoisi tel que lestring-link obtenu de 1n par 
hirurgie sur �(I[xi; xi℄) est isotope �a 1n (il adeux bou
les positives ou n�egatives sur sa iieme 
orde).On a don
 une appli
ation bien d�e�nie, et surje
tive, puisque le groupeab�elien SL1(n) est engendr�e par les string-links (1n)C , o�u C est un 
lasperbasique 
onnexe.Preuve du th�eor�eme 2.18On va 
onstruire un inverse �a gau
he pour '1. Pour 
ela, on d�e�nit uneappli
ation �2 : SL1(n)! A1(n) par�2(�) = � X1�i<j�n�ij(�)Ii;j ;o�u �ij(�) d�esigne le deuxi�eme nombre de Milnor des 
ordes �i et �j :�ij(�) = lk(�i; �j) (voir x4.2.4). D'apr�es le th�eor�eme 5.14, �2 se fa
toriseen l'homomorphisme de groupes ab�eliens�2 : SL1(n)! A1(n):Soit Ii;j := I[xi; xj ℄ un g�en�erateur de A1(n) : '1(Ii;j) est le string-linkobtenu de 1n par 
hirurgie le long d'un 
lasper basique dont la premi�erefeuille disqu�ee interse
te 1n en un unique point appartenant �a la iieme 
orde,et la se
onde en un unique point appartenant �a la jieme 
orde. '1(Ii;j) �etant
onsid�er�e �a C2-�equivalen
e pr�es, on peut supposer que le 
ôt�e du 
laspern'est pas nou�e et n'enla
e pas le string-link (Lem. 1.34) : '1(Ii;j) est don

omme dans la �gure 
i-dessous.Clairement, on a �mn('1(Ii;j)) = �1 pour (m;n) = (i; j), et 0 sinon. Il suit
... ...... ...

j1 ni

...

n1 i j

... ...

que �2 Æ '1(Ii;j)) = Ii;j pour tout g�en�erateur Ii;j de A1(n).De plus, on d�eduit de 
e qui pr�e
�ede que �2 est bien surje
tif (pour toutg�en�erateur Ii;j de A1(n), on a en e�et d�e
rit un �el�ement de SL1(n) qui estenvoy�e sur Ii;j par �2). Ce
i montre que '1 est un isomorphisme.104



Preuve du Lemme 2.20Le th�eor�eme 2.18 montre que SL1(n) est isomorphe, 
omme groupeab�elien, �a l'espa
e de diagrammes A1(n) engendr�e par les segments dontles sommets sont 
olori�es par des �el�ements (distin
ts) de (n). D'autre part,on a une pr�esentation en termes de g�en�erateurs et relations du groupe P(n)des tresses pures �a n brins ([MKS, p. 174℄) : P(n) est engendr�e par l'en-semble des Ai;j (repr�esent�e dans la �gure 
i-dessous), pour 1 � i < j � n,et les relations sont les suivantes :
...

j

......

i

Ar;sAi;kA�1r;s = Ai;k , si s < i ou k < r,Ak;sAi;kA�1k;s = A�1i;sAi;kAi;s , si i < k < s,Ar;kAi;kA�1r;k = A�1i;kA�1i;rAi;kAi;rAi;k , si i < r < k,Ar;sAi;kA�1r;s = A�1i;sA�1i;rAi;sAi;rAi;kA�1i;rA�1i;sAi;rAi;s , si i < r < k < s.L'ab�elianis�e de P(n) est don
 le groupe ab�elien libre engendr�e par les Ai;j(1 � i < j � n), qui est 
lairement isomorphe �a l'espa
e de diagrammesA1(n) et don
 �a SL1(n).5.3 Cara
t�erisation de la C3-�equivalen
e pour les string-links5.3.1 Appli
ation de 
hirurgie pour SL2(n)L'espa
e de diagrammes A2(n). On note A2(n) le groupe ab�elien libreengendr�e par les graphes en forme de Y dont le 3-sommet est muni d'unordre 
y
lique sur les 
ôt�es in
idents et dont les 1-sommets sont 
olori�es par(n) = fx1; :::; xng, l'ensemble des 1-sommets portant la même 
ouleur �etant(le 
as �e
h�eant) muni d'un ordre total,21 sujets aux relationsAntisym�etrie (AS) :Si i 6= j, Y[xi;xj ; :::℄ = �Y[xj ;xi; :::℄,Antisym�etrie 2 (AS2) :Y[(xi; n1); (xi; n2); :::℄ = �Y[(xi; n2); (xi; n1); :::℄,Bi-sym�etrie (BS) :Si i 6= j, Y[(xi; n1); (xi; n2);xj ℄ = Y[(xj; n1); (xj ; n2);xi℄,21Plus pr�e
is�ement, on ajoute une se
onde �etiquette sur 
es 1-sommets, prise (sansr�ep�etition) dans f1; 2; 3g. 105



pour tout xi, xj 2 (n) et pour tout n1 6= n2 2 f1; 2; 3g.L'appli
ation de 
hirurgie '2. Pour 
haque g�en�erateurYi;j;k := Y[(xi; ni); (xj ; nj); (xk; nk)℄de A2(n), on 
onsid�ere dans la partie sup�erieure du bord (D2 � f0g) ��(D2�I) les disques Di, Dj et Dk, voisinages des points standards. Commedans x5.2, on observe que 
es disques sont munis d'une orientation naturellesur (un 
ollier de) leur bord, en 
onsid�erant le ve
teur normal sortant en
haque point du bord. Puis, on pousse 
es disques �a l'int�erieur de (D2 � I)dans l'ordre pres
rit par la se
onde �etiquette. Autrement dit, si xi = xjet ni < nj, le disque Dj se trouve au dessus de Di dans (D2 � I). Onpousse les disques �a l'int�erieur de (D2 � I) le long des 
ordes de 1n, laiieme (resp. jieme et kieme) 
orde interse
tant toujours (transversalement)Di (resp. Dj et Dk) en son 
entre. On 
hoisit ensuite un disque D plong�edans l'int�erieur de (D2 � I), disjoint des autres disques et de 1n, que l'onoriente de fa�
on arbitraire, et on le 
onne
te aux Di par des bandes ei dans1D2 n1n. On demande que 
es bandes soient 
ompatibles ave
 les orientationsdes di��erents 
onstituants, ainsi qu'ave
 l'ordre 
y
lique (i; j; k). On obtientainsi un 
lasper de C-degr�e 2, simple et stri
t pour 1n, not�e ��Yi;j;k�.Notons '2�Yi;j;k� := (1n)�(Yi;j;k) le r�esultat de la 
hirurgie sur 1n le long de��Yi;j;k�.Th�eor�eme 5.16. La 
lasse de C3-�equivalen
e de (1n)�(Yi;j;k) est ind�ependantedu 
hoix de �. On d�e�nit ainsi une appli
ation surje
tive :A2(n) '2-- SL2(n):D�emonstration. Comme dans la preuve du th�eor�eme 3.6, l'ind�ependan
e parrapport aux 
hoix de D, de son orientation et des 
ôt�es ei d�e
oule des deuxfaits suivants. Soit G un 
lasper stri
t de C-degr�e 2 pour un string-link �,alors :Fait 1 La 
lasse de C3-equivalen
e de �G n'est pas modi��ee lorsque l'on faitla somme 
onnexe d'un 
ôt�e de G ave
 un n�ud en bandes de 1D2 n1n(Lem. 1.34 et Rem. 1.35).Fait 2 La 
lasse de C3-equivalen
e de �G est invers�ee lorsque l'on e�e
tueun demi-twist sur un 
ôt�e de G (voir Rem. 2.27).Il suit que (1n)�(Yi;j;k) est ind�ependante du 
hoix de �.Montrons maintenant que '2 est 
ompatible ave
 les relations de A2(n). Lesrelations (AS) et (AS2) se montrent dans SL2(n) par le Fait 2, au vu del'observation suivante (illustr�ee par la �gure 38) : une inversion de l'ordre
y
lique sur le 3-sommet d'un diagramme Y est r�ealis�ee par l'isotopie de�(Y) qui 
onsiste en un demi-twist sur 
ha
un des trois 
ôt�es in
idents.106



isotopie2 1

3 3

2 1

Fig. 38 {Pour (BS), remarquons que le diagramme Y[(xj ; 1); (xj ; 2); (xi; 3)℄ ; n1 < n2(resp. Y[(xi; 1); (xi; 2); (xj ; 3)℄) est envoy�e sur le string-link wij (resp. wji)dont les brins i et j forment un entrela
s de Whitehead dans des rolessym�etriques (voir Figure 39). Or, de même que sa fermeture, la version
ji i j ji 

isotopie

i j Fig. 39 { Les string-links wij et wji.string-link de l'entrela
s de Whitehead a la propri�et�e remarquable d'êtresym�etrique, au sens o�u il existe une isotopie �e
hangeant ses 
omposantes.En�n, le fait que le groupe ab�elien SL2(n) est engendr�e par les (�)G o�uG est un arbre de C-degr�e 2, simple, stri
t et 
onnexe (qui se montre pardes 
al
uls de 
laspers standards) montre que '2 est surje
tive.5.3.2 Preuve du th�eor�eme 2.21Jusqu'i
i, on a montr�e (x5.3.1) qu'il existe un espa
e de diagrammesA2(n) et une appli
ation de 
hirurgie surje
tive '2 : A2(n) - SL2(n). Onva maintenant �etablir l'isomorphisme � : A2(n) - �3H � S2H annon
�edans x2.2.3, puis d�e�nir (ave
 les invariants �etudi�es dans x5.1) l'homomor-phisme (�3; V2; 
2) : SL2(n) - �3H � S2H tel que (�3; V2; 
2) Æ '2 = �.L'isomorphisme �. Soit A2;k(n) � A2(n) le sous-groupe engendr�e par lesdiagrammes dont les 1-sommets sont 
olori�es ave
 k �el�ements distin
ts de(n). Les relations dans A2(n) sont gradu�ees : on a 
lairement22A2(n) = A2;3(n)� A2;2(n)� A2;1(n): (19)22Notons que, les diagrammes de A2;3(n) �etant 
olori�es par trois �el�ements distin
ts de(n), il n'y a pas d'ordre sur les 1-sommets, et don
 pas de se
onde �etiquette.107



Etant donn�es deux entiers distin
ts ni et nj, on d�e�nit "i;j 2 f�1;+1g par"i;j = nj�nijnj�nij . De plus, pour tout 1 � ni 6= nj 6= nk � 3, on note "ijk le signede la permutation " 1 2 3ni nj nk #.Soit � : A2(n)! �3H � S2H l'appli
ation d�e�nie par�(Y[x1;x2;x3℄) = x1 ^ x2 ^ x3 sur A2;3(n);�(Y[(x1; ni); (x1; nj);x2℄) = "i;j :(x1 
 x2) sur A2;2(n);�(Y[(x1; ni); (x1; nj); (x1; nk)℄) = "ijk:(x1 
 x1) sur A2;1(n):Lemme 5.17. � est un isomorphisme de groupes ab�eliens.D�emonstration. On v�eri�e ais�ement ave
 les relations (AS), (AS2) et (BS)(voir x5.3.1) que � est bien d�e�nie, et don
 surje
tive. De plus,{ Par la relation (AS), on voit que A2;3(n) a pour base l'ensemble desY de la forme Y[xi;xj ;xk℄, ave
 i < j < k. C'est don
 un Z-modulelibre de rang Cn3 , qui est envoy�e (par �) sur �3H : la restri
tion de � �aA2;3(n) est un �epimorphisme entre deux Z-modules de rang Cn3 , don
un isomorphisme.{ Les relations (AS2) et (BS) impliquent que A2;2(n) (respe
tivementA2;1(n)) a pour base les Y[(xi; n); (xi;m);xj ℄, ave
 i < j et n < m(resp. les n diagrammes Y de la forme Y[(xi; 1); (xi; 2); (xi; 3)℄).A2;2(n)�A2;1(n) est don
 un Z-module libre de rang Cn2 +n = n(n�1)2 +n = n2+n2 = rg(S2H), que � envoie surje
tivement sur S2H. Il suitque A2;2(n)� A2;1(n) ' S2H via �.D�emonstration du th�eor�eme 2.21. Soit(�3; V2; 
2) : SL2(n) - �3H � S2Hl'appli
ation qui envoie tout �el�ement � 2 SL2(n) surX1�i<j<k�n�ijk(�):ei^ej^ek+ X1�i<j�nV2(�i[�j):ei
ej+ X1�i�n(
2)i(�):ei
ei;o�u on rappelle que �i d�esigne la iieme 
orde de �. Cette appli
ation est biend�e�nie.D'apr�es x5.1.1 et les th�eor�emes 5.14 et 5.7, (�3; V2; 
2) se fa
torise en l'ho-momorphisme de groupes ab�eliens(�3; V2; 
2) : SL2(n) - �3H � S2H:Le lemme suivant est la derni�ere �etape de la d�emonstration du th�eor�eme2.21 : il implique en e�et que '2 et (�3; V2; 
2) sont des isomorphismes.108



Lemme 5.18. Le diagramme suivant est 
ommutatif.A2(n) '2-- SL2(n)�����'� R�3H � S2H(�3; V2; 
2)?D�emonstration. Soit Y un g�en�erateur de A2(n). Voyons que, quel que soit letype de g�en�erateur 
onsid�er�e (au sens de la d�e
omposition (19)), on a bien(�3; V2; 
2) Æ '2(Y) = �(Y).Y 2 A2;3(n) : Y est don
 de la forme Y[xi;xj ;xk℄, ave
 xi 6= xj 6= xk 2 (n),montrons que (�3; V2; 
2) Æ '2(Y) = ei ^ ej ^ ek 2 �3H.Un repr�esentant de '2(Y) 2 SL2(n) est le string-link �ijk obtenu de 1nen faisant la somme 
onnexe des brins �i, �j et �k ave
 les trois 
ompo-santes d'un entrela
s borrom�een. En e�et, on rappelle de l'exemple 1.19qu'un C2-mouvement simple est r�ealis�e par une telle somme 
onnexe(voir Fig. 9 dans l'exemple 1.19).On a don
 �ab
(�ijk) = 1 pour (a; b; 
) = (i; j; k), et 0 sinon. De plus, V2est nul pour le string-link form�e par toute paire de 
ordes de �ijk (onobtient toujours le string-link trivial 12). De même, les invariants deCasson 
2 sont tous nuls. Il r�esulte que (�3; V2; 
2)Æ'2(Y) = ei^ej^ek.Y 2 A2;2(n) : Y est de la forme Y[(xi;m); (xi; n);xj ℄ ; xi 6= xj et m < n.Un repr�esentant de '2(Y) est alors le string-link wij dont les brins iet j forment un entrela
s de Whitehead (voir Fig. 30(b)). On a vudans l'exemple 5.13 que, pour un tel string-link �, V2(�i [ �j) prendla valeur 1. V2 vaut 0 pour toute autre paire de 
ordes, puisqu'on esttoujours dans le 
as ou au moins une des 
omposantes est isol�ee, etles triples nombres de Milnor sont tous nuls pour 
ette même raison.En�n, tous les invariants de Casson s'annulent.On obtient don
 : (�3; V2; 
2) Æ '2(Y) = ei 
 ej = �(Y) 2 S2HY 2 A2;1(n) : Y est alors de la forme Y[(xi; n); (xi;m); (xi; p)℄ ; m < n < p.Son image '2(Y) a pour repr�esentant le string-link Ti qui di��ere de1n par une 
opie du n�ud de tr�e
e sur la iieme 
omposante (voir Fig.30(
)). Clairement, tous les triples nombres de Milnor et les invariantsde V2 s'annulent sur Ti. En revan
he, l'invariant 
2 de la iieme 
ordede Ti vaut 1, 
omme invariant de Casson du n�ud de tr�e
e, et biensûr 0 sur les autres 
ordes.On a don
 (�3; V2; 
2) Æ '2(Y) = ei 
 ei = �(Y) 2 S2H.Ce
i a
h�eve la preuve du lemme 5.18, et don
 du th�eor�eme 2.21.109



5.4 Lien entre C-�ltration et Y -�ltration pour les string-links.Dans 
ette se
tion, on va 
onfronter les deux relations d'�equivalen
e 
hi-rurgi
ales sur les string-links induites par la th�eorie des 
laspers : la Yk-�equivalen
e pour les string-links fram�es des boules d'homologie et la Ck-�equivalen
e pour les string-links dans D2 � I = 1D2 . En parti
ulier, ond�emontre i
i le th�eor�eme 2.23.Rappelons les notations utilis�ees dans les se
tions pr�e
�edentes :SLhbk (n) = f(M;�) �Yk (1D2 ; 1n)g � SLhb(n) , et SLhbk (n) = SLhbk (n)=Yk+1;SLk(n) = f� �Ck 1ng � SL(n) , et SLk(n) = SLk(n)=Ck+1:Dans 
ette se
tion, H d�esigne le premier groupe d'homologie H0;n+1 =H1(�0;n+1;Z) du disque �a n trous, et H(2) = H 
 Z2. De même, on note Ple groupe ab�elien P0;n+1 = H1 �F1�0;n+1 ;Z� (voir x3.1.2).On a vu dans x4 l'isomorphisme (non 
anonique) de groupes ab�eliensSLhb1 (n) ' �3H � �2H(2) � H(2) � Z2, o�u la partie Z2 est donn�ee par le�-invariant de Ro
hlin. On a don
 la d�e
ompositionSLhb1 (n) = SL(0)1 (n) [ SL(1)1 (n);o�u SL(�)1 (n) (� = 0; 1) est le sous-ensemble de SLhb1 (n) des �el�ements (M;�)tels que R(M) = �.En parti
ulier, SL(0)1 (n) est un sous-groupe, et on a 
lairement l'isomor-phisme SL(0)1 (n) ' �3H � �2H(2) �H(2);donn�e par le triple nombre de Milnor et les invariants de Sato-Levine et deArf. Plus pr�e
is�ement, 
et isomorphisme est r�ealis�e par l'appli
ationSL(0)1 (n) (�3 ;�(2);a)- �3H � �2H(2) �H(2)d�e�nie par (�3; �(2); a)(M;�) = X1�i<j<k�n�ijk(M;�):ei ^ ej ^ ek+ X1�i<j�n�(2)ij (M;�):eri ^ erj + X1�i�n ai(M;�):eri ;o�u B = feigni=1 est la base de H introduite dans x4.3, et o�u eri d�esignel'�el�ement r�eduit modulo 2.Rappelons que A1(P ) est le groupe ab�elien libre engendr�e par les dia-grammes en forme de Y, dont le 3-sommet est muni d'un ordre 
y
lique et110



dont les 1-sommets sont 
olori�es par des �el�ements de P , modulo les relationsMultilin�earit�e et Glissement (voir x3.1.1).On note A(�)1 (P ) (pour � 2 f0; 1g), le sous-ensemble de A1(P ) engendr�e parles diagrammes Y[(h1; "1); (h2; "2); (h3; "3)℄ tels que "1:"2:"3 = �.23 On aA1(P ) = A(0)1 (P ) [A(1)1 (P ):L�a en
ore, A(0)1 (P ) est un sous-groupe et il est 
lair d'apr�es la preuve dulemme 3.9 que � induit un isomorphisme�(0) : A(0)1 (P ) '- �3H � �2H(2) �H(2):On rappelle de x4.1 l'appli
ation de 
hirurgie � : A1(P ) - SLhb1 (n).� est surje
tive. Il suit de 
e qu'on a vu dans les se
tions pr�e
�edentes que le�-invariant de �(Y) est nul si et seulement si Y 2 A(0)1 (P ) : � induit don
une appli
ation surje
tiveA(0)1 (P ) �(0)-- SL(0)1 (n):Il suit de x4.3 que le diagramme suivant est 
ommutatif .A(0)1 (P ) �(0) -- SL(0)1 (n)�����'�(0) R�3H � �2H(2) �H(2):(�3; �(2); a)?�(0) est don
 un isomorphisme.Rappelons par ailleurs que A2(n) est le groupe ab�elien libre engendr�epar les diagrammes en forme de Y, dont le 3-sommet est muni d'un ordre
y
lique et dont les 1-sommets sont 
olori�es par fx1; :::; xng, munis d'unordre sur les 1-sommets de même 
ouleur, modulo les relations (AS), (AS2)et (BS) (voir x5.3.1). On d�e�nit une appli
ationA2(n) d- A(0)1 (P )qui 
onsiste �a oublier l'ordre sur les 1-sommets : on envoie le g�en�erateurY[(xi; ni); (xj ; nj); (xk; nk)℄ de A2(n) sur le diagramme Y[(ei; 0); (ej ; 0); (ek ; 0)℄,23On rappelle de Rem. 3.5 que P est isomorphe �a l'extension 
entrale de H par Z2, le2-
o
y
le asso
i�e �etant la r�edu
tion mod 2 de la forme d'interse
tion sur �.
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o�u ei 2 B. Clairement, le diagramme suivant est 
ommutatifA2(n) �2' - �3H � S2H
A(0)1 (P )d ? '�(0)- �3H � �2H(2) �H(2);f??o�u f est l'appli
ation surje
tivef : �3H � S2H -- �3H � �2H(2) �H(2)donn�ee par l'identit�e sur �3H, et sur S2H par( f(ei 
 ej) = eri ^ erj si i 6= j,f(ei 
 ei) = eri sinon.Il suit que d est elle aussi surje
tive.On d�e�nit en�n une appli
ationSL2(n) T- SL(0)1 (n)de la fa�
on suivante. Etant donn�e un g�en�erateur � de SL2(n), on 
onsid�ere

����
����
����

����
����
����

feuillefeuille disquée

Fig. 40 { L'appli
ation T .l'arbre de 
lasper G� de C-degr�e 2 stri
t pour 1n 2 1D2 tel que � est obtenude 1n par 
hirurgie sur G� : T 
onsiste alors �a trouer 
haque feuille disqu�eede G�, 
'est-�a-dire enlever un petit disque d tel que 1n interse
te la feuilledisqu�ee �a l'int�erieur de d ; on munit de plus le string-link 1n du framing nul.Comme le montre la �gure 40, perforer une feuille disqu�ee de G� produitune feuille : G� devient un Y-graphe ~G�, 
'est-�a-dire un 
lasper Y -degr�e 1a

eptable pour 1n dans D2 � I, etT (�) := (1D2 ; 1n) ~G� :On remarque que l'appli
ation T a un noyau qui est non trivial ; un exempleest donn�e dans la �gure 
i-dessous. 112
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Prop 1.11

Il suit des d�e�nitions des appli
ations de 
hirurgie '2 et �(0) que l'on a lediagramme 
ommutatif suivantA2(n) '2- SL2(n)
A(0)1 (P )d?? �(0)- SL(0)1 (n);T?d'o�u l'on d�eduit que l'appli
ation T est surje
tive. Ce
i d�emontre la premi�erepartie du th�eor�eme 2.23.On peut r�esumer 
e qui a �et�e dit dans 
ette se
tion par le diagramme
ommutatif suivant, dont les 
�e
hes des triangles sup�erieurs et inf�erieurssont des isomorphismes, et les 
�e
hes verti
ales des �epimorphismes.A2(n) '2 - SL2(n)������2 R 	�����(�3; V2; 
2)�3H � S2H

A(0)1 (P )
d ?? �(0)- SL(0)1 (n)

T??������(0) R 	�����(�3; �(2); a)�3H � �2H(2) �H(2)
f
??Une 
ons�equen
e de la 
ommutativit�e de 
e diagramme est que les appli
a-tions (�3; V2; 
2) et (�3; �(2); a) 
o��n
ident via l'appli
ation surje
tive T (etf). En parti
ulier, on observe don
 que la r�edu
tion modulo 2 de l'invariantV2 
o��n
ide ave
 �(2), la r�edu
tion modulo 2 de l'invariant de Sato-Levine :V2 � � (mod 2).113



Cependant, 
es invariants sont di��erents : si on note � le string-link �a deux
ordes repr�esent�e 
i-dessous, on v�eri�e par exemple que V2(�) = 0 tandisque �(�) = 2.
σ
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A L'invariant de Vassiliev V2.On se propose i
i de d�emontrer que l'invariant V2 d�e�ni dans x5.1.2est bien un invariant des string-links �a deux 
ordes, autrement dit qu'ilest in
hang�e par les trois mouvements de Reidemeister (voir Figure 41).Comme on l'a dit dans la preuve du th�eor�eme 5.7, 
e
i peut être vu 
omme
RI

b 1

b 3b 2 b 1

b 2b 3

y

RII

c 2

c 1’

c 2’

c 1

RIII

z
x’y’

z’
xFig. 41 { Les 3 mouvements de Reidemeisterun 
orollaire du lemme 5.11. Les quelques pages qui suivent le d�emontrent�a partir de la seule d�e�nition de V2. Les notations de la se
tion 5.1 serontadopt�ees.Tout d'abord, il est 
lair que V2 ne 
hange pas par RI, puisqu'il faitintervenir un point double du type e qui n'enla
e au
un autre : W 22 estnul pour les diagrammes de 
ordes 
ontenant une telle 
orde par (15) (
'estla relation (1T) : W (e) = 0).Le mouvement RII fait intervenir deux 
roisements su

essifs 
1 et 
2 telsque �
1 = ��
2 et Æ
1 = Æ
2 . Ainsi, �(
1; 
2) = 0 = �(
01; 
02). On v�eri�e de plusque, lorsqu'on regarde les 
roisements x 6= 
i (i = 1; 2), on a D
1;x = D
2;x,d'o�u �(
1; x) + �(
2; x) = �
1�x�
1;x �W 22 (D
1;x)�W 22 (D
1;x)� = 0 (il en estde même pour 
01 et 
02).Voyons maintenant l'invarian
e de V2 sous RIII. Commen�
ons par remarquerque (quelle que soit l'orientation des brins) on a�
 = �
0 et Æ
 = Æ
0 pour tout 
 = x; y; z.Soit un 
roisement t 6= x; y; z : on a Dt;
 = Dt;
0 , pour tout 
 = x; y; z, d'o�u
lairement �(t; x) + �(t; y) + �(t; z) = �(t; x0) + �(t; y0) + �(t; z0). Il reste �avoir que �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0):115



Pour 
ela, on oriente les brins dans la �gure 41 de fa�
on arbitraire. Pour desraisons de sym�etrie, il y a essentiellement 4 
as, que l'on nommera RIII(a)�a RIII(d) : voir Figure 42. Pour 
ha
un de 
es 4 
as, on 
onsid�ere les dia-
(a)

(c) x’y’

z’

1

3 2

x’y’

z’

1

3 2

;

;

1

2 3
z

x y

1

2 3
z

x y1

(b)

(d)

x’y’

z’

1

3 2

x’y’

z’

1

3 2

z

x y

z

x y

2 3

2 3

1 Fig. 42 { Les mouvements RIII(a) �a RIII(d)...grammes de 
ordes �a 3 brins asso
i�es (voir Figure 43), appel�e diagramme
ara
t�eristique de la relation.
(a) (b)

1 2 3

x
z

y

1 2 3
y

x

z

1 2 3

y’
x’

z’
1 2 3

x
y

z

;

1 2 3

y’

x’

z’

1 2 3

x

y
z

1 2 3

z’y’

x’

1 2 3
x’

z’y’
(c) (d)

;

Fig. 43 { ... et les diagrammes 
ara
t�eristiques 
orrespondants.� On s'int�eresse �a pr�esent au 
as du mouvement RIII(a). Il faut examinerl'ensemble des diagrammes de 
ordes �a 2 brins que l'on obtient en ra

ordantles brins 1, 2 et 3 du diagramme 
ara
t�eristique de la �gure 43(a). PuisqueW 22 s'annule sur l'ensemble des diagrammes ayant un brin sans 
ordes, ilsuÆt d'isoler un des trois brins et de ra

order les deux autres. Par exemple,
onsid�erons les 4 relations obtenues en isolant le brin 1. On a (dans tous les
as) �x = �x0 = �y = �y0 = �z = �z0 = (�1).{ Cas i : on le d�esignera par (a)[1-23℄, puisqu'on a isol�e le brin 1 etra

ord�e le brin 2 au brin 3.On a : Æx = Æx0 = 0 , Æy = Æy0 = 0 , Æz = Æz0 = 0. Alors 
lairement�(x; y) = �(x; z) = �(y; z) = �(x0; y0) = �(x0; z0) = �(y0; z0) = 0.{ Cas ii : (a)[1-32℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 0.116
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D'o�u �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = W 22 (Dx;z) +W 22 (Dy;z) et �(x0; y0) +�(x0; z0) + �(y0; z0) = W 22 (Dx0;z0) +W 22 (Dy0;z0).De plus, Dx;y =j, Dx;z =l, Dy;z =r et Dx0;y0 =k, Dx0;z0 =p, Dy0;z0 =l.On a don
 �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = (�1) = �(x0; y0) + �(x0; z0) +�(y0; z0).{ Cas iii : (a)[23-1℄. Æx = Æx0 = 0 , Æy = Æy0 = 0 , Æz = Æz0 = 1.Dx;y = k, Dx;z = �, Dy;z = � et Dx0;y0 = j, Dx0;z0 = �,Dy0;z0 =�. D'o�u �(x; y)+�(x; z)+�(y; z) = W 22 (Dx;z)+W 22 (Dy;z) =(�1) et �(x0; y0)+�(x0; z0)+�(y0; z0) = W 22 (Dx0;z0)+W 22 (Dy0;z0) = (�1).{ Cas iv : (a)[32-1℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 1.Don
 �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = 0 = �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0).Dans 
ha
un des 
as 
onsid�er�es, on a bien la relation voulue :�(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0):Notons �a propos de 
es 
al
uls que, pour des raisons de sym�etrie, les 
as iet iii sont respe
tivement essentiellement les mêmes que les 
as iv et ii : lesÆ sont envoy�es sur (1� Æ), et les diagrammes de 
ordes D
1;
2 et D
01;
02 sontsym�etriques (par rapport �a l'axe m�edian), sym�etrie qui n'est pas d�ete
t�eepar W 22 . Ainsi, par la suite on ne regardera plus que les diagrammes de
ordes �a deux brins tel que le se
ond brin est obtenu en ra

ordant deuxbrins du diagramme 
ara
t�eristique de la relation 
onsid�er�ee. Ainsi, poura
hever le 
as du mouvement RIII(a), il reste �a 
onsid�erer les 4 
as de la�gure suivante{ Cas i : (a)[2-31℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 0.Dx;y = �, Dx;z = �, Dy;z = k et Dx0;y0 = �, Dx0;z0 = �,Dy0;z0 =j. 117
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�(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = W 22 (Dx;z) +W 22 (Dy;z) = �1 + 1 = 0 et�(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0) = W 22 (Dx0;z0) +W 22 (Dy0;z0) = 0 + 0 = 0.{ Cas ii : (a)[2-13℄. Æx = Æx0 = 0 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 0.Dx;y = �, Dx;z = �, Dy;z = j et Dx0;y0 = �, Dx0;z0 = �,Dy0;z0 =k.�(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = W 22 (Dx;y) +W 22 (Dy;z) = 0 et �(x0; y0) +�(x0; z0) + �(y0; z0) = W 22 (Dx0;y0) +W 22 (Dy0;z0) = �1 + 1 = 0.{ Cas iii : (a)[3-12℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 0 , Æz = Æz0 = 1.Dx;y = �, Dx;z = k, Dy;z = � et Dx0;y0 = �, Dx0;z0 = j,Dy0;z0 = �. �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = W 22 (Dx;y) + W 22 (Dy;z) =1�1 = 0 et �(x0; y0)+�(x0; z0)+�(y0; z0) = W 22 (Dx0;y0)+W 22 (Dy0;z0) = 0.{ Cas iv : (a)[3-21℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 1.D'o�u �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = 0 = �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0).� Cas du mouvement RIII(b) : �x = �x0 = (+1), �y = �y0 = (+1) et �z =�z0 = (�1). Comme on vient de le voir, il y a essentiellement 6 
on�gurations�a examiner, repr�esent�ees dans la �gure 
i-dessous{ Cas i : (b)[1-23℄. Æx = Æx0 = 0 , Æy = Æy0 = 0 , Æz = Æz0 = 0.Dans 
e 
as, on a 
lairement �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = �(x0; y0) +�(x0; z0) + �(y0; z0) = 0.{ Cas ii : (b)[1-32℄. Æx = Æx0 = 0 , Æy = Æy0 = 0 , Æz = Æz0 = 1.Dx;y = j, Dx;z = �, Dy;z = � et Dx0;y0 = k, Dx0;z0 = �,Dy0;z0 =�.�(x; y)+�(x; z)+�(y; z) = (+1)(�1)W 22 (Dx;z)+(+1)(�1)W 22 (Dy;z) =0+1 et �(x0; y0)+�(x0; z0)+�(y0; z0) = (+1)(�1)W 22 (Dx0;z0)+(+1)(�1)W 22 (Dy0;z0) =1 + 0.{ Cas iii : (b)[2-31℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 0.118
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Dx;y = �, Dx;z = �, Dy;z = k et Dx0;y0 = �, Dx0;z0 = �,Dy0;z0 = j. �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = �W 22 (Dx;z) �W 22 (Dy;z) =1�1 = 0 et �(x0; y0)+�(x0; z0)+�(y0; z0) = �W 22 (Dx0;z0)�W 22 (Dy0;z0) =0 + 0 = 0.{ Cas iv : (b)[2-13℄. Æx = Æx0 = 0 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 0.Dx;y = �, Dx;z = �, Dy;z = j et Dx0;y0 = �, Dx0;z0 = �,Dy0;z0 =k. �(x; y)+�(x; z)+�(y; z) = W 22 (Dx;y)�W 22 (Dy;z) = �1�0et �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0) = W 22 (Dx0;y0)�W 22 (Dy0;z0) = 0� 1.{ Cas v : (b)[3-12℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 0 , Æz = Æz0 = 1.Dx;y = �, Dx;z = j, Dy;z = � et Dx0;y0 = �, Dx0;z0 = k,Dy0;z0 =�. �(x; y)+�(x; z)+�(y; z) = W 22 (Dx;y)�W 22 (Dy;z) = 0+0et �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0) = W 22 (Dx0;y0) �W 22 (Dy0;z0) = (�1) �(�1) = 0.{ Cas vi : (b)[3-21℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 1.D'o�u �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0) = 0.� Mouvement RIII(
) : �x = �x0 = (�1), �y = �y0 = (+1) et �z = �z0 = (+1).On 
onsid�ere les 6 
as repr�esent�ees dans la �gure 
i-dessous{ Cas i : (
)[1-23℄. Æx = Æx0 = 0 , Æy = Æy0 = 0 , Æz = Æz0 = 0.On a don
 �(x; y)+�(x; z)+�(y; z) = �(x0; y0)+�(x0; z0)+�(y0; z0) = 0.{ Cas ii : (
)[1-32℄. Æx = Æx0 = 0 , Æy = Æy0 = 0 , Æz = Æz0 = 1.Dx;y = k, Dx;z = �, Dy;z = � et Dx0;y0 = j, Dx0;z0 = �,Dy0;z0 =�.�(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = �W 22 (Dx;z) +W 22 (Dy;z) = 0 et �(x0; y0) +�(x0; z0) + �(y0; z0) = �W 22 (Dx0;z0) +W 22 (Dy0;z0) = �(�1) + (�1) = 0.{ Cas iii : (
)[2-31℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 0.119
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Dx;y = �, Dx;z = �, Dy;z = j et Dx0;y0 = �, Dx0;z0 = �,Dy0;z0 = k. �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = �W 22 (Dx;z) + W 22 (Dy;z) =�(�1) + 0 = 1 et �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0) = �W 22 (Dx0;z0) +W 22 (Dy0;z0) = 0 + 1.{ Cas iv : (
)[2-13℄. Æx = Æx0 = 0 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 0.Dx;y = �, Dx;z = �, Dy;z = k et Dx0;y0 = �, Dx0;z0 = �,Dy0;z0 = j. �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = �W 22 (Dx;y) + W 22 (Dy;z) =0 + 1 et �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0) = �W 22 (Dx0;y0) +W 22 (Dy0;z0) =�(�1) + 0 = 1.{ Cas v : (
)[3-12℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 0 , Æz = Æz0 = 1.Dx;y = �, Dx;z = j, Dy;z = � et Dx0;y0 = �, Dx0;z0 = k,Dy0;z0 = �. �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = �W 22 (Dx;y) + W 22 (Dy;z) =�(�1) + (�1) = 0 et �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0) = �W 22 (Dx0;y0) +W 22 (Dy0;z0) = 0 + 0.{ Cas vi : (
)[3-21℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 1.D'o�u �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0) = 0.� Mouvement RIII(d) : �x = �x0 = (+1), �y = �y0 = (�1) et �z = �z0 = (+1).{ Cas i : (d)[1-23℄. Æx = Æx0 = 0 , Æy = Æy0 = 0 , Æz = Æz0 = 0.�(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0) = 0.{ Cas ii : (d)[1-32℄. Æx = Æx0 = 0 , Æy = Æy0 = 0 , Æz = Æz0 = 1.Dx;y = j, Dx;z = �, Dy;z = � et Dx0;y0 = k, Dx0;z0 = �,Dy0;z0 =�.�(x; y)+�(x; z)+�(y; z) = W 22 (Dx;z)�W 22 (Dy;z) = 0�0 et �(x0; y0)+�(x0; z0) + �(y0; z0) = W 22 (Dx0;z0)�W 22 (Dy0;z0) = (�1)� (�1) = 0.{ Cas iii : (d)[2-31℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 0.120
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Dx;y = �, Dx;z = �, Dy;z = j et Dx0;y0 = �, Dx0;z0 = �,Dy0;z0 = k. �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = W 22 (Dx;z) � W 22 (Dy;z) =1�0 = 1 et �(x0; y0)+�(x0; z0)+�(y0; z0) = W 22 (Dx0;z0)�W 22 (Dy0;z0) =0� (�1) = 1.{ Cas iv : (d)[2-13℄. Æx = Æx0 = 0 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 0.Dx;y = �, Dx;z = �, Dy;z = k et Dx0;y0 = �, Dx0;z0 = �,Dy0;z0 = j. �(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = �W 22 (Dx;y) �W 22 (Dy;z) =�(�1) � 1 = 0 et �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0) = �W 22 (Dx0;y0) �W 22 (Dy0;z0) = 0� 0.{ Cas v : (d)[3-12℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 0 , Æz = Æz0 = 1.Dx;y = �, Dx;z = j, Dy;z = � et Dx0;y0 = �, Dx0;z0 = k,Dy0;z0 =�. �(x; y)+�(x; z)+�(y; z) = �W 22 (Dx;y)�W 22 (Dy;z) = 0�(�1) = 1 et �(x0; y0)+�(x0; z0)+�(y0; z0) = �W 22 (Dx0;y0)�W 22 (Dy0;z0) =�(�1)� 0 = 1.{ Cas vi : (d)[3-21℄. Æx = Æx0 = 1 , Æy = Æy0 = 1 , Æz = Æz0 = 1.�(x; y) + �(x; z) + �(y; z) = �(x0; y0) + �(x0; z0) + �(y0; z0) = 0.Ce
i a
h�eve de prouver que V2 est un invariant des string-links �a deux 
ordes.
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