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R�esum�eNous 
onsid�erons des syst�emes d'�equations di��erentielles sto
hastiques faisant intervenirdeux �e
helles de temps bien distin
tes. Nous 
ommen�
ons par �etablir, dans un 
adreg�en�eral, des propri�et�es de 
on
entration des traje
toires au voisinage des vari�et�es lentes dusyst�eme d�eterministe 
orrespondant. Nous �etudions ensuite la dynamique au voisinage depoints de bifur
ation de la vari�et�e lente, en parti
ulier dans le 
as d'une bifur
ation noeud{
ol et d'une bifur
ation four
he. Les ph�enom�enes apparent�es de la r�esonan
e sto
hastiqueet de l'hyst�er�esis dynamique sont �egalement �etudi�es en d�etail. Finalement, nous d�erivonsla loi des temps de passage �a travers une orbite p�eriodique instable, pour une familled'�equations qui ne sont pas limit�ees au 
as d'�e
helles de temps distin
tes.Abstra
tWe 
onsider systems of sto
hasti
 di�erential equations involving two well-separated times
ales. We start by establishing, in a general setting, 
on
entration properties of samplepaths in a neighbourhood of the slow manifolds of the system's deterministi
 
ounterpart.We then study the dynami
s in the neighbourhood of a bifur
ation point of the slowmanifold, in parti
ular in the 
ases of a saddle{node and of a pit
hfork bifur
ation. Therelated phenomena of sto
hasti
 resonan
e and dynami
al hysteresis are also studied indetail. Finally, we derive the law of �rst-passage times through an unstable periodi
 orbit,for a family of equations whi
h are not limited to the 
ase of well-separated time s
ales.
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Equations di��erentielles sto
hastiques singuli�erement perturb�ees 11 Introdu
tionIl arrive fr�equemment qu'un syst�eme dynamique, d�e
rit par une �equation di��erentielleordinaire (EDO), fasse intervenir plusieurs �e
helles de temps 
ara
t�eristiques. Lorsquedeux �e
helles de temps tr�es di��erentes sont pr�esentes, le syst�eme est appel�e rapide{lent,et peut être �etudi�e �a l'aide de la th�eorie des perturbations singuli�eres. Les 
as les plussimples pouvant se pr�esenter sont les suivants:� Si le syst�eme rapide{lent admet une vari�et�e lente asymptotiquement stable, toutes lessolutions voisines de 
ette vari�et�e sont rapidement attir�ees par elle, et le syst�eme peutêtre d�e
rit par un syst�eme r�eduit, ne faisant intervenir que des variables lentes.� Si la vari�et�e lente admet des points de bifur
ation, o�u elle 
esse d'être asymptotique-ment stable, des ph�enom�enes nouveaux peuvent apparâ�tre: le syst�eme peut avoir �a
hoisir parmi plusieurs vari�et�es stables nouvellement form�ees, ou au 
ontraire, e�e
tuerune transition rapide vers une autre r�egion de l'espa
e de phase, donnant lieu �a desos
illations de relaxation ou �a des 
y
les d'hyst�er�esis.Si l'on veut 
omprendre l'e�et d'un bruit sur 
es syst�emes, on est amen�e �a �etudier des�equations di��erentielles sto
hastiques (EDS) singuli�erement perturb�ees.1.1 E
helles de tempsUne EDS singuli�erement perturb�ee fait intervenir au moins trois �e
helles de temps:� le temps de relaxation du syst�eme rapide;� le temps 
ara
t�eristique du syst�eme lent;� le temps de vie m�etastable du syst�eme rapide, 
'est-�a-dire le temps moyen entre tran-sitions dues au bruit entre les vari�et�es stables du syst�eme d�eterministe (aussi appel�etemps de Kramers).Le 
hoix de la m�ethode utilis�ee pour d�e
rire la dynamique de l'EDS devra tenir 
ompte de
es �e
helles de temps. Ainsi, la plupart des m�ethodes existantes s'appliquent �a des �e
hellesde temps grandes par rapport au temps de vie m�etastable:� une analyse de la densit�e de probabilit�e du pro
essus �a temps �x�e est surtout relevantelorsque le syst�eme a le temps d'atteindre un �etat stationnaire, qu'il pourra suivreadiabatiquement (si un tel �etat existe) [Tal99, JH91℄;� le 
on
ept d'attra
teur al�eatoire [Arn98, S
h89℄ d�e
rit les propri�et�es plus �nes dusyst�eme dans un �etat stationnaire;� les te
hniques de grandes d�eviations, telles que 
elles d�evelopp�ees dans [FW98℄, peu-vent être �etendues �a des syst�emes d�ependant lentement du temps si le temps 
ar-a
t�eristique du syst�eme lent est grand par rapport au temps de Kramers [Fre00, Fre01℄;Nous nous int�eressons i
i �a des situations o�u le temps 
ara
t�eristique du syst�eme lentest bien plus 
ourt que le temps de vie m�etastable. Ce travail se veut une 
ontribution�a une �etude syst�ematique de tels syst�emes dans le r�egime m�etastable. Nous a

ordonsune attention parti
uli�ere aux propri�et�es de 
on
entration des traje
toires, ainsi qu'auxprobabilit�es de transition entre vari�et�es lentes.1.2 Plan du travail� Se
tion 2: Dans un bref survol de r�esultats 
onnus sur les EDO rapides{lentesd�eterministes, nous rappelons d'abord le th�eor�eme de Tihonov [Tih52℄ et 
elui de



2 M�emoire d'habilitationFeni
hel [Fen79℄ sur la dynamique au voisinage de vari�et�es lentes; puis nous dis
utonsla notion de bifur
ation dynamique, en parti
ulier les 
as de la bifur
ation noeud{
olet de la bifur
ation four
he.� Se
tion 3: Nous 
ommen�
ons par �etablir un r�esultat g�en�eral sur la 
on
entration destraje
toires au voisinage d'une vari�et�e lente stable d'une EDS rapide{lente. Ensuite,nous examinons la pr�e
ision d'une approximation de la dynamique par sa proje
tionsur la vari�et�e lente. Les r�esultats pr�esent�es ont �et�e publi�es dans l'arti
le [BG03a℄.� Se
tion 4: Nous di
utons, d'abord dans un 
adre g�en�eral, la dynamique d'une EDSrapide{lente au voisinage d'un point de bifur
ation de la vari�et�e lente [BG03a℄. En-suite, nous donnons une des
ription d�etaill�ee de l'e�et du bruit sur une bifur
ationnoeud{
ol dynamique [BG02b℄, puis d'une bifur
ation four
he dynamique [BG02d℄.� Se
tion 5: Nous d�e
rivons le ph�enom�ene de la r�esonan
e sto
hastique, qui peut seproduire si le syst�eme d�eterministe admet des points de bifur
ations �evit�ees, et si ladynamique lente est p�eriodique. Les te
hniques de la se
tion pr�e
�edente sont �etenduesa�n d'estimer les probabilit�es de transition entre vari�et�es stables, en fon
tion despetits param�etre en jeu. Les r�esultats ont �et�e publi�es dans l'arti
le [BG02e℄.� Se
tion 6: Nous dis
utons le ph�enom�ene de l'hyst�er�esis dynamique, fr�equent dans lesEDO rapides{lentes. Apr�es un bref rappel des r�esultats d�eterministes, nous d�e
rivonsl'e�et du bruit sur les propri�et�es des 
y
les d'hyst�er�esis, en parti
ulier leur aire. Lesr�esultats ont �et�e publi�es dans l'arti
le [BG02b℄.� Se
tion 7: Dans 
ette derni�ere partie, nous g�en�eralisons 
ertains r�esultats des se
-tions pr�e
�edentes, sur les transitions al�eatoires �a travers une orbite p�eriodique insta-ble, �a des situations o�u le syst�eme n'est pas n�e
essairement rapide{lent. Il ressort de
ette �etude que la loi des transitions a une d�ependan
e non triviale de l'intensit�e dubruit, et est gouvern�ee par une fon
tion universelle [BG04, BG03b℄.1.3 Perspe
tivesLes r�esultats obtenus dans 
e travail sont su

eptibles d'être �etendus dans plusieurs dire
-tions.� Dimensions sup�erieures: Apr�es le premier pas fran
hi dans [BG03a℄, une �etudeplus d�etaill�ee de l'e�et d'un bruit sur les syst�emes rapides{lents multidimensionnelss'impose. Nous pensons en parti
ulier �a la dynamique pr�es d'une famille d'orbitesp�eriodiques du syst�eme lent (�etudi�ee dans [PR60℄ dans le 
as d�eterministe) et leurlien ave
 les phases g�eom�etriques, et �a la bifur
ation de Hopf dynamique [Shi73,Ne��87, Ne��88℄.� Syst�emes �etendus: Une g�en�eralisation �a des syst�emes de dimension in�nie, enparti
ulier �a des r�eseaux d'os
illateurs 
oupl�es, est d�esirable puisqu'on s'attend �a
e que le bruit produise des e�ets nouveaux tels que des transitions entre r�egimessyn
hronis�es et d�esordonn�es (voir par exemple [PRK01℄).� Bruits plus g�en�eraux: Le bruit n'�etant qu'un mod�ele de l'e�et d'un r�eservoirext�erieur, trop 
ompliqu�e pour être d�e
rit de mani�ere d�eterministe, il serait utile depouvoir �etendre les r�esultats obtenus �a des bruits autres que le bruit blan
 (bruit
olor�e, voire non-markovien).



Equations di��erentielles sto
hastiques singuli�erement perturb�ees 3� Th�eorie du 
ontrôle: Les r�esultats de [BG03a℄ ont fait apparâ�tre des liens entre lespropri�et�es de 
on
entration des traje
toires et les ensembles de 
ontrôle (
.f. [CK00℄),qu'il serait int�eressant d'�etudier plus en d�etail.� Appli
ations: Quelques appli
ations de la th�eorie �a des mod�eles de physique dusolide et de 
limatologie ont d�ej�a �et�e �etudi�ees [BG02a, BG02
℄, mais il reste denombreux autres domaines o�u les EDS rapides{lentes jouent un rôle, notament enbiologie mol�e
ulaire [SHD01℄.2 Syst�emes singuli�erement perturb�es d�eterministesLa th�eorie des perturbations singuli�eres s'applique en parti
ulier �a des syst�emes d'�equationsdi��erentielles ordinaires rapides{lentes de la forme" _x = f(x; y);_y = g(x; y); (2.1)o�u " est un petit param�etre (les membres de droite peuvent �eventuellement d�ependre d'").Le quali�
atif \singulier" se r�ef�ere au fait que lorsque " tend vers 0, le syst�eme (2.1) ser�eduit au syst�eme alg�ebrique{di��erentiel0 = f(x; y);_y = g(x; y): (2.2)Les solutions de 
e syst�eme sont 
on
entr�ees sur les vari�et�es lentes f(x; y) : f(x; y) = 0g,mais il n'est pas imm�ediatement 
lair s'il existe un lien entre 
es solutions et 
elles de (2.1)pour " petit mais positif. Une autre mani�ere de 
onsid�erer le syst�eme rapide{lent (2.1) estde r�e�e
helonner le temps d'un fa
teur " pour obtenirx0 = f(x; y);y0 = "g(x; y): (2.3)Ce syst�eme peut être interpr�et�e 
omme une perturbation du syst�eme asso
i�e x0 = f(x; �),dans laquelle le param�etre � serait lentement variable. Les vari�et�es lentes 
orrespondent �ades points d'�equilibre du syst�eme asso
i�e.Exemple 2.1 (Mouvement suramorti dans un potentiel). Le mouvement d'uneparti
ule dans un potentiel U et soumise �a un frottement visqueux est d�e
rit par l'�equation�q = �
 _q �rU(q); (2.4)qui devient, ave
 y = q, x = _q et en frottement fort 
 = 1="," _x = �x� "rU(y);_y = x: (2.5)La vari�et�e lente est donn�ee par x = �"rU(y), et la dynamique sur 
ette vari�et�e estgouvern�ee par l'�equation _y = �"rU(y) (appel�ee loi d'Aristote).



4 M�emoire d'habilitationExemple 2.2 (Os
illateur de van der Pol). L'�equation de l'os
illateur de van der Pol�x+ �(x2 � 1) _x+ x = 0; (2.6)est �equivalente, pour � = 1=", �a " _x = y + x� x33_y = �x: (2.7)La vari�et�e lente est la 
ourbe d'�equation y = �x + x3=3, sur laquelle la dynamique peutêtre d�e
rite par l'�equation r�eduite _x = �x=(x2 � 1) (qui devient singuli�ere en x = �1).2.1 Vari�et�es lentesNous 
onsid�erons l'�equation (2.1) pour des fon
tions f : D ! R n et g : D ! Rm de 
lasseCk, k > 2, dans un ouvert D de R n � Rm .D�e�nition 2.3. Supposons qu'il existe un domaine D0 � Rm et une fon
tion 
ontinuex? : D0 ! R n telle que (x?(y); y) 2 D etf(x?(y); y) = 0 (2.8)pour tout y 2 D0. Alors l'ensemble M = f(x; y) 2 D : x = x?(y)g est une vari�et�e lente dusyst�eme. D�enotons par A(y) = �xf(x?(y); y) la matri
e ja
obienne de x 7! f(x; y), et parai(y), i = 1; : : : ; n, ses valeurs propres. Nous dirons que M est� hyperbolique si Re ai(y) 6= 0 (i = 1; : : : ; n) pour tout y 2 D0;� uniform�ement hyperbolique s'il existe a0 > 0 t.q. jRe ai(y)j > a0 > 0 uniform�ementen y;� asymptotiquement stable si Re ai(y) < 0 pour tout y 2 D0;� uniform�ement asymptotiquement stable si Re ai(y) 6 �a0 < 0 uniform�ement en y.On remarquera que l'hyperboli
it�e implique, via le th�eor�eme des fon
tions impli
ites,que x?(y) est de 
lasse Ck.Dans l'exemple 2.1, A(y) = �1l, et la vari�et�e lente est uniform�ement asymptotiquementstable. Par 
ontre, dans l'exemple 2.2, A(y) = 1� x?(y)2 et la vari�et�e lente se d�e
omposeen trois parties, dont deux stables (pour x > 1 et x < �1).Nous mentionnerons deux r�esultats d�e
rivant la dynamique au voisinage d'une vari�et�elente. Le premier, plus an
ien, d�e
rit la 
onvergen
e exponentiellement rapide de solutionsvers un "-voisinage d'une vari�et�e lente uniform�ement asymptotiquement stable.Th�eor�eme 2.4 (Tihonov [Tih52℄, Grad�ste��n [Gra53℄). Si M est une vari�et�e lenteuniform�ement asymptotiquement stable de (2.1), et si �xxf est uniform�ement born�ee dansun voisinage deM, alors il existe des 
onstantes 
0; 
1;K > 0 telles que pour " suÆsamentpetit et toute 
ondition initiale (x0; y0) satisfaisant kx0 � x?(y0)k 6 
0, on aitkxt � x?(yt)k 6 kx0 � x?(y0)k e�Kt="+
1": (2.9)Le se
ond r�esultat (que nous n'�enon�
ons que dans sa version la plus simple), montreque 
ertaines solutions vivent en fait sur une vari�et�e invariante, pro
he de la vari�et�e lente.



Equations di��erentielles sto
hastiques singuli�erement perturb�ees 5Th�eor�eme 2.5 (Feni
hel [Fen79℄). Si M est une vari�et�e lente uniform�ement hy-perbolique et " est suÆsament petit, il existe une vari�et�e lo
alement invariante M" =f(x; y) : x = �x(y; ")g telle que �x(y; ") = x?(y) + O("). (Lo
alement invariant signi�e quesi x0 = �x(y0; "), alors xt = �x(yt; ") tant que yt 2 D0).La dynamique sur la vari�et�e invariante, que nous appellerons �egalement vari�et�e adia-batique, est d�e
rite par l'�equation r�eduite_y = g(�x(y; "); y); (2.10)qui peut être trait�ee par des m�ethodes de th�eorie des perturbations r�eguli�eres.2.2 Bifur
ations dynamiquesL'hyperboli
it�e d'une vari�et�e lente est viol�ee l�a o�u elle appro
he un point de bifur
ation,
'est-�a-dire un point (x̂; ŷ) tel que f(x̂; ŷ) = 0 et �xf(x̂; ŷ) admette q > 1 valeurs propressur l'axe imaginaire.Supposons que (0; 0) est un point de bifur
ation, ave
 1 6 q < n, les n � q autresvaleurs propres ayant une partie r�eelle n�egative. On peut alors trouver des 
oordonn�ees(x�; x0; y) 2 R q � R n�q � Rm dans lesquelles le syst�eme s'�e
rit, sur l'�e
helle de temps ",
omme x0� = f�(x�; x0; y)x00 = f0(x�; x0; y)y0 = "g(x�; x0; y)"0 = 0; (2.11)ave
 une lin�earisation autour de 0 diagonale par blo
s. En d'autres termes, les valeurspropres de la matri
e �x�f�(0; 0; 0) ont partie r�eelle n�egative, 
elles de �x0f0(0; 0; 0) ontpartie r�eelle nulle, alors que �x0f�(0; 0; 0) = 0 et �x�f0(0; 0; 0) = 0. L'origine est don
un point d'�equilibre de (2.11), dont la lin�earisation admet q +m + 1 valeurs propres surl'axe imaginaire. Le th�eor�eme de la vari�et�e 
entrale (voir par exemple [Car81℄) montrealors l'existen
e, au voisinage du point de bifur
ation, d'une vari�et�e invariante lo
alementattra
tive d'�equation x� = �x�(x0; y; "). La dynamique sur 
ette vari�et�e est d�e
rite parl'�equation r�eduite " _x0 = f0(�x�(x0; y; "); x0; y)=:F (x0; y; ")_y = g(�x�(x0; y; "); x0; y)=:G(x0; y; "): (2.12)Dans la suite, nous laisserons tomber l'indi
e de x0 et la d�ependan
e de F et G en ". Le
omportement des orbites pr�es du point de bifur
ation d�epend du type de bifur
ation.Nous dis
utons i
i deux 
as apparaissant lorsque q = 1, et sur lesquels nous reviendronsen d�etail dans le 
as sto
hastique.Bifur
ation noeud{
olCette bifur
ation 
orrespond �a un pli dans la vari�et�e lente. Consid�erons pour simpli�er le
as m = 1. Outre les 
onditions de bifur
ation F (0; 0) = �xF (0; 0) = 0, nous supposonsque �xxF (0; 0) < 0; �yF (0; 0) < 0; G(0; 0) > 0: (2.13)
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Figure 1. (a) Deux solutions des �equations de Van der Pol (2.6) (
ourbes �nes) pour lamême 
ondition initiale (1; 0:5), pour � = 5 et � = 20. La 
ourbe en gras est la vari�et�elente y = 13x3 � x. (b) Le graphe de x(t) (� = 20) montre des os
illations de relaxation,
'est-�a-dire une alternan
e de phases rapides et lentes.C'est le 
as, �a un renversement des axes pr�es, aux points �(1;�2=3) dans l'exemple 2.2.La situation est alors qualitativement la même que pour le syst�eme" _x = �y � x2;_y = 1: (2.14)De fait, pour y < 0, il existe une vari�et�e lente stable d'�equation x = x?(y), se 
omportant
omme jyj1=2 lorsque y ! 0�, et une vari�et�e lente instable, se 
omportant 
omme �jyj1=2lorsque y ! 0�. Les traje
toires partant pr�es de la bran
he stable pour y < 0 sont attir�eespar un "-voisinage de 
elle-
i, mais lorsque y s'appro
he de 0, l'attra
tion est de plus enplus faible, alors que �yx?(y) diverge. Lorsque y devient positif, plus rien n'empê
he lestraje
toires de s'�e
happer du voisinage de l'origine dans la dire
tion des x n�egatifs, 
e quiarrive apr�es un l�eger retard (Figure 2a).Ce ph�enom�ene de saut peut 
onduire, 
omme dans le 
as de l'os
illateur de Van derPol, �a des os
illations de relaxation (Figure 1, voir [PR60℄ et [Hab79℄, ainsi que [MR80℄).La d�ependan
e en " des solutions a �et�e examin�ee en parti
ulier dans [JGRM90℄ et [BK99℄.Nous r�esumons les propri�et�es essentielles de la mani�ere suivante.Notation 2.6. Nous indiquons par x(t; ") � y(t; ") l'existen
e de deux 
onstantes positives
+; 
�, ind�ependantes de t et ", telles que 
�y(t; ") < x(t; ") < 
+y(t; ") pour " suÆsamentpetit et t dans un intervalle donn�e par le 
ontexte.Proposition 2.7. Il existe des 
onstantes L; 
1; 
2 > 0, telles que toute solution de 
on-dition initiale (x0; y0) ave
 y0 � �1 et x0�x?(y0) � " satisfasse, dans un voisinage N de(0; 0), xt � x?(yt) � "jytj pour yt 6 �"2=3,xt � "1=3 pour �"2=3 6 yt 6 
1"2=3 (2.15)xt 6 �L pour yt > 
2"2=3.Bifur
ation four
heUne autre situation int�eressante se pr�esente lorsque F est impaire en x. Une bifur
ationfour
he sur
ritique, sym�etrique, a lieu si le 
hamp de ve
teurs au voisinage de l'origine est
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Figure 2. (a) Comportement d'une solution (trait �n) de (2.14) pr�es du point de bifur-
ation noeud{
ol. La 
ourbe en trait plein est la vari�et�e lente stable, 
elle en traitill�es lavari�et�e instable. La traje
toire fait un saut apr�es un retard d'ordre "2=3. (b) Comporte-ment d'une solution (trait �n) de (2.16) pr�es du point de bifur
ation four
he. La solutionne saute sur la vari�et�e instable qu'apr�es un temps de retard ma
ros
opique.qualitativement �equivalent �a " _x = yx� x3;_y = 1: (2.16)Plus g�en�eralement, si nous supposons que F 2 C3, F (x; y) = �F (�x; y) et�xxxF (0; 0) < 0; �xyF (0; 0) > 0; G(0; 0) > 0; (2.17)alors il existe un voisinage N de (0; 0) dans lequel� G(x; y) > 0;� a(y) = �xF (0; y) a le même signe que y;� il existe une fon
tion x?(y), y > 0, se 
omportant 
omme py lorsque y ! 0+, et telleque F (x; y) = 0 si et seulement si soit x = 0, soit y > 0 et x = �x?(y).Le syst�eme admet don
 trois vari�et�es lentes stables fx = 0; y < 0g, fx = �x?(y); y > 0g,et une vari�et�e instable fx = 0; y > 0g (Figure 2b).Une traje
toire de 
ondition initiale (x0; y0) ave
 x0 > 0 et y0 < 0 va d'abord êtreattir�ee par la vari�et�e stable fx = 0; y < 0g. Lorsque 
elle-
i devient instable en y = 0,la traje
toire est si pro
he de x = 0 qu'elle ne s'�e
arte de l'origine qu'apr�es un temps deretard d'ordre 1. Celui-
i est d�e�ni, pour y0 < 0 suÆsament pro
he de 0, par�(y0) = inf�y1 > 0: Z y1y0 a(y)g(0; y) dy > 0�: (2.18)Par exemple, dans le 
as (2.16), l'int�egrale vaut y21 � y20, et don
 �(y0) = �y0. Dans le 
asg�en�eral, on aProposition 2.8. Il existe des 
onstantes 
0; 
1 > 0 et des nombresY1 = y0 +O("jlog "j)Y2 = �(Y1) = �(y0)�O("jlog "j)Y3 = �(y0) +O("jlog "j) (2.19)
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0 et (xt; yt) 2 N ,(0 < xt 6 
1" pour Y1 6 yt 6 Y2jxt � x?(yt)j 6 
1" pour yt > Y3. (2.20)Des r�esultats similaires, mais plus robustes, existent pour la bifur
ation de Hopf [Shi73,Ne��87, Ne��88℄. Il existe en
ore bien d'autres r�esultats sur les bifur
ations dynamiques, parexemple sur les bifur
ations trans
ritique [LS75℄ et four
he asym�etrique [LS77℄, et d'autresbifur
ations de 
odimension plus �elev�ee [Ber00℄, que nous ne 
onsid�erons pas i
i.3 E�et du bruit au voisinage de vari�et�es stablesNous 
onsid�erons, dans 
ette se
tion et les suivantes, des perturbations sto
hastiques del'EDO rapide{lente (2.1), de la formedxt = 1"f(xt; yt) dt+ �p"F (xt; yt) dWt;dyt = g(xt; yt) dt+ �0G(xt; yt) dWt: (3.1)Les r�eels � et �0 sont de petits param�etres pouvant d�ependre d'", pourvu que le rapport� = �0=� soit born�e sup�erieurement lorsque " ! 0. Ils mesurent le rapport entre taux dedi�usion et de d�erive, respe
tivement, pour la variable rapide x et lente y.En outre, nous supposerons dans toute la suite que:� les 
oeÆ
ients de d�erive f 2 C2(D;R n) et g 2 C2(D;Rm ), et les 
oeÆ
ients de di�usionF 2 C1(D;R n�k ) et G 2 C1(D;Rm�k ) sont uniform�ement born�es, ainsi que leursd�eriv�ees, dans un ouvert D � R n � Rm ;� fWtgt>0 est un pro
essus de Wiener k-dimensionnel standard dans un espa
e proba-bilis�e (
;F ;P), et les int�egrales sto
hastiques sont d�e�nies dans le sens d'Itô;� les 
oeÆ
ients de d�erive satisfont les 
onditions usuelles de 
roissan
e garantissantl'existen
e d'une unique solution forte (xt; yt)t>t0 de (3.1), admettant une version
ontinue.Pour (x0; y0) 2 D, nous d�enotons par Pt0;(x0;y0) la loi du pro
essus de Markov homog�ene(xt; yt)t>t0 , de 
ondition initiale (xt0 ; yt0) = (x0; y0), et par E t0 ;(x0;y0) les esp�eran
es rela-tivement �a Pt0;(x0;y0).Dans 
ette se
tion, nous supposons de plus queHypoth�ese 3.1. Pour � = �0 = 0, le syst�eme (3.1) admet une vari�et�e lente uniform�ementasymptotiquement stable M = f(x; y) 2 D : x = x?(y); y 2 D0g.3.1 Con
entration des traje
toiresSoit M" = f(x; y) 2 D : x = �x(y; "); y 2 D0g la vari�et�e invariante dont l'existen
e estassur�ee par le th�eor�eme de Feni
hel. Notre but est de montrer que les traje
toires partantpr�es deM" restent 
on
entr�ees dans son voisinage sur des �e
helles de temps exponentielle-ment longues (pour autant que la dynamique de y le permette).L'id�ee de d�epart est de montrer que la d�eviation �t = xt� �x(yt; ") est bien approxim�eepar le pro
essus �0t , solution de l'�equation lin�eaired�0t = 1"A(ydett ; ")�0t dt+ �p"F0(ydett ; ") dWt;dydett = g(�x(ydett ; "); ydett ) dt: (3.2)
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i A(y; ") est la matri
e obtenue en lin�earisant l'�equation pour � en � = 0, en parti
ulierelle satisfait A(y; 0) = �xf(x?(y); y). De même, F0(y; ") est le 
oeÆ
ient de di�usion en� = 0, et satisfait F0(y; 0) = F (x?(y); y).La solution de (3.2) est un pro
essus Gaussien, 
entr�e, don
 enti�erement 
ara
t�eris�epar sa 
ovarian
e Cov(�0t ). Il s'av�ere que Xt = ��2 Cov(�0t ) satisfait le syst�eme rapide{lent" _X = A(y; ")X +XA(y; ")T + F0(y; ")F0(y; ")T ;_y = g(�x(y; "); y): (3.3)Le th�eor�eme de Feni
hel peut être appliqu�e, et nous fournit l'existen
e d'une vari�et�e in-variante attra
tive d'�equation X = X(y; "), (y 2 D0), o�u X?(y) = X(y; 0) est la solutionde A?(y)X?(y) +X?(y)A?(y)T + F0(y; 0)F0(y; 0)T = 0: (3.4)Une telle matri
e existe en vertu de l'hyperboli
it�e [Bel60℄, et des r�esultats bien 
onnus enth�eorie du 
ontrôle assurent qu'elle est non-singuli�ere si le 
ouple (A?; F0) est 
ontrôlable,i.e. la matri
e �F0(y; 0) A?(y)F0(y; 0) : : : A?(y)n�1F0(y; 0)� 2 R n�nk (3.5)est de rang n. Il est don
 permis de supposerHypoth�ese 3.2. Les normes (au sens des op�erateurs) kX(y; ")k et kX(y; ")�1k sont uni-form�ement born�ees pour y 2 D0.Comme X(y; ") d�e
rit la 
ovarian
e asymptotique de �0t , il parâ�t raisonnable que lessolutions du syst�eme original (3.1) soient 
on
entr�ees dans un ensemble de la formeB(h) = �(x; y) : y 2 D0; 
(x� �x(y; "));X(y; ")�1(x� �x(y; "))� < h2	: (3.6)Cet ensemble est une r�eunion d'ellipso��des (pleins) 
entr�es sur la vari�et�e adiabatiqueM".Nous �xons une 
ondition initiale (d�eterministe) (x0; y0) 2 M", et introduisons lestemps de premi�ere sortie �B(h) = infft > 0: (xt; yt) 62 B(h)g; (3.7)�D0 = infft > 0: yt 62 D0g: (3.8)(Remarquons que 
e sont des temps d'arrêt par rapport �a la �ltration 
anonique engendr�eepar le pro
essus de Wiener, et que la propri�et�e de Markov forte s'applique pour de telstemps).Notre r�esultat prin
ipal dit que Pf�B(h) < tg se 
omporte 
omme (t2=") e�h2=2�2 lorsque", � et h tendent vers z�ero. Plus pr�e
is�ement,Th�eor�eme 3.3 ([BG03a, Th�eor�eme 2.4℄). Il existe "0;�0; h0 > 0 tels que pour " 6 "0,� 6 �0, h 6 h0, et tout 0 < 
 < 1=2, on aitP0;(x0;y0)f�B(h) < t ^ �D0g 6 C+n;m;
;�(t; ")�1 + h2�2� e��+h2=�2 ; (3.9)P0;(x0;y0)f�B(h) < tg > C�n;m;�(t; "; h; �) e���h2=�2 : (3.10)
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x?(y) B(h) (xdett ; ydett ) (xt; yt)x

yFigure 3. Mouvement pr�es d'une vari�et�e lente stable x = x?(y) dans un 
as unidimen-sionnel (n = m = 1). Dans 
et exemple, la 
ondition initiale ne se trouve pas sur lavari�et�e adiabatique, mais la solution d�eterministe (xdett ; ydett ) s'en appro
he exponentielle-ment vite. Dans 
e 
as, on peut montrer que la traje
toire sto
hastique (xt; yt) reste, ave
forte probabilit�e, dans un tube B(h) 
entr�e autour de (xdett ; ydett ).Les exposants �� sont donn�es par�+ = 
�1�O(h)�O(�)�O(m"�2)�O�e�
onst="1� 2
 ��; (3.11)�� = 12h1 +O(h) +O�e�
onst (t^t0)="�i; (3.12)o�u t0 est d'ordre 1. Quant aux pr�efa
teurs, ils sont de la formeC+n;m;
;�(t; ") = 
onst (1 + t)2�" h(1� 2
)�n + en=4+em=4i; (3.13)C�n;m;�(t; "; h; �) = 
onst�1��en=4+em=4�" � e���h2=2�2�: (3.14)Il est �a noter que les termes d'erreur dans les exposants sont uniformes en t (pourt > t0 dans le 
as de ��). En 
hoisissant par exemple 
 = 1=2 � O("), � = O(") et� � h� 1, on obtient �� pro
hes de 1=2. Les pr�efa
teurs C� sont loins d'être optimaux,mais il est naturel que C+ 
roisse au 
ours du temps, re
�etant le fait qu'il devient plusprobable ave
 le temps d'avoir observ�e une ex
ursion o

asionnelle.Les prin
ipales �etapes de la d�emonstration sont les suivantes:� pour l'approximation lin�eaire, des estimations l�eg�erement meilleures que (3.9), (3.10)s'obtiennent �a partir de l'in�egalit�e de Doob et quelques int�egrales Gaussiennes;� le r�esultat est �etendu �a l'�equation originale sur des �e
helles de temps d'ordre 1, entraitant les termes non-lin�eaires 
omme de petites perturbations;� l'extension �a des �e
helles de temps plus longues s'obtient en red�emarrant le pro
essus�a tous les temps kT , k > 1, �a l'aide de la propri�et�e de Markov et d'une int�egration parparties par rapport �a h�kT ;X(ykT ; ")�1�kT i.Le th�eor�eme 3.2 de [BG03a℄ fournit des informations suppl�ementaires sur la dynamique,montrant que sur des �e
helles de temps d'ordre 1 au moins, les traje
toires restent 
on-
entr�ees autour de leur pendant d�eterministe. Ainsi �D0 sera typiquement tr�es grand si D0est un ensemble invariant par la dynamique d�eterministe.Pour une 
ondition initiale voisine de la vari�et�e invariante, on obtient une 
onvergen
eexponentiellement rapide vers B(h). De fa�
on �equivalente, on montre que la traje
toire ade fortes 
han
es de rester dans un tube 
entr�e sur la solution d�eterministe (Figure 3).
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tion de la dynamiqueLe th�eor�eme 3.3 ayant montr�e que les traje
toires sont 
on
entr�ees au voisinage de lavari�et�e adiabatiqueM", il est tentant d'approximer la dynamique du syst�eme original (3.1)par sa \proje
tion" sur M":dy0t = g(�x(y0t ; "); y0t ) dt+ �0G(�x(y0t ; "); y0t ) dWt: (3.15)On est en droit de se demander si les traje
toires de (3.15) sont pro
hes de 
elles dusyst�eme original. Pour quanti�er 
et �e
art, introduisons la matri
eB(y; ") = �xg(�x(y; "); y)�y �x(y; ") + �yg(�x(y; "); y); (3.16)qui 
orrespond �a la lin�earisation en 0 de l'�equation gouvernant la dynamique de �t =yt�ydett . D�enotons par V (t; s) la solution fondamentale de _� = B(ydett ; ")� et introduisons�(t) = sup06s6t Z s0 � supu6v6skV (s; v)k2� du: (3.17)Cette fon
tion est une mesure de l'instabilit�e lin�eaire des orbites de l'�equation r�eduited�eterministe. On peut alors estimer (
.f. [BG03a, Remarque 2.7℄)P0;(0;0)n sup06s6t^�B(h)

ys � y0s

 > ho 6 
�1 + t"� em=4 exp�� �1h2[(�0)2h2 + �2"℄(1 + �(t))�;(3.18)
e qui montre que la d�eviation typique entre ys et y0s est d'ordre �p"(1+�(t)1=2). D'autrepart,P0;(0;0)n sup06s6t^�D0

y0s � ydets 

 > h1o 6 
�1 + t� em=4 expn� �2h21(�0)2(1 + �(t))o; (3.19)et don
 la d�eviation typique entre y0s et ydets est d'ordre �0(1+�(t)1=2). Ainsi pour �0=� >p", l'�equation r�eduite (3.15) donne une meilleure approximation de la dynamique originaleque l'�equation d�eterministe 2.10.4 E�et du bruit sur les bifur
ations dynamiquesNous 
onsid�erons toujours le syst�eme rapide{lent sto
hastique (3.1), mais 
ette fois noussupposons que le dynamique lente am�ene les traje
toires au voisinage d'un point de bifur-
ation.Con
r�etement, supposons que f(0; 0) = 0 et que �xf(0; 0) admet q valeurs propres surl'axe imaginaire, les autres n�q valeurs propres ayant partie r�eelle n�egative. Nous pouvonsalors introduire des 
oordonn�ees (x�; z) 2 R q � R n�q dans lesquelles le syst�eme s'�e
ritdx�t = 1"f�(x�t ; zt; yt) dt+ �p"F�(x�t ; zt; yt) dWt;dzt = 1"f0(x�t ; zt; yt) dt+ �p"F 0(x�t ; zt; yt) dWt;dyt = g(x�t ; zt; yt) dt+ �0G(x�t ; zt; yt) dWt; (4.1)



12 M�emoire d'habilitationo�u les valeurs propres de la matri
e �x�f�(0; 0; 0) ont partie r�eelle n�egative, 
elles de�zf0(0; 0; 0) ont partie r�eelle nulle, alors que �zf�(0; 0; 0) = 0 et �x�f0(0; 0; 0) = 0. Nousavons vu que 
e syst�eme admettait, dans un voisinage de l'origine, une vari�et�e invarianted'�equation x� = �x�(z; y; "), (z; y) 2 N .Nous allons 
ommen
er par d�eriver des r�esultats similaires (bien qu'un peu plus faibles)�a 
eux de la se
tion pr�e
�edente sur la 
on
entration des traje
toires au voisinage de lavari�et�e invariante, ainsi que sur l'approximation par un syst�eme r�eduit. Ensuite nousdis
uterons la dynamique r�eduite dans deux 
as parti
uliers ave
 q = 1: la bifur
ationnoeud{
ol et la bifur
ation four
he.4.1 R�edu
tion de la dynamiqueNotre but est de montrer que la d�eviation ��t = x�t � �x�(zt; yt; ") reste 
on
entr�ee dansun voisinage de 0. En parfaite analogie ave
 le 
as stable, nous d�e�nissons l'ensembleB�(h) = �(x�; z; y) : (z; y) 2 N ;
x� � �x�(z; y; ");X�(z; y; ")�1(x� � �x�(z; y; "))� < h2	; (4.2)o�u X�(z; y; ") est d�e�nie �a partir de la lin�earisation A�(z; y; ") en �� = 0 de l'�equationsatisfaite par ��t , de la même mani�ere que X(y; ") dans (3.3) et (3.4). Consid�erons alors,pour une 
ondition initiale �x�ee (x�0 ; z0; y0) sur la vari�et�e invariante, les temps d'arrêt�B�(h) = infft > 0: (xt; yt) 62 B�(h)g; (4.3)�N = infft > 0: (zt; yt) 62 Ng: (4.4)Sous l'hypoth�ese que kX�(z; y; ")k et kX�(z; y; ")�1)k soient uniform�ement born�ees dansN , nous obtenons le r�esultat suivant.Th�eor�eme 4.1 ([BG03a, Th�eor�eme 2.8℄). Il existe des 
onstantes h0 > 0, �0 > 0 et� 2 (0; 1℄ telles que pour tout h 6 h0, tout � 6 �0 et tout 0 < 
 < 1=2,P0;(x�0 ;z0;y0)f�B�(h) < t ^ �Ng 6 Cn;m;q;
;�(t; ")�1 + h2�2� e��h2=�2 ; (4.5)�a 
ondition que "jlog(h(1 � 2
))j 6 1. I
i� = 
�1�O(�)�O(h�(1� 2
)1�� jlog(h(1 � 2
))j)�; (4.6)Cn;m;q;
;�(t; ") = 
onst�1 + t�"��1 + t"�h(1� 2
)�(n�q) + e(n�q)=4+em=4+eq=4i: (4.7)Ces propri�et�es de 
on
entration sugg�erent d'approximer la dynamique de (4.1) parl'�equation r�eduitedz0t = 1"f0(�x�(z0t ; y0t ; "); z0t ; y0t ) dt+ �p"F 0(�x�(z0t ; y0t ; "); z0t ; y0t ) dWt;dy0t = g(�x�(z0t ; y0t ; "); z0t ; y0t ) dt+ �0G(�x�(z0t ; y0t ; "); z0t ; y0t ) dWt; (4.8)qui a l'avantage de ne faire intervenir que les modes bifur
ants parmi les variables rapides.On peut alors montrer (
.f. [BG03a, Th�eor�eme 2.9℄) que la d�eviation entre solutions de
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elles du syst�eme original satisfaitP0;(x�0 ;z00 ;y00)n sup06s6t^�N

(zs; ys)� (z0s ; y0s)

 > ho6 
onst�1 + t"� e(m+q)=4 exp���0 h2�2 1�(2)C (t) + h�(1)C (t) + h2�(2)(t)�; (4.9)pour tout h 6 h0[�(1)(t)_�(1)C (t)℄�1, o�u �0 est une 
onstante positive. Les fon
tions �(i)(t)et �(i)C (t) mesurent �a nouveau l'instabilit�e des orbites du syst�eme r�eduit. La d�eviationtypique 
rô�t 
omme ��(2)C (t)1=2 + �2�(1)C (t). Malheureusement, les � 
roissent en g�en�eraltrop rapidement pour que l'estimation (4.9) suÆse �a justifer l'�etude du seul syst�eme r�eduit.C'est n�eanmoins 
e que nous allons faire dans la suite.4.2 Bifur
ation noeud{
olNous 
onsid�erons i
i un syst�eme r�eduit dans le 
as d'une bifur
ation noeud{
ol �a l'origine(en parti
ulier q = 1). Pour simpli�er, nous dis
utons le 
as o�u m = 1, et o�u la dynamiquelente est triviale: dxt = 1"f(xt; yt) dt+ �p" dWt;dyt = 1: (4.10)Nous pouvons don
 admettre que yt = t (ave
 t0 pas n�e
essairement nul), et 
onsid�erer lepro
essus inhomog�ene fxtgt>t0 . Une bifur
ation noeud{
ol (indire
te) a lieu en (0; 0) sif(0; 0) = 0; �xf(0; 0) = 0; �yf(0; 0) < 0; �xxf(0; 0) < 0: (4.11)Dans 
e 
as, la vari�et�e lente est form�ee d'une bran
he stable fx = x?(y); y 6 0g, ave
x?(y) � jyj1=2, et une bran
he instable fx = x?�(y); y 6 0g, ave
 x?�(y) � �jyj1=2.Les r�esultats pr�esent�es i
i sont un 
as parti
ulier de 
eux de [BG02b℄. Nous �xons une
ondition initiale d�eterministe (x0; y0) = (x0; t0) ave
 t0 < 0 et x0 dans un "-voisinage dex?(y0). Le 
omportement de la solution d�eterministe xdett , obtenue ave
 la même 
onditioninitiale et � = 0, est d�e
rite dans la proposition 2.7 (
.f. Figure 2a). En parti
ulier, xdette�e
tue une transition rapide vers les x n�egatifs apr�es un retard d'ordre "2=3.Tant que yt = t ne s'appro
he pas de 0, le th�eor�eme 3.3 s'applique et montre que lestraje
toires sont 
on
entr�ees dans un ensemble B(h), 
entr�e en xdett . Dans 
e 
as parti
uler,il prend la forme d'une bandeB(h) = n(x; t) : (x� xdett )2�(t) < h2o; (4.12)o�u �(t) est l'analogue de la matri
e X(t) du 
as g�en�eral. Un peu d'analyse montre qu'i
i,�(t) � 1j�xf(xdett ; t)j � 1jtj1=2 _ "1=3 (4.13)pour t 6 
1"2=3. Une preuve analogue �a 
elle du th�eor�eme 3.3, mais plus simple, nousdonne alors
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Figure 4. Traje
toires d�eterministes et sto
hastiques pr�es d'un point de bifur
ationnoeud{
ol, (a) pour � < p", (b) pour � > p". L'ensemble B(h) (i
i h = 3) est in-diqu�e en ombr�e. Selon l'intensit�e du bruit, le saut a typiquement lieu avant ou apr�es lepoint de bifur
ation.Th�eor�eme 4.2 ([BG02b, Proposition 4.2℄). Soit �̂(t) = supt06s6t �(s). Il existe une
onstante h0 telle que pour h 6 h0�̂(t)�3=2 et t 6 t1 = 
1"2=3,Pt0;x0��B(h) < t	 6 
onst� t� t0"2 + 1� e��h2=2�2 ; (4.14)ave
 � = 1�O(")�O(h�̂(t)3=2).Ainsi, tant que �̂(t)3=2 � 1=�, les traje
toires sont 
on
entr�ees dans un voisinaged'ordre �p�(t) de la solution d�eterministe xdett . Comme �̂(t1) ' "�1=3, il y a deux 
as �a
onsid�erer:1. Si � < p", alors (4.14) est appliquable jusqu'au temps t1 et montre qu'en t1 les tra-je
toires sont 
on
entr�ees dans un voisinage d'ordre �"�1=6 < "1=3 de xdett1 (Figure 4a).2. Si � > p", alors (4.14) n'est utile que pour �̂(t) < ��2=3, i.e. les traje
toires sont
on
entr�ees autour de xdett tant que t < ��4=3 (Figure 4b).Une mani�ere de d�e
rire la dynamique aux temps ult�erieurs est de 
onsid�erer le temps depremier passage en x = �L (L > 0 �etant une 
onstante �x�ee telle que (�L; t) 2 N pourles temps 
onsid�er�es): �0 = infft > t0 : xt 6 �Lg: (4.15)En e�et, une fois le niveau �L atteint, le pro
essus a toutes les 
han
es de quitterimm�ediatement le voisinage N dans la dire
tion des x n�egatifs. L'estimation (4.14) im-plique Pt0;x0��0 < t	 6 
onst� t� t0"2 + 1� e��=�̂(t)3�2 (4.16)pour t 6 t1 dans le premier 
as, et t 6 ��4=3 dans le se
ond 
as. Le r�esultat suivantmontre que les traje
toires ont de fortes 
han
es de s'�e
happer par la suite:Th�eor�eme 4.3 ([BG02b, Propositions 5.1 et 6.1℄). Il existe une 
onstante � > 0telle que si � < p", alorsPt0;x0��0 > t	 6 3 exp�� "�2� �(t� t1)"2=3jlog "j � 1�� (4.17)
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hastiques singuli�erement perturb�ees 15pour t1 6 t 6 t1 +O(1). D'autre part, si � > p", alorsPt0;x0��0 > t	 6 32 exp����2=3(t+ �4=3)"jlog �j �+ e��=�2 (4.18)pour ��4=3 +O(") 6 t 6 t1.Ainsi,1. si � < p", la grande majorit�e des traje
toires aura quitt�e le voisinage du point de bi-fur
ation d�es que t�t1 � "2=3jlog "j, 
'est-�a-dire peu apr�es que la solution d�eterministesaute (Figure 4a);2. si � > p", alors la plupart des traje
toires se seront �e
happ�ees vers le bas d�es quet+ �4=3 � "jlog �j=�2=3, 
'est-�a-dire avant que la bifur
ation ait eu lieu (Figure 4b).Le se
ond 
as est un ph�enom�ene nouveau, enti�erement dû �a la pr�esen
e du bruit. Il estint�eressant de noter que plusieurs quantit�es, 
omme le temps typique du saut et l'exposantdans (4.18), ont des d�ependan
es en lois de puissan
e non triviales de � et ". Cet ex-posant s'obtient en 
omptabilisant le nombre d'ex
ursions que le pro
essus a le tempsd'entreprendre a�n de fran
hir la vari�et�e instable (
.f. [BG02e, Se
tion 4.2℄ et [BG02a,Se
tion 3.2℄).4.3 Bifur
ation four
heConsid�erons maintenant la dynamique du syst�emedxt = 1"f(xt; yt) dt+ �p" dWt;dyt = 1; (4.19)pour q = m = 1, dans le 
as d'une bifur
ation four
he sur
ritique sym�etrique. C'est-�a-direque nous supposons f(x; y) = �f(�x; y) pour tous les (x; y) dans un voisinage N de (0; 0),et �xf(0; 0) = 0; �xyf(0; 0) > 0; �xxxf(0; 0) < 0: (4.20)Dans 
e 
as la vari�et�e lente se 
ompose d'une bran
he en x = 0, stable pour y < 0, et dedeux bran
hes stables x = �x?(y) pour y > 0, o�u x?(y) � py. Nous �xons une solutiond�eterministe (xdett ; ydett ), ave
 xdett0 > 0 et ydett0 < 0, et identi�ons �a nouveau yt ave
 t.Introduisons a(t) = �xf(0; t); �(t; s) = Z ts a(u) du: (4.21)Nous pouvons supposer que a(t) a le même signe que t. La proposition 2.8 aÆrme que xdettreste pro
he de 0 pour tous les temps t tels que t0 +O("jlog "j) 6 t 6 �(t0)�O("jlog "j),o�u �(t0) est d�e�ni 
omme le premier temps positif auquel �(t; t0) = 0 (
.f. Figure 2b).Comme dans le 
as de la bifur
ation noeud{
ol, le mouvement jusqu'au point de bi-fur
ation (et un peu au-del�a) peut être d�e
rit en �etendant le domaine de validit�e duth�eor�eme 3.3. D�e�nissons, 
omme auparavant,B(h) = n(x; t) : (x� xdett )2�(t) < h2o: (4.22)
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tB(h)(t0; x0) D(�)xdett

xt
ptp"

Figure 5. Bifur
ation four
he sto
hastique. La solution d�eterministe xdett ne quitte labran
he instable qu'apr�es un temps de retard. La solution sto
hastique reste, ave
 grandeprobabilit�e, dans une bande B(h) jusqu'�a un temps p" apr�es le point de bifur
ation. Ellequitte l'ensemble D(�) �a un instant al�eatoire �D, puis reste �a nouveau 
on�n�ee dans unvoisinage de la solution d�eterministe partant en même temps du bord de D(�).Dans le 
as pr�esent, �(t) est monotone 
roissante, et son 
omportement est donn�e par�(t) � 1jtj _ p" (4.23)pour t 6 p". Le th�eor�eme 4.2 admet un analogue:Th�eor�eme 4.4 ([BG02d, Th�eor�eme 2.10℄). Il existe une 
onstante h0 telle que pourh 6 h0p" et t 6 p", Pt0;x0��B(h) < t	 6 C(t; ") e��h2=2�2 ; (4.24)ave
 � = 1�O(p")�O(h2="), et un pr�efa
teur C(t; ") = (j�(t; t0)j+O("))="2.Ainsi pour � < p", les traje
toires sont 
on
entr�ees dans un voisinage de largeurd'ordre �=(jtj1=2 _ "1=4) de la solution d�eterministe (en fait, si � > p", 
ela reste vrai pourt� ��).Lorsque t > p", la traje
toire se trouve dans une r�egion instable qu'on s'imagine lavoir quitter rapidement. La situation est 
ompliqu�ee par le fait que pr�es de x = 0, le termede d�erive f est n�egligeable, et 
'est le bruit seul qui doit faire le travail de pousser xt versun 
ôt�e de l'axe ou l'autre. L'�etude de 
e 
as n�e
essite un 
ontrôle pr�e
is de la probabilit�eque xt quitte un voisinage de 0 o�u le bruit domine la dynamique, et de la loi des retoursde xt en 0.Pour formuler le r�esultat, nous introduisons l'ensembleD(�) = n(x; t) : t > p"; 1xf(x; t) > �a(t)o; (4.25)o�u � est un param�etre dans (0; 1). Les bords de D se 
omportent en �pt (Figure 5). Ler�esultat est
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hastiques singuli�erement perturb�ees 17Th�eor�eme 4.5 ([BG02d, Th�eor�eme 2.11℄). Si � 2 (0; 2=3) et �jlog �j2=3 = O(p"),alors pour toute 
ondition initiale (x0; t0) 2 D(�), on aPt0;x0��D(�) > t	 6 
onst t jlog �j� �1 + �(t; t0)" � e���(t;t0)="p1� e�2��(t;t0)=" : (4.26)Ce r�esultat montre que le pro
essus xt a une forte probabilit�e de quitter D(�) d�esque �(t; t0) > "jlog �j=�, 
'est-�a-dire pour t 'p"jlog �j. Finalement, un r�esultat similaireau th�eor�eme 4.4 [BG02d, Th�eor�eme 2.12℄ montre que pour t > �D, les solutions sont �anouveau 
on�n�ees dans un tube appro
hant �x?(t) (Figure 5).En r�esum�e, il y a trois r�egimes selon l'intensit�e du bruit:1. Si � 6 e�K=", le temps de retard est ma
ros
opique 
omme dans le 
as d�eterministe.2. Si e�1="p 6 � 6 p", p < 1, la transition a lieu apr�es un temps de retard mi
ros
opiqued'ordre p"jlog �j 6 "(1�p)=2.3. Si � > p", les traje
toires sont d�elo
alis�ees �a partir d'un temps d'ordre � avant labifur
ation.5 R�esonan
e sto
hastiqueNous avons vu dans la se
tion pr�e
�edente que le bruit pouvait o

asionner des transi-tions entre vari�et�es lentes, ave
 probabilit�e non-n�egligeable, avant qu'un point de bifur-
ation ne soit atteint. En fait, il n'est même pas n�e
essaire qu'il y ait un point de bifur-
ation, l'existen
e d'une bifur
ation �evit�ee, dans laquelle plusieurs parties de la vari�et�elente s'appro
hent sans se tou
her, peut être suÆsante �a rendre des transitions probables.Lorsqu'il est a

ompagn�e d'une dynamique lente p�eriodique, 
e m�e
anisme peut donnerlieu au ph�enom�ene de r�esonan
e sto
hastique.5.1 Quelques r�esultats ant�erieursLe ph�enom�ene de r�esonan
e sto
hastique a �et�e initialement introduit dans [BSV81℄ (voiraussi [BPSV83℄) dans le but de proposer une expli
ation de l'apparen
e r�eguli�ere d'�epo-ques gla
iaires (
.f. [BG02
℄ pour une des
ription de leur mod�ele). Depuis, la r�esonan
esto
hastique a �et�e observ�ee dans de nombreux syst�emes physiques et biologiques, voir parexemple [MW95, WM95, GHJM98℄.Pour être 
on
rets, 
onsid�erons l'�equationdxt = 1" �xt � x3t �A 
os(yt)� dt+ �p" dWt;dyt = 1: (5.1)Elle d�e
rit le mouvement suramorti d'une parti
ule dans un potentiel V (x; y) = �12x2 +14x4 + A 
os(y)x, o�u le dernier terme agit 
omme une for
e d�eterministe p�eriodique. SiA < A
 := 2=(3p3), alors la vari�et�e lente, d'�equation x � x3 = A 
os y, 
omporte deuxbran
hes stables, que nous noterons x?�(y) < x?+(y), s�epar�ees par une bran
he instablex?0(y). Soit H = V (0; �=2) � V (1; �=2) = 1=4 la hauteur de la barri�ere de potentiel pour
os y = 0. Les 
as suivants peuvent se pr�esenter:1. si � = 0 et 0 < A < A
, les traje
toires restent toujours voisines de l'une des vari�et�esstables (
'est-�a-dire l'un des puits de potentiel), sans jamais visiter l'autre vari�et�estable;
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Figure 6. Une traje
toire (trait �n) de l'�equation (5.1) pr�esentant le ph�enom�ene der�esonan
e sto
hastique. La traje
toire saute presque p�eriodiquement d'une vari�et�e stable�a l'autre (
ourbes en gras) en passant par dessus la barri�ere de potentiel (en traitill�e).2. si � > 0 et A = 0, on a a�aire au probl�eme bien 
onnu du passage sto
hastiquepar-dessus une barri�ere de potentiel: les transitions ont lieu �a des temps al�eatoires,dont la loi 
onverge, pour � ! 0, vers la loi exponentielle [Day83℄, d'esp�eran
e d'ordre" e2H=�2 (
e
i reste vrai pour des potentiels multidimensionnels);3. si � > 0 et 0 < A < A
, la loi des transitions al�eatoires sera in
uen
�ee par le termep�eriodique �A 
os(y)x, qui rend 
es transitions plus probables �a 
ertains instants qu'�ad'autres; 
'est 
ette tra
e du 
ara
t�ere p�eriodique du for�
age dans le 
omportementde xt que l'on d�enomme r�esonan
e sto
hastique (Figure 6).Les premi�eres appro
hes math�ematiques �a 
e probl�eme se sont 
on
entr�ees sur desversions simpli��ees de l'�equation (5.1). En parti
ulier, le 
as o�u le potentiel V (x; y) estune fon
tion 
onstante par mor
eaux de y a �et�e 
onsid�er�e dans [BSV81℄, et plus r�e
emmentdans [IP02℄. Le 
as d'une variable x dis
r�ete, i.e. d'une 
hâ�ne de Markov, a �et�e �etudi�edans [ET82, MW89℄, puis dans [HI02℄. En�n, les physi
iens ont passablement �etudi�e lespropri�et�es spe
trales du g�en�erateur de (5.1) et la densit�e de probabilit�e [Fox89, JH89℄. Cesdi��erentes appro
hes montrent en parti
ulier que le ph�enom�ene de r�esonan
e est le pluspronon
�e pour une p�eriode 1=" pro
he du temps de Kramers e2H=�2 .Une des
ription du 
omportement des traje
toires a �et�e donn�ee pour la premi�ere foispar Freidlin dans [Fre00℄, en utilisant la th�eorie des grandes d�eviations. Ses r�esultatsmontrent que les traje
toires 
onvergent en probabilit�e, au sens de la norme Lp, vers unefon
tion p�eriodique P (t): lim�!0"=e�2H1=�2 P�Z T0 ��xt � P (t)��p dt > Æ� = 0 (5.2)pour H1 > H, tous Æ; T > 0 �x�es et p > 1. La fon
tion P (t) suit le fond d'un puits depotentiel, en 
hangeant de puits deux fois par p�eriode. Ce r�esultat s'applique �a une 
lassede syst�emes tr�es g�en�erale, en revan
he il ne donne pas d'informations sur la vitesse de
onvergen
e, ni sur sa d�ependan
e de Æ et p.5.2 Des
ription des traje
toiresNous 
onsid�erons i
i le 
as o�u a0 = A
 � A est un petit param�etre, 
e qui a pour e�etde rendre probables les transitions sur des �e
helles de temps sous-exponentielles. Pour
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x?0(t)

x?+(t)B(h) (b)
x?0(t)

B(h) xdettxt
x?+(t)

��2=3 �2=3Figure 7. Traje
toires pr�es d'une bifur
ation noeud{
ol �evit�ee. (a) Pour � < a3=40 _ "3=4,les traje
toires restent 
on�n�ees, ave
 grande probabilit�e, dans un voisinage B(h) de lasolution d�etermiste xdett . (b) Pour � > a3=40 _ "3=4, les traje
toires ont toutes les 
han
esde fran
hir la barri�ere de potentiel en x?0(t) durant l'intervalle [��2=3; �2=3℄.simpli�er la pr�esentation, nous nous 
on
entrons sur l'�equation (5.1), bien que les r�esultatsde [BG02e℄ s'appliquent �a des �equations plus g�en�erales.Si a0 est petit mais positif, on est dans une situation de bifur
ation noeud{
ol �evit�ee(Figure 7). Lorsque 
os y = �1, la vari�et�e stable x?+(y) et la vari�et�e instable x?0(y)s'appro
hent �a une distan
e d'ordre pa0, et la barri�ere de potentiel a une hauteur d'ordrea3=20 . Nous 
hoisissons l'origine du temps de mani�ere que 
os yt = �1 en t = 0.Dans le 
as d�eterministe � = 0, une g�en�eralisation de la proposition 2.7 donne (
.f.[BG02e, Th�eor�eme 2.5℄)xdett � x?+(yt) � "jytj pour yt 6 �
0(pa0 _p"),xdett � x
 � pa0 _p" pour jytj 6 
0(pa0 _p") (5.3)xdett � x?+(yt) � � "jytj pour yt > 
0(pa0 _p"),pour une 
onstante 
0 > 0, o�u x
 = 1=p3 est le \
entre" de la bifur
ation �evit�ee. Nouspouvons don
 essayer d'imiter le th�eor�eme 4.2 en d�e�nissant �a nouveauB(h) = n(x; t) : (x� xdett )2�(t) < h2o; (5.4)ave
 i
i, �(t) � 1j�xf(xdett ; t)j � 1jtj _ pa0 _p": (5.5)On obtient alors, 
omme au th�eor�eme 4.2,Th�eor�eme 5.1 ([BG02e, Th�eor�eme 2.6℄). Il existe une 
onstante h0 telle que pourh 6 h0[jtj3=2 _ a3=40 _ "3=4℄ et t 6 
0(pa0 _p"),Pt0;x0��B(h) < t	 6 
onst� t� t0"2 + 1� e��h2=2�2 ; (5.6)ave
 � = 1�O(")�O�h=[jtj3=2 _ a3=40 _ "3=4℄�.
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Figure 8. Mêmes r�egimes que sur la �gure 7, repr�esent�es sur plusieurs p�eriodes. Nosr�esultats montrent qu'ave
 grande probabilit�e, les traje
toires restent 
on�n�ees dans lesdomaines ombr�es, qui suivent toujours la même vari�et�e stable en bruit faible, et sautentd'une vari�et�e �a l'autre en bruit fort.Comme pr�e
�edemment, nous avons don
 deux 
as �a 
onsid�erer:1. si � < a3=40 _ "3=4, alors les traje
toires restent 
on
entr�ees dans un voisinage d'ordre�p�(t) de la solution d�eterministe, et des transitions vers l'autre vari�et�e stable sontpeu probables (Figure 7a et Figure 8a);2. si � > a3=40 _ "3=4, alors le r�esultat ne s'applique que pour t 6 ��2=3 (Figure 7b).Il suit du th�eor�eme 5.1 que le temps de premier passage �0, disons, en x = 0, satisfaitPt0;x0��0 < t	 6 
onst� t� t0"2 + 1� e��[(�t3)_a3=20 _"3=2℄=�2 (5.7)pour tous les t dans un voisinage de 0 dans le premier 
as, et pour t 6 ��2=3 dans le se
ond
as. Le 
omportement pour t > ��2=3 dans le se
ond 
as est alors d�e
rit par l'analoguesuivant du th�eor�eme 4.3.Th�eor�eme 5.2 ([BG02e, Th�eor�eme 2.7℄). Si � > a3=40 _ "3=4, alors il existe une
onstante � > 0 telle quePt0;x0��0 > t	 6 32 exp����2=3(t+ �2=3)"jlog �j �+ e��=�2 (5.8)pour ��2=3 +O(") 6 t 6 �2=3.Par 
ons�equent, le syst�eme a une probabilit�e d'ordre 1� e���4=3="jlog�j d'e�e
tuer unetransition dans l'intervalle de temps ��2=3 6 t 6 �2=3. Une fois le niveau 0 atteint, le
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Figure 9. Traje
toire typique de l'�equation sym�etrique (5.9). En bruit fort, la traje
toire
hange de puits �a 
haque bifur
ation four
he �evit�ee ave
 probabilit�e pro
he de 1=2.pro
essus a une forte probabilit�e d'atteindre rapidement la vari�et�e lente en x?�(t), qu'ilsuit pendant une demi-p�eriode jusqu'�a la transition suivante (Figure 8b).Il est �a relever que le seuil a3=40 _ "3=4 de l'intensit�e du bruit rendant des transitionsprobables ne tend pas vers 0 ave
 le param�etre a0 
ontrôlant la hauteur minimale de labarri�ere de potentiel. Ce
i est un e�et purement dynamique, dû au fait que même si labarri�ere de potentiel disparait, elle le fait durant un intervalle de temps trop 
ourt pouraugmenter la probabilit�e de transition.Remarquons �nalement que des r�esultats analogues peuvent être obtenus dans le 
asd'un potentiel sym�etrique, dont la barri�ere est modul�ee p�eriodiquement, 
omme dans le
as dxt = 1" �(a0 + 1� 
os yt)xt � x3t �dt+ �p" dWt;dyt = 1: (5.9)Le petit param�etre a0 
orrespond �a nouveau �a la hauteur minimale de la barri�ere depotentiel. Les instants t tels que 
os yt = 1 
orrespondent �a une bifur
ation four
he �evit�ee.Les r�esultats sont similaires aux pr�e
�edents, ave
 d'autres exposants. Ainsi,1. si � < �
 = a0 _ "2=3, les traje
toires restent 
on
entr�ees dans un voisinage d'ordre�=(jtj _ p�
) de la solution d�eterministe, et des transitions vers l'autre vari�et�e stablesont exponentiellement peu probables;2. si � > �
, les traje
toires peuvent passer d'un puits de potentiel �a l'autre durantl'intervalle de temps [�p�;p�℄; apr�es 
et intervalle de transition, elles suivront �anouveau l'une des bran
hes stables, et auront 
hang�e de bran
he ave
 probabilit�eexponentiellement pro
he de 1=2 (Figure 9).6 Hyst�er�esis dynamiqueL'hyst�er�esis est un ph�enom�ene de m�emoire pouvant apparâ�tre lorsqu'on tente d'approxi-mer la dynamique d'un syst�eme rapide{lent par sa restri
tion �a la vari�et�e lente. Dans lalimite adiabatique, l'hyst�er�esis apparâ�t 
omme un ph�enom�ene purement statique, sou-vent mod�elis�e par un op�erateur int�egral [May91, MNZ93℄. Pourtant, la mani�ere dont les
y
les d'hyst�er�esis 
hangent ave
 le param�etre adiabatique, et en parti
ulier leur aire (quimesure la dissipation d'�energie dans de nombreuses appli
ations), peut être non triviale.Di��erentes �etudes, d'abord surtout num�eriques [RKP90, JGRM90℄, ont en e�et r�ev�el�e
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x?�(�)

x?+(�)x?0(�) �
 �x
xxper;+t (b) ��
x
x
x?�(�)

x?+(�)x?0(�)xpertFigure 10. R�egimes d'hyst�er�esis dans le 
as d�eterministe. (a) Si A 6 �
+ 
0", les traje
-toires sont attir�ees par un 
y
le d'aire A(") � A". (b) Si A > �
 + 
1", les solutions sontattir�ees par un 
y
le dont l'aire satisfait A(")�A0 � "2=3(A� �
)1=3.que 
ette aire avait une d�ependan
e en loi de puissan
e du param�etre adiabatique. Ilest alors important de 
omprendre l'e�et d'un bruit sur 
es lois d'�e
helle, d'autant plusque le bruit est pr�esent dans de nombreuses appli
ations o�u l'hyst�er�esis joue un rôle: fer-roaimants [Mar77℄, lasers [JGRM90, ME84℄, 
ourants marins [Ces94, Mon02, THST03℄.6.1 Cas d�eterministeA�n de simpli�er la pr�esentation, nous limiterons la dis
ussion �a l'exemple" _x = x� x3 + �(t)�(t) = A 
os t: (6.1)Le terme �(t) peut être 
onsid�er�e soit 
omme une for
e ext�erieure p�eriodique, soit 
ommeune solution p�eriodique d'une EDO lente. Nous dirons que les solutions de (6.1) ont un
omportement d'hyst�er�esis si, dans la limite " ! 0, xt ne d�epend pas que de la valeurinstantan�ee �(t), mais �egalement de l'histoire f�(s)gs6t.Le syst�eme (6.1) admet une vari�et�e lente d'�equation x3 � x = �(t), 
ompos�ee de deuxbran
hes stables x?�(�) et d'une bran
he instable x?0(�), se ren
ontrant en deux points debifur
ation noeud{
ol �(x
;��
) o�u x
 = 1=p3 et �
 = 2=(3p3) (Figure 10).On peut alors montrer (
.f. [BK99℄ et [BG02b, Th�or�eme 2.2℄) qu'il existe des 
onstantes
1 > 
0 > 0 telles que1. Si A 6 �
+
0", presque toute solution de (6.1) est attir�ee par une solution p�eriodiquexper;�t ("), satisfaisant lim"!0xper;�t (") = x?�(�(t)); (6.2)o�u le signe � d�epend de la 
ondition initiale. Selon notre d�e�nition, il n'y a don
 pasd'hyst�er�esis. Les solutions p�eriodiques xper;�t ("), projet�ees dans le plan (�; x), sont des
y
les renfermant une surfa
e d'ordre A" (Figure 10a).2. Si A > �
+
1", toute solution de (6.1) est attir�ee par une solution p�eriodique xpert ("),satisfaisantlim"!0xpert (") = (x?+(�(t)) si �(t) > �
 ou si �(t) > ��
 et �0(t) < 0,x?�(�(t)) autrement. (6.3)
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Figure 11. R�egimes d'hyst�er�esis dans le 
as sto
hastique. (a) R�egime d'amplitude faible,(b) r�egime d'amplitude forte, (
) r�egime de bruit fort.Dans 
e 
as, il y a don
 un 
omportement d'hyst�er�esis. La proje
tion sur le plan (�; x)de xpert (") renferme une surfa
e A(") satisfaisant A(") � A0 � "2=3(A � �
)1=3, o�uA0 = 3=2 est l'aire d'hyst�er�esis statique (Figure 10b).6.2 Cas sto
hastiqueConsid�erons maintenant l'EDSdxt = 1"�xt � x3t + �(t)� dt+ �p" dWt; (6.4)ave
 de nouveau �(t) = A 
os t. Nous posons A = �
 + a0, o�u le param�etre a0 peut êtrepositif ou n�egatif. Nous nous int�eressons en parti
ulier �a l'aire al�eatoireA("; a0; �)(!) = �Z ��� xt(!)�0(t) dt: (6.5)Les r�esultats de la se
tion pr�e
�edente montrent que si A < �
, le 
omportement destraje
toires est qualitativement di��erent selon la valeur relative de � et a3=40 _ "3=4. Lesr�esultats sur la bifur
ation noeud{
ol montrent par ailleurs qu'une transition similaire alieu pour A > �
.Nous �epargnons i
i au le
teur les d�etails, assez te
hniques, des r�esultats de [BG02b℄, etnous 
ontenterons de les r�esumer de la mani�ere suivante. On peut distinguer trois r�egimesprin
ipaux:1. R�egime d'amplitude faible: a0 6 
0" et � 6 a3=40 _ "3=4 [BG02b, Th�eor�eme 2.3℄.Les traje
toires restent 
on
entr�ees pr�es de l'une des bran
hes stables ave
 probabilit�eexponentiellement pro
he de 1 (Figure 11a). Le 
omportement de l'aire di��ere selonles deux sous-
as suivants:(a) si a0 > �" ou � 6 p"=jlogja0jj, la loi de A("; a0; �) est pro
he d'une loi normale,de varian
e d'ordre �2", et d'esp�eran
e d'ordre A";(b) si a0 < �" et � > p"=jlogja0jj, la loi de l'aire n'est pas n�e
essairement pro
he d'uneGaussienne; elle a une esp�eran
e et un �e
art-type d'ordre �2jlogja0jj au plus, et lesqueues de la distribution d�e
roissent exponentiellement ave
 param�etre �2jlogja0jj.2. R�egime d'amplitude forte: a0 > 
1" et � 6 ("pa0 )1=2 [BG02b, Th�eor�eme 2.4℄.La distribution de A("; a0; �) est lo
alis�ee autour de la valeur d�eterministe, qui estd'ordre A0 + ("pa0 )2=3 (Figure 11b). De plus,



24 M�emoire d'habilitation(a) si � 6 ("pa0 )5=6, nous obtenons que la loi de A("; a0; �) est pro
he d'une loinormale de varian
e d'ordre �2("pa0 )1=3, et d'esp�eran
e d'ordre A0 + ("pa0 )2=3;(b) si ("pa0 )5=6 < � 6 ("pa0 )1=2, nous savons seulement montrer que la distribu-tion de A("; a0; �) est 
on
entr�ee dans un intervalle de taille ("pa0 )2=3 autour deA("; a0; 0).3. R�egime de bruit fort: a0 6 " et � > (ja0j _ ")3=4, ou a0 > " et � > ("pa0 )1=2[BG02b, Th�eor�eme 2.5℄.La distribution de l'aire est 
on
entr�ee autour d'une valeur de r�ef�eren
e d�eterministeÂ, satisfaisant Â � A0 � ��4=3 (Figure 11
). En outre,(a) si a0 6 " ou � > a3=40 , les queues PfjA("; a0; �) � Âj > Hg d�e
roissent 
ommee�
onstH3=2=�2 vers la droite, et 
omme e�
onstH=(�2_")jlog �j vers la gau
he;(b) si a0 > " et � 6 a3=40 , le 
omportement est similaire, mais ave
 un exposantl�eg�erement di��erent pour la d�e
roissan
e vers la gau
he.Le point remarquable est que dans le r�egime de bruit fort, la surfa
e typique des
y
les d'hyst�er�esis ne d�epend que du bruit, ind�ependemment de l'amplitude et de lafr�equen
e de la for
e ext�erieure, et est plus petite que l'aire d'hyst�er�esis statique A0. Ce
iest �evidemment dû au fait que pr�es d'un point de bifur
ation, le bruit peut o

asionnerdes transitions ave
 probabilit�e non n�egligeable, sans ou avant que les vari�et�es lentes ne setou
hent.7 Passage �a travers une orbite p�eriodique instableLes se
tions pr�e
�edentes ont fait apparâ�tre l'importan
e de la transition di�usive, sousl'e�et du bruit, �a travers une vari�et�e adiabatique instable. Dans 
ette derni�ere se
tion, nousexaminons 
e ph�enom�ene de mani�ere plus d�etaill�ee, dans le 
as parti
ulier o�u les variablesrapide et lente sont toutes deux unidimensionnelles, et o�u la vari�et�e instable est une orbitep�eriodique, 
omme 
'est le 
as, par exemple, dans l'�equation 5.1. Par 
ontre, nous nenous restreignons pas au seul r�egime adiabatique: notre but est plutôt de 
omprendre lad�ependan
e de la densit�e des temps de passage de la p�eriode de l'orbite instable, pourtoutes les valeurs possibles de 
ette p�eriode.7.1 Le probl�eme de sortie pour une di�usionLe probl�eme qui nous o

upe i
i est un 
as parti
ulier du probl�eme de sortie d'une di�usiond'un domaine D. Consid�erons une EDS de la formedxt = f(xt) dt+ �g(xt) dWt: (7.1)Supposons D positivement invariant par le 
ot d�eterministe. Pour une 
ondition initiale�x�ee x0 2 D, le probl�eme 
onsiste �a d�eterminer la distribution du temps de premi�ere sortie� = infft > 0: xt =2 Dg; (7.2)ainsi que 
elle du lieu de premi�ere sortie x� 2 �D. La th�eorie des grandes d�eviationspermet d'obtenir des informations sur l'asymptotique exponentielle, sous des hypoth�esesassez faibles sur f et g [FW98℄. Des r�esultats typiques sont l'existen
e d'un nombre V telque lim�!0�2 log Ef�g = V (7.3)
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hastiques singuli�erement perturb�ees 25et lim�!0P�e(V�Æ)=�2 6 � 6 e(V+Æ)=�2	 = 1 (7.4)pour toute 
onstante Æ > 0. Le nombre V est la solution d'un prin
ipe variationnel, 
'estla valeur minimale du quasipotentiel sur le bord �D. Si 
e minimum est atteint en unpoint unique x? 2 �D, la distribution de x� est 
on
entr�ee autour de x?, 
'est-�a-direlim�!0 Pfkx� � x?k > Æg = 0.Le r�esultat (7.4) peut donner �a penser que la distribution de � est 
on
entr�ee auvoisinage de eV =�2 , mais en fait, rien n'est moins 
ertain, puisque Æ ne doit pas d�ependrede �, 
e qui autorise en fait une distribution tr�es �etal�ee de �=Ef�g.Sous des hypoth�eses suppl�ementaires, des r�esultats plus pr�e
is sont 
onnus. Supposonspar exemple que f(x) = �rU(x) d�erive d'un potentiel U(x), et que g(x) = 1l. Prenons pourD un domaine (
onnexe) 
ontenant un minimum non-d�eg�en�er�e de U 
omme unique point
ritique, situ�e en x0 2 DÆ. Soit U0 = U(x0) et U1 > U0 la valeur minimale du potentielsur le bord �D. Alors le minimum du quasipotentiel est donn�e par V = 2(U1 � U0).Day [Day83℄ a montr�e que la loi de � tend vers une exponentielle:lim�!0P�� > sEf�g	 = e�s : (7.5)Par ailleurs, l'esp�eran
e de � s'�e
ritEf�g = 
(�) eV =�2 : (7.6)Divers d�eveloppements asymptotiques pour le pr�efa
teur ont �et�e 
onstruits (
.f. par ex-emple [Aze85, FJ92℄).Le 
as o�u le domaine D 
ontient un point selle x? du potentiel 
omme se
ond point
ritique est d�ej�a beau
oup plus diÆ
ile �a �etudier. L'expression (7.6) reste vraie, tou-jours ave
 V = 2(U1 � U0) o�u U1 = U(x?), mais ave
 un pr�efa
teur 
(�) di��erent. Savaleur �etait 
onnue depuis longtemps dans le 
as unidimensionnel [Eyr35, Kra40℄ (elled�epend de la 
ourbure de U en x0 et x?). Pour des dimensions sup�erieures, bien que lavaleur de lim�!0 
(�) �etait 
onje
tur�ee depuis longtemps, et des arguments perturbatifsont �et�e avan
�es (
.f. par exemple [MS97℄), une preuve rigoureuse n'en a �et�e donn�ee quer�e
emment [BEGK02, BGK02℄.La situation o�u �D est une orbite p�eriodique instable, qui nous int�eresse i
i, est moinsbien 
omprise. Dans 
e 
as, le quasipotentiel est 
onstant sur �D, et par 
ons�equent laloi de x� est uniforme dans l'asymptotique exponentielle. Day a d�e
ouvert un ph�enom�enesurprenant [Day92, Day96℄: lorsque � tend vers 0, la densit�e de x� tourne autour du bordde D, proportionnellement �a jlog �j. Maier et Stein [MS96℄ ont obtenu une d�ependan
ep�eriodique de jlog �j pour le taux de sortie dtPfxt 2 Dg, �a l'aide d'approximations WKB.Leur appro
he est bas�ee sur l'intuition que dans la limite � ! 0, les traje
toires, 
ondi-tionn�ees sur le fait de quitter D, se 
on
entrent pr�es de 
ertaines 
ourbes d�eterministes, quispiralent g�eom�etriquement vers �D. Une transition devient possible une fois un �-voisinagede �D atteint, 
e qui arrive en un temps d�ependant p�eriodiquement de jlog �j.7.2 Mod�ele �a deux niveauxNotre obje
tif est de mieux 
omprendre et d'aÆner le r�esultat de Day, dans le 
adre d'unmod�ele simpli��e [BG04℄. Une extension au 
as g�en�eral est en 
ours de r�ealisation [BG03b℄.Nous supposons que DÆ 
ontient une orbite p�eriodique stable, 
omme 
'est le 
as pour la
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�1
1� Æ21� Æ1+1 y

�1 �2 �3 �+ ty�t (0;�1)
y+t y�t y+t

Figure 12. D�e�nition du pro
essus sto
hastique yt. Le pro
essus alterne entre les pro-
essus Gaussiens y�t 
haque fois qu'un niveau 1� Æ1 ou 1� Æ2 est atteint.r�esonan
e sto
hastique, mais aussi pour 
ertains mod�eles de syn
hronisation. Le point ded�epart est fourni par deux EDS lin�eairesdy�t = �a(t)(y�t + 1) dt+ �g(t) dWt;dy+t = a(t)(y+t � 1) dt+ �g(t) dWt; (7.7)o�u a(t) et g(t) sont des fon
tions T -p�eriodiques, born�ees inf�erieurement par une 
onstantea0 > 0. Le temps modulo T est identi��e ave
 une variable angulaire. Pour � = 0, lapremi�ere �equation admet une orbite p�eriodique stable en y� = �1, et la se
onde uneorbite instable en y+ = +1.D�enotons par y�t (t0; y0) les pro
essus de 
ondition initiale y�t0 = y0. Fixons des 
on-stantes 0 < Æ1 < Æ2 < 1. Nous 
onstruisons un pro
essus sto
hastique fytgt>0 de lamani�ere suivante: yt = y�t (0;�1) jusqu'au temps �1 de premier passage en y = 1 � Æ1.Puis, yt = y+t (1� Æ1; �1) jusqu'�a 
e qu'on atteigne le niveau 1� Æ2 (Figure 12), et ainsi desuite:yt = 8>>>><>>>>:y�t (0;�1) pour 0 6 t 6 �1 = infft > 0: y�t (0;�1) > 1� Æ1g;y+t (�1; 1� Æ1) pour �1 6 t 6 �2 = infft > �1 : y+t (�1; 1� Æ1) < 1� Æ2g;y�t (�2; 1� Æ2) pour �2 6 t 6 �3 = infft > �2 : y�t (�2; 1� Æ2) > 1� Æ1g;: : : (7.8)Notre but est de 
al
uler la densit�e p+(t) du temps de premier passage �+ en +1 (quid�etermine imm�ediatement le lieu de premier passage).Sous 
ertaines hypoth�eses d�etaill�ees dans [BG04℄, on obtient alors que p+(t) s'�e
ritsous la forme p+(t) = 
(t; �) e�R2=2�2 ; (7.9)o�u R est une 
onstante ind�ependante de t et � (
'est la valeur du quasipotentiel sur lebord). Le pr�efa
teur 
(t; �) d�epend de la valeur de �(t) = R t0 a(s) ds, et de l'exposant deLyapunov � = �(T )=T (Figure 13):
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(t; �)
jlog �j = 1 jlog�j = 3 jlog�j = 5 tFigure 13. Comportement du pr�efa
teur de la densit�e de premier passage en +1, pourdi��erentes valeurs de �. Apr�es une phase transitoire de dur�ee 2jlog�j=�, 
elui-
i est pro
hed'une fon
tion p�eriodique durant un long r�egime m�etastable.1. Si 0 6 �(t) < 2jlog �j, on est dans un r�egime transitoire dans lequel
(t; �) 6 
onst 1�2 exp��L e��(t)�2 �; (7.10)pour une 
onstante L > 0.2. Pour 2jlog �j 6 �(t) 6 e
onst=�2 ,
(t; �) = �C0�0(t)P� jlog �j � �(t)�T ��1 + r(�)�; (7.11)o�u� C0 est une 
onstante (
onnue expli
itement);� r(�) est un reste d'ordre � + e��(t) =�2;� �(t) est une fon
tion 
onnue, monotone 
roissante, telle que �(t+ T ) = �(t) + �T ,qui d�e
rit l'angle de rotation de p+(t) autour de �D en fon
tion de jlog �j;� P (x) = P�T (x) est une fon
tion universelle, ne d�ependant que de �T = �(T ),donn�ee parP�T (x) = 1X`=�1A(�T (`� x)); ave
 A(x) = 12 e�2x expn�12 e�2xo: (7.12)Nous trouvons don
 que le ph�enom�ene d�e
rit par Day s'applique i
i au temps de sortie�egalement, du moins sur des �e
helles de temps m�etastables. En fait, nous 
onje
turons quepour des temps arbitraires, (7.9) se g�en�eralise enp+(t) = 
(t; �) e�R2=2�2 expn��(t) e�R2=2�2o; (7.13)en analogie ave
 (7.5).La forme parti
uli�ere de la fon
tion P (x) provient du fait suivant. Pour une valeur�x�ee de �(t), disons �(t) = 0, et bt=T 
 = n, le `-i�eme terme de la somme (7.12) s'expli
ite
omme 12�2 e�2`�T expn� 12�2 e�2`�To: (7.14)Ce terme provient des traje
toires e�e
tuant n � ` tours avant d'atteindre 1 � Æ1, puis `tours avant d'atteindre +1.



28 M�emoire d'habilitationP (x) �T = 1�T = 2�T = 5�T = 10 xFigure 14. Le pro�l universel P (x), repr�esent�e sur trois p�eriodes, pour di��erentes valeursdu param�etre �T .La fon
tion P (x) appro
he la valeur 
onstante 1=2�T lorsque T ! 0, et devient forte-ment piqu�ee en k � log 2=2, k 2 Z , dans la limite adiabatique T ! 1 (Figure 14), en
ons�equen
e du fait qu'alors un seul terme 
ontribue �a la somme.Nous pouvons maintenant faire le lien ave
 la r�esonan
e sto
hastique �etudi�ee dans lase
tion 5. Commen�
ons par e�e
tuer la transformation du temps s = �(t)=T dans (7.13),
e qui donne une nouvelle densit�e~p+(s) ' �C0P�T� jlog �j=T � s� �T e�R2=2�2 e�sT e�R2=2�2 : (7.15)La �gure 13 montre une situation o�u T � eR2=2�2 , et don
 les os
illations de p+ ont uneamplitude presque 
onstante. La r�esonan
e sto
hastique, par 
ontre, est la plus pronon
�eepour T ' eR2=2�2 , et dans 
e 
as (7.15) d�e
rit une exponentielle d�e
roissante, modul�ee parle pro�l P�T qui est fortement piqu�e dans 
e r�egime. Par 
ons�equent, la grande majorit�edes traje
toires atteindront l'orbite instable dans un intervalle de temps 
ourt relativement�a T , durant la premi�ere p�eriode.
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