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R�esum�e
Le but de cette th�ese est d'�etudier l'ad�equation des approches parall�eles �a l'ima-

gerie 3D, en prenant comme probl�eme cible de la reconstruction d'images 3D en

tomographie par rayons X. L'�evolution technologique des syst�emes d'acquisition, du

premier scanner au Morphom�etre, a g�en�er�e de nouvelles probl�ematiques au niveau

des m�ethodes de reconstruction et au niveau des besoins informatiques.

Une premi�ere partie est consacr�ee aux fondements de la tomographie assist�ee par

ordinateur et �a la pr�esentation des machines parall�eles. L'�evolution des machines de

calcul intensif, du Cray 1 au Cray T3D, permet de r�esoudre des probl�emes de taille

croissante.

Dans la deuxi�eme partie, nous d�e�nissons la m�ethodologie suivie pour parall�eliser

les algorithmes de reconstruction. Nous identi�ons les op�erateurs de base (projection

et r�etroprojection) sur lesquel est port�e l'e�ort de parall�elisation. Nous d�e�nissons

deux approches de parall�elisation (locale et globale). Di��erentes versions optimis�ees

de ces algorithmes parall�eles sont pr�esent�ees prenant en compte d'une part la mini-

misation des temps de communications (recouvrement calcul/communication, com-

munication sur un arbre binaire) et d'autre part la r�egulation de charge (partition-

nement adaptatif).

Dans la troisi�eme partie, �a partir de ces op�erateurs parall�elis�es, nous construisons

trois m�ethodes de reconstruction parall�eles: une m�ethode analytique (la m�ethode

de Feldkamp) et deux m�ethodes alg�ebriques (la m�ethode Art par blocs et m�ethode

SIRT). Les algorithmes sont exp�eriment�es sur di��erentes machines parall�eles: Mas-

par, R�eseau de stations Sun, Ferme de processeurs Alpha, Paragon d'Intel, IBM

SP1 et Cray T3D. Pour assurer la portabilit�e sur les di��erentes machines, nous

avons utilis�e PVM. Nous �evaluons nos performances et nous montrons nos r�esultats

de reconstruction 3D �a partir de donn�ees simul�ees. Puis, nous pr�esentons des re-

constructions 3D e�ectu�es sur le Cray T3D, �a partir de donn�ees exp�erimentales du

Morphom�etre, prototype de scanner X 3D.

Mots cl�es: Parall�elisme, Imagerie 3D, M�ethodes de Reconstruction 3D, Tomogra-

phie X
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Abstract

This aim of this work is to study the adequacy of parallel approaches to 3D

imaging, in the particular case of 3D image reconstruction in X-Ray tomography.

The technological evolution of acquisition systems, from the �rst scanner to the

Morphometer, has generated new problems with respect to the theory of image

reconstruction and computer requirements.

In a �rst part, we present the background on Computed Tomography and parallel

computers. The evolution of Massively Parallel Processing computers, from the Cray

1 to the Cray T3D, allows to solve increasing size problems.

In a second part, we de�ne our methodology to parallelize the reconstruction al-

gorithms. We identify the basic operators (projection and backprojection) on which

the parallel e�ort is made. We de�ne a local and a global approaches to parallelize

these operators. We present di�erent optimized versions of these algorithms taking

into account, on the one hand, the minimization of communication times (overlap-

ping communications by calculations, communications on binary tree), and one the

other hand, load-balancing ( adaptative partition).

In a third part, we implement three parallel reconstruction methods using these

operators: Feldkampmethod, and two algebraic methods, Block ART and SIRT. The

algorithms have been tested on di�erent parallel computers: Maspar, Sun worksta-

tion network, Farm of Alpha processors, Intel Paragon, IBM SP1 and Cray T3D.

For portability, they have been implemented using PVM. We evaluate the perfor-

mances and we show the 3D reconstruction results from simulated data. Then, we

present 3D reconstructed images performed on the Cray T3D, when using data from

a prototype of 3D X-Ray scanner (Morphometer).

Key words: Parallelism, 3D Imaging, 3D reconstruction methods, X-Ray Tomo-

graphy
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Chapitre 1

Introduction g�en�erale

L'imagerie m�edicale regroupe un ensemble de techniques qui permettent de visua-

liser l'anatomie humaine. Elle n�ecessite un outil informatique adapt�e aux di��erents

traitements des donn�ees.

La tomographie par rayons X est un proc�ed�e d'imagerie qui permet d'obtenir

des coupes de l'anatomie humaine. La tomographie assist�ee par ordinateur (TAO)

est issue du mariage entre la tomographie et l'informatique. Elle se compose d'un

syst�eme d'acquisition (source de rayons X, d�etecteurs) et d'un syst�eme de traite-

ment des donn�ees acquises. Le premier prototype, le scanner X, a �et�e d�evelopp�e par

l'�equipe de Houns�eld, au d�ebut des ann�ees 70.

L'�evolution technologique des proc�ed�es d'imagerie, a engendr�e de nouvelles probl�ema-

tiques. Ainsi, les syst�emes d'acquisition actuels d�elivrent des informations, qui sont

trait�ees par un outil informatique, dans le but d'obtenir une image bidimensionnelle

repr�esentant le ph�enom�ene observ�e. Les m�ethodes de reconstruction, mises en �uvre

lors du traitement de l'information, se sont adapt�ees �a ces syst�emes d'acquisition.

L'information bidimensionnelle r�esultante de ces techniques d'imagerie s'est av�er�ee

insu�sante pour l'examen de nombreuses pathologies. La tomographie tridimension-

nelle est donc apparue n�ecessaire pour acqu�erir une information plus compl�ete. Les

syst�emes, qui ont �et�e d�evelopp�es, sont bas�es sur un syst�eme multi-coupes qui re-

construit un volume tridimensionnel en concat�enant une s�erie de coupes. En raison

des conditions r�ep�etitives d'acquisitions et de l'�echantillonnage non homog�ene des
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donn�ees, ces syst�emes g�en�erent de nombreuses erreurs qui doivent être corrig�ees lors

du traitement de l'information tridimensionnelle. De nouveaux syst�emes permettant

l'acquisition quasi-simultan�ee de l'information ont donc �et�e propos�es: le DSR de la

Mayo-Clinic et le Morphom�etre d�evelopp�e par GE et le LETI-CEA. On parle ici de

tomographie r�eellement tridimensionnelle.

Nous retracerons, dans le chapitre 2, l'�evolution de la tomographie bidimension-

nelle (scanner X) �a la tomographie tridimensionnelle. A�n d'expliciter les m�ethodes

de reconstruction tridimensionnelle, nous introduirons les m�ethodes de reconstruc-

tion bidimensionnelle. Puis, nous �enum�ererons les principales m�ethodes qui ont �et�e

propos�ees dans la litt�erature.

Le d�eveloppement de la tomographie tridimensionnelle a �et�e possible grâce aux

progr�es de l'outil informatique. Toutefois, les m�ethodes de reconstruction, qui en sont

issues, requi�erent un espace m�emoire de grande taille et une bonne puissance de cal-

cul, pour reconstruire un volume tridimensionnel de taille r�ealiste dans des temps

acceptables. Suivant la taille du probl�eme, on peut les impl�ementer sur des machines

classiques. En raison de la faible capacit�e m�emoire et de la puissance limit�ee de ce

type machine, il est pr�ef�erable d'utiliser des machines con�cues pour le calcul intensif.

Il existe plusieurs classes de machines de calcul intensif. A l'heure actuelle, les

plus performantes sont les machines parall�eles. Nous introduirons, dans le chapitre 3,

les notions li�ees au parall�elisme. Nous �etablirons une classi�cation des machines pa-

rall�eles suivant leur mod�ele d'ex�ecution. Celui-ci est implicitement reli�e au mod�ele de

programmation qui sera abord�e par la suite. Pour faciliter la programmation de ces

machines parall�eles, des biblioth�eques sp�eci�ques ont �et�e d�e�nies. Ces biblioth�eques

sont d�edi�ees soit aux calculs, soit aux communications. Nous pr�esenterons le principe

d'une biblioth�eque de communication: PVM. D'autres outils ont �et�e d�evelopp�es pour

ces machines (langage d�edi�e, analyseur de performances...), mais leur emploi restent

assez limit�e. Pour justi�er le choix d'une impl�ementation parall�ele, il est classique

de mesurer les performances. Nous utiliserons des crit�eres pertinents pour �evaluer

les performances de nos impl�ementations.
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De nombreux travaux ont mis en �evidence l'ad�equation des probl�emes de recons-

truction tridimensionnelle, issus de la tomographie par rayons X, aux approches

parall�eles. En e�et, au vu des besoins informatiques n�ecessaires, il semble naturel de

penser que les machines parall�eles, par les capacit�es qu'elles o�rent, soient le mieux

adapt�ees pour r�esoudre ces probl�emes.

Nous proposerons, dans le chapitre 4, une m�ethodologie g�en�erale pour parall�eliser

les m�ethodes de reconstruction. Deux d�emarches sont possibles pour parall�eliser les

m�ethodes de reconstruction. La premi�ere, l'analyse ascendante, consiste �a les d�e�nir

comme un probl�eme classique d'alg�ebre lin�eaire. La parall�elisation est alors bas�ee sur

l'utilisation de routines parall�eles d'alg�ebre lin�eaire. La seconde que nous suivrons,

l'analyse descendante, permet de conserver la structure des m�ethodes de reconstruc-

tion bas�ee sur des op�erateurs. La parall�elisation intervient dans ce cas au niveau de

l'impl�ementation des op�erateurs.

Une premi�ere �etape consistera �a �xer la g�eom�etrie d'acquisition, et �a identi�er

les op�erateurs de base comme �etant la projection et la r�etroprojection. Puis ces

op�erateurs seront parall�elis�es suivant deux approches: l'approche locale et l'approche

globale. L'impl�ementation de ces op�erateurs parall�eles utilisera un concept de ma-

chine parall�ele abstraite, a�n de s'assurer une bonne portabilit�e et pour ne pas tenir

compte de l'architecture des machines cibles. Une seconde �etape proposera des ver-

sions optimis�ees de ces algorithmes parall�eles, qui prendront en compte d'une part la

minimisation des temps de communications, et d'autre part la r�egulation de charge.

L'ensemble de ces op�erateurs parall�eles formera alors une biblioth�eque qui permettra

de constituer des m�ethodes de reconstruction parall�eles.

Notre but �etant de parall�eliser des m�ethodes de reconstruction, nous �etudierons

la parall�elisation d'une m�ethode analytique, la m�ethode de Feldkamp dans le cha-

pitre 5. Nous rappellerons son principe et sa formulation discr�ete. Sa parall�elisation

suivra une approche locale et sera ax�ee sur deux types d'architectures: les machines

SIMD et les machines MIMD.
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Le chapitre 6 s'int�eressera �a la parall�elisation des m�ethodes alg�ebriques. Nous

pr�esenterons la m�ethode ART par blocs et la m�ethode SIRT. Elles seront parall�elis�ees

suivant deux approches (globale, locale) en raison de leur di��erence algorithmique.

Au vu des r�esultats de la m�ethode de Feldkamp, les m�ethodes ART et SIRT seront

impl�ement�ees sur des machines MIMD.

Pour chacune de ces m�ethodes, nous proposerons des versions optimis�ees de

leurs impl�ementations. Nous �evaluerons leurs performances apr�es de nombreuses

exp�erimentations sur nos machines cibles: Maspar de DEC, R�eseau de stations Sun,

Ferme de processeurs Alpha, Paragon d'Intel, IBM SP1 et Cray T3D.

A�n de valider nos m�ethodes parall�eles de reconstruction, nous montrerons nos

r�esultats d'images tridimensionnelles reconstruites �a partir de donn�ees simul�ees. Les

r�esultats provenant de donn�ees exp�erimentales, seront pr�esent�es dans le chapitre 7.

En�n, nous conclurons par une synth�ese sur l'apport du parall�elisme aux m�ethodes

de reconstruction et nous proposerons de nouvelles perspectives.
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Chapitre 2

Tomographie 3D

2.1 Introduction

Nous introduirons dans ce chapitre les m�ethodes de reconstruction utilis�ees en

tomographie. La tomographie est une technique employ�ee dans le domaine m�edical,

dans le contrôle non destructif industriel et même en astronomie. Grâce �a un syst�eme

d'acquisition appropri�e, elle recueille des informations provenant d'une source (rayon-

nement X, �etoile ...) sur un ensemble de d�etecteurs. A partir de ces informations ,

la tomographie permet de reconstruire une tranche d'un objet, ou l'objet lui-même

, qui se trouve entre la source et les d�etecteurs. Nous nous proposons de d�e�nir son

principe dans le cadre d'applications m�edicales. Les m�ethodes de reconstruction qui

permettent de reconstruire une partie ou l'objet enti�erement, ont �et�e d�evelopp�ees en

fonction du syst�eme d'acquisition mis en �uvre.

Nous retra�cerons dans ce chapitre l'�evolution de ces syst�emes d'acquisition qui ont

permis de reconstruire des signaux bidimensionnels, ou images 2D, puis des signaux

tridimensionnels, ou images 3D. Nous expliciterons les m�ethodes de reconstruc-

tion en tomographie bidimensionnelle dans un premier temps, car elles ont servi

�a d�e�nir celles utilis�ees en tomographie tridimensionnelle. En e�et, nous montrerons

l'�evolution des outils math�ematiques qui sont la base de ces m�ethodes.
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2.2 Origine de la tomographie 3D

2.2.1 Principe de la tomographie

La tomographie est un proc�ed�e d'imagerie m�edicale non invasive qui permet de

visualiser une coupe d'organe, un syst�eme nerveux ou une partie du squelette d'un

patient sans intervention de nature chirurgicale. L'utilisation de ces donn�ees permet

au m�edecin de renforcer un diagnostic ou de v�eri�er le r�esultat d'une op�eration.

Le d�eveloppement de ces proc�ed�es d'imagerie est li�e au d�eveloppement de l'informa-

tique. En e�et, bien que le probl�eme math�ematique sous-jacent ait �et�e r�esolu par Ra-

don en 1917 [Rad17], l'essor de ces techniques est dû �a l'apparition de la tomographie

assist�ee par ordinateur ou TAO. Elle est plus commun�ement appel�ee \Computerized

Tomography" ou CT. La CT est bas�ee sur deux syst�emes compl�ementaires:

� le syst�eme d'acquisition: il est compos�e d'une source de rayonnement et d'un

d�etecteur. Il fournit les donn�ees 1D (respectivement 2D) pour la reconstruction

de l'image 2D (respectivement 3D). Sa g�eom�etrie d�e�nit les param�etres de la

reconstruction.

� le syst�eme de traitement: �a partir des donn�ees, ce syst�eme va reconstruire

l'image 2D ou 3D en utilisant des m�ethodes de reconstruction adapt�ees �a la

g�eom�etrie d'acquisition.

X

Détecteurs

Source rayons X

Données

Système de traitementSystème d’acquisition

Fig. 1 - Principe de la Tomographie assist�ee par ordinateur compos�ee d'un syst�eme

d'acquisition qui envoie les donn�ees au syst�eme de traitement

La �gure 1 illustre le principe de la CT. Nous nous proposons de d�ecrire l'�evolution

des syst�emes d'acquisition qui ont g�en�er�e de nouvelles probl�ematiques au niveau des

m�ethodes de reconstruction. Nous rappelons tout d'abord quelques notions sur la

physique du rayonnement.
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2.2.2 Physique du rayonnement X

La physique du rayonnement d�etermine la nature des informations recueillies par

les d�etecteurs du syst�eme d'acquisition. Nous consid�erons le cas de la tomographie

par rayons X. Celle-ci utilise le rayonnement X, c'est-�a-dire un 
ux de photons �emis

par une source X qui traverse des tissus humains, des os, des liquides intra-cellulaires

... . Chaque mati�ere travers�ee att�enue le 
ux de photons en fonction de sa nature et

de son �epaisseur. Ainsi, pour chaque mati�ere travers�ee, nous mesurons une di��erence

d'intensit�e du 
ux de photons entre l'entr�ee et la sortie de la mati�ere qui est exprim�ee

par la loi de Beer-Lambert pour un milieu homog�ene:

Isortie = Ientr�ee:exp(��:�epaisseur) (2.1)

o�u � est le coe�cient d'att�enuation lin�eaire de la mati�ere travers�ee.

X

Détecteurs
M

S

I(M)

I(S)

Fig. 2 - Mod�elisation de l'att�enuation

Ce mod�ele n'est pas adapt�e lorsque le rayonnement traverse une partie du corps.

Dans ce cas, on peut consid�erer que le coe�cient d'att�enuation � est une fonction

�(l) d�e�nie en chaque point l de la droite (SM) o�u S est la source de rayonnement

et M un point de d�etection (�gure 2). La valeur de l'intensit�e observ�ee au point M

s'exprime par:

I(M) = I0(S):exp(�
Z M

S
�(l)dl),

Z M

S
�(l)dl = �ln(I(M)

I0(S)
) (2.2)

o�u I0(S) est la valeur de l'intensit�e initiale au point S. Ainsi la valeur de l'att�enuation

est proportionnelle au rapport entre la mesure obtenue et la valeur initiale. L'int�egrale

de la fonction �(l), entre le point S et le point M, est d�etermin�ee en fonction de l'in-

tensit�e du 
ux initial et l'intensit�e du 
ux �nal.
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2.2.3 Evolution des syst�emes d'acquisition

L'�evolution technologique des syst�emes d'acquisition a g�en�er�e de nouveaux probl�emes

th�eoriques au niveau du choix du mod�ele math�ematique. En e�et, ceux-ci ont dû

s'adapter aux g�eom�etries bidimensionnelles (2D), puis aux g�eom�etries tridimension-

nelles (3D).

Syst�eme translation-rotation

Ces syst�emes d'acquisition sont issus du premier prototype de scannerX 2D pro-

pos�e par Houns�eld [Hou72]. Ils sont utilis�es pour la tomographie 2D.

Zone de reconstruction

Détecteur

Translation

Translation

Rotation
Source

(a) Syst�eme premi�ere

g�en�eration

Zone de reconstruction

RotationTranslation

Translation

Source

Barette de détecteurs

(b) Syst�eme deuxi�eme

g�en�eration

Fig. 3 - Syst�emes Translation-rotation

Ces syst�emes sont constitu�es d'une source de rayons X et d'un d�etecteur (�gure

3(a)). L'ensemble source-d�etecteur est translat�e pour balayer la section �a reconstruire

et obtenir une projection 1D. Puis l'ensemble e�ectue une rotation et le processus

est alors r�eit�er�e pour une nouvelle projection. Pour acc�el�erer les temps d'acquisi-

tion, les syst�emes de deuxi�eme g�en�eration (�gure 3(b)) ont utilis�e une barrette de

8 �a 30 d�etecteurs, ce qui minimise le nombre de translations. Le faisceau, avec un

angle d'ouverture assez faible, irradie cette barrette. La source et la barrette de

d�etecteurs sont translat�ees simultan�ement, puis e�ectuent ensuite une rotation pour

une nouvelle acquisition.
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Syst�eme Eventail

Ces syst�emes ont �et�e d�evelopp�es pour �eviter les translations des syst�emes pr�ec�edents.

Le faisceau de rayons X utilis�e est appel�e faisceau divergent, \Eventail" ou \ Fan-

Beam". Son angle d'ouverture est compris entre 30 et 60 degr�es.

Source

Zone de reconstruction

Détecteurs

Rotation

(a) Syst�eme troisi�eme

g�en�eration

Source

Zone de reconstruction

Détecteurs

Rotation

(b) Syst�eme quatri�eme g�en�eration

Fig. 4 - Syst�emes Eventail

Les d�etecteurs sont circulaires et ils sont, soit mobiles pour la troisi�eme g�en�eration,

soit �xes pour la quatri�eme g�en�eration (�gure 4). Chaque d�etecteur repr�esente un

angle constant de d�etection. Le nombre de d�etecteurs varie d'un millier, pour les

d�etecteurs mobiles, �a une dizaine de milliers, pour les d�etecteurs �xes, permettant

ainsi d'obtenir des projections de bonne r�esolution. La rapidit�e d'acquisition permet

d'obtenir un nombre �elev�e de projections. On utilise le principe des syst�emes de

quatri�eme g�en�eration dans les scanners actuels.

Syst�eme Conique

Ces nouveaux syst�emes ont �et�e con�cus pour la reconstruction 3D. Leur principe

est d'acqu�erir un ensemble de projections 2D et de reconstruire une image 3D. Les

sources de rayons X �emettent un faisceau conique, d'o�u le nom de \Cone-Beam",

qui intersecte un d�etecteur plan.
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Le premier syst�eme, utilisant des rayons X est le DSR, \Dynamic Spatial Recons-

truction", de la Mayo Clinic (USA). Son principe est explicit�e par Wood [Woo79].

Il est compos�e de 14 tubes de sources de rayons X associ�es �a 14 syst�emes vid�eo de

taille 30x30 cm. Cet ensemble tourne autour d'un patient �a tr�es grande vitesse ce

qui permet un grand nombre d'acquisitions (�gure 5).

Source

Vidéo
Système 

Pat
ie

nt

Fig. 5 - Principe du DSR

Dans notre chapitre 7 sur l'exploitation de donn�ees exp�erimentales, nous d�etaillerons

un nouveau prototype, le \Morphom�etre", qui a �et�e d�evelopp�e dans une collabora-

tion (GE-MS/Leti) et qui est bas�e sur la rotation rapide de deux ensembles source-

d�etecteurs.

2.2.4 Les autres sources de rayonnement

La tomographie par rayons X est aussi appel�ee \tomographie par transmission de

rayons X". Son utilisation principale est la description anatomique o�u la r�esolution

spatiale et la densit�e des tissus travers�es sont importantes.

Un autre type de tomographie est la \tomographie par �emission", est utilis�ee pour

visualiser les 
ots physiologiques ou chimiques dans un organe pr�ecis. Pour cela, une

substance radioactive est inject�ee et �emet un rayonnement au cours de sa di�usion.

On mesure alors l'intensit�e du rayonnement par deux types de capteurs distincts en

fonction de la nature des particules �emises. Ces mesures correspondent aux projec-

tions de la tomographie par rayons X. Les algorithmes utilis�es pour la reconstruction
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d'images 2D et 3D sont similaires �a ceux d�evelopp�es pour la tomographie par trans-

mission aux ph�enom�enes d'att�enuation pr�es. De nombreux syst�emes d'acquisition

ont �et�e d�evelopp�es en fonction du type de rayonnement. On se reportera aux tra-

vaux de Budinger qui d�ecrit les principes de la th�eorie de la tomographie par �emission

[BGH79]. Nous pr�esentons la tomographie par �emission d'un simple photon (TESP),

et la tomographie par �emission de Positrons (TEP).

La tomographie par �emission d'un simple photon TESP

Elle utilise les �emissions de photons simples:\Tomographie d'Emission d'un Simple

Photon". Un d�etecteur muni de collimateurs recueille les photons �emis dans une

certaine direction. En multipliant les d�etecteurs, on obtient un pro�l 1D pour des

d�etecteurs lin�eaires, ou un pro�l 2D, pour des d�etecteurs r�epartis sur un plan. Les

images obtenues sont comparables aux images de projection. Le probl�eme de cette

tomographie est le manque de pr�ecision des mesures dû �a la dispersion des photons

et �a leur att�enuation.

Translation

Collimateur

Détecteur

Section émetrice de photons

Fig. 6 - Principe de la tomographie TESP

La tomographie par �emission de positons TEP

Elle utilise les �emissions de positons �+: \Tomographie d'Emission de Positons".

L'�emission des positons provient des isotopes qui ont une d�e�cience en neutrons

relativement au nombre de protons. Un proton est converti en neutron quand il

perd sa charge positive qui est alors transport�ee par un positon de même masse

qu'un �electron mais de signe oppos�e. Quand le positon (�electron positif) est �eject�e

du nucl�eon, il se combine avec un �electron. Cette combinaison de mati�ere et d'anti-

mati�ere provoque une annihilation de l'�electron et du positon qui sont convertis en
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une �energie de 1022 kev. Cette �energie est r�epartie entre deux photons, de 511 kev

chacun, qui sont projet�es dans des directions oppos�ees pour atteindre les d�etecteurs.

Un test de co��ncidence sur les d�etecteurs permet de v�eri�er la pr�esence d'un positon

sur la ligne entre les deux points des d�etecteurs. Le nombre de photons ayant atteint

un d�etecteur d�etermine la concentration du m�elange sur cette ligne. On obtient des

images d'�emission qui sont utilis�ees par le syst�eme de traitement de fa�con similaire

�a la tomographie de transmission.

*
Positon e+

Electron e-

Emission de photons

Test de coincidence

Détecteur

Détecteur

Annihilation

Fig. 7 - Principe de la tomographie TEP

2.3 M�ethodes de reconstruction en tomographie

2D

Pour poser le probl�eme de la reconstruction, nous �etudions les m�ethodes de re-

construction en tomographie 2D, et nous nous basons sur deux articles qui font

r�ef�erence:

� Une synth�ese des m�ethodes analytiques ou \TransformMethods" a �et�e pr�esent�ee

par Lewitt [Lew83]. Dans cet article, il donne les principes de base des m�ethodes

analytiques et fait r�ef�erence �a la plupart des m�ethodes utilis�ees en tomographie.

Nous nous baserons sur ses notations pour introduire les m�ethodes analytiques.

� Une synth�ese des m�ethodes alg�ebriques ou \ Finite Serie-Expansion Recons-

truction Methods " a �et�e pr�esent�ee par Censor [Cen83]. Il explicite la th�eorie

des m�ethodes alg�ebriques ainsi que les algorithmes utilis�es. Nous introduirons

les m�ethodes alg�ebriques, en utilisant la même d�emarche.



2.3. M�ETHODES DE RECONSTRUCTION EN TOMOGRAPHIE 2D 13

2.3.1 M�ethodes analytiques de reconstruction

Nous pr�esentons les principes des m�ethodes analytiques. Nous utilisons, tout

d'abord, une g�eom�etrie d'acquisition relativement simple: la g�eom�etrie parall�ele.

Puis nous aborderons une g�eom�etrie d'acquisition plus complexe: la g�eom�etrie di-

vergente.

La projection en g�eom�etrie parall�ele

La tomographie assist�ee par ordinateur a pour objectif de former une image 2D

de la distribution du param�etre �etudi�e, dans un espace donn�e, �a partir d'un nombre

�ni de mesures.

Soit une fonction f repr�esentant la valeur de cette distribution en chaque point

de l'espace �etudi�e. La fonction f est suppos�ee �a support born�e D et in�niment

di��erentiable. Nous prenons pour D, le disque unitaire pour illustrer notre d�e�nition

(voir �gure 8).

p(u,  )θ

f(x,y)

θ

Rayon 

θ

u

x

O

y

O

Fig. 8 - Rayon de projection parall�ele

Une droite dans ce plan est d�e�nie par deux param�etres: u sa distance �a l'origine

et � l'angle par rapport �a l'axe (Oy). On d�e�nit p(u; �) la fonction �a deux variables

qui associe �a chaque couple (u; �) l'int�egrale de la fonction f sur la droite rep�er�ee

par u et �. Cette fonction, pour u et � �x�es, est plus commun�ement d�esign�ee comme

�etant un rayon de projection parall�ele. Il peut être exprim�e par:

p(u; �) =
Z +T (u)

�T (u)
f(u cos � � v sin �; u sin � + v cos �)dv (2.3)
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Les limites d'int�egration sont fonction de u, de � et du domaine d'int�egration. Pour

notre exemple, le disque unitaire, elles s'expriment par:

T (u) = (1� u2)1=2; juj � 1 (2.4)

p(u; �) = 0; juj > 1 (2.5)

En g�en�eralisant notre domaine �a R et en supposant que f est une fonction �a support

born�e, l'�equation 2.3 devient:

p(u; �) =
Z +1

�1
f(u cos � � v sin �; u sin � + v cos �)dv (2.6)

L'ensemble des projections fp(u; �)=� 2 [0; �[; u 2 Rg est donc fonction de f ,

repr�esentant l'image �a reconstruire. Le probl�eme de la reconstruction revient �a expri-

mer de mani�ere analytique la formule d'inversion reliant f �a ses projections p(u; �),

not�ees aussi p�(u).

La transform�ee de Radon

Nous rappelons ici quelques notions math�ematiques pour expliciter les transfor-

mations analytiques. La transform�ee de Fourier d'une fonction g(x) not�ee Fg(X)

est donn�ee par la relation:

Fg(X) =
Z +1

�1
g(x) exp(�2�ixX)dx (2.7)

La transform�ee de Fourier inverse, not�ee F�1g(x) est d�e�nie par:

F�1g(x) =
Z +1

�1
g(X) exp(2�ixX)dX (2.8)

La transformation de Fourier v�eri�e les �egalit�es suivantes, pour certaines classes de

fonctions:

F(F�1g) = F�1(Fg) = g (2.9)

La transform�ee de Fourier bidimensionnelle, not�ee F2g(X;Y ), d'une fonction bidi-

mensionnelle g(x; y) , et sa transform�ee bidimensionnelle inverse, not�ee F�12 g(x; y),

sont d�e�nies par:

F2g(X;Y ) =
Z Z

g(x; y) exp(�2�i(xX + yY )dxdy (2.10)

F�1
2

g(x; y) =
Z Z

g(X;Y ) exp(2�i(xX + yY )dXdY (2.11)
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On d�e�nit aussi pour une fonction bidimensionnelle, h(u; �), sa transform�ee de

Fourier par rapport �a une variable F�h(U; �) lorsque � est constant et son inverse

F�1� h(u; �):

F�h(U; �) =
Z +1

�1
h(u; �) exp(�2�iuU)du (2.12)

F�1� h(u; �) =
Z +1

�1
h(U; �) exp(2�iuU)dU (2.13)

La transformation de Radon d'une fonction f(x; y) est d�e�nie par :

Rf(u; �) =
Z +1

�1
f(u cos � � s sin �; u sin � + s cos �)ds (2.14)

Cet op�erateur exprime la relation entre les projections p�(u) et la fonction f �a

reconstruire :

Rf(u; �) = p�(u) (2.15)

Parall�element on d�e�nit l'op�erateur adjoint de la transformation de Radon, appel�e

op�erateur de r�etroprojection, not�e B. Il associe �a chaque point du plan (x; y), la

valeur de la r�etroprojection de toutes les projections en ce point:

Bp(x; y) =
Z �

0
p�(x cos � + y sin �)d� (2.16)

On illustre cet op�erateur par la �gure 9 qui repr�esente la projection de la fonction

f(x; y) pour deux positions de la source (�gure 9(a)), et la r�etroprojection de deux

projections p�1 et p�2 (�gure 9(b)).

θp  (u)

θp  (u)

Source

Source

f(x,y)

θ
y

O
x

1

1

2

(a) Op�eration de projection

p  (u)θ
p  (u)θ

Source

Source

f(x,y)

θ
y

O
x

1

1

2

(b) Op�eration de r�etroprojection

Fig. 9 - Op�erations de base en g�eom�etrie parall�ele
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Th�eor�eme de la projection

Le th�eor�eme de la projection �etablit une relation entre la transform�ee de Fourier

bidimensionnelle de la fonction f(u; �) et la transform�ee de Fourier de sa transform�ee

de Radon par rapport �a u:

F�Rf(U; �) = F2f(U cos �; U sin �) (2.17)

qui peut encore s'�ecrire:

F�p�(U) = F2f(U cos �; U sin �) (2.18)

Formules d'inversion

Les m�ethodes de reconstruction utilisant l'approche analytique sont toutes issues

d'une d�emarche similaire:

� Le mod�ele math�ematique se base sur la physique du probl�eme. La fonction f �a

reconstruire et les projections p� sont d�e�nies comme des fonctions continues

�a valeurs r�eelles,

� La fonction f �a reconstruire est exprim�ee �a partir d'une formule d'inversion

utilisant les projections p�,

� Les formules d'inversion sont adapt�ees dans le cas discret pour les appliquer

aux donn�ees simul�ees et exp�erimentales. La discr�etisation de ces formules d'in-

version permet de les traduire par des algorithmes qui reconstruisent, en fait,

une approximation du mod�ele math�ematique.

En g�eom�etrie parall�ele, les formules de reconstruction sont bas�ees sur les op�erateurs

d�e�nis dans le paragraphe pr�ec�edent. Nous �enoncerons pour chaque formule d'inver-

sion, son principe ainsi que les probl�emes li�es �a la discr�etisation:
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Formule d'inversion directe: elle est d�eduite directement du th�eor�eme de la pro-

jection. La transform�ee de Fourier de f est reconstruite �a partir des trans-

form�ees de Fourier des projections. La fonction f se d�eduit alors par inversion

de sa transform�ee de Fourier:

F2f(U; �) = F�p�(u) (2.19)

f = F�1
2
F2f (2.20)

Le principal probl�eme de cette m�ethode est d'estimer la transform�ee de Fourier

discr�ete �a partir des transform�ees de Fourier des projections [Pey90].

Formule d'inversion bas�ee sur le th�eor�eme de la r�etroprojection: ce th�eor�eme

�etablit que la r�etroprojection de toutes les projections s'exprime �a l'aide d'une

convolution bidimensionnelle (�2) de l'image. Il s'exprime par:

Bp(x; y) = (f �2 h)(x; y) (2.21)

h(x; y) = (x2 + y2)�1=2 (2.22)

La discr�etisation de cette m�ethode utilise les op�erateurs discrets de r�etroprojection

et de d�econvolution [Pey82].

Formule d'inversion par r�etroprojection �ltr�ee: cette formule est bas�ee sur

les deux formules pr�ec�edentes [SL74]. La reconstruction de l'image est bas�ee

sur la r�etroprojection des projections �ltr�ees. Cette formule s'exprime de la

mani�ere suivante:

f = B~p (2.23)

~p� = F�1(Fp�(R):jRj) o�u � 2 [0; �] (2.24)

Dans un premier temps, les projections sont �ltr�ees dans le domaine de Fourier

avec un \bon �ltre", puis elles sont r�etroprojet�ees. Le choix du \bon �ltre"

d�etermine la qualit�e de la reconstruction.

Nous aborderons ce probl�eme lors de l'impl�ementation de notre m�ethode ana-

lytique. Cette reconstruction utilise les op�erateurs discrets de r�etroprojection

et de transform�ee de Fourier monodimensionelle.
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G�eom�etrie d'acquisition divergente

La g�eom�etrie divergente d�ecoule de l'utilisation des scanners de deuxi�eme g�en�eration

�a g�eom�etrie \Fan Beam". Il existe deux g�eom�etries du d�etecteur: planaire ou circu-

laire. L'expression de la projection est fonction de la position de la source S� et de

la position du rayon rep�er�ee par l'angle 
, dans le cas d'un d�etecteur circulaire, ou

par une abscisse t, dans le cas d'un d�etecteur plan (�gure 10).

p  (t)βD2

D
1

γ

S

S’

t

β

β

f(x,y)

O

y

x

Fig. 10 - Projection en g�eom�etrie divergente

Les projections divergentes, p�(t) et p0
�(
), correspondent �a l'int�egrale de la fonc-

tion sur les rayons de projection et sont formul�ees �a partir de la transform�ee de

Radon, d'une mani�ere similaire aux projections parall�eles:

p�(t) = Rf( D1t

(D2 + t2)1=2
; � + 
) (2.25)

p0
�(
) = Rf(D1 sin 
; � + 
) (2.26)

Des m�ethodes de reconstruction analytiques li�ees �a cette g�eom�etrie ont �et�e d�evelopp�ees.

De nombreux algorithmes de reconstruction par r�etroprojection �ltr�ee ont �et�e pro-

pos�es. Herman [Her80] a d�evelopp�e une m�ethode d�eriv�ee de la m�ethode de r�etroprojection

�ltr�ee. L'algorithme obtenu est similaire �a celui employ�e en g�eom�etrie parall�ele. Son

algorithme n�ecessite de pr�etraiter les projections avant la r�etroprojection. Sa formu-

lation d�epend des projections P�(t) pr�etrait�ees �a partir des projections p�(t) avec

un d�etecteur planaire, ou des projections P 0
�(
) pr�etrait�ees �a partir des projections

p0
�(
) avec un d�etecteur circulaire ( ~P� et ~P 0

� �etant les projections �ltr�ees) :

f(x; y) =
1

2

Z 2�

0

~P�(t)(
D

D1 + x sin �� y cos �
)2d� (2.27)

f(x; y) =
1

2

Z 2�

0

~P 0
�(
)

D1

kS�Mk2d� (2.28)
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2.3.2 M�ethodes alg�ebriques de reconstruction

Ces m�ethodes sont fondamentalement di��erentes des m�ethodes analytiques, car

leur formulation exprime le probl�eme de la reconstruction directement dans un es-

pace discret.

En e�et, les m�ethodes analytiques expriment le probl�eme de la reconstruction dans

un espace continu et leur mise en �uvre n�ecessite une �etape de discr�etisation des

formules de reconstruction. Les algorithmes obtenus sont alors consid�er�es comme de

\ bonnes approximations " des formules continues.

Mod�ele discret pour la reconstruction en projection parall�ele

On discr�etise l'espace de reconstruction en choisissant une base constitu�ee d'un

ensemble de fonctions de base fgi=1 � i � ng. La fonction �a reconstruire f est alors

exprim�ee comme une combinaison lin�eaire des fonctions de base:

f(x; y) =
nX

i=1

figi(x; y) (2.29)

Nous donnons l'expression des m�ethodes alg�ebriques o�u l'espace de reconstruction

2D est discr�etis�e sur une grille d'�el�ements carr�es, appel�es pixels. Les pixels sont

num�erot�es de 1 �a n.

p(u,  )θ

p(u,  )θ
j

i

pixel i

rayon j

Source

Détecteur

Fig. 11 - Repr�esentation discr�ete du probl�eme

Une projection parall�ele dans cet espace discret est d�e�nie comme un ensemble

de rayons parall�eles traversant un nombre �ni de pixels. Son expression d�epend de

la valeur de chaque pixel et du poids associ�e �a chaque pixel. Ce poids est �egal �a la
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longueur de l'intersection du rayon et du pixel travers�e. La projection pj d'un rayon

j, pour uj et �j �x�es, se formule comme la somme des int�egrales des fonctions gi

pour tous les pixels i travers�es par ce rayon:

pj =
nX

i=1

fi

Z
gi(uj cos �j � v sin �j; uj sin �j + v cos �j)dv (2.30)

De cette �equation, on d�eduit le coe�cient de projection Rji du pixel i sur le rayon

j pour u et � �x�es:

Rji =
Z

gi(uj cos �j � v sin �j; u sin �j + v cos �j)dv (2.31)

On peut alors reformuler l'�equation:

pj =
nX

i=1

Rjifi (2.32)

Soit R la matrice des coe�cients de projection Rji, appel�ee aussi matrice de pro-

jection, et p le vecteur des rayons de projection fpj=1 � j � mg o�u m est �egal au

nombre de mesures; le syst�eme s'�ecrit alors:

p = Rf (2.33)

On utilisera aussi la notation rj qui d�e�nit la mesure pj en fonction de f et de la

j�eme ligne de la matrice R:

pj = rjf (2.34)

Cette formalisation math�ematique de la projection permet d'exprimer le probl�eme de

la reconstruction comme la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire classique. Les m�ethodes

alors utilis�ees sont similaires �a celles d�evelopp�ees en analyse num�erique. Le probl�eme

de reconstruction s'exprime alors de fa�con analogue pour des g�eom�etries d'acquisi-

tion di��erentes en 2D et en 3D.

La r�esolution d'un tel syst�eme lin�eaire repose sur ses sp�eci�cit�es:

� Le syst�eme est \ tr�es grand". Si n d�esigne le nombre de pixels et m d�esigne le

nombre de rayons de projection, la taille de la matrice est �egale �a n:m. Pour

obtenir des images de bonne qualit�e (n = m = 5122), le syst�eme �a r�esoudre

est de l'ordre de 250000 �equations �a 250000 inconnues.
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� La matrice est \ tr�es creuse". Les rayons de projection intersectent peu de

pixels. On consid�ere g�en�eralement que moins de 1% des termes de cette matrice

sont non nuls.

� L'existence de la solution du syst�eme. Les acquisitions �etant souvent bruit�ees,

le syst�eme peut être inconsistant. Donc il n'admet pas de solutions. C'est

pourquoi, la solution de ce syst�eme sera choisie parmi un ensemble de solu-

tions approch�ees au sens d'un crit�ere d'optimalit�e (moindres carr�es, entropie,

variance).

Pour toutes ces raisons, les m�ethodes alg�ebriques d�evelopp�ees pour r�esoudre ce

syst�eme ne sont pas issues de m�ethodes d'inversion directe de la matrice R, mais de

m�ethodes it�eratives qui permettent de minimiser un crit�ere. De plus, ces m�ethodes

ne travaillent que sur une partie de la matriceR pour �eviter le probl�eme du stockage

de la matrice en m�emoire.

La m�ethode ART

Cette m�ethode et ses d�eriv�ees constituent un ensemble de m�ethodes de recons-

truction commun�ement appel�ees m�ethodes ART pour \ Algebraic Reconstruction

Technics". La m�ethode ART est un algorithme alg�ebrique it�eratif de reconstruction

qui a �et�e utilis�e par Houns�eld [Hou72] pour la reconstruction sur le premier scan-

ner EMI. Elle a �et�e publi�ee pour la premi�ere fois par Gordon, Bender et Herman

[GBH70], et a �et�e identi��ee �a l'algorithme de Kaczmarz.

Le principe g�en�eral de cet algorithme it�eratif est de partir d'une image initiale f (0)

et de la corriger pas �a pas pour obtenir une image satisfaisante. Dans ce processus

it�eratif, l'image calcul�ee �a l'it�eration k+1, f (k+1), ne d�epend que du calcul de l'image

�a l'it�eration k, f (k). Le calcul consiste �a comparer la projection de l'image f (k) et

le projection mesur�ee rayon par rayon. Les �ecarts entre les projections servent �a

corriger l'image f (k) pour obtenir l'image corrig�ee f (k+1).

L'algorithme initial ART se traduit donc par l'expression suivante:

initialisation def (0)

f
(k+1)
i = f

(k)
i +

pj � rjf
(k)

krjk2 Rji (2.35)
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pour i = 1:::n et j = k(modulo m) + 1. Lorsque l'algorithme ART a balay�e tous les

rayons de projection, il a e�ectu�e un cycle. On calcule la convergence en mesurant les

�ecarts de deux images reconstruites entre deux cycles. Pour acc�el�erer la convergence

de l'algorithme, on utilise une version de ART incluant un param�etre de relaxation

�k 2]0; 2[. L'�equation 2.35 devient alors:

initialisation def (0)

f
(k+1)
i = f

(k)
i + �k

pj � rjf
(k)

krjk2 Rji (2.36)

Exprim�ee sous formematricielle, o�u trj correspond au vecteur rj transpos�e, l'�equation

2.36 devient:

initialisation def (0) (2.37)

f (k+1) = f (k) + �k
pj � rjf

(k)

krjk2
trj (2.38)

De nombreux algorithmes ont �et�e propos�es dans la litt�erature, directement d�eduits

de l'algorithme ART. On peut citer les algorithmes SART , ART2 et MART [Her80].

Ces algorithmes calculent un rayon de projection �a chaque it�eration ce qui correspond

�a une ligne de la matrice de projection R, d'o�u leur appellation de \Row-Action

Technics".

La m�ethode SIRT

Les m�ethodes de type SIRT sont des m�ethodes it�eratives qui consistent �a corriger

simultan�ement un pixel i en utilisant tous les rayons pj qui le traversent [P.G72].

L'algorithme qui en d�ecoule s'exprime par:

initialisation def (0)

f (k+1) = f (k) +

Pm
j=1(pj � rjf

(k))RjiPm
j=1

�Pn
l=1Rjl

�
Rji

(2.39)

Ce type de m�ethode est surtout employ�e pour la reconstruction �a partir de donn�ees

bruit�ees. Dans ce cas, ces m�ethodes sont plus consistantes que les m�ethodes ART.

Cependant exp�erimentalement, ces m�ethodes convergent moins vite vers une so-

lution que les m�ethodes ART. On peut utiliser alors un facteur de relaxation �k

pour acc�el�erer la convergence. D'autre m�ethodes similaires ont �et�e d�evelopp�ees en

reformulant l'�equation 2.39 pour obtenir l'algorithme SMART.
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2.4 Tomographie 3D

2.4.1 Apport du 3D

Les m�ethodes de tomographie 2D, mises au point dans le domaine m�edical, per-

mettent classiquement d'obtenir des sections de l'anatomie humaine. L'information

contenue dans les images 2D, obtenues par la tomographie 2D, permet de d�e�nir des

crit�eres de localit�e du param�etre �etudi�e (localisation, taille, ...). Cependant, celle-ci

donnant une vue partielle d'un objet 3D, l'interpr�etation de ces images doit tenir

compte du biais li�e au manque d'information. Pour pallier ce manque d'information,

de nouvelles techniques ont �et�e introduites pour obtenir des informations tridimen-

sionnelles. Les scanners, habituellement utilis�es dans nos hôpitaux, fournissent une

s�erie de coupes 2D du param�etre �etudi�e. Par empilement de ces coupes, on obtient

une image 3D. Les temps d'acquisition sont tr�es longs, car on r�ep�ete une acquisi-

tion 2D autant de fois qu'il y a de coupes. Cela entrâ�ne des variations au niveau

de l'information recherch�ee si, par exemple, on �etudie des organes in vivo (c�ur

...). De plus, la r�esolution obtenue pour ces images 3D n'est pas identique dans les

trois dimensions en raison notamment de l'espacement des coupes. L'image 3D est

reconstruite par interpolation des coupes successives, sa qualit�e d�epend de la qua-

lit�e de l'interpolation. On parlera pour cette imagerie 3D de \faux 3D " oppos�ee �a

l'imagerie r�eellement 3D ou\Truly three-dimensional reconstruction".

La tomographie 3D consiste �a reconstruire l'image 3D �a partir d'acquisitions 2D

prises autour du patient. Les temps d'acquisition sont plus rapides et la r�esolution

est identique dans les trois dimensions. La rapidit�e d'acquisition permet des doses de

rayons X et de produit de contraste moins �elev�ees pour le patient. De tels syst�emes

d'acquisition ont �et�e d�evelopp�es en rayons X, en PET et SPECT. Le DSR (\Dyna-

mic Spatial Reconstruction") de la Mayo Clinic est le premier syst�eme d'acquisition

r�eellement tridimensionnelle [RKR+80]. Dans notre chapitre sur le traitement de

donn�ees exp�erimentales, nous d�ecrirons le Morphom�etre, un prototype d�evelopp�e en

collaboration par GE-CGR et le LETI (CEA) [SFa92] .

Le principe de ces syst�emes d'acquisition en rayons X est d'acqu�erir, pour chaque

position de la source, une radiographie de l'objet qui corresponde �a une projection 2D

de l'image 3D sur un plan de d�etection. La s�erie de projections 2D, ou acquisitions
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2D alors obtenue, permet de reconstruire le volume par des m�ethodes de recons-

truction. En r�egle g�en�erale, les m�ethodes de reconstruction 2D ne sont pas adapt�ees,

et l'on doit consid�erer un probl�eme de reconstruction 3D �a partir des acquisitions 2D.

Dans cette section, nous rappelons le principe d'une projection 2D ainsi que les

nouvelles formules des op�erateurs analytiques. Nous d�etaillons par la suite certaines

m�ethodes de reconstruction 3D.

2.4.2 Projection conique

Le probl�eme de la reconstruction 3D consiste �a d�eterminer une image 3D �a par-

tir d'un ensemble d'images 2D appel�ees, tantôt projections, tantôt acquisitions. La

g�eom�etrie du syst�eme d'acquisition d�etermine le type de projection qui peut être

soit divergente, soit parall�ele:

� Une projection parall�ele en 3D est similaire aux projections parall�eles en 2D.

Elle est �egale aux valeurs des int�egrales sur les rayons de projection parall�eles

entre eux.

� Une projection divergente en 3D est une projection dont la valeur est �egale

aux int�egrales de la fonction �a reconstruire sur des rayons de projection issus

d'une même source . Ces rayons de projection forment un faisceau conique.

On parlera alors de projection en g�eom�etrie conique.

Comme pour la tomographie 2D, on choisit f , la fonction 3D �a reconstruire, comme

une fonction continue, in�niment di��erentiable et suppos�ee �a support compact D.

Cette fonction donne la valeur en tout point M (x,y,z) de la densit�e du param�etre

�etudi�e. Pour d�eterminer la fonction f , on utilise les projections issues de la g�eom�etrie

d'acquisition.

Cette g�eom�etrie est d�e�nie par la position de la source S et des plans d'acquisition

ou plans de projection. Pour simpli�er le mod�ele math�ematique, on choisit comme

origine du rep�ere O le centre de la r�egion �a reconstruire. On suppose que l'axe du

faisceau (OS) passe par l'origine de ce rep�ere et que cet axe est perpendiculaire au

plan de projection [Pey90].
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Fig. 12 - Projection conique

Soit le rep�ere orthonorm�e (O;~i;~j;~k), la position de chaque point M est d�e�nie

par ~l =
��!
OM = t(x; y; z). La position de la source conique S est d�etermin�ee par sa

direction ~� sur l'axe (OS) et sa distance D1 par rapport �a l'origine:
�!
OS = D1~� . Le

plan de projection, perpendiculaire �a l'axe (OS), est �a une distance D2 de l'origine

du rep�ere. On d�e�nit par D = D1 + D2 la distance entre la source et le plan de

projection. Soit S0 la projection de S sur le plan de projection et Mp un point du

plan de projection avec
���!
S0Mp = ~l0, la valeur de la projection conique, de direction

~� , au point Mp est �egale �a l'int�egrale de la fonction f sur la droite (SMp).

Cette projection, not�ee p~� (~l0), s'exprime par:

p~� (~l
0) =

Z +1

�1
f
�D1

D
~l0 + �

D~� �~l0q
D2 + k~l0k2

�
d� (2.40)

2.4.3 Op�erateurs analytiques en tomographie 3D

Ces op�erateurs analytiques sont issus des op�erateurs d�e�nis pour la tomogra-

phie 2D. Les relations �etablies entre ces op�erateurs en 2D ne sont pas toujours

v�eri��ees en 3D. De plus, la nature de la trajectoire de la source implique des hy-

poth�eses di��erentes de reconstruction. Par analogie avec le 2D, des op�erateurs ont

�et�e d�evelopp�es dans le cas o�u la source d�ecrit la surface d'une sph�ere [DFR79]. Sous

certaines conditions, on peut formuler ces op�erateurs lorsque la source d�ecrit deux
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circonf�erences orthogonales [Tuy83]. Pour simpli�er la plupart des m�ethodes ana-

lytiques utilisent une trajectoire circulaire. Cela implique que les m�ethodes recons-

truisent une approximation de la fonction f . On peut citer les op�erateurs suivants:

Transformation de Radon 3D La transform�ee de Radon 3D est �egale aux int�egrales

de la fonction f sur des plans de l'espace. Ces plans sont d�e�nis par une dis-

tance d �a l'origine et par un vecteur unitaire ~n orthogonal. La transform�ee de

Radon 3D est not�ee Rf comme en 2D et s'exprime par:

Rf(d; ~n) =
Z Z Z

f(~l)�(~l:~n� d)d~l (2.41)

On notera R0f la d�eriv�ee partielle de la transform�ee de Radon par rapport �a

d.

Op�erateur de r�etroprojection Cet op�erateur est beaucoup utilis�e par les m�ethodes

de reconstruction analytiques. Il associe �a l'ensemble des projections coniques

p~� l'image 3D, not�ee Bp, d�e�nie par :

Bp(~l) =
Z


p~�
�
D
~l � (~l:~�)~�

D1 �~l:~�

�
d!~� (2.42)


 �etant le domaine d'int�egration angulaire et !~� la variable d'int�egration an-

gulaire d�e�nie par la trajectoire de la source S.

2.4.4 Classi�cation des m�ethodes de reconstruction 3D

Les m�ethodes de reconstruction 3D sont d�eriv�ees des m�ethodes 2D utilisant une

g�eom�etrie particuli�ere et des op�erateurs 3D. Elles ont �et�e classi��ees dans le cadre

d'un rapport de synth�ese du GDR TDSI 1 [GP93]. Ce rapport pr�esente quatre classes

de m�ethodes:

� les m�ethodes analytiques d�eriv�ees de la discr�etisation d'une formule continue

d'inversion 3D,

� les m�ethodes alg�ebriques qui calculent la solution discr�ete, par des algorithmes

it�eratifs ou directs adapt�es de la tomographie 2D,

1: Groupe de Recherche du Traitement du Signal et Images du CNRS



2.4. TOMOGRAPHIE 3D 27

� les m�ethodes statistiques qui sont des m�ethodes o�u la fonction �a reconstruire et

les projections sont consid�er�ees comme des variables al�eatoires. Ces m�ethodes

permettent d'introduire des informations statistiques sur l'objet �a reconstruire

et sur le bruit des donn�ees,

� les m�ethodes structurelles recherchant des structures de l'objet �a reconstruire

(surface, contour, ensemble de points).

Nous pr�esentons un aper�cu succinct des m�ethodes les plus utilis�ees en tomographie

3D.

2.4.5 M�ethodes analytiques 3D

Formule d'inversion de Denton

Cette formule est d�emontr�ee dans le cas o�u la source se d�eplace sur la surface d'une

sph�ere [DFR79]. Elle exprime la fonction f comme la r�etroprojection pond�er�ee des

projections corrig�ees et pseudo-convolu�ees. En g�eom�etrie divergente, elle est utilis�ee

sous la forme suivante:

f(~l) =
Z � Z

p~� (~l
0)h(~l~� ;~l

0)
Dq

D2 + k~l0k2
d~l0
� D3

8�3(D � ~� :~l0)3
d!~� (2.43)

avec ~l~� le projet�e de ~l et pour noyau de convolution h(~l~� ;~l0):

~l~� =
D(~l � (~� :~l)~� )

D � ~� :~l
(2.44)

h(~l~� ;~l
0) =

1

k~l~� �~l0 � (~l0�~l~�)=Dk3
(2.45)

Filtrage de la r�etroprojection

Dans le même cas d'acquisition que pr�ecedemment, on peut montrer que l'image

peut être obtenue par d�econvolution de la r�etroprojection des projections corrig�ees

[PRA88].

Cette m�ethode se formule ainsi :

B0p(~l) =
Z

D1

kD1~� �~lkp~� (
~l~�)d!~� (2.46)

B0p(~l) = (f �2 h)(~l) avec h(~l) = 1=k~lk2 (2.47)
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La formule de la reconstruction est alors donn�ee par:

f = F3(F�1
3

(B0p)(~R):k~Rk) (2.48)

Algorithme TTR (True Three-dimensional Reconstruction)

Son principe est bas�e sur l'utilisation de la r�etroprojection des projections pa-

rall�eles qui est �egale �a l'image 3D convolu�ee [NC78]. Pour sa mise en �uvre, les

projections parall�eles sont calcul�ees approximativement �a partir des projections co-

niques. En utilisant une g�en�eralisation du th�eor�eme de la projection 3D, la fonction

f peut être exprim�ee par:

f(~l) = B(p �2 k)(~l) o�u k est un �ltre bidimensionnel (2.49)

L'algorithme, d�eduit de cette relation, se formule par:

� Estimation des projections parall�eles p== �a partir des projections coniques p,

� Convolution 2D des projections p== avec un �ltre k v�eri�ant F2k(~R) = k~Rk:

pc==(
~l) = (p== �2 k)(~l) (2.50)

� R�etroprojection des projections parall�eles convolu�ees pc==:

f(~l) = B(pc==)(~l) (2.51)

M�ethode de Feldkamp

Cette m�ethode est une g�en�eralisation en 3D de l'algorithme de reconstruction 2D

en g�eom�etrie �eventail, adapt�ee par Feldkamp [FDK84] dans le cas o�u la source d�ecrit

un cercle. La fonction f reconstruite est alors une approximation de l'image originale.

Elle est bas�ee sur la r�etroprojection des projections pond�er�ees et �ltr�ees. C'est une

m�ethode simple �a mettre en �uvre, qui est largement utilis�ee en tomographie 3D.

Elle se formule en trois �etapes:

� Pond�eration des projections p:

p0(~l0) = p(~l0)
Dq

D2 + k~l0k2
(2.52)
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� Filtrage monodimensionnel des projections p0 e�ectu�e, suivant les directions

transverses �a l'axe de rotation, par un �ltre k v�eri�ant Fk(Y ) = jY j :

~p(~l0) = p0(x0; y0) �y0 k(y0) (2.53)

� R�etroprojection pond�er�ee des projections ~p o�u ~l~� est la projection sur le plan

de projection de ~l:

f(~l) =
1

2

Z 2�

�=0
~p(~l~�)

D2

(D1 �~l:~� )2
d� (2.54)

M�ethode de Grangeat

Cette m�ethode a �et�e d�evelopp�ee �a partir d'une relation entre la d�eriv�ee de Radon

R0f et la transform�ee en rayons X pour chaque plan passant par la source. Cette

transform�ee en rayons X est not�ee Xf(S;A) o�u S est la position de la source et

A le point du plan de d�etection sur la droite d'acquisition. Si la source d�ecrit une

trajectoire curviligne telle que tout plan passant par le support de l'objet rencontre la

trajectoire, alors il est possible de d�ecrire tout le domaine de Radon. Cette m�ethode

introduite par Grangeat [Gra87] se caract�erise par quatre �etapes:

� Calcul de R0f dans le rep�ere d'acquisition,

� R�earrangement pour passer au param�etrage de R0f en coordonn�ees sph�eriques

� Convolution et r�etroprojection de la d�eriv�ee de la transform�ee de Radon qui

permet d'obtenir les projections sur les plans m�eridiens du domaine de Radon,

� R�etroprojection de ces projections sur les plans transverses.

M�ethode DC

C'est une m�ethode similaire �a l'algorithme de Feldkamp. La di��erence notoire

est l'�etape de �ltrage qui est un �ltrage bidimensionnel dans le domaine de Radon.

On pourra se reporter aux travaux de Defrise et Clack �a l'origine de cette m�ethode

[DC94].
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2.4.6 M�ethodes alg�ebriques 3D

Les m�ethodes alg�ebriques utilis�ees en tomographie 3D sont identiques �a celles

d�evelopp�ees pour la tomographie 2D. Le mod�ele de base de ces m�ethodes n'est plus

une grille de pixels, mais un volume compos�e d'�el�ements volumiques ou voxels. Les

voxels sont num�erot�es de 1 �a n et l'on d�e�nit une base fgi=1 � i � ng similaire �a

celle utilis�ee en 2D.

voxel i

rayon j

Détecteur

Source

Fig. 13 - Discr�etisation du probl�eme en 3D

La fonction �a reconstruire f est exprim�ee de la même fa�con comme une combi-

naison lin�eaire de ces fonctions de base:

f(x; y; z) =
nX

i=1

figi(x; y; z) (2.55)

Le syst�eme lin�eaire Rf = p reste inchang�e et il sert de base �a toutes les reconstruc-

tions alg�ebriques en tomographie 3D. La plupart des m�ethodes d�evelopp�ees pour le

2D sont transposables en 3D. Nous pr�esentons quelques m�ethodes qui d�ecomposent

le syst�eme lin�eaire Rf = p en blocs.

A l'oppos�e des m�ethodes dites \Row-Action Technics" qui travaillent sur un

rayon de projection, les m�ethodes par blocs travaillent sur une projection enti�ere.

Le syst�eme lin�eaire est reformul�e en partitionnant la matrice de projection R et

le vecteur p. Cette approche permet d'envisager l'impl�ementation parall�ele de ces

m�ethodes o�u la distribution des donn�ees sur les processeurs est calqu�ee sur la

d�ecomposition du syst�eme en blocs [Pey90]. Le vecteur p contient l'ensemble des

projections. On fait apparâ�tre les projections Pj qui correspondent �a l'ensemble
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des projections pj pour � �x�e. La matrice R est donc d�ecompos�ee en blocs Rj . Le

syst�eme devient: 0
BBBBBBBBBB@

R1

...

Rj

...

Rm

1
CCCCCCCCCCA
f =

0
BBBBBBBBBB@

P1

...

Pj

...

Pm

1
CCCCCCCCCCA

(2.56)

L'algorithme it�eratif issu de ce syst�eme fait intervenir une matrice 
j et un pa-

ram�etre de relaxation �k:

initialisation def (0)

f (k+1) = f (k) + �k
tRj
j(Pj �Rjf

(k)) (2.57)

Les algorithmes issus de cette d�ecomposition se distinguent par le choix de la

matrice 
j. Lorsque 
j = (Rj
tRj)�1 le calcul d'inversion de matrice coûte tr�es cher.

Des algorithmes bas�es sur des matrices 
j moins coûteuses en terme de calcul ont

�et�e propos�e. Nous rappelons deux crit�eres de convergence:

� lorsque la matrice 
j est une matrice sym�etrique qui v�eri�e Rj
tRj
jRj = Rj,

l'algorithme 2.57 converge pour �k 2]0; 2[ [Elf80].

� l'algorithme 2.57 converge si 
j v�eri�e l'in�egalit�e suivante [EH81]:

lim
k!inf

k tRlk(I �Rlk
tRlk
lk)Rlkk < 1 (2.58)

o�u lk = k(modm) + 1

Nous avons choisi d'utiliser les deux m�ethodes suivantes.

La m�ethode ART par Blocs

L'algorithme issu de cette m�ethode, d�e�ni par l'�equation 2.59, peut s'interpr�eter

comme la r�etroprojection de la di��erence entre la projection mesur�ee Pj et la pro-

jection calcul�ee Rjf
(k).

f (k+1) = f (k) + �k
tRj
j(Pj �Rjf

(k)) (2.59)


j = [diag(Rj
tRj)]

�1
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La m�ethode SIRT par Blocs

Cette m�ethode, d�eduite de la m�ethode SIRT, r�etroprojete �a chaque it�eration les

di��erences entre chaque projection mesur�ee Pj et chaque projection calcul�ee Rjf
(k).

La matrice W est �egale �a la somme de toutes les matrices 
j = tr(Rj
tRj). Chaque

it�eration de l'agorithme 2.60 correspond �a m it�erations de l'algorithme pr�ec�edent.

f (k+1) = f (k) + �kW
mX
l=1

tRj(Pj �Rjf
(k)) (2.60)

W = [
mX
l=1

tr(Rj
tRj ]

�1I

2.5 Conclusion et �evolution des m�ethodes de re-

construction 3D

Nous avons montr�e l'�evolution des syst�emes d'acquisitions qui ont g�en�er�e des nou-

velles probl�ematiques de reconstruction. De ce fait, les m�ethodes de reconstruction

3D d�ecoulent souvent des m�ethodes 2D. Nous n'avons pas abord�e, dans ce chapitre,

le probl�eme de la mise en �uvre de ces m�ethodes. On peut noter que certaines

m�ethodes n�ecessitent des g�eom�etries d'acquistion qui ne sont pas envisagables d'un

point de vue pratique et d'autres requi�erent un outil informatique permettant de

r�esoudre des probl�emes de grande taille. Nous avons choisi de nous int�eresser �a des

m�ethodes de reconstruction utilisables dans le cas d'une trajectoire circulaire.

Parmis les m�ethodes analytiques, nous avons choisit d'implanter la m�ethode de

Feldkamp en raison de sa simplicit�e.Au niveau des m�ethodes alg�ebriques, nous avons

choisi celles bas�ees sur une r�esolution par blocs et sur des matrices 
j facilement

calculables pour satisfaire �a ces conditions.

Pour situer cette �etude au niveau de la tomographie 3D, on peut identi�er plu-

sieurs axes de recherche au vu des di��erents travaux pr�esent�es lors du congr�es sur la

tomographie 3D intitul�e:\ International Meeting on Fully Three-Dimensional Image

reconstruction in Radiology and Nuclear Medecine" qui a eu lieu en 1995 �a Aix-les-

Bains. Nous pr�esentons quelques uns de ces axes de recherche:

Am�elioration de la quanti�cation De nouvelles m�ethodes essayent de mod�eliser
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la di�usion pour la corriger ou pour mieux la compenser. On peut citer les

travaux en SPECT de Bouchard [BCD95] et Frey[FJT95], et en PET de

Beyer[BKTS95]et Ott[Oa95].

Nouvelles g�eom�etries de reconstruction Ces g�eom�etries sont issues de l'utili-

sation d'�echantillonnages e�caces [Des95], de g�eom�etrie h�elico��dale [ED95], de

l'utilisation de d�etecteurs haute et basse r�esolution [WGB95] ou de l'utilisation

de donn�ees provenant d'une g�eom�etrie Cone-Beam et Fan-Beam [GZ95].

Rapidit�e des algorithmes De nouveaux algorithmes sont d�evelopp�es pour acc�el�erer

les temps de reconstruction. On peut distinguer deux approches: les algo-

rithmes issus de nouveaux mod�eles math�ematiques ([Smi95, DKT95, WOC95,

MB95]), et les algorithmes impl�ement�es sur des machines o�rant de grandes

puissances de calcul, les machines parall�eles ([LPC95b, OEM95]).

C'est dans cette derni�ere optique que s'inscrit notre �etude: la parall�elisation d'al-

gorithmes de reconstructions 3D qui permettent de reconstruire des images 3D de

tailles r�ealistes dans des temps acceptables.
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Chapitre 3

Parall�elisme

3.1 Introduction

Notre travail est bas�e sur l'utilisation des machines parall�eles mais l'�evolution

rapide de leurs architectures et de leurs environnements logiciels, nous a conduit

�a concevoir nos approches sur une machine parall�ele abstraite. Dans ce chapitre,

nous rappelons les fondements du parall�elisme. Puis nous d�etaillons les mod�eles

d'ex�ecution des machines parall�eles. Nous d�eveloppons par la suite les mod�eles de

programmation associ�es �a ces mod�eles d'ex�ecution. Pour faciliter la mise en �uvre

des programmes sur des machines parall�eles, de nombreux projets de recherche ont

eu pour but de cr�eer des environnements de programmation. Nous pr�esentons les

principales biblioth�eques de communication et de calcul utilis�ees par les grandes

applications scienti�ques. Pour valider l'utilisation de machines parall�eles, les per-

formances obtenues peuvent être �evalu�ees suivant di��erents crit�eres: mesures des

temps, acc�el�eration et e�cacit�e. Nous d�e�nissons ces crit�eres �a la �n de ce chapitre.

3.2 Origine du parall�elisme et son �evolution

Les besoins croissants des grandes applications scienti�ques et militaires ont �et�e

le principal moteur �economique du d�eveloppement de ces nouvelles architectures.

Les premi�eres machines de calcul intensif, les machines vectorielles, sont apparues

au milieu des ann�ees 70, notamment avec la cr�eation de Cray Research en 1974. Leur

coût technologique au niveau du d�eveloppement des architectures comme au niveau

de leur utilisation, a frein�e leur emploi d'une fa�con syst�ematique. Aujourd'hui, un
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simple r�eseau d'ordinateurs individuels (stations de travail, PC) supportant une bi-

blioth�eque de communication (PVM, MPI, P4 ...) est consid�er�e comme une machine

parall�ele. Le rapport coût/performance de ces pseudo-machines parall�eles est tr�es

int�eressant. Cette �evolution des performances r�esulte de la progression exponentielle

de la vitesse des microprocesseurs, et de la densit�e d'int�egration des microproces-

seurs et des m�emoires. Le tableau 1 montre, pour trois processeurs caract�eristiques,

l'�evolution technologique r�ealis�ee depuis 20 ans et la croissance annuelle de chaque

param�etre (fr�equence d'horloge, transistor, m�emoire).

Ann�ee 1974 1983 1994 Croissance par an
Processeur caract�eristique 8080 80286 Alpha
Fr�equence d'horloge (MHz) 2 10 300 1.24
Nombre de Transistors 103 104 3:106 1.35

M�emoire associ�ee (Kbytes) 4 512 64000 1.5

Tab. 1 - �Evolution de la vitesse et de la densit�e d'int�egration des processeurs

Cette �evolution technologique ne doit pas dissimuler que les machines parall�eles

sont r�eserv�ees �a un petit nombre d'applications et que le coût des logiciels est souvent

sup�erieur au coût des architectures. Ainsi, les mod�eles de programmation ne peuvent

pas être dissoci�es des mod�eles d'ex�ecution de ces machines et r�eciproquement [Eti94].

Nous pr�esentons ces di��erents mod�eles d'ex�ecution bas�es sur la classi�cation des

architectures de M.J. Flynn [Fly79].

3.3 Classi�cation des architectures

Les architectures des machines parall�eles sont classiquement d�e�nies suivant deux

crit�eres de localit�e:

� le s�equencement des instructions, ou 
ot de donn�ees,

� les donn�ees ou blocs m�emoires.

Une machine ex�ecute un programme constitu�e d'un 
ot d'instructions. Pour une

machine s�equentielle, le 
ot des instructions qui arrive au processeur est s�equenc�e

par une horloge unique.
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Pour une machine multiprocesseurs, on peut distinguer si le 
ot d'instructions est

g�er�e par un contr^ole centralis�e ou par un contr^ole distribu�e. Dans le premier cas, les

processeurs ex�ecutent un programme constitu�e d'un seul 
ot d'instructions sous la

direction d'un unique s�equenceur. Dans le deuxi�eme cas, chaque processeur e�ectue

un 
ot d'instructions sous la direction de son propre s�equenceur: le contr^ole est donc

distribu�e.

Pour la gestion de la m�emoire ou des donn�ees, on distingue les machines �a m�emoire

partag�ee et celles �a m�emoire distribu�ee. Dans le premier cas, cette m�emoire centra-

lis�ee g�en�ere des con
its au niveau de ses acc�es. Dans le cas d'une m�emoire distribu�ee,

la localisation de la m�emoire entra^�ne des temps d'acc�es aux informations d�ependant

de l'architecture de la machine.
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Fig. 14 - Classi�cation suivant Flynn

La �gure 14 pr�esente les di��erents mod�eles d'ex�ecution. Les machines, que nous

utilisons dans notre �etude, ont des mod�eles d'ex�ecution bas�es sur un contr^ole centra-

lis�e ou distribu�e avec des m�emoires distribu�ees. Une machine s�equentielle classique
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correspond dans notre tableau �a un contrôle et �a une m�emoire centralis�ee. D'autres

machines parall�eles ont un mode de contrôle et de gestion de la m�emoire qui leur

est sp�eci�que: les machines vectorielles, systoliques, ou les r�eseaux neuronaux.

Nous d�ecrivons les principes g�en�eraux des machines parall�eles rentrant dans notre

classi�cation.

3.3.1 Machine parall�ele SIMD �a m�emoire distribu�ee

Les machines parall�eles SIMD (Single Instruction stream Multiple Data Stream)

sont classiquement d�e�nies par le mod�ele d'ex�ecution pr�esent�e en �gure 15.

PE MemMem PEPE PE Mem

Réseau d’interconnexion

Mem

Diffusion des instructionsContrôleur

Fig. 15 - Mod�ele d'ex�ecution des machines SIMD

Les processeurs de ces machines n'ont pas de s�equenceur et ont une puissance de

calcul tr�es faible par rapport aux machines s�equentielles classiques. Ces processeurs

sont constitu�es d'unit�es arithm�etiques et logiques programmables. Chaque proces-

seur poss�ede une m�emoire de faible capacit�e et ex�ecute les instructions une �a une,

sous l'impulsion de l'unique contrôleur ou s�equenceur. La puissance de calcul de ce

type de machine est obtenue grâce au grand nombre de processeurs.

La Connexion Machine (CM) de TMC [CM-87] est un exemple repr�esentatif de

cette classe de machine. Elle est constitu�ee de 65536 processeurs �el�ementaires 1 bit.

Un m�ecanisme de masquage permet d'ex�ecuter l'instruction courante sur certains

processeurs, alors d�enomm�es actifs par rapport aux autres processeurs qui attendent

la �n de l'instruction pour passer de l'�etat passif �a celui d'actif. Le r�eseau d'inter-

connexion est un hypercube. Les machines qui lui ont succ�ed�e sont, la CM-2 et la

CM-200 constitu�ees de processeurs �el�ementaires plus puissants.
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La Maspar (ou Massively Parallel) est un autre exemple caract�eristique de cette

classe de machines. Elle est constitu�ee de processeurs 4 bits. Nous d�ecrivons son

architecture et son utilisation dans le chapitre 4.

3.3.2 Machine parall�ele MIMD �a m�emoire centralis�ee

L'architecture de ces machines se caract�erise par le faible nombre de processeurs

li�e �a la complexit�e du r�eseau d'interconnexion. Leur puissance repose sur la puissance

de chaque processeur de base et non sur sur le nombre de processeurs. Cette classe

est constitu�ee de deux sous-classes de machines parall�eles: les multiprocesseurs �a bus

et les multiprocesseurs vectoriels.

Multiprocesseur �a bus

Ces machines parall�eles utilisent des processeurs classiques et une m�emoirehi�erarchis�ee.

L'acc�es aux donn�ees se fait par les caches qui sont reli�es �a la m�emoire principale via

un bus (�gure 16).
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Fig. 16 - Multiprocesseur �a bus

Le principal probl�eme de ce type de machine est la mod�elisation du temps d'acc�es

aux donn�ees puisqu'il d�epend de leurs pr�esences ou non dans le cache local. De plus,

la coh�erence des caches am�ene un surcoût pour la gestion de la m�emoire centrale. Les

r�ecents serveurs de station sont des exemples de ce type de machine. Ils sont dot�es

de puissants microprocesseurs d�elivrant une puissance de calcul tr�es appr�eciable. On

peut citer les machines DEC10000 �a 6 processeurs Alpha AXP, les machines Power-

Challenge de SGI constitu�ees de 36 microprocesseurs MIPS R4400 et la nouvelle

machine Examplar de Convex [Exe94].
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Multiprocesseurs vectoriels et acc�es m�emoire uniforme

Ces machines tantôt consid�er�ees comme vectorielles ou parall�eles sont constitu�ees

d'un petit nombre de processeurs vectoriels et d'une m�emoire divis�ee en banc m�emoire

(�gure 17).

bancs mémoire

PE PE PEPE

Réseau d’interconnexion

Fig. 17 - Multiprocesseurs vectoriels

Elles sont les h�eriti�eres des premi�eres machines vectorielles mono-processeurs

comme le Cray 1. Leur architecture provient de l'�evolution des machines mono-

processeurs vers les machines multiprocesseurs. Le probl�eme de ce type de machine

est la rapidit�e d'acc�es �a la m�emoire via le r�eseau d'interconnexion et la gestion

des con
its d'acc�es. Les machines Cray XMP et YMP ainsi que les machines vec-

torielles de Nec et Hitachi font partie de cette classe de machines. Elles ont �et�e

con�cues pour les applications de calcul scienti�que et l'apport de compilateurs pour

la parall�elisation automatique laisse pr�esager un bel avenir �a ce type de machines.

3.3.3 Machine parall�ele MIMD �a m�emoire distribu�ee

Ces machines sont constitu�ees de n�uds �el�ementaires et d'un r�eseau d'intercon-

nexion. Le n�ud �el�ementaire est compos�e de trois �el�ements:

� Le processeur: les premi�eres machines utilisaient des processeurs sp�eci�ques

comme le Transputer. Pour diminuer les coûts de d�eveloppement, les construc-

teurs utilisent des processeurs standards: Alpha de Dec, i860 d'Intel, Sparc,

RS6000 d'IBM, Power 2 ...,

� La m�emoire: elle est propre �a chaque processeur et est associ�ee parfois �a un

contrôleur. Son espace d'adressage est soit local soit global.
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� Le routeur: il permet de transmettre les donn�ees aux autres processeurs. Cette

fonctionnalit�e est soit le fait du processeur, dans le cas du Transputer, soit

d'un processeur d�edi�e aux communications.

Nous pouvons distinguer deux sous-classes de machines en fonction de l'espace

d'adressage.

Machine MIMD �a passage de message

Chaque processeur poss�ede son propre espace d'adressage sur la m�emoire lo-

cale. Ainsi si un processeur PEi veut travailler avec des donn�ees contenues dans la

m�emoire Mj du processeur PEj, il doit envoyer un message au processeur PEj et

attendre la r�eception d'un message contenant les donn�ees. Son mod�ele d'ex�ecution

est pr�esent�e par le sch�ema 18.
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Fig. 18 - MIMD �a passage de message

Plusieurs types de machines rentrent dans cette classi�cation:

Les machines massivement parall�eles Ces machines sont consid�er�ees comme

massivement parall�eles par la nature sp�eci�que de leur r�eseau d'interconnexion

et par la gestion de leurs acc�es. En e�et, les n�uds de ces machines ne sont

accessibles que par l'interm�ediaire d'un frontal qui g�ere les entr�ees-sorties et les

allocations de n�uds aux utilisateurs: de ce fait, un utilisateur est propri�etaire

d'une partition des n�uds de la machine �a un instant donn�e.

Les machines les plus repr�esentatives sont la CM-5 de TMC [CM-93], la Pa-

ragon d'Intel [Par91], la machine NCube3. La CM5 est �equip�ee de proces-

seurs standards RISC SPARC et de trois r�eseaux d'interconnexion distincts:

un r�eseau de contrôle, un r�eseau de donn�ees et un r�eseau de diagnostic. Le

r�eseau de donn�ees a une topologie statique en arbre �elargi (\fat tree"). Il
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permet d'e�ectuer les transferts de donn�ees entre les processeurs et g�ere les

entr�ees-sorties. Les caract�eristiques de la Paragon seront d�evelopp�ees dans le

chapitre 4.

Les machines moyennement �a massivement parall�eles Les architectures de

ces machines sont d�e�nies comme des stations de travail reli�ees par un r�eseau

d'interconnexion, e�cace au contraire des machines pr�ec�edentes qui se d�e�nissent

plus comme un ensemble de n�uds reli�es par un r�eseau d'interconnexion. On

peut citer comme exemple de ce type de machines les SP1 et SP2 d'IBM

[SP193] et la CS2 de Meiko [CS-93]. Ce type de machine se situe entre les

machines massivement parall�eles et les r�eseaux de stations de travail. Ce sont

des machines relativement ouvertes: un utilisateur n'est pas propri�etaire d'un

n�ud �a un instant donn�e. Ceci permet une meilleure utilisation des capacit�es

de la machine mais entrâ�ne des possibilit�es de surcharge. Leur r�eseau d'in-

terconnexion est souvent un r�eseau multi-�etages et leurs processeurs sont des

processeurs standards: RS6000 (SP1), Power2(SP2) et SuperSPARC (CS2).

Nous pr�esenterons l'utilisation d'une machine SP1 dans le chapitre 4.

Les r�eseaux de stations de travail On peut consid�erer ces machines comme

faisant partie des machines MIMD �a m�emoire distribu�ee car elles sont com-

pos�ees de stations de travail poss�edant un processeur et une m�emoire, et sont

reli�ees via un r�eseau classique Ethernet ou un r�eseau sp�eci�que: un \Giga

Switch". On d�esigne ces machines soit comme une ferme de processeurs, soit

comme un r�eseau de stations de travail. Le principal probl�eme des r�eseaux de

stations de travail est dû �a la disparit�e des n�uds �el�ementaires qui les com-

posent et, qui impliquent de g�erer cette disparit�e au niveau des algorithmes.

Le grand avantage avec ce type de machine est le rapport coût/performance

qui permet de parall�eliser de petites applications �a moindre coût.

Nous utiliserons deux machines de cette classe: un r�eseau de cinq stations SUN

�a processeur SPARC1 et SPARC2 et une ferme de 16 processeurs Alpha reli�es

par un \ Giga Switch" en �bre optique.

Machine MIMD �a espace d'adressage unique

Ces machines se caract�erisent par une m�emoire physiquement distribu�ee mais lo-

giquement r�epartie. Leur sch�ema est presque identique �a celui des machines MIMD
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�a passage de messages, la di��erence se situant au niveau des n�uds: le r�eseau d'in-

terconnexion relie les m�emoires et non les processeurs (sch�ema 19). Soit la m�emoire

est virtuellement partag�ee �a l'aide de caches m�emoire, soit elle est accessible �a l'aide

d'un contrôleur m�emoire.
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Fig. 19 - MIMD �a espace d'adressage unique

La machine KSR [KSR92] utilise une m�emoire virtuellement partag�ee. Chaque

n�ud est constitu�e d'un processeur et d'un cache primaire. La m�emoire est une

m�emoire locale pagin�ee et constitue un cache secondaire. La m�emoire est accessible

par les processeurs �a travers ces deux caches m�emoires. Le r�eseau d'interconnexion

sert alors �a g�erer la coh�erence des caches et �a transf�erer les copies multiples.

La machine T3D de CRAY [Cra94] a une approche di��erente. Chaque m�emoire

est locale et l'acc�es �a la m�emoire est g�er�e par un contrôleur m�emoire. Ainsi, si un

processeur veut acc�eder �a des donn�ees, il envoie une requête au contrôleur. Si les

donn�ees se trouvent en m�emoire locale elles sont tout de suite transf�er�ees, sinon

le contrôleur se charge d'aller chercher ces donn�ees sur une autre m�emoire locale

via le r�eseau d'interconnexion. Ces types de machines o�rent de nouvelles solutions

architecturales qui permettent une gestion de la m�emoire simpli��ee pour l'utilisateur

donc une programmation \plus facile". Nous pr�esenterons plus en d�etail l'utilisation

du T3D dans le chapitre 4.

3.3.4 R�eseaux d'interconnexion

Les r�eseaux d'interconnexion sont �a la base de tous les mod�eles d'ex�ecution

pr�esent�es pr�ec�edemment. Leur rapidit�e est un facteur de performance des machines

parall�eles. Leur mod�elisation permet �a l'utilisateur d'optimiser ses impl�ementations
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en fonction des caract�eristiques du r�eseau d'interconnexion. Leurs topologies sont

d�e�nies en fonction de plusieurs crit�eres:

� le diam�etre du r�eseau qui d�e�nit la plus grande distance entre deux processeurs,

� la connectivit�e du r�eseau li�ee au nombre de liens de communication de chaque

processeur aux autres processeurs. Plus le nombre de liens est important, plus

les communications peuvent être e�ectu�ees en parall�ele,

� les sous-topologies contenues dans le r�eseau permettant �a l'utilisateur de d�e�nir

ses algorithmes de communication.

Le tableau 2 pr�esente les topologies les plus usuelles des r�eseaux d'interconnexion.

R�eseau Nombre de n�uds Diam�etre Nombre de voisins
Anneau N bN2 c 2
Grille 2D N:M M +N � 2 2 ou 4
Hypercube N = 2d logN d

Tore 2D N:M bN
2 c + bM2 c 4

Tore 3D N:M:L bN2 c+ bM2 c+ bL2 c 6
Multi-�etage (p) N = 4p constant 4 sur le premier �etage

Tab. 2 - Les topologies usuelles

3.3.5 Modes de communication

Parall�element aux nombreux r�eseaux d'interconnexion, les machines parall�eles

utilisent des modes de communication s'appuyant sur des strat�egies di��erentes. Les

communications sont e�ectu�ees sur un lien entre deux processeurs. Elles peuvent

être soit dans un seul sens �a un instant donn�e ( mode \half-duplex"), soit dans les

deux sens (mode \full-duplex"). Pour communiquer un message d'un processeur �a

un processeur distant, les techniques utilis�ees sont:

Store and Forward Le message est �emis comme une succession de communica-

tions entre deux processeurs. Il est stock�e par le processeur en r�eception puis

il est �a nouveau �emis vers un nouveau destinataire. Ce mode est utilis�e sur les

premi�eres machines parall�eles comme l'IPSC/1 d'Intel et les machines �a base

de Transputers.
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Circuit-Switched Le processeur qui �emet le message, ne transmet que l'en-tête

du message au destinataire. L'en-tête �etablit le parcours de l'acheminement

du message. Une fois que le processeur destinataire a re�cu l'en-tête, il envoie

un accus�e de r�eception qui d�eclenchera le transfert.

Wormhole L'algorithme est identique �a celui du \Circuit-Swiched". La seule di��erence

vient du corps du message qui est envoy�e par petits paquets �a la suite de

l'en-tête. En cas de blocage, le message est stock�e temporairement le long du

parcours.

Virtual Cut Through Son principe, similaire au \Wormhole", permet de lib�erer

le chemin en cas de blocage par regroupement du message sur le dernier pro-

cesseur.

Les deux derniers modes de communication sont les plus utilis�es sur la derni�ere

g�en�eration de machines parall�eles. Pour calculer le coût des algorithmes de com-

munication utilisant ces di��erents modes, de nombreuses �etudes ont �et�e r�ealis�ees

pour mod�eliser l'envoi d'un message de taille variable. Le mod�ele classique pour

l'acheminement d'un message de taille L entre deux processeurs est d�e�ni par:

� un temps d'initialisation ou \start-up" �,

� un temps de propagation L� lin�eairement proportionnel �a L.

Le temps d'acheminement est donc �egal �a : TL = � + L� . Cette mod�elisation nous

permet d'�evaluer le coût des communications sur les machines que nous utilisons.

Les valeurs de � et � sont d�e�nies pour chaque machine parall�ele. Pour des commu-

nications entre plus de deux processeurs, ces valeurs d�ependent des possibilit�es de

la machine. Des surcouches logicielles sont utilis�ees pour permettre des communi-

cations globales performantes. On pourra se r�ef�erer aux travaux de Saad et Schultz

[SS89] qui pr�esentent des algorithmes optimaux de communication sur la plupart

des architectures.

3.4 Mod�eles de programmation

La parall�elisation d'un algorithme peut être d�e�nie par la maxime \diviser pour

r�egner". En e�et, si l'on consid�ere un algorithme s�equentiel comme une tâche T �a

e�ectuer sur des donn�ees D, le propre du parall�elisme est de d�e�nir un ensemble de
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tâches Ti �a partir de T et un ensemble de donn�ees Dj �a partir de D et de r�epartir ces

tâches et ces donn�ees sur les di��erents n�uds des machines parall�eles. Cette division

sur les tâches et sur les donn�ees a �et�e formalis�ee par deux mod�eles de programmation

[RT94]:

� Le mod�ele de division sur les donn�ees est appel�e le parall�elisme de donn�ees.

Son principe est d'e�ectuer des actions successives sur des donn�ees r�eparties

sur les processeurs.

� Le mod�ele de division par les tâches est appel�e parall�elisme de contrôle. Son

principe est de d�ecrire une application commeun ensemble de tâches ind�ependantes

pour pouvoir les e�ectuer en parall�ele.

Pour une parall�elisation e�cace, une application parall�ele issue de l'un de ces deux

mod�eles de programmation doit prendre en compte les probl�emes li�es �a l'�equilibrage

de charge, au placement des donn�ees et au regroupement des r�esultats. Nous donnons

un bref aper�cu de ces mod�eles de programmation dans les paragraphes suivants.

3.4.1 Parall�elisme de donn�ees

Le parall�elisme de donn�ees consiste �a d�ecouper les donn�ees et �a les r�epartir sur

les m�emoires des processeurs. Deux types de partitionnement sur les donn�ees sont

envisageables: le partitionnement sur les donn�ees initiales ou le partitionnement sur

les donn�ees r�esultats. Dans le premier cas, on distribue l'espace des donn�ees initiales

en sous-domaines sur chaque processeur; dans le second cas, chaque processeur est

responsable d'un sous domaine de l'espace r�esultat.

Dans la plupart des applications, les espaces de donn�ees initiales et de donn�ees

r�esultats peuvent être divis�es par un d�ecoupage similaire, ce qui simpli�e la pa-

rall�elisation.

Apr�es la r�epartition, chaque processeur e�ectue un calcul s�equentiel sur les donn�ees

dont il est propri�etaire. Le s�equencement des instructions peut être soit centralis�e,

soit distribu�e:

� Dans le cas d'un s�equencement centralis�e, le parall�elisme de donn�ees a pour

mod�ele d'ex�ecution les machines SIMD. En e�et, ce type de machine est par

essence une machine \data parallel", car une même instruction est e�ectu�ee

sur des donn�ees r�eparties sur les m�emoires locales.
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� Dans le cas d'un s�equencement distribu�e, on utilise le mod�ele de program-

mation SPMD (\ Single Programme Multiple Data "). Ce mod�ele distribue �a

chaque n�ud une copie d'un programme.Ce programme est constitu�e de tâches

de calcul et de tâches de communication. Contrairement aux machines SIMD

o�u chaque instruction est synchronis�ee, ce mod�ele e�ectue les tâches de calcul

en parall�ele de mani�ere asynchrone, ce qui rend la parall�elisation potentielle-

ment plus e�cace. Les tâches de communication servent �a la synchronisation

des calculs et aux transferts �eventuels des donn�ees. L'�equilibrage des tâches

de calcul reste l'un des principaux probl�emes des applications d�evelopp�ees sur

le mod�ele SPMD. De nombreuses techniques ont �et�e mises en �uvre pour

r�esoudre le probl�eme d'�equilibrage de charge, nous en pr�esenterons quelques

unes lors de l'impl�ementation de nos algorithmes.

Ce mod�ele est utilis�e pour la parall�elisation automatique de \gros" codes industriels.

Dans cette optique, des langages parall�eles ont �et�e d�evelopp�es comme HPF. On peut

repr�esenter le parall�elisme de donn�ees en utilisant le formalisme du parall�elisme de

contrôle. Si on d�ecoupe le programme en un ensemble �ni tâches Ti, alors chaque

processeur e�ectue la même tâche Ti sur des donn�ees di��erentes D1;D2:::Dj (�gure

20).

Ti+1

Ti D1 D2 Dj

Ti+1 Ti+1

Ti Ti

Tache^

D2D1 Dj

Processeur 2 Processeur kProcesseur 1 

Données

Fig. 20 - Parall�elisme de donn�ees

3.4.2 Parall�elisme de contrôle

Le parall�elisme de contrôle d�e�nit un programme parall�ele comme �etant l'expres-

sion d'un algorithme sous la forme d'un ensemble de calculs pouvant être e�ectu�es

en parall�ele. On formalise cet ensemble de calcul par un ensemble de tâches. Chaque
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tâche est un programme s�equentiel classique auquel on ajoute des primitives de com-

munication qui d�e�nissent les interactions d'une tâche avec les autres. L'algorithme

peut être repr�esent�e sous la forme d'un graphe orient�e o�u les n�uds formalisent les

tâches et les arcs orient�es, les communications. Dans ce cas, les processeurs e�ectuent

des tâches di��erentes sur des donn�ees di��erentes.

D1 D2 Dj

D2 Dj

T T T
1 2 3

T T T
4 5 6D 3 

Processeur kProcesseur 2Processeur 1

Fig. 21 - Parall�elisme de contrôle

Le principal probl�eme de cette classe d'applications est le placement optimal

des tâches sur les processeurs d'une machine parall�ele [AP88]. Dans le cas id�eal, on

souhaiterait disposer d'une machine parall�ele compos�ee d'autant de processeurs qu'il

y a de tâches. Ce type de parall�elisme est impl�ement�e sur les machines de MIMD.

3.5 Environnement de programmation

L'apparition du parall�elisme a permis d'augmenter la puissance des machines

d�edi�ees au calcul. Mais pour obtenir la puissance th�eorique des machines parall�eles,

l'impl�ementation des applications doit être e�cace.

Cette remarque exprime le fait qu'il y a toujours une di��erence notoire entre la

puissance th�eorique d'une machine parall�ele et son utilisation. Pour essayer d'obte-

nir une puissance maximale, les utilisateurs doivent programmer leurs applications

en fonction des caract�eristiques des machines. Pour cela les constructeurs de ma-

chines ont d�evelopp�e des langages parall�eles, comme Occam d�edi�e �a l'utilisation des

Transputers. Ces premiers langages avaient un handicap li�e �a leur d�ependance vis �a

vis de l'architecture utilis�ee. A l'heure actuelle, il n'existe pas de langage parall�ele

standard. Les constructeurs se sont bas�es sur des langages standards comme C ou
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Fortran, pour d�e�nir leurs outils de programmation. Ces outils sont principalement

des biblioth�eques de communication et des biblioth�eques de calculs parall�eles.

Nous allons pr�esenter les biblioth�eques les plus utilis�ees actuellement et nous d�evelopperons

l'une d'elles, PVM, que nous avons utilis�ee pour nos impl�ementations. Avant de les

pr�esenter, rappelons les principales di�cult�es li�ees au d�eveloppement d'applications

parall�eles:

� Le d�eveloppement e�cace n�ecessite l'intervention d'un sp�ecialiste de l'informa-

tique parall�ele car actuellement le code produit par les outils de parall�elisation

automatique n'est pas assez performant. Le futur langage HPF permettra

d'int�egrer le parall�elisme d'une mani�ere presque transparente pour l'utilisa-

teur,

� Le manque de standardisation des langages utilis�es g�en�ere des e�orts de r�e�ecriture

lors du portage d'une application d'une machine parall�ele sur une autre. Des

tentatives de standardisation sont en cours pour l'�elaboration de biblioth�eques

de communication, comme la biblioth�eque MPI h�eriti�ere de la biblioth�eque

PVM disponible sur presque toutes les machines parall�eles,

� Les outils d'aide �a la programmation sont rudimentaires. En raison de la com-

plexit�e des architectures et des communications, on ne peut utiliser que des

traces d'ex�ecution post-mortem.

3.5.1 Biblioth�eques de communication

Les premi�eres biblioth�eques de communication ont �et�e con�cues par les construc-

teurs qui, ne d�esirant pas investir dans un langage propre �a leur machine, ont cr�e�e

des biblioth�eques contenant leurs propres routines de communication. Nous avons

utilis�e l'une de ces biblioth�eques NX [Par91], d�evelopp�ee par Intel pour l'utilisation

de la Paragon.

En raison de la multiplicit�e des machines et donc des biblioth�eques construc-

teurs, de nombreux groupes de recherche ont d�e�ni des biblioth�eques de communi-

cation compatibles avec un grand nombre de machines parall�eles. Ces biblioth�eques

ont �et�e mises au point sur des r�eseaux d'ordinateurs, car ceux-ci sont une bonne

mod�elisation des machines distribu�ees actuelles. Cette mod�elisation a permis de
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consid�erer un r�eseau h�et�erog�ene d'ordinateurs comme une machine parall�ele. Ces

biblioth�eques o�rent ainsi un double avantage: le d�eveloppement d'applications pa-

rall�eles �a moindre coût sur des machines constitu�ees de machines s�equentielles, le

portage de telles applications sur un bon nombre de machines parall�eles. On peut ci-

ter les biblioth�eques les plus utilis�ees: PVM[BDJ+94],PICL[GHPW90], P4[BL92]. A

l'heure actuelle PVM est consid�er�e comme un standard du fait de sa large di�usion.

Un nouveau standard a �et�e d�e�ni par les constructeurs et les groupes de recherche:

MPI[MPI93].

MPI (Message Passing Interface) est un projet de standardisation des syst�emes

de communication pour le passage de messages sur les architectures parall�eles �a

m�emoire distribu�ee. L'un des objectifs de MPI est d'avoir une interface portable

et facile d'utilisation et ceci, sans sacri�er les performances. MPI est bas�e sur

une synth�ese des travaux d�ej�a r�ealis�es. Cette biblioth�eque propose de nombreux

m�ecanismes de communication e�caces reposant sur la \bu�erisation" des donn�ees

�echang�ees, permettant un codage des donn�ees et donc de pouvoir travailler �eventuel-

lement avec une machine h�et�erog�ene. De plus MPI, par la nature même de ses

communications, peut int�egrer les derni�eres techniques d'optimisation d'un code pa-

rall�ele comme le recouvrement des calculs par les communications. Depuis la sortie

de ce projet, un certain nombre d'impl�ementations ont vu le jour, notamment sur

la SP1 d'IBM.

3.5.2 PVM (Parallel Virtual Machine)

PVM est un environnement de programmation d�evelopp�e par des chercheurs de

l'universit�e du Tennessee et du Oak Ridge National Laboratory [BDJ+94]. Cet envi-

ronnement est l'un des plus utilis�es actuellement et on le consid�ere souvent comme

le standard de facto des biblioth�eques de \message passing". Son succ�es peut se

mesurer par le nombre de constructeurs qui ont impl�ement�e une version sur leur

machine et par le nombre de participants toujours croissant aux deux conf�erences

annuelles qui lui sont consacr�ees, l'une au USA et l'autre en Europe.
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Philosophie de PVM

Lors de l'�elaboration d'un programme parall�ele, un programmeur d�etermine les

phases de communication et les phases de calcul de son application. Les phases de

calcul peuvent être assimil�ees �a des tâches �el�ementaires qui se communiquent des

informations lors de phases de communication. Pour une application s�equentielle

sur un syst�eme Unix, des tâches identiques sont identi��ees �a des processus, et elles

communiquent entre elles par des outils de communication comme les sockets, les

s�emaphores et l'�emission et la r�eception de signaux.

PVM a repris cette philosophie. Il est d�e�ni comme �etant un syst�eme de gestion de

processus associ�e �a des routines de communication de messages entre ces processus.

Cette gestion de processus est g�er�ee par des \d�emons" qui collectent les messages

et qui les transmettent du processus �emetteur au processus destinataire. De plus,

PVM est un syst�eme qui supporte l'h�et�erog�en�eit�e des applications et des machines:

il permet de construire une machine parall�ele compos�ee de stations de travail et

de n�uds d'une machine parall�ele. La transmission d'informations entre ces n�uds

h�et�erog�enes est possible grâce �a un syst�eme de codage des messages nomm�e XDR.

Le succ�es de PVM peut ainsi s'expliquer par:

� le langage de programmation, constitu�e de C ou Fortran augment�e des routines

de communication, ne n�ecessite pas l'apprentissage d'un nouveau langage,

� la di�usion de cet environnement sur la plupart des stations de travail et des

machines parall�eles assure la portabilit�e des applications,

� la souplesse d'utilisation de la gestion des processus permet une programma-

tion avec peu de contraintes.

Fonctionnalit�es de PVM

La machine virtuelle est constitu�ee d'un certain nombre de n�uds qui sont soit

des stations de travail (SUN, SGI, IBM, HP...), soit des n�uds d'une machine pa-

rall�ele (Paragon, SP1, T3D,...), soit une machine parall�ele compl�ete (Cray YMP,

Maspar...).

A chaque n�ud correspond un d�emon PVM propri�etaire de chaque utilisateur. Cela

permet d'avoir plusieurs applications sur un même ensemble de n�uds.

Chaque tâche d'une application PVM, repr�esent�ee par un processus PVM, est d�e�nie
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par un num�ero de processus appel�e \tid" pour \Task Identi�er". Ce num�ero de pro-

cessus est donn�e par le \d�emon" pour la gestion des processus. L'utilisateur dispose

pour sa part d'une num�erotation qui permet d'identi�er chaque processus. Cette

num�erotation correspond aux \tids" par l'interm�ediaire d'une table de correspon-

dance.

La gestion de processus, laiss�ee �a l'utilisateur, est dynamique. En cours d'utilisa-

tion de nouveaux processus peuvent être cr�e�es et d�etruits de la même fa�con. Il est

donc possible d'avoir plusieurs processus s�equentiels sur un même n�ud PVM. Si un

n�ud PVM est constitu�e d'un processeur avec sa m�emoire d'une puissance th�eorique

P , la pr�esence de plusieurs processus divise d'autant leur puissance th�eorique �egale,

pour PE processus, �a P
PE

. C'est pourquoi, l'on consid�ere souvent un processus PVM

comme un n�ud PVM.

Les communications entre processus sont d�e�nies par les routines de communi-

cation. Deux types de communications sont possibles entre processus: les communi-

cations point �a point et les communications globales. La notion de groupe, d�e�nie

pour rassembler un ensemble de processus, permet d'e�ectuer des communications

globales sur ce groupe. Nous d�eveloppons l'utilisation des communications dans le

paragraphe suivant.

Pour utiliser un programme utilisant PVM, on ex�ecute l'interface de contrôle pour

initialiser la machine virtuelle. Cette interface permet de g�erer les di��erents n�uds

de la machine virtuelle et de contrôler les processus PVM actifs. Ces fonctions de

contrôle de processus sont aussi disponibles dans le langage et permettent �a l'appli-

cation de collecter elle-même des informations sur les processus actifs, d'ajouter ou

de d�etruire un n�ud et d'envoyer des signaux aux autres processus.

Les Communications

Les communications entre les di��erents processus se font par �echange de message.

Les messages sont souvent constitu�es de valeurs ayant di��erents types. Pour cela,

le programmeur d�e�nit la forme du message contenant plusieurs types et alloue la

zone m�emoire correspondant �a l'ensemble des valeurs. Cette zone m�emoire, appel�ee

bu�er, sert �a l'�emission et �a la r�eception des messages. Une communication est
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toujours d�e�nie de la fa�con suivante:

Envoi d'un message Il se d�eroule en trois phases. La premi�ere consiste �a initialiser

le bu�er d'�emission. Ensuite les donn�ees sont rang�ees dans ce bu�er par un

empaquetage. En�n le bu�er est envoy�e en direction du ou des r�ecepteurs du

message. L'envoi est toujours une fonction asynchrone non bloquante.

R�eception d'un message Le processus attend de recevoir le message d'un �emetteur

d�esign�e ou quelconque. Une fois le bu�er re�cu, il est d�esempaquet�e. La r�eception

est par essence bloquante. On peut utiliser des primitives non-bloquantes en

testant si le message a �et�e re�cu.

Pour comprendre le m�ecanisme de gestion des communications, la �gure 22 indique

ce qui se passe lors de l'envoi d'un message du processus A vers les processus B et

C, o�u A et B appartiennent au même n�ud. Le message AB est envoy�e au d�emon

D1 qui le redirige vers B. Le message AC est envoy�e au d�emon D1 qui lorsqu'il a

trouv�e le d�emon destinataire lui envoie le message AC. Puis le d�emon D2 transmet

le message �a C.

D2

C

D1

B

A

AB
AB

AC

AC

AC

Noeud1 Noeud2

Fig. 22 - Communication PVM entree di��erents processus A,B et C

Les communications point �a point utilisent des routines d'envoi, \send" et de

r�eception, \recv". Les communications globales peuvent être construites �a partir de

ces primitives. Il existe n�eanmoins des routines globales de di�usion \cast", de grou-

pement \gathering" et de r�eduction \reduce", utilis�ees avec une liste de processus

ou un groupe de processus.
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Programmation

Il existe des outils d'aide �a la programmation comme Hence, Xab et XPVM.

Ces outils permettent de visualiser les traces de PVM et de suivre l'�evolution d'une

application. On peut ainsi suivre le comportement de chaque processus et des com-

munications inter-processus. La portabilit�e de PVM permet de tester les applications

sur des petits r�eseaux de stations de travail, ou même sur une simple station de tra-

vail avant de les porter sur des machines parall�eles. On peut ainsi v�eri�er que le

sch�ema de communication est coh�erent et valider l'application sur des petits jeux

de donn�ees.

3.5.3 Biblioth�eques de calcul

Parall�element aux d�eveloppements de biblioth�eques de communication, des bi-

blioth�eques de calcul, bas�ees sur des noyaux de calcul, ont �et�e programm�ees de

fa�con e�cace sur un bon nombre de machines. L'objectif de ces biblioth�eques est de

proposer �a l'utilisateur un certain nombre de primitives d'alg�ebre lin�eaire parall�ele,

pour que celui-ci puisse d�evelopper des applications complexes et e�caces sans tenir

compte de l'impl�ementation e�ective des op�erateurs de base. Ces biblioth�eques sont

issues des premi�eres biblioth�eques mises en �uvre pour les ordinateurs vectoriels.

La premi�ere biblioth�eque, LINPACK[DMBS88], contient des programmes de fac-

torisation matricielle: LU,Cholesky, QR et SVD. Elle a �et�e �ecrite en Fortran et a

introduit la programmation modulaire. Elle utilise les notions de BLAS (\Basic Li-

near Algebra Subroutines") qui se d�e�nissent suivant trois niveaux, ou � d�esigne un

scalaire, x et y des vecteurs et A, B et C des matrices:

� BLAS 1: op�erations vecteur-vecteur: x! � � x+ y,

� BLAS 2: op�erations matrice-vecteur: x! � �A � x+ y,

� BLAS 3: op�erations matrice-matrice: C ! � �A �B.
La biblioth�eque EISPACK est constitu�ee de routines parall�eles d�edi�ees aux probl�emes

de valeurs propres et de vecteurs propres. Elle utilise aussi les BLAS. La plus

r�epandue actuellement est la biblioth�eque ScaLAPACK[CDPW92] qui est bas�ee sur

l'utilisation des BLAS et des BLACS qui sont la r�e�ecriture des routines BLAS sur des

machines de type MIMD. Pour de plus amples informations, on pourra se reporter

aux nombreux travaux de synth�ese [Col94].
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3.5.4 Langages parall�eles

Les premiers langages parall�eles d�edi�es aux processeurs comme Occam appa-

rent�e �a un pseudo-assembleur, ont �et�e con�cus par les constructeurs qui ont o�ert

des langages d�edi�es �a leurs machines. L'av�enement des machines SIMD a favoris�e

l'apparition de ces langages car chaque machine a une architecture et un syst�eme

d'exploitation qui lui est propre. La CM2 utilise un langage d�eriv�e du Lisp le * Lisp.

Les machines Maspar utilisent un langage bas�e sur le C ou le Fortran appel�e MPL.

On peut d�e�nir cet outil de programmation comme un langage car il int�egre des

notions de localit�e des variables, globales �a tous les processeurs ou locales �a chacun,

ainsi que des routines de communications propres �a son architecture. Nous l'avons

utilis�e dans le cadre de notre travail, nous en pr�esenterons les aspects g�en�eraux.

Face �a ces langages �g�es par une architecture, un langage d�edi�e au parall�elisme de

donn�ees est en cours de r�ealisation: HPF (\ High Performance Fortran") [HPF93].

Ce langage s'appuie sur Fortran 90. Pour sa mise au point, il a b�en�e�ci�e des acquis de

la vectorisation automatique. L'utilisateur peut sp�eci�er au compilateur le partage

des donn�ees et d�esigner les boucles �a e�ectuer en parall�ele. Ce langage propose

�egalement des op�erations de r�eduction transparentes pour le programmeur. C'est le

compilateur qui se charge de g�en�erer un code, souvent �a �echange de messages, pour

la machine cible. Les premiers compilateurs commencent �a apparâ�tre, mais il reste

encore beaucoup de probl�emes non r�esolus.

3.5.5 Outils d'aide �a la programmation

Au niveau des outils d'aide �a la programmation, le classique d�ebogage des al-

gorithmes permet de comprendre les erreurs syntaxiques de programmation. Le

d�eveloppement de d�ebogueurs parall�eles s'est av�er�e beaucoup plus di�cile que les

d�ebogueurs classiques, principalement �a cause des probl�emes li�es aux communica-

tions. N�eanmoins certains constructeurs proposent des d�ebogueurs pour leurs ma-

chines, comme le d�ebogueur associ�e au langage MPL pour les Maspar ou Cray-Tool

associ�e au Cray T3D.

L'utilisation de biblioth�eques de communication comme PVM permet d'utiliser les

outils classiques sous Unix. D'autres outils sont toutefois n�ecessaires pour l'ana-

lyse des programmes parall�eles. Le parall�elisme ayant pour objectif d'optimiser les
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temps d'ex�ecution, des outils ont �et�e d�evelopp�es pour analyser les communications

et le probl�eme de la r�epartition de charge. Ces outils utilisent des traces d'ex�ecution

post-mortem pour visualiser le comportement des algorithmes. On peut citer deux

outils: PARAGRAPH utilis�e principalement par Intel et Athapascan d�evelopp�e par

une �equipe de recherche grenobloise [APA94].

3.6 Evaluation des performances

L'emploi du parall�elisme a pour but de diminuer le temps de r�esolution d'un

probl�eme. Comme nous l'avons �evoqu�e au paragraphe pr�ec�edent, des outils ont �et�e

d�evelopp�es dans ce sens. Ils sont bas�es sur des crit�eres d�e�nissant si la parall�elisation

d'un algorithme est e�cace. La simplemesure du temps d'ex�ecution d'un programme

parall�ele ne permet pas de juger de la qualit�e de son impl�ementation. De plus, il

est n�ecessaire de disposer de crit�eres globaux permettant de comparer les temps

d'ex�ecution. De tels crit�eres sont utilis�es pour mod�eliser le comportement de l'al-

gorithme en faisant varier la taille du probl�eme ou le nombre de processeurs. Cette

mod�elisation permet d'�evaluer les performances de l'algorithme pour la r�esolution

de probl�emes de plus grande taille.

Nous utilisons dans notre �etude les crit�eres suivants:

Le facteur d'acc�el�eration Il est calcul�e en consid�erant un probl�eme de taille �xe.

Soit un algorithme qui r�esout un probl�eme de taille N en un temps Tseq(N).

Soit sa version parall�ele sur PE processeurs qui r�esout le même probl�eme en

un temps T==(N;PE).

On appelle facteur d'acc�el�eration, ou \Speed Up", le rapport suivant:

Acc(N;PE) =
Tseq(N)

T==(N;PE)
(3.61)

G�en�eralement, on �etudie ce crit�ere lorsqueN est �x�e et que PE varie. On prend

comme temps s�equentiel Tseq(N), le temps du meilleur algorithme s�equentiel.

Dans la plupart des cas, on prend Tseq(N) = T==(N; 1) pour chaque machine

utilis�ee.

Le facteur d'acc�el�eration relative Nous introduisons ce crit�ere pour comparer

les impl�ementations des algorithmes sur les di��erentes machines que nous uti-

lisons. Il nous permet de juger si une impl�ementation est plus performante
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sur une machine que sur une autre. On se sert d'une machine de r�ef�erence

s�equentielle pour calculer ce crit�ere en fonction du temps de r�ef�erence Tref (N)

et du temps d'ex�ecution sur une machine parall�ele. Nous utilisons ce crit�ere

essentiellement pour comparer nos impl�ementations sur une machine SIMD et

sur les machines MIMD. Il se formule par:

Accref (N;PE) =
Tref(N)

T==(N;PE)
(3.62)

Le facteur d'e�cacit�e Il permet de mesurer les performances de l'algorithme pa-

rall�ele pour un nombre �x�e de processeurs. Ce crit�ere indique si les processeurs

sont utilis�es de fa�con optimale. Il se formule par:

Eff(N;PE) =
Acc(N;PE)

PE
(3.63)

Plus ce crit�ere est proche de 1, plus l'impl�ementation est optimale sur PE

processeurs. Un algorithme parall�ele e�cace est fonction de la partie purement

s�equentielle de l'algorithme, des temps de communication des donn�ees entre les

processeurs et des temps d'attente dus �a des synchronisations pour e�ectuer

un calcul en parall�ele.

Nous pr�esenterons des techniques de r�epartition de charge et de recouvrement

des calculs par les communications permettant d'optimiser les algorithmes

parall�eles.

Pour certaines impl�ementations, il est possible d'obtenir des e�cacit�es sup�erieures

�a 1, ce qui �equivaut �a dire que le facteur d'acc�el�eration est sup�erieur au nombre de

processeurs. On parlera, dans ce cas, d'e�cacit�e et d'acc�el�eration \superlin�eaires".

Ce ph�enom�ene se produit avec des architectures utilisant des m�emoires caches de

taille importante. Si l'on d�esire r�esoudre un probl�eme de taille N sur une machine

parall�ele �a PE processeurs, on r�epartit le probl�eme en PE sous-probl�emes de taille
N
PE

dans le cas d'une application de parall�elisme de donn�ees. On peut supposer que

la taille de la m�emoire cache du processeur est sup�erieure �a N
PE

mais inf�erieure �a N .

Ainsi, en diminuant le nombre d'acc�es �a la m�emoire, l'impl�ementation parall�ele est

acc�el�er�ee de fa�con arti�cielle.

Cela montre la limitation de ces crit�eres qui permettent toutefois de donner des in-

formations sur le comportement de l'impl�ementation parall�ele. D'autres crit�eres ont
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�et�e propos�es par Gustafson [Gus88] qui propose un facteur d'acc�el�eration int�egrant

une notion de la taille de la machine et, par Desbat et Colombet, qui �etend les notions

d'acc�el�eration et d'e�cacit�e pour les r�eseaux de processeurs h�et�erog�enes [Col94]

3.7 Conclusion

Notre introduction sur le parall�elisme nous a permis de pr�esenter les principaux

mod�eles d'ex�ecution et de programmation. Ces mod�eles compl�ementaires forment la

base de toute application parall�ele. Un programmeur doit construire son application

en fonction du caract�ere de celle-ci et de l'impl�ementation de son algorithme. Pour

notre �etude, nous utilisons des machines parall�eles appartenant �a plusieurs mod�eles

d'ex�ecution.

Nous expliciterons, pour chaque machine utilis�ee, son mode de fonctionnement

et ses principales caract�eristiques. L'�evolution rapide de l'informatique parall�ele a

g�en�er�e de nombreuses machines qui sont aujourd'hui consid�er�ees comme d�epass�ees.

La tendance actuelle au niveau des architectures est l'utilisation de machines MIMD

�a m�emoires distribu�ees. Les processeurs utilis�es sont souvent des processeurs stan-

dards pour limiter les coûts de d�eveloppement. Leur r�eseau d'interconnexion est

soit un tore 2D ou 3D soit un r�eseau multi-�etage. Au niveau des logiciels, on peut

noter l'e�ort de standardisation pour les biblioth�eques de communication comme

MPI ou pour les langages, comme HPF. Nous utilisons, pour la plupart de nos

impl�ementations, le standard actuel des biblioth�eques de communication: PVM.

Notre choix a �et�e d�etermin�e par la souplesse de cette biblioth�eque et la portabilit�e

des applications sur les machines que nous utilisons.

Nous avons explicit�e les crit�eres de performance qui nous permettront de juger

nos impl�ementations parall�eles. Ces crit�eres permettent d'appr�ecier le taux de pa-

rall�elisme qu'un algorithme peut obtenir.

Nous avons �evoqu�e dans le chapitre pr�ec�edent, le probl�eme de la mise en �uvre

des m�ethodes de reconstructions 3D. On peut noter que la plupart des m�ethodes

e�ectuent une s�erie d'op�erations similaires sur un ensemble discr�etis�e de points. La

dimensionalit�e de cet ensemble de points ( 68 millards de points pour une image
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3D de taille 5123) est un frein pour la reconstruction d'images de taille r�ealiste. Les

approches parall�eles, qui ont �et�e d�evelopp�ees, ont tent�e de reduire ce probl�eme par

l'utilisation d'un parall�elisme de donn�ees. Dans le chapitre suivant, nous pr�esenterons

de nombreux travaux bas�es sur ce mod�ele de programmation et impl�ement�es sur des

machines de mod�eles d'ex�ecutions tr�es di��erents.

De ce fait, nos approches sont bas�ees sur un mod�ele de parall�elisme de donn�ees.

Nous d�etaillerons notre m�ethodologie pour la parall�elisation des algorithmes de re-

construction 3D en tomographie X.
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Chapitre 4

M�ethodologie

4.1 Introduction

Nous pouvons aborder la parall�elisation des m�ethodes de reconstruction 3D par

deux approches di��erents. La premi�ere consiste �a traiter le probl�eme de reconstruc-

tion 3D comme un probl�eme classique d'alg�ebre lin�eaire. La parall�elisation peut

alors être bas�ee sur l'utilisation de routines parall�eles d'alg�ebre lin�eaire. La seconde

approche consiste �a conserver la structure des m�ethodes de reconstruction, et �a iden-

ti�erles noyaux de bases les plus coûteux. La parall�elisation intervient dans ce cas

au niveau de l'impl�ementation des op�erateurs.

Nous pr�esentons dans ce chapitre les di��erentes approches pour impl�ementer les

op�erateurs de base des m�ethodes de reconstruction 3D. Nous d�e�nissons dans un

premier temps le cadre de notre �etude pour �xer la g�eom�etrie d'acquisition, et pour

identi�er les op�erateurs de base. Les op�erateurs discrets d�etermin�es �a partir de ces

op�erateurs sont parall�elis�es suivant deux approches: une approche locale et une ap-

proche globale.

Les architectures de nos machines cibles �etants tr�es di��erentes, nous utilisons

le concept d'une machine parall�ele abstraite pour parall�eliser nos algorithmes. Son

mod�ele d'ex�ecution est d�e�nie dans ce chapitre. Pour minimiser les temps de commu-

nication, nous optimisons nos impl�ementations en proposant des algorithmes bas�es

sur des recouvrements des calculs par les communications, des sch�emas de communi-

cation plus e�caces, et un partitionnement adaptatif des donn�ees. Nous d�etaillerons
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l'organisation modulaire des programmes pour mettre en �uvre les m�ethodes sur

nos machines cibles.

4.2 Objectifs de la parall�elisation

4.2.1 Contraintes de la tomographie 3D

Les nouveaux syst�emes d'acquisition et les m�ethodes qui d�ecoulent de ces syst�emes,

posent de nouveaux enjeux pour la reconstruction des images 3D. Nous d�ecrivons les

probl�emes li�es �a ces m�ethodes par un exemple signi�catif de reconstruction 3D. Soit

la reconstruction d'une image 3D de taille 2563 �a partir de 256 acquisitions 2562,

avec des images cod�ees sur 4 bytes pour chaque pixel ou voxel, les contraintes de la

reconstruction sont:

La gestion des donn�ees: la taille des donn�ees 3D am�ene par son volume des

probl�emes de stockage et de gestion des entr�ees-sorties. Ainsi, pour notre

exemple, la taille des donn�ees est de 64Mbytes, pour l'image 3D �a reconstruire,

et de 256:2562Kbytes = 64Mbytes, pour les acquisitions, ce qui repr�esente un

volume total de 128Mbytes de donn�ees �a g�erer.

La taille du syst�eme discret de reconstruction: ces nouveaux syst�emes d'ac-

quisition g�en�erent des grands syst�emes lin�eaires souvent creux. Nous �evaluons

la taille du syst�eme discret de reconstruction pour quelques m�ethodes:

� Algorithme de Feldkamp: cette m�ethode analytique a une complexit�e en

m:N3 avec m le nombre d'acquisitions, de taille M2, et N3 la taille de

la matrice de l'image 3D. L'op�eration de �ltrage est en M:log(M), ce

qui donne au total un algorithme en M:N3 + m:M:log(M). Donc pour

notre exemple, le syst�eme discret de reconstruction a pour taille totale

16Gbytes. Elle est cependant tr�es creuse.

� M�ethode ART: Cette m�ethode alg�ebrique a une coût en fonction du

nombre d'it�erations (NI) et du coût de chaque it�eration. Une it�eration est

compos�ee, pour chaque acquisition, d'une projection et d'une r�etroprojection.

Le coût d'une projection et d'une r�etroprojection �etant en N3, le coût to-

tal est de NI:2:m:N3. Pour notre exemple, nous obtenons un syst�eme

discret de reconstruction de taille NI:32Gbytes.
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La taille des syst�emes discrets de reconstruction est d�emesur�ee par rapport

aux capacit�es de la m�emoire d'une station de travail classique qui a au plus

128Mbytes de m�emoire.

Les temps d'ex�ecution: les nouveaux syst�emes d'acquisition ont �et�e d�evelopp�es

en partie pour donner des informations pr�e-op�eratoires. Le tableau 3 pr�esente

des temps d'ex�ecution de l'algorithme de Feldkamp pour reconstruire une

image 2563 �a partir de 512 acquisitions 2562 [Jac88]. En analysant ce ta-

bleau, on peut remarquer que les impl�ementations sur machine s�equentielle

n�ecessitent des temps de calcul prohibitifs pour une utilisation de ces tech-

niques en milieu hospitalier.

Machines SUN4-260 DEC VAX 8530 DEC VAX 8700 IBM 3090
Temps (heures) 44 42 28 5,5

Tab. 3 - Temps d'ex�ecution de l'algorithme de Feldkamp [Jac88]

Ces contraintes montrent que la reconstruction d'une image 3D sur une machine

s�equentielle requi�ert des m�emoires de grandes tailles et des temps de calcul tr�es im-

portants. Les approches s�equentielles classiques ne sont donc pas adapt�ees pour la

reconstruction d'image 3D lorsque N > 64.

Pour pallier ces contraintes qui sont identiques dans la plupart des applications

scienti�ques, les num�ericiens se sont tourn�es vers des m�ethodes d�evelopp�ees sur des

machines parall�eles pour am�eliorer les temps de reconstruction et pour envisager la

reconstruction d'image 3D de taille acceptable.

4.2.2 Approches parall�eles existantes

Nous pr�esentons les approches parall�eles qui ont d�ej�a �et�e mises en �uvre pour

parall�eliser les probl�emes de reconstruction en tomographie. Nous les avons class�ees

en fonction de leur mod�ele d'ex�ecution:

Les architectures d�edi�ees
Un grand nombre de projets en tomographie ont eu pour but de construire des ma-

chines d�edi�ees �a la tomographie. Une premi�ere �etude [TP81], bas�ee sur l'algorithme
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de r�etroprojection, a propos�e un circuit pour acc�el�erer les calculs d'adresse. A la suite

de cette �etude, l'emploi de circuits sp�ecialis�es bas�es sur des microprocesseurs pro-

grammables [HBM85] s'est g�en�eralis�e. Des architectures VLSI ont �et�e sp�ecialement

d�evelopp�ees pour des algorithmes de reconstruction. En analysant les �etapes d'un

programme de reconstruction alg�ebrique pour la tomographie PET, Jones [JBC88]

a d�e�ni une machine dont l'architecture tient compte des 
ots de donn�ees du pro-

gramme. Dans un autre projet [JBC90], il a propos�e une architecture utilisant des

circuits VLSI pouvant reconstruire, soit une image 3D de taille 128x128x32, soit

4096 vues 2D. La reconstruction d'une image 3D n�ecessite une r�eorganisation des

rayons de projection. Cette architecture obtient des performances de l'ordre de la

minute pour reconstruire une image 3D. Une autre architecture a utilis�e le concept

de pipe-line des architectures vectorielles pour d�e�nir un processeur performant pour

l'impl�ementation physique de la plupart des algorithmes de reconstruction [CA89].

La conception de processeurs sp�ecialis�es s'est ensuite orient�ee sur une architecture

de machines ayant pour mod�ele d'ex�ecution le mod�ele SIMD. Dans ce contexte,

Borges [BdA89] montre que la meilleure architecture est une machine constitu�ee

de processeurs d�edi�es, connect�es suivant une topologie en grille. En utilisant ce

r�esultat, Lattard [Lat88] a d�evelopp�e une machine massivement parall�ele d�edi�ee.

Elle est compos�ee de processeurs �el�ementaires fonctionnant en mode asynchrone.

Chaque processeur r�ealise des traitements �el�ementaires sur ses donn�ees locales et

communique des donn�ees aux autres processeurs par passage de message. Cette

parall�elisation est identi�able �a celle utilis�ee par les machines MIMD �a passage de

message. D'un point de vue g�en�eral, les performances obtenues avec ce type de

machine sont souvent sup�erieures �a celles obtenues sur des machines vectorielles et

sur des machines SIMD. Le probl�eme reste le d�eveloppement de ces architectures qui

sont souvent �g�ees au niveau des algorithmes de reconstruction et au niveau de la

taille des donn�ees �a reconstruire. Ainsi le coût de ces machines est acceptable si l'on

consid�ere le rapport coût/performances, mais il devient prohibitif en raison de la

sp�eci�cit�e de chaque architecture. Cela explique le d�eveloppement des applications

de reconstruction sur d'autres mod�eles d'ex�ecution.
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Les architectures vectorielles

Les approches utilisant ce mod�ele d'ex�ecution ont utilis�e les sp�eci�cit�es des ma-

chines vectorielles pour obtenir de bonnes performances. Des impl�ementations ont

�et�e vectoris�ees avec les outils de vectorisation automatique fournis avec ce type de

machine. Le langage utilis�e, g�en�eralement le Fortran, permet de mettre �a jour des

boucles qui sont vectoris�ees automatiquement lors de la compilation du programme.

Peyrin [Pey90] a impl�ement�e une m�ethode de reconstruction analytique sur un Cy-

ber 205 et sur un Eta 10 de Control Data, en utilisant un Fortran vectoriel. Elle

reconstruit des images 3D de petites tailles (32; 64) dans des temps acceptables: 3,9

secondes pour une reconstruction d'une image de taille 323 �a partir de 36 projections

et 25,7 secondes pour une image de taille 643 �a partir de 100 projections.

D'autres approches consistent �a identi�er les noyaux de calculs parall�elisables et �a

utiliser au mieux les routines parall�eles fournies avec la machine. Kaufman [Kau87]

propose d'acc�el�erer un algorithme issu d'une m�ethode analytique en d�eveloppant des

algorithmes bas�es sur des BLAS. Ces impl�ementations r�ealis�ees sur Cray 1 sont e�-

caces car cette machine utilise un langage assembleur bas�e sur les BLAS . Une autre

solution, propos�ee par Guerrini [GS89], est de d�ecouper le programme s�equentiel en

fonction des op�erations d�ej�a parall�elis�ees comme la FFT (Fast Fourier Transform).

Il obtient des temps de l'ordre de deux secondes pour reconstruire une image 2D

(1282) �a partir de 128 projections de taille 256.

Le probl�eme de la reconstruction avec ce type de machine est r�esolu en adaptant

les algorithmes aux caract�eristiques des machines vectorielles. Les performances ob-

tenues en 2D ou en 3D sur des probl�emes de petite taille sont satisfaisantes. Cepen-

dant ces machines utilisent des langages sp�eci�ques limitant souvent la portabilit�e

des algorithmes. De plus, �etant limit�e au niveau de la puissance de calcul, cela

empêche le traitement de probl�emes de grande taille. Pour r�esoudre ce probl�eme de

puissance, les utilisateurs de ce type de machine se sont tourn�es vers les machines

MIMD vectorielles.
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Les machines SIMD

les premi�eres approches, d�evelopp�ees sur cette classe de machine, reconstruisent

des images 2D pour la tomographie SPECT. Mc Carty [MM91] utilise l'architecture

de la machine SIMD, une grille 2D, pour simuler la propagation du photon sur un

espace discr�etis�e repr�esent�e par une grille. Il reconstruit des images 2D de tailles 322

et 642 par des m�ethodes it�eratives sur des machines SIMD compos�ees de 322 ou 642

processeurs. Cette similitude entre l'espace discr�etis�e et l'architecture de la machine

permet d'obtenir des bonnes performances (moins de 10 secondes par it�eration) et

une bonne simulation de l'att�enuation. Pour reconstruire l'image 2D, il su�t de

faire tourner les donn�ees sur la grille de processeur pour simuler chaque projection.

En tomographie SPECT 3D, Miller [MB93] propose une reconstruction semblable

en utilisant la m�emoire de chaque processeur pour simuler la troisi�eme dimension.

Les op�erations de projection consistent en une sommation des e�ets d'att�enuation

et de 
ou sur chaque plan de projection. La rotation du syst�eme source-d�etecteurs

est e�ectu�ee par rotation de chaque plan en m�emoire. La r�etroprojection consiste

alors �a r�epartir la di��erence entre les projections calcul�ees et les projections me-

sur�ees pour chaque plan. Ces impl�ementations utilisent l'architecture de la machine

pour parall�eliser les op�erations de projection et de r�etroprojection. Il reconstruit des

images de taille 643 �a partir de 96 acquisitions en 400 secondes sur une machine

compos�ee de 642 processeurs et en 150 secondes sur une machine compos�ee de 1282

processeurs. Cette parall�elisation est e�cace car le syst�eme d'acquisition utilise une

g�eom�etrie parall�ele. En e�et, la g�eom�etrie parall�ele permet d'e�ectuer les op�erations

de base de mani�ere synchrone.

Dans le cas d'une g�eom�etrie conique, les op�erations divergentes de projection

et de r�etroprojection ne peuvent pas être simul�ees sur l'architecture d'une ma-

chine classique. Une solution est de red�e�nir le probl�eme en op�erations �el�ementaires

et de consid�erer le probl�eme de la reconstruction comme un probl�eme d'analyse

num�erique. Les algorithmes sont d�evelopp�es autour de routines e�caces de la ma-

chine utilis�ee. On peut citer les travaux de Cook [CD92] qui a utilis�e cette approche

pour parall�eliser une m�ethode temps r�eel en tomographie quantitative. Les temps

de reconstruction sur une machine parall�ele d�ependent souvent de la r�epartition des

donn�ees. Rajan [RPR94] a �etudi�e le probl�eme de l'�equilibrage des charges sur une
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topologie en hypercube �etendue, pour une reconstruction en tomographie PET. Il

compare, pour deux r�epartitions de donn�ees possibles, le coût des communications

en fonction de chaque partitionnement. Il montre qu'un partitionnement optimal est

souvent un facteur d'acc�el�eration des impl�ementations parall�eles. Nous le v�eri�erons

dans le paragraphe suivant.

La plupart des �etudes propos�ees avec ce mod�ele d'ex�ecution sont e�caces pour des

syst�emes d'acquisition �a g�eom�etrie parall�ele pour des reconstructions d'image 3D

de taille maximale de 1283 voxels. En raison de la faible capacit�e des m�emoires des

processeurs �el�ementaires, les machines SIMD ne permettent pas de travailler sur

des donn�ees de grande taille. De plus, la g�eom�etrie conique n'est pas adapt�ee �a ce

type de machine. L'utilisation de machines MIMD d'une grande capacit�e m�emoire

permet de r�esoudre des probl�emes en g�eom�etrie conique.

Les machines MIMD

Le temps total d'ex�ecution d'une application parall�ele d�epend du temps d'ex�ecution

sur chaque processeur. L'�equilibrage de charge des processeurs permet d'optimiser

la parall�elisation. Dans cette optique, Atkins [AMH93] a propos�e une architecture

MIMD bas�ee sur un r�eseau de 17 Transputers. Elle est form�ee de deux sortes de

processeurs: les Workers au nombre de 16, qui calculent chacun la reconstruction

d'une partie de l'image 3D, et le Master, qui g�ere l'�equilibrage de charge entre les

Workers. Une autre solution est de d�e�nir des partitionnements optimaux. Chen

[CLC91] a �etudi�e des solutions pour la r�epartition sur une machine �a m�emoire par-

tag�ee et sur une machine �a m�emoire distribu�ee. Il reconstruit une image 3D en PET

par une m�ethode alg�ebrique. La matrice de projection est r�epartie par colonnes ou

par lignes sur chacun des processeurs. Il met en �evidence que les impl�ementations sur

machines �a m�emoire partag�ee sont moins e�caces que celles sur machines �a m�emoire

distribu�ee. Dans une autre �etude, il utilise des partitionnements non-homog�enes qui

permettent de r�eduire le coût des communications en utilisant des techniques de

recouvrement de calcul par les communications [CL94]. Pour l'impl�ementation de

m�ethodes analytiques, il d�ecoupe l'algorithme en op�erateurs de base. Le sch�ema de

communication est un arbre binaire plong�e sur une topologie en hypercube [CLC90].

Pour minimiser les communications et tirer partie de la topologie en hypercube,

Zapata [ZBR+90] r�epartit les donn�ees suivant un code de Gray. Cet adressage des
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donn�ees par le code de Gray permet de d�e�nir sur quelle dimension de l'hypercube

les communications sont r�ealis�ees. Des projets se sont int�eress�es au mode de projec-

tion en PET. Barresi [BBG90] utilise un r�eseau de Transputers pour parall�eliser une

m�ethode de reconstruction en mode \Ray-tracing". Ce mode impliquant la commu-

nication des processeurs se trouvant sur une même ligne de projection, le coût des

communications en est donc tr�es important.

Pour conclure on peut citer les r�esultats de Charles [CLM93] qui a impl�ement�e un

algorithme de r�etroprojection sur un IPSC, en utilisant un anneau comme sch�ema de

communication. Il reconstruit des images 3D de taille 323 �a 2563 par une m�ethode

analytique. Les r�esultats montrent que le temps de reconstruction d�ecroit inver-

sement au nombre de processeurs. Cependant pour un probl�eme de taille �xe,

l'acc�el�eration ne croit pas en fonction du nombre de processeurs. Cela indique qu'il

existe un nombre optimal de processeurs pour impl�ementer un probl�eme de taille

�xe sur une machine parall�ele. De plus, pour un nombre �x�e de processeurs, l'ef-

�cacit�e augmente quand la taille du probl�eme augmente. Ces remarques signi�ent

que les probl�emes de grandes tailles de reconstruction 3D semblent bien adapt�es aux

machines MIMD.

4.2.3 Classi�cation des approches

Ces approches parall�eles mettent en �evidence le mod�ele de programmation utilis�e

pour impl�ementer les algorithmes de reconstruction. Le probl�eme de la reconstruc-

tion peut se ramener au probl�eme suivant:

soit deux ensembles de donn�ees 3D li�es par une relation, les donn�ees r�esultats

sont obtenues par des op�erations sur les donn�ees initiales; on peut repr�esenter

sch�ematiquement le probl�eme de la reconstruction:

� Soit fD0;D1;Dk;Dng, l'ensemble des espaces de donn�ees. D0 repr�esente l'es-

pace des donn�ees initiales, Dk un espace de donn�ees interm�ediaires et Dn

l'espace de donn�ees r�esultats.

� Soit fOp0; Op1; Opn�1g, l'ensembledes op�erateurs qui transforment des donn�ees

d'un espace de donn�ees �a un autre. Par exemple la transformation Opi s'ex-

prime par Di Opi! Di+1.
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Le probl�eme de la reconstruction se formalise alors par une s�erie d'op�erations:

D0 Op0! D1 � � �Di Op
i! Di+1 � � �Dn�1 Opn�1! Dn (4.64)

Les op�erations Opi sont des op�erations de projection, de r�etroprojection, de �ltrage,

de convolution, de transform�ee de Fourier... . Ces op�erations sont assimilables �a un

ensemble de tâches. Dans l'ensemble des m�ethodes, on ne peut e�ectuer ces tâches

que suivant un ordre chronologique. Pour cette raison, le mod�ele de parall�elisme mis

en �uvre dans la plupart de ces approches est un parall�elisme de donn�ees.

Ces approches utilisant des machines bas�ees sur des mod�eles d'ex�ecution tr�es

di��erents, peuvent être toutefois impl�ement�ees de fa�cons similaires. Cependant on

peut distinguer deux classes d'approches qui sont fonction de la granularit�e du pa-

rall�elisme utilis�e. La notion de granularit�e du parall�elisme est d�e�nie ici suivant la

parall�elisation des m�ethodes. Les impl�ementations qui utilisent le parall�elisme au

niveau du traitement de chaque pixel ou chaque voxel, sont d�e�nies comme des

impl�ementations parall�eles �a grain �n. R�eciproquement, les impl�ementations bas�ees

sur la parall�elisation des op�erateurs de base sont d�e�nies commedes impl�ementations

�a gros grain. Le parall�elisme �a grain �n est utilis�e dans des approches issues d'une

analyse ascendante du probl�eme de la reconstruction, tandis qu'un parall�elisme �a

gros grain est utilis�e pour des approches issues d'une analyse descendante.

Analyse ascendante

Un grand nombre de m�ethodes de reconstruction 3D, parmi les m�ethodes analy-

tiques discr�etis�ees et les m�ethodes alg�ebriques sont assimilables �a la r�esolution de

syst�emes lin�eaires creux. Une approche pour parall�eliser ces m�ethodes est d'utili-

ser des noyaux de calculs parall�eles ou de d�evelopper des processeurs d�edi�es aux

traitements d'un petit nombre de voxels. Ces noyaux de calculs parall�eles sont sou-

vent d�etermin�es par les caract�eristiques de la machine utilis�ee et par l'emploi de

biblioth�eques de calculs. Cette approche consiste donc �a construire les op�erateurs de

base �a partir de routines parall�eles d�ej�a programm�ees. Les impl�ementations sur ma-

chines d�edi�ees, sur machine vectorielles et pour certaines d'entre elles sur machine

SIMD, sont bas�ees sur une analyse ascendante des probl�emes de reconstruction.

G�en�eralement pour ce type d'approche, l'e�cacit�e de l'impl�ementation est privil�egi�ee

au d�etriment de sa portabilit�e.
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Analyse descendante

Une autre approche part du constat suivant: la plupart des m�ethodes de recons-

truction sont fond�ees suivant des mod�eles math�ematiques di��erents mais utilisent

des op�erateurs similaires comme la projection, la r�etroprojection, la convolution,

les transformations de Fourier... . Cette approche consiste donc �a parall�eliser ces

op�erateurs et �a les int�egrer dans les di��erentes m�ethodes. Ce type d'analyse am�ene

�a d�e�nir une biblioth�eque d'op�erateurs parall�eles. Ces op�erateurs sont parall�elis�es

suivant des approches di��erentes en fonction de leur utilisation. Ainsi, les m�ethodes

de reconstruction sont construites �a partir de cette biblioth�eque qui se veut por-

table et adaptable �a toutes les m�ethodes. On retrouve cette analyse descendante

des probl�emes de reconstruction dans la plupart des impl�ementations MIMD. Nous

l'utilisons donc pour parall�eliser des m�ethodes de reconstruction sur nos machines

cibles, qui sont principalement des machines MIMD.

Notre �etude consiste, dans un premier temps, �a identi�er et �a parall�eliser les

op�erateurs de base �el�ements d'une telle biblioth�eque et, dans un deuxi�eme temps

�a d�evelopper des m�ethodes �a partir de ces op�erateurs de base [LPC95c]. Les algo-

rithmes pr�esent�es ont pour mod�ele d'ex�ecution notre machine parall�ele abstraite qui

englobe la plupart des mod�eles d'ex�ecution de nos machines parall�eles.

4.3 Cadre de l'�etude

4.3.1 Identi�cation des op�erateurs de base

En tomographie par transmission comme en tomographie par �emission, les ac-

quisitions sont consid�er�ees comme des projections de l'image �a reconstruire. L'ex-

pression de cette op�eration de projection est fonction de la g�eom�etrie d'acquisition.

On mod�elise le processus physique par un op�erateur continu de projection. Les

mesures ou acquisitions sont e�ectu�ees lors d'une projection sur un ensemble de cel-

lules appel�e d�etecteur. Ce d�etecteur est mod�elis�e par un ensemble de points d�e�nis

lors de l'�echantillonnage des mesures sur ce d�etecteur. L'op�eration de projection

analytique est donc estim�ee par un op�erateur de projection discret. La qualit�e de

l'approximation d�epend du pas d'�echantillonnage. On assimile souvent cet op�erateur

de projection analytique �a son expression discr�ete, car ce dernier est utilis�e lors de

l'impl�ementation des m�ethodes de reconstruction.
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Les m�ethodes de reconstruction utilisent des op�erateurs qui e�ectuent une op�eration

duale �a la projection. Nous utilisons l'op�erateur de r�etroprojection discret. Celui-

ci peut être consid�er�e comme l'op�erateur dual de l'op�erateur de projection car il

permet de passer d'un espace 2D �a un espace 3D, tandis que l'op�erateur de projec-

tion discret permet de passer d'un espace 3D �a un espace 2D. Nous d�etaillons leurs

expressions dans le cadre d'une g�eom�etrie d'acquisition conique.

Opération de Projection Opération de Rétroprojection

Image 3D Acquisition 2D

X
Source de Rayons X

X

Source de Rayons X

Image 3DAcquisition 2D

Fig. 23 - Dualit�e des op�erateurs

4.3.2 G�eom�etrie d'acquisition

Les m�ethodes de reconstruction 3D pr�esent�ees dans le chapitre 2 sont bas�ees sur

des syst�emes d'acquisition o�u la source d�ecrit soit une sph�ere, soit deux cercles dans

des plans orthogonaux, soit un seul cercle. Nous avons constat�e que la plupart des

syst�emes d'acquisition se limitent �a des g�eom�etries simples �a mettre en �uvre pour

des raisons technologiques. Nous choisissons une g�eom�etrie d'acquisition mod�elisant

celles utilis�ees par les prototypes d'acquisitions en tomographie 3D comme le DSR

ou le Morphom�etre. Celle-ci est donc constitu�ee d'une source et d'un d�etecteur plan

tournant autour du patient suivant une trajectoire circulaire. Notre �etude se limite

alors �a la tomographie par rayons X pour simpli�er l'expression des formules de

reconstruction que nous mettons en �uvre. Cependant les algorithmes que nous

d�eveloppons sont aussi applicables dans le cas de la tomographie par �emission.

Le rep�ere orthonorm�e (O;~i;~j;~k) est le rep�ere de l'espace de reconstruction. On

choisit comme origine de ce rep�ere le centre de la zone �a reconstruire. On suppose
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que l'axe du faisceau de rayons X passe toujours par l'origine O et est d�etermin�e par

la droite (OS) o�u S est la position de la source. Le plan des d�etecteurs est orthogonal

�a cette droite, et on appelle S0 le point d'intersection de cette droite avec le plan.

S0 est la projection de S sur le plan des d�etecteurs. L'ensemble source-d�etecteur

e�ectue une rotation autour de l'objet �a reconstruire. Cette rotation de la source est

rep�er�ee par deux angles � et �. Le vecteur directeur ~l de la rotation est d�etermin�e

par:

~l =

0
BBB@

cos� sin�

sin� sin�

cos�

1
CCCA (4.65)

On exprime pour une position initiale de la source S, ses coordonn�ees et les coor-

donn�ees de sa projection S0 avec D1 = k�!OSk, D2 = k
��!
OS0k et D = D1 +D2.

M p

D
2

D
1

Θ

Z

S

S’ X

O
Y

M

Source Rayons X 

Plan d’Acquisition 

l’

φ

l

Fig. 24 - Projection en g�eom�etrie conique

A un instant donn�e, la position de la source est rep�er�ee par les angles � et �.

Le syst�eme source-d�etecteurs e�ectue deux rotations. Par un simple changement de

variables, l'expression de chaque projection peut être ramen�ee au cas initial ce qui

permet d'exprimer chaque projection avec le même rep�ere. Pour simpli�er l'�ecriture

on se ram�enera au cas initial en e�ectuant la rotation inverse: au lieu de faire tourner

l'ensemble source-d�etecteurs, on fait tourner la zone �a reconstruire. Un point M de

cet espace est d�e�ni dans le rep�ere (O;~i;~j;~k) par ses coordonn�ees t(x; y; z) ou par

son vecteur ~r =
��!
OM . Ses nouvelles coordonn�ees t(X;Y;Z) apr�es la rotation inverse
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se calculent, d'apr�es le syst�eme suivant:
8>>><
>>>:

X = x sin � �y cos �
Y = x cos� cos � +y sin� cos � �z sin�
Z = x cos� sin� +y sin� sin� +z cos�

(4.66)

Ainsi S et S0 conservent les mêmes coordonn�ees, et les points du plan de d�etection

P ont pour coordonn�ees: t(u; v;�D2). La fonction f est suppos�ee nulle en dehors

d'une sph�ere centr�ee en l'origine. Cette sph�ere est l'intersection des cônes de pro-

jection d�etermin�es par l'angle � du faisceau de rayon X. On peut �etablir la relation

reliant la taille du cube (Tcube) inscrit dans cette sph�ere, qui d�etermine la r�egion de

reconstruction de la fonction f , en fonction de la taille des plans de d�etection Tplan:

Tplan = 2D tan(�=2) (4.67)

) �=2 = tan�1(Tplan=2D) (4.68)

Tcube =
p
3D1 sin(�=2) (4.69)

1 DD
2

f(x,y,z) Tplan
T
cubeZ

Y

O

V

αS S’

Fig. 25 - Zone de reconstruction

La g�eom�etrie de notre syst�eme d'acquisition �etant �x�ee, nous d�e�nissons dans

les paragraphes suivants l'expression et les algorithmes des op�erateurs de base: la

projection et la r�etroprojection.

4.3.3 Discr�etisation des donn�ees

Les m�ethodes de reconstruction permettent d'�etablir une relation reliant l'es-

pace des mesures �a l'espace r�esultat contenant l'image 3D �a reconstruire. Pour
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impl�ementer ces m�ethodes, on mod�elise ces espaces par des espaces discrets de di-

mension �nie.

L'espace des mesures est repr�esent�e par un ensemble de m acquisitions 2D. Ces

acquisitions sont e�ectu�ees sur un plan de d�etection qui se mod�elise par une grille

de cellules d�etectrices. Chaque acquisition 2D est d�e�nie comme la projection 2D

de l'image 3D sur la grille de d�etecteurs. La grille est form�ee de M2 pixels chacun

de dimension 42
p. L'ensemble des mesures est alors formalis�e par l'ensemble discret

fImj=1 � j � mg o�u chaque image Imj repr�esente une acquisition. Ces images

sont constitu�ees de M2 pixels not�es imja avec 1 � a � M2. Chaque pixel a pour

coordonn�ees (p; q) sur l'image de projection: imja = Imj(p; q) avec 1 � p � M et

1 � q �M .

La fonction f qui appartient �a l'espace r�esultat est �echantillonn�ee sur un volume

cubique V suivant un pas d'�echantillonnage 4v. Le volume V est constitu�e de N3

�el�ements unitaires appel�es voxels not�es v ou v(i; j; k) avec 1 � i � N ; 1 � j � N

et 1 � k � N . Chaque voxel v(i; j; k) repr�esente la valeur de la fonction �egale �a

f(i4v; j4v; k4v). On d�e�nit ainsi une fonction fd qui est la fonction discr�etis�ee de

f sur l'ensemble des voxels.

fd(x; y; z) =
NX
i=1

NX
j=1

NX
k=1

f(i4v; j4v; k4v)�(x� i4v)�(y � j4v)�(z � k4v) (4.70)

o�u �(x) est la distribution de Dirac. Pour un pas d'�echantillonnage assez �n, on peut

consid�erer que la fonction fd est une bonne approximation de f . Nous utilisons cette

fonction pour nos reconstructions. La relation entre l'ensemble des acquisitions et

la fonction �a reconstruire d�epend du mode de projection utilis�e:

� Le mode le plus naturel est le \Ray-tracing". Il consiste �a partir d'un point P

du plan de projection et �a sommer tous les voxels qui se trouvent sur la droite

reliant P �a la source S. Chaque voxel somm�e est a�ect�e d'un poids �egal �a la

longueur de l'intersection entre la droite (PS) et le voxel,

� Un autre mode est le \Voxel-driven". Il consiste �a projeter chaque voxel sur la

grille des d�etecteurs. Il n�ecessite de choisir une m�ethode d'interpolation a�n de

r�epartir la valeur du voxel sur les points discr�etis�es du d�etecteur. Nous avons

choisi une interpolation bilin�eaire qui permet de r�epartir la valeur du voxel sur
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les quatre points du d�etecteur les plus proches du point o�u le voxel est projet�e.

Cela revient donc �a sommer sur un point du d�etecteur tous les voxels qui sont

projet�es �a une distance inf�erieure au pas d'�echantillonnage de la grille.

Nous comparons ces deux modes de projection en 2D. On projette les pixels d'une

grille, de pas d'�echantillonnage4grille, sur un d�etecteur ligne de pas d'�echantillonnage

4ligne. Ces �gures montrent le nombre de pixels intervenant dans le calcul d'un point

du d�etecteur lorsque 4grille = 2 � 4ligne (�gure 26.a), 4grille = 4ligne (�gure 26.b),

2 �4grille = 4ligne (�gure 26.c).

SSS

PP

cb 

P

a

Voxel-DrivenRay-Tracing et Voxel-Driven

Fig. 26 - Comparaison du mode Ray-tracing et du mode Voxel-driven dans le cas

o�u a) 4grille = 2 � 4ligne b) 4grille = 4ligne et c) 2 � 4grille =4ligne

Dans chacun des cas le nombre de pixels intervenant pour le calcul d'un point

est plus important avec le mode \Voxel-driven". L'estimation discr�ete d�e�nie par ce

mode est donc meilleure que le \Ray-tracing". Nous l'utilisons pour discr�etiser les

op�erateurs de base. Au point de vue de la parall�elisation, nous avons montr�e que

les m�ethodes alg�ebriques se parall�elisent mieux si on emploie le mode de projection

\Voxel-Driven" plutôt que le \Ray-Tracing"[DLR95].

4.3.4 Op�erateurs discrets de projection et de r�etroprojection

Les projections coniques sont d�etermin�ees suivant la position de l'ensemble source-

d�etecteurs. Dans notre mod�ele discret, on e�ectue m projections de l'image �a re-

construire sur les images de projections Imj o�u j est fonction des angles � et �.



76 CHAPITRE 4. M�ETHODOLOGIE

Le changement de variable permet de consid�erer chaque projection comme une pro-

jection sur le plan d�e�ni par Z = �D2 et par son rep�ere (S0;~i;~j). Dans ce nouveau

rep�ere, la projection conique p�� au point P est �egale �a l'int�egrale de la fonction f

sur la droite (SP ) et peut être exprim�ee d'apr�es l'�equation:

p��(u; v) =
Z +1

�1
f
�D1 � Z

D
u;

D1 � Z

D
v;Z

�pD2 + u2 + v2

D
dZ (4.71)

En utilisant le mode de projection \Voxel-driven", pour discr�etiser l'op�erateur de

projection conique, on d�e�nit pour chaque op�eration de projection p�� une op�eration

de projection interpol�ee ~p�� sur la grille de d�etecteurs. Chaque projection interpol�ee

~p�� s'exprime comme une convolution de la projection p�� avec une fonction d'in-

terpolation I(u; v):

~p��(u; v) =
MX
p=1

MX
q=1

p��(p4p; q4p)I(u� p4p; v � q4p) (4.72)

En utilisant une interpolation bilin�eaire pour I(u; v), l'�equation pr�ec�edente de-

vient:

~p��(u; v) = (1 � �)(1 � �) p��(p; q) + �(1 � �) p��(p+ 1; q) +

+ �(1 � �) p��(p; q + 1) + �� p��(p+ 1; q + 1) (4.73)

avec � = p + 1� u=4p et � = q + 1� v=4p.

De l'�equation pr�ec�edente, on peut �etablir que l'op�erateur de projection conique

discret relie l'ensemble des points (i; j; k) de fd �a l'ensemble des points (p; q) de

chaque projection conique ~p��. La valeur en chaque point du plan de d�etection

(p; q) est �egale �a la somme des valeurs des voxels (i; j; k), projet�es �a une distance

inf�erieure au pas du plan 4p.

Par analogie, on d�e�nit l'op�erateur de r�etroprojection conique discret qui exprime

la valeur de la fonction fd en chaque point (i; j; k). On associe �a chaque voxel v(i; j; k)

la somme des valeurs des points du plan de d�etection (p; q) sur chaque projection

~p��. Sur chaque plan de projection, on choisit les points (p; q) se trouvant �a une

distance inf�erieure au pas du plan 4p de la projection (u; v) du voxel.
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L'impl�ementation des op�erateurs de projection et de r�etroprojection en mode

\Voxel-Driven" consiste alors pour chaque voxel en trois �etapes:

� Rotation du voxel v(i; j; k) qui a pour nouvelles coordonn�ees (X;Y;Z):
8>>><
>>>:

X = i4v sin � �j4v cos�

Y = i4v cos� cos � +j4v sin� cos � �k4v sin�

Z = i4v cos � sin� +j4v sin� sin� +k4v cos�

(4.74)

� Calcul de l'adresse du point de projection de coordonn�ees (u; v) sur le plan de

d�etection et d�etermination de la cellule p; q contenant le point de projection:8>>><
>>>:

u = DX
D1�Z

; v = DY
D1�Z

p = b u
4p
c; q = b v

4p
c

� = p + 1� u=4p; � = q + 1� v=4p

(4.75)

� Sommation des valeurs. Dans le cas d'une projection discr�ete, on r�epartit la

valeur du voxel (i; j; k) sur les quatre points du d�etecteur par interpolation

bilin�eaire. Dans le cas d'une r�etroprojection, on e�ectue la somme des valeurs

des quatres points du plan de d�etection. On a�ecte �a chaque valeur le coe�cient

de l'interpolation bilin�eaire:

Projection

8>>>>>><
>>>>>>:

~p��(p; q; ) = (1 � �)(1� �) fd(i4v; j4v; k4v)

~p��(p + 1; q) = �(1 � �) fd(i4v; j4v; k4v)

~p��(p; k + 1) = �(1 � �) fd(i4v; j4v; k4v)

~p��(p+ 1; q + 1) = �� fd(i4v; j4v; k4v)

(4.76)

Retroprojection

8>>>>>><
>>>>>>:

fd(i4v; j4v; k4v) = (1� �)(1 � �) ~p��(p; q)

+ �(1 � �) ~p��(p+ 1; q)

+ �(1 � �) ~p��(p; q + 1)

+ �� ~p��(p+ 1; q + 1)

(4.77)

Nous formalisons les op�erations �el�ementaires de projection d'un voxel sur un plan

de d�etections et r�etroprojection des valeurs des points de projection sur un voxel.

Nous d�esignons par vi un �el�ement unitaire de la fonction �a reconstruire fd et par

Imj une image de projection compos�ee de pixels imja. Nous d�e�nissons:

P! comme une op�eration �el�ementaire de projection:

vi
P! imja; imjb; imjc; imjd (4.78)
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o�u le voxel vi contribue �a la valeur des quatre pixels a; b; c et d de Imj. Cette

op�eration �el�ementaire de projection a une complexit�e de 15 op�erations d'addi-

tion/soustraction, de 28 multiplication/division et de 4 op�erations d'a�ectation

sur l'image de projection Imj.

R comme une op�eration �el�ementaire de r�etroprojection:

vi
R imna; imnb; imnc; imnd (4.79)

o�u les quatres pixels a; b; c et d de Imj contribuent �a la valeur du voxel vi. Cette

op�eration �el�ementaire de r�etroprojection a une complexit�e de 15 op�erations

d'addition/soustraction, de 28 multiplication/division et d'une op�eration d'af-

fectation sur le voxel vi.

On peut remarquer que les op�erations �el�ementaires
P! et

R peuvent se calculer d'une

fa�con similaire, seules les a�ectations des valeurs changent. Leurs algorithmes seront

d�evelopp�es sur une même base d'op�erations de changement d'espace, d'adressage et

d'interpolation.

4.3.5 Algorithmes de projection et de r�etroprojection

On pr�esente ici les algorithmes s�equentiels de la projection et de la r�etroprojection.

Pour la projection, on suppose que la fonction fd est discr�etis�ee sur un ensemble

de voxels fvi=1 � i � N3g formant un volume V . Ce volume est projet�e sur

chaque image de projection Imj. Pour la r�etroprojection, on reconstruit l'image

3D discr�etis�ee fd sur le volume V compos�e de voxels unitaires �a partir des images

de projections Imj.

Algorithme 1 Projection

lire(V )

Pour j = 1 �a m

cr�eer(Imj )

Pour i = 1 �a N3

vi
P! imja; imjb; imjc; imjd

�ecrire(Imj )
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Algorithme 2 R�etroprojection

cr�eer(V )

Pour j = 1 �a m

lire(Imj )

Pour i = 1 �a N3

vi
R imja; imjb; imjc; imjd

�ecrire(V )

Pour d�e�nir la complexit�e des algorithmes de projection et de r�etroprojection,

on peut utiliser deux approches, nous avons choisi de comptabiliser le nombre

d'op�erations �el�ementaires e�ectu�ees (
P!,

R ). Ce calcul de complexit�e permet d'ex-

primer le coût de ces algorithmes en fonction d'un seul type d'op�eration:

� Complexit�e de la projection: m:N3:T (
P!)

� Complexit�e de la r�etroprojection: m:N3:T (
R )

o�u T (
P!) est le coût de l'op�eration �el�ementaire

P! et T (
R ) est le coût de l'op�eration

�el�ementaire
R L'expression de la complexit�e des op�erateurs et leurs algorithmes

montrent que leur impl�ementation est similaire et que leur coût en termed'op�erations

�el�ementaires est de l'ordre de m:N3 op�erations.
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4.4 M�ethodologie pour la parall�elisation

4.4.1 Machine parall�ele abstraite

Pour parall�eliser les m�ethodes de reconstruction, nous d�e�nissons une machine

parall�ele abstraite. Cette machine parall�ele abstraite est une machine parall�ele �a

m�emoire distribu�ee. Son mod�ele d'ex�ecution englobe les mod�eles d'ex�ecution des

machines parall�eles de notre �etude. Elle est compos�ee de PE n�uds homog�enes

reli�es par un r�eseau d'interconnexion. Chaque n�ud est constitu�e d'un processeur

�el�ementaire PEi associ�e �a sa m�emoire PEMi.

On suppose que la topologie de ce r�eseau permet �a chaque processeur de communi-

quer avec un autre processeur. Cette hypoth�ese ne tient pas compte des techniques de

routage impl�ement�ees sur chaque machine parall�ele. Lors d'un �echange de donn�ees,

on consid�erera que les donn�ees sont transf�er�ees de la m�emoire du processeur �emetteur

�a la m�emoire du processeur r�ecepteur.

Notre analyse du probl�eme de la reconstruction nous a permis d'identi�er les

op�erations les plus coûteuses dans les m�ethodes de reconstruction. Nous nous at-

tacherons donc �a parall�eliser ces op�erateurs de base sur cette machine parall�ele

abstraite. Nous d�ecomposons cette tâche en un certain nombre d'�etapes suivantes:

� la r�epartition des donn�ees qui distribue les donn�ees sur chaque processeur,

� le choix du sch�ema de communication qui g�en�ere deux approches,

{ la parall�elisation par une approche locale,

{ la parall�elisation par une approche globale

� l'�evaluation de la complexit�e des algorithmes

� l'optimisation de la parall�elisation.

Nous explicitons chaque �etape en prenant comme exemple la parall�elisation de

l'op�erateur de projection.
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4.4.2 R�epartition des donn�ees

Les donn�ees sont constitu�ees de deux ensembles: un volume V compos�e de N3

voxels et m images de projection compos�ees elles mêmes deM2 pixels. Les relations

entre toutes ces donn�ees sont �etablies par les op�erateurs de base. Pour une pro-

jection, la valeur d'un voxel contribue aux valeurs de 4 pixels sur chaque image de

projection. Pour une r�etroprojection, la valeur de chaque pixel contribue aux valeurs

des voxels se projetant �a une distance inf�erieure au pas d'�echantillonnage 4p.

Le calcul de chaque pixel (voxel) est ind�ependant des autres pixels (voxels).

Cependant un pixel est r�etroprojet�e sur un ensemble de voxels d�etermin�e par la

g�eom�etrie d'acquisition et, de la même fa�con un voxel est projet�e sur un ensemble

de pixels. Ces ensembles sont d�e�nis lors des phases de calculs. Cela signi�e que

chaque pixel peut être en relation avec quasiment n'importe quel voxel: il doit donc

avoir la possibilit�e de \voir" l'ensemble du volume V . De même un voxel doit avoir

la possibilit�e de \voir" l'ensemble des images de projection Imj.

Ces relations indiquent qu'un d�ecoupage homog�ene des donn�ees sur l'ensemble

des m�emoires des processeurs est le mieux adapt�e. L'image 3D (le volume V ) et les

images de projection Imj sont donc r�eparties sur les di��erents processeurs. Nous

proposons deux r�epartitions en fonction de la taille de la m�emoire des processeurs.

� Quand la taille des donn�ees est sup�erieure �a la taille des m�emoires de tous

les processeurs, l'image 3D est d�ecompos�ee en T tranches de taille respective

NT :N
2 avec T:NT = N . Dans ce cas de �gure, nous travaillons avec une seule

image de projection �a la fois. Nous consid�erons que nous avons, �a chaque

instant, une sous-image 3D de taille NT :N
2 et une image de projection 2D de

taille M2 r�epartie sur les PE m�emoires.

� Quand la taille des donn�ees est inf�erieure �a la taille des m�emoires de tous

les processeurs, nous supposons que l'image 3D (V ) est d�ecompos�ee en PE

sous-images et que les m images de projection sont distribu�ees sur les PE

processeurs (�gure 28). Chaque sous-image de V , not�ee Vi, a une taille �egale �a

NPE:N
2 avec PE:NPE = N . De plus chaque processeur contient mPE images

de projection (m = mPE:PE).
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Images 2D découpe en PE Sous-ImagesVolume V découpé en T tranches
Chaque tranche est découpé en PE sous-volume Vi

PE3

PE0 PE1

PE2

Fig. 27 - R�epartition d'une tranche et d'une image

Volume V découpé en PE sous-volume Vi
m Images 2D

m/PE .. 2*m/PE -1
0 .. m/PE -1

3*m/PE .. 4*m/PE -1

2*m/PE .. 3*m/PE -1

PE2

PE1PE0

PE3

Fig. 28 - R�epartition de l'ensemble des donn�ees

Les donn�ees �etant r�eparties sur les processeurs, le probl�eme est de choisir un sch�ema

de communication pour le transfert des donn�ees. Pour la plupart des algorithmes

que nous pr�esenterons, nous supposerons que l'ensemble des donn�ees est r�eparti sur

les processeurs.



4.4. M�ETHODOLOGIE POUR LA PARALL�ELISATION 83

4.4.3 Sch�ema de communications

Avant de d�e�nir le sch�ema de communication qui d�etermine le transfert des

donn�ees, il faut connaitre la nature des donn�ees �a transf�erer. Pour savoir quelles

donn�ees transf�erer, on �etudie l'op�erateur de projection utilis�e par deux m�ethodes:

ART par blocs et SIRT. On calcule le coût de communication dans le cas o�u le

volume et les images de projection sont transf�er�es.

Avec la m�ethode ART par blocs, que l'on �etudiera dans le chapitre 6, la projection

s'e�ectue sur une seule image �a un instant donn�e.

Si le processeur, poss�edant l'image de projection, la communique aux autres proces-

seurs, on e�ectue une op�eration de di�usion-r�eduction. Le coût des communications,

Tcom, s'exprime par:

Tcom(Imj) = 2 � (PE � 1)(� +M2� ) (4.80)

o�u � et � sont les constantes de notre mod�ele de communication. Dans le cas o�u les

sous-images Vi sont communiqu�ees vers le processeur poss�edant l'image de projec-

tion, le coût de communication est �egal �a:

Tcom(Vi) = (PE � 1)(� +
N3

PE
� ) (4.81)

Avec la m�ethode SIRT, que l'on �etudiera dans le chapitre 6, la projection peut s'e�ec-

tuer sur plusieurs images en même temps. Ainsi chaque image Imj ou chaque sous-

image Vi doit parcourir le r�eseau d'interconnexion pour e�ectuer la projection de m

images en parall�ele. Lorsque une image Imj, ou une sous-image Vi, est transf�er�ee

entre deux processeurs, (PE � 1) images Imj, ou sous-images Vi, sont transf�er�ees

en parall�ele. Ainsi le calcul des communications revient �a calculer soit le transfert

de Vi (not�e Tcom(Vi)), soit le transfert des mPE images Imj (not�e Tcom(Imj)), entre

tous les processeurs:

Tcom(Imj) = (PE � 1)(� +
m:M2

PE
� ) (4.82)

Tcom(Vi) = (PE � 1)(� +
N3

PE
� ) (4.83)

G�en�eralement on peut admettre que N3 � m:M2. Cela signi�e que le coût de

communication des sous-images Vi est presque toujours sup�erieur ou �egal au coût

de communication des images Imj, comme nous le prouvent les deux exemples

pr�ec�edents. Les phases de communication transf�erent donc les images Imj pour

r�ealiser les op�erations de projection et de r�etroprojection et les Vi restent dans la
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m�emoire de chaque processeur PEi.

En examinant les coûts de communication des deux exemples pr�ec�edents, nous

avons choisi de d�e�nir deux sch�emas de communications di��erents correspondant res-

pectivement �a une approche locale et �a une approche globale [LPC95d]. Le premier

sch�ema de communication utilisera une topologie en anneau, le deuxi�eme sch�ema se

servira d'arbres binaires pour e�ectuer les op�erations de r�eductions et de di�usions.

Ces deux sch�emas de communication ont l'avantage de pouvoir se plonger sur la

plupart des topologies des machines SIMD et MIMD.

4.4.4 Approche locale

L'approche locale consiste �a e�ectuer les op�erateurs de base
P! et

R sur des

donn�ees se trouvant sur un même processeur. Les communications vont, dans ce

cas, servir �a mettre en relation chaque image de projection Imj avec l'ensemble

des sous-images Vi. Soit l'op�eration Vi
P! Imj qui e�ectue la projection de tous les

voxels vi sur l'image de projection Imj, la formule de la projection discr�ete de V sur

l'ensemble des projections Imm = fImj=1 � j � mg, not�ee P (V; Imj) peut s'�ecrire:

P (V; Imj) =
mX
j=1

PEX
i=1

Vi
P! Imj (4.84)

, = V1
P! Im1 + V2

P! Im2 + � � �+ VPE
P! ImPE

+ V1
P! ImPE + V2

P! Im1 + � � �+ VPE
P! ImPE�1

+ V1
P! Im2+ V2

P! Im3 + � � �+ VPE
P! Im1

+ V1
P! ImPE+1 + V2

P! ImPE+2 + � � �+ VPE
P! Im2PE

+ V1
P! Im2PE + V2

P! ImPE+1 + � � � + VPEPPIm2PE�1

+ V1
P! ImPE+2 + V2

P! ImPE+3 + � � �+ Vm
P! ImPE+1

+ � � �
+ V1

P! Imm�PE + V2
P! Imm�PE+1 + � � �+ VPE

P! Imm

+ V1
P! Imm + V2

P! Imm�PE+1 + � � �+ VPE
P! Imm�1

+ V1
P! Imm�PE+1 + V2

P! Imm�PE+2 + � � �+ Vm
P! Imm�PE

(4.85)

On reformule cette �equation comme une suite de projections parall�eles des Vi sur

PE images Imj en notant P l
==(Imk; Imk+PE) la projection parall�ele des Vi sur les
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Imk; : : : ; Imk+PE, et en supposant que chaque processeur PEi e�ectue la projection

Vi
P! Im(k+l)mod(k+PE):

P (V; Imj) =

m
PEX
k=1

PE�1X
l=1

P l
==(Imk; Imk+PE) (4.86)

Les projections parall�eles P l
==(Imk; Imk+PE) pour 0 � l � PE � 1 peuvent s'in-

terpr�eter comme �etant la projection cyclique des images Imk; : : : ; Imk+PE. Pour

chaque cycle, le processeur PEi e�ectue les projections Vi
P! Imk, Vi

P! Imk+PE

jusqu'�a Vi
P! Imk+1, cela pour chaque k = m

PE
. Apr�es chaque projection, le pro-

cesseur PEi envoie au processeur PEi+1, l'image Imk pour qu'il puisse e�ectuer la

projection Vi+1
P! Imk et attend, du processeur PEi�1, l'image Imk�1 pour e�ectuer

la projection Vi
P! Imk�1. Le sch�ema de communication issu de ce cycle est donc

l'anneau o�u chaque processeur communique avec son pr�ed�ecesseur et son suivant sur

l'anneau.

des données

Circulation 

Transfert

Projection locale
ou

Rétroprojection locale

Im4

PE0

PE3

PE1

PE2

Im3

Im1 
Im1

Im4

Im2

Im2

Im3

Fig. 29 - Approche locale

L'algorithme parall�ele qui d�ecoule de cette formule est d�ecoup�e en phases de

calcul, o�u les op�erations Vi+1
P! Imk sont e�ectu�ees et en phases de communica-

tions, o�u les images Imj sont transf�er�ees (�gure 29). On utilise les primitives de

communication: send(PEi+1; Imj) qui envoie l'image Imj au processeur PEi+1 et

recv(PEi�1; Imj) qui re�coit l'image Imj du processeur PEi�1.
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Algorithme 3 Projection Parall�ele Locale

lire(Vi)

Pour j = 1 �a m
PE

cr�eer(Imj ) avec Imj 2 fImj� m
PE

: : : Im(j+1)� m
PE

�1g
Pour n = 1 �a PE

Pour vi 2 Vi

vi
P! imja; imjb; imjc; imjd

send(PEi+1; Imj)

recv(PEi�1; Imj)

�ecrire(Imj )

Cet algorithme est impl�ement�e sur les machines MIMD. Nous pr�esentons une

version adapt�ee �a une architecture SIMD dans le chapitre 5.

4.4.5 Approche globale

Au contraire de l'approche locale, les op�erateurs de base impl�ement�es par une ap-

proche globale utilisent des donn�ees se trouvant sur plus d'un processeur pour e�ec-

tuer les op�erations �el�ementaires
P! et

R . En prenant comme exemple l'op�erateur
P!,

nous exposons les di��erentes possibilit�es pour l'impl�ementer dans le cadre d'une ap-

proche globale. Dans ce type d'approche, l'impl�ementation utilise des phases de com-

munications pour r�ealiser les op�erateurs �el�ementaires. Les impl�ementations di��erent

suivant la granularit�e des communications.

Communication pixel par pixel

Le cas le plus simple consiste �a calculer pour chaque voxel vi son adresse sur

l'image Imj et �a envoyer au processeur, contenant l'image Imj, un message conte-

nant la valeur du voxel et son adresse de projection. Ce message peut être consid�er�e

comme le pixel de projection du voxel consid�er�e. Le processeur r�ecepteur se charge

alors de recevoir les messages et d'accumuler les valeurs en fonction des adresses de

projection. Si l'on suppose que l'adresse est cod�ee sur deux entiers et la valeur sur

un r�eel, la taille du message est �egale �a deux r�eels, et le coût des communications

d'une projection est �egal �a:

Tcom = N3PE � 1

PE
(� + 2� ) (4.87)
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Dans ce cas, l'initialisation de la communication est e�ectu�ee �a chaque transfert de

voxel, ce qui p�enalise ce type d'approche. De plus, on ne prend pas en compte, dans

ce calcul, les temps d'attente dus au processeur r�ecepteur.

Communication par groupe de pixels

Pour minimiser les communications et pour optimiser les op�erations de somma-

tion sur le processeur r�ecepteur, on utilise des op�erations de r�eduction-sommation

sur chaque pixel de l'image Imj. Une op�eration de r�eduction-sommation permet

d'envoyer des donn�ees �a un même processeur et de les sommer. Dans ce but, chaque

processeur pr�ecalcule les adresses de projection des voxels et les trie par adresse crois-

sante en sommant sur un même pixel de projection la valeur des voxels ayant une

même adresse de projection. On e�ectue ensuite s�equentiellement une op�eration de

r�eduction-sommation sur chaque pixel de l'image Imj. Le coût de la communication

est �egal �a: Tcom = M2Treduc�som(1) et d�epend du coût d'une r�eduction-sommation

Treduc�som(1) pour un pixel. Ce mode de communication est adapt�e aux architectures

SIMD. Nous d�etaillons l'algorithme impl�ement�e sur la Maspar dans le chapitre 5.

Sommation

Projection

Im1 

Im1

Im1 Im1

Im1

PE3

PE0 PE1

PE2

Réduction 

Fig. 30 - Approche globale
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Communication par image partielle

Nous reprenons l'approche d�e�nie pr�ec�edemment en communiquant une image au

lieu de communiquer des valeurs de voxels (�gure 30). Cette approche consiste �a cal-

culer localement les projections �el�ementaires
P! pour obtenir sur chaque processeur

l'image de la projection du volume Vi not�ee Im0
j. Puis on e�ectue une r�eduction-

sommation des images Im0
j sur l'image Imj. Le coût des communications est alors

�egal �a: Tcom = Treduc�som(M2). Cette approche permet de minimiser le nombre

de communications. Cependant, le coût de communication d�epend du sch�ema de

communications utilis�e pour impl�ementer l'op�eration de r�eduction-sommation. Nous

utilisons cette approche sur les machines MIMD. L'algorithme de projection du

volume V sur m images Imj, utilise l'op�erateur de r�eduction-sommation reduc-

som(PEi; Imj) des images Imj sur le processeur PEi. On pr�esente l'algorithme

ex�ecut�e sur chaque PEi.

Algorithme 4 Projection Parall�ele Globale

lire(Vi)

Pour j = 1 �a m

si (Imj 2 PEi)

cr�eer(Imj )

Pour vi 2 Vi

vi
P! imja; imjb; imjc; imjd

reduc-som(PEi; Imj)

�ecrire(Imj )

sinon fImj 2 PEkg
cr�eer(Im0

j )

Pour vi 2 Vi

vi
P! im0

ja; im
0

jb; im
0
jc; im

0

jd

reduc-som(PEk; Im
0
j)

�nsi

4.4.6 �Evaluation des coûts

Le coût d'un algorithme parall�ele est fonction du temps de calcul sur chaque

processeur et du temps de communication entre les processeurs. Comme pour les

algorithmes s�equentiels, les temps de calcul Tcal sont fonction du nombre d'op�erations

�el�ementaires e�ectu�ees (
P!; R ). Les temps de communication Tcom sont fonction de

la taille des images transf�er�ees et de l'algorithme de communication utilis�e. On �evalue
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les coûts de la projection parall�ele des Vi sur m images Imj en comparant l'approche

locale et l'approche globale.

Approche locale Chaque processeur e�ectue s�equentiellement une phase de calcul

et une phase de communication. Le temps de calcul sur chaque processeur est

�egal �a la somme des temps de calcul des projections Vi
P! Imj pour 1 � j �

m. De même le temps de communication est �egal �a la somme des temps de

communication de chaque image Imj. Le temps de communication se compose

d'un temps d'�emission et d'un temps de r�eception. Dans la plupart des librairies

de communication commePVM, l'�emission est non-bloquante. On suppose que

le temps de l'�emission d'une image est n�egligeable devant le temps de r�eception

d'une autre image, chaque processeur recevant m� m
PE

images Imj. Le temps

de r�eception est �egal au temps de transfert de l'image entre deux processeurs.

Tcal =
mX
j=1

NPE:N
2:T (

P!) =
m:N3

PE
:T (

P!) (4.88)

Tcom =

m� m
PEX

j=1

(� +M2:� ) = m:
PE � 1

PE
(� +M2:� ) (4.89)

Approche globale le coût de cette approche est fonction des temps de calcul et

des temps de communication. Le temps de communication d'une op�eration de

r�eduction-sommation d�epend de son algorithme de communication. Dans la

plupart des biblioth�eques de communication, l'algorithme consiste �a recevoir

s�equentiellement les donn�ees et �a les sommer. On peut consid�erer que les m

projections sont e�ectu�ees sur le même processeur.

Le temps de calcul des processeurs �emetteurs est �egal �a la somme des temps de

calcul des projections Vi
P! Imj. Le temps de calcul du processeur r�ecepteur

est augment�e du temps des op�erations de sommation des images Im0
j. Donc le

temps de calcul total, qui est pris en consid�eration, est le temps de calcul du

processeur r�ecepteur. On d�e�nit par Som(imja; im
0
ja) l'op�eration qui somme

la valeur d'un pixel de Im0
j sur un pixel de Imj. Pour chaque projection, le

processeur r�ecepteur e�ectue (PE � 1) sommations d'images de taille M2. Le

temps de calcul total est pour chaque projection �egal �a :

Tcal(1) = NPE:N
2:T (

P!) +
PE�1X
i=1

M2:Som(imja; im
0
ja) (4.90)
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On en d�eduit le temps de calcul total des m projections:

Tcal =
mX
j=1

NPE:N
2:T (

P!) +
mX
j=1

PE�1X
i=1

M2:Som(imja; im
0
ja) (4.91)

, =
m:N3

PE
:T (

P!) +m:(PE � 1):M2:Som(imja; im
0
ja) (4.92)

Pour les communications, les processeurs �emetteurs envoient une image Im0
j

pour chaque projection. On peut n�egliger le coût de ces envois des images Im0
j

par rapport �a leur temps de transfert sur le processeur r�ecepteur. Le temps de

communication d'une r�eduction est donc �egal �a:

Tcom(1) =
PE�1X
i=1

(� +M2:� ) (4.93)

On en d�eduit le temps de communication total des m projections:

Tcom =
mX
j=1

PE�1X
i=1

(� +M2:� ) = m:(PE � 1):(� +M2:� ) (4.94)

Cette analyse montre que l'approche locale est plus performante au niveau des temps

de calcul tout comme au niveau des temps de communication. Cependant on utilise

ces deux approches car elle servent, chacune, �a parall�eliser les di��erentes m�ethodes

de reconstruction.

Ce calcul th�eorique permet de donner une estimation du temps total de calcul.

Pour mesurer les performances r�eelles des algorithmes, nous avons impl�ement�e des

routines qui d�eterminent le temps de chaque calcul et le temps de communication de

chaque processeur. Pour faciliter les mesures on consid�ere l'activit�e du processeur en

deux phases: l'une de calcul et l'autre de communication. La phase de communication

regroupe le temps de toutes les communications du processeur et les temps d'attente

dus aux autres processeurs. Chaque algorithme est donc d�ecoup�e en deux parties

rassemblant, d'une part toutes les phases de calculs et d'autre part, les phases de

communication. On peut ainsi comparer les temps de communication et les temps

de calcul de tous les processeurs. Soit Tcal(i) le temps de calcul du processeur PEi

et Tcom(i) son temps de communication, le temps d'ex�ecution parall�ele T== que l'on

mesure est d�e�ni par:

T== = max
1�i�PE

(Tcal(i) + Tcom(i)) (4.95)
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4.4.7 Optimisation du parall�elisme

Pour am�eliorer l'e�cacit�e des impl�ementations, nous utilisons deux m�ethodes

compl�ementaires [LCPC95]. La premi�ere permet de minimiser les coûts de commu-

nication, la seconde permet de r�eguler au mieux la charge de chaque processeur.

Minimisation des temps de communication Pour chaque approche que nous

avons explicit�ee, il existe des techniques permettant de minimiser les commu-

nications. Pour l'approche locale, nous utilisons une m�ethode de recouvrement

des communications par les calculs. Pour l'approche globale, nous utilisons un

algorithme \Global-Combine" pour impl�ementer l'op�eration de r�eduction.

R�egulation de la charge Il existe plusieurs m�ethodes pour r�eguler la charge de

travail de chaque processeur. Le mod�ele \Master-Worker" pr�esent�e par Atkins

[AMH93] est utilis�e par un grand nombre d'applications. Ce mod�ele n�ecessite

de bloquer un processeur le \Master" qui sert �a r�eguler la charge. Ce proces-

seur n'e�ectue pas de calcul. Le nombre de processeurs alors utilis�es pour la

reconstruction est PE � 1 ce qui n'est pas tr�es e�cace. Une autre technique

consiste �a estimer avant chaque phase de calcul sa charge de calcul. Les infor-

mations sont alors communiqu�ees aux autres processeurs. En fonction de ces

informations, on e�ectue une nouvelle r�epartition des donn�ees. Cette m�ethode

est en fait une redistribution [MR91] des donn�ees.

Notre m�ethode consiste �a r�eguler la charge apr�es ex�ecution d'une phase de

calcul. Elle permet de prendre en compte la puissance de chaque processeur.

Recouvrement des communications par les calculs

De nombreux travaux se sont int�eress�es aux recouvrements des communications

par les calculs pour minimiser le coût des communications. La biblioth�eque LOCCS

[DT93] est une biblioth�eque de routines d'alg�ebre lin�eaire parall�ele utilisant les recou-

vrement calculs/communications. Une technique classique de recouvrement consiste

�a calculer la taille optimale des donn�ees �a transf�erer pendant laquelle des calculs

sont e�ectu�es. Pour mettre en �uvre ces techniques, les routines de communication

utilis�ees sont des routines non-bloquantes.
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Notre approche consiste �a calculer localement les donn�ees en attendant que de

nouvelles donn�ees arrivent. Si �a la �n du traitement des donn�ees Imj et de leur

envoi, le processeur PEi n'a toujours pas re�cu de nouvelles donn�ees du processeur

PEi�1, il ira en chercher d'autres sur sa m�emoire (Imj+1).

PEi
PEi-1

Imk

Imj

PEi
PEi-1

Imk Imj

Imj+1

Fig. 31 - Recouvrement des communications par des calculs

Dans l'approche locale les calculs et les communications �etaient synchronis�es; ici

chaque processeur e�ectue les calculs tout en recevant de nouvelles donn�ees d'une

fa�con totalement asynchrone par rapport aux autres processeurs. L'algorithme de

projection utilise donc une routine de r�eception non-bloquante n-recv(PEi; Imj)

qui indique si l'image Imj re�cue du processeur PEi est enti�erement arriv�ee. Le

traitement de la projection s'arrête lorsque tous les Vi ont �et�e projet�es sur tous les

Imj (NImai = m). Chaque image est stock�ee lorsqu'elle a re�cu la projection de

tous les Vi (NV olj = PE).
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Algorithme 5 Projection Parall�ele Locale en mode asynchrone

lire(Vi)

NImai  0

Tant que NImai � m

si (n-recv(PEi; Imj)=faux)

cr�eer(Imj )

NV olj  0

Pour vi 2 Vi

vi
P! imja; imjb; imjc; imjd

NV olj  NV olj + 1

NImai  NImai + 1

si(NV olj = PE)

�ecrire(Imj )

sinon

send(PEi+1; Imj)

�nsi

Cette approche permet de recouvrir au mieux les communications par les calculs.

Tant qu'il y a su�samment d'images Imj �a calculer, le recouvrement est optimal.

Puis il d�epend du rapport entre le calcul d'une projection et la communication

d'une image de projection pour recouvrir les communications des images restantes.

L'�evaluation du nombre d'images dont le transfert n'est pas recouvert est fonction

de l'architecture de la machine. On note � le pourcentage de communications non

recouvertes. Le coût de l'algorithme est �egal �a:

T== =
m:N3

PE
:T (

P!) + �(m� m

PE
):(� +M2:� ) (4.96)

Algorithme Global Combine

Pour am�eliorer l'op�eration de r�eduction-sommation, notre algorithme utilise un

sch�ema de communication en arbre binaire. De nombreuses �etudes ont montr�e que ce

sch�ema de communication �etait e�cace sur di��erentes topologies [BLPvdG93]. Son

principe est de d�ecouper l'op�eration �a e�ectuer en arbre binaire suivant la topologie

de la machine.

La r�eduction est e�ectu�ee en n �etapes avec PE = 2n. A l'�etape k, les processeurs,

pr�esents, �a l'�etape k � 1 et v�eri�ant PEi=2k = 1, envoient leur image Im0
j aux

processeurs qui v�eri�ent PEi=2
k = 0. Ces derniers calculent la somme de l'image

re�cue et de l'image pr�esente dans sa m�emoire.



94 CHAPITRE 4. M�ETHODOLOGIE

+ + + +

+ +

+ +
Communication

Sommation

PE4 PE5 PE6 PE7PE1 PE2 PE3PE0

Fig. 32 - R�eduction-Sommation sur un arbre binaire

L'algorithme se formule ainsi:

Algorithme 6 R�eduction-Sommation des images de projection Im0
j

k  0

Tant que 2k < PE + 1

reste  PEi=2k

si (reste = 0)

recv(PEi+2k�1 ; Im
00
j )

Pour l = 1 �a M2

Im0
jl  Im0

jl + Im00
jl

k  k + 1

sinon

send(PEi�reste; Imj)

k  PE + 1

�nsi

Le coût d'une r�eduction-sommation pour une projection avec PE = 2n est de:

Treduc�som = n((� +M2:� ) +M2:Som(imja; im
0
ja)) (4.97)

Donc le coût total de l'algorithme de projection par une approche globale devient:

Tcal =
m:N3

PE
:T (

P!) + n:m:M2:Som(imja; im
0
ja) (4.98)

Tcom = m:n:(� +M2:� ) (4.99)
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Partitionnement adaptatif

Nous d�eveloppons ici une m�ethode simple pour �equilibrer la charge des proces-

seurs. Cette m�ethode est applicable dans deux cas de �gure, au niveau de la machine

ou au niveau de l'image 3D �a reconstruire:

� L'architecture de la machine cible peut avoir des processeurs h�et�erog�enes,

comme le r�eseau de stations, ce qui implique des puissances de calcul propres �a

chaque processeur. La machine parall�ele peut être une machine ouverte. Cela

signi�e que plusieurs applications peuvent être ex�ecut�ees en même temps sur

un même n�ud. Dans ce cas les puissances des processeurs ne sont plus ho-

mog�enes. Pour certaines topologies, les temps de communication entre deux

processeurs quelconques ne sont pas toujours identiques.

� L'image 3D �a reconstruire est de dimension N3. Une r�eduction de la taille de

l'image est possible soit par un seuillage sur l'image soit par un �a priori sur la

zone �a reconstruire. La r�epartition de l'image 3D n'est donc plus homog�ene.

L'algorithme d'�equilibrage de charge, que nous d�ecrivons, est bas�e sur les temps

d'ex�ecution apr�es une it�eration pour les algorithmes it�eratifs ou apr�es une ex�ecution

pour les algorithmes des m�ethodes directes. Nous l'utilisons de fa�con compl�ementaire

�a la m�ethode de recouvrement des communications par les calculs. Comme les com-

munications sont asynchrones, les processeurs les plus rapides terminent leur travail

en premier. On d�e�nit V 0
i la vitesse initiale du processeur PEi et D0

i la taille de

ses donn�ees initiales. Les donn�ees D0
i repr�esentent le nombre de plans du volume

Vi sur chaque processeur:
PPE

i=1D
0
i = N . Apr�es chaque it�eration k ou ex�ecution, le

processeur PEi a un temps d'ex�ecution T==(i) �egal �a la somme du temps de commu-

nication T k
com(i) et du temps de calcul T k

cal(i). La nouvelle vitesse du processeur peut

s'exprimer par:

V k
i =

Dk
i

T k
com(i) + T k

cal(i)

(4.100)

On normalise la vitesse de chaque processeur en fonction du processeur le plus rapide:

V k
max = max1�i�PE V k

i . On obtient une vitesse relative V rki :

V rki =
V k
i

V k
max

(4.101)
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Grâce �a cette vitesse relative, la nouvelle partition des donn�ees, pour l'it�eration ou

l'ex�ecution suivante, est �egale �a:

Dk+1
i =

NPPE
i=1 V r

k
i

:V rki (4.102)

4.4.8 M�ethodes impl�ement�ees

Les m�ethodes sont impl�ement�ees �a partir des op�erateurs parall�elis�es. Nous utili-

sons pour chacune d'elles, soit une approche locale, soit une approche globale.

la m�ethode de Feldkamp Cette m�ethode analytique permet une reconstruction

�a partir des Imj sans tenir compte de la chronologie d'acquisition. Chaque

Vi peut être reconstruit simultan�ement. Cette m�ethode est donc parall�elis�ee

par une approche locale. Elle utilise un op�erateur parall�ele de r�etroprojection

auquel se rajoute une op�eration de pond�eration et de �ltrage.

la m�ethode ART par blocs Cette m�ethode n�ecessite de reconstruire l'image 3D

�a partir de l'image de di��erence entre chaque projection mesur�ee et chaque

projection calcul�ee. Ce traitement ne peut être fait que de mani�ere s�equentielle.

Nous utilisons un op�erateur de projection globale pour calculer la projection

de l'image 3D, et apr�es avoir di�us�e l'image de di��erence, on e�ectuera en

local une r�etroprojection de celle-ci.

la m�ethode SIRT Cette m�ethode a l'avantage, comme la m�ethode de Feldkamp,

de pouvoir calculer simultan�ement les projections de l'image 3D. Les images

de di��erence sont calcul�ees en parall�ele et sont ensuite r�etroprojet�ees. La

m�ethode SIRT est programm�ee avec des op�erateurs parall�eles de projection

et de r�etroprojection impl�ement�es par une approche locale.

4.4.9 Machines cibles

Nous avons utilis�e de nombreuses machines parall�eles pour impl�ementer les m�ethodes

de reconstruction �a partir des op�erateurs parall�eles de projection et de r�etroprojection.

Nous pr�esentons pour chacune d'elles ses processeurs de base, son r�eseau d'intercon-

nexion, ses performances crêtes, et le langage de programmation utilis�e .
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La machine de r�ef�erence: un SUN 4

Notre machine s�equentielle de r�ef�erence est un SUN 4. Elle est constitu�ee d'un

processeur RISC Sparc 2 et d'une m�emoire de 16 Mbytes. Sa puissance crête est de

5 M
ops (Million d'op�erations 
ottantes par seconde). Nous avons impl�ement�e nos

algorithmes s�equentiels sur cette machine.

la Maspar de DEC

Il nous a sembl�e int�eressant d'utiliser une machine SIMD pour impl�ementer nos

algorithmes parall�eles. La Maspar [Bla90] est un exemple repr�esentatif des machines

SIMD actuelles. Nous utilisons la Maspar du laboratoire Lip de l'ENS-Lyon. Son

architecture est un tore 2D compos�e de 32x32 processeurs �el�ementaires. La m�emoire

de chaque processeur est de 16 Kbytes, ce qui donne 16Mbytes pour la m�emoire de

la Maspar. Cette machine a deux r�eseaux d'interconnexion:

� Le r�eseau \XNet" qui permet �a chaque processeur de communiquer avec ses

huit voisins.

� Le r�eseau \Global Router" qui permet de communiquer avec les autres pro-

cesseurs �a l'aide d'un r�eseau cross-bar hi�erarchique.

La puissance crête de cette machine est de 88 M
ops. Nous utilisons le langage

parall�ele MPML d�evelopp�e pour cette machine. Il permet de d�eclarer des variables

locales et globales �a tous les processeurs. Ce langage est fourni avec un d�ebogueur

qui permet de visualiser l'�etat de chaque variable sur tous les processeurs.

Le r�eseau de stations

Nous avons choisi de nous int�eresser aux r�eseaux de stations car ce sont des

machines parall�eles ayant un ratio coût/performances tr�es int�eressant. Notre r�eseau

est constitu�e de deux SUN �a processeur Sparc 2 et de trois SUN �a processeur Sparc

1. Ces processeurs ont respectivement une puissance crête de 5 M
ops et de 2,5

M
ops. La puissance crête th�eorique de cette machine est de 17,5 M
ops. Chaque

station constituant cette machine poss�ede une m�emoire de 16 Mbytes. Ces machines

sont reli�ees par un r�eseau Ethernet classique. Nous utilisons la librairie PVM qui

permet de consid�erer ce r�eseau de stations de travail comme une machine MIMD.
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Comme les processeurs de cette machine ne sont pas homog�enes, nous utilisons les

techniques de partitionnement adaptatif pour impl�ementer nos algorithmes.

La Ferme de processeurs Alpha

Cette machine s'apparente �a un r�eseau de stations de travail d�edi�e exclusive-

ment au parall�elisme, contrairement �a la machine pr�ec�edente qui peut être utilis�ee

de fa�con optimale lorsque personne ne travaille sur l'une des machines du r�eseau.

Cette machine parall�ele fait partie du pool de machines du Laboratoire Informa-

tique Fondamental de Lille. Elle est constitu�ee de 16 n�uds reli�es par deux r�eseaux

d'interconnexion:

� Un r�eseau Ethernet en �bre optique bas�e sur un Giga Switch de bande passante

200Mbytes/sec. Ce r�eseau sert aux transferts de messages entre les processeurs.

� Un Ethernet classique qui permet de transf�erer des �chiers et d'e�ectuer des

op�erations de gestion du syst�eme sur chacun des n�uds.

Chaque n�ud de cette machine est compos�e d'un processeur RISC Alpha de DEC,

de puissance crête de 150 M
ops, et d'une m�emoire de 64 Mbytes. La puissance

th�eorique de cette machine est de 2,4 G
ops. La librairie de routines de communi-

cation install�ee sur cette machine est la librairie PVM.

Le SP1 d'IBM

La machine SP1 que nous utilisons est compos�ee de 16 processeurs IBM RS6000.

Elle fait partie du \pool" de machines parall�eles de l'IMAG. Elle est administr�ee

par le laboratoire LMC de Grenoble. Chaque processeur a une puissance crête de

125 M
ops et est associ�e �a une m�emoire de 64 Mbytes. Au total cette machine a

une puissance de 2 G
ops et une m�emoire de 1 Gbytes. Cette machine a plusieurs

r�eseaux d'interconnexion: deux d�edi�es �a l'administration et, deux autres partag�es par

les utilisateurs. Ces derniers permettent de transmettre les messages des utilisateurs

entre les di��erents processeurs:

� Un r�eseau multi-�etages avec une bande passante de 20 Mbytes/sec qui sert

surtout �a la programmation.

� Un Ethernet qui peut servir �a la programmation mais qui est surtout d�edi�e

aux transferts de �chiers entre les di��erents disques.
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Les librairies de \message passing" servant �a la programmation de cette machine

sont des librairies standards comme PVM, PVMe une version de PVM d�evelopp�ee

par IBM pour ses machines, et MPI.

La Paragon d'Intel

Cette Paragon appartient au \pool" des machines parall�eles de l'Universit�eClaude

Bernard de Lyon. Cette machine MIMD, consid�er�ee comme une machine massive-

ment parall�ele, dispose de 32 n�uds. Deux n�uds sont d�edi�es aux entr�ees-sorties.

La topologie de cette machine est une grille 2D. Chaque n�ud est compos�e de deux

processeurs i860 XP, l'un destin�e au calcul et l'autre aux communications, d'une

m�emoire de 64 Mbytes et de deux DMA. Chaque processeur a une puissance crête

de 75 M
ops, ce qui donne une puissance th�eorique pour la machine de 2,25 G
ops.

Les n�uds sont connect�es au r�eseau d'interconnexion par l'interm�ediaire d'un PMRC

(\Paragon Mesh Routing Chip"). Ces PMRC permettent de router les informations

dans le r�eseau en utilisant le mode \Wormhole". Chaque PMRC poss�ede quatre liens

avec ses voisins.

Pour ex�ecuter des programmes sur cette machine parall�ele, l'utilisateur doit consti-

tuer une partition de l'ensemble des processeurs. Le principe de partitionnement

exclusif des processeurs, assure �a l'utilisateur une puissance th�eorique fonction du

nombre de processeurs. Intel a d�evelopp�e sa propre librairie de communication NX

qui int�egre les op�erations classiques de communication mais aussi des routines e�-

caces d'entr�ee-sortie.

Le Cray T3D

Le Cray T3D est la premi�ere machine massivement parall�ele d�evelopp�ee par Cray.

La machine que nous �etudions, appartient au centre de calcul du CEA Grenoble qui

regroupe un Cray C90 et un Cray T3D. Son architecture est constitu�ee de 64 n�uds.

Chaque n�ud est form�e de deux noyaux de calcul et de stockage reli�es au r�eseau

d'interconnexion par un contrôleur m�emoire. Le noyau de calcul est compos�e d'un

processeur Alpha de Dec et d'une m�emoire DRAM de 64 Mbytes. La topologie de

cette machine est un tore 3D (8x4x4) de 64 n�uds ou 128 processeurs. La puissance

crête de cette machine est de 19,2 G
ops.
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Cette machine est une machine MIMD �a m�emoire distribu�ee mais logiquement par-

tag�ee. Le syst�eme d'adressage des donn�ees utilise une adresse sur 36 bits, 12 pour la

m�emoire locale et 24 bits de d�eplacement. Grâce �a ce syst�eme d'adressage unique,

un processeur peut acc�eder �a une donn�ee locale ou �a une donn�ee distante via le

contrôleur m�emoire. Celui-ci g�en�ere un message qui est rout�e dans le r�eseau d'in-

terconnexion dans la direction x, y puis z. Le protocole de transfert utilis�e est le

\Wormhole". La librairie de communication ShMem (\Shared Memory") utilise ce

principe de la m�emoire virtuellement partag�ee. La librairie PVM, que nous utili-

sons, a �et�e adapt�ee �a ce mode d'adressage. Des travaux ont permis d'�evaluer les

performances des di��erentes librairies de communication du T3D.

4.5 Conclusion

Nous avons pr�esent�e une m�ethodologie pour impl�ementer les m�ethodes de recons-

truction 3D. Elle est bas�ee sur une programmation parall�ele e�cace des op�erateurs

de projection et de r�etroprojection. Elle privil�egie la portabilit�e des algorithmes pa-

rall�eles pour leur impl�ementation sur nos machines cibles (tableau 4).

Machine Type Processeur Nombre Topologie
SUN4 s�equentiel Sparc2 1
MasPar SIMD �el�ementaire 1024 Tore 2D
R�eseau de stations MIMD Sparc2 et Sparc1 2 et 3 Ethernet
Paragon (Intel) MIMD i860 32 Grille
T3D (Cray) MIMD AXP 128 Tore 3D
SP1 (IBM) MIMD RS6000 32 R�eseau multi-�etages
Ferme de Processeurs MIMD AXP 16 Giga-Switch

Tab. 4 - Machines Cibles

Nous d�eveloppons dans les chapitres suivants trois m�ethodes de reconstruction

bas�ees sur ces op�erateurs parall�eles: une m�ethode analytique, l'algorithme de Feld-

kamp, et deux m�ethodes alg�ebriques, la m�ethode ART par blocs et la m�ethode SIRT.

Pour chacune d'elles, on pr�esentera:

� Sa formulation analytique ou alg�ebrique en fonction de la g�eom�etrie d'acqui-

sition.
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� Son impl�ementation s�equentielle.

� Son impl�ementation parall�ele par une approche locale ou globale.

� Une optimisation de son impl�ementation en utilisant les techniques de mini-

misation des temps de calculs et de r�epartition de charge.

� Ses r�esultats au niveau de la qualit�e de l'image reconstruite et au niveau des

performances atteintes sur chaque machine parall�ele.

Pour tester nos algorithmes, nous utiliserons des fantômes construits �a partir de

notre interface. De plus, nous comparerons les r�esultats de ces trois m�ethodes de

reconstruction au niveau de la qualit�e d'image obtenue, comme au niveau des per-

formances. Cette comparaison nous servira �a d�e�nir des crit�eres de qualit�e et de

performance pour reconstruire une image 3D �a partir de donn�ees exp�erimentales.
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Chapitre 5

Parall�elisation d'une m�ethode

analytique

5.1 Introduction

Nous pr�esenterons dans ce chapitre la parall�elisation d'une m�ethode analytique:

la m�ethode de Feldkamp. Nous commencerons par exposer la m�ethode dans un do-

maine continu et donner sa formulation discr�ete. Nous d�ecrirons ensuite les di��erents

�ltres que nous mettrons en �uvre lors de la reconstruction. Puis, nous montrerons

que cette m�ethode est bas�ee sur un op�erateur discret qui est similaire �a celui d�e�ni

dans le chapitre 4. En�n, nous expliciterons l'algorithme s�equentiel associ�e �a la for-

mulation discr�ete de la m�ethode de Feldkamp.

Nous pr�esenterons ensuite la parall�elisation de cettem�ethode. Nous nous int�eresserons

dans un premier temps �a la parall�elisation sur une machine SIMD. Nous red�e�nirons

les op�erateurs de base parall�eles pour les adapter aux machines SIMD. Contraire-

ment aux machines MIMD, nous montrerons qu'il est plus e�cace d'utiliser des

op�erateurs parall�elis�es suivant une approche globale plutôt qu'une approche locale.

Nous pr�esenterons des r�esultats exp�erimentaux de performances de l'impl�ementation

de cette m�ethode sur une machine SIMD: une Maspar compos�ee de 1024 processeurs.

Dans un deuxi�eme temps, nous expliciterons la parall�elisation de la m�ethode

de Feldkamp sur une machine MIMD. La m�ethode sera alors impl�ement�ee avec un

op�erateur de r�etroprojection parall�elis�e suivant une approche locale. Nous utiliserons
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les techniques de recouvrement calculs/communications pour am�eliorer l'e�cacit�e

de nos impl�ementations. De plus, nous utiliserons un partitionnement adaptatif pour

�equilibrer la charge des processeurs dans le cas d'une machine MIMD �a processeurs

h�et�erog�enes. Nous d�e�nirons ainsi trois impl�ementations parall�eles de cette m�ethode

sur machine MIMD: une version en mode synchrone, une version asynchrone et une

version asynchrone utilisant un partitionnement adaptatif. Nous pr�esenterons des

r�esultats exp�erimentaux de performances de chacune de ces impl�ementations sur

nos di��erentes machines MIMD.

En�n, nous montrerons des r�esultats de reconstructions d'images 3D d�e�nies �a

partir de donn�ees simul�ees. Nous reconstruirons des images simples compos�ees d'une

sph�ere, et des images plus complexes compos�ees de plusieurs sph�eres imbriqu�ees.

Nous �evaluerons la qualit�e de la reconstruction en fonction du �ltre utilis�e �a l'aide

d'un crit�ere de distance entre l'image initiale et l'image reconstruite.

5.2 M�ethode de Feldkamp

5.2.1 Formulation en g�eom�etrie conique

Son principe est bas�e sur une r�etroprojection pond�er�ee des projections pr�ealable-

ment �ltr�ees et pond�er�ees. La g�eom�etrie d'acquisition, li�ee �a la m�ethode de Feldkamp,

est une trajectoire circulaire de l'ensemble source-d�etecteur (�gure33); l'angle � a

donc une valeur constante. La fonction reconstruite est donc une approximation de

la fonction f d�e�nie au chapitre 2.
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Fig. 33 - G�eom�etrie d'acquisition de la m�ethode de Feldkamp

Pour corriger la divergence du faisceau, les projections de l'image �a reconstruire

sont pond�er�ees en chaque point P du plan de projection par le rapport entre la

distance source-d�etecteur et la distance entre la source et P : k
�!
SS0

k

k
�!
SP k

. Les projections

pond�er�ees correspondent �a la transformation en rayons X pond�er�ee de l'image 3D

projet�ee. Elles s'expriment en fonction des projections p�� de l'image 3D. Les pro-

jections pond�er�ees, not�ees p0� sont alors exprim�ees en fonction des projections p� en

tout point P du plan de projection de coordonn�ees (u; v):

p0�(u; v) = p�(u; v)
Dp

D2 + u2 + v2
(5.103)

Les projections p0� sont pr�ealablement �ltr�ees avant d'être r�etroprojet�ees. Les �ltres

utilis�es classiquement par les algorithmes de r�etroprojection sont des �ltres monodi-

mensionnelsK(V ) qui �ltrent chaque projection p0�, ligne par ligne, dans le domaine

des fr�equences.

Le passage dans le domaine des fr�equences n�ecessite des hypoth�eses suppl�ementaires

sur la fonction f �a reconstruire car le domaine d'int�egration de l'op�erateur de trans-

form�ee de Fourier est in�ni. On suppose donc, que la fonction f a un spectre limit�e

dans le domaine des fr�equences inclus dans un cercle de rayon V�. Cela permet de

r�eduire le domaine d'int�egration des op�erateurs de transform�ee de Fourier utilis�es

lors du �ltrage des projections. Ainsi le �ltre K(V ) mis en �uvre doit v�eri�er la

condition suivante: K(V ) = jV j si jV j < V�.
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L'op�eration de �ltrage peut s'�ecrire :

~p�(u; v) = F�1
�
F(p0�(u; V )):K(V )

�
(5.104)

La fonction f est reconstruite �a partir de ces projections ~p� par une op�eration de

r�etroprojection pond�er�ee en chaque point M(x; y; z):

f(x; y; z) =
1

2

Z 2�

�=0
~p(u; v;�D2)

D2

(D1 � Z)2
d� (5.105)

o�u (u; v;�D2) sont les coordonn�ees de projection du pointM de coordonn�ees (X;Y;Z)

apr�es une rotation d'angle �. Le facteur de pond�eration s'interpr�ete de la fa�con sui-

vante: sur une même ligne de projection (SP ), la valeur de la fonction f est corrig�ee

en chacun des points M de cette droite par le rapport k
�!
SP k2

k
��!
SMk2

.

5.2.2 Choix de l'op�erateur de �ltrage

Comme nous l'avons suppos�e pr�ec�edemment, les �ltres utilis�es par la m�ethode de

Feldkamp v�eri�ent la condition: K(V ) = jV j si jV j < V�. Le choix d'un \bon �ltre"

est souvent fonction de la nature des acquisitions. Dans le cas id�eal o�u les acquisi-

tions ne sont pas bruit�ees, le choix se portera sur un �ltre rampe. Dans la plupart des

cas, les acquisitions sont bruit�ees et les hautes fr�equences g�en�erent de nombreuses

erreurs; le choix d'un bon �ltre se portera, alors, vers des �ltres r�eduisant l'in
uence

des hautes fr�equences grâce �a une fenêtre adapt�ee �a la nature du bruit (fenêtre co-

sinus, fenêtre sinus, fenêtre de Hamming ...). Leur formulation s'exprime, dans le

domaine fr�equentiel, par la multiplication de cette fenêtre W (V ) par la fonction de

base jV j: K(V ) = jV jW (V ).

Pour chacun des �ltres, que nous avons test�e, nous donnons sa d�e�nition dans le

domaine fr�equentiel. Nous comparerons ces di��erents �ltres lors de l'analyse de nos

r�esultats de reconstruction �a partir de donn�ees simul�ees et exp�erimentales.
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Le �ltre rampe

Ce �ltre, appel�e aussi �ltre de Ram-Lak [RL71] tient son nom de sa repr�esentation

caract�eristique dans le domaine des fr�equences (�gure 34).
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Fig. 34 - Repr�esentation fr�equentielle du �ltre rampe

Il v�eri�e la condition:

FK(V ) = jV jrectV�(V ) (5.106)

o�u rectV� est la fonction rectangulaire �egale �a 1 sur l'intervalle [�V�; V�] et nulle en

dehors.

Le �ltre avec une fenêtre sinus

Le �ltre de Shepp et Logan [SL74] utilise une fenêtre permettant d'att�enuer les

hautes fr�equences et v�eri�ant:

FK(V ) = jV jrectV�(V )
sin(�V=V�)

2�
(5.107)

La �gure 35 montre de quellemani�ere ce �ltre att�enue davantage les hautes fr�equences

que le �ltre rampe.

0
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.1

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

filtre Shepp et Logan

Fig. 35 - Repr�esentation fr�equentielle du �ltre de Shepp et Logan
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Le �ltre avec une fenêtre cosinus

Nous utilisons aussi un �ltre utilisant une fenêtre cosinus qui permet, suivant la

valeur du coe�cient d'apodisation �, de modi�er la fenêtre. La d�e�nition fr�equentielle

de ce �ltre s'exprime par :

FK(V ) = jV jrectV�(V )
�1 + cos(�V=V�)

2

��
(5.108)

Les �gures (36,37,38,39) sont les repr�esentations fr�equentielles de ce �ltre pour

di��erentes valeurs du coe�cient d'apodisation �.
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Fig. 36 - Filtre avec fenêtre cosinus et � = 0
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Fig. 37 - Filtre avec fenêtre cosinus et � = 1

0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1

0.12
0.14
0.16
0.18
0.2

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

exposant d apodisation=2

Fig. 38 - Filtre avec fenêtre cosinus et � = 2
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Fig. 39 - Filtre avec fenêtre cosinus et � = 3

5.2.3 Discr�etisation de la m�ethode

La discr�etisation de l'algorithmede Feldkamp peut être formul�ee grâce �a l'op�erateur

discret de r�etroprojection qui met en relation chaque point �echantillonn�e de la fonc-

tion fd avec l'ensemble de ses projections. Nous explicitons, dans le cas discret, la

pond�eration et le �ltrage des projections p�n , e�ectu�es avant la r�etroprojection.

La pond�eration consiste �a a�ecter �a chaque point (p; q) des projections p�n , une

contribution qui est fonction de la distance du point (p; q) �a la source S. Nous obte-

nons ainsi des projections pond�er�ees p0�n qui sont d�etermin�ees �a partir des projections

p�n par la relation suivante:

p0�n(p; q) = p�n (p; q)
Dq

D2 + (p4p)2 + (q4p)2
(5.109)

Les projections p0�n sont ensuite �ltr�ees dans le domaine des fr�equences. Le pas-

sage dans le domaine des fr�equences n�ecessite un op�erateur de transform�ee de Fourier

discret. Soit p0�n(:; l) ( 1 � l � M), l'ensemble des M lignes de chaque projection,

l'op�eration de �ltrage s'e�ectue ligne par ligne et peut s'�ecrire:

~p�n(:; l) = F�1
d

�
Fdp0�n (L):K(L)

�
(5.110)

o�u Fd est la transform�ee de Fourier discr�ete et F�1
d

son inverse. La r�eponse impul-

sionnelle du �ltre est une fonction suppos�ee �nie. A�n, d'am�eliorer le r�esultat du

�ltrage, le calcul de la FFT est e�ectu�e pour 2M points apr�es avoir ajout�e M=2

points �a gauche et M=2 �a droite de la ligne �a �ltrer.
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La m�ethode de Feldkamp �etant bas�ee sur une r�etroprojection pond�er�ee des pro-

jections ~p�n , la fonction fd est donc reconstruite �a partir des projections ~p�n , par

un op�erateur de r�etroprojection discret similaire �a celui d�e�ni dans le chapitre 4.

Ici, l'op�eration de r�etroprojection discr�ete est pond�er�ee en chaque point M de fd.

Cette pond�eration d�e�nie par le rapport des distances, d'une part entre la source et

la projection P de M , et d'autre part la source et le point M , est �egale �a:

Pond(i4v; j4v; k4v) =
k�!SPk2

k��!SMk2
=

D2

(D1 �4v(i cos � sin� + j sin� cos � + k cos�))2

(5.111)

Dans le cas o�u � = 0, on obtient:

Pond(i4v; j4v; k4v) =
D2

(D1 �4v(i sin� + k cos �))2
(5.112)

La formulation discr�ete de la m�ethode de Feldkamp s'exprime alors en tout point

M de fd par:

fd(i4v; j4v; k4v) = Pond(i4v; j4v; k4v)
� mX
n=1

�
(1 � �)(1� �) ~p�n (p; q) +

+ �(1 � �) ~p�n (p+ 1; q) + �(1� �) ~p�n (p; q + 1) + �� ~p�n (p+ 1; q + 1)
��

(5.113)

o�u � et � sont les coe�cients de l'interpolation bilin�eaire.

L'algorithme s�equentiel de la m�ethode de Feldkamp est d�eduit de ces formulations

discr�etes.

5.2.4 Algorithme s�equentiel

L'algorithme s�equentiel de la m�ethode de Feldkamp consiste �a e�ectuer les op�erations

de pond�eration, de �ltrage et de r�etroprojection pond�er�ee sur chaque projection.

L'op�eration de pond�eration et de �ltrage ne fait intervenir que les images de pro-

jections Imj, tandis que l'op�eration de r�etroprojection pond�er�ee met en relation les

Imj avec le volume V . L'algorithme s�equentiel est donc articul�e autour de deux

algorithmes: l'algorithme de pond�eration-�ltrage et l'algorithme de r�etroprojection

pond�er�ee.
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Algorithme de pond�eration-�ltrage

Comme le �ltrage est e�ectu�e ligne par ligne dans la m�ethode de Feldkamp,

on pond�ere les images ligne par ligne pour conserver une homog�en�eit�e dans le

pr�etraitement des Imj. Cet algorithme traite chaque ligne en quatre �etapes:

� pond�eration de la ligne,

� passage dans le domaine des fr�equences de la ligne par un algorithme de trans-

form�ee de Fourier,

� multiplication de la ligne avec le �ltre d�e�ni dans le domaine des fr�equences,

� passage dans le domaine direct par un algorithme de transform�ee de Fourier

inverse.

L'algorithme de transform�ee de Fourier que nous avons choisi est un algorithme de

transform�ee de Fourier rapide (\Fast Fourier Transform") [CT65].

Algorithme 7 Pond�eration-Filtrage

Pour q = 1 �a M

Pour p = 1 �a M (pond�eration)

Imj (p; q) Imj (p; q):
Dp

D2+(p4p)2+(q4p)2

Imj (:; q)0 (FFT (Imj(:; q))

Pour p = 1 �a M (�ltrage)

Im0
j (p; q) Im0

j (p; q):F iltre(p)

Imj (:; q) (FFT�1(Imj (:; q)0)

o�u Imj(:; q) repr�esente la qi�eme ligne de Imj.

Cet algorithme montre que le coût de la pond�eration d'une image de projection est

de l'ordre de 6M2 op�erations. Le coût du �ltrage d�epend du coût de l'algorithme

de FFT. L'algorithme de Cooley et Tukey a un coût en n log n. Cependant, pour

am�eliorer le �ltrage de chaque ligne des images Imj, on ajoute M=2 z�eros, en d�ebut

et en �n de chaque ligne. De plus, cet algorithme travaille �a partir de nombres

complexes: le �ltrage et le calcul des FFT de chaque ligne sont e�ectu�es sur 4M

points. Le coût du �ltrage est donc de 8M2 log 4M +16M2. Au total, la pond�eration

et le �ltrage d'une image Imj coûte: 8M2 log 4M + 22M2.
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Algorithme de r�etroprojection pond�er�ee

Cet algorithme est directement d�eduit de celui de la r�etroprojection. Il e�ectue

pour chaque voxel v(i; j; k) la même s�erie de quatre op�erations:

� Calcul des nouvelles coordonn�ees (X;Y;Z) du voxel v(i; j; k) apr�es la rotation

d'angle �.

� Calcul de l'adresse de projection (u; v) et d�etermination de la cellule (p; q)

contenant le point de projection.

� Pond�eration de la r�etroprojection calcul�ee d'apr�es l'�equation 5.112.

� Sommation de la valeur des quatre pixels par interpolation bilin�eaire a�ect�ee

par la valeur de la pond�eration.

Cette s�erie d'op�erations est repr�esent�ee par l'op�eration �el�ementaire de la r�etroprojection,

not�ee vi
R imna; imnb; imnc; imnd, car elle di��ere de celle-ci seulement par le calcul

de la pond�eration. Ainsi, l'algorithme de la r�etroprojection pond�er�ee est le même

que celui de l'op�erateur projection. Le coût de cet algorithme en terme d'op�erations

�el�ementaires est donc �egal �a: N3:T (
R ) pour chaque projection Imj.

Algorithme de Feldkamp

On construit �a partir des deux algorithmes pr�ec�edent, l'algorithme de Feldkamp:

Algorithme 8 Feldkamp

cr�eer(V )

Pour j = 1 �a m

lire(Imj )

Pond�eration-Filtrage(Imj)

Pour i = 1 �a N3

vi
R imja; imjb; imjc; imjd

�ecrire(V )

Si l'on prend en compte le coût de chaque algorithme, on obtient un coût th�eorique

total de: m:N3 R +8m:M2 log 4M + 4m:M2. Lorsque N3 >> m:M2, on peut

n�egliger le coût du �ltrage et de la pond�eration.
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5.2.5 Exp�erimentation s�equentielle

L'algorithme de Feldkamp a �et�e impl�ement�e sur notre machine s�equentielle de

r�ef�erence: un Sun Sparc 3. Le tableau 5 pr�esente les temps de reconstruction d'un

volume V de taille N3 �a partir de 100 images Imj de taille 1282. La complexit�e de

l'algorithme de Feldkamp est alors de: 100:N3:T (
R ). Nous comparons les temps de

reconstruction avec les temps d'ex�ecution des op�erateurs de base: la projection et la

r�etroprojection. Les op�erateurs de base ont une complexit�e de 100:N3:T (
P!) pour la

projection et de 100:N3:T (
R ) pour la r�etroprojection.

Algorithme N = 32 N = 64 N = 128
Projection 162 961 7639
R�etroprojection 118 923 7334
Feldkamp 437 1565 10606

Tab. 5 - Temps d'ex�ecution de l'algorithme de Feldkamp et des op�erateurs de base
(sec)

Les r�esultats sont en accord avec les coûts th�eoriques des algorithmes. En e�et,

lorsque N �evolue, les temps d'ex�ecution des op�erateurs de bases sont multipli�es pour

la plupart par 8. De plus, ils montrent bien que les op�erateurs de base ont un coût

similaire. Le coût de la pond�eration et du �ltrage p�enalisent les performances de

l'algorithme de Feldkamp par rapport �a l'algorithme de r�etroprojection.

Les performances obtenues par l'algorithme de Feldkamp indiquent que les probl�emes

de reconstruction pour N � 128 n�ecessitent des temps de calcul tr�es importants. La

parall�elisation de cet algorithme est une bonne solution pour r�eduire les temps de

calcul.
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5.3 Parall�elisation de la m�ethode de Feldkamp

Une bonne parall�elisation n�ecessite d'identi�er les noyaux de calculs parall�elisables.

L'algorithme s�equentiel comporte deux op�erations: une op�eration de pond�eration-

�ltrage et une op�eration de r�etroprojection pond�er�ee. Pour obtenir de bonnes per-

formances pour chaque op�eration, on doit d�e�nir le placement optimal des donn�ees

et leur sch�ema de communication induit.

L'op�erateur de pond�eration-�ltrage peut être parall�elis�e en utilisant les algo-

rithmes parall�eles de FFT. Ceux-ci permettent de calculer les transform�ees de Fou-

rier des lignes des Imj distribu�ees sur les processeurs [CD93]. Bien que cette pa-

rall�elisation soit e�cace, elle entrâ�ne un sur-coût de communication dû au r�ear-

rangement des donn�ees n�ecessaires pour ex�ecuter l'op�erateur de r�etroprojection.

Nous avons donc choisi de parall�eliser cet op�erateur en utilisant la r�epartition des

donn�ees de l'op�erateur de r�etroprojection.

L'op�erateur de r�etroprojection est parall�elis�e suivant le mod�ele d'ex�ecution de la

machine cible. Nous pr�esentons plusieurs approches pour l'impl�ementer sur les ma-

chines SIMD. Pour les machines MIMD, nous utilisons un op�erateur de projection

parall�ele, d�evelopp�e l'approche locale pr�esent�ee dans le chapitre 4.

Pour chaque impl�ementation, nous �evaluons les coûts th�eoriques des algorithmes

et nous analysons les performances obtenues. Nous montrerons que les architectures

MIMD semblent mieux adapt�ees aux probl�emes de reconstructions que les architec-

tures SIMD.
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5.4 Parall�elisation sur machine SIMD

Nous avons impl�ement�e cette m�ethode sur une machine SIMD: une Maspar com-

pos�ee de 32x32 processeurs et d�ecrite au chapitre 4. La taille de la m�emoire de

chaque processeur �etant trop faible: 16Kbytes, l'ensemble des donn�ees ne peut pas

tenir en même temps sur la m�emoire de tous les processeurs. Le volume V est donc

divis�e en T tranches de taille N3

T
. L'image 3D est alors reconstruite par tranche,

s�equentiellement �a partir des images de projection ImJ .

A tout instant, une tranche du volume V et une image de projection Imj sont

r�eparties sur les m�emoires des processeurs. Chaque processeur PEi a en m�emoire un

sous-volume Vi de taille
N3

T:PE
et une sous-image Im(j;PEi) de taille

M2

PE
. L'algorithme

de Feldkamp, que l'on d�eduit de cette r�epartition, est impl�ement�e en parall�ele �a

partir de l'op�erateur parall�ele de r�etroprojection:

Algorithme 9 Feldkamp G�en�eral

cr�eer(V )

Pour t = 1 �a T

Pour j = 1 �a m

lire(Imj )

Pond�eration-Filtrage(Imj)

R�etroprojection(Imj )

�ecrire(V )

Comme chaque projection Imj est r�epartie en PE sous-images Im(j;PEi), nous

red�e�nissons la parall�elisation de l'op�erateur de r�etroprojection suivant l'approche

locale et l'approche globale.

5.4.1 Approche locale

L'approche locale consiste �a e�ectuer le calcul local de la r�etroprojection des

Im(j;PEi) sur Vi puis �a transf�erer les Im(j;PEi). Nous �evaluons di��erents sch�emas de

communication des Im(j;PEi).
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Sch�ema de communication classique: l'anneau

Avec un sch�ema de communication en anneau, la r�etroprojection d'une image

Imj est e�ective lorsque toutes les Im(j;PEi) ont �et�e r�etroprojet�ees sur les Vi. Cepen-

dant, on peut constater que chaque voxel vi a une unique projection sur Imj. Ainsi

un sous-volume Vi est reconstruit par r�etroprojection d'une r�egion de Imj conte-

nue dans un petit nombre de sous-images Im(j;PEi). Il n'est donc pas n�ecessaire

de communiquer toutes les sous-images Im(j;PEi) au processeur PEi. Ce sch�ema de

communication n'est donc pas adapt�e car il g�en�ere des communications inutiles pour

la reconstruction.

Sch�ema de communication dynamique

L'objectif est d'e�ectuer seulement les transferts des sous-images Im(j;PEi) n�ecessaires

au calcul local des Vi. Dans ce but, on construit pour chaque Vi la liste des sous-

images Im(j;PEi) contenant la r�egion permettant de reconstruire Vi. Pour ordonner

ces transferts, on se sert de la position de chaque sous-image Im(j;PEi) sur la grille

des processeurs par rapport �a la position des Vi.

Chaque processeur PEi �etant rep�er�e par sa position (x; y) sur le tore 2D, chaque

transfert d'une sous-image Im(j;PEx1;y1 )
vers le processeur PEx2;y2 est exprim�e comme

un d�eplacement D4x;4y o�u 4x = x2 � x1 et 4y = y2 � y1. On obtient donc sur

chaque processeur la liste des d�eplacements Di �a e�ectuer. L'ensemble D de ces

d�eplacements permet de r�ealiser la r�etroprojection des Imj sur Vi.

x

y

pixel voxels vi sous-image Im(j,PE       )x,y

PE3,2

Fig. 40 - R�etroprojection locale sur un machine SIMD
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Sur tous les processeurs PEx;y, on associe �a chaque d�eplacement D4x;4y la liste

des voxels qui se projettent sur l'image se trouvant sur les processeurs PEx+4x;y+4y .

Ainsi, apr�es le d�eplacement des sous-images, on e�ectue les op�erations �el�ementaires

de r�etroprojection
R �a partir de cette liste de voxels. La �gure 40 montre les pixels

contribuant �a la valeur des voxels lorsque l'on d�eplace les sous-images Im(j;PEx1;y1 )

d'un d�eplacement D4+1;4�1 .

Pour minimiser les communications, on ordonne cette liste D en calculant pour

chaque d�eplacement D4x;4y un d�eplacement relatif Dr�x�y fonction du d�eplacement

pr�ec�edent. D = � � �D2;3D2;4D3;4 � � � ) D = � � �D2;3Dr0;1Dr1;0 � � �
Ainsi, si la liste contient les d�eplacementsD1;4y et D2;4y cela signi�e que l'ensemble

des processeurs doit r�ealiser les transferts suivants:

1. communication des sous-images Im(j;PEx;y) au processeur PEx+1;y,

2. calcul de la r�etroprojection sur chaque processeur �a partir de Im(j;PEx�1;y),

3. communication des sous-images Im(j;PEx;y) vers leur processeur d'origine,

4. communication des sous-images Im(j;PEx;y) au processeur PEx+2;y,

5. calcul de la r�etroprojection sur chaque processeur �a partir de Im(j;PEx�2;y),

6. communication des sous-images Im(j;PEx;y) vers leur processeur d'origine.

En calculant le d�eplacement relatif entre deux d�eplacements cons�ecutifs, on montre

que l'on peut remplacer les communications 3 et 4 de notre exemple par une seule

communication. Ici le d�eplacement relatif est �egal �a :Dr�x�y = D2;4y�D1;4y = Dr1;0.

Cela signi�e que les communications 3 et 4 peuvent être remplac�ees par la commu-

nication entre les processeurs PEx+1;y et PEx+2;y des sous-images Im(j;PEx;y). Glo-

balement on e�ectue un glissement de Imj sur la grille des processeurs lorsque l'on

communique les sous-images Im(j;PEx;y).

L'algorithme de r�etroprojection d'une image Imj sur une tranche de V , qui

d�ecoule de ce sch�ema de communication dynamique, est le suivant:
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Algorithme 10 R�etroprojection locale

cr�eation des listes Di

Pour 4y = �PE=2 �a PE=2

Pour 4x = �PE=2 �a PE=2

si D4x4y
2 SPE

i=0Di

calcul Dr�x�y

envoi des Im(j;PEx;y ) aux PEx+�x;y+�y

r�etroprojection locale des Vi

Grâce �a l'ordonnancement des d�eplacements, les communications �etablies par

les d�eplacements relatifs Dr�x�y se limitent aux communications entre processeurs

voisins car �x et �y prennent pour valeur (�1; 0;+1). Les communications sont ef-

fectu�ees �a travers le r�eseau \XNet" de la Maspar qui relie chaque processeur �a ses

huit voisins.

5.4.2 Approche globale

Cette approche consiste �a r�etroprojeter les pixels en e�ectuant des di�usions

globales de leur valeur �a travers le r�eseau. Nous utilisons pour cette approche le

r�eseau \Global Router" qui permet de relier chaque processeur aux autres par l'in-

term�ediaire d'un\cross-bar hi�erarchique".

Une premi�ere �etape permet de d�eterminer l'adresse des pixels de l'image Imj

qui contribuent �a la valeur de chaque voxel vi. A partir de ces adresses, on calcule

les adresses relatives qui sont d�e�nies en fonction de la position du pixel sur chaque

sous-image Im(j;PEx;y). Ces adresses relatives permettent, lors de la di�usion, d'�eviter

les con
its d'adressage sur chaque processeur. Comme le montre la �gure 41, le

sch�ema de communication de cette approche va consister �a relier �a chaque instant,

des pixels et des voxels: on e�ectue en parall�ele des di�usions. Cela permet de

commmuniquer seulement la valeur des pixels intervenant dans la r�etroprojection.

Pour les d�eterminer, on cr�ee sur chaque processeur des listes Li tri�ees sur les adresses

relatives de ces pixels.
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x

y

pixel voxels vi sous-image Im(j,PE       )x,y

Fig. 41 - R�etroprojection globale sur un machine SIMD

L'algorithme parall�ele e�ectue s�equentiellement des multi-di�usions �a partir de

chaque adresse relative, jusqu'�a ce que toutes les listes soient vides.

Algorithme 11 R�etroprojection globale

cr�eation des listes Li

Tant que les Li sont non vides

Pour j = 0 �a M2=PE

si Li(j) non vide

transfert des pixels

r�etroprojection des pixel

5.4.3 Evaluation de ces approches

On examine pour chacune des approches leur coût th�eorique respectif.

Approche locale

Dans le cas d'une approche locale, l'algorithme e�ectueK �etapes pour r�etroprojeter

une image Imj. Le temps de calcul sur chaque processeur est fonction du temps de

calcul de chaque �etape T k
cal(i). Nous supposons que globalement le temps de calcul

total est �egal �a Tcal(i) =
PK

k=1 T
k
cal(i) = N3

T:PE
:T (

R ). Entre chaque �etape de calcul,

les processeurs communiquent les sous-images Im(j;PEx;y). Pour �evaluer le temps de

communication total, on peut consid�erer que le nombre d'�etapes K est major�e par

PE2 et est minor�e par �:PE, si l'on suppose que chaque tranche se projette sur une
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partie de l'image Imj de largeur �:
M2

PE
(�gure 42). Ainsi le temps de communication

total Tcom(i) v�eri�e l'in�egalit�e suivante:

�:PE:
M2

PE
� Tcom(i) � PE2:

M2

PE
, �:M2 � Tcom(i) � PE:M2 (5.114)

Approche globale

Pour le deuxi�eme algorithme, la r�etroprojection parall�ele est plus ou moins e�cace

en fonction du nombre total de di�usions parall�eles �a e�ectuer. On peut consid�erer,

dans une hypoth�ese basse, que le nombre de di�usions parall�eles est �egal au nombre

de voxels dans chaque tranche. Le coût de communication est donc �egal �a la taille

d'un pixel multipli�e par le nombre de voxels sur chaque tranche. Dans une hypoth�ese

haute, toutes les di�usions sont parall�eles, le nombre de di�usions est donc �egal au

nombre de voxels. Le coût de communication total v�eri�e l'in�egalit�e suivante, si on

suppose que la di�usion de n pixels sur une machine SIMD est �egal �a 1:

N3

T:PE
� Tcom(i) � N3

T
(5.115)

Comparaison des coûts de communications

Le coût des calculs de l'approche globale �etant similaire �a celui de l'approche

locale, nous comparons le coût des communications pour di��erentes valeurs de N

et M . Exp�erimentalement, nous avons observ�e que le nombre maximal de voxels en

m�emoire sur chaque processeur de la Maspar �etait de 128. On peut ainsi d�eterminer

le nombre de tranches T pour chaque valeur de N et en d�eduire les valeurs encadrant

le coût des communications pour la r�etroprojection:

Tcom(min) � Tcom(i) � Tcom(max) (5.116)
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Fig. 42 - Comparaison des coûts th�eoriques des communications suivant l'approche

utilis�ee

Les courbes de la �gure 42 repr�esentent les valeurs maximales et minimales du

coût des communications des deux approches pour quelques valeurs de M et N . On

peut remarquer que les coûts (max et min) de l'approche globale �evoluent suivant la

valeur de N par paliers, tandis que pour l'approche locale, ils g�en�erent deux courbes.

En d�elimitant les zones des coûts des communications, on peut remarquer qu'il

existe trois zones distinctes: la zone d�e�nie par l'approche globale, la zone d�e�nie par

l'approche locale et leur intersection. Pour une taille d'image donn�ee, sa commun-

cation par une approche globale est moins couteuse que part une approche locale.

Ainsi, cette �gure montre que l'approche locale est th�eoriquement moins e�cace

que l'approche globale. Nous choisissons donc l'approche globale pour impl�ementer

la m�ethode de Feldkamp.

5.4.4 Exp�erimentations et discussion

L'impl�ementation de la projection et de la r�etroprojection �etant similaires, nous

avons valid�e notre choix en comparant les temps d'ex�ecution d'une projection impl�ement�ee

par une approche locale et par une approche globale [LPC94a]. Le tableau 6 pr�esente

quelques temps d'ex�ecution d'une projection d'un volume V (N3) sur une image Imj

(N2).
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Approche N = 32 N = 64 N = 128
Locale 12.61 58.78 161.45
Globale 1.34 7.95 31.5

Tab. 6 - Comparaison des temps d'ex�ecution d'une projection locale ou globale (sec)

Ces r�esultats montrent bien que l'approche globale permet d'obtenir de meilleures

performances que l'approche locale pour impl�ementer la m�ethode de Feldkamp sur

une machine SIMD. Nous avons test�e notre algorithme d�evelopp�e par l'approche

globale avec les mêmes donn�ees que notre impl�ementation s�equentielle. Le tableau

7 permet de comparer les performances obtenues sur la Maspar et celles obtenues

sur la machine s�equentielle de r�ef�erence.

Machine N = 32 N = 64 N = 128
Sun4 437 1565 10606
Maspar 245 664 4276

Tab. 7 - Temps d'ex�ecution de Feldkamp sur un Sun4 et sur une Maspar(sec)

La parall�elisation sur machine SIMD, comme la Maspar, permet de diminuer sen-

siblement le temps de reconstruction. Les acc�el�erations relatives obtenues avoisinent

2,5. Si l'on compare ces r�esultats avec le nombre de processeurs (1024), on peut

consid�erer que l'impl�ementation sur une telle machine n'est pas e�cace. Cela est dû

principalement �a la taille des m�emoires des processeurs et aux sch�emas de commu-

nication qui ne sont pas e�caces sur une telle architecture.

Une solution pour am�eliorer les performances est de minimiser les communica-

tions. Des techniques de minimisation comme le recouvrement des communications

par les calculs ne peuvent être utilis�ees sur des machines SIMD comme la Maspar.

Ces limitations nous ont dirig�es vers des machines plus puissantes qui permettent

une gestion plus e�cace des communications: les machines MIMD.
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5.5 Parall�elisation sur machine MIMD

Les machines MIMD actuelles o�rent des puissances de calcul et des capacit�es

m�emoires qui permettent de traiter des probl�emes de grande taille. Cependant,

chacune de nos machines MIMD cibles a sa propre architecture. Pour �eviter une

r�e�ecriture des algorithmes, l'algorithme de Feldkamp a �et�e parall�elis�e sur une ma-

chine MIMD abstraite. Dans un premier temps, nous avons test�e cet algorithme

sur notre pseudo-machine parall�ele, le r�eseau de stations, et ensuite nous l'avons

impl�ement�e sur des machines parall�eles plus performantes. Cette d�emarche nous a

permis de tester notre sch�ema de communication et d'�eviter de \gaspiller" le temps

machine qui nous a �et�e allou�e sur certaines machines.

Nous pr�esentons, dans cette section, l'algorithme impl�ement�e sur nos machines

MIMD. Il est bas�e sur l'op�erateur parall�ele de r�etroprojection d�evelopp�e suivant une

approche locale. Nous avons donc plong�e l'architecture de notre machine abstraite

sur chaque topologie. Nous supposons que l'ensemble des donn�ees est r�eparti sur

nos processeurs. Le sch�ema de communication mis en �uvre pour leur transfert

est l'anneau. Nous optimisons son impl�ementation suivant les caract�eristiques de

chaque machine MIMD par des techniques de recouvrement de communication et

d'�equilibrage de charges.

Les performances de nos impl�ementations sont �evalu�ees en prenant le temps de

chaque phase de calcul et de communication par l'appel �a des routines syst�emes.

Nous identi�ons les phases de calcul par les symboles d,j,b,[, et les phases de com-

munication par les symboles *,k,+,m. Le temps de calcul Tcal(i) sur chaque processeur

est �egal �a la somme des temps de chaque phase de calcul et, le temps de commu-

nication Tcom(i) est �egal �a la somme des temps de chaque phase de communication.

Le temps total d'ex�ecution T== est mesur�e en fonction du temps de calcul Tcal(i) et

du temps de communication Tcom(i) de chaque processeur PEi. Nous rappelons sa

d�e�nition:

T== = max
1�i�PE

(Tcal(i) + Tcom(i)) (5.117)
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5.5.1 Communication en mode synchrone

Nous avons impl�ement�e cette m�ethode par une approche locale, car les projections

Imj peuvent être r�etroprojet�ees sur les sous-volumes Vi sans ordre pr�ecis. Cette

approche se caract�erise par une succession de phases de calcul et de communication.

Les communications sont e�ectu�ees de fa�con synchrone.

Algorithme synchrone

L'algorithme synchrone est d�evelopp�e �a partir de l'algorithme de r�etroprojection

locale. Commem > PE, il calcule parall�elementPE r�etroprojections locales �a partir

de PE Imj sur l'ensemble des processeurs. Avant d'être r�etroprojett�ees, les images

de projection Imj sont pond�er�ees et �ltr�ees. Ce processus est r�eit�er�e m
PE

fois pour

r�etroprojeter l'ensemble des Imj.

Algorithme 12 Feldkamp Synchrone

cr�eation des Vi

Pour j = 1 �a m
PE

lire(Imj )

[ Pond�eration-�ltrage(Imj)

Pour n = 1 �a PE

d Pour vi 2 Vi

b vi
R imja; imjb; imjc; imjd

* send(PEi+1; Imj)

+ recv(PEi�1; Imj)

�ecrire(Vi)

On suppose qu'initialement chaque processeur poss�ede, dans sa m�emoire de sto-

ckage, un ensemble ImPEi
de m

PE
images de projection Imj . Ainsi, les temps d'acc�es

aux donn�ees sont identiques sur l'ensemble des processeurs. Sans cette hypoth�ese,

les temps d'acc�es aux donn�ees sont non-homog�enes et g�en�erent des temps d'attente

qui doivent être pris en compte lors de l'�evaluation des performances. Avec notre

hypoth�ese, on ne comptabilise que les temps de calcul et de communication.
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La r�etroprojection parall�ele de PE images de projection Imj, a pour coût de

calcul: Tcal(i) = PE:N
3

PE
:T (

R )+8M2 log 4M+22M2 et pour coût de communication:

Tcom(i) = (PE � 1)(� +M2� ). Le coût total est donc �egal �a:

Tcal(i) = m
N3

PE
:T (

R ) +
m

PE
(8M2 log 4M + 22M2) (5.118)

Tcom(i) =
m

PE
(PE � 1)(� +M2� ) (5.119)

On peut remarquer que le coût total des calculs est �egal �a la taille des donn�ees

r�eparties sur chaque processeur et que le coût total des communications est �egal �a

la taille de toutes les images de projection Imj.

5.5.2 Communication en mode asynchrone

Nous avons remarqu�e lors de nos premi�eres exp�erimentations que la part du

temps de communication est tr�es importante par rapport au temps de calcul. Pour

am�eliorer les performances de nos impl�ementations, nous utilisons donc une tech-

nique permettant de r�eduire la part des communications en e�ectuant un recouvre-

ment des communications par les calculs.

Son principe d�e�ni dans le chapitre 4 consiste, pour chaque processeur, �a r�etroprojeter

soit l'image Imj re�cue du processeur pr�ec�edent sur l'anneau, soit une image prove-

nant de sa m�emoire de stockage qui sera pr�ealablement pond�er�ee et �ltr�ee. Le calcul

�etant e�ectu�e, l'image Imj est envoy�ee au processeur suivant sur l'anneau. L'�emission

et la r�eception de chaque Imj sont programm�ees avec des routines de communica-

tion non-bloquantes, ce qui permet de r�etroprojeter une autre image Im0
j pendant

que Imj est communiqu�ee.

Le recouvrement des communications par les calculs est total tant que le proces-

seur peut calculer une nouvelle r�etroprojection �a partir, soit d'une image re�cue, soit

d'une image de la m�emoire de stockage. Lorsque toutes les images Imj de l'ensemble

ImPEi
ont �et�e r�etroprojet�ees par le processeur PEi sur Vi, les calculs, alors e�ectu�es

sur le processeur PEi, concernent des images Imj venant d'autres processeurs. Apr�es

une phase de calcul, il se peut qu'un processeur PEi attende une nouvelle image de

projection Imj �a r�etroprojeter, dans ce cas, la communication n'est pas enti�erement
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recouverte. Ces phases d'inactivit�e des processeurs d�ependent du rapport entre le

temps d'une phase de calcul et le temps d'une phase de communication.

Algorithme asynchrone

L'algorithme asynchrone de la m�ethode de Feldkamp s'inspire de l'algorithme de

projection asynchrone. Cet algorithme doit g�erer les images de projection Imj pour

s'assurer que chaque image a �et�e r�etroprojet�ee sur l'ensemble des Vi: on associe �a

chaque Imj un compteur NV olj de r�etroprojection. La r�etroprojection est compl�ete

lorsque chaque Vi a re�cu la contribution de toutes les Imj (NImai = m).

Algorithme 13 Feldkamp Asynchrone

cr�eation des Vi

NImai  0

Tant que NImai � m

m si (n-recv(PEi; Imk)=faux)

lire(Imj ), NV olj  0

[ Pond�eration-�ltrage(Imj)

sinon

Imj  Imk

�nsi

d Pour vi 2 Vi

j vi
R imja; imjb; imjc; imjd

b NImai  Nima + 1, NV olj  NV olj + 1

si NV olj � PE

m send(PEi+1; Imj)

�nsi

�ecrire(Vi)

Dans la section suivante, on montre qu'exp�erimentalement le recouvrement per-

met de diminuer le temps d'ex�ecution. Cependant, le gain de performance obtenu

ne peut être �evalu�e th�eoriquement car il est fonction des caract�eristiques de chaque

machine. On se contente donc de l'�equation suivante pour exprimer le coût th�eorique:

T==;i = m
N3

PE
:T (

R ) +
m

PE
(8M2 log 4M + 22M2) + �(� +M2� ) (5.120)

o�u � repr�esente le pourcentage de communications non-recouvertes. Nous avons

impl�ement�e sur nos machines MIMD une version asynchrone de l'algorithme de

Feldkamp.



5.5. PARALL�ELISATION SUR MACHINE MIMD 127

5.5.3 Partitionnement adaptatif

Cette technique de r�egulation de charge permet d'optimiser les impl�ementations

parall�eles de l'algorithme de Feldkamp sur des machines parall�eles �a processeurs

h�et�erog�enes. Nous l'avons d�evelopp�ee pour prendre en compte l'h�et�erog�en�eit�e des

processeurs formant notre r�eseau de stations. Ce m�ecanisme de r�egulation de charge

permet de tirer partie de la puissance maximale du r�eseau de stations.

Lors de l'examen des performances de l'algorithme asynchrone, nous nous sommes

aper�cus que les processeurs les plus puissants terminent la reconstruction bien avant

les autres. Le temps de reconstruction �etait donc p�enalis�e par ces derniers. L'objectif

de cette r�epartition est de distribuer les donn�ees en fonction de la vitesse relative

de chaque processeur. Il est donc ind�ependant de la taille des donn�ees, ce qui per-

met de calculer les vitesses relatives sur un exemple de petite taille pour, ensuite,

reconstruire des images de plus grande taille. Apr�es quelques ex�ecutions sur notre

r�eseau de stations, les vitesses relatives de chaque processeur ont �et�e d�e�nies. Nous

pr�esentons dans la section suivante le gain de performance g�en�er�e par ce partition-

nement adaptatif.

5.5.4 Exp�erimentations et discussion

Nous testons l'algorithme parall�ele de Feldkamp �a partir de plusieurs jeux d'es-

sais. Chaqu'un d'eux permet de reconstruire une boule incluse dans un volume V de

tailleN3 �a partir deN images de projection Imj de tailleN2. Le probl�eme �a r�esoudre

a donc un coût s�equentiel de l'ordre de N4. Nous pr�esentons les performances ob-

tenues sur nos machines MIMD. Nous avons calcul�e, pour chaque exp�erimentation,

l'acc�el�eration et l'e�cacit�e pour �evaluer les performances de nos impl�ementations.
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R�eseau de stations (sous PVM)

Nous avons choisi pour tester notre algorithme sur le r�eseau de stations de faire

varier uniquement la taille du volume V �a reconstruire �a partir d'un même lot de

100 acquisitions. Nous avons impl�ement�e la m�ethode de Feldkamp par une approche

locale suivant di��erents modes [LPC94b]:

� le mode synchrone: le programme peut se d�ecouper en phases de calcul et

en phases de communication. Nous utilisons des communications de r�eception

bloquantes.

� le mode asynchrone: c'est la version optimis�ee du programme pr�ec�edent. Nous

mettons en �uvre le recouvrement des communications par des calculs �a l'aide

de communications non-bloquantes.

� le mode asynchrone adaptatif: nous e�ectuons un r�egulation des charges pour

prendre en compte l'h�et�erog�en�eit�e des stations formant le r�eseau. Apr�es plu-

sieurs ex�ecutions, les vitesses relatives des di��erentes stations ont �et�e �etablies.

Nous pr�esentons les r�esultats issus du meilleur partitionnement.

Le tableau 8 pr�esente les r�esultats d'ex�ecutions pour les di��erentes impl�ementations.

Nous les comparons avec les temps obtenus sur notre machine s�equentielle qui est

la machine la plus puissante de notre r�eseau de stations.

PE Feldkamp
N 32 64 128
SUN4 1 437 1565 10606
Mode synchrone 5 199 628 3395
Mode asynchrone 5 191 541 3216
Mode asynchrone adaptatif 5 171 446 2593

Tab. 8 - Temps d'ex�ecution de Feldkamp sur le r�eseau de stations (sec)

Les courbes de la �gure 43 repr�esentent l'e�cacit�e des di��erentes impl�ementations

en fonction de la taille du probl�eme. Ces r�esultats montrent bien que la version

asynchrone permet de gagner seulement 5% d'e�cacit�e par rapport �a la version

synchrone. Cela peut s'expliquer par l'h�et�erog�en�eit�e des stations qui g�en�erent des

phases d'inactivit�e pour les processeurs les plus \puissants".
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Grâce au partitionnement adaptatif, on r�egule la charge des processeurs et on r�eduit

de ce fait les temps d'inactivit�e. En e�et, le gain d'e�cacit�e par rapport �a la version

synchrone est ici de 20%. De plus, on peut remarquer que l'e�cacit�e augmente en

fonction de la taille du probl�eme. En raison de la petite taille m�emoire de notre

machine de r�ef�erence, celle-ci doit se servir de sa partition de \swap" pour r�esoudre

les probl�emes de grande taille. Ainsi, en multipliant les processeurs, on multiplie la

taille de la m�emoire.

Pour conclure, nous pouvons dire que les impl�ementations de la m�ethode de

Feldkamp sont assez e�caces sur cette machine parall�ele: nous obtenons en e�et

une e�cacit�e maximale de 80%. Les impl�ementations sur ce type de machine sont

donc tr�es int�eressantes, si on compare le ratio coût/performances par rapport �a celui

des autres machines parall�eles.
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Fig. 43 - E�cacit�e des impl�ementations de Feldkamp sur le r�eseau de stations
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Paragon

Nous avons test�e nos impl�ementations en faisant varier la taille du probl�eme (N4)

et le nombre de processeurs (PE). Nous avons impl�ement�e une version en mode syn-

chrone et une version en mode synchrone pipelin�ee. En nous basant sur di��erents

travaux [Col94] et apr�es une s�erie de tests d'envoi d'images entre deux processeurs,

nous nous sommes aper�cus que l'envoi pipelin�e d'une image est plus e�cace. Le

mode de communication de la Paragon �etant le \Whormhole", l'envoi d'une image

est donc e�ectu�e par paquets apr�es l'envoi d'un en-tête. Pour acc�el�erer la communi-

cation, nous divisons l'image par paquets de taille inf�erieure �a la taille de l'en-tête.

Pour chaque paquet, on e�ectue l'envoi d'un seul en-tête. L'envoi d'une image re-

vient donc �a l'envoi pipelin�e d'un ensemble de paquets qui sont constitu�es par un

certain nombre de lignes de l'image.

Les �gures 44(a),44(b) et 44(c) pr�esentent les temps d'ex�ecution pour N = 32,

N = 64 et N = 128. Sur chaque �gure on indique le temps total et le temps

de communication pour chaque exp�erimentation. On peut remarquer que globale-

ment le temps de la version pipeline est similaire au temps sans pipeline. Cela peut

s'expliquer par la part relativement faible des communications dans le temps total

d'ex�ecution. Ces �gures montrent que lorsque la taille du probl�eme n'est pas en

ad�equation avec le nombre de processeurs (PE = 24 et PE = 30), certains proces-

seurs sont alors inactifs ce qui p�enalise les performances. La �gure 44(d) permet de

comparer les performances obtenues avec le mode pipeline en fonction de la taille

du probl�eme et du nombre de processeurs. Si on calcule la charge de calcul par

processeur que l'on peut exprimer par N4

PE
, on peut voir sur cette courbe que les

performances se d�egradent lorsque la charge par processeur est sup�erieure �a 216.

Nous avons calcul�e l'e�cacit�e de notre impl�ementation en mode pipeline (�gure

44(e)). Nous obtenons de bonnes e�cacit�es pour un probl�eme de taille 1284. Ce-

pendant, pour des probl�emes de plus petite taille, on doit adapter le nombre de

processeurs �a la taille du probl�eme pour obtenir des e�cacit�es satisfaisantes.
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Ferme de Processeurs

Sur cette machine compos�ee de 16 processeurs homog�enes, nous avons exp�eriment�e

la version de l'algorithme en mode synchrone et la version en mode asynchrone. Nous

utilisons sur cette machine la librairie de communication PVM pour communiquer

les donn�ees entre les processeurs. Nous avons e�ectu�e des tests de performances pour

des probl�emes de taille N4 avec N = 32; 64; 128. Pour chaque probl�eme de recons-

truction, nous comparons les r�esultats de performances entre la version synchrone

(Syn) et la version asynchrone (Asyn). Les �gures 45(a),45(b) et 45(c) pr�esentent

les r�esultats de performances des impl�ementations pour chaque taille de probl�eme.

Pour chaque exp�erimentation, nous indiquons la part du temps de communication

dans le temps total d'ex�ecution.

Au vu de ces r�esultats nous pouvons constater que la version synchrone et la

version asynchrone ont un comportement similaire. La version asynchrone permet

de diminuer sensiblement les temps d'ex�ecution. Cependant, la part des communi-

cations �etant assez faible, le gain de performance n'est pas tr�es important. Lorsque

le nombre de processeurs est �egal �a seize, on peut remarquer que la part des com-

munications est importante pour chaque exp�erimentation. Cela semble indiquer que

les temps de communications ne sont pas lin�eaires entre une ex�ecution sur huit

ou sur seize processeurs. La �gure 44(b) pr�esente le comportement g�en�eral de la

version asynchrone sur cette machine. Elle montre que l'impl�ementation de cette

m�ethode est bien adapt�ee �a cette machine parall�ele car les temps d'ex�ecution dimi-

nuent lorsque l'on augmente le nombre de processeurs.

La �gure 45(e) pr�esente les e�cacit�es des impl�ementations en mode synchrone

et en mode asynchrone. Elle montre que l'e�cacit�e crô�t en fonction de la taille du

probl�eme. Les impl�ementations en mode asynchrone (N = 128a;N = 64a;N = 32a)

sont plus e�caces que les impl�ementations en mode synchrone (N = 128; N =

64; N = 32). Pour des probl�emes de petite taille, il est souhaitable d'adapter le

nombre de processeurs �a la taille du probl�eme pour obtenir une bonne e�cacit�e

comme le prouve les courbes pour N = 32.
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Fig. 45 - Temps et e�cacit�es des impl�ementations de Feldkamp sur la ferme de

processeurs
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SP1

Cette machine est compos�ee de 32 processeurs reli�es par deux r�eseaux de com-

munication: un r�eseau classique Ethernet et un r�eseau multi-�etages. Nous avons

e�ectu�e plusieurs tests de performances de nos programmes sur les deux r�eseaux,

et nous nous sommes rendus compte que les performances obtenues sur le r�eseau

multi-�etages �etaient bien sup�erieures �a celles sur le r�eseau Ethernet. Nous pr�esentons

les performances obtenues sur le r�eseau multi-�etages.

Les �gures 46(a),46(b) et 46(c) pr�esentent les temps d'ex�ecution des impl�ementations

parall�eles en mode synchrone et en mode asynchrone. Comme sur la ferme de

processeurs, on peut constater que les performances en mode asynchrone (Asyn)

sont similaires �a celles en mode synchrone (Syn). Le d�ebit du r�eseau multi-�etages

�etant de 20Mbytes/sec, le coût des communications est alors tr�es faible. Ainsi pour

des probl�emes de taille sup�erieure �a 644, le temps de communication repr�esente

un faible pourcentage du temps total d'ex�ecution. Le gain de performance des

impl�ementations en mode asynchrone est donc relativement faible. Cependant lorsque

le nombre de processeurs est �egal �a trente-deux, les performances s'�ecroulent pour

les probl�emes de petite taille ce qui montre qu'il faut adapter le nombre de pro-

cesseur �a la taille du probl�eme. La �gure 46(d) pr�esente les performances obtenues

en mode asynchrone. On peut remarquer que lorsque le nombre de processeurs est

sup�erieur �a quatre, les courbes de performances pour un nombre de processeurs �x�e

sont similaires. Cela montre que les performances ne se d�et�eriorent pas lorsque l'on

augmente la taille du probl�eme ou lorsque l'on diminue le nombre de processeurs si

la charge de calcul par processeur exprim�ee par N4

PE
est inf�erieure �a 217.

Nous avons calcul�e les e�cacit�es de chaque exp�erimentation (�gure 46(e)). Si on

compare cette courbe avec la courbe d'e�cacit�e de la ferme de processeurs (�gure

45(e)), on peut remarquer que cette machine �a un comportement semblable �a la

ferme de processeurs lorsque la taille du probl�eme est sup�erieure �a 644. Ici aussi on

peut constater que l'e�cacit�e augmente lorsque la taille du probl�eme augmente. Pour

conclure, on peut dire que les impl�ementations de nos m�ethodes sur cette machine

sont tr�es e�caces pour des probl�emes de grande taille sup�erieure �a 324.
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Fig. 46 - Temps et e�cacit�es des impl�ementations de Feldkamp sur le SP1
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T3D

Sur cette machine constitu�ee de 128 processeurs, nous avons test�e notre algo-

rithme en mode synchrone et en mode asynchrone pour des tailles de probl�emes al-

lant de 324 �a 5124. Pour chaque test, nous avons adapt�e le nombre de processeurs �a la

taille du probl�eme. Les �gures 47(a),47(b) et 47(c) pr�esentent les temps d'ex�ecution

de notre algorithme en mode synchrone (Syn) et en mode asynchrone (Asyn). On

peut constater que sur cette machine les communications sont quasi-inexistantes,

puisque la part des communications n'apparâ�t même pas pour N = 128. Cepen-

dant la version asynchrone r�eduit les temps d'attente dus �a la r�eception des images.

Ainsi, nous obtenons un gain de performance relativement faible entre les deux ver-

sions synchrone et asynchrone de l'algorithme parall�ele. La �gure 47(d) pr�esente les

temps d'ex�ecution de la version en mode asynchrone. Les performances se d�egradent

quand la charge de calcul de chaque processeur est sup�erieure �a 217. Le tableau 9

pr�esente des temps d'ex�ecution pour des probl�emes de grande taille (N = 2564 et

N = 5123). En raison des coûts importants pour r�esoudre ces probl�emes de grandes

taille, on s'est limit�e �a quelques exp�eriences. On peut noter que l'on reconstruit une

image 3D de taille 5123 �a partir de 256 acquisitions en moins d'une heure.

N = 2564 N = 256:5123

Nombre de processeurs 16 32 64 128 128
Mode synchrone 4748 931 1235 329 3019
Mode asynchrone 5212 924 1231 304

Tab. 9 - Temps d'ex�ecution sur le T3D pour des probl�emes de grande taille (sec)

Nous calculons les e�cacit�es seulement pour les probl�emes de petite taille. En

e�et, il n'a pas �et�e possible de r�esoudre les probl�emes de grande taille sur un seul

processeur pour calculer les e�cacit�es, en raison de l'espace m�emoire n�ecessaire �a

ces probl�emes. Si on examine les courbes de d'e�cacit�e (�gure 47(e)), on peut noter

que l'e�cacit�e augmente avec la taille du probl�eme. Nous soulignons aussi que pour

N = 128, nous obtenons des e�cacit�es quasiment toujours sup�erieures �a 1. Nous

atteignons les limites du mod�ele de calcul de l'acc�el�eration et de l'e�cacit�e que nous

avons d�e�ni dans le chapitre 3. Cela indique aussi que pour des probl�emes de grande

taille une mesure d'e�cacit�e n'est pas n�ecessaire, car ce sont des probl�emes qui ne

peuvent pas être r�esolus en s�equentiel dans des temps acceptables.
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Fig. 47 - Temps et e�cacit�es des impl�ementations de Feldkamp sur le T3D
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5.6 Reconstruction d'images 3D

5.6.1 Mode de calcul des projections

Nous avons test�e nos algorithmes de reconstruction sur di��erents jeux de donn�ees.

On reconstruit une sph�ere de densit�e uniforme pour les deux premiers jeux de

donn�ees de tailles 323 et 643, et un ensemble de sph�eres imbriqu�ees pour le troisi�eme

jeux de donn�ees. Ces jeux de donn�ees ont �et�e d�e�nis �a l'aide de notre logiciel Tomo-

tool (annexe A). L'ensemble des reconstruction d'images 3D utilise les param�etres

d'acquisition du Morphom�etre que nous d�ecrivons dans le chapitre 7.

Pour reconstruire ces images 3D, on doit d'abord d�e�nir les acquisitions. Pour

calculer les acquisitions ou images de projection, il existe deux m�ethodes:

� soit on d�e�nit la densit�e en chaque point de projection �a l'aide de formulation

d�e�nissant la projection d'une sph�ere, et la densit�e en chaque point de cette

sph�ere. On �elimine ainsi les erreurs dues �a la projection du cube original sur

chaque image de projection. On obtient des projections simul�ees (�gure 48(a)).

� soit on cr�ee un cube original et on le projette pour cr�eer les images de projec-

tion: on obtient des projections calcul�ees (�gure 48(b)).

La �gure 48(c) pr�esente les pro�ls d'une projection calcul�ee et d'une projection

simul�ee. On peut constater que la projection simul�ee permet de reconstruire une

image 3D dans le cas id�eal o�u les projections sont parfaites, c'est �a dire sans les

erreurs g�en�er�ees par l'�etape de projection.
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Fig. 48 - Image de la projection d'une sph�ere

5.6.2 D�e�nition des �ecarts

Pour mesurer la qualit�e des reconstructions d'une image reconstruite fr par rap-

port �a l'image initiale f , on peut d�e�nir di��erents crit�eres d'�ecart:

� L'�ecart quadratique moyen d�e�ni par:

q(f; fr) =
kf � frk2

N3
(5.121)

� L'�ecart quadratique moyen normalis�e par la variance �2
f de l'objet original:

qn(f; fr) =
1

N3

kf � frk2
�2
f

=
q(f; fr)

�2
f

(5.122)

� Le coe�cient de corr�elation:

co(f; fr) =
1

N3

(f � f ):(fr � f r)

�f�fr

(5.123)

o�u f , f r �f et �fr sont les moyennes et les �ecarts type de f et fr.

On mesure pour chacun de nos jeux d'essais, le coe�cient de corr�elation lorsque l'on

reconstruit l'image 3D �a partir soit des projections calcul�ees, soit des projections

simul�ees.
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5.6.3 Reconstruction de sph�eres

Nous comparons les r�esultats des reconstructions suivant le �ltre utilis�e (rampe,

Shepp et Logan, fenêtre cosinus avec di��erentes valeurs du coe�cient d'apodisa-

tion � ) et suivant le mode de calcul des projections (projection calcul�ee, projection

simul�ee). Pour chaque volume reconstruit, nous pr�esentons une coupe du volume

initial, une coupe du volume reconstruit avec un �ltre rampe �a partir de projec-

tions simul�ees et �a partir de projections calcul�ees. Nous montrons la qualit�e de la

reconstruction suivant le �ltre utilis�e en visualisant les pro�ls des coupes des images

reconstruites. De plus, nous calculons les coe�cients de corr�elation entre l'image

originale et l'image reconstruite qui nous permet d'�evaluer un crit�ere de qualit�e.

Sph�ere comprise dans un volume de taille 323

Nous reconstruisons une sph�ere uniforme qui est incluse dans un volume de 323

voxels. Ses param�etres g�eom�etriques sont les suivants:

� centre de la sph�ere:(0,0,0),

� rayon de la sph�ere: 10 * taille d'un voxel,

� densit�e en chaque point de la sph�ere: 100, le reste du volume �etant �a 0.

Nous exposons les r�esultats de la reconstruction de cette image suivant le �ltre

utilis�e. Les �gures 49(c) et 49(b) pr�esentent des coupes des boules reconstruites en

utilisant un �ltre rampe �a partir, soit des projections de l'image initiale 49(a), soit

des projections simul�ees. Pour chaque type de projections (calcul�ees, simul�ees), nous

comparons les pro�ls des images reconstruites (�gures 50(a) et 50(b)). Les �ltres sont

r�ef�erenc�es de la fa�con suivante: rampe pour le �ltre rampe; shepp pour le �ltre de

Shepp et Logan; h0,h1,h2 et h3 pour le �ltres utilisant une fenêtre cosinus avec pour

coe�cient d'apodisation � = 0; 1; 2; 3. Le meilleur �ltre pour la reconstruction de

cette sph�ere est le �ltre rampe pour chaque type de projection. Nous retrouvons ces

r�esultats, si on �evalue les coe�cients de corr�elation (tableau 10).
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Ecart Filtre Rampe Shepp � = 0 � = 1 � = 2 � = 3
co(f; fr) Projection simul�ee 0.968 0.960 0.968 0.962 0.955 0.948

Projection calcul�ee 0.959 0.954 0.959 0.955 0.942 0.942

Tab. 10 - Coe�cients de corr�elation des reconstructions

(a) (b) (c)

Fig. 49 - Coupe m�ediane de la sph�ere initiale (a) et des sph�eres reconstruites �a

partir, soit des projections simul�ees (b), soit des projections calcul�ees (c)
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Fig. 50 - Pro�l des reconstructions par Feldkamp de la sph�ere 323
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Sph�ere comprise dans un volume de taille 643

Nous reconstruisons une sph�ere uniforme excentr�ee qui est incluse dans un volume

de 643 voxels. Ses param�etres g�eom�etriques sont les suivants:

� centre de la sph�ere:(1,-10,-10),

� rayon de la sph�ere: 15 * taille d'un voxel,

� densit�e en chaque point de la sph�ere: 150, le reste du volume �etant �a 0.

Les �gures 51(b) et 51(c) pr�esentent des coupes des boules reconstruites en utilisant

un �ltre rampe �a partir soit des projections de l'image initiale 51(a), soit des pro-

jections simul�ees. Les �gures 52(b) et 52(a) exposent les pro�ls des reconstructions.

On peut remarquer que l'on obtient dans les deux cas une meilleure reconstruction

avec le �ltre rampe car nous utilisons des donn�ees non bruit�ees. En se r�ef�erant aux

pro�ls des projections calcul�ees et simul�ees, il est int�eressant de noter que les pro-

�ls des sph�eres reconstruites leur sont similaires. Si on compare les coe�cients de

corr�elation suivant le mode de calcul des projections (tableau 11), on s'apercoit que

la reconstruction �a partir de projections calcul�ees obtient en moyenne des meilleurs

coe�cients de corr�elation que l'autre mode de calcul des projections.

Ecart Filtre Rampe Shepp � = 0 � = 1 � = 2 � = 3
co(f; fr) Projection simul�ee 0.913 0.9113 0.913 0.911 0.910 0.908

Projection calcul�ee 0.976 0.972 0.976 0.972 0.968 0.964

Tab. 11 - Coe�cients de corr�elation des reconstructions
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(a) (b) (c)

Fig. 51 - Coupe de la sph�ere initiale (a) et des sph�eres reconstruites �a partir, soit

des projections simul�ees (b), soit des projections calcul�ees (c)
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Fig. 52 - Pro�l des reconstructions par Feldkamp de la sph�ere 643
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Sph�eres imbriqu�ees comprises dans un volume de taille 1283

Nous avons choisi de reconstruire un ensemble de sph�eres imbriqu�ees pour simuler

un objet complexe. Le tableau 12 pr�esente les caract�eristiques de chaque sph�ere.

Sph�ere Centre Rayon*taille-voxel Densit�e
sph�ere1 (0,0,0) 50 100
sph�ere2 (0,0,0) 40 150
sph�ere3 (15,15,15) 10 200
sph�ere4 (-5,-5,-5) 20 240

Tab. 12 - Description des sph�eres imbriqu�ees

Nous reconstruisons ces sph�eres �a partir de donn�ees calcul�ees. Le �ltre de Shepp

et Logan obtient les meilleurs r�esultats de reconstruction au vu des coe�cients de

corr�elation du tableau 13. Nous comparons les pro�ls des reconstructions suivant

deux coupes des images 3D. On peut noter que la nature du �ltre ne modi�e pas

sensiblement la reconstruction dans le cas de donn�ees non bruit�ees (�gures 53(e) et

53(f)). Chacune de ces coupes permet de visualiser les boules imbriqu�ees. La premi�ere

coupe qui repr�esente le plan XY pour Z=0, permet de visualiser les sph�eres 1,2 et 3

(�gures 53(a) et 53(b)). La deuxi�eme coupe qui repr�esente le plan XY pour Z=-13,

permet de visualiser les sph�eres 1,2 et 4 (�gures 53(d) et 53(f)).

Ecart Rampe Shepp � = 0 � = 1 � = 2 � = 3
co(f; fr) 0.9924 0.9927 0.9924 0.9929 0.9919 0.9904

Tab. 13 - Coe�cients de corr�elation des reconstructions
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(a) Image initiale(Z=0) (b) Image reconstruite (Z=0)

(c) Image initiale(Z=-13) (d) Image reconstruite (Z=-13)
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Fig. 53 - Coupes Z=0 et Z=-13 des sph�eres imbriqu�ees reconstruites par Feldkamp

et pro�ls des reconstructions suivant le �ltre utilis�e
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5.7 Conclusion

Nous avons pr�esent�e, dans ce chapitre, la parall�elisation d'une m�ethode analy-

tique: la m�ethode de Feldkamp. Nous avons propos�e plusieurs parall�elisations de

cette m�ethode suivant l'architecture de la machine cible. Nous avons montr�e que

pour une machine SIMD, il �etait pr�ef�erable d'utiliser un op�erateur de r�etroprojection

parall�elis�e suivant une approche globale. Alors que sur les machines MIMD, nous

utilisons un op�erateur de r�etroprojection parall�elis�e suivant une approche locale.

Nous avons mis en �uvre des techniques de recouvrement des communications par

des calculs et de partitionnement adaptatif pour am�eliorer les performances des

impl�ementations de cette m�ethode sur les machines MIMD.

Nous obtenons de bonnes performances sur les machines MIMD et une bonne e�-

cacit�e de nos impl�ementations qui avoisine en moyenne les 90%. Sur machine SIMD,

nous obtenons des performances moyennes dues �a la faible capacit�e m�emoire des pro-

cessseurs. De plus, la g�eom�etrie d'acquisition conique que nous utilisons, g�en�ere sur

ce type de machine de nombreuses phases d'inactiv�e ce qui p�enalise les performances.

En conclusion, �a partir des nombreuses exp�erimentations que nous avons ef-

fectu�ees, nous avons constat�e qu'il faut adapter le nombre de processeurs �a la taille

du probl�eme pour obtenir de bonnes performances et des impl�ementations e�caces

[LPC95a].

Au niveau de la reconstruction d'images 3D, nous obtenons de bons r�esultats au

regard du crit�ere de la qualit�e que nous avons d�e�ni. Le choix d'un bon �ltre n�ecessite

souvent la connaissance du bruit �a �ltrer. Dans notre cas, les donn�ees n'�etant pas

bruit�ees, nous retrouvons comme meilleur �ltre soit le �ltre rampe, soit le �ltre de

Shepp et Logan.
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Nous avons calcul�e l'acc�el�eration relative de nos impl�ementations sur les machines

parall�eles, que nous utilisons, par rapport au temps sur notre machine de r�ef�erence.

La �gure 54 repr�esente les r�esultats obtenus pour la reconstruction d'une image

3D (1283) �a partir de 128 projections 2D (1282). L'acc�el�eration relative est exprim�ee

suivant une �echelle logarithmique pour pouvoir comparer les performances de chaque

machine.On obtient la plus forte acc�el�eration sur le Cray T3D, ce qui �etait pr�evisible.

On peut not�e que le r�eseau de stations obtient une meilleure acc�el�eration que notre

machine SIMD: la Maspar. Cela tend �a prouver que les machines MIMD sont mieux

adapt�ees aux probl�emes de reconstruction d'images 3D.

1

10

100

1000

Maspar Reseau Ferme Paragon SP1 T3D

Fig. 54 - Acc�el�eration relative des impl�ementations de Feldkamp
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Chapitre 6

Parall�elisation des m�ethodes

alg�ebriques

6.1 Introduction

Nous pr�esenterons dans ce chapitre la parall�elisation de m�ethodes alg�ebriques: la

m�ethode ART par blocs et la m�ethode SIRT. Nous expliciterons leurs formulations

dans le cas d'une g�eom�etrie d'acquisition conique. Nous montrerons que la m�ethode

SIRT peut être exprim�ee comme une m�ethode par blocs. Cette structure par blocs,

nous permet d'utiliser les op�erateurs de projection et de r�etroprojection d�evelopp�es

dans le chapitre 4.

La parall�elisation de ces m�ethodes sera alors bas�ee sur une version parall�ele de ces

op�erateurs. Cependant, nous montrerons que nous utilisons une approche di��erente

pour parall�eliser chaque m�ethode. En e�et, la m�ethode ART utilise des op�erateurs

de projection et de r�etroprojection parall�elis�es suivant une approche globale, tandis

que la m�ethode SIRT utilise des op�erateurs parall�elis�es suivant une approche locale.

Apr�es avoir pr�esent�e une premi�ere version parall�ele de ces m�ethodes, nous nous

sommes int�eress�es �a une version optimis�ee de ces algorithmes parall�eles.

L'algorithme parall�ele de la m�ethode ART utilise des op�erations de communication

globale comme la r�eduction ou la di�usion. Sa version optimis�ee met en �uvre des

communications globales plus e�caces bas�ees sur un sch�ema de communication en

arbre binaire.



150 CHAPITRE 6. PARALL�ELISATION DES M�ETHODES ALG�EBRIQUES

Pour optimiser l'algorithme parall�ele de la m�ethode SIRT, nous utiliserons des tech-

niques de recouvrement des communications par des calculs.

Nous pr�esenterons les r�esultats de performances que nous avons obtenues sur trois

machines parall�eles: la ferme de processeurs, le SP1 et le T3D. Nous avons choisi ces

machines parall�eles, car elles utilisent la même biblioth�eque parall�ele de communi-

cations: PVM. De plus, les impl�ementations de m�ethodes de reconstruction sur ces

machines semblent être tr�es e�caces, d'apr�es les r�esultats du chapitre 5.

Pour �nir, nous montrerons les r�esultats d'images 3D reconstruites �a partir de

donn�ees simul�ees. Nous utiliserons les mêmes jeux de donn�ees que ceux pr�esent�es

dans le chapitre 5. Pour chaque m�ethode, nous �evaluerons la qualit�e de la recons-

truction en fonction des crit�eres de distance. Nous nous int�eresserons �a l'�evolution de

ces crit�eres en fonction du nombre d'it�erations n�ecessaires pour reconstruire l'image

3D et lorsque l'on modi�e le param�etre de relaxation pour acc�el�erer la convergence.

6.2 Pr�esentation des m�ethodes alg�ebriques

Nous avons choisi les m�ethodes alg�ebriques qui r�esolvent le syst�eme Rf = p en le

subdivisant en un ensemble �equivalent de sous-syst�emes Rjf = Pj pour j = 1:::m.

Ces m�ethodes par blocs reconstruisent la fonction f en traitant, �a chaque cycle, une

ou plusieurs projections coniques au lieu de traiter une ou plusieurs lignes pour les

m�ethodes traditionnelles. On peut ainsi r�esoudre des syst�emes de grande taille en

les subdivisant en sous-syst�emes.

De plus, ces m�ethodes utilisent les op�erateurs de base que nous avons d�evelopp�es

dans le chapitre 4. Leur impl�ementation n�ecessite d'adapter ces op�erateurs discrets et

permet ainsi, de ne pas r�e�ecrire enti�erement leurs algorithmes. Leur sch�ema it�eratif

met en �uvre les matrices de projection Rj et les matrices 
j ou W , dont nous

explicitons les constructions dans le paragraphe suivant.
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6.2.1 Expression des matrices Rj

Pour impl�ementer les m�ethodes alg�ebriques par blocs, on doit tout d'abord connâ�tre

la structure de chaque matrice Rj. Nous nous int�eressons au calcul de ces matrices

dans le cadre de notre �etude.

Le faisceau de la projection conique est discr�etis�e sur un ensemble de droites

reliant la source �a chaque point discr�etis�e du plan de projection. Chaque ligne l de

la matriceRj repr�esente donc les coe�cients des voxels vi qui contribuent �a la valeur

du point l . L'expression de la projection au point l est �egale �a:

pl =
N3X
i=1

Rj(li)fi (6.124)

Si les coordonn�ees des projections des voxels vi correspondaient aux points �echantillonn�es,

les matrices de projection Rj seraient constitu�ees de 0 ou de 1. Cette hypoth�ese

n'�etant pas v�eri��ee le probl�eme revient alors �a faire correspondre les vi avec les pl.

Une premi�ere solution est d'a�ecter la valeur du voxel vi au point l de coordonn�ees

(p4p; q4p) qui minimise la distance d(i; l) d�e�nie par:

d(i; l) =
q
(u� p4p)2 + (v � q4p)2 (6.125)

Une deuxi�eme solution est de r�epartir la valeur fi par une interpolation bilin�eaire

sur les quatre points de coordonn�ees, (p4p; q4p) v�eri�ant:

ju� p4pj � 1 (6.126)

jv � q4pj � 1 (6.127)

Nous choisissons cette derni�ere solution car elle se rapproche plus du mod�ele phy-

sique de la projection.

La valeur des coe�cients Rj(li) est �egale au produit des coe�cients de l'interpo-

lation bilin�eaire.

Rj(li) =

8<
:

(1� �)(1 � �) si � = ju� p4pj < 1 et� = jv � q4pj < 1

0 sinon
(6.128)

Si on examine l'algorithme it�eratif des m�ethodes par blocs, donn�e par l'�equation

6.129, on peut remarquer que la matrice Rj intervient pour le calcul de l'image
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projet�eeRjfd et pour le calcul de la contribution �a fd, qui est fonction de la di��erence

entre l'image mesur�ee et l'image projet�ee.

f
(k+1)
d = f

(k)
d + �k

tRj
j(Pj �Rjf
(k)
d ) (6.129)

On exprime la valeur de l'image projet�ee Impj = Rjf
(k)
d en chaque point l:

Impj(l) =
N3X
i=1

Rj(li)f
(k)
d;(i) (6.130)

L'op�eration de projectionRjfd est donc impl�ement�ee en utilisant l'op�eration �el�ementaire

de projection
P!.

De même, la contribution f 0d(i) de l'image de di��erence (Diffj = 
j(Pj�Rjf
(k)
d ))

s'exprime par:

f 0d(i) =
M2X
l=1

tRj(li)Diffj(l) (6.131)

Le calcul de cette contribution revient �a r�etroprojeter chaque image Diffj �a l'aide

d'un op�erateur de r�etroprojection discret bas�e sur l'op�eration �el�ementaire
R .

Nous utilisons donc les op�erateurs discrets pour impl�ementer les m�ethodes par

blocs.

6.2.2 Crit�eres d'arrêt

Ces m�ethodes par blocs �etant des m�ethodes it�eratives, elles sont stopp�ees lorsque

l'�ecart calcul�e entre deux cycles de la reconstruction est inf�erieur �a un seuil 
. Un

cycle repr�esente la r�esolution de tous les sous-syst�emes Rjfd = Pj pour j = 1:::m.

Cet �ecart permet de mesurer la qualit�e de la reconstruction.

Di��erents �ecarts ont �et�e propos�es dans la litt�erature: l'�ecart quadratique moyen,

l'�ecart quadratique moyen normalis�e par la variance et le coe�cient de corr�elation.

Nous utilisons le premier �ecart pour nos impl�ementations qui est d�e�ni par:

q(n) =
kf (n)d � f

(n�m)
d k2

N3
(6.132)

Herman a montr�e que l'algorithme ART converge en 5-6 cycles, on se limitera alors

�a un petit nombre d'it�erations pour tester nos algorithmes.
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6.2.3 M�ethode ART par blocs

A partir du sch�ema it�eratif (voir l'�equation 6.133), nous explicitons l'algorithme

de la m�ethode ART par blocs.

f (k+1) = f (k) + �k
tRj
j(Pj �Rjf

(k)) (6.133)


j = [diag(Rj
tRj)]

�1

L'algorithme d�eduit de ce sch�ema it�eratif peut se d�ecomposer en trois �etapes pour

chaque it�eration.

� calcul de l'image projet�ee Impj = Rjf
(k) e�ectu�e par l'op�erateur discret de

projection,

� calcul de l'image de di��erence Diffj = 
j(Pj � Impj) n�ecessitant la connais-

sance de chaque matrice 
j ,

� r�etroprojection de l'image de di��erence Diffj e�ectu�ee par l'op�erateur discret

de r�etroprojection.

Il est n�ecessaire, pour limiter les calculs, d'�evaluer les matrices 
j lors d'une phase

pr�ealable �a l'ex�ecution de l'algorithme.

Evaluation des matrices 
j

On peut remarquer que le calcul des matrices 
j ne d�epend que des matrices Rj.

On exprime chaque terme d'indice (p; q) de cette matrice de taille M2 �M2:

(Rj
tRj)(p; q) =

N3X
i=1

Rj(p;i)Rj(q;i) (6.134)

) 
j(p; q) = [diag(Rj
tRj)]

�1I

=

8><
>:

1PN3

i=1
R2
j(pi)

si p = q

0 sinon
(6.135)

On extrait les �el�ements non nuls de la matrice 
j qui forment une image de poids

Wj, de taille M2, d�e�nie par:

Wj(p;q) = 
j(p+Mq; p+Mq) =
1PN3

i=1R
2
j(p+Mq;i)

(6.136)
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Le calcul des matrices Wj revient �a e�ectuer une op�eration de projection discr�ete

o�u les fi sont �egaux �a 1 et o�u les coe�cients Rj(li) sont �elev�es au carr�e. Par analogie

aux op�erations �el�ementaires de projection
P! et de r�etroprojection

R , on d�e�nit

une op�eration �el�ementaire de pond�eration
W! qui consiste �a a�ecter au point l de la

matrice Wj, le coe�cient R2
j(l;i) correspondant au voxel vi.

Algorithme s�equentiel

Nous pr�esentons les deux algorithmes s�equentiels d�evelopp�es pour impl�ementer

cette m�ethode. Le premier est l'algorithme de calcul des images de poids Wj. Le se-

cond pr�esente l'algorithme it�eratif d'un cycle. Chaque cycle correspond �a la r�etroprojection

de la di��erence entre les m images projet�ees et les m images mesur�ees.

Pour d�ecrire ces algorithmes, nous introduisons les notations suivantes:

� Imj est l'image mesur�ee, compos�ee de M2 pixels imjl,

� Impj est l'image projet�ee, d�e�nie �a partir de l'�equation 6.130, et compos�ee de

M2 pixels impjl,

� Wj est l'image de poids associ�ee �a chaque Imj, compos�ee de M2 pixels wjl,

� Diffj est l'image de di��erence d�e�nie par la di��erence entre Imj et Impj, et

compos�ee de M2 pixels diffjl.

Algorithme 14 Calcul des Wj

lire(V )

Pour j = 1 �a m

cr�eer(Wj )

Pour i = 1 �a N3

vi
W! wja; wjb; wjc; wjd

�ecrire(Wj )

Si on �evalue le coût th�eorique du calcul des Wj , on s'aper�coit que celui-ci est �egal

en termed'op�erateurs �el�ementaires
W! au coût d'une projection ou d'une r�etroprojection

discr�ete; soit m:N3:T (
W!).

L'algorithme ART par blocs (algorithme 15) repr�esente m it�erations du sch�ema

it�eratif, d�ecrit par l'�equation 6.133, qui d�e�nissent un cycle.
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Algorithme 15 ART par blocs

Pour j = 1 �a m

cr�eer(Impj )

lire(Imj )

Pour i = 1 �a N3

vi
P! impja; impjb; impjc; impjd

Pour l = 1 �a M2

diffjl  �kwjl(imjl � impjl)

Pour i = 1 �a N3

vi
R diffja; diffjb; diffjc; diffjd

Le coût d'un cycle en terme d'op�erateurs �el�ementaires (
P!; R ) est �egal �a:

Tcycle = m:N3:T (
P!) +m:M2 +m:N3:T (

R ) (6.137)

Cela permet d'�evaluer le calcul du coût total de l'algorithme en fonction de Nc le

nombre de cycles:

TART = m:N3:T (
W!) +Nc(m:N

3:T (
P!) +m:M2 +m:N3:T (

R )) (6.138)

Globalement cet algorithme a un coût en Nc � 2m:N3 que l'on peut comparer avec

l'algorithme de Feldkamp, qui lui a un coût en m:N3.



156 CHAPITRE 6. PARALL�ELISATION DES M�ETHODES ALG�EBRIQUES

6.2.4 M�ethode SIRT

Nous pr�esentons une autre m�ethode qui calcule la contribution de toutes les

images de di��erence en même temps. Son sch�ema it�eratif est le suivant:

f (k+1) = f (k) + �kW
mX
j=1

tRj(Pj �Rjf
(k)) (6.139)

W = [
mX
j=1

tr(Rj
tRj)]

�1

Cette m�ethode est impl�ement�ee en utilisant les mêmes op�erateurs discrets que la

m�ethode pr�ec�edente. Cependant ici, un cycle correspond �a une it�eration de la m�ethode

SIRT. L'algorithme s�equentiel, bas�e sur ce sch�ema it�eratif, comprend trois �etapes

distinctes:

� Calcul des images projet�ees Impj = Rjf
(k) pour j = 1:::m,

� Calcul des images de di��erences Diffj = W (Imj � Impj) pour j = 1:::m,

� r�etroprojection des images de di��erence Diffj .

Nous �evaluons la valeur de W avant d'ex�ecuter l'algorithme it�eratif.

Calcul de W

W est �egal �a la somme des traces des matrices Rj
tRj. La trace d'une matrice

A est d�e�nie comme la somme des �el�ements diagonaux: tr(A) =
P
aii. Nous avons

vu que les �el�ements diagonaux des matrices Rj
tRj d�e�nissent une matrice de poids

Wj. La trace de chaque matrice Rj
tRj, not�ee Wtj, peut se formuler par l'�equation

suivante:

Wtj = tr(Rj
tRj) (6.140)

)W =
mX
j=1

Wtj (6.141)

Le calcul deW s'e�ectue donc en deux temps. On calcule tout d'abord les matrices

Wj, puis on calcule la somme de tous les �el�ements de ces matrices.
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Algorithme s�equentiel

On d�ecrit ci-dessous les deux algorithmes issus du sch�ema it�eratif d�ecrit par

l'�equation 6.139, l'un permettant de calculer W et l'autre un cycle de la m�ethode

SIRT.

Algorithme 16 Calcul de W

lire(V )

Pour j = 1 �a m

cr�eer(Wj )

Pour i = 1 �a N3

vi
W!Wja; wjb; wjc; wjd

W  0

Pour j = 1 �a m

Pour l = 1 �a M2

W  W + wjl

�ecrire(W )

Le coût du calcul de W , �egal �a: m:N3:T (
W!) + m:M2, est presque similaire au

coût du calcul des matrices de poids de l'algorithme pr�ec�edent.

Algorithme 17 SIRT

Pour j = 1 �a m

cr�eer(Impj )

Pour i = 1 �a N3

vi
P! impja; impjb; impjc; impjd

lire(Imj )

Pour j = 1 �a m

Pour l = 1 �a M2

diffjl  �kW (imjl � impjl)

Pour j = 1 �a m

Pour i = 1 �a N3

vi
R diffja; diffjb; diffjc; diffjd

On peut remarquer que cet algorithme est quasi identique �a l'algorithme 15. On

e�ectue le traitement sur toutes les images avant de passer au traitement suivant,

tandis que l'algorithme pr�ec�edent e�ectue tous les traitements de chaque image avant

de passer �a l'image suivante. Nous verrons dans la section suivante que cette petite

di��erence algorithmique g�en�ere des techniques di��erentes de parall�elisation. Le coût
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th�eorique pour chaque cycle est identique au coût d'un cycle de la m�ethode ART par

blocs. On peut remarquer que le nombre d'op�erations e�ectu�ees par cycle pour les

m�ethodes par blocs, est deux fois plus �elev�e qu'une reconstruction par l'algorithme

de Feldkamp. Le coût total de la m�ethode SIRT est donc �egal �a:

TSIRT = m:N3:T (
W!) +m:M2 +Nc(m:N

3:T (
P!) +m:M2 +m:N3:T (

R )) (6.142)

6.2.5 Exp�erimentations

Nous pr�esentons dans le tableau 14 les temps de reconstruction des algorithmes

ART et SIRT impl�ement�es sur notre machine de r�ef�erence. Les temps correspondent

au calcul d'un cycle et au calcul des matrices de poids. Nous avons test�e ces algo-

rithmes pour des petits jeux de donn�ees. Nous reconstruisons une sph�ere incluse dans

un volume de taille N3 �a partir de N images, de taille N2, de cette sph�ere projet�ee.

Nous pr�esentons des images de ces sph�eres dans un paragraphe ult�erieur. Nous nous

sommes limit�es �a N � 64 en raison du coût de ces algorithmes s�equentiels. Du fait

de la complexit�e de ces algorithmes, en NcN
4(T (

P!) + T (
R )) lorsque m =M = N ,

on peut supposer que le temps est multipli�e par 16 lorsque N double. D'apr�es cette

supposition, on peut estimer que le temps pour N = 128 est de l'ordre de 5 heures

de calculs.

Algorithme N = 32 N = 64
Art 76 1213
Sirt 113 1133

Tab. 14 - Temps des impl�ementations s�equentielles de Art et Sirt (sec)

6.3 Parall�elisation des m�ethodes par blocs

Nous avons montr�e, lors de l'impl�ementation de la m�ethode de Feldkamp, que

les impl�ementations sur les machines MIMD permettaient d'obtenir des perfor-

mances sup�erieures �a celles obtenues sur machine SIMD. Nous parall�elisons donc

les m�ethodes par blocs uniquement sur des machines MIMD. Cela nous permet de

supposer que l'ensemble des donn�ees est stock�e dans la m�emoire de tous les pro-

cesseurs. La parall�elisation est bas�ee sur l'utilisation des op�erateurs parall�eles. Nous

identi�ons pour chaque m�ethode, la meilleure approche parall�ele: locale ou globale.
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6.3.1 Choix des op�erateurs parall�eles

Nous examinons sch�ematiquement l'ordonnancement des tâches des deux algo-

rithmes, en faisant apparâ�tre les r�esultats des op�erations de projection (
P!), de

calcul d'image de di��erence (
�!) et de r�etroprojection (

R ):

ART : f
(k)
d

P! Imp0
�! Diff0

R f
(k+1)
d � � � f (k+j)d

P! Impj
�! Diffj

R f
(k+j+1)
d

� � � f (k+m�1)d
P! Impm

�! Diffm
R f

(k+m)
d (6.143)

SIRT : f
(k)
d

P! Imp0; � � � ; Impj; � � � ; Impm
�! Diff0 � � �Diffj ; � � � ;Diffm R f

(k+1)
d (6.144)

On peut remarquer pour l'algorithme ART que chaque r�esultat est fonction des

r�esultats pr�ec�edents tandis que, pour l'algorithme SIRT, les images Impj comme

les images Diffj peuvent être calcul�ees ind�ependamment les unes des autres. En

se basant sur la parall�elisation des op�erateurs de base, nous avons donc choisi pour

parall�eliser l'algorithme it�eratif de la m�ethode ART une approche globale, et pour

l'algorithme it�eratif de la m�ethode SIRT une approche locale.

Nous nous int�eressons aussi �a la parall�elisation du calcul des matrices Wj et de

W en fonction des op�erations de calcul du poids (
W!) et de sommation des �el�ements

d'une matrice (

P
!):

ART : f
(k)
d

W!W0 � � �Wj � � �Wm (6.145)

SIRT : f
(k)
d

W!W0 � � �Wj � � �Wm

P
! Wt0 � � �Wtj � � �Wtm! W (6.146)

Dans les deux cas, le j�eme r�esultat peut être calcul�e ind�ependamment des autres.

Nous parall�elisons donc le calcul de ces matrices suivant une approche locale, suivie,

pour la m�ethode SIRT, d'une op�eration de r�eduction-di�usion.
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6.3.2 Parall�elisation de ART

La parall�elisation est e�ectu�ee sur notre machine parall�ele o�u les donn�ees ini-

tiales (Imj; Vi) sont r�eparties sur les di��erents processeurs. Le calcul de l'image de

di��erence Diffj n�ecessite que les images de projection Impj et que les images de

poidsWj soient localis�ees sur le processeur poss�edant l'image Imj. L'impl�ementation

parall�ele de l'algorithme de calcul des Wj et celle de l'algorithme it�eratif tiennent

compte de cette remarque pr�ealable.

Le calcul parall�ele des Wj est comparable �a une projection parall�ele e�ectu�ee par

une approche locale. Nous rempla�cons les op�erations �el�ementaires de projection (
P!)

par des op�erations �el�ementaires de poids (
W!) pour obtenir l'algorithme parall�ele de

calcul desWj . Le sch�ema de communication desWj est un anneau reliant l'ensemble

des processeurs.

Algorithme 18 Calcul Parall�ele des Wj

lire(Vi)

Pour j = 1 �a m
PE

cr�eer(Wj )

Pour i = 1 �a PE

d Pour t = 1 �a N3

[ vt
W! wja; wjb; wjc; wjd

* send(PEi+1;Wj)

+ recv(PEi�1;Wj)

�ecrire(Wj )

Il est n�ecessaire de communiquer l'image de poids �nale Wj au processeur qui

contient l'image Imj. Cela se traduit par une communication suppl�ementaire des

images Wj qui e�ectuent alors un tour complet de l'anneau, contrairement �a une

op�eration de projection parall�ele. Le coût des communication est donc �egal �a:

Tcom(i) = PE:
m

PE
(� +M2:� ) = m(� +M2:� ) (6.147)

Le coût de calcul �etant �egal au nombre d'op�erations �el�ementaires
W! e�ectu�ees sur

chaque processeur, il s'exprime par:

Tcal(i) =
m:N3

PE
:T (

W!) (6.148)
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L'algorithme it�eratif est impl�ement�e suivant une approche globale. Chaque pro-

cesseur calcule une image de projection partielle Imp0j;i. Ces images sont envoy�ees

au processeur poss�edant l'image mesur�ee Imj par une op�eration de r�eduction som-

mation: Impj =
PPE

i=1 Imp0j;i. Ce dernier calcule l'image de di��erence Diffj qui

est ensuite di�us�ee �a l'ensemble des processeurs. L'algorithme utilise des commu-

nications globales de tous les processeurs vers un processeur (reduc-som) et d'un

processeur vers tous les autres (di�usion).

Algorithme 19 ART parall�ele

Pour j = 1 �a m

si (Imj 2 PEi)

d Pour t = 1 �a N3

b vt
P! imp0ja; imp0jb; imp0jc; imp0jd

m reduc-som(PEi; Imp0j)

d Pour l = 1 �a M2

b diffjl  �kwjl(imjl � impjl)

m di�usion(Diffj )

d Pour t = 1 �a N3

b vt
R diffja; diffjb; diffjc; diffjd

sinon fImj 2 PEkg
d Pour t = 1 �a N3

b vt
P! im0

ja; im
0

jb; im
0
jc; im

0

jd

* reduc-som(PEk; Im
0
j)

+ recv(PEk; Diffj )

d Pour t = 1 �a N3

b vt
R diffja; diffjb; diffjc; diffjd

�nsi

On examine pour le calcul du coût de cet algorithme, le comportement de deux

processeurs: PEk et PEi, le premier poss�edant l'image Imj. Le coût d'une it�eration

j s'exprime alors par:

Tj = max(TPEk
;max

i
(TPEi

)) (6.149)

On consid�ere que les temps d'�emission sont n�egligeables. Pour le processeur PEk, le

coût de l'op�eration reduc-som est �egal au temps de r�eception et de sommation des

PE � 1 images Im0
j. Pour les processeurs PEi, le coût de l'op�eration de di�usion

est �egal au temps de r�eception d'une image Diffj . On supposera aussi que le calcul

de la somme de deux images, comme le calcul de l'image de di��erence, sont �egaux

chacun �a M2 op�erations. On �evalue le temps total sur chaque processeur:

TPEk
=

N3

PE
:T (

P!) +
PE�1X
i=1

(� +M2:� +M2) +M2 +
N3

PE
:T (

R ) (6.150)

TPEi
=

N3

PE
:T (

P!) + Tattente + (� +M2:� ) +
N3

PE
:T (

R ) (6.151)

o�u Tattente est le temps d'inactivit�e du processeur PEi pendant que le processeur

PEk e�ectue l'op�eration de r�eduction-sommation et calcule l'image de di��erence.
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Le temps d'attente est donc �egal au temps de l'op�eration reduc-som et �a celui du

calcul de l'image Diffj . On peut remarquer que le temps d'inactivit�e est compta-

bilis�e comme un temps de communication car le processeur PEi est en phase de

r�eception de l'image Diffj .

Le coût de m it�erations, qui constituent un cycle (Tcycle), permet d'�evaluer le coût

total de l'algorithme ART en fonction du calcul du poids et du nombre de cycles

Nc:

Tcycle =
m:N3

PE
(T (

P!) + T (
R )) +m:PE:M2 +m:PE(� +M2:� ) (6.152)

TART =
m:N3

PE
:T (

W!) +m(� +M2:� ) +NcTcycle (6.153)
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6.3.3 Parall�elisation de SIRT

Nous pr�esentons l'algorithme parall�ele de calcul de W et l'algorithme it�eratif pa-

rall�ele qui sont bas�es sur des op�erateurs parall�eles d�evelopp�es suivant une approche

locale.

Le calcul de la matrice W est e�ectu�e, comme pour les matrices Wj, par une

approche locale. Il utilise une op�eration de r�eduction-di�usion pour communiquer �a

tous les processeurs la valeur de W .

Algorithme 20 Calcul de W

lire(Vi)

Pour j = 1 �a m
PE

cr�eer(Wj )

Pour i = 1 �a PE

d Pour t = 1 �a N3

[ vt
W! wja; wjb; wjc; wjd

* send(PEi+1;Wj)

+ recv(PEi�1;Wj)

Wj  0

Pour j = 1 �a m
PE

d Pour l = 1 �a M2

b Wtj  Wtj + wjl

* reduc-som(PE1;Wtj)

k si PEi = PE1

k di�usion(W )

k sinon

+ recv(PE1;W )

Pour le calcul deW , on n�eglige le coût de la r�eduction-di�usion desWj car celui-ci

n'est pas signi�catif en comparaison du coût des Wj. Il s'exprime par:

TW =
m:N3

PE
:T (

W!) +
m

PE
M2 +m(� +M2:� ) (6.154)

Contrairement �a la m�ethode ART, la m�ethode SIRT calcule, �a chaque it�eration qui

est assimilable �a un cycle, la r�etroprojection de l'ensemble des images de di��erence

Les donn�ees �etant r�eparties sur l'ensemble des processeurs, l'algorithme it�eratif cal-

cule, dans un premier temps, les images de projection Impj et les images de di��erence

par lots de PE images. Puis il e�ectue la r�etroprojection de toutes les Diffj . On

peut remarquer que le calcul de l'image de di��erence est e�ectu�e lorsque l'image de

projection Impj est r�eceptionn�ee par le processeur poss�edant l'image Imj.
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Algorithme 21 SIRT parall�ele

Pour j = 1 �a m
PE

Pour i = 1 �a PE

d Pour t = 1 �a N3

b vt
P! impja; impjb; impjc; impjd

* send(PEi+1; Impj)

+ recv(PEi�1; Impj)

d Pour l = 1 �a M2

b diffjl  �kW (imjl � impjl)

Pour j = 1 �a m
PE

Pour i = 1 �a PE

d Pour t = 1 �a N3

b vt
R diffja; diffjb; diffjc; diffjd

* send(PEi+1; Diffj )

+ recv(PEi�1; Diffj)

Lors de chaque �etape de communication, on comptabilise seulement le temps de

r�eception. Pour le calcul de PE images, chaque processeur re�coit PE images, donc

le coût de communication pour un cycle est �egal �a:

Tcom(i) = 2m(� +M2:� ) (6.155)

Sur chaque processeur, on calcule la projection et la r�etroprojection des Vi et
m
PE

images de di��erence que l'on �evalue par l'�equation suivante:

Tcal(i) =
m:N3

PE
(T (

P!) + T (
R )) +

m

PE
M2 (6.156)

Si on compare le coût d'un cycle de l'algorithme SIRT par rapport au coût d'un

cycle de l'algorithme ART, on s'aper�coit que la r�eduction-sommation et le calcul

de Diffj entrâ�nent pour l'algorithme ART un sur-coût. celui-ci est caus�e par les

communications multipli�ees par PE
2 et par le temps d'inactivit�e des processeurs �egal

�a m:PE:M2 op�erations. L'e�cacit�e de l'algorithme SIRT peut s'expliquer par un

sch�ema de communication plus performant et par le calcul parall�ele des images de

di��erences qui est e�ectu�e en s�equentiel par l'algorithme ART.

On peut aussi remarquer que, globalement, un cycle de l'algorithme SIRT est

deux fois plus coûteux qu'une reconstruction par l'algorithme de Feldkamp. Ce qui

rejoint le rapport des coûts des algorithmes s�equentiels. Le coût total de l'algorithme

SIRT parall�ele, pour Nc cycles, est de:

TSIRT =
m:N3

PE
:T (

W!) +
m

PE
M2 +m(� +M2:� )

+Nc(
m:N3

PE
(T (

P!) + T (
R )) +

m

PE
M2 + 2m(� +M2:� )) (6.157)
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6.3.4 Minimisation des temps de communication

Comme pour l'algorithme parall�ele de Feldkamp, nous minimisons les temps de

communication des m�ethodes ART et SIRT, d'apr�es des premiers r�esultats de per-

formance d�ecrits dans la section suivante. Ces r�esultats montrent la part importante

des communications dans le temps total d'ex�ecution.

Deux strat�egies compl�ementaires sont mises en �uvre suivant le sch�ema de com-

munication des images. Lorsque les images sont transf�er�ees sur un anneau, nous

recouvrons les communications par des calculs �a l'aide de communications non blo-

quantes. Et nous modi�ons le sch�ema de communication des op�erations r�eductions

identi�able �a un sch�ema en �etoile, en un sch�ema utilisant un arbre binaire (�gure 55)

1

1

1

2

2

3

Réduction en étoile (8 étapes) Réduction sur un arbre binaire  (3 étapes)

1

Fig. 55 - Modi�cation du sch�ema de communication de l'op�eration de r�eduction

ART optimis�e

L'algorithme ART optimis�e est d�evelopp�e �a partir de l'algorithme de r�eduction-

sommation e�cace pr�esent�e dans le chapitre 4. La r�e�ecriture de l'op�eration de

r�eduction sommation sur un arbre binaire est bas�ee sur une parall�elisation des

sommes des images de projection partielles Imp0
j.

Nous examinons, pour chaque it�eration, le comportement du processeur PEk,

poss�edant l'image Imj, et celui des autres processeurs PEi. On d�e�nit une nou-

velle num�erotation des processeurs. Le processeur PEk devient le processeur PE0
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et les autres processeurs sont num�erot�es de 1 �a PE � 1, d'apr�es le calcul suivant:

~i (i� k + PE) mod PE.

L'objectif de cet algorithme est d'obtenir, en un minimum d'�etapes, l'image de

projection Impj sur le processeur PE0, apr�es le calcul des images de projection par-

tielles Imp0j sur chaque processeur. En fait, si on suppose que le nombre de processeur

peut s'exprimer comme une puissance de 2:PE = 2n, on e�ectue cette r�eduction-

sommation en n �etapes. On simule l'arbre binaire qui est constitu�e de n niveaux.

Si processeur PE~i appartient �a un n�ud de l'arbre au niveau h, il appartiendra au

niveau h+ 1, si il v�eri�e ~i mod 2h+1 = 0. Cette appartenance entrâ�ne pour chaque

processeur un traitement di��erent:

PE~i 62 h+ 1 Il envoie sa sommepartielle des images Imp0j au processeur PE~i�(~imod2h+1),

PE~i 2 h+ 1 Il re�coit la somme partielle Imp"j du processeur PE~i+2h�1 , et calcule

la somme des sommes partielles: Imp0j = Imp0j + Imp"j.

On peut remarquer que le processeur PE0 appartient �a tous les niveaux de l'arbre,

il r�eceptionne toutes les sommes des images Imp0j.

On calcule la complexit�e de cet algorithme pour �evaluer le gain de performances

par rapport �a l'algorithme 19. Nous calculons le coût de chaque it�eration pour le

processeur PE0 et pour un processeur PE~i. Si le processeur PE~i appartient au

niveau h de l'arbre binaire, il calcule h sommes partielles des images Imp0j apr�es

r�eception des images Imp"j, et envoie son r�esultat �a un autre processeur. Son coût

s'exprime alors en fonction de h:

TPE~i =
N3

PE
:T (

P!)+h(M2+(�+M2:� ))+Tattente+(�+M2:� )+
N3

PE
:T (

R ) (6.158)

Le temps d'attente Tattente du processeur PE~i est �egal au temps des calculs suppl�ementaires

e�ectu�es par le processeur PE0. Ce dernier appartient �a tous les niveaux de l'arbre

binaire. Il e�ectue donc n � h �etapes en plus du processeur PE~i et calcule l'image

de di��erence Diffj . Son temps est alors �egal �a:

TPE0 =
N3

PE
:T (

P!) + n(M2 + (� +M2:� )) +
N3

PE
:T (

R ) (6.159)
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On en d�eduit le coût total d'une it�eration (Tj), d�e�nie par l'�equation 6.149, qui sert

�a �evaluer le coût d'un cycle de l'algorithme ART (Tcycle).

Tj =
N3

PE
:T (

P!) + n(M2 + (� +M2:� ))

+M2 + (� +M2:� ) +
N3

PE
:T (

R ) (6.160)

Tcycle = m
N3

PE
(T (

P!) + T (
R )) +m:(n+ 1)(M2 + (� +M2:� )) (6.161)

Cette optimisation a permis de minimiser le coût total d'un cycle en divisant par
PE�1

n
le coût de l'op�eration de r�eduction-sommation, o�u n = logPE

log 2
.

Algorithme 22 ART optimis�e

Pour j = 1 �a m

si (Imj 2 PEi)

d Pour t = 1 �a N3

b vt
P! imp0ja; imp0jb; imp0jc; imp0jd

h 0

Tant que 2h < PE + 1

m recv(PE2h�1 ; Impj")

d Pour l = 1 �a M2

b imp0jl  imp0jl + imp"jl

h h+ 1

d Pour l = 1 �a M2

b diffjl  �kwjl(imjl � impjl)

m di�usion(Diffj )

d Pour t = 1 �a N3

b vt
R diffja; diffjb; diffjc; diffjd

sinon fImj 2 PEkg
d Pour t = 1 �a N3

b vt
P! im0

ja; im
0

jb; im
0
jc; im

0

jd

~i (i � k + PE) mod PE

h 0

Tant que 2h < PE + 1

reste ~i mod 2h

si reste = 0

m recv(PE~i+2h�1 ; Impj")

d Pour l = 1 �a M2

b imp0jl  imp0jl + imp"jl

h h + 1

sinon

m send(PE~i�reste; Imp0j)

h PE + 1

�nsi

m recv(PEk; Diffj )

d Pour t = 1 �a N3

b vt
R diffja; diffjb; diffjc; diffjd

�nsi

Pour minimiser toutes les communications de l'algorithme ART, nous optimisons

aussi le calcul des images de poids Wj . Le calcul parall�ele est e�ectu�e par une ap-

proche locale. Cet algorithme �etant quasi identique �a l'algorithme de la projection

parall�ele d�evelopp�e suivant une approche locale, sa version optimis�ee est semblable
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�a l'algorithme de projection en mode asynchrone (algorithme 5). Il est alors bas�e

sur un recouvrement des communications par les calculs des Wj .

Pour �evaluer le coût de cet algorithme, nous utilisons les calculs du coût de

l'algorithme 5. Nous avons montr�e que le pourcentage de recouvrement des com-

munications par des calculs �etait fonction des caract�eristiques de chaque machine

MIMD. Nous exprimons le coût th�eorique du calcul des Wj en d�esignant par � le

nombre de communications non-recouvertes:

TWj
=
m:N3

PE
:T (

W!) + �(� +M2:� ) (6.162)

Le coût total de l'algorithme pour Nc s'�ecrit alors:

TART optimise =
m:N3

PE
(T (

W!) +Nc(T (
P!) + T (

R ))) + (Nc:m:(n+ 1) + 1)M2

+ (Nc:m:(n+ 1) + �)(� +M2:� ) (6.163)

SIRT optimis�e

Les op�erateurs parall�eles, que nous avons utilis�es pour parall�eliser la m�ethode

SIRT, sont impl�ement�es suivant une approche locale. De ce fait, la version op-

timis�ee de l'algorithme SIRT est d�evelopp�ee �a partir de la version optimis�ee de

ces op�erateurs. Les communications alors utilis�ees sont des communications non-

bloquantes qui permettent la minimisation du temps total d'ex�ecution. Nous d�ecrivons

l'algorithme e�ectu�e sur chaque processeur. Il est constitu�e de deux �etapes: le calcul

des Impj et des Diffj et la r�etroprojection des Diffj .

Dans la premi�ere �etape, un processeur PEi calcule la projection du sous-volume

Vi, soit sur l'image Impk re�cue du processeur PEi�1, soit sur une image Impj stock�ee

dans sa m�emoire.Cette image Impj est alors envoy�ee au processeur PEi+1. Si l'image

re�cue Impk provient du processeur PEi (NV olk = PE), alors on calcule l'image de

di��erence Diffk qui est stock�ee dans la m�emoire du processeur.

Une fois que le processeur a projet�e son sous-volume Vi sur l'ensemble des images

de projection (NImai = m) et calcul�e toutes ses images de di��erence, il commence la

r�etroprojection des images de di��erence. Il calcule la r�etroprojection soit de l'image

Diffk re�cue du processeur PEi�1, soit celle stock�ee dans sa m�emoire (Diffj). Il
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envoie au processeur PEi+1 les images n'ayant pas �et�e r�etroprojet�ees sur l'ensemble

des sous-volumes (NV olk � PE). Le cycle est termin�e lorsque chaque sous-volume

Vi a re�cu la contribution de toutes les images Diffj (NImai = m).

Algorithme 23 SIRT asynchrone

NImai  0

Tant que NImai � m

m si (n-recv(PEi; Impk)=faux)

cr�eer(Impj ), NV olj  0

sinon

Impj  Impk

�nsi si NV olj � PE

d Pour vt 2 Vi
j vt

P! impja; impjb; impjc; impjd

b NImai  Nima + 1, NV olj  NV olj + 1

m send(PEi+1; Impj)

sinon

d Pour l = 1 �a M2

b diffjl  �kW (imjl � impjl)

�ecrire(Diffj )

�nsi

NImai  0

Tant que NImai � m

m si (n-recv(PEi; Diffk)=faux)

lire(Diffj ), NV olj  0

sinon

Diffj  Diffk

�nsi si NV olj � PE

d Pour t = 1 �a N3

j vt
R diffja; diffjb; diffjc; diffjd

b NImai  Nima + 1, NV olj  NV olj + 1

m send(PEi+1; Diffj )

�nsi

L'algorithme �etant compos�e de deux �etapes di��erentes, on pourrait supposer que

le d�eroulement de l'algorithme se divise en deux phases de calcul-communication

s�epar�ees par une phase de synchronisation des processeurs. Celle-ci est implicite dans

la version parall�ele de l'algorithme SIRT (algorithme 21). Ici on peut consid�erer qu'il

y a une seule phase de calcul-communication.

Par exemple, on peut supposer que le processeur PEi a d�ej�a calcul�e l'ensemble de

ses images de di��erence, et qu'il lui reste �a projeter son sous-volume Vi sur une

image Impj, appartenant �a un processeur PEi+i0 (�gure 56). Ce processeur PEi

calcule alors la projection sur Impj et l'envoie au processeur PEi+1. Pendant que ce

dernier la r�eceptionne, le processeur PEi commence la r�etroprojection des images

de di��erence, �a partir, soit d'une de ses images Diffj stock�ee dans sa m�emoire,

soit d'une image re�cue du processeur PEi�1 (dans le cas o�u PEi�1 a d�ej�a calcul�e la

r�etroprojection de Diffj et la lui a envoy�ee).
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PEi+1PEi

Imj

Communication

DiffjRétroprojection

ProjectionRétroprojection

Diffj
Imj

PEi PEi+1

PEi+1PEi
Projection

Fig. 56 - Recouvrement des communications de l'algorithme SIRT optimis�e

On peut donc consid�erer que la plupart des communications de l'�etape de calcul

des Impj et des Diffj sont recouvertes. On exprime le coût d'un cycle de SIRT

asynchrone en d�esignant par �1 les communications non-recouvertes lors des deux

�etapes.

Tcycle =
m:N3

PE
(T (

P!) + T (
R )) +

m

PE
M2 + �1(� +M2:� ) (6.164)

De la mêmemani�ere que pour le calcul des Wj, on optimise l'algorithme de calcul

de W en utilisant des communications asynchrones pour recouvrir les communica-

tions par des calculs. Le coût de cet algorithme est fonction du pourcentage �2 des

communications non-recouvertes:

TW =
m:N3

PE
T (

W!) +
m

PE
M2 + �2(� +M2:� ) (6.165)

Apr�es chaque cycle, on �evalue le crit�ere d'arrêt qui correspond �a une r�eduction-

di�usion des �ecarts entre V k
i et V k+1

i . Du point de vue du parall�elisme, cette r�eduction-

di�usion permet une resynchronisation des processeurs. Si on suppose que le pour-

centage des communications non-recouvertes �1 est constant, le coût de la version

optimis�ee de SIRT s'�ecrit en fonction du nombre de cycles Nc:

TSIRT asynchrone =
m:N3

PE
(T (

W!) +Nc(T (
P!) + T (

R ))) +
m

PE
(Nc + 1)M2

+ (Nc�1 + �2)(� +M2:� ) (6.166)
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6.3.5 Exp�erimentations et discussion

Nous impl�ementons les algorithmes ART et SIRT dans leurs deux versions:

� Pour ART, nous testons la version bas�ee sur une op�eration de r�eduction

non-optimis�ee, le \pvm-reduce", et la version optimis�ee (Opt), bas�ee sur une

op�eration de r�eduction sur un arbre binaire.

� Pour SIRT, nous testons une version d�ecoupant le programme en phases de cal-

cul et de communication synchrone (Syn) et, une version mettant en �uvre le

recouvrement calcul/communication �a l'aide de communications asynchrones

(Asyn).

Nous utilisons les mêmes jeux d'essai que ceux employ�es pour tester l'algorithme

de Feldkamp. Chaque jeu d'essai permet de reconstruire une boule incluse dans

un volume V de taille N3 �a partir de N images de projection Imj de taille N2.

Pour �evaluer les performances de nos algorithmes, nous nous int�eressons au calcul

de la matrice de poids (Wj pour ART et W pour SIRT) et au calcul d'un cycle

de chaque algorithme. Le probl�eme �a r�esoudre a un coût s�equentiel de N4 pour le

calcul du poids, et de 2N4 pour le calcul d'un cycle, donc un coût s�equentiel initial

de l'ordre de 3N4. Dans la section suivante, nous pr�esenterons les temps n�ecessaires

�a la reconstruction d'une image 3D pour un nombre de cycles donn�e Nc. Nous avons

choisi, comme machine cible, la ferme de processeurs, le SP1 d'IBM et le Cray T3D,

au vu de leurs performances obtenues avec l'algorithme de Feldkamp et parce qu'elles

utilisent la même librairie de communication: PVM.
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Ferme de Processeurs

La �gure 57 pr�esente les r�esultats de performances et d'e�cacit�es des impl�ementations

de ART (colonne de droite) et de SIRT (colonne de gauche). Nous testons ces algo-

rithmes pour di��erentes tailles de probl�emes (N = 32; 64; 128). Pour des probl�emes

de grande taille (N = 128), nous pr�esentons les temps de calcul sur seulement 8 et 16

processeurs en raison du coût de ces impl�ementations qui est de l'ordre de 800 �a 900

secondes sur 8 processeurs. On peut supposer, au vu des r�esultats exp�erimentaux

que le temps s�equentiel est donc de l'ordre de 1600 �a 1700 secondes.

Les �gures 57(a),57(c) et 57(e) montrent bien que la version de ART optimis�ee

permet de r�eduire le temps de communications. La part des communications �etant

plus importante pour des probl�emes de petite taille, les r�esultats de la �gure 57(a)

mettent en �evidence le gain de performances obtenu avec notre version optimis�ee

qui est de l'ordre de 20% d'e�cacit�e pour 8 et 16 processeurs (�gure 57(g)). Les

courbes d'e�cacit�e (�gure 57(g)) nous permettent de constater que l'e�cacit�e des

impl�ementations se d�egrade lorsque le nombre de processeurs augmente en raison

des nombreuses communications globales. Cependant, on peut souligner que nous

obtenons de bons r�esultats d'e�cacit�e (87% au minimum) avec notre version opti-

mis�ee pour N = 64.

La m�ethode SIRT est parall�elis�ee suivant une approche locale. Nous avons montr�e

que cette approche �etait tr�es e�cace sur cette machine lors de l'impl�ementation de la

m�ethode de Feldkamp (�gure 45). Nous retrouvons ici des r�esultats identiques pour

N = 64 (�gure 57(h)). Le gain de performances de la version asynchrone (Asyn) que

l'on peut observer (�gures 57(b),57(d) et 57(f)) est de l'ordre de 1 �a 2% en raison de

la faible part des communications dans le temps total d'ex�ecution. On peut noter que

pour certaines exp�erimentations la version synchrone est plus rapide que la version

asynchrone. Cette derni�ere est tributaire du rapport entre le temps de calcul et le

temps de communication des images, qui peut g�en�erer des temps d'attente lorsque

le nombre de processeurs n'est pas adapt�e �a la taille du probl�eme. Nous pouvons

constater que l'e�cacit�e de ces impl�ementations augmente en fonction de la taille

du probl�eme (�gure 57(h)).
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Fig. 57 - Temps et e�cacit�es de ART et SIRT sur la ferme de processeurs
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SP1

Nous pr�esentons les r�esultats de nos exp�erimentations pour des impl�ementations

de ART (�gure 58 colonne gauche) et de SIRT (�gure 58 colonne droite). Sur cette

machine compos�ee de 32 processeurs, nous comparons les performances obtenues

pour des tailles de probl�emes allant de N = 32 �a N = 128, pour un nombre de

processeurs allant de 4 �a 32 processeurs.

Nous obtenons pour l'algorithme ART des r�esultats comparables �a ceux obte-

nus sur la ferme de stations. Nous pouvons constater que l'op�eration de r�eduction

fournie avec la librairie PVM n'est pas e�cace sur 32 processeurs pour toutes les

tailles de probl�emes (�gures 58(a), 58(c) et 58(e)). On peut observer que le gain de

performances de notre algorithme optimis�e est dû �a la r�eduction tr�es importante

des temps de communication. Cependant la version standard comme la version op-

timis�ee sont des m�ethodes peu e�caces sur cette machine (�gure 58(g)). On peut

noter ici aussi que l'e�cacit�e augmente avec la taille du probl�eme. Si on se base sur

le temps de la version optimis�ee sur 8 processeurs pour d�e�nir le temps s�equentiel,

on obtiendrait une e�cacit�e de 72% sur 32 processeurs, ce qui nous am�ene �a penser

que cet algorithme est plus e�cace pour des grandes tailles de probl�eme.

Les performances obtenues avec l'algorithme SIRT (�gures 58(b), 58(d) et 58(f))

sont similaires �a celles obtenues pour la m�ethode de Feldkamp. Lorsque l'on recons-

truit un volume d'une petite taille (N = 32), la part du temps de communication

dans le temps total d'ex�ecution est tr�es importante. On peut remarquer que la

version asynchrone g�en�ere des temps d'attente qui p�enalisent les performances. La

�gure 58(h) montre que pour de tels probl�emes, les impl�ementations de SIRT ne

sont pas e�caces. A l'oppos�e, pour des plus grandes tailles de probl�eme, la part du

temps de communication se r�eduit �a 10%-20% du temps total d'ex�ecution. Le gain

de performance de la version asynchrone est tr�es faible en raison de l'e�cacit�e de la

version synchrone (�gure 58(h)). Comme cette machine est une machine ouverte, les

processeurs ne sont pas attribu�es de mani�ere exclusive. Ainsi la version synchrone

est tributaire des processeurs qui sont occup�es par d'autres processus PVM et, pour

chaque processeur, on a des temps de communication et de calcul tr�es di��erents.

Nous avons constat�e que la version asynchrone homog�en�eise les temps de calcul et

communication.
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Fig. 58 - Temps et e�cacit�es de ART et SIRT sur le SP1
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T3D

Nous avons pu constater avec l'impl�ementation de la m�ethode de Feldkamp sur

cette machine, que la part des communications �etait in�me devant la part des cal-

culs grâce notamment �a la rapidit�e du r�eseau d'interconnexion. Nous �evaluons les

performances de nos algorithmes sur les jeux de donn�ees pr�esent�es pr�ec�edemment

en faisant varier le nombre de processeurs en fonction de la taille du probl�eme.

Les �gures 59(a), 59(c) et 59(e) pr�esentent les exp�erimentations de l'algorithme

ART. Le T3D est un tore de dimension 8 � 4 � 4 divis�e. Lorsque l'on e�ectue

des communications sur la troisi�eme dimension (PE = 64), le temps des commu-

nications double ce qui montre que les op�erations globales sur cette machine ne

sont pas tr�es e�caces. Notre version optimis�ee permet de diminuer sensiblement le

coût des communications. Si on prenait le temps sur 16 processeurs pour d�e�nir le

temps s�equentiel, on obtiendrait une e�cacit�e de seulement 79% pour notre version

optimis�ee sur 128 processeurs. La �gure 59(g) montre que pour 8 processeurs, on

obtient un pic des courbes d'e�cacit�e. On explique ces pics de performance par le

faible nombre de communications et par la taille des donn�ees qui est inf�erieure �a la

taille de la m�emoire cache du processeur.

Pour les impl�ementations de SIRT (�gures 59(b), 59(d) et 59(f)), on retrouve les

performances des impl�ementations de la m�ethode de Feldkamp. La part des com-

munications est quasi-inexistante sauf pour la version synchrone lorsque N = 32 et

PE = 32. Dans ce cas, la taille du probl�eme n'est pas adapt�ee au nombre de proces-

seurs. La �gure 59(h) pr�esente les e�cacit�es des impl�ementations. Globalement on

peut dire que cette m�ethode est e�cace sur le T3D. On peut remarquer que la ver-

sion asynchrone est parfois moins rapide que la version synchrone en raison du tr�es

faible coût des communications. Pour PE = 8, on retrouve le même pic d'e�cacit�e

similaire �a celui de l'impl�ementation de ART.
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Fig. 59 - Temps et e�cacit�es de ART et SIRT sur le T3D
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6.4 Reconstruction d'image 3D

Nous reconstruisons par les m�ethodes de ART et SIRT les images 3D pr�esent�ees

dans le chapitre pr�ec�edent. Pour valider nos reconstructions, nous calculons pour

chaque reconstruction le coe�cient de corr�elation. Nous nous int�eressons �a l'�evolution

de ces coe�cients en fonction du nombre de cycles et du param�etre de relaxation

�k.

Sph�ere comprise dans un volume de taille 323

Nous reconstruisons ici la sph�ere comprise dans un volume de taille 323. Les �-

gures 60(b) et 60(c) pr�esentent une coupe de la sph�ere reconstruite par la m�ethode

ART en 20 cycles et par la m�ethode SIRT en 30 cycles. Les �gures 60(d) et 60(f)

permettent de visualiser l'�evolution des pro�ls de la sph�ere reconstruite en fonction

du nombre de cycles (a1,...,a20 pour le nombre de cycles de ART et s1,...,s30 pour

SIRT et de les comparer au pro�l de la sph�ere initiale.

Apr�es quelques cycles de l'algorithme ART, le pro�l se stabilise. On retrouve

ce r�esultat sur la �gure 60(e) qui montre qu'apr�es 5-6 cycles les coe�cients de

corr�elation �evoluent tr�es lentement. D'apr�es les courbes de cette �gure, nous pou-

vons constater que le param�etre de relaxation �k permet d'acc�el�erer la convergence

de la m�ethode ART lors des premi�eres it�erations.

Pour l'algorithme SIRT, le pro�l �evolue en fonction du nombre de cycles. Cet

exemple montre que l'algorithme SIRT converge plus lentement que ART d'apr�es

les courbes du coe�cient de corr�elation (�gure 60(g)). Le param�etre de relaxation

permet d'acc�el�erer la convergence de cette m�ethode, mais le gain obtenu est minime

au vu de l'echelle utilis�ee pour repr�esenter les coe�cients de corr�elation.

Si on compare ces deux m�ethodes de reconstruction, on s'aper�coit que la m�ethode

ART obtient des meilleurs r�esultats de reconstruction que la m�ethode SIRT, au

niveau du coe�cent de corr�elation (0.97 pour ART et 0.79 pour SIRT). La m�ethode

de Feldkamp obtenait pour cette reconstruction, �a partir de projections calcul�ees,

un coe�cent de corr�elation de 0.968, ce qui montre que la reconstruction par la

m�ethode ART est meilleure pour cet exemple.
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Fig. 60 - Coupe m�ediane de la sph�ere initiale (a) et des sph�eres reconstruites par

la m�ethode ART (b) et SIRT (c), Pro�ls suivant le nombre de cycles de ART(d)

et SIRT(f), Etude de la convergence de ART(d) et SIRT(g) d'apr�es le coe�cent de

corr�elation suivant le param�etre �k (k)



180 CHAPITRE 6. PARALL�ELISATION DES M�ETHODES ALG�EBRIQUES

Sph�ere comprise dans un volume de taille 643

Les �gures 61(b) et 61(c) pr�esentent des coupes de la sph�ere comprise dans un

volume de taille 643 reconstuites par les m�ethodes ART et SIRT. Nous avons �x�e

le param�etre de relaxation �k �a 0.5 au vu des r�esultats obtenus avec la reconstruc-

tion de la sph�ere pr�ec�edente. La convergence des algorithmes pour cette taille de

probl�eme est similaire �a celle observ�ee pour la reconstruction d'un volume 323.

En comparant les pro�ls, on s'aper�coit que la m�ethode SIRT a un comportement

relativement stable (�gure 61(e)), et qu'elle converge lentement vers la sph�ere ini-

tiale. L'algorithme ART converge en 5-6 cycles pour ensuite commencer �a osciller,

si on regarde le comportement de son coe�cient de corr�elation (�gure 61(d)) . La

�gure 61(e) montre bien que les pro�ls se chevauchent lorsque le nombre de cycles

est sup�erieur �a 5. L'�evolution des coe�cients de corr�elation en fonction du nombre

de cycles (�gure 61(f)) permet de mesurer la di��erence de reconstruction entre les

m�ethodes. Si on compare les pro�ls des trois m�ethodes (�gure 61(g)), on s'aper�coit

que l'on obtient des r�esultats similaires avec l'une des trois m�ethodes. La comparai-

son des coe�cients de corr�elation montre que la m�ethode de Feldkamp est recons-

truction plus approximative (coe�cient de corr�elation de 0.976) ce qui est en accord

avec la th�eorie.
Cycles 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Art Temps Total 27 50 72 93 114 138 159 182 206 220

Temps Com 15 28 41 52 65 78 91 105 119 124

Cycles 1 2 3 4 5 10 15 20 25

Sirt Temps Total 19 32 45 58 71 134 198 260 338

Temps Com 6 11 14 18 22 40 59 77 108

Tab. 15 - Temps de reconstruction de cette sph�ere pour ART et SIRT (sec)

Le tableau 15 donne les temps de reconstruction de cette sph�ere par les trois

m�ethodes de reconstruction mesur�ees sur le SP1 (32 processeurs). On peut comparer

ces temps avec les 8 secondes (dont 2 de communications) de la m�ethode de Feld-

kamp. Il est int�eressant de constater que pour obtenir une bonne reconstruction de

cette sph�ere avec l'algorithme ART, il faut 17 fois plus de temps qu'avec la m�ethode

de Feldkamp. Pour chaque m�ethode alg�ebrique, on peut calculer les temps moyens

de reconstruction et de communication en divisant les temps totaux par le nombre

d'op�erateurs utilis�es (�egal �a 2Nc + 1). On obtient des temps moyens constants pour

chaque m�ethode quelque soit le nombre de cycles. Cela permet d'�evaluer le temps

de reconstruction des m�ethodes alg�ebriques sur chaque machine pour Nc cycles, en

multipliant le temps obtenu pour un cycle par le rapport 2Nc+1
3 .
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Fig. 61 - Coupe m�ediane de la sph�ere initiale (a) et des sph�eres reconstruites par
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Sph�eres imbriqu�ees comprises dans un volume de taille 1283

Nous pr�esentons ici la reconstruction par les m�ethodes ART et SIRT des sph�eres

imbriqu�ees �a partir du même jeu de donn�ees que celui reconstruit par la m�ethode

de Feldkamp. Les deux s�eries de coupes (Z=0 et Z=-13) permettent de visualiser

l'ensemble des sph�eres reconstruites par les deux m�ethodes (�gures 62 et 63). Nous

visualisons les pro�ls associ�es �a chaque coupe pour la m�ethode ART (pro�ls 62(e)

et 63(e)) et pour la m�ethode SIRT (pro�ls 62(f) et 63(f)).

On peut remarquer que l'algorithme ART reconstruit avec une bonne qualit�e ces

sph�eres imbriqu�ees en comparaison de la m�ethode SIRT. Les comparaisons des pro-

�ls des trois m�ethodes (�gures 62(b) et 63(b)) montrent bien que la m�ethode ART

est meilleure que la m�ethode de Feldkamp. En �evaluant les crit�eres de reconstruction

(�gure 64 ), nous retrouvons ces r�esultats. On peut noter que pour cet exemple l'algo-

rithme ART converge toujours apr�es 5-6 cycles contrairement �a l'exemple pr�ec�edent.

Pour l'algorithme SIRT, on converge moins vite apr�es cinq it�erations.

Le tableau 16 pr�esente les temps de reconstruction de ces sph�eres imbriqu�ees en

fonction de la m�ethode utilis�ee. Nous avons e�ectu�e ces mesures sur les versions opti-

mis�ees de nos algorithmes. Bien que l'algorithme ART converge plus vite en 9 cycles,

il met deux fois plus de temps que l'algorithme SIRT. L'algorithme de Feldkamp,

obtient une bonne qualit�e de reconstruction en un temps minimal. Le probl�eme se

pose alors de choisir une m�ethode en fonction des r�esultats qu'elle obtient au niveau

des temps de reconstruction comme au niveau de la qualit�e de l'image 3D recons-

truite.
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Fig. 62 - Coupes dans le plan Z=0 de l'image initiale (a) et des images reconstruites

par ART(c) et SIRT(d), pro�ls de ART (e), de SIRT (f) et des trois m�ethodes(b)
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Fig. 63 - Coupes dans le plan Z=-13 de l'image initiale (a) et des images re-

construites par ART(c) et SIRT(d), pro�ls de ART (e), de SIRT (f) et des trois

m�ethodes(b)
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Fig. 64 - Coe�cient de corr�elation de ART et SIRT pour les boules imbriqu�ees

Cycles 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Art Temps Total 317 529 735 957 1165 1391 1609 1215 2061

Temps Com 104 175 242 318 383 465 539 631 701
Cycles 1 2 3 4 5 10 15 20 25

Sirt Temps Total 237 407 574 733 916 1736 2567 3383 4220
Temps Com 27 48 68 88 111 212 311 385 479

Feldkamp Temps Total 110
Temps Com 22

Tab. 16 - Comparaison des temps de reconstruction des sph�eres imbriqu�ees par les
trois m�ethodes (sec)

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes int�eress�es �a la parall�elisation des m�ethodes

alg�ebriques. Nous avons choisi deux m�ethodes: la m�ethode Art par blocs et la

m�ethode SIRT. En e�et elles ont l'avantage de pouvoir s'exprimer comme un en-

semble de sous-syst�emes qui peuvent être r�esolus s�epar�ement. Grâce �a cette structure

par blocs, nous avons pu les formuler �a partir des op�erateurs de base, la projection

et la r�etroprojection, qui ont �et�e d�e�nis dans le chapitre 4.

La parall�elisation de ces m�ethodes est bas�ee sur l'utilisation des op�erateurs de

base parall�ele. Nous avons montr�e que les sch�emas algorithmiques de ces m�ethodes

�etant di��erents, leur parall�elisation met en �uvre des sch�emas de communication

di��erents:
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� Les communications intrins�eques de la m�ethode ART sont des communica-

tions globales. Le sch�ema de communication est donc un sch�ema en �etoile.

La m�ethode ART est d�evelopp�ee �a partir d'op�erateurs parall�elis�es suivant une

approche globale. Le calcul des matrices de poids est cependant parall�elis�e

suivant une approche locale.

� Les communications de la m�ethode SIRT sont essentiellement des commuca-

tions entre deux processeurs. Le sch�ema de communication choisi est l'anneau.

La m�ethode SIRT est parall�elis�ee �a partir d'op�erateurs parall�elis�es avec des

op�erateurs suivant une approche locale. Le calcul du poids W est parall�elis�e

comme le calcul des matrices de l'algorithme ART.

Les impl�ementations de ces m�ethodes ont �et�e optimis�ees en remplacant les op�erateurs

de base parall�eles par des versions optimis�ees des op�erateurs parall�eles. La m�ethode

ART optimis�ee met en �uvre des op�erations de r�eduction sur un arbre binaire. La

m�ethode SIRT optimis�ee utilise des techniques de recouvrement des communications

par des calculs.

Ces algorithmes ont �et�e impl�ement�es dans leur version initiale et dans leur ver-

sion optimis�ee sur trois machines parall�eles: la ferme de 16 processeurs Alpha, le

SP1 d'IBM compos�e de 32 processeurs RS6000 et le Cray T3D compos�e de 128 pro-

cesseurs Alpha. Le choix de ces machines a �et�e d�etermin�e par leurs performances

obtenues avec la m�ethode de Feldkamp et par leur biblioth�eque de communication

commune: PVM.

Nous testons nos algorithmes sur un cycle car nous avons montr�e que le temps

de reconstruction et de communication sur plusieurs cycles �etait constant si on di-

vise chaque temps par le nombre d'op�erateurs parall�eles mis en �uvre (2Nc + 1).

L'impl�ementation optimis�ee de ART permet de r�eduire sensiblement les communi-

cations en raison de l'impl�ementation du \pvm-reduce" qui n'est pas tr�es e�cace.

Pour des probl�emes de grande taille, on obtient des bonnes e�cacit�es car la part

du temps de communication est tr�es petite. Le gain de performances obtenu par la

version optimis�ee de SIRT est tr�es faible en raison de l'e�cacit�e de la version initiale

(95%).
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On retrouve ici des r�esultats de performances similaires �a ceux des impl�ementations

de Feldkamp. Il est int�eressant de noter qu'en moyenne la m�ethode SIRT parall�ele

est plus rapide que la m�ethode ART pour un même nombre de cycles.

Au niveau des reconstructions des images tests, l'algorithme ART converge plus

rapidement que l'algorithme SIRT. En comparant les r�esultats des trois m�ethodes,

on obtient une meilleure qualit�e d'image avec la m�ethode ART suivant le crit�ere

utilis�e. Cependant cet algorithme n�ecessite un temps de calcul tr�es important pour

obtenir un tel r�esultat.

Pour conclure, nous pr�esentons les acc�el�erations relatives calcul�ees d'apr�es les

performances obtenues sur notre machine de r�ef�erence (�gure 65). On peut remar-

quer que l'on obtient les meilleures acc�el�erations relatives avec les impl�ementations

parall�eles de SIRT, et ce gain de performances augmente en fonction du nombre de

processeurs: les impl�ementation sur le T3D (avec seulement 64 processeurs) sont les

plus rapides. Cependant, si on compare ces r�esultats avec ceux de la m�ethode de

Feldkamp, on s'apercoit que cette derni�ere m�ethode est la plus e�cace. Toutefois,

ces r�esultats ont �et�e calcul�es sur une reconstruction d'un image de taille 643 pour

ART et SIRT et sur une image de taille 1283 pour Feldkamp, en raison du temps

r�edhibitoire estim�e de ART et SIRT sur notre machine de r�ef�erence.
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Fig. 65 - Acc�el�eration relative des impl�ementations de ART et SIRT
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Chapitre 7

Application �a des donn�ees r�eelles

et discussion

7.1 Introduction

Nous abordons avec ce chapitre l'application de nos m�ethodes de recontruc-

tion �a des donn�ees exp�erimentales. Nous pr�esenterons le syst�eme d'acquisition en

g�eom�etrie conique: le Morphom�etre. Les donn�ees exp�erimentales sont des acquisi-

tions d'une main. Nous montrerons des vues de cette main reconstruite par nos

m�ethodes impl�ement�ees sur le Cray T3D.

Nous discuterons ensuite des di��erents aspects de cette �etude. Nous montrerons

l'apport du parall�elisme aux probl�emes de reconstruction. Nous comparerons notre

m�ethodologie avec celles pr�esent�ees dans la litt�erature. En�n d'un point de vue

th�eorique, nous �etablirons de quelle mani�ere l'ad�equation des m�ethodes de recons-

tructions 3D au parall�elisme doit prendre en compte la qualit�e de l'image, les temps

de reconstruction et le prix �a payer pour obtenir un tel r�esultat.
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7.2 Reconstruction d'une main

7.2.1 Principe du Morphom�etre

Cadre du projet de recherche

Le Morphom�etre est issu d'un projet de recherche [Mor94], qui associe deux

r�egions (Bretagne et Rhônes-Alpes) et de nombreux partenaires du public et du

priv�e: Minist�ere de la recherche, Minist�ere de la sant�e, CHUR de Rennes, Hospices

civils de Lyon, CEA-LETI de Grenoble, CNRS, Universit�e de Lyon 1, Universit�e

Joseph Fourier de Grenoble, CERIUM et General Electric Medical Systems-Europe.

Ce projet d'un coût total de 76 MF, a deux objectifs principaux:

� L'�etude, le d�eveloppement et la r�ealisation de deux maquettes d'un nouvel

�equipement permettant d'acqu�erir et de visualiser des donn�ees volumiques.

Elles ont �et�e r�ealis�ees par le CEA-LETI en association avec General Electric

Medical Systems-Europe.

� L'�evaluation et l'optimisation dans le cadre clinique (CHU de Rennes et Hos-

pices civils de Lyon). Les deux maquettes ont �et�e install�ees dans les ann�ees

93-94.

Pr�esentation du Morphom�etre

Ce dispositif est construit autour d'un appareil d'angiographie, sur lequel sont

embarqu�ees deux châ�nes d'acquisition d'image (�gure 66). Chaque châ�ne est com-

pos�ee d'un ensemble de d�etection et d'un ensemble d'�emission:

� L'ensemble de d�etection est un d�etecteur de 40 cm form�e d'un �ecran lumines-

cent, d'un tube intensi�cateur d'images (ampli�cateur de brillance) et d'une

cam�era vid�eo.

� L'ensemble d'�emission est form�e d'un tube �a rayons X qui �emet un faisceau

conique traversant le volume examin�e.
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Fig. 66 - Description du Morphom�etre

Le patient s'allonge sur un support transparent aux rayons X. Autour de lui, les

acquisitions sont e�ectu�ees au rythme de 25 images par seconde au cours de la

rotation, sur l'anneau, des deux châ�nes d'acquisition (�gure 67).

X

X

Acquisitions 2D

Source Rayons X

Fig. 67 - Rotation d'une châ�ne d'acquisition autour du patient

La vitesse de rotation peut varier de 4 sec/tour �a 20 sec/tour. Le tableau 17 donne

les principales caract�eristiques du Morphom�etre. Le champ 2D d�e�nit la taille du

d�etecteur suivant la r�esolution recherch�ee. Le champ 3D d�e�nit la taille du volume

reconstruit et donc la taille des voxels.
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Champs 2D (cm) 35.5 30 23
Pixel 512 (mm) 0.71 0.59 0.43

Champs 3D (cm) 27 23 17
Voxel 512 (mm) 0.53 0.44 0.33
Voxel 256 (mm) 1.06 0.88 0.66

Nombre de projections 64 128 256
Dur�ee de rotation/tour (sec) 5.12 10.24 20.48

Tab. 17 - Caract�eristiques du Morphom�etre

Les applications cliniques du Morphom�etre sont d�e�nies en fonction de trois pro-

tocoles d'acquisitions:

Angiographie standard Ce protocole regroupe les acquisitions de neurologie, les

acquisitions vasculaires abdominales et thoraciques. On injecte un produit de

contraste pour permettre la visualisation des organes (carotides, aorte, rein,

foie, art�ere pulmonaire).

Cardiaque On e�ectue des acquisitions du c�ur ou des grosses art�eres en r�eglant

les prises de vue sur le rythme cardiaque.

Contrastes naturels Ce protocole permet de visualiser des parties du squelette

(membres, crâne...). Il a �et�e d�evelopp�e pour la traumatologie, pour l'ortho-

dontie, et pour le positionnement des proth�eses. Nos images de la main sont

issues de ce protocole.

Pour chaque protocole, on e�ectue des acquisitions sur chaque châ�ne. Pour le proto-

cole d'angiographie, les acquisitions se r�epartissent en deux s�equences d'acquisitions:

la s�equence objet et la s�equence r�ef�erence qui permet de visualiser le patient sans

la dose inject�ee. Par pr�etraitement de ces deux s�equences, on obtient une s�equence

soustraite contenant les images d'att�enuation qui sont ensuite trait�ees (�gure 68).
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Fig. 68 - Protocole d'acquisition

Un syst�eme de traitement est associ�e �a ce syst�eme d'acquisition: il est constitu�e

d'un syst�eme de pilotage du Morphom�etre, de machines de stockage et de gestion des

donn�ees acquises et d'un syst�eme de reconstruction bas�e sur une machine parall�ele

une Alliant �a 8 processeurs.

7.2.2 Acquisitions

Nos donn�ees initiales sont 256 acquisitions de taille 5122 d'une main. En raison

du temps de reconstruction d'un volume de taille 5123 �a partir de 256 acquisitions

(3019 secondes sur le T3D) et l'espace m�emoire n�ecessaire pour stocker le volume

reconstruit (128 Mbytes en 256 niveaux de gris), nous avons cr�e�e des jeux de donn�ees

pour la reconstruction de volumes plus petits. Nous construisons �a partir d'un jeu de

donn�ees de N acquisitions de taille N2, un jeu de donn�ees de N2 acquisitions de taille
N2

22 pour reconstruire un volume de taille N
3

23 . Dans ce but, on prend une acquisition

sur deux (sauf pour passer de N = 512 �a N = 256), et on r�eduit les images. La

r�eduction des images peut être e�ectu�ee par deux m�ethodes:

� R�eduction par moyenne: chaque pixel des images de taille N2

22 est calcul�e �a

partir de la moyenne de quatre pixels des images de taille N2.

� R�eduction Gaussienne: on calcule la valeur du pixel �a partir d'une grille de

25 pixels �a laquelle est associ�ee une pyramide de r�eduction gaussienne 5 � 5

(�gure 69).
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Nous utilisons la deuxi�eme m�ethode pour cr�eer des jeux de donn�ees de 256 acqui-

sitions de taille 2562 et de 128 acquisitions de taille 1282. La �gure 70 pr�esente des

images d'acquisition de la main de taille 2562.
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Fig. 69 - R�eduction Gaussienne

7.2.3 Mise en oeuvre des m�ethodes de reconstruction

Nous avons dû adapter nos programmes �a la g�eom�etrie d'acquisition. En fait,

l'adaptation se situe au niveau du calcul de l'adresse de projection de chaque voxel

sur chaque plan d'acquisition. Si on consid�ere le couple (U; V ) comme �etant les co-

ordonn�ees de la projection de chaque voxel, la nouvelle adresse de projection a pour

coordonn�ees le couple (�V;U).

Nous avons reconstruit la main par les trois m�ethodes (Felkamp, ART et SIRT)

pour un volume de taille 1283 (�gure 71). Pour la m�ethode de Felkamp, on utilise un

�ltre de Shepp et Logan. Pour les m�ethodes alg�ebriques, on reconstruit le volume

en un cycle car le bruit d�egrade fortement les images pour un nombre de cycles

plus grand. Nous pr�esentons deux coupes du volume reconstruit par la m�ethode de

Feldkamp et la m�ethode SIRT. La premi�ere est un plan de coupe XZ pour Y=110

et la deuxi�eme est un plan de coupe YZ pour X=75. Nous obtenons de tr�es bons

r�esultats avec l'algorithme de Feldkamp. La �gure 72 pr�esente des vues de la main

reconstruite pour un volume 2563. Nous avons utilis�e le logiciel edit3D qui calcule

les vues d'un volume 3D par \lancer de rayon".
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(a) Acquisition �a 0� (b) Acquisition �a 60�

(c) Acquisition �a 120� (d) Acquisition �a 180�

(e) Acquisition �a 240� (f) Acquisition �a 300�

Fig. 70 - Images d'acquisition de la main (2562)
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(a) Feldkamp: Coupe XZ

(Y=110)

(b) Feldkamp: Coupe YZ

(X=75)

(c) SIRT: Coupe XZ (Y=110) (d) SIRT: Coupe YZ (X=75)

Fig. 71 - Coupes de la main reconstruite (volume 1283)
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(a) Vue �a 0� (b) Vue �a 60�

(c) Vue �a 120� (d) Vue �a 180�

(e) Vue �a 240� (f) Vue �a 300�

Fig. 72 - Vues de la main reconstruite par Feldkamp (volume 2563)
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7.2.4 Conclusion sur la reconstruction de donn�ees exp�erimentales

Nous avons montr�e que nos algorithmes permettent de reconstruire des images

3D �a partir de donn�ees exp�erimentales. On peut noter que la m�ethode de Felkamp

obtient les meilleurs r�esultats au niveau de la qualit�e de l'image 3D reconstruite.

Au niveau des temps de reconstruction, le Morphom�etre utilise une machine

MIMD: une Alliant �a 8 processeurs pour ces reconstructions d'images 3D. Le ta-

bleau 18 permet de comparer les temps de reconstruction obtenus sur cette machine

(m�ethode ART, m�ethode de RADON [Gra87]), et les temps obtenus sur le Cray

T3D pour nos trois m�ethodes. Les temps pr�esent�es sur le T3D correspondent �a des

ex�ecutions sur 128 processeurs. Ce tableau montre bien le gain de performance que

nous obtenons sur le Cray T3D.

R�esolution Alliant Cray T3D
Image 3D D�etecteurs ART RADON ART SIRT Feldkamp

256 256 180 40 23.8 15.33 5
512 256 420 50

Tab. 18 - Comparaison des performances du Morphom�etre [Mor94] et du Cray T3D
(minutes)

7.3 Discussion

Notre �etude a permis de d�e�nir une m�ethodologie pour la parall�elisation des

m�ethodes de reconstruction. Nous resituons ce travail pour constater l'apport du

parall�elisme au probl�eme de reconstruction 3D et pour le comparer aux autres tra-

vaux. Nous essayons de d�egager les points importants de cette �etude qu'elle apporte,

au vu des r�esultats obtenus au niveau de la reconstruction d'images 3D (donn�ees

simul�ees et exp�erimentales), et au niveau des performances de nos impl�ementations.

7.3.1 Apport du parall�elisme

En consid�erant les r�esultats obtenus sur les machines parall�eles, nous pouvons

constater que les approches parall�eles permettent de diminuer les temps de recons-

truction de fa�con consid�erable. Nous rappelons que la complexit�e de l'algorithme de
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Feldkamp est �egale �a m:N3 o�u m est le nombre d'acquisitions et N3 la taille du vo-

lume reconstruit. En comparaison avec l'�etude de Jacquet[Jac88] qui reconstruit un

volume de taille 2563 �a partir de 512 acquisitions (2562) en 44 heures sur un Sun4-

260, nous mettons 5 minutes pour la reconstruction d'un volume de taille identique

avec 256 acquisitions. Nous avons reconstruit sur le T3D une image 3D de taille

5123 �a partir de 256 acquisitions de taille 5122. Pour le calcul des reconstructions,

les pixels (respectivement les voxels) composant les acquisitions 2D (respectivement

le volume 3D) sont cod�es en \
oat" sur 4 bytes, ce qui repr�esente un volume total

de donn�ees (acquisitions 2D et volume 3D) de 807 Mbytes. En raison de la taille

m�emoire requise, ce type de probl�eme ne peut être r�esolu sur une machine classique.

L'apport du parall�elisme se situe donc au niveau des performances obtenues et

o�re la possibilit�e de r�esoudre des probl�emes de grande taille grâce notamment �a la

puissance et la m�emoire de ces machines. Nous avons mis aussi en �evidence que l'e�-

cacit�e de nos impl�ementations augmente avec la taille du probl�eme �a r�esoudre en rai-

son de la diminution de la part des communications dans le temps total d'ex�ecution.

Cependant, il faut adapter le nombre de processeurs �a la taille du probl�eme pour

obtenir une bonne e�cacit�e.

Au niveau des machines parall�eles utilis�ees, cette �etude nous am�ene �a faire deux

remarques. Nous avons montr�e que les machines SIMD �a grain �n ne semblaient pas

bien adapt�ees aux probl�emes de reconstruction 3D, en raison de la taille m�emoire

associ�ee �a chaque processeur. De plus, le nombre de processeurs �etant important, la

r�epartition homog�ene des donn�ees multiplie les communications, ce qui p�enalise les

performances. Les machines MIMD obtiennent de bonnes performances. Toutefois,

si on compare leur ratio Performances
Coût , on s'aper�coit que le r�eseau de stations et la

ferme de processeurs permettent des solutions parall�eles �a faible coût. L'utilisation de

machines massivement parall�eles (Paragon, SP1 et T3D) n'est pas encore vulgaris�ee

en raison de leurs coûts.

7.3.2 M�ethode utilis�ee

Nous nous sommes bas�es sur une analyse qu'on peut quali�er de descendante

pour parall�eliser les m�ethodes de reconstruction. Cette analyse �a permis de d�ecrire
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les m�ethodes en terme d'op�erateurs de base. L'e�ort de parall�elisation se situe alors

au niveau de la parall�elisation de ces op�erateurs de base. Nous avons d�ecrit nos

algorithmes pour une impl�ementation sur une machine parall�ele abstraite. Ce pa-

radigme nous permet de ne pas prendre en compte l'architecture de nos machines

cibles. De plus, la plupart de nos impl�ementations utilisent la librairie de communi-

cation PVM qui s'identi�e �a ce paradigme. Cette librairie nous assure la portabilit�e

de nos algorithmes, et nous permet de comparer les performances obtenues pour

chaque m�ethode sur nos machines cibles.

Les approches, d�ecrites dans le chapitre 4, sont pour la plupart d�ependantes de

l'architecture de la machine, notamment celles utilisant des machines d�edi�ees ou

des machines vectorielles. Mc Carty [MM91] et Miller [MB93] proposent des ap-

proches e�caces sur les machines SIMD car ils reconstruisent des images 2D et 3D

en g�eom�etrie parall�ele. Dans ce cas, les op�erateurs de base tirent pro�t de l'architec-

ture SIMD. Sur les machines MIMD, de nombreux travaux mettent en �uvre des

techniques de minimisation des communications et de r�egulation de charge. Nous

avons utilis�e les mêmes concepts pour optimiser nos impl�ementations.

L'originalit�e de notre m�ethodologie est de construire les m�ethodes de reconstruc-

tion �a partir d'une palette d'op�erateurs de base parall�elis�es suivant deux approches

(globale, locale). Chaque op�erateur est d�eclin�e suivant plusieurs versions:

� Pour l'approche locale, nous avons d�evelopp�e des versions synchrone, asyn-

chone et asynchrone avec partitionnement adaptatif.

� Pour l'approche globale, nous avons d�evelopp�e des versions utilisant une op�eration

de r�eduction bas�ee sur un sch�ema de communication en �etoile et en anneau.

Nous avons ainsi cr�e�e une biblioth�eque d'op�erateurs de base parall�elis�es.

7.3.3 Choix de la m�ethode de reconstruction

Face �a un probl�eme de reconstruction 3D, le probl�eme du choix de la m�ethode pa-

rall�elis�ee reste un probl�eme ouvert. Nos exp�erimentations nous ont permis d'�evaluer

les performances des impl�ementations et la qualit�e des images reconstruites. Ainsi,

nous avons montr�e que pour un cas id�eal, la m�ethode ART obtenait une meilleure
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reconstruction. Toutefois, le temps de reconstruction pour obtenir un tel r�esultat

est prohibitif, si on compare ces r�esultats avec ceux de la m�ethode de Feldkamp. De

plus, la m�ethode ART est une m�ethode peu e�cace en comparaison avec les perfor-

mances des m�ethodes de Feldkamp et SIRT. La question se pose donc d'�evaluer la

qualit�e de reconstruction et le temps de reconstruction que l'on d�esire obtenir, pour

d�e�nir la m�ethode la plus adapt�ee. Notre �etude donne quelques �el�ements de r�eponse

�a cette question.

Cependant, lors de la reconstruction �a partir de donn�ees exp�erimentales, nous

avons montr�e que la m�ethode de Feldkamp obtenait des meilleurs r�esultats par

rapport aux m�ethode alg�ebriques. Cela semble indiquer qu'il est di�cile de d�e�nir

la meilleurem�ethode. Toutefois, il est important de pr�eciser que les r�esultats obtenus

par les m�ethodes alg�ebriques peuvent être am�elior�es en choisissant un param�etre de

relaxation optimal. Celui-ci permettrait d'acc�el�erer la convergence de ces m�ethodes

vers une bonne solution.

7.4 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre des reconstructions d'images 3D �a partir de

donn�ees exp�erimentales. Les r�esultats au niveau de la qualit�e de la reconstruction

comme au niveau des performances valident nos approches parall�eles.

L'apport du parall�elisme pour les probl�emes de reconstruction a �et�e montr�e. Notre

m�ethode nous a conduit �a d�evelopper une biblioth�eque d'op�erateurs parall�eles qui

sont �a la base d'un grand nombre de m�ethodes de reconstruction. Nous avons �evoqu�e

le choix d'une bonne m�ethode adapt�ee aux donn�ees et �a la machine parall�ele cible.
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Chapitre 8

Conclusion g�en�erale et

perspectives

Cette �etude se situe dans le contexte de l'�evolution des technologies li�ees �a l'ima-

gerie m�edicale 3D. Nous avons d�emontr�e �a travers cette �etude l'ad�equation du pa-

rall�elisme aux probl�emes de reconstruction 3D en tomographie X.

Pour en �xer le cadre, nous avons rappel�e les fondements de la tomographie

assist�ee par ordinateur et pr�esent�e les machines parall�eles. A�n de situer notre

m�ethodologie, nous nous sommes int�eress�es aux di��erents travaux proposant une

approche parall�ele pour r�esoudre un probl�eme de reconstruction.

Notre m�ethodologie d�e�nit une analyse descendante des probl�emes de reconstruc-

tions 3D. Elle est bas�ee sur la parall�elisation des op�erateurs de base (projection et

r�etroprojection), suivant deux approches (locale, globale) sur une machine parall�ele

abstraite. Pour chaque approche, nous avons mis en place des techniques de mini-

misation des communications (recouvrement calcul/communication, communication

sur un arbre binaire) et de r�egulation de charge (partitionnement adaptatif). L'en-

semble de ces op�erateurs parall�eles forme une biblioth�eque permettant une concep-

tion plus rapide des m�ethodes parall�eles de reconstruction.

A partir de cette biblioth�eque, trois m�ethodes parall�eles de reconstruction ont �et�e

�elabor�ees: la m�ethode de Felkamp, la m�ethode ART par blocs et la m�ethode SIRT.
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Les nombreuses exp�erimentations r�ealis�ees sur di��erentes machines parall�eles (Mas-

par, R�eseau de stations Sun, Ferme de processeurs Alpha, Paragon d'Intel, IBM SP1

et Cray T3D) ont permis d'�etablir l'ad�equation du parall�elisme aux probl�emes de

reconstruction.

Pour am�eliorer davantage les performances et la qualit�e de nos reconstructions,

on pourra s'int�eresser �a de nouvelles techniques compl�ementaires:

� La r�eduction du volume reconstruit dans deux cas de �gures:

{ l'utilisation d'un �a priori sur le volume permettrait de limiter le volume

de reconstruction,

{ il serait possible d'e�ectuer apr�es chaque cycle des m�ethodes alg�ebriques

un seuillage pour cerner au mieux la zone de reconstruction.

Le volume ainsi r�eduit n'�etant pas r�eparti de fa�con homog�ene, on pourrait

r�eguler la charge des processeurs soit avec un partitionnement adaptatif, soit

avec une redistribution �elastique des donn�ees [MR91].

� L'impl�ementation de m�ethodes plus rapides. Il existe un bon nombre de m�ethodes

alg�ebriques qui convergent plus rapidement grâce �a des techniques de pr�econdition-

nement. Le probl�eme est de savoir si ces m�ethodes peuvent être parall�elis�ees

suivant notre m�ethodologie.

� La mise en place de nouvelles techniques de recouvrement des communications

par les calculs. Elles sont bas�ees sur les caract�eristiques de chaque machine

en �etablissant le rapport entre le temps de calcul �el�ementaire et le temps de

communication pour trouver la taille optimale des envois.

En outre, il peut être souhaitable d'�etablir une liste non exhaustive des m�ethodes

impl�ement�ees en parall�ele explicitant la taille du probl�eme, la machine utilis�ee

(nombre de processeurs et type de processeur) ainsi que les performances obtenues. A

partir d'un certain nombre d'exp�erimentations, cette liste permettra �a un utilisateur

de choisir la machine parall�ele la mieux adapt�ee �a sa m�ethode, et r�eciproquement

de choisir une m�ethode en fonction de la machine cible.
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Notre �etude est bas�ee sur une g�eom�etrie d'acquisition conique directement ap-

plicable �a la reconstruction d'images 3D �a partir d'acquisitions du Morphom�etre.

Les m�ethodes alg�ebriques sont adaptables �a toutes sortes de g�eom�etries. Il est donc

envisageable de d�e�nir de nouveaux champs d'application de nos m�ethodes de re-

construction 3D.

Pour conclure sur notre �etude, les temps de reconstruction pour r�esoudre des

probl�emes de grande taille (5123), que nous avons pr�esent�es, sont tr�es acceptables

(50 minutes). Ces performances obtenues sont donc tr�es encourageantes, et au vu de

la qualit�e de la reconstruction de nos donn�ees exp�erimentales (une main), on peut

promettre un bel avenir aux m�ethodes parall�eles de reconstruction.
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Annexe A

Mise en oeuvre des M�ethodes

Pour comparer nos approches lors de l'impl�ementation de nos m�ethodes de re-

construction parall�ele, nous avons d�evelopp�e un ensemble de programmes similaire

sur chaque machine utilis�ee. Les machines que nous avons choisies pour notre �etude

sont des machines parall�eles appartenant pour la plupart �a des laboratoires ou des

organismes de la r�egion Rhône-Alpes. Pour cr�eer des �chiers de tests et visualiser

les r�esultats, nous avons cr�e�e une interface graphique appel�ee TomoTool.

A.1 Organisation modulaire des programmes

Pour tester ces algorithmes et les m�ethodes d�evelopp�ees �a partir de ces op�erateurs

de base, il a �et�e n�ecessaire de d�e�nir la g�eom�etrie, de cr�eer des donn�ees et de visuali-

ser les r�esultats. Dans cette optique, nous avons con�cu un ensemble de programmes

permettant d'impl�ementer nos m�ethodes. Notre strat�egie, pour nos impl�ementations,

a �et�e de d�e�nir une librairie de fonctions communes �a nos programmes et une in-

terface permettant de cr�eer les �chiers de param�etres, de visualiser les r�esultats et

d'ex�ecuter certaines applications. Les programmes ayant une fonctionnalit�e com-

mune ont �et�e regroup�es dans un module. Chacun des programmes a d'abord �et�e

test�e en s�equentiel puis a �et�e parall�elis�e sur les machines cibles. Nous ne d�etaillerons

pas l'impl�ementation des programmes parall�eles permettant de cr�eer des jeux de

donn�ees et de visualiser les r�esultats.

Cr�eation de jeux de donn�ees Nous avons d�evelopp�e deux programmes permet-

tant de cr�eer des jeux de tests pour nos algorithmes. Ces programmes uti-

lisent un �chier de param�etres permettant de d�e�nir des fantômes constitu�es
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d'objets simples (sph�ere, ellipsoide, parall�el�epip�ede). Le programmeCreerCube

d�e�nit le fantôme d'une fonction discr�etis�ee sur un volume. Ce volume est uti-

lis�e pour tester le programme de projection et permet de mesurer la qualit�e

d'une r�etroprojection. Le programme ProjCalc calcule un ensemble de projec-

tions d'un fantôme. Ces projections sont calcul�ees �a partir des formules ana-

lytiques de projection d'objets simples. Ce programme g�en�ere des projections

non bruit�ees ce qui permet de tester les algorithmes de r�etroprojection.

Test des op�erateurs Nous avons mis au point des programmes servant unique-

ment �a tester les op�erateurs. Le programme Project permet de projeter un

volume sur un ensemble de plans de d�etection Il est bas�e sur l'algorithme 1

de projection en s�equentiel et a �et�e d�evelopp�e en parall�ele par une approche

locale et par une approche globale. Le programme Retro e�ectue l'op�eration

de r�etroprojection d'un ensemble de projections sur un volume suivant l'algo-

rithme 2 de r�etroprojection. Nous l'avons aussi test�e en parall�ele en utilisant

une approche locale et une approche globale. Pour tester les di��erents �ltres

utilis�es par notre m�ethode analytique, nous avons d�e�ni un programme de

�ltrage: Filtrage.

M�ethodes impl�ement�ees Nous avons impl�ement�e trois m�ethodes �a partir des

op�erateurs de projection et de r�etroprojection. Le programme BackProject est

bas�e sur la m�ethode de Feldkamp, le programme ART est bas�e sur la m�ethode

ART par blocs et le programme SIRT est bas�e sur la m�ethode SIRT. Nous

d�etaillerons leur impl�ementation s�equentielle et parall�ele dans les chapitres 5

et 6.

Visualisation des r�esultats Pour visualiser les r�esultats obtenus par les pro-

grammes de test et ceux des m�ethodes impl�ement�ees, il est n�ecessaire de trans-

former les donn�ees cod�ees en r�eel, en niveaux de gris. Le programme TransCub

transforme un �chier de points r�eels contenant une image 3D, en une image 3D

en niveaux de gris. Le programme VisuProj transforme un ensemble d'images

de projection cod�ees en r�eels en un ensemble d'images en niveaux de gris. Des

logiciels standards comme XV ou AVS nous servent �a visualiser ces images

en niveaux de gris. Nous avons con�cu des programmes pour comparer nos

r�esultats dans notre logiciel TomoTool.
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A.2 TomoTool

Pour tester nos algorithmes, nous avons d�e�ni un logiciel TomoTool compos�e

de trois modules: un module de saisie des param�etres, un module d'ex�ecution et

un module de visualisation. Ces modules nous permettent de cr�eer des donn�ees

communes �a chaque programme sur chaque machine, d'ex�ecuter les programmes

s�equentiels et parall�eles sur notre r�eseau de stations et de visualiser les r�esultats. Ce

logiciel est �ecrit avec la librairie graphique Xview sous Openwindow.

A.2.1 Module de saisie des param�etres

Ce module sert �a d�e�nir les param�etres de la g�eom�etrie d'acquisition (�gure

73(a)). Il permet aussi de cr�eer des fantômes compos�es de sph�eres, de parall�elogrammes,

et d'ellipso��des(�gure 73(b)). Un fantôme est d�e�ni par les caract�eristiques de chaque

objet le composant (centre de la sph�ere, rayon, densit�e...). Les caract�eristiques de

chaque objet sont fournies aux programmes qui cr�eent les jeux de donn�ees: Creer-

Cube et ProjCalc. Les �chiers de param�etres sont adapt�es en fonction de chaque

machine utilis�ee car les normes de codage des entiers et des r�eels di��erent souvent

entre les machines. Cependant les caract�eres ASCII �etant cod�es avec la même norme

sur la plupart des machines, c'est pourquoi nous utilisons des images en niveaux de

gris cod�es de 0 �a 255 pour visualiser nos donn�ees.

A.2.2 Module d'ex�ecution

Le module d'ex�ecution est l'interface des di��erents programmes impl�ement�es sur

la machine s�equentielle de r�ef�erence: un SUN4 (�gure 74). Il permet aussi d'ex�ecuter

les programmes parall�eles �ecrits en PVM sur un r�eseau de stations de travail grâce

�a une gestion des machines formant le r�eseau. Chaque programme est ex�ecut�e avec

un certain nombre de param�etres li�es �a la g�eom�etrie d'acquisition: �chier de pa-

ram�etres, ou �a l'ex�ecution: nombre de processeurs, types de �ltres utilis�es, modes de

communication, calculs des performances ... .
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(a) Saisie des param�etres (b) D�e�nition des fantômes

Fig. 73 - Module de saisie

Fig. 74 - Module d'ex�ecution
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A.2.3 Module de visualisation

Pour visualiser nos r�esultats et les comparer, nous avons con�cu une interface

permettant de visualiser les images de projection et les coupes d'image 3D (�gure75).

Ce module permet d'e�ectuer des op�erations sur ces images (somme, di��erence,... ) et

de visualiser des pro�ls (2D, 3D) et des histogrammes par l'interm�ediaire du logiciel

Gnuplot. Ainsi l'image \view1" et l'image \view2" sont des coupes d'image 3D.

L'image \view2"correspond �a une coupe de deux boules simul�ees et l'image \view1"

correspond �a une coupe de l'image reconstruite par la m�ethode de Feldkamp. L'image

\view3" correspond �a l'image de di��erence quadratique des deux images pr�ec�edentes.

La fenêtre Gnuplot permet de visualiser le pro�l des deux images suivant la ligne

trac�ee sur chaque image. Pour visualiser les images 3D, nous utilisons le logiciel

Edit3D mis au point au laboratoire par Parazza et Usson [PHU93].

Fig. 75 - Module de visualisation
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